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Introduction

Contexte

La classification des groupes finis simples fait apparaitre une famille de groupes finis de
matrices, comme par exemple PSL,(q) ou SO,(q), avec certaines restrictions sur 7 et ¢.
On sait construire des extensions centrales de ces groupes comme les points fixes G d’'un
groupe algébrique réductif défini sur ]F_q sous 'action d'un endomorphisme de Frobenius
F.Onva supposer pour I'instant que 'endomorphisme de Frobenius F munit G d'une -
structure déployée.

Dans I’étude des représentations du groupe fini G*', Deligne et Lusztig [DL76] ont intro-
duit certaines représentations particulieres, les représentations unipotentes. La décompo-
sition de Jordan des caracteres irréductibles [Lus84, Theorem 4.23] permet, dans un cer-
tain sens, de se restreindre a I’étude des représentations unipotentes, que Lusztig a par la
suite classifiées. Ces caracteres se répartissent en familles, qui sont définies via I’algebre de
Hecke associée au groupe de Weyl W de G.

Parallelement, la théorie de Kazhdan-Lusztig pour les algebres de Hecke permet de dé-
finir une partition de W en cellules a gauche, a droite et bilateres [KL79]. Chaque cellule
bilatére donne lieu a une famille de caracteres de Irr(W), et également a une famille de ca-
racteres unipotents de G. Chaque cellule a gauche contenue dans une cellule bilatere T
définit un caractere cellulaire de W qui ne fait apparaitre que des caracteres irréductibles
de la famille associée a la cellule bilatere I'.

Etant donnée une famille Z de caracteres unipotents, on s'intéresse au sous-espace des
fonctions centrales sur G engendré par les caracteres irréductibles des éléments de Z. On
dispose de deux bases de cet espace : la premiére est naturellement donnée par les carac-
teres irréductibles appartenanta .7, etla seconde est donnée de maniere plus géométrique,
via les fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres, qui produisent les caracteres fan-
tomes. Lusztig a déterminé les matrices de passage d'une base a l’autre, et a interprété ces
matrices en terme de transformée de Fourier non abélienne [Lus79].

Un fait remarquable de cette théorie est le paramétrage des caracteres unipotents et
des familles de caractéres unipotents : il ne dépend pas de g, mais seulement du groupe
de Weyl W. Il est possible de donner un ensemble Uch(W) qui donne un paramétrage
des caracteres unipotents de G, et ce de maniere indépendante de ¢. De plus, pour tout
p € Uch(W), il existe un polynome deg,(x), qui, évalué en x = g, donne le degré de la
représentation unipotente correspondante de G [Lus84, Appendix].

Cette these s’inscrit dans une tentative d’étendre ces résultats au cas ot W n’est plus un
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groupe de Weyl, mais un groupe de réflexions complexes. Il n’existe plus de groupe réductif
G correspondant, mais des tentatives de généralisation des cellules bilatéres de W [BR17b],
de familles de caracteres de Irr(W) [Gor03] ou encore une notion de caractéres unipotents
et de famille de caracteres unipotents [Mal95, BMM99, BMM14] sont étudiées, ainsi que
la notion de matrice de Fourier. On fixe désormais W C G L(V) un groupe de réflexions
complexes.

Cellules bilateres, familles de caracteres et caracteres cellu-
laires

La théorie de Kazhdan-Lusztig n’existant plus pour les algebres de Hecke associées aux
groupes de réflexions complexes, il est impossible de définir les cellules ainsi que les fa-
milles de caracteres a I’aide de ces algébres. Dans [Gor03], une notion de famille de carac-
teres de Irr(W) est définie a I'aide des algeébres de Cherednik a ¢ = 0. Ces algebres H, .(W)
ont été introduites par Etingof et Ginzburg comme des déformations de C[V @ V*]x W, et
dépendent de parametres de déformation ¢ € C et ¢: Réf(W) — C constant sur les classes
de conjugaison de W [EGO02].

Lorsque ¢ = 0, I'algebre H, .(W) est de dimension finie sur son centre et en quotien-
tant cette algébre par un idéal contenu dans son centre, on dispose de 1’algebre de Che-
rednik restreinte H, .(W) qui est de dimension finie. La structure triangulaire de 1’algébre
H, .(W) permet de montrer que les modules simples sont paramétrés par Irr(W) et ainsi la
décomposition en blocs de cette algebre donne une partition de Irr(W') en familles, dites de
Calogero-Moser. Des travaux de Gordon [Gor03], Gordon-Martino [GM09], Martino [Mar14],
Bellamy [Bel12] et Thiel [Thil4] montrent que dans le cas particulier ot W est un groupe
de Coxeter de type A, B, D, L,(m) ou Hs, les familles de Calogero-Moser coincident avec
les familles de Irr(W) définies a I’aide de la théorie de Kazhdan-Lusztig, sous réserve que le
parametre c soit réel.

En ce qui concerne les cellules, 1a généralisation est donnée par les cellules de Calogero-
Moser [BR17b] et fait intervenir I’espace de Calogero-Moser %, = Spec(Z(H, .(W))) ainsi
qu’'un revétement galoisien de cette variété. Les cellules de Calogero-Moser sont difficile-
ment calculables, mais de nombreux indices laissent a penser que si W est un groupe de
Coxeter, elles sont égales aux cellules définies via les algebres de Hecke [BR17b, Section
15.2].

Enfin, chaque cellule de Calogero-Moser a gauche permet de définir un c-caractere cel-
lulaire. Une définition équivalente peut étre donnée a I'aide d’'une algebre commutative
associée a W, I'algebre de Gaudin. Dans le chapitre 1, on étudie ces caracteres cellulaires
dans le cas ou W est un groupe de réflexions complexes de type G(d, 1, n). En introdui-
sant des éléments similaires aux éléments de Jucys-Murphy, on retrouve que les caracteres
cellulaires sont irréductibles lorsque le parametre ¢ est hors de certains hyperplans, dits
essentiels. Enfin, dans le cas de G(d,1,2), les caracteéres c-cellulaires sont explicitement
calculés et sont reliés a I'expression de vecteurs de la base canonique de certains modules
intégrables de %,(sl.,) dans la base standard de I'espace de Fock associé. Cette comparai-
son est motivée par un résultat de Leclerc et Miyachi [LM04] concernant le cas des groupes
de Weyl de type B, et D, ; une définition de caractere r-contructible est proposée [LM04,
Section 6.3], pour r un d-uplet d’entiers décroissant. Suite a ces calculs en rang 2 et a des
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calculs effectués par ordinateur, on propose la conjecture suivante :

Conjecture A (Conjecture 1.4.9). Soitc: Réf(G(d, 1, n)) — C invariante par conjugaison. On
note ¢, = ¢, etk; = 52?:11 g/0=De ;, et on suppose que pour tout1 < i < d, ki = k,_; est un
- 0

multiple entier de c, et que
k

a3

Kt
dcZc..cd
G G Co

Soitr=—c,'(ki, k},..., k") le d-uplet décroissant d’entiers ainsi obtenu.
Alors l'ensemble des caracteres c -cellulaires coincide avec 'ensemble des caracteres r-

constructibles.

Caracteres unipotents, données Z-modulaires et catégories
modulaires

La théorie de Lusztig attache a chaque famille de caracteres unipotents # de G' une
matrice carrée S € # ;(C), dite matrice de Fourier, et une matrice diagonale Fr € ./ ;(C),
que I'on obtient a partir des valeurs propres du Frobenius. La matrice S est symétrique,
unitaire, chaque famille possede un élément spécial pg, et la ligne de S correspondant a
Psp @ chacune de ses entrées non nulles. Le quadruplet (Z,S,Fr, psp) est une donnée N-
modulaire :

S;1S:;S
$*=id, (SFrf*=id, [$* Fr]=id et N =Y “feN
" leF Spspvl

L'intégralité de ces entiers permet de définir une algebre de fusion associée a la donnée
modulaire : c’est une Z-algebre libre de rang || et dont la multiplication est donnée sur
une base (b;);c# par les entiers Nl.’“j :

_ k
bi-b]-—ZNi,jbk.
keF

On appelle alors les entiers le] les constantes de structures de la donnée N-modulaire.

En ce qui concerne les groupes de réflexions complexes, Malle [Mal95] a généralisé la
combinatoire des symboles utilisée par Lusztig en type B et D afin de définir des caracteres
unipotents pour les groupes de réflexions complexes G(d, 1, n) et G(d, d, n), ainsi que des
familles de caractéres unipotents, des matrices de Fourier et les valeurs propres du Fro-
benius. Les résultats conjoints de [Mal95, Cun07] montrent que la transformée de Fourier
ainsi que les valeurs propres du Frobenius définissent non plus des données N-modulaires,
mais des données Z-modulaires, c’est-a-dire que les entiers le, ne sont plus nécessaire-
ment dans N, mais dans Z.

Dans sa these, Cuntz conjecture une propriété remarquable des algebres de fusion as-
sociées aux données Z-modulaires des familles de caractéres unipotents des groupes de
réflexions G(d, 1,n) et G(d, d, n) : si on remplace les constantes de structure le] par leurs
valeurs absolues, I'algebre ainsi obtenue reste associative. Plus précisément, Cuntz propose
la conjecture suivante :
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Conjecture B ([Cun05, Vermutung 5.1.6]). Soit # une famille de caracteres unipotents du
groupe de réflexion complexe G(d,1,n) ou G(d,d, n), d'algébre de fusion associée Az . Soit
Az un Z-module libre de base (b;, Z)l.’)l-eg. Soit p: Ay — A, le morphisme surjectif de 7Z-
modules défini par p(b;) = b; et p(Bl.’) =—b;. Soit également ¢ : Ay — A, défini par

inbiHZAibi—Zaibi’.

A = A =
La multiplication r-r’ = p(p(r)p(r’)) ainsi définie sur A, est associative et les constantes
de structure de l'anneau A, sont positives.
Autrement dit, l'anneau A5 est quotient d'un anneau A ; dont les constantes de structures
sont positives.

Si A% désigne la Z-algebre libre dont les constantes de structures sont les valeurs ab-
solues de celles de A, on se retrouve alors dans une situation donnée par le diagramme
suivant

Az
14 q
A%~ Az /(b — Bll)sp) Az ~Az/(b, + ~;Sp)

et 'associativité de I'algebre A, implique celle de I'algébre A;‘BS.

La notion de donnée N-modulaire apparait également lors de I’étude des catégories
modulaires [EGNO15, Section 8.14]. Une catégorie modulaire est une catégorie de fusion
tressée munie d’'une structure sphérique, avec pour seul objet transparent ’objet unité 1.
Dans de telles catégories, on dispose d'une notion de trace d'un endomorphisme, et on dé-
finit une matrice S indexée parl’ensemble Irr(6’) des classes d'isomorphie d’objets simples
de ¢ comme étant la matrice des traces du double tressage. Cette matrice est ensuite re-
normalisée afin d’obtenir une matrice S vérifiant S* = id. Une catégorie modulaire dispose
d’un ruban, qui agit par un scalaire sur un objet simple, et la matrice T est la matrice dia-
gonale des valeurs du ruban sur les objets simples. Le quadruplet (Irr(6), S, T, 1) est alors
une donnée N-modulaire [EGNO15, Proposition 8.17.2], I'entier le] s'interprétant comme
la multiplicité de 'objet simple k dans le produit tensoriel i ® j. Il nous a fallu étendre ce
résultat au cas ou la structure pivotale n’est plus sphérique, et notamment introduire une
involution sur les classes d’'isomorphie d’objets simples, qui n’est autre que la dualité si la
catégorie est sphérique :

Théoreme A. Soit ‘6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée sur le corps
des nombres complexes C. Le twist associé a la structure pivotale est noté 0. On choisit un
ensemble de représentants Irr(6’) des classes d’'isomorphie d’objets simples de 6. On définit
pour X, Y €Irr(6)
S;:Fy:tr;®y(CY,XOCX,Y) et TX,Y:5X,Y9);1'

Le quadruplet (Irx(6),S*, T, 1) est une donnée N-modulaire, oit S** est un multiple de la
matrice S**.

Le carré de la matrice S** est donnée par une involution différente de la dualité si et
seulement si la structure pivotale n'est pas sphérique.
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Les données N-modulaires définies par Lusztig via la transformée de Fourier non abé-
lienne s’interpretent comme les données modulaires associées a la catégorie de modules
sur I'algebre de Hopf tressée D(G), le double de Drinfeld d'un groupe fini G, excepté trois
familles en types E; et E; qui s'interprétent comme les données modulaires de la quasi-
algebre de Hopf D“(Z/Z) introduite par Dijkgraaf, Pasquier et Roche [DPR90]. Le cas de
données Z-modulaires étant étudiées dans cette these, la premiére question a se poser est
la suivante :

Question 1. Comment interpréter de maniere catégorique une donnée Z-modulaire ?

Lentier N.*. k. correspondant a la multiplicité d’'un objet simple, il ne peut en aucun cas
étre négatif. Il faut tout d’abord se rendre compte qu’en conjuguant la matrice S d’'une
donnée Z-modulaire par une matrice diagonale a coefficients dans {£1}, on peut obtenir
une donnée N-modulaire et ainsi se ramener au cas bien connu des catégories modulaires.
Néanmoins, ceci ne peut pas étre fait dans I'’exemple du groupe cyclique G(d,1,1) si d est
pair, et conjuguer par une matrice diagonale a coefficients dans {£1} ne couvre pas les cas
qui nous intéressent particulierement.

Une réponse plus satisfaisante a cette question a été donnée par Bonnafé et Rouquier
[BR17a] enretrouvantla donnée Z-modulaire associée a la famille non triviale de caracteres
unipotents des groupes cycliques comme la S-matrice et la T-matrice associée a un quo-
tient de la catégorie stable des modules sur le double de Drinfeld de I’algebre de Taft. Cette
solution utilise alors la notion de catégorie triangulée tensorielle, la suspension étant inter-
prétée comme un isomorphisme entre un objet X et son “opposé”, cette relation ayant un
sens dans le groupe de Grothendieck de la catégorie triangulée ainsi construite. La conjec-
ture B ne trouve pas de réponse dans ce cadre.

Nous introduisons dans le chapitre 3 de cette these une autre approche, celle de catégo-
rie légerement dégénérée, qui sont des catégories de fusion tressées de centre symétrique
égal a la catégorie sVect des super-espaces vectoriels et on montre le résultat suivant :

Théoreme B. Soit 6 une catégorie de fusion tressée et pivotale sur le corps C que l'on sup-
pose légerement dégénérée. On note 0 le twist associé a la structure pivotale. On choisit ]
un ensemble de représentants des classes d’'isomorphie sous l'action par tensorisation par le
centre symétrique tel que 1 € J. On définit pour X, Y € |

_ —1
Syy=tr cyxocxy) et Txy=0xy0, .

X®Y(

Sous I'hypothése d’inversibilité d'un certain objet simple 1, le quadruplet (J,S,T,1) est
alors une donnée Z-modulaire, oiLS est un multiple de la matrice S.

Ce théoreme peut également s’'interpréter en terme de super-catégories, un isomor-
phisme de degré impair entre X et Y permet alors d’identifier I'objet Y avec 'opposé de
I'objet X, égalité vérifiée dans le super-anneau de Grothendieck. La conjecture de Cuntz
s'insére dans ce cadre : le super-anneau de Grothendieck de la super-catégorie associée €
est une Z[¢]/(e*— 1)-algebre et si on note ¢ I'objet transparent engendrant le centre symé-
trique de ¢, la situation est résumée dans le diagramme suivant :

sGr(%)

= N} )

Gr(6) =~ Gr(%6)/([1]—[¢]) Gr(6)/([1]+ [e]).



6 Introduction

Ce diagramme est a comparer avec le diagramme (1).

De plus, 'exemple de Bonnafé et Rouquier peut se retrouver en terme de catégories
légérement dégénérées, ce qui donne une répose positive a la conjecture B dans le cas du
groupe cyclique. On est naturellement amenés a se poser la question suivante :

Question 2. Peut-on trouver une catégorification de la donnée modulaire attachée a n'im-
porte quelle famille de caracteres unipotents de G(d, 1, n) par une catégorie légerement dé-
génerée?

Nous ne répondrons a cette question que pour certaines familles de caracteres unipo-
tentsde G(d, 1, n). On peut donner une catégorification de la donnée Z-modulaire associée
a certaines familles de caracteres unipotents de G(d, 1, k(k+1)) via la catégorie de modules
surle double de Drinfeld du groupe fini (Z/d Z)*. Ce comportement est semblable a la théo-
rie de Lusztig en type B ot des doubles de Drinfeld de (Z/2Z)* apparaissent [Lus84, Section
4.5). Afin de faire correspondre I'objet unité de D((Z/dZ)*)-mod avec I'objet spécial de la
famille, il a été nécessaire de choisir une structire pivotale qui n’est pas sphérique si d > 2.

Dans le cas d'un autre type de familles, la construction d’'une telle catégorie de fusion
estbien plus complexe. Elle fait intervenir des groupes quantiques, et plus précisément une
extension centrale %;(g) de I'algébre enveloppante quantique %;:(g) associée a une algebre
de Lie simple, ou & est une racine de 'unité. Nous détaillons la construction de 1'algébre
et de la catégorie de fusion associée dans le chapitre 4. Une étude toute particuliere de
P:(sl,11) pour & une racine 2d-iéme de I'unité constitue un des résultats principaux de
cette these :

Théoreme C. Soit & une racine primitive 2d -ieme de l'unité et n > d.

Sin+1 est impair la catégorie Z(T:) x /' associée a g = sl,.; a pour centre syméirique
Rep(Z/(n + 1)Z). Il existe une famille F de G (d 1, ”("2“)) telle qu'une catégorification de la
donnéeZ-modulairede la famille 7 est donnée par la modularisation de la catégorie Z( ;)%
.

Si n+ 1 est pair la catégorie Z(T:) x & associée a g = sl,,, a pour centre symétrique
Rep (Z/(n +1)Z, ”T“) Il existe une famille 7 de G (d, 1, @) telle qu'une catégorification
de la donnée Z-modulaire de la famille 7 est donnée par la super-catégorie associée a la
modularisation partielle de Z(7:) X /' par les objets de dimension positive du centre symé-
trique.

Enfin, cette construction générale apparait également dans la catégorification de don-
nées modulaires associées a certains groupes de réflexions complexes exceptionnels que
I'on étudie dans le chapitre 6 de cette these.

Groupes tordus et graduation de catégories

Jusqu’a présent, on a supposé que 'endomorphisme de Frobenius F munit G d'une
IF,-structure déployée. Désormais, on va enlever cette hypothése supplémentaire, ce qui
permet d’obtenir par exemple les groupes unitaires de type A, les groupes de type 2D,, ou
encore les groupes exceptionnels de type 3D, et °E,. Toutes les notions considérées jusqu’ici
existent pour ces groupes et Lusztig construit les matrices de Fourier des familles de carac-
teres unipotents comme des sous-matrices associées a la S-matrice de la catégorie de mo-
dules d'un double de Drinfeld d'un groupe fini [Lus84, Section 4.16]. Si on suppose que F
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n’est plus nécessairement un Frobenius, mais qu’'une puissance de F est un Frobenius, on
obtient, par exemple, les groupes de Suzuki et de Ree de type ?B, et *F, en caractéristique 2 et
de type G, en caractéristique 3. Il existe également une notion de matrice de Fourier, mais
elle n'est plus ici symétrique, mais reste tout de méme unitaire. Geck et Malle proposent
dans [GMO03] des relations satisfaites par cette matrice de Fourier ainsi que deux matrices
diagonales. Une définition, dans le cas tordu, des caractéres unipotents des groupes de ré-
flexions complexes imprimitifs G(d, d, n), ainsi que des familles et des matrices de Fourier,
a été proposé par Malle [Mal95], et on s’intéressera tout particulierement aux groupes dié-
draux G(d,d,2). A chaque famille de caractéres unipotents du groupe tordu est associée
une famille de caracteres unipotents du groupe non tordu, et de nombreux liens entre ces
deux familles existent.

On propose alors dans le chapitre 5 un cadre catégorique qui permet d’interpréter ces
matrices de Fourier non symétriques par le biais d'une catégorie ¢ de fusion A-tressée
avec A un groupe fini. Une S-matrice tordue est alors définie par tout élément de a € A et
cette derniére peut se calculer dans la catégorie 2 = 6 ¥, qui est alors de fusion et contient
Rep({a)). Dans le cas ou1 a est d’ordre 2, on obtient le résultat suivant

Théoreme D. Soit ¥ une catégorie de fusion tressée, pivotale et non dégénérée contenant
Rep(A) comme sous-catégorie tressée et pivotale, avec A = (a) d'ordre 2. La catégorie 9 est
graduée par le groupe A et on dispose de S-matrices tordues S, , et S, qui sont extraites de
laS-matricede 9.

On définit les matrices renormalisées S, , et S, par

& Sl a & Sal
Sl,[l = : - et Sa,l - : .

v/ L dim(%,)v/dim*(1) /£ dim(6,)v/dim™(1)

Alors
& & Y_:1(6 & Y2_q(& s 22 _ 7 (61)
(Sa,lsl,a) - ld; (Sl,usu,l) - 1x(su,1TlSl,aTa ) - T+((51)dim+(i)l
~ ~ *(6,)dim™(1)
t G, TS, TR =10 id.
e ( 147 l,a *4 ) T_((gl) 1

De nombreux exemples liés aux matrices de Fourier des familles de caracteres unipo-
tentes des groupes tordus sont donnés dans le chapitre 5. Dans chaque cas la modulari-
sation de la composante de degré 1 de &, qui se trouve étre la composante de degré 1 de
la catégorie initiale ¢, est une catégorification de la donnée modulaire de la famille asso-
ciée au groupe non tordu. Le premier exemple concerne les groupes diédraux, le second
exemple redonne la construction de Lusztig des matrices de Fourier associées aux familles
de caracteres unipotents de type %A, 2D,, et 2E;, et enfin le dernier exemple traite du cas de
la grosse famille de caracteres unipotents de *F,.






Chapitre

Familles de Calogero-Moser et caracteres
cellulaires

Les caracteres cellulaires que I'on introduit ici ont pour but d’étendre aux groupes de
réflexions complexes la notion de caracteres cellulaires d'un groupe de Coxeter, que 'on
obtient avec la théorie de Kazhdan-Lusztig [Lus03, Chapter 22]. La définition choisie ici,
due a Bonnafé et Rouquier [BR17b, Section 13.4.C] ne demande que peu de prérequis théo-
riques, contrairement a leur définition initiale [BR17b, Definition 11.1.4]. Ces caractéres
s’obtiennent en lisant les lignes de la matrice de décomposition associée a une algebre
commutative, I’algebre de Gaudin. Ces derniers sont difficiles a calculer, le cas des groupes
cycliques ou du groupe de Weyl de type B, ayant été traité dans [BR17b], le cas des groupes
diédraux dans [Bon17]. On étudie ici en particulier l1a famille de groupes de réflexions com-
plexes G(d, 1, n), et on calcule explicitement les caracteres cellulaires pour G(d, 1, 2).

Dans [LMO04], les caracteres constructibles des groupes de Coxeter de type B et D sont
retrouvés dans une construction impliquant le groupe quantique %,(sl.). Les caracteres
constructibles d'un groupe de Coxeter sont obtenus par un procédé d’induction tronquée
[Lus84, 4.1.7] et devraient correspondre aux caracteres cellulaires. Leclerc et Miyachi pro-
posent alors une définition des caractéres constructibles pour le groupe de réflexions com-
plexes G(d, 1, n) et on étudiera en particulier le cas n =2.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, on définit la notion de
caractere cellulaire pour une algebre commutative sur un anneau P, et on étudie leur com-
portement par spécialisation en un idéal premier de P, en suivant [BT, Appendix II]. L'al-
gebre de Gaudin Gau (W) associée a un groupe de réflexions complexes W est ensuite
introduite, ce qui permet de définir les caracteres c-cellulaires, ¢ étant ici un jeu de pa-
rametres. Dans une seconde partie, on étudie le cas plus spécifique du groupe G(d, 1, n),
et on introduit une sous-algebre commutative JM,, qui est engendrée par des éléments de
type Jucys-Murphy. On peut alors définir des caracteres cellulaires pour cette sous-algebre,
et on montre qu’ils sont somme des caracteres c-cellulaires. Tout ceci dépendant de choix
de parametres, on donne des conditions sur ¢ pour que les caracteres cellulaires pour I'al-
gebre JM, soient irréductibles. Ensuite, on rappelle la construction de [LM04] afin d’arri-
ver a une notion de caracteres constructibles pour G(d, 1, n). Dans une derniere partie, on
traite en détail le cas de G(d, 1,2) et on compare les caractéres c-cellulaires avec les carac-
teres constructibles.
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1.1 Caracteres cellulaires et algebre de Gaudin

1.1.1 Caracteres cellulaires

On reprend des généralités de [BT, Appendix II] sur les caracteres cellulaires. On fixe k
un corps de caractéristique nulle, E un espace vectoriel de dimension finie, A une sous-
algebre déployée de End, (E) et P une k-algebre intégre et intégralement close de corps des
fractions K.

Pour R une k-algébre commutative, I'extension des scalaires de E a R (resp. A a R) est
notée RE (resp. RA). Soient D,..., D, des éléments de End,(P E) commutant entre eux et
qui commutent a 'action de PA. Pour un idéal premier p de P, on note D;(p) 'image de D;
dans Endp,(P/pE). Enfin, on note D = (D,,...,D,) et P[D] la sous-algebre commutative
de Endp(PE) engendrée par les images des D,.

Les caracteres cellulaires pour I'algébre P[D] apparaissent dans la décomposition de
I'image de KE dans le groupe de Grothendieck de K[D]®y KA. Pour cela, il faut tout
d’abord comprendre les modules simples de cette algebre. Lhypothese de déploiement
permet d’obtenir (cf. [CR81, Propositions 3.56 et 7.7]) une bijection

Irr(K[D])x Irr(KA) — TIrr(K[D]®x KA)
(L!M) L LM ’

ce qui induit un ismorphisme de Z-modules
Ho(K[D])®z Hy(KA) — A (K[D]®x KA).

Comme le K -espace vectoriel K E dispose d'une action a la fois de K[D] et de K A qui com-
mutent entre elles, c’est un module pourl'algebre K[D]®x K A. On écrit alors sa classe [K E]
en utilisant I'isomorphisme ci-dessus :

[KE]= > [Ller;™”,
Lelrr(K[D])
ou ylL) 1Dl Hy(K A). Puisque I'algebre A est déployée, on préférera voir I'élément ylL)[D] dans
Ho(A).

Définition 1.1.1. L'ensemble des caracteres cellulaires pour I'algébre P[D] est 'ensemble
PID]

desy, " € #y(A) pour L parcourant les K[D]-modules simples.

En étendant les scalaires a P[X] = P[X],..., X, ] eten posant ¥ = X, D, +--- X, D,,, il est
montré dans [BT] que les caracteres cellulaires pour I'algebre P[X][Z] coincident avec les
caracteres cellulaires pour’algebre P[D]. On supposera alors par la suite n = 1 et on notera
simplement D, = D.

L'avantage de travailler avec 'anneau P plutdét que directement avec son corps des frac-
tions K est que ceci permet de spécialiser en un idéal premier de P. Avant de faire cela, dé-
crivons, toujours suivant [BT], les caracteres cellulaires pour P[D]. On note II le polyndme
caractéristique de D qui est un polyndme unitaire de P[t], que 'on décompose en produit
de polyndmes irréductibles

n=1,"...1",
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avec I1; irréductible et unitaire dans K[t]. On note également I1°**™ le produit des II; sans
multiplicités. Les polyndmes en jeu étant tous unitaires et P étant intégralement clos, une
application directe de [Bou64, V.1.3, Proposition 11] montre que les polynémes II; et 1™
sont dans P[t]. Pour tout 1 < i < r, on pose .¢; = P[t]/(II;) que I'on voit comme un P[D]-
module, D agissant comme la multiplication par t. Les modules simples de I'algébre K[D]
sont alors donnés par les extensions a K des modules .%; :

Irr(K[D))={K%),...,K%,} et K%;#KXZ;pouri#j.
Avec ces notations, on a:

Proposition 1.1.2. Dans % (K[D]®y KA),

KE] =§r][f<$,~]®( Kex(T,(D)" )]s .
i=1

1
deg(Il;)

et l'ensemble des caracteres cellulaires de l'algebre P[D] est

[kex(IT;,(D)")]x a

{deg(Hi) ISiSr}.

Venons-en a la spécialisation en un idéal premier. Soit p un idéal premier de P. On note
A le discriminant du polynome IT**™. C’est alors un élément de P qui est non nul car la
factorisation de IT°*™ est sans multiplicité. Sa réduction modulo p sera notée A(p).
Proposition 1.1.3. Soitp un idéal premier de P tel que P /p est intégralement clos.

1. Les caracteres cellulaires pour l'algebre (P /p)[D(p)] sont sommes de caracteres cellu-
laires pour l'algebre P[D].

2. Side plus A(p) # 0, U'ensemble des caracteres cellulaires pour l'algebre(P /p)[D(p)] coin-
cide avec l'ensemble des caractéres cellulaires pour l'algebre P[D].

Démonstration. On écrit la réduction I1;(p) modulo p :

Y

i

IL;(p) = l_[ ﬂff'jj,

j=1

ol 7; ; € kp(p)[t] est irréductible unitaire, e; ; est un entier strictement positif et 7; ; # 7; ;s
pour1< j<j <d;. Comme P/p estintégralement clos, on déduit que 7; ; € (P/p)[t].
Pour1<i<retl<j<d;onnote

'gi'?j :(P/P)[t]/<7fi,j>,

et on calcule alors la réduction modulo p de .%; :

&

1

kp(p)Ls = kp(P)E]/(TL(p)) = D Kp ()t ().

j=1

On déduit I'égalité suivante dans le groupe de Grothendieck de kp(p)[D(p)] :

d;
ke (P) L1 = e kp(p)LE ).
j=1
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Comme k est de caractéristique nulle, une égalité entre éléments du groupe de Grothen-
dieck est équivalente a une égalité entre les caracteres virtuels correspondants. De I'égalité

[KE]=> [KZ]oriy),

i=1

on obtient, en passant par les caracteéres et en réduisant modulo p

ro o d;
[iep(p E]—Z[kp(pzlmp”” DD e k)L 10717

i=1 j=1

On choisit un ensemble de couples d’indices I tel que pourtout1 </ < r etpourtoutl <
m < d, il existe un unique (i, j) € I tel que 7, ,,, = 71; ;. Le choix de cet ensemble I revient a se
donner un systeme de représentants des classes d 1som0rphlsmes de k,(p)[D(p)]-modules
simples :
Ire(k, (D)[D () = {kp(p)£F; | (i, ) € T}

Ainsi pour (i, j)e 1
(P/p)l (p)] _ E P[D]
rkp - el m7K££1

I,m
T,m="i,j

L'ensemble des caracteres cellulaires pour I'algebre (P /p)[D(p)] étant

[ G, perf,

on déduit que les caracteres cellulaires pour’algebre (P /p)[D(p)] sont somme de caractéres
cellulaires pour I'algébre P[D], ce qui acheve la preuve de la premiére partie.
Side plus A(p) ZO alors pourtout 1< i<retl<j<d;onae ;=1etmn;;="m;;si

et seulement si (7, j) = (i, j’). Ainsi Ter P/ p [D( T = 7?21 ce qui acheéve la preuve de la seconde

assertion. ]

1.1.2 Groupes de réflexions complexes et algebre de Gaudin

On fixe désormais V un C-espace vectoriel de dimension finie. On notedet: GL(V)— C
le déterminant et (-,-): V x V* — C la dualité entre V et son dual V*. Pour tout entier d, on
notera U, le groupe des racines d-iemes de I'unité dans C et on choisit un générateur
dans u, pour tout d, de telle sorte que si l | d, d/l ={;.

On dit qu'un élément s € GL(V) est une reflexion si le sous-espace ker(s —idy/) est un
hyperplan. L'ensemble des réflexions d'un sous-groupe W de G L(V') est noté Réf(W) et on
dit que W est un groupe de réflexions complexes si W est engendré par Réf(W). On note
Irr(W) 'ensemble des classes d’isomorphie de représentations irréductibles de W.

Dans la suite, on fixe W ¢ G L(V) un groupe de réflexions complexes fini. Pour tout
s € Réf(W), on choisit a; € V* et a! € V tels que

ker(s —idy) =ker(a;) et Im(s—idy)=Ca’.

N
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Puisque W est fini et que C est de caractéristique nulle, (a!, a,) # 0. Laction d'une ré-
flexion s € Réf(W) est alors donnée par

pour y € V et par

s(x)=x—(1—det(s)™)

pour x € V*.
On note .«f 'ensemble des hyperplans de W

. ={ker(s—idy)| s € Réf(W)} = {ker(a,) | s € REf(W)},

ainsi que V™8 le sous-ensemble V' \ | J,,. , H. D’aprés un théoreme de Steinberg [Bro10,
Theorem 4.7], V™8 est le sous-ensemble de V constitué des vecteurs de stabilisateur trivial
pour 'action de .

Pour H € .¢/, on note Wy le sous-groupe fixant point par point H. C’est un sous-groupe
cyclique d’ordre ey, dont on choisit un générateur s; de déterminant £, . Enfin si Q €
.¢/ /W, on note e, la valeur commune des ey pour H €.

Lensemble des réflexions de W est alors 'ensemble

{SI{[|H€~Q7»1S].S€H_1}!

et deux réflexions s/, et sI’;, sont conjuguées si et seulement si les hyperplans H et H’ sont
dans la méme orbite pour 'action de W et i =1i’.

Désormais, on fixe également une fonction c: Réf(W)— C invariante sur les classes de
conjugaison de Réf(W), dont on note c, la valeur en s. Pour toute telle fonction ¢, pour tout
He .o/ et0<i<ey—1, ondéfinit

eg—1

1 .
= k(1)
ki i en ; éveH Cgk»

qui vérifient > "k ; = 0. Pour i € Z, on pose ky;; = ky ; ou j est le reste de la division
euclidienne de i par ey. La valeur commune des ky ; pour H dans une orbite (2 est notée
kq,; On retrouve alors la valeurs de ¢, par

eg—1

o i(j-1)
Csllf - Z éleH kH'j'
j=0

Définition 1.1.4. L algebre de Gaudin Gau.(W)estla sous-C-algebre del’algebre de groupe
C[V™]W de W sur C[V™8] engendrée par les éléments

(v, as)
S.
aS

9,= Z c, det(s)

seRéf(W)
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D’apres [BR17b, 13.4.B] cette algebre est commutative, et on I'utilise pour donner une
définition des caracteres cellulaires du groupe de réflexions complexes W, en se placant
dans le cadre de la sous-partie 1.1.1 : on choisit E = CW, A= CW vu dans End(E) via la
multiplication a gauche, P = C[V] et enfin D; = %,,, o (y;);¢; est une base de V, que I'on
voit agir sur PE via la multiplication a droite.

Définition 1.1.5. Soit W c G L(V) un groupe de réflexions complexes et c¢: REf(W) — C
invariante par conjugaison. Pour tout module simple L de C(V)Gau.(W), le caractere c -
cellulaire associé a L est

Gau, (W oW .
i =" [Resgiy)gaw)(C(V)@c V,): L] 7.
y €lrr(W)

L'ensemble des caracteres c-cellulaires de W est 'ensemble des yi’auf(w) pour L par-

courant les représentations irréductibles de C(V')Gau,.(W).

Quand W est un groupe de Coxeter et que ¢ est a valeurs réelles, il existe également
des caracteéres c-cellulaires de Kazhdan-Lusztig définis via les algebres de Hecke [Lus03,
21.1]. Le fait qu’'on parle ici simplement de caracteéres c-cellulaires et non de caracteres c-
cellulaires de Calogero-Moser provient de la conjecture suivante, et du fait que l’'on n’étudie
pas les caracteres c-cellulaires de Kazhdan-Lusztig.

Conjecture 1.1.6 ([BR17b, Conjecture L]). Soit W un groupe de Coxeter et c: Réf(W) —
R* invariante par conjugaison. Lensemble des caractéres c -cellulaires de Kazhdan-Lusztig
coincident avec l'ensemble des caracteres c -cellulaires.

Il peut bien entendu exister plusieurs représentations L de C(V)Gau,(W) donnant le
méme caractere c-cellulaire. Par ailleurs, W agit sur Gau.(W), par restriction de I'action de
W sur C[V™8]W, ot W agit naturellement sur C[V] et par conjugaison sur W. On a alors
YD, = Dy pour w € W et y € V. On vérifie alors que pour L un C(V)Gau.(W)-module
simple, on a

7,Siuc(W) — ,}/(L}auC(W).
Pour tout y € V et z € V'™, I'élément 2, admet une spécialisation en z

Z Cs det(s)Ms eCW.

sERéf(W) (Z’ aS)
Si on choisit y = z, on obtient un élément dit élément d’Euler
eu= Z c, det(s)s,
seRéf(W)

qui est central dans CW puisque s — ¢, det(s) est constant sur les classes de conjugaison
de W.

Lemme 1.1.7. Soient W un groupe de réflexions complexes, c: Réf(W) — C constant sur
les classes de conjugaison et V,, € Irt(W) de caractere y . Pour Q € .o/ /W et H € (), on pose

méj = XLlwany detl_VZ(H])W(H). Lélément eu agit sur V,, par multiplication par le scalaire

e Qleqgm
Z Z XSEI)Q]]CQ,]';

Qe.d/ /W j=0
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Démonstration. On découpe 1'élément eu selon les classes de conjugaison des réflexions
de W :

ey— 1 EQ—I
1
PRIPRLA LD IPRID NAL LR IPILIEY
Qe.of /W HEQ Qe.of /W HEQ Qe /W j=0

1<i<eq 0<i<eq

ol Zg ; = D y1cq Dwewyn 9€t(w) w est central dans CW. Comme ce dernier agit sur V, par

le scalaire
S 3 ety

HeQ weW(H

on obtient le résultat annoncé. O

1.2 Le cas du groupe imprimitif G(d, 1, n)

Ici V =C", on note (¥, »,..., ¥,) la base standard et (x;, x,, ..., x,,) sa base duale. Via le
choix de la base standard, on identifie GL(V)a G L,,(C).

1.2.1 Legroupe G(d,1,n)

On décrit matriciellement le groupe W = G(d, 1, n) : il s’agit du groupe constitué des
matrices monomiales a coefficients dans u,;. On note { = £,;. C’est un groupe d’ordre d" n!
et il est isomorphe, en tant que groupe abstrait, au produit en couronne (Z/dZ)1 S,,. Les
réflexions suivantes engendrent le groupe G(d, 1, n):

— les matrices de transposition s; ; pour 1 <i# j <n,
— les matrices diagonales o; = diag(1,...,1,Z,1,...) avec { en position i.

En posant s, =0, et s; = s; ;,;, on obtient une présentation de G(d,1,n):

!
S =L So818081 = 815515,
— ; 2 .
G(d,1,n)=( s;,0<i<n|si=1, §8.15=8115541,V1<i<n,
sisj=s;s;, V|i—j[>1

Lensemble des réflexions de G(d, 1, n) se répartit en d classes de conjugaison
Réf(W)=| |Réf(W);,

ouRéf(W)y={ols; ;07" 11<i<j<n, 0<r<d—1}etouRéf(W), ={oF|1<i<n}.On
donne un choix d’éléments «, et aV pour chaque réflexion de G(d, 1, n).

Pour la réflexion s; ; , = os; o"’ I'hyperplan H; ; . associé dans V' est donné par la
formelinéaire @; ; , = x;—{" x; et un vecteur propre associé ala valeur propre —1 est a =
{"y;—y;- Pourlaréflexion o¥,I'hyperplan H; associé dans V est donné par la forme linéaire
@; . = X; et un vecteur propre associé a la valeur propre {* est aj = i

Sous 'action de W, 'ensemble .¢/ des hyperplans n’a que deux orbites Q, = {HZ ] ' [1<

i<j<n,0<r<d-1}etQ,={H;|1<i<n}quisontde cardinaux respectifs d ==— () of g,
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Pour c: Réf(W) — C constante sur les classes de conjugaison, on note eu,, I'élément
d’Euler de G(d, 1, n). Afin de simplifier les notations, on note c; la valeur de c surla classe de
conjugaison Réf(G(d, 1, n)); et k; ala place de kg, ;. On évitera d’'introduire les parametres
kq, 0 et ko, Tespectivement égauxa —3 et 5

1.2.2 Représentations de G(d, 1, n) et d-partitions

Une partition d'un entier n est une suite finie décroissante A =(A,,A,,:--,A,) d’entiers
strictement positifs de somme 7n et on note |A| = n. Une d-partition de I'entier n est un d-
uplet (AW, ..., A¥) de partitions telles que Z?Zl A% = n. Tout comme les représentations du
groupe symétrique G,, sont en bijection avec les partitions de l'entier 7, les représentations
de G(d, 1, n) sont en bijection avec les d-partitions de n. On notera V, la représentation
de &), associé a la partition A. Décrivons les représentations de G(d, 1, n) en terme de d-
partitions en suivant [GJ11, Section 5.1].

Pour 1 < k < d, ondispose d'une représentation linéaire n; de dimension 1 de G(d, 1, n)
données sur les générateurs par s, — det(sy)* ! ets; — 1 pour1 < i < n—1.Lareprésentation
1, n'est autre que la représentation triviale de G(d, 1, n).

Etant donnée une d-partition A = (A,...,A¥) de n, on dispose d'une inclusion natu-
relle G Lj;n(C) x -+ x G Lj3«(C) dans G L,(C) en considérant les matrices diagonales par
blocs. On note alors G(d, 1, A) le sous-groupe de G(d, 1, n) correspondant au produit direct
G(d,1,|A)) x---x G(d, 1,|A)). Via 'application quotient G(d, 1,|A¥)]) - &;u), on voit les
représentations de &), comme des représentations de G(d, 1, |A%)|). La représentation V,
de G(d,1,n) associée a la d-partition A est alors

v, =Indg g5 (Vo ® 1) R (Vae @ 1) R+ B (Vaa @1),))

Comme I'on dispose d’inclusions G(d,1,n) ¢ G(d,1,n + 1), on cherche a décrire les
foncteurs d’'induction et de restriction. Pour une d -partition A de n, le diagramme de Young
[A] de A est’ensemble

{(a,b,c)eN"xN*x{1,...,d} | 1< b <2},

dont on appellera les éléments des boites. Le contenu cont(y) d'une boite y = (a, b, ¢) est
I'entier b —a. On dit qu'une boite y de [A] est enlevable siy = (a /l(a ), ¢) et que pour tout
a’ > a, A9 < M), Autrement dit, la boite ¥ d’'une d-partition A de n est enlevable si et
seulement [A]\ {r} est le diagramme de Young d'une d-partition de n — 1. On dit qu'une
boite y est ajoutable a [A] si y = (a, 1)+ 1, ¢) et que pour tout a’ < a, A'Y > 1) ou siy =
(a+1,1,¢)siAl9) = (A(f), ..., Al9)). Autrement dit, la boite y est ajoutable au diagramme d’une
d-partition A de n si et seulement si [A]U{y} est le diagramme de Young d'une d -partition
de n+1.

Proposition 1.2.1 ([GJ11, Proposition 5.1.8]). Soit A une d -partition de n. Alors on a
Indg(gym (V) =D Vi

lasommedirecte étant prise sur toutes les d -partition u de n+1 dont le diagramme est obtenu
en ajoutant une boite au diagramme de A. En ce qui concerne la restriction, on a

Rescianmen(V) =D Vi
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la somme directe étant prise sur toutes les d-partitions u de n — 1 dont le diagramme est
obtenu en enlevant une boite du diagramme de A.

Soit A une d-partition de n. Un d -tableau standard t de forme A est une application
bijective t: [A] — {1,..., n} telle que pour toutes boites y = (a, b, c) ety’ =(a’, b’,c) de [A] on
aitt(y)<t(y’)sia=a’etb <b’ousia <a’etb=>b’.Ladonnée d'un tableau standard t est
alors équivalente a une suite de d-partitions (AY[i]),<;<, telle que [AY[i]] = t'({1,...,i}). Le
diagramme de la partition A'[i + 1] est alors obtenu a partir de celui de A'[i] en ajoutant la
boite t7!(i + 1). En considérant les restrictions selon la chaine de sous-groupes

G(d,1,n)>G(d,1,n—1)D>---2>G(d,1,1)> {1},

on voit que la représentation V, s’écrit comme somme directe de droites indexées par les
d-tableaux standards de forme A, la droite indexée par le tableau t étant I'unique droite D,
telle que pour tout 1 < i < n, D, est dans la composante irréductible V;;; de RengZ'}'z)(VA).

1.2.3 Une sous-algebre commutative de CG(d, 1, n)
Pour 1< k < n, les éléments

J.=eu,—eu;_; = Z c,det(s)s e CG(d, 1, k),
seR&f(G(d,1,k))
SERE(G(d,1,k—1))
sont particulierement intéressants. Dans le cas d = 1, ce sont exactement les éléments de
Jucys-Murphy du groupe symétrique S, multipliés par la constante multiplicative c,.

Lemme 1.2.2. Pour tout i, j les éléments J; et J; commutent et J;, = s;J;$;— ¢, zfz_; Siitlre
La sous-algebre commutative de G(d, 1, n) engendrée par J,,..., ], est notéeJM_(d, n).

Démonstration. Puisque les réflexions de G(d, 1, i) ne se trouvant pas dans G(d,1,i —1)
sontles s,; , pourl < p<iet0<r<d-—1letleso] pourl <i<d-—1,1élémentde
Jucys-Murphy J; est égal a

d—1 d—1
_ r T
F=—a D> St >.c ol
r=1

1<p<i r=0

Commencons par montrer la relation de récurrence des éléments de Jucys-Murphy. On

s;Jisi= E det(s)c,s;ss;.
seRef(G(d,1,1))
S¢RE[(G(d,1,i—1))

Le conjugué de s, ; , par s; est égala s, ;. , et celuide o} a o] ;. Ainsi on trouve bien que
Jinn=silisi— ¢ Zf:_(} Siji+1,r-

Pour montrer que les éléments de Jucys-Murphys commutent, il suffit de remarquer
que eu, est central dans CG(d, 1, k) pour tout k. Ainsi J;,; = eu;,; —eu; est central dans
CG(d,1,i) et en particulier commute avec J;,..., ; € CG(d,1,1). O

L'action de ces éléments de Jucys-Murphy sur la représentation V, sont codiagonali-
sables et en utilisant le lemme 1.1.7, on peut aisément calculer les valeurs propres corres-
pondantes.
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Proposition 1.2.3. Soient A uned - partztzon de n ety =(a,b,c) une boite enlevable de [A].

Alors ], agit sur la composante V), de ResG d i Z) 1(V2) par multiplication par le scalaire

d(ki—c — co(b—a)).

Démonstration. D’apres le lemme 1.1.7, il suffit de calculer les multiplicités m} pour ob-
tenir 'action de I’élément d’Euler. D’apres [Rou08, Lemma 6.1], on a
AU+

n ¢ 22(1)

((x /1)|(50)’ detj><s0) =

Z COIlt

rela]

((){A)W det) ) =

L
2(1) 2 nn- 1)

Ainsi eu,, agit sur V, comme la multiplication par le scalaire

d-1 dn(n—1
Zk (%/1 o det s %%(«Zﬂw,detm—((){A)usly1>(s1))-
=

Or <(Z/1)|<s1>’ L5y = x2(1)— <(Z7L)\<s1>’ det) ), ce qui permet d’obtenir :

d—1
w;leu,)=d > kAU —dc, > cont(y).

j=0 relal
Ceci permet alors de conclure puisque J, =eu,,—eu,,_;. O

Corollaire 1.2.4. Pour A une d-partition de n, t un d-tableau standard de forme A et 1 <
p < n, en notant t'(p)=(a, b, c¢), I'élément ], agit sur D, par multiplication par le scalaire
d(ky—. —co(b—a)).

1.2.4 Caracteres JM,(d, n)-cellulaires et c-cellulaires

Tout comme pour I'algébre Gau.(W), on peut définir des caracteéres cellulaires pour
I'algebre JM.(d, n).

Définition 1.2.5. Pour tout module simple L de JM_.(d, n), le caractere cellulaire pour l'al-
gebreJM_(d, n) associé a L est

it _ ST [ResColatn (v ) L]y,

x€lrr(G(d,1,n))

Lensemble des caracteres cellulaires de G(d, 1, n) pour I'algebre JM,.(d, n) est 'ensemble
des yILM”(d'") pour L parcourant les représentations irréductibles de JM,(d, n).

Il existe un lien fort entre les caracteres cellulaires pour I'algebre JM,(d, n) et I'algébre
de Gaudin Gau,(G(d, 1, n)). Dans un souci de simplification, 'algebre Gau.(G(d, 1, n)) sera
notée Gau,(d, n).

Théoreme 1.2.6. Tout caractere cellulaire pour l'algébre M (d, n) est somme de caracteres
c -cellulaires.
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Démonstration. On note Gau ©)(d, n)la sous-algebre de CG(d, 1, n) engendrée par les élé-
ments

d—1 d—1 g X
— t oot 5 Mk
xk@yk_ Ctg O0,— 6 Sik,r t Sk, j,r
X; —Crx Cfx
=1 r=0 \ 1<i<k k k<]<n

Comme x; est inversible dans C(V), les algebres C(V)Gau,(d, n) et (C(V)Gau )(d, n) sont
égales Les caracteres c-cellulaires sont donc é egaux aux caracteres cellulaires pourl algebre
Gau )(d, n). Onva alors spécialiser I'algebre Gau )(d, n) enla suite croissante d’idéaux pre-
miers

0Cp, Cpp T Chy,

i

ou p; est I'idéal de C[V'] engendré par x;, x,,...x;. On note (Gau )(d, n))g<i<n la suite d’al-

gebres ainsi obtenues :
Gau'(d, n)=Gau"V(d, n)/x; Gau!""(d, n), pour 1< i < n,

et on note 7t(f Gau (d n) — Gau (i+1) (d n) le morphisme quotient ainsi obtenu et I1'”) la
composée n“ ” L’algebre Gau )(d, n) est donc une sous-algebre de I'algebre de
groupe de G(d, 1, n)

Les caracteres cellulaires pour 'algebre Gau )(d, n) sont alors sommes de caractéres
cellulaires pour I'algebre Gauc Y(d,n)dapresla proposuion 1.1.3 et donc sont somme de
caracteres c-cellulaires, puisque ces derniers sont égaux aux caracteres cellulaires pour!’al-
gebre Gau )(d, n).

Etudlons malntenant les images des générateurs x; %, de I'algebre Gau O)(d, n) par les
morphismes I1). On montre alors par récurrence que si k < i ona

- d—1 k—1
H(l)(xk@yk)zzctgtoltc_cﬂ Sp,k,r’
t=1 r=0 p=1
etsik>iona
d—1 i
i ‘ —{" Xk
ICRTRE IR 3| S S S St S
r=0 | p=1 i<p<k Xp k<q<n

Lélément I1"(x,2,,) de CG(d, 1, n) est donc égal a1’élément de Jucys-Murphy J;. Ceci
montre donc que I'algebre Gau(c’”(d , 1) est égale a I'algébre JM.(d, n), et les caracteres cel-
lulaires pour I'algébre JM,(d, n) sont donc bien somme de caracteres c-cellulaires. H
Corollaire 1.2.7. Supposons que le parametre c vérifie

(ky—kg)—coj#0 et c#0,

pourtoutl <p#q <d et—n < j < n. Alors les caractéres c -cellulaires de G(d, 1, n) sont les
caracteres irréductibles de G(d, 1, n).
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Démonstration. D’apres la proposition 1.2.3, il suffit de montrer que pour toute paire de
d-tableaux standards distincts t et t' de forme une d-partition de n (non nécessairement
la méme) alors les suites

(d(kl—cp —¢o(by—a,))i<p<n €t (d(kl—c,; - Co(b; - a;)))lSpSm

sont différentes, ot1 t'(p) = (a,, by, c,) et () '(p) = (a;, br’,, C;). Soient t et t' deux tableaux
tels que les suites ci-dessus coincident. Par 'absurde, supposons que t et t’ sont différents.
Soit 1 < p < n le plus petit entier tel que les boites t7!(p) et (t')~}(p) soient différentes. On
note y la partition A[p —1]=A[p —1].

Par hypotheése, si—n < cont(t™}(p))—cont((t)}(p)) < n alors Cp = c’; etb,—a, = b;—a”?.
Or t7(p) et (¢)"(p) sont toutes deux des boites ajoutables a la partition u'*). Comme il
ne peut exister qu'une seule boite ajoutable de contenu donné dans une partition, on a
nécessairement t~!(p) = (t')"}(p), ce qui contredit la définition de p.

On a donc |cont(t™}(p)) — cont((t)}(p))| = n. Comme le contenu d’'une boite du dia-
gramme d’une d-partition de n est compris entre —n + 1 et n— 1, les contenus de t™!(p) et
de (¢)!(p) sont de signes différents. Quitte a échanger t et t/, on suppose que le contenu
de t"!(p) est égal a x > 0 et que celui de (t')!(p) est égal a y < 0. La d-partition u contient
nécessairement une boite de contenu x —1 et une boite de contenu y +1 et son diagramme
contient alors au moins x — y —1 boites. Comme x —y > n, on obtientque p—1>n—1et
donc nécessairement p=net x—y =n.

Sic, #+ c; alors la d-partition u contient une boite (a, b, c) de contenu x —1 et une boite
(a’,b’, c’)de contenu y+1avec ¢ # ¢’ ce qui implique que u contient au moins x—y boites.
Mais u contient n—1 boites et x — y > n, ce qui est absurde. Donc nécessairement c,, = c’;.
Comme ¢, # 0, on ne peut avoir k¢, = CoX = ki, — Gy avec x # ¥y, ce qui aboutit a une
contradiction. O

Remarque 1.2.8. Les équations que |’on obtient ici sont bien connues, elles correspondent
aux hyperplans essentiels définis par Chlouveraki [Chl09].

Remarque1.2.9. Le fait que les caracteres c -cellulaires sont irréductibles hors de ces hyper-
plans a déja été montré dans [BR17b, Theorem 14.4.1]. Une autre preuve algébrique peut
se déduire de [Bell4, Theorem 10(3)].

1.3 Caracteres constructibles de Leclerc-Miyachi

Dans cette partie, on reprend une construction proposée par Leclerc et Miyachi de
certains caractéres associés aux groupes de réflexions complexes G(d, 1, n) [LM04]. Cette
construction fait intervenir le groupe quantique %,(sl.,). On note g une indéterminée.
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1.3.1 Lalgebre de Hopf %,(sl..)

Le groupe quantique %,(sl.,) associé au diagramme de Dynkin doublement infini A,
estla Q(qg)-algebre engendrée par les générateurs E;, F, et K; pour i € Z soumis auxrelations

KK '=1=K'K;, KK;=K;K,
K; Ej — q_5i,j—l+25i,j_6i,j+1Ej K;,
Kl'.Fj]' :q5i'j71_25i’j+6i'j+1.F}'Ki,
K;—K;!
q—q!
E’E;—(q+q )EE;E+EE}=0si|i—jl=1,
FF,=FFsili—j|>1,

F'F,—(q+q )EFF+FF =0sili—j|=1,

EiF;—FE;=0,;

)

pour tout i, j € Z. C’est une algebre de Hopf, et on fait ici le choix suivant de coproduit A,
de counité ¢ et d’antipode S :

A(K;)=K;® K; S(K)=K;" e(K)=1,
A(E)=E ®1+K '®F S(E;)=—K;E; e(E;))=0,
A(F)=1®F+F®Kk; S(F)=—FEK;" e(F)=0.

Les racines simples de l'algebre s, sont notées (¢;);c et les poids fondamentaux cor-
respondants (A;);cz. On dispose ainsi d’'une représentation irréductible intégrable V(A;)
pour tout i € Z. Cette derniére admet (vg)s pour base sur Q(g), ou § parcourt I'ensemble

{(Boisi | Br < Brsr» Br =k pour k < 0}.

On identifiera cet ensemble avec les sous-ensembles de Z; = {k € Z | k < i} correspon-
dants, et on se permettra d’écrire j € 5 pour dire qu'il existe k tel que 8, = j ou encore
P U{l} pourl ¢ . Sur cette base, les générateurs E;, F; et K; agissent comme suit [LM04] :

Eoy = v, ifi+lefetigpf, ouy=(B\{i+1}Hu{i}
S 0 sinon

F v, ifi+l1¢pfetief, ouy=(B\{iHhu{i+1}
iU = .
P 0 sinon

qug siicfeti+1¢p
Kivg={q'vg sii+lefetig¢p

Up sinon.

Le vecteur de plus haut poids est alors vg: ou Bl =7, etlabase (vg) de V(A;) est dite base
canonique, que I'on note B(A;).
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1.3.2 Espace de Fock associé a une représentation de hauteur d

o L ) s N _ d-1
Soit r = (1, 11,...,74—1) un d-uplet décroissant d’entiers et on considere A, = > . A,

le poids correspondant au d-uplet r. Le %,(sl,)-module simple intégrable de plus haut
poids A, est noté V(A,) et on note F(A,)=V(A,)®---® V(A,, ) I'espace de Fock associé. Ce
dernier admet un vecteur de plus haut poids A,, a savoir le vecteur v, = U @+ ® Ugray,
ce qui nous permet de définir un morphisme injectif de %, (sl.,)-modules V(A;) — F(A,).

Le module F(A,) dispose alors d'une base S(A;) qui est le produit tensoriel des bases
B(A,,) des modules V(A,):

S(A)={vp, ® - vs, , | vs, €BA,)}.
Cette base sera appelée base standard de F(A,). Elle est indexée par les d -symboles

Bo
B

Baa

ou B; = (B; r)k<,, €St une suite strictement décroissante d’entiers. On définit la hauteur d'un
tel symbole comme I'entier 3¢ 'S", <r.(Bix — k). On notera v I'élément de S(A,) corres-
pondant au d-symbole S. Le vecteur de plus haut poids de F(A,) correspond donc au d-
symbole

ﬁ To
§%= h
i
Aun d-symbole S = (f3;)o<i<a_1, 0N peut associer une d-partition (A, --- , A(4)) de la hau-

teur de S par
M =By —(r—j+1).

Cette opération est alors bijective. Un d-symbole S = (f;)y<;<q4_1 est dit standard s'il vérifie

(B <(Bj)k pourtous i< jetk<r;.

1.3.3 Base canonique

La notion de base canonique ou cristalline a été introduite par Kashiwara [Kas91] et
Lusztig [Lus90a]. On rappelle sa définition dans le cas particulier étudié ici, en suivant la
présentation de [LT00, Section 3].

Soit R le sous-anneau de (Q(q) constitué des fractions rationnelles qui n’ont pas de pole
en 0. On dispose des sous-R-réseaux de F(A,) et de V(A,) définis par

F(A)= D Rv et Vi(A)=F(AJNV(A,).
veS(Ay)
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Cesréseaux sont appelésles réseaux cristallins de F(A,) etde V(A,). D’apres [KN94], il existe
des bases (bs) du R-module V(A,), indexées par les d-symboles standards, constituées de
vecteurs de poids tels que

bs. = vs mod q Fz(A,).

Pour obtenir 'unicité d'une telle base, il faut alors ajouter une condition de stabilité par
rapport a une involution.
Soit x — X l'involution de %,(sl.,) définie comme I"automorphisme d’anneaux véri-
fiant
q=q"', K=K, E=E, E=F.
Comme V(A,) est un module de plus haut poids A, dont un vecteur de plus haut poids est

Uso, tout élément de V(A,) peut étre écrit v = x Vg avec x € %, (s, ). On pose alors v = X vg.
Enfin, on considere 52/;"5(5[00)@ la sous-Q[q, g~']-algebre de %, (sl ) engendrée par les

qk_q—k
= . Enfin, on pose V(A,) =

puissances divisées P;-(r) = %, oul[r]l=[r][r—1]---[1]et[k]=
%;es(sloo)<° Uso.

Théoréme 1.3.1 (Kashiwara). I existe une unique Q[q,q']-base(bs) de Vo(A,) indexée par
les d -symboles standards telle que

bs=vs mod qF(A,) et by = by..
Cette base est appelée base canonique de V (A,) et est notée B(A,).

Dans [LM04, Theorem 3], I'expression de 'image de la base canonique B(A,) dans F(A,)
sur la base standard S(A,) est donnée quand d = 2. Il existe également des caracteres c-
constructibles, pour les groupes de Coxeter, définis par Lusztig [Lus03, Chapter 22] en utili-
sant une induction tronquée. Ils dépendent également d'un parametre c: Réf(G(d, 1,n)) —
C invariant sur les classes de conjugaison, tout comme les caracteres c-cellulaires définis
ici. Une notion de caracteres constructibles pour G(d, 1, n) est alors proposée dans [LM04,
Section 6.3].

Définition 1.3.2. Soitr = (ry,...,7;_;) un d-uplet croissant d’entiers. On note (bs) la base
canonique du module V(A,). Pour X = (B;)o<i<q—1 un d-symbole standard, et on écrit I'ex-
pression de son image dans F(A,) sur la base standard S(A,) :

be= a5(q)us,
N

la somme étant prise sur les d-symboles S. Le caracteérer-constructible associé au symbole

Y est
re=> as()xs,
S

ol ys estle caractere de G(d, 1, n) correspondant au symbole S,ou n = Z?:_Ol st,i(/j,-,k—k).

La terminologie similaire est due au théoréme suivant de Leclerc et Miyachi [LMO04,
Theorem 10].

Théoreme 1.3.3. Lensemble des caracteres r-constuctibles de G(2,1, n) coincide avec l'en-
semble des caracteres c -constructibles, ot le parametre c est défini a l'aide der.
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1.3.4 Vecteurs de hauteur 2 de la base canonique

Afin de calculer la base canonique, on suit I’algorithme de [LT00], qui marche sans mo-
dification pour %,(sl.,). Ce dernier consiste en la détermination d’'une base intermédiaire,
elle aussi indexée par les d -symboles standards, notée (Ay), qui est stable parI'involution ~.
Le changement de base de cette derniere a la base canonique est ensuite effectué a l’aide
d’'une matrice unitriangulaire, pour un ordre bien choisi sur I'’ensemble des d-symboles
standards. Dans le cas des symboles standards de hauteur 2, on montre que cette base (Ay)
est déja la base canonique.

On fixe une suite décroissante d’entiers r = (ry,...,r;_;) €t on commence par décrire
les d-symboles standards de hauteur 2. Soient —1 = i, < i; < i, <--- < i, =d—1tels que
pourtousl<k<p-—lonar, >r, etpourtoutl<k<p,i,<i<ionr;=r,.Par
convention, on pose r_; = —00 et r; = +00. Tous les d-symboles de hauteurs 2 sont les
suivants :

— §;j,pour0<i<j<d-—1,estled-symboletel que§; , =r;+1, ﬂj,,j =ri+letf,; =1
pour tous les autres k et [,

— S, pour 0 < i < d—1estle d-symbole tel que B, , = r; +2 et B, = [ pour tous les
autres k et [,

— S, pour0<i<d—1,estled-symbole tel que 3; ,, =r; +1, B; ,_; = r; et B, = [ pour
tous les autres k et [,

et les d-symboles standards se répartissent alors dans I'une des quatre familles suivantes :
— pour 1< k < ple d-symbole S;_est standard,

— pourl1<k<I<pled-symboleS; ; eststandard,

kol

— pour 1< k < p tel que i —i;_, >2le d-symbole S;, _, ; est standard,
— pourl1<k<ptelquer, —r;,  >2led-symbole Sl.’k est standard.

Exemple 1.3.4. Traitons le cas de d = 4 avecr = (2,0,—1,—1). On a alors i{; =0, i; = 1 et
i, = 3.1l y a alors neuf 4-symboles standards donnés par

—1 01 4 .. =1 01 2 .. =1 01 2
. -1 0 .o —1 2 ... =1 0
o= ~1 =L 2 ’
—1 oo —1 R |
-1 0 1 3 ... =1 01 3 ... =1 01 2
-1 1 ... =1 0 .. =11
Soq = -1 » So3 = -1 » Si3 -1 )
—1 0 0
-1 0 1 2 ... =1 0 2 3 .. 2 —1 01 2
-1 0 , ... =1 0 , —2 —1 2
S23= 0 R I 2l I
0 oo —1 ... =1 0

Dans ce qui suit, on note S; le d-symbole de hauteur 1 tel que Bir,=ritletf,; =1
pour tous les autres k et [. Pour chacune des quatre familles de d-symboles standards ci-
dessus, on calcule I'élément Ay défini dans [LT00] et on montre que c’est un élément de la
base canonique en montrant dans chaque cas que Ay = v mod g F,(A).
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La premiere famille de d-symboles standards

Soit 1 < k < p et on considere le d-symbole standard X = §;, . L'algorithme de [LT00]
donne
As = F, 1 F; Uso.

USO E q US”I, ,

i=ip_1+1

et la valeur de Ay dépend de la valeur de la différence r;,  —r;, :

Ainsion a

ip—1

ir—j+1 . _
F g = q*+t Us,, tUs, SLI;  =T; + 1,
k1Y T i+l
Us, sinon,
et on obtient
i i1
E g™ | vs, + E gt vs,, | sim, =1 +1,
_ )iz J=ik—2+l
Ag =1
E q* v, sinon.
i:ik_1+1

On vérifie facilement que Ay = vs. mod g E,(A).

La deuxiéme famille de d-symboles standards

Soient 1 < k < I < p et on consideére le d-symbole standard > = §; ;. L'algorithme
de [LT00] donne
Ay =F, F, Uso.
Ainsion a
F, vso = Z q VSl-»
i=ip_1+1

et la valeur de Ay dépend de la valeur de la différence r;, —r;, :

f1o—ig+1 i—i o —
qT T s+ E q' v, sir=r+1,
F j=i+l
: .

i VS = i
E q""vs,, sinon,
j=i1_1+1

et on obtient

ik i
E C]lk—l 6]”71_”-’—1 vSi/ + E qll_] Vsi,j si I, =n; +1,

AZ — 1—11;;1+1 i j=i—+1
Z Z qik—i+i1—f Usi,j sinon,
i=ix_1+1 j=i]_+1
On vérifie facilement que Ay = 15, mod g Fy(A). Remarquons également que si r;, =r; +1
alors nécessairement [ = k + 1.
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La troisiéme famille de d-symboles standards

Soit 1 < k < p tel que iy —i;_; > 2 et on considere le d-symbole standard ¥~ = §;
L'algorithme de [LT00] donne

k_lnik'

2
Ay = Ei )Uso
Ainsion a
F, vso= E CI
i=ip_1+1
Par suite,

etl'action de sz est donnée par

ik

i—1 I
2. _ 2 2 : 2ip—i—j—2 2ip—i—j
Fik Uso = g Vs, T Z q-" ]Usi,j

i=ig+1 \j=ig+1 j=it1

_ Z (quk—i—j—Z + q2ik—i—j)v8iyj

i1 H1<i<j<iy

_ [2],, Z quk—i—j—l s,

I +1<i< j<iy

_ 20—i—j—1
Ay = E q* Us, -

i1 H1<i<j<ip

de sorte que

On vérifie facilement que Ay = vs mod q F,(A).

La quatrieme famille de d-symboles standards

Enfin, soit1<k<ptelquer, —r;

i, = 2 €t on considere le d-symbole standard ¥ = S’k.
L'algorithme de [LT00] donne

AZ = Ek—l Ek USO'

Ainsion a
USO Z 6] V§i;
i=ip_1+1
et donc
F U5, = vy
puisque r;, —r;, > 2. Finalement,

ik
i—i
E q" VUs.

i=ip_1+1

On vérifie facilement que Ay = vs mod q F,4(A).
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1.4 Quandn=2

Terminons ce chapitre par un calcul explicite des caracteres c-cellulaires pour le groupe
G(d,1,2), pour n'importe quel parametre c. On relie par la suite ces caractéres aux carac-
teres constructibles que I'on obtient a I'aide des expressions des vecteurs de la base cano-
nique sur la base standard de I’espace de Fock. Ici, on va plutét noter (x, y) la base standard
de C? et (X, Y) sa base duale.

Pour 0 < k < d —1laréflexion s, , , est donnée par la matrice

k
$1,2,k = (;_)k 50 ),

et on la notera s, pour simplifier. On note s la matrice s, et ¢ la matrice diagonale diag(Z, 1),
de sorte que G(d, 1,2) admet pour présentation

(s,t]s*=1,t"=1,stst=tsts).

On a vu que les représentations irréductibles de G(d, 1,2) sont paramétrées par les d -
partitions de 2 : on dispose de 2d représentations de dimension 1 correspondant a une
d-partition de 2 concentrée en une seule position, et de (‘21) représentations de dimension
2 correspondant a une d-partition de 2 concentrée en deux positions différentes.

Pour 1< i <d, n; désignera la représentation associée a la d-partition A = (A1, ..., AD)
avec AV =(2) et AU =0 pour j # 1, 1’ désignera la représentation associée a la d-partition
A= A0, 29) avec AV = (1,1) et AV) = @ pour j # i. Enfin, pour 1 < i < j <d, p;;
désignera la représentation associée a la d-partition A = (A, ..., A¥) avec AV = A1) = (1) et
MK =@ pour k &{i, j}. Les caractéres correspondants seront notés y;, x; et y; ;.

Matriciellement, ces représentations sont données sur les générateurs s et ¢ par

N I
ni,1<i<d 1 !
npl<i<d —1 g

. 0 1 Ji=i0

On fait le choix d'un parametre c: Réf(G(d, 1,2)) — C constant sur les classes de conju-
gaison. Comme expliqué dans la partie 1.1.2, on va plutdt travailler avec le jeu de para-
metres k; pour 0 <i < d et ¢y, ce qui est équivalent a se donner le jeu de parametres c. On
pose enfin k' = k;_;.

Remarque 1.4.1. On travaille avec ces parametres pour plusieurs raisons. Dans le corol-
laire 1.2.7, les conditions pour avoir des caracteres c-cellulaires simples s’expriment mieux
avec ces derniers. Ces parametres sont également ceux de I’algebre de Hecke cyclotomique
adaptée a la situation, voir [BR17b, Chapter 15].

Les deux générateurs de Gau,(d, 2) sont notés 7, et ¥, et sont respectivement égaux a

d—1

d—1
1 1
D= ck{k—af—co — S
kZO: X ZX—gkY

k=0
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et o
1
gk

d—1
9, = ch{k—a +COZX gkY

Enfin, comme Gau,.(d,2) c C(V)G(d, 1,2), tout Gau,(d, 2)-module simple apparait dans
une restriction a Gau.(d, 2) d'une représentation simple de 'algebre C(V')G(d, 1,2). On no-
tera alors .Z; (resp. .Zi’, resp. % ;) la restriction a Gau.(d,2) de C(V)n; (resp. (C(V)n;., resp.
C(V)p; j)-

Afin de calculer les Gau,(d, 2)-modules ainsi définis, on récapitule dans le lemme sui-
vant des identités de fractions rationnelles afin de simplifier certaines sommes qui appa-
raitront.

Lemme 1.4.2. DansC(V)=C(X,Y), onapourtout1 <l <d

d—1 é'kl dx!l-lyd-l

X—¢ky  Xd—yd ' (1.1)

k=0
Démonstration. Commencgons par montrer que

d—1 g’kl dx!-!
X gk Xd—1'

en effectuant une décomposition en éléments simples. Puisque X% —1 = ]_[Z;é (X =78, il
existe des complexes (a; )o<i<q tels que

a1 ay _ Xm_l
X—¢k Xd—1

=
1l

0

Pour 0 < p < d, si on multiplie I'égalité précédente par X —” et que I'on évalue en {7, on
obtient

dé’p(l—l) dé'pl ol
ap = = = .
[Tew-9 Jla-
0<k<d 1<k<d
k#p
On obtient alors I'égalité (1.1) en remplacant X par X /Y. O

Afin de simplifier les résultats, on va considérer d’autres générateurs de C(V') Gau,(d, 2)
qui different de 7, et de 2, par multiplication par un élément de C(V):

/ X(Xd_Yd)
9’ =

L Y(Xi—Y9)
' = y 9, et 9 =——_" "7

v d
Lemme 1.4.3. Laction des générateurs 9'. et 7', de C(V)Gau.(d,2) sur les restrictions des
représentations simples de C(V)G(d, 1,2) est donnée dans la table 1.1.

Démonstration. Commencons par I'action de &, sur £; pour 1 < i < d. Elle est donnée par

XXd—Yd d ri a-1 1
)= )(thg Y | (X YK — X,
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7, 7,
%, 1<i<d (X—Y )k — cpX? (X4—Y)k!+ ¢y Y?
&£, 1<i<d (X—Y Dk + ¢ X7 (X—Y ki —cyY?

. . XI-Y k] —qx@ Uy~ XTIy DT coxTU—DyJ-

.,%i,j, 1 S l < ] S d (_COXjfiydf(j—i) (Xd_Yd)kjf ) (COXj_i Yd_(j]_i) (Xd—Yd)k? )

TABLE 1.1 — Action des générateurs de C(V)Gau,.(d, 2)

la derniere égalité provenant de la définition de k' et du lemme 1.4.2.

Pourl'action de %’ , on fait de méme, tout comme pour calculer les actions de @; et @;
sur la représentation ;.

Soient maintenant 1 < i < j < n et calculons I'action de 7/, sur .%; ; :

,oXdoyeldl i) x(xi-vY) &1 0 gHa-U-)
Pi,j(@x):TZCr(O grj)_ d CO;X_gky(gkU_” 0 )

r=1

(X—ydkt  —g, XUy
"\ —gXxiTiyd-U=D  (xd—yd)kt |
J

en utilisant a nouveau la définition de kf et k;?* et le lemme 1.4.2. On fait alors de méme
pour @;. O

Les représentations de dimension 2 ont alors un comportement tres différent selon si
¢, S'annule ou pas.

1.4.1 Lecascy=0

Hypothese. On suppose ici que ¢, = 0.

Comme toutes les matrices sont diagonales, il est immédiat que £; ~ ¢/ et que .Z; ; ~
,‘f EB.SK] Hou%; jest lareprésentation de dimension 1 sur laquelle @’ agit par (X d_yd )kf
et @’ agit par (X a Yd)k# Remarquons alors que .%; n’est autre que .,%l ;-

De plus,onaun 1somorphlsme entre Z; ; et £, , sietseulementsik = k# et k# k# On
définit alors une relation d’équivalence sur l’ensernble {1,...,d}pari~j 31 et seulement
sikf= k;f . Les modules simples de C(V)Gau,(d, 2) sont alors paramétrés par les paires de
classes d’équivalences de cette relation : si & et 0’ sont deux classes d’équivalences, un
représentant de la classe d’isomorphie correspondante est . ; javecieOetjeo'

Proposition 1.4.4. Pour O une classe d'équivalence pour la relation ~, le caractere

Yﬁ,ﬁ:Z(li+Z;)+ Z 2%

i€eo i,jeo
i<j

est un caractere c -cellulaire.
Pour 0 et 0’ deux classes d’équivalences distinctes pour la relation ~, le caractere

Yoo = Z Xijt Z Xji

i€o,jeo’ i€o,jeo’
i<j i>j
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est un caractere c -cellulaire.
De plus, tous les caracteres c -cellulaires sont égaux auny, oua uny g o

Remarque 1.4.5. Toutes les représentations simples de C(V)Gau,(d,2) sont absolument
simples dans ce cas, I’algebre est déployée.

1.4.2 Lecasc,#0

Hypotheése. On suppose ici que c, # 0.

Les matrices donnant I'action de 7, et @; sur la représentation .¢; ; n'étant plus diago-
nales, les modules simples de C(V)Gau,(d, 2) vont s’obtenir en trigonalisant ces matrices.
On remarque que les matrices p; ;(Z;) et p; J-(.@;) ont méme trace et méme déterminant,
donc leurs polynémes caractéristiques sont égaux. On n’étudie alors que la matrice don-
nant l'action de 77,

(Xd — Yd)k# —c X4 (-yi-i

I\ i 0

pi,j(@x)_ _COXj—iyd—(j—i) (Xd_Yd)k#f
J

Son polynéme caractéristique est
2 d__ydy it d_yd2p#rh_ 2ydyd
= (X =Yk +kj)t+(X —-Y9) kl.k].—cOX Y?,
et est scindé dans C(V) si et seulement son discriminant
d a2 1.# #12 #1.# a dy2 2y dyd _
(XT =Yk} + k)" =4k k(X =Y +4c; XY =
(kf — k1P X2 +2(2¢y —(kf = kD)X Y +(k{ — k1) Y*

est un carré dans C(V), ce qui est équivalent a étre un carré dans C[V]. Ce polynéme ho-
mogene de degré 2 en X et Y est alors un carré si et seulement si k¥ = k;? et d est pair ou

¢y = *(k — k7) (rappelons que ¢, # 0).
Dans le cas ol kf = k;‘ et d est pair, les deux valeurs propres de la matrice p; ;(Z’) sont

(X =YDk! + XYY" et (XT—YDk!— XY,

et puisque ¢, # 0, elles sont différentes. Par suite la matrice p; ;(#' ) est diagonalisable dans
C(V) et des vecteurs propres associés aux deux valeurs propres ci-dessus sont

(XY2U=D _y i)y op (X2 yd/2(i-iy,

Dans cette base, les matrices p; ;(27) et p;, j(@;) sont diagonales et respectivement égales

a
diag((X? — Y )k! + X ?YY?, (X = Y)k! — e XY 4/?)

et
diag((X“? — Y )k! — X2 Y%, (X = YOk! + e X2 Y /%),



1.4. Quand n =2 31

Dans ce cas .&; ; ~ .Ef* ®.Z;; avec .Z* *L j buisque ¢, # 0. Les deux représentations non
isomorphes de dlmensmn 1 ainsi obtenues ne sont pas la restriction d'une représentation
de C(V)G(d,1,2) al’algebre de Gaudin.

Traitons le cas ol1 ¢y = k} — k# Les deux valeurs propres de la matrice p; ;(%) sont
KIXI—kiY? et kiX9—k[Y".

Puisque c, est non nul, k! # k% et ces deux valeurs propres sont distinctes : la matrice
p;,i(27) est diagonalisable dans C(V). Des vecteurs propres associés a ces deux valeurs
propres sont

(Xd—(]—z),_Yd—(]—z)) et (Y/7, X/,
Pans cette base, les matrices p; ;(27) et p; j(@;) sont diagonales et respectivement égales

a
diag(k/ X — kI Y kIX*~ k[ V)
et
diag(k! X" — kY kI X"~ kY.
On obtient alors un isomorphisme .%¢; ; ~ £ ]’ ® Y.
Enfin, le cas ol ¢, = k# k? s’obtient de maniére similaire. Les deux valeurs propres de

la matrice p; ;(2’) sont
kIXT—kiY? et kiX—k[Y?.

Puisque ¢, est non nul, k! # k;?‘ et ces deux valeurs propres sont distinctes : la matrice
p;,i(27) est diagonalisable dans C(V). Des vecteurs propres associés a ces deux valeurs
propres sont

(Xd—(j—i), Yd—(j—i)) et (Yj—i,_Xj—i)'

Dans cette base, les matrices p; ;(77) et p; j(@;) sont diagonales et respectivement égales

N

a

diag(k/ X —kIY" kIX"~ k[ V)
et

diag(k! X" — kY k[ X"~ kI V).

On obtient alors un isomorphisme .%; ; ~ <; ® <.
En ce qui concerne les 1somorphlsmes entre les représentations obtenues comme res-
trictions, ils sont décrits comme suit :

— Y~ %, sietseulementsi k] = k#

— Z/~%/sietseulementsi ki = k#

— sicl #( k#—k*"*)2 et ¢ #( k’ﬁ—k;‘;‘)2 alors ¥, ; ~ %, , sietseulementsi k} = k# et k# k#
ou k# k# et k# k#

— sid est pair, k# k# etk =k}, Lt ~%7  sietseulementsi ki =k}, L~ siet
seulement si k# k#

On définit a nouveau une relation d’équivalence sur {1,...,d} par i ~ j sietseulement
sikf= k# Deux classes d’équivalences ¢ et 0’ sont dites hees sic; = (k! — k*?‘)2 pouri€ 0
etje ﬁ’
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Proposition 1.4.6. Pour O une classe d'équivalence pour la relation ~, le caractere

70’22(%"‘2)@,1“*‘2%1’,]‘)

ico ieo’ ieo’
Jj<i J>i
est un caractere c -cellulaire, ot 0’ est une classe d’équivalence pour la relation ~ telle que
ki — k;" =, pourtouti < O et j € 0’ (la seconde somme étant vide si une telle classe n'existe
pas).
Pour 0 une classe d’équivalence pour la relation ~, le caractere

Y= 22+ Do a2 7))

reo jeo jeor
Jj<i Jj>i
est un caractere c -cellulaire, ot 0’ est une classe d’équivalence pour la relation ~ telle que
kf — k! = ¢y pour touti € 0 et j € 0’ (la seconde somme étant vide si une telle classe n'existe
pas).
Pour 0 et 0’ deux classes d’équivalence pour la relation ~ non liées, le caractere

Yoo = Z Xijt Z Xji

i€0,jeo’ i€o,jeo’
i<j i>j
est un caractere c -cellulaire.
Pour 0 une classe d’équivalence pour la relation ~ de cardinal supérieur ou égal a deux,

le caractere
Yo,0= E Xi,j

i,je0
i<j

est un caractere c -cellulaire.

De plus, tous les caracteres c -cellulaires sont égaux a uny,, a un y’ﬁ, AUNYg g OUAUN
Yo,0-
Remarque 1.4.7. Dans le cas ot ¢, # 0, 'algebre C(V)Gau,(d, 2) n’est pas nécessairement
déployée : il peut exister des représentations irréductibles de dimension 2 bien que I'al-
gebre soit commutative.

1.4.3 Comparaison avec les caracteres constructibles

Hypotheses. Dans cette partie, on suppose que c, # 0 et que pour tout
1<i<d, kf est un multiple entier de c,. On suppose de plus que :

k¥ Kk k?
dc2c...<cd
G G Co

Posons alorsr = —c, " (k!

obtenu.

yk3,...,k}) le d-uplet décroissant d'entiers ainsi

Le but est de maintenant relier les caracteres c -cellulaires obtenus a la proposition 1.4.6
aux caracteres constructibles associés au parametre r de la définition 1.3.2, en utilisant la
bijection déja décrite entre d-symboles de hauteur 2 et d -partitions de 2.
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Proposition 1.4.8. L'ensemble des caracteres c -cellulaires est égal a l'ensemble des caracteres
constructibles associés au parametrer.

Démonstration. On reprend les notations de la partie 1.3.4, notamment la suite d’entiers
(ij)—1<j<p+1 €t les notations pour les symboles. L'orbite pour la relation ~ contenant i est
{1<j<d|rj_;=ri,} Cesontalors exactementles ensembles 0; = {i;_;+2,i;+3,...,i;+1}

pour 0 < j < p, et k* prend la valeur kfj L=—C" i, sur cette orbite. Les orbites 0; et 0;

sont alors liées si et seulement si (k] ,, —k; ,,)* = ¢; ce qui est équivalent a
J
2
(rl] - rll) - ]"
Supposons que X =§; . Le caractere constructible associé a X est

i—jl=1et

ik iK1 . _
,)/ _ ZiZik_H—l (XS,' +Zj:ik—2 %Si,j) S1 rik_l - ri + 1’
= i .
2 Xs SInon.

Sir, , #r,+1, onretrouve le caractere c-cellulaire y, puisque la représentation corres-
pondant au symbole S; estla représentation y,,,.Sir;_, = r; +1 cecisignifie que les orbites

s 2 # _ # _ N . b _
O, et. O, sont liées et que kl.k " kl.k_1 .1 = Co- Le caractere 7y est alors aussi le caractere ¢
cellulaire y, .

Supposons que X =§; ;. Le caractere constructible associé a X est

kril °
i i L
¥ Zi:ik,lﬂ (XS,' +Zj:il,1 Zsi,j) sir,=r,t1,
=) w—ip .
D 1 X, sinon.

Sir, =r,+1alors ] = k+1 et ceci signifie que les orbites 0 et 0, sont liées et que
k! i T k! 1, = Co- Le (.:aractére vy est alors égal au carac.tére c-cellulaire }/ﬁk. Sir, #r;,+1
le caracteére constructible yy. est égal caractere c-cellulaire v, 4,

Supposons que X = §; _, ;, avec iy —i;_; > 2. Lorbite 0 est alors de cardinal supérieur

ou égal a 2. Le caractere constructible associé a X est
}’Z = z XS,-,]- )
I H1<i<j<iy

et est égal au caractere c-cellulaire yg,_g, -
o Lo .
Enfin, supposons que X = S, avec ry— Ty =2, ce qui signifie que les orbites 0. et 0,

ne sont pas liées puisqu’alors |kf P k* . | > 2|cy. Le caractere constructible associé a &
Ik I+ig4
est
ik
re= E Xs)
i=ip_+1

et est égal au caractere c-cellulaire 7’0,k.
Tous les caracteéres constructibles sont des caracteres c-cellulaires. Réciproquement, il
est clair que tous les caracteres c-cellulaires apparaissent comme caractere constructible.
O

On propose la conjecture suivante en ce qui concerne les caracteres c-cellulaires de
G(d, 1, n), corroborrée par le résultat précédent et par des calculs effectués informatique-
ment en rang supérieur.
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Conjecture 1.4.9. Soit c: Réf(G(d, 1, n)) — C invariante par conjugaison. On note toujours
Co=Cy etk; = 52?__11 gI0=e ;, et on suppose que pour tout1 < i < d, ki est un multiple
- 0
entier de c, et que
k#
<4

Co Co Co

Soitr=—c; (k] k,..., k}) le d -uplet décroissant d’entiers ainsi obtenu.
Alors l'ensemble des caracteres c-cellulaires coincide avec l'ensemble des caracteres r-
constructibles.
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Chapitre

Données modulaires associées aux
groupes de réflexions complexes

La notion de donnée N-modulaire se retrouve chez Lusztig, lors de 1'étude des carac-
teres unipotents des groupes réductifs sur des corps finis. Dans [Lus94], il en donne une
définition en terme de représentation du groupe PS L,(Z), et la définition que 'on considé-
rera sera moins stricte : certains coefficients entiers positifs pourront étre négatifs. On pré-
férera travailler avec une version faisant apparaitre des représentations de SL,(Z), comme
dans [Gan05].

Une grande source de données Z-modulaires provient d'une généralisation de la théo-
rie de Lusztig a certains groupes de réflexions complexes. Une grande partie de la combina-
toire des groupes de Weyl et de la théorie des représentations d'un groupe réductif sur un
corps fini associé se prolongent a certains groupes de réflexions complexes et on dispose de
données Z-modulaires. Les catégories modulaires fournissent également des données N-
modulaires : ce sont ces catégories abéliennes et monoidales, munies de tressage et d'une
notion de dualité vérifiant encore quelques conditions supplémentaires [EGNO15, Defini-
tion 8.13.4]. On reviendra sur cette notion dans le chapitre 3.

On commence par donner la définition d'une donnée Z-modulaire, ainsi que celle de
'algebre de fusion associée. On considere ensuite la combinatoire des “caracteres unipo-
tents” du groupe de réflexions complexes imprimitif G(d, 1, n), en insistant sur les données
Z-modulaires qui y sont attachées. Enfin, on termine en donnant des exemples liés aux
groupes de réflexions complexes exceptionnels. Le cas des groupes de la forme G(d, d, n)
n’est pas traité, excepté I'’exemple des groupes diédraux dans le chapitre 5.

2.1 Données Z-modulaires

2.1.1 Donnée modulaire et algébre de fusion associée

Commencons par donner la définition d’'une donnée modulaire. On trouvera des défi-
nitions similaires dans [Lus94] ou dans [Gan05].

Définition 2.1.1. Une donnée N-modulaire (resp. Z-modulaire) est un quadruplet (I, S,
T, i,) ou I est un ensemble fini I, S € .#;(C) est une matrice carrée, T € .#,;(C) est une
matrice diagonale et i, € I est un élément dit spécial tels que
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1. S est symétrique et unitaire,

2. pourtout i €1, le coefficient S; ; est non nul,

3. S et T définissent une représentation projective de SL,(Z), c’est-a-dire que S* = id,
S? et T commutent et il existe y € C tel que (ST)* =752,

4. pourtousi,j,kel, i

NF :Z S150,1 91k €N (resp. €7Z).

1]
lerl L

Les entiers Nl.’C ; sont appelés les constantes de structure associées ala donnée modulaire.

Comparativement a la définition [Lus94, 1.1] de Lusztig, on ne demande pas |'existence
d’involutions compatibles a la conjugaison complexe. Notre définition se rapproche plus
de celle de [Gan05, Definition 1], sauf que I’on n'impose pas la positivité des coefficients de
la ligne spéciale.

Lemme 2.1.2. Soit(I,S, T, iy) une donnée Z-modulaire. Alors (ST =y~tid.

Réciproquement, si(1,S, T, i) est un quadruplet satisfaisant tous les axiomes d'une don-
née Z-modulaire, sauf (ST)® = yS? que I'on remplace par (ST™')® = yid alors (I,S, T, i) est
une donnée Z-modulaire.

Démonstration. En prenant 'inverse le la relation (ST)® = yS?, on obtient (T1S3%)® =152
puisque S* =id. Il reste a simplifier a droite par S? et a utiliser le fait que S? et T commutent
pour conclure. La seconde partie se fait de méme. O

Lintégralité des constantes de structure permet alors de définir 'anneau de fusion as-
socié a une donnée modulaire.

Définition 2.1.3. Soit (/, S, T, i;) une donnée modulaire. L'anneau de fusion associé Ag est
I’anneau unitaire associatif libre comme Z-module, disposant d'une base B = (b;);¢; telle
que la multiplication des éléments de la base vérifie

_ k
kel
pourtous i, je€l.
Remarque?2.1.4. Pour définir un tel anneau, on a seulement besoin d'une matrice S unitaire
avec une ligne spéciale non nulle. Dans le chapitre 5, on considérera de tels anneaux.
L'élément neutre est alors b;, puisque Nl(’)C j=1= N].kl.0 pour tous j, k € I. L'associativité

découle de l'unitarité de S : il suffit de montrer pour tous i, j, k, m € I |'égalité

) m __ marl
N Nj= NN
lel lel

et ces expressions sont toutes deux égales a
Sp,iSp.iSp.kSp.m
(Sp,io)z

pel

La matrice S contient de nombreuses informations sur I'anneau Ag, comme en atteste
le lemme suivant.
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Lemme 2.1.5. Soit(I,S, T, i,) une donnée modulaire et Ay 'anneau de fusion associé. Pour
. . PP S ;
tout i € I le morphisme de Z-modules s;: A — C défini sur la base par b; — < est un
i,ip
morphisme d’'anneaux.

Démonstration. 1l suffit de montrer que S; ;S; = >, le Si.i, i, pour tous j, k € I, ce qui

découle de l'unitarité de S et de la définition des constantes de structure :

ZNj{kSi,iOSi,l = Z Msi,iosi,l = Z Msi,iogm,i = Si,jSi,k-

lel I,mel Sm'iO mel m,ly

2.1.2 Modification d’'une donnée modulaire

On sera amené, par la suite, a modifier des données modulaires en conjuguant les ma-
trices S et T par une matrice diagonale a coefficients dans 1. Une donnée N-modulaire
peut ne pas rester N-modulaire apres un tel changement, mais reste quand méme toujours
une donnée Z-modulaire.

Remarque 2.1.6. 1l existe néanmoins des données Z-modulaires qui ne peuvent pas étre
rendues N-modulaires par une transformation de ce type [Cun07, Example 5].

Au niveau de 'algebre de fusion, cette modification revient a changer des signes de la
base. En effet, si S et §’ sont reliées par S’ = DSD ™! ou D = diag((d;);c;) avec d; € {£1}, les
constantes de structure Nl.kj de A; et les constantes de structures (N ’)f j de Ay vérifient

(N/)ﬁ] = d,d] dkdiOJVilfj’

pour tous , j, k € I. Le morphisme de Z-modules Ag — Ag défini par b/ — d;d; b; est alors
un isomorphisme d’anneaux.

Remarque2.1.7. Lorsque I'on dispose d'une modification d'une donnée Z-modulaire (I, S,
T, ip) qui est une donnée N-modulaire, il existe alors une base (b;);c; de A obtenue par des
changements de signes de la base (b;);c; telle que les constantes de structures de 'anneau
Ag relativement a la nouvelle base (b));c; soient entiéres positives.

On peut également multiplier la matrice S d'une donnée Z-modulaire par une racine
quatrieme de l'unité sans changer I’algebre du fusion associée. Une autre maniere de mo-
difier une donnée modulaire est de changer I'élément spécial i, par j, vérifiant lui aussi
Sj,i # 0 pour tout i € I. Une donnée modulaire (I, S, T, i) étant fixée, on se demande si
(I1,S,T, j,) est également une donnée modulaire. Pour spécifier le choix de la ligne spéciale
dans les constantes de structure, on note ,-ONl.ij les constantes de structures calculées avec
I’élément spécial i.

Lemme 2.1.8. Soit(1,S, T, i,) une donnée Z-modulaire et j, tel que Sjyi # 0 pour tout i €
I. Pour tout i € I on définit la matrice ;N; par (;N;); =
remplagant iy par j,. On a alors, pour touti € 1

7] A
N; . et de méme pour ;N; en

o

W= NN

0lo” "1
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Démonstration. 11 s’agit a nouveau d'un simple manipulation algébrique utilisant les hy-
potheses sur S. D’apres le lemme 2.1.5, on a, pour j, k€[

Slel]Slk Sl IOSlmSlk
'o z]_ - lo i,j ; - g z]]o zom’

lel mel
ce qui est bien la relation attendue. O

En changeant d’élément spécial, on n'obtient donc pas nécessairement une donnée
Z-modulaire. En supposant que (I, S, T, i,) soit une donnée Z-modulaire, le quadruplet
(1,S,T, j,) est une donnée Z-modulaire si et seulement si la matrice carrée Vi, appartient
a ./ (Z), ce qui est équivalent a demander a ce que la matrice ; IV; appartienne a G L;(Z).

Cette derniére est néanmoins toujours dans G L;(Q), puisque ; N,0 ,ON o =1id = N; /N,

Proposition 2.1.9. Soient(I,S, T, i,) une donnée Z-modulaire et j, € I tel que S o # 0 pour
touti € I. Onnote; Ag l'algébre de fusion associée aladonnée(I, S, T, iy), dont on note la base
associée par (;,b;);c;. On définit foAg comme laQ-algebre de base (;,b;);c; et de multiplication
donnée sur la base par les constantes de structures associées au quadruplet (1,S, T, j,).
Lélément ; b;, estinversible dans jOA(g, son inverse appartient au Z-module engendré par

labase(b;);c; et on aunisomorphisme d'algébres ; As®;Q — joAg donnépar; b; — J-Obigl ioDi-

Démonstration. Lelemme 2.1.8 implique quel'élément »

]]ob estl’inverse de b
En effet,

iel lo

i _ i k _
z :io]\]jo,jojobijobio_z :(z :ionO,jOJO 10,) bk 2 :jonO,jojobk_fobjo'

iel kel \ iel kel

En ce qui concerne I'isomorphisme d’anneaux, il suffit de montrer que pour tous i, j €

k
: :]0 z]]()bk z :lOJVt]JobloJobk’

kel kel

I,

ce qui est a nouveau une conséquence du lemme 2.1.8 :

Zlo l]]Obk Z ]Vzl]]o zoljobk Z (Z]o i, 1 Jo ):Z z]]()blo]obl

kel k,lel lel kel lel

2.1.3 Produit tensoriel de données modulaires

Si on se donne deux données Z-modulaires ([,,S;, T}, i;) et (L, S,, T, i), on en définit
une troisieme (I, S, T, iy) ou I = I, x I,, les matrices S et T sont obtenues comme produit de
Kronecker S=S,® S, et T =T, ® T, et 'élément spécial i, est le couple (i;, i,).

Lemme 2.1.10. Le quadruplet(1,S, T, iy) défini ci-dessus est une donnée Z-modulaire et son
algebre de fusion Ag est isomorphe au produit tensoriel Ag ®7 As, des algeébres de fusion des
données Z-modulaires (I}, S,, T, i;) et (I,, S, T5, i,).
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Démonstration. Le fait que (S, T') définissent une représentation projective de SL,(Z) dé-
coule directement de la définition du produit de Kronecker. Il ne reste qu’a montrer I'inté-
gralité des constantes de structures.

Il découle directement de la définition des constantes de structure de la donnée Z-
modulaire (1, S, T, iy) que pour tous (ji, j.), (k;, k), (1;, L) €I,

(h,hp) _ E Smlvjl Sm1:k1 Smlrll sz,fz Sm2vk2 szJz

(1 ok kp) — . .
(my,my)el; x I, Smlvll sz»lz

I !
= (Nl)jl,kl(NZ)jzz,kz’

ol N,, désigne les constantes de structure de la donnée Z-modulaire (1,,,S,,, T,,, i,,) pour n €
{1,2}.

Lisomorphisme d’algebres Ag ®; As, — Ag est alors donné sur la base par b; ® b;, —
Biji jo)- O

Cette construction sera utilisée dans le chapitre 6 pour décomposer certaines données
Z-modulaires associées aux groupes de réflexions complexes exceptionnels en produit ten-
soriel de deux données Z-modulaires plus petites.

2.2 Données modulaires associées au groupe G(d, 1, n)

On récapitule les notations de I'article [Mal95], ainsi que les différentes remarques de
Cuntz sur les algebres de fusion associées. On fixe un entier d > 1 ainsi qu'une racine pri-
mitive d-ieme de I'unité ¢ dans C. Les notions de d-symboles utilisées dans ce chapitre
different légerement de celles introduites au chapitre 1.

2.2.1 d-symboles

Un d-symbole est une suite ordonnée . = (S,,...,S;_;) de d suites strictement crois-

santes d’entiers positifs S; = (S, ;,..., Sy, ;) que I'on présente généralement sous la forme
So1 vt SO,mo
S, S
g= @D
Sd—l,l o Sd—l,md,1

Les suites S; sont appelées lignes du d-symbole et on note |S;| 1a longueur de la ligne S;.
Définissons le symbole conjugué de & par & = (Sy,Sy_1,--.,S1). La taille d’'un symbole est
t(S)= Zli_ol |S;], son rang est

Q

-1 |Si]
3 ’ —1)(t(S)—d +1)
rg(S) = Si.i > , 2.2)

Iy
=)

i j=1

et son contenu est le multiensemble de ses entrées.
Si.¥ estun d-symbole avec kd + [ entrées, 0 <[ < d, le rang de . vérifie
(I-1)d—1-1)
2d ’

rg(s) >



40 Chapitre 2. Données modulaires associées aux groupes de réflexions complexes

et en particulier est toujours positif. Le rang ne dépend que du contenu du symbole, et est
indépendant de la position des éléments du contenu dans les différentes lignes du symbole.

On définit une relation d’équivalence sur’ensemble des d -symboles par la cloture tran-
sitive et symétrique de deux opérations élémentaires : la permutation cyclique des lignes
d’un symbole et I'insertion simultanée d’'un 0 en premiére position (S; ,...,S; ) — (0,S; ; +
L,...,S;m +1). La taille modulo d est invariante par ces opérations, ainsi que le rang.

SiA=(Ag,...,A4) est une d-partition de n, avec A; = (A;; < A;, <--- < A; ), on lui
associe un symbole .%;. Pour cela, on suppose, quitte a ajouter des 0, que my—1=m; =
m,=...=my_, etonposeS; =(A; j+ j—1)<j<m, Le rang de # est alors n. Un tel symbole
sera dit principal. Les d-symboles principaux de rang n sont en bijection avec les repré-
sentations complexes de G(d, 1, n) et la représentation associée au symbole principal .
est la conjuguée de la représentation associée au symbole ..

Il existe une notion de symbole spécial pour les symboles principaux [Mal95, Bemer-
kung 2.24] : un symbole principal

Sd,l Sd,m Sd,m+1
Sii o Sim
S = ) . )
Sa—11 0 Sa—im

estspécial si §; ; < S, pour j <1 ou j=1eti>k.Unsymbole principal est dit cospécial si
son symbole conjugué est spécial.

2.2.2 Caracteres unipotents pour G(d, 1, n) et familles

Les symboles qui vont nous intéresser a présent sont ceux de taille congrue a 1 modulo
d. Pour un tel symbole, on définit son défaut par

d-1
def() = (d=1UZ)=1) —>ilS)| modd 2.3)
2 i=0

Un d-symbole de taille congrue a 1 modulo d est dit réduit sison défaut est nul et toutes les
lignes ne commencent pas par 0. Cette notion de symbole réduit permet de choisir un re-
présentant pour la relation d’équivalence sur les symboles, le défaut changeant de 1 par
permutation cyclique des lignes. Remarquons alors que le rang d'un symbole réduit de
taille md + 1 est supérieur ou égal a m.

Définition 2.2.1. L'ensemble des caracteres unipotents Uch(G(d, 1,n))de G(d, 1, n) est!'en-
semble des d-symboles réduits de rang n et de taille congrue a 1 modulo d.

Exemple 2.2.2. Le groupe cyclique G(d, 1, 1) admet 1+@ caracteres unipotents: il existe
un symbole de taille 1 et 4Z-1 de taille d + 1.

De cette définition combinatoire, Malle définit une fonction degré Uch(G(d, 1, n)) —
Zlq), & — r+ [Mal95, 3.9], une théorie de Harish-Chandra [Mal95, Satz 3.14], une d-alité
d’Ennola [Mal95, Folgerung 3.11], des caracteres fantomes R.,, des familles de caracteres,
une transformée de Fourier ainsi que des valeurs propres du Frobenius.
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Commencons par décrire les familles, avant de s’attarder sur la transformée de Fourier
et les valeurs propres du Frobenius. Deux symboles . et .’ sont dans la méme famille si
leurs contenus sont égaux. Décrivons ces familles d'une autre maniere, suivant toujours
[Mal95, Abschnitt 4].

Soit Y un ensemble totalement ordonné avec md + 1 éléments, m € N, ainsi qu'une
application : Y — N. On considerel’ensemble ¥(Y, ) des fonctions f: Y — {0,1,...,d—1}
telle que f est strictement croissante sur chaque 17%(i), i € N. On suppose que cet ensemble
est non vide, ce qui est équivaut a demander a ce que |7(i)| < d pour tout i €N.

Remarque?2.2.3. Cet ensemble est plus restrictif que 'ensemble W défini par Cuntz [Cun07,
Section 3.1]. On a en fait déja choisi un représentant de chaque classe d’équivalence pour
la relation ~, de fonctions t-admissibles.

Le lien entre d-symboles a valeurs dans 77(Y) et éléments de ¥(Y, 7r) se fait comme tel :
a une fonction f, on associe le symbole ST =(S,,...,S,1) ouy, pourtout0<i<d-—1,S, est
I'ensemble 7t(f~1(i)) que 'on a ordonné. On remarque que, pour tout 1 < i < d, 'applica-
tion 7 est injective sur f~1(i) puisque f est croissante sur chaque 7~!(j) et donc que S; est
bien une suite strictement croissante. Le symbole.#/ comporte alors | Y| = md +1 entrées.

Pour tout j € N, notons 7, le cardinal de 7~'(j). Pour tout symbole ¥ avec n; entrées
J, il existe alors une unique fonctlon f €v(Y,n)telle que ¥ = #7.

Le rang d'un symbole . avec entrées dans 7(Y) peut alors s’exprimer seulement en

fonction de J(d1
rg()=> il (i) —m (% + 1),

ieN

et le défaut du symbole .#; associé a f € (Y, ) est donné par

def(#;) = () D W)

yeY

Les caracteres unipotents étant donnés par des symboles réduits, on va considérer le

sous-ensemble
| o=}
yeY

de ¥(Y, ). Un symbole de taille congrue a 1 modulo d est réduit s'il est de défaut nul et si
tous les S; | ne sont pas nuls. Cette seconde condition se traduit par |[7~(0)| # d.

Pour f € ¥*(Y, ), on définit une fonction f € U*(Y, ) comme I'unique fonction telle
que ﬁn_l(,-) ={d— f(y)| y € = 1(i)}. Cette involution correspond a celle définie sur les sym-
boles : 1 = 1 pour tout f e UV*(Y, ).

Les symboles principaux sont également facilement déterminés au niveau des fonc-
tions de W*(Y, ) : le symbole ./ est principal si et seulement si pour tout 0 < i < d on a
|f71(i)] = m+8,,;. On note ¥*(Y, 1), le sous-ensemble de telles fonctions.

Si on se donne Z une famille de caracteres unipotents de G(d, 1, n), la taille de tous les
symboles de .7 est égale a md + 1 pour un m € N. Choisissons alors un ensemble Y tota-
lement ordonné de cardinal md + 1 et une fonction : Y — N telle que pour tout symbole
< de Z,ona

vy, n)—{feq:

In' (@) =|{j€f0,....d—1}| ieS;}].



42 Chapitre 2. Données modulaires associées aux groupes de réflexions complexes

La famille .7 est alors en bijection avec ¥*(Y, ) et, en notant n; = |7~'(i)|, est de cardinal

()

Exemple 2.2.4. Le groupe cyclique G(3,1,1) a 4 caracteres unipotents qui se répartissent
en deux familles. La premiere famille ne contient que le symbole principal associé a la re-
présentation triviale. Lautre famille est de taille trois et contient les 3-symboles

1 1 —

0
,1 0 et
1

S = O

01
01

Les deux premiers sont des symboles principaux, le premier est le symbole spécial tandis
que le deuxieme est le cospécial.

En ce qui concerne les symboles spéciaux et cospéciaux, il existe un unique symbole
spécial dans chaque famille et un unique cospécial [Mal95, Bemerkung 2.24].

2.2.3 Puissances extérieures, matrices de Fourier et valeurs propres du
Frobenius

Notons V = @f’z_ol(i v; un C-espace vectoriel de dimension d de base (v;)y<;<4 €t consi-
dérons . la matrice carrée ({'/)y<; ;<4 que I'on voit comme un automorphisme de V.

Fixons Z une famille de caractéres unipotents de G(d, 1, n) que I'on voit comme un
ensemble W#(Y, r) pour Y et 7w bien choisis. Comme précédemment, notons n; = |t1(i)| et
p =max{i € N| n; # 0}. Pour un k-uplet i = (i}, i,,..., i ) telsque 0<i; < i, <...< i <d
on note v; le vecteur v; Av;, A---Av; de /\k V. Pour f € ¥(Y, ), on définit un vecteur de
v=A\"Ve--a\"V

Vi =Vpa100) @ Vfr11) @+ @ V(-

Lensemble des (V) rey(y,- constitue alors une base de Vet on considére la matrice carrée
(St.¢)r.geu(r,» dans cette base de 'automorphisme A" ¥ ®---® A" de V.

Définition 2.2.5. La matrice de Fourier S associée ala famille 7 estla matrice (Sy g) ¢ gewr(v,r)
définie par

(_l)m(dfl)
Srg= WE(]‘ )e(8)Sy ¢
ot 7(d) =] Jogi<j<al’ =& == 1)(®) det(:7) et e(f) = (—1)0 =YY | y<y’ et (<SG,

La matrice de Fourier associée a G(d, 1, n) estla matrlce diagonale par blocs ayant pour
blocs les matrices de Fourier des familles de Uch(G(d, 1, n)).

Choisissons ¢, une racine 12d-ieme de 1'unité telle que {!* = {. Pour f € U(Y, ), défi-
nissons
Fr(f) = gmd(lfdz) l_[ gfﬁ(f(y)zﬂif(y))
* Vet *

On note T la matrice diagonale avec entrées sur la diagonale (Fr(f)) reu#(v,x)-
On note f, 'élément de ¥*(Y, 7r) correspondant au symbole spécial.
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Proposition 2.2.6 ( [Mal95, Folgerung 4.15], [Cun07, Proposition 5.1]). Avec les notations
qui précedent, on a

1. S*=1,(STP =1,[S%T]=1.
2 'S=Ser'SS=1.
3. Pourtous f,g, h e ¥*(Y,n)

St £Si .S
kewt(Y, 1) S’Crfsp

Autrement dit, en vertu du lemme 2.1.2, le quadruplet (¥*(Y, 7),S, T, fsp) définit une
donnée Z-modulaire.

Sk, £ Sk.gSk.n
Sk.fy
fo telle que fy(w~1(i)) soit un ensemble de la forme {a;,a; +1,...,a; + n;}, les entiers a; + j

étant vus modulo d.
Le symbole spécial est effectivement de cette forme puisque la fonction f, vérifie

Remarque 2.2.7. Cuntz démontre I'intégralité des D vy pour toute fonction

f;p(ﬂ:l {n +-- +Tll+1,n +-- +I’lH_1+]_ ,np+...+ni_1}’

ol p est’entier maximal k tel que n; est non nul.

2.2.4 Valeur absolue des constantes de structure

Notons toujours # une famille de caracteres unipotents de G(d, 1, n) correspondant
a U*(Y,n). On note A, 'algebre de fusion associée a la donnée Z-modulaire associée a la
famille 7 de base (by) reps(v,n)-

Cuntz a conjecturé dans sa these que les valeurs absolues des constantes de structure
de A5 définissent toujours une Z-algebre A}bs unitaire, associative, libre comme Z-module
et de méme rang que A . La conjecture de Cuntz ne concerne que les anneaux associés
aux puissances extérieures de la table de caracteres de Z/dZ mais on est amené a penser
qu’elle est vraie également pour les anneaux associés aux matrices de Fourier des familles
de caracteres unipotents de G(d, 1, n).

Conjecture 2.2.8 ( [Cun05, Vermutung 5.1.6]). Soit A, un Z-module libre de rang 2|.F| et
de base (bf, b/ ) Fewt(y,n)- SOIL P Ay — Ay le morphisme surjectif de Z-modules défini par

(bf) = by et p(bf) =—Dby. Soit également p: Az — A défini par

Do Agby— >0 Agh— > Agb)

fev#(Y,n) fev*(Y,n) fevt(y,m)
Af>0 lf<0

La multiplicationr -1’ = o(p(r)p(r’)) ainsi définie sur A est associative et les constantes
de structure de l'anneau A5 sont positives. Autrement dit, l'anneau Az est quotient d'un
anneau Ay de rang double et avec constantes de structures positives.

Remarque?2.2.9. Siles constantes de structures de A, sont toutes positives, cette conjecture
est trivialement vraie, mais si certaines constantes sont négatives, il n’est absolument pas
évident que la multiplication de A, est associative.



44 Chapitre 2. Données modulaires associées aux groupes de réflexions complexes

La situation des trois anneaux A, A;‘QS et A, peut se résumer dans le diagramme sui-
vant:

Az
Agszﬁg/(%p—bﬁp) Agﬁfig/(bﬁp‘i‘%p)

ol p et g s'identifient aux morphismes quotients. On démontrera cette conjecture pour
certaines familles dans le chapitre 4 en construisant une catégorie légerement dégénérée
% telle que Ay ~sGr(%), Ay ~Gr(6)/([1]—[e]) et A;‘ES ~Gr(6)/([1]+[£]).

2.3 Données modulaires associées aux groupes exception-
nels spetsiaux

La notion de “caractére unipotent” a été également définie pour certains groupes de
réflexions complexes exceptionnels [BMM99], [BMM14], dits spetsiaux. Les caractéres uni-
potents associés aux groupes spetsiaux sont également partitionnés en familles, et pour
chaque famille, on dispose d’'une matrice de Fourier et de valeurs propres du Frobenius.
Les matrices de Fourier ainsi que les valeurs propres du Frobenius sont disponibles dans le
paquet CHEVIE de GAP [GHL"96], [Mic15]. Les commandes suivantes permettent d’obte-
nir les caracteres unipotents du groupe de réflexion complexe G, dans la classification de
Shephard-Todd [ST54] et de les afficher classés par familles :

gap> G:=ComplexReflectionGroup(4);;
gap> U:=UnipotentCharacters(G);;
gap> Display(U,rec(byFamily:=true));
Unipotent characters for G4

Name | Degree FakeDegree Eigenvalue Label
*xphi{1,0} | 1 1 1
*phi{2,1} | (3-ER(-3))/6qP’3P4P"6 qP4 1 1.E3
#phi{2,3} | (3+ER(-3))/6qP"3P4P’6 q~ 3P4 1 1.E372
Z3:2 | -ER(-3)/3qP1P2P4 0 E372 E3.E372
*phi{3,2} | q~2P3P6 q~2P3P6 1
*phi{1,4} | -ER(-3)/6q~4P"3P4P"6 q 4 1 1.-E372
phi{2,5} | 1/2q~4P2"2P6 q~5P4 1 1.E372
G4 | -1/2q~4P172P3 0 -1 -E372.-1
Z3:11 | -ER(-3)/3q~4P1P2P4 0 E372 E3.-E3
#phi{1,8} | ER(-3)/6q~4P’3P4P’6 q-8 1 -1.E372

La premiere colonne est le nom du caractere unipotent, ceux dont le nom comporte
phi correspondant a la série principale (et donc aux représentations de G,). Les deux ca-
racteres Z3:2 et Z3: 11 appartiennent a la série de Harish-Chandra du caracteére cuspidal Z3
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d’un sous groupe parabolique isomorphe a Z/3Z. Enfin, le caractére noté G4 est un carac-
tere cuspidal. Les symboles * indiquent le caractere spécial de la famille, et si le caractere
cospécial de la famille est différent du caractere spécial, il est indiqué par #.

Dans la deuxieme colonne, on lit le degré du caractere unipotent correspondant. Ce
dernier est un polynome et les divers Pk, P’k et P’ ’k désignent des polyndomes cycloto-
miques.

Dans la troisieme colonne, se trouve le degré fantome du caractere correspondant. Il
est nul pour les caracteres qui ne proviennent pas de la série principale.

Dans la quatrieme colonne, on peut lire la valeur propre du Frobenius, qui vaut toujours
1 sur un caractere de la série principale.

Enfin, la derniere colonne contient un nom qui reflete les interprétations catégoriques
que I'on connait de la donnée modulaire définie par une famille. On pourra par exemple
trouver une succession de 2k signes + et —en type B, indexant les modules simples de I’al-
gebre D((Z/2Z)F) ou encore, dans I'exemple ci-dessus, une maniere d’'indexer les modules
simples de 'algébre du double de Drinfled de I'algebre de Taft.

Les symbole E3 et ER (-3) désignent respectivement une racine 3-ieme de I'unité et une
racine carrée de —3 reliées comme suit dans GAP :

gap> ER(-3);
E(3)-E(3)72

On peut accéder a une famille, ainsi qu’a sa matrice de Fourier et aux valeurs propres
du Frobenius comme suit :

gap> f:=U.families[2];

Family("RZ/3°2",[6,5,8])

gap> f.fourierMat;

[ [ -2/3*%E(3)-1/3%E(3)72, -1/3%E(3)-2/3*E(3)72, -1/3*E(3)+1/3*E(3)"2 ],
[ -1/3*E(3)-2/3%E(3)72, -2/3*E(3)-1/3%E(3)72, 1/3*E(3)-1/3*E(3)"2 1],
[ -1/3%E(3)+1/3*E(3)72, 1/3*E(3)-1/3*E(3)72, 1/3*E(3)-1/3*E(3)72 ] ]

gap> f.eigenvalues

[1, 1, E(372 1]

Ces matrices sont construites afin de vérifier la proposition suivante.

Proposition 2.3.1. Soit G un groupe de réflexions complexes exceptionnel spetsial, F une
famille de caracteres unipotents de G, S la matrice de Fourier de la famille &, Fr la matrice
diagonale des valeurs propres du Frobenius et f, l'élément spécial de la famille 7 .

Le quadruplet (Z,S,Fr, fsp) est alors une donnée Z-modulaire.

Par des calculs au cas par cas, on note que la conjecture de Cuntz 2.2.8 est vraie pour
I'anneau de fusion A5 pour n'importe quelle famille de caracteres unipotents des groupes
exceptionnels spetsiaux. Dans sa thése [Cun05], Cuntz a donné des constructions des al-
gebres de fusion associées a la grande majorité des familles de caracteres unipotents des
groupes de réflexions complexes exceptionnels spetsiaux. Par contre, il ne donne aucune
explication des valeurs propres du Frobenius pour ces familles.
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Chapitre

Catégorification de données Z-modulaires

Dans ce chapitre, on introduit les principaux outils catégoriques qui vont nous per-
mettre de produire des données modulaires. En ce qui concerne les données N-modulaires,
lanotion de catégorie modulaire donne une réponse a ce probléme ; étant donnée une don-
née N-modulaire, un probléeme classique est de trouver une catégorie qui la produit. Par
contre, il est impossible de produire des données Z-modulaires avec les catégories modu-
laires, puisque les constantes de structures s’interpretent comme des multiplicités d’objets
simples dans la décomposition d'un produit tensoriel d’objets simples. Afin de catégorifier
une donnée Z-modulaire, on introduit la notion de catégorie 1égerement dégénérée, qui
contient un objet simple transparent de dimension quantique —1. Tensoriser par cet objet
simple a un effet similaire au changement de parité dans les catégories enrichies sur les
super-espaces vectoriels.

Ce chapitre est organisé comme suit. On commence tout d’abord par généraliser lége-
rement les résultats bien connus sur les catégories modulaire au cas ot la structure pivo-
tale n’est pas sphérique, et on donne dans une deuxiéme sous-partie un exemple de si-
tuation ou cette hypothése de sphéricité doit étre enlevée afin de catégorifier une donnée
modulaire. Dans un troisieme temps, on introduit un notion cruciale, celle de catégorie
légérement dégénérée et on montre qu’elles fournissent des données Z-modulaires. On
étudie alors le lien avec les super-catégories tressées sans objets simples transparents. En-
fin, on donne un exemple de catégorie légérement dégénérée, qui est relié aux données
Z-modulaires du groupe cyclique, introduites dans le chapitre 2.

Dans tout ce chapitre, k désignera un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle. Ce chapitre est en grande partie tiré de la pré-publication [Lac18b].

3.1 Extension des résultats aux catégories non sphériques

3.1.1 Catégories de fusion, pivotales, tressées

On se donne une catégorie de fusion %6 sur le corps k au sens de [EGNO15, Definition
4.1.1]:1a catégorie €6 estk-linéaire, abélienne, monoidale (de produit tensoriel ® et d’objet
unité 1), rigide, finie et semi-simple telle que le bifoncteur ®: ¢ x ¢ — %6 est bilinéaire sur
les morphismes et telle que End(1) ~ k. Ici, la notion de finitude est la suivante : il existe
un nombre fini de classes d’isomorphie d’objets simples et les espaces de morphismes sont
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de dimension finie sur k (la définition [EGNO15, Definition 1.8.6] a deux conditions sup-
plémentaires, impliquées ici par le fait que la catégorie est semi-simple). On note Irr(6) un
ensemble de représentants des classes d’isomorphie d’objets simples de 6. On omettra la
contrainte d’associativité (—®—)®—~—®(—®—) ainsi que les contraintes d'unité 1® —~ —
et—®1~—.

La catégorie 6 est rigide : tout objet X de 6 admet un dual a gauche (X*, evy, coevy).
Les morphismes d’évaluation et de coévaluation sont tels que les compositions suivantes

sont l'identité :
coevy Qidy idy ®evy

X — XeX"'®X — X,

et
idy« ® coevy ev, ®idyx

X ——— X" XX — X*.
Un dual a gauche est unique a unique isomorphisme pres [EGNO15, Proposition 2.10.5]
et pour f € Homy(X, Y), il existe une application f* € Hom(Y*, X*) définie comme la
composition

v idyx ® coevy Y*® X ® X* idy» ® f®idx« Y*® Y & X* evy Qidyx X*.

La dualité —*: ¢ — ¢°P définit alors un foncteur monoidal contravariant, ¢ °P désignant
la catégorie ¢ munie du produit tensoriel opposé. De méme, tout objet X de 6 admet un
dual a droite (*X, ev’,, coev) ) vérifiant des propriétés similaires au dual a gauche, que I'on
peut retrouver en remarquant qu'un dual a droite dans %6 est un dual a gauche dans 6 °P.

On suppose que € est également munie d'une structure pivotale [EGNO15, Definition
4.7.8]: il existe un isomorphisme naturel et monoidal a: id, — —**. En identifiant (X ® Y }**
a X*® Y™, dire que a est un foncteur monoidal signifie que aygy = ax ® ay. La structure
pivotale permet alors de définir les traces quantiques d'un morphisme f € Hom(X, X),
qui sont des éléments de End(1). La trace quantique positive (ou a gauche) Tr}(f) de f €
Hom (X, X) est donnée par la composition

coevy (axof)®idx* evyx

] — XX ———— XX — 1,

et la trace quantique négative (ou a droite) Tr(f) de f € Hom(X, X) est donnée par la
composition
coevys idys ®(foay') evy
] — X" X" ———M X*X — 1.
Comme End(1) ~k, on identifiera ces traces a des scalaires.

Remarque3.1.1. Dans la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie, avec I'identi-
fication usuelle d'un espace avec son bidual, on retrouve la trace usuelle.

Si ces deux traces coincident, la catégorie 6 est dite sphérique, ce qui est équivalent
a dire que les dimensions quantiques positives et négatives coincident d’apres [EGNO15,
Theorem 4.7.15]. Les propriétés des traces quantiques sont similaires a celle de la trace dans
la catégorie des espaces vectoriels.

Proposition 3.1.2. Soit 6 une catégorie monoidale additive, rigide et munie d’'une structure
pivotale. Soient X et Y des objets de 6, [ un endomorphisme de X et g un endomorphisme
deY . Alors
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L Ty (f*)=Trg(f),

2. Tryey(f ©8)=Try(f)+Try(g),

3. Tryy, (f ®g)=Try(f)Tri(g),

4. pour h € Hom(X,Y) et k € Homy (Y, X) on aTry (ko h)=Tr,(ho k).

Démonstration. Voir [EGNO15, Proposition 4.7.3] O

Pour un endomorphisme f d’'un objet X ® Y de ¢, on définit des traces partielles par

idx ® coevy ((idx ®ay )of)®idy« idy ®evyx

idy®Try(f): X ——— XYY" > XY*eY* — X
et
. coevyx ®idy idyx ®(fo(ay' ®idy)) evy ®idy
Try®idy(f): Y ——— X*®X*®Y > X*X®Y —— Y.

Bien entendu, on a Tr} (idx ® Tr,(f)) = Tr} ., (f) et Tr, (Tr, ®idy (f)) = Try,, (f). Grace a ces
traces partielles, on définit la trace mixte Try5 ,(f) d'un endomorphisme f de X® Y comme
I'endomorphisme Tr (idx ® Tr,(f)) de I'objet unité, qui est aussi égal a Tr,(Tr, ®idy(f)).

Lemme 3.1.3. Soient 6 une catégorie monoidale rigide et pivotale, X et Y des objets de €
ainsi que f € Homy(X ® Y, X ® Y). Alors Try 1 +.(f*) = Tryay ()

Démonstration. Pour simplifier, on notera le produit tensoriel de deux objets par la juxta-
position. Rappelons que la structure pivotale est notée a. Par définition

idy* ®Tr;*(f*) = (ldy* ® eVX**)O(idy* Rax« ®idx**)o(eVY ®idYX*X**)O(idY* ®evy ®idYY*X*X**)
O(idY*X* ®f ®idY*X*X**)o(idY*X*X ® CoeVY 024 idX*X**)o(idy*X* ® CoeVX ®idX**)0(idy* ® COE!VX*).

En utilisant la fonctorialité du produit tensoriel, on obtient

idy* ®Tr;*(f*) = (eVY ®1dy*) o (ldy* ® EVy ®ldyy*) (] (idy*x* ®f ® ldy*) (] (idy*x*x ® CoeVY)
o (idy*x* ®((ldx ® eVX**) o (ldX Rdyx: ® ldX**) o (COCVX ® ldX**))) o ldy* ®CO€eVys .

Mais ay. = (a;')* (cf. [EGNO15, Exercise 4.7.9]) et donc (idy ®ay.)o coevy = (a;' ® idy...)o
coevy... Utilisant la définition de la dualité, (idy ® evy..)o(idx ®ax. ®idx.)o(coevy @idy.) =
ay' et ainsi

idy. ® Tr, (f*) = (evy ®idy.) o (id’, ®(Try, ®idy)(f) ®idy.) o (idy. ® coevy) = [(Tr} ® idy)(f)]* .
Finalement,

Tyl () =Tey, (T ®idy ()] ) = Trp (T ®idy ) () = Tryy, (),

comme attendu. O
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Ces traces donnent lieu a deux dimensions, les dimensions quantiques positive et né-
gative :

dim"(X)=Tr}(idy) et dim™(X) =Tr} (idy),

qui vérifient dim*(X*) = dim™~(X). La norme carrée d’'un objet simple X est définie comme
|X|*=dim™(X)dim ™ (X) = dim*(X)dim*(X*).

C’est un nombre totalement positif si X est simple [EGNO15, Proposition 7.21.14] : pour
tout plongement ¢ du sous-corps k,,, des éléments algébriques de k dans C, +(|X[*) > 0.
En particulier, les dimensions quantiques d'un objet simple sont non nulles (cf. également
[EGNO15, Proposition 4.8.4]). La dimension de la catégorie 6 est définie par

dim(6)= > IXP,

Xelrr(6)

Irr(¢’) désignant un systeme de représentants des classes d’isomorphie d’objets simples
de 6.

Dans le cas ol le corps de base est C, d’aprés [ENOO5, Proposition 2.9], les dimensions
quantiques sont reliées par la conjugaison complexe : pour tout objet X,

dim™(X)=dim (X).

Exemple 3.1.4. Si ¢ est la catégorie des représentations de dimension finie d'un groupe
fini G avec l'identification usuelle de bidual, la dimension d’'un objet est simplement la
dimension en tant qu’espace vectoriel et ¢ n’est autre que 'ordre de G.

On supposera par la suite que la catégorie 6 est tressée : il existe une famille d’isomor-
phismes bifonctoriels ¢y y: X® Y — Y ® X satisfaisant les axiomes de 'hexagone [EGNO15,
Definition 8.1.1]. Une telle catégorie admet toujours un isomorphisme naturel u: id, — —*
appelé morphisme de Drinfeld. Il est défini comme la composition

COeVyx v

X 2 XeXte Xt~ Xre X @ Xt 2y X+,
Ce n’est pas un morphisme de foncteurs monoidaux mais pour X et Y objets de 6, on a
Ux ® Uy = Uxgy © Cy,x © Cx,y-

Se donner une structure pivotale a sur 6 est alors équivalent a se donner un twist 8 sur
%, qui est un endomorphisme du foncteur identité et qui vérifie pour X et Y objets de €

Oxey =(0x ®0y)ocy xocyy.

Le lien entre le twist et la structure pivotale est a = u6. Notre point de vue est le suivant :
la catégorie tressée 6 est pivotale et sera plus tard munie d'un twist, qui sera la plupart du
temps celui défini par la structure pivotale.
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3.1.2 Objets transparents et S-matrices

Commencons par définir la notion d’objet transparent, ainsi que de centre symétrique
[Miig03, Definition 2.9].

Définition 3.1.5. Un objet X d’une catégorie monoidale tressée est dit transparent si pour
tout objet Y le double tressage cy y o cx y estlidentité de X ® Y. La sous-catégorie monoi-
dale des objets transparents est appelé centre symétrique de 6 et est noté Z,,(6).

Une catégorie de fusion tressée 6 est dite non dégénérée si le seul objet simple de son
centre symétrique est I'objet unité.

Remarque3.1.6. Onn'utilise pas lanotation Z(%) pour le centre symétrique, cette derniere
étant plutot réservée au centre de Drinfeld de la catégorie 6 [EGNO15, Definition 7.13.1].
On trouve parfois la notation %,(%6) pour le centre symétrique (cf. [Miig03]).

Hypothése et notations. A partir de maintenant et jusqu’a la fin du cha-
pitre, on suppose que 6 est une catégorie de fusion, pivotale et tressée.
Lanneau de Grothendieck Gi(¢) de 6 admet ainsi pour base ([ X])xcim(«)
et les constantes de structures de cet anneau sont notées (N}g V)XY, Zel() *

[X]-[Y]= > NZ,1Zl.

ZElrr(6)

De maniere équivalente, ny v est la multiplicité de l'objet simple Z dans
le produit tensoriel X ® Y de deux objets simples X et Y, ou encore NXZ, v =
dim(Hom(Z, X ® Y)).

Pour des objets X et Y de ¢, définissons
S;,Y = (ldX ®TI:;)(CY’X o CX,Y) S Endcg(X)

et
S;,Y = (Tr)_( ®idy)(cy x o cx y) € Endy(Y).

Ceci induit des morphismes de groupes abéliens

+_{ Gr(¢) — End4(X) ot o { Gr(6¢) — Endy(Y) _

X - X — §=

+
Y — S X, Y

X, Y

Proposition 3.1.7. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale et tressée. Si X est un objet simple
de 6 alors, en identifiant End(X) ak, les morphismes s : Gr(6) —k et s, : Gr(6) — k sont
des morphisme d’anneaux.

Démonstration. Voir [EGNO15, Proposition 8.3.11]. H

Dans le cas ot la catégorie €6 est sphérique, on définit la S-matrice comme la matrice
des traces quantiques des doubles tressages. Ici, on dispose de plus d'une trace et on définit
alors les matrices S**, S™~ et S~ dans Maty,,)(k) par

S;; = Tr;_(®y(CY,X ocyy)= Tr;(s;—’y))
Sy'y = Try y(cyxocxy)= Tr;(s;;y),

S;:; = Tr;(sgy) = Tr}(s;'Y).
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En utilisant le fait que les objets X et Y sont simples, il est facile de montrer que ces ma-
trices sont reliées comme suit :

dim™(X) , ., dim"(Y)___
dim™(X) XY XY dim(y) XY

La proposition 3.1.7 se traduit en I'égalité

SevSyz= D, Ny, dim*(X)S7y,, 3.1)
Welrr(6)
pour tout X, Y, Z objets simples de 6.

Remarque 3.1.8. Les matrices S** et S7~ sont symétriques. Ce n’est pas le cas de S™*. La
compatibilité avec la dualité assure néanmoins

++ o -+ ot
Sxiv-=Sxy et Sy =Sy%

de sorte que la matrice S = (S;;;*) X, veln() €St symétrique.

Ces matrices étant définies comme des traces de double tressage, si un objet simple X
est transparent, alors pour tout objet simple Y et (2,?) € {(+,+),(—+),(——)} on a S;g?y =
dim’(X)dim® (Y). Ceci permet en fait de caractériser les objets transparents.

Proposition 3.1.9. Soient ¢ une catégorie de fusion pivotale et tressée et X un objet simple
de 6. Sont équivalents :

1. Xe¢,

2. pour tout Y €Irr(6) on a Sy’y = dim™(X)dim*(Y),

3. pour tout Y €Irr(€) on a Sy’y = dim™(X)dim*(Y),

4. pourtoutY €lrr(6) onaSy'y, =dim™ (X)dim (Y).

Démonstration. Voir [EGNO15, Proposition 8.20.5]. O

On peut munir la catégorie ¢ d’un autre tressage que I’on note c¢™" et qui est défini par
Cxy = c;}X. La catégorie de fusion pivotale 6 munie de ce tressage sera notée 6™ et les
S-matrices correspondantes par SV, STV~ et SV, Les structures pivotales de 6 et
6™ sont ici les mémes et donc les traces quantiques sont les mémes dans ¢ et ¢™".

Proposition 3.1.10. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale et tressée. Quels que soient X et

Y objets simples de ¢, onaSyy " =Syx..

Démonstration. On commence par un lemme qui découle de [EGNO15, Lemma 8.9.1].

Lemme 3.1.11. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale et tressée. Quels que soient X et Y
objetsde 6, ona

1. (eVX ®1dy) o (idX* ®CY,X) = (ldy ® eVX) o (C;lx* ® idx),

2. (cx,y ®idy.)o(idx ®coevy) = (idy ®cy ) o (coevy ®idy).
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Maintenant, par définition

S)I;e‘;;_'+ = (eVX ®eVY*) o (idX*®X Ray ® ldy*) o (ldX* ®C};1Y ® ldy*)

o(idx. ®cyy ®idy.)o(idx. ®ay' ®idygy.)o(coevy. ® coevy).
La naturalité du tressage et le lemme 3.1.11 appliqué a 6™ assurent que

(eVX ®ldy**) o (idX*®X ®ay) o (ldX* ®C)Z1Y) = (eVX ®idy**) o (ldX* ®C)Z1Y**) o (idX* Ray ® ldx)
= (idy** ®eVX) o (CX*,Y** ® idx) o (idX* ®ay ® idx).

De la méme maniere,
(ldX* ®C;,1X) o (idX* ®6l}_(1 ® ldy) o (COGVX* ® ldy) = (idX*@,y ®a)_(l) o (CY,X* ® idX**) o (ldy ® COGVX*).
Par conséquent,

S)r(e";_’-’— = eVX@Y* O(CX*,Y** ® idX@Y*) o (idX* ®ay ® a)_(l ® idY*) o (CY,X* X idX**@Y*) [e} CoeVY®X*

=€Vxgy= O(ay ® ld} ®d}_(1 ® ldy*) o (CX*,Y ® idX**@,y*) o (CY,X* ® idX**®y*) OCO€Vygxx-

Enfin, comme (a;(l)* = ay. et comme pour tout f: W — Z onaevyo(idy ®f*)=ev,o(f ®
id,.), on trouve bien S’y = Sy, O

3.1.3 Twists et sommes de Gauss

La S-matrice est le premier des deux ingrédients donnant la représentation de S L,(Z)
attendue. Le second va étre donné par la T-matrice, qui est reliée au twist associé a la
structure pivotale. On s’efforce a noter 8 le twist associé a la structure pivotale, c’est-a-
dire a = u6 et on notera A un autre twist. Etant donné un twist # et un objet simple X, on
identifiera 8y € End,(X) au scalaire A €k tel que 8y = Aidy.

Proposition 3.1.12. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale et tressée. On considere le twist
0 associé a la structure pivotale. Pour tout objet X simple, Ox. dim*(X) = dim™(X)0y.

Démonstration. Similairement a [EGNO15, Proposition 8.10.14], on a
dim*(X)= 60y evy ocy x« 0 COeVy.

Il est ici crucial que le twist 6 et la structure pivotale a soient reliés par le morphisme de

Drinfeld. Montrons alors que Tr}‘gx(cglx) = evy oCy x-» © Coevy. Par définition,

+

- -1y _ . . . -1 .
Trypx(cx x)=(evy ®evx.)o(idx.ex ®ay ®idy.) o (idy. ®cy  ®idy.)

o(idy. ®ay' ®idygx.) o (coevy. ® coevy).
En utilisant la naturalité de c, on se débarrasse de la structure pivotale

Tryay(cxy) = (evy ®evy.)o(idy. ®cy .. ®idy.) o (coevy. ® coevy).

Le lemme 3.1.11 affirme alors que (idx ®evy.)o(cyy,, ® idx.) = (evy. ®idy) o (idyw ®cy, x-).

Ainsi, en utilisant les propriétés de la dualité, on a Tr}'gx(c;,lx) = eVy oCx x« © COeVy, ce qui

permet de conclure que dim*(X) = 0y Tryg (ci'y).



54 Chapitre 3. Catégorification de données Z-modulaires

D’apres le lemme 3.1.3, on a Tryg . (¢ ) = Trygx (e ) et comme (cx x)* = cx. x« (cf.

[EGNO15, Exercise 8.9.2]) on trouve que

0, "dim*"(X)=Tr ) =T,

X*@X*( X* X*) = 9_*1 dim+(X*))

X®X(C
ce qui permet de conclure. O

Il découle alors que pour X simple ses dimensions positive et négative coincident si et
seulement si Oy. = Oy.

Corollaire 3.1.13. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale et tressée. La structure pivotale est

sphérique si et seulement si le twist 8 associé a la structure pivotale est un ruban, c’est-a-dire
vérifie Oy. = (0x)*.

Démonstration. La catégorie étant semi-simple, pour X = P ¢4 Z°", 0n a dim*(X) =
> ety Mz AiM™(Z), Ox. = D zeines)(02-1d2.)°" et (0x)* = B im0 1dz*) "z, Le résultat
decoule alors de la proposition 3.1.12. O

Définition 3.1.14. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale et tressée munie d'un twist 6.
Les sommes de Gauss de la catégorie ¢ sont définies par

w™(6,0)= > 07X

Xelrr(6)

Sile twist est celui provenant de la structure pivotale, on notera simplement ces sommes
+
T(%6).

Larelation Oyy = (0x®0y )o Cy x°Cx,y donnelieu, en prenantla trace quantique positive
a
Ox0y Sy =D Nf,dim*(2)0,, (3.2)

Zelrr(6)

pour X et Y des objets simples de 6.

Lemme 3.1.15. Soit Y un objet simple d'une catégorie ¢ de fusion pivotale, tressée et munie
d'un twist 0. Alors

Z Oy dim™(X)S;% = 07 dim* ()7 (%, ). (3.3)

Xelrr(6¢

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que [EGNO15, Lemma 8.15.2]. En
utilisant (3.2), on obtient

Z 0y dim™(X)S;% = ;! Z N)fydim+(Z)dim_(X)§Z
Xelrr(6) X,Zelr(6
=0, Z dim*(2)0, Z N, dim*(X*)
Zelrr(6 Xelrr(6

=0, d1m+(Y ) > 92|Z|2.

Zelrr(6)
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On obtient une formule similaire pour 8! en utilisant conjointement les propositions
3.1.10 et 3.1.12.

Lemme 3.1.16. Soit Y un objet simple d'une catégorie ¢ de fusion pivotale, tressée et munie
du twist  associé a la structure pivotale. Alors

Z 05! dim*(X)S; = 0y dim*(Y)r(6). (3.4)

Xelrr(6

Démonstration. En utilisant le fait que ™' = 07! est un twist pour la catégorie 6™, le
lemme 3.1.15 donne

Z erev dlm )Srev+ ,+ (areV) dim+(Y)T+((greV, HreV)'

Xelrr(6

D’apres la proposition 3.1.10, on a dim™(X)Sy 3" = dim*(X)Sy."y et 6 et €™ ayant les
mémes objets simples, on a 7+(6€"™, ™) = 77(%). Ainsi

0, dim* (Y Z 05" dim=(X)Si
Xelrr(¢
Z H Ldim™( (X)Sy.y
Xelrr(6)

Z 0! dim™(X)S;.",,

Xelrr(¢

la derniére égalité provenant de la proposition 3.1.12. Comme X — X* est une bijection de
Irr(6), on conclut en utilisant le fait que dim™(X) = dim™(X*). O

3.1.4 Catégories pivotales non dégénérées

Il est bien connu qu’une catégorie modulaire, c’est-a-dire de fusion, sphérique, tressée
et non dégénérée, donne lieu a une représentation projective de SL,(Z), ou de maniére
équivalente a une donnée N-modulaire [EGNO15, Theorem 8.16.1]. Le but de cette partie
est de généraliser cela aux catégories pivotales non sphériques.

Hypotheése. Dans cette partie, et seulement dans cette partie, nous suppo-
serons que 6 est une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée.

Une involution remplacant la dualité

La non dégénérescence implique que tous les caracteres de 'anneau de Grothendieck
Gr(¢) sont de la forme s; avec X un objet simple. De plus, s = sJ si et seulement si les
objets simples X et Y sont isomorphes. Une particularité du cas non sphérique est que le
caractere Y — s/(Y*) de Gr(¢) n'est pas égal au caractére sy, mais au caractere s,. Mais
ce caractere est de la forme s, pour un unique Z € Irr(¢). On définit alors une involution
" de Irr(¢) par I'égalité de caracteres s;(’ =Sy,

Proposition 3.1.17. Lobjet 1 est inversible et pour tout objet X €Irr(6), X ~ X*® 1.
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Démonstration. Soit X un objet simple. Par définition, on a
S+ +S+ ,+
stA® 1Y) =si(1)sH(i*) = XL XL
{181 = s = gt
Mais S7 = dim*(1)s;7(X) = dim*(I)s; (X*) = dim*(1)dim™(X) et on a également

dim ™ (X*) dim (1)

. (
St = =S -
1T 21T qimT(X+) dim (1)
_ dim"(X)
———dim (1 s; (X*
~ dim (X) s (X
dim*(X -
1m—() dim~(1).
dim (X)

Ainsi s7(1® 1*) = [1* et I'élément [1 ® 1*] — [1|*[1] de k ®; Gr(¢) est annihilé par tous
les caracteres de k ®, Gr(%) et est donc nul. Or, dans k ®, Gr(%6), on a l’égalité 1e1*] =
> xetrr(6) Vi, 1*[X ] ce qu1 implique, Irr(¢) étant une base de k ®, Gr(%6), que N, 1 . = 0 pour
tout X 75 1 etque N, 1 = 1% Mais N; «» = 1 pour tout objet simple X ce quidonne 1®1*~1
et I'objet 1 est bien inversible.

Comme 1 est inversible, X*® 1 est simple quel que soit X objet simple dans 6. On
montre alors que s, -(Y)=s;(Y*) pour tout objet simple Y afin de conclure :

X*®l
st -(Y)z&s*()(*@i)zL(Y)_s*(X*)s*(i)
Xrel dim"(X*®1) ¥ dim*(X*®1) ¥ Y
Sy'%- N
=7 P N (Y)
dim™(X*)dim™(Y)
Sy’ x . .
= im0 dim () ()
Syix
~ dim*(X)
=5, (Y*).

O
Corollaire 3.1.18. Sous les mémes hypotheses, pour tous objets simples X et Y on a S;; =
Scy-
Démonstration. Par définition de sg, on a S;; = dim*(X )sg(Y). D’apres ce qui précede
dim*(X)=dim"(1)dim"(X*). Or dim™ = 5;" et ainsi
dim"(1)dim"(X*) = dim™(1)s{ (X) = S;r; =dim™(X)sy(1).
De la, on déduit que S;; =dim*(X )sy(Y*® 1) ce qui permet de conclure. O

Dans le cas modulaire, a une constante multiplicative pres, le carré de la S-matrice est
donné par la dualité (cf.[EGNO15, Proposition 8.14.2]). Ici, I'involution ~ remplace la dua-
lité. Soit E la matrice dans Maty,,«)(k) telle que Ex y =6 y.
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Proposition 3.1.19. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée. Alors
(ST =dim(€)dim*(1)E.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de [EGNO15, Proposition 8.14.2], I'involu-
tion ~ remplacant la dualité. Supposons Y # Z. Par orthogonalité des caracteres [EGNO15,
Lemma 8.14.1],

> SyrSyy=dim (V)dim (Z) D si(X)s5(X")=0.

Xelrr(6) Xelrr(6)

Il ne nous reste plus qu’a montrer que (S+’+)§/’Y =dim(%):

>SSy = Z NW-dim+(X)s;;V

Xelrr(6) X, Welrr(6¢
Z dim™( (W)N, Z dim™( (X).
Welrr(6 X elrr(6

Mais dim"(X) = s;(X) = s;(X*) et donc la seconde somme est nulle sauf si W = 1 et vaut
alors

Z dim™( X)s Z dim™(X)dim ™ (X) = dim(%).
Xelrr(6) Xelrr(6
Enfin, comme Y ~ Y*®1,0na N1 ; =Ny . =letainsi(S"); , = dim*(1)dim(%). O

Corollaire 3.1.20 (Formule de Verlinde). Soient 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et
non dégénérée ainsi que X,Y,Z €Irr(6). Les constantes de structure de Gr(6¢') sont données
par

S Sic S

dim*(W)

1
NZ = _
XY dim(€6)dim ™ (1) Z

Welrr(6)

Comme expliqué dans la partie 3.1.1, se donner une structure pivotale sur une catégorie
tressée est la méme chose que se donner un twist. On note 8 le twist de 6 associé a la
structure pivotale.

Lemme 3.1.21. Soit ¢ une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée. Alors pour
X simple, 03 = 0;0x.

Démonstration. La trace du morphisme Oy.gj = x. ® 05 o ¢j . © cx. 1 donne
0z dim*(X)= HX*HiS;;’Li = Ox.0; dim™(1)s;"(X*)
= 0y.0; dim™(1)dim™(X).

Légalité O3 = 0;0x découle immédiatement du fait que X ~ X*® 1 et de la proposition
3.1.12. O

Remarque 3.1.22. En prenant pour X I'objet simple 1, on obtient que 67 = 1.

Proposition 3.1.23. Pour 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée on a

TH6)T(6)=dim(%¥). (3.5)
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Démonstration. En multipliant (3.3) par dim™ (Y) et en sommant sur Y € Irr(%¢’), on obtient

TH(E)T(6)= D ( > dim—(y)s;;;)exdim—(X)
Yelrr(6)

Xelrr(6

Z dim*(Y)dim™(Y),

Yelrr(6
grace a 'orthogonalité des caracteres et la non dégénérescence de 6. O

Proposition 3.1.24. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée. Alors
0; =1 et ainsi 03 = 0x pour X simple.

Démonstration. En multipliant (3.3) par S+ y.z €tensommant sur Y € Irr(6’), on obtient

) > 0, dim(V)S;r= > ( > s;;s;;)exdim—(x*)

Yelrr(6) Xelrr(6) \Yelrr(6)

=0, dim (Z)dim(%)dim*(1),

en utilisant la proposition 3.1.19. En utilisant le fait que 8; = 6;0, et que Z ~ Z*® 1, on
trouve que
0, dim (Z)dim(¢)dim*(1) = 6;0, dim*(Z)dim(%)|1)*.

Mais |1|> =1 car 1 est inversible et en utilisant la proposition 3.1.23, on arrive a
Z 07" dim*(Y)S;7; = 6:0, dim*(2)77(6).
Yelrr(¢

En comparant avec (3.4), on trouve que pour tout objet simple Z,
0;0, dim*(Z)17(6)=0,dim"(Z)t (%),

ce qui, avec Z =1, et en utilisant le fait que 7(%¢) # 0, donne 6; = 1. O

Représentation du groupe modulaire

Le groupe modulaire est le groupe S L,(Z) des matrices 2 x 2 a coefficients entiers et de
déterminant 1. Ce groupe est engendré par les matrices

(o —1 o o[l
=1 o o 1)
et admet pour présentation
(s,t|s*=1,(st)° =5%).
Définissons la T-matrice de la catégorie ¢ comme la matrice diagonale T dont les en-
trées sont (6 ')yen(¢). La dimension de 4 étant un nombre totalement positif, on note
dim(6) sa racine carrée positive pour un plongement k,, — C que I'on fixe. On choisit

également une racine carrée v/ dim*(1) de dim™(1). On obtient ainsi 'analogue non sphé-
rique de [EGNO15, Theorem 8.16.1] :
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Théoreme 3.1.25. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée. On a
(STHTY =177(6)ST")? et (STT)* =(dim(6)dim*(1))?id. Ainsi

1 ++
— — et t—T
v dim*(1)4/dim(6
définissent une représentation projective de S L,(Z).
Démonstration. La preuve est similaire a celle de [EGNO15, Theorem 8.16.1]. O

La renormalisation S* + de S*+ est faite pour que (S**)* =id. Par contre, ona (S+*T)* =
E(6) (ST ou&(6)= \/ dim*(1). Onaaussi (57" T7')? = £(€6)id d’apres le lemme

2.1.2. De plus, comme S+ "+ ason carré donné par la matrice E et comme 03 = 6y pour tout
X €1Irr(6), les matrices (S™*)? et T commutent.

Corollaire 3.1.26. Supposons que le corps de base soitC. Soit ‘6 une catégorie de fusion pivo-
tale, tressée et non dégénérée. Le quadruplet (Irr(6), S++, T, 1) est une donnée N-modulaire.

Démonstration. 1l reste a montrer que S** est unitaire. Comme le carré de cette matrice
est donné par la matrice de permutation associée a ~, on doit montrer que pour tous objets
simples X et Y,ona

Tt _ &+

Sy =S¢y

La méme preuve que celle de [ENOO05, Proposition 2.12] montre que

On déduit donc que
Sht o+t
&++ _ LY §+,+ _ LY §+,+
X, Y — SHETXRY T St X, v’
LY L,V

par définition de l'involution ~

Or §y = v/dim*(1)dim*(Y*)(+/dim(%))™, puisque v/ dim*(1) est une racine de l'unité.

On conclut en utlhsant le fait que Y ~ Y*® 1. O

Définition 3.1.27. On dira qu'une catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée ¢
sur C est une catégorification de la donnée Z-modulaire (I,S,T, i,) s’il existe une matrice
diagonale D = diag((d;);c;) a coefficients dans {+1} et une bijection ¢ : I — Irr(¢) telles que
la donnée N-modulaire (Irr(6), S+, T, 1) et la donnée Z-modulaire (I, DSD', T, i,) sont
égales a une racine quatrieme de I'unité A pres, c’est-a-dire :

(p(io)=l,Si Adld]S;—+ ) et Ti: TLp(i)!

pour tous i, j € I.
En particulier, lorsque la catégorie de fusion pivotale, tressée et non dégénérée 6 est

une catégorification d'une donnée Z-modulaire (/,S, T, iy), on dispose d'un isomorphisme
d’anneaux Ag ~ Gr(%6), et la modification (I, DSD™}, T, i,) est une donnée N-modulaire.
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3.2 Structure pivotale non sphérique sur D(G)-mod

Soit G un groupe fini. Son double de Drinfeld D(G) est une algébre de Hopf tressée
semi-simple et on peut munir sa catégorie de modules d'une structure sphérique qui en
fait une catégorie modulaire. Pour illustrer la partie précédente par un exemple, on modifie
cette structure sphérique par le biais d'un élément x € D(G) central de type groupe. La
catégorie de fusion ainsi obtenue est alors munie d’'une structure pivotale, qui n’est pas
nécessairement sphérique. Dans le cas particulier ou1 G est le groupe abélien (Z/dZ)*, on
montre que la donnée N-modulaire obtenue grace a la catégorie D(G)-mod donne une
catégorification de la donnée modulaire associée a une famille de caracteres unipotents
du groupe G(d, 1, k(k +1)).

3.2.1 Double de Drinfeld d’'un groupe fini

Le double de Drinfeld d'un groupe fini est le cas particulier d'une construction plus gé-
nérale qui s’applique a n'importe quelle algébre de Hopf de dimension finie [Kas95, Chap-
ter IX]. Soit CG l'algebre de groupe de G et C[G] I'algébre des fonctions sur G. On note g
I'élément de CG correspondant al’élément g de G, et on note e, la fonction sur G égale au
dirac en g. L'algebre D(G) est isomorphe, en tant qu’espace vectoriel, au produit tensoriel
C[G]®CG. Elle admet donc (e, h), yec pour base et la multiplication sur la base est définie
par

(egh)(egh')=0¢ pgn-1eg(hN).

Lélément neutre correspond a la fonction )’ qeG g fonction constante égale a 1.
Lalgebre D(G) est également une algebre de Hopf, son coproduit A, sa counité ¢ et son
antipode S étant définis par

Ale,g') = Z e, 8’ ®e, 8, le,g)=0,,, et Sle,8)=8""eg1=¢ez 15158
8182=§
Ainsi la catégorie D(G)-mod des représentations de dimension finie de 1'algebre D(G) est
une catégorie de fusion [BKO1, Section 3.2].
Cette algebre dispose également d'une R-matrice universelle

R:Zg@e,

geG

ce qui permet de tresser la catégorie de modules D(G)-mod [Kas95, Proposition XIII.1.4].
Comme le carré de 'antipode est I'identité, n'importe quel élément x de type groupe et
dans le centre de D(G) permet de définir une structure pivotale via

) V — V**
Gl — (peviop(xv)

La structure sphérique a, sera smplement notée a.

Lemme 3.2.1. Soient g, € G et a: G — C* un caractéere multiplicatif. Alors I'élément x, , =
> gec (8)ey 8y est de type groupe dans D(G). Réciproquement, tout élément de type groupe
est de cette forme.

Un tel élément de type groupe est central si et seulement si g, est dans le centre de G .



3.2. Structure pivotale non sphérique sur D(G)-mod 61

Démonstration. 11 est clair qu'un tel élément est de type groupe. Considérons alors x =
Za,beG A, pe,b un élément de type groupe. Comme £(x) = 1, il existe hy, g, € G tels que
Ap, g, 7 0. Puisque

X®x= Z Ao pQpqaab®e,q et Alx)= Z QApge€p8 ®€y8,
a,b,p.q€G 8.4
on voit que a, ,a,,=0sib #q.Ainsia,, =0si b # g,. Si b = gy, on doit avoir a,, o @, 4 =
A, 4,4, COMmMe souhaité.
De plus, >’ q<c A(8)eg 8o est central si et seulement si

a(k hk)e, kg, = a(gohgo_l)egohgalgok,
pour tous i, k € G, ce qui est en effet équivalent a g € Z(G). O

Afin de simplifier, on note ay , la structure pivotale associée alI'élément de type groupe
et central x, , etonlanote agz sia=1.Les traces quantiques positive et négative associées
a la structure pivotale ag , d'un endomorphisme f de V sont alors données par

()= trv(xgef) et Try(f) = try(Fx;)) = try(f Xt o),

tr désignant la trace usuelle. On obtient comme ceci toutes les structures pivotales de la
catégorie D(G)-mod, puisque deux structures pivotales different d'un isomorphisme na-
turel et monoidal du foncteur identité, et que ces isomorphismes sont en bijection avec le
groupe des inversibles de D(G)-mod d’aprées [GN08, Theorem 6.2].

Pour calculer le twist associé a la structure pivotale ay, ,ona besoin de connaitre le
morphisme de Drinfeld dans la catégorie D(G)-mod. Il est donné par I'action de I'élément

de Drinfeld u =Y, €, g Cet élément vérifie [Kas95, Proposition VIIL4.5]

e(u)=1 et A(u)=(R,yR)'udu.
Le twist 0, , associé a la structure pivotale a,, , est alors donné par I'action de I'élément

Xg, U ' de D(G).

Proposition 3.2.2. La structure pivotale a,, , est sphérique si et seulement sia® =1 et g = 1.

Démonstration. La structure pivotale a,, , est sphérique si et seulement si le twist 8, , est
un ruban. Or c’est le cas si et seulement si S(x, ot ™") = Xg ,u~". Puisqu'ici S(u) = u, et
S(xg, q) = Xg-1 41, Cette condition est équivalente a

D alg)eg,' = alg)esgn

geG geG

le résultat découle du fait que (e, ),y €st une base de D(G). H

3.2.2 Représentations simples de D(G) et S-matrice

Comme les éléments (eg),c; satisfont e e, = 04 4 €5, tout D(G)-module V' est gradué
par le groupe G :
V=DV

geG
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ou V, = e, V. De plus, on a g(V,/) C Vgge1 €t ¢ est simplement la projection sur V4. Un
D(G)-module simple est donc supporté par une classe de conjugaison de G. Les D(G)-
modules simples sont en bijection avec 'ensemble des classes d’équivalences des couples
(g,p), g € Get p €lrr(Z;(g)), modulo la relation (g, p) ~ (hgh™',"p) pour tout h € G.

On peut construire le module simple V, , comme suit. Soit V,, I'espace de la représen-
tation p. On en fait un module pour I'algebre D;(Z;(g)) engendrée parles e, b, a<c G,b €
Z(g) via

eab U= 5a,gp(b)(v)r

pourtous a € G,b € Z;(g) et v € V,. Le module simple V; , est alors I'induction a D(g) du
Dg(Z;(g))-module V, :

Ve =D(G)®ng(z5(g)) V-
V,

et la composante de degrée h de est donnée par

&P

= {ehr Bpeze(g) Vp Sth=rgr™,

%
( 0 si h n'est pas conjuguéa g.

8P

Laction de e, b sur un élément e,q ®p_ (7, () V de Vg , est alors donnée par

€D €, ®piz5(6) V= 0a,bpb1€aC ®ngizq(g) P(ANV), (3.6)
ouceGetdeZ;(g)sonttelsque bg=cd.

Proposition 3.2.3. Soit g, € G central et a un caractere multiplicatif de G . La catégorie de
fusion tressée D(G)-mod munie de la structure pivotale ag, , est non dégénérée. LaS-matrice
et les valeurs du twist sur les objets simples sont données par

|G| ) )
m ; Xp(”’ll I)Zn(l lgl),

1hi'eZs(g)

S(;;),(h,ﬁ) = a(g)a(h)wp (gO)wn(gO)

Oy, , =a(g)w,(88o),
ol w, et w, désignent les caracteres centraux associés aux représentations p et .

Démonstration. Puisque la structure pivotale a, 4 differe de la structure sphérique a par
I'action de I'élément central x,, ,, on se restreint tout d’abord au cas ot gy =1eta=1.

On commence par calculer le twist 6 qui est donné par’action de I’élément central u !,
Comme u™ =Y, . e,h, il découle de (3.6) que I'élément central u~' agit par le scalaire
w,(g)sur Vg ;.
En ce qui concerne le calcul de la S-matrice, on utilise la relation

Oy, ,0v, . Sg.p)0m =y, ov,.(Ov, ey, .)-

Choisissons pour tout a € [g] un élément g, € G tel que a = g,gg, ", et pour tout b € [h],
un élément h;, € G tel que b = h,hh,".
PourveV, weV,ac(gletbelh],ona

HVg,p,Vh,n((eaga ® U) ® (eb hh ® LU)) = (eabab—la—labga ® U) ® (eaba—labhb ® LU),
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et cet élément est dans (V; ;)apap-1a-1 ® (Vi z)apa—1- Seuls les éléments dans (V, ,), ® (V;, 7)),
contribuent donc a la trace, et I'expression précédente se simplifie en

Oy, (ea8a®V)® (e, 1, @ W) =(e,8.® p(88, bgIV))®(a)hy, @ (b,  ahy,)(w)).

En prenant la trace, on obtient donc

try, ov, (O, o1,.) = @p(@)a(h) D 2,(8, bga) 1y aly)
aelg]
belh]
ab=ba
Gl

= 0yl o ; 2p(LRI Ny (17 g D).

Ihi—'eZg(g)

Ceci permet donc de conclure quant a la formule pour la S-matrice. O

Afin de décrire I'involution ~ remplagant la dualité, il suffit de comprendre 'objet 1.

Lemme 3.2.4. Si I'on munit D(G)-mod de la structure pivotale a, g, associée a I'élément
central g, € G, l'objet 1 est isomorphe a Ve-2,0-2-

Démonstration. On cherche 'unique paire (h, 1) telle que le caractere s soit égal a la

dimension quantique négative. Il est clair que d’'une part dim™(V; ,) = (g) ’ 208" |[ g]| et
d’autre part,

S Vo) = 280, |ZG IIGIZa(lgl 080 ) = al8) (8 ) 18]

B 1eG

O

Remarque 3.2.5. On retrouve le fait que 1 est isomorphe a 1 si et seulement si gZ = 1 et
2
a-=1.

3.2.3 Double de Drinfeld de (Z/dZ)*

Soient k > 1 et d > 2 des entiers, et { une racine primitive d-ieéme de I'unité. On consi-
dere a partir de maintenant le cas ou G = (Z/dZ)*. Le groupe G étant commutatif, toutes
les classes de conjugaison sont des singletons et tous les centralisateurs sont le groupe G
tout entier. Ainsi

rt(D(G)-mod) — {(g, p) | g € G et p € r(G)},

et le module correspondant V, , est de dimension 1. On va considérer les éléments de G
comme des k-uplets et on utilise désormais une notation additive. Identifions alors G a
Irr(G) en associant a g € G la représentation de dimension 1 sur laquelle g’ € G agit par
multiplication par (&), (g, g’) étant par définition 3+  g;g/, le produit étant entendu
dans’'anneau Z/dZ.
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Proposition 3.2.6. Pour g, € G et a un caractére irréductible de G, la S-matrice de la caté-

gorie D(G)-mod pour la structure pivotale a, 4, est donnée par

S(;g’),(h,h/) = a(g)a(h)§<g0+g'h/>+(g',go+h)’
pour tous(g,g’),(h, h’) € Irr(D(G)-mod).

Le twist 6 associé a la structure pivotale a, g, sur l'objet simple V, ., est donné par

Og.5n = A8,
Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 3.2.3. O

Remarque3.2.7. Sid =2, toutes les structures pivotales a, o, sont sphériques puisque 2g, =
0 et @ =1 dans ce cas précis.

La dimension de la catégorie D((Z/dZ)*)-mod est d?* puisque tout objet simple est
inversible, donc de norme carré égale a 1 ; la racine carrée positive de la dimension de cette
catégorie est alors d*. Pour la structure pivotale ag,, 'objet 1 est de dimension quantique
positive 1 dont on choisit bien entendu 1 pour racme carré.

Avec ces renormalisations, la matrice S pour la structure pivotale a,, est donnée par

_ {(go+g,h’)+(g’,g0+h)
Sg.g k) = ar

3.2.4 Unefamillede G(d,1, k(k+1))

Soit Z la famille de caracteres de Uch(G(d, 1, k(k + 1))) dont les symboles ont pour
contenu le multiensemble

0471 1970 (k=D)L kL (k+ D)., (20),

I'exposant indiquant la multiplicité de I'entier considéré. La taille d'un symbole de cette
famille est k(d —1)+ k+ 1 = kd + 1 et on vérifie que son rang est bien k(k + 1). De plus, le
cardinal de .7 est d?*.

On note alors Y ={0,1,..., kd} et on choisit pour 7: Y — N la fonction définie par

+k si0<y <k,
n(y)={y Y

[y ;ﬁl J sinon,

et on considere les ensembles ¥(Y, ) et (Y, 1) définis dans la partie 2.2.2. Pour une fonc-
tion f € ¥(Y, ) etpour0<i < k—1, f(n}(i)) estde cardinal d—1 et doncil existe un unique
entier k;(f)€{0,...,d —1} tel que k;(f) & f (7 '(i)). Lapplication

{\p(y,n) — {0,...,d— 1}2k+1
o — (f(0).. fk) ko(f)s -+ ke a ()

est alors bijective et, de plus, la fonction f € ¥(Y,n) est dans ¥#(Y, ) si et seulement si

S fi)=37 ki(f) modd.

Le symbole spécial de la famille est donné par la fonction f;, € ¥*(Y, ) vérifiant

fop(i)=k—i, pourtous0<i<k et ki(f,)=i+1, pourtous0<i<k-—1.
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Lemme 3.2.8. Soient0<1i,j<d. Alors
( AT y)m = (1) —(_1)(2“6” ¢,
ot estle(d —1)-uplet(0,1,...,i—1,i+1,...,d —1).
Démonstration. Voir [BR17a, Lemma 6.2]. O
La matrice de Fourier associée a la famille .7 s’écrit alors

(g {100 e Xl FR()
dk ’

k
Sf,g — (_1)k(d—1)+k(g) (%) g(f)g g) I)Zl 0

N o ——\k
pour f, g € W*(Y, 7). Remarquons que 7(d) = (—1)("2 )7(d) et ainsi (—1)<@-D+k(%) (%) =1.
Arrangeons la puissance de { en utilisant le fait que f et g sont dans ¥*(Y, 7). Modulo d,
ona

i=0 i=0
k—1
= D (ki(Nki(g)— f(k—1—i)g(k—1—1)
i=0
- Z (ki(f)— f (k=1 D))(k;(g)— gk —1— )
0<i,j<k—1
k—1
= (k)= fle—1-1i) g(k—l—z+2(k(g (k=1=i)f(k—1-1)
i=0
— Z (ki(f)— f e —1—D)(k;(g)—g(k—1— j))
0<i#j<k—1
k—1 i—1
(ki(f)— f e —1—1)) (ng 1-j) ij(g))
i=0 j=0

+(ki(g)—g(k—l—i))(Zf(k—l—j)—ij(f)) :
j=0

j=0

Notons alors ¢ : U#(Y, ) — ((Z/d Z)*)? I'application bijective

((Z Fle-1- -3 k f)) ,((ki(f)—f(k—l—i)))og,.gk_l),
j=0

0<i<k-1
de sorte qu’en notant ¢;(f) la i-eme composante de ¢, pour i € {1,2}, on trouve

4'(901(f)#z(g))"‘(%ﬂz(f)y%(g))

k-1
Spg = (1R IR Ee( f)e(g) T :

pour tous f,g € U*(Y, n).
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Passons au calcul des valeurs propres du Frobenius. Par définition, en ayant fixé au
préalable £, une racine 12d-ieme de l'unité telle que {!*={, ona

Fr(f) = gfd(l—dz) g:G(f(y)2+df(y))’
pour tout f € U*(Y, ). Ecrivons alors Fr(f) = {2 avec a €Z/12dZ égal a
a=kd(1—d*)—6> (fyf+df(y
yeY
Par définition des entiers k;(f), on obtient que

d—1 k—1 k
a=kd(1—d*)—6k > (i*+di)+6 > (k(f)?+dk(f)—6D> (F(i)+df(i))
i=0 i=0 i=0

Or on vérifie que d(1— dz)—GE?;)l(iz +di)=—6d*(d—1) et d(d—1) étant pair, 6d*(d —1)
est nul dans Z/12dZ. Il ne reste plus qu’a utiliser le fait que f(k)= Zfz_ol(ki(f)—f(i)) +nd,
1 € Z. On trouve alors que

k—1 2
f(k)2+df(k)=(Z(ki(f)—f(i))) +d2(k ()= F)+nn+1Dd,
i=0

et donc que, modulo 124,

k k— 2 k—1
6> (flif+df(i)= Zf(z +d f( z))+6(2(k (F)—f(@) ) +6d > (ki(f)—
i=0 i=0 i=0

Ainsi,

k=1 k—1 k—1 2 k—1

=6 (ki(f)z+dki(f))—62(f(i)2+df(i))—G(Z(ki(f)—f(i))) —6d > (ki(f)—f(i)
i=0 i=0 i=0 i=0
k—1 k—1

=6 (ki(f)Z—f(k—1—i)Z)—ﬁ(Z(ki(f)—f(k—l—z'))).

i=0 i=0
Le méme calcul que pour la puissance de ¢ dans la matrice S montre que

k—1 k—1 2
> k(P — flk—1—iy (Z f(k—l—i))) -

i=0

ta
—

2 (ki(f)—f(k—l—i))(Zf(k—l—j)—ij(f)),
j=0 j=0

i

Il
=]

et finalement

a=12(p:(f), 2(f))-
Proposition 3.2.9. La matrice de Fourier associée a la famille F est donnée par
L) p2g)+2(f)ipr(8)

Sf,g = (_1)21';0(ki(f)+ki(g))£(f)8(g) T ,

pour tous f,g € U*(Y, n).
La valeur propre du Frobenius correspondant afev’(Y,n)est

Fr(f)= g 2(f))
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3.2.5 Comparaison des deux données modulaires

On va maintenant comparer les deux données modulaires, en faisant de sorte que I'ob-
jet unité V5, corresponde au symbole spécial f;,. Considérons la bijection ¢, composée
de la bijection ¢ avec la translation par (—g,,0) :

i—1

fH((Zf(k—l—j)—zkj(f)) —go,((ki(f)—f(k—l—i)))osisk_l)-
j=0 0<i<k—1

j=0

Limage du symbole spécial par ¢ est ((i +1)y<;<r_1,0) donc on choisit pour g, I'élément
(1,2,...,k) de (Z/dZ)*.

Théoréme 3.2.10. La catégorie de fusion D((Z/dZ)*)-mod munie de la structure pivotale
ay, est une catégorification de la donnée modulaire associée a la famille F .
Plus précisément, la S -matrice renormalisée S et la matriceS sont reliées par

Seo(Fosye) = 580(f)88N(g)S ¢,

k—1

pour tous f,g € U*(Y, 1), avec sgn(f) = (—1)%i~ 5ie(f), et le twist 6, et la valeur du Frobe-
nius sont reliés par
(g, ), () = FX(f),

pour tout f € V*(Y, ).

Remarque3.2.11. Le symbole cospécial f,, correspond a I'objet 1. En effet, dans ce cas le
symbole cospécial est donné par

Jeosp(i)=d —k+1i, pourtous0<i<k et ki(fp)=d—i—1, pourtous0<i<k-—1,

etainsi Y frosp(k—1— )= X k;(feosp) =—i—1 et k;(f)— f(k—1—i)=0 pour tout i, ce
qui donne bien ¢, =(—2g,0).
Plus généralement, ona V,, (r)= Vsogo(?)'

3.3 Catégories légerement dégénérées

On commence par rappeler la notion de super-espace vectoriel, en soulignant les dif-
férences entre deux structures pivotales existantes. On s’'intéresse ensuite aux catégories
légerement dégénérées et on montre que les S et T-matrices fournissent des données Z-
modulaires.

3.3.1 Les super-espaces vectoriels

Un super-espace vectoriel est un espace vectoriel Z/2Z-gradué, c’est-a-dire un espace
vectoriel V muni de deux sous-espaces V; et V] tels que V = V;® V;. Pour v € V homogene,
on notera |v| son degré, c’est adire |v| =i si v € V,. Les éléments de 1, sont dits pairs tandis
que ceux de V; sont dits impairs.

Une application linéaire f: V — W entre deux super-espaces vectoriels est dite paire si
f(V;) € W, pour i €{0,1} et impairesi f(V;) € W,_; pour i € {0,1}. Ceci munit I'ensemble
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des applications linéaires de V dans W d’une structure de super-espace vectoriel de sorte
que pour f et g homogenes et composables |[go f|=|g|+|f].

Le produit tensoriel de deux super-espaces vectoriel V et W est encore muni d’'une
graduation par Z/2Z, asavoir (VO W), = (Ve Wy)e(Vie W) et (VOW), = (1, W)a(Vi® ).
On définit le produit tensoriel de deux application homogenes f: V — V'etg: W — W’
par

(feglvew)=(-1)"fw)egw),

pour v et w homogeénes, de sorte que |f ® g|=|f|+]g].

Si on considere la catégorie dont les objets sont les super-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et les morphismes sont foufes les applications linéaires, on n’obtient pas une ca-
tégorie monoidale, la relation

(gof)®(g'of)=(-1)"¥gog)o(f&f)

étant vérifiée et ® n'est pas un bifoncteur. Néanmoins, si on se restreint aux morphismes
pairs, on obtient une catégorie monoidale, que 'on notera sVect.

La catégorie sVect est de fusion, admet deux classes d'isomorphismes d’objets simples.
Un premier représentant est1'espace noté k'° correspondant a un super-espace concentré
en degré 0 et de dimension 1 : c’est'unité pour ®. Le second représentant est I’espace noté
k! correspondant a un super-espace concentré en degré 1 et de dimension 1. Le dual a
gauche de V = V@ V] est I'espace des formes linéaires V — k!0, (V*), étant le sous-espace
des formes linéaires paires et (V*), celui des formes linéaires impaires. Les morphismes
d’évaluation et de coévaluation sont les mémes que pour un espace vectoriel.

La catégorie sVect peut étre munie de deux structures pivotales distinctes. La premiere
associe a v € V I'élément ¢ — (—1)I#FDIvlp(p) de V**. Si f: V — V, on peut vérifier que les
traces quantiques positive et négative de f sont égales a

Try (f) = try, (fiy,) + try (fi),

tr désignant la trace usuelle d'un endomorphisme d'un espace vectoriel. La dimension
quantique d’un super-espace vectoriel V est alors sa dimension en tant qu’espace vecto-
riel, et en particulier est toujours positive.

Laseconde change le signe relatif au degré des éléments: elle associe a v € V homogene
I'élément ¢ — (—1)¥I!lp(v) de V**. Si f: V — V, on peut vérifier que les traces quantiques
positive et négative de f sont égales a

Try () = try (fiv)—try (fivg),

qui est parfois appelée super-trace. La dimension quantique d'un super-espace vectoriel
V =V,@®V,, quel’onnote sdim, est alors sdim(V') = dim(V;)—dim( ;). Elle peut bien entendu
étre négative.

Enfin, la catégorie sVect est tressée, et est méme symétrique. Le tressage tient compte
de la graduation : pour v € V et w € W homogenes

cyw(v®w)= (D) @ v.

Le morphisme de Drinfeld associe alors a v € V homogene I'élément ¢ — (—1)¢Ilp(v)
de V**. Si @ est le twist associé a la premiere structure pivotale, on a G0 = 1 et O = —1.
Si 0 est le twist associé a la seconde structure pivotale, on a 8,10 = Gon = 1. Pour les deux
structures pivotales, on remarque que dim(k°")8,o =—1.
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3.3.2 Catégories légerement dégénérées et S-matrice

Dans la partie 3.1.4, on a étudié des catégories avec un centre symétrique le plus pe-
tit possible, c’est-a-dire égal a la catégorie des espaces vectoriels. Ici, on s'intéresse a des
catégories avec un centre symétrique un peu plus gros, égal a la catégorie sVect.

Définition 3.3.1. Soit ¢ une catégorie de fusion tressée. On dit que ¢ est légerement dégé-
nérée si son centre symétrique est égal a la catégorie sVect des super-espaces vectoriels.

On fixe désormais une catégorie ¢ de fusion tressée et légerement dégénérée, que I'on
suppose également pivotale. On note € I'objet transparent correspondant au super-espace
k. En particulier, £ ® £ ~ 1. On ne suppose rien quant a la structure pivotale induite sur le
centre symétrique. Puisque £ ® £ ~ 1, les deux dimensions quantiques de ¢ sont égales, et
on note dim(g) € {£1} leur valeur commune. On dispose toujours de diverses S-matrices,
et pour X simple, les morphismes sy et s, sont toujours des caracteres de Gr(¢6).

Lemme 3.3.2. Soit ¢ une catégorie de fusion tressée, pivotale et légerment dégénérée. Pour
tout objet simple X, s} et s, sont des caracteres de l'anneau quotient Gr(¢)/([£]—dim(g)[1]).

Démonstration. Comme ¢ est dans le centre symétrique, le double tressage de £ avec n'im-
porte quel objetde ¢ estl'identité. Ainsi S, = dim*(W)dim(e) pour W simple et on trouve
bien que s, (¢) = dim(e)s;*(1). O

Lobjet £ étant inversible, la tensorisation par € induit une involution sur Irr(¢ ). En vertu
de [EGNO15, Proposition 9.15.4], pour tout objet simple X de 4, X et £ ® X ne sont pas
isomorphes. La question suivante est soulevée dans [BGH*17, Question 2.8], dans un cadre
ou l'objet £ n’est pas nécessairement transparent.

Conjecture 3.3.3. Soit ¢ une catégorie de fusion pivotale, tressée et légerement dégénérée.
Alors pour tous objets simples X,Y,Z de 6, ona NXZ) YN;%? =0, & désignant un générateur
du centre symétrique.

On choisit désormais J C Irr(%6¢’) un systéme de représentants sous l’action de tensori-
sation par ¢, de sorte que 1 € J. Uanneau Gr(%) est un Z-module libre de base Irr(%’). La
tensorisation par £ n’ayant pas de point fixe, I'anneau quotient Gr(%6)/([¢] —dim(g)[1]) est
également un Z-module libre, une base étant donnée par /, donc le rang de cet anneau
est la moitié de celui de Gr(%6). Pour X, Y, Z € J les constantes de structure de cet anneau
quotient sont

SNy, = Ny, +dim(g) N5, .

On remarque également que sy = s; . pour tout objet simple X. Une application directe
de [EGNO15, Theorem 8.20.7] montre que pour X et Y simples 1'égalité entre caracteres
sy = s, estvérifiée si et seulementsi X ~ Y ou X ~£®Y.La S-matrice S** décrit alors tous
les caracteres de Gr(6)/([e] —dim(e)[1]).

Ayant fait un choix J de représentants de Irr(¢’) sous I'action de tensorisation par ¢, on
peut a nouveau définir une involution ~, non par sur Irr(%6) mais sur J. Pour X € J, X est
I'unique élément de J tel que les caracteres s et Y — s7(Y*) sont égaux.

Proposition 3.3.4. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et légerement dégénérée.
Sidim(&) =1 alors l'objet 1 est inversible. Si dim(&) = —1 et si la conjecture 3.3.3 est vraie alors
l'objet 1 est inversible.
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De plus, sous 'hypotheése d'inversibilité de1, pour X € J,onaX ~ X*®1 ou X ~e®X*®1
selon les choix faits pour l'ensemble J .

Démonstration. Similairement a la preuve de la proposition 3.1.17, on montre que pour
tout objet simple X de ¢, on a s;(1®1*)=1]°. Ainsi dans k ®; Gr(6)/([¢] —dim(e)[1]) on a
I'égalité [1® 1*]=|1|°. De 13, il existe des scalaires (ny)x¢; tels que dans k ®; Gr(6) on ait

1ei*]=|iP[1] +Z ny([X]—dim(e)[e ® X]).
Xe]

Ces scalaires sont alors entiers vu la décomposition de [1 ® 1*] dans Gr(6). Or N)} w=1
pour tout objet simple X et N¢ ,, =0 puisque la tensorisation par £ n'a pas de point fixe sur

I'ensemble des objets simples. On déduit donc que n; =0 et que |1|? = 1 de sorte que

[{el]=[1]+ > nx(X]—dim(e)eeX]),
XeJ\{1}

Si dim(¢) = 1 comme [1 ® 1*] est dans le monoide engendré par Irr(6), le coefficient
devant X € J, X #1,donne ny > 0 etle coefficient devant e® X donne ny <0.D’ot 1®1*~1
et 1 est bien inversible.

Sidim(e) =—11argument précédent ne permet pas de conclure. La validité de la conjec-
ture 3.3.3 implique alors que ny = 0 pour tout X € J et donc que 1 est inversible. O

Hypothese. A partir de maintenant, et jusqu'a la fin du chapitre, on sup-
pose que l'objet 1 est inversible.

Extrayons de S** une sous-matrice carrée de rang maximal, a savoir la moitié de celui
de $**. On définit S = (S5 %, )x ye; de sorte que S™ s’écrit, en ordonnant convenablement

Irr(¢)=JUe®]
S S S -S
S S -S S/

selon si dim(¢) = 1 ou dim(¢) = —1. Un choix différent de J a pour effet de conjuguer la
matrice S par une matrice diagonale avec entrées dans {£1}.

Comme dans la partie 3.1.4, on définit une matrice carrée E = (Ex y)x ye; par Ex y =
(dim(e))°x+ei#s § x . On introduit aussi la super-dimension de la catégorie 6 comme

sdim(¢ Z|X|2 ~ dim(%6).

Xej
Cette derniére ne dépend pas du choix de I'ensemble J puisque | ® X |* =|X|°.

Proposition 3.3.5. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et légerement dégénérée
telle que l'objet simple 1 est inversible. Alors la matrice S vérifie $? = sdim(6)dim*(1)E

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si y, et y, sont deux caracteres de Gr(%6)
tels que y,(&) = y,(&) alors
Z 1(W)y(W¥)=0.

wej
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En effet, en utilisant I'orthogonalité des caractéres,

0= W)W+ D 7168 W)xae@ W)=2 > ,(W)yo(W*).

weJ weJ weJj

Comme dans la preuve de la proposition 3.1.19, en utilisant le fait que pour X et Y dans
J, s = s} si et seulement si X et Y sont égaux, on montre que ($?)x,y =0si ¥ # X et que
(82 )XX —sdlm(%)dlm (1 )le . Or sN1 c=1siX*®leJet le ¢ =dim(g)si X*®1¢ J,
ce qui permet de conclure. O

Corollaire 3.3.6 (Formule de Verlinde). Soient 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée
et légerement dégénérée telle que l'objet 1 est inversible et X, Y, Z € Irr(6). Les constantes de
structure de Gr(6)/([e] —dim(e)[1]) sont données par

7 (dim(g))0z+ers ZSW,XSW,YSW,Z

XY sdim(6)dim* (1) &< dim* (W)

3.3.3 Twist dans une catégorie légerement dégénérée

Apres I'étude de la S-matrice, on étudie la T-matrice d'une catégorie légerement dégé-
nérée, quel’on définit comme la matrice diagonale T avec entrées (6 ')x, . Ici, on considere
le twist 6 associé a la structure pivotale de la catégorie 6. On va maintenant faire une hy-
pothése supplémentaire sur la structure pivotale de %, motivée par plusieurs raisons. Tout
d’abord on remarque que 6,¢x = 0,0y et donc que si 8, = —1, le twist dépend du choix de
I’ensemble J.

Ensuite on aimerait que la relation pour X, Y € Irr(6)

0x0y S} Z N7, dim*(2)6, (3.7)

Zelrr(6

s’exprime avec les constantes de structure s N de I'anneau quotient Gr(%6)/([¢] —dim(g)[1]),
c’est-a-dire pour X,Y € J

0x0ySy y :ZsNX? ,dim*(2)8;. (3.8)

zZe]

En écrivant (3.7) pour des éléments X et Y de J, on obtient

BXQYSXy— Z NZ dlm )9

Zelir(6
—Z( , +dim(e)d, Ny®7)dim*(2)6,
ze]
—Z(NZ —N{®%)dim"(2)d,,
zZej
puisque 6, dim(g) = —1 pour les deux structures pivotales sur sVect. On obtient donc la

formule (3.8) si dim(e)=—1.

Enfin, on souhaite obtenir une représentation projective de S L,(Z) comme dans le cas
non dégénéré. Dans le cas ou 6, = —1, on peut facilement donner un exemple ot la S-
matrice et la T-matrice ne donnent pas lieu a une représentation de S L,(Z).
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Exemple 3.3.7. Considérons la catégorie modulaire dite de Verlinde 6/ (sl,, g) ou g est une
racine 16-ieme de 'unité [EGNO15, Section 8.18.2]. Cette catégorie a 7 classes d’isomor-
phisme d’objets simples V; = 1,..., V;. Soit ¢ la sous-catégorie pleine de €¢(sl,,q) ayant
pour objets Vj, V,, V,, Vj;; c’est une sous-catégorie stable pour le produit tensoriel. La S-
matrice et la T-matrice de 6 sont

1 [3] [3] 1 1 0 0 O
B -1 -1 3] lo =i 0 o
5=l -1 -1 31 & T5o 0 i o

1 [3] [3] 1 0 0 0 —1

ou[3]=qg?+1+q?eti=q". Le centre symétrique de 6 est engendré par V; en tant que
catégorie tensorielle, et c’est un objet de dimension quantique 1 et de twist —1. Le centre
symétrique de ¢ est donc égal a sVect, et les matrices S et T sont

(1 3] (1 0
=(8) w =t ).
Conformément a 3.3.5, on a bien $? = sdim(6’)id mais (ST)? n’est pas un multiple de I'iden-
tité.

Tout ceci motive I’hypothese suivante.

Hypothese. A partir de maintenant, on suppose que la structure pivotale
de la catégorie 6 est telle que dim(e)=—1 et 0, =1.

On définit les super-sommes de Gauss de la catégorie 6 par
1
+ 2 0+l +
6)= X170, ==17(%6).
ST()XEEJIIX 57 (%)

Comme 6, =1, elles ne dépendent pas du choix de '’ensemble J.

Proposition 3.3.8. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et légerement dégénérée
telle que l'objet 1 est inversible. La S -matrice et le twist vérifient, pour tout Y € ]

Z Oy dim™(X)Sy y = 65" dim*(Y)s7*(6) (3.9)
Xej

et
Z 0! dim*(X)Sy,y = Oy dim*(Y)s 7 (6). (3.10)
Xe]

Démonstration. D’aprés (3.3), on a

D Oxdim (X)S5, =6, dim*(Y)sT*(6).

Xelrr(6)
Mais 0,0 dim™ (¢ ® X)S,7, |, = Ox dim™(X)S{, et donc
Z OX dlm_(X)S;fY == ZZ HX dim_(X)SX'Y.
X€Irr(6) XeJ

On conclut par définition de s 77 (). On fait de méme pour la seconde assertion en partant
de (3.4). O
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Exactement comme dans le cas non dégénéré, on montre que (cf. proposition 3.1.23)
sTH(6)sT(6)=sdim(¥), (3.11)

et on a également (similairement a la proposition 3.1.24) 6; = 1.

Enfin, on termine avec 'analogue du théoréeme 3.1.25 dans le cas d’'une catégorie lége-
rement dégénérée, qui se montre de la méme maniere. On note 4/sdim(%) la racine carrée
positive de sdim(%6’) pour un plongement k., — % fixé et on choisit une racine carrée de

v dim*(1) de dim™(1).

Théoreme 3.3.9. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tréssée et légerement dégénérée
telle que 1 est inversible et telle que dim(e) = —1 et 0, = 1. On a (ST)® = s77(6)S? et S* =
(sdim(¢)dim™(1))?id. Ainsi
1
— - S
v/ dim*(1)4/sdim(%)

5 et t—T

définissent une représentation projective de S L,(Z).

Comme dans le cadre non dégénéré, la renormalisation S de S est faite pour avoir $* = 1.
E)n a également (ST)® = s&(6) 'S et ST = s&(6)1 o1 SE(6) = %\/ dim*(1) puisque
$? et T commutent.
Corollaire 3.3.10. On suppose que le corps de base est C. Soit 6 une catégorie de fusion

pivotale, tréssée et légerement dégénérée telle que 1 est inversible et telle que dim(g) = —1 et
0, =1. Le quadruplet (J,S,T, 1) est alors une donnée Z-modulaire.

Démonstration. 11 ne reste qu'a montrer que S est unitaire. Puisque S? est une matrice de
permutation signée, il suffit de montrer que

Sxy= (_1)6Y*®i¢jgx,fm

pour tous X, Y € J.
Le méme raisonnement que la preuve de [ENOO5, Proposition 2.12] montre que

— S,.  Siy.
Sxy=="8xy= ~1_SX,Y
Sl,Y 1,7
De 1a, on déduit que
. dim"(Y*®1).
X, Y — dlm+(Y) X,Y»
ce qui fait apparaitre le signe escompté. O

On étend la définition 3.1.27 afin de donner un sens a la notion de catégorification de
donnée Z-modulaire n’ayant pas de modification N-modulaire.



74 Chapitre 3. Catégorification de données Z-modulaires

Définition 3.3.11. On dira qu’'une catégorie de fusion pivotale, tréssée et légerement dégé-
nérée 6 sur C telle que 1 estinversible et telle que dim(¢) =—1 et 6, = 1 est une catégorifica-
tion de la donnée Z-modulaire (I,S, T, i,) s'il existe une matrice diagonale D = diag((d;);<;)
a coefficients dans {1}, une bijection ¢: I — J telle que la donnée Z-modulaire (J, ST1)
et la donnée Z-modulaire modifiée (I, DSD™, T, i,) coincident a une racine quatrieéme de
I'unité A pres, c’est-a-dire :

pli) =1, S;j=Adid;Sy,p) €t Ti=Ty,
pour tous i, j € I.

En particulier, lorsque la catégorie de fusion pivotale, tréssée et légerement dégéné-
rée 6 telle que 1 est inversible et telle que dim(¢) = —1 et 6, = 1 est une catégorifica-
tion d'une donnée Z-modulaire (/,S, T, i;), on dispose d'un isomorphisme d’anneaux Ag ~
Gr(€)/([1]+[e]).

3.4 Super-catégorie associée a une catégorielégerement dé-
générée
3.4.1 Super-catégories monoidales

Un exemple typique de super-catégorie monoidale est la catégorie des super-espaces
vectoriels avec tous les morphismes, et non seulement les morphismes pairs. Comme re-
marqué dans la partie 3.3.1, cette catégorie n'est pas monoidale. Commencons par donner
une défnition de super-catégorie. On se réfere a [Kel05, Section 1.2] pour tous compléments
sur les catégories enrichies et on reprend les définitions de [BE17].

Définition 3.4.1. Une super-catégorie est une catégorie enrichie sur la catégorie monoidale
des super-espaces vectoriels sVect.

De maniere plus détaillée une super-catégorie 6 est la donnée d’objets, d'un super-
espace de morphismes Homg/(X, Y) pour toute paire (X, Y) d’objets de ¢, d'une loi de
composition Hom(Y,Z)® Hom(X, Y) — Hom(X, Z) pour tout triplet X, Y, Z d’objets
de 6, qui est un morphisme pair, et du morphisme identité 1 — Hom(X, X) pour tout
objet X de ¥ satisfaisant certains axiomes (cf. [Kel05, (1.2), (1.3)]).

Définition 3.4.2. Soient ¢ et ¥ deux super-catégories. Un super-foncteur entre 6 et 9 est
un foncteur encichi sur sVect.

Ainsi un super-foncteur F: 6 — % estla donnée d'un objet F(X) de & pour tout objet
X de 6 et pour toute paire (X, Y) d'objets de 6 d’une application paire Hom(X,Y) —
Hom,(F(X), F(Y)) satisfaisant certains axiomes (cf. [Kel05, (1.4), (1.5)]).

Définition 3.4.3. Soient ¢ et ¥ deux super-catégories, F et G deux super-foncteurs. Une
tranformation super-naturelle ¢ entre F et G est la donnée pour tout objet X de 6 d’'un
morphisme ¢y € Hom,(F(X), G(X)) tel que si px o+ @y, estla décomposition de px en
sa partie paire et impaire, on a ¢y ; o F(f)=(—1)MIG(f)o ¢x ; pour tout f: X — Y dans €
homogene. Lespace des transformations super-naturelles de F vers G est alors muni d'une
structure de super-espace.
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Pour une super-catégorie ¢, on définit la catégorie sous-jacente de ¢ comme la caté-
gorie 6 ayant les mémes objets que ¢, mais ayant seulement les morphismes pairs.

Etant données deux super-catégories ./ et 98, on définit la super-catégorie .o/ K %
comme la super-catégorie dont les objets sont les paires (X, Y) avec X un objet de ./ et
Y un objet de 3 et ayant pour super-espaces de morphismes Hom .5 5((X, Y),(X’, Y")) =
Hom ., (X, X’)® Hom4(Y, Y’), la composition se faisant a ’aide du tressage de sVect : pour
feg: (X, Y)-»(X,Y)ethek: (X', Y')— (X", Y")avec f,g, h et k homogenes, on a

(h@k)o(f®g)=(=1)V(hofle(kog). (3.12)

On reprend la definition de super-catégorie monoidale introduite dans [BE17, Defini-
tion 1.4].

Définition 3.4.4. Une super-catégorie monoidale est un sextuple (¢,®,a,1,1,r) ou ¢ est
une super-catégorie, ®: 6 ® 6 — %6 est un super-foncteur, 1 est un objet de ¢, a: (—®
—)®———®(—®—),[:1®—— —etr: —®1 — — sont des isomorphismes super-naturels
pairs satisfaisant des axiomes similaires a ceux d'une catégorie monoidale (pentagone et
triangle).

Un super-foncteur monoidal entre deux super-catégories monoidales ¢ et & est une
paire (F, J) ou F est un super-foncteur de ¢ vers ¥ et J: F(—)® F(—) — F(—®—) est un
isomorphisme super-naturel (entre super-foncteurs de ¢ X% vers &) vérifiant des axiomes
analogues a ceux pour un foncteur monoidal et tel qu'’il existe un isomorphisme pair entre
F(14)etly,.

Ainsi, si 6 est une super-catégorie monoidale, la catégorie sous-jacente 4 est une ca-
tégorie monoidale.

Tressage dans les super-catégories monoidales

Tout comme les catégories monoidales, les super-catégories monoidales peuvent étre
tressées ; I'exemple fondamental est la super-catégorie monoidale des super-espaces vec-
toriels, que I'on détaille un peu. Pour V et W deux super-espaces vectoriels, on dispose
d'un tressage ¢y : VOW — W®V.Pour f: V — V' et g: W — W’ homogenes, le dia-
gramme

Vew —5 weVv
f®gl lg®f
/ , Cviws / /
VeW — W'eV
n’est pas nécessairement commutatif. En effet, pour v € V et w € W homogenes, on a

(g® f)ocyw(vew)=(—1)"I"Hwg(w)e f(v)

et
cvrwro(f ®g)v @ w)=(—1)/EHv/itig(w) e f(u),

qui different d'un signe.

Afin de définir un tressage pour une super-catégorie monoidale ¢, introduisons un
super-foncteur T de ¢ ® ¢ vers 6 envoyant un objet (X, Y) sur Y ® X et un morphisme
f ®g avec f et g homogenes sur (—1)//¢lg ® f. La définition suivante est [BCK17, Section
2.2].



76 Chapitre 3. Catégorification de données Z-modulaires

Définition 3.4.5. Soit ¢ une super-catégorie monoidale. Un tressage sur % est un isomor-
phisme super-naturel ¢: —®— — 7 de foncteurs de 6 X 6 vers ¢ satisfaisant les axiomes
usuels de tressage (hexagones).

Dualité, structure pivotale et traces dans les super-catégories monoidales

En ce qui concerne la dualité, la définition dans une catégorie monoidale se traduit im-
médiatement en une définition de dualité dans une super-catégorie monoidale, en ajou-
tant que les morphismes d’évaluation et de coévaluation sont des morphismes pairs.

On dispose toujours d’'un morphisme dual, et on a pour f: X — Y et g: Y — Z ho-
mogenes, (g o f)* =(—1)/1I8l f*o g*, En prenant compte du signe, la dualité définit ainsi un
foncteur contravariant d'une super-catégorie monoidale.

En ce qui concerne la structure pivotale, regardons a nouveau ce qu'’il se passe dans le
cas des super-espaces vectoriels. Sur sVect, on a deux structures pivotales, qui vont donner
deux notions de structure pivotale sur une super-catégorie. Commencons par la structure
pivotale dontles traces quantiques donnent la super-trace. On montre facilement que pour
tout f: V — W, le diagramme

v L s w

a| L

est commutatif, quel que soit le degré de f.

Il n'en est pas de méme pour l'autre structure pivotale. Pour f: V — W homogene, le
diagramme

v L s w

ﬂvl \Lﬂlw
N

est commutatif.

Définissons alors deux foncteurs biduaux pour une super-catégorie. Le premier, que
'on note Bid, envoie un objet X sur son bidual X** et un morphisme f sur son bidual f**.
Le second, que I'on note sBid, envoie toujours un objet X sur son bidual X** mais envoie
un morphisme f homogene sur (—1)//1f**,

Définition 3.4.6. Une structure pivotale sur une super-catégorie monoidale rigide est une
transformation super-naturelle paire a: id, — Bid : pour tout f: V — W, le diagramme

v L s w

“Vl l“w (3.13)

1/ ~ s W

commute.
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Une structure super-pivotale sur une super-catégorie monoidale rigide est une trans-
formation super-naturelle paire a: id4 — sBid : pour f: V — W homogene, le diagramme

v L s w

o J (3.14)
N
V** W**

commute.

Comme dans le cas des catégories monoidales, une structure pivotale ou super-pivotale
permet de définir deux traces quantiques Tr* a valeurs dans End(1).

Proposition 3.4.7. Soient 6 une super-catégorie monoidale rigide, X et Y deux objets de 6,
f:X—=Yetg:Y — X deux morphismes homogenes.

1. Si 6 est munie d'une structure pivotale alors Try(g o f)=(—1)/I8! Try (f o g).

2. Si 6 est munie d'une structure super-pivotale alors Try(g o f) = (—=1)/IsF)Tr (f o g).

Démonstration. Comme dans le cas des catégories monoidales rigides, pour tous objets X
et Y et morphisme f: X — Y, les diagrammes

1 2y XX+ vieXx 2% xrex
\LcoevY \Lf eid €t \Lid of \Ler
Yov: = yex Ve v — 51

sont commutatifs. Ainsi

Try (g o f)=evy.o(ay ®idy.)o(g o f ®idy.) o coevy
=evy.o(ay ®idx.)o(g ® f*)ocoevy
=evy.o(ay ®idy.)o ((idy og)®(f*o idy*)) ocoevy
=(—1)""l8levy, o(ay ®idy.)o(idy ® f*)o(g ®idy.)o coevy
=(—1)"8levy. o f* ®idy.) o (ay ®idy.) o (g ®idy.) o coevy .

On conclut par définition de la structure pivotale ou super-pivotale. On fait de méme pour
la trace négative. O

Terminons par un corollaire évident en remarquant que dans la super-catégorie des
super-espaces, la super-trace provient d'une structure pivotale tandis que la trace usuelle
provient d'une structure super-pivotale.

Corollaire 3.4.8. Soit 6 une super-catégorie monoidale rigide.

1. Si 6 est munie d'une structure super-pivotale et f est un endomorphisme impair d'un
objet alors les traces quantiques de [ sont nulles.

2. Si 6 est munie d'une structure pivotale et si X est un objet admettant un automor-
phisme impair alors les dimensions quantiques de X sont nulles. De plus, le carré d’'un
endomorphisme impair est de traces quantiques nulles.
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On peut relier la deuxieme partie a ce qu'il se passe dans la super-catégorie monoidale
des super-espaces vectoriels avec la structure pivotale. En effet, un objet V' admettant un
automorphisme de degré impair vérifie dim(V;) = dim(1;) et donc sdim(V') = 0. Un endo-

. . . P - . o 0 A
morphisme impair de V s’écrit matriciellement, sous la décomposition V = ;@ V], ( B 0)

et donc la supertrace de son carré est try,(BA)—try (AB)=0.

Super-catégories de fusion
Terminons cette partie avec la définition d'une super-catégorie de fusion.

Définition 3.4.9. Une super-catégorie de fusion est une super-catégorie abélienne mo-
noidale, rigide et semi-simple ayant un nombre fini d’objets simples, des espaces de mor-
phismes de dimension finie un un objet unité 1 simple.

3.4.2 Super-anneau de Grothendieck

Soit Z, 'anneau quotient Z[¢]/(e*> — 1). Le super-groupe de Grothendieck sGr(6') d'une
super-catégorie abélienne est le Z,-module engendré par les classes d’isomorphies [X]

d’objets de 6 modulo la relation suivante : si 0 — X Ly&zo 0 est une suite exacte
avec des morphismes homogenes alors [Y] = el/I[X]+ £l¢/[ Z].

On dispose d'une application surjective sGr(6)/(e —1) — Gr(¢) qui n’est pas nécessai-
rement injective.

Si la super-catégorie ¢ est monoidale, le groupe sGr(%') est alors muni d’une structure
d’anneau et on parle alors de super-anneau de Grothendieck. Ce dernier est commutatif si
de plus € est tressée.

Contrairement au cas des catégories de fusion, le super-anneau de Grothendieck d'une
super-catégorie de fusion n’est pas nécessairement libre comme Z,-algeébre : il peut exister
des objets simples avec des automorphismes impairs donnant lieu a de la (1 — &)-torsion.
Néanmoins, il est libre comme Z-algebre.

3.4.3 Super-catégorie associée a une catégorie légerement dégénérée

Dans [BE17, Section 5], Brundan et Ellis ont expliqué comment construire une super-
catégorie a partir d'une catégorie sur sVect, dont la notion de catégorie légerement dégéné-
rée est un cas particulier. On fixe 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et légerement
dégénérée. On conserve la notation & pour 'objet correspondant a k%! dans le centre sy-
métrique de 4. On fixe également un isomorphisme £: e® & — 1.

La super-catégorie % est la super-catégorie dont les objets sont les mémes que ceux de
6 et dont les super-espaces de morphismes sont

Homy(X,Y)y=Hom(X,Y) et Homg(X,Y),=Hom(X,e®Y).

La composition g6f de f € Homy(X,Y) et de ¢ € Hom(Y,Z) est définie sur les mor-
phismes homogenes, de maniere évidente sauf quand f et g sont tous deux impairs. Dans
ce cas, g6f est donné par la composition suivante :

Ewidy

id,
X % EQRY l—®g> ERER, — 7,
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f et g étant donnés par les morphismes f € Hom(X,£® Y) et g € Hom(Y,2® Z).
Lemme 3.4.10. Cette composition est associative.

Démonstration. La preve consiste en une vérification fastidieuse des huit cas possibles, en
fonction des degrés de trois morphismes. On ne va traiter que le cas le plus compliqué,
a savoir quand les trois morphismes sont de degré impair. Soient f € Hom4(W, X), § €
Homy (X, Y)et i € Hom(Y, Z) trois morphismes de degré impair donnés respectivement
par f € Homy(W,e® X), g € Homy(X,e® Y) et h € Homy(Y, e ® Z). Ainsi fzé(géf) est
donné par la composition suivante dans ¢

id, ® id
W—L s eeXx 2% seeay —U sy " ez,

tandis que (7568)5 f est donné par la composition suivante dans ¢

id,ge ®N id, ®&®id,

id,
w % e®X 1—®g> ERERY — > eQRERER,., ————> QL.

Considérons le diagramme

Y

id,ge ®N £®id,
eReY — " \ £RsR807 —— "2 % ¢07

C,
id,q, ®h \L neee id, ®Z®id,
ERERER L.

Le triangle du haut commute clairement, le triangle en bas a droite par naturalité du tres-
sage et le triangle en bas a gauche puisque c, ,¢, = (id, ®c, ,)o(c, ,®id,) = id, s, l€ tressage
c, . €tant égal a —id,e,. On obtient donc I'égalité entre hd(g5f) et (hdg)s f. O

Le produit tensoriel sur ¢ munit la catégorie ¢ d’une structure de super-catégorie mo-
noidale. Le produit tensoriel de deux objets de ¢ est le méme que dans 6. Au niveau des
morphismes, on le définit pour f € Hom(X, Y) et f/ € Homy(X’, Y’) homogenes donnés
respectivement par des morphismes f et f’ dans ¢ en fonction des degrés :

— si f et f/ sontles deux pairs, f&®f'=f® f’,

— si f est pair et f” impair, f&f" =(cy,®idy)o f® [,

— si f estimpair et f pair, f&f'=f® f’,

— si f et f sont les deux impairs, f& f’ = (—&®idygy/)o(id,®cy, ®idy/)o f ® f'.

Lemme 3.4.11. Ce produit tensoriel munit la super-catégorie 6 d’'une structure de super-
catégorie monoidale.

Démonstration. Une vérification des seize cas possibles, en fonction des degrés de f €
Homy(X,Y),¢ € Homy(Y,Z), f/ € Homy(X',Y') et § € Hom,(Y’,Z’), montre que I'on
a bien o

(§8g0(f&f)=(-1)EW(gs )ra(g s f).
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Afin de bien justifier le signe dans la définition de & f” quand f et f’ sont impairs, traitons
le cas o1 f et g’ sont impairs tandis que f et ¢ sont pairs : ce cas fait apparaitre un nombre
impair de produits tensoriels de deux morphlsmes de degre impairs, donc un nombre im-
pairs de signes négatifs. Supposons alors que f,g, f/ et g’ sont respectivements égaux a
feHomy(X,e®Y),g € Homy(Y,Z), f'€ Homy (X', Y') et g’ € Homy(Y’, e ® Z’). Le mor-
phisme (§&g")5(f&f’) est égal a la composition suivante :

éidzez

ERERLRL —— 77/,

id, ®g®g’ id, ®cz ,®id,/
=

XX —> EQRYQRY —— @727’

tandis que (85 )®(g’5 f/) est égal a la composition suivante :

/ id, ® id, & id,/ ®Z!
xoX' I rovey L% sor0e0z SN yor0z02 ol 707,
ce qui donne bien (§8g")5(f&f") =—(g6f)&(g'5f") L

Passons maintenant au tressage : pour tous objets X et Y dans %, on dispose d'un iso-
morphisme ¢y y: X® Y — Y ® X, que 'on peut voir comme un morphisme pair dans la
super-catégorie 6.

Lemme 3.4.12. Pour tous objets X,Y,X’ et Y’ de € et pour tous morphismes homogeénes
f €eHomy(X,X') et g €eHomy(Y,Y'), ona

(géf)acx,y = (‘Ulf”glcxawa(f@g),
et la super-catégorie monoidale € est ainsi munie d'un tressage.

Démonstration. Traitons en premier lieu le cas ot X = X’ et f = idy. Si § est un mor-
phisme pair, le résultat découle de la naturalité du tressage dans €. Si § est impair égal a
g € Hom(Y,e® Y’), on doit montrer que le diagramme

XV — 2 s yex

\le x ®F

XoexY’ g®idy

\LCXJ@idy/

/id5®CX‘y/ ,
ERX®Y —5 eY'®X

est commutatif dans ¢. Ceci découle de 'axiome de I'hexagone (id, ®cx y/)o(cx , ®idy/) =
Cx sey’ €t de la naturalité du tressage.

Supposons maintenant Y = Y’ et ¢ = idy. Si f est un morphisme pair, le résultat dé-
coule de la naturalité du tressage dans €. Si f est un morphisme impair égal a f dans
Hom (X, € ® X’), on doit montrer que le diagramme

Xy — X v yeXx

\Lidy ef

feidy Yeee X’

\L(,‘yJ@idX/

’ id,®cy’ y ’
ERX'®Y —— eV ®X
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commute dans ¢. Comme ¢ est un objet transparent, cy, ® idy, = c;i, ®idy, et on conclut
a nouveau en utilisant un axiome de I’hexagone et la naturalité du tressage dans %
Enfin, le cas général s’obtient en utilisant (3.12). O

La catégorie ¢ est rigide et les morphismes d’évaluation et de coévaluation sont vus
comme des morphismes pairs dans ¢, ce qui fait de ¢ une super-catégorie monoidale
rigide. De méme, la structure pivotale de 6 donne lieu a un morphisme pair dy: X — X*
dans %, qui donne lieu 4 une structure pivotale ou super-pivotale.

Lemme 3.4.13. Sia, = u, dans 6, c'est-a-dire que le twist associé a la structure pivotale de
6 vaut—1 sur l'objet ¢, alors la structure pivotale sur 6 donne lieu a une structure super-
pivotale sur 6 .

Sia, = —u, dans 6, c’est-a-dire que le twist associé a la structure pivotale de ¢ vaut 1
sur l'objet &, alors la structure pivotale sur 6 donne lieu & une structure pivotale sur 6 .

Démonstration. Soit f € Hom(X, V) de degré impair égal 2 f € Homy(X,£® Y). On note
0 le twist dans ¢ associé a la structure pivotale. Par naturalité de ce dernier,ona 0,gy o f =
f 00y comme morphismes dans 6. Lobjet & étant transparent, on a 8,5y = 0, ® 0y. Ainsi,
dans 4, on trouve que 6,0,5f = f60y, en identifiant Oy et 0y a des morphismes pairs dans
% et 0, au scalaire 1. Par définition du twist, on a a, = u, o 8, dans % pour tout objet Z
et ainsi, dans ¢, on a

aydf =0, uydfo0x.
Or dans ¢, uyof = f*ouy, la preuve se faisant comme dans une catégorie monoidale

tressée, rigide et pivotale puique seul le morphisme f est de degré impair. Finalement, on
trouve que

dyaf: gef**édx»

et donc le résultat dépend effectivement de la valeur de 6,. O

Théoreme 3.4.14. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale, tressée et légerement dégénérée,
avec objet simple transparent € # 1.

Sidim(e) =1 alors il existe une super-catégorie de fusion tressée, super-pivotale sans objet
transparent non trivial associée a 6 avec deux fois moins de classes d’'isomorphie d’objets
simples.

Si dim(g) = —1 alors il existe une super-catégorie de fusion tressée, pivotale sans objet
transparent non trivial associée a ¢ avec deux fois moins de classes d’'isomorphie d’objets
simples.

Remarquons que la catégorie 6 peut étre retrouvée a partir de la super-catégorie 4 :
elle est égale a (%” ). Toutes les structures additionnelles sont également retrouvées, puisque
ce sont toujours des morphismes pairs.

Terminons par le super-anneau de Grothendieck. Lanneau Gr(%6)/([1]—dim(e)[£€]) qui
apparaissait dans la partie 3.3.2 peut étre vu comme un quotient du super-anneau de Gro-
thendieck de €

Gr(6)/([1]—dim(e)[&]) ~ sGr(€)/(1 —dim(&)e).

Lanneau quotient sGr(¢)/(1—¢) est isomorphe a I'anneau de Grothendieck usuel de € et
a l'anneau quotient Gr(6)/([1]—[£]). Ainsi, dans le cas ol1 dim(¢) =—1, on se retrouve avec
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deux quotients du super-anneau de Grothendieck de % :

sG1(4)
e=1 k (315)
Gr(6)~Gr(%)/((1]—[e]) Gr()/([1]+[e])

L'anneau sGr(%) est libre comme Z-module et de rang |Irr(6)|. Les deux anneaux quotients
Gr(6)/([1] —[e]) et Gr(6)/([1] —[£]) sont également libres comme Z-modules et de rang
m Sil’on fait un choix J des représentants de Irr(%6’) sous I'action par tensorisation par &,
onremarque que les constantes de structures de 'anneau Gr(6)/([1]—[#]) relativement ala
base J sont égales aux valeurs absolues des constantes de structure del’anneau Gr(%6)/([1]+

[£]) relativement a la base J.

3.5 Unpremier exemple de catégorie légerement dégénérée

On termine par des exemples de catégories legerement dégénérées qui ne sont pas de
la forme 2K sVect. Pour cela, on réinterprete la construction de Bonnafé-Rouquier [BR17a]
dans le cadre des catégories légerement dégénérées. On se donne un entier d > 2 et { une
racine primitive d-ieme de I'unité dans C. L'algebre D(B) la C-algebre associative unitaire
engendrée par les générateurs K, z, E, F vérifiant les relations suivantes :

Kdzzdzl,
E?l=F4=0,
[2,E]=[z,F]=[2,K]=0,
KE={(EK,
KF={"FK,

[E,F]l=K—zK™.

Cette algebre est le double de Drinfeld de ’algebre de Taft, une version de dimension finie
de I'algebre enveloppante quantique d’'un Borel de sl,. Elle peut étre munie d'une struc-
ture d’algebre de Hopf (c.f. [BR17a, 1.A]) et sa catégorie de modules de dimension finie
D(B)-mod est ainsi monoidale, abélienne et rigide. Cette catégorie n’est pas semi-simple
et admet d? modules simples : pour chaque entier 1 </ < d, il existe d modules simples de
dimension [/, que I'on note M, , pour p € Z/dZ (c.f. [BR17a, 2.A]).

L'algebre D(B) est de plus une algebre de Hopf tressée, et donc la catégorie D(B)-mod
est tressée. On dispose également d'une structure pivotale non sphérique donnée par1’élé-
ment pivot z~! K. On note alors 6 la semi-simplification de la catégorie D(B)-mod, comme
construite dans [EO18] pour les catégories non sphériques. Les objets simples de % sont
les D(B)-modules indécomposables de dimensions quantiques (positive et négative) non
nulles. En particulier, les modules M, , pour 1 <[ < d et p € Z/dZ sont des objets simples
de 6 etles modules M, , sont isomorphes au module nul. La catégorie ¢ est néanmoins
loin d’étre de fusion puisqu'’il existe un nombre infini de classes d’isomorphisme de D(B)-
modules indécomposables.

Proposition 3.5.1. La sous-catégorie pleine 9 de ¢ additivement engendrée par les objets
simples M, ,, pour1 <1 <d et p € Z/dZ est stable par produit tensoriel.
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Démonstration. La catégorie ¢ étant semi-simple par construction, il suffit de montrer
que le produit tensoriel de deux objets M; , et M, ,, n’a pour facteurs directs que des objets
isomorphes a un objet du type M, .. Puisque M, , ~ M, , ® M, ,, on peut se restreindre a
I'étude de M; ® M, , pour 1< 1 <1’ < d et p € Z/dZ. On procede alors par récurrence sur
[, 1e cas [ =1 étant trivial. Pour [ =2, cela découle de [BR17a, Theorem 3.3] :

MZ,P Si l/:].,
MZ,O ®Ml’,p ™~ Ml’+1,p EBMI/_LPH sil< l/ < d - 1,
Md_z)p+1 Sl l/:d_l.

Supposons alors [ >3 et [’ > I. Le module M, , ® M, ,, est facteur direct de (M, ® M;_,;)®
My, ~ My o®M;_;5® My, ,. Par hypothése de récurrence, les facteurs directs simples de
M;_,,® M), , sont isomorphes a un objet de la forme M,, ,, et donc il en est de méme pour
M,,®M,;_; ,® M), ainsi que tous ses facteurs directs. ]

La catégorie 2 est alors une catégorie de fusion avec d(d —1) classes d’isomorphismes
d’objets simples. La S-matrice S** a été calculée par Bonnafé-Rouquier [BR17a, Corollary
5.5]:

g 7 7 7 / /

++ _ —ll'=Ip'—pl'=2pp’ (1 _ 1l

(l,p),(l’,p’) - 1_ é’g (1 g )'

On se rend alors compte que S(j;)y( A1) = —dim™(M; ) et, 'objet M, , étant de dimension

quantique positive —1, on déduit que M,_, ; est transparent. On le note £. On peut aussi
déduire de [BR17a, Theorem 6.8] que la matrice S™ est de rang @.

Proposition 3.5.2. La catégorie 9 est légérement dégénérée et pour1 <1l <d etp € Z/dZ,
onag®M;,~M; ;..

Démonstration. 1l ne reste qu’a montrer 1’assertion sur la tensorisation par &, ce que 'on
fait par récurrence sur /. Le cas [ =1 est évident. Pour [ =2, le calcul est fait dans la preuve
de la proposition 3.5.1. Supposons alors [ > 3 et plongeons le module £ ® M, , dans £ ®
(M; ,®&M;_;,.1)~e®M,,®M,_, ,. En utilisant le tressage et 'hypothese de récurrence, on
obtient que £® M, ,® M;_, , est isomorphe & M, o ® My_;.11-14p ~ My_1421-14p ® My 11p-
Comme £® M,_, ,,, estisomorphe a M,;_;,,; 1., par hypothése de récurrence, on déduit
que £® M, , estisomorphe a M;_; ;. O

On vérifie également que I'objet 1 est soit M, ,_;, soit M;_, ,, en fonction du choix de re-
présentants faits. Ces deux objets sont inversibles et de dimension . Le théoreme [BR17a]
peut alors se reformuler comme tel :

Théoreme 3.5.3. La catégorie de fusion pivotale tressée et légerement dégénérée & est une
catégorification de la donnée Z-modulaire associée a la famille non triviale du groupe de
réflexion complexes cyclique G(d, 1,1).

Remarque 3.5.4. Le facteur /— dans [BR17a, (6.7)] est alors expliqué par la présence de
'objet 1.

Terminons en montrant que la catégorie & n’est pas de la forme %, X sVect quand d
est pair, avec %, une catégorie de fusion pivotale tressée et non dégénérée. Supposons le
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contraire et considérons 'objet M doete®Maio~Maq.Un de ces deux objets simples se
trouve donc dans %. Il en est de méme pour les deux objets simples M, , et £ ® M, .

On montre aisément par récurrence que (M, ()®** ® M 4y admet Mg, , comme facteur
direct. Ainsi si M, est dans %, les deux objets M , et £® M4 , sont dans %, ce qui est
absurde. De méme (& ® M, ,)®** @ M 4, admet M4 ;. comme facteur direct, ce qui aboutit
a la méme contradiction si € ® M, , est dans %,
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Chapitre

Double de Drinfeld de groupes quantiques
et modules basculants

Apres le cadre catégorique du chapitre 3, on cherche a produire des catégories de fusion
tressées qui ont pour centre symétrique la catégorie des super-espaces vectoriels. Le but est
de généraliser 'exemple de [BR17a] a n'importe quelle algébre de Lie simple complexe, en
prenant pluto6t le point de vue développé dans la partie 3.5 que celui des catégories triangu-
lées tensorielles. La construction expliquée ici s'inspire fortement de celle des catégories
de fusion attachées aux algebres enveloppantes quantiques %:(g) ou £ est une racine de
I'unité. Ces catégories sont construites en semi-simplifiant la catégorie des modules bas-
culants de cette algebre.

Lalgebre ici considérée n’est pas1’algebre enveloppante quantique d’'une algebre de Lie
simple complexe, mais une extension centrale %,(g) de cette derniere, que I'on construit
comme un double de Drinfeld. Il faut noter que ce double de Drinfeld a souvent été consi-
déré, mais seulement dans le but d’obtenir le quotient %,(g) ou %:(g) selon sil’on se place
aun parametre générique, ou a une racine de l'unité. La méme construction a partir de mo-
dules basculants ne permet pas d’obtenir une catégorie de fusion tressée avec un nombre
fini d’objets simples, mais on détermine un grand nombre d’objets simples transparents,
que 'on rend alors isomorphes a I’objet trivial. On obtient comme ceci des catégories non
dégénérées. On se restreint également a certaines sous-catégories afin d’obtenir des ca-
tégories de fusion tressées avec un centre symétrique non trivial. Selon I'algebre de Lie g,
ces centres symétriques peuvent avoir des objets simples de dimension quantique —1 et de
twist 1, ce qui rentre dans le cadre catégorique de chapitre 3.

Lorganisation de ce chapitre est comme suit. Tout d’abord, dans uns premiére partie,
on construit I'algebre %,(g) ainsi que toutes les structures supplémentaires dont dispose
cette derniere : c’est une algebre de Hopf qui admet une quasi- R-matrice. Ensuite, on étu-
die la catégorie des représentations a un parametre générique, et on explique comment
tresser cette catégorie de représentations. Dans un troisieme temps, la spécialisation a une
racine de I'unité est considérée, ainsi que la catégorie des représentations dans ce cadre.
Elle est nettement plus complexe, cette catégorie n’est plus semi-simple, mais I'introduc-
tion des modules basculants permet d’obtenir néanmoins une catégorie de fusion tressée
et pivotale. Enfin, dans les deux derniéres parties, on étudie en détail le cas ou g =sl,,,; et
on relie la donnée Z-modulaire produite par la catégorie des modules basculants a la don-
née Z-modulaire d'une famille de caracteres unipotents décrite au chapitre 2. Ce chapitre



86 Chapitre 4. Double de Drinfeld de groupes quantiques et modules basculants

est essentiellement tiré de la pré-publication [Lac18a].

4.1 Double de Drinfeld de Borel d’algebres enveloppantes
quantiques

On commence par fixer les notations avant d’'introduire le principal objet d’étude de ce
chapitre :le double de Drinfeld de I'algebre enveloppante quantique du Borel d'une algebre
de Lie simple complexe.

4.1.1 Notations

On fixe g une algebre de Lie simple complexe de rang n, de sous-algebre de Cartan b.
Le systéme de racines de g relativement a § est noté ®, Il = {a;, ..., } désignera une base
de ®. On considere alors ®* les racines positives de ® pour la base II. Cette base étant fixée,
on dispose alors de la sous-algebre de Borel b de g relativement a II, et de méme de b~
relativement a —II.

On se donne (-, -) une forme bilinéaire sur h* normalisée de sorte que (@, a) =2 pour les
racines courtes de ®. On définit la coracine a" associée a a € ® par

2a
(@)

Vv

Le réseau des racines sera noté Q, celui des coracines QV, celui des poids P, celui des co-
poids P" et enfin P* désignera le cone des poids dominants :
P={rep* | (Aa")eZ, Yaell},
Pr={rep*|(A,a")eN, Yaell},
P'={Aeb*| (A, a)eZ, Yaell}.

La base duale de (a}),<;<, relativement a la forme bilinéaire (-,-) est notée (@ ;),<;<, : ces
poids sont dits fondamentaux et sont bien évidemment dominants. La demi-somme des
racine positives est notée p, c’est également la somme des poids fondamentaux [Bou68,
VI.1.10, Proposition 29].

Le cone engendré par IT est noté Q* et on munit P de I'ordre suivant : A < u si et seule-
mentsiu—AeQ”.
Associons a chaque racine a €11 la réflexion s, d’hyperplan orthogonal a

s,(V=v—(v,aYa=v—{(v,a)a’, VYveh*

Onnotera s; laréflexion s, et W le groupe de Weyl de ® engendré par les réflexions (s;);<;<,-
Ce dernier stabilise le systeme de racines ® et la forme bilinéaire (-,-) est invariante sous
I'action de W. Enfin, lalongueur d'un élément w € W relativement au systeme générateur
(Si)i<i<n seranotée I(w).

Pour une indéterminée ¢, on définit les éléments suivants de Z[q, g ']

— n k .
n__ . —n n+l1—i
u,nez, [n],!= [k]q,neN et " :ng,nez,kel\l.
_q—l el q

RS T

[n], =
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. . . . , n ) 2 .
Si¢ estun élément inversible d'un anneau, on note [n]; (resp.[n]:!, resp. l kl ) I’évaluation
3

en¢ de[n], (resp.[n],!, resp. [Z] ). Soit L le plus petit entier positif tel que L(A, u) € Z pour
q

{aj,a;)

tous A, u € P. Enfin, on note g; = g~

4.1.2 Parties positives et négatives de ’algebre enveloppante quantique

Redéfinissons tout d’abord la partie positive et la partie négative de |’algebre envelop-
pante quantique de g. Ce sont également les algebres enveloppantes quantiques des sous-
algébres de Borel b* et b™.

Définition 4.1.1. Lalgebre %,(b*) est la Q(q)-algebre associative unitaire engendrée par
les éléments K*', E;, 1 <i < n avec les relations

K, K;=K;K;, KK '=1=K'K, V1<i,j<n,

KiE- — q(airaj)EjKi’ V1<i,j<n,

1(a,a

(a;,a}) 1~(a;,0%)—r .
Z [ ’ ]E,- "EE =0, Vi<i#j<n.
r= q

i

Cette algebre possede plusieurs structures d’algebres de Hopf, on choisit la comultipli-
cation A, la counité ¢ et 'antipode S suivants :

A(K)=K;® K;, e(K)=1, S(K)=K;,

1
A(El):]-®El+El®Klr (E) 0, S(Ei):_EiKi_l-
De maniere similaire, on a la définition suivante pour la partie négative.

Définition 4.1.2. L'algebre %/,(b™) est la Q(q)-algebre associative unitaire engendrée par
les éléments L', F;, 1 <i < n avec les relations

_ _1_ _ —1 . .
LL;=L;L;, L;L;"=1=L"L;, V1<i,j<n,

L;F,=q % FL;, Y1<i,j<n,
! 1—(a;,a —(a;,aV)—
Z (—U’l <rl f>] F o 'FF'=0, Vi<i#j<n.
g,

Tout comme la partie positive, cette algebre admet plusieurs structures d’algebre de
Hopf. On choisit la comultiplication A, la counité ¢ et 'antipode S suivants :

AL)=L;®L;, e(L;)=1, S(L)=L7",
AR)=L'® FE+FE®]1, e(F)=0, S(F)=—L;FE,.

Sid= Z?zl A;a; estun élément de Q, on note K, (resp. L) I'élément H?:l Kik" de %,(b%)
(resp. [ [, L?" de %, (b7)).
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4.1.3 Une forme bilinéaire de Hopf entre %, (b") et %,(b™)

Afin de munir le produit tensoriel d’espaces vectoriels %,(b~) ® %,(b*) d'une structure
d’algebre de Hopf, on construit une forme bilinéaire de Hopf entre %,(b*) et %,(b™). Cette
construction du double est due a Drinfeld [Dri87, Section 13] et la forme bilinéaire suivante
a été étudiée par Tanisaki [Tan92].

Proposition 4.1.3. Il existe une unique forme bilinéaire (-,-): %,(b") x %,(b~) — Q(q) telle
que pour tous x,x' € U, (b%), y,y' €U, (b7) et1<i,j<n

L (x,yy)=(Ax)yey) (K;, L;)=q'*ei),

4.
2. (xx',y)=(x"®x,A(y)), 5. (K, F;)=0=(E;, L),
3. 6.

(x,1) = £(x), (1, ) = £(y) (Ei )= ;2.

La structure d’algebre de Hopf induite sur %, (b~)® %,(b") par cette forme bilinéaire de
Hopf est décrite dans [KS97, Section 8.2], on notera %,(g) 'algebre de Hopf ainsi obtenue.
En utilisant la notation de Sweedler pour le coproduit, le produit de y; ® x; et de ), ® x, dans
Uy(b7)® %, (bF) est

mex)nex)= > (x, 1" S0 Ny @x) .
(x1)(32)

Lalgebre %,(g) estmunie du coproduit provenant de la structure de coalgebre sur le produit
tensoriel : pour y ® x € %,(b7)® %, (b"),

Aly® x)= Z (y'ex)e(y ex").
(x)(y)

Il est alors facile de vérifier que ce coproduit est effectivement un morphisme d’algebres.
De méme, on dispose de la counité provenant de la structure de coalgebre sur le produit
tensoriel : pour y ® x € %,(b7)® %,(b"),

e(y ® x)=e(y)e(x).
On dispose également d'un antipode sur %,(g) qui est donnée par
S(yex)=(1eS(x))S(y)e1)

pour y ® x € %,(b7)® %,(b"). Les propriétés de I'antipode sont facilement vérifiées.

Alafois 1® U,(b") et %,(b~)® 1 sont des sous-algebres de Z,(g) et on identifiera ainsi
U,(b%) et %,(b") aleurs images dans Z,(g). Lélément y ® x sera simplement noté y x. En
calculant les relations entre générateurs de %,(b") et de %,(b~), on obtient la proposition
suivante.

Proposition 4.1.4. Lalgébre 7,(g) est la Q(q)-algébre associative unitaire engendrée par les
éléments K*', L7, E; et F;, 1 < i < n avec les relations pour tous1<i,j<n

K:K;=K;K;, KK
L,L;=L;L, LL7!

1=K 'K,
1=L"L,
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KIL]:L]KZ,
K,E;= q<aiyaj>EjKi, KFj= q_<ai»aj)P'jKi’
LiE;=q" " E;L;, LiFj=q “"“"F L,
|
(B, F]=8,;—1,
vy L qi_qil

1_<(11»a>{> 1— (ai’ aV) 1—((11',(1\{)—7’ . .

r=0 (_l)r[ r : ]q. Ei ! EjEir:()’ 1< l#] <mn,
1—(a;,a) (e, a") oty o

=0 (_l)r[ r : L4Fi - BE=0 Isi#js<n.

On note Z,(g)™° (resp. Z,(g)°, resp. 2,(9)<°) la sous-algebre de %,(g) engendrée par
(Ei)i<i<n (resp. (K;, L;)i<i<n, resp. (F)i<i<,)- Remarquons que ni le coproduit, ni 'antipode
ne se restreignent a un coproduit et un antipode sur Qq(g)>° et @q(g)<°. La multiplication
induit un isomorphisme d’espaces vectoriels Z,(g)<° ® 2,(g)° ® 2,(9)° ~ 2,(g).

Cette algebre a un centre non trivial : les éléments z; = KiLi‘1 sont clairement centraux.
De plus, le quotient de &,(g) par I'idéal de Hopf engendré par (z; —1),<;<, estisomorphe a
I'algebre enveloppante quantique usuelle %, (g). Pour A = Z?:l A;a; €Q,1'élément l_[?=1 zf !
sera simplement noté z,. Terminons par un lemme évident, mais néanmoins utile pour
construire des structures pivotales sur les diverses catégories que 1'on considérera.

Lemme 4.1.5. Le carré de l'antipode de 9 ,(g) est donné par la conjugaison par Ky, z, pour

n'importe quel A € Q.

4.1.4 Graduationde 7,(g)

Lalgebre 7,(g) est munie d’'une graduation par Q. Les générateurs K; et L; sont de degré
nul tandis que les générateurs E; et F; sont respectivement de degrés a; et—a;. Les relations
données dans la proposition 4.1.4 sont toutes homogenes. Pour A € Q, le sous-espace des
éléments de degré A est noté %,(g),. On a de plus

Pq4(g) = {v € Y,4(9) | Kiv=q™vK,¥1<i< n}

Le coproduit, la counité ainsi que I'antipode respectent cette graduation. Pour une suite
finie I = (i, i,,...,1,) d’entiers compris entre 1 et n, on pose

Ej=EyE,E, et F=FF,F,.

Ces éléments sont de degrés respectifs pds(I) et —pds(I) ou pds(/) = a; +a;, +---+a; . De
manieére similaire a [Jan96, lemma 4.12], on a le lemme suivant.
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Lemme 4.1.6. Soit I = (i, i,,...1,) une suite d’entiers compris entre 1 et n. Il existe des élé-
ments c/{,B € Z[v, v, ot A et B sont des suites extraites de I avec pds(A)+ pds(B) = pds(I),
tels que dans 9,(g) le coproduit de E; et F; soient donnés par

AEN= ey o @Er® Ka B et AF)=D ¢l (a7} Fs @ Fa,

A,B A,B
les sommes étant sur les paires (A, B) de suites extraites de I.

Ceci implique alors, que pour u € Q, u > 0, on a le résultat plus précis au niveau du lien
entre le coproduit et la graduation

A(2,03°)< DB 2,0 0K,2,0)°, et A(2,02)< D L' 2,0,_,,© 2,(0).

0<v<u 0<v<u (4 1)

Définissons alors, pour x € Z,(g ) et 1 <i < n les éléments r;(x) et r/(x) de 2,(g)>°
comme suit :

u—a;

A(x)€1®x+ZE ®Kiri(x)+ D 7,(0); @ K, Z,(0)2,, 4.2)
i=1 0<v<u
VeIl
et ;
A(x)ex®K, + Z r/(x)® K,_q, E; + Z P40, ® K, 7,(a)°,. 4.3)
i=1 0<y<u
u—vell

D’une maniére similaire, pour y € @q(g)fz et 1 <i < n, on définit les éléments p;(y) et
Jo¥ (y)de 9 q(g )—u+a par

A(y)eL;1®y+§ L o F®pi(y)+ E L '9,( g) ®@(g
i=1 0<v<u
u—vell

et

€y®1+ZL OE+ > L7, , ®7,0)7,
0<v<u
VeIl

On obtient une formule de récurrence pourles valeursde r;, 1/, p; et p’ analogue a celles
dans %,(g) (cf. [Jan96, 6.14, 6.15]).

Lemme 4.1.7. Soient u,u’' €Q, u=>0etu’ >0.
1. Pourtous x € @q(g);" erx’ € @q(g);f),

ri(xx)=q 9P xr(x)+ ri(x)x et ri(xx)=xr/(x")+ g ‘@) ri(x)x’.

2. Pourtousy € 9, (g)<° ety € 2,(g)°° S

pi(yy)=yp ) +qa Hpi(y)y’ et plyy)=qa M ypl(y)+pi»)y .
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Lintroduction de ces éléments est justifiée par la formule suivante donnant les com-
mutateurs d’éléments homogenes de degré positif (resp. négatif) avec un générateur de la
forme F, (resp. E;). On retrouve bien entendu la formule [Jan96, Lemma 6.17] en identifiant
K; et L; pourtoutl <i<n.

Lemme 4.1.8. SoientucQ,u=>0, x € @q(g)zo etye @q(g)fg. Alors

Kiri X —r./ X L._l i Ki_L._l /
YE—Fx= (x) ,_(1) Ly Eiy_yEi:p(y) ,_lpl(y).
qi—4q; qi—4;

Démonstration. On ne s’occupe que de la premieére formule. Si x =1 ou x = E;, le résultat

est trivial. Supposons le résultat vérifié pour x et x’ et montrons le pour x x” :
xx'FE—FExx'= x(x’F-—F-x’)+(xF- —FEx)x’

(g:—a; ) (x(K;ri(x") = r{(x VL) + (K;ry(x) = 1] (x)L; 1) x')

(g —a; ) (Kilg™ M xry(x)+ ri(x)x) = (xr{(x)) + g r](x)x)

(gi—q7 ) (Kiri(xx)—r/(xx")LTY),

le lemme 4.1.7 justifiant la derniére égalité. O

4.1.5 Quelques propriétés de la forme bilinéaire

On passe en revue quelques propriétés de la forme bilinéaire (-,-) que I'on utilisera par
la suite.

Proposition 4.1.9. Soient x € 2,(g)°, y € 2,(9)° et A, u € Q. Alors

1-(Khx,LHY)=(Kk»LMXx,Yl
2. Supposons A>0, u>0, x de poids A et y de poids—u. Si A # u alors(x,y)=

Démonstration. Par linéarité, on peut supposer x homogene de degré y. Son coproduit
peut, en vertu de (4.1), s’écrire sous la forme

Alx)=1®x+ Z xV®Kvx;_V,

0<y<y

avec x, et x;_v éléments de 7,(g)”° de degrés respectifs v et y — v. Ainsi

(ka’ Luy) = (KA) L‘u)(KAx» J/) + Z (K)wa LM)(KAKVX;_V! J/)

0<v<y

= (K3, LK%, 1)+ > (Ky, L)%y, LYK KX, y),

0<v<y

I'élément L, étant de type groupe. Mais pour v > 0, on a (x,, L,) = 0. On obtient ainsi
(Kyx,L,y)=(K;, L,)(K,x, y). De maniére similaire, on montre que (K, x, y) = (x, y) ce qui
termine la premiere partie du lemme.

Pour la seconde affirmation, on procéde par récurrence sur ht(A) = Z?:l/l,-, ou A=
Z?:l Aia; € Q. Par linéarité, on suppose que x est un produit de générateurs de la forme
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E;. Le cas ou ht(A) =1, c’est-a-dire A € II, se montre par une récurrence sur ht(u). En écri-
vant x = E; x’, et

A =D LY @Y VY €D (0)S,

0<v<u
on obtient
(Ex',y)= > (X, L)Y\ JE Y )= (¥ o NE V).
0<v<u
Mais A # u et les deux termes ne peuvent pas étre simultanément non nuls. O

On peut aisément montrer que pour 1 <i<netr eNona

r(r=1)

qi_T[r]ﬂii!
(gi—aq")

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la proposition 4.1.9.

(E/,F')=

i’7i

Lemme 4.1.10. Soient x € @q(g)zo etye @q(g)fz. La forme bilinéaire (-, ) satisfait

(x, Fy)=(E;, E)r;(x), y), (x,y E)=(E;, E)(r{(x),y),
(Eix,y)=(E;, F)x,pi(y)), (xE;, y)=(E;, E)(x, p:(y))-

Terminons par une propriété importante de la forme bilinéaire (:,-) (cf. [Tan92, Propo-
sition 2.1.4]).

Proposition 4.1.11. La restriction de la forme bilinéaire(-,-) a 2,(g)° x 2,(g)<° est non dé-
générée.

4.1.6 Puissances divisées et base de 7,(g)

Introduisons les puissances divisées El.(r) et P;.(’) des éléments E; et F; :

r r

(r) i (r) i
= et F'= .
: [r]%' [r]&h'

On dispose également d’une action du groupe de tresses de W sur %,(g), comme dans le
cas des algebres enveloppantes quantiques. Commencons pas définir les endomorphismes
T; comme dans [Lus90b, Theorem 3.1] pour Z,(g).

Proposition 4.1.12. Pour1 <i < n, il existe un unique automorphisme T; de Q(q)-algebre
de 9,(g) tel que
T(K)) =K, Ti(Ly)=Lgpy, YA€Q,

; — \Y
et, pour1 < j<n,enposantr ——(aj,al.),

f_ELl Sii= j;
T(E))=1 <
k=0
f_Ki—lEi Sll:];
Ti(F)=1{ < -
=) S g BB sinon
\ k=0
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Les relations de tresse sont vérifiées comme dans [Lus90b, Theorem 3.2].

Proposition 4.1.13. Les automorphismes (T;),<;<, satisfont les relations de tresse et défi-
nissent ainsi un morphisme de groupes du groupe de tresses associé a W vers le groupe d’au-
tomorphismes de 7,(g).

Fixons a présent une décomposition réduite w, = s;, s;, -+ s; du plus long élément w, de
W. Les racines positives de ® sont alors

ot ={s; 5,8, (., |0<k< r—1}.

Poura=s; s

2 Si, - Si (@, ) € @ on définit les éléments suivants de Z,(g) :

E,=T,T

T, Ty (By) et F=T,T,T(F,))

o)

Remarquons que E, (resp. E,) esthomogene de degré a (resp. —a). De plus, le choix d'une

décomposition réduite de w, munit®* d’'unordre:s; s;,---s; (a; )< 8,8, s, (@;, ) pour

tout k. Les produits d’éléments E, (resp. F,) seront ordonnés selon cet ordre.

Proposition 4.1.14 ( [Lus90b, Theorem 6.7]). Les éléments

| [EY, noeN

aed+

forment une Q(q)-base de 2,(g)™°.
Les éléments

1_[ Fa(”“), n, €N

acd+

forment une Q(q)-base de 2,,(g)<°.
Les éléments

[T LK, [T B, neeN, myeN,Apue

acsd+ acsd+

forment une Q(q)-base de 7,(g).

On s’intéresse maintenant a la base duale relativement a la forme bilinéaire (-,-) de la
base de Z,(g)”° donnée a la proposition 4.1.14. La proposition suivante est [Jan96, 8.29].

Proposition 4.1.15. Pour tout a € ®*, soient a,, b, €N. On a

) I A,
(l_lEa“»l_[Faba) l_léaaba @ q?)a:’.

acd+ acd+ acd+

La base duale de ([ ],cq E") est ainsi

(ng)eN®*

ng(ng—1) -1
(]_[ q,"" '(qu—d, )”“Fa(”“)) -
acd+ (ng)eN®*T

acd+
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4.1.7 Quasi-R-matrice

Lalgebre de Hopf %,(g) n’est pas tressée, pour la méme raison que %,(g) ne 'est pas (cf.
[CP95, 9.1.B]). Néanmoins, on dispose d'une quasi- R-matrice qui nous permettra de munir
la catégorie de modules d’'un tressage apres ajout d'une racine L-ieme de g. On adapte les
arguments de [Jan96, Chapter 7] a I'algebre 7,(g).

Pour u € Q*, on se donne une base (uf)iel“ de @q(g)zo et on note (v,

de @q(g)fz pour la forme bilinéaire (-, -). On pose alors

v} )ie, la base duale

0.= > ul'®v!' € 7,(5)® 7,(0).

i€l

Cet élément ne dépend pas de la base choisie, il correspond a I'identité sous 'identifica-
tion Hom(@q(g)zo, @q(g);(’) &~ @q(g)fg ® Qq(g)zo. Similairement a [Ros90, A.1], on définit un
automorphisme d’algebre ¥ de Z,(g) ® Z,(g) sur les générateurs :

UK ®1)=K;®]1, U(1®K;)=18K;,
U(L,®1)=L;®1, U(1eL)=11L;
U(E;®1)=E®L;, U(1®E)=K,'®E,
VY(FE®1l)=F®L,, U(1®F)=K,®F.

Cet automorphisme remplacera la conjugaison par un élément qui existerait dans une ver-
sion h-adique de Z,(g) (cf. [CP95, 9.1.B]). On montre aisément que les relations définissant
%4(g) sont vérifiées et donc que V¥ est bien défini.

Proposition 4.1.16. SoityucQ,u>0. Pourtoutl<i<n,ona

0,(K; ® K;)=Y(K; ® K;)0,

O,(L;®L;)=¥(L;®L;)O,
O,(1®E;)+0, 4 (E;®K;)=¥(E;®1)0,_ +\IJ(K~®E-)®
O F®1)+0, (L' ®F)=Y(1® F)0, ,, +¥(F,® L ")0),.

Démonstration. On suit la preuve de [Jan96, Lemma 7.1]. Les deux premieres équations
sont claires : K; agit par q“*) sur 2,(g)>° et par g~ sur 7,(g)<), et de méme pour L;.

Le fait que les bases (uﬁ.‘ )ie 1, €t (vl.” )ee 1, soient duales I'une de I'autre pour (-, -) implique

que pour tous x € 7,(g);° et y € 7,(g)<)

x= Z(xv Jul' et y:Z(uﬁ.‘,y)vi“.

i€l i€l
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Afin d’alléger un peu les notations, posons ¢; =(q; —g;')™". On a alors
(18 E)O,—0,(18 E)= > u} e (Ev!—v!'E)
J

- Ciz ui‘ ®(p; (y]’.‘)Ki —L7'p; (v]“)) par le lemme 4.1.8

J
=St l(u (o) o K (] () L
Jk

Ciz Ut ® [(ut™E;, v]“) v K — (B ul ™™, v]H)Ll._1 vi™] parlelemme 4.1.10
Tk

u—a; u—a; u—a; -1 u—a;
Z(uk E;®@v, "Ki—Eu, '®L v )
k

O, (Ei®K)—(E®L;')0

u—a;?

comme souhaité puisque WV(E; ® 1) =E; ® Li‘1 et U(K; ® E;)=1Q® E,;. La derniere formule se
montre de la méme maniere. O

Placons nous dans un cadre similaire a [Lus10, Chapter 4] : on travaille dans la complé-
tion 7,(9)®%,(g) de 7,(g) ® Z,(g) pour la suite décroissante de sous-espaces

(Z4(0)® 2y @)y =2,(@)8 > Dy(a)°Z4(0)' 2,00+ D Zy(0) 2,0 2,8, © Z,(0).

ht(u)>N ht(u)=>N

La multiplication se prolonge alors par continuité, tout comme le morphisme d’algebres
U. On peut alors sommer tous les ©, dans cette complétion, et on définit ® comme tel

0=> 0,

(eQ
u=0

La proposition 4.1.16 devient alors
OA(u)= (¥ o A)(u)O,

pour tout u € 7,(g), A°? désignant le coproduit opposé.

On souhaite a présent calculer (A®id)(©) et (id ®A)(®) puisque notre élément O servira a
définir un tressage. Des bases duales I'une de I'autre de @q(g)zo etde @q(g)fg pour la forme
bilinéaire (-,-) ayant été fixées, on peut écrire le coproduit d'un élément x de Qq(g)zo de
maniere plus précise :

A(x)= Z (x, vl.vv]”_v) uf@KVu?_v. (4.4)
0<v<u
ij
Et de méme, pour y € @q(g)fz,
A(y)= Z (wu " y) L o). (4.5)

0<v<u
i,j
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Lemme 4.1.17. Soitu€Q,u>0.0na

(A®id)©,)= > (0,318 K, 8 1)O,_,),

0<v<u

et
(id8A)©,)= D ©,);(18 L, @10, ).

0<v<p

Démonstration. On calcule grace a (4.5)
(A® 1d) ZA ut! k ® vk

— y u—v u
= E uk,vl.vj )ui®Kvuj QU
0<v<u

i,j.k

_ v u—v Vo U=y
= E ui®KVuj @V, v;

0< v<,u

- Z Di(1© K, @ 1)(O,-, )z

0<v<u

Un calcul similaire avec (4.4) donne 'autre moitié du lemme.

]

Traduisons maintenant ce lemme en égalités dans %,(g)®%,(g). Commencons par re-

marquer que pour x € @q(g);(’ etye Qq(g)fg, ona

\1f(x®1):x®L;1, lII(1®x):KM_1®x,
U(y®l)=ye®L, U(1®y)=K,®y.

Par conséquent,

(Aeid)@)=> > (0,),(10K,®1)©,),

u>0 v+n=p

:Z Z q’23((@n)13)(®v)23

u=0 v+n=u
=Wy, (@13)@23-

Et de méme,
(id®A)O) =¥, (0,3)0,.

Le dernier lemme de cette partie concerne I'inversibilité de ®. On pose

I,=(S®id)©,)K,®1) et I'=> T,

u=0

Lemme 4.1.18. LélémentT est l'inverse de® dans @q(g)tﬁb@q(g).
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Démonstration. Dire queT estl'inverse de © dans 2,(g)®%,(g) est équivalent a

Z [,0,=0,,, (4.6)
A+v=u

et
D> Oil,=5,, 4.7)
A+v=u

pour tout u € Q™.
Commencons par (4.6). Si u =0, il n'y a rien a montrer. Supposons alors u > 0. Comme

Z I,O,= Z S(u?)KAuJ’.’® vaj”

Atv=u Atv=u
i,j

est dans 7,(g) ® @q(g)fz, il suffit de montrer qu’appliquer id®(x,-) donne zéro, pour tout
X € Qq(g)zo, la forme (-, -) étant non dégénérée sur @q(g)zo x @q(g)fz. Or

Alx)= E (x,vaj.”)u?@KAu;,
Atv=u
ij

et 'axiome de I'antipode donne
0=¢(x)= Z (x, vl.A vjv) S(u?)KA u].v,

Atv=u
i,j

comme voulu.
En ce qui concerne (4.7), on applique a nouveau id ®(x, -) pour montrer que

A A
Z 0,I,= Z u; S(u;)KV@) V! v].V:O.
At+v=u A+v=u

L

On utilise a nouveau I’axiome de ’antipode pour avoir
— — AV, A y
0=¢(x)= Z (x, v/ v, ) u; S(uj)K_A,

Atv=u
i,j

ce qui, aprés multiplication par K,,, est le résultat attendu. O
Résumons les propriétés de la quasi- R-matrice ©.
Proposition 4.1.19. Lélément© € 9,(g)®%,(g) est inversible et
— pour tout u € 7,(g) on a®A(u)= (¥ o A°)(u)0,
— (A®id)(©) = Wx3(0,3)0,3,
— (id®A)(©) =¥,,(0,3)0,.

Terminons par une forme explicite de © en utilisant la base de Z,(g)”° de la proposition
4.1.14 ainsi que sa duale

+00
n(n—1) “1\n n "
0= l_[(Z% = [n], q.—q,")"'ES" S F! ))- 4.8)

acdt \n=0




98 Chapitre 4. Double de Drinfeld de groupes quantiques et modules basculants

4.2 Représentations a g générique

On s’'intéresse désormais a la théorie des représentations de I'algebre Z,(g) introduite
dans la partie précédente.

4.2.1 Représentations de 7,(g)

On étudie la catégorie 6, dont les objets sont les représentations M de dimension finie
de 7,(g) telles que

M= @ My
(AU)EPxP

ol M, , désigne le sous-espace des vecteurs de poids (A,u)€ P x P de M :

) )

M, ={meM’Ki-m=q§“f m, Li-m=q"""m, Vi<i<nl}.

u
Les morphismes de la catégorie 6, sont bien évidemment les applications %,(g)-linéaires
entre représentations.

Lalgebre 2,(g) étant de Hopf, la catégorie 6, est une catégorie monoidale abélienne et
rigide. On munit P x P d'un ordre partiel : (A, u) < (A, ') si et seulement (A’ — A, u’ —u) =
ZaeA ny(a,a)avec n, €N, c’est-a-dire (A’ — A, u’—u) est dans la diagonale de Q dans P x P.

Proposition 4.2.1. Un module simple de 6, est un module de plus haut poids.

Démonstration. Soit M un module simple de 6y Etant de dimension finie, M admet un
nombre fini de poids. Par conséquent, il existe un poids (A, u) € P x P de M tel que pour tous
les autres poids (A’, u") de M on ait (A, u) £ (A’, u’). Choisissons m € M, ,) non nul. Comme
pour tout 1 < i < n le vecteur E; - m est de poids (A + a;, u + @;), il est nécessairement nul
par choix de (A, u). Ainsi m est un vecteur de plus haut poids. Le sous-%,(g)-module de M
engendré par m est alors égal a M puisque ce dernier est simple. O

Proposition 4.2.2. Un plus haut poids (A, u) d'un module de 6, vérifie A +u € 2P*.

Démonstration. Soit M un module dans 6, et considérons m € M un vecteur de plus haut
poids (A, u). Fixons 1 < i < n et considérons la famille (F;.(k) - M)y de vecteurs de M. Lélé-
ment Fi(k) -m est de poids (A—ka;,u— ka;) et le module M n’ayant qu'un nombre fini de
poids, il existe un entier k; tel que P;.(k") -m#0et Fl.(k"“) -m =0. Comme

—k; kig_
- . i K — gL 1
[Ei> E(kz+1)] — Fl"(kz) ql ! q_ll i ,
qi—(q;
il 7kl-+(7t,a\l./)_ ki—(way) r
ona0= [E,-,P;.( i )]m =4 q'_qii Fi( Jm et ainsi (A +u,al) = 2k;. Ceci étant vérifié
pour tout i, on a bien 7L+,u:22?21 kiw;€2P". ]

Un poids (A4, u) d'un module dans 6, vérifie nécessairement A + u € 2P. On notera p
I'ensemble de tels poids. On note P* le sous-ensemble des (A, u) € P x P tels que A+u € 2P,
Une différence majeure de la théorie des représentations de I'algebre %,(g) compara-
tivement a celle de 'algebre %,(g) est I'existence de nombreux modules inversibles. Pour
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A € P, il existe un Z,(g)-module de dimension 1 avec pour unique poids (4,—A). Il provient
du morphisme d’algebre ¢, : 7,(g) — Q(q) définit par K; — g‘»*, L; — g~*®), E; — 0 et
F;, — 0. On note L(A,—A) le module ainsi obtenu.

Proposition 4.2.3. Pour tout (A, u) € P*, il existe un module simple de plus haut poids (A, ).
Ce dernier est de plus unique a isomorphisme pres.

Démonstration. Soit (A, u)€ P*. La classification des ,(g)-modules assure qu'il existe un

%,(g)-module simple M de plus haut poids Azﬂ qui est somme directe de ses espaces de

poids. Utilisant le morphisme surjectif ,(g) — %,(g), on considére M comme un élément
de €6,. On tensorise maintenant M par le module inversible L (A—T“, —’12;“) et on obtient un
module simple de plus haut poids (A, u).

En ce qui concerne 'unicité a isomorphisme pres, si M, et M, sont deux tels modules,
M, ®L (52, —2) et My® L (£, —£2) sont deux modules simples de méme plus haut poids
(%, A%) Par conséquent, ces modules sont des %,(g)-modules simples de méme plus
haut poids, puisque tous les éléments centraux z; agissent trivialement. Ils sont donc iso-

morphes et il en est alors de méme pour M, et M,. O

Les modules simples de 6, sont donc classifiés par leur plus haut poids (A, u) € p+.
En plus de la construction provenant de la preuve de la proposition 4.2.3, on pourrait tout
aussi bien faire une construction “a la Verma”. On note L(A, u) le module simple de plus
haut poids (A, u).

Proposition 4.2.4. La catégorie 6, est semi-simple.

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’il n’existe pas d’extension0 — L - M — N — 0 non
scindée d’objets de 6, avec M indécomposable et L, N simples. Supposons qu'une telle
extension existe. Les éléments centraux z; agissant de maniere semi-simple par définition
de 6, et M étant indécomposable, chaque z; agit par un scalaire non nul. Ainsi si (A, u) est
n'importe quel poids de M, z; agit par g‘%*# etla valeur de A—u ne dépend pas du poids
choisi et est dans 2P. On tensorise alors la suite exacte par 'objet inversible L (—’1%“, A_T”),
(A, u) étant un poids de M, pour obtenir une suite exacte de %,(g)-modules de dimension
finie. Cette suite est alors scindée [CP95, Theorem 10.1.7] ce qui contredit notre hypothese.

O

La catégorie 6, dispose d'une graduation fidele par P donnée par I'action des éléments

centraux (z;)i<j<y,
Cq= @ Cq.v
veP
ol 6,,, estla sous-catégorie pleine de 6, constituée des modules sur lesquels les (z;)<;<,,
agissent par (q‘%*"),.;.,. Chaque €, , est équivalente a la catégorie des %,(g)-modules
de dimension finie : c’est clair pour 6, , et tensoriser par L(v,—v) donne une équivalence
entre 6, et 6, ,.

4.2.2 Une formule de caractére

On cherche a obtenir une formule pour le caractére des modules simples de 6,. On
utilise une notation exponentielle pour désigner les éléments de 1'algebre de groupe de
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P x P. Le caractere d'un module M dans 6, est par définition

. A,
v = Z dlm(M(M))e( 2
(A,u)ePxP

Comme un module de 6, n'a qu'un nombre fini de poids, presque tous les termes de la
somme définissant son caractere sont nuls. De plus, le support de y,, est contenu dans P.

La formule de caractere de Weyl pour les %, (g)-modules simples fait apparaitre I'action
du groupe de Weyl sur le réseau des poids P. Ici, on va avoir également une action du groupe
de Weyl sur P mais qui est différente de 'action diagonale. Pour w € W et (A, u) € P, on

définit ]y ]y ]y ]y
-+ - + -
2 2 2 2

En particulier, si s est la réflexion d’hyperplan orthogonal a & on obtient

1
s(A,u)=(A,u)— 5 A+u,a’)(a,a).
La formule de caractéere de Weyl donne les caracteres de tous les modules simples de

6,0, C'est-a-dire ceux de la forme L(A,A) avec A € P*:

q

Z eW(_1)1(w)e(w(/1+10),w(7t+p))
_ w
X0 = N PR

Mais pour (A, u) € P, on a un isomorphisme

A+u )L+‘u)®L(7L—,u )L—,u)

LA, u)~L , - - =
o (2 i

27 2

dans 6, et par conséquent le caractere de L(A, u) est

Zwew(_l)l(w)e(w(#ﬂ))'w(%ﬂﬂ) e(/\%ﬂy—%)

Xow = Zwew(_l)l(w)e(w(p),w(p)) ’
ce qui est égal a
Zwew(_l)l(w)eW(Mpywp)
A= S (D @ewer)

On peut également réécrire cette formule en introduisant I'action translatée par p de
W, we(A,u)=w(A+p,u+p)—(p,p)quistabilise bien évidemment P x P :

_ Zwew(_l)l(w)ew.wm
X0 Sy~ ews00)

. (4.9)

4.2.3 Tressage de la catégorie ¢,

Comme annoncé dans la partie 4.1.7,I'élément © de Z,(g)®%,(g) nous permet de munir
la catégorie 6, d'un tressage (cf. [CP95, 10.1.D]). On étend ici le corps des scalaires a Q(s)
ou s vérifie s = g. Rappelons que L est le plus petit entier positif tel que L(A, u) € Z pour
tous A, u e P.
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Commengons par remarquer que les modules dans %6, ayant un nombre fini de poids,
I'élément O, agit par zéro sur un produit tensoriel de deux modules de 6, pour ht(u) suf-
fisamment grand : seul un nombre fini de ©, n’agit pas par zéro et I'action de © est bien
définie sur les produits tensoriels d’objets de 6. Ainsi, pour M et M’ dans 6, 'action de
© définit une application linéaire ©,, ,,,: M ® M’ — M ® M’. Cette application ne respecte
par la structure de %,(g)-module mais vérifie tout de méme, grace a la Proposition 4.1.16,
que pour tout u € Z,(g)

GM,M’OA(U) :(\IIOAOP)(u)W@M/O@M,M’r

|Mem/

égalité en tant qu'endomorphisme de M ® M’.

Afin de construire le tressage, il nous faut un autre ingrédient, qui, composé avec I'ac-
tion de ©, donnera un morphisme %,(g)-linéaire. Pour M et M’ deux modules dans ¢,
on introduit une application linéaire fj; ,,: M ® M’ — M ® M’ agissant par un scalaire sur
chaque espace de poids. Pour m € M, , et m’€ M /’1,,“, on pose

fum(mem’)= g™ 'mem’,
olton note g" = s'" pour r € 1Z.

Lemme 4.2.5. Pour tout u € 9,(g) ® %,(g), on a l'égalité suivante d'endomorphismes li-
néaires de M @ M’

Uppron © T = frmr 0 9( ”)IMW/-

Démonstration. 11 suffit de le vérifier sur les générateurs de %,(g) ® Z,(g). C’est immédiat
pour K;®1,L;®1,1® K; et 1 ® L;. Traitons désormais du cas de E; ® 1. D’'une part,

)

(fumo(Ei® Lfl)) = gMrankal)(E @ 1)\MM

oM’

|M/W®M’ N/

A o!

et d’autre part

)

((Ei ®1)o fM,M’)| = GI(A'M(EI' ®1)

/ |M oM’
M)Ly!l@Ml/,,u’ AUEEN

ce qui permet de conclure quant au cas de E; ® 1. La preuve pour les autres générateurs est
similaire. O

On note 7 la volte dans les espaces vectoriels, a savoir 7(v® w)= w® v pour tous v € V
et w e W, et on pose

CMmr =T O for v ©Onr -

C’est alors un morphisme dans la catégorie 6, entre M ® M’ et M’ ® M. En effet, pour
ue9,(g)ona

Crm O Uy =T 0 Jv,mr ©Ong e © A(U)WW,
=70 fymo(Wo AOP)(U)|M®M,
=ToA%( U)}ysony © Jr,m7 ©Ons v
= A(U),,100 © Cv M7

= U|pprem © Cym, M-

0 Ops mv
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Proposition 4.2.6. Le morphisme c défini ci-dessus munit la catégorie 6, d’'un tressage : les
axiomes de I’hexagone sont vérifiés.

Démonstration. 1l nous suffit de vérifier que cy; ypen» = (idpy ®Capp7) © (Cpr p ® 1dpy). Ceci
découle des égalités suivantes, oit on note 7 35: M ® (M’ ® M) — (M’ ® M")® M la volte,
qui est égalea 7,307y :

Cvi, MM = T123° fM,M’@M” 0O mremr
= T30 T12°(far,m7 )13 © (far, )12 0 (I ®A)O),,, s
= T230 T12°(fyr,m7 )13 © (fur,m )12 © Wiz (@13)|M®M,®M,, °(O12)), erren
= T30 T12°(fu,mrhs© (@13)|M®M,®M,/ o (fur,m 12O, @ id )
= T30 (far,m7)23 © (1dpr ®Ong 017) © T12 0 (far, 1 )12(Ong pr ® i pg)

= (1dM’ ®CM,M”) o (CM,M’ ® idM//).

Lautre axiome de I'hexagone est montrée de maniere similaire. O

4.2.4 Dualité et structure pivotale

Lalgebre %,(g) disposant d’'un antipode inversible, tout module M admet a la fois un
dual a gauche et un dual a droite. En tant qu’espace vectoriel, ces duaux sont tous deux
isomorphes a 'espace des formes linéaires sur M. La structure de module sur le dual a
gauche M* (resp. a droite *M) est donnée par

(- )m)=(S(u)-m) (resp.(u-p)m)= (S~ (u)-m)),

pour ¢ une forme linéaire sur M et u € 7,(g).
Pour (A, u) € P* le module simple L(A, ) est isomorphe a L (’1%, %) ®L (A%“,—A%“) et
ainsi A N N N
- —u\* + +u\*
u u) o L( u u) |

LA! *ZL A 0 T 4 ’
%) ( 2 2 2 2

Mais le dual a gauche d’un %,(g)-module simple L(k, k) estisomorphe a L(—wy(k), —wy(K))
(cf.[Jan96, 5.16)) et le dual a gauche du module inversible L(x,—xk) estisomorphe a L(—x, k).
Par conséquent,

LA, u) ~ L(‘uzi,—uT_A)@)L(—wo(A;u),—wo (AZ‘UD ~ L(—wy(A, u)).

De méme *L(A, u) ~ L(—wy(A, 1)), ce qui découle aussi de la structure pivotale que'on va a
présent décrire.

On a vu au lemme 4.1.5 que la conjugaison par K;, est égale au carré de I'antipode. On
dispose alors, pour tout A € Q, d'une structure pivotale donnée par

. .{M — M
MLm= 9o 9((Kypza)-m)

On travaillera principalement avec la structure pivotale donnée par A = —2p, i.e. on
choisit L,, comme élément pivot dans notre algebre de Hopf &, (g). Cette structure pivotale



4.3. Spécialisation a une racine de I'unité et modules basculants 103

définit alors des traces quantiques ainsi que des dimensions quantiques. La formule de
caractere donnée dans la partie 4.2.2 donne les dimensions quantiques :

Zwew(_l)l(w)q(Zp,(w-(ku))z)

. _
dim (L(A“u))_ Zwew(_l)[(w)qu,wo(O))

et

im~ _ZweW(_1)l(w)q_Qp’(W'(l,.U))z)
dlm (L(A,‘U))— ZWEW(_I)Z(w)q—(z‘O,w.(O)) )

ol (w e(A,u)); désigne la j-éme composante de w o (A, u), j € {1,2}.

On notera que cette structure pivotale n’est pas sphérique et donc les traces a gauche
et a droite ne coincident pas, et de méme pour les deux dimensions quantiques. On remar-
quera également que comme les actions de K, et L,, coincident sur les %,(g)-modules,
la dimension quantique de L(k, k) est la méme si on le considére comme un %,(g)-module
ou un %,(g)-module et les deux dimensions coincident dans ce cas particulier.

4.3 Spécialisation a une racine de I'unité et modules bascu-
lants

Maintenant, nous allons construire une catégorie de fusion a partir de la catégorie de
modules de Z,(g). La catégorie 6, étudiée précédemment a une infinité d’objets simples, et
n’est donc pas de fusion. On adapte alors la construction des catégories de fusion associées
aux groupes quantiques %;(g) avec £ une racine de I'unité dans C. Notons .¢/ I'anneau

Zlq,q7"].

4.3.1 Forme intégrale de Lusztig

Afin de pouvoir spécialiser I'algebre Z,(g) a une racine de I'unité, on introduit une sous-
.«f -algebre de Z,(g). On consideére les éléments suivants de Z,(g) :

)

lKi; C‘| _ ﬁ qic—r+1Ki _ qi_c+r_1Ki_1 [Li; C‘| _ ﬁ qic—r-HLi _ qi—c+r—1Li—1
N 4 —q;" Ll ooa qa —q;"

[Ki; c: Li‘| _ 4 qic—r+1Ki _ qi—c+r—1 Ll_l [zi; C‘| ﬁ qic—H—l z;— qi—c+r—1 Zi_l
t & al —a;" Lt ] ai —a;"

pourl<i<n,c€ZetteN.

K;;c
l_ )

On définit 7,°*(g) comme la sous-./-algebre engendrée par E", F", K, L;, l

L;;c| |z;c¢ K;;c; L; . . C e .
l lt ],[ lt ]et[ lt l],aveclﬁlﬁn,ceZettGN.Lecoprodult,lacoun1tea1n81que

I'antipode définis sur %,(g) se restreignent a @;es(g) et munissent @;es(g) d’'une structure
d’algebre de Hopf.
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Le quotient de @;es(g) par l'idéal de Hopf engendré par z;—1, lzi; ¢ ] — li] , [Ki; i; Li] —
qi

L;; iy C; L; 3 . o . ro e
[ ’t’ C] et lKl i ’] — [K’t C], pour 1 < i < n est la forme intégrale de Lusztig de 1'algebre
U,(g) [CP95, Section 9.3].

. . 214 iy C5 L . P, s .
Lintroduction des éléments l ' ’l est justifiée par leurs apparitions dans certains
commutateurs :
min(p,r)
_ Z 0| K2t =1r=p;Li| -1
= 14 t 2 4

avec 1 <i<n, r,s<N.Onseraamené a utiliser les formules suivantes pour le coproduit.

Proposition 4.3.1. Soient1<i<nett€N. Alors

K;;0 K;;0 K;;0
o[5S,
| Z ' :
-Li;O . J Ll,O —r Ll,O —r
r t
3 A K;;0;L; _ K;;0; L; I K;;0; L ,
I t p r—r ! !
r t
Zi;o _ Zi;o —r Zi;O t—r
o () -3 eo ]

Démonstration. On ne montre que la premiere égalité, les autres se font de méme. On pro-
cede par récurrence sur ¢. Pour t =0 il n'y arien a faire et pour ¢ =1, on obtient

Ki—K! K+ K K—K' KeK—-K'eKk!
—— L ®K+K'® L= —
qi—q; qg—q;" qi—q;"

comme attendu. Supposons le résultat vérifié pour un certain ¢ € N. On a alors

Al K5O 2 o[ K60 ;' Ki®Ki—q/ K ' ® K™l
t+1|) t gt —g !
1 1
: ( Ki;O]K—r leOth P4 (a7 K — qt 'K~ )®Ki)
t—r| gt —g1
r=0 i i
Lrr r—r —r r -1
K;0| . |K;0 q; "K' ®(q; K'_CfK- )
" (fl—f]Kirg) : ]K” ;" —a; " |
r=0 1
_ t ( ;0 fr®lKl’0‘|Kt qu (qt r+1 ql—t+r—1))
— r—r+1 qH'l_ql
N t Ki;() —r-1 Ki;o ., ql_t—r(qirﬂ_qi r— 1))
e t—r i r+1 qit+1_qi—t—1
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Il ne reste plus qu’a changer d’indice dans la seconde somme

(-5,

r=0

r+1
Kl,O
(59

K;;0
t+1

i +1_ ,—1—1

q; q;
K;; O] - 4 a] — q;r))
r J ’

t+1 _ —t—1

4 4

Kir ® [Kl; 0] K‘t7r+1 qi—r(qit—r+1 _ qi—t+r—l))
r 1

K'®

et a remarquer que

qi—r(qit—r+l _ qi—t+r—1) N qit-t-l—r(qir _ ql—r) _ qit—2r+1 _ qi_t_l + qit+1 _ qit—2r+1 1

t+1 —t—1 t+1 —t—1 t+1 —t—1
q;, —4q; q;  —4; q, —4q;

O

Lintersection de 7;*(g) avec 2,(97° (resp. 2,(g)°, resp. 2,(g)<") sera notée @;}‘as(g)>0
(resp. @Zfs(g)o, resp. @;es(g)<°). Il n’est pas difficile de montrer que pour 1 < i < n,’automor-
phisme 7; défini dans la Proposition 4.1.12 se restreint en un automorphisme de @;es(g).
Comme dans la partie 4.1.6, on a:

Proposition 4.3.2 ([Lus90b, Theorem 6.7]). Les éléments

l_[ EOE”“), n, €N

acdt

forment une .</ -base de @;es(g)”.
Les éléments

| [E", naeN

aed+

forment une .o/ -base de @;es(g)“).

La quasi-R-matrice O étudiée dans la partie 4.1.7 est un élément d’'une complétion de
@;es( g)®@;es( g): cecidécoule de laformule explicite (4.8). Il en est de méme pour son inverse
grace aulemme 4.1.18. On note toujours cet élément ©. Cautomorphisme ¥ de 7,(g)®%,(g)
se restreint lui aussi a un automorphisme de .¢/ -algébres de @;es(g)ca @;es(g), que 'on notera
encore V. La proposition 4.1.19 reste valable dans la forme intégrale @;es(g) de 2,(9):

OA(u)=(ToA?)(1)O, (IdO®A)O)=V;»(0:3)0,, et (A®id)(O)=T,;3(0,3)0,3,

pour tout u € @;es(g)

4.3.2 Spécialisation a une racine de 'unité

On se fixe désormais & une racine de I'unité dans C d’ordre /. On note I’ = [ si [ est
impair et [’ = é si [ est pair, de sorte que [’ est 'ordre de &? dans C*. On considére le mor-
phisme d’anneaux

g — C
qg — &’

qui nous permet de voir C comme une .<f -algebre.
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Définition 4.3.3. La spécialisation Z:(g) de Z,(g) en & est 'algebre 9{7‘35(9) ®, C.

. . . (a,2)

Introduisons pour 1 < i < n les entiers /; comme les ordres de &; = £z
I!=1; sil; estimpair I/ = % si I; est pair de sorte que [/ est 'ordre de &2.

Au vu des générateurs de 9;85(9), I'algebre spécialisée Z:(g) est engendrée par les €élé-

ments
1) o) -1 41 |Kisc| [Lic| | Ki;c;L; z:;C
SR [ t H 1 H P L Nt

et posons

avec1 <i < n, rt €Netc €Zquine sont autres que les images dans Z:(g) des élé-
ments correspondants de @;es(g). Il existe des relations supplémentaires dans %;(g) liées
aux ordres des racines de I'unité &;, comme par exemple
4 M 4 4 4 14
E'=0,F"=0K =1L =1K, =L].
L'image de © dans %:(g) sera notée ©;. C’est un élément inversible d’'une certaine com-
plétion de Z:(g)® Z:(g). Lautomorphisme d’algeébre W se spécialise également en un auto-

morphisme VU; de I'algebre 2:(g) ® Z:(g). Les relations de la proposition 4.1.19 sont encore
vérifiées dans la spécialisation :

O:A(u)=(T: 0 A®)(u)O;, (Id®A)O:) = (P;)15((0:)13)(O¢ )12,
et (A®id)(O:)=(¥:)x;(©:)13)(Or )23,

pour tout u € Z:(g).

4.3.3 Représentations de I’algebre spécialisée
La théorie des représentations de %;:(g), tout comme celle de Z;(g), est bien plus com-
plexe que celle de %,(g). Comme expliqué dans [CP95, 11.2.A], conserver la définition

{meM|Km=E""m,Lim=E"“"m, ¥1<i<n}

des espaces de poids d'un Z;(g)-module M n’est pas adapté : on n’arrive pas a distinguer
les poids (A, u) de (A + [, ;, u) par exemple.
Définissons I'espace de poids (4, u) d'un Z;(g)-module M comme

{ Y K;;0 Aal
M/Mu:{meM Ki'm:giml>m»Li'm:du’aﬂm’[ l ]m:l( l(’Zl)] m,

i ,.
B v
lL}’,O] m= l(u’ﬁ" >] m, V1<i< n}

K;;0 L;0] , e
}, et l ;, ] n’est pas surprenante : la formule définissant
i i

ces éléments dans @;es(g) n’est plus valide dans Z;(g) puisqu’on devrait diviser par 0. On a
de plus une identité reliant les coefficients binomiaux quantiques en une racine de I'unité

d’ordre d ala division euclidienne par d ou 4.

L'apparition des éléments [
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Lemme 4.3.4. Soientd un entier, { une racine de l'unité d'ordre d et d’ l'ordre de {?. Soient
a et b des entiers positifs avec a > b dont la division euclidienne par d’ est a = a,d’ + a, et
b =b,d’+ by, avec0< ay, by < d’'. On a alors

a /7 ’ (a1+1)b1+a1 b0+a0b1 al a,
=(—1 (d’+1)(a,+1)by ( »d 0 .

5

Remarque 4.3.5. Si d estimpair, on a d’ = d et le lemme 4.3.4 se réécrit

i -Gl

ce qui est exactement [CP95, Lemma 9.3.6].

Démonstration. Rappelons tout d’abord une version quantique de la formule du bin6me
de Newton. Pour m € N et X une indéterminée on a

m—1 m

2k v\ _ k(m—1)| M k

[ [a+2%x)=> ¢ [kl x*,
=0 k=0 4

Comme {72 | 0< k < d’} est'ensemble des racine d’-iemes de 1'unité dans C et que

d'—1 d'—1

l_[(l +§2kX) — é«d’(d’—l)l_[(X_i_ g—zk)
k=0 k=0
on obtient
d’—1
n (1 + ngX) — gd’(d’—l)(Xd’ _ (_l)d’) — gd’(d’+l)(Xd’ + (_1)d’+1)‘
k=0

D’une part on a

Q
|

(1+%*X) =Za:C’C”‘” [ZLX’“,

0 k=0

~
Il

et d’autre parton a

1

7

(1 + ngX) — (gd’(d’—#l) (Xd’ +(_1)d’+1))“1 (ﬁ(l + CZkX))

k=0

it [ [ a D N[> k| @
:é»d (d’+1) I(Z(kl)(_l)(d +)(ay—k) x kd )(ng( 0 1)[ ko] Xk).
k=0 ¢

k=0

=~
Il

0

SiI’on compare le coefficient de X?, on trouve

ghla-D a :gd’(d’+1)a1+b0(ao—1)(_1)(d’+1)(a1—b1) a \|ao ,

ce qui, combiné avec le fait que {¢@+1) =(—1)?+!, donne le résultat annoncé. O
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Avec cette définition des espaces de poids, on sépare les poids comme attendu :

Proposition 4.3.6. Soient (A, u) et (A, u’) deux poids d'un module M. Alors M, , = M}, ,,» si
et seulement si (A, u) = (A", u).

p . . , ray NaY
Démonstration. 1l suffitde montrer quesipourtoutl <i<n,& i 4 _ g E “)

et

(A, al)
.

/ \Y
[M },ai >] alors A = A/, et de méme avec u et u’. Pour cela, il suffit de montrer le lemme
i &

suivant :

Lemme 4.3.7. Soit { une racine de l'unité d’ordre d et d’ l'ordre de {?. Soient r et s deux

entiers tels que " =* et r, = S, .Alorsr=s.
a 4 a 4

Démonstration. 11 découle dulemme 4.3.4 quesir >0

n sid' =d,
L;,l =< (=)t sid/ = % et d’ impair, (4.10)
¢l (=ren sid'=4% et d’ pair.
—r o|r+d =1 , .
Comme al = (—1) d’ , les formules ci-dessus restent valides pour r € Z.
4 4

Ecrivons maintenant la division euclidienne de r pard’ : r = nd’+ ryavec 0 < r, < d’.
Soit 0 < r’ < d 'unique entier tel que ¢ ="',
Supposons d’abord d’ = d, et donc nécessairement d’ est impair. Il découle de (4.10)
r . r
que| ,,| =netainsir=| | d' +7r’.
d 4 d 4

Supposons maintenant que d est pair. Soit r” = r'si0 < r' < d’ et r” = r’'—d’ si-

non. Sid’ = % est impair, il résulte de (4.10) que L;,] = (=1)o*tn*tlp Sir” =r"alors r =

(—1)"+! c;’ +r” etsir”#r alors r =(—1)" c;’ s
: 4
Enfin, si d’ = % est pair, il découle de (4.10) que L;/] =(=1)r et r=(-1)" L;/] 4
r. ¢ z -

]

Terminons par une derniere propriété que I’on souhaite sur les espaces de poids, en ce
qui concerne le produit tensoriel de deux espaces de poids.

Proposition 4.3.8. Soient M et M’ deux 9:(g)-modules, (A, u) un poids de M et (A',u’) un
poids de M'. Alors (A+ A', u+ u’) est un poids de M ® M’ et M, , ® M, ,, S (M ® M")54 5 -
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Démonstration. 11 suffit de montrer que M; ,® M, ,, S (M ®M’); 5/ ,,4,v- SOient m € M non
nul de poids (A, u) et m’ € M’ non nul de poids (A, u’). Comme K; et L; sont de type groupe,

A+ a)) )

ilestclairqueKi-m®m’=§§ m®m’etqueL,~-m®m’=§§. m®m’. Il reste a

. K;;0 L;;0 I .
comprendre 'action de [ : ] et [ | sur m® m’. D’apres la proposition 4.3.1, on a

ll.’ ll.’
K;;0
I

1

mem'.

-mem = .
l/'—r r !
r=0 l Si

4
/ [(A, aly)] [(7&’, alY)l g(l;—r)</v,oc,v)—r</1,alv>
3 i

La g-formule de Vandermonde [Lus10, 1.3.1 (e)] permet alors de conclure. On fait de méme

L;0
pour l'action del ;, l O

On s’intéresse a la catégorie 6> dontles objets sont les Z;(g)-modules M de dimension

finie tel que
M= P M,
(Au)ePxPpP

Comme dans le cas générique, on a El.(r) "M, ©S Mg, pira; €8 Fl.(r) "M, S Mo, p—ra;-

Une maniere de construire des Z:(g)-modules est par spécialisation. Soit (A, u) € P+,
Dans la partie 4.2.1, on a construit un %,(g)-module simple de plus haut poids L(A, u).
Considérons le sous—@ffs(g)—module L™s5(A, u) engendré par un vecteur de plus haut poids
choisi au préalable. Le module de Weyl est la spécialisation de L™5(A, u)

We(A, 1) = L2, 1) ®,, C.

C’est un Z:(g)-module de plus haut poids (A, u) mais il n’est pas nécessairement simple.
C’est un quotient du module de Verma et il a une téte simple que I’on note L¢(A, u). La spé-
cialisation n’affectant pas les espaces de poids, le caractere du module de Weyl est toujours
donné par la formule de caractere (4.9).

Grace a la quasi-R-matrice ©; et au choix d'une racine L-iéme & UL de &, on tresse la
catégorie 6> comme dans la partie 4.2.3, tout se traduisant mutatis mutandis. On dispose
également de dualité et de structures pivotales comme dans la partie 4.2.4.

4.3.4 Modules basculants

Une derniere classe de modules est considérée, les modules basculants. Ces derniers
ont été étudiés par Andersen [And92] dans le cas de %:(g).

Définition 4.3.9. Un Z:(g)-module M est dit basculant sialafois M et M* ont une filtration
avec quotients successifs des modules de Weyl.

Pour plus de détails concernant le cas de %:(g), on se réfere a [Saw06]. Les modules
de Weyl étant des spécialisations des modules simples pour %,(g), les poids des modules
basculants sont contenus dans P.

Proposition 4.3.10. Pour n'importe quel (A, ) € P, il existe un module basculant indé-
composable T (A, u) tel que T(A, )y ,» = 0 sauf si (A, u’) < (A, u) et tel que T (A, ), estde
dimension 1.

De plus, tout module basculant indécomposable est de la forme T (A, u) pour un poids
(A, u)e P .
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Démonstration. Lexistence provient de celle de tels modules basculants indécomposables
pour %:(g). En effet, le poids (4, u) € P* étant fixé, il existe un module basculant indécom-
posable pour %;(g) avec un vecteur maximal de poids ’1% On tensorise alors ce module
avec L (A%“, —’1_7“) pour obtenir un module basculant indécomposable pour Z:(g) satisfai-
sant les conditions de la proposition.

Soit T un module basculant indécomposable. En utilisant I'action des éléments cen-

traux z;, lz 0] pour 1 <i < n, on peut montrer que A —u ne dépend pas du poids (A, u) de

l/
T. Ainsi, en tensorisant T par L; ( ,—H ;’1), on obtient un module basculant indécompo-
sable pour %;(g) qui est alors 1somorphe a T (x,k) pour un certain k € P* ]

Comme un facteur direct d'un module basculant est encore un module basculant, tout
module basculant est somme directe de modules basculants indécomposables. De plus, le
produit tensoriel de deux modules basculants pour %;(g) étant toujours un module bas-
culant, il en est de méme pour les modules basculants pour Z;(g).

La sous-catégorie pleine de 6> des modules basculants est loin d’étre une catégorie de
fusion : elle n’est ni abélienne, ni semi-simple. On va alors semi-simplifier cette derniere, et
pour cela, il nous faut comprendre les modules basculants indécomposables de dimension
quantique non nulle. Comme tout module basculant indécomposable est isomorphe a un
module de la forme T'(A, u) ~ (’1;“ M )®L§ (M —M) on peut utiliser les résultats bien
connus pour %;(g). Le théoreme qui su1t est une conséquence directe de [Saw06, Theorem
2].

Notons D = max, ges % Cet entier vaut 1 si g est de type A, D, E, vaut 2 si g est de
type B, C, F, et vaut 3 si g est de type G,. On note 6, la plus grande racinede ®si D | I/, la
plus grande racine courte de ® sinon. Enfin, on note & le nombre de Coxeter de g et h" le
nombre de Coxeter dual de g. Soit C I'’ensemble de poids dominants suivants

C={AeP|(A+p,0,) <1}

Théoreéme 4.3.11. On suppose que I’ > Dh" si D | I’ et I’ > h sinon. Alors T(A,u) est de
dimension quantzque (positive ou négative) non nulle si et seulement siZt e C. De plus,
sous la condition “ € C, on ades isomorphismes T (A, u)~ W:(A, u) ~ ;()L, ).

Similairement 4 la notation P, on note C I’ensemble des paires (A, u) € P x P telles que
A+ue2cC.

4.3.5 Semi-simplification de la catégorie des modules basculants

A partir de maintenant, on garde les hypothéses sur / du théoréme 4.3.11. On construit
une catégorie de fusion en utilisant un procédé de semi-simplification pour les catégo-
ries pivotales. Comme la catégorie des modules basculants n’est pas abélienne, on utilise
une version pour les catégories karoubiennes [EO18, Section 2.3]. Les hypotheses de [EO18,
Theorem 2.6] sont vérifiées puisque

1. la catégorie des modules basculants pour Z;(g) est une sous-catégorie d'une catégo-
rie abélienne,
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2. aun élément inversible pres, les dimensions quantiques positives et négatives sont
égales.

On note alors par 7; la catégorie semi-simple obtenue a partir de la sous-catégorie
pleine de 6 constituée des modules basculants. Le tressage ainsi que la structure pivotales
sont transmis a la catégorie 7; et les objets simples sont les modules basculants indécom-
posables de dimension quantique non nulle, a savoir les L:(A, u) avec (A, u) € C. 1l existe
toujours une graduation fidele par le groupe P

Te=D 7,

yeP

ou 7; , est engendrée additivement par les objets simples L:(A, u) avec A —u =2, ce qui

, . . e 1 z;;0
peut également s'interpréter en terme d’action des éléments centraux z; et [ ' ] Exacte-

I
ment comme dans le cas générique, chaque 7; , est équivalent a la catégorie d(le fusion des
modules basculants pour %;(g).

On calcule a présent la S-matrice et le twist de la catégorie 7:. Par définition, la S-
matrice est la matrice (S, v, w,ov wec définie par

St ey =Tr] L)@ LA €L, L) © CLe), L))

le morphisme c étant le tressage. On choisit le twist 0 relié a la structure pivotale a via le
morphisme de Drinfeld comme expliqué dans la partie 3.1.1. Rappelons que le morphisme
de Drinfeld u est le morphisme obtenu par la composition

idy ® coevyx Cx, x+®id xux evy ®id

X XX X" — X" XX — X*™.

Rappelons également la formule de la quasi-R-matrice ©: de Z:(g)
o:=]] (Zq [n)g,de—aq;" )" ES @ E" )
acd+

ainsi que le choix de I'élément pivot L,,. Ainsi les traces quantiques positives et négatives
d’'un endomorphisme f d'un objet M sont données par

Try,(f)=Ti(Lyp f I M) et Try (f)=Te(fL;, | M)

Proposition 4.3.12. On conserve toujours les hypotheses sur | du théoreme 4.3.11. Soient
(A, u) et (X, ') dans C*. La S-matrice est explicitement donnée par

Z (2p+/1(w0(/1/ W)+, (we(A, 1)) +2p)
S weW
(A ),(Ap) = Z w(=1) E(2p,we0) ’
we
et le twist est
A2
Or. = EVPH i 5, -

Démonstration. Commencons par le twist . Fixons (A, ) € C. Comme I'objet Ls(A, u) est
simple, le twist estla multiplication par un scalaire, que I’on peut calculer directement dans
la catégorie 6:. On note v, , un vecteur de plus haut poids de L:(A, u). En reprenant la
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définition du morphisme de Drinfeld, on trouve que uy ; ,)(v;,,) estI'élément suivant de
Le(A, u)™:
pe Li(anu’)* — g_(%u) SO(UA,‘u))

tandis que par choix de la structure pivotale a;,, (v ) estI'élément

@ € Le(A, )" — E¥PH (v, )

de Lz(A, u)**. Ainsi on trouve bien 0;(; ,) = E42P1id; 5 ).
Intéressons nous désormais au calcul de la S-matrice. Comme pour le twist, on peut
calculer la S-matrice dans ;. Pour tout objet M de 6, I'application

(id .0 ® Try, ) (0t ot © Crerpnm)

estun endomorphisme del'objet L:(A, i) qui est simple car (4, u) € C.Cetendomorphisme
est alors un scalaire que I'on calcule sur un vecteur de plus haut poids v, , de Lz(A, u). Soit
m un vecteur de poids (1’,u’) de M. Comme v, , est de plus haut poids, il est annihilé par
les E\") et ainsi

A, ’
M, L) © L (Vay ® M) = g M, L) (M ® Uy )

On prend maintenant la trace partielle id; ., ,, ® Tr;, de cette expression et on ne s'intéresse
qu’a la composante sur le vecteur de poids v, ,. Comme Fa(") - Uy, West pas de poids (A, u),
seul le terme 1® 1 de O contribue a cette trace partielle. Ainsi

: + Tt M \:
(ldLg()\,ll) ®Try,) (CM,Lg(A,u) ° CLg(A,u),M) =Try, (‘PM) idz, o

o g} (m)=¢ A1+ 251 g pour m un vecteur de poids (A/, u’) de M.

Maintenant, fixons (A/, i) € C. Par ce qui précéde, on a montré que

. Lg(l/, /)
S(?L,u),(/l’,y’) = d1m+(L€(7L, ‘U,)) Tl'Jr ((IDA,;M H )

Il ne reste plus qu’a utiliser la formule de caractére (4.9) pour conclure que

Z GW(_1)l(w)€<2p,(W°(7t,u))z> Z EW(_I)I(W)é‘(2P+7L'(w’(l’,ﬂ'))zH(Hv(w’(l’,ﬂ’))ﬁ
— w w
S(A“u)y(l/“u/) - Zwew(_l)l(w)§<2p'w.o> ZWGW(_I)l(u;)é‘(Zp-M-hu,w-O) ’

les dénominateurs apparaissant étant non nuls grace a '’hypothese faite sur /. Comme
p+A+u, we0)=_2p,(w'e(A,u))) —(u 2p) cecise simplifie en

Z ew (_1)1 (w) g(ZpM,( we(A,u))o)+(u,(we(A,u)) +2p)

S}L )U N —
(A,u), (A7) zwew(_l)l(w)ng,woO)
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4.3.6 Une modularisation partielle : les premiers objets transparents

Contrairement a la catégorie de fusion construite a partie des modules basculants de
9:(g), il existe une infinité d’objets simples non isomorphes dans 7:. Pour remédier a cela,
on trouve des objets transparents simples inversibles dans 7; et on ajoute des isomor-
phismes entre ces objets et]’objet unité 1. Nous suivrons la construction de Miiger [Miig00].
Il existe une construction équivalente, du a Bruguieres [Bru00].

Proposition 4.3.13. Soit v € (I’QY)N P. Lobjet inversible L:(v,—v) est un objet transparent
de 7. Ses dimensions quantiques positive et négative sont égales al et il est de twist1 ou—1.

Démonstration. Lobjet L:(v,—v)étant inversible, il est plus simple de calculer directement
le double tressage que d’utiliser le critére de Bruguieres [Bru00, Proposition 1.1]. En effet,
le double tressage cr.(,u)1.(y-v) © CL:(v-,L:(1,n) €St UN scalaire, quel que soit I'objet simple
Lz(A, u). Par un calcul sur un vecteur de plus haut poids, ce tressage est la multiplication
par £#~4 Comme v est dans I’Q" et que u— A est dans 2P, on a (v,u— A) € 21'Z et donc
le double tressage est l'identité : 'objet L:(v,—v) est transparent.

La dimension quantique positive de L:(v,—7) est donnée par I'action de L,,, et vaut
ainsi %", Comme ve€ I'QY et 2p € 2P, la dimension quantique positive est égale a 1. De
meéme pour la dimension quantique négative.

Enfin, le twist de I'objet Ls(v,—v) est donné par 27~ qui vaut manifestement +1 en
fonction de la valeur de (v, v). O

Remarque 4.3.14. Le cas d'un objet inversible L:(v,—v) de twist —1 avec v € (I’Q")N P peut
se produire. Supposons g de type B, et [ =21’ avec I’ impair. Onall = {a;, @, } avec , courte
et a, longue, de sorte que a} = @, et &) = . On considere v = I’a}. Cet élément est bien
dans (I'Q¥)N P car a € P. De plus (v, v) =" etdonc 0, (,_,) =& =(—1)!' =—1.

On consideére . la sous-catégorie tensorielle pleine de 7; engendrée par les L:(v,—v)
de twist 1 avec v € (I’QY)N P. Dans un souci de simplification de notations, on notera I()
I'objet L:(v,—»). On rappelle la construction de la catégorie 7; x ¥ de [Miig00, Definition
3.12], qui sera plus simple dans notre cas puisque tous les objets de . sont de dimension 1.
Pour tout v, v €(I’QY)N P, on choisit un isomorphisme ¢, ,, € Hom (I(v)® I(V), I(v+ V)
tel que pour tout triplet v, v/, v € (I’QY)N P, le diagramme

v,

IMeI(V)e1(v) 222 1(v+ )8 I(v)
Jaeen Lo (4.11)

Poawt

IMRI(V+ V) ——— I(v+ v+

commute. De tels isomorphismes sont construits en choisissant un vecteur non nul v, dans
chaque I(v), qui sont, dans 6;, des modules de dimension 1 (dimension en tant qu’espace
vectoriel et non dimension quantique) ; 'isomorphisme ¢,, ,, envoie alors simplement v, ®
Uy SUT Uy py.

Considérons en premier lieu la catégorie 7; x,.# avec les méme objets que 7 et comme
espace de morphismes entre X et Y

Homy,,,»(X,Y)= ) Homu(X,I(»eY).

ve(l’QV)NP
91(,,)21
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On a simplement rajouté des isomorphismes entre X et I(v)® X pour tout objet X et I(v)
simple dans 7. La composition de f € Homg. (X, I(v)® V) etde g € Hom(Y, I( V)®Z)dans
T: xS est donnée par

i .y ®id
X —L 5 imey -5 1melv)ez 22 v+ v)e Z .

La compatibilité de la famille de morphismes (¢,, ), yeovnp donnée par le diagramme
(4.11) assure que la composition est bien associative.

Cette catégorie est également munie d'un produit tensoriel, qui provient de celui de
e : c'est le méme au niveau des objets, et le produit tensoriel de deux morphismes f €
Hom,. (X, I(v)® Y) et g € Homg (X ,I(v)® Y’) est défini comme la composition

id ®CY,I(V’)®id

XoX L%y (mevel(v)e Y’ IMeI(V)eYeY

(pv,v’@id

— S I(v+V)eY Y.

La compatibilité de la famille de morphismes (¢,, )y, yeovnp donnée par le diagramme
(4.11) assure a nouveau que ce produit tensoriel munit 7: X% d'une structure de catégorie
tensorielle semi-simple, voir [Miig00, Section 3.2] pour plus de détails.

La dualité sur 7; s’étend immédiatement en une dualité sur 7; x,.%. En ce qui concerne
la structure pivotale, il est crucial que les objets de . soient de twist 1, exactement comme
dansla preuve dulemme 3.4.13. Ainsila structure pivotale de 7; munit 7; x,.% d'une struc-
ture pivotale.

Enfin, I'existence d’un tressage sur 7; X,.% est assuré par le fait que les objets de . sont
transparents (voir [Miig00, Lemma 3.10]).

Maintenant, dans le cas général, la catégorie 7; x . est définie comme la complétion
idempotente de 7: x,.%. En effet, il se peut que des objets simples dans 7; aient un anneau
d’endomorphismes de dimension plus grande que 1. Ce n’est pas le cas ici puisque |'objet
I(v) estdansla composante J; , dela P-graduation de ;. Ainsi, si ¥ # 0, un objet simple X
et son tensorisé par I(v) ne peuvent étre isomorphes puisqu’ils sont de degrés différents. La
complétion idempotente 7: X.% de 7 X,.# n'est autre que la catégorie 7; . elle-méme.
Le but de cette construction était d’aboutir a une catégorie avec un nombre fini de classes
d’isomorphie d’objets simples.

Proposition 4.3.15. La catégorie 7: X admet un nombre fini de classes d’isomorphie d’ob-
jets simples.

Démonstration. Soit G le quotient de P par {v €(I'QY)N P | 6(,) = 1}. La catégorie 7: x ¥
est G-graduée et chaque composante a un nombre fini d’objets simples, a savoir |C|, puis-
qu’'équivalente a la catégorie de fusion des basculants pour %;:(g). On conclut en remar-
quant que G est fini, car P/((I’QY)N P) se surjecte sur G. O

4.3.7 Une sous-catégorie entiere

La catégorie 7, tout comme son homologue pour %;(g) possede une sous-catégorie
intéressante. On note Z(7;) la sous-catégorie pleine de 7; engendrée additivement pas les
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objets L:(A,u) avec (A,u) € C et u € Q. Cette catégorie est stable par produit tensoriel,
comme on le voit déja au niveau de 6:. Dans le cas de %:(sl,.,), Masbaum et Wenzl ont
montré qu'un analogue de cette sous-catégorie est modulaire, sous I’hypothese [ pair et
pged(l/,n+1)=1.

Exactement comme pour 7, il existe un nombre infini de classes d’isomorphie d’objets
simples dans Z(7;). On dispose toujours des objets transparents I(»), mais cette fois pour

ve(l’QV)NQ.
Lemme 4.3.16. Supposons ve(lI’QY)NQ. Le twist de I(v) est égal al.

Démonstration. On doit montrer que pour tout v€ (I’QY)NQ, ona (v, vy =0 mod [. Quelle
que soit la valeur de I, on a (v, v) € I’’Z, donc il ne reste qu’a considérer le cas ot [ = 21’
avec [’ impair.

Supposons que g n'est pas de type G,. Dans ce cas, (I’QY)NQ = I’Q et on conclut faci-
lement en remarquant que pour A € Q, (A, A) est pair (rappelons que (:,-) est normalisé de
sorte que (a, @) =2 pour les racines simples courtes).

Traitons a partle cas de g de type G,. Si de plus I’ n’est pas divisible par 3,ona(’Q")NQ =
I’Q et on conclut comme précédemment. On suppose ainsi [ =21’ avec [’ divisible par 3.
On note a laracine simple courte et  laracine simple longue, de sorte que ¢ = a et ¥ = g

l/Vﬁ

Onaalors (I'Q")NQ =1'Q" et pour v=1"v,a+ "B €l'Q",ona
/ 2 N
(7 V)=12(2Vi—2vaws+§vf,):21 3BY=8va v+ %),

ce qui assure que (v, ¥) =0 mod [ puisque 3 divise /’. O

On peut a nouveau construire la catégorie Z(7;:) x ., ou . est cette fois-ci la sous-
catégorie pleine de Z(7:) avec objets les I(v), pour v € (I'QY)NQ. Comme tous les objets de
< sont transparents, de dimension 1 et de twist 1, la catégorie Z(7;) X . est une catégorie
tensorielle semi-simple, pivotale et tressée qui est de plus graduée par le groupe P /((I'QY)N
Q)

LTS = P 2%,
veP/((I’'QV)NQ)
Néanmoins, il n’y a pas d’équivalence entre Z(7;), et Z(J:), si v ¢ Q. Il existe tout de méme
une équivalence entre Z(7:), et Z(7:), siles images de v et v coincident dans P/Q.

Proposition 4.3.17. La catégorie Z(T:)x ./ est finieet a|C||Q/((I'Q¥)N Q)| classes d’isomor-
phie d’objets simples.

Démonstration. Sil’on choisit des représentants v,,..., v, de P/Q dans P/((I’'QV)NQ),ily
a |C| classes d’isomorphie d’objets simples dans GB;C:I Z(Tx),,. Ainsi la catégorie Z(T:) x
a|Cl|Q/((I’QY)N Q)| classes d’'isomorphie d’objets simples. O

4.3.8 Non dégénérescence de 7: X . et transparents de Z(7;) X

Dans cette partie, on suppose que [ = 2Dd pour d > h' et ainsi I’ = Dd. De plus
DdQY CQ etlelemme 4.3.16 assure que I(7) est de twist 1 pour n'importe quel ve DdQ".

Proposition 4.3.18. Supposons de plus que & = exp (%). La catégorie 7z X S est non dégeé-
nérée.
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Démonstration. On s'inspire de la preuve de [BKO1, Theorem 3.3.20], pour montrer que le
carré de la S-matrice de 7; X . est inversible. Comme pour tout w € W et (A, u) € Pona

A+ A— A+ A—
wO(A,,u):(wo 'u+ ‘u,wo H_ ‘u),
2 2 2 2

on peut réécrire la S-matrice de 7 X % sous la forme

— reppu—ntu'—n)=2p—nu'—n') &
S(Avﬂ)v(”vﬂ/) = g Sn,n/

ouA+u=2n, A+u =2n ets estlaS-matrice de la catégorie modulaire des modules
basculants pour %;(g) (voir la preuve de [BKO1, Theorem 3.3.20]). Les objets simples de
T:x < sont indexés par {(A,u) € P x P |A+u€2C}/DdQ" ensemble qui est en bijection
avec C x P/DdQ" en envoyant (A, u) sur (n, u). Ainsi

(S? o0 H,,):gQP’H—’HH”—’I”) E Sy Sy —2(n/ 2p+n—u+n"—u") E g2 2prn—ptn =)
n’eC weP/DdQV

=IP/DAQV|62p ty—ptn—u"eDdQv
= |P/DdQV|52p+n—/.t+n”—/.t”eDdQV§<2p’2p> Z Sr] r]’sn N’
neC
= 02p+n-p+n'—ureDdQv Oy —wy(n)
= 0wy ()0 pre2 s n——wyn+DdQV K
ol k est une constante non nulle. Comme y est un élément de P/D dQV, la matrice S? est, a
une constante non nulle pres, la matrice de permutation (8 ) —2p 2p)-wo(hw) v pry.

Le carré de la S-matrice de 7 x . n’'est pas donné par la dualité, ce qui correspond au
fait que la catégorie 7: x ¥ n'est pas sphérique. Lobjet 1 introduit dans 3.1.4 n’est autre
que L:(—2p,2p).

Maintenant, passons au cas plus intéressant de la catégorie Z(.7): X -, qui contiendra
encore des objets transparents dans le cas général. On ne suppose rien de supplémentaire
quanta&.

Théoréme 4.3.19. LacatégorieZ(T )X a|P Q| classes d'isomorphie d’objets transparents.
AinsiZ(T): x & est non dégénérée si et seulement si g est de type Eg, F, ou G,.

Démonstration. D’aprés [EGNO15, Lemma 8.20.9], I'objet simple L:(A, u) est transparent
si et seulement si

dim~(L:(%, )
(o Bodderions = D, Gy o oy St S ion 0.
(e ;

Tout comme dans la preuve de la proposition 4.3.18, on pose 2n =A+u et2n’ =A+u/,
et n,n’ dont des éléments de C. Ainsi

E E 2(2 — (2 + V—2( "y 2p.u'—n') =
(hxu»hoo ></ g o0 =) 5 P u—N+u'—n u=n,u'=n Sr]r;g L1 Sn’,o
n’eC p'eQ/DdQV

= gpu—n) Z g2’ = u)sn S0 Z g2 )

e weQ/DdQV

|Q/DdQV16y—pepapv

=1Q/DdQ"16,—pepar+ Z Sy S0 EXPHTH,

n’eC
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Lemme 4.3.20. Soity € DdP". Pour tout w € W, la différencey — w(y) est dans Dd Q" .
Démonstration. Voir [Bou68, VI.1.10, Proposition 27]. O

Maintenant, fixons y € DdP". Similairement a [BKO1, Section 3.3], on dispose d'une
action du groupe de Weyl affine W* = W x DdQ" sur P telle que C contient exactement
un élément pour chaque orbite de stabilisateur trivial sous I'action translatée de W* (dans
[BKO1, Section 3.3], le sous-groupe des translations de W* est engendré par dQ", mais Q"
est plongé dans P en utilisant la forme bilinéaire D~'(;,-)). Comme §,, ., = (=1)")§, ., et
grace au lemme 4.3.20, on trouve que §, 5, (&2 +7"#~ est invariant sous I'action transla-
tée de W*. La sommation sur C est donc remplacée par une sommation sur P/DdQ" et
en utilisant la formule de § on obtient :

/ ]. ’ / /7
T q 2 ) — I I 2 ,
E Snvn’sn’,og {o+n"7) E (=1) (w)+1(w") E £ (' +p,wn+pl+w’(p)+y)

n’eC |W|K w,w'eW n’eP/DdQV
_|P/DdQY|
Wk

I(w)H(w'
(=1t )5w(n+p)+w’(p)+y€DdQV’
w,w'ew

avec K une constante non nulle.

Comme y € Dd PV, le stabilisateur de y pour I'action translatée est triviale, et il existe
un unique élément ¥ € C dans |'orbite de y sous ’action de W* : on se donne alors w0 € W
telquey +p € w(7+p)+ DdQ". Ensuite w(n+p)+ w'(p)+y € DAQV si et seulement si
wn+p)e—r—w'(p)+DdQY.Mais w'(p)e—w'(y)+w w(¥+p)+DdQ" etainsi, grace au
lemme 4.3.20, w(n+p)+w’'(p)+y € DdQV sietseulement sin+p € ww’ w wy(—wy(7)+
p)+DdQY. Mais ceci est possible si et seulement si 11 =—w,(7) et w = w’ i w, et enfin

I 3 2{p+n"y) — 1(@)+1(wo)
DI =k(—1) V6 )
n’eC

On peut donc conclure que les objets simples transparents de Z(7 ) x - sont indexés
par (A, u) avec ? =yeDdP'/DdQ" et @ =—wy(¥), 7 étant 'unique élément de C dans
|'orbite de y pour I'action translatée du groupe de Weyl affine W<. O

Remarque 4.3.21. Le fait que I'on ne suppose rien de plus sur £ provient du fait que la S-
matrice de Z(7;) x . prend ses valeurs dans le corps Q() tandis que celle de 7: x.# prend
ses valeurs dans le corps Q(&'/%). Ainsi un argument galoisien permet de montrer la mo-
dularité de 7; x ¥ pour £V = exp([%’z) avec k premier a Dd L, mais pas pour n'importe
quelle valeur de &. Ceci se produit déja dans le cas de la catégorie des modules basculants

pour %:(g), cf. [Row06, Section 4] pour plus de détails.

4.4 LetypeA

Dans cette partie, on étudie en détail la catégorie Z(7;) X # pour g =sl,,,, a une racine
paire de I'unité.
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Notations. Dans cette partie, et uniquement cette partie, on suppose que
g = sl et que & est une racine primitive 2d -ieme de l'unité avec d >
n+ 1. Pour étre cohérent avec les notations de la partie 4.3 on pose | =2d
et I’ = d. Les conventions de [Bou68, Planche I] seront utilisées pour la
numérotation des racines.

4.4.1 Lacatégorie Z(J;)x S

Les racines ayant toutes la méme longueur en type A, le réseau des poids Q est égal au
réseau des copoids Q" et ainsila catégorie Z(7:)x. admet |C||Q/d Q| classes d'isomorphie
d’objets simples. De la description de C dans la partie 4.3.4, on obtient

C= {iniwi eP* ini < d—(n+1)}
i=1 i=1

de sorte que |C| = (d;I) etdonc que Z(7:)x < a d ”(‘T) objets simples a isomorphisme
pres. D’apres le théoréeme 4.3.19, il y a exactement n + 1 objets simples transparents, que
I'on obtient en suivant la preuve du théoreme 4.3.19. Le groupe dP/dQ étant engendré
par dw ,, on cherche un représentant de dw, dans C sous 'action translatée du groupe
de Weyl affine :

SpSp—1""" sl(dwn +p)_p = dwn _Z SpSp—1°"" Sn+2—i(an+1—i) mod dQV

i=1
Mais S, 8,1+ Spso—i(@pi1—i) = Z;’:nﬂ_i a; etdonc
$ySp_1- S ®(dw,)=dw,—(n+1)w, moddQ",
et]’on obtient le représentant voulu dans C. Ainsi, I'objet simple

L:((d—(n+1))o,—dw,,(d—(n+1))o,+dw,)

est transparent. Comme @, + @, € Q, il existe un isomorphisme dans Z(7;) X . entre cet
objetet I = L:((2d —(n+1))@,,—(n+1)w,).

Proposition 4.4.1. La sous-catégorie des objets transparents de Z(T:) X /' est engendrée par
I en tant que catégorie tensorielle. Cet objet est de dimensions quantiques positive et négative
(—1)" et est de twist 1. De plus, la tensorisation par I n'a pas de point fixe sur l'ensemble des
objets simples de Z(T:)x .

Démonstration. Lobjet I estinversible puisque L:((d—(n+1))w,(d—(n+1))w,)'est dans
- etle produit tensoriel L:((d—(n+1))w,(d—(n+1))w@,)®L:(n,n), pour n = Z:.lzl niw;eC
est donné par

L:((d—(n+1))wy,(d—(n+1))w@;)® L:(n,n)~ Lg( ni—lwi’zni—lwi);
- i1

1
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oul'onaposén,=d—(n+ 1)—2?:1 n; = 0 (voir la preuve de [Bru00, Lemme 5.1]). Soit
(A, u) € C. Ecrivons ce poids comme

‘U':i‘uiai et /1=—u+2imwl
i=1 i=1

avec U; € Z, 1n; € Net Z?:l n; < d—(n+1). En utilisant le tressage, on obtient donc un
isomorphisme

I®L:(A, )~ Lr(HZ(ml n:)@; +dwl,u+z Nie1— )wi—dwl).

i=1 i=1

De cet isomorphisme, on se rend aisément compte que les objets I®* sont deux a deux
non isomorphes pour 0 < k < n et que I®"*Y ~ 1. On a ainsi trouvé n + 1 objets simples
transparents non isomorphes, ce qui permet de conclure quant al’engendrement du centre
symétrique par I.

La dimension quantique peut se calculer directement dans ;. En tant que %:(sl,,,)-
module, la dimension quantique de L:((d —(n+1))w,,(d—(n+1))w,) est 1 : cet objet estin-
versible et sa dimension quantique positive est réelle positive si & = exp(%) [BKO1, Theorem
3.3.9] donc égal a 1 dans ce cas puisque [ est inversible, un argument galoisien permettant
alors de le montrer pour toute racine primitive 2d-iéme &. Ainsi la dimension quantique
positive de I est celle de L:(dw,,—dw,) qui est g~4p@1) = (—1)". On fait de méme pour
la dimension quantique négative, ou bien on utilise le fait que dim*(I)dim~(I) = |I|? = 1
puisque I est inversible.

Le twist est quant a lui donné par &(@d-(m+De+2p~(n+le) — £=2dn — | T4 derniere affir-
mation provient du fait que I est un objet de degré dw, ¢ dQ. O

4.4.2 Dimension de Z(J;) x / et renormalisation

Pour calculer la dimension de la catégorie Z(7;)x ., il nous est nécessaire de connaitre
les dimensions quantiques des objets simples. Mais grace a la décomposition L:(A, u) =~
Le (%2, 28) @ Ly (52, —252) 1a norme carrée de Lz(A, u) est égale a celle de Lz (232, 23), ce

S

qui nous permet d’ afﬁrmer que
dim(Z(7:)x <)=d"N,

ou N estla dimension de la catégorie de fusion des modules basculants pour % (sl,,,), qui
est bien connue [BK01, Theorem 3.3.20] :

N=(n+1)d |<1>+|]—[ T e

a 6@*

La formule de caractere de Weyl nous permet d’écrire le produit comme une somme

n (g(ayp) _ g—(%p)) =&2ep) Z (—1)/ ) g 2p,we0),

acdt web,, 1
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On va maintenant distinguer deux cas en fonction de la parité de n. Si n est pair, tous les
objets simples transparents de Z(7;)x . sont de dimension 1 et de twist 1. La modularisa-
tion ¢ de Z(J:) % est obtenue en ajoutant des isomorphismes entre I ®k et 1 exactement
comme dans les parties 4.3.6 et 4.3.7. La catégorie non dégénérée obtenue est de dimension

dim(Z(7;) % )
n+1

:d2n(_1)|¢>+|§—(2p,2p)( Z (_l)l(W)é'(Zp,w'O))_ )

WE6n+1

Si n estimpair, la moitié des objets simples transparents sont de dimensions quantiques
1 et 'autre moitié de dimensions quantiques —1 et tous sont de twist 1. Commencons par
ajouter des isomorphismes entre 1®%* et 1 afin d’obtenir une catégorie légerement dégéné-
rée ¢ de super-dimension

dim(Z(%) x.S)
n+1

-2
:dzn(_1)|¢*|§—(2py2p)( Z (_1)I(W)§<2p,w-0)) .

weSy 4

Dans les deux cas, il existe un objet 1 défini dans la partie 3.1.4 dans le cas des catégories
non-dégénérées, dans la partie 3.3.2 pour les catégories légerement dégénérées. Dans le
second cas, il faut néanmoins faire un choix de représentants sous I’action par tensorisation
du centre symétrique. La catégorie 6 désignera, en fonction de la parité de n, une catégorie
non-dégénérée ou une catégorie légerement dégénérée.

Proposition 4.4.2. Lobjet1 de 6 est isomorpheal® L:(—2p,2p).

Le choixde I ® L:(—2p,2p) au lieu du choix peut-étre plus simple L:(—2p,2p) sera ex-
pliqué dans la partie 4.5.

Démonstration. 1lsuffitde montrer que le caractere de Gr(Z(7;)x.%) induit par L:(—2p,2p)
est la dimension quantique négative. Notons y ce caractere qui est défini par

SLg(—Zp,Zp),X

" dim*(L:(~2p,2p))’

1 (X)
pour X un objet simple. La formule de la S-matrice donnée a la proposition 4.3.12 ainsi
que dim*(Ls(—2p,2p)) = £??*) impliquent que

> s (—1)Hw) g A+2p (wel=2p 2p)))+{(we(=2p 2p 1 +2p,11)
w n+l

E@p.2p) Xwee (—1)lw)E(2p,we0)
n+l1

X (Le(A, p)) =

Orwe(—2p,2p)=we(0,0)+(—2p,2p) et ainsi

(A+2p,(we(=2p,2p)),) +{(w e (—2p,2p)) +2p, ) —(2p,2p)

A—
= ()L+,u+2p,w(p))+<T‘u—p,2p>

o Atu A—u
= ! 2 ——2p).
<w * 2 ’p>+< 2 p>
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4.5. Une famille particuliére de caracteres de G (d 1,

La valeur de y enl'objet simple L:(A, u) vaut alors

)t glwe 20)
_ A%“,Zp EWEGVH—]( 1) 5
X(L:(A,u))= §< > Zwe@ = 1){w)E (2p,we0)

e P P A

= dim™(L:(2, ),

comme souhaité. O

Enfin, conformément aux théorémes 3.1.25 et 3.3.9, on renormalise la S-matrice par
une racine carrée de

) -2
dlm(Zn(igl)Ny ) dim* (1) = d2n(_1)¢+|+n( Z (_1)1(w15<2p,w~0>) ,

weGnJrl

qui est
-1
dni|<1)+|+n( Z (_1)l(w)§(2p,w00))
we6n+1

au choix d'un signe pres.

Théoreme 4.4.3. Sin est pair, la catégorie Z(T:) x / donne lieu, par modularisation, a une
catégorie de fusion tressée non-dégénérée et pivotale. Si n est impair, la catégorie Z(T:) x
donne lieu a une catégorie de fusion tressée légerement dégénérée et pivotale. Dans les deux
cas, la S-matrice renormalisée est donnée par

Z <2p+?t(w-(l’ 1))2)+H(u,(we(A, 1)1 +2p)
S et wew
(A,M),(A/,M’) - dl’l

et le twist sur l'objet simple L:(A, u) par

— g(/l+2pvu)_

05, =

Remarque 4.4.4. Si n est pair, on obtient une donnée N-modulaire, et si n est impair on
obtient une donnée Z-modulaire.

4.5 Une famille particuliere de caracteres de G (d, 1, 2%

et sa catégorification
On relie maintenant les données Z-modulaires construites dans la partie 4.4 aux don-

nées Z-modulaires du la partie 2.2 associée a une famille de G(d, 1, n). Les notations de la
partie 2.2 seront utilisées tout au long de cette partie.
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4.5.1 Lafamille catégorifiée et sa matrice de Fourier

n+1 )

On considere la famille & de caracteres unipotents de G (d 1,z de d-symboles de

contenu le multiensemble
{Od_l, ld_l, . ’(n _ l)d_l, nrH—l}'

Afin de coincider avec les notations de la partie 2.2, on pose Y ={0, 1,..., nd} et on définit
m:Y — N par

n si0<k<n
)= konmt | :
|22 sin+1<k<nd

Comme dans la partie 3.2.4, on introduit pour f eW¥(Y,m)et0<i < n—1lentier k;(f)
vérifiant f (7 1(i))U{k;(f)} ={0,...,d —1}. On a alors f € U*(Y, ) si et seulement si

n n—1
D fi)=D ki(f) modd.
i=0 i=0

La matrice de Fourier de la définition 2.2.5 s’écrit pour cette famille particuliere

ke & 1)"dd UzT(d)" T i o T i
S g = (—1)Zizo Kil1)* gkl (1)@ [/ Deto@)
@2 el

i=0 €6,

pour f,g € U*(Y, ). Comme on travaille avec des fonctions dans ¥*(Y, ), on va se débar-
rasser de 'occurrence de f(n) dans toutes les formules. On fait agir S,,,, sur 'ensemble
des fonctions Y — {0,...,d — 1} par

' e sik>n,
(o f)(k)—{f(a(k+1)_1) si0<k<n.

Proposition 4.5.1. Pour f,g e V¥ (Y, ) ona
Fr(f) = ¢ Zinlkia =10 (X FO-X ki ()

et
1 (Fr+ki()
Ste= 7o e(f)e(g)—1)
Z (—1)@rZ5% (i1 F N mplo-g) -3 ki 0-8) |+ kil -g)—(o-) i) g STy K4 ()]
U€6n+l

Démonstration. Commencons par la valeur propre du Frobenius Fr(f). Rappelons que'on
a choisi £, une racine primitive 12d-iéme de 1'unité telle que {!* = {. Par définition, Fr(f) =
{%ou
a=nd(1—d*)—6> (f(yP+df(y).
yEY
que I'on va considérer comme un élémentde Z/12dZ. Tout d’abord, comme {0, ...,d—1} =
fr @) uik;(f)}pour0<i<n—1,ona

n n

S (FyP+dfy)=> (FEr+df(i) +nZ(z +di)= > (ki (f ) +dkia(f)).

YEY i=0 i=1
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4.5. Une famille particuliére de caracteres de G (d, 1,

Mais 637 (i2+ di) = (d —1)d(2d —1)+3d*(d —1) = d(d —1)(5d — 1) et donc
d—1

d(1—d2)—6Z(i2 +di)=6d*(1—d)=0 mod 12d,

ce qui nous permet d’obtenir

a:—G(i (i +df(i) Z(k P +dki(f )

i=0
Fixons n € Z tel que f(n :Zl _o(ki(f)—f(i))+nd, de telle sorte que

n—1

f(n)2+df(n)=(z z)) +dz +2an(k flN+d*n+n?)
(nzl:( 1)) +dz i)) mod 2d,

i=0

puisque 1n? + 1 est pair. Enfin,

12 ( FOk)-Fa)-2 > (alf)— )(kj(f)—f(jn)

0<j<i<n

) (if(j)—i kj(f))
i=0 =0 =0

ce qui donne la formule voulue pour Fr(f).
Passons maintenant au calcul de S. Comme 7(d) = (—1)“4"42/27(d) on a

i D) )
Sf,g (-1) I_[gk Z e(0) ng_f (o-g)

oeb n+l

Fixons 0 € G,,,, et posons h =0 - g. Alors

n—1 n
D k(i) = > F(D)hi)
i=0 i=0

n

|
—

(ki(P)ei(h) = FDR@) = D (k)= F(@K;(h)—R(})

0<i,j<n

ki(f)—f(@)h(i) +Z(ki(h)_h(i))f(i)_ Z (k;(f)—= f(@D))(k;(h)—h(]))
i=0

0<i#j<n

—f(i))(jz;]h Zk] ) ki(h)— hi (Zf(] Zk(f))]

Ainsi, en sommant sur o € S, ;, on obtient la formule attendue pour la matrice de Fourier.
O

Il
3
|ﬁ
- o

N
O

3
L

~
Il
[=
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On donne également les symboles spécial et cospécial de cette famille. Le symbole spé-
cial f;, est donné par la fonction

fpli)=1,0<i<n et k(fy,)=i+1,0<i<n,
tandis que le symbole cospécial f,, est donné par la fonction

0 sii=0

et k; =d—i—1.
d—n+i—1 sil<i<n l(ﬁmp)

ﬁ:osp(i) = {

Enfin, terminons par la d-alité d’Ennola [Mal95, Folgerung 3.11]. Pour f € U*(Y, 7) sa
transformée d’Ennola &(f) est 'unique fonction g telle que
<i< n},

n(n+3)

n(n+ 1))res 0

) et {g(i)|03i£n}={(f(i)— 5

k,-(g)=(ki(f)+z'—

(k) désignant le reste de la division euclidienne de k par d.

4.5.2 Comparaison avec la donnée modulaire de la catégorie Z(J;) x
en type A

Comparons maintenant la matrice de Fourier ainsi que les valeurs propres du Frobe-
nius de la famille .7 a la S-matrice et aux valeurs du twist de la catégorie Z(7;) X ¥ pour
g=sl,,; et & une racine primitive 2d-i¢me de l'unité. A une fonction f € ¥*(Y, ), on asso-
ciepu=>" wa,€QetA=—p+2>" n@;€Pou

i—2

wi= > k(=D f(j) et ni=fl)—fli-1)-1,1<i<n.

j=0 j=0

Comme f prend ses valeurs dans {0,...,d —1} et est strictement croissante sur {1,...,n+1}
ona Z?Zl n;<d—1—netdonc A+u<2C. Ceci fournit alors une application

y vi(y.m) — C
' o — Apuy)
Remarquons que le symbole spécial f;, a pour image (0,0) et que le symbole cospécial f,

est envoyé sur (—2p +(2d —(n+ 1))@ ,,2p —(n + 1),. On définit un inverse a gauche a ¢
comme suit. Pour (4, u) € C, on définit f, , comme I'unique fonction f € ¥(Y, ) telle que

i A res
{fm),...,f(n)}={(—<u,w1>+z<%+p,aj>) OSiSn}
j=1

et

i+1 A,— res
ki(f)=(2<7“+p,aj>) .
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On vérifie alors que f; , est dans W*(Y, ), et on a modulo d :

ifm(i) nzlkl (fi)=—(n+1){u, @, +ZZ<—+p, ]> nz_lil<_+p o >
i=o i=o

11]1 i=0 j=1

D)+ 3 )

i=1 j=1
=—(n+1){u, @)+ (H’Z(” +j—1a;)
j=1
=0,

puisque (n + 1)@, = Z;l:l(n + j—1)a; (cf. [Bou68, Planche I]). Ceci donne un inverse a
gauche de I'application ¢, qui est alors injective : pour f € ¥*(Y, ), ona

i A i
—<uf,w1>+z<%+n,aj>=f(0)+Z(f(j)—f(j—1))=f(i)
=1

j=1
et
i+1 <@ +p,aj> :—i(‘uf,aj)+f(i +1)— f(0)
j=1 j=1
=—Us1— Uyt Uy e+ I +1)— f(0)=k;i(f)
Un calcul direct montre le lemme suivant.

Lemme 4.5.2. Soient f,g € V*(Y,n). En utilisant les notations précédentes, on a :

n

(Ap+2p, )+ Ag +2p, ) == (ki (f)— (D) (Zg(j)—z k,-_ltg))
i=1 j=1 j=1
—> (kii(g)—g(i)) (Zf(j)—z kj_l(f))
i=1 j=1 j=1

Maintenant, on suppose que { = £2. Dulemme précédent, on déduit immédiatement
que

Fi(f)=

et également que

zw€6n+1 (_l)l(W)€<2p'w.0>

= dn e(f)e(g)(—1)Zmo KIHhE)g o) .

Sy

Soit D la matrice diagonale avec entrées (g( f)(—1)i=1 k1) FewH(Y,m)-

Théoreme 4.5.3. Sin est pair (resp. impair) la catégorie de fusion pivotale, tressée et non dé-
générée (resp. la super-catégorie de fusion pivotale, tressée) du Théoreme 4.4.3 est une catego—
rification de la donnée modulaire de la famille de caracteres unipotents # de G (d 1, "“)) :

_ ot 1 _
Srg=1" ""DSnugD" et Ty=01uy)
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Remarque 4.5.4. Limage de ¢ contient alors exactement un représentant de chaque orbite
d’objets simples de Z(7:) % del'action par tensorisation du centre symétrique de Z(7; ) x
<. Comme I ® L:(—2p,2p) est dans I'image de ¢, ceci justifie notre choix de I'objet 1 fait
dans la proposition 4.4.2.

Corollaire 4.5.5. La conjecture 2.2.8 est vérifiée pour 'anneau associé a la matrice de Fourier
de la famille 7 .

Sauf si n est impair et d est pair, Cuntz a de plus conjecturé qu’en changeant certains
signes de la base de l'algebre associée a la famille :# permet de rendre les constantes de
structures positives. Le théoréme 4.5.3 donne alors une réponse positive a cette conjecture
quand 7 est pair.

Lobjet I est de degré dw, donc la tensorisation par I ajoute dw, au degré d'un ob-
jet homogene. On considere alors, quand 7 et d sont impairs, la sous-catégorie pleine de
Z(T:) x & constituée des objets de degré dans Q/dQ. Dans ce cas, chaque orbite d’ob-
jets simples sous la tensorisation par I contient exactement un élément de degré dans
Q/dQ puisque P/Q est cyclique d’ordre (n + 1) de générateur do, car d et n+ 1 sont pre-
miers entre eux. Cette sous-catégorie est alors non dégénérée, sa S-matrice est inversible, et
donne a nouveau une catégorification de la donnée modulaire donnée associée a la famille
Z , mais cette fois par une catégorie non dégénérée, et non plus par une catégorie légeére-
ment dégénérée. Un changement de signes de la base de 'anneau associé a la S-matrice
donnant des constantes de structures positives est alors possible.

Enrevanche, quand n estimpair et d est pair, un tel changement de base estimpossible,
le cas n =1 ayant été expliqué dans I’exemple de la partie 3.5.

4.5.3 Catégorification de la d -alité d’Ennola

La d-alité d’Ennola donne une bijection & sur W*(Y, 1) et vérifie £¢ = id. Soit (—,7)
dans C donné par y = W8 ey 5

Proposition 4.5.6. Tensoriser par L:(—y,y) est une catégorification de la d -alité d’Ennola.
Pour tout f e V*(Y, ) on a

L(W(f)® Le(—=7,7)~ L(((E(f))),

l'isomorphisme étant entendu dans la modularisation de Z(J:) X & si n est pair, et dans la
super-catégorie associée a la modularisation partielle de Z(J:) x &/ si n est impair.

Puisque y appartient a QV, il est clair que Lo(—y,7)®" ~
Démonstration. Ecrivons y sur la base des racines simples

y=%Z(n—i+l)(n—i+2)al

i=1

Soient f € U*(Y,m)et(A, u) =1(f)+(—y, 7). Enécrivantu=>"" w,a; et A=—pu+23" 1w,
ona

i—1 i . 1 —i+2
pi= 3 k()= f )+ IS o pie— -1
=1 =1



4.5. Une famille particuliére de caracteres de G (d, 1, @) et sa catégorification 127

Par définition, f; , est 'unique fonction g € U*(Y, 7r) telle que
i—1 res
A+ .
{g(1),...,.g(n+1)}= {(—(u,wl)+Z<T‘u +p,aj>) [1<i<n+ 1}

j=1

i A_ res
ki_l(g)=(2<7“+p,a,->) :

j=1

et

Mais comme
i—1

A+u . n(n+1)
—w@)+ ) (——+pa;)=f)-
' ;< 2 f> 2

et

L A— , n(n+1)
S (5 piay) = fir )=

:ki_l(f)_"(”;‘l+(”—i)(';—i+1)_(n—i+1)2(n—i+2)

= k(im0

ona f; , = fys(r)- Commeles fibres de I'application (A, u) — f; , sont exactement les orbites
des objets simples de Z(7;)x.# sous la tensorisation par le centre symétrique, il existe k € Z
tel que L:(¢(f))® Le(—7y,7) ~ Lg(L(é"(f)))@I@’k. O
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Chapitre

Graduation de catégories et matrices de
Fourier des groupes tordus

En ce qui concerne la théorie des représentations des groupes réductifs finis, seule une
matrice de Fourier associée a une famille de caractéres unipotents du groupe de Suzuki
de type 2F, n’'a aucune interprétation catégorique. Ce chapitre en donne une premiére ex-
plication, et tente de donner un cadre théorique adapté a l'interprétation des matrices de
Fourier des groupes tordus. Il faut avoir en téte que ces matrices de Fourier ne rentrent pas
dans le cadre des chapitres précédents : elles ne sont pas symétriques et les algebres de
fusion qu’elles définissent ne vérifient pas la conjecture 2.2.8.

La notion de catégorie A-tressée permet de définir des S-matrices tordues, qui ne sont
pas symétriques, mais qui définissent néanmoins des constantes de structures d'une C-
algebre libre. Via le procédé d’équivariantisation, on se ramene au calcul de cette matrice
dans une catégorie de fusion pivotale qui dispose d'une graduation par un groupe cyclique.
La S-matrice tordue est alors extraite de sa S-matrice et elle sera reliée aux matrices de
Fourier des groupes tordus. De plus, dans tous les exemples considérés, la modularisation
de la composante de degré 0 a un lien fort avec une famille du groupe non tordu.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans une premiere partie, on établit un cadre ca-
tégorique qui est adapté aux exemples que ’on souhaite traiter. On définit une S-matrice
tordue associée a une catégorie A-tressée 6 et a un élément a € A, on la relie ensuite a
la S-matrice de la catégorie équivariantisée ¢, qui contient alors Rep({a)). Dans un se-
cond temps, on regarde un premier exemple qui entre dans ce cadre théorique : celui des
groupes diédraux. Dans [Lus94], une catégorification de la donnée N-modulaire attachée
aux groupes diédraux est donnée, tandis que dans [GMO03], une matrice de Fourier non sy-
métrique est attachée a la grande famille de caractéres unipotents des groupes diédraux
tordus. On réinterprete la construction de Lusztig en terme de modularisation de la com-
posante de degré 0 d'une catégorie modulaire graduée par Z/2Z, et on interprete la matrice
de Fourier non symétrique de Geck et Malle comme une matrice extraite de la catégorie
modulaire graduée considérée. Les deux derniéres parties donnent des exemples de caté-
gories modulaires graduées qui sont des catégories de modules de doubles de Drinfeld de
groupes finis. Ceci nous permet de donner un cadre catégorique aux matrices de Fourier
des groupes tordus de type %A,,,°D,,*E; ou encore °F,.
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5.1 Catégories A-tressées et S-matrices tordues

Dansle but de définir de comprendre les matrices de Fourier non symétriques associées
aux groupes tordus, on introduit la notion de catégorie de fusion A-tressée, ou A est un
groupe fini.

5.1.1 Graduation et caracteres

Soit 6 une catégorie de fusion, pivotale et graduée par un groupe A, c’est-a-dire que
I'on dispose d'une décomposition
=@,

acA
telle que pour tous objets X de 6, et Y de 6, 1'objet X ® Y est dans 6, et X* est un objet
de 6,-.. On dit que la graduation est fideéle si pour tout a € A la catégorie 6, est non réduite
ao.
Pour deux caracteres y et y’ de Gr(%6¢) a valeurs dans k, on introduit (y, y’), le scalaire

oxa= D, xX)r(X).

Xelrr(6,)

La dualité donnant une bijection entre Irr(6,) et Irr(6,—), ona (¥, ¥ Vo ={x', ¥ ) ast
Introduisons pour un caractere y de Gr(%) 'élément

R,= > x(X"X]
Xelrr(6)

de Gr,(6) = k ®; Gi(¢). Comme la catégorie 6 est graduée par A, 'anneau Gr,(6) est
lui aussi gradué par A. On note alors R, = > _, R, , la décomposition de R, en somme
d’éléments homogenes.

Proposition 5.1.1. Soient y et y’ deux caracteres de l'anneau de Grothendieck d'une caté-
gorie de fusion tressée graduée par un groupe fini commutatif A. On a alors

1. Pour tout X € Irr(6),[X]R, = ¥ (X)R,

2. Pourtousa,n€Aet X elrr(6,),[X]|R, , = x(X)R, a1p-

3. Pourtousa,b €A, onaly’,x)aRy ar =X, X" )oRyan-

Démonstration. La premiére assertion est un calcul classique :

[XIR,= > z(Y)XeY]

Yelrr(6)

= > ( Z [4%4 Y*)[Z]
Zelrr(6)

Yelrr(¢

= > ( > NZY:X;((Y*))[Z]
Zelr(6)

Yelrr(6)

= Y(X)R,
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En ce qui concerne la deuxieme assertion, on fait le méme calcul, la seule chose a re-
marquer est que le produit tensoriel Z* ® X pour X de degré a et Z de degré ab est un
élément de degré b~ et donc ne fait apparaitre que les duaux des objets simples de 6.

Enfin, pour la troisieme assertion, les deux termes sont égaux a R, R, p. O

Corollaire 5.1.2. Side plus la graduation est fidele, la dimension catégorique de 6, est égale
a d‘mw pour tout a € A.

Démonstration. En appliquant la proposition 5.1.1 au caractere dim™ on trouve que
dim((ga)RdimJ“,ab =dim(6), )Rdim+,ab!

pour tous a, b € A. Le caractere dim™ ne s’annulant pas et la graduation par A étant fidele,
on obtient dim(%6,) = dim(%,,) pour tous a, b € A. O

5.1.2 Catégories A-tressées

Soit 6 une catégorie de fusion graduée par le groupe A. Le degré d’'un objet homogene
Y est noté d(Y). On suppose que ¢ est munie d'une action du groupe fini A par auto-
foncteurs monoidaux, que I’on va supposer stricte pour simplifier (cf. [Tur10, Section V.2]
ou [EGNO15, 8.24] pour le cas non strict). Ainsi pour tout a € A, on dispose d'un foncteur
monoidal strict T, tel que T, T, = T,;, et T, =id. Cette action est supposée compatible a la
graduation dans le sens ot
Ta((gb) - (gaba—l’

pour tous a, b € A. 1l existe une notion de A-tressage dans de telles catégories, que nous
rappelons briéevement ici. Le A-tressage c est une collection d’isomorphismes naturels

Cx,y: X®Y — Td(X)(Y)®X,

pour X un objet homogeéne et Y un objet quelconque. On demande a ce que des axiomes
similaires a ceux de I'’hexagone soient satisfaits (cf. [Tur10, ChapterV, (2.2.2)]) et a ce que
I'action de A soit compatible avec ce tressage

Ta(CX,Y): Cr.(X),T,(Y)"

Il existe un analogue du morphisme de Drinfeld pour les catégories A-tressées. Pour X
homogene, il est défini par la composition

coevT I(X*

CXT
X —> X@Td (X*)® Td(X)—l(X) —> X*X® Td 1(X)**

evy

> Tapo- (X,

et il vérifie
uX ® uY = qu(X)d(Y)d(X]*l (X)®Td(x)(y) ° CTd(x)(Y)rX ° CXyY'

Sil'on souhaite définir une S-matrice, on a également besoin d'une structure pivotale
ax: X — X* compatible avec I'action de A, c’est-a-dire T,(ax) = ay,x). Tout ceci permet,
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comme dans le cadre des catégories de fusion pivotales, de définir des traces quantiques.
Lanotion de twist a également son analogue [Tur10, Section V.2.3] : pour X homogene, c’est
un morphisme

Ox: X — Tyx)(X),

vérifiant certains axiomes, dont

9X®Y = CTd(X)d(Y)(Y)er(X](X) ° CTd(X)(X))Td(Y](Y) ° QX ® HY

Dans une catégorie A-tressée, toute structure pivotale a un twist associé en utilisant le mor-
phisme de Drinfeld, le twist 8 et la structure pivotale a sont reliés par

Ax = Uy x)© O .

5.1.3 S-matrice tordue

Pour X et Y simples de degrés respectifs b et a, le double tressage n’est pas un endo-
morphisme de I'objet simple X ® Y mais un morphisme de X ® Y vers T},,,1(X)® T,,(Y).
On va devoir imposer des restrictions afin de pouvoir calculer la trace de ce morphisme.

En supposant que X est en degré 1, on obtient le morphisme composé suivant

XY =% vyox 5% T(X)®Y.

On se restreint alors de plus aux objets X de degré 1 tels que T,(X)~ X. Un choix d'un
tel isomorphisme y donne lieu a un isomorphisme

id
XY =5 vyoX -5 T(X)eY % XV,

dont on peut calculer la trace quantique. Cette trace dépend du choix de I'isomorphisme
7.

On remarque qu’'un isomorphisme entre X et T,(X) définit un élément de I'’équivarian-
tisation 6‘* de 6, puisque cet isomorphisme détermine les isomorphismes entre T,:(X) et
X. 1l existe ainsi |{a)| tels isomorphismes, qui different alors d'une racine de 'unité d’ordre
celui de a dans A.

Définition 5.1.3. Pour a € A, la S-matrice tordue S, , est la matrice dont les lignes sont
indexées par les classes d’isomorphie d’objets simples X de 6, tels que T,(X) ~ X et dont
les colonnes sont indexées par les classes d’isomorphie d’objets simples Y de €6, définie
par

S;(_:'_y = tr;r(@y((TX ®idy)ocyxocxy),

ol on a choisi pour tout X € %), tels que T,(X) ~ X un isomorphisme yy: T,(X) — X, ou,
autrement dit, un relevé de X dans %%,

Le choix d'un autre isomorphisme entre 7,(X) et X a pour effet de multiplier la ligne
correspondante a X par une racine de I'unité d’ordre celui de a.

Afin de donner des relations satisfaites par cette S-matrice, on va I'interpréter comme
une sous-matrice de I'équivariantisation ¢‘“ de . Puisque nous sommes seulement in-
téressés par le degré a de la catégorie, on suppose que A est cyclique engendré par a, quitte
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a se restreindre a la sous-catégorie engendrée par les objets homogenes d’ordre une puis-
sance de a.

Hypotheése. A partir de maintenant, on suppose que le groupe A est cy-
clique engendré par l'élément a.

L'équivariantisation de ¢ par le groupe A est tressée, et (yy ® idy)o cy x o cy,y est jus-
tement le tressage entre 1'objet (X,7x) et (Y,7y), ou yy est un isomorphisme entre Y et
T,(Y).

Lemme 5.1.4. Soit 6 une catégorie de fusion A-tressée et Y un objet simple de degré a. Alors
il existe un isomorphisme entre T,(Y) et Y.

Démonstration. Le A-tressage donne un isomorphisme entre Y*® 7,(Y) et Y ® Y* puisque
Y* est de degré a~'. Donc 1 est un facteur direct de Y*® T,(Y), ce qui n’est possible que si
T.(Y)~Y. O

On déduit alors immédiatement la proposition suivante :

Proposition 5.1.5. Soit ¢ une catégorie A-tressée. Si l'on choisit pour tout X simple dans 6,
tel que T,(X) ~ X un relevé dans 6 et si on choisit pour tout Y simple dans 6, un relevé
dans 6" alors la S-matrice tordue S, , est une sous-matrice de la S-matrice de 6.

La catégorie 9 = 64, vérifie Rep(A) Cc 2 [EGNO15, Theorem 8.24.3]. Puisque A est cy-
clique engendré par a, se donner un objet de ¥ revient a se donner un objet X de 6 et un
isomorphisme entre X et T,(X). Ainsi les objets simples de Rep(A) C 2 correspondent aux
couples (1, 1), ol1 A est une racine |A|-iéme de 'unité, c’est-a-dire aux éléments de A. On
note alors X, I'objet simple correspondant & a € A. La tensorisation par les X, donne alors
une action de A sur les objets de & et on peut graduer & par A de maniére compatible avec
la graduation de . Pour b € A, la catégorie ¥, désignera la sous-catégorie pleine de ¥
constituée des objets X de ¥ vérifiant

Cxx,°Cx, x= a(b)idxa@,x,
pour tout « € A,

Lemme 5.1.6. Ceci définit une graduation de 2 par A telle que si X est un objet de ¢ de
degré b, alors pour tout relevé (X,v) de X dans 9 lobjet (X,y) est de degré b.

Démonstration. Commencons par montrer que tout objet simple X de & est dans 'une des
sous-catégories Z,,. Pour tout a € A, 'objet X, est inversible et ainsi X, ® X est simple. Len-
domorphisme cy x_ocy, x estalors égal a un multiple scalaire de 'identité, disons A, idy_gx.
Il nous faut alors montrer que « — A, est un morphisme de groupes A — k*. Ceci découle
immédiatement de 'axiome de I’hexagone pour le tressage : pour @, 8 € A,

CX,Xup © CXyp.X = CX X,0Xp © CX,0X5,X
= (idx, ®cx,x,) o (cx x, ®idx,) o (cx, x ®idx,) o (idx, ®cx;, x)

= AaAﬁ idX,w@X .
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Le morphisme a — A, étant un caractere linéaire de A, il existe un unique b € A tel que
pour tout & € A on ait a(b) = A,, c’est-a-dire que X € Z,,.

On montre maintenant que cette décomposition est une graduation, c’est-a-dire que
2,989, C 9,..Soient X un objetde ¥, et Y un objet de .. En utilisant a nouveau |’axiome
de 'hexagone, pour tout a € A, ona

Cxav,X, © Cx, xev = (Cx,x, ®1dy)o(idy ®cy x,) o (idx ®cy x,) o (cx x, ®idy)
=a(b)a(c)idy, exsy,

et on conclut puisque a est multiplicatif.

Il reste a montrer que pour X un objet dans %, son dual est dans %;-:. Ceci découle
directement de [EGNO15, Lemma 8.9.1].

Enfin, soit X un objet de ¥ de degré b et y un isomorphisme T,(X) ~ X, c’est-a-dire
que (X, y) définit un objet de 2. Le double tressage c(x ;) x, © Cx, (x,y) dans & correspond a la
composée

10X =% xo1 4% 190x 224 1 x

dans 6. Donc (X, y) est bien de degré b dans . ]

Passer d'un relevé (X,y) de X a un autre relevé (X,y’) revient alors a tensoriser (X,7)
dans Z par un certain X,. On voit alors que les objets simples X € 6, tels que T,(X)~ X ont
|A| relevés non isomorphes dans &, et donc que pour tout relevé (X, y) de X, le stabilisateur
de (X, y) sous I'action de A est trivial.

Le calcul de la S-matrice tordue S; , se ramene alors a un calcul dans I'équivariantisa-
tion 2 d’'une matrice extraite, dont les lignes sont indexées par un ensemble []; ,,] et les co-
lonnes par un ensemble[I,] quel’on décrit. Tout d’abord, notons I; , I'ensemble des classes
d’isomorphie d’objets simples de degré 1 de  de stabilisateur trivial pour I'action de A.
Lensemble []; ,] est un choix de représentants de ces orbites. De méme, I, est 'ensemble
des classes d’isomorphie d’objets simples de degré a de ¥ et [1,] en désigne un systeme de
représentants. La S-matrice tordue S, , est alors égale a la matrice (S;fy) Xell, ], YelL,]-

En ce qui concerne le twist, on se ramene de maniére similaire a un calcul dans la ca-
tégorie 2. Puisque la donnée d'une catégorie de fusion A-tressée et pivotale 6 est équiva-
lente ala donnée d’une catégorie de fusion tressée pivotale 64 contenant Rep(A) [EGNO15,
Theorem 8.24.3], et que'on arelié la S-matrice tordue de la catégorie ¢ a une sous-matrice
de la S-matrice de la catégorie 64, on va maintenant travailler avec le second point de vue
afin d’obtenir des relations non triviales vérifiées par la S-matrice tordue. Tout comme dans
le cas classique, on a besoin d’ajouter une hypothése de non dégénérescence. La catégo-
rie 64 sera supposée non dégénérée, ce qui est équivalent a la non dégénérescence de la
catégorie ¢, avec la fidélité de la graduation (6, # 0 pour tout b € A) [EGNO15, Remark
8.24.4].
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5.2 Catégories non dégénérées contenant Rep(A) avec A cy-
clique

Hypotheses. On fixe ¢ une catégorie de fusion tressée et pivotale sur un
corps algébriquement clos de caractéristique nullek. Soit A un groupe cy-
clique fini de cardinal n de générateur a. On suppose que Rep(A) C €,
inclusion a comprendre en tant que catégories de fusion rigides, tressés et
pivotales. Enfin, on suppose que 6 est non dégénérée.

La catégorie 6 contenant Rep(A), on dispose d’un objet simple X, pour tout a € A. Le
double tressage avec les éléments de Rep(A) permet alors de définir une graduation de la
catégorie ¢ par A. Soit B I'unique sous-groupe maximal de A tel que %), # 0 pour tout
b € B. On note d(X) le degré d'un objet homogene X. Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 5.2.1. Soit 6 une catégorie de fusion pivotale et tressée contenant Rep(A) comme
sous-catégorie, avec A un groupe cyclique.

1. Pour tous objets simples X et Y dans 6, touta A, ettout(?,?) e {(+,4),(—+), (=)},
27

onaSy ey y =a(d(Y)Syy.

2. Pour tout objet X, tout a € A et tout twist @ sur ¢, ona éxa@,x = a(d(X))éXa Oy.

Comme expliqué dans la partie précédente, on s’intéresse a une sous-matrice de la S-
matrice de ¢, et on obtient des propriétés de cette sous-matrice, en particulier on va mon-
trer qu’elle est carrée.

5.2.1 Non dégénérescence et carré de la S-matrice tordue

Commencons par les objets transparents de 6). Remarquons qu'une conséquence évi-
dente de la non dégénérescence de €6 estla non trivialité du sous-groupe B de A graduant
fidélement 6.

Lemme 5.2.2. Le centre symétrique de 6, est Rep(A). Autrement dit, les seuls objets simples
transparents de la catégorie 6, sont les X, pour a € A. De plus le groupe B graduant fidéle-
ment 6 estégala A.

Démonstration. On note %,(%6,) le centralisateur de 6, dans ¢ [EGNO15, Section 8.20].
D’apres [EGNO15, Theorem 8.21.1], on a

dim(6,) dim(Z(6,)) = dim(6) dim(6; N Zyym(6)).

Par hypothése, le seul objet simple du centre symétrique de ¢ est 1 donc1’égalité ci-dessus,
en tenant compte du corollaire 5.1.2, se réécrit dim(%,(6,)) = |B| < |A| (on a ici choisi un
plongement k,,, — C pour pouvoir écrire une inégalité). Or tous les X,, pour a € A, sont
clairement dans le centre symétrique de %;. Puisque dim(Rep(A)) = |A|, on conclut en rap-
pelant que pour tout objet simple X I'élément | X| de k est totalement positif. O

La structure pivotale n’étant pas nécessairement sphérique, on dispose d’'une involu-
tion ~ sur % (voir la sous-partie 3.1.4).
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Lemme 5.2.3. Lélément1 est dans 6,. Ainsi l'involution = donne une bijection entreIrr(6;)
etIrr(6),-) pour tout b € A.

Démonstration. Ceciprovientdu fait que X, estde méme dimension que son dual. En effet,
St+; =dim*(1)s;(X,) = dim*(1)dim*(X,) et ainsi ¢; x, © cx, 1 = idx,e1- 0

Notons I,.: 'ensemble Irr(6,.1). Auvu de ce qui précede, la tensorisation par X, donne
lieu & une action de A sur I, et I'involution ~ se restreint en une bijection de I, sur 1.

Lemme 5.2.4. Soienta € A et X un objet simple de degré a*'. Alors X® X, ~ X si et seulement
sia=1.

Démonstration. SiX estsimple de degré a*! alors Oy ox = a(a*')0x d’apréslelemme 5.2.1
et donc si X, ® X ~ X alors a(a*!)=1. On conclut puisque a*! engendre A. O

Ainsi dans le cas qui va nous intéresser, a savoir les objets de I, 'action de A est a
stabilisateurs triviaux sur I,... Notons alors I; ; le sous-ensemble de /; constitué des classes
d’isomorphie d’objets simples de stabilisateur non trivial sous I'action de A et notons I ,
son complémentaire. On choisit un systeme de représentants []; , ] (resp. [I,]) des orbites
de I, , (resp. I,) sous l'action de A.

Remarque5.2.5. Le choix de [I; ,,] n’est pas nécessairement compatible avec I'involution
mais pour tout X €1, ,,], il existe d'uniques Y €[], ,]eta € Atelsque X~ X, ®Y.

Si n # 2, on peut choisir pour [I,,] 'ensemble {X | X € [I,]}, ce qui donne un choix
compatible de [1,] et [I,-1] avec I'involution .

Si n =2, on peut choisir les éléments de [1,] de telle sorte que pour tout X € [I,,] alors
X € [1,). En effet, il suffit de remarquer que pour tout X € I,, on n’a jamais X ~ X, ® X
quel que soit @ € A non nul : si @ est le twist associé a la structure pivotale on a 5 = 6y et
Ox,ex = a(a)bx.

Onposealors[I,.]={X | X €[I,]}.Pour X € I, s telque X,®X ~ X poura #letY € [,.,
ona S;fy = S;:M,Y = a(a*l)S;fY et donc S;gfy est nul. On considere alors les sous-matrices
suivantes de St :

—(Qtt _t _(Qtt
Sl,uil _(Sxyy)Xe[ILn],Ye[Iail]r Sail,l = Sl,uil) et Sail,a _(Sny)Xe[I;I],Ye[Iu]'

Considérons les deux matrices monomiales carrées P = (Px y)x, ve(s, 1 €1 Q = (Qw,z)weir, 11, 2¢(1,)
définies par
-1
Py y= Za(a )07ax,ex €t Quz=0w~z

acA

pourtous X,Y €[, ,, W e[, ]et Z €[I,].

Proposition 5.2.6. Soit ¢ une catégorie de fusion tressée, pivotale et non dégénérée conte-
nant Rep(A). Alors

dim(6,)

Sl,aSa,l = T d1m+(i)P et Scrl,lSl,a = a*l,asa,a =

wmmﬂi)() (5.1)

En particulier les matrices S, 1 et S, sont carrées et |1, ,| =|1,].
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Démonstration. Commengons par le produit S,-. ;S; ,. Fixons X €[1,]et Y €[[,-,]. Comme
déja remarqué, pour tout Z € I  ona S;*, =0=S;", . Par conséquent,

Y
2 ++ ot _ E ++ ot _ E E ++ ++
SX,ZSZ,Y - SX,ZSZ,Y - SX,Xa®ZSXa®Z,Y'
Zelh Zeh,, Zelh ] acA
iq O+t — ++ ++ — —1\Q++ S
Mais Sx,xmz = a(a)SX’Z etSy, v = ala )Sx,z et ainsi

1
(Sa1,181a)x,y = n Z S;+ZSZ+J§/

Zel

Supposons a présent que pour les objets simples Y et X ne sont pas isomorphes. Dans
ce cas,
D S s = dim*(X)dim (V) D | s7(Z2)s3(Z%)=0

X,Z-Z)Y
Zel Zel
puisque les caracteres sy et s;-; de Gr(%6,) sont différents en vertu de [EGNO15, Lemma
8.20.9].
Supposons alors maintenant que Y ~ X. En utilisant (3.1) et comme I'objet X ® Y est
de degré nul, on trouve que

DS S = > dim (2N S5 = D LN D s (Z)s(27).
Zel Zeh WehL Zel
wel,

La somme sur Z est alors nulle si W % X, et on trouve ainsi que

D s sy =dim(6) > dim*(X,)N;%.

X, Z°Z,)Y
Zel acA

Enfin, N)f"y = N;,mﬁ etcomme Y®X, ~X*®1®X,®1* ~ X*® X, cette constante

de structure est nulle si @ # 1 et égale a 1 sinon. On finit en remarquant que dim*(X,) =
dim™(1).

Intéressons nous maintenant au produit S, ,S, ;. Soient X,Y des éléments de I;. On
commence par remarquer que

E ++ ot++ _ E ++ o+t
SX,ZSZ,Y =n SX,ZSZ,Y‘
Zel, Z€(l,]

Supposons en premier lieu que pour tout a € A les objets Y et X, ® X ne sont pas iso-
morphes. Les caracteres sy et s de 6, sont alors différents et donc (s, s§); = 0. En utilisant
la proposition 5.1.1 ainsi que ses notations, on obtient

0= <S;‘~/_’ S;)le;,a = (S;, S;>uRs;,u'

Si R, = 0 alors le caractere sy s'annule sur I, et (s;,s;)a est clairement nul. Sinon, si
R , #0, I'égalité précédente impose que (sy, s7), =0. Comme

D 8y =dim*(X)dim (Y )(sy, 57)a

X,Z2°7,Y
Zel,
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on obtient 'annulation de (S, ,S,.1)x,y si Y et X, ® X ne sont pas isomorphes pour tout
a€A.

On suppose alors que Y ~ X, ® X pour un certain a € A. Le calcul est le méme que pour
le cas correspondant de S,-1 S, ,, la seule différence étant que

Z s;r(Z)s;ﬂ (Zz*)=B(a"")dim(6,) = dim(6,)

Zel,

I’égalité de dimensions provenant du corollaire 5.1.2.
Le cas du produit S,-. ,S, , se traite de maniere similaire. O

Corollaire 5.2.7. Conservons les mémes hypotheses. Soient X,Y,Z €[1 ,]. Alors

Z ala X ®z n SITV+XS;—V+YS;—V+Z
~ dim(%6,)dim*(1) dim*(W)

ach Well,]

Démonstration. Choisissons tout d’abord B € A tel que Xp ® Z € [I,,]. Léquation (3.1)
donne

St Gt gt

WX-“W,Y“W,Z
~dimf (W) Z vSuwSwz
well,] well,]
Uel,
XU
= Z (Za((l)NXyl? )SUYWswyZ
Well,] \acA
UE[Il,n]
X ®U

Z Bla~ 1)(205 )(Sl,asa,l)U,XﬁeaZ-
Uell ] acA

Mais d’apres la proposition précédente, le produit (S, ,S,,1)u,x,0z €st justement égal a
dim( % dim*(1)B(a)éy 2, ce qui permet de conclure. O

Remarque5.2.8. Cette formule du “type Verlinde” peut paraitre un peu artificielle. Le terme
de droite a déja été considéré par Geck et Malle [GMO03] avec n = 2 afin de définir une al-
gebre avec des constantes de structures négatives. Nous détaillerons cet exemple dans la
partie 5.3.

Ces constantes de structures sont en fait celles du quotient de I'’anneau k ®, Gr(6,) par
I'idéal engendré par X, —a(a) pour a € A.

5.2.2 Twist et graduation

Maintenant, on cherche une relation entre les matrices S,:1 1,5, 4« et le twist 6 de €
associé a la structure pivotale. Comme vu au lemme 5.2.1, le twist d'un élément de []; ,] ne
dépend pas du choix du représentant, tandis que le twist d'un élément de [,] en dépend.
Néanmoins, sa puissance n-ieme ne dépend pas du choix. On note 7; la matrice diagonale
avec entrées 0, ' pour X €[], ,] et on note T, la matrice diagonale avec entrées 6, pour
X €[I,+]. Puisque 0% = 8y pour tout objet simple X, ona T,.. = QT,, ou Q est la matrice
définie avant la proposition 5.2.6.
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Proposition 5.2.9. Soit 6 une catégorie de fusion tressée, pivotale et non dégénérée conte-
nant Rep(A) comme sous-catégorie tressée et pivotale. Alors S, 1,5, 4, Th, T, et T, satisfont :

1
Su11 TS 4 = T(%l) TS . T, (5.2)

Démonstration. Soient Y €[I,-] et Z €[1,]. Tout d’abord,

(SeraTiSialvz= >, S Xls;;——Zs;; 0S5,

Xelly,,) Xel

puisque S, = 0 pour X € I, ; et puisque S;% 0;'St", = SV X, ex 0X1®X8;+®X - En utilisant

successivement le fait que s; est un morphisme d’anneaux, le lemme 3.1.16 et I'équation

(3.2), on obtient
D oSIISE = SN S o dim(0sy

Xel wep Xeh
= Z N, 0y dim* (W)™ (6,)
Wel,

=0y0, S;}T_((gl);
comme attendu. O

Les facteurs %dim(‘gl) et %T*(‘ﬁl) apparaissent dans (5.1) et dans (5.2). On peut les ré-
interpréter aux termes correspondants pour la modularisation de ;.

Lemme 5.2.10. La dimension de 6, ainsi que les sommes de Gauss vérifient
o1 1
=17 (6)—7(61)=— dim(6}).
n n

Démonstration. On dispose de la modularisation 4™ de la catégorie 6,. Chaque orbite
d’objets simples de 6, ayant pour stabilisateur un sous-groupe d’ordre k de A pour’action
par tensorisation par X,, donne lieu a k objets simples isomorphes dans 69, tous de
méme dimension quantique et de méme twist [Bru00, Proposition 4.4]. On obtient alors
que

1
dim(6*%) = dlm(%) et TH(E")=—75(%).
n
On conclut alors grace ala proposmon 3.1.23. O

On choisit a présent un plongement k,; — C et on note 4/ dim(‘6;) la racine carrée po-
sitive de dim(%,) pour ce plongement. On choisit également une racine carrée v/ dim*(1)
de dim*(1).

Théoreme 5.2.11. Soit ¢ une catégorie de fusion tressée, pivotale et non dégénérée conte-
nantRep(A) comme sous-catégorie tressée et pivotale, avec A d’ordre2. On définit les matrices
renormalisées S, , et S, par

Sl,a

et S, = @l :
L dim(6,)v/dim™ (1) © /L dim(6,)v/dimT (D)

Sl,a =
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Alors
S & 2 _; S O 2 _ d ; 2y2 _ T_((gl)
(Sa,lsl,a) _ld’(Sl,aSa,l) _1’(Sa,lTiSl,aTa) = T+(‘61)dim+(i)1
- 7H(6,)dim™(1) .
t (S,,T7'S,,T?)?= d.
e ( a,1 l,a ‘g4 ) T_((gl) 1

Démonstration. La proposition 5.2.6 montre que S, ,S,; et que S, S, , sont des matrices
de permutation signée et sont d’ordre 2.
Ensuite, il découle de la proposition 5.2.9 que

(7 (6)
1 dim(%,)dim™(1)

o Q 22 __
(Sa,l TISI,a T,',l ) -

)

puisque S? = 3 dim(%;)dim*(1)id.
Enfin, en ce qui concerne la derniere relation, on commence par prendre I'inverse de
I'équation (5.2) :

§lp15-1 = 2
l,a 1 a,l 1 a,a
3T (61)

Or, d’apres la proposition 5.2.6, ona S} = §,,P,§ 1 = P, , et 3 dim(6;)dim*(1)S,}, =
S,.- Enremarquantque PT'P =T, on trouve

3 dim(%,)dim*(1) .
(3r(%))

On conclut en utilisant le lemme 5.2.10. O

(Sa,l Tl_lgl,u ];_2)2 =

5.3 Données modulaires associées aux groupes diédraux

Dans cette partie, on reprend I'exemple de la catégorie considérée par Lusztig [Lus94],
que 'on réinterprete dans le cadre théorique de la partie 5.2. La catégorie sera graduée par
Z/27Z, que I'on note additivement. Le calcul de la modularisation du degré 0 sera écrit en
détail, ainsi que I'interprétation de la matrice de Fourier du groupe diédral tordu.

On fixe d > 2 un entier, £ = exp (%) une racine primitive 2d-iéme de I'unité et { = &2,
Le groupe diédral d’ordre 2d sera noté I,(d).

5.3.1 Une matrice de Fourier pour les groupes diédraux

On rappelle ici la donnée modulaire associée au groupe diédral, telle que définie par
Lusztig [Lus94, Section 3.1]. On note I I'’ensemble des paires d’entiers (i, j) telles que

d
0<i<j<i+j<d ou 0:i<j<5.

Soit I’ ’'ensemble avec deux éléments (0, %)/ et (0, %)// si d est pair, et soit I’ = 0 si d est
impair. Finalement, soit X la réunion disjointe de I et I’. Lusztig définit alors la matrice
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S = ({x’ xl})x,x’eX par

il+jk ik rikil k]l
{(i,j),(k,l)}:g e dC i =ik

si(i, j)et(k,!)appartiennenta I,

o )-8 o)) )25

sid estpair etsi(i, j) appartienta I et

(2] b2} {02) 02y},
[(02) 62T }-{02) fo2)) - e,

Lusztig définit également un vecteur ¢ = (f,),ex par t;; =" si(i,j)e I et t, = 1si
xel.
Remarque 5.3.1. Les formules ci-dessus pour S ne sont pas exactement celles de Lusztig.
La différence provient de I'existence d'une involution b sur X définie par (i, j)— (i,d —j) si
(i,j)el eti>0etx— x sinon. La matrice définie par Lusztig dans [Lus94] est S, ;).

Proposition 5.3.2 ( [Lus94, Proposition 3.2]). La matrice S et la matrice diagonale T avec
entrées (t,)cx forment une donnée N-modulaire :

SXMS ua
S2=1,(STP =1 et ‘v’x,y,zeX,Z#

eN.
ueXx S(O,l),u

5.3.2 Une matrice de Fourier pour les groupes diédraux tordus

On rappelle ici la définition de la matrice de Fourier ainsi que des valeurs propres de
Frobenius pour les groupes diédraux tordus, telle que définie dans [Mal95, 6C] et [GMO03,
6.1]. Ces données ne forment pas de données N voire Z-modulaires, mais on les interprétera
dans le cadre catégorique de la partie 5.2. Soit J I'ensemble des paires d’entiers impairs
(j, k) telles que

O<k<l<k+Il<2d.

La matrice de Fourier est alors S™ = (i, j), (k, 1)), jyer,(k,1)ey OU

gil+ik 4 g=il=jk _ gik+jl _ g—ik=jl
p .

Cette matrice n’'est pas symétrique, mais est néanmoins carrée. Comme pour les groupes
G(d,1,n), il existe une notion de “caracteres unipotents” pour les groupes diédraux tor-
dus ou non, et méme plus généralement pour les groupes G(d, d, n). En ce qui concerne
les groupes diédraux, les caracteres unipotents de la grosse famille peuvent étre indexés
par X, et pour les groupes diédraux tordus, les caracteres unipotents de la grosse famille
peuvent étre indexés pat /. On note F la matrice diagonale avec entrées (t,).; et F la
matrice diagonale avec entrées (') ;.

((lr])r(k’l» =
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Proposition 5.3.3 ([GMO03, Theorem 6.9]). Les matricesS™, F| et F, vérifient
StWtStW =1= tStWStW et (PétStWFvl—IStW)Z =1.
De plus, pour tous x,y,z €1

Stw gtw St_w

z X,u "y, u - z,u
nyy— E . €Z.
uej 0,1),u

On peut alors définir une Z-algebre libre en tant que Z-module et de base indexée par I
dont les constantes de structures sont NY . Geck et Malle ont expliqué les nombreuses si-
milarités entre cette algebre et celle que I'on peut associer ala donnée modulaire de Lusztig
pour le groupe diédral.

Tout comme dans le cas des algebres de fusion associées aux familles de caractéres uni-
potentsde G(d, 1, n), il est facile de trouver des exemples pour lesquels certaines constantes
de structures sont strictement négatives. Par contre, la conjecture 2.2.8 de Cuntz n’est plus
valide ici : '“anneau” dont les constantes de structures sont données par les valeurs abso-
lues des Nxfy n’est plus associatif.

Exemple 5.3.4. Dans le cas ot d =6, quand le groupe diédral I,(d) est le groupe de Coxeter
de type G,, la famille Z de caracteres du groupe tordu que I'’on considere ici est de cardinal
6 et la table de multiplication de I'algebre de fusion A5 associée est donnée dans la table
5.1.

x | by b, b, b, b, be
b, | b b, by b, bs bg
b, | b, b+bs—b; by+b, by+bs+bs —b,+b, b,
by | by  by+b, b+b+by by+h, 0 b,
b, | by by+bs+bs b,+b, b+bs—b; by—b, b
bs | by —b,+b, 0 b,—b,  b—bs—bs —bs
bﬁ bﬁ b4 b3 bZ _b5 bl

TABLE 5.1 — Table de multiplication de I’algebre de fusion de la grosse famille de G,

Si on note (b;"),<;<¢ la base du Z-module avec multiplication donnée par les valeurs
absolues des constantes de structures de I'anneau A, la multiplication ainsi définie n’est
pas associative. Par exemple,

(b )b =2b; +2b; #0= b} (b b).

5.3.3 Le centre de Drinfeld de la catégorie des modules basculants de
%g(ﬁ [2)

On note %/(&) la catégorie de fusion des modules basculants de %:(sl,) telle que définie
dans [BKO1, Section 3.3] ou dans [EGNO15, Section 8.18.2]. Rappelons que cette catégorie
peut étre vue comme le degré 0 de la catégorie des modules basculants de Z;(sl,) étudiée
dans la partie 4.3.6. La catégorie de fusion ¢(&) peut également étre décrite en terme de
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représentations de niveau d—2 d'une algebre de Lie affine de type A, avec un produit tenso-
riel tronqué. Une équivalence entre ces deux catégories a été donnée par Finkelberg[Fin96].
La catégorie ¢(&) admet d — 1 objets simples, que I'on va noter V;,...,V,_;, | étant
I'objet unité. Cette catégorie est de plus tressée et pivotale, la S-matrice est donnée par
gii =i

VoVi T e g
et le twist 8 associé a la structure pivotale par

2 2
gwxv- — g(l J9)/2

j )

£1/2 étant une racine carrée de & choisie au préalable. Dans %6 (&), tout objet est autodual et
la structure pivotale est sphérique.

Afin de donner une catégorification de la donnée de fusion associé au groupe diédral,
Lusztig considére une sous-catégorie de ¢ = 6(£)X 6 (&)™ . Cette sous-catégorie n’est pas
modulaire et sa modularisation donne alors la catégorification attendue. La catégorie 6(£)
étant modulaire, elle est factorisable [EGNO15, Proposition 8.20.12] : son centre de Drinfeld
Z(€6(&)) est équivalent a 6 (&)X 6 (E). On remarque que 6 (&)™ est équivalente a 6(E1).
La structure pivotale et le tressage de (&) munissent alors ¢ d’une structure pivotale ainsi
que d'un tressage. La S-matrice de la catégorie 6 est alors donnée par

gik_g—ik é‘jl_g—jl
Sy, v = T e E e

et le twist 6 associé a la structure pivotale par

Hvixvj — g(iz—jz)/{
Remarque5.3.5. Dans [Lus94, Section 3.8], Lusztig ne considere pas exactement la catégo-
rie 6 (&)X €(&)™" mais la catégorie 6 (£)X €(&). Puisque 6(E) ~ € (£71), la S-matrice de
6 (&) estla conjuguée complexe de la S-matrice de 6(&). Or cette derniére est a valeurs
réelles, et donc les catégories 6 (&)X 6(E) et 6 (&)X 6 (&) ont mémes S-matrices.

Ce n'est absolument pas le cas du twist associé a la structure pivotale, et afin d’obtenir
les valeurs propres du Frobenius sur les caractéres unipotents du groupe diédral, le choix
de € (&)X 6 (&) fait ici est crucial.

Soit £ 'objet simple V;,_ ®V,_; de 6. Comme V,_, est de carré tensoriel isomorphe a
I'unité dans ¢(&), il en est de méme pour £ dans €. La sous-catégorie de fusion engen-
drée par ¢ est de plus égale a Rep(Z/2Z). La catégorie ¢ vérifie ainsi toutes les hypotheses
énoncées au début de la partie 5.2. L'objet simple X est en degré nul si et seulement si
Se.x =dim(X) et est en degré 1 si et seulement si S, x =—dim(X). Comme

Se.vmy, = (1) dim(V; ® V),

les objets simples de 6, sont les V; R V; avec i et j de méme parité, tandis que les objets
simples de 6, sontles V;R V; avec i et j de parités différentes. La catégorie 6, est exacte-
ment la sous-catégorie 6’ que considere Lusztig [Lus94, Section 3.8].

Dans 6(£) le produit tensoriel par V,;_, est donné par V,_,; ® V; = V,_; et ainsi dans ¢,
le produit tensoriel par ¢ est donné par ¢ ® (V; X V;) = V,;_; ® V,_;. La tensorisation par &
admet donc un point fixe sur I’ensemble I, des classes d’'isomorphie de %, si et seulement
si d est pair, I'objet fixe étant V% X Vg.
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5.3.4 Modularisation de la composante de degré nul

Les seuls objets simples transparents de 6, sont 1 et £ qui sont tous deux de dimension
1 et de twist 1. D’apres [Bru00], il existe une unique modularisation minimale <€0m°d de 6,,a
équivalence pres, ainsi qu'un foncteur monoidal tressé F : 6, — 6,"°¢ qui respecte de plus
la structure pivotale. On peut obtenir cette modularisation en ajoutant des isomorphismes
entre X et £ ® X pour tout objet X et en prenant ensuite la complétion idempotente.

Si d estimpair, comme la tensorisation par ¢ n'a pas de point fixe, les objets simples de
<€0m°d sontles V;X V; avec i et j de méme parité et0<i< j<doul0<i=j<d/2.

Si d est pair, la situation est un peu plus complexe : la tensorisation par € a pour seul
point fixe Va ® Va et cet objet se scinde alors en deux dans la modularisation %6 mod T eg
objets 31mp1es de la modularisation sont alors les V;® V; avec i et j de méme parlte et
0<i<j<dou0O<i=j<d/2ainsique les deux obJets supplémentaires (V% X Vg)+ et
(V% X V% ).

Notons alors I I'ensemble des paires d’entiers (i, j) de méme parité tellesque 0 < i < j <
dou0<i=j<d/2etnotons par I’ 'ensemble vide si d est impair et]'ensemble constitué
des deux éléments (%, 2) et (4,4) sid est pair. Enfin, notons X la réunion disjointe de
I et I’. On indexera la S-matrice de la catégorie ‘50‘“0‘1 par X, dont on détaille les calculs
esquissés par Lusztig [Lus94].

Proposition 5.3.6. Sid estimpair, laS-matrice et les valeurs du twist 6 associé a la structure
pivotale de la catégorie <€0m°d sont données par

gik—gikgit gt o
Sepwn="¢ g zoea ¢ fu = gli=re,

pour (i, j),(k, D€ .
Si d est pair, la S-matrice et les valeurs du twist 0 associé a la structure pivotale de la
catégorie <€0m°d sont données par

é‘ik_é‘—ik gjl _g—jl
St k1) = For f—za

pour (i, j),(k, )€ T
1 gid/z_g—id/z gjd/z_g—jd/z
(44 TN TNEN DT EEeT  g_ga

S (4.9),

pour(i,j)el

et

pour(i,j)el
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Démonstration. Rappelons brievement la construction de Miiger [Miig00] de la modulari-
sation de %,. Commencons par considérer la catégorie ¥ dont les objets sont les mémes
que ceux de %6, et dont les espaces de morphismes sont

Homy, (X, Y)=Home (X, Y)®Homy (X,e®Y).

On renvoie a [Miig00] pour plus de détails quant a la composition des morphismes et au
produit tensoriel. Cette catégorie dispose de traces quantiques, et la remarque cruciale est
la suivante: les traces quantiques d'un endomorphisme f de X provenant d'un morphisme
X — £ ® X de %6, sont nulles. En effet, cette trace est un endomorphisme de 1 dans Z re-
présenté par un morphisme 1 — & qui est alors nul.

La catégorie & n’est pas semi-simple en général, la modularisation 6,°¢ est sa com-
plétion idempotente : ses objets sont les paires (X, e) ot e € End,(X) est un idempotent et
les morphismes entre (X, e) et (Y, f) sontles g: X — Y tels que f o g = g oe. Cette catégo-
rie est munie de toutes les structures supplémentaires dont dispose . De plus, pour tout
fe End%)(;nod((X ,e))ona

«omod
Tr(f?,e) (f)= Tr;j((f oe).
Le foncteur F: 6, — 6,"°? est alors simplement X — (X, idy) sur les objets et I'identité sur
les morphismes. Ainsi F(X) est simple si et seulement si X % ¢® X. Si X est simple dans %,
et X ~ ¢® X alors il existe un isomorphisme y € End,(X) tel que y oy =idy provenant d'un
isomorphisme X — £ ® X dans %,. Ainsi e, = %(idx +y) est un idempotent de End,(X) et
F(X)=X,8X ouX.=(X,e).

Cette description de la modularisation %6, permet donc de conclure quant a la valeur
de S, 1) pour (i, j) et (k, 1) dans I.

On suppose dorénavant que d est pair. Il ne reste plus qu’a calculer les termes de la S-
matrice faisant intervenir (%, %) .- Si X désigne I'objet simple de 6, tel que F(X)= X, & X_
alors pour tout objet Y dans %, on trouve

(gomod . 9 . _ 1 (6)0
Trp(y)chi(CXi,F(Y) o CF(Y),Xi) = Try,X(CX,Y OCyx© id®e,) = ETIY,X(CY,X o CX,Y);

puisque le morphisme cy xocx yoy®idy dans & provientd’'un morphisme X®Y — ¢®@X®Y
qui est de trace nulle. De méme,

%»mod ]_ 6, . . . .
TrXi@Xi(CXi,X+ ocx, x,)= 1 Trx?x(CX,X oy x °(idygx (Y ®idygx)o(id, ®cx , ®idx)o (g ® g))
et

gnod I« . . . .
Trxi@oxi(cxi,x, ocCx x,)= 1 Try’y(cx,x © €x x ©(idxex F(p ®idyex)o(id, ®cx, ®idx) (g ® g)).

On déduit donc les valeurs attendues pour §; j)(4.4), pour (i, j) € I. Il ne reste que les
valeurs de S( a4y (44) a calculer. Pour simplifier, notons X 1'objet Vam Va de 6,. On va

alors utiliser le fait que 6™°¢ est modulaire et donc que sa S-matrice et son twist donnent
lieu a une représentation de S L,(Z). La S-matrice de <€0m°d a donc la forme suivante :

st 1
S=|1l|a p
B «a
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ol s est une matrice carrée que I'on a déterminée, [ un vecteur ligne que 'on a aussi dé-
terminé et @, f sont a déterminer. Les objets simples sont ordonnés de telle sorte que X, et
X_sontles deux derniers. On a vu que 2(a+ ) est égal a S;f’ ° . Larelation §* = dim(‘tfom"d)E ,
ou E est la matrice de permutation donnant la dualité, s’écrit

[ 24210 | s'l+(a+p)l s'l+(a+p)l) 1
Is+(a+p)l| I'l+a®+p*>  1'1+2af |=dim(6,")| 0
Is+(@+p) | 1'l1+2ap 'l +a*+ B2 0

IS RO
= OO

o . . 01 . . N )
ou (Z; V) estl'identité ou (1 0) selon siles objets X, et X_ sont autoduaux ou duaux!'un

de l'autre. Dans les deux cas, ceci donne (o — f)* = dim(6"°¢)2.

Sion note T la matrice diagonale dont les entrées sont les valeurs de I'inverse du twist
sur les objets simples de 6;"°¢, on alarelation (ST~')* = dim(%,"°)7*(%6™%)1. En calculant
explicitement la matrice (ST~'), on trouve que 0;3(a — f)* = dim(6™°%)t*(4€,"°%). Ainsi
a—p =037t (69). Enfin

_ 1 6o 3 ~—(c¢pmod _ 1 6 __9pn3 -—(cpmod
a= (S¢%+20317(6™Y) et B= M (S¢% —20317(6™Y).

Afin de conclure, il nous reste a calculer T_((gom()d). Pour éviter le calcul direct de cette
somme, on remarque que T‘(‘éom"d) =57 (%6). En effet, T‘(‘éom"d) = %T_((go) et on a ensuite
77(%6,) = T (€¢) puisque la partie ZZGIH%) 6;'|Z|? est nulle : pour Z € Irr(‘6}), on a 6,4, =
—0, et la tensorisation par € n'a pas de point fixe sur Irr( ;).

Mais la catégorie 6 est, par définition, égale a 6 (£)R 6 (&)™ et ainsi

T (6)=1 (4 ()" (€ (£) =dim(€ ()

puisque 6(&) est modulaire. Il ne reste plus qu’'a calculer la dimension catégorique de

6 (&): .
. N[ E7\ . 24
dm(eE)=2 ( P )‘ Gz
Finalement,
:; _1\4/2_1_ — 1 _1\d/2 _
=y (V7 1=d) et p=s—rm (1 -14d),
comme attendu. O

On renormalise a présent la S-matrice en divisant par la racine carrée positive de la
dimension dim(%°) qui n’est autre que

TP d
dim(‘gom"d) = % dlm((é(é')) = —m

La S-matrice renormalisée est alors égale a

B é‘ik—jl+§—ik+jl_§ik+jl_§—ik—jl
St )ik = p :
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pour (i, j) et (k, 1) dans I et si de plus d est pair

~ 1 o o
d/2.d/2) () = ((—1)( f)/Z_(_l)(w)/z),

Sti,jyd/2.ds2), =

[0))
»n

(d/2,d/2).,(i,]) = S(i,j),(d/z,d/z)_ =

pour (i, j)e I et
s s 1 /2
Sarz.ar.sasnarn. = Sajzar aszap. =57 (1-(1)"+ad)
- - 1
d
Stajz,df2). djzdre). = Sdjzd 2. d/zd/e), = 2d (1—(-1)*?—aq).

Soit ¥,: X — X I'application qui envoie (i, j) € I sur (j—i,i+ j) et, si d est pair, (0,d /2)
sur (d/2,d/2), et (0,d/2)" sur(d/2,d/2)_. On vérifie facilement que ¥, est bijective et que
son inverse sur [ est donné par (i, j)— (5%, 21). Le résultat suivant est da a Lusztig [Lus94,

3.8].

Théoréme 5.3.7. La catégorie 6,"°" est une catégorification de la donnée modulaire associée
au groupe diédral. Plus preczsement si S est la S-matrice correctement renormalisée de ¢
et si 0 le twist associé a la structure pivotale,

Suyun =1%, X"} et Oyn=ty,

pour tous x,x’ € X.

5.3.5 Ledegrélde %

Ons’intéresse désormais a la matrice S, ; associée ala graduation de ¢ et on montre que
I'on retrouve la matrice de Fourier non symétrique associée au groupe diédral tordu. Les
objets simples dela catégorie 6, sontles ViRV, avec k et [ de parité différenteet0< k, [ < d.
On choisit alors {V, R V|0 < k < I < d, k # [ mod 2} comme représentants des orbites de
Irr(6,) sous 'action par tensorisation par £. On note J 'ensemble des paires d’entiers (k, )
de parité différente telleque 0< k<[ < d.

La matrice S, est alors indexée par I x J et est égale a

é‘ik_é'—ik é’jl_é’—jl
E-g1 g

(SO,I)(i,j),(k,l) =

pour tous (i, j)e T et(k, )€ ].
Soit ¥, : ] — J la fonction envoyant (k, [) sur(
une bijection d’'inverse donné par (k,[)— (I —k, k+ l).

Ik K+l ) On vérifie facilement que ¥, est

Théoréme 5.3.8. La S-maitrice S,, convenablement renormalisée associée a la catégorie €
contenant Rep(Z/27Z) est la matrice de Fourier associée au groupe diédral tordu. Plus préci-
sément, pour tous (i, j)e I et(k,l)e J ona

(301)%1] L en = (@, 1), (K, 1)).

De plus, l'inverse de la valeur propre du Frobenius est donné par le carré du twist sur 6, :
pour tous (k,l)e ] ona

kl
\I/lkl =&
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Ainsila matrice K est égale ala matrice T, etla matrice F, est égale ala matrice T:*. La
relation [GMO03, Theorem 6.9, (F6’)] devient alors

(T80TS0 =1, (5.3)
et il découle du théoreme 5.2.11 que
& s T (60) .
(lesl,o TOSO,1)2 = (%) id

puisque la catégorie 6 est sphérique et donc 1 = 1. On a de plus vu que 7 (6,) = T7(%6,).
On retrouve donc bien la relation (5.3).

Remarque5.3.9. Dans[GMO3, Section 7], Geck et Malle construisent un anneau R, quotient
de I'anneau de Grothendieck de la catégorie 6, qui est 'anneau de fusion associé a la ma-
trice de Fourier associé au groupe diédral tordu. Néanmoins, I’anneau R qu'ils construisent
n’est pas libre sur Z puisqu’il contient de la 2-torsion. Dans notre construction, la 2-torsion
n’est plus présente, puisque I'objet simple annihilé par 2 correspond exactement a I’objet
simple de %, fixe par tensorisation par &.

5.4 Double de Drinfeld d’'un produit semi-direct G XZ/nZ

Ici, on donne un autre exemple de catégorie contenant Rep(Z/nZ), a savoir le double de
Drinfeld d'un produit semi-direct. Ceci permet de réexpliquer certains ensembles considé-
rés par Lusztig dans [Lus84] ainsi que certaines matrices de Fourier associées aux groupes
de type %A,,, 2Eg ou encore *D,.

Fixons a présent un groupe fini G muni d'une action d'un automorphisme F d’ordre n
et considérons le groupe G = G x (F).Iladmet G comme sous-groupe distingué et on note
7 le morphisme quotient G — (F). On se retrouve en présence de la suite exacte

1 s G s G —= Z/nZ — 1.

On fixe { une racine primitive n-iéme de 'unité, et on note ¢ la représentation de dimen-
sion 1 de G triviale sur G envoyant F sur {.

5.4.1 Un élément de puissance tensorielle triviale dans D(G)-mod et la
graduation qui s’en suit

Rappelons que les objets simples de D(G)-mod sont indexés par les paires (g, y) ou
g € G et y estun caractere irréductible de Zz(g), le centralisateur de g dans G, ceci a conju-
gaison pres. La représentation V, , a pour support [g].

Ici, on dispose d'une représentation irréductible ¢ de G qui est de puissance tensorielle
n-ieme triviale. Il en est alors de méme pour la représentation V;, que 'on va a présent

noter ¢. Cet élément munit alors la catégorie D(G)-mod d'une graduation par Z/nZ que
I'on décrit a présent.

Lemme 5.4.1. La composante de degré k de D(G)-mod a pour objets ceux dont le support
est contenu dans G F*.



5.4. Double de Drinfeld d'un produit semi-direct G X Z/nZ 149

Démonstration. Soit X un D(G)-module. Le morphisme ¢, x: £® X — X ® £ est égal a

ce,x(em):nz_la" D (gxee)

k=0 geGFk
tandis que le morphisme cx ,: X ® £ — £® X est égal a
Cxe.(x®e)=e®x.

Ainsi le double tressage est

n—1
CreoCoxle®x)=D > Heoeyx)

k=0 geGF*k

ce qui permet de conclure. O

Afin de poursuivre I'étude de la catégorie D(G)-mod munie de la graduation donnée
par &, on s'intéresse aux objets simples de degré 0 qui ont un stablilisateur non trivial pour
I'action de tensorisation par &. Les objets simples de la composante de degré 0 sont ceux
dont le support est contenu dans G c’est-a-dire ceux de la forme V, , avec g € G et y €
Irr(Z¢(g))-

Proposition 5.4.2. Pour tout g € G et y € Irr(Z;(g)), l'objet simple V; ., a un stablilisateur
non trivial pour l'action de tensorisation par ¢ si et seulement si Z(g)NGF =0 ou Zz(g)N

GF #0et Resﬁggg( x ) nest pas irréductible.

. Ainsi V,

2., €st stable

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que & ® Ve, = Vg'ReSgG(g)(g)@ .

par tensorisation par £%* si et seulement si Reng( g)(sk) ® y = y. Comme ¢ est trivial sur G,
il ne reste plus qu’a s’intéresser au cas ou Z3(g) £ G.

Supposons en premier lieu que Zz(g)N G F =0. On note alors m > 2 le plus petit entier
tel que Zz(g)N GF™ # ). Cet entier divise alors n, et on écrit n = km. Il est alors clair que
Resgc(g)(sk) =1letdoncquee®* @V, , ~V, . Ainsisi Zs(g)NGF #0, le stabilisateur de V, ,
pour l'action de tensorisation par € est non trivial.

Désormais on suppose que Zs(g)N GF # (). Le groupe quotient Z;(g)/Z;(g) est alors
cyclique d’ordre n. On a alors

n—1

D (Resy ()@ 1, 7) = (Res;® (1), Res 2 6 (x)),

1=0

comme on le voit en décomposant Zz(g) comme union disjointe des classes a gauche pour
le sous-groupe Z;(g). Ainsi V, , a un stabilisateur non trivial pour 'action de tensorisation

par ¢ si et seulement s'il existe 0 < k < n tel que Resgé( g)(sk) ® y = y si et seulement si

Z"(g) ) L
Reszg(g)()() n’est pas trivial. O
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5.4.2 Lien avec le double de Drinfeld de G

La graduation obtenue sur la catégorie D(G)-mod aunlien avecla catégorie D(G)-mod.
Comme la catégorie D(G)-mod est modulaire, les seuls objets simples transparents dans la
composante de degré 0 de D(G)-mod sont les puissances de &, qui sont tous de dimension
1 et de twist 1, et la modularisation de (D(G)-mod), existe alors.

Proposition 5.4.3. La modularisation de la composante de degré 0 de D(G)-mod est la ca-
tégorie modulaire D(G)-mod.

Démonstration. On dispose d'un foncteur R: (D(G)-mod), — D(G)-mod défini par res-
triction. Plus précisément, on dispose d'une algebre de Hopf Dz (G) obtenue comme pro-
duit semi-direct C[G]x CG, le groupe G agissant bien évidemment sur G par conjugaison
(cf. [Wit96, Section 2] pour un cas plus général). Les trois algebres D(G), D(G) et Dz(G) sont
reliées comme suit
Dg(G)
D(G) D(G)

avec T envoyant g € G sur g et e,, g € G, sur e, si g € G etsur0sinon et envoyant g € G
surgete,, ge€q, sur eg.

Les représentations de Dz(G) passant au quotient par 7 sont celles dont le support est
inclus dans G. Ainsi, la restriction d'une représentation de (D(G)-mod), & Dz(G) passe au
quotient et devient une représentation de D(G), et ceci définit le foncteur R. Ce foncteur est
bien évidemment tensoriel, et respecte a la fois le tressage et le twist. Comme la catégorie
D(G)-mod est modulaire, il ne reste plus qu’a voir que le foncteur R est dominant au sens
de [Bru00, Section 2.1].

Pour cela, il suffit de montrer que tout objet simple de D(G)-mod est facteur direct d'un
objet de la forme R(X). Soit g € G et y € Irr(Z;(g)) et considérons I'objet simple V, , de la
catégorie D(G)-mod. On choisit y € Irr(Zz(g)) tel que y soit un facteur direct irréductible

de Reséiii( 7). On vérifie aisément que R(V, ;) admet V, , comme facteur direct. O

5.4.3 Lien avec les matrices de Fourier des groupes tordus

Dans [Lus84, 4.16), Lusztig considere 'ensemble ./ des paires (g, y) ol1 g € G est tel
que la classe de conjugaison de g rencontre G F et y est une représentation irréductible de
Z:(g) dont la restriction a Z;(g) est encore irréductible, a conjugaison pres.

Il consideére également]’ensemble ./’ des paires(g, y)ou g € GF et y estunereprésen-
tation irréductible de Zz(g), toujours a conjugaison pres. Enfin, il considére un troisieme
ensemble ./ constitué des paires (g,7) oit g € G d’'un élément g € GF et 7 est une repré-
sentation de Z;(g), a conjugaison pres. Enfin, pour donner une interprétation des matrices
de Fourier des familles de caractéres unipotents de groupes tordus par un automorphisme
du diagramme de Dynkin, il considere la matrice

{(g’Y)’ (h,7)}= ngl@,z*,vm,

ot (g,y)€.#,(h,t)€ ./, y estune extension de ¥ a Z(g) et S estla S-matrice renorma-
lisée de la catégorie D(G)-mod.
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Proposition 5.4.4. L'ensemble ./ est en bijection avec 'ensemble 1, ,, des objets simples de
la catégorie (D(G)-mod), qui ont un stabilisateur trivial sous l'action par tensorisation par
e.

Lensemble ./ correspond a un choix de représentants de I'ensemble I, des objets simples

de la catégorie (D(G)-mod), sous l'action par tensorisation par €.

Lusztig remarque effectivement que le choix de représentants de I, ne modifie pas la
S-matrice Sy ;. Le choix de représentants de I, ,, n’est pas fait chez Lusztig, mais il considere
des fonctions sur I, ,, qui sont compatibles a I’action de ¢ (cf. 'ensemble 22, tel que défini
dans [Lus84, 4.16]).

5.5 Double de Drinfeld d'une extension centrale par Z/nZ

Fixons a présent un groupe fini G et considérons une extension centrale G de G par
Z/nZ. Cette fois-ci, on se retrouve en présence de la suite exacte

1 — Z/nZ s G — G s 1.

On note z I'élément central de G correspondant a un générateur de Z/nZ. Remarquons

que z est un élément central du double de Drinfeld D(G). On fixe également une racine
primitive n-ieme de l'unité .

5.5.1 Un élément de puissance tensorielle triviale dans D(G)-mod et la
graduation qui s’en suit

Les objets simples de D(G)-mod ayant été rappelés a la partie 5.4.1, comme I'élément
z est central, il est clair que I'objet simple V ; est un élément d’ordre n pour la puissance
tensorielle, 1 désignanticila représentation triviale de G. On note alors cet objet £. La sous-

catégorie engendrée par ¢ est alors égale a Rep(Z/nZ). On munit ainsi D(G)-mod d’'une
graduation par Z/nZ que 'on décrit a présent.

Lemme 5.5.1. La composante de degré i de D(G)-mod a pour objets ceux sur lesquels I'élé-
ment central z agit par {'id.

Démonstration. Soit X un D(G)-module. Le morphisme Cox: €E®X — X ®¢gestégala

Ce x(e®x) :Z(ng ®e)=x®e
geG
tandis que le morphisme cx ,: X ® £ —» £® X est égal a

cxelx®e)=e®z-x.

Le double tressage cx , o ¢, x est donc donné par 'action de z sur la seconde tensorande, ce
qui permet de conclure. O

Comme dans la partie précédente, on a besoin de comprendre les objets simples dont
le stabilisateur pour I'action par tensorisation par ¢ est non trivial, ceci afin d’enlever des
colonnes ou lignes nulles des matrices extraites de la S-matrice de la catégorie D(G)-mod.
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Proposition 5.5.2. Pour tout g € G et y € Irr(Zz(g)) tel que y(z) = x (1), l'objet simple Ve s

est stable par tensorisation par € si et seulement si[g]| =[zglet y ="y outr € G est tel que
1

zg=rgr .
Démonstration. Le module V, , est supporté par la classe de conjugaison [g] de g dans G,
donce®V, , estsupporté par z[g] =[zg] etdonc est de la forme V_, , pour Y €Irr(Z;(zg)).
Il estimmédiat que y = y puisque z agit parI'identité sur V, ,. On a donc unisomorphisme
e®V,, ~V,, . Si[h]=[k], onaunisomorphisme entre V,, et V; ., ol ¢ est tel que h =
tkt™!, ce qui permet de conclure. O

5.5.2 Lien avec le double de Drinfeld de G

Exactement comme dans la situation de la partie 5.4, la catégorie D(G)-mod a un lien
fort avec la catégorie D(G)-mod, que I'on comprend avec la graduation donnée par I'objet
¢. La catégorie D(G)-mod est modulaire donc les seuls objets simples transparents dans la
composante de degré 0 de D(G)-mod sont les puissances tensorielles de & qui sont toutes
de dimension 1 et de twist 1.

Proposition 5.5.3. La modularisation de la composante de degré 0 de D(G)-mod est la ca-
tégorie modulaire D(G)-mod.

Démonstration. Cette fois, on obtient un foncteur Q: (D(G)-mod), — D(G)-mod est ob-
tenu par quotient. Plus précisément, les trois algébres D(G), D(G) et Dz(G) sont reliées
comme suit
Dg(G)
D(G) D(G)

avec 1 envoyant g € G sur 7(g) et 04,8 € G sur 04 etienvoyantg € Gsurgetd,, g€ G sur
Zken-l(g) 5k .

Une représentation de D(G) passe au quotient Dz(G) si et seulement si |’élément cen-
tral z agit par id. On obtient donc un foncteur F: (D(G)-mod), — D(G)-mod par quotient
suivi de restriction. Ce foncteur est bien évidemment tensoriel, et respecte a la fois le tres-
sage et le twist. Comme la catégorie D(G)-mod est modulaire, il ne reste plus qu’a voir que
le foncteur Q est dominant au sens de [Bru00, Section 2.1].

Pour cela, il suffit de montrer que tout objet simple de D(G)-mod est facteur direct
d’un objet de la forme Q(X). Soit g € G et y un caractere irréductible de Z;(g). On choisit
g dans 771(g). Le morphisme quotient 7 se restreint alors en un morphisme de groupes
Z:(8) — Z;(g), qui nest pas nécessairement surjectif. Ceci nous permet de voir y comme
une représentation de Zz(g), qui n'est pas nécessairement irréductible. On choisit alors ¥
un facteur direct simple de y, vu comme représentation de Zz(g). Lélément central z agit
nécessairement trivialement sur j. Le module simple V, , apparait alors comme facteur
direct de Q(V; ). O

5.5.3 ZF, etle double de Drinfeld de S,

Tout comme pour les groupes de Suzuki de type ?B, et de Ree de type G,, on dispose de
matrices de Fourier pour les familles du groupe de Ree de type ?F,. La matrice de Fourier
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de la grande famille de 2F, telle que décrite dans [GMO03] s’interprete alors en considérant
une extension centrale de G,.
Une matrice de Fourier pour *F,

On ne considére que la grosse famille de F, qui est de cardinal 13. La matrice de Fourier
de cette famille est donnée par

3 3 6-6 -3 -3 -3 -3 -3 -3 00 0

0 0 0 -4 4 4 0 0 0 0 4 4 -8

-6 —6 0 -4 —2 -2 0 0 0 0 4 4 4

3 3 6 2 1 1 3 3 3 3 4 4 4

3vV2 =342 0 0 —3v2 3v/2 3v2 3v2 —3v2-3J2 0 0 0

1 | 3/2-3v/2 0 0 3vZ —3v2Z—-3v2 3v2 =342 32 0 0 0
S=—|3v2-3v20 0 3f —3f sf —3f 32 —3vZ 0 0 0
121 0 o o0 o -6 -6 6 0 0 0
3 3 —6-6 —3 —3 3 3 3 3 000

-3 3 6 -2 -1 -1 3 3 3 3 —4-4—4

0 0 0 —4 4 4 0 0 0 0 4 -8 4
K 0 0 0 —4 0 0 0 0 -8 4 4}
3v/2-3v2 0 0 —af 3f —3v2-3v2 342 342 0 0 0

Lordre des lignes et des colonnes n’est pas ici celui de [GM03, Theorem 5.4], mais celui
choisi dans le paquet CHEVIE de GAP. On dispose également des matrices F, et F,, comme
pour les groupes diédraux tordus (cf. partie 5.3.2) :

Pi = dlag(1) 17 1) lr 1) C4)_§4)_1» 1) 1» g3) 52)_1)

et
=diag(1,1,1,— =08y 8a—La—C5—L5—

Proposition 5.5.4 ([GMO03, Theorem 6.9]). La matrice S est unitaire et pour tout i, j, k €

{1,...,13}, le réel
Z zlS 1Sk

est un entier et (F,SE'S)* =id.

La condition d'unitarité de S implique que les entiers Nl.’“]. permettent de définir une
Z-algebre unitaire et associative, de base (b;),<;<13 en tant que Z-module et dont la multi-

plication est donnée par
13
_ k
I=1

I’élément neutre étant alors donné par b,.

La matrice S, pour &,

On considére comme groupe G le groupe symétrique &,. Ce dernier admet quatre ex-
tensions centrales par Z/2Z non isomorphes, puisque H*(G;Z/27) ~ 7./27 x 7./ 2Z. On tra-
vaille avec I'extension centrale non triviale &, telle que décrite dans [HH92, Theorem 2.8].
Il s’agit du groupe binaire octaédral et une présentation en est donnée par

S, :<Z; b, I, I3 | =1, tl-z =z,(h ) =z,(LEL) =2z, ) = Z)-
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Lélément z est central et on a un morphisme quotient 7: &, — &, en quotientant par le
sous-groupe distingué {1, z} qui envoie le générateur ¢; sur la transposition (i i + 1). Les
classes de conjugaison de ce groupe sont données par [HH92, Theorem 3.8], et des repré-
sentants sont donnés par les éléments suivants

Lz, by, t L5, 105,21 1y, by L 15, 21 Ly E5.

Afin d’obtenir les modules simples du double de Drinfeld de @54, on a également besoin de
connaitre la structure des centralisateurs des éléments mentionnés ci-dessus. Ce calcul,
mené al’aide de GAP, nous donne

Z@4(1) = Zé4(Z) == 64,Zé4(t1) ™~ Z/4Z, Zé4(tl [3) == Z/SZ, Z@4(t1 tz) == Z@4(Z tl tz) al Z/6Z
et Z@4(t1 tz t3) = Z@4(Z tl t2 tg) ] Z/8Z

La table des caracteres de &, est donnée dans la table 5.2 et provient de [HH92, Table
4.7].

1 z i Kty L, zht, Kbty zhbhl
11 1 1 1 1 1 1 1
e |1 1 -1 1 1 1 ~1 ~1
12 2 P | 0 0
13 3 1 -1 0 0 —1 —1
713 3 -1 -1 0 1 1
Y, |2 =2 0 0 -1 V2 =2
2 =2 0 0 -1 V2 V2
Ysl4 -4 0 0 -1 1 0 0

TABLE 5.2 — Table de caracteres de S,

Tous les autres centralisateurs étant cycliques, on déduit qu’il y a 56 D(G)-modules
simples. Introduisons quelques notations pour les décrire. On choisit {; une racine primi-
tive k-ieme del’'unité pour k € {4,6,8}. Lensemble Irr(Z/kZ) seraidentifié a {{ | r € Z/kZ},
toujours pour k € {4,6,8}. En ce qui concerne les représentations de &,, on se réfere a la
table de caracteres 5.2.

L'élément ¢ est d’ordre 2 et la catégorie D(G)-mod est graduée par Z/2Z. On obtient 30
objets simples de degré 0 indexés par

(1,1),(1,8), (1, x2), (1, x3), (1, x5), (2, 1), (2, €), (2, x2), (2, x3): (2, 23),

(£, 1), (51,1, (11 £5,1), (115, 85), (a5, Cy), (a5, 8), (11 10, 1), (1122, L), (1122, L),
(21185, 1),(z14 tz»gé) (21 fz»gé) (htyt5,1), (t1t2t3’§§)»(t1 tztg’gg),(ﬁ tzts,gg)»
(ztit,15,1 )(zt1t2t3,§'2) zt1t2t3,§ ), (Zﬁtzts»g ),

et 26 en degré 1 indexés par

1,32), (1,5),(1,304), (2,12), (2,45, (2, ¥4), (11, £0), (81, C3),
tlts’gs),(tl%»Cg)»(tlt3»52)’”1ts’gg)»(tltz»ge)»(tltzrgg)’(tltz’gg)»
Ztltz»gﬁ)’(zﬁtz»gg)’(zﬁtzr52)’“1tzts’58),(t1t2t3»gg)»(tltzts’gg)’(ﬁfzts,g;),
Zfltzts»Cs)’(ztltzts’gg),(zﬁtzts’gg),(zﬁtztswgg)-

~—~ ~ ~
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On a vu que les modules simples fixes par tensorisation par € sontles V; , avec [zg] =
(gl x(z)=y()et"y =y oureG esttelque zg = rgr'. Seules les classes de conjugaison
de ¢, et t, t; satisfont la premiere condition.

Commengons par I'étude des représentations de la forme V, , . Le centralisateur Zg, ()
est isomorphe a Z/4Z et a pour générateur ¢;. On vérifie que #;1,£,' = zf; et donc on
cherche les représentations irréductibles y de Zs (¢;) satisfaisant a la fois y(z) = y(1) et
5y = y.Lapremiere condition est vérifiée pour y =1 ou y = {5 etil en est de méme pourla
seconde, la conjugaison par t; envoyant f, sur ¢;'. On obtient alors deux D(S,)-modules
simples fixes par tensorisation par &.

Passons maintenant au cas des modules de la forme V, ,, .. Le centralisateur Zg (¢, 5)
estisomorphe a Z/8Z et a pour générateur h = 1,1, 1, t3 £,. On vérifie que t31, t3 ¢, l=zhtyet
donc on cherche les représentations irréductibles y de Zg (t;) satisfaisant a la fois y(z) =
x(1) et 5y = y. La premiére condition est vérifiée pour y = {¥ avec k pair et la conjugaison
par f; envoyant h sur h’, seuls y =1 et y = {j satisfont la seconde condition. On obtient
alors deux autres D(S,)-modules simples fixes par tensorisation par &.

Finalement, il existe 4 point fixes sur Irr(D(&,),), conformément a la proposition 5.2.6.
Il reste maintenant a donner les orbites non triviales sous I'action par tensorisation par &
afin d’obtenir la matrices S ;.

On a les isomorphismes suivants en degré 0 :

£®Vl,12Vz,1: 3®V1,32Vz,£» £Q Vl,xzﬁvz,m’
£® Vlvls = VZ;){s’ £® Vl,)(é = Vz,;{é» £® thts,lé = Vfl%rlg’
e Vi1~ Vor1 £® thrz,gg > Vztlrz,gg» £Q thtz,gg = Vztltz,g‘ér
EQ Vit ™ Vatityi 1 e®V, t13,02 = V.4 tyt3,0%) £Q® thtztg,cjg =~ Vztlrzxs,;g,
£® VfltzfstS = Vzhle‘a)ﬁ:g’

et on a les isomorphismes suivants en degré 1
€@ Viy, = Vo) E® Vi, 2 Ve, E® Viy, = Ve
£® Vt1v§4 = thyli’ £® thfa’{s = ‘/tl[E’Ng;’ £® Vtﬂs@% = thts,ig’
e®‘/tlt2)z:62 VvZfltz,:G’ 8®thf2,§gz VZIMZ;(%’ E(X)Vﬁtz'é'g2 Vztltm“g’
£® Vt1t2t3v§8 = Vzt1t2t3,§8» £® thl‘ztsygg = Vzﬁ 113,03 £Q Vfltzf?ﬂ(g = VZtlfztSvgg’

£ ® ‘/tl tgtg,gg &~ ‘/Ztl t2t3,:g’
On fait alors les choix suivants de représentants d’orbites en degré 0 :

Vz,)(g! th t,1» VZ,)(z’ Vl,l’ Vztl 3,1 Vl‘1 113,08 Yty 13,05 Vfl 13,03 Vzvle/.’ VZ’E’ th 12,037 th 0,05 VZtl tats,dy

S

et les choix suivants en degré 1 :

Vflt&évs’ Vfltsﬂg’ th,{4’ V1v¢4’ Vlvlp/g’ VI,ng’ thfzts,{g’ thfztsvig’ thfzfs,gg’ thfzts,ls’ VZfﬁz@e’ Vztltzé?;’

3.
‘/'Ztlth:G
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Avec ces choix et cet ordre, on obtient

6 6 12-12 6 -6 -6 —6 -6 —6 0 0 0
0 0 0 -8 8 0 0 0 0 8 8 -16
-12 —12 0 -8 —4 —4 0 0 0 0 8 8 8
6 6 12 4 2 2 6 6 6 6 8 8 8
6v2—6v2 0 0 —6v2 6v2 6v2 6v2 —6v/2-6v2 0 0 O
6V2—6v2 0 0 6v2 —6v2-6v2 6v2 —6v2 642 0 0 O
So1=| 6v/2-6v2 0 0 6v2 —6v2 642 —6v2 642 62 0 0 0
0 0 0 0 0 0 12 -12 —-12 12 0 0 0
6 6 —12-12 —6 -6 6 6 6 6 0 0 0
-6 —6 12 -4 -2 -2 6 6 6 6 -8 —8 -8
0 0 0 -8 8 8 0 0 0 0 8 —16 8
\ 0 0 0 -8 8 8 0 0 0 0 -16 8 8 }
6v2—6v2 0 0 —6v2 6v2 —6v2-6v2 6v/2 642 0 0 0

et les matrices Tj et T, données par I'inverse de la valeur du twist sont
T(') = dlag(l) ]-) 1; ]-) 1) 44)_54)_1) 1) ]-7 €3y ;;_1))

et
le — diag(—l,—l,—l, 1,1, 1,—4/4, 4/4, 4/4;_4,4; g; 4/3, 1)

La catégorie D(G)-mod est sphérique, donc I'objet 1 est1'objet unité 1. Enfin, on renor-
malise Sy ; d'un facteur 24 qui n’est autre que la racine carrée positive de w, et
on note &, la matrice 2.

Théoréme 5.5.5. La matrice S, est égale a la matrice de Fourier du groupe *F,. De plus, la
matrice T? est égale a l'opposée de la matrice diagonale des valeurs propres du Frobenius.
Plus précisément, ona:

S.=S, =T, et B=—T"

Ce théoreme donne une autre preuve de [GMO03, Theorem 6.9, (F5), (F6)’] qui ne repose
pas sur le calcul explicite des constantes de structure ou du produit (ESF,'S)*.

Remarque5.5.6. Lapparition du groupe &, reste surprenante, mais pas celle de &,. Il existe
en effet une classe unipotente dans le groupe réductif F,(C) dont le groupe des compo-
santes connexes du centralisateur est &,, celle qui est dénotée F,(a;) dans [Car85, Section
13.3], et qui est la classe spéciale associée a la famille correspondante de caractéres unipo-
tents.
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Chapitre

Catégorification et groupes de réflexions
exceptionnels

Terminons par des catégorifications de données modulaires associées aux groupes de
réflexions complexes exceptionnels, comme décrits dans la partie 2.3. Les catégorifications
de ces données modulaires font apparaitre diverses catégories : des catégories de représen-
tations des quasi-algebres de Hopf D“(G), des catégories liées aux diverses constructions
du chapitre 4. On ne décrit que les familles qui ne proviennent pas d’'un sous-groupe pa-
rabolique et sont regroupées ensemble les données modulaires dont les catégorifications
font intervenir des catégories similaires. On ne traite pas non plus le cas ou le groupe de
réflexions complexes exceptionnel est un groupe de Weyl de type F,, Eg, E; ou Eg, les don-
nées modulaires correspondant aux familles de caractéres unipotents ont toutes dans ce
cas une catégorification par D(G) ol G est un groupe fini parmi Z/2Z,S;, S, ou &5 sauf
pour une famille de E; et deux de Ez ou le double de Drinfeld tordu D“(Z/2Z) apparait.

Les groupes de réflexions complexes exceptionnels sont numérotés selon la classifica-
tion de Shephard-Todd [ST54].

6.1 Des catégorifications par des doubles de Drinfeld tordus

En ce qui concerne les double de Drinfeld tordus, on se réfere a I’annexe A.

6.1.1 La quatrieme famille de G,,, la dixiéme famille de G;, et la vingt-
huiteme famille de G;,

Notons {, une racine primitive neuvieme de 1'unité et {3 = £3. La matrice de Fourier de
la quatrieme famille de caractéres unipotents de G,, et de la vingt-huitéeme famille de G,
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est donnée par

(111111111\

&y 05 & &y &y &5 & &y

185 &y &5 & 8o s &g &g

1 1 §3 % 1 Z.:3 g 1 g?; §
514—42534—28:§ 1 3 S {5 57; S § o S
V8o & 05 &g &y & & &

1 03 4 1 & 4 1 &5 &
LGty G 880880

9
8 7 y2 y5 i 2
Kl 9 94’3 9 94'3 949]
et les valeurs propres du Frobenius sont

Frig 4 =Fr3y 9= diag(l, Cg» 3» L, Cg, 3, I, 53, Cg),

et I’élément spécial est en premiére position.
En ce qui concerne la dixieme famille de G3,, 1a matrice de Fourier et les valeurs propres
du Frobenius sont les mémes, mais I’élément spécial est en septieme position.

Commencons par donner une explication a la donnée modulaire associée a la qua-
trieme famille de G,,. On choisit comme groupe G le groupe Z/3Z et on prend pour w
le cocycle non trivial donné par

be 1 si0<b+c<3,
w(a,b,6)=§alsjz{ o
@’3 sinon,

pour 0 < a, b, ¢ < 3. On identifiera les représentations (linéaires ou projectives) de Z/3Z a
leur valeur en I'élément 1.

Le cocycle 6, est trivial, on dispose de trois représentations simples Vg, V-, et V2. Le
cocycle 6, est donné par

1 si0O<a+b<3,
%2 sinon,

Hl(a,b)z{

et ceci fournit donc trois autres représentations simples de D“(G) que I'on note V| 2, V; 15
et V} .. Enfin, le cocyle 0, est donné par

1 si0O<a+b<3,

{4 sinon,

Hz(a,b)z{

et ceci fournit les trois dernieres représentations simples de D“(G) que 'on note V,y,, V, 4
et V, 7. En choisissant

‘/Orl’ ‘/1'{3’ ‘/zng’ ‘/0!53’ I/Lﬁ:g’ ‘/2’{3’ ‘/0)4%’ ‘/1)(3’ ‘/zlgg
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comme ordre pour les objets simples, la S-matrice de la catégorie D“(G)-mod est alors

(

111111111\
1 204 8 n g
IS BRSNS BN OO B
16, 21 6282 1 48
BRSNS IR NN AN BN
1 5 2L LB
1 1 24 1 &g
NSNS IR IS R B W
0o es s oy

et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale
. 5 »2 8 »8 2 »5
diag(1,£5,¢5,1,25,¢5, 1,85, £5)

En renormalisant la S-matrice par un facteur 3, on retrouve bien la matrice de Fourier de
la quatrieme famille de G,, et les valeurs propres du Frobenius.

Remarque 6.1.1. On pourrait aussi obtenir cette matrice de Fourier comme la S-matrice
de la catégorie de fusion des modules basculants de %;(sl,,) ol £ est une racine primitive
180-ieme de l'unité telle que &*° = £;' [CGR00, Theorem 3].

Afin d’obtenir la matrice de Fourier de la dixieme famille de G;,, on modifie la structure
pivotale a I'aide d'un élément central g, tel que le cocycle 7, soit un 2-cobord. On choisit
ici go =0, le cocycle 7, étant trivial. On a alors le choix d'une fonction aG: — uc telle que
ala+b)=a(a)a(b), c’est-a-dire une représentation de dimension 1 de G. On choisit alors
ala)= 3.

En choisissant

Yoz Vigy Vazp Vo iy Vo Vo Vi Vo,

comme ordre pour les objets simples, la S-matrice de la catégorie D“(G)-mod, munie de
la structure pivotale associé a g, et «, est alors

(1 1 1 1 1 1 1 1 1\

EEEE RN
g gg g3 gg 9 gg 9 59
2 53 12 Z:g g:; ! 8 4
IR R TR
9 9 §3 Z:g 9 4,3 4,9 9
8 &1 & G018
o $o &3 05 & & & &

VAR R s
et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale
diag(1,£5,¢5, 1,85, 851,45, &)

En renormalisant la S-matrice par un facteur 3, on retrouve bien la matrice de Fourier de la
dixieme famille de G;, et les valeurs propres du Frobenius, et I'élément spécial de la famille
est bien I’élément unité de D“(G)-mod.

e e S S
[{deNé)]
T
©
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6.1.2 Laquatrieme famille de G,; et la quatriéme famille de G,,

Notons i une racine primitive quatrieme de 'unité. La matrice de Fourier ainsi que les
valeurs propres du Frobenius de la quatrieme famille de caracteres unipotents de G,; et de
la quatrieme famille de caracteres unipotents de G,, sont données par

1 1 -1 -1
111 1 1 1 . ..
So3a=S344= 2121 1 41 1 et Fry_, =Fr,, ,=diag(1,1,i,—i),
-1 1 1 -1

et I'’élément spécial est en premieére position.

Remarque6.1.2. Le groupe G,; n'est autre que le groupe de Coxeter de type H;.
Cette donnée modulaire est celle des trois familles exceptionnelles de caracteres uni-
potents des groupes de type E; et Eg.

Cette donnée modulaire se retrouve a partir du double de Drinfeld tordu D“(Z/27Z) ou
w est I'unique 3-cocycle non-trivial. Le groupe Z/27Z = {0, 1} étant commutatif, on a deux
classes de conjugaison. Le cocycle f3, est trivial tandis que le cocycle 3, est 'unique 2-
cocycle non trivial de Z/2Z. 1l existe alors deux représentations projectives pour le cocycle
B, etirréductibles, I'élément 1 agit sur la premiere par multiplication par i et sur la seconde
par multiplication par —i. On note les diverses représentations irréductibles (projectives ou
non) par le scalaire donnée par 'action de 1. On choisit comme structure sphérique celle
associée aI’élément de type groupe x, ., ou ¢ est 'unique caractere irréductible non trivial
de Z/27. En choisissant

VO,l’ VO,—I’ Vl,—i’ Vl,i

comme ordre pour les objets simples, la S-matrice de la catégorie D“(G)-mod est alors

1 1 -1 -1
1 1 1 1
-1 1 -1 1
-1 1 1 -1

et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale
diag(1,1,i,—1).
En renormalisant la S-matrice par un facteur 2, on retrouve bien la matrice de Fourier

de la quatrieme famille de G,; et les valeurs propres du Frobenius.

6.1.3 Lesquatrieme et huitiéeme familles de G,; et la treiziéme famille de
G4

Notons £, une racine primitive neuvieme de 1'unité et {3 = £3. La matrice de Fourier de
la quatrieme famille de caractéres unipotents de G,; et de la treizieme famille de caracteres
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unipotents de G, est donnée par

[1 1 1 1 1 1 1 1 1
I I IS IS
g 9 §3 gg 9 4’3 g 9
3 g?) 1 3 53 1 3 CS
ISR I IR I
9 gi?» 9 ggls 59 g
A BT IS B B
9 9 é/3 9 g9 4’3 9 9

\L & &G 8o g

et les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale

1
S =8 5=

— e e e e e
[{oN&)]
T
[d=}

Fr27_4 = FI‘34_8 = diag(]., 4’3’ ;, l,gg,gg, ]., g;, gg),

et I’élément spécial est en septieme position.

En ce qui concerne la huitiéeme famille de caractéres unipotents de G,;, la matrice de
Fourier et les valeurs propres du Frobenius sont les mémes, mais I’élément spécial est en
premiere position et correspond ainsi a la ligne constituée uniquement de 1. Cette don-
née modulaire est la conjuguée complexe de la donnée modulaire associée a la quatrieme
famille de G,,4. Il suffit de remplacer la racine primitive {4 par son inverse, ce qui peut s’ob-
tenir en prenant pour G le groupe Z/3Z et pour w le cocycle non trivial donné par

a| e 1 i0<b+ 3,
C()(a,b,C):gl'SJ:{ S1 c<

{4 sinon,
pour0< a, b, c <3.La catégorie D“(G)-mod admet 9 objets simples et en choisissant
‘/Orl’ I/l!gg, ‘/Z)gg, ‘/Oy(g’ ‘/1’{9’ ‘/zlgg’ ‘/()1§3’ ‘/ng’ ‘/27:523
comme ordre pour les objets simples, la S-matrice de la catégorie D (G )-mod est alors

1111111\

—
—
OO’_‘

o BRI R

gggg?aggggggggg
e Lt an

9&9&34’9 9g399
145 &y &5 &g &g &5 4 4y
LG 818 & 1 ¢ ¢
EEEEEERE
159 ggSgg 9&3 ggg

et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale

dlag(l) 3) ;) 1) g9’ g9’ 1) g;) gg)

En renormalisant la S-matrice par un facteur 3, on retrouve bien la matrice de Fourier de
la huitieme famille de G,; et les valeurs propres du Frobenius.
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Remarque 6.1.3. On pourrait aussi obtenir cette matrice de Fourier comme la S-matrice
de la catégorie de fusion des modules basculants de %;:(sl;,) ou £ est une racine primitive
180-iéme de 'unité telle que £2° = {4 [CGRO0, Theorem 3].

Afin d’obtenir la matrice de Fourier de la quatriéeme famille de G,;, on modifie la struc-
ture pivotale a I'aide d'un élément central g, tel que le cocycle 7, soit un 2-cobord. On
choisit ici g, = 0, le cocycle 7, étant trivial. On a alors le choix d'une fonction aG: — uc
telle que a(a + b) = a(a)a(b), c’est-a-dire une représentation de dimension 1 de G. On
choisit alors a(a) = {3.

En choisissant

Vo Vigo Vo Vo iy Vaizo Vo, Vit Vo

comme ordre pour les objets simples, la S-matrice de la catégorie D“(G)-mod, munie de
la structure pivotale associé a g, et «, est alors

(111111111\
s 48 &8 Ly L G
P h s L8848
2401 GG e
3 4 Sé”s 5 &
335355553593
g3 &1 & &G g3 &
dadngad
WL 2L an e dn

et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale

diag(1,25,¢%, 1,49, 29, 1,47, 3).

En renormalisant la S-matrice par un facteur 3, on retrouve bien la matrice de Fourier de
la quatrieme famille de G,; et les valeurs propres du Frobenius, et I'élément spécial de la
famille est bien I’élément unité de D“(G)-mod.

e e e e e
[{=}&)]
A
[{=)

6.1.4 Lasixieme famille de G,

Notons {5, une racine primitive 20-ieme de I'unité, {5 = {3, et i = {,. La matrice de
Fourier associée a la sixieme famille de caractéres unipotents de G,; est donnée par

a b ¢ ¢cab ¢ ¢ —a—-b—-c—c—a—-b—-c —c

(b a —c—-—cba—-c—-c—-b—-ac ¢c —-b-a c c

c —<c—-a b c—-—c—-ab —c ¢ a —-b-c c a —b

c ¢ b —-ac—-<cb —-a—-c ¢c —-b a —c ¢ —b a

a b ¢c ¢cab ¢c ¢c a b ¢c ¢ a b ¢ c

b a —c—cb a—-c—-—<c b a —-c—-—c b a —c —c

1 c —<c—-a b c—-c—-ab ¢c —c—-ab ¢ —c—-ab

Sz — c ¢ b —-ac—-cb —ac —c b —a c —c b —a
7—6 10 -a-b—-—c—-cab ¢ ¢c —a-b-c-ca b ¢ c
-b—-a ¢ ¢ ba—-c—-—<c—-b—-ac ¢ b a —c—c

—c c¢c a -bc—c—-ab —c ¢c a—-b c —c—a b

—c ¢ b ac—c b —-a—-c c¢c —-b a c —c b —a
—a—-b—-c—-—cab ¢c ¢c a b ¢ ¢ —a-b—-c —c

-b—-a ¢ ¢ ba—-c—<cb a —c—-—c—-b-ac c

\—c c a -bc—c—-ab ¢ —c—a b —c ¢ a —b

—c ¢ b ac—c b —-ac —cb —-a—-c c —b a

sf b_5+f

oua = et ¢ = +/5. Les valeurs propres du Frobenius sont données par la

matrice dlagonale

: 3 72 3 y2 2 » 17 i
Fr27—6:d1ag(1)1)g5) 5)1y1)55) 571)1) 20’ 20) lgzor )
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L'élément spécial est en premiere position.
La matrice de Fourier s’écrit comme le produit de Kronecker de deux matrices de taille
4, et il en est de méme pour la matrice diagonale des valeurs propres du Frobenius

$27-6=S7-6 ®Sp6—7v €t Fryy s =Fry; ¢ ®Fry7 4

ou
1 1 -1 -1
11 1 1 . .
827_6/ = E 1 1 -1 1 y FI‘27_6/ == dlag(l, ]., l,_l),
-1 1 1 -1
et
a b ¢ ¢
b a —c —c . 3 42
827—6” = E c —c —a b » Fr27—6” = dlag(]_, 1, ZS’ ZS) .

c —c b -—a
La donnée modulaire constituée des matrices S,;_g et Fr,;_g provient de la catégorie
D®(Z/2Z)avec une structure sphérique différente de celle choisie habituellement, cf. sous-
partie 6.1.1.
En ce qui concerne la donnée modulaire constituée des matrices S,;_g et Fr,;_g/, elle
correspond a la donnée modulaire associée a la grosse famille de caracteres unipotents du
groupe diédral I,(5), dont on a expliqué une catégorification dans la partie 5.3.

6.1.5 La huitieme famille de G,q

Notons {5, une racine primitive 20-ieme de I'unité, {5 = {3, et i = {5 . La matrice de
Fourier S,4_g de la huitieme famille de caracteres unipotents de G,9 est donnée par

11 -1-145 5 —5 -5 5 5 5 5 55 5 5 4 4 4 4 4
(11—1—14—5—555—5—5—5—555554 4 4 4 4\
—1-1 1 1 —4 5i 5i —5i—5i —5i —5i—5i—5{ 5 5 5 5 —4 —4 —4 —4 —4
—-1-11 1 —4-5i-5i 5{ 5i 5 5i 5i 51 5 5 5 5 —4 —4 —4 —4 —4
4 4 —4 —416 0 0 0 0 0 0 O O 0O O 0 —4 —4 —4 —4 —4
5 —55i =5i 0 5 —5 —5i 5i 5 —5 5i —5i 5 —5 5i —5i 0 0 0 0 0
5 55/ =5{ 0 =5 5 5i —5i =5 5 —5i 5i 5 —5 5i —5i 0 0 0 0 0
—5 5 —5i 5i 0 —5i 5i =5 5 5i —5i =5 5 5 —5 5i —5i 0 0 0 0 0
—5 5 —5i 5i 0 5i —5i 5 —5 —5i 5i 5 —5 5 —5 5i —5i 0 0 0 0 0
5 5-5{ 5i 0 5 —5 5i —5i 5 —5 —5i 5i 5 —5—5i 5i 0 0 0 0 0
5 5-5{ 5 0 =5 5 —5i 5i =5 5 5i —5i 5 —5—5i 5i 0 0 0 0 0

—| 5 —5-5i 5 0 5i —5i =5 5 —5i 5i =5 5 —5 5 5i —5i 0 0 0 0 0

20| 5 -5-5i 5i 0 —5i 5i 5 —5 5i —5i 5 —5 —5 5 5i —5i 0 0 0 0 0
555 5 05 5 5 5 5 5 —5-555 —5 50 0 0 0 0
555 5 0 —-5-5-5-5-5-55 5 55 -5 -5 0 0 0 0 0
5 5 5 5 0 5i 5i 5i 5i —5i—5i 5i 5i =55 5 5 0 0 0 0 0
5 5 5 5 0 —5i{—5i—5i —5i 5i 5i —5{i —5i—-5-5 5 5 0 0 0 0 0
4 4 -4 —4-40 0 0 0 0 0 O O 0O O 0 16 —4 —4 —4 —4
4 4 —4 —4 -4 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0 —4 6-2v/5 —4—4/5—4+4/5 6+24/5
4 4 -4 —4—-40 0 0 0 0 0O O 0O 0 0 0O 0 —4—4-44/5 6+2/5 6245 —4+4/5
\4 4 -4 —4—4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —4—4+4v/5 6-2/5 6+2/5 —4—44/5
4 4 -4 —4—-40 0 0 0 0 O O O 0 O 0O 0 —4 6+2/5 —4+4+/5 —4—4v/5 6-2v5

les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale

Fryy ¢ =diag(1,1,1,1,1,1,—1,i,—i,1,-1,—i,i,1,1,—1,—1,1,45,¢%,83,¢3),

et 'élément spécial est en premiére position.
A conjugaison pres par la matrice diagonale
diag(1,1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),

ces matrices coincident avec la S-matrice et la matrice diagonale des valeurs du twist de la
catégorie de modules de D(G) ou G est un groupe de Frobenius de cardinal 20, c’est-a-dire
G ~Z/5Z X Z]/AZ.
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6.1.6 Laseptieme famille de G5,

A conjugaison par une matrice diagonale a coefficients dans {1}, la matrice de Fourier
et les valeurs propres du Frobenius de la septieme famille de caracteres unipotents de Gs,
sont égales a la S-matrice et a la matrice diagonale des valeurs du twist de la catégorie de
modules de 'algebre D(G), ou G est le groupe de réflexions complexes de type G,.

6.1.7 Lavingtiéme famille de G;,

A conjugaison par une matrice diagonale a coefficients dans {£1}, la matrice de Fourier
et les valeurs propres du Frobenius de la septieme famille de caractéres unipotents de G,
sont égales a la S-matrice et a la matrice diagonale des valeurs du twist de la catégorie
de modules de l'algebre D(G), ou G est un groupe de Frobenius d’ordre 42, c’est-a-dire
G~Z/TZXZ]6ZL.

6.2 Descatégorifications par des catégories de modules bas-
culants en type A

6.2.1 Laquatrieme famille de G,

Notons {; une racine primitive 3-iéme de I'unité. La matrice de Fourier ainsi que les
valeurs propres du Frobenius sont données par

=83 3 =8 20520y {303
) 3 3 3 0 3
84‘4:6 -3 3 3 0 -3 et Fr,,=diag(1,1,-1,¢%1),

205-2L3 0 0 2{3—205 2¢3—203
=0 3 =3 25208 -4

et ’élément spécial est en premiere position. La matrice de Fourier n’est pas obtenue di-
rectement en considérant une catégorie de la forme Z(7;) x ., mais une sous-catégorie
bien choisie.

Notations. Dans cette sous-partie, g est de type A, avec matrice de Cartan

2).

La racine simple est notée a. Le poids fondamental est @ = 3.

Soit £ une racine primitive 12-ieme de 'unité telle que £* = ¢ ;l. On considere la sous-
catégorie pleine 6 de Z(7;) X -/ avec objets ceux de degré appartenant au sous-groupe de
P/6QY ~7Z/12Z engendré par 3w. La chambre fondamentale C est

C :{MUGP+|A< 5} ={0,@,2w,3w,4w}

et la catégorie 6 admet 10 objets simples, a savoir ceux indexés par les poids suivants :
— endegré 0:(0,0), 2w,2w) et (4w, 4@),
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— endegré 3w : (4w,—2w) et (6, 0),
— endegré 6w : (6w,—6w),(8w,—4w) et (10w, —2w),
— endegré 9w : (10w,—8w) et (12w, —6w@).

Proposition 6.2.1. La catégorie 6 est légerement dégénérée. Lobjet simple transparent non
trivial est L:(10w,—2w), qui est de dimension —1 et de fwist 1.

Choisissons les représentants suivants des orbites des classes d’isomorphie des objets
simples sous I'action de tensorisation par le centre symétrique :

{L:(0,0), L:(6w,0), L:(12w,—6@), L:(2w, 2@), L:(6@,—6@)} .

Avec cet ordre, la S-matrice de la super-catégorie associée ¢ et la matrice diagonale des
valeurs du twist sont

1 2+ G4 2 —1
L3+l G+ =8+ 0 =G+
Se=| 2ot 048 0+ 0 20 | et T7'=diag(1,1,-1,231)
2 0 0 —2 —2
—1 =5+ {54 2 1

Cette catégorie n’est pas sphérique et on peut vérifier quel'objet 1 est, L:(6@,—6@), qui
est de dimension quantique —1. On renormalise alors la S-matrice par une racine carrée de
—12 = sdim(%6)dim*(1).

Théoréme 6.2.2. La S-matrice et la matrice du twist de la super-catégorie € vérifient

S¢
iv12

= 84_4 et T;Tl = FI‘4_4,

oli=¢&3.
6.2.2 Ladeuxieme famille de G;

Notons {;, une racine primitive 12-ieme de l'unité, {; =
Fourier S4_, est donnée par

4 s 73 s
1, et i = {3,. La matrice de

( a 6 b d id b —6i ¢ 2d —ic —ia —6i —ib —d ib —ic 2id —a 6 id c ia \
6 6 6 6 -6 —6 —6 0 0 0 6 6 6 6 6 0 0 6 —6 6 0 6
b 6 a d —id a 6i —ic 2d ¢ ib 6i ia —d —ia ¢ —2id —b 6 —id —ic —ib
d 6 d 6 6 —d 6 —2d 0 —-2d —-d —6 -—d 6 —d 2d 0 d 6 —6 2d —d
id 6 —id 6 —6 id 6 2id 0 —2id id —6 —id 6 —id 2id 0 id 6 6 —2id id
b -6 a —d id a —6i —ic —2d ¢ ib —6i ia d —ia c 2id —b —6 id —ic —ib
—6i —6 61 6 6 —6i 6 0 0 0 6i 6 —6i 6 —6i 0 0 —6i 6 —6 0 6i
c 0 —ic —2d 2id —ic 0 ic 2d —c ic 0 ¢ 2d —c —c —2id —c 0 2id ic —ic
2d 0 2d 0 0 —2d 0 2d 0 2d —-2d 0 —-2d 0 —-2d —-2d 0 2d 0 0 —2d —2d
1 —ic 0 ¢ —2d —2id c 0 —c 2d ic —c 0 —ic 2d ic ic 2id ic 0 —2id —c c
_—~ | —ia 6 ib —d id ib 6i ic —2d —-c a 6i —-b d b —c 2id ia 6 id ic -—a
24 —6i 6 6i -6 —6 —6i 6 0 0 0 6i —6 —6i —6 —6i 0 0 —6i 6 6 0 61
—ib 6 ia —-d —id ia —6i ¢ —-2d —ic —b —6i a d —a —ic —2id ib 6 —id ¢ b
—d 6 —d 6 6 d 6 2d 0 2d d —6 d 6 d —2d 0 —-d -6 -6 —2d d
ib 6 —ia —d —id —ia —6i —c —2d ic b —6i —a d a ic —2id —ib 6 —id —c -b
—ic 0 ¢ 2d 2id ¢ 0 —c —2d ic —-c 0 —ic —2d ic ic —2id ic 0 2id —c c
2id 0 —2id 0 0 2id 0 —2id 0 2id 2id 0 —2id 0 —2id —2id 0 2id 0 0 2id 2id
-a 6 —b d id —-b —6i —c 2d ic ia —6i ib —d —ib ic 2id a 6 id -—c -—ia
6 —6 6 —6 6 —6 6 0 0 0 6 —6 6 —6 6 0 0 6 6 —6 0 6
c 0 —ic 2d —2id —ic 0 ic —-2d —c ic 0 ¢ —2d —c —c 2id —c 0 =2id ic —ic

\id 6 —id -6 6 id —6 2id 0 —2id id 6 —id —6 —id 2id 0 id —6 —6 —2id id
ia 6 —ib —d id —ib 6i —ic —2d ¢ —a 6i b d -b ¢ 2id —ia 6 id —ic a }
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olta=—4¢,—2L% —207, -4}, b =41, =208, + 207, —4L3,, ¢ =2L 1, +208, - 207, -2}, et
d - Zgg - 253.
Les valeurs propres du Frobenius Frg_, sont données par la matrice diagonale

Fr=diag(1,1,1,1,—i,—1,i,-¢5,¢5,-¢5,1,i,-1,1,1,25,

3)

12) )1y_i)§§)_]-)-

L'élément spécial est en premiére position.

Notations. Dans cette sous-partie, g est de type A, avec matrice de Cartan

2).

La racine simple est notée a. Le poids fondamental est @ = 3 a.

Soit & une racine primitive 24-iéme de I'unité telle que £? = {;,. On consideére la sous-
catégorie pleine de Z(7;) X . avec objets ceux de degré appartenant au sous-groupe de
P/12QVY ~7Z/247 engendré par 3w. La chambre fondamentale C est

C={7Lw‘€P+|7L< 11},
et la catégorie ¢ admet 44 objets simples, que I'on indexe par
{(—,u+2n,u) | neC,ueQ, —u+nef{0,3w,6w,9w,12w, 15w, 18@',21@'}}.

Proposition 6.2.3. La catégorie 6 est légerement dégénérée. Lobjet simple transparent non
trivial est L:(22w,—2w), qui est de dimension —1 et de fwist 1.

Choisissons les représentants suivants des orbites des classes d’isomorphie des objets
simples sous 'action de tensorisation par le centre symétrique :

{L:(0,0), L:(10w,4w), L:(12¢5,0), L:(10ww,—8w), L:(12w, 6w), L:(10w,—2w),
L:(12w,—6w), L:(8w,—4w), L:(14w,—4w), L;(20w,—4w), L:(6w,—6w), L:(167w0,—2w),
L:(18w,—6w), L:(22t0,—20w), L:(6w,6w), L;(14w,—10w), L:(8w,2w), L;(12w,—12w),
L:(6w,0), L;(4w,—2w), L:(14w,2w), L:(18w,—18w)}.

La super-dimension de la catégorie € estalors égale a 1 5 8dim(Z(7:)x.S) = dont

une racine carrée est ;42[1 etl'objet 1 est 'objet simple L:(6@,—6w) qui est de dlmensmn

&8 = —i, dont on choisit £? comme racine carrée. On normalise alors la S-matrice par un

facteur 2 = 5‘/?

Théoréme 6.2.4. La S-matrice et la matrice du twist de la super-catégorie € vérifient

S(gA

4»’3f
&1

= SG—Z et T(gl = Frﬁ_z,

c'est-a-dire qu'une catégorification de la donnéeZ -modulaire associée a la famille F est don-
née par la catégorie légerement dégénérée 6 .
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6.2.3 La quatrieme famille de G;, la quatrieme famille de G; et les qua-
trieme et douzieme familles de G,

Notons {3 une racine primitive 8-iéme de I'unité et i = {3. La matrice de Fourier ainsi
que les valeurs propres du Frobenius de la quatrieme famille de caracteres unipotents Gg,
de la quatrieme famille de Gg et de la douzieme famille de G,9 sont données par

i —i
i1
—i —i
-1 1

—i
1] i

i
1 .

S6-4=S84=S0912= Sl i i et Fre 4=Frg 4=Fry o= dlag( 2, L, Z:;» 1) )
1

—i
et 'élément spécial est en deuxieéme position. En ce qui concerne la quatrieme famille de

caracteres unipotents de G,g, on obtient la matrice de Fourier ainsi que les valeurs propres
du Frobenius par conjugaison complexe.

Notations. Dans cette sous-partie, g est de type A, avec matrice de Cartan

(2).

La racine simple est notée a. Le poids fondamental est @ = 3a.

On considere alors la catégorie 7 x . pour & = —i. On choisit également {;' comme
racine de &, puisque l'on travaille avec la catégorie 7; X .% et non avec la version entiére.
La chambre fondamentale C est

C={AweP*|1<1}={0}.

La catégorie ¢ = J: X ¥ admet ainsi 4 objets simples, tous inversibles, indexés par les
poids (0,0), (w,—w), 2w,—2w) et (3w,—3w). On choisit I'ordre suivant pour exprimer la
S-matrice et la matrice diagonale des valeurs du twist :

{L¢(w,—w@), L(0,0), L:(3w,—3w), L:(2t0,—2w)}.

Avec cet ordre la S-matrice est

et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale
T ' =diag(¢;, 1,47, 1).

On a vu a la proposition 4.3.18 que la catégorie ¢ est modulaire, et sa dimension est 4
puisque tous les objets sont inversibles. De plus, on se trouve dans le cas non sphérique, et
I'objet 1 est]’objet simple L:(2w,—2w) qui est de dimension quantique —1. On renormalise
alors la matrice S par une racine de —4 que I'on choisit égale a 2i.
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Théoreme 6.2.5. La S-matrice et la matrice du twist de la catégorie 6 vérifient

S
21

=—iDS, 4 D" et T, '=Frgy,

ot D est la matrice diagonale D = diag(1,—1,—1, 1).

Afin d’obtenir la matrice de Fourier et les valeurs propres du Frobenius de la quatrieme
famille de Gy, il suffit de remplacer & par 1.

6.2.4 Les deuxieme et troisieme familles de G

Notons i une racine primitive quatrieme de 'unité. La matrice de Fourier des deuxieme
et troisieme familles ainsi que les valeurs propres du Frobenius sont données par

—i+1 2 i+l —i—1 =2i —i+1

120 % T s
— — +1 2 —i+1 i—-1 2 +1 — — A3 ;
88—2 = 88—3 == _li_l 2 il_l _ll'+1 2;' _ll'_l et Fr8_2 = Fr8_3 = dlag(l, 1, 1,_1,_1,—1),

4\ 20 0 20 20 0 2
—i+l =2 i+l —i—1 2i —i+l
et]’élément spécial est en premiére position. On remarque que ces matrices correspondent
a celles de la donnée modulaire associée a la famille non triviale de caracteres unipotents
du groupe G(4,1,1). On déduit du théoréme 4.5.3 qu'une catégorification de ces données
est donnée par la super-catégorie associée a la catégorie légerement dégénérée Z(7;:) X ./
pour g =sl, et £ une racine 8-ieme de 'unité telle que &? =—i.

6.2.5 Laquatrieme famille de G5

Notons {3 une racine primitive cubique de I'unité. La matrice de Fourier associée a la
quatrieme famille de caracteres unipotents de G,; est donnée par

—Z3 1-¢s 2 1-¢5 =45 1 203485 205 -0 O 520 {3 (-1 1 \
1-03 1-Z5 0 1-¢3 1-¢5 =45 143 0 (3¢5 1-43 65— 0 1= 1-03 (3-¢
2 0 2 0 2 —2 0 2 0 —2 0 —2 —2 0 —2
1-05 1-Z3 0 1-¢3 145 053-¢s 145 0 35 13 =5 0 1-45 1-03 (3¢5
=2 1% 2 18 Y 1 U=l 283 3y &y g3 203 2 211
1 -8 —20-¢ 1 -1 $=¢E =2 -8 -1 =g 2 -1 3¢ -
1 03-1 183 0 1-¢% Z3—1 {33 1-02 0 0303 431 $=83 0 2-1 183 3¢5
Spsu=—| 266 0 2 0 2y -2 0 2 0 =2 0 23 -2 o0 -2 |
6 U3=03 83— 0 0383 0505 (305 (303 0 0303 303 $3—03 0 {303 (303 03¢5
318 214 &y -1 -1 =203 83 s 54 20 -G G410 -1
$3—2% 0303 0 U503 05—05 8305 $3=0% 0 (=03 0505 035 0 303 3—U5 5L
—2¢3 0 =2 0 =203 2 0 22 o 202 0 2¢y 23 0 2
{3 14y =2 145 4§ -1 G-1 205008 -8 -4 20 s -1 -1
\53—1 1= 0 1-¢s -1 8- 14 0 (=05 -1 054 0 {3—1 1-45 U533 }
1 G020 1 -1 3¢ =2 30 -1 G- 2 -1 -G -1

les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale

Frys 4 = diag(l, 1,1,1,1,{3—1, Zé,—lg, 1,43, §, 1,—1, 53),

et I'élément spécial est en premiére position.
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Notations. Dans cette sous-partie, g est de type A, avec matrice de Cartan

(2).

La racine simple est notée a. Le poids fondamental est @ = 1.

Soit & une racine primitive 12-ieme de I'unité telle que £ = —{5. On considére ¢ la
catégorie Z(J;) % /. La chambre fondamentale est

C= {MU ep” | A<5}={0,0,2@,3w 4w}
et la catégorie ¢ admet 30 objets simples, a savoir ceux indexés par les poids suivants:

{Cu+2n,u)|neC, ueQ, —u+nefkw |0<k<12}}.

Proposition 6.2.6. La catégorie 6 est légerement dégénérée. L'objet simple transparent non
trivial est L:(10w,—2w@), qui est de dimension—1 et de twist 1.

Choisissons les représentants suivants des orbites des classes d’isomorphie des objets
simples sous |'action de tensorisation par le centre symétrique :

{L:(0,0), L:(2w,0), L:(4w,0), L:(6w,0), L:(8w,0), L:(2t0,—2w), L:(12w,—6w),
L:(12w,—-8w), L:(8w,—2w), L:(14w,—6w), L:(6w,—4w), L;(2w,2w), L:(6w,—6w),

L:(8w,—6w), L:(67,2w)}.

Avec cet ordre, la matrice S-matrice de la super-catégorie 6 associée a 6 s’écrit

( 1 10 205805 & 05 30 203 81 s -1 2 -1 51 —:é\
105 4= 0 105 -85 81 105 0 (3-18-85 10 0 145 (545 15
20 0 =205 o =22 202 o0 =203 0 222 o 25 23 o0 2
=45 1= 0 (=45 105 103 (3¢5 0 1= 1-¢5 G3-1 0 (3¢5 1-45 {51
O G- 20310 1 =3 G102 143 -1 1y 20y s 3-8 -4
=5 -1 28 14y =G 8 -1 20 -1 G -1 =2 G 18 4
03-23 1-03 0 4305 3-1 $3-183-2% 0 1-03 5-1 Z3-1 0 3¢5 1-75 13

S<,§= —2¢3 0 =202 0 -2 22 0o =2 o0 2 0 23 23 o 2 |
{3—1 &3—1 0 1-g3 1-{3 {3-1 1-¢3 0 13 1-{3 {31 0 {3—-1 {3-1 1-{3
{3 3¢5 208 1= -1 G -1 2 1-¢s 1 143203 {3 55 4

3—1 1-¢3 0 {3—1 13 {3—1 {3—1 0 {3-1 1-{3 1-{3 0 3—1 13 1-{3
2 0 22 o 203 =203 0 23 0 23 0 -2 2 0 -2
-1 1-g5 208 {343 L5 4 050s 205 {31 g3 {s-1 =2 1 -1 g
\Cé—l =05 0 1-8% 33 1-3 1-03 0 {3—105-831-¢3 O {3-1 (3¢5 53—1)
=% 15 205 Il 05 8 1y 20 1-¢s {3 1-¢s 203 3 -1 4

et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale

T(gjl = dlag(]-r 1) ]-7 1) ]-) 53)_1) {g,_gs, ]-) g3) gg; 1)_]-) 53)

La super-dimension de la catégorie % est alors égale a 36 et 'objet 1 est I'objet simple
L:(8a,0) qui est de dimension {3, dont on choisit —{5 comme racine. On renormalise alors
la matrice S;; en la divisant par 6£3.

Théoréme 6.2.7. La S-matrice et la matrice du twist de la super-catégorie € vérifient

S¢

?@,g = 825_4 et T(gjl = Fl‘24_4 .
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6.2.6 Laseptieme famille de G,;

Notons ; une racine primitive cubique de 1'unité. La matrice de Fourier associée a la
3
septiéme famille de caractéres unipotents de G,; est donnée par

(—1 =20y 2Ly 2% 205 -1 203 =3 1 253\
-2y 2 202 2 =2fy 20 20200 20 =20
—2¢3 2832 283 2fy —20% 202 -2 0 2 2
=20 2 2y 2 =205 20y 20y O 2 =20
11 288 —2¢y —288 2% 23 203 2 0 -2 2

S5—7= —1 —2§§ _ggg 2Ly 2¢, —1 2, -3 1 2§§

202 =208 2 =20y 2 20 28 0 —2 2
3 0 0 0 0 -3 0 3 3 0
1 2 2 2 2 1 -2 3 -1 -2
\ 20, 20 —2 =22 2 20 2 0 —2 202

et les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale

Fr,s ; =diag(1,1,¢5,1,¢%,1,¢5,—1,1,4s),

et I'élément spécial est en premiére position.

Notations. Dans cette sous-partie, g est de type A, avec matrice de Cartan

2 -1
-1 2/
Les racines simples sont notées a, et a,. Les poids fondamentaux @, et @,
Sontw-l = %(Zal aF az) eth = %(al +2(12).

Soit & une racine primitive 12-ieéme de I'unité telle que £* = ;. On considére € la sous-
catégorie pleine de Z(7;) X ¥ constituée des objets dont le degré est dans le sous-groupe
de P/6Q" engendré par y = 4w, + 3@, = %al + %az, dont on vérifie que c’est un élément
d’ordre 18. La chambre fondamentale est

CZ{AIGI+7Q’(D'2€P+ A1+2,2<4}

== {0, @'2,2@2, 3@2,@1, ’(D'l +ZD'2,(D'2 +21.D-2,2(D-1, 2@'1 +wz, 3@1}.
La catégorie ¢ admet alors 60 objets simples qui sont indexés par les poids
{(—u+2n,p)|neC, ueQ, —u+nefky|0<k <18}}.

Proposition 6.2.8. La catégorie ¢ a un centre symétrique équivalent aRep(Z/6Z, z), oL z est
l'unique élémentd’ordre2 deZ/6Z. Il est engendré par l'objet L (12t +12tw ,,—12w ,—6w,).

On considere 2 la modularisation partielle de ¢ obtenue en rendant I'objet L;(12¢, +
12w,,—12w,—6w,)®* isomorphe a 1. Cette modularisation est alors 1égérement dégénérée
et le seul objet simple transparent différent de 1 est ¢ = L:(12w, + 12w ,,—12w, —6w,). On

E
S
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choisit comme objets simples représentant les classes d’isomorphie de &

{L:
10w, + 6w,
22w, + 15w,
4w, +5w,,

0,
Le(
Le(
Le(

x
S

)

—4w,

—6w,

0), L:(16@, + 14@,,—16w, —10w,), L:(17w, + 12w ,,—15@, — 12@,),
—6w,), L:(21w, + 17w ,,—19w, —13@,), L:(3w,,3w@>),

—18w, —15@,), L:(w, + @,, @1+ @,), L:(12w, + 9w ,,—12w, —9@,),

—@,)}

et avec cet ordre, la S-matrice de & s’écrit

U2 2f, 28 -2

20, -2 =202 -2 24

20, —20% —2f, —2¢y 20

22 =2 =2l -2 20
o |2 ez 22 a2
55117 a2 2 2z, -2
202 22 2 2 =2

3 0 0 0 0

—1 —2 —2 —2 2
\-2¢, 2z, 2 22 -2

1 -2
202 272
202 2
28y 245

27y -2

1 =2,

—2¢, 22

3 0

-1 2
—205 —2{3

—2¢5
285 \
2
202
—2
_Zgg
=20
0
2

222

Puisque la catégorie 7 est de super-dimension 36 et que 'objet 1 est L:(3@, 3@ ,), qui
est de dimension 1, on normalise cette matrice par un facteur 6.

Théoreéme 6.2.9. La S-matrice et la matrice du twist de la super-catégorie 9 vérifient

Sy
— =—854

6.2.7 Lacinquieme famille de G,

-1
et T@

=Fry5 7.

Notons {3 une racine primitive cubique de I'unité. La matrice de Fourier associée a la
cinquiéme famille de caractéres unipotents de G, est donnée par

Sr—5 =

(

{3—1 3-1 35

1 Is-1 $333
{3 g3 53_53 53_~3

1-¢5 1-¢3 4%*573
=05 145 {53
B8 445 {3—{2

{3—1 §§—1 {3— (3 1-{3 1— ~3 53—
C%—l {3—1 ¢ 72 —3 —C% 1-{3 C%—{a
0385 U503 U503 2305 03—L5 $3—05

1-83 103 (3-Y3 143 1-3 (305
102 1Y $3-02 1-8% 1Y (3¢
{3_¢3 ( gS ¢3 43 43_53 b% 53 >3_¢3
U3—1 83—1 4382 I-1 (51 83—
-1 $3-1 334 (3—1 {3—1 L322
53*72 03— 385 U505 0505 4505

105 1-¢3 $3-85 {31 (31
1-25 1- :5 :3 :5 G100 g1
\3_(3 gS 53 53 :3 :3_4% :3_§3
105 15§35 {51 (31
1-¢3 1—43 55—:3 G100 g1
$3=0% 505 5—05 050y 2305
1-{3 125 4345 1-¢3 145
1-0%3 185 3¢5 1-03 1L,
{348 §§—£3 U3—3 003 3¢
1-¢y 1-¢3 $3—0% 143 1-¢3

1-¢2 1—53 02—y 1-8% —(3—205 {302
g 4’3 C’3 g3 ggfﬁ?) 4

8- G4 -8

'

les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale

Frys s =diag(1,1,¢5,1,1,43

1,1,85,

1’_55);

53 4(3

2
{3 53

:3 _§3

<4
43 53
75—L
53 53
43 43
$5~Cs

5~s

y

\

et’élément spécial est en premiére position. Remarquons qu’en conjuguant par la matrice

D =diag(1,1,1,1,1,

-1,1,1,

-1,1,1,1)
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la matrice de Fourier de la famille considérée est un produit de Kronecker de deux matrices
de tailles respectives 4 et 3, et de méme pour la matrice des valeurs propres du Frobenius :

Si6-5=D(Sp6-5 ® Sp5_5/)D ™" et Frys 5 =Frpq 5 ®Fry 0,

et Fry,s 5 =diag(1,1,1,—-1)

I
[
—_
—
|
—_

et

1-¢3 1-83 5-45
326—5”:§ 1_52 1-C5 @’3_52 et Fr26_5u:diag(1,1,§'§).
$i—4s =8 =

En ce qui concerne la matrice S,5_s, onl’obtient comme la S-matrice de la catégorie de
modules de D(Z/27Z), que I'on a munie de la structure pivotale a,, en ayant choisil’ordre

VO,O’ Vl,—l’ VI,O’ V(),—l

pour les objets simples. Les valeurs propres du Frobenius coincident avec les valeurs du
twist de la catégorie D(Z/27Z)-mod.

En ce qui concerne la matrice S,;_s- ainsi que les valeurs propres du Frobenius Fr,g 5/,
on remarque qu’elles sont égales, a conjugaison par une matrice diagonale a coefficients
dans {£1}, aux matrices correspondantes de la famille non triviale de caracteres unipotents
du groupe de réflexions complexes G(3,1,1). Une catégorification est alors donnée par le
théoréeme 4.5.3.

6.2.8 Les cinquieme et septiémes familles de G,

Notons {; une racine primitive troisieme de I'unité. La matrice de Fourier de la septieme
famille de caractéres unipotents de G,; ainsi que les valeurs propres du Frobenius sont
données par

L[(1=¢ =8 -2
525—725 1—5% 1-{5 53—53, Fr25_7:diag(l,1,(:§),
$—05 58§31

etl’élément spécial est en premiere position. En ce qui concerne la cinquiéme famille de ca-
racteres unipotents, la matrice de Fourier et les valeurs propres du Frobenius s’obtiennent
par conjugaison complexe.

Ces matrices correspondent, a conjugaison par une matrice diagonale a coefficients
dans {+1}, aux matrices de la donnée Z-modulaires de la famille non triviale de caracteres
unipotents de G(3,1, 1) dont une catégorification est donnée par le théoreme 4.5.3.



6.2. Des catégorifications par des catégories de modules basculants en type A 173

6.2.9 Lahuitieme famille de G;, et la trente-deuxiéme famille de G;,

Notons {;, une racine primitive 12-iéme de l'unité, i = {3, ainsi que {3 = {7,. La matrice
de Fourier de la huitieme famille de caracteres unipotents de G;, est donnée par

1-¢3 13 {3—1 {3—1 1-03 1-¢5 03—1 (3—1 (305 505 3305 0325
( 1-¢5 13 183 1-¢3 1-¢3 1-¢3 145 1-85 (3-03 0503 53‘5% 53—55\

Js=1 1-C3 {3—1 13 -1 1-¢5 -1 185 §-85 0505 &5 53 3343

I3—1 183 1-g3 I3-1 Z%-1 1— 52 103 03-1 §3-0% 05—05 U5— 53 205-Ls

1 1-¢5 1-¢% -1 5-1 1-¢3 1Yy &3—1 {3—1 {303 3-05 ¢ :3 43 2323

832—8 i 1;5% 1—% 12—4% 1—% 1-¢3 1-¢3 1-{3 1-{3 5;—55 $3—285 315 5L
6 §3—1 1_{3 4’3_1 1—:3 gS_l 1- {3 53_1 1-&3 §3—§3 53—43 §3 43 43 53

3:%—1 1-83 103 2-1 &3—1 183 1-{3 3=l &3—{3 {305 (303 U3—03

0325 {ﬁ 53—53 {348 53—5:% $3—L5 L3—Ls 305 §3—05 U3—03 U502 (323

{3 53 >3 {3 ¢3 53 {3 43 43_ 53_&’3 *:3_43 43_*-3 53—§§ gs—évg 53_4’3 {§_43

k{3_~=3 {3 gg { (3 (3 gs 43_53 b% 53 53—4(3 gg 53 53_4% é'g—Cs C§—53 {3_§§J
3503 8385 8305 $5—0s {38 8503 3505 U305 La—C5 4503 $—5 353

et les valeurs propres du Fronbenius sont données par la matrice diagonale

. . . . . 2 »2 11 ¥5
Fr32—8:dlag(lrlyl)_l)lrlylr_lyg) 30512 12);

et 'élément spécial est en premiere position. La matrice de Fourier S;, 3, de la trente-
deuxieme famille de caracteres unipotents de Gs, s’obtient en conjugant S;,_g par la matrice
diagonale dont dix premiers coefficients sont égaux a 1 et les deux derniers a —1. En ce qui
concerne les valeurs propres du Frobenius, on a Fry,_3, = Fr3,_g.

On peut écrire les matrices S;,_3, et Fr3,_3, comme des produits de Kronecker de ma-
trices de tailles 3 et 4.

S34-32 = 83437 ® S34- 320 €1 Fryy 35 =Fr3y 35 ®Fr3y 550,

ou
16 1 g
334—32/25 1—C§ 1-4, Cs—éi , Fr34_32/=diag(1,1,C§)
5G—8 =8 -0
et
1 1 -1 -1
111 1 1 . .
534_ o1 = 5 1 1 —1 1 , FI‘34_32// == dlag(l, 1, l,_l).
-1 1 1 -1

Des catégorifications de ces deux données modulaires ont déja été données dans les
sous-parties 6.2.7 et 6.1.2.
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6.2.10 Laneuvieme famille de G;,

Notons {5 une racine primitive troisieme de I'unité. La matrice de Fourier de la neu-
vieme famille de caractéres unipotents de G;, est donnée par

(L 108 1 8L g

—s =03 =5 I3 ¢ &G 1

& -4 -G 4G GG -1 11

R S O R B S < B S
532—9:§ _51.2; 1 {3 1 s —Ci {3 —55 —1

{3 & & G -G -G 1 -1 -1
&G ¢ -1 =4 &1 =G

{3 &1 ¢ = -1 4y = -l
\-1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1)

et les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale

Fr32—9 = dlag(]-’ ]-) g’gr 1; ]., 5;; ;; ;; 53)

L'élément spécial est en premiere position.
Ces deux matrices peuvent s’écrire comme des carrés tensoriels :

S329=8309®S329 €t Fr3 g=Fr3 9 ®Fr3; o,

R
532—9/25 =1 {3—1 G—C5| et Fr32_9,:diag(1,1,{§).
-8 G-4 G4

On reconnait, a conjugaison par une matrice diagonale a coefficient dans {1}, la don-
née modulaire associée alafamille non triviale de caractéres unipotents du groupe cyclique
G(3,1,1). Une catégorification est alors donnée par le théoréme 4.5.3.

6.2.11 Laonziéeme famille de G;,

Notons {3 une racine primitive troisieme de I'unité. La famille de caractéres unipotents
étant de taille 45, on ne va pas écrire directement la matrice de Fourier ainsi que les valeurs
propres du Frobenius. Néanmoins, a conjugaison par une matrice diagonale D a coeffi-
cients dans {£1}, la matrice de Fourier ainsi que la matrice diagonale des valeurs propres
du Frobenius s’écrivent comme un produit de Kronecker de matrices de tailles 5 et 9

D83 11D =83 11/ ® 83211 €t Fryp gy =Fr3p 11, @Frs, 410,

ou
5-8 3 =8 20520y -0
1 3 3 3 0 3
832_11/:_ _3 3 3 0 _3 » Fr32_11/:diag(1,l,_l, Z:Z, 1)

205-2L3 0 0 2{3—2L5 2¢3—23
$3—85 3 =3 2020 (3—{5
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et

S32—11~ = 5

1
1

1

1
1

-1 -1

-1-¢5 &

\_ll

1 -1 1 -1 1 1 l —1
1 -1 ¢ =3 & &5 8 -4
1 =45 8% -850 &

{3 ~§ 1 —{3 {§ 1 {3 —@%
-3 3 -1 =8 -1 g

I3 =383 -1 &3 43 -1
341 =84 1 83—
03—l 8 -1 G 8 1
03¢y =0 ¢ -1 =3 -1 G

)

J

et FI‘32_11// = dlag(l, 1, 1, 1, gg,

2 1’ gg) g3)

De plus, I'élément spécial de la onziéme famille de caracteres unipotents de Gs, est en pre-
miere position.

En ce qui concerne les matrices S;,_, et Fra,_;;,, une explication catégorique a été don-
née dans la sous-partie 6.2.1. En ce qui concerne les matrices S;,_;,~ et Fr3,_;,~, @ conjugai-
son par une matrice diagonale pres, on retrouve encore la donnée modulaire associée a la

catégorie de modules sur 'algebre D(Z/3Z).

6.2.12 Laneuvieme famille de G;,

Notons {, une racine primitive 12-iéme de 'unité, i =
de Fourier de la neuvieme famille de caracteres unipotents de Gs, est donnée par

534—9 =

1-¢2
1-¢2
g1
g1
1-{3
1-{3
{3—1 1-3 {31
{3—1 1-{3 1-{3
53_&’3 537 53 {3 *-3

gS_gg :3_43 43

1-¢5
1-¢5
1-¢5
1-¢5
1-{3
1-{3

31
1-¢2
31
1-¢2
{3—1
1-{3

g3_§3 537 53 53 53

-1
1-¢2
1-42
-1
{3—1
1-{3
1-{3
{3—1
53_43
53_§3

13—C3

-1
323

5404

4’3_53

1-g3 {3-1
1-¢3 1-3
1-{3 {3—1
1-{3 1-{3
1—(§ -1
1-¢%
501 143 ¢
1—{§ 1-¢2 211
33 (=05 3-8
R Sme Zﬁ—ls
53_53 53 43 53 (3

{3—1
1-{3
1-{3
{3—1

-1
1-¢3

4(3_53 43_4% (3—§§ C'g—gs §3_53 53 43 53 53 53_-§

3 aingi —
., ainsique {3 =

83=C5 8305 303 303

8303 {35 {305
4’3 g3 gS {3 4(3 §3
53 Z;S Z;3 {3 4/3_/2
43 43 ‘:3_43 43 53
Z3 5% 53—§3 §3 53

g’«; Z:S Z:S_bg
(3 ¢3 gg 43 43 53

73 8503 503 1303

(2 §3 4’3 §3 gg 53
$3=0% (303 503

8305 8303 6303 ¢

—§2+§3

53_§§
32,
33-43
43 Z3

2
353

8333

Ca—lﬁ
-5
B4

85=03

et les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale

Fry, o =diag(1,1,i,—i,

L'élément spécial est en premiere position.
Ces deux matrices peuvent s’écrire comme des produits de Kronecker

et

S34-9= S34-9: ® S34_gn

1 1-£5
534_9,:5 1_4/3
{3—¢3
1 1
111 1
834—9”_5 1 1
-1 1

1,1,i

,—i, 53, 53, gig’ ng) .

Fryy g =Fr3, o ®Fr34 g,

et

1-8y 3-8
1-05 8- |,
2= 45—
-1 -1

1 1 .
-1 1] €

1 -1

FI‘34_9// - diag(l, 1, i

FI‘34_9/ = diag(]-y ]-’ 53)’

,—1).

1,. Lamatrice

)
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A conjugaison par une matrice diagonale pres, les matrices Sy, o et Frs, o sont égales
aux conjuguées complexes des matrices de la donnée modulaire de la famille non triviale
du groupe G(3,1,1), dont une catégorification est donnée par le théoreme 4.5.3. En ce qui
concerne les matrices S;, o~ et Fry,_g,, une explication catégorique a été donnée dans la
sous-partie 6.1.2.

6.3 Descatégorifications par des catégories de modules bas-
culants en type B

e__ o

6.3.1 Les deuxieme et sixieme familles de G,,

Notons {; une racine primitive septieme de l'unité et v—7 = {; + {3 -3+ -5 - (8.
La matrice de Fourier de la sixieme famille est

—=7 J=1 7 7 —24=7 —24/=7 —24=7
V=T —/=7 7 7 24=7 24/=7 247
1 7 77 =7 0 0 0
Sy 6= — 7 7 -7 7 0 0 0
4—6 14 —2/=7 24/=7 0 0 205+403-403-20; —al8+205-202+4¢; —al5—203+203+4L2

—2v/=7 24/=7 0 0 —4L8+203-202+4¢; —4L53-2034203+482% 208+408—473-27,
—2V=7 24/=7 0 0 —43—203+273+402 208+408—4a3-20; —Al8+205-202+4¢;

et les valeurs propres du Frobenius sont données par la matrice diagonale
Fr24—6 = dlag(]-r 1) ]-)_1) g?; ?; {S) y

et I’élément spécial est en premiére position.

La matrice de Fourier et les valeurs propres de la deuxieme famille sont obtenues en
conjuguant la matrice de Fourier et les valeurs propres de la sixieme famille, I'élément spé-
cial est toujours en premiere position.

Dans sa theése [Cun05, Section 8.2.1 Beispiel 15], Cuntz a donné une construction de
I'anneau de fusion associé a cette famille a 'aide de 1’algebre de Verlinde de type B; a une
racine 28-iéme de I'unité. Soit alors £ une racine primitive 28-ieme de 1'unité telle que £* =
{7 et considérons la catégorie Z(7;) x - pour g de type B;.

Notations. Dans cette partie, g est de type B; avec matrice de Cartan

2 -2 0
-1 2 -1
0o -1 2

Laracine simple courte est notée a, tandis que les deux longues sont notées
a, et as. Les poids fondamentaux sont @, = 3a, + @, + 303, @, = 2a, +
20, + 0z etwz =0+, + 3.

La catégorie Z(7:)x . est graduée par P/((14Q")NQ). Comme remarqué dans la preuve
de 4.3.16, on a 14Q" € Q. On considere la sous-catégorie pleine ¢ de Z(J:) % &/ constituée
des objets dont le degré est dans le sous-groupe de P/14Q" engendré par 7@, . Lexpression
de @, surlabase (a}),<;<; de Q" étant @, = %a\l/ +2a; + a, on déduit que ce sous-groupe
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est isomorphe a Z/47Z et contient les éléments {0,7w,,14w,,21w,}. La chambre fonda-
mentale C est

C = {QLIID'I +Azwz+lgw3 €P+’A41 +2)L2 +A3 < 3} = {0,@'1,’@'2,(33,2@'1,2@'3,’(31 +(D'3}

et ainsi il y a 14 objets simples dans 6" qui sont
— endegré 0:(0,0),(@,, @,), (@3, @3),(200,,200,) et (2w3,2@3),
— endegré 7w, : (8w,,—6w,) et (8w, + @3, —6w, +@3),

— endegré 14w, : (14w ,,—14w,),(l4@, + @,,— 14w, + @,), (14w, + @3, — 14w, + ©@3),
(16w,,—12w,) et (14w, + 2w;,— 14w, + 2@3)

— endegré 21w, : (22,,—20w,) et (22w, + @3, 20w, + @,).

Proposition 6.3.1. La catégorie 6 est légerement dégénérée. Lobjet simple transparent non
trivial est Lz(14w, + 2w5,—14w, + 2@ 3), qui est de dimension—1 et de twist 1.

Choisissons les représentants suivants des orbites de I'ensemble des objets simples
sous 'action de tensorisation par le centre symétrique :

{Lg(O, 0), L:(14w,,—14w,), L:(22w,,—20w,), L:(22w, + @ ,,—20ww, + @3),

Le(@s, @3), Le(@,, @,), L2, Zwl)} .

Avec cet ordre, la S-matrice de la super-catégorie associée ¢ est donnée par

(1 -1 V=T V=7 2 2 2
-1 1 V=7 V=7 —2 —2 —2
V=T V=T =T —J/—7 0 0 0
Se=|v—7 v=7 —V/—7T V=7 0 0 0

2 =2 0 0 205427, 2054282 204+283

2 =2 0 0 2054202 2044205 208+2¢;

\2 —=2 0 0 203420 205427, 205+202)

et les valeurs du twist sont données par la matrice diagonale
-1 _ 33 3 »5 »6
T;' =diag(1,1,1,—-1,¢3,23,28)

Cette catégorie n’est pas sphérique et on peut vérifier que 'objet 1 est L-(14w@,,—14w@,),
qui est de dimension quantique —1. On renormalise alorsla S-matrice par une racine carrée
de —28 = sdim(¢)dim*(1).

Théoréme 6.3.2. La S-matrice et la matrice du twist de la super-catégorie 6 vérifient

S¢

6

iv28

=846 et T, ' =Fryy s,
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6.3.2 Les deuxieme et dixieme familles de G,

Ces deux familles sont conjuguées 'une de I'autre. On ne décrit que la dixieme famille,
les matrices de Fourier et les valeurs propres du Frobenius de la deuxieme famille s’ob-
tiennent par conjugaison complexe.

Les matrices de Fourier ainsi que la matrice diagonale des valeurs propres du Frobenius
se décomposent comme des produits de Kronecker. On note alors Sy;_10 = Sy7_10 ® So7_10~
et Fry7 10 =Fro7 10 ® Frp7 190

Commencons par la premiere tensorande. La matrice de Fourier et les valeurs propres
du Frobenius sont données par

1-8s 1-85 -8
827_10/ = g 1_C§ l_gg gg_gg et FI‘27_10/ :dlag(l, ].,gg)
$—8 $G-8 $—3

ol {3 est une racine primitive troisieme de l'unité. On vérifie facilement que cette don-
née modulaire coincide avec celle associée a la famille non triviale du groupe de réflexions
complexes cyclique G(3,1,1). Lélément spécial est en premiere position. Une catégorifica-
tion est alors donnée, d’apres le théoréme 4.5.3, par la catégorie Z(7:) X -/ avec g =sl, et &
vérifiant £2 = !

En ce qui concerne la seconde tensorande, la matrice de Fourier et les valeurs propres
du Frobenius sont données par

LA+ ARl A=) {3+03+(5—Cs) —55
—£4+:5+45 {s —’4+C3+’2 {5 2A={5+L3+5—Ls) c4+4’3+f2 () 5 5
S y=— La+L3+L3—Ls) 2=L5+ {5+ 5—05) 20385+2L3+205+3L5) 2—254 3L3-3(3-225) 0 0
20 (z4+g3+{ ) (—g4+{3+f2—§)2(—244—3¢3—s§2—2f) 23¢4+283+22243¢5) 0 0

5 —{s 5 5 5 5 57 455 5 51465 5
-5 5 0 0 5 =5
=5 5 0 0 -5 5

et
Fry,_ 10/,—dlag(l 1, Zj -1, 1)

ol {5 est une racine primitive 5-ieme de l'unité, 1’element spécial est en premiere position.

Notation. Dans cette partie, g est de type B, avec matrice de Cartan

5 7)

La racine simple courte est notée a, et la longue a,. Les poids fondamen-
taux SOIlt’CD'l = 0{1 + %0{2 eth = (11 aF az.

Soit £ une racine primitive 20-iéme de I'unité telle que £* = {5 et on considére la sous-
catégorie pleine 6 de Z(J;) x . avec objets de degré dans le sous-groupe de P/10Q" en-
gendré par 5. Ce dernier est de cardinal 2 puisque 10w, = 10(a} + ). La chambre fon-
damentale 6 est donnée par

C == {}.1’(,0'1 +7sz'2 S P+|Al +A,2 < 3} = {0,61,@2,@1 +w‘2,2@'1,2’(32}.

La catégorie ¢ a pour objets simples les 6 suivants :

— endegré 0:(0,0),(@,, @,), 2w,,2w,) et (2w,,2w,),
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— endegré 5w, : (6w,,—4w,) et (6w, +@,,—4@, +@,).

Avec !’ ordre
{(0,0), (2w, 2w,), 2w, 2w,),(@,, @,), (6@, + @,,—4w, +@,),(6w,,—4w)}

la S-matrice est

1 1 2 2 A-03-0240s (303024
1 1 2 2 O OB
2 2 2084285 2034202 0 0
S — 5 5 °5
C 2 2 2034202 2044275 0 0 )
(3030245 —(3+03402-0s 0 0 {0342 0-0-034E
(=004 —0+ 034020 0 0 -804 3L

et les valeurs du twist sont données par
-1 _ 3: 3 2
T.' =diag(1,1,3,¢%,—1,1).

La dimension quantique de € est 20 et cette catégorie est sphérique, tout objet étant
autodual.

Théoreme 6.3.3. La S-matrice et la matrice la matrice diagonale des valeurs du twist de la
catégorie modulaire 6 vérifient
S¢ .
pp——— _827_10// T == Fr27_10// .

V20 N
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Annexe A

Double de Drinfeld tordu d’un groupe fini

On introduit dans cette annexe la quasi-algebre de Hopf D“(G) de [DPR90] associée a
un groupe fini G et a un 3-cocycle w. On donne tout d’abord une preuve de la formule de
la S-matrice [CGRO0O0] et ensuite on change la structure sphérique par le biais d'un élément
central de type groupe. On travaille sur le corps des nombres complexes C et on note uc
I’ensemble des nombres complexes de module 1.

A.1 Laquasi-algebre de Hopf D“(G)

En ce qui concerne les quasi-algebres et leurs variantes, on peut se reporter a [Kas95,
Chapter XV]. Quasiment par définition, étant donné une quasi-algebre de Hopf H, la ca-
tégorie des H-modules de dimension finie H-mod est une catégorie monoidale et rigide.
Il existe une notion d’élément pivot dans de telles algébres (cf. [AC92] pour la notion de
ruban, on relache la condition S(v) = v pour un pivot) et une notion de quasi-algebre de
Hopf tressée. La catégorie des représentations de dimension finie d'une quasi-algebre de
Hopftressée munie d’un pivot est alors une catégorie monoidale, rigide, pivotale et tressée.

Les quasi-algebres de Hopf qui nous intéressent particulierement ici sont les doubles
de Drinfeld tordus de groupes finis D“(G), introduits dans [DPR90]. On fixe G un groupe
finiet w: G x G xG — uc un 3-cocycle normalisé, c’est-a-dire que pourtous g, h, ket €G,
ona

w(h, k,Dw(gh, k, 1) (g, hk,Dw(g, h, k1) w(g, b, k)=1,

w(g,h,k)=1des que g, h ou k est]’élément neutre et w.
Lalgebre D®(G) admet, tout comme sa version non tordue D(G), la famille (eg ) e
comme base. La multiplication sur la base est donnée par

(egh)(ex]) =8 g it Og(h, Deghl,

oit Oy(h,1) = w(g, h,)w(h,h7'gh,1) " w(h,1,(hl) " ghl). En utilisant le fait que w est un
3-cocycle, on voit que ce produit est effectivement associatif et admet I'élément > e g1
comme élément neutre.

Cette algebre dispose d'un coproduit A donné sur la base par

Alegh)= > ru(a,ble,h@eyh,

ab=g
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ouy,(a,b)=wla,b,gwla g g 'bg) w(g g 'ag,g7'bg).

Tout comme dans le cas non-tordu, tout D“(G)-module V dispose d'une graduation
par le groupe G, la composante V, de degré g étant donnée par I'action de I'idempotent
eg1,etonadeplus egh- Vi C Vyppp.

La catégorie D“(G) est alors une catégorie de fusion (cf. [AC92, Section 5, Remarks] pour
la semi-simplicité de la catégorie), et les objets simples ont un paramétrage similaire a ceux
de la catégorie D(G)-mod : les simples sont en bijection avec I’ensemble des paires (g, ), a
conjugaison pres, ol g € G et p estune représentation projective de Z;(g) pourle 2-cocycle
0, (on vérifie effectivement que 6, est un 2-cocycle sur Z;(g)). On note V; , la représen-
tation de D“(G) associée. On peut alors la décrire comme suit : on se donne V, un espace
sur lequel Z;(g) agit par la représentation p. On fait de V, une représentation de I'algebre
D{(Z;(g)) engendrée par les éléments e, b, a € G et b € Z;(g) en définissant

e.b-v=0,,b-v,

pour v € V,,a € G et b € Z;(g). La représentation V; , est alors D“(G) ®pe(zs(g) Vp- Pour
a,beGetveV,enécrivant b =cd,d € Z;(g),ona

e.b@v=e,cd®v=_~0,(c,d) " e,b®((e,1,,C) V),

etdonc e, b ® v est nul sauf si a est dans la classe de conjugaison de g. En choisissant pour
tout a €[g]un élément g, € G telquea =g,gg, "', ona

Vep = EB €a8a ®pg(z5(g) V-
a€lg]

La catégorie D“(G)-mod est également une catégorie enrubannée, le ruban 6 étant
donné par I'action de I'inverse de I’élément

v=> wlg™ g g g,

geG

dont on vérifie qu'il est égal a 0 = >’
trace habituelle [AC92, 4.16, 5.18].

gcc €8~ La trace quantique est alors donnée par la

Proposition A.1.1 ([CGROO0, (5.23)]). Pourtousg eth élémentsdeG et toutes représentations
projectives p de Z(g) pour le cocycle 0, et 1t de Z;(h) pour le cocycle 8, la S-matrice est
donnée par

0,(8,",0)0,(g,"' b, 84)0n(h; ", a)0,(h, " a, hy)
S — 8\Oq 8\Oq b x (g_lbgu)x (h_lah )’
(8.0),(h,m) ;} Hg(g;%ga)@h(h;l,hb) pPlogq m\p b
il

en choisissant pour chaque a € [g] un élément g, € G tel que a = g,gg," et pour chaque
b €[h] un élément h;, € G tel que b = h,hh,". Le twist est donné par la multiplication par
le scalaire
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Remarque A.1.2. Ces formules apparaissent dans [CGR00], mais une preuve n’est pas don-
née dans le cas général. Dans [GM 18], une preuve de ces formules est donnée, et on en
donne ici une autre, qui suit les mémes lignes que la preuve du calcul de la S-matrice et du
twist dans la catégorie D(G)-mod.

Remarque A.1.3. La formule donnée ici differe de celle de [CGR00] par une conjugaison
complexe. Ceci est dii au fait que la convention choisie ici pour la S-matrice est différente.
La S-matrice de [CGROO0] est la matrice (Sg-1 p+) (1, z))-

Démonstration. Onreprend la stratégie de la preuve de la proposition 3.2.3. On commence
par calculer I'action de 6 sur la représentation simple V, ,. Comme 6 est central, il suffit
de calculer son action sur 1 ® v, qui est en degré g. Comme e, b ® v est en degré bgb~! on
obtient

0-18v= > ebov= > 185,,b-v=0,g)le,

beZ;(g) beZg(g)

la derniére égalité provenant du fait que g est central dans 'algebre de groupe Cy Z;(g)
tordue par le 2-cocycle 6,.

Pour g,h € G, p une représentation irréductible de Z;(g) d’espace V et pour 7 une
représentation irréductible de Z;(h) d’espace W, on calcule la trace du twist 6 sur V, , ®
Vi.».Soienta €[g],b €[h],v €V et w € W. Par définition du coproduit, on a

0-((eagu® V)@ (arhy ® W)= D > 7ilx, y)(ecke,g,) @ v)@((e,keyhy)® w)
keG xy=k

En utilisant la définition du produit, on voit que le seul terme non nul de cette somme
est obtenu pour k =ab,x =abab'a ' et y =aba™! et que c’est alors un élément dans
Vig,prabab-1a® Vinm),apa—r- Comme (e,8,®v)®(a,h,® w) estun élément dans Vg ;) . ® V(j, 1)1
les seuls termes contribuant a la trace sont ceux pour lesquels a b = ba. Dans ce cas, 0 agit
comme suit :

,)/ab(a» b)gu(a b)ga)gb(ba) hb)
0 - ®v)®(ayh, ® w)) =
(e,8,®Vv)®(ayh,®w)) Bu(8arg—abga)0y(hy, h baly)

(€a8a ®(g;151bga v))®(eyhy ®(h;1bahb w)),
et ainsi la trace du twist sur V, , ® V}, . est égale a

Yab(ar b)ea(ab»ga)gb(ba! hb)
04(80 8, abga)0y(hy, hy' bahy)

X088, b8y (hh, " Dhy).

tr‘/g,,,apvh,ﬂ(el@,p@vh,n) =

a<(g]
belh]
ab=ba

Comme g est un €lément central de I'algébre tordue Cy, Z;(g), il agit sur V' par multi-
plication par le scalaire w,(g) et on obtient

288, b8.)=0,(8,8,'bg.) " w,(8)x,(8, " bga),

et de méme
)(n(hh;lahb) = 0,(h, hglahb)_lwn(h)xn(hglahb)-
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La S-matrice étant donnée par Sy ),z = 9;{; 9;;5“ try, ,ev,.(0y, ,ev,,.), On obtient fina-
lement

s -y Yav(a@,b)0,(ab,g.)0,(ba, hy)

&0 2 (g, 81ab g0, Iy, iy bah, )0, (g, 87 D80, 1y aly)
belh]
ab=ba

28 b8y, ahy).

Afin de retrouver la formule donnée dans I'énoncé, on fait de nombreuses manipula-
tions avec les cocycles, en utilisant de maniere répétée la relation

Ht(x’y)gt(xyrz):gt(xryz)exfltx(yrz)’ (A]-)

valable pour tous ¢, x, y, z € G. On commence par remarquer que par définitiony,,(a, b) =
0,(a,b)0,(b,a) et donc le numérateur est égal a

Yap(a,b)0,(ab,g,)0,(ba, h,)=0,(a,b)0,(b,a)0,(ab,g,)0,(ba, hy).
En appliquant deux fois la relation (A.1), on trouve alors
Tan(a, b)0,(ab,g,)0,(ba, hy)=0,(a,bg,)0,(b,8,)0,(b,ahy)0(a, hy).
En ce qui concerne le dénominateur, la relation (A.1) donne

0.(848,'abg.)0,(8,8, b 8.)=0.,(84,8)0.(8.8 8, bga)
et
6, (1, By bal,)0,(h, iy ahy) = 6, (hy, )8, (hy . hy aly).
Ainsi
Yan(a,b)0,(ab,g,)0,(ba,h;)

ea(ga’gglabga)eb(hb) hb_lbahb)eg(g» gglbga)gh(h; hglahb)
ga(a) bga)ga(b)ga)eb(br ahb)gb(ar hb)

 04(84,8)04(848, 8, D80 (), )Oy (b, 1 aly,)

Or la relation (A.1) donne

0.(8.8,8,'18.)0,(8." bg.)=0.(a,bg.,)0.(8.8.8,")
et de méme
0,(hyh, hy, ahy)0,(h,', ahy)=0,(b,ah,)0,(h,h, k"),

ce qui permet d’écrire

0.(a,b8,)0.(b,8,)0,(b,ah,)8,(a, hy)
0.(8.,8)0.(8.8,8,'084)0,(hy, h)0,,(hy b, h,'ahy,)
_ 0,(8,",08.)0,(h,",ahy,)0,(b,8,)0s(a, hy)
 04(848,871)05(hy h, 1y )0,(84, 865 (hy, b)




A.2. Changement de structure pivotale 185

Comme 0,(g,,8) = 0.(a,g.) et 6,(hy,, h) = 6,(b, h;), en utilisant la relation (A.1) deux
fois au numérateur et deux fois au dénominateur, on obtient finalement que

Yav(a,D)0,(ab,g,)0,(ba, hy,)
0a(80 8, abga)0y(hy, by bah,)0,(g,8, b ga)0n(h, ' ahy)
_ 0,(8,",D)0,(8,'b,8,)0i(h,",a)0, (1, a, hy)
9g(g;1»gu)9h(h;1,hb) ’

ce qui nous permet de conclure. O

A.2 Changement de structure pivotale

La structure pivotale donnée jusqu’ici est sphérique, on peut alors tordre le twist 8 par
la multiplication par un élément central de type groupe de D“(G), dont on peut donner
une description comme dans le cas non tordu (cf. lemme 3.2.1).

Lemme A.2.1. Soit x un élément de type groupe dans D“(G). Il existe alors g, € G eta: G —

Uc tels queyg (g, h)= a;g()g“,g?) pourtousg,h€G et

x=> a(g)e,g.

geiG

De plus l'élément . e 0(8)e, 8o comme ci-dessus est central si et seulement si g, est dans
lecentredeG.

Démonstration. En ce qui concerne la forme d'un élément de type groupe, la méme preuve
que celle du lemme 3.2.1 montre I'existence de g, et ¢ comme énoncé.

Pour a et b des éléments de G, on calcule les deux produits e, b (Egec a(g)eggo) et

(dec a(g)eggo) e,b. Le premier produit est égal a

e,b (Z a(g)eggo) =a(b™'ab)0,(b,gy)e.8b,
geG

tandis que le second produit est égal a

(Z a(g)eggo) €, b= a(goag()_l)egoago_l (gO» b)eg(,ugo_1 bgO

geG
Ces deux éléments de D“(G) sont égaux si et seulement si g, est central dans G et
a(b™'ab),(b, g) = a(a)b.(g, b),
pour tous a, b € G. En multipliant par a(b)a(ab)™!, la deuxiéme condition est équivalente
al'égalité
Tgo(b! b_lab)ea(b) gO) = ‘)/go(a) b)eu(gm b)

Mais sous la condition de g, € Z(G), cette égalité est vérifiée, puisque les deux cotés de
I’égalité sont égaux a w(a, b, g,)w(gy, b, b~'ab). O
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Quand g, est dans le centre de G, les fonctions 7, et 6, sont égales et donc y,, est un
2-cocycle sur G. La condition demandée sur 7, pour avoir un élément de type groupe est
que le 2-cocycle 7, soit un 2-cobord.

Proposition A.2.2. Soit g, € Z(G) tel que le2-cocyley 4, soit un 2-cobord. On choisita: G —

a

uc telle queyy (g, h)= (j?ga}g?) pour tous g, h € G. Lélément 0, , = 0 3 a(g)e,8y permet
de munir la catégorie D -mod d’une structure pivotale non nécessairement sphérique dont
la S-matrice est donnée par

S(;:))y(h,ﬂ) = a(g)a(h)wp (80)wr(8o)

0 (gil’b)e (gilb;g )Hh(hil,a)eh(hfla,hb)
8'Oaq 8§\Oqg a b b . .
bg)x-(h;'ah
aez[g:] 0,(8:1,84)0n(1;" hy) %p(8, b8 xx(h, ahy)
i

et les valeurs du twist par
Oy, , = a(g)w,(go)w,(8),

pourtousg,heG, p elrr(Z;(g)) et mw € Irr(Z;(h)).

Démonstration. Lactionde ), . a(k)e,g, surle module simple V, , est donnée par multi-
plication par a(g)w,(g). La trace quantique positive de 0, sur V, ,® V}, , pour la structure
pivotale tordue est alors donnée par

a(g)a(h)w,(8o)wx(go)try, ev,,.(0g,) = (@(g)a(h)w,(g)w.(8) try, ev, .(0),
ce qui permet de conclure avec les formules de la proposition A.1.1. O

Ces structures pivotales ne sont pas en général sphériques, il nous faut donc comprendre
'objet 1. On fixe g, dans le centre de G et a: G — ¢ une représentation de dimension 1 de
cocycle 8. Dans le cas non tordu, 'objet 1 est donné par Vg2 42 Maisici, la représentation
a2 est de cocycle Hg_oz etnon 0,-. On définit alors @: G — uc par

a(8)=a(8) *14(80, 85 ) ' 74(80, 8 )"

En utilisant la relation

Oq(x, )0,(x, y)r2(8 W)y (x7 g x, x 7 hx) =04y (x, ¥)7., (8, 1)

valable pour tous x, y,g,h € G (cf. [DPR90, 3.2.8]), on vérifie alors que & est une représen-
tation de cocycle 0.

Proposition A.2.3. Soient g, € Z(G) et a une représentation de dimension 1 de cocycle 0y, .
Lobjet 1 est isomorphe a Vg-2,4, OUL O est défini par la formule (A.2).

Démonstration. Toutes les traces, dimensions quantiques et twists sont ici relatifs a la struc-
ture pivotale définie par le twist 0, ,. Soient g € G et p une représentation irréductible de
Z;(g) de cocycle 0,. Les dimensions quantiques de V; , sont

dim*(V, ,) = a(g)w,(80)x,(V)|[g]] et dim (V,,)=a(g) 0,808 ") " @,(g; x,(1)|Ig]],
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puisque conjuguées 'une de l'autre.
Afin de calculer S(“;fz (e oy ON exploite le fait que V-2 ; est un objet inversible. Remar-
quons que ’

)(8:p)
Ves2,a® Ve,p > Ver2g aep

ol @ ® p désigne la représentation projective de Z;(g) de cocycle 6,2, définie par

a®p(k)=ri(g," galk)p(k).

. . ++ P N
Ainsi S(go‘zﬂ ) €st égal a

(8
St — dim*(V, > ,)dim*(V., o
g2, — M (Vg2 g) dim( gvP)QV 9
go_z,& ngP

Calculons alors le quatient des twists qui apparait al’aide de la formule du twist donnée
dans la proposition A.2.2,

O g (87°8)0a0p(80)asp(87°8)

Oy 0y, alg)ag)alg,*)ag)w,(g)w,(g)
 Ta(8058)r42(85° 8)14(8,7 8)w, (8,7 )a(g)
B 04,807, 8)04:24(85%,8)

0,,(8,% 8)0,(8,% 8) »
- - w,(g 7 )a(g),
Og524(85°, 8) o8 V8

la derniere égalité venant du fait que pour h € G on (0y,),,_,.,. o, = (Vi) .,

e En réécri-
vant tous les 2-cocycles apparaissant en termes du 3-cocycle w, on obtient

HVg(;zgmp _ w(g,?, 8,8, )w(g, % 8,°8,8)w(g 8% 8)
Ov_, 0, w(8,°8.80°,8)(8,°, 8 8, °8)

8o

w,(8;2)a(g) = w,(g;2)a(g).

Ainsi, le caractere de Gr(D“(G)-mod) défini par Ve-2.q €St égal a

+

S o Vio) = 28)w,(80)2, (D) 18] w, (85 7)),

et donc
st, (V) —2
ga &P 2 @p(80)wy(8y7) 2\~ 2 -2 -2\~
—_— = H ) = 6 ’ 0 ) = ]"
dim (V) a(g) 0,8 2(80,8, )a(g) = a(g) 0,(80, 8, )0:(80, 8, a(g)

par définition de a. O

Corollaire A.2.4. Soient g, € Z(G) et une représentation projective de dimension 1 de cocycle
0q,. La structure pivotale sur la catégorie D(G)-mod définie par g, et a est sphérique si et
seulementsig; =1eta*=1.
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Abstract. This work is a contribution to the categorification of Z-modular data and deals
mainly with Z-modular data arising from complex reflection groups, as well as cellular
characters for these groups. In his classification of representations of finite groups of Lie
type, Lusztig defines a nonabelian Fourier transform, and associate a N-modular datum
to each family of unipotent characters. In a generalization of Lusztig’s theory to Spetses,
Broué, Malle and Michel construct Z-modular data associated to some complex reflection
groups. We first give a categorical explanation of some of these Z-modular data in terms
of representation of the Drinfeld double of a finite group. We had to endow the category of
representations with a non-spherical structure. The study of slightly degenerate categories
shows that they naturally give rise to Z-modular data. In order to construct some examples,
we consider an extension of the fusion categories associated to %;(g), where g is a simple
Lie algebra and & a root of unity. These categories are constructed as semisimplification of
the category of tilting modules of Z;(g), which is a central extension of %;(g). If s = s[,,,,,
we show that this category is related to some Z-modular data associated to the complex
reflection group G (d, 1, @) Exceptional complex reflection groups are also considered
and many different categories appear in the categorification of the associated Z-modular
data : modules categories over twisted Drinfeld doubles as well as some subcategories of
fusion categories of tilting modules over Z:(g) in type A and B.

Keywords. complex reflection groups, Z-modular data, braided categories, slightly de-
generate categories, representation of quantum groups

Résumé. Cette these porte sur I’étude des données Z-modulaires et leur catégorification,
et particulierement sur des données Z-modulaires reliées aux groupes de réflexions com-
plexes, ainsi que sur la notion de caractere cellulaire pour ces derniers. Dans sa classifica-
tion des caracteres des groupes finis de type de Lie, Lusztig décrit une transformée de Fou-
rier non abélienne et définit des données N-modulaires pour chaque famille de caracteres
unipotents. Dans des tentatives de généralisation aux Spetses, Broué, Malle et Michel intro-
duisent des données Z-modulaires. On commence par donner une explication catégorique
de certaines de ces données via la catégorie des représentations du double de Drinfeld d'un
groupe fini, que’on munit d'une structure pivotale non sphérique. Une étude approfondie
de la notion de catégorie de fusion pivotale et légérement dégénérée montre que I’on peut
ainsi produire des données Z-modulaires. Afin de construire des exemples de telles caté-
gories, on considere des extensions des catégories de fusion associées a %:(g), ou g est une
algébre de Lie simple, et £ une racine de I'unité. Ces dernieres sont construites comme des
semi-simplifications de la catégorie des modules basculants de l'algebre Z:(g), qui est une
extension centrale de %:(g). Dans le cas ol g = sl,,,,, on relie cette catégorie a une des don-
nées Z-modulaires associée au groupe de réflexions complexes G (d 1, ”(”2“)). Les groupes
de réflexions exceptionnels sont également étudiés, et les catégorifications des données
Z-modulaires associées font apparaitre diverses catégories : des catégories de représenta-
tions de doubles de Drinfeld tordus ainsi que des sous-catégories des catégories de fusion
des modules basculants de Z;:(g) en type A et B.

Mots-clefs. groupes de réflexions complexes, données Z-modulaires, catégories tres-
sées, catégories légerement dégénérées, représentations de groupes quantiques
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