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Résumé

Tout positionnement global précis nécessite un repère de référence tel le
repère international de référence terrestre (ITRF). La détermination de l’ITRF
s’appuie sur des séries temporelles de positions d’instruments géodésiques, en
particulier des stations GNSS permanentes. Les séries temporelles de positions
de stations GNSS sont corrélées temporellement et spatialement. De nombreuses
études ont caractérisé la dépendance temporelle de ces séries et son impact sur
la détermination de repères de référence. En revanche, les corrélations spatiales
(entre stations proches) des séries GNSS n’ont jusqu’à présent jamais été prises
en compte dans le calcul de repères de référence. L’objectif de cette thèse est
donc de proposer une méthodologie pour la prise en compte de ces corrélations
spatiales et d’évaluer son apport.

Les dépendances spatiales entre les séries de 195 stations GNSS sont tout
d’abord évaluées à l’aide de variogrammes empiriques confirmant l’existence de
corrélations jusqu’à des distances d’environ 5000 km. Des modèles de covariance
exponentielle ne dépendant que de la distance inter-stations sont ajustés sur ces
variogrammes empiriques.

Une méthodologie basée sur un filtre de Kalman est ensuite développée pour
prendre en compte les dépendances spatiales des séries GNSS dans le calcul
d’un repère de référence. Trois modèles de dépendance spatiale sont proposés :
un modèle ne tenant pas compte de la dépendance spatiale (cas actuel du calcul
de l’ITRF), un modèle basé sur les covariances empiriques entre séries de diffé-
rentes stations, et un modèle basé sur les fonctions de covariance exponentielle
mentionnées ci-dessus.

Ces différents modèles sont appliqués à trois jeux tests d’une dizaine de
stations chacun situés en Europe, aux Caraïbes et sur la côte est des États-
Unis. Les trois modèles sont évalués à l’aune d’un critère de validation croisée,
c’est-à-dire sur leur capacité à prédire les positions des stations en l’absence de
données. Les résultats sur les jeux tests d’Europe et des États-Unis montrent
une amélioration considérable de cette capacité prédictive lorsque la dépendance
spatiale des séries est prise en compte. Cette amélioration est maximale lorsque
le modèle de covariance exponentielle est utilisé. L’amélioration est nettement
moindre, mais toujours présente sur le jeu test des Caraïbes.

Les trois modèles sont également évalués sur leur capacité à déterminer
des vitesses de déplacement exactes à partir de séries temporelles de positions
courtes. L’impact de la prise en compte de la dépendance spatiale des séries sur
l’exactitude des vitesses estimées est significatif. Comme précédemment, l’amé-
lioration est maximale lorsque le modèle de covariance exponentielle est utilisé.

Cette thèse démontre ainsi l’intérêt de la prise en compte des dépendances
spatiales entre séries GNSS pour la détermination de repères de référence. La
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méthodologie développée pourra être utilisée pour le calcul de futures versions
de l’ITRF.



Abstract

Any global and precise positioning requires a reference frame such as the
International Terrestrial Reference Frame (ITRF). The determination of the
ITRF relies on the position time series of various geodetic instruments, including
in particular permanent GNSS stations. GNSS station position time series are
known to be temporally and spatially correlated. Many authors have studied the
temporal dependency of GNSS time series and its impact on the determination
of terrestrial reference frames. On the other hand, the spatial correlations (i.e.,
between nearby stations) of GNSS time series have so far never been taken
into account in the computation of terrestrial reference frames. The objective
of this thesis is therefore to develop a methodology to account for the spatial
correlations of GNSS time series, and evaluate its benefits.

The spatial dependencies between the position time series of 195 GNSS sta-
tions are first evaluated by means of empirical variograms, which confirm the
existence of correlations up to distances of about 5000 km. Exponential cova-
riance models, depending only on the distance between stations, are adjusted
to these empirical variograms.

A methodology based on a Kalman filter is then developed to take into
account the spatial dependencies of GNSS time series in the computation of a
terrestrial reference frame. Three models of spatial dependency are proposed : a
model which does not account for the spatial dependency between GNSS time
series (current case of the ITRF computation), a model based on the empirical
covariances between the time series of different stations, and a model based on
the exponential covariance functions mentioned above.

These different models are applied to three test cases of ten stations each,
located in Europe, in the Caribbean, and along the east coast of the US. The
three models are evaluated with regard to a cross-validation criterion, i.e., on
their capacity to predict station positions in the absence of observations. The
results obtained with the Europe and US test cases demonstrate a significant
improvement of this predictive capacity when the spatial dependency of the
series is taken into account. This improvement is highest when the exponential
covariance model is used. The improvement is much lower, but still present with
the Caribbean test case.

The three models are also evaluated with regard to their capacity to deter-
mine accurate station velocities from short position time series. The impact of
accounting for the spatial dependency between series on the accuracy of the esti-
mated velocities is again significant. Like previously, the improvement is highest
when the exponential covariance model is used.

This thesis thus demonstrates the interest of accounting for the spatial de-
pendency of GNSS station position time series in the determination of terrestrial

9
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reference frames. The developed methodology could be used in the computation
of future ITRF versions.



Introduction

Déterminer les coordonnées d’un objet ou encore sa vitesse de déplacement
nécessitent l’adoption d’un système de référence. Ce système nécessite la des-
cription du type de coordonnées, par exemple cartésienne ou géographique, mais
aussi la position et l’orientation du système d’axes par rapport à la Terre. La
mesure directe de distances par rapport à ces axes n’étant pas possible, on uti-
lise des points intermédiaires, dits points de référence, ou encore des satellites
de coordonnées connues. On appelle cet ensemble de coordonnées un repère de
référence. Cependant, la Terre est un solide déformable. En effet, plusieurs phé-
nomènes contribuent à ces déformations comme les mouvements tectoniques ou
encore les marées terrestres (dues à l’attraction de la Lune et du Soleil exercée
sur la Terre).

Les repères de référence terrestre modernes tels le repère international de
référence terrestre (ITRF) modélisent des coordonnées qui varient au cours du
temps du fait du caractère déformable de la Terre. Ces coordonnées sont décrites
par des fonctions affines par morceaux (avec des discontinuités de position ou
de vitesse) avec pour certains points en zone de séismes des fonctions plus com-
plexes. L’ITRF résume ces fonctions par la donnée de positions à un instant de
référence conventionnel et de vitesses pour chacune des stations de mesures du
réseau. Les coordonnées ITRF sont actualisées régulièrement, des nouvelles édi-
tions de l’ITRF sont donc régulièrement publiées, la dernière en date se nomme
l’ITRF2014. Chaque nouvelle édition permet de prendre en compte de nouveaux
modèles de réduction des données géodésiques, d’intégrer de nouvelles données
et nouvelles stations de mesure et surtout d’intégrer les déformations non pré-
dictibles de la Terre comme les séismes et la déformation liée à l’évolution de la
fonte des glaces actuelle.

En plus de son usage dans les sciences géographiques et en particulier la
cartographie, l’ITRF est utilisé dans de nombreuses applications scientifiques
comme l’étude du mouvement des plaques tectoniques et l’évaluation de la mon-
tée du niveau des mers dans un repère absolu. Ces usages imposent une grande
précision évaluée à 1 mm pour les positions et 0.1 mm/an pour les vitesses par la
communauté scientifique [Rothacher et al., 2008]. Cette précision n’est toutefois
pas encore atteinte aujourd’hui [Altamimi et al., 2016,Collilieux et al., 2014].

Le calcul de l’ITRF s’appuie principalement sur des données acquises par les
techniques de géodésie spatiale qui concourent au positionnement des stations :
le système de détermination d’orbite précise de satellite (DORIS), la télémé-
trie laser sur satellite (SLR), l’interférométrie à très longue base (VLBI) et les
systèmes de positionnements globaux par satellites (GNSS). Chaque technique
présente des avantages et des inconvénients, en termes de précision des coor-
données obtenues, d’exactitude de localisation du centre des masses de la Terre
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ou encore de distribution des stations de mesure. Chaque lot de mesures issues
d’une technique, qui est intégré dans le calcul de l’ITRF, doit être pondéré de
façon optimale, l’algorithme utilisé étant issu des travaux de [Sillard, 1999].

Le calcul de l’ITRF comporte quatre étapes :
— le traitement des observations issues des différentes techniques de géo-

désie spatiale, traitement effectué de façon indépendante pour chaque
technique par différents centres de calculs internationaux

— la combinaison dite intra-technique qui fournit des coordonnées uniques
pour chaque station de chaque technique et permet un contrôle qualité
en cas de détermination multiple (l’International GNSS Service – IGS –
fournit des coordonnées et les matrices de variance-covariance associées
à cette étape),

— le cumul long-terme, qui, pour chaque technique, permet d’estimer des
positions à un instant de référence et des vitesses de déplacement, à partir
de séries temporelles de positions instantanées,

— la combinaison inter-technique pour déterminer les positions et vitesses
des stations des quatre techniques dans un référentiel unique.

Les mesures GNSS, dont le GPS est la déclinaison américaine, occupent une
place importante dans le processus d’estimation de l’ITRF du fait de la bonne
répartition des stations permanentes, de leur faible coût et de leur grande pré-
cision. Les données actuellement intégrées à ce calcul sont fournies par l’Inter-
national GNSS Service (IGS). Cet organisme exploite en continu les données
GNSS acquises par un réseau de stations GNSS permanentes pour fournir des
produits géodésiques parmi lesquels les positions journalières de ces stations. Ce
travail s’intéresse plus particulièrement à l’intégration de ces données dans le
processus de calcul de l’ITRF et à l’étape de cumul long-terme. Ce cumul sup-
pose actuellement que les coordonnées journalières IGS sont affectées d’un bruit
de mesure non corrélé dans le temps, mais corrélé spatialement (information
fournie par une matrice de variance-covariance). Les coordonnées sont modéli-
sées par des fonctions affines par morceaux et des signaux périodiques [Altamimi
et al., 2016].

De nombreuses études ont analysé le contenu des séries temporelles de po-
sitions GNSS. Les séries temporelles de positions, comme dans l’ITRF, sont
généralement décomposées en une partie déterministe et une partie stochas-
tique. La partie déterministe est généralement estimée par moindres carrés ; le
reste est appelé bruit ou résidus. La tendance linéaire peut inclure la modélisa-
tion de discontinuités de position et, éventuellement, de vitesse dues principale-
ment aux tremblements de terre et aux changements de matériel de mesure. Le
mouvement périodique, lié en partie à la réponse de la Terre aux transferts de
masse à sa surface, a été étudié par [Collilieux, 2008] en vue de sa modélisation
dans le calcul de l’ITRF. Il montre que des erreurs systématiques propres aux
techniques de mesure sont aussi succeptibles d’affecter les coordonnées à ces
fréquences. [Lercier, 2014] a complété cette bibliothèque de fonctions par des
fonctions logarithmes et exponentielles afin de modéliser les coordonnées des
stations affectées par un mouvement long-terme asismique se produisant consé-
cutivement à un séisme, mouvement appelé déformation post-sismique. Dans le
processus de calcul de l’ITRF2014, ces déformations ont été modélisées à l’aide
des données GNSS seules puis corrigées avant le cumul long-terme des coordon-
nées de chacune des techniques. Cette modélisation n’est pas remise en cause
dans ce travail qui porte sur la modélisation statistique du bruit.
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En effet, différentes études montrent que le bruit dans les séries temporelles
sont corrélés temporellement [Zhang et al., 1997, Mao et al., 1999, Williams,
2003], corrélation actuellement ignorée dans le calcul de l’ITRF ; il est admis
que le meilleur modèle temporel de bruit est la somme d’un bruit blanc et
d’un bruit de scintillation [Santamaría-Gómez et al., 2011] que nous définirons
prochainement (sous-section 1.3.3). Or la modélisation de ces corrélations tem-
porelles a un impact sur les vitesses estimées et surtout sur leurs incertitudes.
La dépendance spatiale des séries a été moins étudiée mais mise en évidence
dans différentes études. Elle a notamment été prise en compte assez tôt par la
méthode dite de filtrage spatiale [Wdowinski et al., 1997]. Elle consiste à re-
tirer de la série temporelle de positions d’une station la moyenne des résidus
de séries proches, afin de filtrer le signal spatialement corrélé. Cette méthode a
toutefois l’inconvénient de ne pas caractériser cette dépendance spatiale. Celle-
ci a été analysée à l’aide d’un corrélogramme par [Amiri-Simkooei et al., 2017]
(le corrélogramme est une représentation qui trace la corrélation en fonction
de la distance). Celui-ci a été calculé à partir des coordonnées GNSS fournies
par le Jet Propulsion Laboratory (JPL) mais aucun modèle de covariance uti-
lisable n’a été fourni ; cette étude reste à confirmer par l’étude des données
calculées par l’IGS et supposées de meilleure qualité (issues d’une combinaison
intra-technique).

La prise en compte de la dépendance spatio-temporelle (spatiale et tem-
porelle) lors de la modélisation des séries de positions GNSS pourrait avoir
plusieurs bénéfices :

— améliorer l’estimation des vitesses et de leurs incertitudes associées,
— améliorer la prédiction des positions dans le futur,
— améliorer la prédiction des valeurs manquantes ou aberrantes [Collilieux

and Bernard, 2012],
— permettre une meilleure détection des discontinuités de position ou/et de

vitesse [Gazeaux et al., 2015].
L’objectif de ce travail est de caractériser la dépendance spatiale des positions
de stations GNSS (en particulier les données IGS) et de proposer une méthode
de cumul opérationnelle intégrant une modélisation spatio-temporelle du bruit
GNSS : nous avons donc choisi d’utiliser comme méthode centrale un filtre de
Kalman, qui ne nécessite pas l’inversion de grandes matrices contrairement à la
méthode des moindres carrés.

La première partie de ce manuscrit présente les généralités que j’ai jugées
utiles à la bonne compréhension de ma thèse. Le premier chapitre introduit
les principales méthodologies statistiques utilisées dans cette thèse. Le second
chapitre décrit l’intérêt, le mode de calcul de l’ITRF ainsi que la place des
GNSS dans l’ITRF. Enfin, un état de l’art sur l’analyse statistique des séries de
positions GNSS sera présenté.

La seconde partie proposera mon apport personnel. Nous présenterons les
données de positions GNSS utilisées et sélectionnerons les meilleures données
pour cette thèse sur des critères de qualité que nous expliciterons en vue de
caractériser le bruit spatiotemporel. Nous effectuerons une étude préliminaire
montrant l’existence d’une dépendance spatiale sur ces données. Nous expose-
rons la méthodologie retenue et proposerons plusieurs modèles de dépendance
spatiale. Nous verrons quel est le meilleur modèle en vue de prédire les positions
dans le futur grâce à une technique appelée validation croisée. Nous montrerons
finalement que la prise en compte de la dépendance spatiale améliore l’estima-
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tion des vitesses de stations GNSS lorsque celles-ci possèdent des séries courtes.
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Chapitre 1

Statistiques

Les statistiques ont pour but de décrire certaines données qui paraissent in-
explicables ou sont trop nombreuses pour être facilement appréhendées. Elles
peuvent aussi avoir pour but de prédire une entité (fonction, réels, entiers, etc.).
Pour ces objectifs, elles s’appuient sur les lois des probabilités. L’étude des séries
temporelles de positions GNSS s’appuie sur les moindres carrés, le maximum
de vraisemblance, les séries chronologiques. L’apport statistique principal de
la thèse sera d’introduire les modèles de statistiques spatiales dans la modéli-
sation du bruit corrélé affectant les séries de coordonnées des stations GNSS
permanentes.

1.1 Régression linéaire et moindres carrés

Cette section s’inspire de [Guyader, 2011, Tufféry, 2012]. La régression li-
néaire vise à expliquer une variable continue unidimensionnelle Y par une va-
riable continue X multidimensionnelle (une variable continue par opposition à
une variable discrète prend ses valeurs dans un ensemble continu, par exemple,
R). On considère y1, . . . , yn les réalisations de la variable aléatoire Y , qui cor-
respondent aux observations. À la réalisation yi sont associées les réalisations
xi,1, . . . , xi,p.

On considère le modèle linéaire :

yi =
p
∑

j=1

xi,jβj + εi.

La variable εi est appelée erreur et est supposée aléatoire, cela correspond aux
écarts (positifs ou négatifs) au modèle linéaire, (xi,j)1≤i≤n,1≤j≤p est la matrice
des régresseurs (ou matrice du plan d’expérience) que nous noterons A, βj sont
inconnus à estimer (~β est le vecteur des régresseurs) et les yi sont les observa-
tions. On peut écrire ce modèle sous forme matricielle :

~Y = A~β + ~ε

où ~β = (β1, . . . , βp)T , ~ε = (ε1, . . . , εn)T et ~Y = (y1, . . . , yn)T .
On définit une fonction de perte L : R → R+; v 7→ L(v). On prend en

général :

17
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— L(v) = |v|
— L(v) = v2

On effectue la minimisation :

arg min
β∈Rp

n
∑

i=1

L



yi −
p
∑

j=1

xi,jβj



 = ~̂β.

Remarque L’ajout d’un terme de pénalisation dans la fonction de perte L
peut donner les estimateurs LASSO et RIDGE, le LASSO ayant l’avantage

d’être parcimonieux (le vecteur ~̂β a beaucoup de coefficients nuls).

1.1.1 Moindres carrés ordinaires

Dans les moindres carrés ordinaires, on utilise la fonction de perte L : v 7→ v2.
Nous supposons, de plus, que A est une matrice de rang plein. On cherche à
minimiser par rapport à ~β la quantité suivante :

n
∑

i=1



yi −
p
∑

j=1

xi,jβj





2

=
∥

∥

∥

~Y −A~β
∥

∥

∥

2

2
.

La minimisation s’effectue par l’annulation de la différentielle (au sens de Fré-
chet). On considère g(~β) = ‖~Y − A~β‖2

2. On considère ‖.‖2 comme une norme
euclidienne avec comme produit scalaire sous-jacent 〈A,B〉 = ATB.

On applique la définition de la différentielle. On considère ~h ∈ Rn.

‖~Y −A(~β + ~h)‖2
2 − ‖~Y −A~β‖2

2

= ‖(~Y −A~β − 1
2
A~h) − 1

2
A~h)‖2

2 − ‖(~Y −A~β − 1
2
A~h) +

1
2
A~h)‖2

2

= 4〈~Y −A~β − 1
2
A~h,

1
2
A~h〉

Ainsi la différentielle de g en ~β vaut-elle ~h 7→ 2(~Y − A~β)TA~h. Elle s’annule
lorsque ~β = (ATA)−1AT ~Y . On en déduit l’estimateur des moindres carrés ordi-
naires

~̂β = (ATA)−1AT ~Y . (1.1)

1.1.2 Moindres carrés généralisés

Dans les moindres carrés généralisés, on suppose que ~ε ∼ N (0,Σ). On mi-
minise :

‖Σ−1/2(~Y −A~β)‖2.

ce qui a un sens, car Σ est une matrice symétrique définie positive. On définit
le produit scalaire : 〈~s, ~r〉Σ = ~sT Σ−1~r et sa norme associée ‖~s‖Σ =

√

~sT Σ−1~s.
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‖Σ−1/2(~Y −A(~β+~h))‖2
2−‖Σ−1/2(~Y −A~β)‖2

2 = ‖~Y −A(~β+~h)‖2
Σ−‖~Y −A~β‖2

Σ =

‖~Y −A(~β +
1
2
~h) +

1
2
A~h‖2

Σ − ‖~Y −A(~β +
1
2
~h) − 1

2
A~h‖2

Σ =

4〈~Y −A(~β +
1
2
~h),

1
2
A~h〉Σ

La différentielle de g : ~β 7→ ‖Σ−1/2(~Y − A~β)‖2
2 est donc 2(~Y − A~β)T Σ−1A~h

et s’annule pour ~β = (AT Σ−1A)−1AT Σ−1~Y , qui correspond à l’estimateur des
moindres carrés généralisés.

Lorsque Σ est pleine, on parle de moindres carrés pondérés.

1.1.3 Traitement du cas non linéaire

Il peut arriver que l’on veuille linéariser une fonction non linéaire par rapport
à ~β. On considère donc le modèle :

yi = f~β(xi) + εi

où les εi suivent des lois normales. Nous voulons fournir un estimateur de ~β.
Nous allons définir une suite (~βk)∞

k=0 par la donnée de ~β0 et d’un algorithme
définissant la récurrence.

Soit ~βk. Nous définissons ~βk+1 par ~βk+1 = ~βk +∆βk. Nous commençons par
opérer un développement limité d’ordre 1 :

f~βk+1(xi) ≈ f~βk (xi) +
∑

j

(

βk+1
j − βk

j

)
∂f~βk

∂βk
j

∣

∣

∣

∣

∣

~β=~βk,x=xi

Avec la notation ∆yi = yi − f~βk (xi) et J (k) la matrice jabocienne en ~βk de

la fonction ~β 7→ (f~β(x1), . . . , f~β(xn)), on aboutit à l’équation :

yi − f~β(xi) = ∆yi −
∑

j

J
(k)
i,j ∆βj

Nous devons donc résoudre matriciellement :

(J (k)T
J (k))∆~β = JT ∆~y.

Nous aboutissons donc à l’équation de récurrence :

~βk+1 = ~βk + (J (k)T
J (k))−1JT ∆~y

1.2 Maximum de vraisemblance

Le maximum de vraisemblance est un procédé d’estimation de paramètres
à l’aide de la maximisation d’une quantité. Nous verrons qu’il sert à estimer
les paramètres de bruit dans la méthodologie développée dans ma thèse au
chapitre 4 ; on utilise pour cela les logiciels CATS [Williams, 2008] et HECTOR
[Bos et al., 2013a].
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On considère un n-échantillon x1, . . . , xn issu d’une même loi de probabilité
Dθ, les variables aléatoires étant continues. Nous considérons leur densité f~θ(~x) ;
~θ est inconnue et à estimer. On définit la vraisemblance :

L(~θ;x1, . . . , xn) = f~θ(~x).

Nous pouvons aussi définir la log-vraisemblance qui est le logarithme de la vrai-
semblance :

ℓ(~θ;x1, . . . , xn) = ln
(

f~θ(~x)
)

.

Par exemple, pour une régression linéaire de dimension n, nous considérons
que les observations suivent une loi normale centrée sur A~θ (x ∼ N (A~θ,Σ)), ce
qui aboutit à la fonction log-vraisemblance suivante :

ℓ(~θ, ~x) = −1
2

(

n ln(2π) + ln det Σ + (~x−A~θ)T Σ−1(~x−A~θ)
)

où ~θ est le vecteur des régresseurs et A la matrice des régresseurs. Dans cet
exemple, Σ peut dépendre de ~θ ce qui sera utile dans de nombreux travaux
d’analyse statistique des séries temporelles GNSS présentés dans le chapitre
3. On recherche via un algorithme d’optimisation [Fletcher and Reeves, 1964,
Nelder and Mead, 1965,Bélisle, 1992] le vecteur des paramètres ~θ qui maximise
cette fonction log-vraisemblance.

1.3 Séries chronologiques

Pour cette section, je me suis inspiré du polycopié de [Prenat et al., 2010].
Les séries chronologiques univariées ou séries temporelles univariées sont des

processus aléatoires (Xt)t∈T à valeurs dans R où T est une partie discrète de R.
Une série chronologique multivariée est un processus aléatoire (X~t)~t∈T à valeurs
dans Rk où T est une partie discrète de R et k ∈ N. Par exemple, une suite de
positions tridimensionnelles dans l’espace indicée par le temps constitue une sé-
rie chronologique multivariée comme par exemple sur la figure 3.1. Ce processus
multivarié peut contenir des valeurs manquantes. Dans cette partie, nous décri-
rons uniquement des processus stationnaires sur une partie de Z car les séries de
coordonnées GNSS sont régulièrement espacées aux valeurs manquantes près.

Un exemple classique de série chronologique est le bruit blanc qui correspond
à une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une variance ; le plus
souvent, ces variables aléatoires sont gaussiennes centrées.

1.3.1 Processus stationnaire

La stationnarité des processus est une propriété centrale dans l’étude des
séries temporelles, les séries stationnaires étant réputées plus faciles à étudier
que celles qui ne le sont pas.

Un processus (Xt)t∈Z est dit stationnaire au sens large si :
— le processus est L2 i.e admet une variance : ∀t ∈ Z EX2

t < ∞,
— sa moyenne ou son espérance t 7→ EXt est constante sur Z,
— ∀r, s, τ ∈ Z Cov(Xr, Xs) = Cov(Xr+τ , Xs+τ ).
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Un processus (Xt)t∈Z est stationnaire au sens strict si, pour tout k ∈ N∗,
pour tous t1, . . . , tk et pour tout τ ∈ Z, la distribution conjointe de Xt1

, . . . , Xtk

et celle de Xt1+τ , . . . , Xtk+τ sont les mêmes.
Lorsque le processus est L2, la stationnarité stricte implique la stationnarité

large.
Pour un processus stationnaire au sens large et contrairement à la plupart des

processus non stationnaires, il est possible de définir la fonction de covariance :

γ(τ) = Cov(Xs, Xs+τ )

où τ ∈ Z. La fonction γ(.) est symétrique : γ(τ) = γ(−τ).
On définit aussi la fonction de corrélation comme une normalisation de la

fonction de covariance :

ρ(τ) =
γ(τ)
γ(0)

.

Le coefficient de normalisation est fixé de telle sorte que ρ(0) = 1. De même que
la fonction de covariance, la fonction de corrélation est symétrique.

Une série chronologique est composée d’une partie déterministe et d’une
partie aléatoire. La partie aléatoire est obtenue en soustrayant à la série chrono-
logique totale la partie déterministe obtenue en général par régression. La partie
aléatoire peut être due à une variabilité intrinsèque du phénomène ou/et à des
erreurs de mesures.

1.3.2 ARMA

Une famille classique de processus stochastiques est la famille des ARMA
(autoregressive moving average) qui sont des processus stochastiques centraux
dans les statistiques temporelles notamment dans le cas du filtrage. On dit que
(Xt)t∈Z est un ARMA(p, q) de moyenne nulle si :

— (Xt) est stationnaire de moyenne nulle,
— il existe p réels α1, . . . , αp, q réels β1, . . . , βq et des variables aléatoires

normales indépendantes, identiquement distribuées (εt)∞
t=−∞ tels que

Xt − α1Xt−1 − · · · − αpXt−p = εt + β1εt−1 + · · · + βqεt−q.
(Xt)t∈Z est un ARMA de moyenne µ si et seulement si (Xt − µ)t∈Z est un

ARMA(p, q) de moyenne nulle.
Nous pouvons définir l’opérateur « backward » : BXt = Xt−1, et, plus géné-

ralement, BkXt = Xt−k. On peut considérer des polynômes de l’opérateur B.
On peut définir les polynômes :

A(z) = 1 − α1z − · · · − αpz
p

et
C(z) = 1 + β1z + · · · + βqz

q.

On peut donc écrire : A(B)Xt = C(B)εt.
Un ARMA(p, 0) est appelé un AR(p) et un ARMA(0, q) est un MA(q).
Les ARMA ont un intérêt d’approximation considérable car pour tout pro-

cessus stationnaire dont la fonction de covariance tend vers 0 à l’infini et pour
tout k ∈ N, il est possible de trouver un processus ARMA dont la fonction de
covariance coïncide avec celle de ce processus jusqu’à l’ordre k.
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1.3.3 Un exemple de processus à mémoire longue : les
ARFIMA

Une famille plus générale de processus stochastiques que celle des ARMA
est la famille des ARFIMA.

Un ARFIMA(0, d, 0) est un bruit blanc (décorrélé) intégré à un ordre frac-
tionnaire. Pour d ∈] − 0.5, 0.5[, nous définissons l’ARFIMA(0, d, 0) par le pro-
cessus Xt tel que (1 −B)dXt est un bruit blanc où

(1 −B)d =
∞
∑

k=0

(−1)k

(

d

k

)

Bk = 1 − dB +
(

d

2

)

B2 −
(

d

3

)

B3 + . . . .

L’ARFIMA(0, d, 0), lorsque d tend vers 1
2 , tend à avoir une densité spectrale

proportionnelle à 1/f ce qui correspond à un bruit rose ou bruit de scintillation
[Hosking, 1981].

1.3.4 Densité spectrale de puissance

La densité spectrale sert à appréhender les composantes périodiques d’une
série chronologique stationnaire. La notion de densité spectrale de puissance
s’appuie sur celle de transformée de Fourier de la série. Nous supposons que la
fonction de covariance vérifie cette propriété de sommabilité :

∞
∑

k=−∞

|γX(k)| < ∞.

On dit que la densité spectrale de puissance est la transformée de Fourier de sa
fonction de covariance :

PX(ω) =
1

2π

∞
∑

l=−∞

γX(l)eilω

On peut déduire la covariance de la densité spectrale de puissance :

γX(l) =
∫ π

−π

PX(ω)eilωdω.

Une estimation non paramétrique de la densité spectrale de puissance est le
périodogramme que l’on peut obtenir en utilisant une série chronologique finie
régulièrement espacée (Xt)t∈[[1,N ]] :

Ŝper(ω) =
1
N

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

Xjeijω

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

.

Notons que le périodogramme est une estimation biaisée de la densité spec-
trale de puissance.

Il existe une autre vision du périodogramme qui est défini à partir de la
transformée de Fourier. On considère donc un vecteur (x1, . . . , xn) de Cn. On
peut choisir de manière unique des coefficients (ck)n

k=1 de telle sorte que :

xt =
⌊ n

2 ⌋
∑

k=⌊ n−1

2 ⌋
cke

ikt
2πn ,
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où ⌊.⌋ est la partie entière inférieure.
On a l’égalité :

Ŝper

(

2πk
n

)

= ‖ck‖2
2.

Cette vision a néanmoins l’inconvénient de n’offrir que des valeurs discrètes.
[Scargle, 1982] permet d’obtenir des périodogrammes de séries temporelles

espacées irrégulièrement (avec, par exemple, des valeurs manquantes) appelés
périodogrammes de Lomb-Scargle grâce à la formule :

PX(ω) =
1
2

(

(
∑

Xj cos(ω(tj − τ)))2

∑

j cos2(ω(tj − τ))
+

(
∑

Xj sin(ω(tj − τ)))2

∑

j sin2(ω(tj − τ))

)

(1.2)

où τ est défini de telle sorte que

tan(2ωτ) =

∑

j sin(2ωtj)
∑

j cos(2ωtj)
.

Notons que, dans le cas de données régulièrement espacées, le périodogramme
de Lomb-Scargle et le périodogramme classique sont les mêmes.

1.3.5 Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman est très utilisé en automatique et traitement du si-
gnal. Son nom provient de Rodolf Kalman, bien que sa paternité soit soumise
à controverse. Le filtre de Kalman permet d’estimer des états cachés à partir
d’observations. Le filtre de Kalman a un caractère séquentiel, contrairement aux
moindres carrés, ce qui permet une efficacité algorithmique supérieure.

Meilleur prédicteur linéaire

Nous considérons des variables aléatoires L2 : (X1, . . . , Xn, V ). Nous vou-
lons donner un sens à la notion d’estimateur optimal de V sachant X1, . . . , Xn.
On cherchera à prédire V comme une combinaison linéaire des Xi plus une
constante, la distance L2 servira de critère. Nous cherchons donc λ0, λ1, . . . , λn

tels que :

V̂ = λ0 +
n
∑

i=1

λiXi.

Ces λi sont choisis de telle sorte que E[(V − V̂ )2] soit minimal. Notons V ∗ cette
solution. On dit que V ∗ est le meilleur prédicteur linéaire.

Modèle linéaire

Nous considérons un vecteur d’observation Yt de dimension p et un vecteur
des états Xt de dimension q. Les observations sont connues et les états doivent
être estimés. On considère que les états sont reliés linéairement à un bruit près
aux observations :

Yt = HtXt +Bt (1.3)

où Ht est une matrice déterministe de dimension p×q, Bt est un vecteur gaussien
de dimension p et de matrice de variance-covariance Mt appelée matrice de
variance-covariance du bruit d’observation.
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De manière similaire, les états sont reliés avec une relation linéaire entre
l’état suivant et l’état précédent :

Xt+1 = LtXt +At (1.4)

où Lt est une matrice déterministe de dimension q × q, At est un vecteur gaus-
sien de dimension q et de matrice de variance-covariance Tt appelée matrice de
variance-covariance du bruit de transition.

Filtre de Kalman

L’objectif du filtre de Kalman [Kalman, 1960] est d’estimer lesXk en fonction
d’un ensemble d’observations Yt. Notons X̂t|k le meilleur prédicteur linéaire de
Xt sachant Y0, . . . , Yk.

La prédiction, le filtrage et le lissage visent tous à estimer Xt, mais notre
connaissance des Yt diffère. La prédiction vise à estimer Xt sachant Y0, . . . , Yt−1,
le filtrage vise à estimer Xt sachant Y0, . . . , Yt et le lissage vise à estimer Xt

sachant Y0, . . . , Yn avec n > t.
Nous noterons Pt|t (respectivement Pt|t−1) la matrice de variance-covariance

associée à X̂t|t (respectivement X̂t|t−1).
D’abord, nous devons initialiser le vecteur des états à l’instant 0 X̂0|0 et la

matrice de variance-covariance associée P0|0. En l’absence d’information a priori
qui pourrait déterminer la matrice P0|0, nous pouvons prendre P0|0 très grand ;
alors, l’influence de X̂0|0 sera très faible.

Les estimations s’effectuent par les itérations suivantes. L’état est prédit
ainsi que sa matrice de variance-covariance :

X̂t|t−1 = Lt−1X̂t−1|t−1

P̂t|t−1 = Lt−1P̂t−1|t−1L
T
t−1 + Tt−1

On prédit ensuite le vecteur des observations :

Ŷt|t−1 = HtX̂t|t−1

Nous calculons ensuite l’innovation νt ainsi que sa covariance Nt :

νt = Yt − Ŷt|t−1

Nt = HtP̂t|t−1H
T
t +Bt

On calcule ensuite le gain :

Gt = P̂t|t−1H
T
t N

−1
t .

On peut enfin estimer l’état courant :

X̂t|t = X̂t|t−1 +Gtνt

P̂t|t = P̂t|t−1 −GtNtG
T
t

Les ARMA sont très utilisés dans le filtre de Kalman dans la mesure où ils
peuvent approcher tout processus stationnaire en un cas (cf. sous-section 1.3.2.
Tous les processus stochastiques ne s’implémentent cependant pas dans un filtre
de Kalman, par exemple le bruit de scintillation.
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Lisseur de Rauch-Tung-Striebel (RTS)

Ce lisseur [Rauch et al., 1965] est un algorithme qui s’effectue après le filtre
de Kalman et qui l’améliore. Contrairement au filtre de Kalman, il estime chaque
état conditionnellement à l’ensemble des observations considérées. Du fait qu’il
est intimement lié au filtre de Kalman, il porte le nom de « lisseur de Kalman ».
En effet, il réutilise les états estimés par filtre de Kalman X̂t|t−1 et X̂t|t et les
matrices de variance-covariance Pt|t−1 et Pt|t.

Après avoir fait un filtrage, on applique une formule de récurrence à l’envers :

K̃t = P̂t|tL
T
t+1P̂t+1|t

Les états lissés sont calculés par récurrence :

X̂t|n = X̂t|t + K̃t(X̂t+1|n − X̂t+1|t)

P̂t|n = P̂t|t + K̃t(P̂t+1|n − P̂t+1|t)

Il existe d’autres lisseurs similaires comme le lisseur de Bryson-Frazier mo-
difié qui a l’avantage de ne pas nécessiter l’inversion de matrices ce qui permet
d’améliorer l’efficacité de calcul surtout en grande dimension.

1.3.6 Choix des valeurs a priori

Il est nécessaire d’initialiser les valeurs et les variances des états via l’attri-
bution d’une valeur a priori X̂0|0 et d’une variance a priori P0|0. La valeur a
priori représente la prédiction de l’expert et la variance a priori représente la
confiance qu’on accorde à l’expert. S’il n’y a aucune idée de l’incertitude sur la
valeur a priori, on utilise des variances a priori grandes. [Herring et al., 1990]
propose une formule justifiant cela et suggère, de la même façon de considérer
des variances a priori 1000 fois supérieures aux variances réelles.

1.4 Statistiques spatiales

Cette section sur les statistiques spatiales tentera d’approcher comment nous
pouvons modéliser rigoureusement les covariances de champs spatiaux.

1.4.1 Stationnarité et isotropie

On considère une variable aléatoire qui correspond à une fonction de D ⊂
Rd → R, cette variable aléatoire est appelée champ. La difficulté des statistiques
spatiales est qu’une seule réalisation de la variable aléatoire est considérée : par
exemple, il n’y a qu’une seule réalisation de la variable aléatoire qui indique la
position à une date donnée et pour une station donnée, il n’est pas possible de
recommencer l’expérience. Il est donc nécessaire de considérer des hypothèses
sur les variables aléatoires. Nous faisons l’hypothèse de la stationnarité d’ordre
2. Un champ aléatoire Z est stationnaire d’ordre 2 si, pour tout x ∈ D, la
variance de Z(x) existe et est finie : Z possède alors forcément une espérance.
Dans ce cas, nous définissons C(·, ·) la fonction de variance-covariance :

C(s1, s2) = Cov(Z(s1), Z(s2)).
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Dans le cas d’un champ d’ordre 2, on dit que Z est stationnaire si et seulement
si son espérance E[Z(x)] est constante sur D et C(s1, s2) ne dépend que de
h = s1 − s2. On définit une nouvelle fonction de variance covariance :

C(h) = Cov(Z(s), Z(s+ h))

où h ∈ Rd. Toujours dans le cas de champ d’ordre 2, on parle de champ isotrope
lorsque son espérance E[Z(x)] est constante sur D et la fonction C(s1, s2) ne
dépend que de la distance r = ‖s1 − s2‖, on définit de même une nouvelle
fonction de covariance :

C(r) = Cov(Z(s), Z(s+ h))

où r = ‖h‖.

1.4.2 Fonction de covariance semi-définie positive

En utilisant la positivité de la variance de
∑n

i=1 νiZ(si), on montre le ca-
ractère semi-défini positif de la fonction de covariance c’est-à-dire, pour tout
naturel non nul n, tous s1, . . . , sn ∈ Rd et tous ν1, . . . , νn ∈ Rd, on a :

n
∑

i=1

n
∑

j=1

νiνjC(si, sj) ≥ 0. (1.5)

Par abus de langage, on dit parfois qu’une telle covariance est définie positive.
Nous avons montré que la condition (1.5) est une condition nécessaire. Dans le
cas gaussien, c’est également une condition suffisante.

Cette condition peut s’écrire de manière matricielle. Nous considérons la
matrice Γ carrée de taille n de terme général γi,j = C(si, sj). L’équation (1.5)
peut s’écrire sous forme matricielle :

~νT Γ~ν ≥ 0,

pour tout vecteur ~ν = (ν1, . . . , νn)T .
Si C1 et C2 sont des fonctions semi-définies positives, alors, pour tous a1, a2 ≥

0, la fonction a1C1 + a2C2 est semi-définie positive et le produit de fonctions
C1C2 est une fonction définie semi-positive.

Si (Ci)∞
i=0 est une suite de fonctions semi-définies positives et si, pour tous

x et y, limn→∞ Cn(x, y) existe et vaut C(x, y) alors C(·, ·) est une fonction
semi-définie positive.

Il est possible de trouver des covariances spatiotemporelles qui dépendent
du décalage temporel τ et de la distance h. Il est possible de former une cova-
riance spatiotemporelle sous une forme séparable CST (h, τ) = CS(h)CT (τ) où
CS correspond à une fonction de covariance spatiale et CT correspond à une
fonction de covariance temporelle.

1.4.3 Exemples de fonctions de covariance

Nous nous plaçons sous hypothèse d’isotropie. Nous allons donner quelques
exemples de fonctions de covariance semi-définies positives.

La fonction de covariance la plus simple est la fonction de Dirac qui corres-
pond à l’effet pépite c’est-à-dire une absence de corrélation spatiale. Elle peut
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correspondre à une variabilité intrinsèque du phénomène ou à une erreur de me-
sure. Elle peut également être due à une micro-variabilité spatiale c’est-à-dire à
une variabilité spatiale dont l’échelle est inférieure à l’échelle étudiée.

La covariance exponentielle est de la forme C0 exp(−|h|/a) où h est la dis-
tance entre les deux points considérés. La covariance gaussienne est de la forme
C0 exp(−(h/a)2). Une famille très générale est la classe de Matérn de la forme :

C(h) = σ2 21−λ

(λ− 1)!

(√
2λ
h

ρ

)λ

Kλ

(√
2λ
h

ρ

)

où Kλ est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce et où λ est un
paramètre de régularité strictement positif. De même, ρ doit être strictement
positif. Elle correspond à la covariance exponentielle pour λ = 1

2 . Sa limite
lorsque λ tend vers ∞ est la fonction de covariance gaussienne.

1.4.4 Variogramme

Le terme « variogramme » que nous utiliserons ci-dessous correspond à la
notion de semi-variogramme. L’emploi de ce terme est un abus de langage cou-
ramment utilisé.

Définitions et quelques propriétés

Le variogramme d’un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 Z(.) défini sur
Rd est défini par la fonction qui à h positif ou nul associe :

γ(h) =
1
2
E
[

(Z(x+ h) − Z(x))2
]

=
1
2
V (Z(x+ h) − Z(x)) .

Cette notion peut être généralisée aux hypothèses de stationnarité intrin-
sèque ou de stationnarité des incréments. Nous considérons qu’un champ aléa-
toire Z sur Rd vérifie les hypothèses de stationnarité intrinsèque ou station-
narité des incréments si et seulement s’il existe un vecteur β et une fonction
γ : Rd → R+ tels que :

E[Z(x) − Z(x+ h)] = 〈β, h〉

et
1
2
V(Z(x+ h) − Z(x)) = γ(h).

La fonction γ(·) définit alors le variogramme. Notons que la stationnarité d’ordre
2 implique la stationnarité des incréments. La stationnarité d’ordre 2 implique
l’existence d’une espérance et d’une variance, mais ce n’est pas le cas pour
la stationnarité des incréments. À toute fonction de covariance C(·), on peut
associer un variogramme grâce à la relation γ(h) = C(0) − C(h). L’obtention
d’une covariance à partir d’un variogramme n’est pas toujours possible, ce n’est
possible que dans le cas des processus stationnaires d’ordre 2.

Une condition suffisante pour qu’un champ aléatoire Z vérifiant l’hypothèse
de stationnarité des incréments soit stationnaire d’ordre 2 est que le vario-
gramme possède une limite γ∞ ∈ R en l’infini :

lim
‖h‖→∞

γ(h) = γ∞.
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Estimation du variogramme

Dans cette sous-section, nous nous limiterons au cas d’isotropie. L’estima-
tion du variogramme s’effectue au moyen d’un variogramme empirique. Le vario-
gramme empirique est une représentation graphique du variogramme à l’image
de l’histogramme pour la fonction de densité.

Concrètement, nous avons des données ((s1, Z(s1)), . . . , (sn, Z(sn)). Par souci
de simplicité, nous noterons Zi = Z(si). Notons ri,j = ‖si −sj‖ la distance sépa-
rant si et sj . Nous considérons des classes de distance Dℓ = [rℓ, rℓ+1[ où r0 = 0.
Nous considérons r∗

ℓ = rℓ+rℓ+1

2 . Notons :

γ∗
ℓ =

1
2

mean‖si−sj‖∈Dℓ
{(Zi − Zj)2}.

Le variogramme expérimental (ou empirique) est l’ensemble des points (r∗
ℓ , γ

∗
ℓ ).

Il est ensuite choisi une famille de variogrammes admissibles (par exemple, l’en-
semble des variogrammes exponentiels). On estime parmi cette famille de va-
riogrammes le variogramme le plus proche du variogramme expérimental par
exemple par maximum de vraisemblance.

Krigeage Même si cette technique n’est pas utilisée dans la thèse, les vario-
grammes sont souvent associés au krigeage, qui permet une interpolation spatiale
(spatiale au sens d’espace mathématique) ; l’estimateur du krigeage correspond
au meilleur estimateur linéaire non biaisé. Il est d’abord utilisé dans le domaine
minier par Danie K. Krige, qui donne son nom à la méthode. Dans les années
1960, Georges Matheron fournit une formulation mathématique plus formelle
de la méthode. Cette méthode est actuellement utilisée dans de très nombreux
domaines (météorologie, gravimétrie...).



Chapitre 2

Systèmes de référence et
ITRF

Tout positionnement sur un territoire nécessite un système de référence [Bou-
cher and Altamimi, 2001]. Dans l’histoire des systèmes de référence, les États
développent d’abord des systèmes de référence locaux constitués d’un repère
de coordonnées géographiques bidimensionnelles et d’un système de référence
de référence vertical associé. La triangulation de Cassini, triangulation le long
de la méridienne de Paris qui traverse l’Observatoire de Paris, est une des pre-
mières ébauches de systèmes de référence bidimensionnels. La précédente tri-
angulation se révèlera insuffisante ; ainsi la triangulation des Ingénieurs Géo-
graphes sera entreprise de 1817 à 1853. La nouvelle triangulation française en-
treprise de la fin du XIXe siècle à 1991 permet la matérialisation de plus de
70000 points géodésiques répartis sur l’ensemble de la France [Levallois, 1989].
L’apparition des premiers ordinateurs permet un essor des repères de référence
après la Seconde Guerre mondiale. Les Européens décident de lancer l’Euro-
pean Datum 1950 (ED50). En 1960, le premier grand repère de référence mon-
dial, le World Geodetic System 1960 (WGS60), est estimé à partir de données
de gravimétrie, d’astro-géodésie et des campagnes HIRAN et SHORAN. Dans
les années 1960 se développent le SLR (satellite laser ranging), technique qui
utilise le temps d’aller-retour d’impulsions lumineuses provenant d’un émet-
teur laser vers un satellite muni d’un réflecteur. D’autres techniques qui seront
intégrées parmi les techniques de géodésie spatiale se développeront ensuite :
VLBI (very long baseline interferometry), DORIS (détermination d’orbite et
radiopositionnement par satellite), GPS (global positioning system). Ainsi, les
repères de géodésie issus de la géodésie spatiale sont exprimés de manière tri-
dimensionnelle contrairement aux repères classiques. Le WGS84, un successeur
de WGS60, utilisera pour la première fois le GPS. Sont ensuite développées
trois versions du repère de référence BTS (BIH 1 Terrestrial System) à partir de
données VLBI, SLR, LLR (lunar laser ranging), DORIS, Doppler/TRANSIT
(un embryon de GPS). Suivront les éditions successives de l’ITRF (international
terrestrial reference frame) à partir de 1988 dont chaque version est une amé-
lioration de la précédente. L’ITRF est constitué de coordonnées à un instant
de référence et de vitesses pour un ensemble de stations. La dernière version de

1. Bureau international de l’heure
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l’ITRF fournit des incertitudes généralement inférieures à 3 mm sur les positions
et à 0.2 mm/an sur les vitesses.

Après avoir défini les notions de système et de repère de référence terrestre,
nous considérerons plus en détail l’ITRS (international terrestrial reference
system) et l’ITRF et nous décrirons le processus de calcul de l’ITRF et no-
tamment celui de l’ITRF2014. Ma thèse vise l’amélioration de l’étape de cumul
décrite ci-dessous, étape qui fait partie de ce processus. Comme ma thèse utilise
les données GNSS, je décrirai ensuite la technique GNSS et mentionnerai les
sources d’erreurs que l’on sait affecter les séries de positions GNSS.

2.1 Intérêts de l’ITRF

L’ITRF permet un positionnement global précis sur la surface de la Terre
ou à proximité. Il est donc utilisé pour des applications civiles (agriculture de
précision, navigation...) et scientifiques (mesure du mouvement des plaques tec-
toniques, de déformations du sol, d’orbites précises de satellites, de la montée
du niveau des mers...).

Nous allons discuter de la montée du niveau des mers, car elle constitue
l’application la plus exigeante en termes de précision.

Montée du niveau des mers

Une application particulièrement utile et importante d’un repère de réfé-
rence global est l’évaluation précise de la montée du niveau des mers. Obtenir
une bonne précision sur la montée du niveau des mers actuel nécessite une éva-
luation précise de la contribution de l’erreur due au système de référence [Col-
lilieux and Wöppelmann, 2011, Morel and Willis, 2005] ; le choix d’un mauvais
repère de référence engendrerait une incertitude incompressible allant jusqu’à
plusieurs millimètres par an sur l’estimation de la montée du niveau des mers
dans certaines régions du globe. Une illustration de l’importance de l’ITRF est
l’adoption de l’ITRF2005 en lieu et place d’un système cohérent avec l’ITRF2000
qui a engendré une modification de l’estimation de la montée du niveau des
mers [Beckley et al., 2007].

La montée du niveau des mers, même de quelques millimètres par an, a
des conséquences dramatiques. [Bellard et al., 2012] montre que la montée du
niveau des mers, avec d’autres phénomènes du changement climatique, a des
conséquences considérables sur la biodiversité, y compris au niveau génétique et
physiologique. Elle a des conséquences au niveau des littoraux. Elle a aussi des
conséquences sur les espèces animales comme les tortues de mer aux Caraïbes
[Fish et al., 2005] (figure 2.1). L’île de Bhola au Bangladesh a été victime en
2005 d’inondations créant un demi-million de sans-abris. Elle peut déstabiliser
par des déplacements de population un pays aussi puissant que les États-Unis,
ses territoires littoraux et non littoraux [Hauer, 2017]. La France est un grand
territoire maritime du fait de ses îles territoires outre-mer avec 1267 îles. 12%
des îles françaises sont menacées de submersion. En Nouvelle-Calédonie, des
espèces végétales sont menacées [Bellard et al., 2013].

Pour cette application, il convient de diminuer le bilan d’erreur de l’ITRF
évalué à 0.5 mm/an en origine par composante [Collilieux et al., 2014] et d’at-
teindre 0.1 millimètre par an [Rothacher et al., 2008].
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Figure 2.1 – Tortue marine menacée par la montée du niveau des mers

2.2 Systèmes de référence terrestre

2.2.1 Définition

Un système de référence terrestre correspond à une définition mathématique
abstraite [Petit and Luzum, 2010]. Il est constitué :

— d’une origine, en général, proche du centre de la Terre,
— d’une échelle, en général, proche du mètre SI,
— d’un trièdre orthonormal direct en corotation avec la Terre,
— l’axe des cotes est proche de l’axe de rotation de la Terre,
— les axes des abscisses et des ordonnées sont proches du plan équatorial.

2.2.2 Relation entre les systèmes de référence

En considérant deux systèmes de référence S1 et S2 et un point quelconque
M de coordonnées ~X1 dans S1 et ~X2 dans S2, on peut passer d’une coordonnée
à l’autre par la formule :

~X2 = ~T + (1 + λ)R ~X1 (2.1)

où :
— ~T est un vecteur de translation entre S1 et S2,
— 1 + λ correspond au rapport d’homothétie pour passer de S1 à S2,
— R est la matrice de rotation entre les deux systèmes.
La formule (2.1) est générale entre toute paire de systèmes de référence. Il

est fréquemment utilisé des approximations par linéarisation (il est considéré
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que λ et les angles de rotation de R sont petits) :

~X2 = ~X1 + ~T + λ ~X1 + R̃ ~X1, (2.2)

où R̃ = R− Id.
Il peut être considéré une relation d’évolution temporelle entre deux systèmes

de référence après suppression des termes négligeables :

~̇X2 = ~̇X1 + ~̇T + λ̇ ~X1 + ˙̃R ~X1,

où pour une quantité y dépendante du temps, ẏ est la dérivée de y par rapport
au temps.

2.3 International Terrestrial Reference System
(ITRS)

L’ITRS est un système de référence terrestre, il est défini par [McCarthy,
1996] :

— son origine, qui est le centre des masses de la Terre entière avec les océans
et l’atmosphère,

— son unité, qui est le mètre SI,
— son orientation, qui est celle du Bureau international de l’heure (BIH) à

l’époque 1984.0,
— l’évolution de son orientation, imposée par la condition dite de non-

rotation par rapport à la croûte terrestre.

2.4 Repère de référence terrestre

2.4.1 Définition

Une réalisation d’un système de référence définit un repère de référence qui
est constitué par un ensemble de coordonnées conventionnelles de stations au
cours du temps pouvant inclure des vitesses de déplacement et éventuellement
une incertitude sous forme de matrice de variance-covariance. Ces jeux de co-
ordonnées de stations associées à des points physiques sont déterminés à l’aide
d’instruments géodésiques rattachés à la croûte.

2.4.2 International Terrestrial Reference Frame (ITRF)

L’ITRF est une réalisation de l’ITRS. La dernière version de l’ITRF à ce
jour s’appelle l’ITRF2014 [Altamimi et al., 2016], c’est la treizième version de
l’ITRF. Il succède à une longue série de repères de référence s’améliorant au
fur et à mesure des progrès effectués [Altamimi et al., 2002, Altamimi et al.,
2007,Altamimi et al., 2011] ; par exemple, des modèles paramétriques décrivant
les mouvements de relaxation post-sismique de certaines stations ont été fournis
pour la première fois avec l’ITRF2014 (nous reviendrons sur cette notion à
la sous-section 3.1.1) ; le calcul de l’ITRF2014 a également tenu compte de
la présence de signaux saisonniers dans les séries temporelles de positions de
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stations, bien que les signaux estimés n’ont pas été inclus dans les coordonnées
de référence fournies aux utilisateurs.

La table 2.2 présente les coordonnées ITRF2014 de quelques stations GNSS.
Elle contient les positions à une époque de référence (ici 2010.0) et les vitesses,
ainsi que leurs incertitudes sous forme d’erreurs formelles (Sigmas). Pour tenir
compte des discontinuités présentes dans les séries temporelles de certaines sta-
tions, il peut être utile de définir plusieurs positions de référence sur des plages
temporelles appelées SOLN débutant à DATA_START et finissant à DATA_END : les
SOLN sont délimités par les discontinuités de position et de vitesse.
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DOMES NB. SITE NAME TECH. ID. X/Vx Y/Vy Z/Vz Sigmas SOLN DATA_START DATA_END

-----------------------m/m/y---------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

10001S006 Paris GNSS OPMT 4202777.3053 171368.0862 4778660.2517 0.0006 0.0006 0.0005

10001S006 -.01305 0.01758 0.01031 .00003 .00004 .00004

10002M006 Grasse (OCA) GNSS GRAS 4581690.8267 556114.9242 4389360.8453 0.0006 0.0006 0.0006 1 00:000:00000 96:277:00000

10002M006 -.01377 0.01886 0.01142 .00003 .00004 .00003

10002M006 Grasse (OCA) GNSS GRAS 4581690.8289 556114.9237 4389360.8441 0.0006 0.0006 0.0005 2 96:277:00000 03:113:00000

10002M006 -.01377 0.01886 0.01142 .00003 .00004 .00003

10002M006 Grasse (OCA) GNSS GRAS 4581690.8331 556114.9264 4389360.8486 0.0006 0.0006 0.0005 3 03:113:00000 04:295:32400

10002M006 -.01377 0.01887 0.01142 .00003 .00004 .00003

10002M006 Grasse (OCA) GNSS GRAS 4581690.8306 556114.9301 4389360.8511 0.0006 0.0006 0.0005 4 04:295:32400 00:000:00000

10002M006 -.01377 0.01887 0.01142 .00003 .00004 .00003

Figure 2.2 – Début d’une table de l’ITRF2014 fournissant les positions à l’époque 2010 et les vitesses.
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Figure 2.3 – Plages temporelles des données des différentes techniques de géo-
désie spatiale utilisées dans les calculs des versions de l’ITRF depuis l’ITRF2000.
Certaines stations peuvent avoir des plages de données plus courtes [Collilieux
et al., 2017].

L’ITRF est obtenu par une série de mesures de quatre techniques de géodésie
spatiale :

— l’interférométrie à très longue base (VLBI)
— la télémétrie laser sur satellites (SLR)
— les systèmes de positionnement par satellites (GNSS)
— la détermination d’orbite et radiopositionnement intégré par satellite

(DORIS)
La figure 2.3 présente les données des différentes techniques de géodésie

spatiale utilisées dans le calcul des différentes versions de l’ITRF. Notons que le
volume de données disponibles augmente pour toutes les techniques de géodésie
spatiale au fil des versions successives de l’ITRF.

Nous détaillerons ces quatre techniques dans la sous-section 2.5.3.

2.5 Processus de calcul de l’ITRF

2.5.1 Présentation des quatre techniques de géodésie spa-
tiale

En géodésie, on distingue les observations qui sont fournies directement par
les appareils de mesure des solutions, qui sont issues d’un calcul et d’une modé-
lisation à partir des observations.

Le VLBI est une technique d’interférométrie utilisant les signaux reçus de
sources astronomiques telles que les quasars en mesurant la différence de temps
d’arrivée en différents sites. La technique permet le positionnement des radio-
télescopes avec une précision millimétrique, mais permet également la détermi-
nation des coordonnées des radiosources du repère international de référence
céleste (ICRF). Des données sont disponibles depuis le début des années 1980.
C’est la seule technique qui permet la mesure de l’orientation de la Terre dans
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Figure 2.4 – Cartes des stations utilisées pour les quatre techniques utilisées
par l’ITRF2014 [Altamimi et al., 2016]

l’ICRF de manière précise. L’ITRF utilise des solutions journalières fournies par
l’International VLBI Service (IVS) [Schuh and Behrend, 2012]. Le VLBI contri-
bue à définir l’échelle de l’ITRF. La figure 2.4 présente le réseau de stations
VLBI avec des étoiles jaunes. La volatilité (ou répétabilité) des séries tempo-
relles de positions VLBI vaut encore 4 mm pour les composantes horizontales
et de l’ordre du centimètre pour la composante verticale.

Le SLR (respectivement le LLR) détermine la distance entre un point d’un
satellite (respectivement de la Lune) et la station à partir de la mesure du temps
de trajet aller-retour d’une impulsion laser. L’ITRF2014 utilise des solutions
bimensuelles jusqu’en 1993, hebdomadaires au-delà, fournies par l’International
Laser Ranging Service (ILRS) [Pearlman et al., 2002] dont certaines remontent
au début des années 1980. Les stations SLR sont présentées avec des losanges
verts sur la figure 2.4. Cette technique a une importance particulière, car elle
est la seule à définir l’origine de l’ITRF2014, mais contribue aussi à définir
l’échelle de l’ITRF2014. La volatilité des séries temporelles de positions SLR est
de l’ordre du centimètre, quelle que soit la composante.

DORIS est un système de mesure où des balises au sol envoient un signal
ce qui permet d’avoir des informations sur la vitesse du satellite récepteur via
l’effet Doppler et d’en déduire la position de la balise. L’ITRF2014 utilise des so-
lutions hebdomadaires fournies par l’International DORIS Service (IDS) [Willis
et al., 2010] ; les plus anciennes remontent à 1993. Les stations DORIS sont
représentées par des cercles bleus sur la figure 2.4. La volalilité des séries tem-
porelles de positions DORIS est un peu supérieure au centimètre, quelle que
soit la composante.

Dans tous les GNSS, des satellites sous forme de constellations émettent
des signaux en direction de la Terre recueillis par des récepteurs permanents.
La figure 2.5 présente une station permanente installée à Grasse (France), qui
recueille des données depuis 1995. L’ITRF2014 utilise des solutions journalières
fournies par l’IGS (International GNSS Service) [Dow et al., 2009]. Ces solutions
incluent 1848 stations permanentes GNSS à travers le monde. La carte du réseau
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Figure 2.5 – Photo de la station permanente GRAS (Grasse, France)

Figure 2.6 – Carte des stations GNSS incluses dans la contribution de l’IGS à
l’ITRF2014 avec la longueur des séries de positions journalières correspondantes.
La figure est extraite de [Rebischung et al., 2016]

de stations est présentée sur la figure 2.6. Nous constatons que la plus forte
densité de stations se trouve aux États-Unis, au Japon et en Europe. Nous
constatons que les stations dont les séries temporelles de positions sont les plus
longues se trouvent principalement en Europe et au Japon.

2.5.2 Vision globale du processus d’obtention de l’ITRF

Le calcul de l’ITRF2014 suit un processus très précis :
— pour chacune des techniques, les centres d’analyse traitent les observa-

tions de la technique et fournissent des solutions, notamment les posi-
tions des stations (de manière rapide, une solution consiste en la donnée
de paramètres de linéarisation, de paramètres de régression estimés par
moindres carrés, de l’incertitude sur ceux-ci sous forme généralement
d’une matrice de variance-covariance et éventuellement des contraintes
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appliquées).
— la combinaison intra-technique utilise les solutions de tous les centres

d’analyse et fournit une solution moyenne par technique 2,
— le cumul intra-technique permet d’obtenir une solution long terme par

technique,
— la combinaison multi-technique utilisant les rattachements locaux

permet d’obtenir la solution définitive de l’ITRF.

2.5.3 Obtention des solutions de géodésie spatiale

Le travail présenté dans cette partie est effectué par les centres d’analyse,
institutions qui effectuent de manière routinière des calculs de géodésie spatiale.
Ils fournissent des coordonnées de stations et leur matrice de variance-covariance
associée à partir des observations de chaque technique indépendamment. Pour
une technique donnée, il peut y avoir plusieurs centres d’analyse. Chaque centre
d’analyse a une certaine liberté pour effectuer ses calculs ; néanmoins, des normes
minimales peuvent être prévues [Luceri and Pavlis, 2016].

Considérons un ensemble d’observations ~v pour une technique donnée. Grâce
à une estimation par moindres carrés, on cherche un ensemble de paramètres ~θ.
Ce vecteur ~θ varie selon la technique et il contient [Rebischung et al., 2014] :

— les coordonnées des stations,
— les paramètres décrivant les orbites des satellites sauf pour le VLBI,
— les coordonnées des quasars observés pour le VLBI,
— une partie ou l’ensemble des paramètres d’orientation de la Terre,
— des paramètres de correction pour la propagation des signaux,
— des biais spécifiques à la technique utilisée.
Quitte à utiliser des linéarisations, on obtient, via les moindres carrés, l’équa-

tion normale :
~v = N(~θ − ~θ0)

oùN est la matrice normale et ~θ0 est un paramètre a priori pour ~θ (~θ0 correspond
à un point de linéarisation). Lorsque l’on souhaite ne garder qu’une partie des
paramètres, on peut adapter cette équation pour obtenir une équation réduite.
Le centre de produit ITRS et les centres de combinaison de l’IERS n’ont besoin
que des coordonnées des stations et des paramètres d’orientation de la Terre.

Pour toutes les techniques, la matrice N est non inversible, car aucune des
quatre techniques ne peut déterminer simultanément les coordonnées des sta-
tions et les paramètres d’orientation de la Terre.

En outre, la technique VLBI est insensible à l’origine du repère terrestre [Ma
et al., 2013,Rebischung et al., 2014]. En effet, les sources astronomiques utilisées
dans le VLBI étant très éloignées, aucune translation de coordonnées ne fait
varier les différences de temps d’arrivée des signaux des sources astronomiques
au niveau des stations.

D’autre part, même si l’on fixe l’orientation du réseau de stations, les trois
autres techniques (GNSS, SLR, DORIS) sont insensibles à DUT1, l’angle orien-
tant la position de l’axe des X de l’ITRF sur le plan de l’équateur du repère
céleste intermédiaire dans sa rotation diurne. Ceci s’explique par le fait que toute
variation de DUT1 peut être compensée par une rotation de la constellation de
satellites de telle sorte que les observations restent inchangées.

2. Cela correspond à une agrégation d’estimateur.
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Néanmoins, les centres d’analyse doivent fournir une solution ~̂θ détermi-
née ; ils utilisent donc des contraintes. Il existe différents types de contraintes
(contraintes minimales, lâches...). Ce sont ces contraintes qui définissent dans
quel repère de référence sont exprimées les coordonnées. Néanmoins, toutes les
contraintes utilisées par les centres d’analyse aboutissent à une équation normale
de la forme :

(N +N c)(~θ − ~θ0) = ~v.

Les centres d’analyse choisissent N c de telle sorte que N + N c soit inversible.
On en déduit la solution :

~̂θ = ~θ0 + (N +N c)−1~v.

Il en découle la matrice de variance-covariance associée à l’estimateur ~̂θ :

Q̂ = σ2
0(N +N c)−1,

où σ2
0 est le facteur unitaire de variance.

Les centres d’analyse fournissent, journalièrement ou hebdomadairement se-
lon la technique, soit les équations normales non contraintes sous la forme de la

donnée de ~θ0, N et ~v soit les solutions contraintes (~θ0, ~̂θ, N c et Q).
Ces résultats sont présentés sous le format SINEX [IERS, 2006] pour la

transmission de fichiers.

2.5.4 Combinaison intra-technique

Les centres d’analyse fournissent différentes solutions pour une technique
donnée à une même date. Les centres de combinaisons utilisent des estimations
(~̂θi,

i Q̂)s
i=1 de s centres d’analyse pour en déduire une estimation finale (~̂θ, Q̂).

Par exemple, le centre de combinaison de l’IGS se situe à l’IGN (institut national
de l’information géographique et forestière) depuis 2010. Il existe deux approches
pour effectuer des combinaisons intra-techniques : le cumul d’équations normales
ou la combinaison au niveau des solutions. La seconde solution est présentée
ici. Les paramètres sont estimés par moindres carrés fondés sur les équations
suivantes [Altamimi et al., 2011] :

Xi = Xc + tXi + diXc − rZ
i Yc + rY

i Zc,

Yi = Yc + tYi + diYc + rZ
i Xc − rX

i Zc,

Zi = Zc + tZi + diZc − rY
i Xc + rX

i Yc,

xi
p = xc

p − rY
i

yi
p = yc

p + rX
i

DUT1i = DUT1c − rZ
i /f

ẋi
p = ẋc

p

ẏi
p = ẏc

p

LODi = LODc

où
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— Xi, Yi et Zi sont les coordonnées de la station fournies par la solution du
centre d’analyse i ;

— Xc, Yc et Zc sont les coordonnées combinées de la station qui sont une
partie des sorties du processus de combinaison ;

— xi
p, yi

p, ẋi
p, ẏi

p, DUT1i, LODi (respectivement, xc
p, yc

p, ẋc
p, ẏc

p, DUT1c,
LODc) sont les paramètres d’orientation de la Terre fournis par la solu-
tion du centre d’analyse i (respectivement issus de la combinaison) ;

— tXi , tYi , tZi , di, rX
i , rY

i , rZ
i sont les paramètres de transformation entre le

repère fourni par le centre d’analyse i et le repère de sortie combiné ;
— f = 1.00273781191135448 est le taux d’avancement conventionnel de

l’angle de rotation de la Terre par rapport à UT1.
On peut mettre ces équations sous une forme matricielle :







~x1

...
~xs






=







J1 A1
...

. . .
Js As

















~xc

~θ1

...
~θs











où :
— J i = ∂~xc/∂~xi est une matrice composée de zéros et des uns qui per-

met d’associer tout paramètre issu des solutions fournies par les centres
d’analyse au paramètre combiné correspondant ;

— ~θi est le vecteur des sept paramètres de transformation entre la solution
i et la solution combinée ;

— Ai = ∂~xi/∂~θi.
Nous allons donner une forme détaillée à Ai. Pour cela, nous considére-

rons que ~xi = (X1, Y1, Z1, . . . , Xk, Yk, Zk, xp, yp, DUT1, ẋp, ẏp, LOD) et θi =
(tXi , t

Y
i , t

Z
i , di, r

X
i , r

Y
i , r

Z
i ) alors on peut écrire Ai :















































1 0 0 X1 0 Z1 −Y1

0 1 0 Y1 −Z1 0 X1

0 0 1 Z1 Y1 −X1 0
...

...
...

...
...

...
...

1 0 0 Xk 0 Zk −Yk

0 1 0 Yk −Zk 0 Xk

0 0 1 Zk Yk −Xk 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1/f
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0















































(2.3)

Dans la résolution des moindres carrés, les vecteurs (~xi)s
i=1 sont supposés

statistiquement indépendants, bien que ce ne soit pas vrai. Ainsi la matrice de
covariance est-elle diagonale par bloc λiQi

. Notons qu’on utilise un système
itératif pour détecter et supprimer les observations fausses et déterminer des
facteurs de variance optimaux λ̂i.
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2.5.5 Cumul long-terme (pour une technique)

L’objectif de cette étape est de cumuler les séries temporelles issues de
la combinaison intra-technique pour fournir des positions et des vitesses pour
chaque technique. Cette étape est effectuée par le centre de produit ITRS.

Pour un certain nombre d’instants ti, nous avons les solutions de la combi-
naison intra-technique sous la forme de couples (~xi, Qi

)s
i=1. On considère une

époque de référence tref . Sont utilisées les équations [Altamimi et al., 2007] :

Xi = Xc + (ti − tref )Ẋc + tXi + diXc − rZ
i Yc + rY

i Zc,

Yi = Yc + (ti − tref )Ẏc + tYi + diYc + rZ
i Xc − rX

i Zc,

Zi = Zc + (ti − tref )Żc + tZi + diZc − rY
i Xc + rX

i Yc.

où :
— Xi, Yi, Zi sont les positions de stations issues de la combinaison intra-

technique à l’instant ti ;
— Xc, Yc et Zc correspondent à des positions à tref qui seront issues du

cumul ;
— Ẋc, Ẏc et Żc correspondent à des vitesses issues du cumul ;
— tXi , tYi , tZi , di, rX

i , rY
i et rZ

i correspondent aux sept paramètres de trans-
formation entre le repère de la solution i fournie par la combinaison
intra-technique à l’instant ti et le repère issu du cumul.

Afin de ne pas alourdir les notations, nous avons omis les termes saisonniers
(annuels et semi-annuels) ainsi que les paramètres d’orientation de la Terre
et les discontinuités ; ils sont néanmoins présents dans le modèle utilisé dans
l’ITRF2014.

Les discontinuités de position dans les séries temporelles de positions GNSS
sont dues aux changements d’équipement et aux tremblements de terre. Les dis-
continuités de vitesse peuvent être utilisées pour la modélisation de phénomènes
non linéaires tels la fonte des glaces actuelle.

Après un tremblement de terre, la structure externe de la Terre se réajuste
de manière viscoélastique ; on parle alors de mouvements post-sismiques. Une
carte des stations dont les coordonnées ITRF2014 incluent une modélisation
des déformations post-sismiques est présentée sur la figure 2.7 (carte extraite
de [Altamimi et al., 2016]) ; ces stations sont toutes dans des zones de forte
sismicité. Ces déplacements post-sismiques ont été modélisés au préalable des
cumuls long terme effectués pour l’ITRF2014 par des fonctions logarithmiques
ou exponentielles (cf. sous-section 3.1.1). Ces modèles ont été ensuite retirés des
séries temporelles de positions de stations en entrée des cumuls par commodité
et pour garder un modèle de régression linéaire.

Les équations ci-dessus peuvent se mettre sous la forme matricielle :







~x1

...
~xs






=







J1 (ti − tref )J1 A1
...

...
. . .

Js (ti − tref )Js As





















~xc

~̇xc

~θ1

...
~θs















où :
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Figure 2.7 – Les étoiles rouges représentent les épicentres des séismes et les
ronds verts les stations pour lesquelles a été intégré un modèle de déformation
post-sismique. Cette carte est extraite de [Altamimi et al., 2016].

— ~x1, . . . , ~xs sont les positions à différents instants ;
— ~xc et ~̇xc sont les positions à tref et les vitesses que donnera le cumul ;
— J i = ∂~xi/∂~xc est une matrice constituée de zéros et de uns qui permet

d’associer à tout élément de ~xi l’élément correspondant de ~xc ;
— ~θi correspondent aux sept paramètres de transformation entre le repère i

issu de la combinaison intra-technique à l’instant ti et le repère cumulé ;
— Ai = ∂~xi/∂~θi (elle a une forme analogue à l’équation (2.3) si l’on sup-

prime les lignes correspondant aux paramètres d’orientation de la Terre).
On utilise une matrice de variance-covariance diagonale par bloc de blocs

diagonaux Q
1
, . . . , Q

s
. Il n’est ajouté aucun facteur d’échelle. Cette équation

matricielle peut être résolue par moindres carrés.
Notons qu’en fonction des paramètres de transformation considérés entre les

repères combinés et le repère cumulé, il peut y avoir plusieurs singularités. Il
peut exister jusqu’à 14 singularités qui correspondent à la définition du repère
de référence de sortie.

Face à ces singularités, il y a deux solutions possibles, par exemple pour les
translations [Altamimi et al., 2007] :

— on peut imposer des conditions de non-translation et une condition simi-
laire pour la dérivée des paramètres de translation entre le repère cumulé
et un repère externe (par exemple, dans le cas de l’ITRF, la version
précédente de l’ITRF) ;

— on peut imposer des contraintes internes c’est-à-dire imposer une trans-
lation nulle et une dérive nulle entre les repères individuels et le repère
cumulé :

s
∑

i=1

tXi = 0

s
∑

i=1

(ti − tref )tXi = 0
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2.5.6 Combinaison inter-technique

La combinaison inter-technique vise à unifier les quatre repères long terme
issus des cumuls de chaque technique qui sont fournis dans des repères de réfé-
rence propres à chaque technique. Les vitesses et positions estimées grâce aux
cumuls intratechnique sont combinées pour obtenir des positions et vitesses dé-
finitives pour l’ITRF dans un repère unique bien défini. Entre les repères intra-
techniques et le repère définitif de l’ITRF, des paramètres de transformations
constitués de 3 paramètres de translation, un facteur d’échelle et 3 angles de
rotation sont calculés. Il en est de même pour lier les vitesses, nous arrivons
donc à un total de 14 paramètres par technique.

Les sites co-localisés, qui abritent plusieurs techniques à un même endroit,
permettent d’avoir de l’information supplémentaire qu’on ajoute à la combi-
naison inter-technique : notamment, on suppose que deux stations colocalisées
ont la même vitesse. On dispose également de la position relative des instru-
ments déterminés durant des campagnes de mesures topométriques appelées
rattachements. Une limite actuelle de l’ITRF est le nombre trop faible de sites
colocalisés [Altamimi et al., 2011], bien que, entre l’ITRF2008 et l’ITRF2014,
le nombre de sites colocalisés ait augmenté. De plus, l’ITRF est confronté à
la discordance entre les rattachements issus de techniques topométriques et les
mesures issues de la géodésie spatiale.

2.6 GNSS et ITRF

Nous traiterons les séries temporelles de positions GNSS, ainsi m’a-t-il paru
important de présenter plus en détail (sous-section 2.6.1) et de lister les sources
d’erreurs que l’on sait affecter les séries de positions GNSS (sous-sections 2.6.2
et 2.6.3)

2.6.1 Présentation des systèmes GNSS actuels

Beaucoup d’informations reportées ici sur les GNSS sont tirées de [Bosser,
2017].

Il existe plusieurs GNSS ; le plus connu est le GPS (global positioning system)
d’origine américaine. Il existe d’autres systèmes de positionnement global par
satellites, souvent déployés par volonté d’indépendance par rapport aux États-
Unis 3 ; la Russie déploie GLONASS, la Chine déploie Compass ou Beidou-2,
l’Europe déploie Galileo. Les systèmes précités permettent le positionnement
précis en tout point de la Terre. Il existe aussi des systèmes de GNSS à dimension
régionale comme QZSS (quasi-zenith satellite system) pour le Japon. Notons
que Beidou-1, le GNSS chinois, a étendu sa couverture initialement régionale à
une couverture globale pour devenir Beidou-2. Ces systèmes sont passifs c’est-à-
dire que l’utilisateur ne fait que recevoir des données sans jamais en transmettre.
Les satellites de chaque système se trouvent sur des orbites différentes et les
observables peuvent varier d’un système à l’autre si bien que certaines erreurs
systématiques apparaissent en fonction de la constellation utilisée, comme nous

3. Cela est totalement justifié : en 1999, lors du conflit de Kargil qui opposa l’Inde au
Pakistan, les États-Unis ont empêché l’accès à la technologie GPS aux Indiens.
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le verrons ci-dessous. GPS et GLONASS sont décrits plus particulièrement, car
le calcul de l’ITRF2014 inclut des données de ces deux constellations.

Le GPS

Le GPS est un système de navigation par satellites américain ; son entretien
est réalisé par l’US Air Force. Ce projet a été lancé en 1973 initialement à finalité
militaire ; les premières applications civiles commenceront dans les années 1980
avec l’accord des États-Unis. Il est complètement opérationnel depuis 1995.

Les satellites émettent au moins sur deux bandes de fréquences (L1 et L2) et
pour les satellites les plus récents sur la bande de fréquence L5 4. La combinaison
des fréquences L1 et L2 permet d’éliminer l’erreur due à l’ionosphère au premier
ordre [Hofmann-Wellenhof et al., 2000]. Sur ces bandes de fréquence sont modu-
lés en phase différents types de signaux. Le premier signal civil est le code C/A
(coarse/acquisition code) dont la modulation s’effectue uniquement sur L1. Le
deuxième code est le code P (précision) modulé sur les bandes de fréquence L1 et
L2 en quadrature de phase ; il est crypté (néanmoins, des méthodes permettent
de s’en affranchir partiellement [Abraham, 2009]). Sur les dernières générations
de satellites est modulé le code L2C sur la bande de fréquence L2, ouvert à
tous. Le code M (code militaire) est modulé sur L1 et L2 et est destiné aux
utilisateurs autorisés par le gouvernement américain. Le positionnement GPS
se fonde soit sur la mesure de pseudo-distances qui sont associées à l’intervalle
entre l’émission du signal par le satellite et l’arrivée du signal sur le récepteur
soit sur la mesure du déphasage entre les signaux reçus et générés par le satellite.

GLONASS

GLONASS a été initié par l’URSS en 1976. En 2010, il couvre complète-
ment la Russie et, en octobre 2011, GLONASS est complètement opérationnel.
Comme pour le GPS, le système de positionnement GLONASS possède des
signaux accessibles à tous et des signaux cryptés réservés aux utilisateurs auto-
risés par le gouvernement russe. Les orbites ont été conçues pour permettre un
bon positionnement aux hautes latitudes septentrionales ou australes.

Il existe d’autres systèmes de positionnement GNSS comme Galileo ou Bei-
dou, mais ceux-ci ne sont pas encore utilisés dans les solutions de l’ITRF.

2.6.2 Erreurs instrumentales des GNSS

Il existe de multiples sources d’erreurs instrumentales des GNSS.
Le multitrajet est une erreur due au fait que l’onde GNSS peut emprunter

plusieurs trajets depuis le satellite jusqu’au récepteur via des réflexions au ni-
veau de l’environnement de l’antenne (par exemple sur le sol). Le récepteur va
observer la résultante des deux signaux direct et réfléchi ce qui engendre des
biais dans les pseudo-distances et les mesures de phase. [Elósegui et al., 1995]
et [King and Watson, 2010a] montrent que les biais induits par les multitrajets
sur les positions de stations peuvent atteindre 0.5 mm/an en vitesse et plusieurs
millimètres en position.

4. La bande de fréquence L5 vise une fiabilité du signal GPS dans des applications où une
grande fiabilité est requise (par exemple, dans la navigation aérienne).
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Le point dont les coordonnées sont déterminées et le point de réception des
signaux GNSS appelé centre de phase de l’antenne ne sont pas confondus. Ils
diffèrent selon la fréquence et la constellation. Pour déterminer les coordonnées
précises grâce à la mesure de phase, il est donc nécessaire de connaître la position
du centre de phase par rapport au point de référence de l’antenne dans toutes
les directions et élévations. L’IGS maintient un catalogue de cartes de centre de
phase. Toutefois, toutes les cartes ne sont pas connues précisément et des valeurs
moyennes par type d’antenne sont utilisées. L’impact des erreurs de calibrations
d’antennes sur les positions de positions de stations atteint en moyenne 2 mm et
5 mm respectivement en horizontal et en vertical [Baire et al., 2014]. Certaines
erreurs de calibrations d’antennes peuvent engendrer des erreurs en vertical et
en horizontal allant jusqu’à 10 mm.

2.6.3 Erreurs dues à des défauts de modélisations

Erreurs de modélisation d’orbites

Certaines erreurs ont été constatées dans les produits IGS à des périodes
spécifiques dites draconitiques (cf. sous-section 3.1.3). Une année draconitique
GPS est le temps mis par le Soleil (observé depuis la Terre) pour effectuer une
révolution par rapport aux nœuds orbitaux de la constellation GPS. Elle vaut
351.5 jours [Schmid et al., 2007]. Les erreurs draconitiques constatées dans les
produits IGS, en particulier dans les séries temporelles de positions de stations,
sont principalement dues à des défauts de modélisation des orbites des satellites
GPS.

Erreurs de modélisation de marées

Les signaux relatifs aux marées sont modélisés dans les séries temporelles
de positions GNSS et en sont retirés. Cependant, [Penna and Stewart, 2003]
ont montré que l’aliasing d’erreurs dans les modèles de marée peut se traduire
par des signaux parasites dans les séries temporelles de positions de stations
GPS à des fréquences annuelles, semi-annuelles et à 14 jours, ainsi qu’à d’autres
fréquences. Dans les séries IGS, on retrouve la fréquence à 14 jours. [Stewart
et al., 2005] a explicité de manière mathématique ce phénomène. En analysant
les signaux échantillonnées à 5 minutes, [King et al., 2008] montre la présence
de séries de positions à hautes fréquences dus à des défauts de modélisation de
certaines ondes de marée se traduisant dans des séries de positions journalières
par des périodes annuelles et semi-annuelles.

Erreurs de modélisation de la troposphère

Les erreurs de modélisation de la troposphère conduisent à des erreurs dans
les positions fournies grâce aux GNSS. [Tregoning and Herring, 2006] ont mon-
tré que les erreurs troposphériques causent des artefacts sous forme de signaux
annuels et des biais dans les positions verticales estimées des stations perma-
nentes GNSS. Néanmoins, ces erreurs ne dépassent pas 1 mm [Steigenberger
et al., 2009].
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Chapitre 3

État de l’art de l’analyse
statistique des séries
temporelles de positions
GNSS

L’IGS fournit des solutions journalières de positions de stations desquelles
on peut extraire une série temporelle de positions pour chaque station. Les
coordonnées de stations sont analysées selon les composantes Est (E), Nord (N)
et Verticale (U : Up) dans un repère topocentrique local c’est-à-dire orienté selon
les directions précitées et dont l’origine est à proximité de la station. Un exemple
de série temporelle est proposé sur la figure 3.1 ; il s’agit de la station OPMT
(Paris, France). Les composantes horizontales sont constituées principalement
d’une tendance linéaire bruitée. À partir de 2012, pour la composante Nord,
on constate un terme harmonique saisonnier. Pour la composante verticale, la
tendance linéaire est moins forte, mais un signal saisonnier est visible. Cette
dichotomie entre les composantes horizontales et verticale confirme la pertinence
du choix des coordonnées est, nord et verticale.

Généralement, un modèle linéaire est adopté pour décrire les séries tempo-
relles de positions de stations GNSS ; il est constitué d’une fonctionnelle et d’un
bruit :

Xi = fθ(ti) + εi

où fθ, appelée la fonctionnelle, est généralement linéaire en θ, par exemple :
fθ(t) = x◦ + ẋ(t− ti) avec θ = (x◦, ẋ). Les quantités εi représentent le bruit et
ne sont pas forcément décorrélées.

3.1 État de l’art sur la fonctionnelle

3.1.1 Signaux long-terme

La fonctionnelle utilisée par l’ITRF2014 [Altamimi et al., 2016] est une fonc-
tion linéaire par morceaux avec, dans certains cas, des logarithmes et des expo-
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Figure 3.1 – Séries temporelles de position de la station OPMT (Paris, France).
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nentielles. Cette sous-section présentera l’état de l’art justifiant cette modélisa-
tion.

La croûte terrestre est soumise à la tectonique des plaques qui produit un
mouvement linéaire loin des zones de déformations aux échelles de temps consi-
dérées [Fowler, 2004].

Après un tremblement de terre, on constate souvent une discontinuité de
position dans les séries de positions de stations proches de l’épicentre (les dis-
continuités peuvent aussi être dues à des changements d’équipement ou sont
d’origine inconnue). Il peut ensuite se produire un mouvement post-sismique
qui correspond à un réajustement viscoélastique de la partie superficielle de la
Terre (croûte et manteau supérieur) dans la région du séisme, ce qui est ap-
pelé communément relaxation post-sismique. La modélisation du mouvement
de déformation post-sismique dans l’ITRF2014 (ou attribué comme tel) est une
avancée majeure dans la modélisation des signaux long-terme ; elle est le fruit
d’un long processus de réflexion sur la question [Lercier, 2014].

[Savage and Prescott, 1978] propose un modèle du mouvement de déforma-
tion post-sismique fondé sur un mécanisme de relaxation exponentielle :

D(t) = A(1 − e(t−ts)/τ0).

où A est l’amplitude de la déformation, τ0 est le temps caractéristique de la
relaxation et ts est l’instant du séisme.

[Marone et al., 1991] propose un autre modèle du mouvement de déformation
post-sismique :

D(t) = A ln
(

1 +
t− ts
τ0

)

.

Certaines approches intègrent les deux modèles simultanément [Heinkelmann
et al., 2008].

[Lercier, 2014] a appliqué les deux modèles aux séries temporelles de 22
stations soumises à des tremblements de terre. Elle a effectué une sélection de
modèles via des critères de maximum de vraisemblance pénalisée (AIC, BIC).
Elle montre l’intérêt de l’utilisation de tels modèles. Cette étude a fortement
inspiré l’ITRF2014 [Altamimi et al., 2016] qui inclut désormais des modèles de
déformations post-sismiques.

Le rebond post-glaciaire correspond à un réajustement visqueux du manteau
à la suite de la déglaciation consécutive à la dernière période de glaciation. Il ne
produit pas un mouvement linéaire, mais son échelle de temps est l’ordre de di-
zaines de milliers d’années ; il est raisonnable de le considérer comme linéaire sur
quelques dizaines d’années [Peltier et al., 2015,Lambeck et al., 2014]. Il consti-
tue la principale source de mouvement vertical jusqu’à l’ITRF2008 [Altamimi
et al., 2011]. En revanche, la fonte des glaces actuelle due au réchauffement cli-
matique, qui a été modélisée par [Shepherd et al., 2012], révèle un mouvement
non linéaire dans les séries de positions GNSS [Khan et al., 2010], qui a été pris
en compte dans l’ITRF2014 par l’introduction de discontinuités de vitesses.

3.1.2 Signaux saisonniers

Des signaux saisonniers sont visibles dans les séries temporelles de positions ;
ils sont particulièrement importants sur la composante verticale. [Dong et al.,
2002] a analysé des séries temporelles GNSS journalières sur une période de 4.5
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ans. Il repère un certain nombre de phénomènes susceptibles d’expliquer les mou-
vements périodiques et tente de les modéliser à partir de modèles préexistants.
Les auteurs ont étudié la marée polaire, ce qui n’a plus de sens actuellement,
car elle a été entre temps corrigée dans l’ITRF. Les auteurs mentionnent les
marées océaniques, dont certaines ondes ont des fréquences d’aliasing annuelle
et semi-annuelle via un échantionnage journalier. Ces erreurs de modélisation
de marées peuvent atteindre 5 mm en vertical pour les périodes annuelle et
semi-annuelle, avec des valeurs médianes de 0.8 mm pour la période annuelle et
0.6 mm pour la période semi-annuelle [King et al., 2008]. Ils considèrent aussi
la surcharge atmosphérique ; les valeurs maximales d’amplitudes annuelles at-
teignent 4 mm, les fortes amplitudes annuelles se situent souvent sur la plaque
eurasiatique et dans la péninsule arabique, bien qu’en général, ces amplitudes
ne dépassent pas 0.5 mm. Les surcharges océaniques ne sont pas dues unique-
ment aux marées ; par exemple, l’hydrodynamique ou la force de surface exercée
par le vent peuvent jouer un rôle. Leurs amplitudes verticales annuelles maxi-
males sont de l’ordre de 2-3 mm sur les côtes (maritimes), cette amplitude est
généralement inférieure 1 mm sur les continents. Les auteurs ont considéré les
surcharges dues à la neige et à l’humidité des sols. Les plus fortes amplitudes
annuelles des mouvements dus à l’humidité du sol atteignent 7.1 mm, 5.1 mm et
5.3 mm pour les stations BRAZ (Brasilia, Brésil), NSSP (Yerevan, Arménie) et
QUIN (Quincy, États-Unis). À l’intérieur des continents, l’amplitude annuelle
est généralement de l’ordre de 2 à 3 millimètres. Quant aux surcharges liées à la
neige, elles induisent les signaux annuels de l’ordre de 3 à 5 mm dans les régions
polaires. Les auteurs montrent que les phénomènes précités représentent 40 %
de la puissance du signal annuel observé.

Les auteurs ont cherché d’autres origines possibles des signaux saisonniers,
ils n’ont pas réussi, malgré leur recherche à l’époque, à quantifier les erreurs
d’orbite des satellites, les erreurs dues à la troposphère et celles dues aux mau-
vaises modélisations du centre de phase. Les effets de la dilatation thermique des
roches induisent une amplitude annuelle de 0.5 mm. Les auteurs notent enfin
des variabilités sur les signaux annuels verticaux en fonction du logiciel utilisé,
qui est généralement de 2-3 mm, mais peut atteindre 5 à 7 mm.

La longueur de la série a un effet sur l’estimateur de la vitesse de la station.
Pour étudier cette question, [Blewitt and Lavallée, 2002] analysent 23 séries de
positions GNSS de 3,5 années. Ils considèrent qu’une bonne approximation de
la vraie vitesse peut être obtenue pour des séries temporelles dont la longueur
dépasse 3,5 années, ce qui se fonde sur des considérations théoriques développées
par les auteurs. Ils tronquent la série pour ne garder d’une série qu’une durée
définie, dont ils calculent l’estimateur de la vitesse. Ils montrent ainsi que les
séries courtes ont des estimateurs de vitesses biaisés par le signal annuel, de
manière d’autant plus importante que la série de positions restante est courte.

Le calcul de l’ITRF2014 [Altamimi et al., 2016] inclut l’estimation de signaux
annuels et semi-annuels mais ces signaux ne font pas partie des coordonnées
de référence fournies aux utilisateurs, en raison de désaccords sur les signaux
saisonniers estimés sur les sites colocalisées.

3.1.3 Signaux draconitiques

La période draconitique est la période prise par le Soleil (observé depuis
la Terre) pour effectuer une révolution par rapport aux nœuds orbitaux de la
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constellation GPS [Schmid et al., 2007]. Des signaux périodiques aux harmo-
niques de l’année draconitique sont présents dans les séries temporelles de rési-
dus GNSS, mais pas dans les séries temporelles de résidus SLR ou VLBI [Ray
et al., 2008, Collilieux et al., 2007]. L’origine des signaux draconitiques n’est
pas, de manière définitive, connue, bien qu’elle semble liée majoritairement à
des erreurs de modélisation des orbites GPS. Plusieurs origines cumulatives sont
proposées : les erreurs d’orbites, les multi-trajets [Ray et al., 2008]. Des progrès
récents dans la modélisation des orbites GPS ont permis de réduire l’amplitude
des signaux draconitiques dans les séries temporelles de positions [Rodriguez-
Solano et al., 2012]. Ceux-ci sont cependant toujours nettement présents dans les
séries temporelles utilisées pour calculer l’ITRF2014 [Rebischung et al., 2015].

Ces signaux draconitiques ont été pris en compte via l’estimation de sinu-
soïdes aux harmoniques de l’année draconitique GPS dans certaines études [Bo-
gusz and Klos, 2016].

3.2 État de l’art sur la partie stochastique

3.2.1 Nécessité d’un bruit corrélé

La première étude pour appréhender l’importance de la prise en compte
du bruit corrélé dans les séries temporelles de positions GNSS a été réalisée par
[Zhang et al., 1997]. Ils utilisent les séries temporelles journalières de positions de
10 stations GPS pendant 19 mois entre deux tremblements de terre et montrent
que le bruit est corrélé. Ils utilisent le maximum de vraisemblance ainsi que
l’analyse spectrale pour estimer les paramètres de bruit. Ils montrent qu’un
modèle de bruit blanc ne suffit pas à décrire le bruit, il faut rajouter un bruit
de loi de puissance, dont la densité spectrale de puissance est proportionnelle à
1/fα (α est appelé l’indice spectral de bruit de loi-puissance). Ils remarquent
que les incertitudes sur la vitesse calculée à partir des séries temporelles de
positions GNSS sont plus élevées d’un facteur 2 à 6 lorsqu’un bruit corrélé est
considéré.

Au fil du temps, les études traitent des séries temporelles de plus en plus
longues. [Mao et al., 1999] effectuent des calculs similaires à partir de 3 ans
de données sur 23 stations sélectionnées parmi un ensemble de 120 stations
et réparties à travers le monde avec une forte concentration au niveau de la
Californie. La publication montre un avantage du maximum de vraisemblance
comparé aux méthodes spectrales et montre que le meilleur modèle de bruit est
le bruit blanc additionné avec du bruit de scintillation (qui est un bruit de loi
de puissance dont l’indice spectral vaut 1). Ils observent une différence spatiale
entre les amplitudes de bruit, en particulier pour la direction verticale, ce qui
peut s’expliquer par des phénomènes météorologiques qui rendent plus difficile
la modélisation des délais troposphériques ou par l’effet de l’humidité qui peut
engendrer des erreurs.

Une étude théorique intéressante est [Williams, 2003] qui fournit la matrice
de covariance de tout bruit de loi de puissance ainsi qu’une expression de l’incer-
titude sur la vitesse selon le modèle de bruit. En particulier, si les mesures sont
également espacées, la formule d’incertitude sur la vitesse est, pour le modèle
de bruit blanc :

σ2
ẋ ∼n→∞

12σ2
w

nT 2
,
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où σw est l’amplitude du bruit blanc, n est le nombre de mesures et T est
l’amplitude temporelle de la série (différence entre la première et la dernière
valeur temporelle). Lorsque le bruit est une marche aléatoire, la formule devient :

σ2
ẋ = σ2

RW /T

où σRW est l’amplitude de la marche aléatoire. Pour le bruit de scintillation, on
a :

σ2
ẋ ≈ 9σ2

BS

16∆T 2(n2 − 1)
.

L’article donne une approximation de cette quantité pour un modèle de bruit
de bruit de loi de puissance d’indice spectral quelconque.

Plusieurs modèles de bruits temporels de séries de positions GNSS ont été
comparés via un maximum de vraisemblance pénalisée par [Santamaría-Gómez
et al., 2011], ce qui permet de tenir compte du surapprentissage. Il a étudié
plusieurs modèles de bruit blanc :

— le bruit blanc homogène dont la variance σ2
w est constante au cours du

temps,
— le bruit blanc variable dont l’écart-type est proportionnel aux écarts-

types fournis avec les données de positions [Williams, 2008],
— le bruit blanc dépendant en temps dont la variance décroît exponentiel-

lement en fonction du temps.
Ils montrent que le meilleur modèle de bruit blanc est le bruit blanc variable.

Il n’est pas aisé de comparer les modèles de bruits corrélés, car le processus
peut connaître un surapprentissage c’est-à-dire un surajustement du modèle
sous l’effet d’un trop grand nombre de paramètres ; [Santamaría-Gómez et al.,
2011] tendent cependant à montrer que le bruit de scintillation est, pour trois
quarts des stations étudiées, le meilleur modèle de bruit parmi, entre autres,
le bruit de loi-puissance (dont le spectre est proportionnel à 1/fα), la marche
aléatoire, le bruit de scintillation avec une marche aléatoire, le processus de
Gauss-Markov et le processus de Gauss-Markov généralisé.

Il est à noter que la nature du bruit présent dans les séries de positions GNSS
varie avec le traitement des données. [Amiri-Simkooei et al., 2017] montrent par
exemple l’émergence d’une marche aléatoire en comparant deux retraitements.

L’origine du bruit de scintillation est difficile à comprendre. Un mécanisme
possible est la combinaison des erreurs dues aux multitrajets et des variations
temporelles de la constellation GNSS [King and Watson, 2010b], bien que ce
mécanisme ne suffise pas à expliquer le niveau de bruit de scintillation observé
ni ses corrélations spatiales. [Rebischung et al., 2017] semblent montrer qu’une
partie du bruit de scintillation peut provenir des effets de surcharge.

3.2.2 Aspect de la complexité de calcul des algorithmes

La difficulté de l’estimation des paramètres de bruit par maximum de vrai-
semblance est sa complexité (vitesse) en O(n3). [Williams, 2008] propose une
optimisation du maximum de vraisemblance qui réduit le nombre de paramètres
à optimiser d’une unité ce qui accélère les calculs. [Bos et al., 2008] proposent une
optimisation algorithmique faisant passer la complexité du maximum de vrai-
semblance de cubique à quadratique, cette méthode suppose l’absence de valeurs
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manquantes dans les données ; [Bos et al., 2013b] gardent le même ordre de gran-
deur de complexité, mais s’affranchissent de la contrainte d’absence de valeurs
manquantes sous conditions, conditions partiellement levées grâce à [Langbein,
2017].

Ces différentes optimisations sont partiellement reprises dans les logiciels
CATS [Williams, 2008] et HECTOR [Bos et al., 2013a].

3.3 Dépendance spatiale

Le premier article à étudier la dépendance spatiale dans les séries temporelles
de positions est [Wdowinski et al., 1997]. Ils étudient des séries temporelles
journalières de positions GPS de 100 jours centrées sur le tremblement de Terre
du 28 juin 1992 à Landers en Californie. Ces séries sont issues de 6 stations
dont deux sont colocalisées. Elles contiennent des signaux caractéristiques du
séisme. Les séries sont séparées en une tendance long-terme dépendant de la
station et un résidu dépendant aussi de la station. Ils observent que les séries de
résidus sont corrélées d’une station à l’autre et retirent la moyenne des résidus
à chacune des séries ce qui permet d’obtenir des séries filtrées moins bruitées.

L’analyse en composantes principales (ACP) est utilisée par [Dong et al.,
2006]. Ils ont sélectionné 152 stations dans la Californie du Sud sur des critères
de durée et de faible pourcentage de valeurs manquantes. Les données sont
interpolées. Les données, dont on a enlevé une tendance linéaire, font l’objet
d’une analyse en composante principale et une expansion de Karhunen-Loève ;
ces deux algorithmes permettent d’obtenir des données résiduelles qui corres-
pondent aux données sans tendance dont on a retiré un mode commun spatial
calculé selon les deux algorithmes. Les deux méthodes aboutissent à des résultats
similaires. Ces algorithmes ont permis de détecter des effets locaux pour trois
stations. Les deux algorithmes sont d’après les RMS très légèrement meilleurs
que l’algorithme de [Wdowinski et al., 1997].

Une étude de la dépendance spatiale des séries de positions GNSS a été
réalisée par [Amiri-Simkooei et al., 2017]. Cette étude utilise les positions des
première et seconde campagnes de retraitement des données du centre d’analyse
JPL appelées repro et repro2. Ils utilisent deux jeux de données fournis par
le centre d’analyse JPL : le premier contient uniquement des séries temporelles
journalières de positions repro de 66 stations GNSS, le second contient des séries
temporelles de positions à la fois repro et repro2 de 89 stations. Ils calculent
des corrélogrammes en est, nord et verticale. Les corrélogrammes sont quasi-nuls
pour les composantes croisées, alors qu’il existe une dépendance spatiale jusqu’à
une distance angulaire de 30 ˚ sur les trois composantes Est-Est, Nord-Nord
et Verticale-Verticale. Ils remarquent un niveau de corrélation verticale qui est
plus faible que celui des corrélations horizontales. Pour les composantes Nord et
verticale, la corrélation spatiale est plus élevée pour repro que repro2. Néan-
moins, ce travail a des limites, les corrélogrammes sont simplement lissés pour
dégager une tendance, ils n’ajustent pas dessus des variogrammes théoriques
(tels que les variogrammes exponentiels ou gaussiens). Une telle construction
ne permet pas d’effectuer de prédiction dans le futur ou d’imputer des valeurs
manquantes.
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Une source importante de corrélation spatiale : les surcharges Les
surcharges (atmosphériques, océaniques, etc.) désignent la force exercée sur la
surface terrestre par les transferts de masse de l’atmosphère, l’océan, etc. Ces
forces engendrent des mouvements de la croûte, mouvements plus importants
sur la composante verticale qu’horizontale. Des modèles étudient les surcharges
hydrologiques [Reichle et al., 2011], océaniques [Menemenlis et al., 2008] ou
atmosphériques [Dee et al., 2011]. [Xu et al., 2017] montrent que la prise en
compte des surcharges atmosphérique, océanique, due à la neige et à l’hydro-
logie continentale réduit le signal annuel de 43 % en vertical et d’environ 20
% en horizontal. L’échelle spatiale des mouvements de surcharge fait qu’ils sont
corrélés sur de grandes distances. Ils peuvent donc expliquer une partie de la dé-
pendance spatiale des signaux saisonniers observés dans les séries de positions
GNSS. De plus, si une partie du bruit de scintillation observé dans les séries
provient du mouvement de surcharge [Rebischung et al., 2017], alors ceux-ci
peuvent expliquer en partie la dépendance spatiale du bruit.

3.4 Filtre de Kalman pour la détermination de
repères de référence

Le calcul de l’ITRF est basé sur l’ajustement par moindres carrés, néanmoins
le filtre de Kalman a été utilisé très tôt pour déterminer des repères de référence.
Par rapport aux moindres carrés, le filtre de Kalman a l’avantage de traiter les
données de manière séquentielle ce qui réduit la taille des matrices à inverser.

Une première utilisation du filtre de Kalman pour calculer les systèmes de
référence a été décrite dans [Dong et al., 1998]. Cette étude propose une métho-
dologie d’élaboration d’un repère de référence similaire à celle de l’ITRF. L’ar-
ticle utilise des données terrestres (EDM : electronic distance measurement) et
de géodésie spatiale (GPS) au niveau du sud de la Californie. Les données EDM
s’étendent de 1972 à 1992 pour un réseau de 119 stations et celles (journalières)
du GPS de 1986 à 1995 avec un réseau de 114 stations 1 ; elles ont été acquises
dans une région des Transverse Ranges à la vallée de Mexicali. Ils proposent
de déduire des quasi-observations à partir des mesures de chaque technique. La
combinaison des quasi-observations est effectuée à partir d’un filtre de Kalman
en considérant comme modèle de bruit du bruit blanc et une marche aléatoire.

[Wu et al., 2015] proposent une méthodologie qui vise à tenir compte d’une
légère non-linéarité des processus via l’introduction d’une marche aléatoire cor-
respondant aux paramètres déterministes (vitesse ou signaux saisonniers pas
tout à fait constant au cours du temps). Ils proposent un filtre de Kalman avec
un lissage RTS (Rauch-Taub-Striebel). La position d’une station est modélisée
par :

Vk(tk − t◦) + x◦
k + Sk

où k est le numéro de la semaine et (Sk) correspond à un oscillateur périodique. Il
propose d’introduire une souplesse en ce qui concerne la linéarité en considérant
les positions et les vitesses comme des marches aléatoires. Ils comparent les
vitesses obtenues avec celles de l’ITRF2008 et obtiennent un RMS à 0.4, 0.4
et 1.0 mm pour les directions ENU et 0.7, 0.4 et 0.8 pour les axes X, Y et Z.
L’aspect non-linéaire de la méthode permet de considérer des trajectoires non

1. Les mesures GPS sont données dans un référentiel donné par 7 stations.
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linéaires comme celle de la station AREQ au Pérou qui a subi des déformations
post-sismiques ou celle de la station THU3 dont les mouvements dus à la fonte
de glace au Groenland sont non linéaires.

3.5 Problématique

Cet état de l’art va nous conduire à élaborer une méthodologie pour répondre
à des questions autour de la dépendance spatiale des séries de positions GNSS.

3.5.1 Dépendance spatiale des séries de positions GNSS

L’ITRF2014 considère la dépendance spatiale du bruit blanc à partir des
matrices de variance-covariance fournies avec les solutions des quatre techniques
de géodésie spatiale, mais pas celle du bruit corrélé. [Amiri-Simkooei et al.,
2017] utilisent des corrélogrammes pour évaluer la dépendance spatiale du bruit
total. Ils n’utilisent cependant pas cette information de corrélation spatiale pour
améliorer la déterminatinon de coordonnées de référence, ce qui est l’objectif de
cette thèse. La prise en compte de la dépendance spatiale peut s’effectuer de
diverses manières. Nous proposerons donc plusieurs modèles pour la dépendance
spatiale et évaluerons leurs performances respectives à l’aide de techniques de
sélection de modèles fondées sur des critères statistiques.

3.5.2 Algorithmique : trouver une méthodologie rapide

Nous avons vu à la sous-section 3.2.2 que la littérature cherche des moyens
pour réduire la complexité des algorithmes utilisés, qui est principalement due
à l’inversion de matrice dans l’algorithme des moindres carrés. Le volume de
données de positions GNSS grossit au fil des années : de nouvelles stations
sont rajoutées et les anciennes stations produisent toujours des données (cer-
taines stations ont maintenant acquis vingt ans de données). Je reprends le
raisonnement de [Collilieux, 2008]. Si on considère 250 stations de 12 ans, nous
avons plus de trois millions de positions journalières en comptant chaque com-
posante. Si l’on souhaite tenir compte de la dépendance spatiotemporelle du
bruit contenu dans les séries, l’utilisation de la méthode des moindres carrés
conduira à l’inversion d’une matrice de variance-covariance de taille de l’ordre
de trois millions, ce qui est difficile. L’utilisation d’un filtre de Kalman permet
de traiter ce problème efficacement, il permet d’inverser des matrices plus pe-
tites mais plus nombreuses, avec, au final, un gain en temps de calcul. Ce filtre
requiert néanmoins que le modèle d’évolution temporelle s’écrive sous une forme
espace-état. Nous ne pouvons plus utiliser un bruit de scintillation de manière
exacte car il ne peut s’implémenter sous la forme d’un modèle espace-état. Nous
avons deux possibilités : approximer le bruit de scintillation par un processus
stochastique sous la forme espace-état [Dmitrieva et al., 2015] ou considérer un
autre processus de bruit implémentable dans un filtre de Kalman, sans référence
au bruit de scintillation. Nous avons choisi la deuxième solution, des éléments
pour comprendre les avantages de ce choix choix présentés dans la sous-section
4.4.1.
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3.5.3 Apport de la dépendance spatiale

La prise en compte de la dépendance spatiale a de multiples intérêts. Elle per-
met des détections de rupture plus pertinentes via l’utilisation d’un mode com-
mun pour les résidus [Gazeaux et al., 2015]. Nous avons vu que les séries courtes
ont des estimateurs de vitesses biaisés [Blewitt and Lavallée, 2002]. Nous allons
donc aussi pouvoir évaluer si la prise en compte de la dépendance spatiotem-
porelle améliore l’estimateur des vitesses. La prise en compte de la dépendance
spatiale peut en effet permettre d’estimer les vitesses de séries courtes de manière
plus fiable, de l’information entre les stations étant ajoutée. D’après [Collilieux
and Bernard, 2012] la prise en compte de la dépendance spatiale peut aussi
améliorer l’imputation des valeurs manquantes et la prédiction dans le futur.
Ma méthodologie sera parfaitement adaptée pour évaluer cet apport. Le filtre
de Kalman a déjà été utilisé pour prendre en compte la dépendance spatiale des
séries de positions GNSS [Liu et al., 2018]. La méthodologie que j’ai adoptée
ci-dessus est similaire à celle de cet article. [Liu et al., 2018] ne s’intéressait ce-
pendant qu’à l’imputation de valeurs manquantes mais pas à la détermination
de repères de référence, comme c’est mon cas.



Deuxième partie

Analyse statistique
spatiotemporelle des séries

temporelles de positions
GNSS

57





Chapitre 4

Choix de la méthodologie
statistique

Ce chapitre vise à détailler la méthodologie adoptée pour étudier et caracté-
riser la dépendance spatiotemporelle des séries temporelles de positions GNSS
afin de déterminer plus précisément un repère de référence terrestre.

Dans un premier temps, nous décrirons les données de positions GNSS que
l’on sépare en une fonctionnelle correspondant à un modèle cinématique et en
un bruit. La seconde section décrit le modèle cinématique, qui comporte une
tendance linéaire avec des discontinuités de position et des composantes pé-
riodiques ; le reste correspond au bruit que nous modéliserons statistiquement.
Dans la troisième section, nous montrerons l’existence d’une dépendance spa-
tiale dans le bruit. Nous privilégions donc la modélisation spatiotemporelle du
bruit qui a, de plus, un impact sur les incertitudes des termes de la fonction-
nelle, et notamment la vitesse, d’où son intérêt dans l’étude des systèmes de
référence terrestres. La quatrième section traitera le bruit qui sera modélisé
comme la somme d’un bruit autocorrélé et d’un bruit décorrélé. Ce modèle
sera utilisable dans un filtre de Kalman utilisant un modèle espace-état, modèle
dans lequel on introduira les dépendances spatiales du bruit. Plusieurs modèles
de covariances spatiotemporelles seront proposés. L’introduction d’un nouveau
système de coordonnées sera nécessaire pour éliminer la singularité aux pôles du
système de coordonnées topocentriques locales et pouvoir considérer les corréla-
tions spatiales sur des composantes horizontales proches des pôles. Enfin, dans
la dernière partie, nous décrirons la méthodologie pour sélectionner le meilleur
modèle fondée principalement sur la validation croisée.

4.1 Choix des données

Nous avons utilisé des données de positions hebdomadaires calculées par
l’International GNSS Service (IGS) dans la cadre de sa seconde campagne de
retraitement des données GNSS repro2 [Rebischung, 2015]. Les coordonnées
calculées sont issues de la combinaison des produits de huit centres d’analyse.
Cette campagne est une mise à jour de la campagne repro qui avait été en-
treprise en vue du calcul de l’ITRF2008. Cette combinaison a été effectuée à
l’IGN par l’équipe en charge des systèmes de référence IGS. Les données utilisées
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sont composées de 1403 séries temporelles de positions de stations permanentes
GNSS. Les plus longues séries de coordonnées s’étendent de 1994 à 2015.

Parmi les améliorations de ce nouveau lot de données, l’échantillonnage jour-
nalier a été une avancée notable. Il a permis une meilleure gestion des disconti-
nuités de position présentes en cas de changement d’instruments ou de séismes
dans le calcul de l’ITRF2014. Des données GLONASS ont été incluses par rap-
port à repro qui n’en contient pas. La solution est donc dite GNSS, car n’in-
cluant pas uniquement des données GPS. Les modèles physiques utilisés pour
l’ajustement des données brutes GNSS sont conformes aux conventions IERS
2010 [Petit and Luzum, 2010]. Ces conventions sont les mêmes que celles uti-
lisées par les centres d’analyse des données des autres techniques de géodésie
spatiale permettant à l’ITRF2014 d’être un repère de référence homogène. Les
marées terrestres solides sont donc par exemple absentes des coordonnées uti-
lisées ici. Enfin, il est pertinent de mentionner que les positions de stations
sont alignées sur le repère de référence IGb08 qui est dérivé de l’ITRF2008 ; les
tendances estimées dans les séries dépendent en effet de cette convention. Les
termes périodiques dépendent quant à eux de l’inclusion ou non du mouvement
du géocentre dans les coordonnées [Collilieux et al., 2012]. Le mouvement du
géocentre est défini par le mouvement du centre des masses de la Terre par rap-
port à la surface moyenne de la Terre représentée par son centre géométrique, le
centre de figure. J’utilise des séries temporelles de positions qui n’incluent que
la partie linéaire du mouvement du géocentre ; la partie saisonnière des coordon-
nées est en effet exprimée par rapport au centre de figure à cause de l’alignement
des solutions sur l’origine de l’IGb08 [Dong et al., 2003].

Pour des raisons de temps de calcul, j’ai choisi d’utiliser des données hebdo-
madaires issues d’une moyenne des données journalières réalisée par l’IGN [Re-
bischung, 2015]. La thèse étant focalisée sur l’étude de la dépendance spatiale,
ce choix n’est pas préjudiciable.

La figure 4.1 représente la carte des 1403 stations repro2 sans présélection.
La densité de stations est particulièrement importante en Europe, aux États-
Unis, au Japon. Par rapport aux autres techniques de géodésie spatiale, les
stations sont néanmoins bien réparties à travers le monde.

4.1.1 Sélection pour l’étude des corrélations spatiales

Afin de disposer d’un lot de séries fiables pour étudier la dépendance spatiale
du bruit présent dans les séries temporelles, des stations réparties sur tout le
globe terrestre ont été sélectionnées sur les critères suivants :

— les séries temporelles de positions doivent être longues ; une durée mini-
male a été fixée à 3 ans ce qui correspond à peu près à la limite recom-
mandée par [Blewitt and Lavallée, 2002] pour estimer des vitesses fiables
qui vaut 2.5 ans ;

— les résidus des séries temporelles doivent être sans tendance interannuelle,
ni évènements transitoires (en particulier les stations sélectionnées ne
contiennent pas de déformation post-sismique visible) ; éventuellement
les parties problématiques de certaines séries ont été éliminées ;

— la durée du segment entre deux discontinuités ne doit pas être trop courte
(les segments de quelques points ont été éliminés).

Les 195 stations sélectionnées pour l’étude des dépendances spatiales du
bruit sont présentées sur la figure 4.3. Elles sont réparties inégalement à travers
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Figure 4.1 – Cartes des stations repro2 ayant des séries temporelles de posi-
tions hebdomadaires



62 CHAPITRE 4. CHOIX DE LA MÉTHODOLOGIE STATISTIQUE

Figure 4.2 – Carte des stations repro2 en Europe en noir. Les stations sélec-
tionnées dont les positions seront intégrées au filtre de Kalman sont représentées
en rouge.
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Figure 4.3 – Carte des stations sélectionnées pour estimer la dépendance spa-
tiale

le monde ; l’Amérique du Nord et l’Europe ont une grande densité de stations, la
sélection d’un grand nombre de stations en Europe s’expliquant la grande qualité
des stations dans ce continent par rapport, par exemple, aux États-Unis, où les
séries temporelles de positions de stations sont souvent beaucoup plus courtes.

4.1.2 Cas d’étude : 10 séries de coordonnées en Europe

Pour mettre en pratique la démarche décrite dans les sections suivantes pour
l’évaluation de divers modèles de covariance spatio-temporelle, nous avons par
ailleurs choisi un lot de stations situées en Europe du fait de la grande densité
de stations à cet endroit. Les séries sont par ailleurs plus longues que celles dis-
ponibles aux États-Unis par exemple. J’ai ainsi choisi 10 stations parmi les 195
précédentes. Les critères retenus sont les mêmes que pour les 195 stations en les
durcissant ; nous avons choisi des stations dont les séries temporelles s’étendent
sur sept années au moins ; de plus, nous avons privilégié la sélection de stations
colocalisées. Les stations sélectionnées sont présentées sur la figure 4.2, certaines
sont co-localisées. Les plages temporelles des stations sont présentées sur la fi-
gure 4.4 ; les séries temporelles ont de grandes plages temporelles de simultanéité
ce qui permet d’inférer des dépendances spatiales de manière correcte.

4.2 Modèle cinématique : fonctionnelle

Dans cette section, nous reprenons les paramétrisations classiquement pré-
sentées dans la littérature et décrites au chapitre 3. Soit ti,k les temps d’obser-
vation (1 ≤ i ≤ nk, 1 ≤ k ≤ nstations). Soit t◦k un temps de référence. Soit Yi,k

la série temporelle de positions GNSS pour une composante qui correspond à
une station GNSS k. La notation a été définie par un souci de cohérence avec
les notations du filtre de Kalman. On utilise un modèle apparenté à un modèle
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Figure 4.4 – Plages temporelles de chacune des 10 stations sélectionnées en
Europe. Les zones rouges correspondent aux zones de test de la validation dont
la définition sera donnée en section 4.8, elles font partie des données.
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Figure 4.5 – Périodogramme cumulé, en échelle logarithmique en abscisses et
en ordonnées, des séries temporelles de positions de 1066 stations repro2 après
retrait d’une fonction affine par morceaux, et, pour les couleurs claires, en outre,
des périodes annuelles et semi-annuelles. Bleu : Est ; vert : Nord ; rouge : Up.
Les périodogrammes sont donnés à un offset près afin d’améliorer la lisibilité.
La figure est extraite de [Rebischung et al., 2015].

de régression linéaire :

Yi,k = x◦
αk,pos(i),k + ẋαk,vit(i),k(ti,k − t◦k)+

m
∑

j=1

(aj,k cos(ωj(ti,k − t◦k)) + bj,k sin(ωj(ti,k − t◦k))) + γi,k,

où
— les x◦

· , ẋ· sont les positions et les vitesses de référence ;
— aj,k, bj,k sont les amplitudes des termes périodiques à la pulsation ωj =

2π
T̃j

, T̃j étant la période du signal périodique j,
— t◦k est le temps de référence, généralement fixé un 1er janvier.

Les x◦
j,k, les ẋj,k, les aj,k et les bj,k constituent les paramètres déterministes ou

paramètres de régression.
Pour la composante périodique, nous considérerons :
— les périodes annuelles et semi-annuelles,
— les draconitiques GPS jusqu’à la 7e harmonique.

Le choix de ces périodes s’appuie sur le périodogramme cumulé présenté sur la
figure 4.5 [Rebischung et al., 2015].

Les fonctions croissantes au sens large αk,pos : [[1, n]] → [[1, nk,pos]] et αk,vit :
[[1, n]] → [[1, nk,vit]], connues, permettent de tenir compte des discontinuités.
L’entier nk,pos (respectivement nk,vit) est égal au nombre de portions tempo-
relles délimitées par les discontinuités de position (respectivement de vitesse)
pour la station k ; sur chaque segment respectif seront estimées une position
de référence et une vitesse. La quantité γi,k représente le bruit total, somme
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Figure 4.6 – Série temporelle de positions GNSS de la station MARS pour la
composante verticale. En noir sont représentées les positions fournies par l’IGS
et en rouge leur partie déterministe issue de la régression linéaire.

des bruits corrélé et décorrélé temporellement. Les Yi,k peuvent éventuellement
correspondre à des valeurs manquantes.

Nous avons choisi des stations non affectées par des déformations post-
sismiques. En cas de déformation post-sismique, il est possible de soustraire
un modèle paramétrique prédéterminé comme pour l’ITRF2014. Des méthodes
plus sophistiquées peuvent être envisagées comme, par exemple, estimer simul-
tanément le déplacement post-sismique à plusieurs stations [Lercier, 2014], mais
ne sont pas traitées ici.

À titre d’illustration, la figure 4.6 présente les données de positions verticales
de la station MARS (Marseille, France) et son modèle paramétrique estimé.

L’objectif des sections suivantes est de déterminer la covariance spatiotem-
porelle Cov(γk,i, γk′,i′). Dans le cadre d’un modèle stationnaire variographique,
une covariance de la forme Cov(Y (t, ~s), Y (t′, ~s′)) sera utilisée où ~s et ~s′ corres-
pondent aux stations assimilées à un vecteur position.
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4.3 Première étude de la dépendance spatiale :
dépendance des séries temporelles du bruit
total

Nous allons examiner, dans une première approche, la dépendance spatiale
des séries de bruits totaux qui sont obtenues en retranchant le modèle paramé-
trique estimé.

Pour les 10 stations en Europe, j’ai tracé les courbes des positions rési-
duelles verticales de manière superposée sur la figure 4.7. Nous voyons une cor-
rélation pour les séries temporelles de positions pour les stations colocalisées
WTZA/WTZS/WTZZ et ZIMM/ZIMJ. La corrélation pour les stations non
colocalisées est plus subtile, mais est, à certains endroits, perceptible, ce qui
montre l’existence de corrélations spatiales entre séries temporelles de positions
GNSS.

Afin de déterminer à la fois la dépendance spatiale et temporelle des don-
nées, nous utiliserons le variogramme spatiotemporel pour les bruits totaux de
hauteur pour les 195 stations décrites en début de chapitre ; ce variogramme
est présenté sur la figure 4.8 (nous verrons ultérieurement dans la section 4.7
comment considérer les composantes horizontales). La courbe rouge correspond
à un variogramme spatial classique ; les autres courbes sont tracées pour des
décalages temporels non nuls. Cette courbe rouge n’est pas plate ce qui montre
l’existence d’une dépendance spatiale jusqu’à une distance angulaire de 30 ˚ ; ce
résultat est cohérent avec avec les corrélogrammes présentés par [Amiri-Simkooei
et al., 2017]. Ces informations peuvent être présentées avec le décalage temporel
en abscisses comme sur la figure 4.9. Cette figure montre bien l’existence d’une
dépendance temporelle dans le bruit total qui se traduit par une dépendance du
variogramme en fonction du décalage temporel.

4.4 Choix du modèle temporel

Le modèle temporel choisi est constitué d’un bruit décorrélé (ou blanc) et
d’un bruit corrélé, comme présenté au chapitre 3.

4.4.1 Bruit corrélé

Le bruit corrélé généralement utilisé pour décrire les corrélations temporelles
des positions GNSS est le bruit de scintillation ; ce choix provient d’une ana-
lyse par maximum de vraisemblance pénalisée [Santamaría-Gómez et al., 2011].
Néanmoins, il est impossible dans un filtre de Kalman d’implémenter du bruit
de scintillation, nous avons donc choisi d’utiliser un AR(1) qui ne correspond pas
au véritable bruit présent dans les séries, mais permet néanmoins d’introduire
des corrélations temporelles, de façon aisée, dans un filtre de Kalman. Rappelons
la définition de l’AR(1) : un processus stochastique (X̃t) est un AR(1) s’il existe
α ∈]−1, 1[ tel que X̃t −αX̃t−1 suivent des lois normales centrées indépendantes
identiquement distribuées. J’appellerai α le paramètre d’échelle de l’AR(1) et la
variance des lois normales centrées sera notée σ2

AR.
Il est habituel d’écrire α comme α = e−dt/τ0 avec dt le pas d’échantillonnage

des séries et τ0 un temps de corrélation.
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Figure 4.7 – Séries de positions résiduelles verticales pour les 10 stations en
Europe. Les périodes considérées sont les périodes annuelle et semi-annuelle et
les périodes draconitiques GPS jusqu’à la 7e harmonique. Des offsets ont été
ajoutés pour des raisons de lisibilité.
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Figure 4.8 – Variogramme spatiotemporel (m2) des séries temporelles de po-
sitions résiduelles verticales des 195 stations sélectionnées. Chaque courbe cor-
respond à un décalage temporel.
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Figure 4.9 – Variogramme spatiotemporel (m2) des séries temporelles de po-
sitions résiduelles verticales des 195 stations sélectionnées. Chaque courbe cor-
respond à une classe de distance angulaire (en degré).



4.4. CHOIX DU MODÈLE TEMPOREL 71

La fonction de covariance d’un AR(1) vaut :

C(τ) =
σ2

AR

1 − α2
α|τ | =

σ2
AR

1 − α2
e−|τ |/τ0 .

La fonction d’autocorrélation de l’AR(1) est τ 7→ e−|τ |/τ0 .
Par rapport au bruit de scintillation, l’AR(1) a de nombreux avantages :
— il est stationnaire, contrairement à la marche aléatoire et au bruit de

scintillation, il contient un dispositif de retour vers la moyenne c’est-
à-dire que si la série temporelle s’éloigne de 0, elle a tendance à être
ramenée vers 0, cette « force de retour » est d’autant plus forte que
l’éloignement de 0 est important, ce qui permet d’obtenir des positions
moyennes fiables ;

— il s’implémente facilement dans un filtre de Kalman, sans aucune ap-
proximation.

Grâce au logiciel Hector [Bos et al., 2013a], j’ai estimé le paramètre d’échelle
des AR(1) pour les séries temporelles des 195 stations sélectionnées en consi-
dérant chaque série temporelle individuellement et en ajoutant un bruit blanc
homogène dans le modèle de bruit. La figure 4.10 présente les histogrammes des
paramètres d’échelle avec un histogramme par coordonnées. Les histogrammes
sont peu dispersés, en particulier pour les composantes horizontales et concen-
trés sur des valeurs proches de 1 ce qui est attendu si les temps d’autocorrélation
des séries sont significativement plus grands que leur taux d’échantillonnage car,
si, en reprenant les notations précédemment utilisées, τ0 ≫ 1 alors α = e−1/τ0

est proche de 1. Pour avoir une meilleure idée de leur dispersion notamment
pour les α proches de 1, nous avons donc représenté sur la figure 4.11 les histo-
grammes des temps d’autocorrélation estimés. On y note une dispersion relati-
vement faible pour la composante verticale ; pour les composantes horizontales,
cette dispersion est un peu supérieure ; l’artefact à 100 jours est lié au logiciel
Hector, qui ne peut fournir des α supérieurs à 0.99, ce qui correspond à des
temps de corrélation de 100 jours.

Afin de pouvoir obtenir des quantités homogènes sur lesquelles on inférera
une dépendance spatiale, j’ai choisi un paramètre d’échelle des AR(1) commun à
toutes les stations et à toutes les composantes, la valeur médiane des paramètres
d’échelle des AR(1), qui correspond à un temps de corrélation de 19.7 jours.

4.4.2 Bruit blanc variable

À ce bruit corrélé s’ajoute un bruit décorrélé. Le modèle de bruit blanc que
nous allons utiliser est le bruit blanc variable, dont l’écart-type est proportion-
nel aux erreurs formelles des coordonnées fournies avec les solutions IGS avec,
comme facteur de proportionnalité, β. Ce choix du bruit blanc variable s’appuie
sur les résultats de [Santamaría-Gómez et al., 2011].

Grâce au logiciel CATS [Williams, 2008], j’ai estimé ce facteur β par maxi-
mum de vraisemblance en considérant chaque série individuellement et un mo-
dèle de bruit composé d’un AR(1) et de bruit blanc variable.

Le choix d’un β unique pour les stations ou d’un β par station et composante
se pose. La figure 4.12 présente l’histogramme des β estimés par CATS. La
figure 4.12 montre une dispersion des β moyenne qui ne permet pas réellement
de conclure ; nous allons donc tester des modèles avec un ou plusieurs β. Notons
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Figure 4.10 – Histogrammes des paramètres d’échelle des AR(1) estimés sous
un modèle bruit blanc homogène et AR(1) par coordonnées.
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Figure 4.11 – Histogrammes des temps de corrélation des AR(1) estimés sous
un modèle bruit blanc homogène et AR(1) par coordonnées.
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Figure 4.12 – Histogramme des β̂ estimés par maximum de vraisemblance

néanmoins que les β sont légèrement supérieurs à 1 ce qui correspond à une
légère sous-estimation des erreurs formelles fournies par l’IGS. De plus, ils sont
plus dispersés et légèrement plus élevés pour la composante verticale que pour
les composantes horizontales.

4.4.3 Bruit total

Afin de valider le paramètre α choisi, il m’a paru intéressant de comparer,
pour le bruit total, la puissance spectrale du modèle de bruit théorique avec
celle du bruit expérimental. Pour cela, je m’appuierai sur le périodogramme de
Lomb-Scargle défini par l’équation (1.2) ; je considérerai une moyenne de ces
périodogrammes sur les stations ayant plus de 1000 mesures. Pour le périodo-
gramme expérimental, j’ai calculé la moyenne des périodogrammes des bruits
totaux normalisés par l’estimateur de leur écart-type ; j’appellerai ce périodo-
gramme le périodogramme normalisé cumulé expérimental.

Pour le périodogramme théorique, j’ai choisi un paramètre d’échelle d’AR(1)
identique pour toutes les séries. La variance du bruit blanc variable et de l’AR(1)
est quant à elle propre à chaque série à travers une estimation effectuée avec
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le logiciel CATS. Pour le périodogramme théorique, j’ai considéré la moyenne
des périodogrammes théoriques des bruits totaux normalisés par leur écart-
type théorique ; j’appellerai ce périodogramme le périodogramme normalisé cu-
mulé théorique. L’utilisation de périodogrammes normalisés permet d’obtenir
des quantités comparables avant de faire la moyenne.

Cette comparaison est illustrée par la figure 4.13. Cette dernière montre que
l’ajustement de la puissance spectrale du modèle de bruit théorique à celle du
bruit expérimental est bon pour les basses fréquences jusqu’à 30 cycles par an.
L’ajustement aux hautes fréquences est moins bon qu’aux basses fréquences, en
particulier pour la composante verticale (il est impossible d’ajuster le périodo-
gramme à la fois aux fréquences hautes, moyennes et basses ; le maximum de
vraisemblance a privilégié les fréquences moyennes et basses au détriment des
hautes fréquences). Ce mauvais ajustement n’est pas gênant outre mesure : la
prédiction long-terme, en effet, est meilleure lorsque les basses fréquences sont
bien modélisées que lorsque les hautes fréquences sont bien modélisées. D’autre
part, l’essentiel de la puissance spectrale du bruit se situe aux basses fréquences.

4.5 Modèle spatio-temporel proposé

4.5.1 Forme du modèle espace-état

La dépendance spatiale sera modélisée par les matrices de variance-covariance
de bruit d’un modèle espace-état. C’est pourquoi nous allons présenter le modèle
espace-état dans cette section. Le modèle espace-état s’appuie sur les équations
(1.3) et (1.4) dont nous allons reprendre les notations.

Nous considérons uniquement deux stations ~s1 et ~s2 pour avoir les notations
les plus légères possible en confondant les stations et leurs positions (~s1 et ~s2

étant les positions moyennes des stations et non leur position à l’échelle millimé-
trique qui varie au cours du temps) ; ces expressions se généralisent facilement à
un nombre quelconque de stations. Nous allons décrire les éléments du filtre de
Kalman. Les observations du filtre de Kalman sont les positions GNSS brutes :

Yi =
(

Yi,1

Yi,2

)

.

Les états contiennent les paramètres déterministes et les AR(1) normalisés :

Xi = (x◦
1,1, . . . , x

◦
1,n1,pos

, x◦
1,2, . . . , x

◦
2,n2,pos

, ẋ1,1, . . . , ẋ1,n1,vit
,

ẋ2,1, . . . , ẋ2,n2,vit
, a1,1, a1,2, . . . , am,1, am,2,

b1,1, b1,2, . . . , bm,1, bm,2, ε̃
AR
i,1 , ε̃

AR
i,2 )T ,

où ε̃AR
i,k est la valeur de l’AR(1) de la k-ième station au temps ti normalisée par

son amplitude.
Le processus AR(1) à la date ti pour la station k est égal à σARε̃

AR
i,k où

ε̃AR
i+1,k = αε̃AR

i,k + η̃AR
i,k et η̃AR

i,k est l’innovation normalisée.
Le bruit d’observation correspond aux bruits blancs :

Bt = (εV W
i,1 , εV W

i,2 ), (4.1)

où εV W
i,k désigne la valeur du bruit blanc au i-ème instant et à la k-ième station.
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Figure 4.13 – Périodogramme normalisé cumulé théorique vs périodogramme
normalisé cumulé expérimental des bruits totaux. Les périodogrammes expé-
rimentaux ont des couleurs claires et les périodogrammes théoriques ont des
couleurs foncées. Les couleurs associées aux composantes est, nord et verticale
sont respectivement le bleu, le vert et le rouge (et l’orange). Des offsets ont été
rajoutés pour des raisons de lisibilité.
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La matrice d’observation Hi vaut :

































































~1T
α1,pos(i),n1,pos

O

O ~1T
α2,pos(i),n2,pos

(ti − t◦1)~1T
α1,vit(i),n1,vit

O

O (ti − t◦2)~1T
α2,vit(i),n2,vit

cos(ω1(ti − t◦1)) 0
0 cos(ω1(ti − t◦2))
...

...
cos(ωm(ti − t◦1)) 0

0 cos(ωm(ti − t◦2))
sin(ω1(ti − t◦1)) 0

0 sin(ω1(ti − t◦2))
...

...
sin(ωm(ti − t◦1)) 0

0 sin(ωm(ti − t◦2))
σAR,1 0

0 σAR,2

































































T

,

où ~1l,p est le vecteur de dimension p qui vaut 0 partout sauf au niveau de sa
l-ième position où il vaut 1 et σ2

AR,k est le paramètre de variabilité de l’AR(1)
pour la k-ième station. Pour un même filtre de Kalman, afin de considérer
des dépendances spatiales entre quantités homogènes, le paramètre d’échelle de
toutes les stations et de toutes les coordonnées sera le même, seul le paramètre
de variabilité pourra varier.
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L’équation d’observation s’écrit :

(

Yi,1

Yi,2

)

=




































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
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
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









~1T
α1,pos(i),n1,pos

O

O ~1T
α2,pos(i),n2,pos

(ti − t◦1)~1T
α1,vit(i),n1,vit

O

O (ti − t◦2)~1T
α2,vit(i),n2,vit

cos(ω1(ti − t◦1)) 0
0 cos(ω1(ti − t◦2))
...

...
cos(ωm(ti − t◦1)) 0

0 cos(ωm(ti − t◦2))
sin(ω1(ti − t◦1)) 0

0 sin(ω1(ti − t◦2))
...

...
sin(ωm(ti − t◦1)) 0

0 sin(ωm(ti − t◦2))
σAR,1 0

0 σAR,2
































































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
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





x◦
1,1
...

x1,n1,pos

x◦
2,1
...

x1,n2,pos

ẋ1,1

...
ẋ1,n2,vit

a1,1

a1,2

...
am,1

am,2

b1,1

b1,2

...
bm,1

bm,2

ε̃AR
i,1

ε̃AR
i,2























































































+
(

εV W
i,1

εV W
i,2

)

,

où les σAR,k utilisés sont préalablement estimés à l’aide de CATS.
Le bruit de transition Ai contient des zéros aux positions correspondant aux

paramètres déterministes, les dernières positions contiennent l’innovation des
AR(1) :

Ai = (0, . . . , 0, η̃AR
i,1 , η̃

AR
i,2 )T . (4.2)

La matrice de transition Li est la matrice diagonale d’éléments diagonaux 1
sauf pour les éléments diagonaux correspondant à la partie aléatoire qui valent
le paramètre d’échelle α de l’AR(1) :















1
. . . (0)

1
(0) α

α















.

L’équation de transition sera de la forme :

Xi+1 =















1
. . . (0)

1
(0) α

α















Xi +















0
...
0
η̃AR

i,1

η̃AR
i,2















.

Les matrices de covariance du modèle espace-état seront détaillées ci-dessous,
car plusieurs modèles seront proposés pour être évalués.
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Valeur et variance a priori du modèle espace-état La variance a priori
des paramètres déterministes (ou paramètres de régression) est fixée proportion-
nelle à la variance issue des résultats de CATS. Ce facteur multiplicatif est fixé
à 20.

Pour évaluer l’impact de ce facteur multiplicatif, une étude de la série de
hauteur de la station MARS (Marseille, France) a été conduite. Le passage de
ce facteur multiplicatif de 20 à 1000 engendre une différence de 2µm/an pour la
vitesse et de 6µm/an pour son incertitude, les calculs ayant été effectués dans
un filtre de Kalman pour MARS uniquement. Cet impact négligeable valide le
choix de ce coefficient multiplicatif. La variance a priori d’un AR(1) est fixée de
manière naturelle à la variance d’un AR(1) :

σ2
AR

1 − α2
.

Les états sont initialisés aux valeurs estimées par maximum de vraisemblance
pour les paramètres déterministes et fixés à zéro pour les AR(1).

Fonction de covariance du bruit total Pour un modèle quelconque, calcu-
lons la covariance entre εt,k1,AR et εt+τ,k2,AR en supposant τ ≥ 0. En appliquant
la définition par récurrence de l’AR(1), on a :

Cov(εt,k1,AR, εt+τ,k2,AR) = Cov(εt,k1,AR, α
τεt,k2,AR + f(ηt+1, . . . , ηt+τ−1))

où f est une fonction. Donc, on a :

Cov(εt,k1,AR, εt+τ,k2,AR) = σk1,ARσk2,ARα
τ tAR

i,j

où tAR
i,j est le terme (i, j) de la matrice TAR.
Pour le bruit total, la covariance vaut :

Cov(εtot
t,k1

, εtot
t+τ,k2

) = σk1,ARσk2,ARα
τ tAR

k1,k2
+ σ2

t,k1,k2,W Nδτ,0 (4.3)

où δ·,· est le symbole de Kronecker et σ2
t,k1,k2,W N est la covariance du bruit

blanc à l’instant t entre les stations k1 et k2.

4.6 Définition des différents modèles

Nous allons proposer différents modèles de covariance spatiale obtenus en
jouant sur la matrice de variance-covariance Mt du bruit blanc variable Bt et
sur la matrice de variance-covariance Tt du bruit de transition At :

— modèle SCS ("sans corrélation spatiale") : sans corrélation spatiale de
l’AR(1) et du bruit blanc VW ; la matrice de variance-covariance du
bruit blanc variable est diagonale ; l’amplitude du bruit blanc variable
VW est remise à l’échelle par un facteur βk différent pour chaque station
et pour chaque composante ;

— modèle ACS-PROCHE-ITRF ("avec corrélation spatiale proche ITRF") :
sans corrélation spatiale de l’AR(1) et avec corrélation spatiale du bruit
blanc VW ; contrairement au modèle SCS, la matrice de variance-covariance
du bruit blanc variable est pleine afin d’avoir un modèle de bruit blanc
qui correspond à la pratique actuelle du calcul de l’ITRF ; l’amplitude du
bruit blanc variable VW est remise à l’échelle par un facteur βk différent
pour chaque station ;
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— modèle ACS-EMP1 ("avec corrélation spatiale empirique 1") : spatiotempo-
rel avec utilisation de la covariance empirique pour la corrélation spatiale
de l’AR(1) et avec corrélation spatiale du bruit blanc VW ; un facteur
d’échelle différent βk pour l’amplitude du bruit blanc variable VW est
proposé ;

— modèle ACS-EMP2 ("avec corrélation spatiale empirique 2") : spatiotempo-
rel avec utilisation de la covariance empirique pour la corrélation spatiale
de l’AR(1) et avec corrélation spatiale du bruit blanc VW ; un facteur
d’échelle unique β pour l’amplitude du bruit blanc variable VW est uti-
lisé ;

— modèle ACS-VARIO ("avec corrélation spatiale variogramme") : spatio-
temporel avec utilisation de la covariance basée sur un modèle de vario-
gramme pour l’AR(1) et avec corrélation spatiale du bruit non corrélé
VW. Une amplitude βk du bruit blanc variable différente pour chaque
station a été utilisée.

Notons ici que pour les modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2, deux alternatives
sont testées pour la modélisation de la dépendance spatiale du bruit tempo-
rellement décorrélé. Nous verrons au chapitre suivant que cette option a peu
d’effet sur les résultats. De façon arbitraire, la remise à l’échelle par un facteur
βk différent pour chaque station du bruit décorrélé VW a été adoptée pour les
modèles ACS-PROCHE-ITRF et ACS-VARIO.

Pour la partie temporelle, pour tous les modèles, T est diagonale par bloc :

Cov(At) = T =
(

O O
O TAR,

)

où l’écriture par bloc sépare les paramètres déterministes des paramètres de
l’AR(1).

Pour rester cohérents avec la section précédente, nous expliciterons les équa-
tions pour deux stations uniquement, la généralisation à plusieurs stations étant
aisée.

Modèle SCS

La matrice de variance-covariance des innovations vaut la matrice identité :

TAR =
(

1 0
0 1

)

, (4.4)

et la matrice de variance-covariance du bruit blanc est diagonale :

Mt = Cov(Bt) =
(

β2
1v1,1,t 0

0 β2
2v2,2,t

)

, (4.5)

où vi,j,t est la covariance du bruit blanc fournie dans les solutions IGS à l’époque
t entre les stations i et j ; la matrice de variance-covariance de la solution IGS
de l’instant t sera notée Vt = (vi,j,t)i,j .

Modèle ACS-PROCHE-ITRF

Le modèle ACS-PROCHE-ITRF a pour but de se rapprocher de la méthodologie
actuellement utilisée pour le calcul de l’ITRF. La matrice de variance-covariance
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Figure 4.14 – Sont présentés le bruit total en noir de la série de positions
verticales de la station WROC (Wroclaw, Pologne) ainsi que l’AR(1) estimé par
filtre de Kalman en rouge et le bruit blanc estimé par filtre de Kalman en vert.
Les offsets ont été ajoutés pour des raisons de lisibilité.
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des innovations est, comme pour le modèle SCS, donnée par l’équation (4.4), mais
la matrice de variance-covariance des bruits blancs est pleine et non uniquement
diagonale :

Mt = Cov(Bt) = ~̂βTSt
~̂β =

(

β̂2
1v1,1,t β̂1β̂2v1,2,t

β̂1β̂2v2,1,t β̂2
2v2,2,t

)

, (4.6)

où ~̂β = (β̂1, β̂2)T est le vecteur des amplitudes du bruit blanc variable estimées
par maximum de vraisemblance (CATS). Cette formulation permet de remettre
à l’échelle les variances tout en conservant les corrélations.

Modèle ACS-EMP1

Le filtre de Kalman du modèle SCS fournit des séries de bruit blanc et
d’AR(1) comme présenté sur la figure 4.14, mais aussi des séries d’innovation
d’AR(1). On dispose ainsi d’une estimation des innovations des différents AR(1)
pour chaque date. Les covariances du bruit de transition TAR

k1,k2
seront déduites

de ces séries préalablement estimées : ce principe aura cours aussi dans les mo-
dèles ACS-EMP2 et ACS-VARIO.

Le taux de valeurs manquantes sur les stations considérées étant faibles
(5,9 %), l’inférence de la matrice de variance-covariance des erreurs de transition
pourra se faire sur l’ensemble des estimations des innovations fournies par le
filtre, y compris les valeurs intrapolées.

Dans le modèle ACS-EMP1, la matrice (TAR
k1,k2

)1≤k1,k2≤nstations
est, sauf pour

la diagonale, la covariance empirique des innovations des AR(1) normalisées
estimées par le modèle SCS des stations k1 et k2 ; la diagonale est prise égale à
1.

Si ε̂i,k,AR est l’AR(1) et ˆ̃εi,k,AR = ε̂i,k,AR/σk,AR est l’AR(1) normalisé où
k est le numéro de la station, alors (TAR

k1,k2
)k1,k2

(1 ≤ k1, k2 ≤ nstations) est la
covariance empirique entre ˆ̃ε·,k1,AR et ˆ̃ε·,k2,AR :

ρ̂k1,k2
=

1
Card(Ω) − 1

∑

Ω

(ˆ̃εi,k1,AR − ¯̃ε·,k1,AR)(ˆ̃εj,k2,AR − ¯̃ε·,k2,AR), (4.7)

où Ω = {(i, j)|ti,k1
= tj,k2

}, et ¯̃ε·,k,AR correspondent à des moyennes empiriques.
Ainsi la matrice de covariance-covariance de l’innovation des AR(1) qui est
symétrique s’écrit-elle :

TAR =
(

1 ρ̂1,2

ρ̂2,1 1

)

. (4.8)

La matrice Mt est prise en utilisant le produit (4.6).
Lorsqu’il n’y a pas de chevauchement dans les séries temporelles des stations

k1 et k2, le terme Tk1,k2
est fixé à 0.

Modèle ACS-EMP2

Ce modèle diffère du modèle ACS-EMP1 uniquement par la matrice de cova-
riance du bruit des observations.

La matrice Mt est prise en utilisant le produit

Mt = β̄2Vt, (4.9)
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où Vt est la matrice de variance-covariance de la solution IGS au temps t. β̄ est
la médiane des coefficients du bruit blanc variable sur l’ensemble des stations
du filtre.

Tout comme le modèle précédent, la matrice de variance-covariance des
AR(1) est donnée par l’équation (4.8).

Les modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2 ont l’avantage de pouvoir bien s’adapter
à des covariances quelconques, mais possèdent des limites théoriques : il n’est
pas impossible d’obtenir des incertitudes négatives sur les paramètres estimés du
fait que TAR n’est pas forcément définie positive. L’utilisation des variogrammes
dans le modèle ACS-VARIO permet de se protéger d’un tel risque. Ce risque est
néanmoins théorique ; dans tous les calculs que j’ai exécutés, ce cas ne s’est
jamais présenté.

Modèle ACS-VARIO

Le modèle ACS-VARIO possède la même matrice de covariance du bruit des
observations que les modèles ACS-PROCHE-ITRF et ACS-EMP1. Elles sont définies
par l’équation (4.6).

La matrice TAR est quant elle basée sur une modélisation des dépendances
spatiales basée sur les variogrammes. Pour une composante donnée, la matrice
de variance-covariance des innovations normalisées des AR(1) est remplie selon
une fonction de la distance hk1,k2

qui sépare les stations k1 et k2, et qui est
ajustée sur des variogrammes empiriques.

Le modèle proposé est le modèle exponentiel, auquel s’ajoute un effet pé-
pite ; nous avons choisi le modèle exponentiel car les processus gaussiens (spa-
tiaux) sous-jacents sont continus, mais pas forcément dérivables ce qui permet
de s’adapter à des données réelles. De plus, nous verrons sur la figure 5.2 que
l’ajustement de ce variogramme théorique au variogramme empirique est cor-
rect. La covariance entre deux séries sur une même composante séparées de h
se calculera comme :

Γδh,0 + σ2
exp exp(−h/h0),

où Γ représente l’effet pépite et h0 et σ2
exp représentent respectivement la portée

et le palier du variogramme exponentiel.
Les paramètres du variogramme sont estimés par moindres carrés non li-

néaires à partir du variogramme empirique, lui-même calculé à partir de la nuée
variographique (cf. section 5.1).

Ce modèle a l’avantage de rendre les matrices de variance-covariance définies
positives, mais fait l’hypothèse d’une covariance isotrope exponentielle du bruit
corrélé que les données ne vérifient pas parfaitement.

4.7 Modèle ACS-VARIO : choix d’un nouveau sys-
tème de coordonnées

Dans la section précédente, le modèle ACS-VARIO est présenté pour une des
trois composantes, mais les composantes horizontales du repère topocentrique
local posent problème au voisinage des pôles. Par exemple, la composante nord
d’une station d’un côté du pôle nord et cette même composante d’une station
située de l’autre côté du pôle nord pointeront l’une vers l’autre. Pour des sta-
tions situées en Europe par contre, les deux vecteurs nord seront orientés dans la
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même direction. Afin de lever cette singularité, il est nécessaire d’utiliser un nou-
veau système de coordonnées [Collilieux et al., 2012]. Ce repère va permettre de
comparer les déplacements horizontaux de deux points quelles que soient leurs
positions sur le globe. Les covariances seront associées à une paire de points : il
nous suffit donc de considérer les covariances pour deux points A et B sur une
sphère assimilée à la surface de la Terre. Les longitudes de A et B (respecti-
vement les latitudes de A et B) seront notées λA et λB (respectivement ϕA et
ϕB). Nous définissons au point A un repère orthonormal direct (~uA, ~vA,~hA) où

— ~uA est le vecteur dirigé de A vers B le long du grand cercle reliant les
deux points,

— ~hA est le vecteur unitaire dirigé selon la verticale en A,
— ~vA complète le trièdre orthonormal direct.

Il en va de même pour le point B, on définit un repère orthonormal direct
(~uB , ~vB ,~hB) où :

— ~uB est le vecteur dirigé de B vers la direction opposée à A de manière
tangente au grand cercle reliant les deux points,

— ~hB est le vecteur unitaire dirigé selon la verticale en B,
— ~vB complète le trièdre orthonormal direct.
Cette disposition n’annihile pas les singularités, il faut être d’autant plus

prudent si la distance angulaire de deux points est proche de 180 ˚ : cette
construction n’a mathématiquement pas de sens pour des points diamétrale-
ment opposés. Néanmoins, pour des points très proches, cette construction a
toujours un sens, contrairement à l’utilisation des coordonnées est et nord qui
comportent une singularité aux pôles. L’astuce qui fait que cette construction
fonctionne, sous réserve que la portée soit petite, est que, pour des points éloi-
gnés, la covariance est proche de 0, ce qui fait que la singularité n’a pas d’im-
portance.

Notons ψ l’angle au centre entre A et B ; il se déduit des longitudes et lati-
tudes de A et B en s’appuyant sur la trigonométrie sphérique et la figure 4.15 :

ψ = arccos(sinϕA sinϕB + cosϕA cosϕB cos(λA − λB)).

Les azimuts en A et B qui sont a priori différents sont donnés par les formules
suivantes :

sin(AzA) =
cos(ϕB) sin(λB − λA)

sinψ
,

sin(AzB) = −cos(ϕA) sin(λB − λA)
sinψ

.

Ces deux formules ne sont valables que si A et B sont orientés d’ouest en
est et si la quantité λB − λA est positive. Il faut donc modifier les angles et
éventuellement intervertir A et B :

— si λB − λA ∈ [0, π], il ne faut rien modifier ;
— si λB − λA > π, on remplace licitement λB par λB + 2π et on permute

A et B ;
— si λB − λA ∈] − π, 0[, on permute A et B ;
— si λB − λA < −π, on remplace licitement λA par λA − 2π ;
— si λB = λA et ϕA > ϕB , on permute A et B et on choisit AzA = AzB = 0 ;
— si λB = λA et ϕA = ϕB , on choisit, par exemple, AzA = AzB = π

2 .
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Ainsi les coordonnées (u, v, h) se déduisent-elles linéairement des coordon-
nées (e, n, h) grâce à la formule :





uA

vA

hA



 = R(AzA)





eA

nA

hA



 ,

où

R(θ) =





sin θ cos θ 0
− cos θ sin θ 0

0 0 1



 .

La formule pour le point B est similaire en remplaçant R(AzA) par R(AzB) :




uB

vB

hB



 = R(AzB)





eB

nB

hB



 .

La matrice de variance-covariance est transformée des coordonnées (e, n) vers
les coordonnées (u, v) de la manière suivante :

Cov

















uA

vA

hA

uB

vB

hB

















=
(

R(AzA) O
O R(AzB)

)

Cov

















eA

nA

hA

eB

nB

hB

















(

R(AzA)T O
O R(AzB)T

)

.

4.8 Choix de modèle : validation croisée

Savoir a priori quel modèle est le meilleur est difficile. L’ajout de paramètres
n’est pas la panacée au-delà de la surcharge de calculs qu’il implique : l’ajout
d’un trop grand nombre de paramètres diminue l’erreur sur la base d’apprentis-
sage, mais peut détériorer la prédiction (en particulier l’extrapolation, mais aussi
l’intrapolation dans une moindre mesure). Ce trop grand nombre de paramètres
conduit à l’ajustement du bruit statistique, ce qui est appelé surapprentissage.
D’autre part, l’utilisation de peu de paramètres induit des hypothèses souvent
implicites ce qui peut être gênant dans le cadre de données réelles. Dans notre
cas, par exemple, la covariance empirique a l’avantage d’utiliser peu d’hypo-
thèses (on considère la covariance des innovations gaussienne, en plus d’être
constante au cours du temps), ce qui permet de s’adapter à davantage de si-
tuations, avec, comme revers de la médaille, le risque de surapprentissage. En
revanche, l’utilisation du variogramme a l’avantage d’expliquer les dépendances
spatiales de manière simple et lisible avec un risque moindre de surapprentis-
sage, mais on peut douter de sa véracité. Mais, comme dirait George Box, « tous
les modèles sont faux, mais certains sont utiles ».

La validation croisée consiste à retirer une partie des données de la base
d’apprentissage d’une méthode statistique et à réestimer les données à partir
de la base d’apprentissage réduite puis à comparer les données réelles et les
données réestimées. Dans la pratique, nous supprimons un an de données, ce
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Figure 4.15 – Représentation du triangle formé par le pôle Nord et les deux
points A et B, triangle dans lequel nous appliquerons les formules de géométrie
du triangle sur une sphère
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qui correspond à un ensemble d’instants temporels Ik de mesures, pour chaque
station successivement. Pour chaque modèle proposé, nous réestimons la position
(notons sa valeur vraie xt,k) par x̂t,k (qui correspond à la somme de l’estimation
de la tendance linéaire et périodique et de l’AR(1)) où k désigne le numéro de la
station et t l’instant considéré. Nous utilisons un indicateur appelé RMS pour
mesurer l’écart entre les valeurs vraies et les valeurs réestimées :

√

mean {((xt,k − x̂t,k)2)|k, t ∈ Ik}. (4.10)

Sont éliminées du RMS les valeurs correspondant aux instants entre le pre-
mier saut appartenant à la zone de test et le dernier saut, car la réestimation de
ces valeurs s’appuie sur des ordonnées à l’origine qui ne peuvent être déduites
de la base d’apprentissage (elles ne peuvent être déduites que de la base de
test). Lorsqu’il n’y a qu’un saut ou qu’il n’y a pas de saut, aucune valeur n’est
éliminée du RMS.

Lorsque l’on considère plusieurs composantes, le RMS correspondant vaut
la moyenne quadratique des RMS de chacune des composantes.

La validation croisée prend pour critère de sélection de modèle la minimi-
sation de l’erreur de prédiction, qui est un estimateur naturel du bruit blanc.
Cette minimisation de l’estimateur du bruit blanc est un choix classique dans
les statistiques, mais interrogeable, car il existe peut-être du signal géophysique
dans le bruit blanc. Ce choix est bon lorsqu’il s’agit de faire de la prédiction
dans le futur ou d’imputer des valeurs manquantes, car il est impossible de pré-
dire un bruit décorrélé à la fois temporellement et spatialement dans le futur en
l’absence de données extérieures. Le RMS ne peut être inférieur à un seuil qui
correspond à la moyenne quadratique d’un bruit décorrélé à la fois temporel-
lement et spatialement. La méthode sélectionnée par la validation croisée n’est
cependant pas adaptée lorsque l’on veut séparer de manière exacte le bruit blanc
du bruit corrélé, car minimiser le bruit blanc, ce que réalise cette méthode, n’est
pas le bon critère pour cet objectif.

Les figures 4.16 et 4.17 illustrent la validation croisée. Les positions pour la
station POTS (Postdam, Allemagne) entre 2010 et 2011 sont éliminées de la
base d’apprentissage et ensuite réestimées par filtre de Kalman sur la base de
différents modèles de covariance spatiotemporelle.

4.9 Vérification de l’amélioration de l’estimation
des vitesses

On peut vérifier si la prise en compte de la dépendance spatiale pour les
séries courtes améliore l’estimation des vitesses. En effet, dans le cas de séries
courtes, les signaux temporellement corrélés viennent d’autant plus fausser les
vitesses estimées. Or ces signaux corrélés pourront être déterminés à l’aide des
séries de stations proches.

Pour cela, nous considérerons une série longue d’une station qui aura une
vitesse r considérée comme sa valeur vraie. Ensuite, nous tronquerons la série à
quelques années de données. Nous pouvons estimer la vitesse de deux manières
différentes :

— on peut estimer la vitesse en considérant la station individuellement ;
notons cet estimateur r̂0 ;
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Figure 4.16 – Série temporelle de positions verticales (noir) de la station POTS
(Potsdam, Allemagne) avec leurs estimations par validation croisée (rouge :
modèle SCS ; bleu : mod. ACS-EMP1 ; jaune : modèle ACS-EMP2 ; vert : modèle
ACS-VARIO).
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Figure 4.17 – Séries temporelles des erreurs sur les positions verticales de la
station POTS (Potsdam, Allemagne) issues de la validation croisée (rouge :
modèle SCS ; bleu : mod. ACS-EMP1 ; jaune : modèle ACS-EMP2 ; vert : modèle
ACS-VARIO).
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— on peut estimer la vitesse en utilisant la dépendance spatiotemporelle se-
lon une des méthodes ci-dessus, les autres stations n’ayant pas de données
supprimées ; notons cet estimateur r̂st.

L’utilisation de la dépendance spatiale sur la série courte devrait réduire
l’erreur sur l’estimateur de la vitesse : |r− r̂st| devrait être inférieure à |r− r̂0|.

Le chapitre a donné l’ensemble de la méthodologie pour montrer l’apport
de la prise en compte de la dépendance spatiotemporelle, méthodologie qui sera
mise en œuvre dans le chapitre suivant.



Chapitre 5

Résultats et discussion

Ce chapitre présente les résultats qui ont été obtenus à partir de la métho-
dologie décrite au chapitre 4. Le chapitre fournira les variogrammes des inno-
vations des AR(1) indispensables pour exécuter le filtre de Kalman du modèle
ACS-VARIO. Ensuite, nous présenterons les résultats de la validation croisée pour
les 10 stations en Europe (représentées en rouge sur la figure 4.2) ; nous vérifie-
rons ces résultats sur deux autres régions. Enfin, nous comparerons les vitesses
estimées avec et sans prise en compte la dépendance spatiale.

5.1 Modèle ACS-VARIO : établissement du modèle
à partir des variogrammes

La dépendance spatiale entre séries est modélisée par la donnée d’une matrice
de variance-covariance des innovations de l’AR(1). Dans une première étape, les
innovations ont été estimées pour chaque station individuellement. Les vario-
grammes empiriques ont été estimés dans une seconde étape à partir des séries
obtenues et sont ensuite modélisés paramétriquement. On utilise la moyenne
et la médiane pour déduire le variogramme de la nuée variographique. Les gra-
phiques montrent que ce choix n’influe pas beaucoup les résultats. Les intervalles
de confiance sont calculés par bootstrap.

Variogrammes empiriques

Ces variogrammes expérimentaux des innovations des AR(1) normalisés sont
présentés sur la figure 5.1 avec un variogramme par paire de composantes
(l’ordre des composantes est indifférent) ; cette figure présente également les va-
riogrammes pour les composantes croisées ; cela est similaire à [Amiri-Simkooei
et al., 2017] à la différence que je considère les innovations des AR(1) qui cor-
respondent à peu près aux différences premières. Parlons des variogrammes non
croisés. Pour les composantes v et h, le variogramme est régulier et présente un
palier à environ 60 ˚. La composante u est un peu plus atypique, elle présente
une légère bosse à une distance angulaire de 60 ˚. L’allure générale des vario-
grammes ressemble à celles des covariogrammes de déformations de surcharge
obtenus à partir des données de gravimétrie GRACE présentés dans [Rebischung
et al., 2017]. L’ensemble du bruit corrélé spatialement dans les séries GNSS n’est

91
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pépite portée palier (˚)
uu 0.23 (0.03) 0.43 (0.03) 18.9 (2.0)
vv 0.24 (0.03) 0.37 (0.02) 15.6 (1.3)
hh 0.06 (0.02) 0.42 (0.02) 13.8 (1.0)

Table 5.1 – Paramètres des variogrammes théoriques et leurs incertitudes. La
portée et le palier désignent les paramètres du variogramme exponentiel indé-
pendamment de la pépite.

pas dû à des déformations de surcharge. Mais cette ressemblance indique que
le ou les phénomènes causant les corrélations spatiales des séries GNSS ont une
structure spatiale similaire à celle des déformations de surcharge.

Variogrammes théoriques

La figure 5.2 présente les différents variogrammes théoriques, ils sont tous
estimés à partir des variogrammes expérimentaux par moindres carrés non li-
néaires en utilisant le modèle exponentiel. Les paramètres des modèles expo-
nentiels ajustés sont donnés dans la table 5.1. Le variogramme théorique hh est
bien ajusté au variogramme empirique. La portée du variogramme ajusté (ou
théorique) hh vaut 13.8 ˚ : lorsque deux points sont trop éloignés pour que
le nouveau système de coordonnées uvh ait du sens, la covariance associée est
quasi-nulle.

Dans le cadre d’un filtre de Kalman tridimensionnel, nous utilisons pour les
composantes horizontales un unique variogramme obtenu en prenant la moyenne
des paramètres du variogramme théorique (palier, portée, pépite) des vario-
grammes uu et vv. Cela se justifie, car les variogrammes théoriques uu et vv
sont proches, bien que les variogrammes expérimentaux soient moins proches.
Le modèle est aussi plus robuste sur le plan théorique, en particulier, les ma-
trices de variance-covariance sont définies positives. La portée du variogramme
théorique commun à uu et vv est 17.3 ˚(le variogramme uu et le variogramme
vv ont des portées valant respectivement 18.9 ˚et 15.6 ˚). On se rend compte
que la portée est légèrement supérieure pour les composantes horizontales que
pour la composante verticale.

Covariances croisées

Les variogrammes croisés uv, uh et vh sont quasiment plats, nous avons donc
choisi un modèle pépitique. Les paramètres de ce modèle pépitique sont donnés
dans la table 5.2.

Pour les covariances croisées, nous allons dévoiler qu’il existe une corrélation
quasi-nulle inter-composante. Pour cela, nous considérons x et y deux compo-
santes distinctes quelconques parmi u et v et h. Les variables aléatoires à partir
desquels nous calculons les variogrammes sont de moyenne nulle. Il se montre
facilement :

Covx,y(0+) = −γx,y(0+) +
1
2
γx,x(+∞) +

1
2
γy,y(+∞), (5.1)

où γ·,· est le variogramme éventuellement croisé et où f(∞) = limt→+∞ f(t) et
f(0+) = limt→0,t>0 f(t).
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(a) uu (b) vv

(c) hh (d) uv

(e) uh (f) vh

Figure 5.1 – Variogramme expérimental des innovations des AR(1) normalisés
avec intervalle de confiance ; en rouge, la moyenne est utilisée pour synthétiser
la nuée variographique (l’intervalle de confiance à 95 % est en orange) ; en noir,
la médiane est utilisée pour synthétiser la nuée variographique (l’intervalle de
confiance à 95 % est en vert).
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(a) uu (b) vv

(c) hh

Figure 5.2 – Sont représentés en rouge les variogrammes expérimentaux uu, vv
et hh des innovations des AR(1) normalisés en fonction de la distance angulaire.
En jaune sont représentés les variogrammes théoriques ajustés pour chaque com-
posante individuellement. En vert sont représentés les variogrammes communs
aux composantes horizontales uu et vv.

En effet, notons X~s et Y~s les processus spatiaux où ~s désigne un point de
l’espace. Soit ∆~s un vecteur de longueur h.

On s’appuie pour la démonstration sur l’égalité :

E

[

1
2

(X~s − Y~s+∆~s)2

]

=
1
2
EX2

~s +
1
2
EY 2

~s+∆~s − E [X~sY~s+∆~s] .

Il suffit ensuite de faire tendre h vers 0+ pour obtenir l’égalité (5.1).
Nous appliquons cette formule aux paires de composantes dont les éléments

sont distincts. La table 5.3 montre que les covariances intercomposantes sont
quasi-nulles, ce qui est confirmé par [Amiri-Simkooei et al., 2017]. Nous les
considérerons donc comme nulles dans les paramètres du filtre de Kalman.

Ces modèles de variogramme seront utilisés pour toutes les zones d’étude :
Europe, Caraïbes et côte est des États-Unis.
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pépite
uv 0.64 (0.01)
uh 0.56 (0.01)
vh 0.59 (0.01)

Table 5.2 – Paramètres et leurs incertitudes du modèle pépitique pour les
variogrammes croisés

uv -0.013
uh 0.015
vh -0.034

Table 5.3 – Covariances croisées obtenues à partir des variogrammes croisés
des innovations et de la formule (5.1)

5.2 Validation croisée

Rappelons que la validation croisée oriente le choix du modèle considéré
(il permet de sélectionner le meilleur modèle parmi SCS, ACS-PROCHE-ITRF,
ACS-EMP1, ACS-EMP2 et ACS-VARIO) ; plus le RMS des erreurs de prédiction est
faible, meilleur est le modèle. La validation croisée sera appliquée aux séries de
coordonnées de 10 stations en Europe (voir sous-section 4.1.2) de façon détaillée.
Pour vérifier si les résultats obtenus sont généralisables à d’autres régions, deux
autres lots de séries dans les Caraïbes et la côte est des États-Unis seront uti-
lisés ; les deux autres régions servant plutôt à montrer la généralisabilité de
l’algorithme proposé.

5.2.1 Europe

Rappelons que la validation croisée s’appuie sur des bases d’apprentissage et
des bases de test ; la figure 4.4 présente celles-ci. En rouge et en noir, nous avons
les plages temporelles des stations. Chaque segment rouge correspond à une
base de test ; de chacune d’entre elles, les positions sont supprimées de la base
d’apprentissage, les paramètres du modèle sont réestimés et les positions sont
réestimées. En effet, nous faisons une comparaison entre les positions réestimées
et les vraies positions.

La table 5.4 présente les RMS obtenus par validation croisée en Europe
(équation (4.10)) en fonction de la modélisation des covariances spatiales adop-
tée. Sont présentés les RMS par composante. La colonne « NEU » présente les
RMS de l’algorithme où les trois composantes sont traitées simultanément, il
est notamment pris en compte les covariances inter-composantes pour le bruit
blanc. La colonne « NEU mean » correspond à une moyenne quadratique des
RMS afférents aux trois composantes, les covariances inter-composantes du bruit
blanc ne sont pas prises en compte. D’une manière générale, les RMS sont plus
élevés pour la composante verticale que pour les composantes horizontales. Cela
peut être dû :

— aux signaux de surcharge qui sont plus importants pour la composante
verticale 1,

1. Ces signaux sont en partie absorbés par les signaux périodiques estimés mais imparfai-
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E N U NEU mean NEU
Mod. SCS 0.97 0.97 3.72 2.29 2.29
Mod. ACS-PROCHE-ITRF 0.97 0.97 3.75 2.31 2.28
Mod. ACS-EMP1 0.70 0.70 2.68 1.66 1.61
Mod. ACS-EMP2 0.70 0.70 2.68 1.65 1.63
Mod. ACS-VARIO 0.70 0.71 2.52 1.56 1.63

Table 5.4 – RMS (mm) de la validation croisée relative à l’erreur de prédiction
pour les stations en Europe. La colonne « NEU mean » présente les moyennes
quadratiques des colonnes « E », « N » et « U ». La colonne « NEU » est issue
d’un calcul unique intégrant la covariance spatiale du bruit blanc issue des
solutions IGS.

— à des erreurs de modélisation (par exemple, de la troposphère) dont l’im-
pact est plus important en verticale que pour les composantes horizon-
tales.

Les valeurs de RMS sur les 3 composantes (NEU) pour les modèles SCS et
ACS-PROCHE-ITRF ne diffèrent que de 0.01 mm. On en conclut que l’utilisation
d’une matrice pleine pour le bruit blanc comme cela se fait pour l’ITRF ne
modifie pas sensiblement le RMS par rapport à l’utilisation d’une matrice dia-
gonale. Les modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2 qui utilisent un β ou plusieurs β ont
des RMS identiques aux erreurs d’arrondis près.

Toutes les prises en compte de la dépendance spatiotemporelle étudiées
conduisent à une réduction du RMS, sauf le modèle ACS-PROCHE-ITRF, qui n’in-
clut que la corrélation spatiale du bruit blanc. Pour la composante verticale, le
RMS est plus petit dans le cadre du modèle paramétrique ACS-VARIO par rap-
port aux modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2 utilisant les covariances empiriques ;
pour les composantes horizontales, les RMS des modèles ACS-EMP1, ACS-EMP2

et ACS-VARIO ne diffèrent que 0.01 mm. Considérer les covariances intercompo-
santes du bruit blanc (colonne « NEU ») aboutit un RMS plus petit que de ne
pas le considérer (colonne « NEU mean ») [1.63 mm versus 1.56 mm].

La figure 4.17 associée à la figure 4.16 trace les différentes erreurs de pré-
diction de la position verticale de la station POTS (Potsdam, Allemagne). Elle
confirme l’équivalence des modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2 et la supériorité des
modèles tenant compte de la dépendance spatiotemporelle. Néanmoins, la supé-
riorité du modèle ACS-VARIO par rapport aux autres modèles n’est pas claire : la
différence de RMS entre ACS-VARIO et ACS-EMP1 pour la composante verticale
ne s’élève qu’à 0.16 mm et le RMS porte sur dix stations.

Les tables 5.5, 5.6 et 5.7 présentent les RMS détaillés par station. La réduc-
tion du RMS dépend beaucoup de la station ; elle est néanmoins systématique
pour toutes les stations pour les modèles spatiotemporels ACS-EMP1, ACS-EMP2

et ACS-VARIO. Pour la composante verticale, le modèle paramétrique ACS-VARIO

est meilleur que les modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2 pour les stations colocali-
sées (WTZA/WTZS/WTZZ d’une part et ZIMJ/ZIMM d’autre part) et les trois
modèles sont à peu près équivalents pour les autres stations. Pour les compo-
santes horizontales, les réductions de RMS induites par l’utilisation des modèles
ACS-EMP1, ACS-EMP2 et ACS-VARIO par rapport au modèle SCS sont similaires.

tement car il existe un signal de surcharge interannuel.
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Station SCS ACS-PROCHE-ITRF ACS-EMP1 ACS-EMP2 ACS-VARIO

GRAS 2.59 2.59 (-0.1) 1.81 (-30.1) 1.80 (-30.7) 1.77 (-31.7)
GRAZ 3.77 3.80 (0.7) 3.26 (-13.3) 3.27 (-13.2) 3.24 (-14.0)
MARS 3.81 3.92 (2.9) 3.49 (-8.3) 3.54 (-7.1) 3.51 (-8.0)
POTS 4.09 4.06 (-0.7) 2.23 (-43.8) 2.29 (-43.9) 2.33 (-43.0)
WROC 5.00 5.00 (0.2) 3.24 (-35.2) 3.25 (-34.8) 3.38 (-32.1)
WTZA 3.20 3.24 (1.3) 1.90 (-40.6) 1.89 (-40.8) 1.57 (-50.9)
WTZS 4.40 4.40 (0.0) 3.81 (-13.4) 3.83 (-13.0) 2.74 (-37.6)
WTZZ 3.42 3.44 (0.4) 1.93 (-43.6) 1.93 (-43.6) 1.61 (-52.9)
ZIMJ 3.17 3.15 (-0.8) 2.40 (-24.2) 2.38 (-24.8) 2.20 (-30.5)
ZIMM 3.42 3.44 (0.5) 2.10 (-38.4) 2.09 (-38.9) 1.89 (-44.8)
toutes 3.73 3.75 (0.5) 2.68 (-28.3) 2.68 (-28.0) 2.53 (-32.2)
stations

Table 5.5 – RMS (mm) de la validation croisée en fonction de la station et du
modèle pour la composante verticale. Entre parenthèses est indiqué le pourcen-
tage de variation par rapport au modèle SCS.

La prise en compte d’une matrice de variance-covariance du bruit blanc ne ré-
duit pas considérablement le RMS global. Pour les composantes horizontales
est et nord ; si la réduction des RMS diffère d’une station à l’autre entre les
modèles SCS et ACS-EMP1 (c’est aussi valable si on compare les modèles SCS et
ACS-EMP2), la réduction moyenne du RMS est similaire pour les composantes
est et nord.

Nous avons décidé d’ouvrir l’étude à d’autres régions du monde pour montrer
la généralisabilité de la méthode.

5.2.2 Caraïbes

Nous allons prendre une région particulièrement complexe d’un point de vue
géophysique : les Caraïbes. En effet, nous sommes dans une zone tectonique
active, et on peut supposer d’autre part que la dynamique saisonnière et inter-
annuelle soit différente suivant les îles. Comme nous sommes en zone océanique,
on peut s’attendre à ce que les déformations de surcharge soient plus faibles et
introduisent moins de corrélations spatiales entre séries qu’en zone continentale.

Le réseau de stations ainsi que les bases d’apprentissage et de test sont
présentés sur les figures 5.3 et 5.4 ; comme l’indique la carte, les stations sont
situées sur des îles différentes ; les stations ont moins de plages de données
simultanées et sont un peu moins longues par rapport à l’Europe.

La figure 5.5 présente les résidus des séries temporelles de positions des sta-
tions sélectionnées aux Caraïbes. Nous remarquons que les séries temporelles
sont plus courtes qu’en Europe et elles ne se chevauchent pas toujours tempo-
rellement.

La table 5.8 présente les RMS de la validation croisée en fonction du mo-
dèle de covariance et par composante. La réduction des RMS lorsque l’on utilise
les méthodes prenant en compte la dépendance spatiotemporelle, réduction qui
ne dépasse pas 0.04 mm, est faible bien que toujours existante. Les modèles
ACS-EMP1 et ACS-EMP2 aboutissent à des RMS à peu près équivalents (dont
l’écart ne dépasse pas 0.01 mm) ce qui montre que considérer une ou plusieurs
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Station SCS ACS-PROCHE-ITRF ACS-EMP1 ACS-EMP2 ACS-VARIO

GRAS 0.99 0.98 (-2.2) 0.77 (-22.4) 0.79 (-20.9) 0.77 (-23.3)
GRAZ 0.87 0.87 (0.4) 0.55 (-35.9) 0.55 (-36.1) 0.60 (-30.6)
MARS 0.74 0.73 (-0.4) 0.61 (-16.8) 0.61 (-17.0) 0.61 (-17.1)
POTS 0.90 0.92 (1.5) 0.86 (-5.1) 0.86 (-5.0) 0.81 (-9.5)
WROC 1.01 1.02 (0.6) 0.62 (-39.5) 0.61 (-39.2) 0.73 (-28.7)
WTZA 0.79 0.80 (0.8) 0.32 (-59.4) 0.33 (-59.0) 0.36 (-53.9)
WTZS 1.06 1.10 (3.5) 1.03 (-2.7) 1.04 (-1.6) 0.95 (-10.4)
WTZZ 1.13 1.11 (-0.9) 0.40 (-64.2) 0.41 (-63.7) 0.15 (-56.8)
ZIMJ 1.21 1.21 (-0.0) 0.91 (-18.7) 0.91 (-24.9) 0.90 (-25.6)
ZIMM 0.92 0.93 (0.7) 0.78 (-15.4) 0.77 (-15.2) 0.75 (-18.0)
toutes 0.97 0.97 (0.3) 0.70 (-27.5) 0.70 (-27.0) 0.70 (-27.0)
stations

Table 5.6 – RMS (mm) de la validation croisée en fonction de la station et du
modèle pour la composante Est. Entre parenthèses est indiqué le pourcentage
de variation par rapport au modèle SCS.

Station SCS ACS-PROCHE-ITRF ACS-EMP1 ACS-EMP2 ACS-VARIO

GRAS 0.75 0.77 (1.7) 0.59 (-22.7) 0.58 (-22.8) 0.60 (-21.1)
GRAZ 0.79 0.81 (2.0) 0.55 (-31.1) 0.55 (-30.5) 0.59 (-25.5)
MARS 1.01 1.02 (-0.1) 0.79 (-22.0) 0.79 (-22.0) 0.81 (-20.6)
POTS 0.90 0.90 (0.8) 0.65 (-26.4) 0.65 (-26.4) 0.66 (-25.8)
WROC 1.21 1.23 (1.6) 1.21 (-29.4) 0.85 (-29.4) 0.92 (-24.1)
WTZA 0.96 0.95 (-0.7) 1.59 (-38.4) 0.59 (-38.4) 0.66 (-31.1)
WTZS 1.39 1.35 (-2.5) 1.09 (-21.1) 1.09 (-20.9) 0.93 (-32.7)
WTZZ 0.73 0.74 (1.3) 0.34 (-54.1) 0.33 (-54.0) 0.36 (-50.5)
ZIMJ 0.93 0.94 (-0.4) 0.87 (-7.3) 0.87 (-7.4) 0.86 (-7.5)
ZIMM 0.96 0.96 (-0.5) 0.61 (-36.5) 0.61 (-36.4) 0.66 (-31.2)
toutes 0.97 0.97 (0.2) 0.70 (-27.5) 0.70 (-27.4) 0.71 (-26.2)
stations

Table 5.7 – RMS (mm) de la validation croisée en fonction de la station et du
modèle pour la composante Nord. Entre parenthèses est indiqué le pourcentage
de variation par rapport au modèle SCS.
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Figure 5.3 – Carte des stations sélectionnées pour les Caraïbes

E N U NEU mean
Mod. SCS 0.96 1.15 3.66 2.28
Mod. ACS-EMP1 0.92 1.11 3.61 2.24
Mod. ACS-EMP2 0.92 1.11 3.61 2.24
Mod. ACS-VARIO 0.95 1.07 3.61 2.24

Table 5.8 – RMS (mm) de la validation croisée relative à l’erreur de prédiction
pour les stations aux Caraïbes

amplitudes de bruit blanc variable conduit à des RMS quasi-égaux. Contraire-
ment à l’Europe, l’utilisation d’une méthode paramétrique (modèle ACS-VARIO)
et l’utilisation des méthodes utilisant la covariance empirique aboutit à des RMS
quasi-égaux (leur écart ne dépasse pas 0.04 mm quelle que soit la composante),
ce qui montre des capacités de prédiction très similaires en moyenne. Le modèle
ACS-VARIO n’a pas un avantage net sur les autres modèles tenant en compte
la dépendance spatiotemporelle ; cela peut s’expliquer par le fait que la ma-
jorité des stations ayant été utilisée pour établir le variogramme utilisé dans
ACS-VARIO se situe aux États-Unis et en Europe et non aux Caraïbes, ce qui
peut expliquer les sous-performances de ce modèle. Dans les Caraïbes, l’utilisa-
tion de la dépendance spatiale réduit le RMS mais de manière très légère, du
moins relativement à l’Europe.

5.2.3 Côte est des États-Unis

L’Amérique du Nord est une région dense en stations, elle a néanmoins
l’inconvénient de posséder des stations dont les séries IGS repro2 sont plus
courtes qu’en Europe ; l’autre zone géographique d’étude choisie est la côte est
des États-Unis. Le réseau de stations ainsi que les bases d’apprentissage et de
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Figure 5.4 – Plages temporelles des données de positions pour les différentes
stations utilisées aux Caraïbes. Successivement pour chaque station, la zone
rouge est supprimée de la base d’apprentissage et nous réutilisons le filtre de
Kalman ; la concordance entre les vraies données et les données réestimées est
exprimée via un RMS.
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Figure 5.5 – Séries de positions résiduelles verticales pour les stations sélection-
nées de l’archipel caribéen. Les périodes considérées sont les périodes annuelle
et semi-annuelle et les périodes draconitiques GPS jusqu’à la 7e harmonique.
Des offsets ont été ajoutés pour des raisons de lisibilité.
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E N U NEU mean
Mod. SCS 0.81 1.01 3.21 2.00
Mod. ACS-EMP 0.73 0.89 2.71 1.70
Mod. ACS-EMP2 0.73 0.89 2.71 1.70
Mod. ACS-VARIO 0.66 0.82 2.34 1.48

Table 5.9 – RMS (mm) de la validation croisée relative à l’erreur de prédiction
pour les stations sur la côte est des États-Unis

test sont présentés sur la figure 5.6 et 5.7.

La figure 5.8 présente les séries temporelles des bruits totaux de positions
verticales GNSS pour toutes les stations sélectionnées. Des corrélations sont
visibles sur cette figure entre séries de bruit de différentes stations.

La prise en compte de la dépendance spatiale réduit le RMS de 0.08, 0.22
et 0.50 mm respectivement pour les composantes est, nord et verticale pour les
modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2 ; elle améliore donc la prédiction (imputation
des valeurs manquantes notamment). L’utilisation d’une ou de plusieurs ampli-
tudes de bruits blancs variables (modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2) ne modifie
pas le RMS à plus de 0.01 mm et donc vraisemblablement la qualité de prédic-
tion. Dans toutes les composantes, l’utilisation du modèle paramétrique (modèle
ACS-VARIO) fournit, comme en Europe, une meilleure performance en termes de
réduction du RMS que celle de la covariance empirique (la différence de RMS
vaut 0.07, 0.07 et 0.37 mm respectivement en est, nord et verticale), cette bonne
performance est rendue possible par le fait que l’étendue spatiale des stations de
l’ordre de 13.5 ˚est de l’ordre du palier qui vaut 13.8 ˚, ceci nous permet d’avoir
des covariances déduites du variogramme non nulles entre stations. La supério-
rité de ACS-VARIO peut s’expliquer l’existence d’un surapprentissage dans les
modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2.

Nous avons montré que la prise en compte de la dépendance spatiale pour
le bruit corrélé dans le filtre de Kalman améliorait la capacité prédictive du
modèle ce qui est montré par une diminution des RMS, contrairement à la prise
en compte de la dépendance spatiale pour le bruit blanc qui est sans effet sur le
RMS. Pour la composante verticale, le modèle ACS-VARIO semble meilleur que
les modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2 ; pour les composantes horizontales, cette su-
périorité est moins nette. Ce constat est peut-être trompeur dans la mesure où
la base d’apprentissage utilisée pour établir le variogramme contient certes des
stations situées partout à travers le globe, mais beaucoup de stations situées en
Europe ou aux États-Unis ; l’utilisation d’une moyenne ou d’une médiane pon-
dérée (pondération qui se fera en fonction de la densité de stations) pour estimer
le variogramme à partir de la nuée variographique pourrait permettre d’obte-
nir des résultats d’une qualité meilleure sur toute la Terre. Pour les modèles
ACS-EMP1 et ACS-EMP2, l’introduction de covariances inter-composantes n’amé-
liore pas (ni ne dégrade) la capacité prédictive de la méthode, mais augmente la
charge de calcul. Cette méthode a l’avantage de pouvoir s’adapter à des régions
du monde variées, même pour les régions où la géophysique est complexe comme
les Caraïbes, mais présente en revanche un risque de surapprentissage.
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Figure 5.6 – Carte des stations sélectionnées pour la côte est des États-Unis.
La position de certaines stations a été légèrement modifiée pour éviter les che-
vauchements.
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Figure 5.7 – Plages temporelles des données de positions pour les différentes
stations sélectionnées de la côte est des États-Unis. Successivement pour chaque
station, la zone rouge est supprimée de la base d’apprentissage et nous réutili-
sons le filtre de Kalman ; la concordance entre les vraies données et les données
réestimées est exprimée via un RMS.
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Figure 5.8 – Séries de positions résiduelles verticales pour les stations sélec-
tionnées de la côte est des États-Unis. Les périodes considérées sont les périodes
annuelle et semi-annuelle et les périodes draconitiques GPS jusqu’à la 7e har-
monique. Des offsets ont été ajoutés pour des raisons de lisibilité.
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5.3 Amélioration de l’estimation des vitesses

Il peut arriver que certaines séries temporelles soient de durées trop courtes
pour déterminer les vitesses de manière fiable. Nous allons appliquer la métho-
dologie vue à la section 4.9 à la composante verticale des séries sélectionnées en
Europe et sur la côte est des États-Unis. Nous n’avons gardé que les 100 pre-
miers points des séries hebdomadaires pour chaque série. Comme au chapitre
précédent, nous avons considéré que la vraie vitesse r est celle donnée par filtre
de Kalman sur la série complète. La vitesse r̂COV

st (respectivement r̂V ARIO
st ) cor-

respond à la vitesse obtenue grâce au filtre de Kalman de la méthode ACS-EMP1

(respectivement, de la méthode ACS-VARIO) en tronquant, dans la base d’ap-
prentissage, la série de la station dont on calcule la vitesse. Nous avons comparé
ces résultats au filtrage spatial, technique qui consiste à retirer aux séries de
positions une moyenne sur toutes les stations des résidus obtenus par moindres
carrés, avant d’estimer de nouveau par moindres carrés la vitesse ; ce filtrage
spatial a été effectué avec les mêmes données tronquées que ci-dessus ; pour
chaque station, sa série temporelle est tronquée, les autres restent identiques, la
vitesse de cette station est estimée.

La table 5.10 présente les différentes vitesses de cette étude pour les deux
zones précitées. La très forte augmentation relative de l’erreur d’estimation sur
les vitesses pour la station GLPT est due au fait que l’erreur de départ est
probablement par hasard très faible. L’utilisation de la dépendance spatiale
permet sur l’ensemble des stations une réduction de l’erreur sur la vitesse de 1 %
et 37 % respectivement pour les modèles ACS-EMP1 et ACS-VARIO par rapport
à l’erreur lorsque l’on n’utilise pas la dépendance spatiale (modèle SCS). Le
modèle ACS-VARIO semble par conséquent meilleur que le modèle ACS-EMP1

pour diminuer l’erreur d’estimation de la vitesse des stations à séries courtes ;
cela peut s’expliquer par, dans le cas des modèles ACS-EMP1 et ACS-EMP2, les
faibles recouvrements des séries temporelles de positions GNSS entre stations
(en particulier lorsque les séries temporelles sont tronquées) qui peuvent fausser
l’estimation de la matrice de variance-covariance, ce qui n’est pas le cas pour
le modèle ACS-VARIO. Ce constat est valable pour les stations européennes où
l’utilisation de la dépendance spatiale permet sur l’ensemble des stations une
réduction de l’erreur sur la vitesse de 4 % et 19 % respectivement pour les
modèles ACS-EMP1 et ACS-VARIO par rapport à l’erreur lorsque l’on n’utilise
pas la dépendance spatiale (modèle SCS). Ce constat est amplifié aux États-
Unis où le modèle ACS-EMP1 empire l’erreur de l’estimation de la vitesse de 4%
par rapport au modèle SCS alors que le modèle ACS-VARIO l’améliore de 65 % !
Nous allons maintenant comparer les erreurs induites par le filtrage spatial à
celles induites par le modèle ACS-VARIO. Le modèle de filtre spatial fournit de
meilleures estimations de vitesses que ACS-VARIO en Europe (la réduction de
l’erreur moyenne atteint 27 % contre 19 %), mais pas sur la côte est des États-
Unis (la réduction de l’erreur moyenne atteint 24 % contre 65 %). Le filtrage
spatial semble plus dépendant de la présence d’un grand nombre de données
simultanément comme c’est le cas en Europe. Les erreurs moindres du filtrage
spatial par rapport à ACS-VARIO peuvent s’expliquer par le fait que ACS-VARIO

utilise des séries de positions de stations GNSS à travers le monde pour établir
un variogramme unique ; les paramètres des variogrammes théoriques utilisés
dans ce modèle ne s’adaptent pas à la région spécifique étudiée.
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r r̂0 r̂COV
st r̂V ARIO

st r̂SF
st |r̂0 − r| |r̂COV

st − r| |r̂V ARIO
st − r| |r̂SF

st − r|
GRAS -0.32 0.38 0.14 0.17 -2.38 0.70 0.46 (34%) 0.49 (30%) 2.06 (-240%)
GRAZ -0.04 -3.78 -3.74 -2.98 -2.38 3.74 3.70 (1 %) 2.94 (21 %) 2.34 (37%)
MARS -0.57 -0.85 -0.72 -0.87 -0.46 0.28 0.15 (46 %) 0.30 (-7 %) 0.11 (61%)
POTS -0.40 5.73 5.85 5.85 2.88 6.13 6.25 (-2 %) 6.25 (-2 %) 3.28 (43%)
WROC -0.27 1.15 1.09 0.64 0.82 1.42 1.36 (4 %) 0.91 (36 %) 1.09 (23%)
WTZA -0.36 -0.88 -0.73 0.03 1.56 0.52 0.37 (29 %) 0.39 (25 %) 1.20 (-57%)
WTZS 0.52 2.18 2.11 1.05 0.92 1.66 1.59 (4 %) 0.53 (68 %) 0.40 (76%)
WTZZ -0.53 1.29 0.91 0.93 1.18 1.82 1.44 (21 %) 1.46 (20 %) 1.71 (6%)
ZIMJ 0.19 -0.64 -0.80 -0.97 -1.20 0.83 0.99 (-19 %) 1.16 (-40 %) 0.56 (-67%)
ZIMM 0.89 -0.52 -0.39 0.91 0.90 1.41 1.28 (9 %) 0.02 (99 %) 0.01 (99 %)
Europe . . . . . 1.75 1.68 (4%) 1.41 (19%) 1.28 (27%)

ANP1 -1.43 -1.82 -1.72 -1.52 -0.55 0.39 0.29 (26%) 0.09 (77%) 0.88 (55%)
CASL -0.79 -3.84 -3.90 -2.85 -1.12 3.05 3.11(- 2%) 2.06 (32%) 0.33 (89%)
GLPT -2.39 -2.42 -2.85 -2.23 -3.96 0.03 0.46 (-1433%) 0.16 (-433%) 1.61 (-5267%)
GODE -1.25 -2.20 -2.13 -1.22 -1.07 0.95 0.88 (7%) 0.03 (97%) 0.18 (81%)
NJI2 -1.17 -1.40 -1.30 -1.19 -0.29 0.23 0.13 (48%) 0.02 (91%) 0.88 (-120%)
SAV1 -0.30 -0.70 -0.53 -0.33 0.89 0.40 0.23 (42.5%) 0.03 (92.5%) 1.19 (-198%)
TN22 -0.24 -1.58 -1.54 -0.38 0.27 1.34 1.30 (3%) 0.14 (90%) 0.51 (62%)
USN3 -0.56 2.22 1.94 0.56 1.53 2.78 2.50 (10%) 1.12 (60 %) 2.09 (25%)
VIMS -1.39 -0.15 -0.06 -1.35 -0.76 1.24 1.33 (-7%) 0.04 (97%) 0.63 (49%)
VTSP 0.16 -2.32 -2.79 -0.06 -1.09 2.48 2.95 (-19%) 0.22 (91%) 1.25 (50%)
WES2 -0.03 -1.80 -1.79 -1.35 -0.81 1.77 1.76 (1%) 1.32 (25%) 0.78 (56%)
USA . . . . . 1.19 1.24 (-4%) 0.41 (65%) 0.94 (24%)

moy. . . . . . 1.49 1.48 (1%) 0.94 (37%) 1.10 (26%)

Table 5.10 – Compilation des résultats obtenus à la suite des calculs en vue de débiaiser les vitesses. Nous avons repris les notations
de la section 4.9 ; r̂0 correspond à la vitesse obtenue grâce à la série non tronquée ; r̂COV

st (respectivement r̂V ARIO
st ) correspond à la

vitesse obtenue grâce à la méthode ACS-EMP1 (respectivement à la méthode ACS-VARIO) appliquée aux séries tronquées. r̂SF
st correspond

à la vitesse obtenue grâce au filtrage spatial appliqué aux séries tronquées. Les lignes « Europe » et « USA » présentent les moyennes
respectives des erreurs en Europe et aux États-Unis. Les vitesses sont exprimées en mm/y. Les pourcentages entre parenthèses montrent
la réduction de l’erreur sur les vitesses par rapport à celle sans prise en compte de la dépendance spatiotemporelle.
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Conclusions et perspectives

En raison du faible coût des stations GNSS permanentes et de la grande
précision de la technique GNSS, un nombre croissant de stations GNSS perma-
nentes sont déployées dans le monde. Les plus anciennes appartenant au réseau
IGS disposent par ailleurs de plus de 24 ans de données. La disponibilité de telles
données (du fait du grand nombre de stations et de la longueur des séries de po-
sitions) rend aujourd’hui possible une étude poussée des corrélations entre séries
temporelles de différentes stations. Or, comme nous l’avons montré dans cette
thèse, cette corrélation est clairement détectable jusqu’à une distance d’environ
5000 km. Elle s’explique par l’origine commune d’une partie du déplacement
physique du sol, en particulier les phénomènes de surcharges, et probablement
par des erreurs systématiques d’origine variée comme des erreurs de modélisa-
tion des orbites de satellites GNSS. Jusqu’à maintenant, cette corrélation entre
séries de coordonnées de stations proches était éliminée par l’intermédiaire de
la méthode dite de filtrage spatial : elle consiste à retirer une moyenne du signal
de déplacement résiduel sur un ensemble de sites proches de la station dont la
série de coordonnées est à filtrer.

Ma thèse a développé une méthodologie alternative afin de tenir compte de
la dépendance spatiale des séries temporelles de positions GNSS en vue d’es-
timer des vitesses de déplacement plus fiables et de permettre la prédiction
de positions de stations (imputation de valeurs manquantes et prédiction dans
le futur) ; la méthodologie proposée s’appuie sur un filtre de Kalman, ce qui
ouvre des perspectives d’intégration plus rigoureuse de la corrélation spatiale
dans le processus d’estimation de l’ITRF. Elle peut se placer plus généralement
dans le contexte de l’estimation d’un repère de référence sous la forme de séries
temporelles de coordonnées, comme proposé par [Dong et al., 1998], et, plus
récemment, par [Wu et al., 2015]. Chaque composante de série temporelle de
coordonnées intègre ainsi un modèle de bruit égal à la somme d’un bruit blanc
variable et d’un processus autorégressif d’ordre 1, utilisable dans un filtre de
Kalman. Le filtre de Kalman permet alors de paramétrer une dépendance spa-
tiale entre les innovations des processus autorégressifs précités, possibilité que
nous avons utilisée.

Plusieurs modèles de dépendance spatiale et le modèle n’en tenant pas
compte ont été comparés. Parmi les modèles tenant compte de la dépendance
spatiale, un modèle est basé sur l’utilisation de la covariance empirique et un
second sur l’utilisation de variogrammes. Au-delà des considérations théoriques,
la covariance empirique a l’avantage d’être plus facilement maniable. La valida-
tion croisée, technique statistique de sélection de modèles, permet de comparer
ces trois modèles dans une visée prédictive au sens large (imputation des va-
leurs manquantes, prédiction dans le futur), tout en évitant une complexification
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inutile du modèle (surapprentissage). Nous utilisons trois jeux de données com-
posés d’une dizaine de stations ; chaque jeu de données est associé à une des
trois régions du monde : l’Europe, les Caraïbes et la côte est des États-Unis.
Pour les stations en Europe et aux États-Unis, les deux modèles tenant compte
de la dépendance spatiale sont largement meilleurs en termes de validation croi-
sée que le modèle ne la prenant pas en compte ; dans ces régions, l’utilisation
de variogrammes aboutit de plus à de meilleurs résultats pour la composante
verticale par rapport à l’utilisation de la covariance empirique (pour les com-
posantes horizontales, cette supériorité est un peu moins nette). Cependant, la
prise en compte de la dépendance spatiale aux Caraïbes fournit un résultat plus
contrasté, bien que très légèrement meilleur qu’un modèle sans prise en compte
de la corrélation spatiale. Il semble ainsi que la prise en compte des dépen-
dances spatiales fonctionne mieux dans les zones continentales que des zones
océaniques (notamment lorsque les stations sont sur plusieurs îles différentes)
ce qui est conforme à l’intuition physique. Ce travail de validation gagnerait
toutefois à être complété sur des zones plus étendues.

Un autre résultat principal de ce travail est donc la production d’un modèle
générique de corrélations spatio-temporelles de séries de coordonnées GNSS basé
sur un variogramme. Ce modèle pourra être repris dans des travaux futurs. Un
second résultat pertinent est l’amélioration de la détermination de la vitesse de
séries courtes lorsque la dépendance spatiale est prise en compte à hauteur de
37 %.

Une des difficultés rencontrées dans cette thèse est l’impossibilité d’implé-
menter du bruit de scintillation dans un filtre de Kalman. Si nous avons choisi
un modèle simple sous la forme d’un AR(1), une perspective de travail perti-
nente serait l’étude d’une meilleure approximation du bruit de scintillation sous
la forme d’un modèle espace-état. L’objectif est de fournir le meilleur compromis
en termes de nombre de paramètres explicatifs pour modéliser de manière fine le
bruit de scintillation sans pour autant tomber dans le piège du surapprentissage.
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Annexe A

Posters et présentations

Les posters et présentations que j’ai présentés sont les suivants :
— Benoist, C., X. Collilieux, P. Rebischung, Z. Altamimi, L. Bel, K. Cha-

nard, O. Jamet and L. Métivier (2018). Spatial correlations in IGS sta-
tion position time series, European Geosciences Union General Assembly
2018, apr. 2018.

— Benoist, C., P. Rebischung, L. Métivier, X. Collilieux, Z. Altamimi and O.
Jamet (2017). Analyse statistique des données GNSS en vue d’améliorer
l’ITRF, Journées de la Recherche IGN, mars 2017.

— Benoist, C., P. Rebischung and Z. Altamimi (2016). Vers la prise en
compte de la dépendance spatio-temporelle des séries de position GNSS
dans leur analyse, poster présenté aux Journées de la Recherche de l’IGN,
24-25 mars 2016, Marne la Vallée, France, mars 2016.

— Rebischung, P., J. Ray, C. Benoist, L. Métivier and Z. Altamimi (2015).
Error analysis of the IGS repro2 station position time series, présenté
à l’AGU Fall Meeting 2015, San Francisco, 14-18 December (abstract
G23B-1065)
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Figure A.1 – Poster Spatial correlations in IGS station position time series présenté à l’EGU en 2018.
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Figure A.2 – Poster Vers la prise en compte de la dépendance spatio-temporelle
des séries de position GNSS dans leur analyse présenté aux Journées de la
Recherche en 2016
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Figure A.3 – Poster Error analysis of the IGS repro2 station position time series présenté à l’AGU en 2015
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