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2.1.1 Unicité des solutions faibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.2 Comportement en temps long . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.3 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

i



TABLE DES MATIÈRES
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J’ai été rattaché pendant quelques années à l’équipe-projet REO et je suis actuellement en
délégation au sein de MAMBA. Je remercie les responsables respectifs Jean-Frédéric Gerbeau
et Marie Doumic de la confiance qu’ils ont ainsi placée en moi, en m’offrant de si bonnes
conditions de travail.

Il m’aura fallu quelques années pour comprendre le confort et l’avantage que représentent un
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questions elliptiques et ses réponses qui ne le sont pas, Brigitte pour le Cambodge, François
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ses coupes de champagne, Jacques pour mon coup d’Antastrèss sur Galaxie, Bertrand et ses
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Quel bel exemple de réalisation associative. Et pour le cercle très sélect des utilisateurs de
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Introduction

Ce mémoire recueille des travaux que j’ai effectués depuis le début de ma thèse [T]. Les
modèles auxquels je me suis intéressé sont motivés par des applications, principalement en
aérosolthérapie (transport d’aérosol dans les poumons) et en dynamique des populations. Il
s’agit de systèmes d’équations aux dérivées partielles couplés, reflétant l’interaction entre deux
ou plusieurs constituants (des particules et de l’air en aérosolthérapie, différentes espèces dans
le cas de la dynamique des populations) recouvrant trois familles d’équations aux dérivées
partielles : équations cinétiques, équations de la mécanique des fluides et équations paraboliques
de type réaction/diffusion. Mes activités de recherche relèvent de l’analyse mathématique de
ces systèmes ainsi que de leur approximation et de leur simulation numérique. Il est possible
de les regrouper en deux catégories : d’une part les systèmes fluide/cinétique et d’autre part
les systèmes à diffusion croisée. Afin de donner un peu de corps à cette introduction, je retiens
pour chacune de ces catégories un paradigme qui me servira à présenter mes résultats. De
manière un petit peu cavalière, je ne préciserai ici ni le domaine où sont posées les équations
en jeu ni les conditions aux bords ou initiales considérées. Le but est de pouvoir, à la lecture de
cette introduction, se faire une idée de mes contributions sans avoir à digérer tout le formalisme
qu’exige un énoncé mathématiquement irréprochable. Cet écart à la bienséance sera nettoyé
dans les chapitres suivants où je m’attacherai à énoncer des résultats sous une forme plus
rigoureuse.

Dans le cas des systèmes fluide/cinétique, le paradigme que je retiens est le système de
Vlasov-Navier-Stokes qui modélise l’évolution d’une phase dispersée (le spray) au sein d’un
fluide (de l’air par exemple). Le fluide est décrit par sa vitesse u(t, x) et sa pression p(t, x),
via les équations de Navier-Stokes incompressible. Pour l’aérosol on utilise une fonction de
densité f(t, x, v) représentant sa répartition dans l’espace des phases (position et vitesse des
particules) ; cette densité obéit à une équation de Vlasov. Le système prend alors la forme
suivante :

∂tf + v · ∇xf +∇v · [(u− v)f ] = 0,

∂tu+ (u · ∇)u+∇p−∆u =

ˆ

f(v − u),

∇ · u = 0.

(1)

(2)

(3)

Le couplage s’effectue ainsi dans les deux sens : la force de trâınée alimentant l’équation de
Vlasov (terme (u−v) dans (1)) admet une rétroaction, il s’agit de la force de Brinkman (terme
intégral dans (2)). Ce système synthétise beaucoup des difficultés mathématiques que l’on
rencontre lorsque l’on mélange un spray dans un fluide. Il s’agit également du système que j’ai
le plus étudié, sous de multiples facettes.

Pour les systèmes à diffusion croisée, le paradigme retenu est une légère généralisation du
système SKT introduit par Shigesada, Kawasaki et Teramoto dans [138] (di, aij , γi sont des
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constantes positives) :

∂tu1 −∆
[
(d1 + a12u

γ2
2 )u1

]
= u1r1(u1, u2),

∂tu2 −∆
[
(d2 + a21u

γ1
1 )u2

]
= u2r2(u1, u2).

(4)

(5)

Ici, u1(t, x) et u2(t, x) représentent les densités de deux populations et les fonctions r1, r2 les
termes de reproduction et compétition associés. Un tel système sert à modéliser une interac-
tion complexe entre deux espèces, par laquelle chacune peut agir sur le taux de diffusion de
l’autre : on parle de diffusion croisée lorsque a12 ou a21 est non nul. Le modèle introduit par
Shigesada, Kawasaki et Teramoto correspondait au cas (γ1, γ2) = (1, 1) ci-dessus. En dépit de
leur apparente simplicité, les systèmes à diffusion croisée posent des difficultés insoupçonnées
pour la construction de solutions globales.

Plan du manuscrit

Le premier chapitre est une prolongation naturelle du travail initié durant ma thèse [T]. Le
but de celle-ci était l’étude mathématique du transport d’aérosol au sein du poumon humain.
C’est uniquement dans ce Chapitre 1 que j’évoque des résultats issus de [T], en partie pour
décrire le contexte et introduire le système de Vlasov-Navier-Stokes, mais également pour
souligner les progressions obtenues depuis ; certaines questions posées au courant du mois de
septembre 2006 n’ont eu leur réponse que bien plus tard.

Le chapitre suivant est consacré à différents systèmes fluide/cinétique que j’ai eu l’occasion
d’étudier. Cela inclut le système de Vlasov-Navier-Stokes bidimensionnel par exemple, mais
aussi des variations de celui-ci où l’aérosol comme son interaction avec le fluide peuvent prendre
des formes différentes de celles proposées par le système (1) – (3). Contrairement au précédent
chapitre où le résultat mathématique principal est un théorème d’existence, dans ce Chapitre 2
je passe rapidement sur la construction des solutions (pour laquelle il est possible d’adapter la
routine présentée au Chapitre 1) et me concentre sur des questions relevant de la dérivation
du système, de l’unicité de ses solutions ou bien de leur comportement en temps long.

Le Chapitre 3 contient mes contributions sur les systèmes à diffusion croisée. J’explique
l’apparition de ceux-ci en dynamique des populations et je consacre une section à l’équation
dite de Kolmogorov, dont (4) et (5) sont des cas particuliers. Les principaux résultats de
ce chapitre sont des théorèmes d’existence globale, obtenus sur la base d’outils expressément
conçus pour l’étude de systèmes paraboliques.

J’ai consacré un certain temps à la compréhension de différentes questions de compacité
pour des équations aux dérivées partielles non linéaires. Celles-ci se sont en général invitées
dans mon activité de recherche par le biais d’un passage à la limite problématique (pour une
preuve d’existence ou une analyse asymptotique). J’ai préféré les présenter dans un chapitre
dédié plutôt que de les reléguer à l’annexe de ce manuscrit, ces résultats étant formulés de
manière à pouvoir être utilisés dans plus de contextes qu’un jeu d’équation précis. De fait, tout
au long de ce mémoire, les résultats compilés dans ce Chapitre 4 seront régulièrement évoqués.

Le plan précédent est un aveu d’échec. J’ai en effet d’abord cherché un angle de présentation
original qui contournerait la scission “fluide/cinétique” — “diffusion croisée”, car il n’échappera
pas au lecteur que dans tous les travaux présentés des difficultés similaires se cachent. Mes
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tentatives ayant systématiquement abouti à un plan fouillis et quelque peu inharmonieux, je
me suis rabattu sur l’organisation triviale précédente, en séparant ces deux thèmes. En guise
de compensation, je propose ci-après une présentation transverse de mes résultats. Elle suit
l’ordre idéalisé selon lequel j’aurais souhaité étudier ces différents systèmes. La chronologie de
mes publications ne correspond bien sûr aucunement à celui-ci car la recherche ne s’ordonne
pas, on la suit !

Dérivation

La plupart des équations dont il sera question dans ce mémoire ont pour but la description
d’un phénomène physique, biologique ou écologique. Mon travail en tant que mathématicien
appliqué s’est principalement concentré sur l’analyse des équations en elles-mêmes ou leur
approximation numérique, mais je me suis aussi régulièrement interrogé sur l’origine de ces
équations. C’est une question légitime tant du point de vue de la modélisation que de l’analyse
mathématique, car la pertinence physique du système est souvent à la source de propriétés
cruciales dans l’étude des équations en jeu (fonctionnelle de Lyapunov, dissipation etc). Il est
possible de convaincre son intuition du bien-fondé d’un modèle en procédant “à la physicienne”,
mais pour un esprit un peu formaliste les bilans d’énergie sur des domaines élémentaires ou les
manipulations algébriques olé-olé ne sont pas des moments très agréables à vivre. Un moyen
existe de concilier la rigueur mathématique avec cette exigence de justification de modèles, il
consiste à réaliser ceux-ci comme limite (en un sens à définir) de modèles plus simples, qui eux-
mêmes seraient justifiés etc. Cela s’appelle la dérivation de modèle. Bien évidemment, il faudra
bien, quelque part, admettre qu’une équation modélise un phénomène donné. De ce point de
vue, la dérivation de modèle devient une théorie axiomatique comme une autre et tout le jeu
est d’essayer de réduire le nombre de postulats de départ. Sans même atteindre l’ambition du
sixième problème de Hilbert (“[...] de la vision atomiste aux lois du mouvement du continu.”),
réussir à articuler un dialogue entre différents modèles via des processus limitatifs est une tâche
que j’ai trouvé particulièrement difficile. D’où mon faible nombre de contributions sur le sujet,
et ce n’est pas faute d’avoir essayé.

J’ai pour la première fois étudié une limite de ce type avec Franck Sueur, à l’occasion
de l’article [A6]. Nous sommes partis des travaux [81, 82] de Glass et. al. dans lesquels un
système fluide/vortex est lui-même dérivé à partir d’un système fluide/solide. Considérant un
grand nombre de points vortex, nous avons démontré que la mesure empirique associée (une
moyenne arithmétique des masses de Dirac correspondantes) converge vers une fonction de
densité, solution d’une équation de type Vlasov. Il s’agit donc d’une limite de champ moyen
dont le produit est un modèle fluide/cinétique original où, à la différence du système (1) – (3),
l’interaction entre les deux phases se fait par un terme gyroscopique, la présence des particules
alimentant la vorticité du fluide. Je présente ce système dans la Section 2.4 du Chapitre 2.

Pour les systèmes fluide/cinétique avec une interaction de type “force de trâınée”, j’ai étudié
en collaboration avec Saad Benjelloun et Laurent Desvillettes dans [A8] une limite singulière
reliant un système fluide/cinétique bidispersé à un système fluide/cinétique non homogène
en la densité du fluide. Dans le modèle de départ, deux types de particules coexistent, de
rayons r1 < r2, les particules de rayon r2 pouvant se fragmenter en particules de rayon r1
(qui, elles, ne se fragmentent pas). Cela revient à ajouter au système (1) – (3) une équation
portant sur une autre fonction de densité, les deux équations cinétiques dialoguant entre elles
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via des termes de réactions : pour l’équation décrivant les grosses particules le terme source est
négatif (une partie d’entre elles fragmentent) et inversement le terme source est positif pour
l’équation décrivant les petites particules (avec un facteur correspondant à la conservation
de la masse). Le paramètre asymptotique est le rayon r1 des petites particules : quand on
fait tendre celui-ci vers 0, tout se passe comme si les petites particules se mêlaient au fluide,
alimentant la densité de celui-ci. Nous avons essayé d’établir rigoureusement cette limite, sans
succès malheureusement ; j’évoque les difficultés que nous avons rencontrées à ce sujet dans
la Section 2.3 du Chapitre 2. Nous ne sommes pas revenus complètement bredouilles de cette
tentative, puisque c’est en essayant d’établir cette limite que j’ai découvert un phénomène à
la source de certains résultats de compacité présentés dans le Chapitre 4. Nous reviendrons
là-dessus plus loin.

Plutôt que de chercher à dériver un couplage fluide/cinétique comme (1) – (3) dans sa
globalité, on peut se poser isolément la question de la justification de la force de Brinkman
apparaissant dans le second membre de l’équation (2). Dans la lignée des travaux de [2, 38],
Desvillettes, Golse et Ricci ont réussi dans [54] à récupérer l’expression de la force de Brinkman
à partir d’un système quasi-stationnaire couplant une équation de Stokes dans un domaine
privé d’un nuage de gouttelettes sphériques, via une asymptotique portant sur le (très grand)
nombre et la (minuscule) taille de celles-ci. En collaboration avec Matthieu Hillairet et Franck
Sueur nous avons dans [P1] récemment généralisé cette dérivation au cas de particules non
nécessairement sphériques, produisant ainsi une force de Brinkman qui correspond à un aérosol
“polydispersé en forme”. La méthode utilisée, présentée dans la Section 2.2 du Chapitre 2, diffère
grandement de celle utilisée dans [54] et est inspirée de [90].

Concernant les systèmes à diffusion croisée, j’expose à la fin du Chapitre 3 une question
posée par Fontbona et Méléard dans [70]. Elle peut se formuler ainsi : si dans le système (4) – (5)
les termes uγii sont remplacés par (ui⋆ρn)

γi , où (ρn)n est une approximation de l’unité, récupère-
t-on le système (4) – (5) lorsque (ρn)n tend vers la masse de Dirac ? L’interprétation de cette
limite est claire : à mesure que le support de ρn diminue, la “zone d’influence” dont dispose
chaque espèce sur la diffusivité de l’autre se réduit. Il s’agit donc de passer d’un modèle non
local de diffusion croisée à un système d’interaction ponctuel. L’établissement de cette limite
fournirait bel et bien une dérivation complète du système, car dans [70] Fontbona et Méléard
ont réussi à obtenir, par l’analyse asymptotique d’un processus stochastique à population finie,
une large gamme de systèmes non locaux. Il s’agit d’un problème d’analyse assez ardu, et
ma contribution sur le sujet n’est qu’une réponse partielle : dans [P3] je démontre qu’un tel
passage à la limite est possible mais en imposant au système d’être triangulaire (sans contrainte
sur sa taille), avec des coefficients de diffusion tronqués.

Estimation

Avant même de savoir si une solution au système étudié existe ou non, la pratique d’une
analyse a priori des équations aux dérivées partielles en jeu est une étape révélatrice. C’est une
posture quasi philosophique 1 : l’objet qui n’est pas encore construit (ou découvert ?) fournit les
outils nécessaires à sa confection. Parfois, l’adéquation du système avec le phénomène physique
qu’il décrit est suffisamment forte pour conduire facilement à la conservation ou à la dissipation

1. Pour citer l’un de mes co-auteurs on peut prendre Sartre à contre-pied et dire qu’ici l’essence précède

l’existence !
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d’une fonctionnelle. C’est par exemple le cas pour l’énergie cinétique du système (1) – (3) dont
on vérifie la décroissance au cours du temps. Cette propriété joue un rôle fondamental dans
le Chapitre 1 aussi bien pour l’analyse mathématique de ce système que pour la validation
numérique de son implémentation.

Mais la situation n’est pas toujours aussi aisée et il peut arriver que la compréhension du
système soit en partie paralysée par l’absence de fonctionnelle de Lyapunov connue. À ce titre
le système (4) – (5) dans le cas (γ1, γ2) = (1, 1) est un exemple marquant. Je propose un état
de l’art sur la question dans la Section 3.3 du Chapitre 3, en expliquant comment l’existence de
solutions globales au système SKT fut débloquée par la découverte d’une structure entropique
cachée. La généralisation de cette structure occupe une bonne part de la suite de ce chapitre.

Notons enfin que les estimations a priori ne prennent pas toujours la forme d’une loi
de conservation ou de dissipation. L’exemple crucial du lemme de dualité est donné dans la
Section 3.2 du Chapitre 3. Il s’agit d’un outil fondamental dans l’étude des systèmes à diffusion
croisée et son utilisation dans ce cadre est l’une des caractéristiques de mes contributions sur
le sujet.

Approximation

Si la dérivation du système est formelle mais que celui-ci dispose effectivement d’estimations
a priori, on peut chercher à construire des solutions. Malheureusement des systèmes tels que
(1) – (3) ou (4) – (5) sont trop raides pour être étudiés directement. L’étape d’approximation
consiste à introduire un système modifié, qui se doit d’être structurellement proche du système
de base afin que les propriétés essentielles (fonctionnelles de Lyapunov ou positivité des solu-
tions par exemple) y résonnent encore. Mais il faut aussi que cette relaxation soit suffisamment
souple pour que son analyse mathématique soit réellement plus simple que le système de départ
et permette par exemple la mise en place sereine d’une procédure de point fixe.

Cette étape d’approximation est souvent négligée dans la littérature, considérée comme un
“détail technique” qu’il n’est pas toujours nécessaire d’expliciter. C’est dommage car en plus
de fournir une présentation complète de la preuve d’existence, elle est parfois très instructive
sur le système et peut même être à l’origine d’un schéma numérique efficace qui permettrait
de simuler celui-ci.

J’ai essentiellement participé à la conception de deux approximations de ce type, l’une
correspondant aux systèmes fluide/cinétique de type Vlasov-Navier-Stokes, l’autre pour des
systèmes à diffusion croisée. Pour les premiers, en collaboration avec Laurent Boudin et Céline
Grandmont, il nous aura fallu plusieurs tentatives depuis la première parue dans [A1] (coécrit
avec Laurent Desvillettes) pour aboutir à la routine robuste et versatile utilisée dans [A12].
Cette procédure simplifiée, basée sur l’utilisation des solutions renormalisées de DiPerna et
Lions [57] et une troncature de la vitesse relative des particules, s’applique avec efficacité à
la plupart des systèmes fluide/cinétique présents dans ce manuscrit. Je présente ce schéma
d’approximation une fois pour toutes dans le Chapitre 1, dans le cadre simplifié du tore plat,
en expliquant ensuite les quelques difficultés qui se présentent lorsqu’on l’utilise sur un domaine
à bord dépendant du temps (qui est le cadre étudié dans [A12]). L’aspect explicite de cette
approche (la vitesse fluide est donnée pour déplacer l’aérosol) se retrouve dans le schéma
numérique introduit dans [T] afin de simuler le système (1) – (3) dans le cadre réaliste du
transport de particules dans les voies pulmonaires. Le travail [A9] effectué en collaboration avec
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les auteurs de [A12] et Alexander Lorz a permis de valider numériquement ce schéma et son
implémentation pour une large gamme de paramètres (finesse de maillage ou du pas de temps,
poids numérique des particules etc.) à l’exception de certains cas extrêmes où la décroissance
de l’énergie du système n’est plus conservée. Ces situations pathologiques semblent liées au
caractère explicite du schéma et pourraient peut-être s’expliquer par une sorte de condition
CFL cachée pour ce système. Je décris plus en détail cette difficulté à la fin du Chapitre 1.

De la même manière que précédemment, pour les systèmes à diffusion croisée le premier
schéma introduit ne fut pas celui retenu par la suite. Avec Laurent Desvillettes et Thomas Le-
poutre, nous inspirant du changement de variable entropique utilisé par Chen et Jüngel dans
[30] pour le modèle SKT, nous avions dans [A7] “bricolé” une adaptation pour les systèmes (4)
– (5) dans les cas 0 < γ1, γ2 < 1. Le terme entre guillemets est un peu fort, mais la procédure
développée reposait sur une compilation de constructions techniques assez lourdes. Rejoints
par Ariane Trescases, nous avons considéré une toute autre approche en concevant un schéma
générique pour les systèmes d’équations paraboliques quasi-linéaires ayant un cadre d’applica-
tion très large. Cette procédure d’approximation (présentée et utilisée pour la première fois
dans [A10]) pourrait également être employée à des fins numériques. Je consacre la Section 3.5
du Chapitre 3 à la présentation de ce schéma en expliquant comment celui-ci permet de trans-
porter efficacement deux des caractéristiques fondamentales des systèmes à diffusion croisée
étudiés : la structure entropique et les estimations de dualité.

Compacité

Une fois le schéma posé, la non linéarité des systèmes (1) – (3) et (4) – (5) requiert de
la compacité forte pour être en mesure de passer à la limite dans chacun des termes de ces
équations. Pour plusieurs articles présentés dans ce mémoire, il sera question de situations où
le classique lemme d’Aubin-Lions ne s’applique pas : domaine dépendant du temps, contrainte
non linéaire, discrétisation de la variable de temps etc. J’ai proposé dans [A11] plusieurs
variantes du lemme précédent assorties de preuves — à ma connaissance — nouvelles. Les
deux situations “exotiques” considérées sont : le cas où seul le gradient d’une fonction de la
suite (un)n est contrôlé (typique des équations paraboliques dégénérées par exemple), et le
cas où le domaine considéré n’est pas cylindrique, i.e. où l’ensemble des valeurs prises par la
variable d’espace dépend du temps. L’un des ingrédients techniques utilisés dans [A11] est
une proposition permettant de passer à la limite faible dans un produit qui évoque par ses
hypothèses les résultats de compacité par compensation de Murat et Tartar [129, 143], sans
relever directement de cette théorie. L’embryon de cette méthode était déjà présent dans [A8],
mais c’est le traitement d’une non linéarité sévère issue d’un système à diffusion croisée qui m’a
finalement guidé vers la version présente dans [A11]. En collaboration avec Clément Cancès
et Boris Andreianov, nous avons généralisé ce résultat dans [A15] et exploré son adaptation
au cadre discret à l’aide du formalisme des gradient schemes. Ces résultats sont présentés dans
les quatre premières sections du Chapitre 4.

Notons que le passage à la limite dans un schéma d’approximation n’est pas la seule raison
qui peut motiver l’utilisation d’un théorème de compacité. La réponse partielle à la question
de Fontbona et Méléard évoquée plus haut (article [P3]) a nécessité un résultat de compacité
prenant une forme totalement différente de celle du lemme d’Aubin-Lions. Le cadre est celui
d’une équation de diffusion de Kolmogorov (comme le sont les équations (4) et (5)) et le
théorème permet de transformer de la compacité L1 pour le coefficient de diffusion (présent à
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l’intérieur du laplacien) en de la compacité L2 pour la solution elle-même. Ce résultat, présenté
dans le Chapitre 4 dans le cadre des solutions duales introduites au Chapitre 3 est au cœur de
l’analyse menée dans [P3].

Solutions globales

Plusieurs articles présentés dans ce manuscrit ont pour but principal la construction de
solutions globales (faibles) à un système d’équations dont la structure se rapproche de (1) –
(3) ou de (4) – (5). Dans la plupart des cas, cela se fait par le procédé classique d’approxima-
tion/compacité, sur la base des outils présentés dans les trois derniers paragraphes de cette
introduction. L’existence de solutions faibles globales pour le système (1) – (3) a par exemple
été établie dans [A1] dans le cas du tore plat, puis dans un cadre plus réaliste dans l’article
[A12] ; ces résultats sont présentés dans le Chapitre 1. Les articles [A6,A8,A16,P2] traitent
également du système de Vlasov-Navier-Stokes ou de variantes de celui-ci et même si la théorie
d’existence n’était pas le but principal de ces collaborations, elle fut en général traitée et est
(au moins) mentionnée dans le Chapitre 2. Les articles [A6,A7,A10,A14] établissent l’exis-
tence de solutions globales à des versions (de plus en plus) généralisées du système (4) – (5), ils
sont tous présentés dans le Chapitre 3. À la fin de ce chapitre je présente le résultat principal
obtenu dans [P3] qui fournit également un résultat d’existence globale, cette fois-ci par une
analyse asymptotique.

Dans le cas de la dimension 2, il est possible d’en dire plus sur les solutions faibles du système
de Vlasov-Navier-Stokes. Leur unicité a fait l’objet de l’article [P2], écrit en collaboration
avec Daniel Han-Kwan, Évelyne Miot et Iván Moyano ; je présente ce résultat au début du
Chapitre 2. Ce même système, pour une configuration géométrique précise, admet des états
d’équilibres non triviaux et ceux-ci décrivent le comportement de la solution en temps long,
pour des données initiales bien préparées. Avec Olivier Glass et Daniel Han-Kwan nous avons
mis en évidence ces solutions stationnaires et étudié leur stabilité dans l’article [A16] ; je
présente ces résultats dans la Section 2.1.2 du Chapitre 2.
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Notations

Dans ce manuscrit le seul opérateur différentiel portant sur la variable de temps est ∂t ;
sans indices les symboles ∇ ou ∆ réfèrent à la variable d’espace.

La norme d’un espace fonctionnel E sera toujours notée ‖ · ‖E , exception faite des espaces
Lp pour lesquels nous utiliserons souvent la notation ‖ · ‖p, si il n’y a pas d’ambigüıté. La
norme euclidienne sur RN est simplement notée | · |. Ce même symbole appliqué à une partie
mesurable de R

N désignera la mesure de Lebesgue de celle-ci.

Pour k ∈ N, p ∈ [1,∞] et m ∈ Z la notation usuelle pour les espaces de Sobolev Wk,p ou
Hm est adoptée. Le sigle L log L fait référence à l’espace de Birnbaum-Orlicz pour la fonction
|x| log+ |x|, BV à celui des fonctions à variations bornées et Lip à celui des fonctions lipschit-
ziennes. La lettre D désigne l’espace des fonctions tests (régularité infinie et support compact),
et D ′ celui des distributions.

Tout au long de ce mémoire A . B sera utilisé pour signifier A ≤ CB, pour une constante C
dont nous préciserons systématiquement la dépendance précise vis-à-vis des variables considérées.

Quelques notations de ce manuscrit ne sont pas tout à fait standards :

• L’ajout de “div” en indice d’un espace fonctionnel signifie que l’on travaille avec les
champs de vecteurs à divergence (en la variable spatiale) nulle. Ainsi, Ddiv(R

3) est
l’ensemble des fonctions vectorielles ϕ ∈ D(R3) telles que ∇ · ϕ = 0.

• Les symboles ∈̇ et ∈̈ s’appliquent aux suites et signifient respectivement “est bornée
dans” et “admet une sous-suite convergente dans”.

Enfin, le compteur des équations est remis à 0 à chaque début de chapitre ; pour cette raison
un numéro d’équation fait toujours référence au chapitre courant au contraire des théorèmes,
lemmes, propositions, corollaires, définitions ou remarques qui, eux, peuvent être invoqués dans
tout le manuscrit.
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1
Transport de particules dans le poumon

Ce chapitre s’inscrit dans la continuité des travaux initiés dans le mémoire de thèse [T]. Le
but de celle-ci était l’étude (modélisation, analyse mathématique et simulation numérique) du
transport de particules au sein du poumon humain, en vue d’applications en aérosolthérapie.
Nous commencerons par présenter brièvement le modèle introduit dans [T], basé sur un cou-
plage fluide/cinétique où l’interaction entre les deux phases est incarnée par l’opposition entre
la force de trâınée et la force de Brinkman. Nous aborderons ensuite la construction d’une so-
lution faible globale au modèle complet. Il s’agit d’une analyse prenant sa source dans [A1] et
ayant abouti récemment à [A12]. Ce dernier article prolonge en effet l’analyse mathématique
initiée dans [A1] à un cadre plus réaliste, en prenant en compte la dépendance en temps du
domaine. Enfin, nous présenterons un travail de validation numérique publié dans [A9] portant
sur le schéma numérique proposé dans [T] et son implémentation au sein d’une bibliothèque
d’éléments finis.

1.1 Le modèle

Le modèle que nous allons présenter a été introduit en détail dans [T]. Il consiste en un
problème couplé fluide/cinétique, hérité des travaux pionniers de Williams [151] et O’Rourke
[131], considéré dans un domaine dépendant du temps. Ce dernier aspect constitue l’innova-
tion la plus marquante de notre modèle. Il s’agit d’un cadre pertinent pour la description du
transport de particules dans les voies aériennes pulmonaires, car certaines d’entre elles sont
effectivement mobiles durant la respiration.

Nous ne traiterons pas ici des justifications physiologiques du modèle, pour lesquelles nous
renvoyons à [T]. Mentionnons simplement qu’il s’applique aux voies aériennes supérieures de
l’arbre bronchique (les dix à quinze premières générations), pour un transport de particules
massives (de diamètre ≥ 50µm si on les considère sphériques). Dans un souci de simplification,
nous nous autoriserons donc à normaliser certaines constantes du système vis-à-vis desquelles
l’analyse numérique ou mathématique du problème est totalement insensible.
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CHAPITRE 1. TRANSPORT DE PARTICULES DANS LE POUMON

1.1.1 Le domaine

Pour prendre en compte la dépendance en temps du domaine, nous considérons une appli-
cation de classe C 1

A : R+ × R
3 −→ R

3

(t, x) 7−→ A(t, x) = At(x),

telle que, pour tout t ≥ 0, At est un C 1-difféomorphisme et telle que A0 = IdR3 . On se donne
ensuite un ouvert de référence Ω borné, connexe et à frontière lipschitzienne. Notre domaine
temps/espace est alors fourni par le déplacement de Ω au cours du temps. Plus précisément,
on fixe un intervalle d’étude [0, T ] ⊂ R+ et on pose pour tout t dans celui-ci, Ωt := At(Ω). Le
domaine considéré est alors l’ensemble

Ω̂ :=
⋃

0<t<T

{t} × Ωt. (1)

Il nous sera également utile d’introduire le bord “spatial” de ce domaine, soit l’ensemble

Γ̂ :=
⋃

0<t<T

{t} × ∂Ωt, (2)

ainsi que le bord équivalent pour l’espace des phases Σ̂ = Γ̂× R
3.

1.1.2 L’équation fluide

Le fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes incompressible à densité constante,
par l’intermédiaire de sa vitesse u : Ω̂ → R

3 et sa pression p : Ω̂ → R. En normalisant la densité
du fluide pour simplifier et en notant η sa viscosité, ces équations s’écrivent, pour (t, x) ∈ Ω̂ et
un champ de force volumique F : Ω̂ → R

3 s’appliquant au fluide,

∂tu+ (u · ∇)u− η∆u+∇p = F,

∇ · u = 0.

(3)

(4)

1.1.3 L’équation cinétique

Nous nous plaçons, selon la classification introduite par O’Rourke dans [131], sous l’hy-
pothèse d’un spray fin : la fraction volumique de l’aérosol au sein du fluide ainsi que les colli-
sions entre les particules sont toutes les deux négligées, mais on considère que l’aérosol dans
son ensemble ne se contente pas de subir l’action du fluide et agit sur lui en retour. L’aérosol
est représenté par une fonction de densité f dépendant du temps t, de la position x et de la
vitesse v des particules. La fonction de densité est alors solution de l’équation de Vlasov, pour
(t, x) ∈ Ω̂ et v ∈ R

3,

∂tf + v · ∇xf +∇v · [Af ] = 0, (5)

où A : Ω̂×R
3 → R

3 est un champ de vecteurs représentant l’accélération subie par les particules
de l’aérosol. Ce champ est décrit dans le paragraphe suivant.
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1.1. LE MODÈLE

1.1.4 Le système couplé

Le couplage s’effectue par le biais des champs de vecteurs A et F introduits précédemment.
La loi de Stokes exprime l’action d’un fluide incompressible de viscosité ν > 0, de vitesse u,
sur une particule immergée dans le fluide en x à l’instant t, par l’intermédiaire de la force de
trâınée, laquelle prend la forme suivante pour une particule de rayon r et de vitesse v

6πηr(u(t, x) − v).

Si les particules considérées ont pour masse m, l’accélération perçue par celles-ci est donc
donnée par le champ de vecteurs

A(t, x, v) :=
6πηr

m
(u(t, x)− v).

En retour de cette accélération fournie par le fluide, les particules appliquent sur lui une force
de rétroaction appelée parfois force de Brinkman dans la littérature, laquelle s’exprime ainsi :

F(t, x) := −
ˆ

R3

A(t, x, v)f(t, x, v) dv.

Le système de Vlasov-Navier-Stokes est le couplage obtenu entre les équations introduites
précédemment lorsque l’échange entre les deux phases s’opère par l’accélération de trâınée et
la force de Brinkman. Il s’écrit, après normalisation des constantes,

∂tf + v · ∇xf +∇v · [(u− v)f ] = 0,

∂tu+ (u · ∇)u−∆u+∇p =
ˆ

R3

(v − u)f,

∇ · u = 0,

(6)

(7)

(8)

et nous l’étudierons par la suite pour (t, x) ∈ Ω̂ et v ∈ R
3.

1.1.5 Conditions aux bords

En un point x ∈ Ωt, le domaine se déplace avec la vitesse

w(t, x) := Ȧt(A−1
t (x)).

Nous considérons la condition de Dirichlet suivante pour le fluide

u = w, sur Γ̂. (9)

Si nt désigne le champ de vecteur normal sortant sur ∂Ωt, les ensembles suivants décrivent les
différents scénarios possibles pour une particule appartenant à Σ̂.

Σ̂± = {(t, x, v) ∈ Σ̂ | ± (v − w(t, x)) · nt(x) > 0},
Σ̂0 = {(t, x, v) ∈ Σ̂ | (v − w(t, x)) · nt(x) = 0}.

Nous considérons une condition d’absorption pour l’aérosol qui s’exprime ainsi :

f = 0 sur Σ̂−. (10)
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CHAPITRE 1. TRANSPORT DE PARTICULES DANS LE POUMON

Remarque 1.1. Les conditions aux bords précédentes sont cohérentes avec l’étude du transport
de particules dans les voies respiratoires : les parois de celles-ci sont recouvertes de mucus.
Notons toutefois que pour les simulations numériques évoquées à la fin de ce chapitre, nous
avons en général partitionné le bord ∂Ωt en trois parties correspondant à l’entrée, la sortie et
la paroi du domaine. Seule la dernière est une frontière physique (où les conditions aux bords
précédentes sont considérées).

1.1.6 Énergie du système

La fonctionnelle suivante, représentant l’énergie cinétique totale du système à l’instant t,
est au cœur de l’analyse que nous nous proposons de mener dans les paragraphes suivants :

Ê(t, f, u) =
1

2

ˆ

Ωt

ˆ

R3

f(t)|v|2 + 1

2

ˆ

Ωt

|u(t)|2. (11)

En utilisant la formule de Reynolds pour une fonction scalaire Φ : Ω̂ → R

d

dt

ˆ

Ωt

Φ(t) =

ˆ

Ωt

∂tΦ(t) +

ˆ

∂Ωt

Φ(t)w(t) · nt,

on peut alors montrer formellement (voir [A12]) l’existence d’une fonction croissante continue
γ : R+ → R+ ne dépendant que de (f(0), u(0)) et w pour laquelle

Ê(t, f, u) +

ˆ t

0

ˆ

Ωs

|∇u|2 +
ˆ t

0

ˆ

Ωs

ˆ

R3

f |u− v|2 ≤ γ(t). (12)

Remarque 1.2. Dans le cas particulier d’un domaine fixe, on peut dans (12) prendre γ(t) =
Ê(0, f(0), u(0)) : l’énergie du système est décroissante (voir [A9]).

1.2 Solutions faibles globales : le cas du tore plat

La construction de solutions faibles pour des problèmes couplés fluide/cinétique est à l’ori-
gine d’une littérature riche datant d’une vingtaine d’années. En se limitant au cas d’un fluide
visqueux et incompressible et en omettant les articles évoqués dans ce manuscrit, citons au
moins les premiers articles [7, 87] et les plus récents [157] (condition de réflexion au bord), [146]
(fluide inhomogène) ou [36] (solutions plus régulières pour des données petites). En ajoutant
un terme de dissipation à l’équation cinétique (de type Fokker-Planck) la structure du système
s’enrichit et permet la construction de solutions plus régulières proche d’un équilibre max-
wellien, lequel bénéficie en général d’une certaine stabilité, voir par exemple [A2,A5] et [26].
Pour ces systèmes, certaines limites hydrodynamiques sont même possibles, voir par exemple
[84, 85].

Durant la thèse [T], en collaboration avec Laurent Boudin, Laurent Desvillettes et Céline
Grandmont nous avons établi l’existence de solutions faibles globales pour le système de
Vlasov-Navier-Stokes considéré sur le tore plat tridimensionnel. Ce travail, publié dans [A1], a
constitué un premier pas vers l’analyse complète de ce système. Il s’agissait bien sûr d’une sim-
plification considérable du modèle présenté dans la Section 1.1 (et introduit dans [T]) mais cela
nous a permis de mettre en évidence les principales difficultés liées à la structure du système.
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1.2. SOLUTIONS FAIBLES GLOBALES : LE CAS DU TORE PLAT

La fonctionnelle suivante est l’analogue pour le tore de celle introduite en (11) :

E(f, u) :=
1

2

ˆ

T3

ˆ

R3

|v|2f +
1

2

ˆ

T3

|u|2 (13)

Les solutions construites reposent sur l’identité (formelle) suivante, obtenue après multiplica-
tion de l’équation fluide par u, de l’équation cinétique par |v|2/2 et d’intégrations par parties
adéquates :

d

dt
E(f, u)(t) +

ˆ

T3

|∇u(t)|2 +
ˆ

T3

ˆ

R3

|v − u(t)|2f(t) = 0. (14)

Remarque 1.3. Contrairement au cas du modèle complet, on a ici une égalité. La décroissance
de l’énergie est exactement compensée par la dissipation du fluide et du travail entre les deux
phases (deuxième et troisième termes du membre de gauche), car aucune particule ne sort du
domaine.

Cette identité formelle dessine le cadre fonctionnel dans lequel nous nous plaçons pour
construire nos solutions. Elle invite à un jeu d’hypothèses minimal sur les données initiales,
que nous retiendrons autant pour le cas du tore plat que pour le cas d’un domaine à bord
dépendant du temps :

Définition 1.1. Soit Ω = T
d ou un ouvert de R

d. On dit que (fin, uin) est une condition initiale

admissible pour le système (6) – (8) si

0 ≤ fin ∈ L1 ∩ L∞(Ω× R
d),

(x, v) 7→ fin(x, v)|v|2 ∈ L1(Ω× R
d),

uin ∈ L2
div(Ω).

Dans le cas du tore plat, les solutions faibles (f, u) que nous construisons ont la régularité
suivante : il s’agit d’une solution renormalisée pour la composante cinétique et d’une solution
de Leray pour la composante fluide, i.e.

f ∈ L∞
loc(R+; L

1 ∩ L∞(T3 × R
3)) et u ∈ L∞

loc(R+; L
2
div(T

3)) ∩ L2
loc(R+; H

1
div(T

3)).

À l’aide de l’identité d’énergie (pour contrôler les moments de f), nous sommes alors en mesure
d’écrire une formulation faible du système (6) – (8) où tous les éléments présents sont bien
définis au sens des distributions, la pression disparaissant par l’utilisation de fonctions tests à
divergence nulle. Le théorème principal établi dans [A1] est le suivant.

Théorème 1.1. Pour toute condition initiale admissible (fin, uin) il existe une solution faible
globale (f, u) au système (6) – (8) considéré sur R+ × T

3 × R
3 vérifiant pour presque tout

t ∈ R+

E(f, u)(t) +

ˆ t

0

ˆ

T3

|∇u|2 dxds+
ˆ t

0

ˆ

T3

ˆ

R3

|v − u|2f dv dxds ≤ E(fin, uin). (15)

La preuve que nous avons mis en place dans [A1] repose sur une méthode standard : on
prouve l’existence d’une solution pour un système approché par un théorème de point fixe,
et on relaxe les paramètres de régularisation par un argument de compacité. Dans pareille
situation (méthode de compacité avec une estimation d’énergie connue), la saveur de la preuve
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CHAPITRE 1. TRANSPORT DE PARTICULES DANS LE POUMON

est presque entièrement contenue dans le processus d’approximation choisi, et la littérature en
a fourni un grand nombre pour les couplages fluide/cinétique (voir [7, 87, 146, 157]). Nous ne
présenterons volontairement pas le processus d’approximation utilisé dans [A1] : il se trouve
que l’on a fait mieux depuis ! Les prémices de la méthode que nous allons présenter se trouvent
dans [A8], et sa forme actuelle a pour la première fois été écrite à l’occasion de [A12]. Il s’agit
d’un schéma d’approximation suffisamment robuste pour s’appliquer sans trop de difficulté à
tous les systèmes couplés fluide/cinétique présents dans ce manuscrit (cas de l’espace entier,
cas d’un domaine à bord, cas à densité variable, que nous aborderons dans le Chapitre 2),
aussi le présentons-nous une fois pour toute. Nous choisissons de détailler la procédure dans
le cas du tore plat plutôt que celui du modèle complet pour simplifier la présentation. Nous
reviendrons toutefois en Section 1.3 sur les difficultés spécifiques au domaine à bord dépendant
du temps, rencontrées à l’occasion de [A12].

Sans perte de généralité, nous travaillons sur un intervalle [0, T ] fixé. Nous supposons de
plus que uin ∈ H1

div(T
3) et que fin est à support compact. Ces deux hypothèses supplémentaires

sur les données pourront être relaxées à la fin de notre preuve, par un argument de compacité.
On fixe ensuite ϕ ∈ C∞(T3) (destinée à être remplacée par une approximation de l’unité) et
χ : R3 → R

3 une fonction impaire, bornée, satisfaisant 0 ≤ z · χ(z) et |χ(z)| ≤ |z| pour tout
z ∈ R

3. On considère ensuite le système suivant (la convolution porte en la variable spatiale
uniquement)

∂tf + v · ∇xf +∇v · [χ(u− v)f ] = 0,

∂tu+ (u ⋆ ϕ · ∇)u+∇p−∆u =

ˆ

R3

χ(v − u)f,

∇ · u = 0.

(16)

(17)

(18)

Introduisons l’espace V := L2(0, T ; H1
div(T

3)) sur lequel nous allons invoquer le théorème de
point fixe de Schaefer (on renvoie à l’Annexe A pour un énoncé). Partant de u ∈ V , on note
tout d’abord fu l’unique solution renormalisée (au sens de DiPerna-Lions [57]) de l’équation
(16) avec donnée initiale fin. Ensuite, pour tout σ ∈ [0, 1], on pose Θ(σ, u) = ũ où ũ est la
solution de l’équation de Navier-Stokes régularisée suivante (avec condition initiale σuin)

∂tũ+ (ũ ⋆ ϕ) · ∇ũ−∆ũ+∇p = σ

ˆ

R3

χ(v − u)fu,

∇ · ũ = 0.

(19)

(20)

Bien évidemment, lorsque σ = 0, on récupère Θ(σ, u) = 0, par unicité de la solution de
l’équation de Navier-Stokes régularisée.

Compacité de l’application Θ. Puisque χ est une fonction bornée et que fin est à
support compact, fu l’est également (et ce, indépendamment de u) ; en particulier la norme
L2(0, T ; L2(T3)) du terme source

σγ

ˆ

R3

χ(v − u)fu

est bornée pour tout u par une constante ne dépendant que de fin (puisque σ ≤ 1). La
compacité nécessaire est ensuite fournie par la régularisation de l’équation de Navier-Stokes
(car la donnée initiale est H1

div(T
3)).

Continuité de l’application Θ. Si (σn)n → σ et (un)n → u dans V , la stabilité des
solutions renormalisées [57, Thm. II.4] implique que (fun)n converge vers fu en un sens suffi-
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1.3. RETOUR AU MODÈLE COMPLET

samment fort pour passer à la limite dans le terme source de l’équation fluide. La compacité
établie de Θ assure ensuite que (ũn)n ∈̈V et la seule valeur d’adhérence possible est l’unique
solution de l’équation de Navier-Stokes régularisée avec pour terme source :

σ

ˆ

R3

χ(v − u)fu dv,

c’est-à-dire ũ.

Estimation a priori des points fixes. Si u = Θ(σ, u) = ũ, en multipliant (19) par u et
(16) par σ|v|2/2 on obtient après intégrations par parties (justifiées au vu de la régularité des
solutions considérées)

E(σfu, u)(t) +

ˆ t

0

ˆ

T3

|∇u|2 + σ

ˆ t

0

ˆ

T3

ˆ

R3

(v − u) · χ(v − u)fu = E(σfin, σuin),

où E est la fonctionnelle introduite en (13). Puisque z · χ(z) ≥ 0, l’identité précédente assure
que les points fixes éventuels de Θ(σ, ·) ont tous une norme dans V plus petite qu’une constante
ne dépendant que de fin et uin (car σ ≤ 1). Le théorème de Schaefer s’applique donc et on
dispose d’une solution (f, u) au problème approché (16) – (18), laquelle vérifie de plus l’identité

E(f, u)(t) +

ˆ t

0

ˆ

T3

|∇u|2 +
ˆ t

0

ˆ

T3

ˆ

R3

(v − u) · χ(v − u)f = E(fin, uin), (21)

et la suivante, immédiate lorsque les courbes caractéristiques sont définies (conservation) et
encore vraie dans notre cas par stabilité des solutions renormalisées :

∀t ∈ [0, T ],

ˆ

T3

ˆ

R3

f(t) =

ˆ

T3

ˆ

R3

fin. (22)

Retour au système de Vlasov-Navier-Stokes. On se donne des suites (ϕn)n, (χn)n
approchant respectivement la masse de Dirac et l’identité (sur R

3) et pour tout n on note
(fn, un) la solution précédemment construite au problème approché correspondant. Les estima-
tions (21) et (22) fournissent des bornes sur la suite (un)n suffisantes pour invoquer le lemme
d’Aubin-Lions ; on récupère ainsi de la compacité forte sur (un)n, qui est transmise à (fn)n
par stabilité des solutions renormalisées : on peut bien passer à la limite dans chacune des non
linéarités du système.

1.3 Retour au modèle complet

À notre connaissance, la construction de solutions faibles pour un modèle fluide/cinétique
sur un domaine dépendant du temps n’avait pas été abordée avant l’article [A12]. Cet article,
écrit en collaboration avec Laurent Boudin et Céline Grandmont, établit un théorème général
d’existence qui s’applique au modèle réaliste que nous avons introduit dans la Section 1.1.

De nombreuses modifications sont nécessaires par rapport au cas du tore, à commencer par
les espaces fonctionnels considérés. Pour les définir, nous aurons besoin de la notation suivante :
pour toute fonction g définie sur Ω̂ (respectivement Ω̂ × R

3), g désigne son prolongement par
0 à l’ensemble [0, T ]× R

3 (respectivement [0, T ]× R
3 × R

3).
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CHAPITRE 1. TRANSPORT DE PARTICULES DANS LE POUMON

Les solutions faibles (f, u) que nous construisons satisfont les conditions suivantes

f ∈ L∞(0, T ; L1 ∩ L∞(R3 × R
3)),

u ∈ L∞(0, T ; L2(R3)),

u− w ∈ L2(0, T ; H1
div(R

3)).

(23)

(24)

(25)

Notons que, par continuité de l’opérateur de trace sur H1, l’appartenance (25) encode la condi-
tion au bord (9). Ce n’est pas du tout le cas de l’appartenance (23) et de la condition au bord
(10). Cette différence n’est pas anodine : l’appartenance (25) ouvre la voie à une méthode de
pénalisation, que nous présentons ci-dessous, qu’il semble difficile d’adapter pour l’équation
cinétique. La raison de fond est que la condition (9) est satisfaite en un sens beaucoup plus
fort que la condition (10).

1.3.1 La pénalisation de Fujita et Sauer

Pour démontrer l’existence de solutions faibles aux équations de Navier-Stokes incompres-
sible dans un domaine dépendant du temps comme Ω̂, avec la condition au bord (9), Fujita et
Sauer proposent dans [72] une méthode de pénalisation relativement simple. On prolonge la
condition au bord w à [0, T ] × R

3 en une fonction w̃ ∈ C 1([0, T ];Ddiv(R
3)) et pour λ > 0 fixé,

on résout l’équation en u suivante dans [0, T ]× R
3

∂tu+ (u · ∇)u−∆u+∇p = −λ(u− w̃)1P ,

∇ · u = 0,

(26)

(27)

où le domaine de pénalisation P est le complémentaire de Ω̂ dans [0, T ]×R
3. On a alors pour

λ > 0 une estimation du type suivant, obtenue en multipliant (26) par u− w̃ :
ˆ

R3

|u(t)|2 +
ˆ t

0

ˆ

R3

|∇u|2 + n

ˆ t

0

ˆ

P
|u− w̃|2 . 1 +

ˆ t

0

ˆ

R3

|u|2,

où la constante se cachant derrière . ne dépend que des conditions initiales choisies et de la
norme de w̃ dans W1,∞([0, T ] × R

3). Si (uλ)λ>0 est une famille de solutions au système (26)
– (27), l’estimation précédente associée au lemme de Grönwall conduisent à ce que (uλ − w̃)λ
converge vers 0 dans L2(P) lorsque λ → +∞. Ainsi, toute valeur d’adhérence forte de (uλ)λ
dans L2(Ω̂) résout l’équation de Navier-Stokes dans Ω̂ avec les appartenances (24) – (25). Pour
conclure, il ne reste plus qu’à démontrer que l’on a effectivement (uλ)λ ∈̈L2(Ω̂). Cette question
de compacité est l’une des difficultés soulevées et résolues dans [72], nous reviendrons dessus
dans le paragraphe 1.3.3.

C’est essentiellement cette méthode que nous allons appliquer pour construire la compo-
sante fluide de notre système. Mais comme nous l’expliquions plus haut, cette procédure ne
peut pas être transposée à l’équation cinétique. Par contre, il est possible pour une équation de
transport d’utiliser un changement de variable pour se ramener au cas du domaine fixe, c’est
l’objet du prochain paragraphe.

1.3.2 L’équation de Vlasov en domaine mobile

On considère un champ de vecteurs G ∈ L1(0, T ;W1,1
loc(R

3 × R
3)) tel que

∇v ·G ∈ L∞(0, T ; L∞(R3 × R
3)), (28)
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1.3. RETOUR AU MODÈLE COMPLET

et on cherche à résoudre le problème aux limites

∂tf + v · ∇xf +∇v · [Gf ] = 0, sur Ω̂× R
3,

f = 0 sur Σ̂−,

f(0, ·, ·) = f0, sur Ω× R
3,

(29)

(30)

(31)

où la donnée initiale f0 est une fonction positive appartenant à L1 ∩ L∞(Ω× R
3).

1.3.2.1 Définition des solutions et existence

Définition 1.2. Une fonction f ∈ L∞(Ω̂ × R
3) est une solution faible de (29) – (31) si, pour

tout élément φ ∈ D([0, T [×R
3 × R

3) nul sur Σ̂+ ∪ Σ̂0, on a l’identité

−
ˆ T

0

ˆ

Ωt

ˆ

R3

f (∂tφ+ v · ∇xφ+G · ∇vφ) =

ˆ

Ω

ˆ

R3

f0 φ(0). (32)

Dans le cas où G est un champ de vecteurs suffisamment régulier, par exemple si G appar-
tient à C 0(R;W1,∞(R3 × R

3)), on peut considérer les courbes caractéristiques

Zs,t(x, v) := (Xs,t(x, v),Vs,t(x, v)),

définies comme la valeur à l’instant t de la solution du système




Ẋ = V,

V̇ = G(t,X,V),
(X,V)|t=s = (x, v),

et introduire le temps de sortie rétrograde

τ−(t, x, v) = inf{s ≤ t | ∀σ ∈ [s, t], Xt,σ(x, v) ∈ Ωσ}.

On peut donc définir pour (t, x, v) ∈ Ω̂× R
3,

f(t, x, v) = eh(t,x,v)f0(Zt,0(x, v))1τ−<0(t, x, v), (33)

où h est la solution dans (0, T ) × R
3 × R

3 de l’équation de transport avec terme source

∂th+ v · ∇xh+G · ∇xh = ∇x ·G,

initialisée par 0. En utilisant des changements de variables basés sur les difféomorphismes
(x, v) 7→ Z0,t(x, v), on vérifie alors que la fonction f donnée en (33) est bel et bien solution
faible de (29) – (31) au sens de la Définition 1.2. Un argument d’approximation conduit alors
à la proposition suivante.

Proposition 1.1. Soit G ∈ L1(0, T ;W1,1
loc(R

3 × R
3)) vérifiant (28). Pour toute fonction f0

dans L1 ∩ L∞(Ω × R
3), il existe au moins une solution faible au problème aux limites (29) –

(31) au sens de la Définition 1.2.

Remarque 1.4. La proposition précédente est toujours vraie si le champ de vecteurs G est
uniquement supposé L1(0, T ; L1

loc(R
3 ×R

3)), toujours sous l’hypothèse (28). Ce cadre restreint
que nous considérons est toutefois crucial pour le paragraphe suivant où nous donnons un sens
à la trace de la solution f sur Γ̂.
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CHAPITRE 1. TRANSPORT DE PARTICULES DANS LE POUMON

Remarque 1.5. Même si le champ G et la donnée initiale f0 sont supposés C∞, le problème
(29) – (31) ne produit pas de solutions régulières sans contraintes géométriques très fortes sur
Ω̂, car le temps de sortie rétrograde n’est en général pas une fonction continue. C’est l’une des
raisons qui nous a conduit à abandonner la procédure suivie dans [A1].

L’existence de solutions faibles pour l’équation de transport avec absorption a été abordée
dans le cas régulier par Bardos dans [9] où l’on trouve la formule (33), dans le cas d’un ouvert
borné et d’un champ régulier G. Le cas de l’équation de Vlasov est traité par Mischler dans
[125] pour un champ non régulier G mais ne dépendant que de t et x. Mentionnons également
l’ouvrage de Boyer et Fabrie [20] où une méthode de régularisation parabolique est proposée
pour la construction d’une solution faible.

1.3.2.2 Un théorème de trace

DiPerna et Lions ont établi dans [57] que, pour un champ de régularité Sobolev, toute
solution au sens des distributions d’une équation de transport dans tout l’espace est en fait
mieux que cela : c’est une solution renormalisée, au sens où toute fonction non linéaire de
celle-ci devient solution de l’équation de transport formellement obtenue par la formule de
dérivation des fonctions composées. Mischler a été le premier, dans [125], à s’intéresser au
même phénomène, mais sur un domaine à bord. Il y démontre que l’annulation de l’opérateur
de Vlasov fournit suffisamment de régularité à la solution pour, en plus de sa renormalisation,
définir sa trace sur le bord du domaine (et celle-ci est également renormalisée). Boyer étend par
la suite dans [19] cette approche dans le cas plus général de l’équation de transport avec des
hypothèses affaiblies sur le champ de vitesses (mais en supposant celui-ci à divergence nulle),
ces résultats ayant par la suite été raffinés dans [20]. À l’aide de la littérature précédente on
est alors en mesure d’énoncer le résultat suivant.

Théorème 1.2. Soit O ⊂ R
d un ouvert Lipschitz et borné. On note n la normale extérieure et

σ la mesure de surface définies sur ∂O. On considère un champ de vecteurs a ∈ L1(0, T ;W1,1(O))
tel que ∇ · a ∈ L1(0, T ; L∞(O)). Soit ρ ∈ L∞((0, T ) ×O) une solution de

∂tρ+∇ · (aρ) = 0, dans D
′
(
]0, T [×O

)
.

Alors pour tout 1 ≤ p < +∞, ρ ∈ C 0([0, T ]; Lp(O)) et admet une trace que l’on note γρ
définie sur l’ensemble (0, T ) × ∂O : en notant dµa = a · n dσ dt, il s’agit de l’unique élément
de L∞((0, T ) × ∂O, |dµa|) satisfaisant, pour tout couple (ϕ, β) ∈ D(R × R

d) × C 1(R), et tous
réels 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ T ,

ˆ t1

t0

ˆ

O
β(ρ)(∂tϕ+ a · ∇ϕ))−

ˆ t1

t0

ˆ

O
(ρβ′(ρ)− β(ρ))(∇ · a)ϕ

=

ˆ

O
β(ρ(t1))ϕ(t1)−

ˆ

O
β(ρ(t0))ϕ(t0) +

ˆ t1

t0

ˆ

∂O
β(γρ)ϕ a · n . (34)

Nous avons dans [A12] généralisé le théorème précédent au cas du domaine mobile Ω̂ en
démontrant le résultat suivant.

Théorème 1.3. Soit G ∈ L1(0, T ;W1,1
loc(R

3 × R
3)) vérifiant (28) et f ∈ L∞(Ω̂ × R

3) une
solution de

∂tf + v · ∇xf +∇v · (Gf) = 0 dans D
′(Ω̂ ×R

3). (35)
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1.3. RETOUR AU MODÈLE COMPLET

Alors, pour tout 1 ≤ p < +∞, f ∈ C 0([0, T ]; Lp
loc(R

3 × R
3)). De plus, la trace de f sur Γ̂

est bien définie : c’est l’unique élément γ̂f ∈ L∞(Γ̂) satisfaisant pour tout couple (ψ, β) ∈
D(R× R

3 × R
3)× C 1(R), et tous réels 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ T ,

ˆ t1

t0

ˆ

Ωt

ˆ

R3

β(f) (∂tψ + v · ∇xψ +G · ∇vψ)−
ˆ t1

t0

ˆ

Ωt

ˆ

R3

(fβ′(f)− β(f))(∇v ·G)ψ

=

ˆ

Ωt1×R3

β(f(t1))ψ(t1)−
ˆ

Ωt0

ˆ

R3

β(f(t0))ψ(t0)

+

ˆ t1

t0

ˆ

∂Ωt

ˆ

R3

β(γ̂f)ψ (v − w) · nt . (36)

Dans l’équation (36), la vitesse w apparâıt à cause de la dépendance en temps du domaine
que nous considérons. Dans le cas w = 0, on retrouve le cadre standard d’un domaine fixe mais
cela reste une généralisation des résultats établis dans [19, 20] car le domaine Ω × R

3 est non
borné.

Nous prouvons ce résultat en deux étapes. On prolonge d’abord les résultats connus aux
domaines non bornés (sous des hypothèses d’intégrabilité adéquates). On transporte ensuite
cette généralisation au cas d’un domaine qui dépend du temps, par un changement de variable
ramenant celui-ci au domaine de référence. Notons que cette stratégie n’était pas applicable
pour l’équation fluide, à cause de la contrainte d’incompressibilité.

Le Théorème 1.3 est crucial dans l’analyse poursuivie dans [A12], pour deux raisons. Pour
commencer, il permet de justifier dans un cadre assez large l’estimation d’énergie formelle
annoncée en (12), qui est la source principale d’estimations a priori nécessaires à la procédure
de point fixe présentée en Section 1.2. Ensuite, de manière similaire à [19, 57, 125], on utilise
le Théorème 1.3 pour démontrer une propriété d’unicité pour le problème aux limites (29) –
(31), sous une condition de petitesse à l’infini pour le champ et d’intégrabilité pour f :

Proposition 1.2. Soit G ∈ L1(0, T ;W1,1
loc(R

3 × R
3)) vérifiant (28) ainsi que

G

1 + |v| ∈ L1(0, T ; L1(R3 × R
3)) + L1(0, T ; L∞(R3 ×R

3)). (37)

Soit f une solution à (29) – (31) avec f0 ≡ 0, au sens de la Définition 1.2. Si f ∈ L1(0, T ; L1(R3×
R
3)), alors f ≡ 0.

Comme mis en évidence dans [57, Thm. II.4], ce résultat d’unicité et la renormalisation
proposée dans le Théotème 1.3 assurent une propriété de stabilité très forte des solutions du
problèmes aux limite (29) – (31). En un sens volontairement vague, on a la continuité de G 7→ f
pour ce problème, ce que nous utilisons explicitement dans notre procédure de point fixe.

1.3.3 Solutions faibles globales

Nous sommes maintenant en mesure de construire des solutions pour le système (6) – (8)
considéré pour (t, x) ∈ Ω̂ et v ∈ R

3.

Nous suivons un schéma d’approximation très proche de celui présenté dans la Section 1.2.
La différence principale est que l’équation fluide et l’équation cinétique ne sont pas résolues sur
le même domaine : pour la première, on ajoute un terme de pénalisation et on la résout dans tout
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CHAPITRE 1. TRANSPORT DE PARTICULES DANS LE POUMON

l’espace, alors que la seconde est résolue sur Ω̂ grâce au Théorème 1.3. La procédure de point
fixe est alors quasiment identique à celle que nous avons présentée pour le tore, notamment
grâce à la stabilité des solutions renormalisées de l’équation de Vlasov en domaine dépendant
du temps. On parvient ainsi à obtenir pour tout n ∈ N une solution (fn, un) initialisée par
(une régularisation de) (fin, uin) au problème

∂tfn + v · ∇xfn +∇v · [χn(un − v)fn] = 0,

∂tun + (un ⋆ ϕn) · ∇un −∆un +∇pn = −n1P(un − w̃) +

ˆ

R3

χn(v − un)fn,

∇ · un = 0,

(38)

(39)

(40)

la première équation étant satisfaite dans Ω̂× R
3, avec la condition au bord (10), et les deux

dernières dans [0, T ] × R
3. On rappelle que le domaine de pénalisation P et le prolongement

w̃ ont été introduits dans le paragraphe 1.3.1, et les troncatures χn dans la Section 1.2. Par
ailleurs, ici (ϕn)n est une approximation de l’unité sur R3 et la convolution ne porte que sur la
variable d’espace. Tout comme dans le cas du tore on dispose en plus d’une (in)égalité d’énergie
approchant (12) et de laquelle on tire, entre autre,

(∇un)n ∈̇L2(Ω̂), (un)n ∈̇L∞(0, T ; L2(R3)). (41)

Nous avions expliqué dans le paragraphe 1.3.1 que l’une des difficultés de la méthode de
pénalisation est l’obtention de compacité pour la suite (un)n. Une fois celle-ci obtenue, en
utilisant la stabilité des solutions renormalisées nous serons en mesure de passer à la limite
dans le système approché précédent et la condition au bord (9) sera récupérée comme dans le
paragraphe 1.3.1.

La compacité est problématique pour la raison suivante : nous ne pouvons pas directement
utiliser l’équation (39) pour contrôler (∂tun)n dans un espace de type Lp(0, T ; H−m(R3)) et
invoquer le lemme d’Aubin-Lions standard, à cause du terme de pénalisation. La zone où nous
contrôlons — faiblement — les oscillations en temps de (un)n est précisément Ω̂, qui n’est pas
un ouvert de type cylindrique, ce qui proscrit l’utilisation de ce résultat de compacité. Cette
situation n’est pas inédite : elle se rencontre fréquemment dans l’étude d’un fluide en interaction
avec une structure, voir par exemple [27, 52, 86, 107]. On trouvera dans ces références différentes
méthodes pour récupérer de la compacité, plus ou moins générales et plus ou moins exigeantes
sur la régularité du mouvement du domaine et sa vitesse w. Dans [A12] nous avons choisi
d’utiliser le Théorème 4.4 (issu de la publication [A11]), que l’on présente en détail dans
la Section 4.4 du Chapitre 4. Il s’agit d’un énoncé générique permettant de récupérer de la
compacité pour une approximation de l’équation de Navier-Stokes incompressible dans un
domaine non cylindrique. Pour l’appliquer, en plus des bornes (41) mentionnées précédemment,
nous remarquons l’estimation suivante sur (∂tun)n, pour un entier naturel m suffisamment
grand,

∀ψ ∈ Ddiv(Ω̂),

∣∣∣∣
ˆ

Ω̂
∂tun · ψ dxdt

∣∣∣∣ .
∑

|α|≤m

‖∂αxψ‖L2(Ω̂), (42)

où la constante derrière. ne dépend ni de ψ ni de n. Il ne manque pour invoquer le Théorème 4.4
qu’un contrôle de (un)n sur Γ̂, que nous obtenons grâce à la convergence forte de (un)n vers w̃
en dehors de Ω̂, par continuité de l’opérateur de trace normale. Nous renvoyons à la Section A.4
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de l’annexe pour une rapide introduction à cet opérateur, et à la Section 4.4 du dernier chapitre
pour l’explication de son rôle dans le contrôle de (un)n. Cette ultime étape de passage à la
limite achève la preuve du théorème suivant, qui est le principal résultat de [A12].

Théorème 1.4. Soit (fin, uin) une condition initiale admissible au sens de la Définition 1.1. Il
existe au moins une solution faible (f, u) initialisée par (fin, uin) au système (6) – (8) considéré
pour (t, x) ∈ Ω̂ et v ∈ R

3, satisfaisant les appartenances (23) – (25) et les conditions aux bords
(9) – (10).

Dans cet énoncé, la signification des conditions aux bords et initiales est contenue dans la
formulation faible des équations ainsi que dans l’appartenance (25) pour le fluide. L’équation
cinétique est satisfaite au sens de la Définition 1.2 pour le champ G(t, x, v) := u(t, x) − v
et l’équation fluide est satisfaite au sens de Leray i.e. avec des fonctions tests régulières, à
divergence nulle (éliminant la pression), nulles sur Γ̂.

1.4 Aspects numérique : approximation et validation

Dans [T] est proposé un schéma numérique, basé sur une méthode d’éléments finis ALE
pour le fluide (voir [130] pour une bonne introduction à celle-ci) et une méthode particulaire
pour l’aérosol, un cas spécifique de la méthode PIC adapté à l’équation de Vlasov (voir [47, 48]).
Ce schéma a été implémenté dans un code C++ au sein de la bibliothèque LifeV 1, laquelle
proposait des solveurs ALE mais aucun module pour la gestion d’un aérosol en interaction
avec un fluide. Pour une présentation détaillée du schéma, nous renvoyons à [T] ou à [A9].
Nous rappellerons toutefois plus bas le fonctionnement de la méthode particulaire, afin de
décrire l’une des difficultés que nous avons rencontrée.

Dans [A9] nous avons cherché, en collaboration avec Laurent Boudin, Céline Grandmont
et Alexander Lorz à valider numériquement ce schéma et son implémentation en nous basant
sur les critères suivants :

• la comparaison des positions et vitesses des particules en fin de simulation avec une
solution explicite du système.

• la stabilité de la vitesse des particules en sortie et du pourcentage de dépôt vis-à-vis du
pas de temps ou de la finesse du maillage.

Le premier critère est considérablement limitatif car nous n’avons pas réussi à mettre en
évidence de solution explicite au couplage (6) – (8) dans sa totalité, mais uniquement en
négligeant la force de rétroaction des particules, en utilisant des solutions standard du système
de Navier-Stokes considéré dans un cylindre (typiquement un flot de Poiseuille). Toutefois,
nous sommes parvenus dans la Proposition 9 de [A9] a construire une solution explicite aux
équations de Navier-Stokes dans un domaine dépendant du temps, initialement cylindrique (et
dont le mouvement n’est pas une simple homothétie). L’idée consiste, par des arguments de
symétrie, à construire un déplacement du domaine de tel sorte que l’opérateur de Navier-Stokes
appliqué au fluide s’y annule pour tout temps. Ce déplacement est la solution d’une certaine
équation différentielle et nous n’avons donc pas de liberté totale dans le choix du domaine Ω̂,

1. Développée sous licence GPL collaborativement par quatre institutions : l’École Polytechnique Fédérale

de Lausanne (Suisse), le Politecnico di Milano (Italie), Inria (France) et Emory University (États-Unis), voir
http://www.lifev.org/.
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mais ce résultat nous a été d’une grande utilité pour tester le code dans un domaine dépendant
du temps. Il constitue, à notre connaissance, un premier exemple de solution explicite générique
dans ce cadre.

Concernant le second critère, notre schéma et son implémentation ont montré un com-
portement très robuste en dehors d’une série de cas extrêmes pour lesquels nous suspectons
l’existence d’une condition de type CFL. Pour préciser cela, rappelons qu’à la différence de la
méthode des éléments finis, la méthode particulaire ne fournit pas une approximation de la
densité f au point du maillage : elle consiste à l’approcher par une somme pondérée de masses
de Dirac en position et vitesse, i.e. d’écrire

f(t, x, v) ≃
Nnum∑

p=1

ωpδxp(t) ⊗ δvp(t)(x, v),

où t 7→ (xp(t), vp(t)) sont les trajectoires dans l’espace des phases et N
num

le nombre de
particules numériques considérées, qui est a priori bien inférieur au nombre de particules que
l’on souhaite effectivement simuler. L’équilibre se fait par les nombres positifs ωp, qu’on appelle
les poids numériques des particules.
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Figure 1.1 – Évolution temporelle de l’énergie cinétique du système pour différents poids
numériques avec ∆t = 0.0027.

Choisir adéquatement un poids numérique pour un nombre de particules physiques donné
est une difficulté classique dans l’élaboration d’une méthode particulaire efficace et c’est en
faisant varier celui-ci que nous avons été confrontés à un phénomène d’instabilité qui semble,
d’une manière ou d’une autre, également corrélé à la finesse du pas de temps. En effet, si ce
dernier est trop grossier ou bien que les poids numériques sont trop élevés, la décroissance
de l’énergie cinétique du système n’est plus vérifiée (voir Figure 1.1), contredisant l’analyse
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formelle du système que nous avons effectuée dans le paragraphe 1.1.6, (voir notamment la
Remarque 1.2). Cette singularité numérique peut être expliquée par le traitement explicite
de la force de rétroaction du schéma proposé dans [T] : à chaque pas de temps, une fois
les particules localisées, on calcule la force correspondante pour l’itération suivante du solveur
Navier-Stokes. Il est important de souligner que cette difficulté est liée au couplage non linéaire
entre les deux phases et se retrouve également au cœur de l’analyse mathématique du système.
Puisqu’à chaque pas de temps il faut à nouveau localiser les particules, il ne semble pas possible
d’impliciter davatange le calcul de la force de Brinkman. Les différents tests poursuivis dans
[A9] suggèrent l’existence d’une condition de type CFL portant (entre autre) sur le produit
ωp∆t, mais nous n’avons pas réussi à l’identifier précisément.

1.5 Perspectives

Le modèle présente une hypothèse de monodispersion en rayon qui reste questionnable
pour le transport de particules au sein d’un milieu aussi humide que les voies respiratoires. Des
variations significatives de la taille des particules lors de leur advection au sein du poumon ont
en effet été constatées dans [152]. Avec Laurent Boudin, nous encadrons actuellement le stage
de M2 de David Michel, dont l’objectif vise justement à écrire et étudier un modèle tenant
compte de ce phénomène.

Concernant l’analyse mathématique du système de Vlasov-Navier-Stokes, de toutes les
questions laissées en suspens, celle du comportement en temps long est probablement la plus
pertinente. La mise en évidence d’un comportement monocinétique pour la phase dispersée
serait par exemple une avancée considérable. Nous travaillons actuellement sur ce sujet avec
Daniel Han-Kwan et Iván Moyano, dans un cadre périodique.

Enfin, la sensibilité du schéma vis-à-vis du poids numérique des particules et de la finesse
du pas de temps que nous avons identifiée dans la Section 1.4 n’est pour l’instant pas du
tout comprise. En complément de cette étude numérique, il serait très satisfaisant de pouvoir
effectuer une analyse numérique de convergence rigoureuse laquelle exhiberait explicitement
une condition CFL sur le terme conflictuel ωp∆t. Malheureusement, un tel scénario est pour
l’instant totalement hors de portée, car même la convergence d’un schéma semi-discret (ou
seule la phase dispersée serait approchée) semble encore trop difficile pour être abordée. Elle
reviendrait en effet à étudier une limite de champ moyen pour une interaction très complexe
entre les particules, alors même que le cas “standard” d’un système d’ordre 2 avec potentiel
coulombien n’est pas encore traité, malgré de nombreuses tentatives [88, 89, 97, 137]. Il serait
toutefois intéressant d’identifier une régularisation du système qui permette de justifier une telle
limite, dans l’esprit de l’article pionnier [58] de Dobrushin. Mentionnons à ce titre [69], où le
cas du couplage Vlasov-Fokker-Planck-Navier-Stokes est étudié, lequel constitue effectivement
une forme de régularisation.
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Systèmes fluide/cinétique

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’analyse mathématique de divers problèmes
couplés fluide/cinétique. Cela inclut des variantes du système de Vlasov-Navier-Stokes que
nous avons introduit dans le Chapitre 1, mais également des systèmes où l’interaction entre les
deux phases n’est pas donnée par la force de trâınée, ou bien pour lesquels le fluide n’est pas
décrit par les équations de Navier-Stokes. Les systèmes présentés correspondent en général à un
phénomène bien précis que nous expliciterons, mais plusieurs hypothèses simplificatrices nous
éloigneront parfois de la pertinence physique du modèle. Nous commencerons par exemple,
par une exploration du système de Vlasov-Navier-Stokes bidimensionnel alors que les seules
dérivations connues de la force de Brinkman sont valides pour des particules sphériques en
dimension 3. Cela n’enlève rien de l’intérêt mathématique des questions d’unicité et de com-
portement en temps long établies dans [P2] et [A16], en collaboration avec Olivier Glass,
Daniel Han-Kwan, Évelyne Miot et Iván Moyano, d’autant que celles-ci ouvrent peut-être la
voie à des généralisations en dimension 3. Nous présenterons ces résultats dans la Section 2.1.
Nous aborderons ensuite dans la Section 2.2 une généralisation de la force de Brinkman que
nous avons rigoureusement dérivée avec Matthieu Hillairet et Franck Sueur dans [P1]. Dans
la Section 2.3, nous présenterons un modèle de spray intermédiaire où une partie de la phase
dispersée se confond avec le fluide, introduit et étudié dans l’article [A8], en collaboration
avec Saad Benjelloun et Laurent Desvillettes. Enfin, un modèle fluide/cinétique original avec
interaction gyroscopique élaboré avec Franck Sueur dans [A6] sera présenté dans la Section 2.4.

Nous utiliserons dans ce chapitre les notations suivantes pour les moments d’une fonction
de densité f(t, x, v), en dimension d = 2 ou d = 3 :

ρf (t, x) :=

ˆ

Rd

f(t, x, v) dv,

jf (t, x) :=

ˆ

Rd

f(t, x, v) dv.

(1)

(2)
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CHAPITRE 2. SYSTÈMES FLUIDE/CINÉTIQUE

2.1 Le système de Vlasov-Navier-Stokes bidimensionnel

Nous reprenons donc le système de Vlasov-Navier-Stokes que nous avons introduit dans la
Section 1.1 :

∂tf + v · ∇xf +∇v · [(u− v)f ] = 0,

∂tu+ (u · ∇)u−∆u+∇p = jf − ρfu,

∇ · u = 0.

(3)

(4)

(5)

Dans les deux paragraphes à venir nous étudierons ce système pour (t, x, v) ∈ R+ × Ω × R
2,

où Ω pourra tantôt être le tore plat T
2, le plan R

2 ou encore un ouvert borné lipschitzien
de celui-ci (en fait : un rectangle). Dans toutes ces situations, nous ne nous préoccuperons
pas de l’existence de solutions faibles, que nous considérerons comme acquise. En effet, dans
tous ces cas la procédure explicitée dans la Section 1.2 du Chapitre 1 se transpose à quelques
modifications près ; il s’agit tout au plus de traiter les conditions aux bords, ce que nous avons
déjà largement abordé dans la Section 1.3 (avec un domaine dépendant du temps, qui plus
est). Il s’agit donc de solutions analogues à celles fournies par le Théorème 1.1 (solution de
Leray pour l’équation fluide, renormalisée pour l’équation cinétique). C’est pour cette raison
que dans la suite, lorsque nous parlerons de conditions initiales admissibles, cela sera toujours
au sens de la Définition 1.1 du Chapitre 1.

2.1.1 Unicité des solutions faibles

Les solutions faibles fournies par le Théorème 1.1 présenté au Chapitre 1 sont-elles uniques ?
En conservant cette gamme de régularité, il est déraisonnable de s’intéresser à ce problème
en trois dimensions : en prenant une condition initiale nulle pour f on voit que l’unicité
est au moins aussi difficile à obtenir que celle des équations de Navier-Stokes. Un objectif
plus raisonnable est de considérer le même couplage et la même régularité de solutions en
dimension 2, puisque l’unicité des solutions à la Leray est alors un fait établi. L’unicité des
solutions renormalisées ne pose pas de problème, et la difficulté vient donc du couplage non
linéaire entre ces deux équations.

En collaboration avec Daniel Han-Kwan, Évelyne Miot et Iván Moyano, nous avons démontré
dans [P2] l’unicité des solutions faibles au système (3) – (5) en dimension 2. En plus de l’ad-
missibilité des conditions initiales, nous devons supposer une décroissance en vitesse pour la
donnée initiale de la composante cinétique.

Théorème 2.1. Soit Ω = T2 ou Ω = R2 et q > 4. Pour toute donnée initiale admissible
(fin, uin) au sens de la Définition 1.1 satisfaisant (x, v) 7→ (1 + |v|q)fin(x, v) ∈ L∞(Ω × R

2), il
existe une unique solution faible globale au système (3) – (5) considéré sur R+ × Ω× R

2.

Remarque 2.1. L’hypothèse de décroissance (le moment supposé en v) n’est pas optimale,
nous renvoyons à [P2] pour une hypothèse moins restrictive.

La première étape dans cette preuve d’unicité est de démontrer que les solutions sont
plus régulières (ou intégrables) qu’il n’y parâıt. Ce phénomène de régularisation provient bien
sûr de l’équation de Navier-Stokes et est transféré à l’équation cinétique grâce à l’hypothèse
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supplémentaire sur la donnée initiale. Pour décrire précisément ce phénomène, nous introdui-
sons la notation suivante pour les moments (en vitesse) de f (k ∈ N)

mkf(t, x) :=

ˆ

R2

|v|kf(t, x, v) dv,

ainsi que le module de continuité concave Ψ(τ) := min (τ | ln τ |, e−1) pour exprimer la log-
lipschitzianité de u.

Lemme 2.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, toute solution faible (f, u) du système (3)
– (5) satisfait les estimations suivantes :

(i) u ∈ L2
loc(R+; L

∞(Ω)) ;

(ii) ∀k ∈ {0, 1, 2}, mkf ∈ L∞
loc(R+; L

∞(Ω)) ;

(iii) Il existe γ ∈ L1
loc(R+) telle que, pour presque tout t ≥ 0 et x, y ∈ Ω on ait

|u(t, x) − u(t, y)| ≤ γ(t)Ψ(|x− y|).

Le premier point nous a été inspiré d’un résultat de Chemin et Gallagher sur l’équation
de Navier-Stokes incompressible bidimensionnelle [28] et repose sur des estimées paraboliques
pour l’équation de Stokes. Il faut pour l’écrire un contrôle sur la force de Brinkman présente
dans le membre droite de l’équation (4), que l’on obtient grâce à l’estimation d’énergie. Une fois
cette estimation obtenue sur u, le point (ii) provient directement de l’hypothèse de décroissance
sur la donnée initiale : dans le cas extrême d’une donnée initiale à support compact, (i) permet
de montrer que la solution f conserve cette propriété au cours du temps (on n’utilise ici
uniquement u ∈ L1

loc(R+; L
∞(Ω))).

Nous nous ramenons ainsi à démontrer l’unicité dans une classe plus restreinte de solutions
possibles. Considérons donc deux solutions hypothétiques (f1, u1) et (f2, u2) vérifiant (i), (ii)
et (iii) ci-haut. Si on introduit la différence w := u2 − u1, celle-ci vérifie

∂tw + (u1 · ∇)w −∆w +∇p = −(w · ∇)u2 − ρf1w +

ˆ

R2

(f1 − f2)(v − u2) dv.

Si on multiplie par w cette équation dans l’espoir de clore une estimation de type Grönwall,
on observe que termes du membre de gauche sont inoffensifs. Le second terme du membre de
droite possède le bon signe (puisque f1 ≥ 0) et le premier — indépendant du couplage — est
traité comme pour l’unicité de l’équation Navier-Stokes bidimensionnelle considérée seule (par
l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Le cœur du problème est donc la gestion du terme
suivant (avec on le rappelle Ω = T

2 ou Ω = R
2)

A(t) :=

ˆ

Ω

ˆ

R2

(f1 − f2)(v − u2) · w dv dx. (6)

L’estimation à la Grönwall visée est quadratique en w. Il nous faut donc quelque part exprimer
que A(t) est bel et bien une quantité “quadratiquement” petite en exploitant la proximité
de f1 et f2. Nous allons pour cela introduire une fonctionnelle inspirée du travail de Loeper
[115] dans sa preuve d’unicité pour le système de Vlasov-Poisson. Le point (iii) du Lemme 2.1
s’applique ici à u1 et u2 et suffit à vérifier une condition de type Osgood pour ces champs de
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vecteurs : on peut ainsi définir les courbes caractéristiques Zt
k(x, v) = (Xt

k(x, v),V
t
k(x, v)) pour

k = 1, 2 associées aux systèmes différentiels suivants





Ẋ
t
k = Vt

k,

V̇
t
k = uk(t,X

t
k)−Vt

k,
Z0
k(x, v) = (x, v).

Remarque 2.2. Le cadre Osgood ne permet que de produire des solutions (absolument) conti-
nues, les équations différentielles précédentes sont donc à comprendre au sens faible ou sous
forme intégrée. Cette remarque est valable pour la suite de ce paragraphe.

On définit alors, suivant Loeper [115],

Q(t) :=

ˆ

Ω

ˆ

R2

f0(x, v)|Zt
1(x, v)− Zt

2(x, v)|2 dxdv.

Cette quantité mesure l’écart entre f1 et f2 ramené à la distance séparant les flots correspon-
dants. L’espoir est que l’ajout de Q(t) à l’estimation d’énergie permette de contrôler le terme
A(t) défini en (6), i.e. que la fonctionnelle H(t) := Q(t) + ‖w(t)‖22 (initialement nulle) vérifie
une estimation de Grönwall (possiblement sur-linéaire). La première étape est de s’assurer que
Q(t) ne pollue pas notre estimation avec d’autres termes que nous ne savons pas gérer. Ce
point est réglé par le résultat suivant, dont la preuve suit l’analyse de Loeper. Nous pouvons
la reproduire grâce au point (iii) du Lemme 2.1.

Lemme 2.2. Il existe T0 > 0 et une fonction positive γ ∈ L1
loc(R+) tels qu’on ait, sur [0, T0],

Q′(t) . γ(t)
[
Q(t) + Ψ(Q(t))

]
+ ‖w(t)‖22.

Remarque 2.3. On montre que T0, γ et la constante derrière . ne dépendent que de quantités
contrôlées au cours du temps (celles données par le Lemme 2.1. L’égalité (f1, u1) ≡ (f2, u2)
que l’on obtient au départ sur [0, T0] se propage donc sans problème.

Dans [115] Loeper montre que sous une hypothèse de borne uniforme sur les premiers
moments de f1(t) et f2(t), il est possible de contrôler leur écart, dans une norme de Sobolev
négative, par la distance de Wassertein quadratique entre f1(t) et f2(t). Il montre ensuite
que cette dernière est en fait majorée par la fonctionnelle Q précédente. Dans notre cas cette
approche ne permet de conclure qu’à un résultat de régularité de type fort/faible, à cause de
la non linéarité de la force de rétroaction (par opposition à la linéarité du second membre de
l’équation elliptique dans Vlasov-Poisson). Nous avons donc été amenés à utiliser une autre
méthode : nous troquons l’utilisation de la distance de Wasserstein pour celle de la fonction
maximale de Hardy-Littlewood.

Revenons donc au terme problématique (6). En utilisant les courbes caractéristiques pour
se ramener à la donnée initiale commune (et en omettant quelques variables par souci de clarté),
il s’écrit

A(t) =

ˆ

Ω

ˆ

R2

f0(x, v)w(X
t
1) · (Vt

1 −Vt
2 + u2(X

t
2)− u2(X

t
1)) dv dx

+

ˆ

Ω

ˆ

R2

f0(x, v)
[
w(Xt

1)− w(Xt
2)
]
· (Vt

2 − u2(X
t
2)) dv dx. (7)
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En utilisant la régularité log-lipschitz de u2 et le contrôle des moments fourni par le point (ii)
du Lemme 2.1, la première intégrale double peut être gérée de manière similaire à la dynamique
de Q dans le Lemme 2.2. Pour la seconde, il ne faut surtout pas utiliser l’estimation log-lipschitz
pour la majorer : les termes produits doivent conserver une taille “quadratique” et nous ne
disposons d’aucune estimation de petitesse de w en norme log-lipschitz. C’est précisément à cet
endroit que la fonction maximale de Hardy-Littlewood nous tire d’affaire. Notre utilisation de
cet outil versatile est directement inspirée des travaux [41] de Crippa et De Lellis sur l’unicité
du flot associé à un champ de vecteur de régularité Sobolev, via une forme “ponctualisée” de
l’inégalité des accroissements finis. Nous donnons une définition de la fonction maximale dans la
Section A.3 de l’Annexe A et énonçons les propriétés utilisées dans la Proposition A.1. À l’aide
de cette dernière, et par l’inégalité de Young, la deuxième intégrale présente dans (7) produit
d’une part un terme de la forme |Xt

1 − Xt
2|2 qui sera “grönwallisé” par la fonctionnelle Q(t),

et un autre que l’on peut choisir de la forme ε‖∇w(t)‖22, afin de l’absorber par la dissipation
qu’offre l’estimation d’énergie.

2.1.2 Comportement en temps long

Comment se comportent en temps long les solutions du système (3) – (5) ? Existent-ils des
états stationnaires qui les attirent ? Les théorèmes présentés dans ce paragraphe répondent
à ces questions dans un cadre géométrique bien choisi dont nous allons justifier le choix en
commençant par explorer le cas instructif de Ω = R

2. Si on regarde uniquement l’équation de
Vlasov amortie suivante

∂tf + v · ∇xf −∇v · (vf) = 0 sur R+ × R
2 × R

2,

f(0, x, v) = fin(x, v) sur R
2 ×R

2,

(8)

celle-ci peut se résoudre explicitement et la solution est donnée par

f(t, x, v) = e2tfin(x− (et − 1)v, etv).

On observe donc le comportement monocinétique suivant (convergence vague)

f(t, x, v) ⇀
t→+∞

θin ⊗ δv=0,

avec

θin(x, v) =

ˆ

R2

fin(x− v, v) dv.

Deux faits peuvent être déduits de ce calcul.

• la fonction nulle est la seule solution stationnaire localement intégrable de l’équation de
Vlasov amortie (8) ;

• il s’agit d’une solution instable au sens où une condition initiale non nulle produit une
solution qui se singularise en temps grand.

Revenons au système couplé Vlasov-Navier-Stokes, considéré sur R
2. La linéarisation de ce

système au voisinage de l’équilibre trivial (f, u) = (0, 0) est l’équation (8) couplée à une
équation de Stokes forcée. Cela suggère que l’analyse précédente persiste d’une manière ou
d’une autre et que, pour des données initiales petites, la composante cinétique du système
se singularise en une masse de Dirac. Il existe très peu de résultats rigoureux en ce sens, et
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ils sont partiels. Sous des hypothèses a priori très fortes, Choi et Kwon ont montré dans
[36] un comportement monocinétique pour la phase dispersée d’un système de Vlasov-Navier-
Stokes : les vitesses des particules tendent à s’aligner sur celle du fluide. Bien avant, Jabin avait
étudié dans [95] un couplage plus inoffensif mais en démontrant rigoureusement l’apparition
d’un comportement monocinétique. Notons que dans le cas d’une équation de Vlasov-Fokker-
Planck, l’ajout d’un terme dissipatif change complètement la situation : on a (pour des données
initiales bien préparées) convergence vers un équilibre maxwellien (voir par exemple [A2]), la
phase dispersée s’équilibre d’elle-même et on peut même s’attendre à ce qu’elle transfère cet
amortissement au fluide, fût-il parfait (voir [A5]).

Dans [A16] nous avons cherché avec Olivier Glass et Daniel Han-Kwan à identifier un cadre
géométrique permettant de construire des solutions stationnaires non singulières (i.e. dans L1

loc)
pour le système (3) – (5). L’idée est la suivante : le caractère monocinétique de l’équilibre ap-
parâıt dans l’analyse précédente car une particule dispose de toute une vie pour subir l’influence
du fluide. Si, au lieu de R2 ou T

2 (qui sont les domaines considérés précédemment) on envisage
un domaine à bord, un espoir est de mettre en évidence une configuration dans laquelle les
particules sortent du domaine avant d’avoir été trop guidées par le fluide.

Nous avons considéré une géométrie simple, un rectangle

Ω = [−L,L]× [−1, 1], (9)

avec des conditions d’absorption sur les bords horizontaux pour l’équation cinétique et une
zone d’injection (correspondant à une donnée au bord entrante). Le fluide, lui, est soumis à
des conditions de Dirichlet correspondant à un écoulement de Poiseuille (celui-ci est défini plus
bas). Cette configuration est représentée sur la Figure 2.1.

x1 = Lx1 = −L

x2 = 1

x2 = −1

Figure 2.1 – En vert : injection des particules (condition au bord entrante) ; en rouge : ab-
sorption ou sortie des particule ; en bleu : profil de Poiseuille.

Afin de formaliser cela, introduisons le vecteur normal sortant n(x) (prolongé par 0 sur les
coins de ∂Ω où il n’est pas défini) et les sous-ensembles “entrants”, “sortants” et “tangents”
de l’espace des phase :

Σ− := {(x, v) ∈ ∂Ω× R
2 : n(x) · v < 0},

Σ+ := {(x, v) ∈ ∂Ω× R
2 : n(x) · v > 0},

Σ0 := {(x, v) ∈ ∂Ω× R
2 : n(x) · v = 0}.

(10)

(11)

(12)
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Le flot de Poiseuille up d’intensité umax > 0 est le champ de vecteurs

up(x1, x2) = umax(1− x22, 0). (13)

On note que ce champ est une solution stationnaire de l’équation de Navier-Stokes incompres-
sible.

Les conditions aux bords considérées sont les suivantes pour t ∈ R+

u(t, x) = up(x) pour x ∈ ∂Ω,

f(t, x, v) = ψ(x, v) pour (x, v) ∈ Σ−,

(14)

(15)

où ψ a son support en x concentré sur la zone d’injection (en vert sur la Figure 2.1) et un
support compact en vitesse. Énonçons un premier résultat établi dans [A16], sur lequel nous
ne nous attarderons pas.

Théorème 2.2. Pour toute condition initiale admissible pour le système (3) – (5) considéré
sur le domaine Ω défini en (9) et les conditions aux bords (14) – (15), il existe des solutions
faibles globales.

Afin de présenter le reste des résultats obtenus dans [A16], qui constituent le cœur de
notre travail, nous allons d’abord introduire une condition de sortie géométrique (notée par la
suite EGC pour Exit Geometric Condition) sur les champs de vitesse fluide, laquelle imposera
aux trajectoires des particules une sortie oblique du domaine en un temps fini (prescrit). Com-
mençons par rappeler le système différentiel vérifié par les courbes caractéristiques associées à
l’équation cinétique et introduire une notation pour celles-ci. Pour (s, t, x, v) ∈ R

2
+ × Ω × R

2

on note Zs,t(x, v) := (Xs,t(x, v),Vs,t(x, v)) la valeur à l’instant t de la solution du système





Ẋ = V,

V̇ = u(t,X)−V,
(X,V)|t=s = (x, v),

et on introduit le temps de sortie du domaine Ω :

τ+(s, x, v) := inf{t > s : Xs,t(x, v) /∈ Ω}.

Notre condition de sortie EGC, inspirée de la condition de contrôle géométrique de Bardos,
Lebeau et Rauch (voir [10]) prend alors la forme suivante

Définition 2.1. Soit K un compact de Σ− (premier cas) ou bien de Ω×R
2 (second cas). On

dit que u ∈ C 0(R+; Lip(R
2)) satisfait EGC en temps T

• dans le premier cas si

sup
(s,x,v)∈R+×K

(τ+(s, x, v) − s) < T et Zs,τ+(s,x,v)(x, v) ∈ Σ+.

• dans le second si

sup
(x,v)∈K

τ+(0, x, v) < T et Z0,τ+(0,x,v)(x, v) ∈ Σ+.

23



CHAPITRE 2. SYSTÈMES FLUIDE/CINÉTIQUE

L’EGC précédemment définie assure donc que les courbes caractéristiques issues d’un com-
pact donné par conditions aux bords ou initiales ne restent pas plus qu’un temps T dans le
domaine Ω t sortent de celui-ci transversalement ; on renvoie à la Figure 2.2 pour une illustra-
tion. Dans le cas particulier d’un flot de Poiseuille comme (13) (et au voisinage duquel nous
construirons notre solution stationnaire), les calculs peuvent se faire explicitement et on peut
vérifier que si |x2 + v2| ne vaut jamais 1 lorsque (x, v) parcourt le compact choisi, la condition
est satisfaite en un certain temps T .

x1 = Lx1 = −L

x2 = 1

x2 = −1

K ⊂ Σ−

Figure 2.2 – Les courbes représentent des trajectoires associées à un champ u satisfaisant
l’EGC par rapport au compact K ⊂ Σ−, lequel correspond à une zone d’injection et une gamme
de vitesses précises. La courbe bleue est une trajectoire admissible : elle sort transversalement
du domaine en un temps T ; les courbes rouges sont précisément les cas pathologiques que l’on
cherche à éviter par l’EGC : sortie tangentielle ou temps de vie infini.

Pour un champ quelconque, il n’est pas du tout évident d’expliciter des compacts vis-à-vis
desquels une EGC serait vérifiée. À défaut, on dispose du résultat de stabilité suivant.

Lemme 2.3. Soit T > 0 et u♯ un champ stationnaire vérifiant EGC en temps T par rapport
à un compact K. Soit T ⋆ > T . Il existe δ > 0 tel que tout u ∈ C 0(R+; Lip(Ω)) vérifiant

sup
t∈R+

ˆ t+T ⋆

t
‖u(s)− u♯‖∞ ds ≤ δ,

satisfait automatiquement EGC en temps T ⋆ par rapport à K.

Ce résultat est fondamental dans notre approche puisqu’il nous permet, en nous plaçant
par exemple dans un voisinage approprié d’un flot de Poiseuille, de ne manipuler que des
caractéristiques ayant un temps de vie fini à l’intérieur de Ω. En remontant les trajectoires
jusqu’à leur origine au bord nous pouvons donner une formule explicite de solution stationnaire
à l’équation de Vlasov associée à un champ de ce type, ce qui constitue la première étape de
notre procédure de point fixe, la seconde étant de résoudre une équation de Stokes appropriée.
Afin d’utiliser le théorème de Schauder il nous a fallu entre autre utiliser une estimation a
priori (conséquence de la borne uniforme sur les temps de vie) et dégager un peu de compacité
(propriétés elliptiques de l’opérateur de Stokes). Toute cette cuisine se déroule dans un voisinage
(au sens du Lemme 2.3) d’un flot de Poiseuille, afin de garantir l’EGC. Sous une forme (un
peu) plus précise, nous établissons ainsi le résultat suivant.
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Théorème 2.3. On suppose que up satisfait une EGC par rapport au support (compact) de
ψ et que cette dernière fonction est lipschitzienne. Sous une condition de petitesse sur ψ et
l’intensité umax du flot de Poiseuille, il existe une solution stationnaire (f, u) lipschitzienne et
non triviale (f 6= 0) pour le système (3) – (5) considéré sur le domaine Ω défini en (9) et les
conditions aux bords (14) – (15).

Avant ce résultat, et à notre connaissance, il n’existait pas dans la littérature d’exemple
non trivial d’équilibre pour un problème couplé fluide/cinétique, sans terme dissipatif pour la
phase dispersée. En ce qui concerne la stabilité de ces équilibres, elle est avérée localement et
asymptotiquement, sous une condition de petitesse de ceux-ci (comme précédemment, nous
n’expliciterons pas cette hypothèse), il s’agit du deuxième résultat principal de [A16] :

Théorème 2.4. On suppose que up satisfait EGC vis-à-vis du support (compact) de ψ et on
considère un équilibre (f , u) que l’on suppose suffisamment petit. Soit (f0, u0) une condition
initiale admissible suffisamment proche de (f , u) pour laquelle up satisfait EGC par rapport au
support (compact) de f0. Alors toute solution faible au système (3) – (5) initialisée par (f0, u0)
converge en norme L2 vers (f , u) lorsque t→ +∞, avec un taux exponentiel.

L’un des points clé de la preuve est de réussir à vérifier qu’au cours du temps, si on note
(f, u) la solution non stationnaire considérée, la vitesse fluide u reste suffisamment proche (au
sens du Lemme 2.3) de u pour que l’EGC soit également vérifiée par u, aussi bien concernant
la condition initiale que la condition au bord. Pour comprendre en quoi l’EGC est cruciale
dans notre approche, introduisons les écarts

f̂ := f − f, û := u− u,

si bien que f̂ vérifie l’équation

∂tf̂ + v · ∇xf̂ +∇v · [(u− v)f̂ ] = −û · ∇vf. (16)

Si l’on s’est assuré que les courbes caractéristiques ne restent pas dans le domaine plus long-
temps qu’un temps T fixé, au-delà de celui-ci la formule de représentation explicite de la
solution à l’équation de transport (16) efface une partie de sa mémoire. Plus précisément on
peut écrire, pour t > T

f̂(t, x, v) =

ˆ t

t−T
G(t, x, v, s) ds,

où G est une fonction directement reliée au terme source apparaissant dans (16), de sorte que
l’on obtient l’estimation suivante

‖f̂(t)‖2 . ‖∇vf‖∞
ˆ t

t−T
‖û(s)‖2 ds.

où la constante associée à . ne dépend que de T , up, ψ et f0. En exploitant cette dernière
inégalité dans une estimation d’énergie sur û on est en mesure d’écrire une estimation de la
forme

d

dt
‖û(t)‖2 + ‖û(t)‖2 . ‖∇vf‖∞

ˆ t

t−T
‖û(s)‖2 ds.

Cette inégalité différentielle “à retard” nous permet alors de conclure grâce à un lemme de
Grönwall du même type :
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Lemme 2.4. Si α < T et que y ∈ C 1(R+) vérifie pour t > T

y′(t) + y(t) ≤ α

ˆ t

t−T
y(s) ds,

alors y(t) = Ot→+∞(e−λt) pour un certain λ > 0.

2.1.3 Perspectives

Pour l’unicité établie dans le paragraphe 2.1.1, comme on l’a expliqué précédemment il
est illusoire de souhaiter prolonger le résultat à la dimension 3 en l’état ; aussi essayons-nous
avec Daniel Han-Kwan et Iván Moyano de retrouver le cadre offert par la théorie de Fujita-
Kato (existence et unicité globales pour données petites). En parallèle, nous cherchons à rendre
rigoureuse l’analyse — formelle — que nous avons esquissée au début du paragraphe 2.1.2, afin
de montrer qu’il existe bel et bien un comportement monocinétique pour la phase dispersée,
dans le cas d’un domaine sans bord. À notre connaissance il n’existe encore aucune preuve de
ce résultat, en dehors de l’article [36], lequel repose sur une hypothèse de régularité très forte
dont on ne sait pas encore si elle est vérifiée pour les solutions faibles du système.

2.2 Généralisation de la force de Brinkman

Peu de travaux abordent la dérivation rigoureuse du système de Vlasov-Navier-Stokes et
les résultats y afférents sont en général partiels. L’une des premières étude dans cette direction
est l’article [54] de Desvillettes, Golse et Ricci dans lequel la force de Brinkman résultante
d’un nuage de particules sphériques est dérivée rigoureusement dans un régime non inertiel,
dans la limite d’un nombre infini de particules infinitésimales. Le point de départ est donc
l’équation de Stokes posée dans Ω \ N où Ω est un ouvert régulier et N est l’ensemble des
particules. L’analyse développée dans [54] reprend les arguments d’homogénéisation utilisés
dans [2] (l’origine de l’approche provenant de [118] et [38] dans le cas du laplacien), où Allaire
identifie un ratio critique entre la taille des cavités et leurs distance minimales relatives pour
assurer l’apparition du fameux “terme étrange”, selon l’appellation de Ciroranescu et Murat. Si
la densité des perforations dépasse ce ratio, l’équation limite se transforme en un problème de
Darcy et dans le cas inverse on récupère le problème de Stokes, sans terme source. Les conditions
aux bords des obstacles considérées dans [2] sont homogènes : plutôt que des particules en
mouvement il s’agit de trous (d’où le système de Darcy dans le cas d’une densité élevée).
Ceci constitue la première différence entre [2] et [54] car dans ce dernier travail, la vitesse au
bord de chaque cavité est non nulle, et correspond à la vitesse de la particule en question. La
seconde différence avec [2] est la distribution des particules en espace, qui n’est plus considérée
périodique. C’est dans ce cadre, en faisant tendre le nombre de particules vers l’infini et leurs
tailles vers 0, que Desvillettes, Golse et Ricci dérivent rigoureusement le système de Stokes-
Brinkman. Avec Matthieu Hillairet et Franck Sueur nous nous sommes intéressés dans [P1]
à une asymptotique de ce type mais en considérant des particules de formes arbitraires, non
nécessairement sphériques, et en incluant dans leur mouvement une composante de rotation.
Le terme source que l’on obtient à la limite généralise la force de Brinkman dans le cas d’un
aérosol “polydispersé en forme”. L’approche développée dans [54] était inopérante pour traiter
cette généralisation, et nous avons donc suivi l’alternative proposée par Hillairet dans [90] (qui
ne considérait aussi que des particules sphériques). Mentionnons au passage deux contributions
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2.2. GÉNÉRALISATION DE LA FORCE DE BRINKMAN

récentes sur le sujet : [123] qui fournit une estimée quantitative en norme Lp de la convergence
obtenue dans [90], et l’article [25] où le cas de particules disposées aléatoirement est considéré.
Citons enfin [69], même si le résultat principal démontré ne peut pas être considéré comme
une dérivation d’un système fluide/cinétique puisque le point de départ (source singulière pour
l’équation fluide) n’est pas vraiment plus justifié que le modèle limite. Toutefois, ce type de
résultat peut avoir un intérêt dans le cadre de la justification de méthodes numériques (de type
PIC), comme nous l’avions évoqué dans la Section 1.4 du Chapitre 1.

2.2.1 Le système

Soit N ∈ N et Ω ⊂ R
3 un ouvert borné régulier. Soient (BN

i )Ni=1 des compacts réguliers
(disjoints) et simplement connexes tous contenus dans Ω ; ces ensembles représentent le nuage
de particules rigides. On suppose l’existence d’une constante R0 (indépendante de N, i) et des
matrices QN

i ∈ SO3(R) telles que

BN
i = hNi +

1

N
QN

i B0,N
i , (17)

où B0,N
i ⊂ B(0, R0) pour tout i. L’ensemble B0,N

i représente la forme de la i-ième particule
alors que la matrice QN

i encode la rotation subie par celle-ci vis-à-vis de cette configuration

d’origine. Par la suite on note BN
i = QN

i B0,N
i pour simplifier. Introduisant le domaine

ΩN := Ω \
N⋃

i=1

BN
i ,

nous nous intéressons au système suivant :

{
−∆uN +∇pN = 0 ,

divuN = 0 ,
sur ΩN , (18)

associé aux conditions aux bords

{
uN (x) = vNi + ωN

i × (x− hNi ) , sur ∂BN
i ,

uN (x) = 0 , sur ∂Ω ,
(19)

pour des N -uplets fixés (vNi )Ni=1 et (ωN
i )Ni=1 dans (R3)N . Un champ uN satisfaisant les condi-

tions (19) sera par la suite systématiquement prolongé à l’intérieur de chaque cavité BN
i par

l’expression de sa valeur au bord de celle-ci. On vérifie que l’on définit ainsi un élément de
H1

0(Ω), que l’on ne différenciera pas de uN .

L’existence et l’unicité d’une solution uN au problème précédent dans un cadre fonctionnel
bien choisi est standard et rappelée dans une section dédiée de [P1]. Afin d’explorer le problème
plus délicat de l’asymptotique N → +∞, il nous faut introduire un opérateur particulier,
extrait de la matrice de résistance de Stokes qui est l’objet qu’on lui préfère en général dans
la littérature (voir [P1] ou [148] pour une référence plus ancienne par exemple).
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2.2.2 L’opérateur de Stokes et la mesure empirique

On se donne un compact simplement connexe B centré en 0 (typiquement l’un des ensembles
précédents BN

i ) et pour ℓ, ω ∈ R
3, on considère la solution (u, p) au problème de Stokes dans

R
3 \B avec la condition au bord rigide u = ℓ+ω×x sur ∂B. Si B représente un solide immergé,

celui-ci exerce au niveau de sa frontière une force F(ℓ, ω) ∈ R
3 surfacique sur le fluide, laquelle

s’exprime ainsi
ˆ

∂B
Σ(u, p)(x)n(x)dσ(x),

où n est la normale (intérieure au solide) définie sur la frontière ∂Ω, σ la mesure surfacique sur
celle-ci et Σ(u, p) le tenseur des contraintes (on note D(u) pour la partie symétrique de ∇u) :

Σ(u, p) = 2D(u)− pI3. (20)

De la linéarité du problème de Stokes découle celle de ce qu’on nous appellerons dorénavant
l’opérateur de Stokes F : (ℓ, ω) 7→ F(ℓ, ω), que l’on peut identifier à un élément de M3,6(R).
Nous utiliserons également par la suite la sous-matrice MF correspondant à ℓ 7→ F(ℓ, 0).

La mesure empirique que nous cherchons à définir est l’objet qui doit synthétiser le com-
portement des particules, en prenant en compte l’ensemble des paramètres de celles-ci qui
ont d’une manière ou d’une autre une influence durable sur le fluide lors de l’asymptotique
considérée. Il semble ainsi naturel que cette mesure prenne compte de la position du centre
de masse hi de chaque particule, de sa vitesse de translation vi et de sa vitesse angulaire ωi.
Mais comment garder une trace de la forme de chaque particule puisque nous avons laissé une
liberté sur celle-ci ? Cela se fera précisément par les opérateur de Stokes FBN

i
associés à chaque

particule.

La mesure empirique que nous considérons est ainsi définie par la formule

SN =
1

N

N∑

i=1

δhN
i ,vNi ,ωN

i ,F
BN
i

. (21)

Il s’agit d’une mesure de probabilité sur l’espace Ω× E où

E := R
3 × R

3 × R
3 ×M3,6(R).

Le comportement asymptotique du nuage de particule peut alors être décrit par une conver-
gence adéquate de la suite (SN )N .

2.2.3 Hypothèses et énoncé

On considère le jeu d’hypothèses suivant

Hypothèse 2.1. Borne uniforme :

sup
N

1

N

N∑

i=1

{
|vNi |2 + | 1

N
ωN
i |2

}
<∞, (22)

Hypothèse 2.2. Dilution :

δN := inf
i 6=j

|hNi − hNj | ≥ 1

N
1

3

, inf
i
dist(hNi , ∂Ω) ≥

1

N
1

3

. (23)
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L’Hypothèse 2.2 traduit une borne sur l’énergie du nuage de particules considéré et semble
naturelle dans une perspective de passage à la limite. La seconde hypothèse (où l’on pourrait
remplacer le numérateur 1 par une constante positive arbitraire) l’est beaucoup moins, mais
reste toutefois compatible avec les régimes de dilution pour la sédimentation étudiés dans
[92, 96]. Présente également dans [54, 90], cette hypothèse reste la principale obstruction à
l’inclusion d’une dynamique pour les particules dans cette analyse : si on part d’une telle
configuration, il n’y a a priori pas de raison que cette dilution se propage aux temps ultérieurs
(même petits). Notons que Hillairet propose dans [90] une relaxation considérable de cette
contrainte, en autorisant plusieurs particules à coexister dans une cellule de taille 1/N1/3

mais en imposant un contrôle uniforme sur leur nombre. Bien que justifiée d’un point de vue
probabiliste dans [25] — au sens où ces configurations sont “pleines” dans l’espace des possibles
— cette réduction ne résout pas le problème de la propagation en temps plus long.

L’Hypothèse (2.1) et la borne uniforme supposée sur les ensembles BN
i permettent de borner

certains moments de (SN )N . À extraction près, on peut ainsi se ramener aux convergences
suivantes pour la mesure empirique, pour toutes fonctions tests vectorielles ψ,ϕ ∈ D(Ω),

ˆ

Ω

ˆ

E
F(ℓ, ω)ϕ(x) dSN (x, v, ω,F) −→

N→+∞

ˆ

Ω
F̄ · ϕdx ,

ˆ

Ω

ˆ

E
(MF ψ(x)) · ϕ(x) dSN (x, v, ω,F) −→

N→+∞

ˆ

Ω
(M̄ψ) · ϕdx,

(24)

(25)

pour un certain champ de vecteurs F̄ ∈ L2(Ω;R3) et un certain champ de matrices M̄ ∈
L∞(Ω;M3(R)).

Le principal résultat obtenu dans [P1] est le théorème suivant.

Théorème 2.5. Sous les Hypothèses 2.1 – 2.2 et avec les convergences (24) – (25), la suite
(uN )N converge faiblement dans H1

0(Ω) vers un élément ū solution dans D ′(Ω) du système

{
−∆ū+∇p̄ = F̄− M̄ ū,

div ū = 0,
(26)

pour une certaine fonction p̄ ∈ H−1(Ω).

La première étape — commune à [54] — est d’obtenir une borne uniforme sur la suite
(uN )N dans H1

0(Ω). Puisque le problème limite (26) admet une unique solution dans cet espace
il suffit de montrer qu’une valeur d’adhérence faible de cette suite résout (26). Tout comme
dans [54] on se concentre pour cela sur la formulation variationnelle de (26) qui peut s’écrire
ainsi (comme précédemment D désigne ici la partie symétrique de ∇)

∀w ∈ H1
0(Ω), 2

ˆ

Ω
D(ū) : D(w) =

ˆ

Ω
(F̄− M̄ ū) · w . (27)

De telles fonctions test w ne sont pas admissibles pour la formulation faible du problème (18)
– (19), laquelle nécessite des éléments de H1

0(Ω
N ). Le nombre suivant n’a en particulier aucune

raison d’être nul

2

ˆ

ΩN

D(uN ) : D(w),

et c’est en essayant de rattraper les valeurs aux bords de w à l’aide de correcteurs que l’on
fait apparâıtre le second membre de (26). C’est à cette étape que notre méthode diffère de [54].
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Dans cet article Desvillettes, Golse et Ricci font appel à des formules explicites pour la solution
du problème de Stokes dans le complémentaire d’une boule, ce qui leur permet de traiter
les termes supplémentaires mais nécessite la sphéricité de toutes les particules considérées.
L’approche introduite par Hillairet dans [90] (toujours dans le cadre de particules sphériques)
n’utilise pas de formules explicite et se base sur les propriétés variationnelles de la solution
du problème de Stokes, notamment sa caractérisation comme minimiseur de l’énergie. Nous
adaptons cette méthode au cas de particules non sphériques, l’approche variationnelle s’avérant
particulièrement fructueuse via le Lemme 2.5 ci-bas. Dans un premier temps on localise le
problème en introduisant des “périmètres de sécurité” ΩN

i autour de chaque particules BN
i . Le

diamètre de chaque cellule ΩN
i vaut δN/2, où δN a été introduit en (23), de telle sorte que ces

périmètres ne s’intersectent pas ; cela nous permet en quelque sorte de traiter chaque particule
individuellement. On considère alors une fonction wN , nulle en dehors des ensembles ΩN

i et
relevant les valeurs de w aux bords de chaque particule BN

i . La formulation faible de (18) –
(19) conduit à

2

ˆ

ΩN

D(uN ) : D(w) =

N∑

i=1

ˆ

ΩN
i

D(uN ) : D(wN ) . (28)

La suite du calcul est alors guidée par le lemme suivant, issu de l’étude d’un écoulement de
Stokes autour d’un solide immergé B (compact, simplement connexe, à bord régulier) inclus
dans une boule BR de rayon R, lorsque les conditions aux bords sont suffisamment simples

Lemme 2.5. Soient U, V, ℓ, ω ∈ R
3 et u la solution du problème de Stokes dans le domaine

BR \ B, constante égale à U sur ∂BR et avec la condition aux bords rigide u(x) = ℓ + ω × x
sur ∂B. Si v est un élément de H1

0(BR) constant égal à V sur ∂B, on a l’identité suivante

2

ˆ

BR\B
D(u) : D(v) = (F[ℓ, ω]−MF U) · V +OR→+∞

(
R−1/2

)
|(U, ℓ, ω)| |V | , (29)

où F est l’opérateur de Stokes associé à B.

Remarque 2.4. Puisque l’opérateur de Stokes associé à B est défini pour le problème de Stokes
dans R

3 \ B, le terme d’erreur correspond à “l’approximation” de R
3 \ B par BR \ B.

Chaque cellule ΩN
i est de taille δN/2 et centrée autour d’un solide de taille 1/N . Par

un changement de variable, elle peut donc se ramener à une boule de taille RN := NδN/2
privée d’un obstacle de taille 1 et l’Hypothèse 2.2 assure que (RN )N →N +∞. On renvoie
à la Figure 2.3 pour une illustration. Pour invoquer le lemme précédent dans (28), on va
donc chercher à remplacer wN et uN par des approximations (en un sens à définir) w̄N et ūN

respectivement constantes sur ∂BN
i et ∂ΩN

i \ ∂BN
i , avec ūN solution du problème de Stokes

dans ΩN
i . Cela mènerait à la décomposition suivante

ˆ

Ω
D(uN ) : D(w) =

N∑

i=1

ˆ

ΩN
i

D(ūN ) : D(w̄N )

+

N∑

i=1

ˆ

ΩN
i

D(uN − ūN ) : D(w̄N ) +

N∑

i=1

ˆ

ΩN
i

D(uN ) : D(wN − w̄N ). (30)
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δN

ΩN
i

Ω
NδN/2

Figure 2.3 – À gauche, plusieurs solides et l’exemple d’une cellule ΩN
i ; à droite le “zoom” de

celle-ci.

Le tout premier terme du membre de droite de (30) est le terme dominant de notre développement
et il est précisément préparé pour pouvoir y utiliser le Lemme 2.5 (après un changement de
variable adapté). C’est de cette expression que proviendra le terme source de notre équation
limite. Le terme “approximation” que nous avons utilisé précédemment signifie que les sommes
de la seconde ligne de l’équation (30) tendent vers 0 lorsque N → +∞. Puisque la solution
du problème de Stokes minimise la norme L2 du gradient (et du gradient symétrique), il est
naturel de considérer pour les correcteurs wN et w̄N des solutions du problème de Stokes
afin que les termes d’erreurs présents dans (30) soient le plus petit possible (par inégalité de
Cauchy-Schwarz).

Il reste enfin à choisir les valeurs constantes aux bords que l’on veut prescrire pour w̄N et
ūN respectivement sur BN

i et ∂ΩN
i \∂BN

i . Pour la première, la taille des particules tendant vers
0 et la fonction test w étant régulière, on prend pour approximation la valeur de cette fonction
en un point arbitraire de BN

i . Pour ūN , aucune valeur ponctuelle ne semble envisageable pour
l’approcher sur le bord extérieur de la cellule ΩN

i , d’autant que la convergence faible dans
H1

0(Ω) ne donnerait aucune stabilité à ce type d’approximation. Par contre, en utilisant une
inégalité de Poincaré-Wirtinger, on voit que la convergence précédente est bien compatible avec
l’approximation de uN par sa moyenne sur la cellule entière ΩN

i , dont la taille tend vers 0. Détail
important : la stabilité de cette approximation est nécessaire pour exploiter la convergence de
la mesure empirique exprimée en (25), et cette stabilité n’est satisfaite que si le volume des
cellules ΩN

i est asymptotiquement minoré par la pondération 1/N présente dans la mesure
empirique. Il s’agit ici d’une utilisation cruciale de l’Hypothèse 2.2, puisqu’avec celle-ci on a
effectivement |ΩN

i | & 1/N .
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2.2.4 Perspectives

Puisque l’Hypothèse 2.2 proscrit toute dynamique aux particules, il serait intéressant de
se demander ce qu’il advient de ce système lorsque l’on autorise une proximité asymptotique
pour les particules. À l’instar du phénomène observé dans [2], il est possible que certaines
configurations mènent à une modification de l’équation de Stokes elle-même mais qui semble
pour le moment encore difficile à imaginer.

Si l’on revient à la question de la dérivation complète du système de Vlasov-Navier-Stokes,
la situation est plutôt de mauvais augure via cette approche. D’une part l’Hypothèse 2.2 est
trop restrictive pour considérer le système complet et d’une autre la borne uniforme que l’on
obtient sur le premier moment de la distribution (pondéré ici par une partie de l’opérateur de
Stokes) est en désaccord avec les solutions faibles construites par le Théorème 1.1 du Chapitre 1,
pour lesquelles ρf n’est a priori pas borné.

Un programme alternatif a été proposé dans [14, 15] et consiste à prendre comme point
de départ un couplage d’équations cinétiques avec collisions (modélisées par un noyau non
linéaire de type Boltzman), où le fluide est tout comme le spray considéré comme une phase
dispersée. L’identification d’un scaling physiquement réaliste pour lequel on arriverait ainsi
à dériver rigoureusement le système de Vlasov-Navier-Stokes complet est un défi totalement
ouvert, l’analyse présentée dans [14, 15] étant encore en partie formelle.

2.3 Un système bidispersé en taille

Avec Saad Benjelloun (alors en thèse) et Laurent Desvillettes nous avons étudié dans [A8]
un système fluide/cinétique tenant compte de fragmentations dans la phase dispersée. Il existe
de nombreuses manières de modéliser ce phénomène (ainsi que celui de la coalescence), via des
opérateurs intégraux (voir [131, 151]). Nous avons considéré l’un de ces opérateurs sous une
forme simplifiée et dégénérée en supposant l’aérosol bidispersé en la variable de rayon. Dans le
modèle considéré il existe donc deux tailles “typiques” de particules : les grosses, qui peuvent
fragmenter (avec un certain taux), et les petites, qui ne fragmentent pas (ni ne coalescent).
La force de trâınée appliquée aux particules (voir paragraphe 1.1.4 du Chapitre 1) indique
que celles-ci alignent leur vitesse sur celle du fluide avec un temps de relaxation d’autant plus
bref que leur rayon est petit. En terme de simulation numérique, si on utilise une méthode
particulaire comme celle abordée au paragraphe 1.4 du Chapitre 1, la production d’un grand
nombre de petites particules peut considérablement allonger le temps de calcul. Dans une
situation extrême de ce type, il peut être préférable de considérer que les particules fines “se
fondent” dans le fluide environnant, en augmentant la densité de celui-ci et en tenant compte
de cette augmentation dans sa simulation (par éléments ou volumes finis). C’est ce point de
vue que nous avons essayé d’explorer dans [A8] en dérivant (formellement) un modèle de fluide
à densité variable couplé à une équation cinétique. Plus précisément, en normalisant le rayon
des grosses particules ainsi que le taux de fragmentation de celles-ci, si ε > 0 désigne le rayon
des petites particules, nous sommes partis du système suivant

∂tf + v · ∇xf +∇v · [f(u− v)] = −f,
∂tg + v · ∇xg +∇v ·

[
g(u− v)/ε2

]
= f/ε3,

∂tu+ (u · ∇)u−∆u+∇p = jf − ρfu+ ε(jg − ρgu),

∇ · u = 0,

(31)

(32)

(33)

(34)
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que nous considérons pour un jeu de variables (t, x, v) ∈ R+ × T
3 × R

3, où T
3 est le tore plat

tridimensionnel. Les notations jf , jg, ρf , ρg désignent les moments des fonctions des fonctions
de densité, comme en (1) – (2). Les facteurs ε, ε−2 et ε−3 sont justifiés par l’expression des
forces de trâınée et Brinkman (voir paragraphe 1.1.4 du Chapitre 1) ainsi que la conservation
de la masse pour l’ensemble du spray : chaque particule “disparue” de l’équation (31) donne
ainsi naissance à 1/ε3 particules fines dans l’équation (32). À noter également que le fluide est
pris à densité constante.

Dans [A8] nous avons d’abord effectué une analyse asymptotique formelle qui produit, dans
la limite ε→ 0, un système de type Vlasov-Navier-Stokes à densité variable pour le fluide, c’est
l’objet du paragraphe suivant. Nous construirons ensuite une solution faible pour ce système
limite et reviendrons en fin de section vers les difficultés que l’on rencontre lorsqu’on cherche
à rendre rigoureuse l’analyse asymptotique présentée.

2.3.1 La limite formelle ε → 0

Introduisons la fonctionnelle correspondant à l’énergie cinétique du système

Eε(fε, gε, uε) :=
1

2

ˆ

T3

ˆ

R3

|v|2fε dv dx+
ε3

2

ˆ

T3

ˆ

R3

|v|2gε dv dx+
1

2

ˆ

T3

|uε|2 dx,

où toutes les fonctions ont été indexées par la variable ε que l’on s’apprête à faire tendre vers
0. Afin de conserver asymptotiquement une trace des particules fines dans l’énergie ci-haut, il
est naturel de considérer le scaling suivant

hε := ε3gε. (35)

Remarquons que Eε(fε, gε, uε) = E(fε + hε, uε)(t) où E est la fonctionnelle

E(f, u) :=
1

2

ˆ

T3

ˆ

R3

|v|2f dv dx+
1

2

ˆ

T3

|u|2dx, (36)

introduite dans le paragraphe 1.3.3 du Chapitre 1 pour la preuve d’existence de solutions
faibles au système de Vlasov-Navier-Stokes sur le tore. En étudiant la variation de Eε au
cours du temps pour une solution (fε, gε, uε) du système (31) – (34) on obtient une estimation
d’énergie similaire à celle obtenue pour le système de Vlasov-Navier-Stokes (voir l’énoncé du
Théorème 1.1), mais tenant compte du rayon des petites particules :

d

dt
Eε(fε, gε, uε)(t) +

ˆ

T3

ˆ

R3

fε |v − uε(t)|2 dv dx

+
1

ε2

ˆ

T3

ˆ

R3

hε(t) |v − uε(t)|2 dv dx+

ˆ

T3

|∇uε(t)|2 dx = 0. (37)

En particulier, par positivité, il vient

1

ε2

ˆ t

0

ˆ

T3

ˆ

R3

hε(t) |v − uε(t)|2 dv dx ≤ Eε(fε, gε, uε)(0).

Si les données initiales sont préparées de sorte que le membre de droite reste borné, on s’attend
donc à un comportement asymptotique monocinétique pour la suite (hε)ε. Plus précisément, en
rappelant la notation des moments (1) – (2), si (ρhε , uε)ε ⇀ε (ρ, u), on s’attend à ce que (hε)ε
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ait pour limite ρ⊗ δv=u. Poursuivons cette analyse formelle en intégrant en vitesse l’équation

(32) face à

(
1
v

)
pour aboutir aux deux équations suivantes

∂tρhε +∇ · jhε = ρfε ,

∂tjhε +∇ · Jhε = jfε +
1

ε2
(ρhεuε − jhε),

(38)

où Jhε est une fonction à valeurs matricielles définie par

Jhε(t, x, v) :=

ˆ

R3

v ⊗ v hε(t, x, v) dv.

Dans le cadre de la limite monocinétique évoquée plus haut, nous avons également les conver-
gences formelles (jhε)ε ⇀ε ρ u et (Jhε)ε ⇀ε ρ u ⊗ u. Remarquons qu’avec les notations intro-
duites on peut écrire l’équation (33) ainsi (en utilisant l’incompressibilité)

∂tuε +∇ · (uε ⊗ uε)−∆uε +∇pε = jfε − ρfεuε +
1

ε2
(jhε − ρhεuε).

En sommant l’équation précédente à celle obtenue sur jhε ci-dessus, il vient

∂t(uε + jhε) +∇ · (uε ⊗ uε + Jε)−∆uε +∇pε = 2jfε − ρfεuε.

Les convergences mentionnées pour (jhε)ε et (Jhε)ε conduisent alors formellement à l’équation
suivante (avec des notations évidentes pour f et p).

∂t(u+ ρu) +∇ · (u⊗ u+ ρu⊗ u)−∆u+∇p = 2jf − ρfu. (39)

En passant à la limite l’équation (38) il vient également

∂tρ+∇ · (ρu) = ρf ,

si bien que le système limite peut s’écrire (en passant également à la limite l’équation sur fε)

∂tf + v · ∇xf +∇v · [f(u− v)] = −f,
∂tρ+∇ · (ρu) = ρf ,

(1 + ρ)[∂tu+ (u · ∇)u]−∆u+∇p = 2(jf − ρfu),

∇ · u = 0.

(40)

(41)

(42)

(43)

Il s’agit donc d’un système de Vlasov-Navier-Stokes dans lequel le fluide possède une densité
variable, laquelle est alimentée par l’aérosol (terme source de la deuxième équation).

2.3.2 Existence pour le système limite

Le principal résultat démontré dans [A8] est le théorème suivant d’existence pour le système
(40) – (43).
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Théorème 2.6. Soit (fin, ρin, uin) ∈ L∞(T3 × R
3) × L5/3(T3) × L2

div(T
3). On suppose que

fin, ρin ≥ 0 et que (x, v) 7→ (1+ |v|2)fin(x, v) ∈ L1(T3×R
3). Il existe une solution faible globale

(f, ρ, u) au système (40) – (43) considéré sur R+ × T
3 × R

3 telle que

ρ ∈ L∞
loc(R+; L

5/3(T3)), f ∈ L∞
loc(R+; L

∞(T3 × R
3)),

u ∈ L∞
loc(R+; L

2
div(T

3)) ∩ L2
loc(R+; H

1
div(T

3))

(44)

(45)

et satisfaisant l’inégalité

E(f, ρ, u)(t) +
ˆ t

0

ˆ

T3

|∇u|2 dxds+ 3

2

ˆ t

0

ˆ

T3

ˆ

R3

|u− v|2f dv dxds ≤ E(fin, ρin, uin), (46)

où

E(f, ρ, u) := 1

2

ˆ

T3

ˆ

R3

|v|2f dv dx+
1

2

ˆ

T3

(1 + ρ)|u|2dx.

Remarque 2.5. Avec les espaces fonctionnels considérés, il n’est pas évident de comprendre le
sens du terme ρ ∂tu dans l’équation (42), mais cette dernière est en fait totalement équivalente
à (39). La pression est éliminée par le projecteur de Leray qui est ici donné explicitement
puisque l’on travail sur le tore plat.

En prenant fin = f = 0, notre système se réduit à (41) – (43), i.e. aux équations de Navier-
Stokes incompressible à densité variable. Les principales difficultés que nous avons rencontrées
peuvent s’exprimer directement vis-à-vis de ce système. Les premières références bibliogra-
phiques traitant de solutions faibles globales pour celui-ci proviennent de l’école russe, dans
les années ’70, voir par exemple l’ouvrage [8] d’Antontsev et. al. Dans ces travaux pionniers
la densité est toujours bornée et uniformément minorée par une constante positive. Un peu
plus tard Simon généralisera dans [140] ces théorèmes d’existence en abandonnant l’hypothèse
de minoration, ce qui revient à autoriser des zones de vide dans le fluide. Ces approches
ne permettaient pas de traiter les cas de modèles fluide plus complexes où la viscosité n’est
pas constante mais dépend de la densité du fluide, l’une des obstructions étant l’absence de
résultats de stabilité (forts) pour l’équation de transport avec un champ peu régulier. À l’aide
de la théorie des solutions renormalisées mise au point avec DiPerna (voir [57]), Lions dans
son monographe [113], puis Desjardins dans [49], construiront les premières solutions faibles
pour des systèmes à viscosité variable, fonction d’une densité qui elle-même peut s’annuler.
En ce qui concerne les solutions plus régulières de ce système (et leur existence locale), nous
renvoyons à l’exposé complet [42] de Danchin. Mentionnons enfin deux travaux récents traitant
d’un couplage Vlasov-Navier-Stokes inhomogène que sont [146] et [36]. Dans tous les travaux
cités précédemment pour les solutions faibles, la densité du fluide est bornée supérieurement
(mais peut éventuellement s’annuler), alors que notre Théorème 2.6 produit des solutions ayant
une densité non bornée (mais qui ne s’annule jamais) et ce, indépendamment de la donnée ini-
tiale car le terme source de (42) n’est pas borné. Il était suggéré dans [57, 113] que certaines
méthodes de [57] pourraient être généralisées pour traiter en particulier le cas de fluides vis-
queux à densité non bornées. C’est précisément ce que nous avons fait pour traiter les non
linéarités les plus sérieuses du système (40) – (42).

Nous ne nous attarderons pas ici sur le schéma d’approximation suivi (bien que celui-ci sorte
légèrement de la routine proposée dans le Chapitre 1) et résumons les difficultés reliées à l’ultime
passage à la limite en une question de stabilité faible. On part donc d’une suite (fn, ρn, un)n
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solution du système (31) – (34) initialisée par (fin, ρin, uin) et satisfaisant de plus l’inégalité (46).
De nombreuses bornes sont fournies par cette estimation, permettant d’extraire de (fn, ρn, un)n
une sous-suite convergeant faiblement pour des topologies appropriées. La difficulté provient
de ce que la seule composante du système bénéficiant d’un contrôle fort (d’une partie) de ses
dérivées est (un)n. La méthode standard consiste alors à invoquer un Lemme d’Aubin-Lions
en utilisant l’équation elle-même pour contrôler (∂tun)n dans un espace suffisamment faible.
Seulement ici les équations (39) ou (42) ne permettent pas de contrôler (∂tun)n directement.
Dans [8] cette difficulté est contournée en étudiant directement les translations en temps de
un, mais en utilisant fortement que (ρn)n est uniformément bornée. L’approche proposée dans
[113], tirée de [57, Thm. II.7] consiste à montrer la stabilité forte des solutions d’une équation
de transport pour une suite de champs de vecteurs dont seules les oscillations en la variable
d’espace sont contrôlées (par une estimation uniforme sur les translations). La preuve proposée
est donnée dans le cas où la solution de l’équation de transport est bornée (en suggérant son
adaptation possible dans d’autres cas). Partant de cette lecture nous avons extrait un énoncé
général — indépendant de l’équation de transport — quelque peu évocateur du phénomène de
compacité par compensation de Murat et Tartar (voir [129, 143]), il s’agit d’un cas particulier
de la Proposition 4.1 que l’on présente en détail dans le chapitre 4. Cette proposition nous
permet dans un premier temps de passer à la limite dans (ρnun)n puisque, schématiquement,
“(∇un)n est contrôlée fortement en t, x” et “(∂tρn)n est contrôlée fortement en t, faiblement
en x”. Une fois que l’on a établi (ρnun)n ⇀n ρu, on invoque à nouveau la Proposition 4.1
pour passer à la limite dans ((1 + ρn)un ⊗ un)n en notant cette fois-ci que la dérivée en temps
de (1 + ρn)un est contrôlée grâce à l’équation (39). Une fois que l’on a obtenu la convergence
((1 + ρn)un ⊗ un)n ⇀ (1 + ρ)u ⊗ u, on récupère la convergence en norme de (un)n vers u et
donc la convergence forte de cette suite, ce qui permet de conclure.

2.3.3 Preuve rigoureuse ?

Essayons de reprendre de manière plus rigoureuse l’analyse formelle effectuée dans le para-
graphe 2.3.1. La première étape serait bien sûr de construire (à ε > 0 fixé) des solutions faibles
globales et de préciser un cadre fonctionnel dans lequel les manipuler pour espérer passer à la
limite. L’analyse se rapproche alors très fortement de celle réalisée pour le système de Vlasov-
Navier-Stokes sur le tore et est présentée en détail dans [13]. Ce faisant, en rappelant le scaling
introduit en (35), nous partons donc d’une solution faible du système suivant

∂tfε + v · ∇xfε +∇v · [fε(uε − v)] = −fε,
∂thε + v · ∇xhε +∇v ·

[
hε(uε − v)/ε2

]
= fε,

∂tuε +∇ · (uε ⊗ uε)−∆uε +∇pε = jfε − ρfεuε + (jhε − ρhεuε)/ε
2,

∇ · uε = 0.

On voit que la difficulté de l’asymptotique ε → 0 n’est en rien perturbée par la présence de
fε (dont le rôle a en quelque sorte été effacé par le scaling) et on peut donc sans perte de
généralité se ramener au système suivant

∂thε + v · ∇xhε +∇v ·
[
hε(uε − v)/ε2

]
= 0,

∂tuε +∇ · (uε ⊗ uε)−∆uε +∇pε = (jhε − ρhεuε)/ε
2,

∇ · uε = 0.

La limite ε → 0 que nous cherchons alors à écrire correspond simplement à la dérivation
des équations de Navier-Stokes à densité variable, sans terme source. Pour simplifier on note
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par la suite (ρε, jε, Jε) := (ρhε , jhε , Jhε), où les composantes du second triplet ont toutes été
introduites dans le paragraphe précédent.

On considère donc sur un segment [0, T ] une famille de solutions faibles (hε, uε)ε vérifiant
pour presque tout t ∈ [0, T ] l’estimation (analogue à celle obtenue dans le Théorème 1.1)

E(hε, uε)(t) +

ˆ t

0

ˆ

T3

|∇uε|2 dxds+
1

ε2

ˆ t

0

ˆ

T3

ˆ

R3

|v − uε|2f dv dxds ≤ E(hεin, u
ε
in), (47)

où la fonctionnelle E a été introduite en (36) et (hεin, u
ε
in) est une condition initiale admissible

au sens de la Définition 1.1. Le Théorème 1.1 produit des solutions de l’équation cinétique
appartenant à L∞(0, T ; L∞(T3 × R

3)), mais cette estimation dégénère lorsque ε → 0 car la
divergence du champ est augmentée d’un facteur 1/ε2, on a en effet sur [0, T ]

‖hε(t)‖∞ ≤ e3T/ε
2‖hεin‖∞.

Cette mauvaise nouvelle est cohérente avec le comportement monocinétique attendu ! De l’es-
timation d’énergie (47) on récupère par contre les bornes suivantes :

(
(t, x, v) 7→ (1 + |v|2)hε

)
ε
∈̇L∞(0, T ; L1(T3 × R

3)),

(uε)ε ∈̇L∞(0, T ; L2(T3)) ∩ L2(0, T ; H1(T3))

(
√
ρε uε)ε ∈̇L2(0, T ; L2(T3)),

(48)

(49)

(50)

lesquelles permettent d’établir les comportement asymptotiques suspectés

jε = ρε uε +O(ε),

Jε = ρε uε ⊗ uε +O(ε),

(51)

(52)

où dans les deux cas O(ε) est à comprendre au sens de la norme L1(0, T ; L1(T3)). Il s’agit
alors de passer à la limite dans le couple d’équations suivantes que nous avons obtenues dans
le paragraphe 2.3.1 (on rappelle que dorénavant fε = 0)

∂tρε +∇ · jε = 0,

∂t(uε + jε) +∇ · (uε ⊗ uε + Jε)−∆uε +∇pε = 0.

Grâce à (51) – (52) on peut alors écrire

∂tρε +∇ · (ρεuε)−⇀
ε

0,

∂t(uε + ρεuε) +∇ · (uε ⊗ uε + ρεuε ⊗ uε)−∆uε +∇pε−⇀
ε

0,

les convergences étant à comprendre (au moins) au sens des distributions. Nous avons essayé
sans succès de traiter les non linéarités de ce système mais il semble qu’en l’état nous ne
bénéficions pas assez d’estimations pour conclure. Expliquons les difficultés rencontrées en
remarquant d’abord que, en écho au le paragraphe précédent, seules les oscillations spatiales
de (uε)ε sont contrôlées a priori.

Commençons par la non linéarité la moins sévère : ρεuε. Il est tentant d’invoquer à nouveau
la Proposition 4.1 mais (ρε)ε n’est contrôlée pour l’instant que dans L∞(0, T ; L1(T3)) ce qui ne
laisse pas suffisamment de marge pour utiliser ce résultat, car l’injection H1(T3) →֒ Lp(T3) n’est
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compacte que pour p < 6 : il faudrait une borne spatiale de (ρn)n dans Lq(T3) avec q > 6/5.
En réalité, même en reprenant le même système en dimension 2, la situation reste critique. On
trouvera dans [A11] une variation de la Proposition 4.1 qui, à l’aide de l’inégalité de Moser-
Trudinger, permet de conclure si (ρε)ε est contrôlée dans L∞(0, T ; L log L(T2)). Il s’agit d’une
borne qui correspond à la limite hydrodynamique étudiée dans [85] pour un système voisin.
Dans cet article c’est la présence d’un terme diffusif dans l’équation cinétique qui sauve la
mise : il permet l’introduction d’une entropie relative pour traiter toutes les non linéarités,
mais cela nécessite une hypothèse de préparation des données.

L’étude des autres termes uε ⊗ uε et ρε(uε ⊗ uε) n’est (naturellement) en rien plus encou-
rageante. Gardons à l’esprit le cas partiel que l’on a pu traiter dans les lignes du dessus. Lions,
dans l’étude des équations de Navier-Stokes stationnaires isothermes en dimension 2 (voir [114,
p.103]) propose le contre-exemple suivant. Si on définit

ρn :=
n2

ln(n)
1|x|≤1/n, un :=

1√
ln(n)

ln(|x| ∨ 1/n),

on vérifie que (ρn)n est bel et bien bornée dans L log L(T2), (un)n dans H1(T2), convergent
toutes les deux vers 0 au sens des distributions alors que (ρnu

2
n)n se concentre en une masse

de Dirac. Lions montre ensuite que ces concentrations sont, à translation près, les seules pa-
thologies possibles et utilise l’équation limite pour effacer la mesure de défaut produite.

L’analyse précédente laisse à penser que la preuve rigoureuse de l’asymptotique formelle
présentée dans le paragraphe 2.3.1 est hors d’accès en dimension 3. Pour ce qui est de la
dimension 2, l’adaptation de la méthode de Lions est une piste envisageable mais la prise en
compte de la variable de temps semble particulièrement délicate (d’autant que les oscillations
en celle-ci ne sont pas du tout contrôlées). L’introduction d’une entropie ou énergie modulée
à la manière de [85] reste la stratégie la plus raisonnable mais nous n’avons pour l’instant pas
réussi à découvrir de telle fonctionnelle.

2.4 Un modèle gyroscopique

Avec Franck Sueur nous avons introduit dans [A6] un nouveau système fluide/cinétique,
considéré pour (t, x, v) ∈ R+ × R

2 × R
2, et prenant la forme suivante,

∂tf + v · ∇xf +∇v · [(v − u)⊥f ] = 0,

∂tu+ u · ∇u+∇p = (ρfu− jf )
⊥,

divu = 0,

(53)

(54)

(55)

où pour x = (x1, x2) ∈ R2, x⊥ signifie x⊥ = (−x2, x1) et jf , ρf sont les moments introduits
en (1) – (2). En comparaison au système (3) – (5), le fluide est donc supposé parfait (pas
de viscosité) et l’interaction entre les deux phases ne se fait plus via les forces de trâınée
et Brinkman, mais par un effet gyroscopique. Afin de comprendre d’où vient ce système et
aussi parce que l’analyse à deux dimensions de l’équation d’Euler y est plus commode, nous
utiliserons dorénavant la formulation en vorticité du système précédent, laquelle s’écrit

∂tf + v · ∇xf +∇v · [f(v − u)⊥] = 0

∂tω + u · ∇ω = 0,

(56)

(57)
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où u est donné par

u = K[ω + ρf ], (58)

et K est l’opérateur de Biot-Savart i.e. la convolution avec la fonction

H(x) :=
1

2π

x⊥

|x|2 .

L’opérateur de Biot-Savart produit des champs à divergence nulle dont le rotationnel vaut son
argument d’entrée (voir [120] par exemple pour une introduction à celui-ci). Cette deuxième
formulation permet donc de voir à quel point les deux phases se font “tourner l’une l’autre” :
l’accélération des particules est orthogonale à leur vitesse relative vis-à-vis du fluide tandis que
la vorticité de celui-ci est ponctuellement augmentée par la présence de particules.

Nous présentons ci-après quelques uns des résultats que nous avons obtenu avec Franck
Sueur dans [A6].

2.4.1 Dérivation dans un cas régularisé

Dans [82], Glass, Lacave et Sueur ont établi une analyse asymptotique sur un système
couplant l’équation d’Euler pour les fluides parfaits à celle du mouvement d’un solide immergé
(tout cela en dimension 2), à mesure que la taille de celui-ci tend vers 0. En fixant une circulation
constante non nulle autour du solide et une masse non évanescente, ils parviennent à une
variante du système “Euler/point vortex” de Marchiori et Pulvirenti (voir [121]) incluant de
l’inertie pour le solide (l’analyse a depuis été prolongée dans [82] pour récupérer le système
exact). Avec Franck Sueur dans [A6] nous sommes partis d’une configuration incluant plusieurs
points vortex inertiels de ce type (la dérivation d’un tel système multi-vortex est un travail en
cours d’élaboration [81]), soit

∂tω + u · ∇xω = 0,

u(t, x) = H ⋆
(
ω(t) +

N∑

j=1

γjδhj(t)

)
,

miḧi(t) =
(
ḣi(t)− vi(t, hi(t))

)⊥
,

vi(t, x) = H ⋆
(
ω(t) +

N∑

j 6=i

γjδhj(t)

)
,

où hi(t) ∈ R
2, mi > 0 et γi > 0 sont les positions, masses et circulations associées à chaque par-

ticule, le système étant complété par des données initiales pour ω et les fonctions hi et ḣi. Nous
avons cherché à établir une limite de champ moyen en prenant des circulations de l’ordre de 1/N
pour chaque particule et une masse d’ordre 1 (afin de ne pas laisser la dynamique dégénérer).
La singularité du noyau de l’opérateur de Biot-Savart étant trop sévère pour être traitée di-
rectement, nous avons suivi l’approche de Dobrushin [58] en considérant un noyau régularisé
(nous évoquons dans le dernier paragraphe les difficultés du cas général). Plus précisément,
nous avons introduit un champ de vecteur H̃ lipschitzien et nul en 0 (une régularisation de H)
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et nous nous sommes intéressés à l’asymptotique N → +∞ dans le système suivant

∂tωN + uN · ∇xωN = 0,

uN (t, x) = H̃ ⋆
(
ωN(t) +

1

N

N∑

j=1

δhj,N (t)

)
,

ḧi,N (t) =
(
ḣi,N (t)− uN (t, hi,N (t))

)⊥
.

(59)

(60)

(61)

On peut alors vérifier que la mesure empirique

fN(t) :=
1

N

N∑

i=1

δ(hi,N (t),ḣi,N (t)), (62)

résout l’équation

∂tfN + v · ∇xfN +∇v · [fN (v − uN )⊥] = 0. (63)

Dans ce cadre régulier, la méthode de Dobrushin fournit tout : existence et unicité pour le
système, la seconde découlant en fait d’une estimation de stabilité qui justifie par la même
occasion la limite de champ moyen. Précisons un peu cela. Le cadre fonctionnel retenu est
l’espace M des mesures sur R2× (R2×R

2) possédant un moment d’ordre 1 et dont la première
marginale (sur R2) est une mesure signée (la vorticité) et la seconde (sur R2×R

2) une mesure
de probabilité (la mesure empirique) ; on équipe M de la topologie étroite. Lorsque deux
éléments de M satisfont une certaine condition de compatibilité sur les variations totales de
leurs composantes, on peut évaluer l’écart entre ceux-ci par l’utilisation de la distance de
Wasserstein W1, laquelle métrise la converge étroite. C’est en terme de cette distance, et par
l’utilisation de la dualité de Kontorovitch que l’estimation de stabilité mentionnée plus haut
prend forme.

Théorème 2.7. Soit µ0 := (ω0, f0) ∈ M . Il existe un unique élément C 0(R+;M ) solution de
(59) et (63) avec (ω0, f0) comme donnée initiale. De plus si, µ0,1 et µ0,2 sont deux éléments de
M compatibles et µ1, µ2 les deux solutions correspondantes, on a pour t ∈ R+ :

W1(µ1(t), µ2(t)) ≤ eCtW1(µ0,1, µ0,2),

pour une certaine constante C ne dépendant que de ‖∇H̃‖∞ et de la variation totale de µ0,1
et µ0,2.

Remarque 2.6. La non linéarité présente dans (63) ne pose pas de problème car dans notre
cadre adouci, uN est suffisamment régulière pour définir son produit par une mesure.

On tire en particulier de ce résultat le corollaire suivant pour la mesure empirique introduite
en (62).

Corollaire 2.1. On se fixe une vorticité initiale ω0 (éventuellement une mesure signée) et on
considère la mesure empirique introduite en (62), associée au système (59) – (61), initialisée
par fN(0). On suppose que la suite (fN (0))N converge étroitement vers une mesure de probabi-
lité f0 sur R2×R

2 possédant un moment d’ordre 1. Si µN et µ sont les éléments de C 0(R+;M )
respectivement associés aux conditions initiales (ω0, fN (0)) et (ω0, f0), alors (µN )N converge
vers µ dans L∞

loc(R+;M ).
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Il est naturel de se demander si cette limite de champ moyen peut être établie dans le cas non
régularisé, ce qui justifierait rigoureusement le système (56) – (58), mais à notre connaissance
il s’agit d’un problème encore largement ouvert. Il est possible de prouver une limite de champ
moyen pour une équation de Vlasov, dans le cas d’un noyau d’interaction singulier, mais la
littérature actuelle (voir par exemple [88, 89, 97]) ne recouvre pas le cas du noyau apparaissant
dans l’opérateur de Biot-Savart (la singularité est critique). Mentionnons les travaux récents de
Duerinckx et Serfaty [65, 137] qui traitent le cas de noyaux coulombiens (voire plus singuliers
encore), mais uniquement pour les systèmes d’ordre 1.

2.4.2 Solutions faibles globales

Si on ôte la régularisation et que l’on s’intéresse directement au système limite (56) – (58), il
jouit d’une théorie d’existence et d’unicité légèrement différente du système de Vlasov-Navier-
Stokes (3) – (5), principalement due à l’absence de régularisation dans l’équation fluide.

Théorème 2.8. Soit (ω0, f0) ∈ L4/3 ∩ L1(R2)∩ L∞ ∩ L1(R2 ×R
2). On suppose également que

f0 ≥ 0 et que (x, v) 7→ f0(x, v)|v|2 est intégrable sur R
2 × R

2.
(i) Il existe une solution faible globale

(ω, f) ∈ C
0(R+; L

4/3(R2))× L∞
loc(R+; L

1 ∩ L∞(R2 × R
2))

au système (56) – (58).
(ii) Si de plus ω0 ∈ L∞(R2), il existe alors au plus une solution

(ω, f) ∈ C
0(R+; L

4/3 ∩ L∞(R2))× L∞
loc(R+; L

1 ∩ L∞(R2 × R
2)),

au système (56) – (58), telle que ρf ∈ L∞
loc(R+; L

∞(R2)).

Le premier point est obtenu par une méthode standard d’approximation/compacité, com-
binée à des estimées a priori adéquates. Pour le second, nous nous sommes basés sur les
travaux de Yudovich [158] (unicité pour Euler 2D) et Loeper [115] (unicité pour le système
de Vlasov-Poisson). Il est à noter qu’en l’état rien n’empêche l’unicité annoncée dans le point
(ii) de n’être qu’un “if-theorem”. Dans [A6] nous nous sommes donc assurés de l’existence
de solutions ayant cette régularité, moyennant des hypothèses supplémentaires sur les données
initiales, tant en terme de régularité que de décroissance à l’infini, suivant le travail de Degond
[45] pour le système de Vlasov-Fokker-Planck-Poisson.

D’autres propriétés du système (56) – (58) ont été explorées dans [A6]. Mentionnons par
exemple, et sans énoncé précis, une analyse asymptotique de ce système pour des masses de
particules évanescentes : on récupère alors une solution de l’équation d’Euler (en un sens très
faible).
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3
Systèmes à diffusion croisée

Les travaux dont il est question dans ce chapitre sont les articles [A7, A10, A14], écrits en
collaboration avec Laurent Desvillettes, Thomas Lepoutre et Ariane Trescases, la prépublication
[P3] et, de manière un peu annexe, l’article [A11].

En 1979 Shigesada, Kawasaki et Teramoto proposent dans [138] un modèle décrivant l’in-
teraction entre deux populations animales, toutes deux représentées par leur densités u1, u2,
solutions du système appelé dorénavant SKT :





∂tu1 −∆
[
(d1 + a11u1 + a12u2)u1

]
= u1(ρ1 − s11u1 − s12u2),

∂tu2 −∆
[
(d2 + a22u2 + a21u1)u2

]
= u2(ρ2 − s21u1 − s12u2).

(1)

Les coefficients di, aij , sij , ρi considérés sont ici tous positifs et modélisent des taux de diffusion
en espace (coefficients di, aij), de reproduction (coefficients ρi) ou de décès par compétitivité
(coefficients sij). Ce système constitue une généralisation substantielle du modèle classique de
Lotka-Volterra avec diffusion, où les termes aij sont absents. C’est précisément la présence
de a12 et a21 qui fait de (1) un système à diffusion croisée (pour a11 et a22 on parle d’auto-
diffusion) : chaque population influe sur la propension de l’autre espèce à diffuser en espace.
Cette caractéristique a été proposée dans [138] afin de permettre au modèle de décrire les
phénomènes de ségrégation où les deux espèces parviennent à une situation d’équilibre sans es-
sentiellement occuper le même habitat. Mathématiquement, cette dernière propriété se traduit
par l’existence de solutions stationnaires u1, u2 telles que, pour un certain ε > 0, les ensembles
de sur-niveau {u1 ≥ ε} et {u2 ≥ ε} soient disjoints. C’est une particularité que n’offrait pas
le système de Lotka-Volterra diffusif : on peut montrer que les états d’équilibres sont alors
forcément constants.

Introduit par une question de modélisation, le système de Shigesada, Kawasaki et Teramoto
s’est avéré être un objet mathématique extrêmement riche. Nous reviendrons là-dessus plus
tard mais annonçons déjà que la littérature existante sur le sujet n’est pas en mesure de nous
dire si il existe ou non des solutions régulières globales à un problème couplé (en apparence)
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aussi simple que

∂tu1 −∆
[
(2 + u2)u1

]
= 0,

∂tu2 −∆
[
(1 + u1)u2

]
= 0,

pour des données initiales non triviales et les conditions aux bords de notre choix. Nous allons
dans ce chapitre nous intéresser au système SKT mais également à plusieurs variantes possibles,
permettant d’inclure notamment des taux de diffusion non linéaires ou à portée plus longue
en espace.

Afin de simplifier et d’homogénéiser au maximum la présentation, toutes les équations
seront considérées sur le cylindrique périodique QT := [0, T ] × T

N , où T
N est le tore plat

N -dimensionnel. La plupart des résultats que nous aborderons peuvent être généralisés au cas
de l’espace entier ou d’un domaine Ω borné de RN , suffisamment régulier, avec une condition
de Neumann homogène sur son bord. En fait c’est souvent dans ce dernier cadre qu’ils ont
été écrits dans les références citées précédemment, car c’est ce problème aux limites qui est
pertinent en dynamique des populations (espèces confinées dans un domaine). Le cas simplifié
du tore plat permet de donner un aperçu des difficultés mathématiques liées à la diffusion
croisée, en s’affranchissant de certaines considérations techniques.

La première section donne quelques exemples d’équations de diffusion et motive l’utilisation
de l’équation de Kolmogorov dans le cadre de la dynamique des populations. Une analyse de
cette dernière est proposée dans la section suivante, qui nous servira notamment à donner
un sens précis aux composantes des systèmes à diffusion croisées que nous allons considérer.
Cela sera aussi l’occasion d’aborder un outil fondamental dans notre approche : le lemme de
dualité. Nous présentons dans la Section 3.3 un état de l’art pour la théorie d’existence du
système SKT, révélant notamment une structure entropique de prime abord insoupçonnée.
Nous généralisons celle-ci dans la Section 3.4 à des variantes du système SKT, produisant ainsi
plusieurs théorèmes d’existence pour celles-ci. Nous donnons dans la Section 3.5 un schéma
d’approximation robuste dont le cadre d’application englobe tous les systèmes de la section
précédente. Enfin, la dernière section s’intéresse à une analyse asymptotique reliant deux types
de systèmes à diffusion croisée et motivée par une question posée par Fontbona et Méléard
dans [70].

3.1 Équations de diffusions

Pour les lecteurs non familiers à la dynamique des population, l’appellation “diffusion” pour
le phénomène représenté par les termes aij dans le système SKT peut parâıtre surprenante. Il
convient en effet de distinguer l’équation de diffusion de Fick pour une diffusivité µ laquelle
s’écrit

∂tu−∇ · (µ∇u) = 0, (2)

et l’équation de diffusion de Kolmogorov (plutôt attribuée à Fokker et Planck dans la littérature
physicienne) prenant la forme

∂tu−∆(µu) = 0. (3)

Dans le système (1) l’opérateur de diffusion utilisé relève de la deuxième famille d’équations
de diffusion. Il existe plusieurs manières de justifier ce choix.
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(i) Commençons par un raisonnement quelque peu heuristique. L’opérateur de diffusion
−∆(µu) présent dans l’équation de Kolmogorov peut être décomposé en deux morceaux

−∆(µu) = −∇ · (µ∇u) +∇ · (ub), (4)

où on a introduit le champ de vecteurs b := −∇µ. La décomposition (4) exprime alors
la combinaison de deux phénomènes : une diffusion de Fick et un transport conservatif
dans la direction b. Un tel opérateur semble pertinent si on souhaite décrire le compor-
tement de populations qui d’une part diffusent d’autant plus que leurs concurrents sont
présents (par exemple par un effet de stress) et d’autre part cherchent à éviter ceux-ci
en s’éloignant des zones de forte concentration (transport opposé au gradient). Un argu-
ment comparable consiste à remarquer que même si µ n’est pas constant, l’équation (2)
autorise les états d’équilibre homogènes : les individus peuvent occuper tout l’espace
et ne plus bouger, indépendamment de leurs concurrents. Ce scénario est impossible
pour l’équation (3). Le principal défaut de ces considérations heuristiques est qu’elles
ne justifient en rien le choix particulier d’une équation de Kolmogorov au sein de toutes
les combinaisons possibles

α∇ · (µ∇u) + β∇ · (u∇µ),

pour des coefficients positifs α, β non nécessairement égaux.

(ii) Des justifications formelles du choix de l’équation de Kolmogorov sont proposées dans
l’article fondateur [138], basées sur des bilans de flux de part et d’autre d’un réseau de
cellules discrétisées. Une autre approche (également formelle) est proposée dans [132],
basée sur la compréhension de la densité u comme celle d’un processus stochastique
à temps continu, limite d’une marche aléatoire dont l’évolution est guidée par µ. Ce
processus est solution d’une équation différentielle stochastique et selon le formalisme
adopté (Itô ou Stratonovitch par exemple), on peut alors retrouver une équation ou
l’autre.

(iii) Une ultime voie est de dériver le système SKT à partir d’un autre système d’équations.
C’est par exemple la stratégie proposée par Iida, Mimura et Ninomiya dans [94], où le
système SKT est formellement obtenu comme une limite d’équations de réaction/diffusion
standards. Une autre approche, partant d’un modèle stochastique de population fi-
nie, est proposé par Fontbona et Méléard dans [70]. Nous reviendrons vers ce type
de résultats dans la Section 3.6.

Mentionnons enfin une troisième famille d’opérateurs de diffusion, qui semble avoir été intro-
duite pour la première fois par Wereide [150] et prenant la forme

∂tu−∇ · (√µ ∇(
√
µ u)) = 0. (5)

Ce troisième exemple (qui empêche également les états d’équilibres constants si µ ne l’est pas)
n’a pas été utilisé à notre connaissance en dynamique des population. Pour des exemples issus
de la physique et une discussion plus générale sur la rivalité Fick/Kolmogorov, nous renvoyons
à [35].

Remarque 3.1. Dans le cas d’une diffusivité µ indépendante de x, les trois d’équations (2),
(3) et (5) se confondent, et on retrouve classiquement l’équation de la chaleur si µ est constante.
Dans les systèmes que nous considérerons cela ne sera jamais le cas.
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3.2 L’équation de Kolmogorov

Les résultats que nous présentons dans cette section sont tous issus de [P3]. Certains
d’entre eux sont relativement standards, mais l’approche unifiée que nous proposons nous
parâıt pertinente. Les faits les plus novateurs et les plus marquants arrivent dans le paragraphe
3.2.3. Nous donnons en fin de section quelques repères bibliographiques, permettant de situer
précisément notre apport.

Nous nous concentrons sur l’équation introduite en (3), avec un second membre, i.e. le
problème

∂tz −∆(µz) = G,

z(0, ·) = z0,

(6)

(7)

où les données sont µ, G et z0 et l’inconnue la fonction z.

Définition 3.1. Soit G ∈ L1(QT ), z
0 ∈ L1(TN ) et µ une fonction mesurable arbitraire. Une

fonction z de L1(QT ) est une solution de (6) – (7) au sens des distributions, ou simplement
solution dans D ′(QT ), si zµ ∈ L1(QT ) et que

∀ϕ ∈ D(QT ), −
ˆ

QT

z(∂tϕ+ µ∆ϕ) =

ˆ

TN

z0ϕ(0, ·) +
ˆ

QT

Gϕ. (8)

Les solutions que nous construirons plus loin pour le système SKT et ses variantes relèveront
également de cette définition (pour chacune des composantes du système). L’équation (6) étant
linéaire, il parâıt relativement simple de construire des solutions dans D ′(QT ) par un argument
d’approximation, mais encore faut-il avoir à disposition une estimation a priori sur les solutions
de (6). Noter que le principe du maximum ne s’applique pas : la régularité de µ n’est pas
suffisante pour écrire (6) sous la forme d’une équation parabolique. En réalité, il n’existe
qu’une seule estimation à disposition : il s’agit du lemme de dualité, que nous présenterons
plus bas.

3.2.1 L’équation duale

Pierre, Martin et Schmitt semblent avoir été les premiers à s’intéresser dans [122, 133], dans
le cas d’une diffusivité constante, au problème dual de (6) – (7) pour tirer une estimation a
priori sur ce dernier. Suivant cette voie, on s’intéresse ici à

∂tΦ+ µ∆Φ = S,

Φ(T, ·) = 0.

(9)

(10)

Remarque 3.2. Contrairement aux équations décrites dans la Section 3.1, (9) n’est pas une
équation de diffusion, au sens où il n’existe pas — à notre connaissance — de dérivation
formelle pertinente de celle-ci (en dehors du cas où µ ne dépend pas de x).

L’équation duale (9) est beaucoup plus commode à manipuler que (6), grâce à l’estimation
a priori suivante. En multipliant (9) par ∆Φ et en intégrant sur [t, T ] × T

N , il vient, par
l’inégalité de Young,

〈∂tΦ,∆Φ〉L2([t,T ]×TN ) +
1

2
‖µ1/2∆Φ‖2

L2([t,T ]×TN )
≤ 1

2
‖µ−1/2S‖2

L2([t,T ]×TN ])
,
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d’où après une intégration par partie, en utilisant la condition (10),

‖∇Φ‖2L∞(0,T ;L2(TN )) + ‖µ1/2∆Φ‖2L2([t,T ]×TN ) ≤ ‖µ−1/2S‖2L2([t,T ]×TN ]). (11)

Cette estimation ne contrôle pas les basses fréquences de Φ, ce que nous pouvons corriger en
remarquant, toujours par la condition (10), qu’une intégration de (9) sur [t, T ]×T

N conduit à

ˆ

TN

Φ(t) =

ˆ T

t

ˆ

TN

(
µ∆Φ− S

)
,

d’où l’on tire par l’inégalité de Cauchy-Schwarz le contrôle suivant sur la moyenne de Φ au
cours du temps

∣∣∣∣
ˆ

TN

Φ(t)

∣∣∣∣ ≤ ‖µ‖1/2
L1(QT )

(
‖µ1/2∆Φ‖L2(QT ) + ‖µ−1/2S‖L2(QT )

)
,

si bien que par l’inégalité de Poincaré-Wirtinger et en exploitant (11) on obtient

‖Φ‖2
L∞(0,T ;L2(TN ))

.
(
‖µ‖L1(QT ) + 1

)
‖µ−1/2S‖2

L2(QT )
, (12)

où la constante cachée derrière . ne dépend que de la dimension.

Les estimations (11) – (12) dessinent un cadre fonctionnel où la construction de solutions au
problème (9) – (10) découle directement d’une régularisation adéquate de l’opérateur ∂t + µ∆
(on renvoie à [P3] pour une formalisation de ce raisonnement) :

Proposition 3.1. Soit µ ∈ L1(QT ) minorée par α > 0. Pour toute fonction mesurable S telle
que µ−1/2S ∈ L2(QT ) il existe

Φ ∈ L∞(0, T ; H1(TN )) ∩ L2(0, T ; H2(TN )) ∩ C
0([0, T ]; L2(TN )),

telle que µ1/2∆Φ ∈ L2(QT ), µ
−1/2∂tΦ ∈ L2(QT ), solution du problème (9) – (10) et satisfaisant

les estimations (11) – (12).

Remarque 3.3. Les équations (9) – (10) sont satisfaites dans L2(QT ) et L
2(TN ).

L’estimation de dualité que nous présentons ci-après découle de ce seul résultat d’existence.
L’unicité de la solution Φ au problème (9) – (10) dans la classe de fonctions introduite est
une question extrêmement délicate que nous aborderons dans le paragraphe 3.2.3. L’une des
principales innovations de [P3] est d’avoir exploité — lorsqu’elle est avérée — cette propriété
d’unicité pour démontrer des résultats de stabilité et de compacité sur l’équation de Kolmogo-
rov.

3.2.2 Le lemme de dualité

À partir de la Proposition 3.1 on peut obtenir une estimation a priori sur les solutions de
(6) – (7) si z0 et G sont supposées appartenir à H−1(TN ) et L1(0, T ; H−1(TN )) : on prend tout
simplement une fonction Φ solution de (9) – (10) avec S = µz dans la formulation faible (8) :

ˆ

QT

µz2 = −
ˆ

TN

z0Φ(0, ·)−
ˆ

QT

GΦ, (13)
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d’où l’on tire,

ˆ

QT

µz2 = ‖µ1/2z‖2
L2(QT )

≤ ‖z0‖H−1(TN )‖Φ(0)‖H1(TN ) + ‖G‖L1(0,T ;H−1(TN )‖Φ‖L∞(0,T ;H1(TN )).

Mais (11) et (12) donnent en particulier que (ici µ−1/2S = µ1/2z)

‖Φ‖2
L∞(0,T ;H1(TN ))

.
(
‖µ‖L1(QT ) + 1

)
‖µ1/2z‖2

L2(QT )
,

si bien qu’on a finalement obtenu l’estimation suivante, à une constante près ne dépendant que
de la dimension,

‖µ1/2z‖L2(QT ) .
(
‖µ‖L1(QT ) + 1

)1/2 (
‖z0‖H−1(TN ) + ‖G‖L1(0,T ;H−1(TN )

)
. (14)

L’estimation (14) sur une solution hypothétique de (6) – (7) est connue dans la littérature sous
le nom de lemme de dualité ou parfois directement attribuée à Michel Pierre, l’auteur commun
des deux contributions initiales où cette propriété surprenante est apparue : [122] et [133].

Remarque 3.4.

• On peut renforcer cette estimation en affaiblissant la régularité de G, car les solutions
du problème dual sont mieux que juste L∞(0, T ; H1(TN )).

• Une estimation similaire existe pour l’inéquation ∂tz −∆(µz) ≤ rz, si on ajoute l’hy-
pothèse a priori que z ≥ 0.

Mais que vient faire le mot “dualité” dans cette affaire ? En l’état aucun énoncé rigoureux
n’a été donné : Φ n’a a priori pas assez de régularité pour être utilisée dans la formulation
faible (13). La méthode proposée dans [122, 133] consiste à ne pas prendre S = µz pour définir
Φ, mais une fonction test ϕ arbitraire ce qui revient à régulariser Φ et permet d’obtenir une
estimation du type

ˆ

QT

zϕ .
(
‖µ‖L1(QT ) + 1

)1/2 (
‖z0‖H−1(TN ) + ‖G‖L1(0,T ;H−1(TN )

)
‖µ−1/2ϕ‖L2(QT ),

de laquelle on déduit par dualité l’inégalité (14).

À l’aide de cette estimation et d’une d’approximation standard, on est en mesure de
construire une solution au problème (6) – (7) :

Proposition 3.2. Soit µ ∈ L1(TN ) uniformément minorée par une constante positive, z0 ∈
H−1(TN ) et G ∈ L1(0, T ; H−1(TN )). Il existe au moins une solution z au problème (6) – (7), au
sens de la Définition 3.1, laquelle vérifie de plus µ1/2z ∈ L2(QT ) (soit donc bien µz ∈ L1(QT ))
et (14).

De nombreuses variantes de cette méthode sont possibles. Par exemple, dans le cas d’une
donnée initiale bornée, on peut obtenir une estimation sur la primitive en temps de µz, comme
cela est fait pour la première fois dans [110] ; nous renvoyons à [109] pour une présentation
générale de ce type de résultats. Dans le cas d’un système (avec diffusion croisée), il a été re-
marqué dans [12] que l’on peut avantageusement se ramener au cas scalaire en sommant toutes
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les équations, l’estimation de dualité permettant alors (au moins) un contrôle quadratique sur
le vecteur solution. Nous exploiterons cela dans la Section 3.4.

Un autre aspect intéressant de la méthode de dualité est son adaptativité à une discrétisation
en temps. Cela a par exemple été effectué dans [108], puis généralisé dans [A7] et [A10] dans
le cadre d’un schéma générique sur lequel nous reviendrons dans la Section 3.5.

La généralisation la plus marquante du lemme de dualité reste la percée de Desvillettes,
Cañizo et Fellner. Ceux-ci ont adapté dans [53] un argument de perturbation dû à Meyers
(utilisé pour un gain de régularité dans un contexte elliptique, voir [124]) et sont ainsi parvenus
à une version considérablement améliorée du lemme de dualité permettant de propager des
normes Lp pour certains p > 2, si le coefficient de diffusion µ est supposé borné. L’utilisation
d’un argument “à la Meyers” pour une équation parabolique du type (9) avait déjà été explorée
par Campanato dans [23], mais uniquement dans le cas hilbertien et sans en tirer de conclusions
sur l’équation de Kolmogorov (normal : les lemmes de dualité n’étaient pas connus à l’époque !).

L’hypothèse d’une borne supérieure uniforme sur µ n’a pas pour seule conséquence un
raffinement du lemme de dualité, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

3.2.3 Le cas particulier d’une diffusivité bornée

Comme remarqué précédemment, la Proposition 3.1 ne renseigne en rien sur l’unicité des
solutions construites. À notre connaissance, il s’agit d’un problème totalement ouvert et qui
nous parâıt — contrairement aux apparences — particulièrement épineux. Comme dans [P3]
nous le résumons ainsi :

Question 3.1. Soit µ ∈ L1(QT ) uniformément minorée par une constante α > 0. On considère

Φ ∈ L∞(0, T ; H1(TN )) ∩ L2(0, T ; H2(TN )) ∩ C
0([0, T ]; L2(TN )),

telle que µ−1/2∂tΦ ∈ L2(QT ), µ
1/2∆Φ ∈ L2(QT ) solution de

Φ(T, ·) = 0,

∂tΦ+ µ∆Φ = 0.

A-t-on Φ = 0 ?

On trouvera dans [P3] une discussion sur les difficultés soulevées par la Question 3.1 ainsi
qu’une réponse positive à cette dernière, dans les cas suivants :

(i) µ borné ;

(ii) µ ne dépend que de x ;

(iii) µ ne dépend que de t ;

(iv) µ satisfait la condition A2 de Muckenhoupt.

La réponse positive à la Question 3.1 dans le cas (i) avait déjà été établie dans [23]. Les deux
cas suivants sont également assez élémentaires. Le plus sophistiqué reste (iv) qui repose sur une
condition de régularité assez faible introduite par Muckhenhoupt [126], que nous présentons
brièvement dans l’Annexe A.
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Dans les énoncés de cette section nous nous placerons toujours dans le cas µ ∈ L∞(QT ),
bien que les résultats en question soient tous généralisables aux cas (ii), (iii) et (iv) ci-haut :
seule l’unicité pour l’équation duale est cruciale.

La première conséquence de l’unicité au problème (9) – (10) est que l’on peut définir sur
L2(QT ) une application S 7→ ΦS

µ sans ambigüıté, où ΦS
µ est justement l’unique solution de (9)

– (10), dans la classe de régularité décrite par la Question 3.1. En utilisant les estimations (11)
– (12) fournies par la Proposition 3.1 et le principe du maximum (pour une régularisation de
µ), on obtient le résultat suivant établi dans [P3].

Proposition 3.3. Pour µ ∈ L∞(QT ) uniformément minorée par une constante positive,
l’application S 7→ ΦS

µ est un opérateur linéaire continu de L2(QT ) dans L2(0, T ; H2(TN )) ∩
L∞(0, T ; H1(TN )), compact de L2(QT ) dans C 0([0, T ]; L2(TN )) et négatif au sens de l’implica-
tion S ≥ 0 ⇒ ΦS

µ ≤ 0.

Le point de vue suivi dans [P3] est de transférer un maximum d’information de l’équation
duale vers l’équation de Kolmogorov. L’estimation de dualité (14) est un exemple de tel trans-
fert. Il se trouve qu’avec l’unicité pour le problème dual, on peut dire plus de choses encore
sur l’équation de Kolmogorov, à commencer par le résultat suivant, également issu de [P3].

Théorème 3.1. Soit µ ∈ L∞(QT ) uniformément minorée par une constante positive, G ∈
L2(QT ) et z0 ∈ L2(TN ). Il existe une unique solution z au problème (6) – (7), au sens de la
Définition 3.1. Celle-ci vérifie l’estimation (14) et bénéficie de la formulation suivante, totale-
ment équivalente à (8) :

∀S ∈ L2(QT ), −
ˆ

QT

zS =

ˆ

TN

z0ΦS
µ(0) +

ˆ

QT

GΦS
µ , (15)

où ΦS
µ est l’unique solution du problème (9) – (10).

Remarque 3.5. De la même manière que dans la Remarque 3.4, nous pourrions relaxer les
hypothèses de régularité sur z0 et G.

Définition 3.2. Lorsqu’on est dans le cadre d’application du Théorème 3.1 on dit que z est
une solution duale du problème (6) – (7).

Omettons pour un moment l’hypothèse µ ∈ L∞(QT ) et intéressons-nous aux formulations
(8) et (15). La seconde est a priori plus forte que la première, car l’espace des fonctions tests
est enrichi ; elles sont parfaitement équivalentes dès lors que D(QT ) est dense dans l’espace
suivant (muni de la norme idoine)

{
Φ ∈ C

0([0, T ]; L2(TN )) : µ−1/2∂tΦ+ µ1/2∆Φ ∈ L2(QT )
}
.

Ce point est relié d’une manière ou d’une autre à la densité des fonctions régulières dans cer-
tains espaces de Sobolev à poids, par exemple l’ensemble des fonctions Φ de L2(QT ;µ dxdt)
dont le gradient appartient aussi à cet espace. C’est précisément le point d’achoppement ren-
contré lorsque l’on souhaite répondre à la Question 3.1 sans l’hypothèse µ ∈ L∞(QT )

1, mais

1. Cela explique l’apparition de la condition A2 de Muckenhoupt ci-haut, puisque comme expliqué dans
l’Annexe A, celle-ci est suffisante à assurer la densité des fonctions régulières.
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quand cette dernière condition est vérifiée les espaces L2(QT ;µ dxdt) et L2(QT ;µ
−1dxdt) se

confondent avec L2(QT ) et la difficulté est en quelque sorte évacuée.

En plus d’une formulation variationnelle plus forte, les solutions duales disposent d’une
autre propriété exprimant leur régularité en comparaison des simples solutions au sens des
distributions : elles vérifient une variante du principe du maximum, lequel est avéré pour
l’équation de Kolmogorov (6) dans le cas d’une diffusivité régulière.

Proposition 3.4. Soit z la solution duale du problème (6) – (7). On a (disjointement)

(i) si z0 et G sont des fonctions positives, alors z aussi ;

(ii) si G ≤ rz pour un certain r ∈ R, alors z(t, x) ≤ z̃(t, x)ert où z̃ est la solution duale du
problème

∂tz̃ −∆(µz̃) = 0,

z̃(0, ·) = z0.

La preuve du point (i) présentée dans [P3] suit l’argument de Stampacchia qui s’applique
très facilement au cadre de solutions considérées : la partie négative de z est un élément
de L2(QT ) admissible pour la formulation (15). Le point (ii) en découle alors facilement en
considérant l’équation vérifiée par la fonction (t, x) 7→ e−rtz(t, x).

Nous sommes maintenant en mesure de récolter un premier fruit du formalisme que nous
avons introduit jusqu’à présent. Il s’agit d’un résultat de stabilité non trivial pour l’équation
de Kolmogorov qui, à notre connaissance, n’existe pas dans la littérature. Il constitue un
exemple tout à fait marquant du lien qui peut s’opérer entre les notions d’unicité et de stabilité
(séquentielle, s’entend) ; ce lien nous était apparu plus tôt dans ce manuscrit, dans un tout
autre contexte, dans les Sections 1.2 et 1.3 du Chapitre 1.3, à travers le résultat pionnier [57,
Thm II.4] de DiPerna et Lions.

Proposition 3.5. Pour tout n ∈ N on considère z0n ∈ L2(QT ), µn ∈ L∞(QT ) telle que
infn infQT

µn > 0, Gn ∈ L2(QT ) et zn ∈ L2(QT ) la solution duale du problème

∂tzn −∆(µnzn) = Gn,

zn(0, ·) = z0n.

(16)

(17)

On suppose l’existence de z0 ∈ L2(TN ), G ∈ L2(QT ) et µ ∈ L∞(QT ) pour lesquelles on a les
convergences suivantes

(z0n)n ⇀ z0 dans L2(TN ), (Gn)n ⇀ G dans L2(QT ), (µn)n → µ dans L1(QT ).

Alors (µ
1/2
n zn)n et (zn)n convergent dans L2(QT ) respectivement vers µ1/2z et z, où z est la

solution duale du problème

∂tz −∆(µz) = G,

z(0, ·) = z0.

(18)

(19)

Remarque 3.6. Aucune hypothèse de borne uniforme dans L∞(QT ) n’est exigée sur la suite
(µn)n, uniquement une appartenance.
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Démonstration. Voici une brève présentation de la preuve donnée dans [P3] — l’unicité des
solutions mises en jeu y est fondamentale. Des considérations élémentaires conduisent à l’im-

plication (µ
1/2
n zn)n ∈̈L2(QT ) ⇒ (zn)n ∈̈L2(QT ) (en utilisant la minoration uniforme de µn).

On vérifie ensuite que toute valeur d’adhérence faible de (zn)n dans L2(QT ) est nécessairement
solution de (18) – (19) donc entièrement déterminée, puisque l’on s’est placé dans un cadre

d’unicité (µ ∈ L∞(QT )). On s’est ainsi ramené à démontrer uniquement (µ
1/2
n zn)n ∈̈L2(QT ).

L’estimation de dualité nous fournit une borne L2(QT ) sur (zn)n, donc, sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que (zn)n ⇀ z dans L2(QT ). Par produit fort/faible, on en déduit que
(µnzn)n ⇀ µz dans D ′(QT ). On introduit alors pour tout n la solution Φn de l’équation duale

∂tΦn + µn∆Φn = µnzn,

Φn(T, ·) = 0.

Comme précédemment, il y a bien unicité de la solution. On établit d’abord une propriété de
compacité sur la suite (Φn)n (en exploitant les estimations (11) – (12)). Cela permet de passer
à la limite dans les équations précédentes et ainsi d’établir (par unicité de la limite possible)
que (Φn)n converge vers Φ, la solution de

∂tΦ+ µ∆Φ = µz,

Φ(T, ·) = 0.

La fin de la preuve exploite la formulation faible (15) des équations (16) – (17) et (18) – (19)
proposée dans le Théorème 3.1 :

−
ˆ

QT

µnz
2
n =

ˆ

TN

z0nΦn(0) +

ˆ

QT

GnΦn,

−
ˆ

QT

µz2 =

ˆ

TN

z0Φ(0) +

ˆ

QT

GΦ.

La convergence forte établie sur (Φn)n permet de passer à la limite dans le second membre de
la première ligne pour récupérer l’expression analogue dans la seconde : nous venons d’obtenir

la convergence des normes ‖µ1/2n zn‖2L2(QT )
→ ‖µ1/2z‖2

L2(QT )
. �

Nous reviendrons sur ce résultat dans le dernier chapitre, en l’utilisant pour obtenir une
propriété de compacité générique pour l’équation de Kolmogorov, au cœur de l’analyse asymp-
totique que nous avons mené dans [P3]. Cette dernière sera abordée dans la Section 3.6 de ce
chapitre.

3.2.4 Repères bibliographiques

Comme nous l’expliquions en début de section, plusieurs des résultats établis précédemment
recouvrent une partie de la littérature existante sur les équations paraboliques. C’est le cas
de l’estimation de dualité, initialement apparue dans [122, 133] et — de manière encore plus
classique — également celui de l’unicité (ou de la régularité) des solutions faibles, que ce soit
pour l’équation de Kolmogorov (6) ou bien pour l’équation duale (9). Prenons le temps de
situer notre apport par rapport aux travaux existants.

Compte tenu de l’étendue de la théorie des équations paraboliques et afin de produire un
aperçu digeste de l’état de l’art en lien avec cette section, nous nous concentrons principalement
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sur les résultats liés à des coefficients singuliers (mesurables, tout au plus bornés) non dégénérés
(puisque la diffusivité µ considérée est toujours strictement positivement minorée).

Historiquement, les premiers résultats génériques (problème de Cauchy, théories de Schau-
der et De Giorgi-Nash-Moser) sur les équations paraboliques portaient sur des opérateurs à
forme divergence i.e. dont l’action prend la forme ∂tz− div (M∇z) où M est un champ matri-
ciel auto-adjoint uniformément elliptique. La symétrie de ces opérateurs paraboliques simplifie
grandement leur analyse. L’équation de Fick (2) relève de cette famille, mais ce n’est pas le
cas des équations de Kolmogorov ou de l’équation duale. Bien sûr, au prix d’une ou deux
dérivées spatiales de µ, il est possible de mettre ces équations sous forme divergence, mais
nous nous sommes justement placés dans un cadre de très faible régularité sur µ, donc une
telle transformation n’est pas possible.

Il existe ensuite deux cas “non divergentiel”, les premiers de la forme Lz := ∂tz−M : (D2z)
et les seconds ∂tz − (D2 : M)z, où M est à nouveau un champ matriciel et D2z la hessienne
de z, la notation (D2 : M)z signifiant ∂ij(mijz) avec la convention d’indices répétés. Noter
qu’à un changement de signe près, ces opérateurs sont formellement adjoints l’un de l’autre
(en remplaçant M par sa transposée), on notera donc de manière abusive L⋆ le deuxième type
d’opérateurs.

Pour la première famille, de laquelle relève l’équation duale (9), on doit à Krylov et Safonov
[104] des estimées hölderiennes et des inégalités de Harnack sous des conditions assez faibles sur
les coefficients (mesurables bornés). Cette généralisation de la théorie de De Giorgi-Nash-Moser
citée ci-haut, ne s’applique qu’aux solutions localement bornées dans un esprit d’estimations
a priori. La question un peu différente du problème de Cauchy a été traitée plus tard par
Krylov (voir l’ouvrage [103]), mais dans un cadre de régularité Sobolev pour la solution et
une hypothèse plus restrictive sur les coefficients. Plus précisément, si ceux-ci sont supposés
mesurables, bornés et VMO (pour Vanishing Mean Oscillation) alors pour un exposant 1 <
p < ∞, on a une estimation du type ‖z‖p + ‖D2z‖p + ‖∂tz‖p . ‖z‖p + ‖Lz‖p. Un tel contrôle
permet bien sûr de répondre positivement à la Question 3.1, à condition que µ soit bornée et
VMO. La seconde hypothèse est en fait superflue : l’unicité pour la simple équation duale, dans
le cas d’une diffusivité mesurable bornée, est au moins connue depuis [23]. À ce titre, la théorie
de Krylov développée dans [103], qui semble être la technologie la plus poussée à disposition
pour les opérateurs de type L, n’est pas pertinente vis-à-vis de la Question 3.1 que nous avons
posée ci-haut.

Pour les opérateurs de type L⋆, desquels relève l’équation de Kolmogorov (6), l’analyse
est plus délicate. Pour commencer, avec des coefficients singuliers comme ceux que nous
considérons (donc, tout au plus bornés), il n’existe pas à notre connaissance d’estimations de
régularité a priori. Reste la question du problème de Cauchy et plus précisément de l’unicité
des solutions. Plusieurs stratégies ont été employées pour établir celle-ci sous des hypothèses
qui ne sont pas toujours comparables les unes aux autres ; il n’est donc pas évident de faire
ressortir un résultat en particulier. Une première approche, basée sur le principe d’Holmgren,
a d’abord été développée par Friedman dans [71] puis Stroock et Varadhan dans [142], mais
sous une hypothèse de régularité (au moins) hölderienne sur les coefficients. L’idée, qui n’est
pas sans rappeler l’estimation de dualité, consiste à s’assurer que l’image de l’opérateur adjoint
(qui est de type L) est dense afin de montrer que le noyau de l’opérateur de type L⋆ de départ
est nécessairement trivial. Notons que ce même principe est revisité dans [17] à la lumière des
travaux de Krylov mentionnés ci-haut sur les opérateurs de type L, aboutissant à l’unicité dans
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le cas d’un champ matriciel M mesurable, borné et VMO. Encore une fois, dans le cadre de
l’équation de Kolmogorov, la troisième hypothèse est superflue (Théorème 3.1).

Il existe un lien très fort entre les probabilités et les opérateurs de type L⋆. Si on ajoute à
ceux-ci un terme de convection (u · ∇)z, on obtient un objet jouant le même rôle vis-à-vis des
EDS que l’opérateur de transport pur ∂tz+(u ·∇)z pour les EDO : les courbes caractéristiques
sont perturbées aléatoirement par un bruit blanc dont l’amplitude est gouvernée par la taille des
coefficients du champ matriciel M . Le Bris et Lions ont adapté dans [22] la théorie DiPerna-
Lions développée dans [57] aux trois familles d’équations paraboliques citées précédemment
(voir aussi [67] pour une approche similaire), mais cela nécessite la régularité Sobolev des
coefficients. Ainsi, vis-à-vis de [57], le décor change mais les fondations sont les mêmes : la
régularité Sobolev sur les coefficients permet le traitement adéquat d’un commutateur, lequel
ouvre la voie à l’unicité pour l’équation parabolique étudiée et permet de définir un cadre bien
posé pour les EDS associées. Ce type d’approche n’est malheureusement pas exploitable dans
notre cas puisqu’aucune régularité sur µ n’est supposée.

Dans le cadre spécifique de l’équation de Kolmogorov (6), reprenant l’analyse unidimension-
nelle imaginée dans [16] (elle-même inspirée des travaux de Brézis-Crandall [21]), Belaribi et
Russo ont établi dans [11] l’unicité de la solution sous une condition extrêmement faible sur la
diffusivité µ : mesurable, uniformément positivement minorée et telle que µz ∈ L2(QT ). Cette
dernière condition est un peu surprenante et ne semble pas naturelle au vu des estimations de
dualité qui produisent plutôt l’appartenance µ1/2z ∈ L2(QT ). Ces travaux ont par la suite été
généralisés par Bogachev, Röckner et Shaposhnikov dans [18] à d’autres opérateurs de type L⋆,
toujours sous une hypothèse très faible sur les coefficients. Notons que les articles [11, 16, 18],
tous issus de la communauté probabiliste, s’intéressent également aux cas dégénérés où µ peut
s’annuler : le cadre fonctionnel s’élargit alors et l’équation peut produire des solutions z à va-
leurs mesures, non nécessairement absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue.

En définitive, les résultats d’unicité pour l’équation de Kolmogorov et l’équation duale ont
donc déjà été produits dans la littérature par des approches différentes de la nôtre (nécessitant
parfois des hypothèses ou un formalisme plus lourd). L’originalité de notre analyse réside
dans l’utilisation simultanée de ces propriétés d’unicité associée à la formulation élargie (15)
pour la preuve de la Proposition 3.5 ; à notre connaissance, cette stabilité séquentielle des
solutions est un résultat totalement nouveau. Enfin, la Question 3.1 ne peut malheureusement
pas être traitée grâce à la littérature existante et les cas d’unicité (ii), (iii) et (iv) ne semblent
pas avoir été établis précédemment. Une perspective naturelle serait de chercher à établir la
Proposition 3.5 dans le cadre d’unicité proposé par [11, 18] pour l’équation de Kolmogorov
(µz ∈ L2(QT )), la difficulté principale étant que la formulation élargie (15) n’est a priori plus
satisfaite.

3.3 Théorie d’existence pour le système SKT

Cette section est purement bibliographique. Nous retraçons les contributions liées à l’exis-
tence de solution pour le système (1) et donnons en fin de section quelques perspectives qui
nous semblent intéressantes sur le sujet.
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3.3.1 22 ans

La théorie d’existence pour le système SKT (généralement associé à des conditions de
Neumann homogènes) est une épopée qui n’a démarré que quelques années après l’article
fondateur [138]. Il semble que pendant cette première période, la communauté mathématique
s’est surtout intéressée aux états stationnaires du système et à leur (in)stabilité, ce qui est
naturel au vu de la motivation originelle du modèle. Nous n’entamons pas d’état de l’art sur le
sujet des équilibres de (1) pour lequel nous renvoyons simplement à l’article important [116] et
au rapport assez complet de Jüngel [98]. Nous faisons donc un bond de 5 ans après la parution
de [138], lorsque parâıt le premier théorème d’existence concernant le système SKT. Il s’agit
de l’article [101] de Kim, offrant un cadre d’application très limité : le système n’est considéré
qu’en une dimension d’espace, l’auto-diffusion est absente, les solutions sont régulières mais
locales sauf si tous les coefficients du systèmes sont égaux à 1 (auquel cas on peut ramener
celui-ci à une équation de la chaleur). L’étroitesse de ce premier résultat et le temps qu’il
faudra (le titre de ce paragraphe) pour aboutir à des solutions globales au système complet (1)
sont autant de signes évocateurs des difficultés que renferment celui-ci. De nombreux résultats
partiels ont suivi [101], les restrictions portant en général sur les coefficients du systèmes, en
essayant de limiter autant que possible l’effet de la diffusion croisée comme le propose Deuring
[56] avec une hypothèse de petitesse sur les taux correspondants.

Un pas important concernant la compréhension du système SKT fut franchit par Amann
dans [4, 5], par l’intermédiaire d’un résultat à portée beaucoup plus large. Il s’agit d’un
théorème général portant sur les systèmes paraboliques quasi-linéaires qui fournit l’existence
de solutions locales en même temps qu’un critère nécessaire pour leur explosion : le blow-up ne
peut se produire qu’avec celui de certaines normes de Sobolev. Ce résultat a permis de revisiter
de nombreux théorèmes portant sur le système SKT, qui ne produisaient jusqu’à présent que
des solutions locales, notamment dans les cas triangulaires, i.e. sous l’hypothèse a12a21 = 0.
Cette dernière réduit d’une part la non linéarité du système mais offre surtout la possibilité
d’invoquer un principe du maximum pour l’une des deux équations. À l’aide du théorème
d’Amann, l’existence et l’unicité d’une solution régulière globale dans le cas triangulaire, après
avoir longtemps été limitée soit par la taille des autres coefficients [105, 106, 134, 135, 147, 154–
156], soit par la dimension de l’espace [37, 116, 145], a finalement été établie en toute généralité
par Hoang, Nguyen et Phan dans [91].

L’obtention d’un résultat similaire à [91] dans le cas “plein”, i.e. a12a21 6= 0 dans (1), est
un défi majeur. Plusieurs auteurs ont essayé [112, 149, 153], exigeant en général une très forte
contrainte sur les coefficients afin d’invoquer le théorème d’Amann. La plus récente contribution
dans ce domaine semble être l’article [117] de Lou et Winkler. La contrainte d1 = d2 introduite
par Kim avait permis la construction de solutions régulières en dimension 1 (voir [101, 139]),
[117] permet d’étendre ce résultat jusqu’à la dimension 3.

3.3.2 Le théorème de Chen et Jüngel

Notons que pour l’instant, il n’a été question que de solutions régulières. Puisque l’on ne
sait pas se prononcer sur la globalité de celles-ci (sans contrainte sur les coefficients), quid
des solutions faibles ? La principale obstruction à l’élaboration d’une méthode d’approxima-
tion/compacité est que le système SKT ne dispose pas d’estimation a priori classique. Dans le
cadre de solutions faibles il n’est même pas clair que celles-ci soient automatiquement positives
(même si on part d’une donnée initiale positive), car il n’existe pas de principe du maximum
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pour les systèmes d’équations paraboliques. Pour souligner la difficulté qui se cache derrière le
système SKT, on peut introduire sa matrice de diffusion. En notant

U :=

(
u1
u2

)
, (20)

la matrice de diffusion du système (1) est une application M : R2 → M2(R) pour laquelle le
système (1) sans second membre se synthétise en une équation vectorielle quasi-linéaire

∂tU −∇ · (M(U)∇U) = 0, (21)

où les notations quelque peu abusives ∇· et ∇ sont à comprendre composantes à composantes.
L’annulation des termes de réaction que nous avons opéré ici n’a pas d’influence sur la struc-
ture entropique que nous nous proposons d’introduire, aussi effectuerons-nous souvent cette
simplification dans cette section et les suivantes. Une situation confortable pour l’analyse du
système parabolique (21) est celle où la matrice de diffusion est à valeurs dans S+2 (R) : en
intégrant en espace le produit scalaire de (21) avec U , on dispose alors de l’égalité d’énergie
suivante

d

dt
‖U(t)‖2

L2(TN )
+

ˆ

TN

QM(U)(∇U)(t) = 0, (22)

où pour une matrice symétrique S, on a noté QS la forme quadratique associée. Cette identité
fournit la décroissance de t 7→ ‖U(t)‖L2(TN ) et même un contrôle de gradient pour peu que

M prenne (uniformément) ses valeurs dans S++
2 (R). Cette situation idéale est bien loin de

celle que nous considérons. En effet, un calcul élémentaire mène à l’expression suivante pour
la matrice de diffusion du système (1) :

M(U) :=

(
d1 + 2a11u1 + a12u2 a12u1

a21u2 d2 + 2a22u2 + a21u1

)
. (23)

Pour des densités positives, cette matrice a une trace et un déterminant positifs mais n’est
pas symétrique. De plus, on vérifie par le calcul que la partie symétrique de M(U) n’a pas un
déterminant positif en général.

Cette hostilité du système a pour ainsi dire figé la théorie des solutions faibles jusqu’en 2003,
date de parution de [73]. Dans cet article, Galiano, Garzón et Jüngel établissent le premier
résultat d’existence globale sur le système SKT, sans restriction sur les coefficients (en dehors
de leur positivité), mais uniquement dans le cas unidimensionnel. Ce travail repose tout d’abord
sur une symétrisation du système, qui revient à effectuer le changement de variable suivant

W :=

(
ln(a21u1)
ln(a12u2)

)
, (24)

cette nouvelle inconnue étant solution d’une équation quasi-linéaire de la forme (21) mais avec
une matrice de diffusion symétrique et positive. En plus de cette réécriture symétrisée, une
fonctionnelle de Lyapunov pour le système SKT est mise en évidence dans [73]. Elle prend la
forme suivante (en notant ψ(z) := z ln(z) − z)

E(u1, u2) :=

ˆ

TN

1

a12
ψ(u1) +

1

a21
ψ(u2), (25)
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et vérifie le long d’une solution (u1, u2) au système (1) (sans termes de réaction) l’inégalité
formelle suivante

d

dt
E(u1, u2)(t) +

ˆ

TN

(
a11
a12

|∇u1|2 +
a22
a21

|∇u2|2
)

+

ˆ

TN

(
d1
a12

|∇√
u1 |2 +

d2
a21

|∇√
u2 |2 + |∇√

u1u2 |2
)

≤ 0. (26)

Remarque 3.7. La simultanéité de ces deux bonnes nouvelles (symétrisation du système et
existence d’une fonctionnelle de Lyapunov) n’est pas une cöıncidence, nous renvoyons à [46]
et [98] pour une explication plus poussée de ce phénomène.

Remarque 3.8. L’ajout des termes de réaction du système (1) conduit simplement à l’utili-
sation d’un lemme de Grönwall. Il est par ailleurs intéressant de noter que les termes d’auto-
diffusion associés aux coefficients a11 et a22 ont tendance à régulariser le système.

Même si cette estimation est de bon augure pour la construction de solutions faibles au
système SKT, il reste encore à définir un processus d’approximation adéquat adapté à celle-ci.
Il est à noter que, par sa formulation elle-même, (26) suppose la positivité des densités u1
et u2. Si on souhaite mettre en place une procédure d’approximation du système basée sur
(26), il faudra donc s’assurer de la positivité de l’approximation elle-même. C’est une grosse
contrainte pour le schéma : on ne peut pas chercher U dans un espace vectoriel de fonctions
régulières (comme dans la méthode de Galerkine par exemple). Galiano et. al. ont réussi à
contourner cette difficulté en exploitant la symétrisation liée au changement de variable (24) :
l’approximation de Galerkin est effectuée sur W , au lieu de U . La positivité est ainsi acquise
par construction et on a même un contrôle uniforme si W est bornée.

Ce schéma de preuve a par la suite été adapté dans [29] pour traiter le cas multi-dimensionnel,
puis une nouvelle fois en 2006 dans [30] où — pour la première fois — l’existence globale de
solutions faibles au système SKT total est établie, sans utilisation cruciale des termes d’auto-
diffusion (voir Remarque 3.8), ce qui était le cas dans [29]. Le résultat suivant est extrait du
théorème principal de [30] (nous ne précisons pas la régularité exacte des solutions construites).

Théorème 3.2 (Chen-Jüngel, [30]). Soient, pour i, j ∈ {1, 2}, des coefficients positifs di, ρi,
aij , sij et des fonctions positives u

0
i que l’on suppose appartenir à L log L(TN ). Si d1d2a12a21 6=

0 il existe au moins un couple (u1, u2) de fonctions positives intégrables sur QT , de produit
u1u2 également intégrable, solution du système (1) avec la condition initiale (u01, u

0
2) au sens

de la Définition 3.1 (pour chaque équation) vérifiant de plus pour presque tout t ∈ [0, T ]

E(u1, u2)(t) + a11

ˆ

QT

|∇u1|2 + a22

ˆ

QT

|∇u2|2

+

ˆ

QT

|∇√
u1 |2 +

ˆ

QT

|∇√
u2 |2 +

ˆ

QT

|∇√
u1u2 |2 . 1 + E(u01, u

0
2), (27)

où la constante derrière . ne dépend que de T et des coefficients du système.

Les autres sections de ce chapitre seront principalement consacrées à des généralisations
du théorème précédent : soit en remplaçant les coefficients de diffusion par des fonctions non
linéaires des densités, soit en considérant plus de deux populations en interaction. Les références
que nous citons ci-après sont des extensions plutôt orthogonales aux développements que nous
allons proposer dans la suite.
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La structure entropique et la symétrisation que nous avons présentées ci-haut ont été ex-
ploitées par Jüngel [99] dans le cadre plus général de systèmes prenant la forme (21) ; ceux-
ci correspondent à une famille d’équations de Kolmogorov de type (3), uniquement si les
lignes de la matrice M(U) sont des gradients : c’est précisément le cas du système SKT. La
méthode proposée dans [99] permet de construire des solutions faibles bornées et a été ex-
ploitée avantageusement dans de nombreux contextes par l’école viennoise : voir par exemple
[76, 100, 159, 160]. L’intersection avec les cas que nous considérerons dans la section suivante
est non vide mais notre approche est alors plus performante. Jüngel et Chen ont récemment
exploité cette méthode pour construire des solutions renormalisées au système SKT, au sens
de Fischer [68]. Nous ne mentionnons pas les travaux liés aux cas multi-espèces (i.e. avec plus
de 2 populations), que nous aborderons au paragraphe 3.4.4.

Dans les cas triangulaires, avec des coefficients de diffusion possiblement non linéaires, des
solutions globales existent ne relevant ni du théorème d’Amann (qui nécessite de la régularité
sur les conditions initiales), ni de la structure entropique dégagée plus haut : aussi bien la
fonctionnelle donnée en (25) que l’identité qu’elle vérifie (26) dégénèrent lorsque a12a21 = 0. Il
faut introduire une entropie spécifique, comme cela a par exemple été fait en dimension 1 dans
[40] puis dans un cadre plus général dans [55, 144]. Dans ces exemples, seules deux populations
sont considérées et les solutions sont obtenues comme limite asymptotique de systèmes de
réaction/diffusion ; Murakawa procède de même dans [128] en incluant des cas non triangulaires.
Nous reviendrons sur les cas triangulaires dans la Section 3.6 où nous présenterons un théorème
d’existence pour les systèmes triangulaires de taille arbitraire à diffusions bornées, par une autre
analyse asymptotique.

3.3.3 Perspectives

Beaucoup d’interrogations persistent encore sur le système SKT standard, notamment la
question du blow-up éventuel des solutions régulières. Soulignons un fait marquant qui ressort
de l’état de l’art effectué dans cette section. La communauté s’intéressant à la construction de
solutions régulières semble totalement étrangère à celle produisant des solutions faibles globales.
De manière un peu surprenante les technologies développées de part et d’autre progressent
parallèlement, avec une certaine étanchéité dans leur utilisation. Il y a par exemple fort à parier
qu’un outil comme le lemme de dualité (l’une des pierres angulaires de nos résultats) puisse
fournir des estimations cruciales pour la vérification d’un critère à la Amann. La réalisation
d’un pont entre ces deux communautés est donc une piste sérieuse à envisager, en gardant à
l’esprit qu’il est plus probable que les outils de la théorie faible (entropie, lemme de dualité)
servent à la compréhension des solutions fortes, plutôt que l’inverse.

Une autre question naturelle est celle de l’unicité des solutions faibles fournies par le
Théorème 3.2. Le résultat le plus récent sur le sujet se trouve dans [32] où l’unicité est établie
dans le cas du système SKT uniquement pour des coefficients de diffusions égaux et dans le
cadre de solutions bornées. L’obtention d’un résultat d’unicité fort/faible à l’aide des estimées
de dualité est l’objet d’un travail en cours en collaboration avec Thomas Lepoutre et Ariane
Trescases.
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3.4 Généralisation de la structure entropique

Il est connu, depuis les années ’70, que pour certains modèles de dynamique de population, il
est plus pertinent de considérer des taux de croissance non linéaires (voir par exemple [78, 79]).
Extrapolant cela aux taux de diffusion, on peut se demander ce qu’il advient de la structure
entropique dégagée à la Section 3.3 sur des systèmes généralisant SKT. En considérant le cas
typique de fonctions puissances, on s’intéresse donc à des systèmes de la forme suivante, pour
γ1, γ2 > 0





∂tu1 −∆
[
(d1 + a12 u

γ2
2 )u1

]
= 0,

∂tu2 −∆
[
(d2 + a21 u

γ1
1 )u2

]
= 0.

(28)

Remarque 3.9. Ce type de système peut être abordé par la technologie développée par Jüngel
dans [99]. Toutefois, notre Théorème 3.4 ci-bas possède une portée plus étendue, en ce qui
concerne les système du type (28), principalement du fait que nous ne nous appuyons jamais
sur l’auto-diffusion pour construire nos solutions.

Nous omettons volontairement ici les termes de réactions et les termes d’auto-diffusion
qui, comme nous l’avions déjà noté dans la Remarque 3.8, sont totalement inoffensifs dans
la structure entropique que nous nous apprêtons à explorer. Nous reviendrons toutefois sur
l’ajout de termes de réaction lorsque nous évoquerons les perspectives liées à l’étude de tels
systèmes.

3.4.1 Une stratégie générale

Afin de comprendre d’où vient l’estimation (26) et surtout comment la généraliser à d’autres
systèmes à diffusion croisée, nous prenons un peu de recul sur la situation et considérons un
système générique d’équations quasi-linéaires paraboliques (sans réaction) que nous écrivons
sous forme vectorielle

∂tU −∆[A(U)] = 0, (29)

avec U : QT → R
I et A : RI → R

I , pour un entier naturel I ≥ 1. Ce cadre général nous
sera utile à de nombreuses reprises. Tout comme dans (21) les opérateurs différentiels sont
ici à comprendre composantes à composantes. On cherche à quelle condition sur une fonction
scalaire Φ : RI → R+, l’expression

ˆ

TN

Φ(U) (30)

définit une fonctionnelle de Lyapunov pour le système (29). On effectue le produit scalaire de
celui-ci avec ∇Φ(U) et on obtient formellement

d

dt

ˆ

TN

Φ(U)−
ˆ

TN

〈∇Φ(U),∆[A(U)]〉 = 0,
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où 〈·, ·〉 est le produit scalaire sur RI . Par intégration par parties, avec la convention d’indices
répétés et en notant U = (ui)1≤i≤I , on obtient

ˆ

TN

〈∇Φ(U),∆[A(U)]〉 =
ˆ

TN

(∂iΦ)(U)∂jj [Ai(U)]

= −
ˆ

TN

∂j [(∂iΦ)(U)]∂j [Ai(U)]

= −
ˆ

TN

∂k∂iΦ(U)∂juk∂ℓAi(U)∂juℓ.

En sommant d’abord en i, on fait apparâıtre un produit matriciel et on peut alors réécrire
l’expression précédente en

ˆ

TN

〈∇Φ(U),∆[A(U)]〉 = −
I∑

j=1

ˆ

TN

〈∂jU,D2Φ(U)D(A)(U)∂jU〉,

où D(A) est la jacobienne de A et D2(Φ) la hessienne de Φ. On a finalement obtenu que

d

dt

ˆ

Ω
Φ(U) +

I∑

j=1

ˆ

TN

〈∂jU,D2Φ(U)D(A)(U)∂jU〉 = 0. (31)

Cette identité nous indique que l’expression donnée en (30) devient une fonctionnelle de Lyapu-
nov du système dès lors que l’application D2(Φ)D(A) n’a pour valeurs que des matrices dont la
partie symétrique est positive. Afin de traiter le cas de coefficients de diffusion éventuellement
singuliers à l’origine, il nous sera commode par la suite d’introduire l’ensemble U := (R∗

+)
I .

L’analyse précédente conduit alors à la définition suivante.

Définition 3.3. On suppose que A ∈ C 1(U). Une entropie pour le système (37) est une
fonction Φ : U → R+ de classe C 2 et convexe, pour laquelle D2(Φ)D(A) ≥ 0 sur U , au sens
des matrices symétriques.

Revenons maintenant au système (28). Celui-ci peut effectivement s’écrire sous la forme
(29), avec une application Aγ1,γ2 définie par

Aγ1,γ2(U) = Aγ1,γ2

(
u1
u2

)
=

(
(d1 + a12u

γ2
2 )u1

(d2 + a21u
γ1
1 )u2

)
,

la jacobienne de cette application n’étant rien d’autre que la matrice de diffusion du système
(28) (notion introduite au paragraphe 3.3.2), soit

D(Aγ1,γ2)(U) :=

(
d1 + a12u

γ2
2 a12γ2u

γ2−1
2 u1

γ1a21u
γ1−1
1 u2 d2 + a21u

γ1
1

)
. (32)

Comme dans le cas SKT classique, on remarque (si on suppose u1, u2 ≥ 0) que la trace de
D(Aγ1,γ2)(U) est positive. Pour son déterminant, on a

detD(Aγ1,γ2)(U) = (d1 + a12u
γ2
2 )(d2 + a21u

γ1
1 )− a12a21γ2γ1u

γ2
2 u

γ1
1 , (33)
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on est donc en mesure d’assurer sa positivité dans le cas γ2γ1 ≤ 1, hypothèse que nous conser-
vons pour l’instant. On constate que le défaut de symétrie de D(Aγ1,γ2)(U) peut facilement
être corrigé par l’action à gauche d’une matrice diagonale :

(
a21γ1u

γ1−2
1 0

0 a12γ2u
γ2−2
2

)
D(Aγ1,γ2)(U) = a12a21γ2γ1u

γ2−1
2 uγ1−1

1

(
⋆ 1
1 ⋆

)
.

L’intérêt de cette opération est le suivant : puisque la matrice diagonale utilisée est à coefficients
positifs, la positivité de la trace et du déterminant de D(Aγ1,γ2)(U) est conservée après multi-
plication ; le produit résultant est donc bien une matrice symétrique positive. La formule (31)
nous indique donc que si Φγ1,γ2 est de hessienne précisément donnée par la matrice diagonale
utilisée ci-haut, l’expression correspondante donnée en (30) est effectivement une fonctionnelle
de Lyapunov et Φγ1,γ2 une entropie pour le système au sens de la Définition 3.3.

Dans le cas particulier γ2 = γ1 = 1 (SKT classique), l’expression de la hessienne conduit di-
rectement à l’entropie (25) utilisée par Chen et Jüngel, mais par cette méthode nous recouvrons
également une large gamme des généralisations (28) : celles correspondant à γ2γ1 ≤ 1.

Remarque 3.10. De la positivité de Φ on récupère Φ(U) ∈ L∞(0, T ; L1(TN )) (pour des condi-
tions initiales adéquates), mais l’identité (30) fournit en général bien plus pour les solutions du
système : on a assez d’uniformité dans le terme dissipatif pour récupérer une estimation sur le
gradient de la solution, ou du moins sur une fonction de celui-ci. Cette remarque est fondamen-
tale pour la construction des solutions faibles que nous allons présenter dans les paragraphes
suivants.

3.4.2 Le cas concave/concave

Dans [A7] nous avons obtenus avec Laurent Desvillettes et Thomas Lepoutre une première
généralisation du Théorème 3.2 en traitant le cas de système (28) pour des exposants γ1, γ2 < 1.
Le théorème principal de [A7] traite en fait de fonctions croissantes concaves (pas nécessairement
des fonctions puissances) et inclus des termes d’auto-diffusion et de réactions. Nous nous limi-
tons ici à l’énoncé simplifié suivant.

Théorème 3.3. Soit u01, u
0
2 deux fonctions positives appartenant à L2(TN ), des coefficients

strictement positifs a12, a21, d1, d2 et γ1, γ2 deux éléments de ]0, 1[. Il existe au moins un couple
u := (u1, u2) de fonctions positives pour lesquelles (1 + uγ22 )1/2u1 et (1 + uγ11 )1/2u2 sont dans
L2(QT ), solution faible du système (28) avec la condition initiale u0 := (u01, u

0
2) au sens de la

Définition 3.1 (pour chaque équation) vérifiant de plus pour presque tout t ∈ [0, T ]

ˆ

TN

|u(t)|+
ˆ

QT

|∇uγ1/21 |2 +
ˆ

QT

|∇uγ2/22 |2 +
ˆ

QT

|∇(u
γ1/2
1 u

γ2/2
2 )|2 . 1 +

ˆ

TN

|u0|2, (34)

où la constante derrière . ne dépend que de T et des coefficients du système.

La preuve que nous avons établie dans [A7] se base sur la structure d’entropie esquissée
dans le paragraphe 3.4.1. Le schéma d’approximation que nous avons suivi est une adaptation
de celui proposé dans [30], la différence principale étant que la symétrisation du système avec
des taux de diffusion non linéaires ne conduit pas à un changement de variable logarithmique,
mais uniquement algébrique : le problème de la positivité n’est pas résolu. Nous avons contourné
l’obstacle en introduisant une perturbation linéaire sur chacun des coefficients, ajoutant ainsi
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un terme logarithmique dans le changement de variable (voué à disparâıtre à la limite). Le
résultat est une artillerie technique assez lourde en notations qui reste — avec le recul — le
principal défaut de [A7].

L’estimation (34) est similaire à (27). L’absence de contrôle direct sur les gradients de la
solution provient de l’absence supposée d’auto-diffusion. Par ailleurs, dans le Théorème 3.2
la fonctionnelle de Lyapunov fournie par l’entropie est une information supplémentaire (en
terme d’intégrabilité) de la solution. Dans notre cas de puissances concaves, on vérifie que
l’intégrande de la fonctionnelle d’entropie est une combinaison linéaire de u1, u2 et uγ11 , u

γ2
2 :

elle ne fournit rien de mieux que l’estimation L∞(0, T ; L1(TN )) présente dans (34) et que
l’on obtient d’ailleurs directement, par intégration du système en la variable d’espace. Autre
différence importante sur l’estimation d’entropie : dans le cas SKT standard les problèmes de
concentration pour le terme croisé u1u2 sont gérés grâce au contrôle de ∇√

u1u2 dans L2(QT ),
via une inégalité de Sobolev. Indépendamment du fait que celle-ci dépend de la dimension
(ce que l’on pourrait chercher à éviter), dans notre cas il n’est pas évident que l’on puisse
s’assurer de l’équi-intégrabilité pour les termes croisés u1u

γ2
2 et u2u

γ1
1 en utilisant uniquement

∇(u
γ1/2
1 u

γ2/2
2 ), puisque γ1, γ2 < 1. C’est ici que se situe le principal apport de [A7] par rapport

au théorème de Chen et Jüngel : nous employons le lemme de dualité (voir paragraphe 3.2.2)
pour assurer les appartenances (1 + uγ11 )1/2u2 ∈ L2(QT ) et (1 + uγ22 )1/2u1 ∈ L2(QT ), qui
permettent d’écarter tous les soucis de concentrations potentiels dans le système (28). Il n’a
pas été aisé de traduire ces estimations duales au niveau discret pour le schéma retenu car le
changement de variable employé s’y prête mal. Nous verrons bientôt comment cette étape a
été considérablement simplifiée par la suite.

3.4.3 Le cas convexe/concave

L’estimation d’entropie que nous avons décrite dans le paragraphe 3.4.1 invite à considérer
le cas du système (28) dans le cas γ2 > 1, sous la contrainte γ1 ≤ 1/γ2. La non linéarité
du système est ainsi plus sévère. Avec Ariane Trescases qui a rejoint l’équipe de [A7], nous
sommes parvenus au résultat suivant, extrait de [A10].

Théorème 3.4. Soit γ2 > 1 et γ1 > 0 tel que γ2γ1 ≤ 1. Soient u01, u
0
2 deux fonctions positives

appartenant respectivement à L2(TN ) et Lγ2(TN ). Il existe au moins un couple (u1, u2) de
fonctions positives telles que (u1+u2)(u

γ1
1 u2+u

γ2
2 u1+u1+u2) soit intégrable sur QT , solution

faible au système (28) avec la condition initiale (u01, u
0
2) au sens de la Définition 3.1 (pour

chaque équation) vérifiant de plus pour tout t ∈ [0, T ]

ˆ

TN

u1(t) +

ˆ

TN

u2(t)
γ2 +

ˆ

QT

|∇uγ1/21 |2 +
ˆ

QT

|∇uγ2/22 |2

+

ˆ

QT

|∇(u
γ1/2
1 u

γ2/2
2 )|2 . 1 +

ˆ

TN

(u01)
2 +

ˆ

TN

(u02)
γ2 , (35)

où la constante derrière . ne dépend que de T et des coefficients du système.

Contrairement au Théorème 3.3, ici l’entropie fournit effectivement (moyennant une donnée
initiale adaptée) une information supplémentaire d’intégrabilité sur le système, pour l’une des
deux composantes (celle qui agit sur-linéairement sur la diffusion de l’autre). Tout comme
dans le cas de [A7], l’estimation (35) à elle seule ne suffit pas à gérer tous les problèmes de
concentration pouvant intervenir dans le système et nous faisons donc également appel au
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lemme de dualité. Nous invoquons en fait une remarque proposée dans [12] pour les systèmes
d’équations paraboliques : en sommant les deux équations du système (28) et en considérant
z = u1 + u2, on constate que cette fonction résout l’équation de Kolmogorov

∂tz −∆(µz) = 0,

avec pour coefficient de diffusion

µ :=
d1 + d2 + a12u

γ2
2 + a21u

γ1
1

u1 + u2
.

C’est cette simple remarque, associée au lemme de dualité présenté au paragraphe 3.2.2 qui
permet d’établir l’estimation a priori (u1 + u2)(u

γ1
2 u2 + uγ22 u1 + u1 + u2) ∈ L1(QT ). Cette

information cruciale se transmet sans encombre au schéma d’approximation que nous avons
introduit dans [A10], ce dernier constituant l’un des apports les plus novateurs de l’article.
En effet, comme nous l’expliquions plus haut, la procédure d’approximation suivie dans [A7]
était assez douloureuse, la traduction discrète du lemme de dualité et la nécessité que le schéma
préserve bel et bien la structure d’entropie jouant pour beaucoup dans la pénibilité de son agen-
cement. L’un des objectifs de [A10] était de nettoyer cette procédure. Nous y sommes parvenus
en concevant un schéma d’approximation générique auquel nous consacrons la Section 3.5.

Une ultime difficulté se cache dans la preuve du Théorème 3.4. Nous n’avions pas abordé le
sujet dans le paragraphe 3.4.2 : comment obtenir de la compacité sur le système alors que l’es-
timation (34) ne fournit pas de contrôle direct sur les gradients ? Dans le cas concave/concave,
on exprime simplement que (par exemple pour u2)

∇u2 =
2

γ2
u

2−γ2
2

2 ∇uγ2/22 . (36)

Ainsi, par l’estimation d’entropie on récupère ∇uγ2/22 ∈ L2(QT ) et puisque γ2 < 1, on arrive à

placer u
2−γ2

2

2 dans un espace Lp(QT ) convenable (en utilisant l’estimation duale) et finalement
∇u2 dans (au moins) L1(QT ). On obtient ainsi ce qu’il faut de contrôle des oscillations en la
variable spatiale pour invoquer le lemme d’Aubin-Lions.

Par contre, dans la cas convexe/concave il se pourrait que γ2 > 2 : dans ce cas la formule
(36) montre que pour les petites valeurs de u2 (que nous ne sommes pas en mesure de pros-

crire), aucune information sur son gradient ne peut être récupérée à partir du gradient de u
γ2/2
2 .

Cette situation est fréquemment rencontrée dans l’étude des équations paraboliques dégénérées
(comme celle des milieux poreux par exemple), et le lemme d’Aubin-Lions usuel y est inap-
plicable. Dans [A10] nous avons fait appel au Théorème 4.1 (voir Chapitre 4), établi dans
[A11]. Il s’agit d’une version non linéaire du résultat de compacité mentionné précédemment ;
on voit notamment que son énoncé autorise l’utilisation de fonctions discontinues (en escalier)
de la variable de temps : la compacité peut donc directement être récupérée de notre procédé
semi-discret.

Une fois cette difficulté contournée, notre schéma de preuve s’applique dès lors que le
système bénéficie d’une fonctionnelle de Lyapunov, suffisamment coercive (au sens de sa dis-
sipation) pour fournir une estimation sur les gradients. Pour les systèmes de type (28), cela
correspond à la contrainte γ2γ1 ≤ 1, mais autant la procédure d’approximation que le lemme
de dualité peuvent être utilisés sur d’autre systèmes. Nous donnons dans [A10] un exemple
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spécifique à trois populations, bénéficiant d’une entropie et pour lequel notre méthode de
preuve s’applique mutadis mutandis. Nous n’avions cependant pas été en mesure de mettre
en évidence un critère simple sur l’entropie du système pouvant assurer le traitement des cas
multi-espèces. C’est l’objet du paragraphe suivant.

3.4.4 Multi-espèces

Très peu de résultats ont été obtenus quant à l’existence de solutions globales dans le cas
de trois populations ou plus. En fait, en dehors de l’exemple particulier que nous avons proposé
dans [A10] (voir paragraphe précédent) et avant cet article, seuls Fu et Wen dans [149] sont
parvenus à produire des solutions globales pour plus de deux populations. Leur construction
fournit même des solutions régulières, via le théorème d’Amann, mais nécessite l’hypothèse
très restrictive d’une matrice de diffusion positive et ne fonctionne qu’en dimension 1.

La principale difficulté est que la structure d’entropie n’est pas facile à reproduire lorsque
la matrice de diffusion est de grande taille : l’action à gauche par une matrice diagonale ne
fonctionne alors plus du tout (voir paragraphe 3.4.1). Dans [31] Chen, Daus et Jüngel ont
effectué une avancée considérable en introduisant une condition spécifique intitulée “detailed
balance”. Il s’agit d’un critère 2 suffisant sur les coefficients d’un système multi-espèces de type
SKT pour qu’une entropie existe pour celui-ci, au sens de la Définition 3.3. Par contre, les
auteurs de [31] sont contraints, soit d’utiliser l’auto-diffusion du système, soit de supposer que
les taux de diffusion croisés sont sous-linéaires et en tout état de cause minorés par 1−2/N , où
nous rappelons queN est la dimension d’espace. Ces contraintes techniques sur la croissance des
coefficients sont liées au fait que l’intégrabilité des composantes de la solution n’est récupérée
que de l’entropie elle-même. Avec Thomas Lepoutre nous avons considérablement étendu ce
résultat par les estimées de dualité et en simplifiant la preuve par l’utilisation du schéma
d’approximation générique introduit dans [A10] (et que nous présentons dans la prochaine
section). Nous parvenons ainsi à transférer la structure de preuve conçue dans [A10] à une
large gamme de systèmes multi-espèces. Afin d’énoncer précisément notre résultat, reprenons
l’écriture vectorielle introduite au paragraphe 3.4.1 et intéressons-nous donc à résoudre

∂tU −∆[A(U)] = 0, (37)

où l’inconnue est la fonction vectorielle U = (ui)1≤i≤I : QT → R
I et A : RI → R

I une fonction
qui prendra toujours la forme suivante dans les systèmes que nous considérerons :

A(U) =



µ1(U)u1

...
µI(U)uI


 , (38)

où les µi sont des fonctions continues minorées par une constante α > 0. Ainsi, chaque ligne du
système (37) est une équation de Kolmogorov (voir Section 3.2), pour laquelle nous pourrons
invoquer le lemme de dualité.

2. Dans [31] un parallèle intéressant est effectué avec le principe d’Onsager en thermodynamique.

64
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Nous rappelons la notation U := (R∗
+)

I , utile pour introduire deux hypothèses sur A.

Hypothèse 3.1. A ∈ C 1(U).

Hypothèse 3.2. A est un homémorphisme de R
I
+ sur lui-même et un C 1-difféomorphisme de

U sur lui-même.

La première hypothèse nous sera nécessaire pour définir une notion d’entropie raffinant celle
introduite dans la Définition 3.3. La seconde est d’une importance cruciale pour l’utilisation du
schéma que nous présentons dans la Section 3.5 ; nous verrons plus bas dans la Proposition 3.7
qu’elle est parfois conséquence de la structure entropique elle-même.

La notion suivante d’entropie est introduite dans [A14].

Définition 3.4. On suppose que A satisfait l’Hypothèse 3.1. Une entropie uniforme pour le
système (37) est une fonction Φ : U → R+ de classe C 2 et convexe, pour laquelle il existe une
application continue F : U → U à jacobienne diagonale telle que D2(Φ)D(A) ≥ Diag(F) sur U ,
au sens des matrices symétriques.

Cette notion d’entropie est donc un renforcement de celle introduite dans la Définition 3.3
et on note que, tout comme cette dernière, elle autorise aux coefficients une singularité en 0
(comme les puissances concaves par exemple). Le résultat central démontré dans [A14] est le
suivant.

Théorème 3.5. Soit (µi)1≤i≤I une famille de fonctions réelles continues définies sur R
I et

minorées par une constante α > 0. On suppose que l’application A définie en (38) satisfait
les Hypothèses 3.1 – 3.2 et que le système (37) admet une entropie uniforme Φ, au sens de la
Définition 3.4. Alors, pour toute fonction positive U0 ∈ L2(TN ) pour laquelle Φ(U0) ∈ L1(TN )
il existe une fonction U = (ui)1≤i≤I : QT → R+, telle que A(U) ∈ L1(QT ), solution faible au
système (37) avec la condition initiale U0, au sens de la Définition 3.1 (pour chaque équation
du système), vérifiant de plus U ⊗A(U) ∈ L1(QT ) et, pour presque tout t ∈ [0, T ],

ˆ

TN

Φ(U(t)) +
I∑

i=1

ˆ

QT

|∇gi(ui)|2 ≤
ˆ

TN

Φ(U0), (39)

où pour tout i ∈ J1, IK, gi désigne une fonction strictement croissante 1-lipschitzienne.

En guise d’esquisse de preuve, et puisque nous consacrons entièrement la Section 3.5 au
processus d’approximation, nous nous contentons de démontrer un résultat de stabilité faible
pour le système (37).

Proposition 3.6. Soit (U0
n)n convergeant vers U0 dans L2(TN ) et telle que (Φ(U0

n))n ∈̇L1(QT ).
Pour tout n ∈ N soit Un : QT → R

I
+ une solution régulière au système (37) avec la condition

initiale U0
n. Alors pour tout p < 2 on a (Un)n ∈̈Lp(QT ) et toute valeur d’adhérence est une

solution du système (37) avec la condition initiale U0
n, au sens de la Définition 3.1, vérifiant

les propriétés énoncées par le Théorème 3.5.

Démonstration. Les calculs effectués dans le paragraphe 3.4.1 justifient l’égalité suivante

ˆ

TN

Φ(Un(t)) +

I∑

j=1

ˆ

QT

〈∂jUn,D
2(Φ)(Un)D(A)(Un)∂jUn〉 =

ˆ

TN

Φ(U0
n), (40)
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où l’opérateur ∂j est à comprendre composantes par composantes. Notant fi les composantes
de l’application F donnée par la Définition 3.4, l’inégalité fournie par cette dernière associée à
l’identité (40) conduisent à

I∑

j=1

ˆ

QT

〈∂jUn,Diag(F)(Un)∂jUn〉 =
I∑

i=1

ˆ

QT

|∇ui,n|2fi(ui,n) ≤
ˆ

TN

Φ(U0
n),

où l’on a noté ui,n les composantes du vecteur Un. On montre sans peine que de l’inégalité
précédente découlent les bornes (∇gi(ui,n))n ∈̇L2(QT ) pour i ∈ {1, . . . , I}, avec gi primitive
de s 7→ 1 ∧ fi(s) : il s’agit bien de fonctions 1-lipschitziennes strictement croissantes. Nous ne
sommes pas en mesure de contrôler l’aplatissement des fonctions gi à l’infini et ne pouvons
donc pas utiliser directement le Théorème 4.1 du Chapitre 4 comme nous l’avions fait dans
le paragraphe 3.4.3. À la place, on remarque grâce à la Proposition 4.1 que l’on peut passer
à la limite dans les produits gi(ui,n)ui,n (en utilisant le contrôle de (∂tUn)n par l’équation
elle-même). Nous pouvons ainsi invoquer le Théorème 4.2, puisque gi est une fonction continue
strictement croissante : on récupère ainsi, à une sous-suite près, de la convergence presque
partout. Comme nous l’avons fait dans le paragraphe 3.4.3, nous invoquons le lemme de dua-
lité sur l’équation obtenue par sommation de toutes les composantes du système (37), et on
obtient ainsi (Un⊗A(Un))n ∈̇L1(QT ), qui implique en particulier (Un)n ∈̇L2(QT ) d’où l’on tire
effectivement (Un)n ∈̈Lp(QT ) pour p < 2.

Puisque A est continue, le seul obstacle possible pour passer à la limite faible (au sens des
distributions) dans l’équation (37) est la concentration L1(QT ) de (A(Un))n. Nous écartons
cette possibilité grâce à l’estimation duale précédente. Puisque Un est à valeurs dans R

I
+ et

que chaque fonction µi définissant A dans (38) est minorée par α > 0, on a l’implication
|A(Un)|∞ ≥ R ⇒ |Un|∞ ≥ R/α, où | · |∞ est la norme éponyme sur RI . Ainsi, avec la borne
(Un ⊗A(Un))n ∈̇L1(QT ), on parvient effectivement à établir

sup
n∈N

ˆ

QT

|A(Un)|∞1|A(Un)|∞≥R −→
R→+∞

0.

L’estimation U ⊗ A(U) ∈ L1(QT ) sur la limite ainsi construite est obtenue par une nouvelle
utilisation du lemme de dualité et l’inégalité (39) par semi-continuité faible puisqu’elle est
vérifiée pour la suite (Un)n. �

En plus de l’outil “théorique” qu’est le Théorème 3.5 (il est conditionné à l’existence
d’une entropie uniforme), nous donnons dans [A14] plusieurs exemples de systèmes où les
Hypothèses 3.1 – 3.2 sont vérifiées pour la fonction A, et l’existence d’une entropie uniforme
satisfaite. En fait, de manière assez surprenante c’est cette dernière condition qui permet parfois
d’assurer directement l’Hypothèse 3.2 comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.7. Soit (µi)1≤i≤I une famille de fonctions réelles continues définies sur R
I .

On suppose que l’application A définie en (38) satisfait l’Hypothèse 3.1 et que le système (37)
admet une entropie uniforme Φ au sens de la Définition 3.4. Si exp(Φ) et exp(µi) sont des
fonctions tensorielles (pour tout i), alors A satisfait l’Hypothèse 3.2.

Ce résultat est démontré dans [A14] à l’aide du théorème d’Hadamard-Lévy (on ren-
voie à l’Annexe A pour un énoncé). Les exemples de systèmes que nous fournissons dans
[A14] contiennent bien sûr les cas “detailed balance” introduits dans [31] mais également des
généralisations de ceux-ci pour des taux de diffusions non algébriques.
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3.4.5 Perspectives

Le cas convexe/convexe est déroutant. D’un côté l’analyse menée au paragraphe 3.4.1 est
plutôt pessimiste dans les cas γ1γ2 > 1. D’un autre on a l’exemple suivant tiré de [12]

∂tu1 −∆[(d1 + u22)u1] = 0,

∂tu2 −∆[(d1 + u21)u1] = 0,

pour lequel il existe bel et bien une fonctionnelle de Lyapunov. La particularité de ce système
est que D(A) prend ses valeurs dans S2(R) (sans positivité), et même mieux : D(A)(U) est en
fait une matrice hessienne. On vérifie en effet que si Φ(u1, u2) := (d2 + u21)(d1 + u22)/2, alors
D2(Φ) = D(A) et

ˆ

TN

Φ(U)

est alors bien une fonctionnelle de Lyapunov. Comprendre si cet exemple est une anomalie ou
la manifestation d’une structure encore incomprise dans les cas γ1γ2 > 2 (avec des coefficients
de diffusion croisée égaux) est une source très inspirante de réflexions sur la méthode suivie
dans le paragraphe 3.4.1.

Une autre direction envisageable est la gestion des termes de réaction, que l’on a jusqu’à
présent complètement occultée afin de simplifier la présentation. Concrètement il est en général
supposé que le second membre R(U) du système (37) est une fonction continue dont les compo-
santes sont de la forme ri(U)ui, où les fonctions ri sont uniformément majorées. La structure
d’entropie et l’estimation de dualité sont compatibles avec de tels termes sources, au sens où
l’on est en mesure de reproduire toutes les estimations effectuées dans cette section avec la
présence de R(U), moyennant une inégalité de type Grönwall. Le seul problème pouvant prove-
nir de R(U) est donc la concentration. Dans tous les résultats que nous avons cités dans cette
section, la croissance des fonctions ri(U) est en général guidée par les contrôles qu’offrent les
termes d’auto-diffusion (si ils existent), le lemme de dualité et l’estimation d’entropie. Dans
le cas particulier concave/concave étudié au paragraphe 3.4.2 ces contrôles nous ont conduit
dans [A7] à imposer une croissance sous-quadratique pour les termes de réactions. La raison
étant que, comme nous l’avons expliqué dans le paragraphe 3.4.2, sans terme d’auto-diffusion,
la meilleure estimation dont on dispose en ce qui concerne l’intégrabilité des solutions est l’esti-
mation duale, laquelle fournit une borne L2(QT ) mais n’empêche pas a priori la concentration
dans cet espace. Dans le cas du système SKT standard présenté dans la Section 3.3, les termes
de réactions quadratiques sont gérables précisément grâce à l’entropie utilisée qui fournit plus
d’information que le seul lemme de dualité. L’établissement d’une version précisée du lemme
de dualité qui permettrait de se prémunir de la concentration L2(QT ) est une piste que nous
avons déjà commencé à explorer, mais pour l’instant le seul résultat que nous avons réussi à
établir en ce sens concerne le cas de coefficients de diffusion bornés (voir Proposition 3.5 dans
la Section 3.2 et plus généralement le Lemme 4.2 dans le Chapitre 4).

3.5 Un schéma d’approximation

Dans cette section nous présentons le schéma d’approximation conçu dans [A10], lequel
s’applique aux systèmes d’équations de la forme (37). Nous gardons donc le cadre conservatif,
mais le schéma développé dans [A10] permet l’ajout de termes sources.
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3.5.1 Énoncé

Rappelons la notation U := (R∗
+)

I . Afin d’alléger les lignes qui suivent, nous désignerons
par la suite C 0(TN )+ les fonctions continues vectorielles à valeurs dans U .
Théorème 3.6. On suppose que A est de la forme (38), avec des fonctions continues (µi)1≤i≤I

uniformément minorées par une constante α > 0. On suppose que A satisfait les Hypothèses 3.1
– 3.2 et on fixe un entier P ≥ 1 tel que ρτ < 1/2, avec τ = T/P . Alors, pour toute fonction
U0 ∈ C 0(TN )+, il existe une famille (Uk)1≤k≤P−1 d’éléments de C 0(TN )+ vérifiant A(Uk) ∈
W2,q(TN ) pour tout q ∈ [1,∞[ et, pour 1 ≤ k ≤ P − 1,

Uk − Uk−1

τ
−∆[A(Uk)] = 0. (41)

L’équation (41) est la semi-discrétisation (en temps) implicite de l’équation (37). La preuve
de ce théorème se ramène à résoudre itérativement le problème non linéaire suivant

U − τ∆[A(U)] = S, (42)

où l’inconnue est la fonction U : TN → U et S ∈ C 0(TN )+ une donnée. L’idée est alors de
reformuler le problème ainsi : trouver Ũ ∈ C 0(TN )+ solution de

Ũ − τ∆Ũ = A(U)− U + S,

Ũ = A(U).

(43)

(44)

À la différence de (42), l’équation (43) est elliptique en Ũ , ce qui permet d’obtenir des estima-
tions sur les solutions éventuelles de cette équation : si U ∈ C 0(TN ), une solution Ũ de (43) est
automatiquement W2,q(TN ), pour tout q <∞ et en particulier continue. Malheureusement en
l’état, rien n’assure que Ũ prend des valeurs positives, ce que l’on peut corriger en notant que
les hypothèses effectuées sur A et R conduisent à l’existence, pour tout U ∈ C 0(TN ), d’une
constante MU > 0 pour laquelle

MUA(U)− U + S ∈ C
0(TN )+,

ce qui invite à remplacer (43) par

MU Ũ − τ∆Ũ =MUA(U)− U + S.

On considère alors les trois applications

Θ1 : C
0(TN ) −→ C

0(TN )+ × R
∗
+

U 7−→ (MUA(U)− U + S,MU ),

Θ2 : C
0(TN )+ × R

∗
+ −→ C

0(TN )+

(U,M) 7−→ (MId− τ∆)−1U,

Θ3 : C
0(TN )+ −→ C

0(TN )+

U 7−→ A−1(U).

On vérifie que tout point fixe de l’application Θ := Θ3 ◦Θ2 ◦Θ1 est une solution de l’équation
(42). Dans [A10] nous obtenons l’existence d’un tel point fixe par le théorème de Schaefer (on
renvoie à l’Annexe A pour un énoncé). L’estimation nécessaire sur les points fixes a priori est
une information très forte (borne L∞(TN )) qui dégénère bien sûr dans la limite τ → 0. Pour
démontrer la continuité de Θ (et en fait même pour la définir), on utilise de manière cruciale
l’Hypothèse 3.2 (à cause de Θ3). La compacité de Θ est obtenue par l’intermédiaire de Θ2.
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3.5.2 Estimations uniformes

Les approximations produites par le Théorème 3.6 sont suffisamment régulières pour justi-
fier deux estimations uniformes en τ , cruciales dans l’étude du système (37). La première est
le lemme de dualité dont on avait déjà vu, au paragraphe 3.2.2 qu’il se prêtait effectivement
bien à une discrétisation. On obtient ainsi (voir [A10] pour les détails) une estimation de la
forme

P−1∑

k=0

τ

ˆ

TN

|Uk|1 |A(Uk)|1 .
ˆ

TN

|U0|22, (45)

où . ne dépend que de la dimension N et de la fonction A, les symboles | · |1 et | · |2 désignant
les normes éponymes sur R

I . Il s’agit donc du parfait analogue discret de l’appartenance
U ⊗A(U) ∈ L1(QT ) mentionnée dans l’énoncé du Théorème 3.6.

Le contrôle (45) nous permettra de gérer tous les problèmes liés à la concentration mais
en l’état nous n’avons pas d’information sur les gradients. Rappelons que l’hypothèse d’une
entropie uniforme n’a de sens que pour des fonctions définies sur U (voir Définition 3.4), car les
fonctionnelles que l’on considère peuvent contenir des logarithmes ou des puissances concaves.
Par ailleurs, si l’on cherche à discrétiser l’analyse effectuée au paragraphe 3.4.1, il nous faudrait
utiliser comme fonction test ∇Φ(Uk) et donc exiger un peu de régularité sur Uk si on souhaite
justifier les intégrations par parties. Ces deux problèmes sont réglés par le Théorème 3.6.
D’une part les approximations Uk sont effectivement toutes à valeurs dans U (ce que l’on ne
conservera a priori pas lors de la limite τ → 0, certaines composantes du système pouvant
éventuellement s’annuler), et d’autre l’Hypothèse 3.2 assure que A est un C 1-difféomorphisme
sur U . La régularité de type Sobolev arbitraire qu’offre le Théorème 3.6 sur A(Uk) nous assure
que cette fonction appartient à C 1(TN ) et par composition, Uk appartient donc au même
espace. Nous perdrons bien sûr cette régularité sur la solution U avec le passage à la limite
τ → 0. Ainsi, si Φ : U → R+ est de classe C 2, nous sommes en mesure d’écrire rigoureusement

max
1≤k≤P−1

ˆ

TN

Φ(Uk) +
I∑

j=1

P−1∑

k=0

τ

ˆ

TN

〈∂jUk,D2(Φ)(Uk)D(A)(Uk)∂jU
k〉 ≤

ˆ

TN

Φ(U0), (46)

qui est cette fois-ci l’analogue discret de (40). Si Φ est une entropie uniforme pour le système
au sens de la Définition 3.4, nous procédons alors comme nous l’avons fait dans la preuve de
la Proposition 3.6, pour récupérer un contrôle des gradients.

En marquant la dépendance en P par un indice, on se ramène à une variable temporelle
continue en introduisant la fonction suivante définie sur QT

UP (t, x) :=
P−1∑

k=0

Uk
P1[kτ,(k+1)τ [(t).

Si on prolonge UP par 0 sur R−, on vérifie qu’elle satisfait exactement l’équation

∂tUP =

P−1∑

k=1

τ∆[A(Uk
P )]⊗ δkτ + U0

P ⊗ δ0 dans D
′
(
]−∞, T [×T

N
)
,

et la compacité forte de la suite (UP )P découle du Théorème 4.1 du Chapitre 4 car celui-ci
autorise la dérivée en temps à être une mesure.
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3.5.3 Perspectives

Le schéma fourni par le Théorème 3.6 permet de produire des solutions positives à des
systèmes paraboliques quasi-linéaires où le principe du maximum ne s’applique pas. Il serait
intéressant de comprendre si une méthode numérique performante peut-être développée en
suivant cette procédure, en la comparant avec les techniques utilisées pour les équations para-
boliques dégénérées, comme entre autres les méthodes de type volumes finis (voir par exemple
le récent [24]).

3.6 Une question de Fontbona et Méléard

Dans cette dernière section nous présentons le résultat principal établi dans [P3]. Il s’agit
d’une limite asymptotique reliant un système à diffusion croisée relaxé (avec des noyaux de
convolution) au système standard.

3.6.1 Dérivation du système SKT

Dans les Sections 3.3 – 3.4 nous avons montré comment construire des solutions faibles au
système SKT (à et à certaines de ses généralisations) par l’utilisation de la structure entropique
sous-jacente. Une autre approche est possible pour la construction de solutions faibles, qui
présente de plus l’intérêt de fournir une dérivation rigoureuse de ces systèmes. L’idée est de
réaliser ces solutions comme limite asymptotique de systèmes plus simples. C’est ce qu’ont par
exemple proposé Iida, Mimura et Ninomiya dans [94] en singularisant une famille d’équations
de réaction/diffusion. Le modèle représente un système de deux populations dans lequel l’une
des espèces existe en deux états (stressée ou non) passant de l’un à l’autre avec un taux de
réaction qui diverge. L’analyse formelle établie dans [94] a été rendue rigoureuse dans différents
articles, avec parfois des généralisations substantielles sur les taux de diffusion possibles : citons
par exemple [40, 55, 144] (où sont dérivés des systèmes limites triangulaires), [128] et le récent
[44] qui parvient à produire un système à diffusion croisée “plein”.

Une approche asymptotique d’une autre saveur a été proposée par Fontbona et Méléard
dans l’article [70]. Dans ce travail les auteurs prouvent l’existence de solutions à une version non
locale du système SKT, partant d’un processus de population (finie) et étudiant la limite de
celui-ci à mesure que le nombre d’individus diverge. En comparaison aux travaux cités jusqu’ici,
l’approche de Fontbona et Méléard se démarque totalement car elle utilise exclusivement des
outils probabilistes. Le système limite ainsi obtenu est une version modifiée du système SKT
et s’écrit, pour i ∈ {1, . . . , I}

∂tui =
1

2

N∑

k,l=1

∂2xkxl
(aik,l(·, Gi1 ⋆ u1, · · · , GiI ⋆ uI)ui)

−
N∑

k=1

∂xk
(bik(·,H i1 ⋆ u1, · · · ,H iI ⋆ uI)ui) +


ri −

I∑

j=1

Cij ⋆ uj


ui, (47)

où l’opérateur de convolution ⋆ n’agit que sur la variable d’espace et les fonctions aik,l, b
i
k,

Gij , H ij , Cij sont des données régulières, l’inconnue du système étant la famille (ui)1≤i≤I .
Remarquons que le système SKT correspond au cas particulier du système (47), en prenant
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bik = 0 et aik,l = δk,l a
i une fonction affine (indépendante de x), en enlevant de plus tous les

opérateurs de convolutions.

Fontbona et Méléard définissent un cadre de régularité où le système (47) est bien posé et
s’intéressent ensuite à la limite Cij ⇀ cijδ, où cij ∈ R et δ est la masse de Dirac. Ils prouvent
(sous des hypothèses ad hoc sur les coefficients du système) que les solutions correspondantes du
système (47) convergent effectivement vers une solution du système suivant, pour i ∈ {1, . . . , I}

∂tui =
1

2

N∑

k,l=1

∂2xkxl
(aik,l(·, Gi1 ⋆ u1, · · · , GiI ⋆ uI)ui)

−
N∑

k=1

∂xk
(bik(·,H i1 ⋆ u1, · · · ,H iI ⋆ uI)ui) +


ri −

I∑

j=1

ciju
j


ui. (48)

Les systèmes tels que (47) ou (48) sont des versions non locales où relaxées de systèmes à
diffusion croisée. La première appellation (non localité) est claire : les interactions ponctuelles
du système SKT sont remplacées par des interactions de plus longue portée. La seconde appel-
lation (relaxation) reflète la difficulté mathématique du système : les non linéarités présentes
dans les systèmes (47) – (48) sont plus facilement gérables que celles du système SKT stan-
dard, car elles sont adoucies par les noyaux de convolution. Malheureusement, la présence de
ces opérateurs détruit complètement la structure entropique que l’on a beaucoup exploitée dans
les paragraphes précédents. À notre connaissance il n’existe aucune fonctionnelle de Lyapunov
dégagée pour les systèmes relaxés à diffusion croisée. Mentionnons un autre type de système
non local à diffusion croisée, introduit dans [12] et étudié en détail dans [110], où l’opérateur
de convolution est échangé par (Id − ε∆)−1 où ε > 0 est un petit paramètre. L’avantage prin-
cipal est que ce type de régularisation est adapté à l’étude du problème aux limites, alors que
les opérateurs de convolution sont un peu pénibles à définir dans un domaine à bord. De la
même manière que précédemment, la voie entropique n’est pas praticable pour cette relaxation
elliptique et l’analyse mathématique développée dans [110] est à ce titre très différente de celle
qu’offre la littérature sur les solutions globales au systèmes (de type) SKT ; elle repose sur une
utilisation répétée d’estimées paraboliques, ce que l’on ne peut en général pas faire dans le
cadre de solutions faibles pour le système SKT et ses variantes, car on ne peut pas écrire les
composantes de ceux-ci comme des équations paraboliques à coefficients réguliers (ou même)
bornés.

Les résultats établis dans [70] (soient : existence de solutions à (47) via des méthodes proba-
bilistes et passage à la limite rigoureux vers une solution de (48)) peuvent être perçus comme
la première étape d’un programme de dérivation rigoureuse de systèmes de type SKT, à partir
d’un processus de population finie. Malheureusement Fontbona et Méléard n’ont pas réussi à
passer à la limite dans les opérateurs de convolutions “intra-différentiels”, i.e. correspondant
aux convergences (Gij ,H ij) ⇀ (δ, δ). La question est explicitement posée dans [70] de savoir
si on peut oui ou non justifier cette asymptotique rigoureusement. L’article [P3] donne une
réponse positive partielle. Avant de présenter celle-ci, mentionnons le récent travail [43] de
Daus, Desvillettes et Dietert ; il s’agit d’une analyse (en partie) formelle qui permet de dériver
des systèmes à diffusion croisée de taille arbitraire via des processus de Markov, offrant une
nouvelle stratégie tant pour la dérivation que pour la construction de solutions faibles.
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3.6.2 Une réponse partielle

L’article [P3] ne traite que de certains types de systèmes comme (48) : ceux-ci sont tri-
angulaires, sans auto-diffusion et les coefficients de diffusions sont tous supposés bornés. Le
principal résultat démontré est le suivant.

Théorème 3.7. Soient deux familles de fonctions réelles (ai)1≤i≤I et (ri)1≤i≤I , où pour tout
i la fonction ai est définie sur QT × R

I−i et ri est définie sur R
I . On suppose de plus que

les fonctions ai, ri sont continues, les ai étant uniformément minorées et majorées par une
constante positive et les ri uniquement uniformément majorées. On suppose également que |ri|
est sous-affine i.e. que |ri(x1, · · · , xI)| . 1 + |x1|+ · · · + |xI |.

Pour tout n ≥ 1 on se donne une famille (ρni )1≤i≤I de noyaux réguliers, positifs et nor-
malisés dans L1(TN ), et on considère une famille de fonctions positives (uni )1≤i≤I ∈ L1(QT )
solution (dans le sens de la Définition 3.1 pour chaque équation) du système





∂tu
n
1 −∆[a1( · , un2 ⋆ ρn2 , un3 ⋆ ρn3 , . . . , unI ⋆ ρnI )un1 ] = r1(u

n
1 ⋆ ρ

n
1 , . . . , u

n
I ⋆ ρ

n
I )u

n
1 ,

∂tu
n
2 −∆[a2( · , un3 ⋆ ρn3 , . . . , unI ⋆ ρnI )un2 ] = r2(u

n
1 ⋆ ρ

n
1 , . . . , u

n
I ⋆ ρ

n
I )u

n
2 ,

...

∂tu
n
I −∆[aIu

n
I ] = rI(u

n
1 ⋆ ρ

n
1 , . . . , u

n
I ⋆ ρ

n
I )u

n
I ,

avec une condition initiale uni (0, ·) = uini ∈ L2(TN ) pour tout i ∈ J1, IK.

Si (ρni )n ⇀n δ (la masse de Dirac) dans D ′(TN ) pour tout i, alors à une sous-suite près,
(uni )1≤i≤I converge dans L2(QT ) vers une solution (ui)1≤i≤I du système à diffusion croisée
suivant 




∂tu1 −∆[a1( · , u2, u3, . . . , uI)u1] = r1(u1, . . . , uI)u1,

∂tu2 −∆[a2( · , u3, . . . , uI)u2] = r2(u1, . . . , uI)u2,

...

∂tuI −∆[aIuI ] = rI(u1, . . . , uI)uI ,

avec la condition initiale ui(0, ·) = uini .

Remarque 3.11. Pour I = 2, si uin2 est supposée bornée, il n’est pas nécessaire de supposer
a1 bornée par au-dessus : u2 est automatiquement bornée par le principe du maximum et la
continuité de a1 est suffisante.

La force de ce résultat réside dans le peu de régularité exigée sur les fonctions ai et ri : seule
la continuité est nécessaire. Dans un cas plus lisse (par exemple C 2), on peut s’en sortir de
manière plus triviale : les équations peuvent s’écrire sous la forme d’équations paraboliques et
les estimées associées permettent alors de prouver plus directement la convergence. Notons tou-
tefois qu’une telle approche nécessiterait une donnée initiale régulière (en tous les cas bornée),
ce dont nous n’avons pas besoin ici.

Les solutions (uni )1≤i≤I dont il est question dans ce théorème peuvent être celles produites
par la méthode probabiliste de [70] ou bien une adaptation de la méthode analyste de [110].
Mais ces deux méthodologies produisent des solutions relativement régulières, pour des données
initiales (au moins) bornées et ne recouvrent donc pas exactement le champ d’application du
Théorème 3.7. Nous proposons pour cette raison dans [P3] un résultat d’existence d’existence
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plus général pour le système relaxé, pour des données initiales uniquement L2(QT ). Ce résultat
d’existence et la convergence annoncée dans le Théorème 3.7 découlent tous les deux d’un
même résultat de compacité (le Lemme 4.2) que nous présentons en détail dans la Section 4.5
du Chapitre 4. L’idée est de propager la convergence équation par équation, ce qui explique
pourquoi le Lemme 4.2 ne porte que sur une seule équation de Kolmogorov. Ce lemme est une
conséquence de l’étude détaillée de l’équation de Kolmogorov que nous avons proposée dans la
Section 3.2.

3.6.3 Perspectives

Le Lemme 4.2 de compacité qui est au cœur de l’analyse menée dans [P3] repose de manière
tout à fait cruciale sur le fait que l’équation de Kolmogorov est bien posée lorsque le coefficient
de diffusion est borné (voir Section 3.2). Il est possible d’élargir son champ d’application
quand on garde à l’esprit les quelques cas non bornés où l’on peut répondre positivement à la
Question 3.1. Nous renvoyons à la Section 4.5 du Chapitre 4 pour une discussion sur le sujet.

Ainsi, et contrairement à l’hypothèse triangulaire sur le système qui semble complètement
rattachée à notre méthode de compacité “en cascade”, il est réaliste d’espérer assouplir le
contrôle supposé sur les fonctions ai. On doit par exemple pouvoir traiter le cas d’opérateurs
intégraux en x ou en t en se ramenant ainsi au cas d’une diffusion ne dépendant pas de l’une
de ces deux variables (cas (ii) et (iii) évoqués au paragraphe 3.2.3). Une autre piste, un peu
spéculative pour le moment, serait de réussir à montrer des estimées à la Muckenhoupt (voir
paragraphe 3.2.3 et la Section A.3 de l’annexe) sur les solutions du système SKT triangulaire :
dans ce cas on pourrait traiter le cas de coefficients ai sous-linéaires. Le Graal serait de réussir
à répondre positivement à la Question 3.1, avec une diffusion uniquement supposée intégrable,
puisque l’on pourrait alors étendre l’analyse à de nombreux systèmes strictement triangulaires
et enrichir considérablement le Lemme 4.2.
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4
Compacité

Nous présentons dans ce chapitre plusieurs résultats de compacité ayant donné lieu aux
articles [A11, A15] et à la prépublication [P3].

Les Sections 4.2 et 4.4 traitent de la généralisation d’un outil fondamental dans les équations
d’évolution non linéaires : le lemme d’Aubin-Lions. Nous ne nous attarderons pas sur les origines
bibliographiques de celui-ci (voir [A11] par exemple pour un petit historique) mais mention-
nerons pour chacune des variations abordées les contributions existantes sur le sujet. Ces deux
sections proposent des preuves nouvelles de faits en partie connus, permettant d’alléger parfois
les hypothèses standards. En revanche, les résultats présentés dans les Sections 4.1, 4.3 et 4.5
n’avaient à notre connaissance pas été proposés dans la littérature avant les articles [A11],
[A15] et [P3].

Dans cet ultime chapitre, en plus des notations introduites au tout début du manuscrit
(notamment les symboles ∈̇ et ∈̈ ), nous désignons par Ω un ouvert borné à bord Lipschitz de
R
N et I un segment non trivial de R. Pour p < N , nous notons p⋆ l’exposant correspondant à

l’injection de Sobolev W1,p(Ω) →֒ Lp⋆(Ω), i.e. p⋆ := Np/(N−p) et nous adoptons la convention
p⋆ = ∞ dans le cas p = N (où l’injection précédente n’est plus vérifiée). L’exposant conjugué
de p est noté p′. Enfin si K est un compact euclidien, M (K) désigne l’ensemble des mesures
finies sur K.

Dans la suite, et à plusieurs reprises, nous aurons besoin d’exprimer pour une suite (bn)n de
L1(I×Ω) une borne du type (∂tbn)n ∈̇M (I; H−m(Ω)), où m est un entier naturel fixé. Ce type
d’estimation “forte en t” et “faible en x” est typique de l’utilisation du lemme d’Aubin-Lions.
Sans donner une définition plus précise de l’espace M (I; H−m(Ω)), nous entendons cette borne
au sens de l’inégalité suivante pour toute fonction test ϕ ∈ D(I̊ × Ω) :

〈∂tbn, ϕ〉 .
∑

|α|≤m

‖∂αxϕ‖2, (1)

où la constante derrière. ne dépend ni de n ni de ϕ. Cette formulation duale est immédiatement
vérifiable lorsque (bn)n est solution d’une équation d’évolution ; nous verrons aussi dans la Sec-
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tion 4.4 qu’elle définit le bon cadre de généralisation du lemme d’Aubin-Lions aux domaines
dits non cylindriques.

4.1 Convergence faible d’un produit

Le premier résultat que nous abordons ne traite pas à proprement parler de compacité mais
donne un critère général permettant de passer à la limite dans un produit (anbn)n, sous une
hypothèse de convergence faible pour an et bn. Un tel critère évoque quelque part le phénomène
de compacité par compensation, découvert par Murat et Tartar dans [129, 143]. Toutefois ce
qui suit ne relève pas vraiment de cette théorie, mais en partage la capacité à traiter une non
linéarité sans assurer de compacité forte pour l’une ou l’autre des suites mises en jeu : les
oscillations sont possibles pour ces deux-ci mais en quelque sorte compatibles.

Proposition 4.1. Soit q ∈ [1,∞] et p ∈ [1, N ]. On considère deux suites (an)n ∈̇Lq(I;W1,p(Ω))
et (bn)n ∈̇Lq′(I; Lα′

(Ω)) qui convergent faiblement (ou faiblement−⋆) vers a et b respectivement.
On suppose que α < p⋆ et que (∂tbn)n ∈̇M (I; H−m(Ω)) pour un entier m ∈ N quelconque. Alors,
à une extraction près, on a la convergence

(an bn)n −⇀
n→+∞

a b, dans M (I × Ω)− ⋆, (2)

i.e. avec des fonctions tests dans C 0(I × Ω).

La preuve de cette proposition est inspirée d’un résultat de stabilité pour l’équation de
transport, dont nous avons déjà rencontré des avatars dans ce manuscrit : il s’agit de [57,
Thm. II.7]. Cette référence se limite au cadre L1/L∞ et ne traite que du produit de la solution
d’une équation de transport par le champ la définissant. La preuve est basée sur l’étude d’un
commutateur qui rappelle un peu le lemme de Friedrichs (on renvoie également à [57, Lem.
II.1] pour ce dernier). Donnons en un aperçu.

Démonstration. En exploitant les convergences faibles, on se ramène d’abord au cas a = b = 0.
Ensuite, on écrit

anbn =

:=An,k︷ ︸︸ ︷
anbn − (anbn) ⋆ ϕk +

:=Bn,k︷ ︸︸ ︷
(anbn) ⋆ ϕk − an(bn ⋆ ϕk) +

:=Cn,k︷ ︸︸ ︷
an(bn ⋆ ϕk),

où ϕk est une approximation de l’unité, la convolution portant sur la variable de Ω unique-
ment (nous passons ici outre les difficultés liées à la convolution au voisinage de ∂Ω). Puisque
(anbn)n ∈̇L1(I × Ω), il suffit de vérifier la convergence sur un sous-espace dense de fonctions
tests et par linéarité il suffit donc de considérer une famille totale (θp)p∈N de C 0(I × Ω).
Pour θp fixée, on déduit de la borne (anbn)n ∈̇L1(I × Ω) la petitesse asymptotique en k de
supn〈An,k, θp〉L2(I×Ω). Le commutateur mentionné précédemment est le terme Bn,k ; on montre
que le contrôle supposé du gradient de an fournit la petitesse asymptotique en k de supn ‖Bn,k‖1.
Ayant fixé k suffisamment grand il ne nous reste donc qu’à montrer la convergence de (Cn,k)n
vers 0. La convolution permet de “rattraper” l’indice de Sobolev négatif dans la borne que l’on
a sur (∂tbn)n et on obtient ainsi (k fixé) que (bn ⋆ ϕk)n ∈̇BV(I × Ω). Ceci est suffisant pour
récupérer de la convergence forte (à extraction près) sur (bn ⋆ ϕk)n, si bien que (Cn,k)n tend
effectivement vers 0 dans M (I × Ω) faible−⋆. L’extraction considérée ne dépend que de θp et
k, donc l’argument diagonal permet de conclure. �
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4.2. COMPACITÉ ET CONTRAINTE NON LINÉAIRE

Remarque 4.1. À la lecture de la preuve précédente, on constate qu’elle s’adapte mutadis

mutandis en remplaçant l’intervalle I par un ouvert borné Ω̃ de R
d̃, avec une borne adéquate

sur (∇̃bn)n, où ∇̃ représente le gradient liées aux variables de Ω̃.

Remarque 4.2. Une généralisation concernant l’hypothèse (an)n ∈̇Lq(I;W1,p(Ω))est également
possible. Sa seule fonction dans la preuve est la gestion du commutateur. Elle peut de fait être
remplacée par une hypothèse d’uniformité sur les translations (en la variable associée à Ω)
de an dans un espace qui n’est pas nécessairement un espace de Lebesgue ( e.g. un espace
de Birnbaum-Orlicz). Je donne dans [A11] (Proposition 2) un exemple particulier de telle
généralisation avec une application pour le traitement d’une non linéarité présente dans l’ar-
ticle [85] ; plus de détails sont fournis dans le paragraphe 2.3.3 du Chapitre 2.

Si an = bn dans la Proposition 4.1, on a convergence forte pour (an)n, car la suite des normes
quadratiques converge alors vers celle de a. Bien sûr, cela n’est rien d’autre qu’un cas (très)
particulier du lemme d’Aubin-Lions. Inversement, on peut partir de ce dernier pour prouver
une version moins générale de la Proposition 4.1. Ce point de vue différent a récemment été
proposé dans [63, 74]. En dehors des généralisations données par les Remarques 4.1 et 4.2 qui
semblent hors de portée avec cette dernière approche, dans la Proposition 4.1 la régularité en
la première variable exigée pour le contrôle de (∂tbn)n est très faible et sort du cadre qu’offre
le lemme d’Aubin-Lions usuel. Cela permet notamment de considérer le cas de fonctions bn en
escalier en temps, typique d’un schéma d’Euler en temps pour une équation d’évolution.

C’est lors de ma collaboration avec Laurent Desvillettes et Saad Benjelloun pour l’article
[A8] (paragraphe 2.3.3 du Chapitre 2) que j’ai pour la première fois eu recours à un résultat si-
milaire à la Proposition 4.1. Sa forme actuelle ne m’est apparue que quelques années après pour
traiter une question de compacité issue d’un tout autre contexte : les équations paraboliques
dégénérées. C’est l’objet du paragraphe suivant.

4.2 Compacité et contrainte non linéaire

L’un des principaux résultats de l’article [A11] est le suivant.

Théorème 4.1. Soit m ∈ N un entier arbitraire et Φ ∈ W1,1
loc(R;R) telle que (1|Φ|′<δ)δ

converge dans L1(R) vers 0 avec δ. Si une suite (an)n d’éléments de L1(I;W1,1
loc(Ω)) satisfait

(an)n ∈̇L2(I ×Ω), (∂tan)n ∈̇M (I; H−m(Ω)) et (∇Φ(an))n ∈̇L2(I ×Ω) alors (an)n ∈̈L2(I ×Ω).

Commençons par expliquer en quoi ce résultat ne peut pas découler du lemme d’Aubin-
Lions standard. Le contrôle du gradient d’une fonction a priori non linéaire de an “perd” de
l’information au niveau des oscillations potentielles de la suite (an)n elle-même. Aussitôt que
an s’approche en valeur d’un point critique de Φ la formule suivante dégénère

∇an =
1

Φ′(an)
∇Φ(an), (3)

et on ne peut plus rien dire du gradient de ∇an. Un cas extrême est donné par l’exemple d’une
fonction Φ constante sur [−1, 1] et de la suite an(x) := cos(nx). L’hypothèse sur Φ indique
justement que celle-ci n’est nulle part constante (et même quelque chose d’un peu plus fort
que cela), y compris à l’infini.
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Remarque 4.3. On peut considérer l’hypothèse alternative “l’ensemble des points critiques de
Φ est de mesure nulle”, mais dans ce cas on ne récupère que de la convergence presque partout
pour la suite (an)n : rien n’empêche celle-ci de se concentrer.

Remarque 4.4. La régularité Sobolev de la suite (an)n est nécessaire : si a : [0, 1] → {−1, 1}
n’est pas presque partout constante, la suite an(x) := a(nx) converge faiblement et non forte-
ment vers la moyenne de a, alors que ∂tan = ∇Φ(an) = 0 pour Φ(x) = x2. Merci à Clément
Cancès et Boris Andreianov pour ce contre-exemple !

Les hypothèses du Théorème 4.1 sont typiques des équations paraboliques dégénérées,
comme par exemple celles utilisées pour la modélisation des milieux poreux mais on retrouve
également de telles situations dans l’étude de systèmes à diffusion croisée. De fait, la question
s’est présentée dans l’article [A10] que nous avons présenté au paragraphe 3.4.3 du Chapitre 3.
On note au passage qu’on y utilise bien la très faible régularité ∂tan puisqu’on applique ce
résultat à des fonctions en escalier en temps (semi-discrétisation de type Euler). Dans [A10]
la non linéarité était considérablement plus simple que celles considérées ici (il s’agit d’une
fonction puissance), mais l’approche semblait suffisamment robuste pour pouvoir s’adapter à
d’autres cas. C’était une heureuse pioche : elle a ouvert la voie à une collaboration avec Boris
Andreianov et Clément Cancès, que l’on abordera dans le paragraphe suivant.

Mais revenons au Théorème 4.1 et à sa preuve. On commence par introduire pour tout ε > 0
une fonction γε : R → R qui “s’aplatit” au voisinage de chaque point critique de Φ et rejoint
l’identité lorsqu’elle s’éloigne de ceux-ci. De manière un petit peu plus précise, avec l’hypothèse
retenue sur les points critiques de Φ on peut construire une famille (γε)ε>0 satisfaisant

‖Id− γε‖∞−→
ε→0

0, et |γ′ε| ≤
1

ε
|Φ′|.

La proximité avec l’identité vient de ce que γε ne s’aplatit que dans une zone epsilonesque
autour de chaque point critique ; le prix à payer est le retour à une pente unité loin de ce
voisinage, incarné par le coefficient 1/ε. Qu’avons-nous gagné ? Lorsque ε > 0 est fixé, la suite
(γε(an))n a bien un gradient contrôlé puisque

‖∇γε(an)‖2 =
∥∥∥∥
γ′ε(an)

Φ′(an)
∇Φ(an)

∥∥∥∥
2

≤ 1

ε
sup
n

‖∇Φ(an)‖2.

C’est là qu’intervient la Proposition 4.1 présentée dans la section précédente. Grâce à celle-
ci, la borne ci-haut sur (∇γε(an))n et la borne supposée sur (∂tan)n permettent de passer à
la limite faible dans le produit (γε(an)an)n (ε étant toujours fixé). Or, la convergence vers
0 de (‖Id − γε‖∞)ε permet de voir que le produit γε(an)an est en fait une expression quasi
quadratique de an : en écrivant les choses précisément on récupère la convergence de la suite
des normes quadratiques de an et le tour est joué.

De nombreux auteurs s’étaient déjà intéressés à de tels problèmes de compacité non linéaires,
citons par exemple [3, 34, 64, 119]. À cet égard, les principales innovations de [A11] sont la
faible régularité supposée pour la dérivée en temps et la méthode de preuve suivie, laquelle se
transfère très bien dans un cadre discrétisé (en temps et en espace), comme nous allons le voir
dans la section suivante.
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NUMÉRIQUES

4.3 Opérateurs monotones et compacité pour les schémas

numériques

Les difficultés rencontrées dans la preuve du Théorème 4.1 ayant comme un “parfum de
porosité”, il était naturel de se tourner vers un expert des milieux poreux pour savoir comment
ce type de situation est d’habitude traité : ce fut Clément Cancès (encore voisin de bureau de
l’auteur à cette époque !).

Pour les équations paraboliques dégénérées la méthode standard suit la voie tracée par Alt
et Luckhaus dans [3] afin d’obtenir de la compacité aussi bien pour la formulation continue
que dans le cas discret (convergence d’un schéma numérique). Cette méthode robuste présente
un inconvénient majeur : elle utilise explicitement l’équation pour produire des estimations
sur les translations en temps du problème. De notre première discussion avec Clément suivent
rapidement deux suggestions de celui-ci : la première est la conception d’une version discrète du
Théorème 4.1 qui puisse être utilisée comme bôıte noire, sans besoin de ressortir une artillerie
de calculs similaires pour chaque équation étudiée ; la seconde est d’inclure dans la boucle l’un
de ses collaborateurs, Boris Andreianov, qui s’était déjà intéressé à des questions de compacité
discrète pour les équations paraboliques dégénérées. Force est de constater que l’une comme
l’autre de ces propositions étaient judicieuses : il s’agissait des prémices de l’article [A15] dans
lequel nous obtenons une généralisation conséquente du Théorème 4.1, que nous traduisons
ensuite dans un cadre discret grâce au formalisme des gradient schemes. Avant de présenter
plus en détail les résultats que nous avons obtenus, précisons que notre “discrétisation” d’un
théorème de compacité n’avait rien d’un acte pionnier comme l’attestent les références [6, 33,
59, 75]. Toutefois, aucun de ces résultats ne traitaient avec la généralité que nous proposons les
équations paraboliques dégénérées (en temps ou en espace). Parallèlement à [A15], Droniou
et Eymard ont obtenu des résultats similaires dans [60] en renforçant même la convergence en
temps.

Commençons par rappeler la définition des opérateurs (maximaux) monotones (scalaires).

Définition 4.1. Un opérateur monotone est une application β de R dans l’ensemble de ses
parties satisfaisant la condition de croissance suivante :

∀(k1, k2) ∈ R
2, ∀(ℓ1, ℓ2) ∈ β(k1)× β(k2), (ℓ1 − ℓ2)(k1 − k2) ≥ 0. (4)

On note alors β−1 l’opérateur monotone défini par l’équivalence ℓ ∈ β−1(k) ⇔ k ∈ β(ℓ). Enfin,
un opérateur monotone est dit maximal si son graphe l’est parmi tous les graphes d’opérateurs
monotones scalaires.

Le résultat qui suit est issu de [A15].

Théorème 4.2. Soit (an)n et (bn)n deux suites de L2(I ×Ω) convergeant faiblement dans cet
espace respectivement vers a et b. On suppose l’existence d’un opérateur maximal monotone β
pour lequel bn ∈ β(an) p.p. pour tout n ∈ N. Si la convergence (2) est satisfaite on a alors les
propriétés suivantes

(i) b ∈ β(a) presque partout sur I × Ω ;

(ii) il existe une partition mesurable A⊔B de I×Ω pour laquelle (des sous-suites de) (an)n
et (bn)n convergent presque partout respectivement sur A et B ;
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(iii) si β(R) ne contient que des singletons alors on peut prendre B = I × Ω dans (ii) ;

(iv) si β est injective alors on peut prendre A = I × Ω dans (ii).

Remarque 4.5. Les hypothèses ci-dessus diffèrent légèrement de celles présentes dans la Pro-
position 1.4 de [A15] ; s’y trouve notamment une fonction de poids que nous avons ici choisi
d’omettre pour simplifier.

Associé à la Proposition 4.1 le théorème précédent constitue une généralisation conséquente
— phénomène de concentration mis à part — du Théorème 4.1. En effet, dans l’énoncé de ce
dernier on peut à moindre frais se ramener au cas d’une fonction Φ strictement croissante (c’est
d’ailleurs la première réduction opérée dans la preuve donnée dans [A11]) et ainsi l’identifier à
un graphe maximal monotone. La Proposition 4.1 permet de passer à la limite dans le produit
(anΦ(an))n, et par stricte croissance on peut donc invoquer (iv).

La puissance du Théorème 4.2 vient de ce qu’il donne de l’information sur la suite (an)n
du Théorème 4.1 y compris dans les cas où la fonction Φ admet des zones de “plat” ou bien
des zones de multivaluation. Pour schématiser, les premières fournissent la convergence forte
de (Φ(an))n, les secondes celle de (an)n.

Considérer un lien aussi singulier qu’un graphe monotone entre an et bn n’a rien de fan-
taisiste et correspond par exemple à certains modèles d’écoulements en milieu poreux où la
saturation et la pression sont effectivement reliées par une loi de ce type. L’exemple concret de
l’équation de Richards est présenté dans [A15], avec un résultat de stabilité faible exploitant
le Théorème 4.2.

Expliquons un peu la preuve du Théorème 4.2. Constatons d’abord que, par monotonie de
β, pour u, v ∈ R on a

[
v ∈ β(u)

]
⇐⇒

[
∀k ∈ R, ∀ℓ ∈ β(k), (u− k)(v − ℓ) ≥ 0

]
. (5)

Puisque bn ∈ β(an) presque partout, on a ainsi

[
bn(t, x) ∈ β(an)(t, x)

]
⇐⇒

[
∀k ∈ R, ∀ℓ ∈ β(k), (an(t, x)− k)(bn(t, x)− ℓ) ≥ 0

]
.

où, de part et d’autre de l’équivalence, (t, x) se balade en dehors d’un ensemble négligeable de
I × Ω. Il vient donc toute fonction test positive ϕ que

∀k ∈ R, ∀ℓ ∈ β(k),

ˆ

I×Ω
(an − k)(bn − ℓ)ϕ ≥ 0.

En développant et en exploitant les convergences faibles de (an)n et (bn)n ainsi que (2) on
récupère que

∀k ∈ R, ∀ℓ ∈ β(k),

ˆ

I×Ω
(a− k)(b− ℓ)ϕ ≥ 0,

et comme cela est vrai pour une fonction test ϕ ≥ 0 arbitraire, on a bien établi (i) grâce à la
caractérisation (5). Pour (ii) on procède de manière similaire en développant

ˆ

I×Ω
(an − a)(bn − b) =

ˆ

I×Ω
an bn −

ˆ

I×Ω
a b−

ˆ

I×Ω
an b−

ˆ

I×Ω
a bn −→

n→+∞
0, (6)
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où la convergence est encore conséquence des convergences faibles supposées et de (2). Mais
ayant démontré par (i) que b ∈ β(a) presque partout, la caractérisation (5) nous montre que
cn := (an−a)(bn−b) est positive presque partout si bien que (6) exprime en fait la convergence
forte (cn)n → 0 dans L1(I × Ω) ! C’est ainsi que de la convergence presque partout apparâıt
(à extraction près) dans (ii). L’argument précédent est une instance particulière de l’astuce de
Minty (voir [111] par exemple). Les points (iii) et (iv) se traitent alors en constatant que β
(ou β−1) peut être identifiée à une fonction croissante continue (car le graphe est maximal).
L’approche proposée dans [A15] diffère de celle que nous avons présentée ici et fournit une
description plus précise des ensembles A et B en terme de mesures de Young, laquelle tire son
inspiration de [93].

Un avantage du Théorème 4.2 est que l’on peut, par le formalisme des gradient schemes (voir
[61, 62]), l’étendre au cas discret pour obtenir un critère de convergence générique de schémas
numériques. Ce formalisme repose sur l’introduction d’opérateurs de reconstruction, lesquels
envoient un espace vectoriel de dimension finie (représentant les données discrètes produites par
le schéma) dans un espace de fonctions bornées. Les cas étudiés dans [A15] correspondent à des
équations d’évolution pour lesquelles les estimations a priori ne portent que sur des opérateurs
différentiels d’ordre 1, on ne nécessite ainsi que de reconstruire la fonction approchée elle-même,
son gradient spatial et sa dérivée en temps. Trois axiomes de compatibilité pour ces opérateurs
sont alors nécessaires pour traduire le Théorème 4.2 en un outil clé en main (voir Theorem
3.9 de [A15]) permettant d’obtenir la convergence forte de différents schémas numériques
de manière relativement “anonyme” vis-à-vis de l’équation considérée (à la différence de la
méthodologie de [3]). Nous ne présenterons pas plus en détail les exemples d’utilisation de
ce résultat (qui nécessitent l’introduction de nombreuses notations afin de définir les schémas
eux-mêmes) et renvoyons à la Section 4 de [A15] pour une application détaillée de ce résultat
à l’étude d’un schéma volumes finis pour l’équation des milieux poreux.

4.4 Aubin-Lions en domaines non cylindriques

Dans cette section nous allons présenter une version du lemme d’Aubin-Lions sur des do-
maines non cylindriques. Le résultat principal est le Théorème 4.4, issu de [A11].

Un domaine temps/espace est cylindrique s’il peut s’écrire sous la forme I × Ω (voir la
Figure 4.1 pour une illustration). L’étude d’une équation d’évolution sur un domaine de ce
type impose donc que la variable d’espace appartienne à un ouvert fixé indépendamment de la
variable de temps. Si au contraire on souhaite considérer le cas d’un domaine spatial dépendant
du temps (comme on le fait dans le Chapitre 1), il faut alors considérer une famille d’ouverts
(Ωt)t∈I encodant le déplacement de celui-ci et introduire l’ensemble ouvert suivant

Ω̂ :=
⋃

t∈I̊

{t} × Ωt.

Une fonction u(t, x) définie sur un tel domaine Ω̂ ne peut pas être vue comme une fonction
de la variable temporelle à valeurs dans un espace fonctionnel de la variable spatiale. Dans
le cadre d’une équation aux dérivées partielles non linéaire, cela conduit à la difficulté sui-
vante : le lemme d’Aubin-Lions n’est pas directement applicable, en fait même son énoncé est
problématique. À notre connaissance la première occurrence d’un lemme de compacité pour
traiter une situation de ce type remonte à l’article [72] de Fujita et Sauer, pour l’étude des
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équations de Navier-Stokes incompressible dans un domaine variable en temps. La méthode
employée nécessite une grande régularité du domaine Ω̂ (et donc du mouvement considéré
pour le domaine spatial) car elle repose sur l’approximation de celui-ci par une union finie de
domaines cylindriques sur lesquels le lemme d’Aubin-Lions standard est invocable. Cette tech-
nique a été utilisée ans [39] pour l’étude de l’interaction d’un fluide visqueux et incompressible
avec des solides immergés, sous une hypothèse de non collision ; cette dernière fut relaxée dans
les travaux de [136] et [66] (fluide non newtonien), où le lemme d’Aubin-Lions standard est
utilisé sur des projections judicieuses de la vitesse fluide. Une méthode alternative basée sur
un opérateur de prolongement adéquat est proposée dans [50, 51]. Noter que dans ces travaux
la régularité du domaine non cylindrique est en partie héritée de celle supposée sur les solides.
Dans le cas où la structure est élastique (sa forme elle-même admet donc une dynamique qui
n’est pas donnée a priori), la régularité du domaine n’est plus contrôlée et des méthodes al-
ternatives (utilisant comme [50, 51] des opérateurs de prolongements) ont été proposées dans
[27, 52] puis [86] dans le cas des plaques. Récemment, le cas de coques a été traité dans [107],
où la compacité est obtenue en reproduisant plus ou moins la preuve du lemme d’Aubin-Lions
dans le contexte étudié. Dans chacun de ces articles la compacité est démontrée pour l’approxi-
mation construite en utilisant parfois très fortement le système lui-même. Cela rejoint quelque
peu le problème que nous avons rencontré dans la Section 4.3, où une méthodologie “équation-
dépendante” conduisait à une bibliographie quelque peu redondante. Mentionnons toutefois
la récente prépublication [127] où les auteurs se proposent effectivement d’établir un lemme
d’Aubin-Lions générique en domaine non cylindrique, dans le cas où la variable temporelle
est discrétisée. L’intérêt est bien sûr de pouvoir invoquer ce type de résultat pour justifier la
convergence d’un schéma semi-discret, mais le prix à payer est une liste de sept hypothèses
(qui reviennent d’une manière ou d’une autre à contrôler la régularité en temps du domaine).

Ω

Ω

ΩT

Ωt

Ω0

0

T

[0, T ]× Ω Ω̂

Figure 4.1 – Pour l’intervalle I = [0, T ], un domaine cylindrique (à gauche) et un domaine
non cylindrique (à droite).

Dans [A11] est proposé un outil de compacité adapté à l’étude d’un fluide visqueux in-
compressible sur un domaine dépendant du temps, sous une faible hypothèse de régularité de
mouvement. La preuve proposée est à notre connaissance nouvelle et ne consiste pas à invoquer
localement ou partiellement le lemme d’Aubin-Lions : il s’agit en fait d’une nouvelle preuve de
ce résultat, valide tant en domaine fixe qu’en domaine dépendant du temps. L’intérêt de cette
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méthode est qu’elle ne privilégie aucune variable (et pourrait ainsi s’étendre à des cas plus
généraux, voir Remarque 4.6 par exemple). Elle consiste à décomposer une suite (fn)n définie
sur le domaine (cylindrique ou non) Ω̂ ainsi

fn = gn,k + fn ⋆ ϕk, (7)

où la convolution ne porte que sur la variable d’espace et (ϕk)k est une approximation de
l’unité ; nous restons silencieux ici quant aux problèmes que l’on rencontre lorsque l’on se
rapproche de ∂Ω̂. Il est standard que si (fn)n bénéficie d’un contrôle Lp(Ω̂) de ses dérivées
en la variable spatiale alors supn ‖gn,k‖p tend vers 0 lorsque k → +∞. Il ne reste donc qu’à
obtenir de la compacité sur (fn ⋆ ϕk)n pour k fixé, ce que l’on peut obtenir si l’on contrôle
les oscillations en temps de (fn)n dans un espace “faible” en la variable d’espace, au sens
de l’inégalité (1). Cette décomposition est la même que celle que nous avons utilisé dans
la preuve de la Proposition 3.5, la propriété d’approximation uniforme étant l’analogue du
contrôle uniforme sur le commutateur. Cependant la Proposition 3.5 ne peut fournir que de la
compacité quadratique (en prenant an = bn), ce que dépasse le résultat suivant tiré de [A11],
fruit de l’argumentaire précédent.

Théorème 4.3. Soit Ω̂ ⊂ R × R
N un ouvert borné et connexe, m un entier naturel et p un

réel de [1,∞[. On considère une suite de fonctions (fn)n définies sur Ω̂ telle que (fn)n ∈̇Lp(Ω̂)
et (∇xfn)n ∈̇Lp(Ω̂). On suppose que pour tout n ∈ N on a

∀ϕ ∈ D(Ω̂), 〈∂tfn, ϕ〉 .
∑

|α|≤m

‖∂αxϕ‖2, (8)

où . ne dépend ni de n ni de ϕ. Alors, (fn)n ∈̈Lp
loc(Ω̂).

Remarque 4.6. On peut remplacer Ω̂ par une partie bornée de R
ℓ×R

N en adoptant (8), dans
le même esprit que la Remarque 4.1.

Comme nous l’avions remarqué plus haut, dans le cas cylindrique où Ω̂ = I×Ω, l’estimation
(8) est strictement équivalente à “(∂tfn)n ∈̇L2(I; H−m(Ω)” et on retrouve le cadre Aubin-Lions
classique. La preuve esquissée ci-dessus est en fait une méthode “à la Kruzhkov” (voir [102] ou
[6] pour une présentation plus récente), sauf que l’on n’étudie pas directement les translations
en temps. On remarque qu’aucune hypothèse de régularité n’est exigée sur Ω̂ (en dehors de
sa connexité), ce qui explique l’aspect local du résultat. Pour récupérer la compacité jusqu’au
bord, un peu de régularité (en fait : l’Hypothèse 4.1 ci-bas) sur Ω̂ permet d’obtenir un surplus
d’intégrabilité suffisant pour conclure ; ce résultat est proposé dans [A11].

Dans la suite nous allons utiliser la notion de trace normale pour un champ à divergence
nulle. Nous renvoyons à la Section A.4 de l’Annexe A pour une brève introduction.

Dans L2(Ω), par densité de D(Ω), on dispose de l’expression duale suivante pour la norme
d’un élément g de L2(Ω) :

‖g‖2 = sup
ϕ∈D(Ω),‖ϕ‖2≤1

〈u, ϕ〉L2(Ω) . (9)

La non densité de Ddiv(Ω) dans L2
div(Ω) interdit une formule analogue dans cet espace. Plus

précisément, les éléments de L2
div(Ω) ayant une perception du bord via leur trace normale, il

est impossible d’exprimer totalement leur norme sans exprimer la valeur de cette trace. On a
en fait le résultat suivant, démontré dans [A11].
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Lemme 4.1. Pour un symbole . ne dépendant que de Ω, on a pour tout u ∈ L2
div(Ω)

‖u‖2 . sup
ϕ∈Ddiv(Ω),‖ϕ‖2≤1

〈u, ϕ〉L2(Ω) + ‖γnu‖H−1/2(∂Ω). (10)

Remarque 4.7. Grâce à la continuité de l’opérateur de trace normale, ce lemme permet de
voir que le membre de droite de l’inégalité (10) est une norme sur L2

div(Ω), équivalente à ‖ · ‖2.
Il s’agit donc bien d’une généralisation de (9).

Dans la preuve du Théorème 4.3 ci-haut, l’utilisation de l’estimation (8) repose précisément
sur une représentation de la norme comme dans (9). Dans le contexte des équations de Navier-
Stokes incompressible, le contrôle que l’on est en droit d’espérer pour les dérivées en temps
n’est pas exactement du type (8), si on considère un problème aux limites : on dispose en
général de peu d’informations sur la pression. La formulation standard efface celle-ci en re-
streignant l’ensemble des fonctions tests, puisque l’on ne considère que des champs de vecteurs
à divergence nulle. Ce faisant, on a bien un contrôle du type (8), mais uniquement pour ϕ
parcourant Ddiv(Ω̂). Si on cherche à reproduire la preuve du Théorème 4.3 dans le cas d’une
estimation de type “fluide incompressible” (i.e. avec un ensemble restreint de fonctions tests),
toute la difficulté est concentrée sur le fait que la formule de représentation (9) n’est plus
vraie 1. C’est une difficulté que l’on rencontre pour les équations de Navier-Stokes, même dans
un domaine indépendant du temps. Le point de vue adopté dans [A11] est de résoudre ce
problème de la même manière, que le domaine soit cylindrique ou non, par une approche basée
sur la décomposition (7).

Contrairement au Théorème 4.3, nous sommes obligés d’imposer un peu de régularité sur le
bord, ne serait-ce que pour exprimer une condition sur la trace normale. L’hypothèse suivante
est toutefois bien moins forte que la plupart de celles qu’on retrouve dans la littérature pour
les lemmes de compacité non cylindrique.

Hypothèse 4.1. I = [0, T ] et il existe application de classe C 1

A : R+ × R
N −→ R

N

(t, x) 7−→ A(t, x) = At(x),

telle que, pour tout t ∈ I, At est un C 1-difféomorphisme de R
N , A0 = IdRN et Ωt := At(Ω).

Remarque 4.8. Il s’agit du même cadre de régularité que celui introduit dans le Chapitre 1.

Étant donné un élément u ∈ L2
div(Ω̂), l’hypothèse précédente permet de définir sa trace

normale γ
n̂
u sur le bord non cylindrique

Γ̂ :=
⋃

0<t<T

{t} × ∂Ωt.

Cette trace normale appartient à H
−1/2
x (Γ̂), le complété de C 0(Γ̂) pour la norme

‖γ
n̂
v‖

H
−1/2
x (Γ̂)

:=

ˆ T

0
‖γt

n
ϕ(t)‖2

H−1/2(∂Ωt)
dt,

1. Bien sûr si on travaille sur un domaine sans bord comme T
N ou R

N , cette formule est bien vérifiée ;
par ailleurs, dans de tels cas on dispose d’une expression explicite du projecteur de Leray, qui permet alors
directement de contourner le problème.
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où l’on a noté γt
n
l’opérateur de trace normale sur Ωt (on renvoie à la Section A.4 de l’annexe).

L’article [A11] propose alors le résultat de compacité suivant, notamment utilisé pour l’article
[A12] que l’on a présenté dans le premier chapitre.

Théorème 4.4. Soit m ∈ N. Sous l’Hypothèse 4.1, soit (un)n une suite de fonctions définies
sur Ω̂. On note un le prolongement de ces fonctions par 0 en dehors de Ω̂ et on suppose que

(un)n ∈̇L∞(R; L2
div(R

N )), (un)n ∈̇L2(Ω̂), (∇xun)n ∈̇L2(Ω̂), (γ
n̂
un)n ∈̈H−1/2

x (Γ̂), (11)

et que pour tout n ∈ N on a

ϕ ∈ Ddiv(Ω̂), 〈∂tun, ϕ〉 .
∑

|α|≤m

‖∂αxϕ‖L2(Ω̂), (12)

où . ne dépend ni de n ni de ϕ. Alors (un)n ∈̈L2(Ω̂).

Les trois premières bornes (11) sont typiques de l’étude des équations de Navier-Stokes
incompressible et des solutions de Leray. La dernière traduit un contrôle de la trace au bord,
qui en général est fournit par les conditions aux limites du système. Enfin, l’estimation (12)
est l’équivalent annoncé de (8).

Pour la preuve du Théorème 4.4, en soustrayant un relèvement adéquat, on peut se ramener
au cas d’une trace normale nulle. La difficulté est que l’approximation par convolution perturbe
les valeurs aux bords du champ fluide. On introduit pour cela une famille de projecteurs
annulant la trace normale au bord, et l’une des étapes délicates de l’analyse est de mesurer
l’écart entre ceux-ci et l’identité à mesure que les noyaux de convolutions se rapprochent de
la masse de Dirac. Cela se quantifie grâce à une formule analogue à (10), tenant compte de la
variation en temps.

4.5 Un résultat de compacité pour l’équation de Kolmogorov

Le lemme suivant a été établi dans l’article [P3]. Il s’agit d’un résultat de compacité pour
une équation de diffusion de type Kolmogorov. Pour une introduction à cette équation, nous
renvoyons à la Section 3.2 du Chapitre 3, dans laquelle se trouve d’ailleurs un certain nombre
de résultats et de notions que nous utiliserons ci-bas. Rappelons que QT désigne l’ensemble
[0, T ]× T

N .

Lemme 4.2. Pour tout n ∈ N on considère une fonction positive z0n ∈ L2(TN ), deux fonctions
bornées µn ∈ L∞(QT ) et Rn ∈ L∞(QT ) et une fonction positive zn ∈ L2(QT ) solution duale
du problème suivant

∂tzn −∆(µnzn) = Rnzn,

zn(0, ·) = z0n.

On suppose que infn infQT
µn > 0 et supn supQT

Rn < ∞, (z0n)n ∈̇L2(TN ), (Rn)n ∈̇L2(QT ) et

enfin que (µn)n ∈̈L1(QT ), avec une valeur d’adhérence bornée. Alors on a (zn)n ∈̈L2(QT ).

Remarque 4.9. L’appartenance Rn ∈ L∞(QT ) permet de rattraper le cadre des solutions
duales que nous avons introduit dans la Section 3.2. On pourrait tout à fait relaxer cette condi-
tion, mais avec un espace qui dépend de la dimension (voir Remarques 3.4 – 3.5).
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Dans le cas où µn est une constante α > 0 pour tout n et Rn = 0, le Lemme 4.2 n’exprime
rien d’autre que la compacité de l’opérateur de la chaleur, ce que l’on peut voir directement
par une estimation d’énergie (portant sur le gradient) ou en utilisant le noyau de la chaleur
par exemple. Par contre, même dans le cas où µn est une fonction bornée fixée µ ∈ L∞(QT )
et Rn = 0 (qui est un cas d’application immédiat de notre lemme), il n’est pas évident de
récupérer une quelconque compacité forte sur la suite de solutions zn.

Commentons un peu les hypothèses retenues. Les minorations et majorations uniformes
pour les coefficients de diffusivité µn et de réaction Rn sont typiques des modèles retenus en
dynamiques des populations (on renvoie au Chapitre 3 pour des exemples). Comme cela est
expliqué dans la Section 3.2, les estimées de dualité pour les équations de diffusion de type
Kolmogorov conduisent naturellement à des bornes L2(QT ) sur les solutions de celles-ci. Ainsi,
si zn représente une densité de population et Rn un taux de réaction dépendant des densités
d’autres espèces, l’hypothèse (Rn)n ∈̇L2(QT ) revient à exiger une croissance sous-linéaire en
celles-ci. C’est typiquement le cas dans le système de Shigesada, Kawasaki et Teramoto que
l’on introduit au début du Chapitre 3.

La compacité supposée sur la suite (µn)n a lieu dans L1(QT ) mais il est nécessaire qu’un
point d’accumulation soit borné pour pouvoir invoquer les résultats que nous avons développés
dans la Section 3.2. Par contre, aucune borne uniforme dans L∞(QT ) n’est exigée pour (µn)n
ou (Rn)n, seule une appartenance est exigée.

Dans sa forme actuelle le Lemme 4.2 est particulièrement adapté à l’étude d’un système
triangulaire (de taille arbitraire), par exemple pour passer à la limite dans un processus d’ap-
proximation en “propageant” la compacité d’une équation à l’autre. Nous donnons un exemple
de telle utilisation dans la Section 3.6 du Chapitre 3.

Comme nous le verrons plus bas, la preuve de ce résultat repose sur le cadre des solutions
duales que nous avons introduit dans la Section 3.2. C’est pour cette seule raison que nous
sommes contraints d’imposer les conditions d’appartenance à L∞(QT ), lesquelles ont tout l’air
d’être des contraintes techniques totalement artificielles. En s’appuyant sur les cas non bornés
où l’on peut répondre positivement à la Question 3.1 (voir paragraphe 3.2.3), on peut ainsi
étendre les cas d’applications du Lemme 4.2.

Terminons ce chapitre en expliquant comment les résultats obtenus dans la Section 3.2 per-
mettent de prouver le Lemme 4.2. Notons que la Proposition 3.5 ne s’applique pas directement
à (zn)n car le terme source n’est pas borné dans L2(QT ) (tout en appartenant effectivement à
cet espace). On commence par établir une borne sur (zn)n en posant ρ := supn supQT

Rn et en

invoquant la Proposition 3.4 pour obtenir zn ≤ z̃ne
ρT où z̃n est la solution du problème

∂tz̃n −∆(µnz̃n) = 0,

z̃n(0, ·) = z0n.

Cette fois-ci la Proposition 3.4 nous donne bien (µnz̃n)n ∈̈L2(QT ). Ainsi la suite de fonctions
positives (zn)n est majorée par une suite compacte dans L2(QT ) : elle est équi-intégrable dans
cet espace, il n’y aura donc pas de problèmes de concentration, et on se ramène ainsi à montrer
que (zn)n converge presque partout, à extraction près.
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Par unicité nous pouvons écrire zn = z+n + z−n , où z
+
n et z−n sont respectivement solutions

des équations de Kolmogorov suivantes

∂tz
+
n −∆(µnz

+
n ) = ρzn,

z+n (0, ·) = z0n,

et
∂tz

−
n −∆(µnz

−
n ) = (Rn − ρ)zn,

z−n (0, ·) = 0.

Avec la borne déjà établie (zn)n ∈̇L2(QT ) et la Proposition 3.5 on obtient (µnz
+
n )n ∈̈L2(QT ) qui

implique (minoration uniforme de µn) que (z+n )n ∈̈L2(QT ). Il nous suffit donc pour conclure
d’établir (z−n )n ∈̈L1(QT ). Ensuite, notant Pn := (Rn − ρ)zn, on peut à nouveau invoquer
l’unicité pour décomposer z−n = upn + vpn, où upn correspond au terme source Pn1|Pn|≤p et vpn

correspond au terme complémentaire. À p fixé, (upn)n est bien compacte dans L2(QT ) par la Pro-
position 3.5 (la source est bornée dans L∞(QT )). La conclusion découlera donc de la petitesse
asymptotique (en p) de supn ‖vpn‖1. Elle est obtenue en notant que (Pn)n est équi-intégrable
dans L1(QT ), puisque (zn)n l’est dans L2(QT ) et que (Rn − ρ)n ∈̇L2(QT ) par hypothèse. Cela
impose la petitesse asymptotique (dans L1(QT )) pour le terme source de l’équation définissant
vpn. Cette dernière fonction est négative par la Proposition 3.4 (condition initiale nulle, terme
source négatif), on lui transfère donc la petitesse asymptotique par intégration directe sur QT

de l’équation. Cette dernière opération est licite dans le cadre des solutions duales : elle revient
à prendre la constante 1 comme fonction test admissible.
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A.1 De l’intérêt des estimations a priori

Le théorème suivant fournit l’existence d’un point fixe par le biais d’une information a
priori sur celui-ci. Pour sa preuve, on renvoie à [77, Thm. 11.6, p.286]. À la lecture de celle-ci
on constatera en particulier que la complétude de l’espace n’est pas nécessaire.

Théorème A.1 (Schaefer). Soit E un espace normé et Θ : E × [0, 1] → E une application
continue envoyant les parties bornées sur des parties relativement compactes. Pour σ ∈ [0, 1]
on note Θσ = Θ(·, σ). On suppose que Θ0 = 0 et que l’ensemble des points fixes de la famille
(Θσ)σ∈[0,1] est borné. Alors Θ1 possède au moins un point fixe dans E.

A.2 Difféomorphismes de l’espace euclidien

Voici un critère très simple et utile pour vérifier qu’une application est un difféomorphisme.

Théorème A.2 (Hadamard-Lévy). Un élément de C 1(RN ;RN ) est C 1-difféomorphisme si et
seulement si c’est une application propre sans point critique.

On trouvera une preuve de ce théorème (et de plusieurs généralisations) dans [83].

A.3 Fonction maximale et condition de Muckhenhoupt sur le
tore

Les définitions et énoncés suivants admettent des analogues sur RN ou QT mais nous nous
concentrons ici sur le cas du tore plat TN . Si g est une fonction intégrable sur une boule B, on
introduit la notation suivante pour désigner sa moyenne sur celle-ci

 

B
g =

1

|B|

ˆ

B
g.
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Définition A.1. Étant donnée g ∈ L1(TN ), la fonction maximale de Hardy-Littlewood associée,
notée Mf , est définie pour x ∈ T

N par

Mg(x) := sup
r>0

 

Br(x)
|g|,

où l’on a noté Br(x) la boule de centre x et de rayon r. L’opérateur maximal de Hardy-Littlewood

est l’application linéaire g 7→Mg.

Au vu de sa définition, il n’est pas surprenant que la fonction maximale entretienne un
lien particulier avec l’approximation par convolution puisqu’elle fournit un majorant de toutes
les moyennes de |g|. C’est ce qu’exprime la proposition suivante, dont on trouvera une preuve
dans [141, Thm. 1, p.63] (et aussi d’autres propriétés de la fonction maximale).

Proposition A.1. Soit (ϕε)ε une approximation de l’unité sur T
N . Pour toute fonction g

intégrable sur T
N on a presque partout l’inégalité |g ⋆ ϕε| . Mg, où . ne dépend que de la

dimension et de l’approximation choisie.

La proposition suivante se généralise à d’autres exposants que p = 2, on en trouvera une
preuve dans [1] par exemple.

Proposition A.2. Si M désigne l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood, on a (le symbole
. ne dépend que de la dimension) :

(i) Si g ∈ L2(TN ), alors Mg ∈ L2(TN ) et ‖Mg‖2 . ‖g‖2.
(ii) Si g ∈ H1(TN ), alors, presque partout en x, y ∈ T

N on a

|g(x) − g(y)| . |x− y|(M |∇g|(x) +M |∇g|(y)).

Le premier point exprime la stabilité L2(TN ) de l’opérateur maximal. Le second permet un
contrôle ponctuel du taux d’accroissement de la fonction g. Il ne s’agit pas d’une généralisation
à régularité Sobolev d’une propriété standard des fonctions lisses : même dans le cas où g est
C∞(TN ) cette estimation est une information non triviale !

En toute généralité le caractère stable de la fonction maximale (point (i) de la Proposi-
tion A.2) n’est plus vrai si on se place dans un espace L2 à poids. La définition ci-bas et le
théorème qui la suit donnent le cadre exact pour éviter ces pathologies.

Définition A.2. Une fonction positive ν ∈ L1(TN ) satisfait la condition A2 de Muckenhoupt

si

sup
B

(
 

B
ν

)(
 

B

1

ν

)
<∞,

où le supremum est pris sur toutes les boules non triviales B ⊂ T
N .

Théorème A.3 (Muckenhoupt). Soit ν ∈ L1(TN ) une fonction positive et l’espace à poids
L2
ν(QT ) := L2(TN ; ν dx). L’opérateur maximal est stable de L2

ν(T
N ) dans lui-même si et seule-

ment si ν satisfait la condition A2 de Muckenhoupt.

Ce résultat est démontré dans [126]. À l’aide de la Proposition A.1 il permet de comprendre
que si un noyau régularisant (ϕε)ε approche l’identité dans L2(TN ), il l’approche également
dans L2

ν(T
N ), si la condition de Muckenhoupt est satisfaite. En particulier, si ν est tel poids,

D(TN ) est dense dans l’espace de Sobolev à poids {Φ ∈ L2
ν(T

N ) : ∇Φ ∈ L2
ν(T

2)}.
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A.4 Trace normale pour les champs à divergence nulle

Soit Ω ⊂ R
N un ouvert à bord lipschitzien et n le champ de vecteur normal extérieur

sur celui-ci. Un argument de complétude associé à la formule de Green permet de définir une
trace normale pour un champ de vecteurs u ∈ L2

div(Ω). Plus précisément, si v est un champ
de vecteurs continu sur Ω, on peut considérer l’application numérique continue v · n définie
sur ∂Ω. Il existe alors une application linéaire notée γn : L2

div(Ω) → H−1/2(∂Ω) prolongeant
v 7→ v · n. Cette application γn est continue et vérifie l’estimation

‖γnu‖H−1/2(∂Ω) ≤ ‖u‖L2(Ω).

L’opérateur γn ainsi défini est l’opérateur de trace normale. Le fait que l’on puisse ainsi donner
un sens à la trace des éléments de L2

div(Ω) n’est pas anodin : l’espace Ddiv(Ω) n’est pas dense
dans L2

div(Ω), son adhérence est un sous-espace strict : le noyau de γn.

Pour une présentation plus détaillée de la trace normale et une définition précise des espaces
et normes considérés, on renvoie à [80].
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