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Résumé

La résonance paramagnétique électronique est une technologie permettant de localiser et de ca-
ractériser les radicaux libres, fondée sur la propriété de résonance des électrons lorsqu’ils sont placés
dans un champ magnétique spécifique. Afin d’augmenter la qualité des reconstructions obtenues par
des dispositifs d’imagerie de résonance paramagnétique électronique, ce travail propose l’utilisation de
méthodes variationnelles pour inverser le modèle de formation des images, qui combine une convolu-
tion avec une transformée de Radon. La fonctionnelle proposée repose sur la norme L2 pour le terme
d’attache aux données, et sur la variation totale et une seminorme de Besov pour le terme de régu-
larisation. La seminorme de Besov est implémentée grâce à la transformée en curvelets et à la norme
L1 qui permet d’appliquer un critère de parcimonie. Les propriétés de ces termes de régularisation
permettent de reconstruire des images à la fois pertinentes dans les zones où l’acquisition des données
est insuffisante, notamment sur les bords, et suffisamment détaillées dans les zones où l’échantillon est
texturé. L’amélioration de la qualité des images reconstruites permet d’envisager des acquisitions sur
des durées réduites, ouvrant la voie à des expériences in vivo ou cliniques actuellement limitées par
des durées d’acquisition de l’ordre de plusieurs dizaines de minutes.

Les algorithmes de minimisation primal-dual de Chambolle-Pock et Fista sont utilisés pour ré-
soudre les problèmes d’optimisation que pose l’utilisation de méthodes variationnelles. L’étude dé-
taillée du modèle direct permet de mettre en évidence une structure de Toeplitz, dont les propriétés
sont utilisées pour résoudre le problème inverse en évitant le recours à la rétroprojection filtrée ou
aux transformées de Fourier non-uniformes. Des simulations numériques sont menées sur le fantôme de
Shepp-Logan, et valident le modèle proposé qui surpasse à la fois visuellement et quantitativement les
techniques de reconstruction couramment utilisées, combinant déconvolution et rétroprojection filtrée.
Des reconstructions menées sur des acquisitions réelles, consistant en un échantillon papier d’une encre
paramagnétique et en une phalange distale irradiée, valident par l’expérience le choix des fonctionnelles
utilisées pour inverser le modèle direct.

La grande souplesse de la méthode variationnelle proposée permet d’adapter la fonctionnelle au
problème de la séparation de sources qui se pose lorsque deux molécules paramagnétiques différentes
sont présentes au sein d’un même échantillon. La fonctionnelle proposée permet de séparer les deux
molécules dans le cadre d’une acquisition classique d’imagerie de résonance paramagnétique électro-
nique, ce qui n’était possible jusqu’alors que sur des acquisitions dites hyperspectrales, beaucoup plus
gourmandes en temps.
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Introduction

La résonance paramagnétique électronique (RPE) est une technologie de spectroscopie qui permet
de caractériser et de quantifier [1] les molécules possédant des propriétés paramagnétiques. Le phé-
nomène de paramagnétisme s’observe dans des espèces comme les radicaux libres ou les métaux de
transition. Le procédé expérimental consiste à placer l’échantillon dans un champ magnétique spécifique
où l’espèce acquiert des propriétés paramagnétiques, puis à provoquer la résonance du spin électronique
de ces molécules grâce à une onde de type micro-onde qui fournit l’apport énergétique nécessaire. Cette
technologie permet d’obtenir des spectres de résonance paramagnétique électronique, qui caractérisent
l’espèce étudiée grâce à leur signature spectrale. La résonance paramagnétique électronique possède
des applications en pharmacie [2], en chimie [3], en médecine [4], ainsi qu’en dermatologie [5].

L’imagerie par résonance paramagnétique électronique (IRPE) est une évolution de la technologie de
spectroscopie par résonance paramagnétique électronique, qui permet en plus d’obtenir la répartition
spatiale d’une espèce paramagnétique [6]. Comme dans le cas de la spectroscopie, l’échantillon est
soumis lors d’une acquisition d’imagerie à un champ magnétique spécifique qui permet d’observer le
phénomène de résonance du spin électronique grâce à une excitation adéquate. Afin de retrouver la
répartition spatiale des molécules paramagnétiques, on ajoute un gradient de champ magnétique orienté
dans une direction donnée. Des acquisitions de spectres sont alors menées pour chacune des orientations
du gradient. L’ensemble des données obtenues via ce procédé d’acquisition est appelé un sinogramme.
Les données brutes fournies par une acquisition d’imagerie paramagnétique électronique consistent
en le spectre et en le sinogramme de l’échantillon. L’objectif du travail mené lors de cette thèse de
doctorat est de retrouver à partir de ces éléments la répartition spatiale des molécules paramagnétiques
présentes dans l’échantillon.

Parce qu’elle permet d’observer la position des molécules présentant le phénomène de paramagné-
tisme, l’IRPE est incluse dans la catégorie de l’imagerie moléculaire. En opposition et complémentarité
avec l’imagerie moléculaire, la radiographie par rayons X appartient par exemple à l’imagerie anato-
mique qui permet d’observer la structure interne, et l’imagerie par résonance magnétique fonctionnelle
(IRMf) fait partie de l’imagerie fonctionnelle qui permet d’étudier le fonctionnement d’un organe en
temps réel, particulièrement le cerveau. L’IRPE présente des applications en oxymétrie [7], en cardio-
logie [8], en dosage médicamenteux [9], en géologie [10], en oxydoréduction [11] ou dans l’étude des
batteries [12].

Le modèle mathématique du procédé transformant une image u de répartition d’une espèce para-
magnétique en le sinogramme S est la convolution

S = h ∗Ru (1)

La quantité h représente le spectre de l’espèce paramagnétique et Ru la transformée de Radon de
l’image u, introduite par Johann Radon [13] en 1917, et qui n’a trouvé d’application pratique que
dans les années 1960 suite à l’apparition des premiers appareils de tomographie. L’inversion de la
transformée de Radon est connue pour être un problème mal-posé [14]. Connaissant le sinogramme S
et le spectre h, l’objectif est d’inverser l’équation (1) et de retrouver l’image u. Ce processus est appelé
reconstruction.

Plusieurs approches existent pour reconstruire des images RPE. La plus classique est la rétropro-
jection filtrée ou filtered backprojection (FBP) qui permet d’inverser la transformée de Radon. Elle est
particulièrement utilisée dans le cas de la tomodensimétrie [15], aussi appelée computerized tomography
(CT). La rétroprojection filtrée s’appuie sur le théorème de la coupe centrale [16], permettant de faire
le lien entre la transformée de Radon et la transformée de Fourier de l’image. Sa simplicité en fait le
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choix par défaut pour les logiciels commerciaux fournis avec les dispositifs d’imagerie RPE [17], qui
couplent cette méthode avec une étape de déconvolution par le spectre.

Quelques méthodes variationnelles ont été proposées depuis les années 2000 afin de reconstruire
l’image u comme le minimiseur d’une fonctionnelle bien choisie. Cette fonctionnelle se décompose en la
somme de deux termes : un terme d’attache aux données et un terme de régularisation. Comme le bruit
produit par un dispositif d’imagerie RPE est de nature gaussienne, le terme d’attache aux données est
choisi comme la norme L2 de la différence entre le sinogramme S et sa modélisation h ∗Ru. Le terme
de régularisation est quant à lui choisi comme l’entropie de Shannon dans [18], la régularisation de
Tikhonov dans [19], ou encore la norme L1 et la variation totale dans [20]. Une autre contribution [21]
utilise également la variation totale, associée à une contrainte dure sur l’attache aux données.

Le développement actuel de l’IRPE se dirige vers l’imagerie in vivo ainsi que les applications
cliniques [22, 4]. Cependant la durée d’une acquisition d’imagerie RPE peut être élevée : de plusieurs
dizaines de minutes à plusieurs heures pour les acquisitions à haute résolution. Afin de permettre
d’étudier des sujets animaux ou humains dans de bonnes conditions, il est judicieux de réduire le
nombre de points d’échantillonnage lors de l’acquisition. Ces acquisitions réduites ne sont pas utilisables
en conservant un traitement traditionnel des données avec la rétroprojection filtrée. Au contraire, les
méthodes variationnelles apportent une flexibilité et une robustesse qui permettent de traiter des
données réduites, incomplètes ou non-uniformes.

C’est pourquoi nous choisissons dans le cadre de ce travail d’utiliser des méthodes variationnelles
afin de résoudre le problème de la reconstruction des images de résonance paramagnétique électronique.
Deux fonctionnelles sont proposées, dont la première est une simplification de celle présentée dans [20],
qui utilise seulement la variation totale (TV) introduite par [23] comme terme de régularisation. Elle
consiste en la résolution du problème de minimisation

argmin
u

1

2
‖h ∗Ru− S‖22 + λTV(u) (2)

L’intérêt de choisir la variation totale est double : ce choix de régularisation permet de reconstruire
des images nettes avec des bords saillants, et rend les reconstructions robustes face à des données
d’acquisition incomplètes. La pondération de la régularisation est maîtrisée grâce au paramètre λ,
qui permet de choisir le niveau d’effet cartoon introduit par la variation totale, qui rend les images
constantes par morceaux.

Afin de reconstruire également les images présentant des détails qui oscillent rapidement, aussi
appelés textures, une seconde fonctionnelle est proposée. L’idée est de rechercher l’image finale u
comme la somme d’une image c de type cartoon et d’une image t de type texture. On applique pour
cela une régularisation différenciée à chacune de ces deux sous-images : l’image c est régularisée comme
précédemment avec la variation totale, et l’image t est régularisée avec la norme L1 pondérée de ses
coefficients en curvelets Wt, introduits dans [24]. Cette dernière régularisation, qui est équivalente à
une semi-norme de Besov B-1

1,1, repose sur la propension de la norme L1 à reconstruire des données
parcimonieuses. L’image u recherchée est la solution du problème de minimisation

argmin
u=c+t

1

2
‖h ∗R(c+ t)− S‖22 + λTV(c) + µ‖Wt‖1 (3)

La transformée en curvelets présente la propriété de représenter les textures dans les hautes fré-
quences de son paramètre d’échelle [25, 26], et l’application d’une norme L1 pondérée permet de les
en extraire afin de les retrouver dans l’image u recherchée.

Les récents progrès effectués dans le domaine de l’optimisation, particulièrement en ce qui concerne
les approches primales-duales [27], permettent de résoudre efficacement les problèmes (2) et (3). Dans
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ce but, le modèle direct est minutieusement analysé, et les propriétés obtenues permettent une minimi-
sation efficace des deux fonctionnelles. En notant A l’opérateur linéaire du modèle direct dans l’espace
de Fourier

Ŝ = Au (4)

on montre que l’opérateur A∗A s’interprète comme un opérateur de Toeplitz [28]. Cela permet de
l’exprimer comme une convolution avec k une fonction d’étalement du point

A∗Au = k ∗ u (5)

En effet, cet opérateur revient de façon récurrente dans les problèmes de minimisation posés par les
reconstructions variationnelles proposées. Exprimer l’opérateur A∗A sous la forme d’une convolution
permet de minimiser efficacement les fonctionnelles associées, en utilisant la transformée de Fourier
discrète (TFD) pour la calculer.

Afin de valider numériquement les calculs effectués, des simulations sont menées dans un premier
temps sur des données simulées. Un spectre et un sinogramme ont été fabriqués en appliquant le modèle
direct (1) au fantôme de Shepp-Logan [29]. Il s’agit d’une image en niveaux de gris représentant une
coupe de cerveau humain. Les reconstructions obtenues avec la régularisation par variation totale
sont satisfaisantes, et très proches de l’image originale. Le même procédé a été appliqué au fantôme
de Shepp-Logan, auquel des textures ont été ajoutées dans certaines zones d’aplat, afin de tester
la fonctionnelle avec la régularisation par variation totale et par curvelets. Là encore, les résultats
présentent une amélioration des reconstructions par rapport à celles obtenues par rétroprojection
filtrée.

La validation des modèles en conditions réelles est menée sur deux échantillons. Le premier est
une impression d’encre paramagnétique sur papier. Là encore, le modèle avec la régularisation par
variation totale est validé par la reconstruction obtenue, plus nette et moins bruitée que celle du logiciel
commercial. Le second échantillon consiste en une phalange distale irradiée, dont la structure interne
de l’os présente des détails suffisamment fins pour être considérés comme des textures. Le modèle
avec la régularisation par variation totale et par curvelets permet d’obtenir une carte d’irradiation
présentant de nombreux détails. L’existence effective de ces détails est confirmée par la comparaison
avec une image anatomique de densité osseuse obtenue par un scanner CT.

La souplesse des méthodes variationnelles employées permet de les appliquer au problème de la
séparation de sources. Lorsque deux espèces paramagnétiques sont présentes dans l’échantillon, la
seule méthode connue à ce jour [30] consiste à effectuer une acquisition dite hyperspectrale. En plus
des variables d’acquisition classique pour une expérience d’imagerie RPE, on fait également varier
l’intensité du gradient de champ. Ces acquisitions sont extrêmement longues, de l’ordre de plusieurs
journées. Afin de séparer les deux images u1 et u2 des contributions respectives aux deux espèces
paramagnétiques de spectres h1 et h2, il suffit de modifier le problème (2) en

argmin
(u1,u2)

1

2
‖h1 ∗Ru1 + h2 ∗Ru2 − S‖22 + λ1 TV(u1) + λ2 TV(u2) (6)

Ce modèle est testé avec succès sur des simulations numériques, puis sur cinq tubes contenant
deux espèces paramagnétiques différentes à plusieurs concentrations. La possibilité qu’offre la méthode
variationnelle proposée de séparer les contributions de plusieurs espèces paramagnétiques permet de
gagner un temps considérable sur les acquisitions menées dans ce but, et d’envisager son application
à des cas cliniques ou in vivo, ce qui était inenvisageable jusqu’ici à cause des durées des acquisitions
hyperspectrales.
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Première partie

Physique de la résonance paramagnétique

électronique

La résonance paramagnétique électronique est la propriété des électrons à absorber puis réémettre
l’énergie d’un rayonnement électromagnétique lorsqu’ils sont placés dans un champ magnétique spéci-
fique. Les espèces dites paramagnétiques, comme les radicaux libres ou les métaux de transition, sont
sujettes à ce phénomène de résonance paramagnétique électronique. Un radical libre est un atome ou
une molécule, neutre ou chargé, possédant un électron non-apparié, aussi appelé électron libre. Les
métaux de transitions correspondent aux éléments chimiques recensés sur le tableau 1.

Par métonymie, la résonance paramagnétique électronique désigne également la technologie de
spectroscopie reposant sur ce phénomène, et c’est principalement dans ce sens que cette expression
sera employée dans ce manuscrit.

1

H
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Li

11

Na
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K

37

Rb

55

Cs
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Fr
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Be
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Mg
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Ca

38
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Y
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Ti
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Cr
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100
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102

No

103

Lr

6

7

Métaux de transitions (grisés)

Tableau 1 – Classification périodique des éléments

1 Spectroscopie

La résonance paramagnétique électronique, abrégée en RPE, est une technique de spectroscopie
permettant d’obtenir une signature spectrale des espèces paramagnétiques. Le principe est d’exciter
les électrons libres de ces espèces avec une onde émise dans un champ magnétique, et d’étudier le signal
de réponse des électrons.
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1.1 Transition du spin électronique

Les espèces paramagnétiques possèdent un ou plusieurs électrons libres. Chaque électron libre
possède un spin s de valeur +1/2 ou −1/2. Pour une espèce chimique donnée, les électrons se placent
dans des niveaux d’énergie discrets, dont la valeur dépend intrinsèquement de l’espèce en question. Ce
phénomène se nomme la quantification des niveaux d’énergie.

Dans des conditions naturelles, c’est-à-dire à température ambiante sans champ magnétique artifi-
ciel, le spin de l’électron peut prendre indifféremment la valeur +1/2 ou −1/2. Les niveaux d’énergie
pour ces deux valeurs sont identiques.

Dans des conditions artificielles, où l’on applique un champ magnétique, les niveaux d’énergie
se séparent en deux. Les électrons de spin +1/2 se placent alors dans le niveau d’énergie haut, et
les électrons de spin −1/2 se placent dans le niveau d’énergie bas. Pour qu’un électron passe d’un
état à l’autre, il est nécessaire de lui apporter une onde électromagnétique dont l’énergie correspond
exactement à l’écart d’énergie entre les deux niveaux. Ce phénomène de résonance des électrons est
illustré en figure 1, où le champ de résonance Br est associé à la différence d’énergie Er entre les deux
niveaux.

s = + 1/2

Champ magnétique B

Énergie

B

s = - 1/2

onde électromagnétique

Er

r

Figure 1 – Séparation des niveaux d’énergie du spin électronique

1.2 Protocole de la résonance paramagnétique électronique

Le protocole expérimental consiste à placer l’espèce paramagnétique dans les conditions électroma-
gnétiques favorables aux transitions énergétiques des électrons. On crée pour cela un champ magnétique
B grâce à une paire de bobines similaires à celle de la figure 2. Le champ généré par ces bobines est de
l’ordre de quelques dizaines ou centaines de miliTesla. En comparaison, le champ magnétique terrestre
est de l’ordre de 50 microTesla, et celui d’un appareil d’imagerie par résonance magnétique (IRM) à
champ moyen de 1 Tesla. La résonance paramagnétique électronique génère donc des champs 10 à 100
fois moins puissants que l’IRM pour les applications cliniques envisagées.

Ce champ magnétique induit une séparation des niveaux d’énergie du spin, et délimite une zone dans
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laquelle est placée l’échantillon. Pour déclencher les transitions électroniques, il s’agit alors d’apporter
à l’échantillon l’énergie correspondant exactement à la différence entre le niveau d’énergie bas et le
niveau d’énergie haut. Cette énergie est apportée sous la forme d’une onde électromagnétique H fournie
par un générateur d’ondes, aussi appelé pont d’ondes, comme celui visible en figure 3.

Figure 2 – Bobines générant le champ B Figure 3 – Pont d’ondes générant le champ H

La fréquence de l’onde H détermine ce qu’on appelle la bande du dispositif RPE. Le choix le
plus courant est celui de la bande X, correspondant à une fréquence d’environ 10 GHz. Le tableau 2
récapitule les dénominations des différentes bandes utilisées en RPE avec l’ordre de grandeur des
fréquences associées. L’intervalle dans lequel varie la fréquence de l’onde H la classe dans la catégorie
des micro-ondes.

Bande Fréquence (GHz)
L 1
S 3
X 10
K 25
Q 35

Tableau 2 – Bandes RPE et fréquences associées

L’échantillon reçoit donc une énergie fixe apportée par le pont micro-ondes. Afin de provoquer les
transitions, on effectue alors un balayage du champ magnétique B dans le temps, que l’on note désor-
mais B(t). Lorsque l’écart entre les niveaux d’énergie correspond exactement à l’énergie apportée par
H, les électrons absorbent cette énergie et subissent une transition électronique. C’est cette absorption
d’énergie qui est observable par résonance paramagnétique électronique.

Le profil d’absorption théorique est donc celui présenté en figure 4 pour un radical libre : rien ne se
passe avant ni après le champ magnétique de résonance Br, mais lorsque le champ B(t) est égal à la
valeur Br de résonance, les électrons effectuent leur transition électronique grâce à l’énergie apportée
par la micro-onde.

Cependant, l’impossibilité expérimentale de créer un champ magnétique uniforme strictement égal
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au champ Br en tout point de l’espace, ainsi que dans une moindre mesure le principe d’incertitude
d’Heisenberg, étalent le profil d’absorption : celui-ci suit la répartition d’une distribution gaussienne
ou lorentzienne. Le profil d’absorption expérimental ressemble donc à celui de la figure 5.

Champ magnétique B

Energie

Br

Figure 4 – Profil d’absorption théorique

Champ magnétique B

Energie

Br

Figure 5 – Profil d’absorption expérimental

1.3 Stationnarité de l’onde micro-onde

Afin d’observer les transitions provoquées par des conditions expérimentales bien choisies, il s’agit de
mesurer l’énergie absorbée par les électrons. Pour cela, l’onde H est rendue stationnaire par un réglage
préliminaire à l’expérience : l’onde se reproduit en chaque point de l’espace identique à elle-même.
Lorsqu’il y a une absorption d’énergie due à une transition électronique, l’onde n’est plus stationnaire
et on mesure alors une fuite d’énergie. La fuite d’énergie est proportionnelle au nombre de transitions
énergétiques effectuées au sein de la cavité.

Suivant le choix de la bande, le dispositif rendant l’onde H stationnaire diffère. Voici les choix
technologiques des deux machines présentes sur la plateforme RPE de l’Université Paris Descartes,
l’une en bande X et l’autre en bande L.

Bande X L’onde micro-onde en bande X a une fréquence ν = 10 GHz, qui correspond à une longueur
d’onde d’environ λ = 3cm. Cette longueur d’onde est suffisamment petite pour utiliser une cavité
métallique qui va servir de résonateur physique afin de rendre la micro-onde H stationnaire. La longueur
de la cavité doit être un multiple exact de la longueur d’onde afin de permettre à l’onde de rebondir sur
les parois en se reproduisant à l’identique en chaque point de l’espace. La cavité visible sur la figure 6
fait ainsi 3cm de long. L’onde générée par le pont d’ondes est envoyée dans la cavité grâce au guide
d’ondes métallique de la figure 7.
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Figure 6 – Cavité de la bande X Figure 7 – Guide d’ondes de la bande X

Avant de mener une expérience en bande X, il faut s’assurer que l’onde micro-onde est bien sta-
tionnaire au sein de la cavité. Pour cela, on peut légèrement modifier la fréquence générée par le pont
d’ondes, mais aussi jouer sur l’iris. L’iris est une vis au bout de laquelle est sertie une couronne mé-
tallisée. En la faisant monter et descendre au sein de la cavité, on modifie légèrement les propriétés de
résonance de la cavité, ce qui permet de régler la stationnarité de l’onde micro-onde.

Bande L L’onde micro-onde en bande L a une fréquence ν = 1 Ghz, qui correspond à une longueur
d’onde d’environ λ = 30cm. Cette longueur d’onde est trop grande pour utiliser une cavité de résonance
physique, comme dans le cas de la bande X. L’onde micro-onde est amenée au centre de la zone
de mesure par un guide d’ondes coaxial visible en figure 9, et on effectue ensuite une adaptation
d’impédance afin d’obtenir une zone de stationnarité à l’emplacement de la mesure, que l’on visualise
sur la figure 8 à l’endroit du porte-échantillon en plastique blanc. Le réglage de la stationnarité se fait
au moyen d’un tournevis.

Figure 8 – Zone de mesure de la bande L Figure 9 – Câble coaxial

1.4 Limitation de la taille des échantillons

Comme toutes les ondes électromagnétiques, l’onde électromagnétique H possède une composante
magnétique, mais aussi une composante diélectrique. En résonance paramagnétique électronique, l’ab-
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sorption de l’onde H par l’échantillon est spécifique à la partie magnétique de l’onde, au contraire
des technologies comme la radiographie par rayons X ou la photographie par plaques photosensibles,
pour lesquelles le phénomène sous-jacent présente une absorption non-spécifique. La composante di-
électrique de l’onde H est quant à elle absorbée de façon non-spécifique : ce phénomène interfère avec
les échantillons contenant de l’eau, ce qui peut gêner les mesures. Afin de limiter ces perturbations,
il est nécessaire de placer l’échantillon au nœud de l’onde diélectrique, c’est-à-dire à l’emplacement
qui correspond au ventre de l’onde magnétique. Dans cette configuration, l’eau absorbe moins l’onde
électromagnétique. Cette contrainte limite la taille des échantillons sur lesquels on peut effectuer des
mesures.

Bande X Pour des échantillons aqueux en bande X, on peut travailler sur les échantillons de 1cm de
large et de 1mm d’épaisseur. Les échantillons non-aqueux peuvent mesurer jusqu’à 1cm de diamètre.
Le placement de l’échantillon dans la cavité au nœud de la composante diélectrique est illustré en
figure 10.

Bande L En bande L, l’eau absorbe beaucoup moins les micro-ondes, et il est possible théoriquement
de faire des acquisitions sur des échantillons plus grands : la difficulté technologique est cependant de
réussir à obtenir une onde stationnaire sur la taille de l’échantillon grâce à l’adaptation d’impédance.
Actuellement, la machine RPE en bande L de l’Université Paris Descartes permet de faire des acqui-
sitions sur des échantillons, aqueux ou non, de 36mm. Le placement de l’échantillon et l’adaptation
d’impédance requise en bande L sont illustrés en figure 11.

échantillon

λ = 3cm

Figure 10 – Cavité de résonance en bande X

échantillon

λ = 30cm

adaptation d'impédance

Figure 11 – Adaptation d’impédance en bande L

1.5 Modulation d’amplitude

La perturbation de la stationnarité de l’onde permet d’estimer le nombre d’électrons ayant effectué
une transition électronique, via la mesure de la fuite énergétique. Cependant, il est plus facile techni-
quement de mesurer une différence d’énergie entre deux instants successifs qu’une énergie à un instant
donné. C’est pourquoi la mesure de la fuite énergétique est effectuée grâce au procédé de modulation
d’amplitude. Il consiste à faire varier très rapidement de quelques milliteslas le champ magnétique
B(t), à une fréquence de 105Hz. Les bobines qui créent le champ B(t) sont incapables de le faire varier
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à cette fréquence. On rajoute pour cela une paire de petites bobines, appelées coils, qui créent ce champ
magnétique oscillant.

Dans le cas de la bande X, les coils sont directement intégrés au sein de la cavité, comme le montre
la figure 12 présentant une cavité de bande X dépourvue de ses caches latéraux. Dans le cas de la
bande L, les coils sont fixes et attachés aux bobines générant le champ B.

Figure 12 – Coils en bande X

Lors de l’acquisition expérimentale, le champ magnétique B(t) conserve la même valeur B pendant
quelques dizaines de millisecondes. Grâce à la modulation d’amplitude, le champ magnétique total
oscille très rapidement entre B − δ/2 et B + δ/2, où δ est le paramètre de modulation d’amplitude.
L’énergie oscille ainsi très rapidement entre les valeurs E1 et E2, et la mesure est effectuée sur la
différence E2 − E1. Plus le temps passé sur chaque valeur de champ B est long, plus la mesure sera
précise et moins elle sera contaminée par du bruit. Ce procédé est illustré en figure 13.

Ainsi, le profil d’absorption n’est plus une courbe assimilable à une gaussienne, mais la dérivée
discrète de celle-ci, comme présenté en figure 14. Ce profil est appelé un spectre. Le spectre est un
élément caractéristique de l’espèce paramagnétique étudiée. Le spectre sera noté h0 à partir de la
partie suivante.

Champ magnétique B

Energie

Br

E

E

2

1

B-�/2 B˖�/2

Figure 13 – Modulation d’amplitude

Champ magnétique B

E(B˖�/2) - E(B-�/2)

Br

Figure 14 – Spectre RPE
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1.6 Quelques exemples de spectres

Tam La figure 15 présente le spectre d’une espèce radicalaire particulièrement utilisée en RPE :
le triarylmethyl, aussi appelé trityl ou Tam. Plus précisément, il s’agit de la molécule Tetrathiatria-
rylmethyl tris-(8-carboxyl-2,2,6,6-tetramethyl benzo-[1,2-d ;4,5-d2]bis[1,3] dithiol-4-yl)methyl sodium
sal.

L’acquisition a été effectuée en bande L, avec une valeur de modulation d’amplitude de 0.2G. Ce
radical présente une raie bien nette, dont la largeur est très sensible à la pression partielle de dioxygène,
ce qui en fait un composé utile en oxymétrie pour la mesure de pO2.
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Figure 15 – Spectre du Tam

Effet de la modulation d’amplitude D’un point de vue expérimental, le choix du paramètre δ de
la modulation d’amplitude est important. Si δ est petit, le spectre est très resserré mais peu amplifié.
Au contraire, si δ est grand, le spectre est amplifié mais élargi et déformé. La figure 16 présente
l’influence de la modulation d’amplitude sur le spectre précédent, avec δ qui varie de 0.6G à 20G. On
observe bien une augmentation progressive de l’amplitude, peu à peu remplacée par un élargissement
du spectre.

Toutes les acquisitions présentées dans le cadre de ce manuscrit ont été menées en choisissant
un paramètre de modulation d’amplitude équilibrant les deux effets décrits précédemment : à la fois
suffisamment grand afin d’avoir une amplification du spectre, et suffisamment petit pour ne pas élargir
la raie. Dans le cas de la figure 16, le choix effectué aurait été de 2G.

La problématique de la modulation d’amplitude ainsi que le cas particulier de la surmodulation et
de ses effets bénéfiques, sont étudiés en détail par Nghia Tran Duc dans le cadre d’un doctorat encadré
par Sébastien Li-Thiao-Té et Yves-Michel Frapart. Les effets de ce paramètres ne sont par conséquent
par davantage développés ici.
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Figure 16 – Influence de la modulation d’amplitude

Spectre à N raies Le spectre présenté en figure 18 est celui du Tempo, une molécule stable de
nitroxyde, présentant un électron célibataire sur l’atome d’oxygène, couplé avec un atome d’azote, dans
la configuration de la figure 17. Plus précisément, il s’agit de la molécule (2,2,6,6-Tetramethylpiperidin-
1-yl)oxyl. La présence concomitante du spin électronique de l’électron libre et du spin nucléaire de
l’atome d’azote provoque une interaction de spin. La formule donnant le nombre total de raies d’un
spectre est

Nombre de raies = 2nI + 1 (7)

où I est le nombre de spin nucléaire de l’atome qui interagit, et n le nombre de tels atomes. Dans le
cas du Tempo, un seul atome d’azote de spin nucléaire I = 1 interagit avec le spin électronique, donc
le nombre de raies attendues est bien de 2 × 1 × 1 + 1 = 3. Le spectre 18 présente bien trois raies,
comme attendu.

Les mécanismes particuliers conduisant à l’apparition et à la répartition de ces raies ne sont pas
présentés plus précisément dans le cadre de ce manuscrit. Il importe seulement de retenir que les
spectres de résonance paramagnétique électronique peuvent revêtir plusieurs formes : cette propriété
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sera utilisée dans la partie VI concernant la séparation de sources.
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Figure 17 – Molécule Tempo
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Figure 18 – Spectre du Tempo

2 Imagerie

Grâce à la spectroscopie par résonance paramagnétique électronique, on peut obtenir la signature
spectrale d’une espèce paramagnétique, ce qui caractérise l’espèce. Mais on ne peut rien dire quant
à sa répartition spatiale au sein de l’échantillon. Afin d’obtenir des informations sur la localisation
de l’espèce paramagnétique, on peut utiliser la technique de l’imagerie par résonance paramagnétique
électronique, ou IRPE.

Dans le cas de la spectroscopie, le champ magnétique est variable en temps mais uniforme dans
l’espace. Dans le cas de l’imagerie, le champ magnétique est variable en temps et également variable
dans l’espace. Cette variation du champ magnétique dans l’espace est obtenue grâce à l’ajout d’un
gradient de champ dans une direction donnée de l’espace.

2.1 Gradients de champ

Les gradients de champs sont obtenus par une paire de bobines supplémentaires qui créent un
champ magnétique orienté variant linéairement dans la direction du gradient, qui s’additionne au
champ magnétique B(t) décrit en section 1.2. L’intensité du gradient est µ, dont l’unité est le G.cm−1,
et sa direction θ = (θ1, θ2) en coordonnées sphériques. Le gradient de champ magnétique ainsi créé est

γ = µeθ (8)

où eθ = (1, θ1, θ2) est le vecteur unitaire de direction θ exprimé en coordonnées sphériques. Sur les
machines d’imagerie RPE de l’Université Paris Descartes, le gradient peut monter jusqu’à 180 G.cm−1

en bande X, et jusqu’à 50 G.cm−1 en bande L.
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Le champ magnétique total au point x de l’espace et au temps t est donc égal à

B(x, t) = B(t) + γ · x (9)

Grâce à l’ajout de ce gradient et pour une valeur B fixée de B(t), le champ magnétique B(x, t)
n’est égal au champ magnétique de résonance Br que sur un plan donné de l’espace, appelé plan de
résonance. En déclenchant une acquisition dans cette configuration, on ne mesure que la réponse des
espèces paramagnétiques présentes sur ce plan, et non plus la réponse sur l’ensemble de la cavité,
comme dans le cas de la spectroscopie.

2.2 Images 1D

Le procédé d’acquisition est ensuite le même que pour la spectroscopie : on augmente progressive-
ment la valeur du champ magnétique B, sans toucher à l’intensité du gradient qui est fixe pour la durée
de l’expérience. Le plan de résonance se décale alors dans la direction de son vecteur normal eθ. Le
spectre que l’on obtient peut s’interpréter comme une image 1D : une amplitude élevée mesurée à une
abscisse B donnée signifie qu’il y a des radicaux libres sur le plan de résonance associé au champ B, et
au contraire un signal nul signifie qu’il n’y a pas de radicaux sur le plan de résonance associé. L’image
1D diffère du spectre de référence dans le sens où elle dépend de la position spatiale du radical, tandis
que le spectre dépend uniquement de la nature et de la quantité totale de radical au sein de la cavité.

La figure 19 montre un exemple d’image 1D mesurée en bande X, pour un gradient de 57.6 G.cm−1

orienté dans la direction θ = (0, 90) en degrés. On observe trois pics sur cette image 1D, on peut donc
supposer que le plan de résonance traverse successivement trois zones contenant des radicaux libres. On
remarque également que le rapport signal sur bruit est significativement plus élevé que pour les spectres
présentés dans la section 1. Ce phénomène est attendu, car la quantité d’électrons libres subissant le
phénomène de résonance est beaucoup plus faible sur un plan de l’espace que dans la totalité de la
cavité. Le signal est donc plus faible, tandis que le bruit apporté par le dispositif analogique de mesure
reste constant, d’où l’augmentation du rapport signal sur bruit.
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Figure 19 – Image 1D

2.3 Images 2D

Lorsque l’on acquiert un ensemble d’image 1D en faisant varier l’une des coordonnées de l’angle
θ = (θ1, θ2), on obtient une image 2D. La figure 20 présente quelques images 1D obtenues pour une
valeur fixée θ1 = 0°, et différentes valeurs θ2 = 0°, 30° et 60°, mesurées sur le même échantillon que
celui de la figure 19.
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Figure 20 – Ensemble d’images 1D

L’ensemble des images 1D d’un même échantillon, parfois appelées spectres, se nomme un sino-
gramme. On représente plus couramment le sinogramme sous la forme d’une image que d’une collection
de spectres. Le sinogramme correspondant à l’acquisition de l’échantillon des images 1D des figures 19
et 20 est montré en figure 21.

L’acquisition de ce sinogramme a été effectuée en choisissant successivement 180 orientations dif-
férentes pour le gradient de champ, que l’on retrouve en abscisse. Le balayage en champ magnétique a
quant à lui concerné 1300 valeurs de champ, que l’on retrouve en ordonnée. Ce sinogramme est donc
une image en niveau de gris de taille 1300 par 180, où l’intensité de chaque pixel représente la réponse
des électrons situés sur le plan de résonance.
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Figure 21 – Sinogramme

Cette représentation du sinogramme confirme l’hypothèse que l’échantillon présente une réparti-
tion d’espèce paramagnétique en trois endroits alignés : lorsque θ2 = 90°, le gradient de champ est
parallèle à cet alignement, et le plan de résonance traverse successivement les zones où se trouvent les
radicaux libres, comme illustré en figure 22 ; et lorsque θ2 = 0° ou θ2 = 179°, le gradient de champ est
perpendiculaire à cet alignement, et le plan de résonance rencontre donc les trois zones radicalaires
simultanément, comme sur la figure 23.

Figure 22 – Gradient parallèle Figure 23 – Gradient perpendiculaire

Cette lecture empirique du sinogramme est confirmée par la nature de l’échantillon l’ayant engendré,
présenté en figure 24. Il s’agit d’une impression sur papier de trois symboles – pique, trèfle et carreau –
réalisée à l’aide d’une encre ayant des propriétés paramagnétiques.
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Figure 24 – Échantillon pique-trèfle-carreau

2.4 Images 3D

Une acquisition 3D suit le même principe qu’une acquisition 2D, à la nuance près que l’on fait
varier les deux angles θ1 et θ2. La collection de spectres obtenue, indexée par les deux paramètres
d’angle, est présentée soit comme un sinogramme avec une double-indexation en abscisse, soit comme
un ensemble de sinogrammes acquis pour différentes valeurs de θ1.

L’acquisition 3D présentée dans cette section résulte de la procédure suivante : une pâte alimentaire
de type fusilli a été imbibée d’une solution de Tempo pendant une nuit, extraite de sa solution et
mesurée en bande L avec une modulation d’amplitude de 0,6G. L’échantillon d’une longueur de 3cm
est visible en figure 25.

Le spectre du Tempo est le même que celui présenté dans la section 1.6, qui est ici repris dans la
figure 26. Le sinogramme de la fusilli est présenté en figure 27. L’ordonnée en champ magnétique ainsi
que le niveau de gris de chaque pixel qui représente l’intensité de la mesure ne changent pas la lecture
par rapport à une acquisition 2D. Cependant, les deux angles θ1 et θ2 sont présents en abscisse, et il
convient de découper verticalement ce sinogramme 3D en autant de sinogrammes 2D que de valeurs de
l’angle θ1. Dans ce cas particulier, 961 projections ont été effectuées, ce qui correspond à 31 mesures
de θ1 à multiplier par 31 mesures de θ2.

La figure 28 présente cette même acquisition sous la forme de plusieurs sinogrammes 2D, pour
quelques valeurs de θ1 sélectionnées entre 2,9° et 177,1°. Tout comme sur la figure 16, les descriptions
des axes ont été enlevées pour faciliter la lecture. Comme indiqué sur la figure du milieu en bas,
l’abscisse représente les angles θ2 variant eux aussi entre 2,9° et 177,1°. L’ordonnée indique la valeur
de mesure du champ magnétique exprimée en gauss, et le niveau de gris de chaque pixel correspond à
l’intensité de la mesure.
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Figure 25 – Échantillon fusilli
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Figure 26 – Spectre de la fusilli
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Figure 27 – Sinogramme 3D de la fusilli



40 Physique de la résonance paramagnétique électronique

θ
1
 =2.9

°

0 20 40 60 80 100 120 140 160

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =14.5

°

0 20 40 60 80 100 120 140 160

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =26.1

°

0 20 40 60 80 100 120 140 160

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =37.7

°

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =49.4

°

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =66.8

°

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =78.4

°

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =113.2

°

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =142.2

°

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =153.9

°

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =165.5

°

Angle θ
2
 (degré)

0 50 100 150

340

360

380

400

420

440

460

θ
1
 =177.1

°

0 20 40 60 80 100 120 140 160

340

360

380

400

420

440

460

Figure 28 – Collection de sinogrammes 2D de la fusilli
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Deuxième partie

Problème direct

L’imagerie par résonance paramagnétique électronique consiste à déterminer une grandeur non
directement observable : la répartition d’une espèce paramagnétique au sein de l’échantillon, à partir
d’un ensemble de mesures sur une grandeur observable : les spectres de résonance, c’est-à-dire le
sinogramme.

L’objectif de cette partie est d’exprimer le modèle mathématique entre la répartition d’une espèce
paramagnétique au sein de l’échantillon et le sinogramme obtenu à la suite du processus de mesure. On
s’intéresse ici au cas particulier où un seul type de radical libre est présent dans l’échantillon étudié.
Le cas avec deux types de radicaux ou plus est étudié dans la partie VI concernant la séparation de
sources. La première section concerne la formalisation mathématique du procédé expérimental décrit
dans la partie précédente, et la seconde section étudie en détail les propriétés mathématiques de ce
modèle.

3 Modèle de formation du sinogramme

3.1 Sinogramme

La quantité d’énergie absorbée par les électrons situés au point x ∈ R
3 est directement proportion-

nelle à la quantité v(x) de radical libre en ce même point [31]. Cependant, les limitations physiques du
procédé expérimental ainsi que la mesure effectuée via le procédé de modulation d’amplitude, décrits
dans la partie précédente, modifient la mesure de la quantité d’énergie absorbée selon une distribu-
tion spectrale caractéristique : le spectre de résonance paramagnétique électronique, noté h0. Comme
expliqué dans la section 2.1, le champ magnétique est égal au sein de la cavité à

B(x, t) = B(t) + γ · x (10)

avec γ = µeθ le gradient de champ d’intensité µ et de direction θ. On déduit que l’énergie absorbée
par les électrons libres au point x, modulée par la valeur du spectre h0 au champ B(x, t), vaut

Eabs(x) = v(x) h0 (B(t) + γ · x) (11)

Cependant, le dispositif de mesure ne permet pas de connaître la quantité d’énergie absorbée en le
point x spécifiquement, mais seulement sur l’ensemble de la cavité de résonance en mesurant la rupture
de stationnarité de l’onde H. C’est pourquoi l’information brute fournie par le dispositif d’imagerie
RPE pour chaque valeur du champ B et d’orientation θ du gradient de champ consiste en l’intégrale
de l’énergie absorbée sur tout le domaine spatial

S0(B, θ) =

∫

R3

v(x)h0 (B(t) + µeθ · x) dx (12)

Il s’agit de la formulation mathématique du sinogramme S0, évalué en le champ magnétique B
et l’orientation θ du gradient de champ. On omet dans la suite de ce manuscrit la dépendance en
temps qui sera considérée implicite : le champ magnétique global généré par les bobines principales est
désormais noté B plutôt que B(t).
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3.2 Transformée de Radon

Chaque point x ∈ R
3 de l’espace se décompose pour chaque orientation θ de façon unique en

x = reθ + z (13)

avec z ∈ Hθ où Hθ est l’hyperplan orthogonal à eθ passant par l’origine, comme illustré sur la figure 29.
En remarquant que eθ · x = r, on peut réécrire le sinogramme grâce à la décomposition (13) en

S0(B, θ) =

∫

R

(∫

Hθ

v(reθ + z)dz

)
h0(B + µr)dr (14)

La différence entre les formules (12) et (14) consiste en le domaine d’intégration : elle est menée sur
R

3 dans le premier cas, et sur une superposition de plans orthogonaux à la direction eθ dans le second
cas. Cette manipulation fait apparaître la transformée de Radon 3D de la quantité v à l’orientation θ,
notée Rθv et définie pour tout r ∈ R par

Rθv(r) =

∫

Hθ

v(reθ + z)dz (15)

Si v appartient à l’espace L1(R3), la transformée de Radon de v est bien définie, et consiste en
la formulation mathématique de la projection de v sur tous les hyperplans orthogonaux à toutes les
droites passant par l’origine. La figure 29 illustre la transformée de Radon : évaluée en l’orientation θ
et en le point r, elle correspond à l’intégrale de la quantité v évaluée sur l’hyperplan parallèle à Hθ

passant par le point de coordonnées sphériques (r, θ1, θ2), mis en évidence en rouge.
Grâce à cette notation, on peut donc simplifier l’écriture du sinogramme en

S0(B, θ) =

∫

R

Rθv(r)h0(B + µr)dr (16)

r

θ

θ

1

2

θe

Hθ
x

z

Figure 29 – Transformée de Radon 3D
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3.3 Convolution avec le spectre

Le sinogramme S0 et le spectre h0 dépendent tous les deux du champ magnétique B, qui varie
linéairement dans l’espace. Le rapport entre le champ magnétique et la position spatiale est le gradient
de champ d’intensité µ. Afin d’exprimer le sinogramme et le spectre en fonction de la distance algébrique
au plan orthogonal au gradient de champ et passant par le centre de la cavité, notée s, on regarde les
conséquences du changement de variables

B = −µs (17)

On introduit les notations suivantes correspondant au sinogramme et au spectre exprimés en posi-
tion spatiale plutôt qu’en champ magnétique

Sθ(s) = S0(−µs, θ) et h(s) = h0(−µs) (18)

On obtient alors Sθ(s) =

∫

R

Rθv(r)h0(−µs+ µr)dr (19)

=

∫

R

Rθv(r)h(s− r)dr

= (h ∗Rθv)(s)

∫

R

(20)

où ⋆ représente la convolution de Rθv avec le spectre h. Ainsi pour tout angle θ = (θ1, θ2) ∈ R
2, le

modèle de formation du sinogramme est

Sθ = h ∗Rθv (21)

3.4 Transformées de Radon 2D et 3D

Cependant, les acquisitions IRPE ne se sont pas systématiquement menées en 3D, mais le plus
souvent en 2D voire en 1D, comme expliqué dans la section 2. Il convient donc d’expliciter plus
précisément le modèle de formation du sinogramme dans le cas 2D, et son rapport avec le cas 3D.

Pour les acquisitions 2D, il s’agit de fixer l’un des deux angles, par exemple θ1 = 0. Le gradient de
champ est ainsi supporté dans l’espace par le vecteur e3dθ = (1, 0, θ2) en coordonnées sphériques, que l’on
exprime en 2D dans le plan θ1 = 0 comme e2dθ = (1, θ2) en coordonnées polaires ou e2dθ = (cos θ2, sin θ2)
en coordonnées cartésiennes.

La transformée de Radon 2D de la quantité u ∈ L1(R2) est définie à l’orientation θ ∈ R pour tout
r ∈ R par

Rθu(r) =

∫

Hθ

u(reθ + z)dz (22)

où Hθ représente ici la droite du plan orthogonale au vecteur e
2d
θ passant par l’origine. L’hyperplan

Hθ est donc une droite du plan et non plus un plan de l’espace comme dans le cas 3D. La figure 30
illustre la transformée de Radon 2D sur une quantité u représentant une étoile.
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Figure 30 – Transformée de Radon 2D

La quantité u ∈ L1(R2) à laquelle s’applique la transformée de Radon 2D consiste en la projection
de la quantité v ∈ L1(R3) sur le plan θ1 = 0. En effet, on a pour tout θ ∈ R

R2d
θ u = R3d

(0,θ)v (23)

où R3d représente la transformée de Radon 3D définie dans l’équation (15) et R2d représente la trans-
formée de Radon 2D définie dans l’équation (30).

Dans toute la suite de ce manuscrit, les simulations et les expériences considérées sont conduites
en 2D. C’est pourquoi la notation Rθu se rapporte désormais à la transformée de Radon 2D définie
dans l’équation (30), où l’angle θ appartient à R et où la quantité u appartient à l’espace L1(R2). Ce
travail peut cependant se généraliser au cadre 3D.

4 Propriétés du modèle

Cette section étudie les propriétés mathématiques du modèle direct, qui seront utiles afin de mener
à bien la résolution du problème inverse. On rappelle le lien entre le sinogramme, le spectre et l’image
pour tout angle θ ∈ R

Sθ = h ∗Rθu (24)

4.1 Applicabilité de la transformée de Fourier

On voudrait appliquer la transformée de Fourier au modèle direct (24) . On fait pour cela l’hypothèse
que la répartition u de l’espèce paramagnétique appartient à l’espace L1(R2). En effet, d’un point de
vue expérimental, l’échantillon est borné dans l’espace et l’acquisition se fait au sein d’une cavité,
qu’elle soit physique ou virtuelle : la quantité u est raisonnablement supposée bornée de support fini,
ce qui la rend intégrable. On a ainsi

∫

R2

|u(x)|dx < +∞ (25)
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Pour un angle θ ∈ R donné, la propriété Rθu ∈ L1(R) en découle immédiatement. En effet, la
transformée de Radon n’est qu’une façon différente d’intégrer l’image u dans le plan. On vérifie bien

∫

R

|Rθu(r)|dx =

∫

R

∣∣∣∣
∫

Hθ

u(reθ + z)dz

∣∣∣∣ dr

6

∫

R

∫

Hθ

|u(reθ + z)| dzdr

6

∫

R2

|u(x)|dx < +∞

De la même façon, le spectre h se modélise en toute généralité comme une dérivée discrète d’un
mélange de gaussiennes et de lorentziennes. On peut donc supposer que la quantité h appartient à
l’espace L1(R).

On rappelle ci-dessous la définition de la transformée de Fourier choisie dans le cadre de ce ma-
nuscrit, précisant la convention de normalisation choisie, ainsi que le théorème de convolution et sa
preuve.

Transformée de Fourier On note F la transformée de Fourier définie pour tout f ∈ L1(R) par

∀ξ ∈ R, F(f)(ξ) =

∫

R

f(x)e−2iπx·ξdx (26)

de transformée inverse

∀x ∈ R, F−1(g)(x) =

∫

R

g(ξ)e2iπx·ξdξ (27)

Théorème de convolution Soient f et g ∈ L1(R). On définit f ∗ g la convolution de f et g par

∀y ∈ R, (f ∗ g)(y) =
∫

R

f(x) g(y − x)dx (28)

Alors f ∗ g appartient à L1(R) et
F(f ∗ g) = F(f)×F(g) (29)

Preuve On vérifie bien que f ∗g est dans l’espace L1(R) grâce à l’application du théorème de Fubini
appliqué à des quantités positives. De même, l’application du théorème de Fubini permet d’intervertir
les intégrales dans le calcul des transformées de Fourier de f ∗ g et du produit de celles de f et de g,
ce qui donne l’égalité recherchée. �

Comme h et Rθu appartiennent à L1(R), on peut appliquer le théorème de convolution à l’équa-
tion (24) pour un angle θ ∈ R fixé

F(Sθ) = F(h)×F(Rθu) (30)

que l’on note plus simplement de la façon suivante pour tout ξ ∈ R

Ŝθ(ξ) = ĥ(ξ) R̂θu(ξ) (31)
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4.2 Théorème de la coupe centrale

L’équation (31) donne la relation entre les transformées de Fourier du sinogramme, du spectre,
et de la transformée de Radon de l’image, faisant ainsi apparaître le terme R̂θu. Cette quantité peut
s’exprimer plus directement grâce à la transformée de Fourier de l’image, en appliquant le théorème
de la coupe centrale [16].

Théorème de la coupe centrale Soient ξ ∈ R et θ ∈ R. Soient u ∈ L1(R) et Rθu sa transformée
de Radon en l’angle θ. En notant eθ = (cos θ, sin θ) le vecteur unitaire d’angle θ, on a

R̂θu(ξ) = û(ξeθ) (32)

En d’autres termes, pour tout point de l’espace de Fourier, la transformée de Fourier de la transfor-
mée de Radon de l’image le long de la droite d’angle θ passant par l’origine est égale à la transformée de
Fourier de l’image. On a donc égalité des transformées de Fourier de Rθu et de u sur un réseau polaire.
D’un point de vue implémentation, ce théorème a des conséquences pratiques qui seront discutées lors
du passage du modèle continu au modèle discret, dans la section 13.

Preuve Calculons les transformées de Fourier des quantités Rθu ∈ L1(R) et u ∈ L1(R2) en les points
qui nous intéressent. Pour tout x ∈ R et θ ∈ R, la transformée de Radon de u peut s’écrire

Rθu(x) =

∫

R

u(xeθ + ye′θ)dy (33)

avec e
′
θ = (sin θ,− cos θ) le vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur eθ. Sa transformée de Fourier

au point ξ ∈ R vaut

R̂θu(ξ) =

∫

R

Rθu(x)e
−2iπx·ξdx =

∫

R

∫

R

u(x cos θ + y sin θ, x sin θ − y cos θ)e−2iπx·ξdxdy (34)

De même, la transformée de Fourier de u au point ξeθ vaut

û(ξeθ) = û(ξ cos θ, ξ sin θ) =

∫

R

∫

R

u(x, y)e−2iπ(xξ cos θ+yξ sin θ)dxdy (35)

=

∫

R

∫

R

u(x, y)e−2iπξ(x cos θ+y sin θ)dxdy (36)

On effectue ensuite le changement de variables
{
X = x cos θ + y sin θ

Y = x sin θ − y cos θ
⇐⇒

{
x = X cos θ + Y sin θ

y = X sin θ − Y cos θ

dont le jacobien

∣∣∣∣
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

∣∣∣∣ vaut 1. On réécrit donc l’équation (36) en

û(ξeθ) =

∫

R

∫

R

u(X cos θ + Y sin θ,X sin θ − Y cos θ)e−2iπξ·XdXdY (37)

La comparaison des équations (34) et (37) donne l’égalité R̂θu(ξ) = û(ξeθ). �
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Le théorème de la coupe centrale appliqué à l’équation (31) permet de s’affranchir de la transformée
de Radon au bénéfice de la transformée de Fourier. On obtient alors la relation

Ŝθ(ξ) = ĥ(ξ)û(ξeθ) (38)

qui permet de donner la définition de l’opérateur A qui sera utilisé dans toute la suite de ce manuscrit,
que l’on définit dans un premier temps sur l’espace de Schwartz S(R2).

Définition Soit h ∈ L1(R2). L’opérateur A relatif au spectre h est défini par

A : S(R2) −→ S(R2,C)

u 7−→ Au tq ∀ (ξ, θ) ∈ R
2, Au(ξ, θ) = ĥ(ξ) û(ξeθ)

(39)

Cet opérateur devrait en toute rigueur être noté Ah car il dépend du paramètre h. L’abus de
notation A à la place de Ah ne prête pas à confusion, mis à part dans la partie VI, où une notation
adéquate sera introduite.

4.3 Extension dans L
2

La transformée de Radon est traditionnellement définie sur l’espace de Schwartz S(R2). Par simili-
tude, l’opérateur A est lui aussi défini sur S(R2). Afin de manipuler plus aisément cet opérateur, il est
judicieux de le prolonger continûment dans l’espace L2(R2) comme pour la transformée de Fourier.

Le spectre h utilisé dans la définition (39) est la dérivée d’une combinaison linéaire finie de distri-
butions gaussiennes et lorentziennes, que l’on note g. Leurs transformées de Fourier ĥ et ĝ sont donc
à décroissance rapide. Contrairement à la transformée de Radon seule, l’opérateur A peut donc être
facilement prolongé à L2(R2) par continuité, ce qui permet de définir formellement son adjoint.

Proposition L’opérateur A défini sur S(R2) admet un unique prolongement continu de l’espace
L2(R2) dans l’espace L2(R× [0, π],C).

Preuve Puisque ĥ et ĝ sont à décroissance rapide et donc bornées, il existe c > 0 choisi comme dans
la figure 31 tel que pour tout ξ ∈ R,

|ĥ(ξ)|2 = 4π2ξ2|ĝ(ξ)|2 6 min(4π2ξ2‖ĝ‖2∞, ‖ĥ‖2∞) 6 c|ξ|.

Figure 31 – Choix du paramètre c
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Donc, pour tout u ∈ S(R2)
∫ π

0

∫

R

|Au(ξ, θ)|2dξdθ =

∫ π

0

∫

R

|ĥ(ξ) û(ξeθ)|2dξdθ

6 c

∫ π

0

∫

R

|ξ| |û(ξeθ)|2dξdθ

= c

∫ π

−π

∫ +∞

0

|û(ξeθ)|2ξdξdθ

= c

∫

R2

|û(ω)|2dω

= c

∫

R2

|u(x)|2dx

La conclusion provient de la densité de S(R2) dans L2(R2). �

Redéfinition L’opérateur A relatif au spectre h admet une définition étendue par

A : L2(R2) −→ L2(R× [0, π],C)

u 7−→ Au tq ∀ (ξ, θ) ∈ R× [0, π], Au(ξ, θ) = ĥ(ξ) û(ξeθ)
(40)

4.4 Fonction d’étalement du point

La proposition suivante donne une façon simple de calculer l’opérateur A∗A, où A∗ représente l’opé-
rateur adjoint de A. Cette expression apparaît de façon récurrente dans les algorithmes de minimisation
proposés dans la partie IV.

Théorème Pour tout u ∈ L2(R2), on a

A∗Au = k ∗ u (41)

où la fonction d’étalement du point k, aussi appelée point spread function est définie pour tout x ∈ R
2

par

k(x)
def

:=

∫ π

0

∫

R

|ĥ(ξ)|2e2iπξx·eθ dξdθ (42)

Preuve Calculons d’abord l’opérateur adjoint A∗ : L2(R× [0, π],C) → L2(R2) qui est défini grâce à
l’extension continue de la proposition précédente. Pour tout u ∈ L1(R2)∩L2(R2) et v ∈ L2(R×[0, π],C)

∫

R2

∫ π

0

∫

R

|u(x) ĥ(ξ) v(ξ, θ)| dξdθdx ≤ ‖u‖L1(R2)

√
π‖ĥ‖L2(R)‖v‖L2(R×[0,π],C) < ∞ (43)

On peut ainsi appliquer le théorème de Fubini pour montrer que

〈Au, v〉 =
∫ π

0

∫

R

Au(ξ, θ) v(ξ, θ) dξdθ

=

∫ π

0

∫

R

ĥ(ξ)

(∫

R2

u(x)e−2iπξx·eθ dx

)
v(ξ, θ)dξdθ

=

∫

R2

u(x)

(∫ π

0

∫

R

ĥ(ξ) v(ξ, θ) e−2iπξx·eθ dξdθ

)
dx,
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où v(ξ, θ) représente le conjugué complexe de v(ξ, θ). En identifiant ce dernier avec 〈u,A∗v〉, pour tout
u ∈ L1(R2) ∩ L2(R2) qui est dense dans L2(R2), nous avons l’expression de l’opérateur adjoint

(A∗v)(x) =

∫ π

-π

∫

R

ĥ(ξ) v(ξ, θ) e2iπξx·eθ dξdθ (44)

ce qui permet de calculer A∗Au. En effet, pour tout u ∈ L1(R2) ∩ L2(R2) et tout x ∈ R
2

(A∗Au)(x) =

∫ π

0

∫

R

ĥ(ξ) Au(ξ, θ) e2iπξx·eθ dξdθ

=

∫ π

0

∫

R

ĥ(ξ) ĥ(ξ)

(∫

R2

u(y)e−2iπξy·eθ dy

)
e2iπξx·eθ dξdθ

=

∫

R2

u(y)

(∫ π

0

∫

R

|ĥ(ξ)|2e2iπξ(x−y)·eθ dξdθ

)
dy

=

∫

R2

u(y)k(x− y) dy

= (u ∗ k)(x)
∫

R2

où la troisième égalité est à nouveau une conséquence du théorème de Fubini, puisque
∫

R2

∫ π

0

∫

R

|u(y) ĥ(ξ)2| dξdθdy ≤ π‖u‖L1(R2)‖ĥ‖L2(R) < ∞.

Il reste à montrer que (41) est également satisfaite quand u ∈ L2(R2). En observant que |ĥ| est
pair puisque h est à valeurs réelles, on peut déduire que

k(x) =

∫ π

−π

∫ ∞

0

|ĥ(ξ)|2e2iπξx·eθ dξdθ

=

∫ π

−π

∫ ∞

0

ξ|ĝ(ξ)ĥ(ξ)|e2iπξx·eθ dξdθ

=

∫

R2

|ĝ(|ω|)ĥ(|ω|)|e2iπx·ω dω.

Puisque ω 7→ |ĝ(|ω|)ĥ(|ω|)| appartient à L2(R2), sa transformée de Fourier inverse k appartient à
L2(R2) également, et l’application u 7→ k ∗ u peut être prolongée en un opérateur continu de L2(R2)
vers L∞(R2). De plus, A∗A est continu de L2(R2) vers lui-même, et la conclusion suit avec un argument
de densité.

5 Bruit des données

5.1 Facteurs de bruit

Divers facteurs déterminent l’intensité du bruit présent dans les acquisitions de spectres et de
sinogrammes. Le premier de ces facteurs est le temps d’accumulation des données par point de mesure,
qui correspond à une position fixée du plan de résonance. Plus le temps de mesure par point est élevé,
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moins le signal sera bruité car davantage d’électrons auront effectué une transition durant ce laps de
temps, augmentant d’autant le signal de réponse.

Le second facteur est la modulation d’amplitude : bien choisi, ce paramètre augmente le rapport
signal sur bruit en amplifiant le signal.

Un autre facteur intervenant dans le bruit obtenu est la puissance de l’onde micro-onde H. Par
exemple sur la molécule Tam, ce paramètre influe sur le rapport signal sur bruit d’une façon non-
linéaire, ni même croissante.

5.2 Bruit gaussien

Conformément à l’hypothèse effectuée dans [32], [19] et [33], nous supposons que les données d’acqui-
sitions sont corrompues par un bruit blanc gaussien additif, à la fois sur le spectre et sur le sinogramme.
Cette hypothèse est en voie de confirmation par Nghia Tran Duc dans le cadre d’un doctorat encadré
par Sébastien Li-Thiao-Té et Yves-Michel Frapart.

Le modèle de formation du sinogramme devient pour chaque angle θ ∈ R

Sθ(r) = (h ∗Rθu)(r) + n(r) (45)

où n représente un bruit blanc gaussien de variance inconnue.
L’équation (45) constitue le modèle direct de formation du sinogramme.
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Troisième partie

Problème inverse

Dans la partie précédente, nous avons modélisé la réponse d’une machine d’imagerie RPE à un
échantillon placé en son sein. Une fois acquis le spectre h et le sinogramme S, l’objectif est de retrouver
la répartition u de l’espèce paramagnétique étudiée. Il s’agit d’un problème inverse, dont cette partie
va détailler les contours.

6 État de l’art

6.1 Rétroprojection filtrée

L’approche classique pour la reconstruction d’images RPE est la rétroprojection filtrée associée à
une étape de déconvolution. C’est notamment le choix effectué par les logiciels commerciaux fournis
avec les dispositifs d’imagerie RPE, comme Xepr [17]. La rétroprojection filtrée est expliquée en détail
dans le cas de la tomodensitométrie dans [15], plus connue sous le nom de computerized tomography
(CT). Même si la rétroprojection filtrée est une méthode simple et rapide [34], elle souffre de défauts
majeurs [35] : le rétroprojection filtrée requiert des angles d’acquisition uniformément répartis, et n’est
pas robuste à un faible nombre d’angles d’acquisitions.

Le développement actuel de l’IRPE se dirige vers l’imagerie in vivo ainsi que les applications cli-
niques [22] [4] : parce que les temps d’acquisition sont particulièrement longs en RPE, il est judicieux
de réduire l’échantillonnage, ce qui n’est pas possible dans le cadre d’un traitement traditionnel des
données. Des améliorations de la rétroprojection filtrée ont été proposées spécifiquement pour l’ima-
gerie RPE [36]. Malheureusement, les problématiques de rétroprojection, déconvolution, défloutage et
débruitage y sont traitées comme des problèmes séparés, ce qui mène à des erreurs cumulatives.

6.2 Méthodes variationnelles

Les méthodes variationnelles sont au contraire bien adaptées pour considérer la reconstruction
comme un problème global plutôt que comme la somme de plusieurs sous-problèmes. L’image u désirée
est obtenue à partir du spectre h et du sinogramme S en résolvant le problème

argmin
u

1

2
‖Cu− S‖22 + λG(u) (46)

où le modèle direct d’un dispositif d’imagerie RPE est noté dans le domaine spatial

Cu = h ∗Ru (47)

Plusieurs termes de régularisation ont été proposés pour G(u) : [18] et [37] choisissent l’entropie de
Shannon qui permet d’éviter le phénomène de surapprentissage. Des régularisations de type Tychonov
lui sont préférés dans [19] et [38]. Cette dernière contribution reconstruit l’image u comme le minimiseur
de la fonctionnelle

argmin
u

1

2
‖Cu− S‖22 + λ‖∇u‖22 (48)
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Plus récemment, [20] a proposé une fonctionnelle qui prend en considération la parcimonie induite
par la norme L1, en cherchant l’image u solution de

argmin
u

1

2
‖Cu− S‖22 + λ1‖u‖1 + λ2 TV(u) (49)

où le second terme TV(u) ≃ ‖∇u‖1 représente la variation totale de u. Les résultats numériques
obtenus sont convaincants, bien que leur schéma de minimisation ne soit pas prouvé formellement et
puisse mener à de faux résultats de convergence. En effet, [20] résout le problème (49) en le découpant
en deux sous-problèmes résolus de façon alternée : l’algorithme Fista est tout d’abord appliqué à la
fonctionnelle (49) modifiée en supprimant le dernier terme, ce qui correspond à λ2 = 0 ; et l’opérateur
proximal de λ2 TV est ensuite appliqué à l’image obtenue, et ainsi de suite.

Une autre contribution [21] utilise la variation totale pour l’IRPE en résolvant

min TV(u) s.t. S = Cu (50)

Dans ce modèle, la contrainte dure sur l’attache aux données ne prend pas en compte le bruit de
nature gaussienne créé lors du processus d’acquisition. La minimisation est menée grâce à l’algorithme
Adaptative Steepest Descent - Projection Onto Convex Sets (ASD-POCS) [39]. Il s’agit d’un algorithme
itératif qui alterne la projection sur un convexe et descente de gradient. La projection est décomposée
en une étape d’attache aux données et une étape de positivité. La descente de gradient est appliquée
dans le cas de [21] à la variation totale : son gradient est régularisé au voisinage des points où la norme
L1 n’est pas différentiable.

7 Maximum a posteriori

7.1 Principe

Lors d’une acquisition IRPE, les données obtenues sont le spectre h spécifique à l’espèce parama-
gnétique étudiée, et le sinogramme S qui correspond à la concaténation de toutes les projections Sθ.
L’objectif est d’extraire de ces données l’image u de répartition d’espèce paramagnétique ayant engen-
dré ce sinogramme. Pour cela, on utilise la méthode du maximum a posteriori (MAP) : il s’agit de
sélectionner l’image u maximisant la probabilité d’avoir engendré le sinogramme S. On cherche donc
ū la solution du problème

ū = argmax
u

P (u|S) (51)

Grâce au théorème de Bayes qui nous permet d’intervertir les probabilités conditionnelles, on obtient

ū = argmax
u

P (S|u)P (u)

P (S)
= argmax

u
P (S|u)P (u) (52)

que l’on peut réécrire comme le minimiseur d’une somme de logarithmes

ū = argmin
u

{− logP (S|u)︸ ︷︷ ︸
(a)

− logP (u)︸ ︷︷ ︸
(b)

} (53)
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7.2 Interprétation

Le terme (a) représente la probabilité d’obtenir le sinogramme S à partir de l’image u : c’est le
terme d’attache aux données. Grâce à la modélisation du problème direct qui permet d’obtenir S à
partir de u, il est possible d’estimer cette probabilité, contrairement à la probabilité P (u|S).

Le terme (b) représente la probabilité d’obtenir l’image u, indépendamment de l’observation S :
c’est le terme de régularisation. Il s’interprète comme une pénalité sur l’image u afin que celle-ci vérifie
des propriétés intrinsèques satisfaisantes et décidées a priori. C’est pourquoi ce terme est parfois appelé
a priori.

8 Terme d’attache aux données

8.1 Élimination du bruit

On rappelle ici le modèle direct, donnant la relation entre le sinogramme S et l’image u, pour un
angle θ ∈ R donné

Sθ(r) = (h ∗Rθu)(r) + n(r) (54)

où n est un bruit blanc gaussien. En supposant que le modèle de convolution du spectre avec la
transformée de Radon de l’image soit parfait, il ne reste qu’à se débarrasser du bruit gaussien exprimé
par

n = Sθ − h ∗Rθu (55)

On applique pour cela la norme L2, qui est le log-estimateur de vraisemblance pour éliminer un
bruit blanc gaussien, et on obtient le terme d’attache aux données

F (u) =
1

2
‖h ∗Rθu− Sθ‖22. (56)

8.2 Passage dans l’espace de Fourier

Afin de faciliter l’étude de la fonction F , on applique à (56) l’égalité de Parseval qui dit que l’énergie
d’un signal est égal à celui de sa transformée de Fourier

F (u) =
1

2
‖ĥR̂θu− Ŝθ‖22 (57)

D’après l’étude menée dans la section 4.1, l’équation (57) peut se réécrire grâce à l’opérateur A

F (u) =
1

2
‖Au− d‖22 (58)

en posant la notation
d = Ŝθ (59)

qui représente la transformée de Fourier 1D du sinogramme acquis suivant l’angle θ.
Le terme d’attache aux données se réduit donc à la norme L2 de l’application affine u 7−→ Au− d,

qui est une fonction facile à étudier.
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9 Termes de régularisation

9.1 Régularisation par variation totale

Variation totale Le premier choix effectué pour le terme de régularisation est la variation totale.
Son intérêt dans le domaine de la vision numérique a été abordé pour la première fois par Rudin, Osher
et Fatemi [23]. Abrégée en TV, la variation totale s’exprime pour tout u ∈ L1 par

TV(u) = sup

{∫

R2

u div φ | φ ∈ C∞
c , |φ(x)| 6 1

}
(60)

où C∞
c désigne l’espace des fonctions de classe C∞ sur un compact. Dans le cas d’une image u discrète

ou appartenant à l’espace W 1,1, son expression se simplifie en

TV(u) =

∫
|∇u| = ‖∇u‖1 (61)

où ∇u représente le gradient u.

Modèle TV Une inversion satisfaisante de l’équation (54) s’obtient en résolvant

ū = argmin
u

F (u) + λTV(u) (62)

où λ est un coefficient équilibrant les effets du terme de régularisation et ceux du terme d’attache aux
données. Il permet de choisir le niveau de bruit admissible.

L’intérêt principal de ce choix de régularisation consiste en la netteté des images qu’elle reconstruit,
ainsi que sa capacité à reconstruire des images à partir de données incomplètes. Cette régularisation a
tendance à reconstruire des images qui sont constantes par morceaux, à cause de la norme L1 appliquée
au gradient de l’image, ce qui renforce la parcimonie du gradient. On obtient donc des images présentant
un effet cartoon.

La variation totale est donc un terme de régularisation bien adapté aux images ne présentant
pas d’oscillations rapides. Si l’image recherchée possède des zones oscillantes ou texturées, celle-ci
sont rendues homogènes par la variation totale. C’est pourquoi un second terme de régularisation
est introduit dans la section 9.2 ci-après. Une comparaison illustrée de ces deux régularisations est
présentée dans la section 10.

9.2 Régularisation par variation totale et curvelets

Inspiré de [40], le second modèle proposé recherche l’image u sous la forme

u = c+ t (63)

avec c une image constante par morceaux de type cartoon et t une image texturée. Afin d’obtenir
les propriétés désirées sur les deux sous-images, on applique à chacune une régularisation R adaptée.
L’image recherchée ū s’exprime

ū = argmin
u

u=c+t

F (u) +Rcartoon(c) +Rtexture(t) (64)
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Effet cartoon Comme expliqué dans la section précédente, on applique à l’image c la régularisation
par variation totale afin d’obtenir l’effet cartoon désiré. On définit donc Rcartoon par

Rcartoon(c) = λTV(c) (65)

avec λ le coefficient de pondération de la régularisation sur c.

Effet texture Afin d’obtenir une image de type texture, on recherche une façon d’isoler la composante
texturée d’une image donnée. Plusieurs critères ont été proposés dans la littérature pour caractériser la
partie oscillante de l’image. Ces critères s’apparentent plus ou moins à la norme duale de la variation
totale : on peut citer div(BMO) [40], div(L∞) [40], la norme de Besov homogène Ḃ-1

∞,∞ [40] ou la

norme de Sobolev homogène Ḣ -1 [41]. Plusieurs approximations numériques de ces espaces ont été
proposées [25]. La contribution [42] propose entre autres la norme L1 comme caractérisation de la
partie oscillante de l’image.

En comparaison, la décomposition d’une image u en les composantes cartoon, texture et bruit n’a
été que peu étudiée. Osher et Vese [43] ont proposé de minimiser

‖c+ t− d‖22 + λTV(c) + µ‖t‖p
Ẇ -1

p

(66)

où ‖·‖p
Ẇ -1

p

est une norme de Sobolev homogène, d est la donnée bruitée et où le reste d−c−t représente

le bruit. Comme il est difficile de séparer les textures d’un bruit gaussien, Brauer et Lorentz [44]
s’intéressent quant à eux au bruit impulsionnel.

Contrairement à [41] ou [25], notre objectif n’est pas ici d’obtenir la meilleure décomposition en
les composantes cartoon et texture, mais d’extraire la somme c + t des données bruitées. Le critère
que nous avons sélectionné permet de séparer efficacement la texture et le bruit, et repose sur une
représentation parcimonieuse de la texture grâce à la transformée en curvelets, introduite par Candès
et Donoho [24].

La transformée en curvelets est une généralisation de la transformée en ondelettes : alors que
les ondelettes sont indexées par un paramètre de translation et un paramètre d’échelle, les curvelets
possèdent en plus un paramètre d’orientation [45]. On note avec la lettre ϕ la famille des curvelets à
la position k, à l’orientation l et à l’échelle j

(ϕj,k,l)j,k,l (67)

obtenues à partir d’une curvelet-mère décrite dans [45] par translation, rotation et dilatation par un
facteur d’échelle parabolique. Un coefficient en curvelet correspond au produit scalaire entre l’image
u ∈ L2(R2) et la curvelet ϕj,k,l

cj,k,l
def

:= 〈u, ϕj,k,l〉 (68)

La figure 32 montre un exemple de la transformée en curvelets de l’image barbara présentée en
figure 33a. Chaque imagette représente les coefficients des curvelets pour une orientation l et une
position k données. Plus l’imagette est grande, plus fine est l’échelle j des coefficients en curvelets.

Cette illustration visuelle confirme intuitivement que la transformée en curvelets fournit une repré-
sentation parcimonieuse des textures, et que l’information concernant les textures de l’image de départ
se retrouvent dans les valeurs élevées du paramètre d’échelle j. Il est donc possible de caractériser la
partie texturée de l’image en minimisant la norme L1 de la transformée en curvelets pondérée par le
paramètre d’échelle j.
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Figure 32 – Éléments d’une transformée en curvelets de l’image barbara

Frühauf, Pontow et Scherzer proposent dans [46] de caractériser la composante texturée en appli-
quant la norme L1 à la transformée en curvelets pondérée

Wt = (wj〈t, ϕj,k,l〉)j,k,l (69)

où le vecteur de pondération (wj)j est choisi manuellement pour chaque image. Contrairement à [46],
nous proposons la formule de pondération automatique

wj = 2−
n+2

2
j (70)

où n est la dimension de l’espace dans lequel l’image est définie. Pour des images 2D, la norme L1 de
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la transformée en curvelets ainsi pondérée s’exprime

‖Wt‖1 =
∑

j,k,l

4−j |〈t, ϕj,k,l〉| (71)

Le choix de cette pondération peut se justifier par le fait que dans le cas où la transformée en
curvelets est changée en une transformée en ondelettes, l’équation (71) est équivalente à la norme de
Besov homogène Ḃ-1

1,1 [40] qui est proche de la norme de Sobolev Ẇ -1
1 .

Afin d’extraire la composante texture désirée, on définit donc Rtexture par la norme L1 de sa
transformée pondérée en curvelets

Rtexture(t) = µ‖Wt‖1 (72)

avec µ le coefficient de pondération de la régularisation sur t.

Modèle TV-Curvelets Après le choix des deux termes de régularisation, le problème (64) se refor-
mule en

ū = argmin
u

u=c+t

F (u) + λTV(c) + µ‖Wt‖1 (73)

où λ et µ sont des paramètres intrinsèques au modèle qu’il convient de choisir en fonction des carac-
téristiques de l’image, et du niveau d’effet cartoon ou texture recherché.

Infconvolution En reprenant l’approche de [47], on peut réécrire l’équation (73) sans faire référence
aux deux sous-images c et t. On a alors

ū = argmin
u

F (u) + (Rcartoon�Rtexture) (u) (74)

avec Rcartoon et Rtexture les deux régularisations précédemment définies, et où l’opérateur � représente
l’infconvolution définie par

(Rcartoon�Rtexture) (u) = argmin
c

Rcartoon(c) +Rtexture(u− c) (75)

Ce terme de régularisation sur u défini par l’infconvolution correspond bien à la régularisation
séparée des deux images c et t, car en effet

argmin
u

F (u) + (Rcartoon�Rtexture) (u) = argmin
u

F (u) + argmin
c

Rcartoon(c) +Rtexture(u− c) (76)

= argmin
u,c

F (u) +Rcartoon(c) +Rtexture(u− c) (77)

= argmin
u

u=c+t

F (u) +Rcartoon(c) +Rtexture(t) (78)

ce qui correspond donc bien à la régularisation choisie pour l’image recherchée u = c+ t.

Variable double Cependant, plutôt que de chercher à minimiser en la variable u la somme du terme
d’attache aux données F et de l’infconvolution de Rcartoon et de Rtexture, on peut réécrire ces équations

en posant la variable double ũ =

(
c
t

)
. On redéfinit le terme d’attache aux données en

F̃ (ũ) =
1

2
‖Ãũ− d‖22 (79)
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grâce à l’introduction de l’opérateur Ã = (A,A). On vérifie donc bien que

Ãũ = (A,A)×
(
c
t

)
= A(c+ t) = Au (80)

et donc que
F̃ (ũ) = F (u) (81)

où u est l’image finale recherchée. Le terme d’attache aux données est donc identique à celui du modèle
(73), auquel on peut le substituer.

Quant aux termes de régularisation, on considère désormais

G̃(ũ) = ‖K̃ũ‖1 avec K̃ =

(
λ∇ 0
0 µW

)
(82)

et on retrouve bien la somme des deux termes souhaités

G̃ũ =

∥∥∥∥
(
λ∇ 0
0 µW

)(
c
t

)∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥
(
λ∇c
µWt

)∥∥∥∥
1

= λ‖∇c‖1 + µ‖Wt‖1 (83)

La nouvelle variable de minimisation est ũ =

(
c
t

)
et on cherche la solution du problème

argmin
ũ

F̃ (ũ) + G̃(ũ) (84)

qui n’est qu’une reformulation du problème (73).

10 Comparaison illustrée des termes de régularisation

10.1 Application au débruitage

Sans rentrer dans les détails algorithmiques des problèmes de minimisation développés dans la
partie IV, cette section illustre les effets des deux termes de régularisation, appliqués à un simple
problème de débruitage. L’image barbara de la figure 33a est corrompue en figure 33b avec un bruit
blanc gaussien de variance σ = 0.1. Par similitude avec les problèmes (62) et (73) et en nommant d
l’image bruitée, l’image ū recherchée est la solution du problème

ū = argmin
u

‖u− d‖22 + λTV(u) (85)

dans le cas de la régularisation par variation totale, et de

ū = argmin
u

u=c+t

‖c+ t− d‖22 + λTV(c) + µ‖Wt‖1 (86)

dans le cas de la régularisation par variation totale et par curvelets.
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Méthodes non-locales En ce qui concerne le seul problème du débruitage, l’état de l’art actuel est
à l’avantage des méthodes non-locales [48] et à l’utilisation des imagettes, aussi nommées patchs. Ces
méthodes sont très performantes dans le cas où l’on connaît une approximation raisonnable de l’image
recherchée. Bien que dégradée, l’image bruitée satisfait ce critère. Dans le cas de la reconstruction
d’images RPE, le sinogramme n’est pas similaire à l’image recherché, et est au contraire le résultat d’une
transformation compliquée appliquée à l’image, combinant convolution avec le spectre et transformée de
Radon. Cette différence entre les deux cas d’application rend les méthodes non-locales inadaptées aux
problèmes inverses qui se posent dans le cas de l’imagerie par résonance paramagnétique électronique.
C’est pourquoi cette section présente le problème du débruitage résolu par des méthodes variationnelles
qui, bien que n’étant pas au niveau actuel de l’état de l’art pour ce seul problème, sont une illustration
convaincante de leur efficacité dans le cadre de problèmes inverses plus généraux.

10.2 Opérateurs proximaux

L’opérateur proximal d’une fonction convexe f est défini par

proxf (v) = argmin
u

1

2
‖u− v‖22 + f(u) (87)

Opérateur proximal de la variation totale Résoudre le problème (85) revient à calculer l’opé-
rateur proximal de f = λTV. La résolution de ce problème de minimisation a notamment été étudiée
par Chambolle dans [49]. Nous utilisons son algorithme de projection pour calculer la solution de (85),
que nous accélérons grâce à l’algorithme Fista décrit par les équations (146) de la section 12.1.

Opérateur proximal de la norme L
1 des curvelets Calculer l’opérateur proximal du terme de

régularisation Rtexture(t) = µ‖Wt‖1 évalué en l’image t ∈ L2(R2) consiste à résoudre le problème

ū = argmin
u

1

2
‖u− t‖22 + µ‖Wu‖1 (88)

D’après [24], la transformée en curvelets possède la propriété de tight frame, ce qui signifie que
l’égalité de Parseval s’applique et qu’il y a conservation de l’énergie par cette transformée. Pour toute
image u ∈ L2(R2), on a la propriété

‖u‖22 =
∑

j,k,l

|〈u, ϕj,k,l〉|2 (89)

Posons la fonction H(u) =
1

2
‖u− t‖22+µ‖Wu‖1 que nous souhaitons minimiser. On peut remplacer

dans le premier terme la norme L2 de u− t par la somme des carrés de sa transformée en curvelets, ce
qui donne

H(u) =
1

2

∑

j,k,l

|〈u− t, ϕj,k,l〉|2 + µ
∑

j,k,l

|wj〈u, ϕj,k,l〉|

=
∑

j,k,l

1

2
|〈u, ϕj,k,l〉 − 〈t, ϕj,k,l〉|2 + µwj |〈u, ϕj,k,l〉|

(90)

On retrouve l’expression de l’opérateur proximal de la norme L1 appliqué à chaque terme de la
décomposition en curvelets pondérée : résoudre le problème (88) revient à appliquer un seuillage doux
à chaque coefficient en curvelets, en prenant µwj pour seuil.
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10.3 Résultats du débruitage

Les images 33c et 33d montrent respectivement les résultats des problèmes de minimisation (85)
et (86). La figure 34 montre l’image cartoon c et l’image texturée t extraites par la régularisation
TV-Curvelets. Les figures 35 et 36 sont un zoom de facteur 2 dans le coin inférieur droit des images
des figures 33 et 34.

Le Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR), aussi connu en français sous le nom de rapport signal sur
bruit en crête, est utilisé comme une métrique appropriée [50] pour comparer quantitativement les
images reconstruites. Celui-ci est défini entre deux images u et v de taille n×m par

PSNR(u, v) = 10 log10

(
MAX2

EQM

)
(91)

où MAX est la valeur maximale possible d’un pixel, et où EQM est l’erreur quadratique moyenne entre
u et v, définie par

EQM(u, v) =
1

nm

n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

(ui,j − vi,j)
2 (92)

Plus la valeur du PSNR entre une image reconstruite et l’image originale est élevée, meilleure est la
qualité de la reconstruction.

Par rapport à l’image originale barbara, le PSNR pour la régularisation TV est de 23.1 tandis qu’il
est de 24.7 pour la régularisation TV-Curvelets. On voit en effet que les rayures du tissu sont correc-
tement reconstruites grâce au modèle TV-Curvelets, mais que ce n’est pas le cas avec la régularisation
TV uniquement. Cette différence est particulièrement visible sur les images zoomées 35c et 35d. Cela
confirme le besoin d’un modèle plus fin que celui de la régularisation totale dans le cas des images
avec textures, et qui possède la capacité de reconstruire des oscillations des images qui ne sont pas
constantes par morceaux. L’introduction du modèle TV-Curvelets est ainsi totalement justifiée.
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(a) Image originale (b) Image bruitée

(c) Régularisation TV (d) Régularisation TV-Curvelets

Figure 33 – Débruitage de barbara

(a) Image cartoon c (b) Image texture t

Figure 34 – Décomposition cartoon-texture avec la régularisation TV-Curvelets
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(a) Image originale (b) Image bruitée

(c) Régularisation TV (d) Régularisation TV-Curvelets

Figure 35 – Débruitage de barbara : zoom ×2

(a) Image cartoon c (b) Image texture t

Figure 36 – Décomposition cartoon-texture avec la régularisation TV-Curvelets : zoom ×2
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Quatrième partie

Résolution du problème inverse

Dans la partie précédente, nous avons introduit deux problèmes de minimisation faisant intervenir
deux fonctionnelles présentant des termes de régularisation différents. Le premier problème comporte
une régularisation par variation totale

ū = argmin
u

F (u) + λTV(u) (93)

et le second problème comporte une régularisation par variation totale et par curvelets

ū = argmin
u

u=c+t

F (u) + λTV(c) + µ‖Wt‖1 (94)

La présente partie a pour objet de résoudre ces problèmes d’optimisation. Nous présentons pour
cela deux algorithmes de minimisation : l’algorithme primal-dual et l’algorithme Fista.

11 Algorithme primal-dual

11.1 Présentation de l’algorithme de Chambolle-Pock

Conditions d’application L’algorithme primal-dual que nous allons utiliser a été introduit en 2011
par Chambolle et Pock [27]. Étant donnés deux espaces euclidiens X et Y et une fonction J : X 7−→ R,
cet algorithme converge vers le minimiseur du problème

argmin
u∈X

J(u) (95)

où J(u) se décompose en
J(u) = f(u) + g(Ku) (96)

sous les conditions

• f : X → [0,+∞] et g : Y → [0,+∞] sont des fonctions propres, semi-continues inférieures et
convexes.

• K : X 7−→ Y est un opérateur linéaire continu.

• Le problème (95) admet au moins une solution notée u.

Conjuguée de Lengendre-Fenchel Le problème (95) est qualifié de primal, et la dualité à laquelle
fait référence le nom de l’algorithme développé par Chambolle et Pock s’entend au sens de Legendre-
Fenchel. Pour tout espace euclidien E et toute fonction h : E 7−→ R, sa conjuguée de Lengendre-Fenchel
notée h⋆ : E 7−→ R est définie par

h⋆(p) = sup
q∈E

〈p, q〉 − h(q) (97)

Problème de point-selle Le problème primal (95) est alors équivalent au problème primal-dual
suivant, aussi qualifié de problème de point-selle

argmin
u∈X

argmax
p∈Y

〈Ku, p〉 − f⋆(p) + g(u) (98)
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Sous-gradient Pour toute fonction f : X → R̄ propre et convexe, on définit le sous-gradient de f au
point u ∈ X comme

∂f(u) = {a ∈ X | f(v) > f(u) + 〈a, v − u〉, ∀v ∈ X} (99)

D’un point de vue géométrique, le sous-gradient s’interprète comme l’ensemble des pentes des
droites passant par le point (u, f(u)) restant inférieure à l’épigraphe de f , comme illustré en 2D sur la
figure 37.

Figure 37 – Sous-gradient en un point de non-différentiabilité

Si la fonction f est différentiable au point u, son sous-gradient est réduit au singleton comprenant
son gradient

∂f(u) = {∇f(u)} (100)

Algorithme primal-dual L’algorithme de minimisation est alors défini comme suit.

• Initialisation

• Choix des paramètres σ, τ > 0.

• Initialisation des variables u0 ∈ X et p0 ∈ X2.

• On pose v0 = u0.

• Mise à jour des variables

(a) pk+1 = (I + σ∂g⋆)
−1

(pk + σKvk)

(b) uk+1 = (I + τ∂f)
−1

(uk − τK∗pk+1)

(c) vk+1 = 2uk+1 − uk

(101)

L’étape (a) consiste en une montée de gradient pk+σKvk dans l’espace dual, à laquelle est appliquée
l’opérateur proximal de σg⋆, aussi noté (I + σ∂g⋆)

−1, défini par

(I + σ∂g⋆)
−1

(p̆) = argmin
p

1

2
‖p− p̆‖22 + σg⋆(p) (102)
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L’étape (b) consiste une descente de gradient uk − τK∗pk+1 dans l’espace primal, à laquelle est
appliquée l’opérateur proximal de τf , aussi noté (I + τ∂f)

−1, défini par

(I + τ∂f)
−1

(ŭ) = argmin
u

1

2
‖u− ŭ‖22 + τf(u) (103)

L’étape (c) permet d’accélérer la convergence de l’algorithme en extrapolant la nouvelle variable à
laquelle appliquer les étapes (a) et (b).

Convergence En notant L = ‖K‖ la norme triple de l’opérateur K, l’algorithme (101) admet une
preuve de convergence vers une solution du problème (95) dès que la condition

τσL2 < 1 (104)

est respectée.

11.2 Application au modèle TV

Reformulation de la fonctionnelle D’après la section 4.3, l’espace approprié pour obtenir des
bonnes propriétés de manipulation de l’image u est L2(R2). On se place par conséquent dans les
espaces

X = L2(R2) et Y = X2 (105)

Afin d’appliquer l’algorithme primal-dual au modèle TV, on choisit

f : X −→ [0,+∞]

u 7−→ F (u) =
1

2
‖Au− d‖22

(106)

le terme d’attache aux données défini dans l’équation (58), puis

Ku : X −→ X2

u 7−→ λ∇u
(107)

l’opérateur gradient pondéré par le poids associé à la régularisation TV et enfin

g : X2 −→ [0,+∞]
p 7−→ ‖p‖1 (108)

la norme L1 appliquée à p = (p1, p2) ∈ X2 la variable duale de ∇u ∈ X2.
Ces choix garantissent que l’algorithme primal-dual converge vers un minimiseur de la fonctionnelle

J(u) = F (u) + λTV(u) (109)

qui est la solution du problème (93).

Calcul des résolvantes Les paragraphes qui suivent détaillent les calculs des opérateurs proximaux
dans le cas du modèle TV. Calculer la résolvante du sous-gradient d’une fonction revient à en calculer
son opérateur proximal.
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Étape (a) Il s’agit d’appliquer la première résolvante (I + σ∂g⋆)
−1 à la variable intermédiaire p̆ ∈ X2

définie par
p̆ = pk + σKvk = pk + σλ∇vk (110)

Effectuer le calcul pk+1 = (I + σ∂g⋆)
−1

(p̆) revient à résoudre

pk+1 = argmin
p∈X2

1

2
‖p− p̆‖22 + σg⋆(p) (111)

Lorsque l’opérateur g est une norme, son conjugué g⋆ est la fonction indicatrice de la boule unité
de la norme duale, et le calcul détaillé dans [27] montre que la résolvante (I + σ∂g⋆)

−1 se réduit à la
projection euclidienne point par point sur la boule L2. Pour chaque x ∈ R

2, on obtient l’expression
explicite de la nouvelle variable duale

pk+1(x) =
p̆(x)

max(1, |p̆(x)|) (112)

avec |p(x)| =
√
[p1(x)]2 + [p2(x)]2 lorsque p = (p1, p2) ∈ X2.

Étape (b) Il s’agit d’appliquer la seconde résolvante (I + τ∂F )
−1 à la variable intermédiaire ŭ ∈ X

définie par
ŭ = uk − τK∗pk+1 = uk + τλ div pk+1 (113)

d’après la propriété ∇∗ = − div. Cette étape revient à résoudre le problème de minimisation

uk+1 = argmin
u

1

2
‖u− ŭ‖22 + τF (u) (114)

On pose pour cela la fonction

H(u) =
1

2
‖u− ŭ‖22 +

τ

2
‖Au− d‖22 (115)

dont la dérivée est
H ′(u) = (u− ŭ) + τA∗(Au− d) (116)

Le minimiseur uk+1 de H vérifie donc l’équation d’Euler-Lagrange

H ′(uk+1) = 0
1

2
⇐⇒ (uk+1 − ŭ) + τA∗(Auk+1 − d) = 0

1

2
⇐⇒ uk+1 + τA∗Auk+1 = ŭ+ τA∗d

1

2
⇐⇒ uk+1 + τ k ∗ uk+1 = ŭ+ τA∗d

(117)

d’après le théorème de la section 4.4 disant que l’opérateur A∗A est une convolution avec k la fonction
d’étalement du point calculée grâce au spectre h. On caractérise ainsi le minimiseur uk+1 dans l’espace
de Fourier par

H ′(uk+1) = 0
1

2
⇐⇒ ûk+1 + τ k̂ ûk+1 = ̂̆u+ τÂ∗d

1

2
⇐⇒ (1 + τ k̂) ûk+1 = ̂̆u+ τÂ∗d

1

2
⇐⇒ ûk+1 =

̂̆u+ τÂ∗d

1 + τ k̂

(118)

L’expression explicite de uk+1 dans le domaine de Fourier permet de calculer l’itération suivante
de la variable primale.
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11.3 Application au modèle TV-Curvelets

Reformulation de la fonctionnelle Dans le cas du modèle avec la régularisation TV-Curvelets,
on recherche non pas une image mais deux images c et t dont la somme u est solution du problème de
minimisation (94). On se place pour cela dans l’espace

X2 = L2(R2)× L2(R2) (119)

qui nous permet d’introduire la variable double ũ =

(
c
t

)
∈ X2.

Le terme d’attache aux données est défini par

f : X2 −→ [0,+∞](
c
t

)
7−→ F (c+ t)

(120)

qui peut se réécrire

f(ũ) =
1

2
‖Ãũ− d‖22 (121)

grâce à l’introduction de l’opérateur Ã = (A,A). En effet, on vérifie bien que

Ãũ = (A,A)×
(
c
t

)
= A(c+ t) = Au (122)

L’opérateur linéaire K est également définie sur la variable double

Ku : X2 −→ Y(
c
t

)
7−→

(
λ∇c
µWt

)
(123)

où Y = X2 × R
W est le produit cartésien entre X2 et l’espace des coefficients en curvelets pondérés,

noté R
W . La variable duale de ũ =

(
c
t

)
devient

(
p
w

)
avec p ∈ X2 et w ∈ R

W les coefficients en

curvelets pondérés, à laquelle on applique la norme L1

g : Y −→ [0,+∞](
p
w

)
7−→ ‖p‖1 + ‖w‖1 (124)

Ces choix garantissent la convergence de l’algorithme primal-dual vers une solution du problème (94).

Calcul des résolvantes

Étape (a) La première étape de l’algorithme primal-dual consiste dans le cas de ce modèle à appliquer
la résolvante (I + σ∂g⋆)

−1 à la variable duale (p, w), désormais double. On pose pour cela les variables
intermédiaires (

p̆
w̆

)
=

(
pk

wk

)
+ σKvk =

(
pk + σλ∇qk

wk + σµWrk

)
(125)

en considérant que la variable d’extrapolation v se découpe en vk =

(
qk

rk

)
∈ X2.
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De même que dans le modèle TV, la fonction g est une norme, dont la résolvante de la conjuguée
est la projection sur l’ensemble

{(
p
w

)
∈ X2 × R

W | ∀x ∈ R
2, |p̃(x)| = [p1(x)]

2 + [p2(x)]
2
6 1 et ∀(j, k, l), |wj,k,l| 6 1

}
(126)

On obtient ainsi pour tout x ∈ R
2 et tout (j, k, l) les formules explicites

pk+1(x) =
p̆(x)

max(1, |p̆(x)|) et wk+1
j,k,l =

w̆j,k,l

max(1, |w̆j,k,l|)
(127)

Étape (b) Le seconde étape consiste à appliquer la résolvante (I + τ∂F )
−1 à la variable intermédiaire

ŭ = uk − τK∗

(
pk

wk

)
=

(
ck − τ∇∗pk,

tk − τW ∗wk

)
(128)

De même que dans le modèle TV, l’adjoint du gradient est l’opposé de la divergence. Quant à
l’adjoint de la transformée en curvelets pondérée, il nécessite un calcul fondé sur la propriété dite tight
frame rappelée dans l’équation (89). Considérons u ∈ L2(R2) et z = (zj,k,l)j,k,l ∈ R

W l’espace des
coefficients en curvelets. On calcule

〈Wu, z〉 =
∑

j,k,l

wj〈u, ϕj,k,l〉 zj,k,l

= 〈u,
∑

j,k,l

wj zj,k,l ϕj,k,l〉
(129)

On identifie W ∗z le second terme comme étant W -1z l’inverse de la transformée en curvelets
pondérée W , définie pour tout z = (zj,k,l)j,k,l ∈ R

W par

W ∗z = W -1z =
∑

j,k,l

wjzj,k,l ϕj,k,l (130)

La quantité ŭ se réécrit en

ŭ =

(
c̆
t̆

)
=

(
ck + τ div pk,

tk − τW -1wk

)
(131)

On cherche désormais à calculer

uk+1 = (I + τ∂F )
−1

(ŭ) (132)

qui est la solution du problème

argmin
u

1

2
‖u− ŭ‖22 + F (u) (133)

On pose pour cela la fonction

H(u) =
1

2
‖u− ŭ‖22 +

τ

2
‖Ãu− d‖2

2
(134)

dont la dérivée est
H ′(u) = (u− ŭ) + Ã∗(Ãu− d) (135)
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Le minimiseur uk+1 de H vérifie donc l’équation d’Euler-Lagrange

H ′(uk+1) = 0
1

2
⇐⇒ (uk+1 − ŭ) + τÃ∗(Ãuk+1 − d) = 0

1

2
⇐⇒ (I + τÃ∗Ã) uk+1 = ŭ+ τÃ∗d

(136)

Calculons désormais l’opérateur Ã∗Ã. On rappelle que l’opérateur Ã introduit dans la section 9.2
est défini par Ã = (A,A). Par conséquent, son adjoint Ã∗ est défini par

Ã∗ =

(
A∗

A∗

)
(137)

et donc l’opérateur produit de Ã∗ et de Ã vaut

Ã∗Ã =

(
A∗A A∗A
A∗A A∗A

)
(138)

En omettant dans un premier temps l’indexation en ·k+1 correspondant au numéro de l’itéré re-
cherché afin d’améliorer la lisibilité des calculs, l’équation d’Euler-Lagrange (136) devient

(
I + τA∗A τA∗A
τA∗A I + τA∗A

)(
c
t

)
=

(
c̆+ τA∗d
t̆+ τA∗d

)
(139)

Il s’agit de résoudre en c et t le système
{
(I + τA∗A) c + τA∗A t = c̆+ τA∗d

τA∗A c + (I + τA∗A) t = t̆+ τA∗d
(140)

qui est équivalent après passage dans le domaine de Fourier à
{
(1 + τ k̂) ĉ + τ k̂ t̂ = ̂̆c+ τÂ∗d

τ k̂ ĉ + (1 + τ k̂) t̂ = ̂̆t+ τÂ∗d
(141)

grâce à l’utilisation de la propriété A∗Au = k ∗ u. Ce système 2 × 2 se résout en ĉ et t̂, et donne

l’expression de ũk+1 =

(
ck+1

tk+1

)
dans le domaine de Fourier par





ĉk+1 =
(1 + τ k̂)(̂c̆+ τÂ∗d)− τ k̂(̂t̆+ τÂ∗d)

1 + 2τ k̂ 1
2

t̂k+1 =
(1 + τ k̂)(̂t̆+ τÂ∗d)− τ k̂(̂c̆+ τÂ∗d)

1 + 2τ k̂ 1
2

(142)

Ces formules explicites dans l’espace de Fourier permettent de calculer l’itération suivante de la
variable double primale.

Remarque On observe qu’en choisissant f(u) = F (u), K(u) = (λ1∇u, λ2u) et g la norme L1,
l’algorithme primal-dual converge vers une solution du problème (49) proposé par [20]. Au contraire
du schéma de minimisation proposé par Johnson et ses coauteurs, l’algorithme primal-dual présente
une preuve de convergence dans [27].
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12 Algorithme Fista

12.1 Présentation de l’algorithme

Conditions d’application L’algorithme Fista a été introduit en 2009 par Beck et Teboulle [51].
Fista est l’acronyme de Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm. Il permet de minimiser la
somme de deux fonctions convexes, dont il suffit que l’une soit différentiable. De façon plus formelle,
l’algorithme Fista converge vers un minimiseur du problème

argmin
u∈Rn

J(u) (143)

où J(u) se décompose en
J(u) = f(u) + g(u) (144)

sous les conditions

• f : Rn → R est une fonction convexe de classe C1,1, c’est-à-dire continue, différenciable et de
gradient lipschitzien de constante L

∀x, y ∈ R
n, ‖∇f(x)−∇f(y)‖ 6 L ‖x− y‖ (145)

• g : Rn → R est une fonction convexe continue.

• Le problème (143) admet au moins une solution notée u.

Algorithme Fista L’algorithme de minimisation est défini comme suit.

• Initialisation

• Choix de u0 ∈ R
n.

• On choisit le pas de descente α =
1

L
.

• On pose v1 = u0 et t1 = 1 ∈ R.

• Mise à jour des variables pour tout k > 1

(a) v̆k = vk − α∇f(vk)
1

2

(b) uk = (I + α∂g)−1(v̆k)
1

2

(c) tk+1 =
1

2

(
1 +

√
1+4tk

2
)

(d) vk+1 = uk +
tk − 1

tk+1
(uk − uk-1)

1

2

(146)

L’étape (a) consiste en une descente de gradient de la fonction f appliquée à la variable d’extrapo-

lation v, de pas α =
1

L
. L’étape (b) est l’opérateur proximal de αg, défini par

(I + α∂g)
−1

(v̆) = argmin
v

1

2
‖v − v̆‖22 + αg(v) (147)
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L’étape (d) est une extrapolation de la variable principale u à laquelle appliquer l’étape (a), obtenue
comme une combinaison linéaire de ses deux itérés précédents. La pondération de cette extrapolation
dépend de la variable tk calculée à l’étape (c), qui permet d’accorder une importance croissante au
terme uk −uk-1 par rapport au terme uk dans la pondération. Cette anticipation permet d’accélérer la
convergence de l’algorithme Fista par rapport à l’algorithme ISTA, qui consiste en la répétition des
étapes (a) et (b) à la variable principale.

Convergence La convergence de cet algorithme est en O(1/k2) sur l’énergie à minimiser. En effet,
pour toute solution u du problème (143), on a

∀k > 1, J(uk)− J(u) 6
2L ‖u0 − u‖22

(k + 1)2
(148)

De plus, il a récemment été prouvé [52] que les itérés (uk) convergent faiblement dans un espace
de Hilbert vers un minimiseur du problème (143).

12.2 Application au modèle TV

L’algorithme Fista est défini dans le cadre discret u ∈ R
n. Avant d’étudier le passage du cas

continu au cas discret dans la section 13, nous proposons ici quelques calculs dans le cas continu qui
permettent d’appliquer l’algorithme Fista dans le cas discret, à la fois pour le modèle TV et le modèle
TV-Curvelets.

Expression de la fonctionnelle L’application au modèle (93) est immédiat en choisissant l’attache
aux données pour le premier terme, et la régularisation pour le second terme. On pose ainsi pour tout
u ∈ L2(R2)

f(u) = F (u) et g(u) = λTV(u) (149)

Calcul du gradient Afin d’appliquer l’étape (a) de l’algorithme Fista au problème inverse , on a
besoin de calculer le gradient de la fonction F . On rappelle que celle-ci s’exprime pour u ∈ L2(R2)
comme

F (u) =
1

2
‖Au− d‖2 =

1

2
〈Au− d,Au− d〉 (150)

avec 〈·, ·〉 le produit scalaire canonique de L2(C2). Calculons son gradient au point u ∈ L2(R2). Pour
tout h ∈ L2(R2), on a

F (u+ h) = 1
2 〈A(u+ h)− d,A(u+ h)− d〉1

2

= 1
2 〈Au− d,Au− d〉+ 1

2 〈Ah,Au− d〉+ 1
2 〈Au− d,Ah〉+ 1

2 〈Ah,Ah〉1
2

= F (u) + 1
2 〈h,A∗(Au− d)〉+ 1

2 〈A∗(Au− d), h〉+ o(‖h‖22)
1

2

= F (u) + Re〈A∗(Au− d), h〉+ o(‖h‖22)
1

2

= F (u) + 〈ReA∗(Au− d), h〉+ o(‖h‖22)
1

2

(151)

La dernière égalité s’obtient en rentrant la partie réelle dans le produit scalaire, ce qui est possible
car h a été choisi dans L2(R2) et non pas dans L2(C2). D’où l’expression du gradient de F en le point
u ∈ L2(R2)

∇F (u) = Re (A∗(Au− d)) (152)
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qui peut se réécrire grâce à l’expression de A∗A obtenue en (41) en

∇F (u) = Re (k ∗ u−A∗d) (153)

Ainsi, le gradient de la fonction F se calcule aisément, car il est la somme du terme constant
Re(A∗d), qui peut se précalculer lors de l’étape d’initialisation de l’algorithme, et du terme Re(k ∗ u),
qui est une convolution et qui peut donc se calculer rapidement en passant par l’espace de Fourier.

Opérateur proximal de la variation totale Le calcul du gradient de F permet de définir la
variable intermédiaire

v̆ = vk − αRe(k ∗ vk −A∗d) (154)

à laquelle applique l’opérateur proximal de la variation totale. On calcule alors

uk = argmin
u

1

2
‖u− v̆‖22 + αλTV(u) (155)

Comme précisé dans la section 10, cet opérateur proximal est calculé en utilisant l’algorithme de
projection de Chambolle [49] combiné avec une accélération Fista.

12.3 Application au modèle TV-Curvelets

Expression de la fonctionnelle De même que dans la section 11.3 détaillant la double régularisa-

tion appliquée à l’algorithme primal-dual, on fait ici le choix de la variable double ũ =

(
c
t

)
. Les choix

des termes de minimisation reprennent les notations précédentes, et on pose

f(ũ) = F̃ (ũ) =
1

2
‖Ãũ− d‖22 et g(ũ) = G̃(ũ) = ‖Kũ‖1 avec K =

(
λ∇ 0
0 µW

)
(156)

Calcul du gradient Un calcul similaire au calcul (151) donne

∇F̃ (ũ) = Re
(
Ã∗(Ãũ− d)

)
(157)

soit, en remplaçant l’opérateur Ã par l’opérateur A

∇f(ũ) = Re

[
A∗(A(c+ t)− d)
A∗(A(c+ t)− d)

]
(158)

D’où l’expression finale du gradient de l’attache aux données f en ũ

∇f(ũ) = Re

[
k ∗ u−A∗d
k ∗ u−A∗d

]
(159)

qui se calcule de la même façon que dans le cas du modèle TV.
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Opérateurs proximaux On cherche à calculer l’opérateur proximal de αg à la valeur intermédiaire
v̆ définie par

v̆ = vk − αRe

[
k ∗ vk −A∗d
k ∗ vk −A∗d

]
(160)

c’est-à-dire résoudre le problème de minimisation

ũk = argmin
ũ

1

2
‖ũ− v̆‖22 + αg(ũ) (161)

En décomposant la variable intermédiaire en v̆ =

(
q̆
r̆

)
, il s’agit de minimiser la fonction

H(ũ) =
1

2

∥∥∥∥
(
c
t

)
−

(
q̆
r̆

)∥∥∥∥
2

2

+ α

∥∥∥∥
(
λ∇c
µWt

)∥∥∥∥
1

=
1

2
‖c− q̆‖22 +

1

2
‖t− r̆‖22 + ‖λ∇c‖1 + ‖µWt‖1

∥∥∥∥
(
c
t

)∥∥∥∥

=
1

2
‖c− q̆‖22 + ‖λ∇c‖1

︸ ︷︷ ︸
=h1(c)

+
1

2
‖t− r̆‖22 + ‖µWt‖1

︸ ︷︷ ︸
=h2(t)

∥∥∥∥
(
c
t

)∥∥∥∥

(162)

On remarque que les deux variables c et t sont séparables, et par conséquent

argmin
ũ

H(ũ) =



argmin

c

h1(c)

argmin
t

h2(t)


 (163)

où l’on reconnaît l’opérateur proximal de la variation totale, ainsi que l’opérateur proximal de la norme
L1 de la transformée en curvelets pondérée. Ce dernier opérateur revient en fait à appliquer un seuillage
doux sur chaque coefficient en curvelets, en prenant le seuil µwj , comme détaillé dans la section 10.

13 Discrétisation

Lors d’une acquisition d’imagerie RPE, le spectre de référence est constitué de M points, et le
sinogramme correspondant est de taille N × M. L’image que l’on cherche à reconstruire est de taille
M × M dans les reconstructions menées dans le cadre de ces travaux. Cependant, sa taille sera notée
L1×L2, afin de permettre à terme d’adapter ces calculs à des cas de zooms ou de redimensionnements.

13.1 Échantillonnage

Le processus de discrétisation est calqué sur le schéma d’acquisition des données : sur chaque droite
portée par les N angles choisis entre 0° et 180°, M points d’acquisition sont régulièrement espacés.
L’ensemble résulte en un réseau équiréparti en coordonnées polaires, comme visible sur la figure 38a.
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(a) Réseau polaire (b) Réseau cartésien

Figure 38 – Schémas d’échantillonnage

Comme le sinogramme est acquis sur un ensemble discret de points, il n’est pas possible de calculer
sa transformée de Fourier continue. Par contre, il est possible de calculer sa transformée de Fourier
discrète (TFD) pour chacun des angles θ. La TFD requiert dans le cas d’une image 2D une répartition
des données sous la forme du réseau cartésien de la figure 38b. L’adapter au cas d’un réseau polaire
revient à calculer des transformées de Fourier non-uniformes. Cependant, la disposition radiale des
acquisitions permet de ne calculer que des TFD en 1D, ce qui évite le recours aux transformées de
Fourier non-uniformes.

Comme l’acquisition du spectre de référence requiert un nombre de points suffisant pour bien
représenter les raies, le sinogramme admet le même nombre M de points d’acquisition pour chaque
angle, et ce nombre est suffisant pour approcher la transformée de Fourier continue du sinogramme en
sa transformée de Fourier discrète. Et contrairement aux angles d’acquisition qui ne nécessitent pas
d’être distribués de façon homogène entre 0° et 180°, les appareils d’imagerie RPE sont implémentés de
telle sorte à ce que les points d’acquisition soient régulièrement espacés pour une orientation donnée.
Il est donc possible d’appliquer une transformée de Fourier discrète pour chaque orientation donnée
du sinogramme. La seule précaution consiste à vérifier que le point d’acquisition central est considéré
comme le premier coefficient de la TFD. Cela revient à translater les données de M−1

2 points. Il s’agit
d’une translation sous-pixellique dans le cas où le nombre de points d’acquisition M est pair. Mais
comme les calculs présentés précédemment ne font pas intervenir le sinogramme, mais seulement sa
transformée de Fourier, il n’y a pas besoin de rééchantillonner les données, mais seulement de les
multiplier par le coefficient adapté dans l’espace de Fourier.

13.2 Discrétisation des opérateurs

Afin de pouvoir travailler sur des données discrètes, il est nécessaire de discrétiser les opérateurs
présents dans les algorithmes primal-dual et Fista, dans lesquels interviennent notamment le gradient
et la divergence, ainsi que les opérateurs A, A∗ et k définis dans le cadre de ce manuscrit.

Gradient Pour la discrétisation du gradient, le choix effectué est identique à celui présenté dans [49].
On définit le gradient discret ∇u ∈ (RL1×L2)2 d’une image u ∈ R

L1×L2 en posant pour tout (i, j) ∈
J1, L1K × J1, L2K

(∇u)i,j =
(
(∇u)1i,j , (∇u)2i,j

)
(164)
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avec

(∇u)1i,j =

{
ui+1,j − ui,j si i < L1

0 si i = L1
et (∇u)2i,j =

{
ui,j+1 − ui,j si j < L2

0 si j = L2

Divergence Le gradient et la divergence sont adjoints l’un de l’autre : ils vérifient la propriété
div = −∇∗. En notant X = R

L1×L2 , cela revient à s’assurer que pour tout p ∈ X2 et tout u ∈ X

〈 p,∇u〉X2 = 〈− div p, u〉X (165)

où 〈. , .〉X2 et 〈. , .〉X sont les produits scalaires associés aux espaces X2 et X respectivement. Le choix
de la divergence discrète div p ∈ R

L1×L2 est dicté par le choix effectué pour le gradient, et l’on obtient
pour tout p = (p1, p2) ∈ (RL1×L2)2 et pour tout (i, j) ∈ J1, L1K × J1, L2K

(div p)i,j =





p1i,j − p1i−1,j si 1 < i < L1

−p1i,j si i = 1
−p1i−1,j si i = N

+





p2i,j − p2i,j−1 si 1 < j < L2

−p2i,j si j = 1
−p2i,j−1 si j = N

(166)

Variation totale La variation totale continue présentée dans la section 9.1 vaut pour tout u ∈ W 1,1

TV(u) = ‖∇u‖1 (167)

D’après le choix (164) la variation totale discrète est ainsi définie pour tout u ∈ R
L1×L2 par

TV(u) =
∑

16i6L1

16j6L2

|(∇u)i,j | (168)

où |p| def

:=
√
p21 + p22 pour tout p = (p1, p2) ∈ R

2 × R
2.

Opérateur A L’opérateur A devient dans le cas discret

A :





R
L1×L2 −→ C

N×M

u 7−→ (Au)[n,m] = ĥ(ξm)

L1-1∑

p=0

L2-1∑

q=0

u[p, q] e−2iπξm(p,q)·eθn
(169)

avec (θn)n∈J1,NK les angles d’acquisition, et (ξm)m∈J1,MK les points de l’espace de Fourier, équirépartis
dans l’intervalle [0, 1[.

Opérateur adjoint A
∗ L’opérateur adjoint A∗ est défini par

A∗ :





C
N×M −→ C

L1×L2

v 7−→ (A∗v)[p, q] =

N∑

n=1

M∑

m=1

v[n,m] ĥ(ξm) e2iπξm(p,q)·eθn
(170)

Fonction d’étalement du point Le théorème (41) se reformule dans le cas discret pour toute image
u ∈ R

L1×L2 en
A∗Au = k ∗ u (171)

avec k ∈ R
L1×L2 défini par

k[p, q] :=

N∑

n=1

M∑

m=1

|ĥ(ξm)|2e2iπξm(p,q)·eθn (172)
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13.3 Calcul des convolutions

Algorithme primal-dual Dans le cas de l’algorithme primal-dual, effectuer les calculs (118) et
(142) dans le cas discret revient à effectuer une déconvolution non-périodique. À partir du moment
où on sait inverser les opérateurs I + τA∗A et I + τÃ∗Ã, on obtient facilement une solution de (117)
et de (136). Puisque l’on a explicité les résultats de la section 4 dans le cas discret dans la section
qui précède, on peut considérer A comme une hypermatrice de Vandermonde, et A∗A comme une
hypermatrice de Toeplitz. L’opérateur A∗A devient ainsi une convolution discrète non-périodique avec
k la fonction d’étalement du point. Cette propriété a été utilisée pour la première fois par Kostov
pour inverser la seule transformée de Radon [53] et par Feichtinger, Gröchenig et Strohmer pour la
restauration d’images échantillonnées sur un réseau irrégulier [28]. Le théorème de convolution (29)
permet de calculer dans le cas discret des convolutions périodiques grâce à la transformée de Fourier
discrète. Afin de pouvoir tout de même utiliser la TFD, nous faisons ici l’hypothèse que la convolution
non-périodique peut être approchée par une convolution périodique. Cette hypothèse est bien adaptée
aux propriétés physiques des acquisitions RPE : sur les bords de la zone d’acquisition, aussi appelée
field of view (FOV), le sinogramme est quasi-nul. Cette approximation sera toutefois validée par la
comparaison des deux algorithmes de minimisation dans la section 14.4.

Algorithme Fista Dans le cas de l’algorithme Fista, il n’y a pas besoin d’inverser l’opérateur
A∗A, mais seulement de le calculer comme une convolution non-périodique. On précalcule pour cela k
la fonction d’étalement du point de taille double par rapport à l’image u, que l’on complète jusqu’à la
même taille par des zéros. Multiplier les TFD de ces deux images de taille double revient à effectuer
une convolution périodique en évitant le phénomène de repliement du spectre.

13.4 Choix des paramètres

Algorithme primal-dual La minimisation par l’algorithme primal-dual nécessite de disposer de
trois paramètres : τ , σ, et L la norme triple de l’opérateur K. Seul le paramètre τ est en réalité à
choisir parmi les trois, car le paramètre L se calcule et le paramètre σ est ensuite choisi afin de respecter
la condition (104). On pose pour cela

σ =
0.99

τL2
(173)

Dans le cas du modèle TV, la norme triple de l’opérateur K = ∇ est égale à la norme triple de
son opérateur adjoint K∗ = div, qui est plus facile à calculer. En posant p ∈ R

L1×L2 × R
L1×L2 , et en

appliquant deux fois l’inégalité (a+ b)2 6 2(a2 + b2), on obtient

‖ div(p)‖22 =
∑

i,j

[
(p1i,j − p1i−1,j) + (p2i,j − p2i,j−1)

]2

6 2
∑

i,j

[
p1i,j − p1i−1,j

]2
+
[
p2i,j − p2i,j−1

]2

6 2
∑

i,j

2
[
(p1i,j)

2 + (p1i−1,j)
2
]
+ 2

[
(p2i,j)

2 + (p2i,j−1)
2
]

6 4
∑

i,j

(p1i,j)
2 + (p1i−1,j)

2 + (p2i,j)
2 + (p2i,j−1)

2

6 4× 2 ‖ p ‖22 = 8 ‖ p ‖22

(174)

On obtient ainsi la majoration |||K|||2 6 8, et on choisit L2 = 8.
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Dans le cas du modèle TV-Curvelets, l’opérateur K s’exprime K =

(
λ∇ 0
0 µW

)
, et donc pour

tout ũ =

(
c
t

)
∈ L2(R2)× L2(R2), on peut majorer successivement la norme L2 de Kũ par

‖Kũ‖22 =

∥∥∥∥
(
λ∇c
µWt

)∥∥∥∥
2

2

= λ2‖∇c‖22 + µ2‖Wt‖22
1

2

6 λ2 × 8‖c‖22 + µ2‖t‖22 d’après la propriété de tight frame
1

2

6 max (8λ2, µ2)× (‖c‖22 + ‖t‖22)
1

2

= max (8λ2, µ2)× ‖ũ‖22
1

2

(175)

On a donc la majoration |||K|||2 6 max (8λ2, µ2) et on pose

L =
√
max (8λ2, µ2) (176)

Algorithme Fista Le seul paramètre à calculer dans le cas de l’algorithme Fista est la constante
de Lipschitz du gradient du terme d’attache aux données. Ce gradient s’exprime dans le cas du modèle
TV par ∇F (u) = Re(A∗(Au − d)) d’après le résultat du calcul (151). On cherche donc à majorer la
norme de

∇F (u)−∇F (v) = Re[(A∗Au− d)− (A∗Av − d)] = Re(A∗A(u− v)) (177)

Cela revient à calculer la norme triple de A∗A, qui se majore aisément par

‖A∗Au‖2 = ‖k ∗ u‖2 6 ‖k‖1 × ‖u‖2 (178)

La constante de Lipschitz du gradient de F est donc majorée par ‖k‖1 la norme L1 de la fonction
d’étalement du point, et on pose

α =
1

L
avec L = ‖k‖1 (179)

Le calcul est identique dans le cas du modèle TV-Curvelets.

Paramètres des modèles Le choix du paramètre λ du modèle TV n’obéit pas à notre connaissance
à une heuristique particulière, mais dépend au contraire de l’amplitude du spectre, du sinogramme,
et de leur rapport respectif. Normaliser les données peut s’avérer une solution dans certains cas, mais
complique la minimisation dans d’autres cas. L’algorithme primal-dual est en effet assez sensible au
choix du paramètre τ , et une normalisation des données afin d’affiner le paramètre λ dans les ordres de
grandeurs de ceux utilisés pour les problèmes de débruitage, c’est-à-dire autour de 10−2, peut rendre
l’algorithme de minimisation très difficile à faire converger malgré le choix de σ et de τ avec les bonnes
propriétés théoriques.

En ce qui concerne le modèle TV-Curvelets, une fois que le paramètre λ est fixé pour obtenir une
bonne régularisation par variation totale, une bonne valeur candidate pour µ est généralement trois
ordres de grandeurs en dessous, soit

µ ≈ λ× 10−3 (180)

D’après nos expériences, ce choix de µ donne des résultats satisfaisants en première approche, et évite
de parcourir tout l’espace des paramètres (λ, µ).



78 Résolution du problème inverse

13.5 Implémentation

Cette section détaille quelques choix techniques effectués lors de l’implémentation de ces algorithmes
qui a été effectuée grâce au logiciel Matlab [54].

Lecture des données Les fichiers enregistrés par les dispositifs RPE de l’Université Paris Descartes
sont dans les formats fournis par Bruker en .DSC, .DTA et .YGF. Ces formats sont lisibles en Matlab

grâce à la fonction eprload de la toolbox EasySpin [55].

Débiaisage des données Certaines données présentent un biais lié à l’acquisition, et le spectre ou le
sinogramme peuvent se retrouver penchés alors qu’aucune raison théorique n’explique ce phénomène,
qui serait peut-être dû au chemin de conversion analogique-numérique de la console de RPE. Afin de
supprimer ce biais, le spectre de référence est corrigé en lui soustrayant une droite interpolée sur les
deux quarts extérieurs de l’acquisition, hors de la présence de toute raie. Le sinogramme est corrigé en
lui soustrayant une parabole interpolée sur les bandes extérieures, où l’acquisition ne représente que
du bruit.

Débruitage du spectre Lorsque le spectre de référence présente du bruit, il est débruité lors une
étape préliminaire à la minimisation. On utilise pour cela les ondelettes de type Symmlet de la toolbox
WaveLab 850 [56] en choisissant d’annuler 70 % des coefficients en symmlets du spectre.

Transformées de Fourier non-uniformes Dans la phase d’initialisation, il est nécessaire de recou-
rir par deux fois à des transformées de Fourier non-uniformes : pour calculer k la fonction d’étalement
du point et pour calculer A∗d l’opérateur adjoint A∗ appliqué à d la transformée de Fourier du sino-
gramme. On utilise pour cela la fonction nufft2d1 de la toolbox Nufft [57, 58].

Curvelets Les transformées en curvelets sont calculées avec la toolbox CurveLab [59], qui corres-
pond à l’implémentation de la contribution [45].
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Cinquième partie

Résultats

Cette partie présente les résultats des reconstructions obtenues par les méthodes variationnelles
présentées précédemment sur des acquisitions IRPE. Ces reconstructions sur des données simulées ou
des acquisitions réelles sont comparées avec les reconstructions obtenues par le logiciel Xepr.

14 Résultats sur données simulées

14.1 Création des données simulées

Fantôme Les premières simulations ont été conduites sur le fantôme introduit par Shepp et Logan
dans [29]. Il s’agit d’une image de test standardisée qui ressemble à une coupe de cerveau humain,
visible en figure 39. Cette image a été générée par la fonction phantom de Matlab, et choisie de taille
512 pixels × 512 pixels.

Figure 39 – Le fantôme de Shepp-Logan

Transformée de Radon La première étape pour obtenir le sinogramme est de calculer la transfor-
mée de Radon du fantôme de Shepp-Logan. À des fins de validation de notre modèle, nous n’utilisons
pour cela pas l’opérateur A défini dans la partie II mais la fonction radon de Matlab. D’après la
documentation de cette fonction, chaque pixel de l’image est divisé en quatre sous-pixels, et chacun
de ces sous-pixels est projeté séparément sur la droite d’angle θ, comme illustré sur la figure 40. La
contribution de chaque sous-pixel est proportionnelle à la distance de sa projection au centre de la
zone de projection.
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Figure 40 – Fonction radon

(Source : documentation Matlab)
Figure 41 – Cercle d’acquisition

La transformée de Radon est calculée pour N = 100 angles θ équirépartis entre 0° et 180°, et un
nombre de points environ égal au nombre de pixels d’un côté de l’image multiplié par

√
2, afin de

prendre en compte la diagonale du carré pendant le balayage angulaire, comme illustré sur la figure 41.
La formule exacte du nombre de points calculée par Matlab est

M = 2




√
2

(
Nbpixels −

⌊
Nbpixels − 1

2

⌋
− 1

)2


+ 3 (181)

où ⌊·⌋ représente la partie entière par défaut et ⌈·⌉ la partie entière par excès. Pour une image de côté
Nbpixels = 512 comme celle du fantôme de Shepp-Logan, cette formule donne un nombre de points
égal à M = 729. La transformée de Radon ainsi obtenue est une image de taille N ×M = 100× 729 :
l’abscisse indique l’angle d’acquisition θ, l’ordonnée indique le pixel de projection numéroté par rapport
au centre, et l’intensité représente la contribution de chacun des sous-pixels. La transformée de Radon
du fantôme de Shepp-Logan est présentée en figure 42.
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Figure 42 – Transformée de Radon du fantôme de Shepp-Logan

Spectre de référence Il ne reste plus qu’à choisir un spectre de référence et à le convoler avec
la transformée de Radon pour obtenir le sinogramme. Ce spectre de référence est simulé comme un
spectre à une raie, modélisé comme une dérivée de gaussienne. On suppose pour cela que le fantôme
de Shepp-Logan est une image de taille 2cm×2cm, et que le gradient de champ a une intensité de
2G/cm. Chaque pixel de l’image fait donc une taille de 2 cm/512 pixels ≃ 39 µm, ce qui correspond
à un échantillonnage du spectre en champ magnétique tous les 39 µm × 2G/cm ≃ 0,0078G. Comme
la transformée de Radon implémentée dans Matlab possède 729 points par angle, on échantillonne
également le spectre sur 729 points, ce qui fait un écart au champ de résonance compris entre -2,84G et
+2,84G. Puisque la valeur du champ de résonance Br n’intervient ni dans la modélisation du spectre
ou du sinogramme, ni dans la reconstruction de l’image associée, les axes donnés en champ magnétique
seront pour les données simulées centrées en 0, et considérés comme représentant l’écart au champ Br,
qui peut être choisi arbitrairement.

Par conséquent, la gaussienne dont on prend la dérivée est choisie centrée en 0 avec un écart-type
de 0,025G. Cet écart-type est choisi pour représenter une largeur pic-à-pic de 0,05G, c’est-à dire l’écart
en abscisse entre le pic du haut et le pic du bas de la dérivée de la gaussienne. Le spectre obtenu est
présenté en figure 43. La figure 44 est un zoom au centre du spectre obtenu, où l’on remarque que l’on
a 7 points d’acquisition entre les deux pics : cet échantillonnage est suffisant pour représenter la raie.
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Figure 43 – Spectre simulé
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Figure 44 – Zoom sur la distance pic-à-pic

Convolution avec le spectre Le spectre simulé h est ensuite convolé avec la transformée de Radon
du fantôme de Shepp-Logan. Pour chaque angle d’acquisition θ on calcule la convolution du spectre h
et de la transformée de Radon à l’angle θ en utilisant la transformée de Fourier discrète 1D (TFD).
Pour simuler une convolution non-périodique, on utilise la technique du zero-padding : le spectre et
la transformée de Radon sont complétés par M zéros avant de calculer leur TFD pour appliquer le
théorème de convolution. Le sinogramme obtenu est présenté en figure 45.

Angle θ (degrés)

0 50 100 150

C
h
a
m

p
 m

a
g
n
é
ti
q
u
e
 (

G
)

-2

-1

0

1

2

In
te

n
s
it
é
 (

U
.A

.)

×10 4

-6

-4

-2

0

2

4

6

Figure 45 – Sinogramme du fantôme de Shepp-Logan

Ajout de bruit Le sinogramme obtenu est ensuite bruité par un bruit blanc gaussien de variance
σ = 0.03 proportionnellement à son amplitude. Le spectre est également bruité proportionnellement à
son amplitude, mais avec un bruit de variance σ = 0.03/

√
N , soit 0.003. Ce décalage entre les niveaux
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de bruit a été justifié dans la section 2.2 concernant la physique de l’acquisition d’images RPE. Les
spectre et sinogramme bruités sont présentés en figures 46 et 47.
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Figure 46 – Spectre bruité
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Figure 47 – Sinogramme de Shepp-Logan bruité

14.2 Exemple de reconstruction

Reconstruction La reconstruction est menée sur les données de la section précédente en utilisant
l’algorithme de minimisation primal-dual sur le modèle TV. Les paramètres sont choisis de la façon
suivante : λ = 0.05 pour la régularisation par variation totale et τ = 100 pour la minimisation. L’image
minimisant la fonctionnelle est présentée en figure 48.

Figure 48 – Fantôme de Shepp-Logan reconstruit par le modèle TV
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Analyse Du point de vue visuel, la reconstruction proposée ressemble bien à l’image originale de la
figure 39. On retrouve bien les ellipses présentes dans l’image de départ : celles-ci sont bien découpées,
et on retrouve les niveaux de gris adéquat. Les contours sont bien nets, et on ne retrouve pas de bruit
dans les zones d’aplat, car celui-ci a bien été supprimé grâce à la régularisation par variation totale. Un
défaut que l’on peut toutefois trouver à cette image est d’avoir collé les trois petites ellipses présentes
dans le bas de l’image, alors que celles-ci sont normalement séparées.

L’analyse quantitative de cette image sera menée dans la section suivante, qui traite de la robustesse
de la méthode variationnelle employée face à la diminution du nombre d’angles d’acquisition.

Temps de calcul La courbe montrant l’énergie J(u) = ‖Au− d‖22 + λTV(u) en fonction du temps
de calcul est présentée en figure 49. Dans les premières itérations, on reconnaît les petits sauts caracté-
ristiques de la minimisation par l’algorithme primal-dual, qui n’assure pas une décroissance monotone
de l’énergie. En quelques dizaines de secondes, on obtient une image stable visuellement que l’on consi-
dère comme le minimiseur de la fonctionnelle. Cette minimisation a également été menée sur des temps
beaucoup plus long afin de vérifier qu’il ne s’agissait pas d’un simple palier qu’il aurait fallu dépasser.
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Figure 49 – Temps de minimisation de la fonctionnelle

14.3 Robustesse à la diminution du nombre d’angles

Contrairement au cas de l’IRM où le chemin d’échantillonnage peut être choisi quasi-arbitrairement
et où des optimisations de ce chemin peuvent permettre de nettes améliorations des reconstructions [60]
[61], l’avancement actuel de la technologie d’IRPE n’autorise que des acquisitions sur des lignes radiales
équiréparties angulairement, avec un échantillonnage lui aussi équiréparti magnétiquement sur chacune
de ces lignes.

Afin d’étudier la robustesse de notre modèle face à diminution des données d’acquisitions, nous
avons choisi de diminuer progressivement le nombre d’angles et de comparer les reconstructions obte-
nues par le modèle TV et par Xepr. Le choix de diminuer le nombre d’angles plutôt que le nombre de
points se justifie par la technologie : il est plus coûteux en temps et en énergie de changer l’orientation
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des gradients de champ que de changer la valeur du champ magnétique B. Par conséquent, il est plus
intéressant de diminuer le nombre d’angles que le nombre de points d’acquisition pour permettre une
diminution des temps d’acquisition.

Les reconstructions proposées dans la figure 50 permettent de comparer la robustesse de la recons-
truction variationnelle et celle du logiciel Xepr. Elle sont menées sur le sinogramme de la figure 47,
d’abord avec les 100 angles d’acquisition, puis avec 50 angles, et enfin 25 angles. Les angles conservés
sont choisis en conservant l’angle θ = 0°, puis en sélectionnant un angle sur deux ou un angle sur
quatre. Le nombre de points du sinogramme et du spectre reste constant égal à 729.

Les reconstructions présentées dans la colonne 50a sont celles obtenues avec le logiciel Xepr, pour
les paramètres de déconvolution width= 0.1 and threshold= 0.5 du filtre gaussien, et les paramètres
de rétroprojection Reduce= 512 et ImageSize= 512.

Les reconstructions présentées dans la colonne 50b sont celle obtenues avec le modèle TV minimisé
par l’algorithme primal-dual. Le paramètre de variation totale est fixé à λ = 0.05 et le paramètre de
minimisation à τ = 100. Les images obtenues sont de tailles 729 × 729. Afin de pouvoir comparer les
images du modèle TV avec celles de Xepr, elles ont été tronquées à l’image centrale de taille 512×512.
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Figure 50 – Reconstructions avec diminution du nombre d’angles
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On observe que le modèle TV surpasse le logiciel Xepr à la fois qualitativement et quantitativement.
D’un point de vue visuel, les reconstructions TV sont nettes alors que les reconstructions Xepr sont
floues et bruitées. De plus, quand le nombre d’angles diminue de 100 à 50 puis à 25, de gros artefacts
apparaissent sur les bords de l’image dans les reconstructions Xepr, tandis que les reconstructions TV
sont robustes au manque d’information entre les lignes d’acquisition.

D’un point de vue quantitatif, les PSNR des reconstructions de la figure 50 par rapport au fantôme
original sont calculés dans le tableau 3 ci-dessous. Ces valeurs confirment l’analyse qualitative, à savoir
que les reconstructions avec le modèle TV sont plus proches du fantôme original, notamment quand
le nombre d’angles est faible.

Xepr Modèle TV
100 angles 16,38 18,63
50 angles 13,62 18,81
25 angles 10,90 16,03

Tableau 3 – PSNR des reconstructions Xepr et modèle TV

Cette expérience valide notre premier modèle proposant une régularisation par variation totale, qui
permet des reconstructions robustes à un nombre d’angles d’acquisition réduit sur des sinogrammes
créés à partir d’images constantes par morceaux. Comme le temps d’acquisition est une limitation
forte pour les mesures in vivo, la possibilité d’obtenir des images correctes à partir d’un petit nombre
d’acquisitions angulaires est un progrès significatif pour l’imagerie du petit animal et l’IRPE clinique.

14.4 Validation de l’hypothèse de convolution périodique

L’objectif de cette section est de comparer les reconstructions obtenues par l’algorithme primal-
dual et l’algorithme Fista, à la fois du point du vue de la qualité de la reconstruction et du temps de
calcul. L’algorithme primal-dual utilisé pour les reconstructions précédentes a l’avantage de la rapidité.
Il ne faut cependant pas oublier qu’il nécessite dans le cas discret l’approximation d’une convolution
non-périodique en une convolution périodique, détaillée dans la section 13.3.

Au contraire, l’algorithme Fista ne nécessite pas d’effectuer cette approximation. En effet, le calcul
de la variable intermédiaire v̆ dans l’étape (a) de l’algorithme (146) ne fait intervenir que le calcul
du gradient ∇F (u) = A∗(Au − d). Ce calcul est exact car il ne nécessite pas d’inverser l’opérateur
A∗A. La contrepartie de l’exactitude du calcul réside en la résolution de l’opérateur proximal du
terme de régularisation. Cette étape est un problème de minimisation à lui seul, qui peut prendre un
temps considérable en fonction de la nature du terme de régularisation, notamment lorque celui-ci
fait intervenir la variation totale. Afin de prendre en compte ce paramètre de variabilité, les tests de
reconstruction avec Fista sont menés pour différentes valeurs du nombre d’itérations de l’opérateur
proximal de la variation totale, que l’on note n_prox. Ce paramètre balaye différentes valeurs fixées
dans l’intervalle [1, 500], plus une dernière valeur changeante : à chaque itération de la boucle principale
de Fista, que l’on numérote it, le nombre d’itérations de l’opérateur proximal vaut

n_prox = min(it,n_prox_max) (182)

où la variable n_prox_max est fixée à 500. Cela signifie qu’au début du processus de minimisation,
l’accent est mis sur la descente de gradient, et à la fin sur le terme de régularisation.

Les reconstructions obtenues à convergence sont présentées dans la figure 51. La décroissance de
l’énergie J(u) = F (u) + λTV(u) en fonction du temps est présentée dans la figure 52 pour tous les
paramètres de minimisation testés.
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À part pour les faibles valeurs de n_prox des deux images 51a et 51b, les résultats visuels de ces
reconstructions sont indiscernables entre eux, et correspondent bien au fantôme original de Shepp-
Logan. Indépendamment des paramètres de minimisation choisis, toutes les fonctionnelles convergent
vers des valeurs stables de l’énergie, proche de la valeur J(u) = 1, 8.105.

Pour les cas limites n_prox=1 et n_prox=10, la fonctionnelle converge vers les valeurs 2, 2.105 et
1, 9.105, qui sont significativement plus élevées que dans les autres cas. En effet, l’opérateur proximal
de la variation totale n’a pas atteint la convergence après aussi peu d’itérations, ce qui fait converger
la boucle principale de Fista vers un niveau d’énergie plus élevé qu’attendu. C’est pourquoi les deux
premières images présentent encore des artefacts liés au bruit dans les zones grises du milieu.

Les résultats obtenus par les algorithmes primal-dual et les cas n_prox=100, n_prox=500 et n_prox
variable de Fista atteignent à convergence des niveaux d’énergie très similaires. Ce constat confirme
la validité de l’approximation effectuée dans le cas de l’algorithme primal-dual.

La différence principale entre ces quatre cas consiste en le temps nécessaire pour atteindre la
convergence : de quelques dizaines de secondes pour l’algorithme primal-dual à une quinzaine de
minutes dans le cas n_prox=500, qui est le plus défavorable de l’algorithme Fista. Cette rapidité de
convergence justifie donc l’emploi de l’algorithme primal-dual ou du Fista avec un nombre d’itérations
variable sur l’opérateur proximal.
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(a) FISTA n_prox = 1 (b) FISTA n_prox = 10

(c) FISTA n_prox = 100 (d) FISTA n_prox = 500

(e) FISTA n_prox = variable (f) Algorithme primal-dual

Figure 51 – Reconstructions avec différents paramètres des algorithmes de minimisation



90 Résultats

Temps CPU (s)
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

É
n

er
g

ie
×10

5

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

6.5

Primal-dual
Fista n prox  = 1

Fista n prox  = 10

Fista n prox  = 100

Fista n prox  = 500

Fista n prox  = variable

Figure 52 – Vitesse de convergence des différents algorithmes

14.5 Reconstruction des textures

Le modèle TV a été validé dans le cadre des acquisitions avec peu d’angles dans la section 14.3.
Cette section justifie numériquement dans le cadre des reconstructions IRPE la nécessité d’introduire
le modèle TV-Curvelets comme second terme de régularisation. Dans ce but, diverses textures ont été
ajoutées au fantôme de Shepp-Logan. Le fantôme texturé est présenté en figure 53, et son sinogramme
en figure 55, de taille 729× 200.

Figure 53 – Fantôme de Shepp-Logan texturé Figure 54 – Reconstruction avec le modèle TV
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Figure 55 – Sinogramme du fantôme de Shepp-Logan texturé

La reconstruction obtenue avec le modèle TV pour le paramètre λ = 10−2 est montrée dans la
figure 54. Bien que la forme globale du fantôme soit retrouvée, les détails des textures sont perdus lors
du processus de reconstruction. Cela est dû à la naïveté du modèle TV qui ne s’applique correctement
qu’à des images constantes par morceaux de type cartoon.

C’est pourquoi il a été nécessaire d’introduire un second modèle plus sophistiqué afin de retrouver
les textures : le modèle TV-Curvelets décrit dans la section 9.2. La reconstruction visible en figure 56
a été menée avec les paramètres λ1 = 5.10−2 et λ2 = 5.10−5.

(a) Reconstruction (b) Image cartoon c (c) Image texture t

Figure 56 – Reconstruction avec le modèle TV-Curvelets

D’un point de vue visuel, le modèle TV-Curvelets permet comme attendu une reconstruction plus
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fine des textures que le modèle TV, comme on peut le voir sur le zoom présenté en figure 57. D’un
point du vue quantitatif, le PSNR de l’image TV-Curvelets par rapport à l’original est de 17,56, ce
qui est très légèrement supérieur à celui de l’image TV par rapport à l’original, qui est de 17,54.

(a) Original (b) Modèle TV (c) Modèle TV-Curvelets

Figure 57 – Zoom comparatif sur le fantôme de Shepp-Logan texturé

15 Résultats sur données réelles

Les spectres et sinogrammes présentés dans cette section ont été obtenus grâce à l’appareil d’ima-
gerie RPE de l’Université Paris Descartes. Les deux acquisitions présentées ici ont été effectuées en
bande X à 10 GHz, avec un spectromètre E540 de la marque Bruker, relié à un résonateur TMS.

15.1 Encre sur papier

Échantillon Le premier échantillon consiste en une impression d’encre sur papier. L’encre utilisée
possède des propriétés paramagnétiques lui permettant d’être visible en RPE. Les trois motifs d’im-
pressions de l’échantillon photographié dans la figure 58 représentent un pique, un trèfle et un carreau.

Figure 58 – Photo des motifs imprimés à l’encre



Résultats sur données réelles 93

Acquisition Les paramètres de l’acquisition en bande X sont les suivants : modulation d’amplitude
de 1,5 G, fréquence de 100 kHz, puissance micro-onde de 19,86 mW, temps de conversion de 41 ms, et
constante de temps de 40,96 ms. Le sinogramme a été obtenu avec un gradient de champ d’intensité
57,6 G/cm, avec 94 angles de mesure et 1300 points par projection. L’expérience a duré 88 minutes. Le
spectre et le sinogramme obtenus, déjà présentés dans la section 2, sont rappelés en figures 59 et 60.
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Figure 59 – Spectre de référence
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Figure 60 – Sinogramme

Reconstruction La reconstruction avec le modèle TV de cet échantillon papier est présentée dans
la figure 62, où le paramètre de régularisation vaut λ = 5.1015. Cette dernière est comparée avec la
reconstruction Xepr de la figure 61. Les couleurs du rendu ont été inversées : le fond qui ne contient
pas d’espèce paramagnétique aurait dû apparaitre en noir, et les motifs imprimés à l’encre en blanc.
Cependant les valeurs ont été échangées pour faciliter la comparaison visuelle avec l’échantillon, dont
les motifs ont été imprimés avec de l’encre de couleur noire.
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Figure 61 – Reconstruction avec Xepr

Figure 62 – Reconstruction avec le modèle TV

Analyse La première remarque à faire concernant ces deux images concerne leur taille respective :
le côté du carré de la zone de reconstruction par les méthodes variationnelles est

√
2 plus grande

que celui de Xepr. Cette différence s’explique car la zone d’acquisition de la machine est circulaire,
comme illustré sur le schéma de la figure 63. Xepr ne reconstruit que le carré inscrit dans le disque
d’acquisition, tandis que les méthodes variationnelles proposées ici permettent aisément de reconstruire
la carré circonscrit au disque. On peut d’ailleurs observer une légère marque circulaire correspondant
au bord du disque d’acquisition sur la figure 62. Élargir la zone de reconstruction permet notamment
de pouvoir retrouver l’information potentielle se situant dans la zone grisée sans devoir refaire une
acquisition en centrant davantage l’échantillon dans la cavité.

Figure 63 – Taille des images reconstruites
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Du point de vue qualitatif, la reconstruction avec la méthode TV est meilleure visuellement que la
reconstruction avec Xepr : le fond est mieux débruité, et les bords des formes pique, trèfle et carreau
sont plus nets. Comme cet échantillon ne présente pas de texture, l’image n’a pas été reconstruite avec
le modèle TV-Curvelets : il n’aurait en effet pas apporté d’information supplémentaire sur les textures.

D’un point de vue quantitatif, il n’est pas possible de comparer la reconstruction avec l’image ori-
ginale, comme il a été fait dans la section 14, car cette image ne préexiste pas à la reconstruction.
L’image la plus proche de la vérité terrain serait une reconstitution créée à partir de la photographie de
l’échantillon. Cependant une telle image ne serait fidèle qu’aux motifs imprimés, qui sont difficilement
photographiables dans le plan exact où a été faite l’acquisition du sinogramme. Elle ne retranscrirait
pas par exemple les deux points noirs proches du centre visibles sur les figures 61 et 62, ou les trois
points blancs plus excentrés dont seulement l’un est visible sur la figure 61. L’origine de ces artefacts est
inconnue, mais puisque la plupart de ces points sont visibles avec les deux méthodes de reconstruction,
nous faisons l’hypothèse qu’ils sont bien présents dans le sinogramme et qu’ils résultent potentiellement
d’une contamination de l’échantillon ou du tube par une espèce paramagnétique. Par conséquent, la
reconstitution d’une image censée représenter la vérité terrain serait entachée de trop de facteurs d’in-
certitudes comme l’orientation exacte de l’acquisition ou la présence de ces points, pour la considérer
comme image de référence avec laquelle comparer les reconstructions.

15.2 Phalange irradiée

Échantillon D’autres reconstructions ont été menées sur des données expérimentales acquises sur
une phalange distale irradiée fournie par Phillipe Lévèque et Bernard Gallez, de l’Université Catholique
de Louvain, Belgique. La phalange a été irradié en utilisant des rayons X, et cette irradiation a mené
à des défauts paramagnétiques présents dans la structure moléculaire de l’os. Ces défauts présents
dans la partie solide de l’os peuvent être utilisés pour mesurer a posteriori la quantité de rayonnement
reçu [62], et sont observables grâce à l’imagerie RPE [4].

Une photo de la phalange est visible sur la figure 64a, et une tranche d’un scan CT à la même
orientation est visible sur la figure 64b. L’image micro-CT a été obtenue avec un appareil SkyScan
1178 X-Ray paramétré à 50 kV, 615 mA, et pour une taille de pixel de 80 µm. Les images brutes du
micro-CT ont été traitées en utilisant la suite logicielle Nrecon, CTAn et CTVol de SkyScan.
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(a) Photo (b) Scan micro-CT

Figure 64 – Échantillon phalange

Acquisition Les paramètres de l’acquisition IRPE effectuée en bande X sont les suivants : mo-
dulation d’amplitude de 3G, fréquence de 100 kHz, puissance micro-onde de 0,09942 mW, temps de
conversion et constante de temps de 163,84 ms. Le sinogramme a été obtenu avec un gradient de champ
d’intensité 1,75 T/m, avec 117 angles de mesure et 2048 points par projection. L’expérience a duré 11
heures. Le spectre et le sinogramme obtenus sont présentés en figures 65 et 66.
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Figure 65 – Spectre de référence de la phalange
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Figure 66 – Sinogramme de la phalange

Reconstruction La figure 67a présente la reconstruction obtenue avec le modèle TV-Curvelets.
La décomposition cartoon-texture associée est présentée en figures 67b et 67c. À cause de la haute
intensité des données du spectre et du sinogramme en comparaison avec le fantôme de Shepp-Logan,
les paramètres ont été fixés à λ = 109 et µ = 106.
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(a) Reconstruction (b) Image cartoon c (c) Image texture t

Figure 67 – Reconstruction avec le modèle TV-Curvelets

Analyse On observe que de nombreuses textures sont retrouvées grâce au modèle TV-Curvelets,
comme pouvaient le laisser penser les simulations effectuées sur le fantôme de Shepp-Logan texturé.
En guise de comparaison, les reconstructions obtenues avec Xepr et le modèle TV sont montrées en
figure 68, où le paramètre λ du modèle TV est fixé à 1012.
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(a) Xepr (b) Modèle TV (c) Modèle TV-Curvelets

Figure 68 – Reconstructions de la phalange par trois modèles, et zoom
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Comme dans les résultats obtenus sur les données simulées et sur les impressions à l’encre, le modèle
TV de la figure 68b surpasse la reconstruction Xepr de la figure 68a, en particulier en ce qui concerne
le niveau de bruit visible dans le fond noir de l’image, mais ne reconstruit pas suffisamment les détails
des textures pour bien représenter la granularité de la phalange. Par contre, le modèle TV-Curvelets
de la figure 68c représente bien les détails osseux de la phalange, et ceux-ci sont cohérents avec les
textures visibles sur le scan CT de la figure 64b. Cela signifie que la régularisation par curvelets n’a
pas recréé de fausses textures afin de combler un potentiel manque d’information, mais a au contraire
retrouvé la structure fine de l’os. En effet, le scanner CT est un dispositif d’imagerie anatomique alors
que l’IRPE est un dispositif d’imagerie moléculaire : on peut supposer que les effets à long terme
de l’irradiation sont spatialement corrélés à la répartition osseuse de la phalange. Les similarités de
textures entre les deux images valident cette hypothèse, et confirment la pertinence de l’introduction
du modèle TV-Curvelets sur des données réelles.

15.3 Réduction des temps d’acquisition

Le sinogramme de la phalange a été acquis pendant une expérience ayant duré 11 heures. Afin
de simuler un temps d’acquisition réduit, des reconstructions ont été entreprises à partir du même
sinogramme dont on n’a conservé qu’un angle sur cinq, et un point sur quatre. Cela permet de simuler
un temps d’acquisition réduit par 20, soit une expérience totale d’un peu plus d’une demi-heure.
Les paramètres du modèle TV-Curvelets ont été adaptés en conséquence à λ = 5.107 et µ = 105. Les
reconstructions avec Xepr et le modèle TV-Curvelets sont présentées en figure 69. Bien que les textures
n’apparaissent pas aussi clairement qu’avec le sinogramme entier, le modèle TV-Curvelets réussit à
retrouver la forme globale de la phalange, alors que Xepr échoue à reconstruire les bords de la phalange.
C’est pourquoi le modèle variationnel proposé est efficace pour traiter des acquisitions préliminaires,
lorsque la zone sur laquelle doit être concentrée l’acquisition fine n’a pas encore été délimitée.
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(a) Xepr (b) Modèle TV-Curvelets

Figure 69 – Reconstruction sur un sinogramme incomplet
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Sixième partie

Séparation de sources

Le problème de la séparation de sources consiste à départager les contributions de plusieurs espèces
paramagnétiques lorsque celles-ci sont présentes dans le même échantillon. Pour la spectroscopie, il
s’agit de récupérer les spectres de chacune des espèces, et pour l’imagerie il s’agit de récupérer les
images de répartition de chacune des espèces.

Ce problème a été traité à l’aveugle dans le cas de la spectroscopie par [63, 64, 65]. La précision
à l’aveugle désigne ici le fait de ne pas connaître les concentrations respectives des différentes espèces
avant de procéder à la séparation. Les deux premières de ces références proposent de la séparation
spectrale de sources sous deux conditions. La première est de pouvoir modéliser le spectre obtenu
comme une réponse linéaire à la présence d’une espèce paramagnétique donnée, qui est une hypothèse
raisonnable que nous ferons également dans le cas de l’imagerie. La seconde est de disposer de plu-
sieurs acquisitions indépendantes. Il s’agit de résoudre un système linéaire possédant suffisamment de
contraintes pour ne pas posséder plusieurs solutions : cela se traduit concrètement en la mesure par
spectroscopie RPE d’au moins autant d’échantillons présentant des combinaisons de concentrations
différentes que d’espèces que l’on veut séparer. La résolution est obtenue grâce à une analyse en com-
posantes principales dans [63], et à une analyse en composantes indépendantes dans [64]. La troisième
référence [65] ne nécessite pas de supposer l’indépendance des spectres et autorise le phénomène d’in-
teraction de spins, mais nécessite tout de même de disposer d’un système surdéterminé. Celui-ci est
résolu en recourant à une méthode variationnelle faisant intervenir la norme L2 pour l’attache aux
données, et une norme Lp appliquée aux spectres séparés, pour 0 < p 6 1. Utiliser un critère de
parcimonie via la norme Lp permet de s’affranchir de l’hypothèse d’indépendance.

Dans le cas de l’imagerie RPE, le problème n’a à notre connaissance jamais été abordé sur des
acquisitions standards, mais seulement sur des acquisitions dites hyperspectrales. Ce type d’acquisition
est présenté dans la première section de cette partie.

16 Séparation sur des acquisitions hyperspectrales

16.1 Images hyperspectrales

Les sinogrammes acquis lors d’une expérience d’imagerie 2D sont en deux dimensions : une di-
mension pour le champ magnétique, et une dimension pour l’orientation du gradient de champ. Lors
d’une expérience d’imagerie hyperspectrale, les sinogrammes acquis en 2D présentent une dimension
supplémentaire, correspondant à l’intensité du gradient de champ. Le sinogramme hyperspectral d’une
acquisition 2D est donc en trois dimensions.

La figure 70 présente deux images obtenues avec l’afficheur des images hyperspectrales de Xepr,
nommé Image Viewer. L’acquisition présentée est celle qui sera détaillée dans la section 18.2.
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(a) Tranche numéro 12 (b) Tranche numéro 71

Figure 70 – Images d’une acquisition hyperspectrale obtenue avec Image Viewer

16.2 État de l’art

La seule contribution que nous connaissons de séparation de sources dans le cas de l’imagerie RPE
consiste en les travaux de Abou Fadel et al. [30], détaillés dans [66]. Grâce à une acquisition hyperspec-
trale, ils arrivent à séparer les spectres de différentes espèces paramagnétiques présentes sur une plaque
de fluorure de calcium CaF2 irradiée, et à obtenir une image de répartition de chacune de ces espèces.
Une étape préliminaire consiste à estimer le nombre d’espèces présentes grâce à une décomposition
en valeurs singulières de l’acquisition hyperspectrale : quand survient une rupture significative de la
répartition des valeurs singulières, on considère que le nombre de spectres significatifs est atteint. Le
modèle de formation de l’acquisition hyperspectrale est

Shyperspectral = C ×HT + n (183)

où h représente la matrice des spectres de résonance, C la carte de concentration des différentes espèces,
et n le bruit. L’algorithme MCR-ALS, qui signifie Multivariate Curve Resolution - Alternating Least
Squares, est ensuite utilisé pour extraire les spectres H et les images C. Il s’agit de minimiser la norme
L2 de l’erreur entre l’acquisition Shyperspectral et la somme des images modulées par chaque spectre.
À chaque itération, on met à jour soit les images C de répartition des espèces paramagnétiques,
soit les spectres H de ces molécules. Les résultats obtenus par [30] sont satisfaisants, et permettent
d’identifier quatre espèces paramagnétiques dans l’échantillon, et de retrouver pour chacune le spectre
et la répartition.

Cependant, la durée d’une acquisition hyperspectrale est extrêmement longue, de l’ordre de plu-
sieurs journées, et ne peut absolument pas être envisagée dans le cas de sujets vivants. C’est pourquoi
nous proposons une nouvelle méthode de séparation des images, qui s’applique dans le cas d’acquisitions
d’imagerie RPE standards.
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17 Séparation sur des acquisitions standards

La technique de séparation de sources que nous proposons à partir d’acquisitions d’imagerie RPE
standards est une variante de la méthode variationnelle (93), proposant une régularisation par variation
totale. Elle a l’avantage de s’appliquer à des acquisitions non-hyperspectrales. En contrepartie, elle ne
permet pas d’estimer le nombre d’espèces paramagnétiques présentes dans l’échantillon, ni de séparer
les spectres, qui doivent être connus ou estimés lors d’une étape préliminaire.

17.1 Modélisation avec deux espèces paramagnétiques

En présence de deux espèces paramagnétiques dans l’échantillon étudié, le spectre de référence h
obtenu est la somme du spectre h1 de la première espèce et du spectre h2 de la seconde espèce. On a

h = h1 + h2 (184)

De même, le sinogramme S obtenu lors d’une acquisition ne permet pas de distinguer visuellement
les contributions des différentes espèces, et on observe la somme des deux sinogrammes

S = S1 + S2 (185)

En reprenant le modèle (45) pour le modèle de formation du sinogramme de chaque espèce, le
sinogramme final obtenu devient pour chaque angle θ d’acquisition

Sθ(r) = (h1 ∗Rθu1)(r) + (h2 ∗Rθu2)(r) + n(r) (186)

où u1 est l’image associée à la première espèce et u2 l’image associée à la seconde espèce.
Afin d’éliminer le bruit n supposé gaussien dans le cadre de la méthode variationnelle appliquée au

problème de la séparation de deux sources, on définit le terme d’attache aux données

F (u1, u2) =
1

2
‖h1 ∗Ru1 + h2 ∗Ru2 − S‖22 (187)

Afin d’exprimer plus facilement ce terme, on pose comme dans le cas du modèle TV-Curvelets de
la section 9.2 la variable double

ũ =

(
u1

u2

)
(188)

et la matrice associée
Ã = (A1, A2) (189)

où les matrices A1 et A2 sont définies comme dans l’équation (40) relativement aux spectres h1 et h2.
Par conséquent, le terme d’attache aux données peut se réécrire grâce à l’égalité de Parseval en

F (ũ) =
1

2
‖A1u1 +A2u2 − d‖22 =

1

2
‖Ãũ− d‖22 (190)

en notant comme précédemment d = Ŝθ la transformée de Fourier 1D du sinogramme.
On vérifie bien que le produit Ãũ correspond bien au modèle de formation du sinogramme exprimé

dans le domaine de Fourier

Ãũ = (A1, A2)

(
u1

u2

)
= A1u1 +A2u2 (191)
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Pour le terme de régularisation, nous avons choisi d’appliquer la variation totale à chacune des
deux images u1 et u2 dans un premier temps, afin de valider le procédé de séparation de sources par
des méthodes variationnelles. Le terme de régularisation est donc défini par

G(u1, u2) = λ1 TV(u1) + λ2 TV(u2) (192)

qui peut également s’exprimer

G(ũ) = ‖Kũ‖1 avec K =

(
λ1∇ 0
0 λ2∇

)
(193)

Le problème de minimisation pour retrouver les images u1 et u2 de répartition des espèces para-
magnétiques est en conséquence

argmin
(u1,u2)

1

2
‖h1 ∗Ru1 + h2 ∗Ru2 − S‖22 + λ1 TV(u1) + λ2 TV(u2) (194)

ou, en choisissant une expression utilisant la variable double ũ

argmin
ũ

1

2
‖Ãũ− d‖22 + ‖Kũ‖1 (195)

17.2 Minimisation de la fonctionnelle

Les calculs menés dans la partie IV ont montré que le point délicat était de calculer l’opérateur
Ã∗Ã, qui apparaît quel que soit l’algorithme de minimisation envisagé : calcul de résolvante pour
Chambolle-Pock ou descente de gradient dans Fista. Il s’agit de pouvoir efficacement calculer

Ã∗Ãũ =

(
A∗

1

A∗
2

)
(A1, A2)

(
u1

u2

)
=

(
A∗

1A1u1 +A∗
1A2u2

A∗
2A1u1 +A∗

2A2u2

)
(196)

On remarque l’apparition des expressions A∗
1A1 et A∗

2A2 dans les termes diagonaux. En appliquant
le théorème 41, ces termes s’expriment grâce à k1 et k2 les fonctions d’étalement du point respective-
ment associées aux spectres h1 et h2, et définies comme dans l’équation (42). On a alors

A∗
1A1u1 = k1 ∗ u1 et A∗

2A2u2 = k2 ∗ u2 (197)

Restent les termes croisés A∗
1A2u2 et A∗

2A1u1 qu’il convient de calculer explicitement. Pour tout
x ∈ R

2, on a

(A∗
1A2u)(x) =

∫ π

0

∫

R

ĥ1(ξ) (A2u)(ξ, θ) e
2iπξx·eθ dξdθ

=

∫ π

0

∫

R

ĥ1(ξ) ĥ2(ξ) û(ξeθ) e
2iπξx·eθ dξdθ

=

∫ π

0

∫

R

ĥ1(ξ) ĥ2(ξ)

(∫

R2

u(y)e−2iπξy·eθ dy

)
e2iπξx·eθ dξdθ

=

∫

R2

u(y)

(∫ π

0

∫

R

ĥ1(ξ) ĥ2(ξ)e
2iπξ(x−y)·eθ dξdθ

)
dy

=

∫

R2

u(y) k12(x− y) dy

= (k12 ∗ u)(x)
∫

(198)
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On obtient ainsi le résultat
A∗

1A2u = k12 ∗ u (199)

avec k12 le noyau de convolution du premier terme antidiagonal défini pour tout x ∈ R
2 par

k12(x) =

∫ π

0

∫

R

ĥ1(ξ) ĥ2(ξ)e
2iπξx·eθ dξdθ (200)

Par symétrie, on obtient également l’expression du second terme antidiagonal

A∗
2A1u = k21 ∗ u (201)

avec pour tout x ∈ R
2

k21(x) =

∫ π

0

∫

R

ĥ2(ξ) ĥ1(ξ)e
2iπξx·eθ dξdθ (202)

On peut donc exprimer l’opérateur Ã∗Ã par

Ã∗Ãũ =

(
k1 ∗ u1 + k12 ∗ u2

k21 ∗ u1 + k2 ∗ u2

)
(203)

Contrairement à k1 ou k2 dont l’expression contenant ĥ(ξ) ĥ(ξ) = |ĥ(ξ)|2 rend l’expression réelle, on
n’obtient pas cette même propriété pour k12 et k21, qui sont eux dans le domaine complexe. L’expression
des termes antidiagonaux s’obtient donc en effectuant une convolution complexe avec k12 et k21.

Les points délicats de la minimisation avec une variable double ayant déjà été décrits dans la
partie IV, ils ne sont pas davantage détaillés ici.

18 Résultats

18.1 Données simulées

Simulations Les premières simulations numériques ont été effectuées sur les deux images de la fi-
gure 71, représentant le fantôme de Shepp-Logan pour la première et des vagues de différentes intensités
pour la seconde. Conformément au modèle de formation des images de la section 14.1, leurs transfor-
mées de Radon ont été convolées avec les spectres présentés sur la figure 72. Les deux sinogrammes
ainsi engendrés sont présentés en figure 73. La somme de ces deux sinogrammes donne le sinogramme
de la figure 74 auquel on a rajouté du bruit gaussien d’une intensité relative de σ = 0.01.



108 Séparation de sources

(a) Fantôme de Shepp-Logan (b) Vagues de différentes intensités

Figure 71 – Images de test pour la séparation de sources

Champ magnétique (U.A.)

100 200 300 400 500 600 700

In
te

n
s
it
é

 (
U

.A
.)

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

(a) Spectre 1
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(b) Spectre 2

Figure 72 – Spectres simulés
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(a) Sinogramme 1
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(b) Sinogramme 2

Figure 73 – Sinogrammes intermédiaires
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Figure 74 – Sinogramme simulé

Reconstructions À partir des données de h1, h2 et du seul sinogramme de la figure 74, le problème
de minimisation (194) a été résolu grâce à l’algorithme Fista, en prenant le paramètre α = 5× 10−10.
Les paramètres de minimisation ont été choisis à λ1 = λ2 = 5× 105. Les figures obtenues sont visibles
en figure 75.

Analyse On remarque en premier lieu que les deux images ont bien été séparées l’une de l’autre : on
reconnaît bien le fantôme de Shepp-Logan sur l’image 75a et les vagues sur l’image 75b. On observe
bien de très légers résidus d’une image sur l’autre, particulièrement au centre de celles-ci, et un manque
de finesse dans la reconstruction du fantôme de Shepp-Logan. Il s’agit cependant d’un résultat très
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encourageant qui montre que les méthodes variationnelles sont tout à fait adaptées au problème de la
séparation de sources, qu’on peut désormais envisager sur des acquisitions réelles.

(a) Image 1 (b) Image 2

Figure 75 – Images obtenues par séparation de sources

18.2 Données réelles

Échantillon Afin de confirmer la performance de la méthode variationnelle proposée pour résoudre
le problème de la séparation de sources, une expérience sur données réelles a été menée. L’échantillon
consiste en cinq tubes parallèles contenant une solution paramagnétique. Deux de ces tubes contiennent
du Tam, et trois de ces tubes contiennent du Tempo, à diverses concentrations. Deux vues de l’échan-
tillon sont présentées sur la figure 76. Sur la vue de face 76b, les deux tubes de Tam ont été coloriés
en rouge, et les trois tubes de Tempo ont été coloriés en bleu.

(a) Vue de côté (b) Vue de face

Figure 76 – Échantillon de cinq tubes paramagnétiques
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Acquisition L’acquisition a été menée en bande L, avec les paramètres suivants : modulation d’am-
plitude de 0,8G, fréquence de 60 kHz, puissance micro-onde de 5.036 mW, temps de conversion de
20,50 ms, constante de temps de 40,96 ms. Le sinogramme a été obtenu avec un gradient de champ
d’intensité 37,3250 G/cm, avec 29 angles de mesure et 1000 points par projection. L’expérience a duré
un peu plus de 11 minutes. Le spectre et le sinogramme obtenus sont présentés en figures 77 et 78.
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Figure 77 – Spectre de référence de l’échantillon Tam-Tempo
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Figure 78 – Sinogramme de l’échantillon Tam-Tempo

Séparation des spectres Afin de pouvoir appliquer la méthode variationnelle proposée, il est né-
cessaire de séparer les contributions spectrales du Tam et du Tempo à partir du spectre de référénce
de la figure 77. Cette opération a été effectuée avec la fonction esfit de EasySpin [55] en choisissant
l’option garlic. Les deux spectres obtenus sont présentés dans la figure 79.
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(b) Spectre du Tempo

Figure 79 – Spectres simulés avec EasySpin
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Reconstructions La minimisation du problème (194) a été effectuée avec l’algorithme Fista, pour
un pas de α = 10−20. Les paramètres de la minimisation ont été choisis à λ1 = 2.1012 et λ2 = 1012.
Les résultats de la reconstruction sont présentés en figure 80.

(a) Image du Tam (b) Image du Tempo

Figure 80 – Images reconstruites par séparation de sources

Analyse On observe clairement une séparation des deux espèces : on retrouve les deux tubes de
Tam dans la figure 80a et les trois tubes de Tempo dans la figure 80b. Les positions spatiales des
espèces paramagnétiques sont cohérentes avec la disposition des tubes de la figure 76b. De plus, on
retrouve une différence d’intensité dans les images représentant les différents tubes : elle correspond aux
différentes concentrations d’espèces paramagnétiques présentes dans les solutions mises dans les tubes.
On remarque également l’apparition de quelques pixels aberrants dans l’image 80a. Nous n’expliquons
pas la présence de ces outliers noirs ou blancs dans l’image avec notre modèle, d’autant plus que le
sinogramme de la figure 78 n’en contient pas. Toutefois, la présence de ces pixels explique que le fond
de l’image 80a soit gris tandis que le fond de l’image 80b soit noir.

Cette expérience sur des données réelles confirme donc le potentiel des méthodes variationnelles
proposées pour résoudre le problème de la séparation de sources en imagerie RPE.
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Conclusion

Après une présentation dans la partie I de la physique de la résonance paramagnétique électronique
mettant en évidence les conditions expérimentales des acquisitions de spectroscopie, puis d’imagerie,
nous avons présenté quelques exemples de sinogrammes obtenus sur des molécules paramagnétiques.

Nous avons ensuite étudié mathématiquement le modèle direct de formation des images dans la
partie II. Celui-ci combine la transformée de Radon de l’image de répartition de l’espèce paramagné-
tique avec la convolution par le spectre de référence. L’étude de ce modèle dans les espaces adaptés a
mis en évidence l’apparition d’un opérateur de Toeplitz lorsque l’on compose l’opérateur de formation
du sinogramme dans le domaine de Fourier avec son adjoint.

Retrouver l’image de répartition de l’espèce paramagnétique après mesure du spectre et du sino-
gramme consiste à inverser l’équation régissant le modèle direct, ce qui est entrepris dans la partie III.
Il s’agit d’un problème inverse que nous proposons de résoudre en utilisant des méthodes variationnelles
basées sur la technique du maximum a posteriori. Maximiser la probabilité que le sinogramme mesuré
ait été obtenu à partir d’une image donnée revient à minimiser une fonctionnelle prenant l’image en
variable, composée de la somme de deux termes : un terme d’attache aux données, et un terme de
régularisation. Le minimiseur de cette fonctionnelle est l’image recherchée. Le terme d’attache aux
données fait intervenir la norme L2 afin de supprimer le bruit gaussien créé par le processus d’acquisi-
tion. Quant au terme de régularisation, nous en proposons deux : le premier est la variation totale, qui
permet d’obtenir des images constantes par morceaux avec des bords nets, et de reconstruire l’image
lorsque les données d’acquisition sont réduites. Cependant la variation totale a tendance à écraser
les textures présentes dans les images. C’est pourquoi la seconde régularisation proposée utilise l’idée
qu’une image se décompose comme la somme de sa partie cartoon et de sa partie texture. L’image car-
toon est comme précédemment obtenue en appliquant la variation totale comme régularisation, tandis
que l’image texture est obtenue en appliquant un critère de parcimonie sur la transformée en curvelets
de l’image. Cette transformée est pondérée selon le coefficient d’échelle des curvelets, ce qui permet de
conserver les hautes fréquences dans lesquelles sont encodées les textures une fois appliquée la norme
L1.

Les deux problèmes inverses ainsi posés sont résolus grâce à deux algorithmes de minimisation,
détaillés dans la partie IV. Il s’agit de l’algorithme primal-dual de Chambolle et Pock et de l’algorithme
Fista, dont l’expression fait apparaître pour chacun l’opérateur étudié dans la deuxième partie de ce
manuscrit, et pouvant s’interpréter comme un opérateur de Toeplitz. Exprimer cet opérateur comme
une convolution périodique permet de calculer l’une des résolvantes dans le cas de l’algorithme primal-
dual. Les fonctionnelles sont minimisées sans approximation ni recours aux transformées de Fourier
non-uniformes dans le cas de l’algorithme Fista.

Les résultats des reconstructions obtenues avec les méthodes variationnelles proposées sont pré-
sentés dans la partie V, sur des données simulées et sur des acquisitions réelles. Les reconstructions
à partir des sinogrammes simulés mettent en évidence une meilleure qualité de reconstruction, à la
fois visuelle et quantitative, par rapport au logiciel commercial actuellement fourni avec les machines
d’imagerie RPE. Et contrairement à la reconstruction par rétroprojection filtrée, la reconstruction par
méthode variationnelle se montre robuste face à la diminution du nombre d’angles d’acquisition, ce qui
ouvre la voie à une diminution des temps d’acquisition, et donc à de potentielles applications cliniques
ou in vivo. Grâce à la comparaison des deux algorithmes de minimisation, les expériences sur les don-
nées simulées confirment également l’hypothèse qui consiste à exprimer l’opérateur de Toeplitz en une
convolution périodique. Les reconstructions sur des données réelles montrent l’intérêt de la régulari-
sation par variation totale dans le cas d’échantillons simples comme des impressions papiers d’encre
paramagnétique, et de la régularisation par variation totale et par curvelets dans le cas d’échantillons
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réels comme la phalange. La reconstruction de cette dernière présente des textures que l’on retrouve
également dans l’image obtenue par un scanner micro-CT : ces similitudes confirment la pertinence du
choix des curvelets comme régularisation.

La dernière contribution de ce manuscrit détaillée dans la partie VI est une adaptation de la
première méthode variationnelle proposée au problème de la séparation de sources. Séparer les contri-
butions de deux ou plusieurs espèces est un problème compliqué, qui n’a jusqu’à présent été traité
que dans le cas de la spectroscopie ou de l’imagerie hyperspectrale. En adaptant légèrement le terme
d’attache aux données et en appliquant une régularisation par variation totale sur chacune des images
recherchées, nous avons réussi à séparer les images de répartition de deux espèces paramagnétiques sur
des données d’imagerie standards. Ces résultats ont été obtenus sur des cas simples à la fois sur des
données simulées et des données réelles, à la condition de disposer a priori des spectres de référence des
espèces paramagnétiques présentes dans l’échantillon. Ces spectres peuvent être mesurés ou simulés
grâce à un logiciel adéquat à partir du spectre de référence de la totalité de l’échantillon.
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Perspectives

Stabilisation numérique des algorithmes de minimisation Les deux algorithmes de minimi-
sation présentés dans le cadre de ce travail, à savoir l’algorithme primal-dual de Chambolle et Pock,
et l’algorithme Fista de Beck et Teboulle, ont chacun un gros avantage compensé par un défaut si-
gnificatif : le premier est rapide mais très sensible au choix des paramètres σ et τ , et le second est
exact mais relativement lent lorsque le terme non différentiable n’est pas simple dans le sens où l’on ne
sait pas calculer rapidement l’opérateur proximal associé. Des techniques de préconditionnement [67]
pourraient permettre de lever l’instabilité de l’algorithme primal-dual. De plus, cet étape de précondi-
tionnement pourrait permettre de stabiliser l’algorithme primal dual version double-conjugué, présenté
dans l’annexe. Une autre piste serait de considérer l’algorithme proximal de prédiction-correction [68],
qui permet d’éviter l’inversion de l’opérateur A∗A, à la différence de l’algorithme primal-dual de Cham-
bolle et Pock.

Mélange du modèle TV-Curvelets avec la séparation de sources Une première amélioration
des travaux exposés ici serait de mélanger le modèle TV-Curvelets permettant de reconstruire des
détails texturés dans les images avec le problème de la séparation de sources. Cela permettrait d’utiliser
les résultats sur la séparation de sources dans des cas concrets difficiles, au contraire des expériences
simples menées pour tester le modèle dans la partie VI. Dans ce cadre, les deux images de radicaux
recherchés sont alors de la forme u1 = c1+ t1 et u2 = c2+ t2 où ci et ti représentent respectivement les
parties cartoon et texture des images ui recherchées pour i ∈ {1, 2}. Deux régularisations appliquées
à chacune des deux images donnent un total de quatre termes de régularisation, et la fonctionnelle à
minimiser devient

argmin
ui=ci+ti

1

2
‖A1(c1 + t1) +A2(c2 + t2)− d‖22 + λ1 TV(c1) + λ2 TV(c2) + µ1‖Wt1‖1 + µ2‖Wt2‖1 (204)

La minimisation de cette fonctionnelle ne pose pas de problème supplémentaire que celles des
modèles TV-Curvelets et de la séparation de sources combinées.

Séparation de N sources De même, le modèle de la séparation de source peut s’adapter à un
nombre arbitraire de sources, numérotées de 1 à N. Dans le cas du modèle TV, il s’agit de minimiser
la fonctionnelle

argmin
ui

1

2
‖

∑

16i6N

Aiui − d‖22 +
∑

16i6N

λi TV(ui) (205)

et dans le cas du modèle TV-Curvelets, il s’agit de minimiser la fonctionnelle

argmin
ui=ci+ti

1

2
‖

∑

16i6N

Ai(ci + ti)− d‖22 +
∑

16i6N

λi TV(ui) + µi‖Wti‖1 (206)

Séparation de sources appliquée à l’oxymétrie L’oxymétrie, ou la mesure de la concentration
en dioxygène, est un paramètre important des systèmes chimiques. Dans le cas de la résonance parama-
gnétique électronique, la largeur de raie subit une variation proportionnelle à la pression partielle locale
de dioxygène dans l’échantillon. Par conséquent, les spectres correspondant à chacune des pressions
partielles sont très similaires. Dans le cas de la séparation de N sources, la difficulté supplémentaire
par rapport à la séparation de deux sources ne réside que dans l’alourdissement de l’algorithme de mi-
nimisation. Au contraire, dans le cas de la séparation de sources appliquée à l’oxymétrie, les spectres
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sont très similaires les uns des autres, et ne se distinguent que par la largeur de raie. La déconvolution
est par conséquent difficile à mener, et les contributions des différentes pressions partielles de dioxy-
gène difficiles à séparer. Inverser le modèle direct qui en découle est un problème ardu, pour lequel il
faudrait réfléchir à des régularisations adaptées, potentiellement non-convexes, si l’on veut le résoudre
en utilisant les méthodes variationnelles présentées dans ce manuscrit.

Reconstructions 3D La quasi-intégralité de l’étude théorique et des expériences de ce manuscrit ont
été effectuées en 2D. Le passage à la 3D ne devrait pas poser de problème théorique tout en permettant
d’envisager des applications cliniques directes. Il conviendrait alors de bien adapter le problème de
minimisation au cas de la 3D. D’un point de vue expérimental, les acquisitions 3D nécessitent de
remplacer les bobines créant le gradient de champ par d’autres bobines, capables de créer un gradient de
champ suivant deux directions. Des étapes de vérification et de calibration de l’installation deviennent
alors nécessaires.

Plate-forme de calcul Imageries du Vivant Le réseau Imageries du Vivant a pour projet de
mettre à disposition de la communauté une machine virtuelle, sur laquelle sont installés Matlab et les
toolboxes nécessaires à faire tourner l’ensemble des codes ayant généré les résultats de ce manuscrit.
L’ouverture de cette plateforme à tous les imagistes et chimistes désireux d’utiliser ces algorithmes
lèverait le frein que constitue souvent la possession d’une licence Matlab et l’installation de plu-
sieurs toolboxes. La mise à disposition de cette machine virtuelle est possible après contact à l’adresse
irpe@parisdescartes.fr.
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Annexe

Algorithme primal-dual, version

double-conjugué

On cherche à minimiser :

J(u) =
1

2
‖Au− d‖2 + λTV(u) (P)

Le conjugué de Legendre-Fenchel F ∗ d’une fonction F : X → [−∞,+∞] convexe, propre et semi-
continu inférieurement est défini par :

F ∗ :

{
X −→ R

p 7−→ sup
x∈X

〈p, x〉 − F (x)

Pour la variation totale, on a le résultat suivant

TV(u) = N1,2(∇u) = N ∗∗
1,2(∇u) = sup

p∈RΩ×RΩ

〈∇u, p〉 − N ∗
1,2(p)

Or

N ∗
1,2(p) = iN1,2≤1(p) =

{
0 si ∀x ∈ Ω, ‖p(x)‖2 ≤ 1
+∞ sinon

Le problème (P) devient alors

min
u∈RΩ

max
p∈RΩ×RΩ

1

2
‖Au− d‖2 + λ〈∇u, p〉 − iN1,2≤1(p)

Il n’est pas nécessaire de garder le λ devant le terme iN1,2≤1 car celui-ci a une valeur nulle ou infinie,
et contraint la variable p à rester à l’intérieur de la boule de la norme N1,2.

Posons F (u) =
1

2
‖u− d‖2. Dans ce cas, le problème (P) devient

min
u∈RΩ

F (Au) + λTV(u)

et le calcul du premier terme donne

F (Au) = F ∗∗(Au) = sup
q∈RΩ

〈Au, q〉 − F ∗(q)

Calcul de F ∗(q) = sup
v∈RΩ

〈q, v〉 − F ∗∗(v) = sup
v∈RΩ

〈q, v〉 − F (v) = sup
v∈RΩ

〈q, v〉 − 1

2
‖v − d‖2

Posons h(v) = 〈q, v〉 − 1

2
‖v − d‖2 et calculons son maximiseur
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h(v + ε) = 〈q, v + ε〉 − 1

2
〈v + ε− d, v + ε− d〉

= 〈q, v〉+ 〈q, ε〉 − 1

2
〈v − d, v − d〉 − 1

2
〈v − d, ε〉 − 1

2
〈ε, v − d〉 − 1

2
〈ε, ε〉

= h(v) + 〈ε, q − (v − d)〉+ o(ε2)

Donc ∇h.v = 0 ⇔ q − (v − d) = 0 ⇔ v = q + d. D’où le calcul de

F ∗(q) = h(q + d)

= 〈q, q + d〉 − 1

2
‖q + d− d‖22

= ‖q‖22 + 〈q, d〉 − 1

2
‖q‖22

=
1

2
‖q‖22 + 〈q, d〉

=
1

2
‖q + d‖22 −

1

2
‖d‖22

Le problème (P) devient donc

min
u

max
p,q

〈Au, q〉 − 1

2
‖q + d‖22 +

1

2
‖d‖22 + λ〈∇u, p〉 − iN1,2≤1(p)

auquel on peut supprimer le terme constant en ‖d‖22

min
u

max
p,q

〈Au, q〉 − 1

2
‖q + d‖22 + λ〈∇u, p〉 − iN1,2≤1(p)

On pose alors G(u) = 0, K : u 7−→
( λ∇u

Au

)
et F ∗(p, q) =

1

2
‖q + d‖22 + iN1,2≤1(p) et le problème

(P) devient donc

min
u

max
p,q

G(u) + 〈Ku,
( p

q

)
〉 − F ∗(p, q)

auquel on peut appliquer l’algorithme primal-dual

• pn+1 = argmax
p, N∞,2(p)≤1

1

2σ
‖p− (pn + σλ∇un)‖22 que l’on peut diviser en les étapes

pn+
1
2 = pn + σλ∇un

pn+1 =
pn+

1
2

max(1, ‖pn+ 1
2 ‖2)

• qn+1 = argmax
q

1

2σ
‖q − (qn + σAun)‖22 +

1

2
‖q + d‖22
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Il s’agit donc de maximiser la fonction H(q) =
1

2σ
‖q −Q‖22 +

1

2
‖q + d‖22 de dérivée

∇H.q =
1

σ
(q −Q) + (q + d) qui s’annule lorsque

(q −Q) + σ(q + d) = 0 ⇐⇒ (1 + σ)q = Q− d ⇐⇒ q =
1

1 + σ
(Q− σd)

soit en prenant Q = qn + σAun

qn+1 =
1

1 + σ
(qn + σAun − σd)

• un+1 = argmin
u

1

2τ
‖u− (un − τK∗(pn+1, qn+1))‖22 + G(u) et comme G(u) = 0

un+1 = un − τK∗(pn+1, qn+1)

Calcul de K∗ : On sait que K : u 7−→
( λ∇u

Au

)
donc

〈Ku,
( p

q

)
〉 = 〈

( λ∇u
Au

)
,
( p

q

)
〉

= 〈λ∇u, p〉+ 〈Au, q〉
= 〈u,−λ div p〉+ 〈u,A∗q〉
= 〈u,−λ div p+A∗q〉
= 〈u,K∗(p, q)〉

d’où K∗(p, q) = −λ div p+A∗q

• un+1 = 2un+1 − un
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