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Résumé

La résonance paramagnétique électronique est une technologie permettant de localiser et de ca-
ractériser les radicaux libres, fondée sur la propriété de résonance des électrons lorsqu’ils sont placés
dans un champ magnétique spécifique. Afin d’augmenter la qualité des reconstructions obtenues par
des dispositifs d’imagerie de résonance paramagnétique électronique, ce travail propose 'utilisation de
méthodes variationnelles pour inverser le modéle de formation des images, qui combine une convolu-
tion avec une transformée de Radon. La fonctionnelle proposée repose sur la norme L? pour le terme
d’attache aux données, et sur la variation totale et une seminorme de Besov pour le terme de régu-
larisation. La seminorme de Besov est implémentée grace a la transformée en curvelets et a la norme
L' qui permet d’appliquer un critére de parcimonie. Les propriétés de ces termes de régularisation
permettent de reconstruire des images a la fois pertinentes dans les zones ot ’acquisition des données
est insuffisante, notamment sur les bords, et suffisamment détaillées dans les zones ou 1’échantillon est
texturé. L’amélioration de la qualité des images reconstruites permet d’envisager des acquisitions sur
des durées réduites, ouvrant la voie & des expériences in vivo ou cliniques actuellement limitées par
des durées d’acquisition de I'ordre de plusieurs dizaines de minutes.

Les algorithmes de minimisation primal-dual de Chambolle-Pock et FISTA sont utilisés pour ré-
soudre les problémes d’optimisation que pose l'utilisation de méthodes variationnelles. L’étude dé-
taillée du modéle direct permet de mettre en évidence une structure de Toeplitz, dont les propriétés
sont utilisées pour résoudre le probléme inverse en évitant le recours a la rétroprojection filtrée ou
aux transformées de Fourier non-uniformes. Des simulations numériques sont menées sur le fantéme de
Shepp-Logan, et valident le modéle proposé qui surpasse a la fois visuellement et quantitativement les
techniques de reconstruction couramment utilisées, combinant déconvolution et rétroprojection filtrée.
Des reconstructions menées sur des acquisitions réelles, consistant en un échantillon papier d’une encre
paramagnétique et en une phalange distale irradiée, valident par I’expérience le choix des fonctionnelles
utilisées pour inverser le modeéle direct.

La grande souplesse de la méthode variationnelle proposée permet d’adapter la fonctionnelle au
probléme de la séparation de sources qui se pose lorsque deux molécules paramagnétiques différentes
sont présentes au sein d’un méme échantillon. La fonctionnelle proposée permet de séparer les deux
molécules dans le cadre d’une acquisition classique d’imagerie de résonance paramagnétique électro-
nique, ce qui n’était possible jusqu’alors que sur des acquisitions dites hyperspectrales, beaucoup plus
gourmandes en temps.
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Introduction

La résonance paramagnétique électronique (RPE) est une technologie de spectroscopie qui permet
de caractériser et de quantifier [1] les molécules possédant des propriétés paramagnétiques. Le phé-
nomeéne de paramagnétisme s’observe dans des espéces comme les radicaux libres ou les métaux de
transition. Le procédé expérimental consiste & placer I’échantillon dans un champ magnétique spécifique
ou l’espéce acquiert des propriétés paramagnétiques, puis & provoquer la résonance du spin électronique
de ces molécules grace & une onde de type micro-onde qui fournit I’apport énergétique nécessaire. Cette
technologie permet d’obtenir des spectres de résonance paramagnétique électronique, qui caractérisent
I’espéce étudiée grace a leur signature spectrale. La résonance paramagnétique électronique posséde
des applications en pharmacie [2], en chimie [3], en médecine [4], ainsi qu’en dermatologie [5].

L’imagerie par résonance paramagnétique électronique (IRPE) est une évolution de la technologie de
spectroscopie par résonance paramagnétique électronique, qui permet en plus d’obtenir la répartition
spatiale d’une espéce paramagnétique [6]. Comme dans le cas de la spectroscopie, I’échantillon est
soumis lors d’une acquisition d’imagerie & un champ magnétique spécifique qui permet d’observer le
phénomeéne de résonance du spin électronique grace & une excitation adéquate. Afin de retrouver la
répartition spatiale des molécules paramagnétiques, on ajoute un gradient de champ magnétique orienté
dans une direction donnée. Des acquisitions de spectres sont alors menées pour chacune des orientations
du gradient. L’ensemble des données obtenues via ce procédé d’acquisition est appelé un sinogramme.
Les données brutes fournies par une acquisition d’imagerie paramagnétique électronique consistent
en le spectre et en le sinogramme de ’échantillon. L’objectif du travail mené lors de cette thése de
doctorat est de retrouver a partir de ces éléments la répartition spatiale des molécules paramagnétiques
présentes dans 1’échantillon.

Parce qu’elle permet d’observer la position des molécules présentant le phénoméne de paramagné-
tisme, I'IRPE est incluse dans la catégorie de 'imagerie moléculaire. En opposition et complémentarité
avec 'imagerie moléculaire, la radiographie par rayons X appartient par exemple & I'imagerie anato-
mique qui permet d’observer la structure interne, et 'imagerie par résonance magnétique fonctionnelle
(IRMf) fait partie de 'imagerie fonctionnelle qui permet d’étudier le fonctionnement d’un organe en
temps réel, particuliérement le cerveau. L’IRPE présente des applications en oxymétrie [7], en cardio-
logie [8], en dosage médicamenteux [9], en géologie [10], en oxydoréduction [11] ou dans I’étude des
batteries [12].

Le modéle mathématique du procédé transformant une image u de répartition d’une espéce para-
magnétique en le sinogramme S est la convolution

S =hx*Ru (1)

La quantité h représente le spectre de ’espéce paramagnétique et Ru la transformée de Radon de
limage u, introduite par Johann Radon [13] en 1917, et qui n’a trouvé d’application pratique que
dans les années 1960 suite & l'apparition des premiers appareils de tomographie. L’inversion de la
transformée de Radon est connue pour étre un probléme mal-posé [14]. Connaissant le sinogramme S
et le spectre h, 'objectif est d’inverser 1’équation (1) et de retrouver I'image u. Ce processus est appelé
reconstruction.

Plusieurs approches existent pour reconstruire des images RPE. La plus classique est la rétropro-
jection filtrée ou filtered backprojection (FBP) qui permet d’inverser la transformée de Radon. Elle est
particuliérement utilisée dans le cas de la tomodensimétrie [15], aussi appelée computerized tomography
(CT). La rétroprojection filtrée s’appuie sur le théoréme de la coupe centrale [16], permettant de faire
le lien entre la transformée de Radon et la transformée de Fourier de I'image. Sa simplicité en fait le
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choix par défaut pour les logiciels commerciaux fournis avec les dispositifs d’imagerie RPE [17], qui
couplent cette méthode avec une étape de déconvolution par le spectre.

Quelques méthodes variationnelles ont été proposées depuis les années 2000 afin de reconstruire
I'image © comme le minimiseur d’une fonctionnelle bien choisie. Cette fonctionnelle se décompose en la
somme de deux termes : un terme d’attache aux données et un terme de régularisation. Comme le bruit
produit par un dispositif d'imagerie RPE est de nature gaussienne, le terme d’attache aux données est
choisi comme la norme L? de la différence entre le sinogramme S et sa modélisation h % Ru. Le terme
de régularisation est quant & lui choisi comme l’entropie de Shannon dans [18], la régularisation de
Tikhonov dans [19], ou encore la norme L' et la variation totale dans [20]. Une autre contribution [21]
utilise également la variation totale, associée a une contrainte dure sur ’attache aux données.

Le développement actuel de 'TRPE se dirige vers l'imagerie in wivo ainsi que les applications
cliniques [22, 4]. Cependant la durée d’une acquisition d’imagerie RPE peut étre élevée : de plusieurs
dizaines de minutes & plusieurs heures pour les acquisitions & haute résolution. Afin de permettre
d’étudier des sujets animaux ou humains dans de bonnes conditions, il est judicieux de réduire le
nombre de points d’échantillonnage lors de ’acquisition. Ces acquisitions réduites ne sont pas utilisables
en conservant un traitement traditionnel des données avec la rétroprojection filtrée. Au contraire, les
méthodes variationnelles apportent une flexibilité et une robustesse qui permettent de traiter des
données réduites, incomplétes ou non-uniformes.

C’est pourquoi nous choisissons dans le cadre de ce travail d’utiliser des méthodes variationnelles
afin de résoudre le probléme de la reconstruction des images de résonance paramagnétique électronique.
Deux fonctionnelles sont proposées, dont la premiére est une simplification de celle présentée dans [20],
qui utilise seulement la variation totale (TV) introduite par [23] comme terme de régularisation. Elle
consiste en la résolution du probléme de minimisation

1
arg min 5||h>kRu—S||§ + ATV (u) (2)

L’intérét de choisir la variation totale est double : ce choix de régularisation permet de reconstruire
des images nettes avec des bords saillants, et rend les reconstructions robustes face & des données
d’acquisition incomplétes. La pondération de la régularisation est maitrisée grace au paramétre A,
qui permet de choisir le niveau d’effet cartoon introduit par la variation totale, qui rend les images
constantes par morceaux.

Afin de reconstruire également les images présentant des détails qui oscillent rapidement, aussi
appelés textures, une seconde fonctionnelle est proposée. L’idée est de rechercher 'image finale u
comme la somme d’une image ¢ de type cartoon et d’une image t de type texture. On applique pour
cela une régularisation différenciée & chacune de ces deux sous-images : 'image c¢ est régularisée comme
précédemment avec la variation totale, et 'image ¢ est régularisée avec la norme L' pondérée de ses
coefficients en curvelets Wt, introduits dans [24]. Cette derniére régularisation, qui est équivalente a
une semi-norme de Besov Bi}l, repose sur la propension de la norme L! & reconstruire des données
parcimonieuses. L’image u recherchée est la solution du probléme de minimisation

argmin S|l R(e+ 1) — S|2 + ATV(e) + u|Wills (3)
u=c+t 2
La transformée en curvelets présente la propriété de représenter les textures dans les hautes fré-
quences de son paramétre d’échelle [25, 26|, et ’application d’une norme L' pondérée permet de les
en extraire afin de les retrouver dans I'image u recherchée.
Les récents progrés effectués dans le domaine de 'optimisation, particuliérement en ce qui concerne
les approches primales-duales [27], permettent de résoudre efficacement les problémes (2) et (3). Dans
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ce but, le modéle direct est minutieusement analysé, et les propriétés obtenues permettent une minimi-
sation efficace des deux fonctionnelles. En notant A 'opérateur linéaire du modéle direct dans I'espace
de Fourier R

S = Au (4)

on montre que 'opérateur A" A s’interpréte comme un opérateur de Toeplitz [28]. Cela permet de
I’exprimer comme une convolution avec k une fonction d’étalement du point

A" Au=kxu (5)

En effet, cet opérateur revient de fagon récurrente dans les problémes de minimisation posés par les
reconstructions variationnelles proposées. Exprimer I'opérateur A* A sous la forme d’une convolution
permet de minimiser efficacement les fonctionnelles associées, en utilisant la transformée de Fourier
discréte (TFD) pour la calculer.

Afin de valider numériquement les calculs effectués, des simulations sont menées dans un premier
temps sur des données simulées. Un spectre et un sinogramme ont été fabriqués en appliquant le modéle
direct (1) au fantome de Shepp-Logan [29]. Il s’agit d’une image en niveaux de gris représentant une
coupe de cerveau humain. Les reconstructions obtenues avec la régularisation par variation totale
sont satisfaisantes, et trés proches de 'image originale. Le méme procédé a été appliqué au fantome
de Shepp-Logan, auquel des textures ont été ajoutées dans certaines zones d’aplat, afin de tester
la fonctionnelle avec la régularisation par variation totale et par curvelets. La encore, les résultats
présentent une amélioration des reconstructions par rapport & celles obtenues par rétroprojection
filtrée.

La validation des modéles en conditions réelles est menée sur deux échantillons. Le premier est
une impression d’encre paramagnétique sur papier. La encore, le modéle avec la régularisation par
variation totale est validé par la reconstruction obtenue, plus nette et moins bruitée que celle du logiciel
commercial. Le second échantillon consiste en une phalange distale irradiée, dont la structure interne
de V’os présente des détails suffisamment fins pour étre considérés comme des textures. Le modéle
avec la régularisation par variation totale et par curvelets permet d’obtenir une carte d’irradiation
présentant de nombreux détails. L’existence effective de ces détails est confirmée par la comparaison
avec une image anatomique de densité osseuse obtenue par un scanner CT.

La souplesse des méthodes variationnelles employées permet de les appliquer au probléme de la
séparation de sources. Lorsque deux espéces paramagnétiques sont présentes dans l’échantillon, la
seule méthode connue a ce jour [30] consiste a effectuer une acquisition dite hyperspectrale. En plus
des variables d’acquisition classique pour une expérience d’imagerie RPE, on fait également varier
I'intensité du gradient de champ. Ces acquisitions sont extrémement longues, de 'ordre de plusieurs
journées. Afin de séparer les deux images u; et us des contributions respectives aux deux espéces
paramagnétiques de spectres hy et ho, il suffit de modifier le probléme (2) en

1
arg min §||h1 * Ruy + hg * Rug — S||§ + A TV (u1) + A2 TV (u2) (6)

(u1,u2)

Ce modéle est testé avec succés sur des simulations numériques, puis sur cing tubes contenant
deux espéces paramagnétiques différentes a plusieurs concentrations. La possibilité qu’offre la méthode
variationnelle proposée de séparer les contributions de plusieurs espéces paramagnétiques permet de
gagner un temps considérable sur les acquisitions menées dans ce but, et d’envisager son application
a des cas cliniques ou in vivo, ce qui était inenvisageable jusqu’ici & cause des durées des acquisitions
hyperspectrales.
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Premiére partie
Physique de la résonance paramagnétique
électronique

La résonance paramagnétique électronique est la propriété des électrons a absorber puis réémettre
I’énergie d’un rayonnement électromagnétique lorsqu’ils sont placés dans un champ magnétique spéci-
fique. Les espéces dites paramagnétiques, comme les radicaux libres ou les métaux de transition, sont
sujettes a ce phénoméne de résonance paramagnétique électronique. Un radical libre est un atome ou
une molécule, neutre ou chargé, possédant un électron non-apparié, aussi appelé électron libre. Les
métaux de transitions correspondent aux éléments chimiques recensés sur le tableau 1.

Par métonymie, la résonance paramagnétique électronique désigne également la technologie de
spectroscopie reposant sur ce phénoméne, et c’est principalement dans ce sens que cette expression
sera employée dans ce manuscrit.

1 2
1 H He
2 13 14 15 16 17
3 2 5 6 7 B 9 10
2| Li Be Métaux de transitions (grisés) B c N O F Ne
11 12 A 13 14 15 16 17 18
3| Na Mg Al Si P S (@] Ar
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
4 K Ca Sc Ti Vv Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As Se Br Kr
37 ] 3 m T = = m 3 %% a7 ® w® 50 51 Bl B] Bl
5| Rb Sr Y Zr Nb | Mo | Tc Ru Rh Pd | Ag | Cd In Sn Sb Te | Xe
55 56 57a71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86
6| Cs Ba Hf Ta W Re Os Ir Pt Au Hg TI Pb Bi Po At Rn
87 88 89 a 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118
7| Fr Ra Rf Db Sg Bh Hs Mt Ds Rg | Uub Uut | Uuq | Uup | Uuh | Uus | Uuo
57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71
6| La Ce Pr Nd | Pm | Sm Eu Gd Tb Dy Ho Er | Tm | Yb Lu
89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103
7| Ac Th Pa ] Np Pu | Am | Cm | Bk Cf Es Fm | Md | No Lr

Tableau 1 — Classification périodique des éléments

1 Spectroscopie

La résonance paramagnétique électronique, abrégée en RPE, est une technique de spectroscopie
permettant d’obtenir une signature spectrale des espéces paramagnétiques. Le principe est d’exciter
les électrons libres de ces espéces avec une onde émise dans un champ magnétique, et d’étudier le signal
de réponse des électrons.
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1.1 Transition du spin électronique

Les espéces paramagnétiques possédent un ou plusieurs électrons libres. Chaque électron libre
posséde un spin s de valeur +1/2 ou —1/2. Pour une espéce chimique donnée, les électrons se placent
dans des niveaux d’énergie discrets, dont la valeur dépend intrinséquement de ’espéce en question. Ce
phénomeéne se nomme la quantification des niveaux d’énergie.

Dans des conditions naturelles, c’est-a-dire & température ambiante sans champ magnétique artifi-
ciel, le spin de l’électron peut prendre indifféremment la valeur +1/2 ou —1/2. Les niveaux d’énergie
pour ces deux valeurs sont identiques.

Dans des conditions artificielles, ot 'on applique un champ magnétique, les niveaux d’énergie
se séparent en deux. Les électrons de spin +1/2 se placent alors dans le niveau d’énergie haut, et
les électrons de spin —1/2 se placent dans le niveau d’énergie bas. Pour qu'un électron passe d’un
état a l'autre, il est nécessaire de lui apporter une onde électromagnétique dont 1’énergie correspond
exactement a I’écart d’énergie entre les deux niveaux. Ce phénomeéne de résonance des électrons est
illustré en figure 1, ou le champ de résonance B, est associé a la différence d’énergie F, entre les deux
niveaux.

Energie
A
onde électromagnétique
s=+4+1/2
Er

: s=-1/2

t '

Br Champ magnétique B

FIGURE 1 — Séparation des niveaux d’énergie du spin électronique

1.2 Protocole de la résonance paramagnétique électronique

Le protocole expérimental consiste a placer I’espéce paramagnétique dans les conditions électroma-
gnétiques favorables aux transitions énergétiques des électrons. On crée pour cela un champ magnétique
B grace & une paire de bobines similaires a celle de la figure 2. Le champ généré par ces bobines est de
I’ordre de quelques dizaines ou centaines de miliTesla. En comparaison, le champ magnétique terrestre
est de ordre de 50 microTesla, et celui d’un appareil d’imagerie par résonance magnétique (IRM) a
champ moyen de 1 Tesla. La résonance paramagnétique électronique génére donc des champs 10 & 100
fois moins puissants que 'TRM pour les applications cliniques envisagées.

Ce champ magnétique induit une séparation des niveaux d’énergie du spin, et délimite une zone dans
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laquelle est placée I’échantillon. Pour déclencher les transitions électroniques, il s’agit alors d’apporter
a ’échantillon I’énergie correspondant exactement a la différence entre le niveau d’énergie bas et le
niveau d’énergie haut. Cette énergie est apportée sous la forme d’une onde électromagnétique H fournie
par un générateur d’ondes, aussi appelé pont d’ondes, comme celui visible en figure 3.

FIGURE 2 — Bobines générant le champ B FIGURE 3 — Pont d’ondes générant le champ H

La fréquence de l'onde H détermine ce qu'on appelle la bande du dispositif RPE. Le choix le
plus courant est celui de la bande X, correspondant a une fréquence d’environ 10 GHz. Le tableau 2
récapitule les dénominations des différentes bandes utilisées en RPE avec l'ordre de grandeur des
fréquences associées. L’intervalle dans lequel varie la fréquence de 'onde H la classe dans la catégorie
des micro-ondes.

Bande | Fréquence (GHz)
L 1
S 3
X 10
K 25
Q 35

Tableau 2 — Bandes RPE et fréquences associées

L’échantillon regoit donc une énergie fixe apportée par le pont micro-ondes. Afin de provoquer les
transitions, on effectue alors un balayage du champ magnétique B dans le temps, que 1’on note désor-
mais B(t). Lorsque P’écart entre les niveaux d’énergie correspond exactement a ’énergie apportée par
H, les électrons absorbent cette énergie et subissent une transition électronique. C’est cette absorption
d’énergie qui est observable par résonance paramagnétique électronique.

Le profil d’absorption théorique est donc celui présenté en figure 4 pour un radical libre : rien ne se
passe avant ni aprés le champ magnétique de résonance B, mais lorsque le champ B(t) est égal a la
valeur B, de résonance, les électrons effectuent leur transition électronique grace a 1’énergie apportée
par la micro-onde.

Cependant, I'impossibilité expérimentale de créer un champ magnétique uniforme strictement égal
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au champ B, en tout point de I’espace, ainsi que dans une moindre mesure le principe d’incertitude
d’Heisenberg, étalent le profil d’absorption : celui-ci suit la répartition d’une distribution gaussienne
ou lorentzienne. Le profil d’absorption expérimental ressemble donc a celui de la figure 5.

Energie Energie
\ ] A

> I >
> T >

BI" Champ magnétique B Br Champ magnétique B

FIGURE 4 — Profil d’absorption théorique FIGURE 5 — Profil d’absorption expérimental

1.3 Stationnarité de ’onde micro-onde

Afin d’observer les transitions provoquées par des conditions expérimentales bien choisies, il s’agit de
mesurer 1’énergie absorbée par les électrons. Pour cela, 'onde H est rendue stationnaire par un réglage
préliminaire & 'expérience : I'onde se reproduit en chaque point de I'espace identique a elle-méme.
Lorsqu’il y a une absorption d’énergie due a une transition électronique, 'onde n’est plus stationnaire
et on mesure alors une fuite d’énergie. La fuite d’énergie est proportionnelle au nombre de transitions
énergétiques effectuées au sein de la cavité.

Suivant le choix de la bande, le dispositif rendant 'onde H stationnaire différe. Voici les choix
technologiques des deux machines présentes sur la plateforme RPE de I'Université Paris Descartes,
I'une en bande X et I’autre en bande L.

Bande X L’onde micro-onde en bande X a une fréquence v = 10 GHz, qui correspond a une longueur
d’onde d’environ A = 3cm. Cette longueur d’onde est suffisamment petite pour utiliser une cavité
métallique qui va servir de résonateur physique afin de rendre la micro-onde H stationnaire. La longueur
de la cavité doit étre un multiple exact de la longueur d’onde afin de permettre a I’onde de rebondir sur
les parois en se reproduisant a l’identique en chaque point de I’espace. La cavité visible sur la figure 6
fait ainsi 3cm de long. L’onde générée par le pont d’ondes est envoyée dans la cavité grace au guide
d’ondes métallique de la figure 7.
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FIGURE 6 — Cavité de la bande X FIGURE 7 — Guide d’ondes de la bande X

Avant de mener une expérience en bande X, il faut s’assurer que ’onde micro-onde est bien sta-
tionnaire au sein de la cavité. Pour cela, on peut légérement modifier la fréquence générée par le pont
d’ondes, mais aussi jouer sur l’iris. L’iris est une vis au bout de laquelle est sertie une couronne mé-
tallisée. En la faisant monter et descendre au sein de la cavité, on modifie légérement les propriétés de
résonance de la cavité, ce qui permet de régler la stationnarité de I’onde micro-onde.

Bande L L’onde micro-onde en bande L a une fréquence v = 1 Ghz, qui correspond & une longueur
d’onde d’environ A = 30cm. Cette longueur d’onde est trop grande pour utiliser une cavité de résonance
physique, comme dans le cas de la bande X. L’onde micro-onde est amenée au centre de la zone
de mesure par un guide d’ondes coaxial visible en figure 9, et on effectue ensuite une adaptation
d’impédance afin d’obtenir une zone de stationnarité a ’emplacement de la mesure, que ’on visualise
sur la figure 8 a I’endroit du porte-échantillon en plastique blanc. Le réglage de la stationnarité se fait
au moyen d’un tournevis.

FIGURE 8 — Zone de mesure de la bande L FIGURE 9 — Cable coaxial

1.4 Limitation de la taille des échantillons

Comme toutes les ondes électromagnétiques, I'onde électromagnétique H posséde une composante
magnétique, mais aussi une composante diélectrique. En résonance paramagnétique électronique, I’ab-
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sorption de 'onde H par I’échantillon est spécifique a la partie magnétique de ’onde, au contraire
des technologies comme la radiographie par rayons X ou la photographie par plaques photosensibles,
pour lesquelles le phénoméne sous-jacent présente une absorption non-spécifique. La composante di-
électrique de 'onde H est quant a elle absorbée de facon non-spécifique : ce phénoméne interfére avec
les échantillons contenant de 1’eau, ce qui peut géner les mesures. Afin de limiter ces perturbations,
il est nécessaire de placer 1’échantillon au nceud de 'onde diélectrique, c’est-a-dire a I’emplacement
qui correspond au ventre de I'onde magnétique. Dans cette configuration, I’eau absorbe moins 'onde
électromagnétique. Cette contrainte limite la taille des échantillons sur lesquels on peut effectuer des
mesures.

Bande X Pour des échantillons aqueux en bande X, on peut travailler sur les échantillons de 1cm de
large et de Imm d’épaisseur. Les échantillons non-aqueux peuvent mesurer jusqu’a lem de diamétre.
Le placement de I’échantillon dans la cavité au nceud de la composante diélectrique est illustré en
figure 10.

Bande L En bande L, ’eau absorbe beaucoup moins les micro-ondes, et il est possible théoriquement
de faire des acquisitions sur des échantillons plus grands : la difficulté technologique est cependant de
réussir a obtenir une onde stationnaire sur la taille de I’échantillon grace & ’adaptation d’impédance.
Actuellement, la machine RPE en bande L de I"Université Paris Descartes permet de faire des acqui-
sitions sur des échantillons, aqueux ou non, de 36mm. Le placement de I’échantillon et ’adaptation
d’impédance requise en bande L sont illustrés en figure 11.

A =30cm

s
N

® adaptation d'impédance

F1cURE 10 — Cavité de résonance en bande X FIGURE 11 — Adaptation d’impédance en bande L

1.5 Modulation d’amplitude

La perturbation de la stationnarité de ’'onde permet d’estimer le nombre d’électrons ayant effectué
une transition électronique, via la mesure de la fuite énergétique. Cependant, il est plus facile techni-
quement de mesurer une différence d’énergie entre deux instants successifs qu’une énergie a un instant
donné. C’est pourquoi la mesure de la fuite énergétique est effectuée grace au procédé de modulation
d’amplitude. Il consiste & faire varier trés rapidement de quelques milliteslas le champ magnétique
B(t), a une fréquence de 10°Hz. Les bobines qui créent le champ B(t) sont incapables de le faire varier
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a cette fréquence. On rajoute pour cela une paire de petites bobines, appelées coils, qui créent ce champ
magnétique oscillant.

Dans le cas de la bande X, les coils sont directement intégrés au sein de la cavité, comme le montre
la figure 12 présentant une cavité de bande X dépourvue de ses caches latéraux. Dans le cas de la
bande L, les coils sont fixes et attachés aux bobines générant le champ B.

FIGURE 12 — Coils en bande X

Lors de I'acquisition expérimentale, le champ magnétique B(t) conserve la méme valeur B pendant
quelques dizaines de millisecondes. Grace a la modulation d’amplitude, le champ magnétique total
oscille trés rapidement entre B — §/2 et B + 0/2, ou § est le paramétre de modulation d’amplitude.
L’énergie oscille ainsi trés rapidement entre les valeurs E; et Es, et la mesure est effectuée sur la
différence F5 — E7. Plus le temps passé sur chaque valeur de champ B est long, plus la mesure sera
précise et moins elle sera contaminée par du bruit. Ce procédé est illustré en figure 13.

Ainsi, le profil d’absorption n’est plus une courbe assimilable & une gaussienne, mais la dérivée
discréte de celle-ci, comme présenté en figure 14. Ce profil est appelé un spectre. Le spectre est un
élément caractéristique de I'espéce paramagnétique étudiée. Le spectre sera noté hg a partir de la
partie suivante.

Energie
il EB+4/2) - EB-4/2)
A
Ey
Eq

B,

»

Champ magnétique B

>
>

B-6/2 B+4/2 Br Champ magnétique B

FIGURE 13 — Modulation d’amplitude FIGURE 14 — Spectre RPE
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1.6 Quelques exemples de spectres

TAM La figure 15 présente le spectre d’une espéce radicalaire particuliérement utilisée en RPE :
le triarylmethyl, aussi appelé trityl ou TAM. Plus précisément, il s’agit de la molécule Tetrathiatria-
rylmethyl tris-(8-carboxyl-2,2,6,6-tetramethyl benzo-[1,2-d ;4,5-d2|bis[1,3] dithiol-4-yl)methyl sodium
sal.

L’acquisition a été effectuée en bande L, avec une valeur de modulation d’amplitude de 0.2G. Ce
radical présente une raie bien nette, dont la largeur est trés sensible & la pression partielle de dioxygéne,
ce qui en fait un composé utile en oxymétrie pour la mesure de pOs.

x105

Intensité (U.A.)

2t 4

3915 392 3925 393 3935 394 3945 395 3955 396

Champ magnétique (G)

FIGURE 15 — Spectre du TaAM

Effet de la modulation d’amplitude D’un point de vue expérimental, le choix du paramétre § de
la modulation d’amplitude est important. Si § est petit, le spectre est trés resserré mais peu amplifié.
Au contraire, si 0 est grand, le spectre est amplifié mais élargi et déformé. La figure 16 présente
Iinfluence de la modulation d’amplitude sur le spectre précédent, avec § qui varie de 0.6G a 20G. On
observe bien une augmentation progressive de I'amplitude, peu & peu remplacée par un élargissement
du spectre.

Toutes les acquisitions présentées dans le cadre de ce manuscrit ont été menées en choisissant
un paramétre de modulation d’amplitude équilibrant les deux effets décrits précédemment : & la fois
suffisamment grand afin d’avoir une amplification du spectre, et suffisamment petit pour ne pas élargir
la raie. Dans le cas de la figure 16, le choix effectué aurait été de 2G.

La problématique de la modulation d’amplitude ainsi que le cas particulier de la surmodulation et
de ses effets bénéfiques, sont étudiés en détail par Nghia Tran Duc dans le cadre d’un doctorat encadré
par Sébastien Li-Thiao-Té et Yves-Michel Frapart. Les effets de ce paramétres ne sont par conséquent
par davantage développés ici.
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FIGURE 16 — Influence de la modulation d’amplitude

Spectre a N raies Le spectre présenté en figure 18 est celui du TEMPO, une molécule stable de
nitroxyde, présentant un électron célibataire sur I’atome d’oxygéne, couplé avec un atome d’azote, dans
la configuration de la figure 17. Plus précisément, il s’agit de la molécule (2,2,6,6-Tetramethylpiperidin-
1-yl)oxyl. La présence concomitante du spin électronique de 1’électron libre et du spin nucléaire de
I’atome d’azote provoque une interaction de spin. La formule donnant le nombre total de raies d’un
spectre est

Nombre de raies = 2nl +1 (7)

ot I est le nombre de spin nucléaire de ’atome qui interagit, et n le nombre de tels atomes. Dans le
cas du TEMPO, un seul atome d’azote de spin nucléaire I = 1 interagit avec le spin électronique, donc
le nombre de raies attendues est bien de 2 x 1 x 1 + 1 = 3. Le spectre 18 présente bien trois raies,
comme attendu.

Les mécanismes particuliers conduisant & 'apparition et & la répartition de ces raies ne sont pas
présentés plus précisément dans le cadre de ce manuscrit. Il importe seulement de retenir que les
spectres de résonance paramagnétique électronique peuvent revétir plusieurs formes : cette propriété
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sera utilisée dans la partie VI concernant la séparation de sources.
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FIGURE 17 — Molécule TEMPO 2 .
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FIGURE 18 — Spectre du TEMPO

2 Imagerie

Gréace a la spectroscopie par résonance paramagnétique électronique, on peut obtenir la signature
spectrale d'une espéce paramagnétique, ce qui caractérise 1’espéce. Mais on ne peut rien dire quant
A sa répartition spatiale au sein de I’échantillon. Afin d’obtenir des informations sur la localisation
de l'espéce paramagnétique, on peut utiliser la technique de I'imagerie par résonance paramagnétique
électronique, ou IRPE.

Dans le cas de la spectroscopie, le champ magnétique est variable en temps mais uniforme dans
I’espace. Dans le cas de 'imagerie, le champ magnétique est variable en temps et également variable
dans l'espace. Cette variation du champ magnétique dans l’espace est obtenue grice a 'ajout d’un
gradient de champ dans une direction donnée de 1’espace.

2.1 Gradients de champ

Les gradients de champs sont obtenus par une paire de bobines supplémentaires qui créent un
champ magnétique orienté variant linéairement dans la direction du gradient, qui s’additionne au
champ magnétique B(t) décrit en section 1.2. L’intensité du gradient est u, dont Punité est le G.cm™?,

et sa direction 6 = (61, 62) en coordonnées sphériques. Le gradient de champ magnétique ainsi créé est

Y = peg (8)

ol ey = (1,61,602) est le vecteur unitaire de direction 6 exprimé en coordonnées sphériques. Sur les
machines d’imagerie RPE de I’Université Paris Descartes, le gradient peut monter jusqu’a 180 G.cm ™!
en bande X, et jusqu’a 50 G.cm ™! en bande L.
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Le champ magnétique total au point x de I’espace et au temps ¢ est donc égal &
B(x,t) = B(t) +v-x (9)

Grace a l'ajout de ce gradient et pour une valeur B fixée de B(t), le champ magnétique B(x,t)
n’est égal au champ magnétique de résonance B, que sur un plan donné de ’espace, appelé plan de
résonance. En déclenchant une acquisition dans cette configuration, on ne mesure que la réponse des
espéces paramagnétiques présentes sur ce plan, et non plus la réponse sur ’ensemble de la cavité,
comme dans le cas de la spectroscopie.

2.2 Images 1D

Le procédé d’acquisition est ensuite le méme que pour la spectroscopie : on augmente progressive-
ment la valeur du champ magnétique B, sans toucher & l'intensité du gradient qui est fixe pour la durée
de l'expérience. Le plan de résonance se décale alors dans la direction de son vecteur normal eg. Le
spectre que ’on obtient peut s’interpréter comme une image 1D : une amplitude élevée mesurée & une
abscisse B donnée signifie qu’il y a des radicaux libres sur le plan de résonance associé au champ B, et
au contraire un signal nul signifie qu’il n’y a pas de radicaux sur le plan de résonance associé. L’image
1D différe du spectre de référence dans le sens ol elle dépend de la position spatiale du radical, tandis
que le spectre dépend uniquement de la nature et de la quantité totale de radical au sein de la cavité.

La figure 19 montre un exemple d’image 1D mesurée en bande X, pour un gradient de 57.6 G.cm™*
orienté dans la direction § = (0,90) en degrés. On observe trois pics sur cette image 1D, on peut donc
supposer que le plan de résonance traverse successivement trois zones contenant des radicaux libres. On
remarque également que le rapport signal sur bruit est significativement plus élevé que pour les spectres
présentés dans la section 1. Ce phénoméne est attendu, car la quantité d’électrons libres subissant le
phénomeéne de résonance est beaucoup plus faible sur un plan de 'espace que dans la totalité de la
cavité. Le signal est donc plus faible, tandis que le bruit apporté par le dispositif analogique de mesure
reste constant, d’out 'augmentation du rapport signal sur bruit.
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FIGURE 19 — Image 1D

2.3 Images 2D

Lorsque l'on acquiert un ensemble d’image 1D en faisant varier 1'une des coordonnées de I’angle
6 = (61,02), on obtient une image 2D. La figure 20 présente quelques images 1D obtenues pour une
valeur fixée 01 = 0°, et différentes valeurs 65 = 0°, 30° et 60°, mesurées sur le méme échantillon que
celui de la figure 19.
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FI1GURE 20 — Ensemble d’images 1D

L’ensemble des images 1D d’un méme échantillon, parfois appelées spectres, se nomme un sino-
gramme. On représente plus couramment le sinogramme sous la forme d’une image que d’une collection
de spectres. Le sinogramme correspondant & ’acquisition de I’échantillon des images 1D des figures 19
et 20 est montré en figure 21.

L’acquisition de ce sinogramme a été effectuée en choisissant successivement 180 orientations dif-
férentes pour le gradient de champ, que I'on retrouve en abscisse. Le balayage en champ magnétique a
quant & lui concerné 1300 valeurs de champ, que 1’on retrouve en ordonnée. Ce sinogramme est donc
une image en niveau de gris de taille 1300 par 180, ot I'intensité de chaque pixel représente la réponse
des électrons situés sur le plan de résonance.
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FI1GURE 21 — Sinogramme

Cette représentation du sinogramme confirme I’hypothése que 1’échantillon présente une réparti-
tion d’espéce paramagnétique en trois endroits alignés : lorsque A3 = 90°, le gradient de champ est
paralléle a cet alignement, et le plan de résonance traverse successivement les zones ot se trouvent les
radicaux libres, comme illustré en figure 22 ; et lorsque 62 = 0° ou 6 = 179°, le gradient de champ est
perpendiculaire & cet alignement, et le plan de résonance rencontre donc les trois zones radicalaires
simultanément, comme sur la figure 23.
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FIGURE 22 — Gradient paralléle F1GURE 23 — Gradient perpendiculaire

Cette lecture empirique du sinogramme est confirmée par la nature de I’échantillon ’ayant engendré,
présenté en figure 24. 11 s’agit d’une impression sur papier de trois symboles — pique, tréfle et carreau —
réalisée & I'aide d’une encre ayant des propriétés paramagnétiques.
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FIGURE 24 — Echantillon pique-tréfle-carreau

2.4 Images 3D

Une acquisition 3D suit le méme principe qu'une acquisition 2D, a la nuance prés que l'on fait
varier les deux angles 61 et 5. La collection de spectres obtenue, indexée par les deux paramétres
d’angle, est présentée soit comme un sinogramme avec une double-indexation en abscisse, soit comme
un ensemble de sinogrammes acquis pour différentes valeurs de 6;.

L’acquisition 3D présentée dans cette section résulte de la procédure suivante : une pate alimentaire
de type fusilli a été imbibée d’une solution de TEMPO pendant une nuit, extraite de sa solution et
mesurée en bande L avec une modulation d’amplitude de 0,6G. L’échantillon d’une longueur de 3cm
est visible en figure 25.

Le spectre du TEMPO est le méme que celui présenté dans la section 1.6, qui est ici repris dans la
figure 26. Le sinogramme de la fusilli est présenté en figure 27. L’ordonnée en champ magnétique ainsi
que le niveau de gris de chaque pixel qui représente I'intensité de la mesure ne changent pas la lecture
par rapport a une acquisition 2D. Cependant, les deux angles 67 et 65 sont présents en abscisse, et il
convient de découper verticalement ce sinogramme 3D en autant de sinogrammes 2D que de valeurs de
I’angle 8;. Dans ce cas particulier, 961 projections ont été effectuées, ce qui correspond & 31 mesures
de 61 a multiplier par 31 mesures de 6.

La figure 28 présente cette méme acquisition sous la forme de plusieurs sinogrammes 2D, pour
quelques valeurs de 60 sélectionnées entre 2,9° et 177,1°. Tout comme sur la figure 16, les descriptions
des axes ont été enlevées pour faciliter la lecture. Comme indiqué sur la figure du milieu en bas,
I’abscisse représente les angles 65 variant eux aussi entre 2,9° et 177,1°. L’ordonnée indique la valeur
de mesure du champ magnétique exprimée en gauss, et le niveau de gris de chaque pixel correspond a
I'intensité de la mesure.
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FIGURE 26 — Spectre de la fusilli
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FIGURE 27 — Sinogramme 3D de la fusilli
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FI1GURE 28 — Collection de sinogrammes 2D de la fusilli
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Deuxiéme partie
Probléme direct

L’imagerie par résonance paramagnétique électronique consiste & déterminer une grandeur non
directement observable : la répartition d’une espéce paramagnétique au sein de 1’échantillon, & partir
d’un ensemble de mesures sur une grandeur observable : les spectres de résonance, c’est-a-dire le
sinogramme.

L’objectif de cette partie est d’exprimer le modéle mathématique entre la répartition d’une espéce
paramagnétique au sein de I’échantillon et le sinogramme obtenu & la suite du processus de mesure. On
s’intéresse ici au cas particulier ot un seul type de radical libre est présent dans 1’échantillon étudié.
Le cas avec deux types de radicaux ou plus est étudié dans la partie VI concernant la séparation de
sources. La premiére section concerne la formalisation mathématique du procédé expérimental décrit
dans la partie précédente, et la seconde section étudie en détail les propriétés mathématiques de ce
modéle.

3 Modéle de formation du sinogramme

3.1 Sinogramme

La quantité d’énergie absorbée par les électrons situés au point x € R? est directement proportion-
nelle & la quantité v(x) de radical libre en ce méme point [31]. Cependant, les limitations physiques du
procédé expérimental ainsi que la mesure effectuée via le procédé de modulation d’amplitude, décrits
dans la partie précédente, modifient la mesure de la quantité d’énergie absorbée selon une distribu-
tion spectrale caractéristique : le spectre de résonance paramagnétique électronique, noté hg. Comme
expliqué dans la section 2.1, le champ magnétique est égal au sein de la cavité a

B(x,t)=B(t)+v-x (10)

avec v = uey le gradient de champ d’intensité u et de direction €. On déduit que ’énergie absorbée
par les électrons libres au point x, modulée par la valeur du spectre hg au champ B(x,t), vaut

Eaps(x) = v(x) ho (B(t) + v - x) (11)

Cependant, le dispositif de mesure ne permet pas de connaitre la quantité d’énergie absorbée en le
point x spécifiquement, mais seulement sur I’ensemble de la cavité de résonance en mesurant la rupture
de stationnarité de I'onde H. C’est pourquoi 'information brute fournie par le dispositif d’imagerie
RPE pour chaque valeur du champ B et d’orientation € du gradient de champ consiste en l'intégrale
de ’énergie absorbée sur tout le domaine spatial

So(B,0) = /Rgv(x)ho (B(t) + pey - x) dx (12)

Il s’agit de la formulation mathématique du sinogramme Sy, évalué en le champ magnétique B
et lorientation 6 du gradient de champ. On omet dans la suite de ce manuscrit la dépendance en
temps qui sera considérée implicite : le champ magnétique global généré par les bobines principales est
désormais noté B plutot que B(t).
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3.2 Transformée de Radon

Chaque point x € R? de Iespace se décompose pour chaque orientation 6 de facon unique en
X =reyp+z (13)

avec z € Hy ot Hy est 'hyperplan orthogonal & ey passant par 'origine, comme illustré sur la figure 29.
En remarquant que eg - x = r, on peut réécrire le sinogramme grace a la décomposition (13) en

So(B,8) = /R (/He v(reg + z)dz> ho(B + pr)dr (14)

La différence entre les formules (12) et (14) consiste en le domaine d’intégration : elle est menée sur
R? dans le premier cas, et sur une superposition de plans orthogonaux 4 la direction ey dans le second
cas. Cette manipulation fait apparaitre la transformée de Radon 3D de la quantité v & I'orientation 6,
notée Ryv et définie pour tout r € R par

Ryv(r) = /H v(reg + z)dz (15)

Si v appartient a I'espace L'(R?), la transformée de Radon de v est bien définie, et consiste en
la formulation mathématique de la projection de v sur tous les hyperplans orthogonaux a toutes les
droites passant par 'origine. La figure 29 illustre la transformée de Radon : évaluée en 'orientation
et en le point r, elle correspond a l'intégrale de la quantité v évaluée sur ’hyperplan paralléle & Hy
passant par le point de coordonnées sphériques (r, 61, 602), mis en évidence en rouge.

Grace a cette notation, on peut donc simplifier I’écriture du sinogramme en

So(B.0) = /]R Rov(r)ho(B + ur)dr (16)

\J

FIGURE 29 — Transformée de Radon 3D
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3.3 Convolution avec le spectre

Le sinogramme Sy et le spectre hg dépendent tous les deux du champ magnétique B, qui varie
linéairement dans ’espace. Le rapport entre le champ magnétique et la position spatiale est le gradient
de champ d’intensité p. Afin d’exprimer le sinogramme et le spectre en fonction de la distance algébrique
au plan orthogonal au gradient de champ et passant par le centre de la cavité, notée s, on regarde les
conséquences du changement de variables

B=—us (17)

On introduit les notations suivantes correspondant au sinogramme et au spectre exprimés en posi-
tion spatiale plutét qu’en champ magnétique

So(s) = So(—ps,0) et h(s) = ho(—ps) (18)

On obtient alors So(s) = / Rov(r)ho(—ps + pr)dr (19)
R

= / Rov(r)h(s — r)dr
i

= (h* Ryv)(s) (20)

ol * représente la convolution de Ryv avec le spectre h. Ainsi pour tout angle 8 = (61,0) € R?, le
modéle de formation du sinogramme est

Sp = h * Rgv (21)

3.4 Transformées de Radon 2D et 3D

Cependant, les acquisitions IRPE ne se sont pas systématiquement menées en 3D, mais le plus
souvent en 2D voire en 1D, comme expliqué dans la section 2. Il convient donc d’expliciter plus
précisément le modéle de formation du sinogramme dans le cas 2D, et son rapport avec le cas 3D.

Pour les acquisitions 2D, il s’agit de fixer 'un des deux angles, par exemple 6; = 0. Le gradient de
champ est ainsi supporté dans I’espace par le vecteur egd = (1,0, 62) en coordonnées sphériques, que I'on
exprime en 2D dans le plan 6; = 0 comme e2¢ = (1,63) en coordonnées polaires ou e2? = (cos 6, sin ;)
en coordonnées cartésiennes.

La transformée de Radon 2D de la quantité u € Ll(RQ) est définie a l'orientation # € R pour tout
r € R par

Ryu(r) = /H u(reg + z)dz (22)

ou Hy représente ici la droite du plan orthogonale au vecteur ezd passant par ’origine. L hyperplan
Hy est donc une droite du plan et non plus un plan de I’espace comme dans le cas 3D. La figure 30
illustre la transformée de Radon 2D sur une quantité u représentant une étoile.



44 Probleme direct

(r,0)

Y

FIGURE 30 — Transformée de Radon 2D

La quantité u € Ll(RQ) a laquelle s’applique la transformée de Radon 2D consiste en la projection
de la quantité v € L*(R?) sur le plan 6; = 0. En effet, on a pour tout # € R

R = R 4y (23)

ou R*? représente la transformée de Radon 3D définie dans 'équation (15) et R?? représente la trans-
formée de Radon 2D définie dans I’équation (30).

Dans toute la suite de ce manuscrit, les simulations et les expériences considérées sont conduites
en 2D. C’est pourquoi la notation Ryu se rapporte désormais a la transformée de Radon 2D définie
dans léquation (30), ot 'angle # appartient & R et ot la quantité u appartient a 'espace Ll(RQ). Ce
travail peut cependant se généraliser au cadre 3D.

4 Propriétés du modéle

Cette section étudie les propriétés mathématiques du modéle direct, qui seront utiles afin de mener

a bien la résolution du probléme inverse. On rappelle le lien entre le sinogramme, le spectre et 'image
pour tout angle 8 € R

Sg = hx* Rgu (24)

4.1 Applicabilité de la transformée de Fourier

On voudrait appliquer la transformée de Fourier au modéle direct (24) . On fait pour cela ’hypotheése
que la répartition v de ’espéce paramagnétique appartient a ’espace Ll(RQ). En effet, d’un point de
vue expérimental, ’échantillon est borné dans ’espace et ’acquisition se fait au sein d’une cavité,
qu’elle soit physique ou virtuelle : la quantité u est raisonnablement supposée bornée de support fini,
ce qui la rend intégrable. On a ainsi

/ lu(x)]dx < 400 (25)
RQ
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Pour un angle # € R donné, la propriété Reu € LI(R) en découle immédiatement. En effet, la
transformée de Radon n’est qu’'une fagon différente d’intégrer I'image v dans le plan. On vérifie bien

/R | Rou(r)|dz = /R

0
g// |u(reg + z)| dzdr
R JH,

g/ lu(x)|dx < +o00
R2

dr

/ u(reg + z)dz
H,

De la méme fagon, le spectre h se modélise en toute généralité comme une dérivée discréte d’un
mélange de gaussiennes et de lorentziennes. On peut donc supposer que la quantité h appartient a
I'espace L' (R).

On rappelle ci-dessous la définition de la transformée de Fourier choisie dans le cadre de ce ma-
nuscrit, précisant la convention de normalisation choisie, ainsi que le théoréme de convolution et sa
preuve.

Transformée de Fourier On note F la transformée de Fourier définie pour tout f € L*(R) par

VE € R, F(f)(€) = / f(a)e 27 dr (26)

de transformée inverse

Vo e R F o)) = [ gl g (27)
R
Théoréme de convolution Soient f et g € L'(R). On définit f * g la convolution de f et g par

VyeR, (fxg)y) = / F(2) gly — z)de (25)

Alors f x g appartient a L' (R) et
F(fx9) = F(f) x F(g) (29)

Preuve On vérifie bien que f* g est dans 'espace Ll(R) grace a 'application du théoréme de Fubini
appliqué a des quantités positives. De méme, ’application du théoréme de Fubini permet d’intervertir
les intégrales dans le calcul des transformées de Fourier de f * g et du produit de celles de f et de g,
ce qui donne ’égalité recherchée. O

Comme h et Ryu appartiennent a L'(R), on peut appliquer le théoréme de convolution a 'équa-
tion (24) pour un angle 6 € R fixé

F(S9) = F(h) x F(Rou) (30)

que l'on note plus simplement de la fagon suivante pour tout & € R

o~ —

So(€) = h(€) Rou(€) (31)
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4.2 Théoréme de la coupe centrale

L’équation (31) donne la relation entre les transformées de Fourier du sinogramme, du spectre,
et de la transformée de Radon de 'image, faisant ainsi apparaitre le terme ﬁg\u. Cette quantité peut
s’exprimer plus directement grace & la transformée de Fourier de 'image, en appliquant le théoréme
de la coupe centrale [16].

Théoréme de la coupe centrale Soient ¢ € R et § € R. Soient v € L' (R) et Rpu sa transformée
de Radon en langle . En notant ey = (cosf,sin @) le vecteur unitaire d’angle 6, on a

Rgu(§) = il(Sey) (32)

En d’autres termes, pour tout point de I'’espace de Fourier, la transformée de Fourier de la transfor-
mée de Radon de I'image le long de la droite d’angle  passant par l'origine est égale a la transformée de
Fourier de I'image. On a donc égalité des transformées de Fourier de Ryu et de u sur un réseau polaire.
D’un point de vue implémentation, ce théoréme a des conséquences pratiques qui seront discutées lors
du passage du modéle continu au modéle discret, dans la section 13.

Preuve Calculons les transformées de Fourier des quantités Ryu € L' (R) et u € L*(R?) en les points
qui nous intéressent. Pour tout = € R et 0 € R, la transformée de Radon de u peut s’écrire

Rou(z) = /Ru(xeg + yep)dy (33)

avec e) = (sin@, — cos ) le vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur ep. Sa transformée de Fourier
au point ¢ € R vaut

Eg\u(g) = / Ryu(z)e 2™ 8dx = / / u(z cosf + ysin b, zsin§ — y cos §)e 2" S dxdy (34)
R RJR
De méme, la transformée de Fourier de v au point ey vaut
u(€ep) = u(£cosh, Esinh) = / / u(z, y)e 2 (@8 cos O4yesind) gy, (35)
R JR

://u(x’y)e—ZiﬂE(afcos9+ysin9)dxdy (36)
RJR

On effectue ensuite le changement de variables

X xcosf + ysinf — x = Xcosf+Ysin
Y =uzsinf —ycosf y = Xsinf —Y cosf

cosf) sinf

dont le jacobien sinf  —cosd

vaut 1. On réécrit donc I’équation (36) en

u(§eg) = / / u(X cosf + Ysin, X sinf — Y cosf)e 2" XdXdAY (37)
R JR

La comparaison des équations (34) et (37) donne 1’égalité ﬁg\u(g) = u(&ey). O
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Le théoréme de la coupe centrale appliqué a I’équation (31) permet de s’affranchir de la transformée
de Radon au bénéfice de la transformée de Fourier. On obtient alors la relation

Se(€) = h(€)u(gep) (38)

qui permet de donner la définition de 'opérateur A qui sera utilisé dans toute la suite de ce manuscrit,
que P’on définit dans un premier temps sur I’espace de Schwartz S(R?).

Définition Soit h € L' (R?). L’opérateur A relatif au spectre h est défini par

A:| SR?) — S(R*C)

u —  Au tq Y (€,0) € R? Au(E,0) = E(g) u(Eep) (39)

Cet opérateur devrait en toute rigueur étre noté A car il dépend du paramétre h. L’abus de
notation A a la place de Aj, ne préte pas a confusion, mis & part dans la partie VI, ott une notation
adéquate sera introduite.

4.3 Extension dans L?

La transformée de Radon est traditionnellement définie sur I'espace de Schwartz S(R?). Par simili-
tude, 'opérateur A est lui aussi défini sur S(R?). Afin de manipuler plus aisément cet opérateur, il est
judicieux de le prolonger contintiment dans I’espace LQ(RQ) comme pour la transformée de Fourier.

Le spectre h utilisé dans la définition (39) est la dérivée d’une combinaison linéaire finie de distri-
butions gaussiennes et lorentziennes, que 1’on note g. Leurs transformées de Fourier h et g sont donc
a décroissance rapide. Contrairement a la transformée de Radon seule, I'opérateur A peut donc étre
facilement prolongé a LQ(R2) par continuité, ce qui permet de définir formellement son adjoint.

Proposition L’opérateur A défini sur S (RQ) admet un unique prolongement continu de l’espace
L*(R?) dans I’espace L*(R x [0, 7], C).

Preuve Puisque et g sont & décroissance rapide et donc bornées, il existe ¢ > 0 choisi comme dans
la figure 31 tel que pour tout £ € R,

[1(€)]? = 4n*e2[g(€)]* < min(4n2€2(|g]|%. I[h]%,) < clé].

4m*€2|gll%,

Fi1GURE 31 — Choix du paramétre ¢
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Donc, pour tout u € S(RQ)

0 R|Au£9\d£d9—//| i(ceq)|2ded0

c / / €| [i(ceq) 2dedt
T —+oo
—e [ /0 [(€es) Pededo
:c/ |(w)|?dw
R2

=c [ |u(z)*ds
R2

La conclusion provient de la densité de S(R?) dans L?(R?). O

Redéfinition L’opérateur A relatif au spectre h admet une définition étendue par

A:| L*(R?*) — L*R x[0,7],C)
u o Autq Y (€,0) € R x [0,7], Au(§,0) = h(E) lSeo)

4.4 Fonction d’étalement du point

La proposition suivante donne une fagon simple de calculer 'opérateur A* A, ou A* représente I'opé-
rateur adjoint de A. Cette expression apparait de fagon récurrente dans les algorithmes de minimisation
proposés dans la partie IV.

Théoréme Pour tout v € L*(R?), on a
A*Au=k=x*u (41)

ot la fonction d’étalement du point k, aussi appelée point spread function est définie pour tout z € R?
par

k(z) = /O /R Ih(€)[2e2imEme0 qedp (42)

Preuve Calculons d’abord opérateur adjoint A* : L*(R x [0, 7r], ) — L*(R?) qui est défini grace a
I’extension continue de la proposition précédente. Pour tout v € L'(R?)NL*(R?) et v € L*(Rx [0, 7], C)

L [ 1@ oie. o) ddvde < oAl ol @nnc) <00 (@3
R

On peut ainsi appliquer le théoréme de Fubini pour montrer que

(Au,v) = /0 /RAU(E,F)) v(&,0) d¢db

_ /0 i /R 7€) ( /R u(w)emeren d;v) (€, 0)dedo
_ /]R () ( /0 ! /R () V€, 0) e 2imEwen d§d0> do
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ot v(&, ) représente le conjugué complexe de v(&,0). En identifiant ce dernier avec (u, A*v), pour tout
u € L*(R?) N L?(R?) qui est dense dans L?(R?), nous avons I’expression de I'opérateur adjoint

= [ [ B vie,0) e dgap (14)
-t JR
ce qui permet de calculer A* Au. En effet, pour tout u € L*(R?) N L?*(R?) et tout = € R?

(A* Au)( / / h(€) Au(€, ) ™% d¢dh

/ / (/ u(y)e —2ingy-eq ) 2iméx-eq dedo
/ (/ /|h )|2e2imé(@=y)-eo dgda)

— [ ulw)ble ) dy
R2
= (ux k) (@)
ou la troisiéme égalité est & nouveau une conséquence du théoréme de Fubini, puisque

L [t Ry dedsay < mlulsen [fllzzgo < .

Il reste & montrer que (41) est également satisfaite quand u € L?*(R?). En observant que |ﬁ| est
pair puisque h est & valeurs réelles, on peut déduire que

[ﬂ/ (©)2e2imEme0 dedp
/_ ] / EIFEOR(E)]e2 e dedp

/ ()R] du.

Puisque w + |§(|w|)h(|w|)| appartient a L*(R?), sa transformée de Fourier inverse k appartient a
L?(R?) également, et I’application u — k % u peut étre prolongée en un opérateur continu de L*(R?)
vers L (R?). De plus, A* A est continu de L*(R?) vers lui-méme, et la conclusion suit avec un argument
de densité.

5 Bruit des données

5.1 Facteurs de bruit

Divers facteurs déterminent l'intensité du bruit présent dans les acquisitions de spectres et de
sinogrammes. Le premier de ces facteurs est le temps d’accumulation des données par point de mesure,
qui correspond & une position fixée du plan de résonance. Plus le temps de mesure par point est éleveé,
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moins le signal sera bruité car davantage d’électrons auront effectué une transition durant ce laps de
temps, augmentant d’autant le signal de réponse.

Le second facteur est la modulation d’amplitude : bien choisi, ce paramétre augmente le rapport
signal sur bruit en amplifiant le signal.

Un autre facteur intervenant dans le bruit obtenu est la puissance de I'onde micro-onde H. Par
exemple sur la molécule TAM, ce paramétre influe sur le rapport signal sur bruit d’une facon non-
linéaire, ni méme croissante.

5.2 Bruit gaussien

Conformément a I’hypotheése effectuée dans [32], [19] et [33], nous supposons que les données d’acqui-
sitions sont corrompues par un bruit blanc gaussien additif, a la fois sur le spectre et sur le sinogramme.
Cette hypotheése est en voie de confirmation par Nghia Tran Duc dans le cadre d’un doctorat encadré
par Sébastien Li-Thiao-Té et Yves-Michel Frapart.

Le modéle de formation du sinogramme devient pour chaque angle § € R

So(r) = (hx Reu)(r) + n(r) (45)

ou n représente un bruit blanc gaussien de variance inconnue.
L’équation (45) constitue le modéle direct de formation du sinogramme.



51

Troisiéme partie
Probléme inverse

Dans la partie précédente, nous avons modélisé la réponse d’'une machine d’imagerie RPE & un
échantillon placé en son sein. Une fois acquis le spectre h et le sinogramme S, I’objectif est de retrouver
la répartition u de I’espéce paramagnétique étudiée. Il s’agit d’un probléme inverse, dont cette partie
va détailler les contours.

6 FEtat de ’art

6.1 Reétroprojection filtrée

L’approche classique pour la reconstruction d’images RPE est la rétroprojection filtrée associée a
une étape de déconvolution. C’est notamment le choix effectué par les logiciels commerciaux fournis
avec les dispositifs d’imagerie RPE, comme Xepr [17]. La rétroprojection filtrée est expliquée en détail
dans le cas de la tomodensitométrie dans [15], plus connue sous le nom de computerized tomography
(CT). Méme si la rétroprojection filtrée est une méthode simple et rapide [34], elle souffre de défauts
majeurs [35] : le rétroprojection filtrée requiert des angles d’acquisition uniformément répartis, et n’est
pas robuste a un faible nombre d’angles d’acquisitions.

Le développement actuel de 'IRPE se dirige vers 'imagerie in vivo ainsi que les applications cli-
niques [22] [4] : parce que les temps d’acquisition sont particuliérement longs en RPE;, il est judicieux
de réduire I’échantillonnage, ce qui n’est pas possible dans le cadre d’un traitement traditionnel des
données. Des améliorations de la rétroprojection filtrée ont été proposées spécifiquement pour I'ima-
gerie RPE [36]. Malheureusement, les problématiques de rétroprojection, déconvolution, défloutage et
débruitage y sont traitées comme des problémes séparés, ce qui méne a des erreurs cumulatives.

6.2 Meéthodes variationnelles

Les méthodes variationnelles sont au contraire bien adaptées pour considérer la reconstruction
comme un probléme global plutét que comme la somme de plusieurs sous-problémes. L’image u désirée
est obtenue a partir du spectre h et du sinogramme S en résolvant le probléme

1
argmin - {|Cu — S|12 + AG(u) (46)

ou le modéle direct d’un dispositif d’imagerie RPE est noté dans le domaine spatial
Cu = hx*Ru (47)

Plusieurs termes de régularisation ont été proposés pour G(u) : [18] et [37] choisissent entropie de
Shannon qui permet d’éviter le phénomeéne de surapprentissage. Des régularisations de type Tychonov
lui sont préférés dans [19] et [38]. Cette derniére contribution reconstruit I'image w comme le minimiseur
de la fonctionnelle

1
argmin - |[Cu — S5 + ||Vl (48)
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Plus récemment, [20] a proposé une fonctionnelle qui prend en considération la parcimonie induite
par la norme L', en cherchant 'image u solution de

1
argmin - |[Cu— S||2 4 Aillully + A2 TV (u) (49)

ot le second terme TV(u) ~ ||Vu|; représente la variation totale de w. Les résultats numeériques
obtenus sont convaincants, bien que leur schéma de minimisation ne soit pas prouvé formellement et
puisse mener a de faux résultats de convergence. En effet, [20] résout le probléme (49) en le découpant
en deux sous-problémes résolus de fagon alternée : 'algorithme FISTA est tout d’abord appliqué a la
fonctionnelle (49) modifiée en supprimant le dernier terme, ce qui correspond a Ay = 0; et 'opérateur
proximal de A\ TV est ensuite appliqué a I'image obtenue, et ainsi de suite.

Une autre contribution [21] utilise la variation totale pour 'IRPE en résolvant

min TV(u) st. S=Cu (50)

Dans ce modéle, la contrainte dure sur 'attache aux données ne prend pas en compte le bruit de
nature gaussienne créé lors du processus d’acquisition. La minimisation est menée grace a 'algorithme
Adaptative Steepest Descent - Projection Onto Convez Sets (ASD-POCS) [39]. 11 s’agit d’un algorithme
itératif qui alterne la projection sur un convexe et descente de gradient. La projection est décomposée
en une étape d’attache aux données et une étape de positivité. La descente de gradient est appliquée
dans le cas de [21] & la variation totale : son gradient est régularisé au voisinage des points ou la norme
L' n’est pas différentiable.

7 Maximum a posteriori

7.1 Principe

Lors d’une acquisition IRPE, les données obtenues sont le spectre h spécifique & I'espéce parama-
gnétique étudiée, et le sinogramme S qui correspond & la concaténation de toutes les projections Sy.
L’objectif est d’extraire de ces données 'image u de répartition d’espéce paramagnétique ayant engen-
dré ce sinogramme. Pour cela, on utilise la méthode du mazimum a posteriori (MAP) : il s’agit de
sélectionner I'image v maximisant la probabilité d’avoir engendré le sinogramme S. On cherche donc
u la solution du probléme

@ = argmax P(u|S) (51)
u

Grace au théoréme de Bayes qui nous permet d’intervertir les probabilités conditionnelles, on obtient

P(S[u)P(u)
P(S)

U = argmax
u

= argrunax P(S|u)P(u) (52)

que l'on peut réécrire comme le minimiseur d’une somme de logarithmes

@ = argmin {—log P(S|u) —log P(u)} (53)
' @ o
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7.2 Interprétation

Le terme (a) représente la probabilité d’obtenir le sinogramme S a partir de I'image u : c’est le
terme d’attache aux données. Grace a la modélisation du probléme direct qui permet d’obtenir S a
partir de u, il est possible d’estimer cette probabilité, contrairement a la probabilité P(u|S).

Le terme (b) représente la probabilité d’obtenir I'image u, indépendamment de l'observation S :
c’est le terme de régularisation. Il s’interpréte comme une pénalité sur I'image u afin que celle-ci vérifie
des propriétés intrinséques satisfaisantes et décidées a priori. C’est pourquoi ce terme est parfois appelé
a priori.

8 Terme d’attache aux données

8.1 Elimination du bruit

On rappelle ici le modéle direct, donnant la relation entre le sinogramme S et 'image u, pour un
angle # € R donné
So(r) = (h* Rou)(r) + n(r) (54)

ol n est un bruit blanc gaussien. En supposant que le modéle de convolution du spectre avec la
transformée de Radon de I'image soit parfait, il ne reste qu’a se débarrasser du bruit gaussien exprimé
par

n =Sy — h* Rou (55)

On applique pour cela la norme L?, qui est le log-estimateur de vraisemblance pour éliminer un
bruit blanc gaussien, et on obtient le terme d’attache aux données

1
F(u) = §||h*R9u—S.9||§. (56)

8.2 Passage dans ’espace de Fourier

Afin de faciliter I’étude de la fonction F', on applique & (56) I’égalité de Parseval qui dit que ’énergie
d’un signal est égal a celui de sa transformée de Fourier

1 o
F(u) = 5 i Rgu — 513 (57)

D’apreés I’étude menée dans la section 4.1, I’'équation (57) peut se réécrire grace a l'opérateur A

1
F(u) = [ Au—d|l3 (58)
en posant la notation .
d= Sy (59)

qui représente la transformée de Fourier 1D du sinogramme acquis suivant ’angle 6.
Le terme d’attache aux données se réduit donc & la norme L? de Papplication affine v —s Au — d,
qui est une fonction facil