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Résumé

Haque année lors de la période hivernale, des phénomeénes épidémiques affectent 'organisa-
C tion des services d’urgences pédiatriques et dégradent la qualité de la réponse fournie. Ces
phénomenes présentent une forte variabilité qui rend leur analyse difficile. Nous nous proposons
d’étudier cette volatilité pour apporter une vision nouvelle et éclairante sur le comportement de
ces épidémies. Pour ce faire, nous avons adopté une vision géométrique et topologique originale
directement issue d’'une application de la théorie de la dilation : le processus de variabilité étant
périodiquement corrélé, cette théorie fournit un ensemble de matrices dites de dilations qui
portent toute 'information utile sur ce processus. Cet ensemble de matrices nous permet de
représenter les processus stochastiques comme des éléments d'un groupe de Lie particulier, a
savoir le groupe de Lie constitué de 'ensemble des courbes sur une variété. Il est alors possible
de comparer des processus par ce biais. Pour avoir une perception plus intuitive du processus de
variabilité, nous nous sommes ensuite concentrés sur le nuage de points formé par 'ensemble des
matrices de dilations. En effet, nous souhaitons mettre en évidence une relation entre la forme
temporelle d'un processus et 'organisation de ces matrices de dilations. Nous avons utilisé et
développé des outils d’homologie persistante et avons établi un lien entre la désorganisation de
ce nuage de points et le type de processus sous-jacents. Enfin nous avons appliqué ces méthodes
directement sur le processus de variabilité pour pouvoir détecter le déclenchement de I'épidémie.
Ainsi nous avons établi un cadre complet et cohérent, a la fois théorique et appliqué pour

répondre a notre problématique.
English version :

Each year emergency department are faced with epidemics that affect their organisation and

deteriorate the quality of the cares. The analyse of these outbreak is tough due to their huge

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI127/these.pdf
© [M. Dugast], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



Vi

variability. We aim to study these phenomenon and to bring out a new paradigm in the analysis
of their behavior. With this aim in mind, we propose to tackle this problem through geometry
and topology : the variability process being periodically correlated, the theory of dilation exhibit
a set of matrices that carry all the information about this process. This set of matrices allow
to map the process into a Lie group, defined as the set of all curves on a manifold. Thus, it is
possible to compare stochastic processes using properties of Lie groups. Then, we consider the
point cloud formed by the set of dilation matrices, to gain more intuitions about the underlying
process. We proved a relation between the temporal aspect of the signal and the structure of the
set of its dilation matrices. We used and developped persistent homology tools, and were able
to classify non-stationary processes. Eventually, we implement these techniques directly on the
process of arrivals to detect the trigger of the epidemics. Overall we established a complete and

a coherent framework, both theoretical and practical.
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Liste des notations

{X¢},er désigne un processus stochastique, avec I un ensemble d’indices. Nous considérons

des processus a valeurs réelles, saur indications contrainres.
* X, désigne la valeur d’un processus stochastique au temps t.
» F désigne une tribu.
* H désigne un espace de Hilbert.

* L(H), L(H,E) désigne 'ensemble des applications linéaires a de H dans H pour le premier

cas, et de H dans £.

* (-,-)% désigne un produit scalaire dans I'espace de Hilbert H. H n’est pas précisé si I'espace

sur lequel agit le produit scalaire est évident.

* |||, désigne une norme sur I'espace de Hilbert 7. H n’est pas précisé si I'espace sur lequel

agit le produit scalaire est évident.
* Pour une matrice A, A7 désigne sa transposée et A* sa transposée conjuguée.
* R, désigne un coefficient de corrélation.
* I'.. désigne les coefficients de corrélation partiels.
* Dp = (I —T*T)"/? désigne I'opérateur de défaut.
* G, j(0) désigne la rotation de Givens d’angle 6.
* P. désigne une somme directe d’espaces vectoriels.
* \/. désigne une somme non orthogonale d’espaces vectoriels.
* T, M désigne I'espace tangent de la variété M au point x.
* V désigne la connection de Levi Civita.

* (v1,v9,- - ,v,) désigne le (n-1)-simplexe dont les sommets sont vy, ve, - -+ , Up.
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* sp{X1, Xo, -+, X,} 'espace vectoriel engendré par les vecteurs Xy, -, X,

* X, : conjugué.
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Introduction

1.1 Contexte

N service d'urgences est un environnement technique, matériel et social complexe qui peut
U facilement étre mis en difficulté par diverses perturbations susceptibles de I'affecter. Ces
difficultés peuvent se transmettre a I’hopital tout entier tant les services d’'urgences, qui en sont
souvent la porte d’entrée, y occupent une place centrale [46]. La réponse a ces perturbations
n’est pas toujours immédiate, ce a quoi s’ajoute un temps de latence avant le retour a la normale
(Fig. 1.1). Une des principales perturbations qui affecte les services d’'urgences provient des pics
d’activités inhérents a la nature irréguliere et imprévisible de I'activité médicale d’urgence : il
est extrémement difficile de planifier des activités de cette nature. D’apres [86] §4.3, ces pics
d’activités sont I'un des problémes majeurs auxquels doivent faire face les services d’urgences. Ils

peuvent étre classés en deux catégories :

* Les pics d’activités intrinseques, qui dépendent de I'évolution de I’état de santé des patients
déja admis.
* Les pics d’activités extrinséques, qui correspondent a 'admission de nouveaux patients.

Il en résulte des situations de tensions et d’engorgements [85], pouvant dégrader la qualité
du service rendu. Dans [51] sont répertoriés plusieurs effets de ces engorgements sur les
services d’'urgences, parmi lesquels la mise en danger de la santé publique due a nombre accru
d’erreurs médicales, une augmentation des délais d’attente et de I'insatisfaction des patients, une
diminution de la productivité des praticiens, des situations de violence, et une dégradation de
I'enseignement et de la transmission du savoir. Pour maitriser ces pics d’activités, les services
doivent, dans l'idéal, disposer d'une organisation résiliente et prompte a réagir face a des
phénomenes exceptionnels. Définir une telle organisation est un enjeu majeur, mais cela reste un
probléme difficile [86, 111]. Pour faire face a ces situations, les hopitaux libérent des moyens

humains et matériels supplémentaires : le nombre de gardes effectuées est augmenté, ainsi que
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le nombre de lits mis a disposition. Il est également indispensable d’avoir une bonne coordination
entre ces moyens. Mais pour que cela prenne pleinement son sens, les hopitaux doivent étre
dotés a une échelle locale d’outils d’aide a la décision performants leur permettant d’anticiper le
plus possible la venue de phénomenes susceptibles de perturber leur bonne conduite. Plusieurs
travaux s’inscrivant dans ce cadre ont été conduits pour accompagner les hopitaux face a ces
difficultés. Nous pouvons distinguer deux types d’approches. La premiere consiste a modéliser
le flux de patients et le fonctionnement des services d'urgences. A I'instar de la nomenclature
établie plus haut, nous pouvons qualifier ce type d’approche "d’intrinseque", dans le sens ot les
pic d’activités sont percus comme la conséquence de l'organisation des services d’'urgences. Dans
cette optique nous pouvons citer [82] qui propose une modélisation des services d'urgences grace
a une simulation a événements discrets, dans le but de prédire les situations d’engorgements, et
[96] qui propose une modélisation de type files d’attentes couplées avec un modele a agents,
cette fois-ci dans le but de réduire les temps d’attente. La seconde consiste a analyser directement
la série temporelle de 'admission des patients pour en tirer des informations. Ainsi [29] propose
une méthode de détection de changement de régime basé sur les statistiques a 'ordre 4 des exces
d’admissions. [90] emploi un réseau de neurones nourri par la série d’admissions quotidiennes
d’une part, et par des données climatiques et environnementales (pollution) d’autre part. Ainsi,
les auteurs souhaitent prédire les pics d’admissions en fonction de certaines combinaisons
d’événements extérieurs. Ce type d’approche peut étre qualifié d’extrinseque car ce sont surtout

des phénomenes externes qui sont étudiés.

Nous allons tout particulierement nous intéresser a cette deuxiéme catégorie génératrice de pics
d’activités : les pics d’activités extrinseques. Ce genre de situation n’est pas exceptionnel : il se
produit en fait chaque année, lorsque ces services sont confrontés a des épidémies hivernales
[147, 31]. Dans ces cas de figure les services doivent affronter une demande extrémement forte,
qui se présente souvent de facon brutale et imprévisible. Dans ce contexte, les épidémies liées
aux infections respiratoires hivernales (bronchiolite, rhinovirus, virus respiratoire syncytial)
comptent parmi les plus impactantes pour les hépitaux [92, 85]. Ce sont des pathologies qui
peuvent affecter lourdement les personnes les plus fragiles, ce qui les poussent a recourir aux
services d'urgences. 30% des tres jeunes enfants de moins de 1 an sont concernés chaque année,
ce qui conduit en moyenne a 30 000 hospitalisations, d’apres les bulletins de veille sanitaire.
Bien que ce phénomeéne soit bien répertorié a ’échelle nationale, il est important de définir des

plans d’action a I'échelle locale, car ce sont les hopitaux de chaque région qui sont confrontés

Chapitre 1 Introduction
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Figure 1.1.: Effet d'une perturbation sur un systeme sociotechnique, d’aprés [86] et [3]. Une perturbation,
telle que celle causée par une épidémie affecte durablement les services de soins.

a ces conjonctures. Une réponse globale basée sur des statistiques nationales et donc sur des
criteres globaux ne peut étre entierement satisfaisante. Dans la région Rhone Alpes, une étude
portant sur les variations saisonniéres du flux d’arrivée de patients aux urgences pédiatriques

arrive aux conclusions suivantes :

* L’activité globale dans les services de pédiatrie est plus importante en période hivernale

(de novembre a avril) qu’en période estivale.

* Pour la tranche des 0 a 6 ans, nous observons une augmentation de 35%, et entre 15 et
20 % pour la tranche des 0 a 18 ans. Cela correspond, sur 'année, a plus de 5000 séjours

supplémentaires.

* Ces perturbations sont principalement la conséquence d’épidémies saisonniéres telles la

bronchiolite et la gastroentérite.

Ceci confirme I'enjeu que recouvrent ces problématiques. Etant donné qu’il s’agit d'un phénomene
récurrent, il nous semble important de I'investiguer en profondeur pour anticiper d’éventuelles
défaillances des systemes de soins. Il est particulierement important de se pencher sur le cas
des épidémies respiratoires hivernales pédiatriques, principalement propagées par le VRS (virus

respiratoire syncytial) car elles sont souvent précurseurs d’autres pathologies pour d’autres
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Figure 1.2.: Vision globale du projet PREDAFLU.

catégories de personnes, comme les personnes dgées et les adultes [130]. Les travaux de cette

these s’inscrivent donc dans un contexte plus large, résumé a la Fig. 1.2.

Comme nous I'avons signalé plus haut, nous allons spécifiquement nous employer a I'étude des
pics d’activités du point de vue extrinseque. Pour cela, une mesure quotidienne de 'activité
dans les services nous renseigne sur I’évolution de ces épidémies au jour le jour, vu a travers
le nombre d’admissions aux urgences. Pour traiter cela, nous considérons le flux d’arrivées de
patients comme un processus stochastique, c’est-a-dire une suite de variables aléatoires {X,},,
ou X; mesure le nombre de patients admis le jour j, la semaine j ou le moins j selon I’échelle de
temps utilisée. Ce formalisme nous permet de bénéficier de I'arsenal statistique et probabilistique
nécéssaire pour étudier et analyser les comportements aléatoires. Un exemple de ce processus
d’arrivées mesurées quotidiennement est illustré a la Fig. 1.3. De plus nous choisissons un angle
d’attaque original motivé par 'observation suivante : la dynamique du processus d’admissions
varie d’année en année. Le processus d’admission est entaché d’une variabilité tres importante
[84], et non-stationnaire. Cette variabilité pose probleme car elle complique 'anticipation des
pics d’activité. Pour comprendre en profondeur ces épidémies et pour mieux les analyser, nous

devons faire du caractére imprévisible une force et non une contrainte. La variabilité du flux
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Figure 1.3.: Flux de patients : données journaliéres

d’arrivées demande donc d’étre étudiée avec plus d’attention. Nous proposons une étude de ces

phénomenes aléatoires se basant sur 'observation de cette variabilité.

Dans la suite de ce document, nous nous placons dans le cadre de travail suivant : un processus
stochastique X; ,, est une fonction X : I x 2 — K, ot K est un corps (généralement R ou C), I un
ensemble d’indices. L'indice w sera bien évidemment omis dans la suite pour alléger les notations.
(Q, F,P) est un ensemble probabilisé : F est une tribu sur €2 et P une mesure de probabilité. Une
fonction F- mesurable est une variable aléatoire, et pour un processus stochastique, la fonction
X, est une variable aléatoire pour chaque ¢ € I. Pour alléger I'écriture, nous allons désigner le

processus stochastique X; ., seulement par X;. L'espérance d’'un processus est définie par :
E(Xy) = / Xt wP(dw) Vtel
Q
et sa fonction d’auto-covariance est définie par :

Rep = E{(X. ~E(X.)) (X, ~E(X:) }

1.1 Contexte
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Nous ne considérons que les processus de second ordre, c’est-a-dire que nous supposons X; €
L?(Q, F,P). Pour un processus de moyenne nulle, E (XSE> définit un produit scalaire sur L2,
I'ensemble des fonctions de carré intégrable. Les processus stochastiques de moyenne nulle
peuvent alors étre interprétés comme des séquences de vecteurs dans un espace de Hilbert que
nous noterons 7. Enfin, rappelons qu'un processus X; € L?(2, F,P) est dit stationnaire au sens

large si E(X;) = ¢, ou c est une constante, et Rs; = R;_ quelques soient s < t.

1.2 Processus aléatoires périodiquement correles

1.2.1 Detrended fluctuation analysis : processus de variabilité d’'une

série temporelle

Dans un premier temps nous allons prouver notre intuition de départ, a savoir qu'une aug-
mentation de la variabilité du processus d’arrivées est la signature d’'une phase épidémique.
Nous souhaitons donc mesurer cette variabilité comme un écart par rapport a un comportement
moyen. Pour pouvoir mesurer cela, nous avons d’abord transformé le signal grace a un procédé
connu sous le nom de DFA (detrended fluctuation analysis), [1, 73]. Cette méthode s’inscrit dans
le cadre plus général de I'analyse multifractale des signaux. Nous avons retenus cette méthode
car le signal résultant est facile a interpreter, comme nous allons le voir par la suite. Il s’agit de

comparer les valeurs du signal en chaque instant par rapport a une tendance locale :

Soit {Yt}ivz | le processus d’admissions, et {Z;} le signal intégré :
t J—
Z=3 (Yi-Y1)
k=1

ol Y; est la valeur moyenne temporelle de {Y;}Y . La série {Z;} | est ensuite divisée en
Np, = |T/L] (]-| désignant la partie entiere) tranches de longueur L ne se recouvrant pas. L est

I’échelle de temps selon laquelle nous allons observer la variabilité. Dans chaque fenétre, une

n+1)nx N

approximation au sens des moindres carrés est effectuée, et nous notons {Zf}ﬁznx N, | pour

n =1,2,--- N la concaténation de ces approximations, ce qui nous donne donc une fonction

linéaire par morceaux (Fig. 1.4). Enfin, pour chaque temps t nous comparons la valeur du
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Figure 1.4.: Exemple d’'une approximation linéaire par morceau pour le calcul de la DFA.

processus intégré a son approximation linéaire locale Fig. 1.5 :

Xy =2y — 7', Vtenx Np,nxNg], Vn=1,2,---Np,

La DFA du processus d’admission de la Fig. 1.3 est reportée a la Fig. 1.6. Nous pouvons a présent
observer la variabilité dissimulée au sein des périodes épidémiques, en faisant abstraction du
caractére global de I'épidémie c’est-a-dire sans tenir compte du fait que le nombre moyen
de patients admis croisse ou décroisse pendant cette période la. A titre d’exemple, le signal
de la Fig. 1.7 produirait une DFA complétement différente de celle que nous observons, car
la variabilité est dans ce cas-ci plus importante hors période épidémique que pendant le pic

épidémique.

Le processus de variabilité que nous observons, Fig. 1.6, est extrémement interessant pour
deux raisons. Tout d’abord, c’est un processus stochastique clairement non-stationnaire : la
variabilité du processus d’admissions n’est pas constante au cours du temps. Attention, nous
parlons bien ici du processus de variabilité et non du processus d’admissions lui-méme. La non-
stationnarité du processus d’admissions est évidente car sinon il n’y aurait tout simplement pas
lieu de parler de période épidémique. En revanche il n’est a priori pas évident que le processus
de variabilité soit non-stationnaire. Ensuite, nous remarquons que les périodes de plus forte
variabilité correspondent aux périodes de pics épidémiques. Autrement dit nous ne pouvons

pas nous contenter de définir une épidémie par un nombre d’admissions plus important qu’a la

1.2 Processus aléatoires périodiquement corrélés
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Figure 1.5.: Les valeurs du processus (points noirs) sont comparées a la tendance locale. Il en résulte
une série temporelle {X;, X2, --} qui est donnée par la longueur des doubles-fleches
en pointillés, comptée positivement si les points sont situés au-dessus de la tendance et
négativement si ils sont en-dessous.
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Figure 1.6.: DFA du signal de la Fig. 1.3
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Figure 1.7.: Pour ce signal de synthese, la DFA serait inversée par rapport a celle de la Fig. 1.6. En effet
sur les trois périodes distinctes (orange, bleue et verte), la variabilité est plus importante
lors des périodes orange et verte (hors "épidémie" que lors de la période bleue.

normale, Il faut également tenir compte du processus de variabilité. Cette forte variabilité est

extrémement préjudiciable pour les services d’urgences, et affecte fortement leur organisation.

Cela conforte notre intuition que I'étude de la variabilité pour ce type de processus est un élément

important a I'analyse.

La DFA est habituellement employée pour étudier les processus auto-similaires et multi-
fractaux, c’est a dire les processus ayant une structure qui se conserve méme lorsqu’ils sont

observés a différentes échelles L. Dans ce cas, c’est la fonction

qui est étudiée, ou L intervient dans la formule ci-dessus pour rendre compte de I’échelle
utilisée. En particulier, si le processus sous-jacent est un mouvement Brownien le tracé de

logF (L) en fonction de log(L) est une droite de pente « = 1, 5.

Le processus global d’admissions aux urgences hospitalieres, toutes pathologies confondues,

possede des caractéristiques multi-fractales, [61] . Nous observons que si nous nous restreignons
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Figure 1.8.: Tracé de logF(L) en fonction de log(L)

au sous-phénomeéne "admissions aux urgences pour les pathologies pédiatriques saisonnieres",
alors cette saisonnalité induit une certaine périodicité dans le processus dans un sens que nous

préciserons plus tard. Le caractére fractal du processus ne disparait pas totalement, Fig. 1.8.

Nous pouvons remarquer que ce processus de variabilité posséde quelques ressemblances avec
les signaux modulés en amplitudes, que 'on rencontre fréquemment en télécommunication. Ce
sont des signaux dont la fonction de corrélation est périodique du fait de la multiplication du
signal contenant I'information par une porteuse sinusoidale. Bien que le processus de variabilité
que nous observons ne soit pas exactement de ce type il reste néanmoins périodiquement corrélé.
Ceci veut dire, comme nous pouvons nous en rendre compte dans la Fig. 1.6 que la relation de
correspondance statistique qui existe entre deux valeurs du processus X et X; aux temps s et t,
est la méme que celle entre X ;7 et X; 7 ou T > 0 est appelé période cyclique. La différence
essentielle par rapport a un processus stationnaire tient en ce que le support du spectre (ou la
densité spectrale) du signal ne se compose plus d'une seule dimension frequentielle, mais de

deux. C’est ce que nous allons voir dans la prochaine partie.
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1.2.2 Théorie de Fourier des signaux périodiquement corrélés.

L’étude des processus PC semble avoir été initiée par [25]. Une des premieres représentations
des signaux périodiquement corrélés a été donnée par [72]. Par la suite ces processus ont fait
I'objet de nombreux travaux, [69, 48, 103, 67] car ils sont présents dans de nombreux domaines
scientifiques : télécommunications [66], océanographie [54], économétrie [113], météorologie
[79] pour ne citer qu’eux.

Quelques définitions s’imposent. Par souci de clarté, nous nous plagons dans le cas de processus

discrets. Dans cette section, nous allons noter, pour {X;},., un processus stochastique discret,

px (t) = E(X;) sa moyenne statistique en tet cx x(t,7) = E [(Xt —pux (1) (Xegr — px(t + 7'))]

sa fonction d’autocovariance, ou - désigne le conjugué.

Définition 1.1 (Processus périodiquement corrélé). Le processus {X;}, est dit périodiquement

corrélé au sens large, ou cyclostationnaire, si et seulement si il existe un entier T tel que

t) = pux(t +kT), et
px(t) = px( ), e .1

cxx(n,7) =cxx(n+kT,7), VtkelZ

Etant donné que cxx (¢, 7) est périodique en t de période T, elle est développable en série de

Fourier :

T-1 T—1
2T 271y Fouri 2T 1 2w
CX)((t,T) = I;) CXX (Tk,’l') el kt MT CXX (Tk,’l') = T t_zo sz(n,T)e Ikt (1.2)
ol j désigne le nombre complexe j? = —1. On note oy, = Q%k les coefficients que nous nommons
fréquences cycliques, et

Axx ={ag,k=0,1,---T — 1}. Nous pouvons alors définir le spectre cyclique par [69] :

Sxx(t,w) = Z Can(t,T)e 94T = Z Sxx (o, w)el k! (1.3)
T=—00 ap€Axx
0 . 1 .
— —JwT _ j; s —jagt
Sxx (o, w) T;OOC'XX(ak,T)e J\ZIZ—@oNt:ZOSXX(t’w)e (1.4)

La périodicité de la fonction de corrélation induit donc une dissipation du spectre sur plusieurs
fréquences. Ainsi le support du spectre n’est pas constitué d’une seule ligne comme c’est le cas

pour un processus stationnaire, mais de plusieurs lignes paralleles espacées de 2% Comme cela
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Figure 1.9.: Support du spectre d’'un processus T-PC.

est prouvé dans [69] ainsi que dans [83, 48], 'équation 1.4 peut étre réarrangée, et le spectre

peut alors s’écrire sous la forme :
1 2T 27
SX)((wl,OJQ) == Z SXX (Tk?,wl) 1) <w2 — w1 + Tk‘) (1.5)

ou 0 désigne la distribution de Dirac. Le support spectral du processus PC consiste donc en
un ensemble de droites du plan parallelement espacées, Fig. 1.9. Cette expression englobe
également les processus stationnaires, car dans ce cas Sx x(wi,w2) = Sxx(0,w1)d(ws — wy). :
I'information spectrale d'un processus stationnaire se concentre dans la diagonale du pavé de la
Fig. 1.9. Dans [100], les auteurs proposent une méthode pour tester si un signal donné est bien
périodiquement corrélé. Cette méthode consiste, dans les grandes lignes, a essayer plusieurs
fréquences cycliques potentielles oy, et a ne conserver que celles pour lesquelles I’équation 1.4
n’a pas une valeur nulle. En appliquant cette méthode nous avons effectivement montré que le
processus de variabilité est bien cyclostationnaire. Le support du spectre cyclique du processus

de variabilité de la Fig. 1.6 est donné a la figure Fig. 1.10.

1.2.3 Une autre représentation des signaux PC

Nous venons de voir les processus PC sous un angle classique correspondant a une analyse

harmonique de Fourier. Mais il existe une autre fagon de représenter les processus stochastiques,
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Figure 1.10.: Support du spectre cyclique du processus de variabilité.

bien plus éclairante et qui va par la suite attirer toute notre attention. Cette représentation
est principalement employée dans [83], et nous la retrouvons également dans [102]. Soit un
processus stationnaire {X;},.,. Son domaine temporel H x est défini comme étant I'ensemble
généré par tous les vecteurs X; :

Hx :@{Xt,t S Z}

ol sp (span) désigne I'espace engendré, c’est-a-dire I’ensemble des combinaisons linéaires. Dans

ce cas nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.1 (shift operator,[83]). Un processus stochastique de second ordre X; est station-

naire si et seulement si il existe un opérateur unitaire définit sur H x tel que :
Xi1 = UX, (1.6)

pout tout ¢ € Z. Nous appelons cet opérateur le shift operator.

Démonstration. Rappelons qu'un opérateur unitaire U sur un espace de Hilbert H est un opé-
rateur linéaire de H dans #H vérifiant (Ux,Uy) = (x,y), Vx,y € H ((-,-) désignant le produit

scalaire). S’il existe un tel opérateur unitaire, alors nous avons :

(Xs, Xp) = (UXs, UXy) = (Xop1, Xit1)

1.2 Processus aléatoires périodiquement corrélés 15
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Inversement, si nous supposons {X;}, stationnaire, alors définissons U : sp{X;,t € Z} —
sp{X,t € Z} par Uh = >y i Xy, 41, Vh = >0 a; Xy, € sp{Xs,t € Z} pour tout n € N. On

montre alors que pour A € K :
i=1 i=1

= U (zn: ()\Oéi + ,BJXQ)

n

A Xy + Y BiXy, = \UL+UR
=1 =1

et on montre de la méme facon que U est bien défini. Enfin nous avons
(UR,UN) = Y aifj( X1, Xiy01) = Y, i Xy, Xe,) = (b, 1)

i,j=1 i,j=1

Par continuité, U peut étre étendu a sp{ X;,t € Z} O

Cet opérateur unitaire, qui admet pour représentation spectrale U = fo% erE(d)),[78, 4] (voir
Annexe B pour davantage de détails sur les mesures spectrales des opérateurs), conduit a une

représentation intégrale du processus sous la forme :

2T
X, = / FAE(dN) 1.7)
0
En effet, nous avons :

2m 2w
Xi=UXo = [ ePE@NXo= [ el
0 0
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avec {(A) = E(A) X, pour tout sous-ensemble Borélien A de [0, 27]. De plus, si nous définissons
la mesure F' (A; N Ag) = (£(A1),£(Az)), pour A et Ay des sous-ensembles Boréliens de [0, 27],

nous observons que :

2m 2
Ker, Xo) = ([ (@), [ ePe(an)
_/()27r‘/()27reit+r/\eit9<€(d)\)7€(d0)> (1.8)

2T
= / e™F(d)\) = R,
0

Ainsi nous voyons que la mesure spectrale du processus, F'(d)\), est directement héritée de la
mesure de 'opérateur unitaire de shift. Lorsque le processus sous-jacent est périodiquement

corrélé, le théoréme 1.1 devient :

Théoréme 1.2. Un processus {X;} est PC-T si et seulement si il existe un opérateur unitaire U
définit sur H x telle que :

Xy =UXy, VteZ (1.9)

Démonstration. Ce résultat s’obtient de la méme facon que le théoréme 1.2, en considérant cette

fois-ci Uh = >°1; a; Xy, 47 pour h = >0 «; Xy, O

D’une facon assez similaire au cas stationnaire, il est possible d’obtenir une représentation des
processus périodiquements corrélés, qui est néanmoins beaucoup moins évidente : En effet, si
l'on considére la racine T-éme de U, c’est-a-dire I'opérateur V tel que V' = U qui grace a la
représentation intégrale des opérateurs unitaires s’écrit V' = fo% eMTE(d)), alors la séquence

P, = V71X, est périodique car

[|Pryr — Bi|| = HVﬁt*TXtJrT - VﬁtXtH
B

=0

et vérifie :

X, =V'P, (1.10)

1.2 Processus aléatoires périodiquement corrélés
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Toutefois aucune représentation matricielle concréte et exploitable du shift operator n’est donnée
dans les travaux mentionnés ci-dessus. Notre premiere interrogation a donc été de savoir quelle
forme pouvait prendre ce shift operator. La représentation du processus par la formule (1.10)
n’est pas entierement satisfaisante : comment peut-on espérer obtenir la racine T-éme d’un
opérateur dont nous ne connaissons méme pas la forme ? Or, dans [104], les auteurs suggerent
I'équivalence entre shift operator et une certaine classe d’opérateurs appelés opérateurs de
dilation. Les auteurs ne donnent pas non plus de forme exploitable pour ces opérateurs mais
nous allons voir qu'’il est possible d’en obtenir une. Nous allons nous attarder sur cette classe
d’opérateurs particuliers, mais auparavant nous devons introduire des coefficients qui sont
cruciaux pour notre analyse car ils nous permettrons justement de construire cet opérateur
unitaire U. Il s’agit des coefficients de correlation partiels, ou parcors, qui sont bien connus dans

le champ du traitement de signal.

1.3 Coefficients de corrélation partiels.

Nous désignerons par parcors les coefficients de corrélation partiels. Ces coefficients sont les
briques de base de notre développement, nous allons donc nous y attarder quelque peu. Nous
allons commencer par présenter les parcors de la fagon la plus simple qui soit, celle qui apparait
naturellement comme un sous-produit de I'algorithme de Levinson. Ensuite nous donnerons
quelques exemples de domaines dans lesquels ces parcors interviennent. Les parcors, qu’ils soient
nommeés coefficients de Schur, de reflexion, de Szégo ou de Verblunsky, et quelque soit leur
champ d’appartenance seront toujours ici désignés par I'. Le but de cette partie est de donner
un apercu de la tres grande diversité de domaines dans lesquels des coefficients de ce type

apparaissent.

1.3.1 Premiére approche des parcors

Les parcors peuvent se définir et se déterminer de plusieurs facons qui sont toutes équivalentes
entre elles. Nous en présenterons trois, qui illustrent la diversité des approches afférentes a ce
domaine. Nous allons voir une approche "signal", qui trouve son origine dans les travaux de Burg
[35] et qui fait intervenir les équations de Yule-Walker ; une approche géométrique et enfin une

approche matricielle, qui fait intervenir les compléments de Schur.
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Placons nous d’abord dans le cas d’'un processus stationnaire, dont nous pouvons trouver une

présentation détaillée dans [27, 83]. Soit une matrice d’auto-covariance temporelle :

Ry Ri1 -+ Ry

A, — (1.11)
. *. ‘. Rl
R,1 -+ Ri Ry

Rappelons que cette matrice est Toeplitz, définie positive. Notons que cette matrice, dans le
jargon du traitement de signal est parfois également nommée matrice d’auto-corrélation (mais
sans division par la variance). Burg s’est posé la question de pouvoir identifier un processus
stochastique {X;},, dont les coefficients d’auto-corrélations E (Xtm) =R, 7=0, -k sont
connus d’avance. La contrainte principale consiste a faire un minimum de suppositions sur le
processus recherché. Autrement dit, il est question de trouver le processus a maximum d’entropie,
dans le sens ot un minimum d’informations sont requises, et dont la matrice de corrélation est
donnée par A,,. Il a montré que ce processus au temps t s’écrit comme une combinaison linéaire

de ce méme processus aux k précédents temps :

k
Xp=- X+ e (1.12)
i=1

ou {ng)} est un bruit blanc Gaussien de variance P, > 0. Nous dirons que I'approximation est

faite dans le sens "backward". Un tel processus est qualifié d’auto-régressif d’ordre k. Alors, Le

k-éme coefficient de corrélation partiel est défini par :
Tp=ao, k=1, ,n-1 (1.13)

C’est le dernier coefficient de 'approximation linéaire de X; par les k précédentes valeurs de
X;. Le processus étant stationnaire, le k-eme parcor de X; est égal au k-éme parcor de X, ol
s # t, ce qui explique pourquoi le temps n’apparait pas dans la notation des parcors. Le systéme

d’équations de Yule-Walker associé est :

Ry Ry-- Ry, 1 P,
R of" 0
= (1.14)
Ry :
Ry Ri Ry) \aP 0
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Le calcul du déterminant de Ay, donne, [74] :
det (As1) = (=125 (R + o Ry + - + of Ry, ) det (Ay)

d’ou :
. det (Ak-+1)

P, = det (Ay) (1.15)

Les coefficients auto-régressifs se trouvent alors grace a I'algorithme récursif (la récurrence est

faite sur k) de Levinson : étant donné que

R, R R Lo B e
0 100 k+1
L agk) ak(k) 0 O
Ry )
n :
o 1 Oé(k) Tl(k) 0 0
Ryyn -+ R1 R
0 1 €L Pk

avec e, = Ryy1 + a,(f) Ry +--- agk)Rl, il faut, pour se ramener aux équations de Yule-Walker

trouver une matrice A de sorte que

Py e Peyr 0
0 0 0 0
A=
0 0 0 0
er P 0  Piy
Nous obtenons :
M= Pri1 Py —ex
Pg — |ex|? —er Py
et ainsi
1 0 1 i1
agk) ai(ck) a§k+1) (k)
A=|
a,(f) agk) a,(fﬂ) (k)
0o 1 I 1
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et donc la récursion de Levinson est : Py = Ry, etpour k =0,--- ,n — 2

Rk+1+a§€k)Rk+magk)R1
L1 =-— Py

P — agk) + Fk-;—lm(k), i=1,---,k (1.16)

(3

Pey1 =P (1= Tpqa]?)

La positivité de la puissance du bruit blanc impose
Ty <1, k=1,---,n—1 1.17)

Encore une fois, la stationnarité du processus conduit aux méme résultats si 'approximation
linéaire est effectuée dans le sens "forward", c’est-a-dire si 'on exprime X; comme combinaison
linéaire des k valeurs suivantes du processus.

L’algorithme de Levinson s’étend naturellement au cas d'un processus non-stationnaire. Nous ne
détaillerons par les calculs ici par soucis de clarté, le lecteur trouvera dans [83] un développement
de I'algorithme de Levinson pour un processus périodiquement corrélé. La différence majeure
tient en ce que deux indices sont attribués aux parcors, selon que 'approximation de X,
par combinaison linéaire se fasse dans le sens backward, X; ~ — Zle agk)Xt,i ou forward,
X ~ — Zle Bfk)XtH. Contrairement a un processus stationnaire, ces deux cas doivent étre
traités séparément.

Il devient alors nécessaire de donner une définition plus générale des parcors. Notons )A(H&&t la
projection orthogonale de X;. s sur sp { X, --- X;}. Alors, nous définissons les parcors comme

étant les coefficients [57, 94, 95, 83] :

E { [Xt - )?t;s;t_l} [Xs - )A(s;s+1:t”

050t

Fst:

)

(1.18)

ou o, et la variance du processus au temps t. Le parcor I',; s'interprete alors comme étant
la corrélation entre X, et X; sans que l'influence de {X i, Xsyo, -+ X;—1} ne soit prise en
compte.

Enfin, et c’est une propriété trés importante, lorsque le processus est périodiquement corrélé, la

périodicité des coefficients de corrélation se transmet naturellement aux parcors :

I'st1i+7 =T, pour un processus PC (1.19)

1.3 Coefficients de corrélation partiels.
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€t

X, Xt
Xst1 X1 ‘

fs

Figure 1.11.: Pour chaque s et t avec s < ¢ nous avons I's; = (e, fs), ol e; est 'innovation forward
X; sur sp{Xs,---+_1} et fs la projection de X, sur sp{ X1, - X¢}. es, I'innovation du
processus au temps t est la composante de X; qui ne peut pas étre déduite des valeurs du
signal aux temps précédents.

En effet, si nous développons le numérateur de I'eq. 1.18 :

=

k
Xt + Z afk)th] X

i=1

k
Xs+ Z ﬁ§k)Xt+i1 }

i=1

k k
=Ris+ Y ARy i+ > B Ry i
=1 i=1

ko k
>3 aEk)ﬁ§k) Ri—ityi

i=1j=1

et tous les coefficients de corrélations sont périodiques en t.

1.3.2 Théories impliquant les parcors : autres définitions.

Sequences définies positives, fonctions de Caratheodory

A présent, voyons une autre définition des parcors, qui justifie que ces parametres portent aussi
le nom de coefficients de Schur ou de coefficients de Szégo. Cette définition se base sur la
propriété de positivité de la matrice de corrélation. Cette approche se retrouve dans [98, 87, 53].

Il est particulierement intéressant d’étudier les parcors de ce point de vue car les arguments
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employés ici sont proches de ceux que nous rencontrerons lors de la construction des matrices

de dilations.

Pour une matrice par blocs
A B

¢ D

(les matrices étant supposées inversibles) nous définissons le complément de Schur de A dans M
comme étant la matrice :

M/A=D—-CA™'B

Le complément de Schur apparait comme un sous produit de la réduction de Gauss de la matrice

M. Le résultat qui nous intéresse ici est le suivant :

Théoréme 1.3. Soit M la matrice :
A B

B* D
ol nous supposons que les matrices sont toutes inversibles. Alors, M est définie positive si et

seulement si A et M /A sont définies positives.

Démonstration. Nous avons la factorisation suivante :

A B I 0\ [A 0 I A™'B
= (1.20)
B* D B*A~Y 1) \0 D-B*A7'B]\0 I
Remarquons que
-1
I A'B I —-A'B
0 1 0 I

Or nous savons que pour une matrice symétrique S et pour une matrice inversible N quelconque,
alors S est définie positive si et seulement NSNT, qui est évidemment symétrique et définie
positive. Comme une matrice diagonale par blocs est définie positive si et seulement si chaque

bloc est défini positif, nous avons bien le résultat. O
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Reprenons la matrice de corrélation A, = (Rst)y<, <, Désignons par C'S : M(K)"*" —
M(K)(=Dx(=1) Papplication qui consiste & associer & une matrice M de taille n x n son

complément de Schur par rapport au coefficient M . Ainsi :
CS(A,) = {Rt+1,s+1 — Rt+1,oR&éR0,5+1; 0<t,s<n-— 1}-

Cette opération est appelée une réduction de Schur, dans le sens ou la matrice C'S(4,,) est
de taille n — 1 x n — 1. Comme nous 'avons mentionné ci-dessus, A,, est définie positive si et
seulement si Ry > 0 et C'S(A,,) est définie positive. Répétons cette opération n fois de sorte
a avoir une séquence de matrices {A,,,CS(A,),CSoCS(A,),---,CSo---0CS(A,)} dont la
taille décroit de 1 a chaque étape, jusqu’a 'obtention d’un scalaire. Ainsi, la positivité de A,
assure que chaque élément situé a la position (0, 0) des matrices A; successives est positif. Les
parcors, cette fois-ci appelés coefficients de Schur s’identifienta : I'y = (CS o -+ 0 CS(Ay,))g o
ol la compositions est appliquée k fois. Comme le montre Kailath dans [87, 98], cette procédure
revient a appliquer I'algorithme de Schur sur la fonction dite de Caratheodory obtenue a partir
de la matrice A :

c(z) =co+2 Z Ryz (1.21)
k=1

ol z est un nombre complexe. Caratheodory a montré le théoréme suivant :

o0

Théoréme 1.4. Une suite de nombres { Ry} ™%

est une sequence de coefficients de corrélation
(aussi appelé une séquence de moments) si et seulement si Re(c(z)) > 0 dans le domaine

{|]#] < 1}, ot ¢(+) est définie par eq. 1.21 Re désigne la partie réelle.

En étudiant ce probléme, Schur [126] a montré I’équivalence entre les propositions suivantes :
* c(z) est de partie réelle positive.

. : _ c(2)=c(0)

La fonction s(z) = m

vérifie |s(z)| < 1 pour |z| < 1.

est analytique, c’est-a-dire développable en série entiére, et

Une telle fonction s(z) est dite appartenir a la classe des fonctions de Schur. Il existe un procédé

pour s’assurer qu'une fonction donnée est une fonction de Schur ou non :

Théoréme 1.5 (Algorithme de Schur). Soit s(z) une fonction, et

. 1 si(z) —Fi

z1—T%si(2) 5i(0)

so(2) = s(2),  si+1(2)
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Alors :

* s(z) est analytique et bornée par 1 dans le disque unité si et seulement si |I';| < 1 pout tout

.

* I <1pour0<i<net|l')|] =1pour un certain n € N si et seulement si s(z) est un

produit de Blaschke fini de degré n, c’est-a-dire est de la forme s(z) = ([[IX; ( — )m

1—a;z

ou ( est une constante de module égal a un.

* Sila fonction initiale s(z) est une fonction de Schur, alors chaque fonction s;(z) est aussi

une fonction de Schur.

Cette procédure produit une suite de coefficients {I';}, appelés parametres de Schur qui ne sont

rien d’autre que des parcors.

Polynémes orthogonaux, coefficients de Verblunsky

Les parcors sont également des éléments essentiels dans la théorie des polynomes orthogonaux,
ce qui mérite d’y consacrer une courte section. Il existe en effet une importante connexion entre
polynomes orthogonaux, [134, 68, 142], mesure spectrale, parcors et dilation (nous reviendrons
sur ce point a la fin de la section suivante). Une présentation avec un ascendant probabiliste des

polyndémes orthogonaux et des parcors est donnée dans [26].

Théoréme 1.6 (Theoreme de Verblunsky, [142]). 1l existe une bijection entre les suites {I',, }

vérifiant |I';| < 1, Vi et les mesures de probabilité sur le cercle unité T.

La correspondance est établie comme suit : soit ;1 une mesure de probabilité sur T. Un procédé

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt du systéeme {ei”)‘} , pour le produit scalaire
ne

(Fegh = [ gl
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fournit une base orthonormale constituée de polynémes {®,,}. Ce sont les polynémes orthogonaux
sur le cercle unité, aussi connus sous le nom de polynéme de Szégo. Pour un polynéme P de

degré n, définissons : P* = 2" P(1/%). La récursion de Szeg0 est :

Dp11(2) = 20,(2) — Ty 19%(2) (1.22)

ou les parametres |I';, < 1| sont dans ce contexte appelés les coefficients de Verblunsky. Les
polynomes matriciels orthogonaux sur le cercle unité (MOPUC), [50, 49] sont une extension des
polynomes orthogonaux a coefficients scalaires. D’apres [47] les polyndmes matriciels orthogo-
naux vérifient une récursion de Szégo équivalente a celle des polyndémes orthogonaux scalaires,

et dans ce cas les parcors sont des matrices.

Les parcors sont donc des objets qui sont implicitement manipulés dans de nombreux
domaines : polynomes orthogonaux sur le cercle unité, algorithme de Levinson, algorithme
de Burg, fonction de Schur. Le cas d’'un signal périodiquement corrélé n’est qu'une extension

du cas stationnaire, dans le sens oti, comme pour les coefficients de corrélation, les parcors,

doublement indexés sont périodiques.

1.3.3 Géométrie des parcors

Dans la section précédente nous avons vu que les coefficients de réflexion partiels apparaissent
sous différentes formes. Une observation faite dans [53] suggere une premiére caractérisation
géométrique des parcors. Les auteurs montrent que la relation de recursion vérifiée par les
parcors et démontrée par Yule [149] correspond a la loi des sinus en géométrie sphérique. C’est
une interpretation géométrique des relations de récurrences qui sont satisfaites par les parcors.
Malgré cela nous revendiquons un angle d’attaque plus en lien avec le processus sous-jacent,
notre propos n’étant pas ’étude intrinséque des coefficients de réflexions, c’est-a-dire les parcors
en tant que tels, mais '’étude de certaines propriétés géométriques et topologiques des processus
périodiquement corrélés. Dans ce sens nous allons suivre une démarche similaire a celle que nous
trouvons dans [115, 117, 116] ou les auteurs traitent de la géométrie de l'ensemble des matrices
de corrélations : 'ensemble des matrices définies positives de taille n, noté Sym™ constitue
une variété (plus couramment nommée manifold en anglais). Pour pouvoir travailler sur des

variétés, il faut spécifier ce que I'on appelle une métrique : c’est un produit scalaire sur I'espace
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tangent. Cette métrique nous permet de comparer des points sur la variété au moyen dune
distance, de définir la longueur d’'une courbe et notamment de trouver la courbe de longueur
minimale reliant deux points, qui s’appelle une géodésique. Par exemple, imaginons un ensemble
de matrices de corrélations {/;},, correspondant a plusieurs réalisations d'un méme phénomeéne
aléatoire. Si nous souhaitons trouver une matrice de corrélation moyenne, qui correspond donc
au phénomeéne moyen, il est nécessaire que la matrice cherchée soit effectivement une matrice
de corrélation, c’est-a-dire qu’elle soit définie positive. Si nous faconnons cette matrice moyenne
de sorte que chacun de ses coefficients soit la moyenne des coefficients des autres matrice situés
a la méme place nous n’obtiendrons pas une matrice de corrélation. La moyenne doit donc étre

entendue au sens de Fréchet [110].

Lorsque deux processus stochastiques sont donnés, nous pouvons les comparer grace a leur
matrices de corrélations. En étudiant ces matrices de corrélation, nous en déduisons des in-
formations, des propriétés sur les signaux qui les ont générées. Sur ce méme principe, nous
pouvons doter l'ensemble des sequences de parcors d’'une métrique permettant la comparaison
de signaux. Il se trouve que cette métrique est la métrique de Poincaré sur le disque du méme
nom, [?, 146, 15]. En effet les développements détaillés, notamment 1’eq. 1.16 plus haut nous
fournissent un systéme de coordonnées de 7,7, ’'ensemble des matrices Toeplitz définie positive
(nous nous plagons ici dans le cas stationnaire) :
¢: T," = R x D!

(1.23)
An — (POan e 7Fn71)

ou Py est la puissance du signal. L’application¢ est en fait un difféomorphisme [142]. De plus,
nous pouvons exhiber une une métrique sur I'espace des parcors, R* xD"~'. En effet, considérons

I'ensemble 7,7 comme une variété Riemannienne dont la métrique dérive d’'un potentiel de

Khéler donné par V(A,) = —In (det(A,)) — nin(me). Dans le systeme de coordonnées donné
par les parcors, (¢1, 2, -+ ,pn—1) = (FPo,I'1,- -+ ,T'n_1), cette métrique s’écrit, [?] :
In(detA,) —
ds® = —L‘f)d@d@
00i0¢;

Avec le systéeme d’équations 1.23, nous avons :

n—1
detA, = Py I (1 - |Fi|2)”_k (1.24)
i=1
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d’ou

) il _
ds? = —— | ninPy + 11n2>mm-
s 53:00, (n nPy lzzl(n i) n( Ty )) ;

et donc :

P ' |dp|?
ds* =n =0 + 3 (n— k) — kL
2 2
By i=1 (1 - W%‘)

ou 'on reconnait la métrique sur un produit entre le demi plan supérieur R, et des disques

(1.25)

. Ve . Je . 2 . 2
de Poincaré D qui sont données respectivement par dsg, = n (%“”) etdsp = (n— z)%. A

titre d’exemple la distance entre deux points a = (Py, i1, , ptn—1), b= (Qo, 11, , lin—1)

est donnée par, [146] :

P2 ol 1/2

2
d(a,b) = (n In (QO) + Z (n— k)7 (pi, vi) )

i=1

VE Mk

11— v \ . 7 7 .
avec 7 (g, vg) = 3ln ' '“H’“ . De nombreux et trés intéressants travaux, notamment en théorie

1— Vk: k
1—ppvg

de I'information s’inscrivent dans ce cadre, [14, 10, 13, 19, 121, 18].

Rappelons ici 'objectif d'une approche géométrique : nous avons vu que les parcors sont des
éléments essentiels dans notre analyse. Pour pouvoir manipuler correctement ces objets, il
faut tenir compte de leur spécificité. De méme que la distance entre deux matrices définies
positives n’est pas simplement la distance entre deux matrices dans M,,(K), la distance

entre deux séquences de parcors n’est pas une distance euclidienne.

Par la suite, nous allons étendre ce type de raisonnement et montrer qu’il faut aller plus loin
que la simple étude géométrique des parcors, et s’attacher a des objets un plus complexes :

les matrices de dilations.

1.4 Théories de la dilation

Maintenant que nous avons présenté les parcors, nous allons voir en quoi ces parametres sont
essentiels pour notre propos. Rappelons que, partant d'un processus aléatoire stationnaire, nous
avons identifié un opérateur de déplacement ("shift operator") qui offre une représentation
particuliéerement simple et compacte de ce processus. Nous allons voir que la théorie de la
dilation, dans laquelle interviennent les parcors, englobe I'existence de cet opérateur et permet

également d’étendre ces résultats pour des processus non-stationnaires. Cette approche, qui parait

Chapitre 1 Introduction

ette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI127/these.pdf
[M. Dugast], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



assez obscure au premier abord, est singulierement adaptée pour des processus périodiquement
corrélés. Apres une bréve présentation générale de la dilation, nous allons voire comment
les parcors introduis plus haut vont nous permettent de disposer de matrices de dilations qui
seront dotées d’une structure multiplicative simple. Un premier résultat consistera a établir
I’équivalence entre formule de Levinson et formule de Constantinescu. Enfin nous reviendrons

sur des applications connexes de la dilation.

1.4.1 Présentation de la dilation

Placons nous dans un espace de Hilbert . L’idée la plus simple de la dilation consiste, pour une
fonction donnée f : Z — O(H) ot O(H) désigne 'ensemble des opérateurs de H, a trouver une

fonction g a valeurs dans O(K), telle que H C K et :

f(t) =Pug(t), tel

ol Py désigne la projection orthogonale sur .

Ceci devient extrémement utile lorsque I'on peut choisir une fonction g qui soit plus "simple"
que f, plus facilement manipulable. Par example, pour un matrice donnée A nous pouvons
chercher une matrice B telle que A soit la projection de B, en imposant que B soit unitaire. Le
fait d’'imposer un caractere unitaire a B nous permet, grace au calcul fonctionnel, d’en donner
une représentation intégrale comme cela est expliqué plus haut (voir également 'annexe B), et
la matrice A héritera de cette représentation. Malheureusement tous les choix possibles pour la
matrice A ne conviennent pas a cette théorie. En revanche, la dilation est parfaitement adaptée
pour certaines classes de matrices, comme les matrices définies positives et particulierement
les matrices Toeplitz positives, comme la matrice A, eq. (1.11). C’est ce qui a été formalisé
par Naimark et sz-Nagy [133, 135, 65, 144]. Donnons d’abord la forme la plus abstraite de ces

résultats, dont la preuve se trouve dans les références citées :

Théoreme 1.7 (Dilation de Naimark I). Soit £ : ¥ — £(?) une mesure positive a valeur
opérateur, c’est-a-dire une application vérifiant, pour toute séquence d’ensemble de Borel {B;},

de ¥ disjoints :

(E (U Bi) z,y) =Y (E(Bj)x,y)

%
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en imposant également que E(B) soit un opérateur positif pour tout B. Alors, il existe un espace
de Hilbert /C, un opérateur borné V' : #H — L(K) et F' : ¥ — L£(K), une mesure positive a valeurs
opérateurs tels que :

E(B) = V*(B)F(B)V(B) (1.26)

pour toute partie B € ¥ ol de plus F(B) est un opérateurs auto-adjoint et spectral, c’est-a-dire

vérifie F(Bl N B2) = F(Bl)F(BQ), VBi,By € X

Ce théoreme est illustré par un exemple apres le théoréme 1.9. Il s’exprime aussi sous la forme :

Théoréme 1.8 (Dilation de Naimark II,[65, 88, 62]). Une suite d’opérateurs {R, },- , agissant
sur un espace de Hilbert # est définie positive, c’est-a-dire vérifie >-0;™ (R;—jhi, hj) > 0 pout
toute suite d’éléments de H {h;};° & support fini (c’est-a-dire que {h;},. =0 & partir d'un rang

N), si et seulement si il existe une isométrie U sur un espace de Hilbert K telle que
R, = P’HUG{ (1.27)
ou Py désigne la projection orthogonale sur H. De plus, si

K= \/ U™(H) (1.28)
n>0
, ou \/ désigne la somme non orthogonale des espaces U™ () alors U est unique a isomorphisme

pres.

Le premier théoréme porte sur des mesures a valeurs opérateurs alors que le deuxiéme fait
directement intervenir des opérateurs unitaires. Rappelons que le lien entre ces deux notions est,

pour U un opérateur unitaire : U = [ ei’\E(d)\) (voir Annexe).

Nous voyons que la suite des coefficients de corrélations peut étre retrouvée en partant d'une
seule matrice et de ces puissances successives. Soit-dit en passant, lorsqu'une suite de coefficients
de corrélations est donnée, il est possible de la prolonger par ce mécanisme : si nous avons la
matrice U correspondant a la séquence des coefficients de corrélations { Ry, Ro, - - , R, }, alors
la meilleure approximation au sens de la norme 2 de R,,.; est U""!. Evidemment ce résultat

est adapté a un processus stationnaire, et une question légitime consiste a se demander s’il
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est possible d’étendre ces résultats pour des processus non-stationnaires. C’est effectivement
possible, et la dilation de Naimark prend alors une forme différente, connue sous le nom de
décomposition de Kolmogorov. Nous avons méme le résultat dans le cas général ol nous ne
considérons pas uniquement une matrice scalaire mais une matrice par blocs, ou alors, de facon
équivalente une application A sur Z x Z telle que A(4,j) € L(H;, H;), avec {H;},., une suite

d’espace de Hilbert.

Théoréme 1.9 (Décomposition de Kolmogorov, [114, 43, 75]). Soit A un noyau (kernel) dé-
finit positif. Alors il existe un espace de Hilbert et une application V sur Z telle que V(n) €

L(Hn,K), Vn € Z, et:
* A(i,j) =V*()V(y), 1i,j€Z.
* K=V,ezV(n)H, (condition de minimalité).

S'il existe un autre espace de Hilbert K’ et une autre application V'’ vérifiants les méme conditions,

alors il existe un opérateur unitaire ® : K — K’ tel que @V (n) = V'(n), Vn € Z.

Exemple :

Bien que tous ces résultats paraissent quelque peu formels, ce sont bien les facettes d'une méme
approche. Ils forment en outre un pont direct entre étude d’un signal aléatoire et dilation.
En effet, considérons 'example pratique suivant [145] : si {X;},. est un processus aléatoire
stationnaire défini sur un groupe T, alors il existe une représentation unitaire U de T dans le
domaine temporel de X telle que, [42] : X; = U; X, (voici de nouveau le shift operator!) ot e
est '’élément neutre du groupe T. Si 'on note 7* le dual de T, la transformée de Fourier sur le
groupe s’écrit :

R = | Ir.9 Bldg)

ou [r,g¢] est la valeur d’'un caractére g du groupe 7* en 7. Si T' = R, les caracteres sont les
fonctions g : x + ¢?*™ k € N; T* est isomorphe a R et l'on retrouve la transformation de
Fourier habituelle. D’autre part nous savons d’une part que R, = (X, X.) ou cette fois (-, -)
désigne le produit scalaire entre les deux variables aléatoires, et d’autre part qu’il existe une

representation unitaire U, telle que :

R, = (X,, X.) = (Ui X., X.) = X*U, X, — / i, 9| X*F(dg) X,
JT*
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ou F(-) est la mesure spectrale de U,,. Par unicité de la mesure de Fourier :

E(A) = X*F(A)X,

ol nous reconnaissons la formule de dilation de Naimark, ainsi que la formule 1.8. Nous re-
trouvons les résultats établis plus haut, notamment a I'équation 1.8. De plus cela conforte
I'idée suggérée par Masani [104] qui prouve le lien direct entre dilation et shift operator. Nous
pouvons apercevoir la puissance de cette théorie et nous saisissons son interét dans notre étude :
plutot que d’étudier directement, frontalement le processus, nous allons concentrer nos efforts
sur ces matrices de dilations, a I'instar de la théorie de Fourier qui étudie un signal du point
de vue spectral et non temporel. Signalons par ailleurs que la théorie de Fourier s’applique
difficilement en cas de signal non-stationnaire alors que la théorie de la dilation ne tient pas
compte de la stationnarité : si le signal est stationnaire, la théorie de la dilation conduit a la dila-

tion de Naimark; si le signal est non-stationnaire, elle conduit a la décomposition de Kolmogorov.

Il y a donc deux points de vue sur la dilation : dans le premier, la dilation s’exprime a travers
une mesure, dans I'autre elle s’exprime a travers un opérateur. Les deux sont équivalentes.
L’intérét de la dilation est de faire intervenir un opérateur unitaire dont on peut exprimer la

mesure.

Enfin, en partant du théoréme 1.8 nous voyons que 'application n — U™ peut s’interpréter
comme une représentation unitaire de groupe. Un parallele fructueux nait entre théorie de la

dilation et théorie des représentations, [136].

1.4.2 Construction de la dilation

A présent nous allons voir comment construire la matrice dilation dans le cas de la dilation de
Naimark, ou les matrices de dilation dans le cas de la decomposition de Kolmogorov. Nous allons
principalement nous baser sur les démonstrations de Constantinescu [43, 12, 45] , car ce sont
apparement les seules qui fournissent une structure aussi explicite et complete des matrices de

dilations quelque soit la forme considérée (Naimark ou Kolmogorov). La structure de la dilation
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de Naimark apparait également dans [87, 65, 137]. Plagons nous dans le cas le plus général

d’une matrice par blocs définie positive :

Rin Ri2 -+ Rip

A, — Rio
Rn—l,n
R, -+ Ri Ria

)

Dans ce cas tres général, les R; ; sont également des matrices, de méme que les parcors I'; ;
qui sont alors des contractions, c’est-a-dire qu’ils vérifient ||T'|| < 1. Cela est évident pour un
processus multivarié, pour lequel la matrice de corrélation est bien entendue une matrice par
bloc. De méme, pour les MOPUC que nous avons évoqués plus haut, les coefficients de Verblunsky,
donc les parcors, sont des contractions. Lorsque le processus est scalaire, il suffit pour se ramener
au cas général de considérer les variables aléatoires du processus stochastique comme des

opérateurs de C vers L?(P) (ou P est la mesure de probabilité de la variable aléatoire) :

X, :C — L*(P)

X = \X,,

ou le symbole * ne sert qu’a marquer la différence entre 'opérateur et le scalaire X,,. Ainsi les

éléments de la matrice de corrélation deviennent des opérateurs
A~ * A
Rn,m = (Xn> Xn

Comme nous I'avons vu ci-dessus, il existe une correspondance entre notre matrice A, et

I'ensemble de ses parcors :

0 I'p I'i3 e g
Rl,l RLQ Rl,n

0 0 TIgg Tes -+ Ty

12 R .
Rn—l,n . . . . (129)
Pn—?,n
. . 0 Fn—l,n
1n n—1,1 Rn,n 0 0 0
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Cette correspondance est en fait une bijection. Avant d’écrire explicitement cette relation bijective,

définissons lopérateur de défaut d’une contraction 7' € L(H,H') (defect operator) par :
Dy = (I —T*T)"? (1.30)

dont I'adjointest : Dy« = (I — TT*)I/ 2, Lespace de défaut (defect space) est Dy = range (Dp) =

Dr(H) C H'. Davantage d’intuitions sur les opérateurs de défauts sont données en Annexe C.

Opérateur de Julia :

L’'opérateur de défaut nous permet d’obtenir une toute premiere matrice de dilation élémen-
taire. En effet, si

I'  Drp-

Dr —T*

() =

pour I' € L£(H,H') une contraction ot Dr désigne son defect operator, alors pour tout

neN:
1

= (1 o) J(I)"
0

Ainsi, les rotations élémentaires d’'une contraction , appelées les opérateurs de Julia, forment

aussi les dilations unitaires de cette contraction. Précisons que J(I") : H & Dr- — H' & Dr.

Dans la mesure ou Py est un opérateur d’angle (P désignant la projection orthogonale)

et que Py J(T')5, nous voyons que I est en quelque sorte une mesure de 'angle entre # et

M.

Théoréme 1.10. Pour une famille de contractions (de parcors dans le cas scalaire)

{Tkjlk,j=1,---n,k < j}, définissons :

Dr« T ;], une contraction en ligne

o . = * N * e
Ly, [Tkk+1 Dr D 2 DFk,k+z k,j—1

k,k+1

(voir Annexe C)

A R . . .. T i
* Crj=1j-15 Tj2;Dr,_,,; Uy ;Dr,,,; Dr, , une contration en colonne,

J—l«,j]
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1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0
0O -~ 0 T4 Dr-_ 0 0
FZ,Z+I DF: . 1,1+
° Gi(Fz‘,i-i-l) =1® *’ ®I=|0 --- 0 DFi,iH _F;k,i-i-l 0 0
DFMH _Fi,z’H
0o --- 0 0 1 0 0
0 --.- 1

une matrice de rotation élémentaire. C’est une rotation de Givens, ou I'; ;; est situé a la
position (4,1).
* Upj=GChpr1)GCrpr2) - G(Chpts) Uksr; ©I).

Alors, une matrice (par blocs) A,y = (Ry,;);, ;_, vérifiant R}, = Ry, ; est définit positive si et

seulement si :
* Ryr > 0 pour tout k,

¢ Il existe une famille de contractions {I'; ; | k,j = 1,---n,k < j} telle que :

Ryj = By k(L j1Ukt1,j-1Chks1 + Dry oo Dy TriDryy ;- Dry ) By (1.31)

k,k+1 J

ou By, est la racine carré de Ry j, obtenue par décomposition de Cholesky.

Cette formule est démontrée par récurrence dans [43, 140] et conduit a la décomposition de
Kolmogorov, alors que dans [137], elle obtenue en partant directement de la décomposition
de Kolmogorov. Dans [88], des résultats similaires sont obtenus grace a une construction en
treillis dont 'algorithme de Burg montre qu’elle est inhérente a ’obtention des parcors, [27].
Mais c’est la forme 1.10 qui donne le plus de détails et qui est la plus exploitable. Pour voir
comment se forge I'équivalence 1.29 nous allons I'appliquer sur le cas simple d’une matrice
3 x 3. Tout d’abord, deux résultats importants, dont les preuves sont données en Annexe C sont

nécessaires.

Théoreme 1.11 (Structure élémentaire des opérateurs définit positifs). Soit A et C' deux opéra-

teurs positifs. Les propositions suivantes sont équivalentes :

A
1. L'opérateur P = est positif.
B* C
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2. Il existe une unique contraction I' telle que B = AY/2I'C''/2,

Théoreme 1.12 (Structure élémentaire des contractions). Les proposition suivantes sont équi-

valentes :

1. L'opérateur T' = (Tl T --- Tn) est une contraction.

2. Ty = T'; est une contraction, et, pour ¢ > 2, il existe une unique contraction telle que

T; = DryDry - - - Dpx_ T

1
Soit I'opérateur définit positif :

Ri1 Rip Ri3
12 R2p2 Rogs

13 I3 Rss

Ag =

Avec R; ; € L(H;,Hi) 1,5 =1,2,3, et Hy, H1, H1 des espaces de Hilbert. En appliquant le
Rip Ri2 Ros Rogs
et

) )

théoreme C.1 a nous obtenons R s = R}/EFLQR%/? et Ry3 =

Ri, Rap B35 Rs3
R;{22F273R§{32. Puis, en appliquant toujours le théoreme C.1 cette fois-ci sur la matrice Az avec
Rss Ro3
A=Ri1, B=(Ris Ri3),etC= nous obtenons :
Rys Ras

RY2 . pl/2

1/2 2,2 2,3413.3

<R1,2 R1,3) :Rl,/l <F/1 F'g) 1/2
0 DF2,3R3,3

“ " 1/2 1/2
= ( 1,1F,1R2,2 R1,/1 (Pllr2,3 + 11/2Dl“z,3R:’>,/3 ))
(Le détail de la décomposition de Cholesky avec le defect operator est donné en Annexe C ).

D’apreés le théoréme 1.12, (1"1 Fé) étant une contraction, alors nous pouvons écrire I} =T'; o

par unicité, et I, = Dr+ ,I'1 3. En conclusion nous avons :

Ri2 = 31(12F1,2R%7/22 (1.32)
Ry3 = Ry; TRy (1.33)
Riz= R} (rmrg,g + DFI’QFLgDFw) Ry (1.34)

Le théoréme 1.10 procede exactement de la méme facon. Avec I'interprétation angulaire des

parcors évoquée lors de la présentation de I'opérateur de Julia, nous déduisons de I'équation
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Hy

I

DFT 5 1,3

Figure 1.12.: Les parcors induisent un changement de repere de I'espace généré par H; + Ho + Hs

(1.32) que I'y » mesure I'angle entre Hy et H; ; de 'équation (1.33) que I's 3 mesure I'angle entre

Hs3 et €; et enfin de 'équation (1.34) que I'; 3 mesure I'angle entre Dr,, et Dr: , Fig. 1.12.

La structure multiplicative de la matrice U intervenant dans le théoréme 1.10 est d’'un interét
certain : nous allons voir que nous pouvons sur ce méme modele former la dilation de Naimark

ou la décomposition de Kolmogorov selon que la matrice de départ A,, soit Toeplitz ou non.

Cas ou A, est Toeplitz

Soit :
W =Gi(I')G2(T2)---G;(Iy) - - (1.35)
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Nous obtenons alors [12] :

I't Dr:I's DryDril's Dr:DryDr:ly

Dr, -Tily -TiDp;l's —TiDr;DrsTs
0 Dr, . ~T%Dp:Ty

W=1] 0 0 Dr, —T4Ty (1.36)
0 0 0 Dr,

Ce qui conduit a [88, 12, 62] :

1

.10

Autrement dit, cette matrice W n’est rien d’autre que la dilation de Naimark. La matrice de dilation
de Naimark a donc une simple structure multiplicative. W appartient a la classe de matrices
dites Hessenberg supérieures a coefficients sous-diagonaux positifs (de nombreuses applications
impliquent I'utilisation de telle matrices, notamment [76, 8, 77]). Le calcul fonctionnel nous
indique que la mesure spectrale du shift operator, qui s’identifie a la dilation de Naimark,
correspond aux projecteurs propres de cette matrice. Enfin, précisons le domaine de W, cest

a-dire 'espace de Hilbert sur lequel W agit. Si :
m—1
Hy,, = \/ Wn(H)v Dy = Hpy1 © Hy
n=0

alors W agit sur L = H @ D1 & Dy @ D5 - - - . Ceci correspond juste a une orthogonalisation de la
condition de minimalité de la dilation de Naimark. Il est d’ailleurs possible de retrouver la forme

de W a partir de ce seul fait 1a [65].

38 Chapitre 1 Introduction

ette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI127/these.pdf
[M. Dugast], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



0 0 e Diivr Diigo

Figure 1.13.: La matrice W; s'obtient a partir de la ligne i de la matrices des parcors. Chaque parcor I'; ;
donne un angle d’'une rotation de Givens.

Cas ou A, n’est pas Toeplitz.

Si maintenant la matrice A,, n’est plus Toeplitz, alors la famille de parcors est doublement
indexée, la conséquence étant qu'une seule matrice de dilation W ne suffit plus et qu’il faut donc

considérer plusieurs matrices de dilations W :
Wi = G(Ti41)G(Ly42) - - G(Ti ) (1.37)

W; s’obtient a partir de la ligne i de la "matrices des parcors", eq. 1.29,Fig. 1.13 . De cette facon

1a, la décomposition de Kolmogorov 1.9 s’écrit comme :
V(n) = W0W1 s Wn—l , mn> 0 (138)

c’est-a-dire comme le produit des matrices de dilation réduites a leur premiere colonne. Nous

vérifions bien que [43], théoréme 6.1 :

1

0
VOV = (10 0 ) Wil Wi

Nous pouvons donc retenir que les parcors permettent de construire la matrice de dilation d'un

processus stationnaire, ou les matrices de dilations d’'un processus non-stationnaire. Ces matrices
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ont une structure multiplicative composée de matrices de rotations élémentaires. Ainsi, nous
pouvons donner une forme précise au shift operator et caractériser le processus sous-jacent en

étudiant ces matrices.

Formule de Constantinescu et procédure de Levinson

La structure de la matrice de dilation nous a conduit a un premier résultat :

Théoréme 1.13. La formule de Constantinescu 1.10 revient a faire un algorithme de Levinson

sur la matrice de dilation 1.36.

Pour prouver cela, étudions un peu plus en détail la structure de cette matrice de dilation. Rappe-
lons nous que pour établir les équations de Yule-Walker nous sommes partis de 'approximation
linéaire suivante : X; = —> 7", a; X;—; + €/, ou € est un bruit blanc gaussien. ;" est appelé
I'innovation du processus au temps t, a 'ordre m, dans le sens ou cela représente la quantité
aléatoire qui est apportée au temps t et qui ne peut pas étre connue par simple inspection du
passé. Il est possible d’appliquer ces méme principes a la dilation de Naimark : la forme théorique
de la dilation de Naimark est de taille infinie. Nous pouvons donc nous demander quelle est
I'erreur commise lorsque nous limitons cette matrice a une taille n x n. Cette erreur correspond

a une "prédiction en avant" (forward prediction) faite sur W et nous avons [62] :
th’ - PHEBDIEBDQEBDanh = <07 07 T 707 DnDn—l o D1h7 07 o > (1'39)

ou h € H, Pyap,ep,ap, désigne la projection orthogonale sur les n + 1emes ligne de la matrice,
et ol ’élément non-nul du vecteur de droite est situé a la n + 1éme place. Notons le vecteur
de droite sous la forme plus compacte : ¢,¢,h avec € = D, D,,_1--- D1 et ¢, une application
qui place un nombre a la n 4+ leme position d'un vecteur nul. De méme, pour la prédiction

"rétrograde" (backward prediction), nous avons :
h — PU o, h= O ensh (1.40)
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avec e+ = Dp+Dy,_1+ - - - D1+ et (), qui désigne les n premiéres colonnes de W.

Toujours d’aprés [62], la recursion de Levinson en terme de matrice de dilation s’écrit :

n
6:;*].—‘”+16nh =Rpy1 + Z RiAn,iflh (1.41)
i=1
ou les A, ; désignent les coefficients de régressions. Si maintenant nous réécrivons cette équation
sous la forme :

Rns1 =€ Tnpiegh — > RiAni1h (1.42)
=1

et que nous la comparons avec la formule du théoréeme 1.10, nous remarquons que la récursion
de Levinson sur la dilation de Naimark donne bien I’équivalence entre matrice définie-positive et

parcors. [

Ce résultat a des conséquences importantes car, pour une application pratique, nous n’allons pas
utiliser la ou les matrices de dilations de taille infinie, mais nous allons les tronquer, c’est-a-dire
les réduire a une taille n x n. Cela conduit a des matrices de rotations de taille n, c’est-a-dire

appartenant a SO(n) ou SU(n), et I'erreur commise reste (potentiellement) quantifiable.

1.4.3 Théories connexes impliquant la dilation

Retour sur les polynémes orthogonaux

Les matrices de dilations étant élaborées a partir de séquences de parcors, il n’est pas étonnant
de les retrouver dans de nombreux domaines. Ainsi, elles interviennent naturellement lors de
I'étude des polynémes orthogonaux dont nous avons vu qu’ils produisaient de telles séquence
de parcors. Dans [9] un lien est perceptible entre polynémes orthogonaux et matrices de
dilations : a partir d’'une séquence de parcors {I', },, construisons la matrice de Hessenberg
H, = G1(I'1)G2(Ty) - - Gn_l(l“n_l)@n(l“n), avec G; la rotation de Givens définie plus haut et

Gn(Ty) = . Nous retrouvons les polynémes orthogonaux 1.22, [77] par :
—in

<I>j(z) = det (ZIj — HJ)
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Les valeurs propres de H,, correspondent donc aux racines des polynémes orthogonaux &,,. En
se servant de cette correspondance, Ammar [9] donne une procédure pour en trouver les racines.
Etant donné que les valeurs propres de W portent aussi la mesure du processus, un paralléle est
établi entre processus stochastiques et polynomes orthogonaux. Le chemin inverse est fait dans
[6], ou les auteurs partent d'un ensemble de nombres {);} donnés et cherchent a déterminer
la matrice de Hessenberg supérieure unitaire dont les valeurs propres coincident avec cette

séquence de nombres.

Dans [129, 128], deux types de matrices construites a partir des polynémes orthogonaux ou
des parcors sont misent en avant : les matrices CMV et GGT. Les matrices GGT sont défi-
nies par : (GGT), ; = (®;,2®;), z € C. Les matrices CMV sont elles formées par : CMV =
Diag (J(To), J(T2),J(Ty4),- -+ ) Diag (J(T'1), J(T's),---) ot J(I';) désigne 'opérateur de Julia, et
Diag(+,-,---) est la matrice diagonale par bloc. Ces structures sont trés proches des matrices de

dilations.

Matrices de Hessenberg unitaires et restitution d’harmoniques

Les matrices de Hessenberg unitaires sont également employées pour pouvoir retrouver la
signature d’'un mélange de sinusoides noyées dans du bruit. Dans [63, 64] les auteurs partent
d’'un modele de signal de la forme X; = S; + NV; ou S; désigne le signal d’interét, de la forme
Sy = S | Ajcos(nw; + ¢;) (ot les ¢; indépendants et identiquement distribués sur [0, 2]
sont les inconnues dont les valeurs doivent étre retrouvées) et N; le bruit. Aprés quelques
transformations impliquant notamment des factorisations extérieure dans un espace de Hardy,
les auteurs arrivent a une formule de type dilation de Naimark. Puis ils montrent comment
l'identification des valeurs propres de la matrice de dilation permet de retrouver les phases ¢;.

Une approche identique est adoptée dans [52].

Chapitre 1 Introduction
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Spectre évolutif

Dans [56]-définition 1, les auteurs définissent le spectre évolutif instantané d’un processus

comme suit :

Définition 1.2. Soit 3(, ) la fonction de corrélation partielle du processus {X;},., (Cest-a-dire
ces parcors, que nous avons noté I'. . dans le reste de ce texte). Le spectre évolutif instantané de
{X.}, est définit comme étant 'ensemble des mesures {dF;(\),t € Z} sur [—, 7] ol, pour tout t,

dFi()\) est la mesure spectrale associée a 3;(-), ou [3¢(-) est donné par :

/Bt(k) :ﬁt(_k) :ﬁ(t)t_k)a k>0

Une facon d’interpréter la mesure spectrale d'une séquence de parcors est de considérer la
mesure des polyndme orthogonaux associés. Pour les processus stochastiques, il faut considérer
eq. 1.7 et eq. 1.8. Au vu des précédents développements, nous confirmons que les matrices de
dilations W; représentent effectivement ce spectre évolutif instantané, dans la mesure ot chaque

matrice W; est construite a partir d’'une séquence de parcors.

Retour sur I’entropie

Enfin, remarquons qu’avec les instruments de la dilation que nous avons présentés plus haut,
nous pouvons exprimer les relations entre entropie et mesure telles que présentées a la sous-
section 1.3.3. Pour cela nous allons reprendre un exemple simple pour illustrer le caractere
trés général de la dilation. Soit une mesure F sur le cercle unité T, c’est-a-dire une application
linéaire positive F' : C(T) — L(H), ou C(T) désigne 'ensemble des fonctions continues sur T et
H un espace de Hilbert. Les coefficients de Fourier de F, S,,(F) = S,, = F(x») ol xn(e) = '™
définissent une 1-forme Toeplitz T'(F) = {S,},—,. A cette forme Toeplitz nous pouvons donc
associer une séquence de parcors {I';}, selon les développements précédents. Un processus

Gaussien a valeurs dans # sera entierement caractérisé par cette forme Toeplitz, T, associée a

1.4 Théories de la dilation
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la mesure F' (ou de fagcon équivalente a la densité spectrale [ = ‘Z—f). A présent, si 'on définit

I'entropie de ce processus Gaussien par :

-1 2 dF
H=— 1 det —(t)dt
477/0 Og<etdt()>

Alors, il est prouvé dans [44, 12] que

1 2 dF e 9
exp (27r /0 log <det dtdt>> = g det DF:
(rappelons que Dp« = (I — I'T*) est 'opérateur de défaut associé au parcor I') soit :

[e.e]
exp(—2H) = [ [ det Df. (1.43)
i=1 '
Pour rendre cette formule plus explicite, considérons un cas scalaire. Si la séquence de parcors
est scalaire, alors elle peut étre associée a la mesure correspondant au polynéme orthogonal
dF

dont elle est issue. Notons ‘5~ cette mesure. Alors I'expression ci-dessus se lit :

1 /27 dF s
exp (277/0 log dt(t)dt) = H (1 — ‘Fi\Q)

=1

Cette formule est a comparer avec celle mise en avant par Barbaresco [16].

Autres theories

L’énumération ci-dessus n’est pas exhaustive tant les matrices de dilations, les parcors et les
matrices de Hesenberg apparaissent dans de nombreux domaines. Citons notamment la repré-
sentation des processus en espaces d’états (state-space) qui consiste a introduire une variable
latente, [65, 88], cette représentation étant souvent associée a un filtrage en treillis inhérent
a la définition des parcors [87, 98, 125]; une approche de I'information quantique par une
reparamétrisation des application completement positive selon une démarche analogue a celle

de Constantinescu [139], I'étude des flag manifold [7], des Schur Flow [8]...
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1.5 Résumé et problématique

Les processus stochastiques peuvent donc étre étudiés au travers de leur shift operator. Ce
shit operator permet ’étude harmonique du processus car il y a équivalence entre mesure de
I'opérateur et mesure du processus. Nous avons montré qu'’il est possible d’obtenir une expression
de ce shift operator sous la forme d’'une matrice de Hessenberg supérieure. La construction des
matrices de dilations repose sur des coefficients particuliers que nous avons nommeés parcors. Ces
coefficients interviennent dans un grand nombre de domaines, sous des dénominations parfois
différentes : parameétres de Schur, séquences de choix, parametres de Verblunsky, coefficients de
reflexion...

Lorsque le processus sous-jacent est stationnaire, la théorie de la dilation conduit a la dilation de
Naimark. Lorsque le processus est non-stationnaire, la structure de la dilation s’étend facilement
et conduit a un ensemble de matrices de dilation et a la décomposition de Kolmogorov. En
particulier, lorsque nous considérons un processus périodiquement corrélé, la séquence des
matrices de dilation est elle-méme périodique.

Le fait interessant est que 'on peut munir 'ensemble des séquences de parcors d'une géométrie,
ce qui permet par exemple de donner une mesure de dissemblance entre deux séries de parcors
grace a une distance Riemannienne, d’interpoler entre deux ou plusieurs séquences de parcors ou
bien de calculer une séquence de parcors moyenne. Dans ce cadre 13, les propriétés du processus
sous-jacent s’observent dans cet espace géométrique. La question que nous posons alors est
tout d’abord de savoir si il est possible de développer une approche géométrique impliquant les
matrices de dilations, étant donné que ces matrices portent I'information spectrale du processus.
Ensuite, nous nous demanderons s'il est possible d’aller plus loin que cette vision géométrique, et
de considérer des aspects topologiques induits par les matrices de dilation. Nous souhaitons donc
a la fois donner un cadre théorique de manipulation de ces matrices, ainsi que des applications
plus concrétes, en mettant en avant certains indicateurs qui permettront de caractériser en

profondeur un processus stochastique périodiquement corrélé.

1.5 Résumé et problématique
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Interpretation des processus
périodiquement corrélés comme des

éléments d’un groupe de Lie.

2.1 Rappels et position du probleme

Ans le chapitre introductif nous avons montré qu’il est possible de faire correspondre a
D un processus T-PC un ensemble de matrices de dilations {W;},, de sorte que I'application
i — W; soit périodique de période T. Ces matrices de dilations sont des matrices de rotations et
a ce titre appartiennent au groupe spécial orthogonal SO(n) ou SU(n) lorsqu’elles sont de taille
n, c'est-a-dire lorsqu’elles sont baties avec des séquences de n parcors. Nous souhaitons pouvoir
analyser, caractériser et manipuler des processus T-PC par le biais de leurs matrices de dilations.
Pour cela nous nous intéressons d’abord a la trajectoire formée par ces matrices, dont nous avons
une observation partielle, Fig. 2.1. De plus rappelons que nous étudions une série temporelle qui
peut étre observée a plusieurs échelles : mensuelle, hebdomadaire, quotidienne... Plus I’échelle
d’observation se réduit, plus le nombre de matrices de dilations augmente, car une périodicité de
deux mois est équivalente a une périodicité de 60 jours et donc génere 60 matrices de dilations,
et ainsi de suite. En affinant 'échelle d’observation, la trajectoire formée par les matrices de
dilations se rapproche de plus en plus d’une trajectoire continue. Cette trajectoire réside dans le
groupe SO(n) ou SU(n) et, du fait de la périodicité du processus, est fermée. Ainsi, la théorie
de la dilation nous permet d’associer un processus T-PC a une trajectoire particuliére sur des
groupes qui ont en plus la particularité d’étre des groupes de Lie. Pour manipuler de tels objets,
nous devons nous doter d'un cadre géométrique adéquat. En effet, si nous souhaitons comparer
deux de ces objets entre eux, c’est-a-dire comparer deux courbes sur un groupe de Lie, il est
nécessaire de disposer d'une mesure de distance entre ces objets. De méme si nous souhaitons

faire une moyenne, au sens de Fréchet, entre plusieurs objets pour exhiber un comportement
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Figure 2.1.: Illustration d’une trajectoire fermée échantillonée formée par des matrices de dilations sur
SO(n) ou SU(n). Cela matérialise '’évolution temporelle de la mesure du processus PC.

moyen. Le cadre théorique global dans lequel nous nous placons est celui de I'étude des courbes
sur une variété [11, 108, 131, 20, 22, 150, 23, 21, 38, 132]. Il est intéressant de noter que ce
traitement géométrique s’inscrit dans la droite ligne de la géometrisation des parcors d’une part
(81.3.3), [19, 17, 16] ; et poursuit d’autre part les développements de I’étude des courbes sur
variétés induites par les parcors, [32, 33, 97, 121]. En combinant la structure de la dilation mise
en avant par Constantinescu et '’étude des courbes et des formes sur variétés nous allons prouver
dans cette partie que les processus non-stationnaires peuvent étre vus comme des éléments d’'un

certain groupe de Lie.

2.2 Espace des courbes sur une variete induite par la

dilation

2.2.1 Préliminaires : quelques rappels sur les groupes de Lie

Commencons par quelques préliminaires pour illustrer les avantages que nous avons a nous
positionner dans un groupe de Lie. Une métrique sur un groupe de Lie G est dite invariante a

gauche si :

<u7 U>b = ((dLa)buv (dLa)bU>ab

ol (dL,), est la différentielle (tangent map) de la translation a gauche L,(-) au point b. Une

métrique invariante a droite se définit de la méme facon. Une métrique qui est a la fois invariante

Chapitre 2 Interpretation des processus périodiquement corrélés comme des éléments d’un groupe de Lie.
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a gauche et a droite est dite bi-invariante. Un espace de Lie muni d'une métrique bi-invariante
posséde de nombreuses propriétés intéressantes que nous allons exploiter. Citons par exemple,

[91] :

* Les géodésiques passant par e, 'élément identité, sont les courbes intégrales ¢ — exp(tu),u €
g, ou 'on désigne par g l'algebre de Lie. Ce sont les sous-groupes a un parametre. Grace
aux translations a droite et a gauche, les géodésiques passant par n’importe quel point

a € G sont les versions translatées des géodésiques passant par e :

Y(t) = Lq (exp(tu)), u € g (2.1)

avec bien siir

7'(0) = (dLq) exp(u) (2.2)
. e , 1
* La connection de Levi-Civita est donnée par : VxY = i[X Y], VXY € g.

1
* Le tenseur de courbure est donné par : R(u,v)w = 1[[u, v], w]

ou [, -] désigne le crochet de Lie.

Voyons ce que deviennent ces formules lorsque la variété de base est spécifiquement SO(n) :
la forme de Killing B d’une algebre de Lie est une forme bilinéaire symétrique B : g x g —> C
donnée par B(u,v) = tr(ad(u) o ad(v)), ou tr(-) désigne la trace et ad la représentation adjointe

du groupe, c’est-a-dire 'application ad : G — GL(g) telle que, pour touta € G ad, : g — ¢

1o L,)e, R, étant la translation a droite. Si

est 'isomorphisme linéaire défini par ad, = d(R
nous supposons de plus que B est définie négative, alors — B induit une métrique bi-invariante
sur G. De plus la courbure de Ricci est donnée par Ric(u,v) = —iB(u, v).

L’algébre de Lie de SO(n) est lensemble des matrices antisymétriques vérifiant : M7 = —M. La
forme de Killing sur SO(n) est donnée par Bi,(,) = (n — 2)tr(XY), est nous avons —Bgo () =
(n — 2)tr(XYT) comme conséquence de 'antisymétrie. Cette forme induit donc une métrique
bi-invariante, qui est celle qui doit étre injectée dans les équations définissant la métrique sur

I'espace des courbes. Dans la suite de ce chapitre, ’espace de base sur lequel nous nous plagons

est SO(n) muni de sa métrique bi-invariante.

2.2 Espace des courbes sur une variété induite par la dilation 49
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2.2.2 Cadre de travail général

Nous nous intéressons donc aux courbes reposant sur une variété, et plus précisément sur
un groupe de Lie, qui est a la fois un groupe et une variété différentielle, dans laquelle les
opérations de groupe (inversion et multiplication) sont différentiables. Notons c une telle courbe :
¢ :]0,1] — SO(n). Nous considérons d’abord le cas ou c est continue, et nous reviendrons sur
le cas des courbes discretes dans une seconde partie. Pour étudier la structure géométrique de
ces objets, considérons 'ensemble des courbes de SO(n) (que nous désignerons par espace de
base) dont la vitesse ne s’annule pas : M = {c € C*([0,1],SO(n)) : ¢/(t) # 0 Vt}. C’est en fait
une sous-variété de C*° ([0, 1], SO(n)). Une courbe c est alors un point particulier de M. L'espace

tangent en un point ¢ (c’est-a-dire en une courbe ¢) est donné par
TM = {U € C>([0,1],TSO(n)) : v(t) € Tc(t)SO(n)} (2.3)

ol T'SO(n) désigne le fibré tangent de I'espace de base SO(n). Remarquons que par cette
définition, un vecteur tangent est une courbe dans le fibré tangent de SO(n) (voir le théoreme 5.6
dans [93]). Dans une variété, I'expression des distances (et par conséquent celle des géodésiques)
dépendant de la métrique choisie, nous devons donc spécifier cette métrique. Lorsque nous
comparons deux courbes, il est naturel de définir une distance entre ces courbes qui ne dépendent
pas de leurs paramétrisations. Par exemple si nous avons deux courbes ¢ et ¢; identiques a la
seule différence que ¢; passe par les mémes points que ¢y mais avec des vitesses différentes,
alors nous voulons une distance d(co, ¢1) entre cg et ¢; qui soit nulle : d(co, ¢1) = 0. Lorsque la
courbe est discrétisée, reparamétriser une courbe revient a changer I'échantillonnage de cette
courbe, Fig. 2.2. De facon formelle, une reparamétrisation consiste en un difféomorphisme
croissant ¢ € D : [0, 1] — [0, 1] agissant sur la courbe par la droite par composition. En d’autres
termes, nous posons comme conditions que la métrique Riemanienne g sur M soit invariante

par reparameétrisation ¢, c’est-a-dire vérifie :

gco¢(u o ¢a v o ¢) = gc(uv ’U) (24)

Pout tout ¢ € M, u,v € T.M et ¢ € D. Nous insistons sur le fait que g est une métrique sur M,
I'espace des courbes sur SO(n) et non sur SO(n) lui-méme. En termes de distances la condition

sur la métrique devient :

dm(co o @,c10¢) = da(co,cr) (2.5)
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Figure 2.2.: Exemple de reparamétrisation d’'une courbe. Ici cela consiste a changer la discrétisation de la
courbe.

ou d, désigne la distance sur M correspondante a la métrique g. Cette propriété d’invariance

induit une relation d’équivalence entre les points de M :
cof(;cl:EIngD:cO:clogb (2.6)

A partir de cette relation d’équivalence, nous obtenons un espace quotient, qui est constitué
par I'ensemble des classes d’équivalences, et que nous nommons espaces des formes (shape
space) :

S=M/~, ouS=M/D 2.7)

Nous pouvons en déduire une distance sur ’'espace des formes a partir de celle définit sur M :

ds([co], [c1]) = infdr(co,c10 ) (2.8)
6D

ol [¢g], [c1] sont respectivement des représentants des classes d’équivalences de ¢y et ¢;. Il est
alors possible de démontrer que cette distance est indépendante du choix des représentants,
[148, 20].

Nous devons ici prendre quelques précautions : bien que M soit une sous-variété de la variété de
Fréchet C*°([0, 1], SO(n)) comme cela est montré dans [106], théoréme 10.4, 'espace des formes,
S n’est pas une variété a proprement parlé et la structure de fibré principal 7 : M — S n’est pas
formellement définie. Cependant une structure de variété peut étre obtenue si nous nous limitons
aux immersion libres, [109]. La métrique définie sur I'espace des formes étant invariante par
reparamétrisation , elle garde sa valeur le long des "fibres" (le point d’origine étant par ailleurs
fixe). Davantage d’explications sur les submersions Riemannienne sont disponibles dans [107].

Etant donné que les lacets sont au coeur de notre interét, nous définissons 'ensemble :
M ={ceC([0,1],50(n)) : (t) #0,c(0) = ¢(1)} (2.9)

2.2 Espace des courbes sur une variété induite par la dilation
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c(0) >

Figure 2.3.: La SRV s’appui sur une représentation des courbes par leurs vecteurs vitesses.

La condition de fermeture de la courbe impose seulement que le premier et le dernier point de
la courbe soient égaux, mais il n’y a pas a priori d’égalité des dérivées premieres de la courbe en

ces points. Pour pallier cela M devient :
Mt ={ceC(0,1],50(n)) : ¢ (t) # 0,c(0) = ¢(1),(0) = (1)} (2.10)

Une autre facon de représenter une courbe est de la décrire par son point d’origine et son vecteur
vitesse normalisé en chaque instant t, Fig. 2.3. C’est ce que I'on appelle la représentation par la
fonction racine carrée de la vitesse, que nous nommerons SRV dans la suite (pour "square root
velocity"), [131]. Il existe en fait plusieurs facons différentes de définir la SRV. Une définition

des plus générales est la suivante :

SRV : M — SO(n) x TM
g ) (2.11)

I

c— (c(O),q =

Seulement, nous voudrions tirer avantage du fait que notre espace de base soit un groupe de Lie,
et qu’alors il suffit d’effectuer les calculs dans I'algebre de Lie, c’est-a-dire dans ’espace tangent a
I'unité puis de les transporter par la suite. Dans cette section, nous noterons G = SO(n) pour
insister sur la structure de groupe , et g un élément du groupe. De méme que dans [39, 38],
nous nous restreignons aux courbes commencant a l'identité, le cas général s’obtenant par
translation a gauche ou a droite de ce cas particuliers comme expliqué ci-dessus. Dans cette
optique nous allons plutot utiliser la SRV transportée (TSRV), qui n’est rien d’autre que la SRV
qui a été transportée par rapport a un point de référence. Différentes versions en sont données
dans [20, 39, 150] selon le point de référence considéré. Dans notre situation, les courbes
commencent a I'identité et c’est donc I'identité que nous choisissons comme point de référence.
Pour transporter la SRV nous allons utiliser la translation a droite définie sur le groupe de

Lie SO(n) (nous pourrions tout aussi bien utiliser les translations a gauches). A cause de la
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courbure non nulle que génére la métrique bi-invariante, les translations droites ou gauche, qui
ne dépendent pas de la courbe selon laquelle on transporte, ne définissent pas un transport
parallele pour la métrique bi-invariante. Seules les propriétés découlant de I'isométrie de ces
translations seront utilisées. Cela revient a choisir une base dans I'algebre de Lie et a exprimer la
SRV dans cette base, et donc a identifier ’espace tangent en un point avec I'espace tangent en

l'identité. Ceci justifie la forme suivante pour la TSRV :

TSRV :C*>(]0,1],G) — SO(n) x {q € C*°([0,1],9),q(t) #0, Vt € [0,1]}

R;<;*<c'<t>>) (2.12)

TSRV (c)(t) = (c(0),q(t)) = (C(O)’ IEIGI

ou g désigne l'algebre de Lie; R la translation a droite sur le groupe : Ry, (g2) = 9201 ; Rg« = TeRy
est la différentielle a 'identité ( c’est 'équivalent de la dérivée sur les manifold souvent notée
dRy), ||| est une norme induite par une métrique invariante a droite sur G ; et enfin T¢. (=1
est le transport parallele de ¢(¢) a l'identité. Une courbe est donc représentée comme étant
un élément du fibré tangent (c(0),¢(t)) € M x T'M (rappelons nous que q est une courbe
dans le fibré tangent), et ¢(0) est I'identité du groupe de Lie. L’inverse de la SRV est simple
a obtenir : pour tout ¢ € C*°([0,1],7M), il existe une unique courbe c telle que F'(c) = g et
c(t) = fy a(r)lla(r)l| dr ot
d’origine a partir de sa SRV.

|-|| est une norme dans SO(n). Cela permet de reconstruire la courbe

2.2.3 Métrique sur I'espace des courbes et I'espace des formes

Nous allons a présent donner quelques éclaircissements sur les métriques qui doivent étre
utilisées sur M pour comparer différentes trajectoires. L’objectif est d’avoir une métrique sur M
qui puisse également se transmettre sur 'espace des formes. L’expression de la métrique que
nous allons employer a été formalisée dans [32]. Il a été montré dans [108] que la norme L?

dans M donnée par :

2

gL (u,v) = / (u,0) || (@®)||dt, Yu,v e T .M (2.13)

ou (-, -) est la métrique Riemannienne sur SO(n) induit une métrique dégénrée sur I'espace des
formes, c’est-a-dire que nous ne pouvons pas distinguer les formes avec cette métrique. Pour

surmonter cette difficulté, une classe de métriques, les métriques de Sobolev [21, 105] ont été

2.2 Espace des courbes sur une variété induite par la dilation
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h(to)
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Figure 2.4.: Une facons d’'interpréter la métrique élastique et de voir le produit scalaire dans I'intégrale
comme une mesure de I'angle entre le repére en un temps donné ¢, et ce méme repére apres
avoir été transporté parallélement en un temps ultérieur ¢, = ¢y + ¢

mises en avant car elles n’annulent pas la distance sur 'espace des formes. Si 'espace de base est

un espace Euclidien R", ces métriques ont pour expressions :
920 (u,v) = / (a2<D,uN, D™y + v* (D™, DlvT)) ¢/ (t)|| at (2.14)

avec Diu = '/ ||¢||, Dl = (Dyu,w)w ot w = ¢/ ||| et DN = Dy — D™, de sorte que

(DluN , DluT) définisse un repére mobile le long de la courbe ¢, voir la figure Fig. (2.4).

Un cas spécial de cette métrique lorsque I'espace de base est une variété est proposé dans [32] :
1
ge(1,v) = (u(0), v(0)) + / <<VluN, Vo) + Vi, va>> 1¢/(6)]| dt (2.15)

ol maintenant : (-, -) désigne une métrique Riemannienne de I'espace de base ( SO(n) dans notre
cas); V est la connection de Levi-Civita associée a (-,-); Viu = Hcl’chlu’ Viul = (Viu, w)w,
w = /||c||. Etant donné que les calculs sont effectués sur une variété, la dérivation ordinaire
dans R" est tout naturellement remplacée par la connection de Levi-Civita. Notons que si les
courbes ont pour origine I'identité, comme c’est le cas dans I'application que nous considérons,
alors le premier élément du membre de droite est nul : (u(0),v(0)) = 0 . Cette métrique est
obtenue par la pullback de la métrique canonique L? par l'application SRV. Souvenons-nous
que si 'on se donne une application ¢ : &/ — V ainsi qu'une 1-forme (c’est-a-dire une section)
a de T*V, le fibré cotangent de V, alors le pullback de « est la 1-forme sur ¢/ définie par :

(¢*), (X) = age) (do(z)(X)), pout tout » € U, X € T,U. Dans notre cas, o = F, et
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<< =

Figure 2.5.: 'espace tangent 7j,;M en un point [c] de I'espace des courbes S est isomorphique a la partie
horizontale #H 4 de I'espace tangent en un point de la fibre associée.

U = M,V = TM et nous voyons que la métrique est bien la pullback de la métrique L?-metric
sur le fibré tangent ( c’est-a-dire un produit scalaire sur le fibré tangent du fibré tangent, TTM)
définit par :

5o19) = [ (V! (0.0, V80, 216)

Les briques élémentaires de la géométrie dans M ayant été posées, nous pouvons en déduire
celles de I'espace des formes grace a sa structure d’espace quotient. Au préalable, il nous faut

décomposer le fibré tangent en un sous-espace dit "horizontal" est un sous-espace dit "vertical" :
TM=HmDVMm

avec Vo = ker (T, ) ol T, désigne la différentielle en c et 7 : M — S le fibré; et Hpg = (Vaq)™©
et ou 'orthogonalité est prise dans le sens de la métrique g.. Cette métrique est alors invariante
par reparamétrisation, c’est-a-dire constante le long des fibres, et le sous-espace horizontal
‘Ha et Uespace tangent dans I'espace des formes sont isométriques : 7 est une submersion

Riemannienne,[109, 107]. Cela se traduit en terme de métrique par :

QC(UH7 UH) = [g]w(c) (Tcﬂ-(u)7 TCW(U))
ou [g] désigne la métrique dans 'espace des formes.
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Des résultats similaires mais dans un contexte légerement différent sont établis dans [99], lemme
1. Bien que le développement ci-dessus peut paraitre relativement complexe, une interprétation
en terme de distance en simplifie la compréhension : la géodésique s — [c|(s) entre [¢g] et
[c1] dans 'espace des formes est la projection de la géodésique horizontale reliant ¢, a la fibre
contenant ¢;. Il se trouve que la géodésique horizontale entre ¢, et ¢; intersecte la fibre de ¢;
au point correspondant a la reparamétrisation de ci, ¢; o ¢, qui donne une formulation de la
distance :

[d]([eo], [e1]) = dg(co,c109) (2.17)

ou [d] désigne la distance dans S, et d, la distance dans 'espace des courbes induite par la
métrique sus-mentionnée. Exprimée avec la TSRV, la distance 2.17 consiste en un probléme

d’optimisation, facilement résoluble par programmation dynamique ou par descente de gradient,

[22, 38] :
o 1/2
) (2.18)

avec q;(-) = Fri(c;)(-). Comme ces courbes résidant dans I'espace tangent on été transportées

q0(t) — q1(d(t))/¢'(2)

1

d(col. fer)) = imf ( /

¢eD \Jo

par rapport au méme point, qui est 'identité, elle sont donc dans le méme espace et peuvent

étre comparées.

D’un point de vue pratique, toute les formules ci-dessus doivent étre discretisées, en vue d'un
traitement informatique ; c’est I'objet des travaux de [33]. Les formules sont essentiellement les
meémes, mais dans ce nouveau cadre, une courbe est représentée par un ensemble de points

Cgiser.(To, 21, -+ ,Zn) et 'espace tangent devient
Taiser. M = {v = (vo,v1, -+ ,vp),v; € Tp,;,SO(n), Vi} (2.19)

Considérons pour u € T, M, un chemin de géodésiques par morceaux : (s,t) — c*(s,t)

discr.

vérifiant les conditions initiales suivantes :

c'(0,—) = xg

(0c*/0t) (0, ) = nlogs (xk11)

S>3
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Cette derniere équation définit en fait un vecteur tangent entre deux points de la courbe, la
fonction log étant I'inverse de I'application exponentielle sur la variété de base, SO(n). ¢*(s, )

est une géodésique sur SO(n) entre xy,, €t T, 1)/, La version discrete de La SRV s’écrit

qr = logﬂﬁkxk—i-l/\/ Hlogﬂﬁkxk—HH (2.20)

et nous avons

k
Voe/as4 (87 n) = Vac/osqk(5) (2.21)

La métrique de Sobolev discrétisée sur I'espace des courbes devient quant a elle :

i
L

k k
<v3c/8squ(0> ﬁ)a vac/asqv(oa E)) Vu,v € Tyiser.M (2.22)

S|

gcdiscr. (u’ U) =

Il
o

2.2.4 Lequation des géodésiques sur un groupe de Lie

Voyons a présent quelle est ’équation des géodésiques dans I'espace des courbes. Une consé-
quence de la TSRV est que I'’équation des géodésiques prend une forme bien plus simple que
ce qui peut étre trouvé dans [32] et [33]. L’équation des géodésiques dans ce contexte peut
étre retrouvée dans [39], mais par souci de complétude nous allons en reproduire la preuve et
I'adapter a notre cadre de travail. Nous rappelons qu'une géodésique dans un espace de courbes
est un chemin particulier de courbes, c’est-a-dire un ensemble particulier de courbes s — ¢(s, -)
tel que pour chaque s, c(s, -) est un point dans M ou, de facon équivalente, une courbe dans

SO(n). Ainsi, pour chaque courbe du chemin de courbes, nous pouvons définir sa TSRV, et pour
R, (9c/ot)

tout s € [0, 1] nous avons ¢ = [|0c/ot|
C

(nous avons omis la lettre ’s’ pour ne pas alourdir

les notations).

Théoréme 2.1. Un ensemble de courbes [0, 1] 5 s +— (¢(s,0),q(s,t)) (t étant le parametre de la

courbe ¢(s, -)) constitue une géodésique dans M si et seulement si :

Vocsos (Vocsosa(s,1)) (5,8) =0 Vs, (2.23)

Démonstration. Pour justifier ce résultat et pour en donner une vision plus générale, nous allons

d’abord nous placer dans le cadre de la SRV et non de la TSRV. La différence tient en ce que
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Figure 2.6.: Nous considérons un faisceau de courbes consistant en une légere modification d’une
géodésique. les différente courbes sont indexées par 7. L'idée est de trouver laquelle de ces
courbes fournit une énergie minimale pour aller de ¢g a ¢;

le point d’origine n’est pas fixe, et son déplacement interviendra de fait dans ’équation des
géodésiques, [32], mais disparaitra ensuite dans notre cas. Nous allons donc montrer que un
chemin de courbes [0, 1] > s +— (c(s,0),q(s,t)) (t étant le parametre de la courbe ¢(s, -)) est une

géodésique dans M si et seulement si :

1
VBC/@SC(S7 0) + /0 R (Q(Sv t)a vac/(?sQ(’S’ t)) (6(37 O))dt =0 Vs (2.24)

Vocsas (Vacsost(s,1)) (5,8) =0 Vs, 1 (2.25)

Considérons, comme cela est fait dans [150], de petites variations d’'un chemin s — ¢(s,0), ¢(s, t)
qui commencent et se terminent aux mémes points, Fig. 2.6, que nous notons {(c(s, 0, 7), q(s,t,7))}.
Remarquons une subtile différence entre le cas que nous traitons et celui exposé dans [32]. Nous

travaillons avec une représentation dans ’espace tangent, grace a la SRV (ou la TSRV) et non

directement avec la famille de courbes ¢(s, ¢, 7). Notons 9,¢(s,0,7) = 6’6(2’0’7), et de méme
T
pour 9dsc(s,0,7) et 9-¢(s,0, 7). L'énergie du chemin d’indice 7 est :
1 1
E(T) = 5 / <8SC(87 07 7_)7 asC(S, 07 T)) + <V80/85q(53 t, 7—)’ VBC/GSQ(S> t, T)>d5 (2.26)
0

En se souvenant que la dérivée du produit scalaire est donnée par : di< flx), f(z)) = 2%

XT
(f (), %) nous avons

1 de dc
El(o) = /0 <v80/87%(5’ 0, 0)7 %(57 0, O)> + <v60/87v80/8s(I(5’ t, 0)7 vac/asQ(Sa t, 0)>d5 (2.27)
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avec Vo a5 (0r¢(8,0,7)) = Vae a7 (9sc(s, 0, 7)) et grace a la définition du tenseur de courbure,

R(aTC(SaO’T)vasc(SvoaT)) (Q(Svtﬂ—) = Vac/aTVac/as(Q(SataT)) - Vac/asvac/aT(Q(Sat,T)) nous

obtenons :

1
E'(0) = /0 (Vo,c0:¢(5,0,7),05¢(8,0,7)) + (R (0-¢(s,0,7),0s¢(5,0,7)) q(s,t,7), Va,q(s,t,T))

+ <V850V87—CQ(8? ta 0)7 VasCQ(Sv t) O)>d8
(2.28)

En intégrant par partie :

1 1
/ (V. c0s¢(8,0,7),0s¢(s,0,7))ds = —/ (V,c0s¢(s,0,7),0:¢(s,0,7))ds
0 0

1 1
/0 (Vo.Vo,e(a(s,t, 7)), Vo.a(s, t,7)) = — /0 (Vo.cVo.cla(s, t,7)), Vora(s, t,7))
ce qui ameéne a :

1
E'(0) = /0 (—(Vo,c0sc(s,0,7),0:¢(s,0,7))) + (R (0rc(s,0,7),0s¢(s,0,7)) q(s,t,7), Va,q(s,t,7))

+ (_<vasCVBSCQ(S7 t, 0)7 Vach(S, tv 0)>>d8
(2.29)

Sachant que pour tout champ de vecteur X, Y, Z, W, (R(X,Y)Z, W) = —(R(X, Y)W, Z) :

E'(0) = — /01<V330676(8, 0,7),0s¢(s,0,7)) + (R (q(s,t,7), Va.q(s,t, 7)) (0sc(s,0,7)), 0-c(s,0,7)

+ (Vac/asv(gc/a.rq(s, t,0), Vac/BSQ(Sa t,0))ds
(2.30)

Les géodésiques correspondent aux chemins d’énergie minimale. Cela signifie que tout autre
chemin qui commence et qui se termine aux mémes points génére une énergie plus importante. Il
faut donc résoudre E’(0) = 0 pour tout d,¢(s,0,7) et tout Vy_(q(s,t,7))ce qui donne le résultat.
Enfin, dans le cadre fourni par la TSRV, le point de départ est fixe et donc seule 'équation 2.25

ne s’annule pas. O

2.2 Espace des courbes sur une variété induite par la dilation

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI127/these.pdf
© [M. Dugast], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés

59



60

Les géodésiques dans le cadre de la TSRV ne sont rien d’autre qu'une interpolation linéaire sur

I'espace tangent transporté. La géodésique entre ¢y et ¢; s’obtient par :
TSRV~ ((1 — s)TSRV (co) + sTSRV (1)) (2.31)

pour s € [0, 1].

Nous avons a présent tous les ingrédients nécessaires pour comparer et caractériser des processus

non-stationnaires. Nous pouvons résumer cela sous la procédure suivante :

1. Entrée : un ensemble de matrices de rotations {W;}, qui constituent une observation

partielle d'une trajectoire sur SO(n).

2. Gréce a l'application exponentielle inverse, transformer cet ensemble de matrices de SO(n)

en un ensemble de matrices {V;}, de I'algebre de Lie.
3. Interpoler entre ces matrices V; par des splines, [81, 127, 30].
4. Revenir sur la variété de base grace a I'application exponentielle.

5. Déplacer la courbe interpolée pour que la condition ¢(0) = e soit satisfaite puis calculer la

SRV grace a I'équation 2.21.

6. Calculer la distance entre deux courbes avec I’équation 2.17. L’optimisation est réalisée

par une programmation dynamique.

7. Sortie : Distance entre deux courbes. Il est aussi possible par la méme procédure de

calculer la géodésique entre ces courbes.

Nous avons interpolés par des splines [89] pour nous assurer de la continuité de la courbe
fermée résultante. Pour interpoler dans I'algebre de Lie entre deux points distincts de I'identité, il
faut tenir compte de la courbure, car seules les géodésiques reliant un point a I'identité sont des
lignes droites. Cependant si les points sont tres rapprochés par rapport a la courbure de la sphere,
ce qui est le cas pour des signaux faiblement non-stationnaire (ou les matrices de dilations se
confondent presque avec la dilation de Naimark), alors les géodésiques dans I’algebre de Lie
peuvent étre approximées par des droites. Une fois que le modeéle d’interpolation est entrainé
dans l'algebre de Lie, nous pouvons choisir un certain nombre de matrices issues de la courbe

continue facilement, sans avoir a entrainer de nouveau le modeéle d’interpolation. Cela évite
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ainsi de nombreux et coliteux calculs d’exponentielles matricielles que 'on retrouve dans les
méthodes de shooting géodésiques, [32, 121]. Enfin remarquons qu’interpoler entre deux ou
plusieurs courbes de matrices de dilations conduit a une amélioration de la résolution spectrale,

d’une facon analogue a ce que nous trouvons dans [60].

2.2.5 Résultats

Pour illustrer 'approche exposée ci-dessus, nous avons comparé quatre processus PC dont des

réalisations sont illustrées a la Fig. 2.7.

* Ala Fig. 2.8 nous trouvons les représentations de ces processus dans le groupe SO(3) avec
200 points d’interpolation. La représentation est obtenue par action des matrices du group

sur un vecteur de la sphere.

* Ala Fig. 2.9 ce sont les représentations avec 50 points d’interpolation. La représentation

est également obtenue par action des matrices du group sur un vecteur de la sphere.

* Ala Fig. 2.10 ce sont les représentations avec 200 points d’interpolation. Cette fois-ci la
représentation associé est dans la boule unité, c’est-a-dire que les matrice sont représenté

par leur axes de rotation multiplié par 'amplitude de la rotation.

Comme nous allons l'illustrer par la suite, d’autres dimension de I'espace de représentation
sont possible (SO(4), SO(5)) mais nous avons choisit ici d’illustrer les résultats sur SO(3) pour

pouvoir les visualiser.Ces quatre signaux, de 1000 points chacun sont :

* (a) : Une modulation d’amplitude a(t) cos(27 f/ fe t) avec une période de 20 points, ot

a(t) désigne un processus stationnaire de moyenne nulle et de variance unitaire ;

* (b) : Un processus AR(2) périodique avec une période de 54 points.

* (c) : Un processus AR(2) (autoregréssif d’ordre 2) périodique avec une période de 20
points.

* (d) : Un processus ARMA(2,1) (autoregréssif, moyenne glissante d’ordre (2,1)) périodique

avec une période de 20 points.

Nous avons utilisé le package PerARMA disponible dans R pour générer les signaux ARMA et AR.
Les séquences de parcors ont été obtenues avec la fonction PerPACF de ce méme package. Pour

pouvoir visualiser les résultats nous nous sommes limité a des séquences de trois parcors.
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Model PAR(2)

Model af(t) 608(277%25)

" Number of samples ” " Number of samples

(@ (b)

Model PAR(2)
Model PARMA(2,1)

" Number of samples ” " Number of samples
(© (d)

Figure 2.7.: 1000 échantillons des processus PC générés par : (a) un bruit blanc modulé en amplitude;;
(b)un processus AR(2) périodique de période 54 points; (c) un AR(2) périodique de période
20 points; et (d) un ARMA(2,1) périodique de période 20 points.
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(a) (b)
() (D

Figure 2.8.: Représentation des quatre processus PC de la Fig. 2.7 par I'action des matrices de dilation sur
un vecteur de la sphere de 7, dans le méme ordre que la Fig. 2.7. Les courbes sont obtenues
avec 200 points d’interpolations (étoiles vertes). La ligne noire en pointillée est la courbe
théorique et les point rouges sont les matrices de dilation.
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L’analyse de Fig. 2.8 nous montre que la mesure spectrale du signal a modulation d’amplitude,
Fig. 2.7-(a) est associée a des matrices de dilations qui restent tres regroupées. Ceci nous indique
que ce signal n’est pas si éloigné d’un signal stationnaire : en effet un signal stationnaire est
associée a une matrice de dilation unique. Expérimentalement, cela se traduira plutot par un
ensemble de matrices de dilation trés rapprochées les unes des autres, la mesure des parcors
étant forcément bruitée. Effectivement, "a I'oeil nu" le processus de la Fig. 2.7-(a) ne semble
présenter qu'une non-stationnarité assez légere et il n’est pas du tout évident qu'un observateur
puisse le distinguer un signal stationnaire. Au contraire, alors que la structure temporelle
apparente du signal de la Fig. 2.7-(d) (PARMA(2,1)) est tres proche de celle de la Fig. 2.7-(a),
leur représentations dans SO(3) sont tres différentes. Les matrices de dilations, et donc la mesure
spectrale, du PARMA(2,1) sont beaucoup plus dispersées. Enfin, 'observation des Fig. 2.7-(b),(c)
qui sont issus du méme modéle mais avec deux périodes différentes nous montre que plus le
nombre de points est important, plus la courbe semble s’enrouler sur elle-méme. Ceci-dit les deux
courbes présentent de nombreuses similarités. Par exemple dans les deux cas la partie gauche de
la courbe (matrices 10,11,12,13,14,15,16 pour la Fig. 2.7-(c)) est plut6t "linéaire" alors que la
partie droite forme des boucles (matrices 17,18,19 d’une part, et 2,3,4 d’autre part, toujours
pour la Fig. 2.7-(c)). Enfin, nous remarquons bien que la courbure est mieux appréhendée
lorsque les points d’interpolation sont tres rapprochés, comme c’est la cas pour les figures issus
de I'échantillon d. Cela est également le cas pour I’échantillon a, dont nous observons une faible

non-stationnarité.

Pour finir cette analyse, nous avons calculé la distance entre le processus PC de la Fig. 2.11 et les
quatre autres processus des Fig. 2.7 et 2.8. Les distances sont reportées dans le tableau 2.1. Ces
distances révelent clairement certaines proximités spectrales entre les signaux PC étudiés. La
rangée associée au modele PAR(2), désigné par la lettre (c) a été surlignée en gris foncé. Quelque
soit le nombre de points d’interpolation et la dimension de la variété de base, la représentation
spectrale de ce signal a travers ces matrices de dilations est la plus proche (sur SO(3)) ou
la seconde plus proche (sur SO(4) et SO(5)) du signal de référence. Le signal désigné par la
lettre (b) est rappelons le généré par le méme modeéle que le signal de référence, c’est-a-dire un
PAR(2). La seule différence tient en ce que sa périodicité est de 54 points au lieu de 20. Dans le
tableau, nous avons surligné les valeurs ou ce signal est au plus proche du signal de référence. La
courbe associée a ce signal comporte de nombreux lacages sur SO(3), ce qui donne une grande

distance par rapport au signal de référence. Mais lorsque la dimension augmente la comparaison
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(a) (b)
() (D

Figure 2.9.: Représentation des quatre processus PC de la Fig. 2.7par I'action des matrices de dilation sur
un vecteur de la sphere de 7, dans le méme ordre que la Fig. 2.7. Les courbes sont obtenues
avec 100 points d’interpolations (étoiles vertes). La ligne noire en pointillée est la courbe
théorique et les point rouges sont les matrices de dilation.

2.2 Espace des courbes sur une variété induite par la dilation 65

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI127/these.pdf
© [M. Dugast], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



(a) (b)
© (d

Figure 2.10.: 1000 échantillons des processus PC générés par : (a) un bruit blanc modulé en amplitude;
(b)un processus AR(2) périodique de période 54 points; (c¢) un AR(2) périodique de période
20 points; et (d) un ARMA(2,1) périodique de période 20 points. Representation dans la
boule unité.
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Model PAR(2)

Number of samples

Figure 2.11.: Un PAR(2) de période 20 points pour 1000 point représenté, et sa trajectoire dans SO(3)
associée.

Table 2.1.: Tableau des distances des quatre modeles de signaux PC de la Fig. 2.7 par rapport au signal
de référence Fig. 2.11. Les distances ont étés calculées par programmation dynamique.

Distance par rapport au signal Fig. 2.11

Modele de signal
représenté a la Fig. 2.7 S0(3) S04) S0(5)
200 pts SO0pts 200 pts S50 pts 200 pts 50 pts
(@ 5.72 4.47 97.19 26.86 526.36 95.47
(b)—100 pts instead of 50 pts  31.63  28.98 41.78 1298 298.64 220.32
(0 3.44 3.29 90.89  20.23 476.55 116.06
(d) 4.19 4.50 187.42 50.36 621.51 171.73

s’améliore, et ce signal se révele étre le plus proche de la référence sur SO(4) et SO(5). 1l est
spécialement intéressant d’observer la rivalité entre les courbes issues d'un modele PAR(2) avec
des parametres différents mais une périodicité identique, ou avec les mémes parametres mais
une périodicité différente. Pour finir, remarquons que le PARMA(2,1) est le second signal le
plus proche dans SO(3). Comme la Fig. 2.8 le montre, sa mesure spectrale évolue d’'une facon
relativement similaire au signal de référence, avec une boucle importante et une boucle plus

petite.

2.2 Espace des courbes sur une variété induite par la dilation
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(8) (b) (©)
(d) (e) (f

Figure 2.12.: Interpolation par géodésique entre le signal de référence (Fig. 2.11) et le signal de la
Fig. 2.7-(c) calculée a partir de I’équation 2.31. La premiére ligne correspond a une interpo-
lation avec 200 points, la seconde avec 50 points. Dans ces scenarios s € [1/4, 1/2, 3/4] ce
qui correspond respectivement aux figures [(a-d), (b-e), (c-f)].
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2.3 Conclusion

La théorie de la dilation appliquée aux processus non-stationnaires, et plus particuliérement
aux processus PC, permet de constituer une courbe sur le groupe des rotations qui représente la
mesure du processus. Ainsi un processus T-PC peut étre interprété comme un élément du groupe
de Lie défini par 'ensemble des courbes sur SO(n) ou SU(n). Les matrices de dilation étant
fortement liée a la mesure spectrale du processus sous-jacent, les courbes qu’elles forment dans
le groupe de rotation constituent une nouvelle vision de cette mesure, et vient complémenter
I'analyse spectrale. La non-stationnarité s’exprime dans la forme prise par ces courbes. Il est
possible de comparer ces courbes grace a une métrique adaptée. De plus, nous nous sommes
affranchis de la paramétrisation des courbes en considérant I'espace des formes. La TSRV permet
de traiter facilement ces objets, et 'équation des géodésiques qui en découle est éminemment

simple a interpréter.

Cette partie a fait 'objet d'une publication : [55]

2.3 Conclusion
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Aspects topologiques induits par la

dilation des processus PC

3.1 Introduction

Ans le chapitre précédent, nous avons fourni un cadre mathématique permettant de
manipuler les courbes dans SO(n) ou SU(n) induites par les matrices de dilations. Nous
souhaitons ici apporter une vision complémentaire, plus intuitive sur la forme que peuvent
avoir ces courbes, en évitant la complexité liée aux précédents développements géométriques.
Comme nous avons pu le constater dans les figures précédentes, certains signaux forment de
nombreuses boucles alors que d’autres n’en forment quasiment pas. Il semble que différents
types de signaux puissent étre caractérisés par ce biais. Nous souhaitons donc approfondir
le lien entre un processus et ces matrices de dilations, c’est-a-dire entre I'aspect temporel du
processus et 'agencement des matrices de dilations. Or, I'espace de base étant le groupe de
rotation, ’homotopie, et plus particulierement le groupe fondamental ou groupe de Poincaré,
n’est pas d’'une grande utilité car il se résume a Z,. Autrement dit avec le groupe fondamental
nous ne pouvons distinguer que deux types de courbes. Pour pallier ce manque d’information,
nous allons considérer le nuage de points formé par les matrices de dilations, et chercher a en
détailler la structure, 'organisation. Nous souhaitons caractériser la structure globale du nuage
de points par un ensemble de parametres qui seront cette fois-ci indépendants de la géométrie.
De tels parametres sont dit invariants. Nous nous inscrivons donc ici dans le cadre de I'analyse
topologique des données (TDA), dont le fondement repose sur ’homologie persistante. Les
domaines d’applications de ’homologie sont nombreux : classification de série temporelle par
réseau de neurones et TDA [141], reconnaissance de formes [37], biologie [138], phylogénétique
[36] et science du langage [122] a titre d’exemple. Les pionniers des calculs relatifs a 'homologie

persistante sont [58, 59, 151].
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Figure 3.1.: Le groupe fondamental d’un tore est a égal Z, ce qui se traduit par le fait que les deux courbes
fermées rouges et bleues ne peuvent pas se transformer 'une en I'autre par transformation
continue. Imaginons que ces deux courbes soient des élastiques. Nous ne pouvons pas passer
de I'élastique rouge a I’élastique bleu sans le casser.

3.2 Homologie persistante pour des nuages de points

3.2.1 Bases de I'homologie persistante

Nous allons ici introduire 'analyse topologique des données et illustrer la fagon dont nous
pouvons nous en servir pour étudier des séries temporelles. Un nuage de points consiste en
une collection d’éléments dans un espace métrique, ce qui signifie qu’il existe une mesure de
distance entre les points, ou tout du moins une mesure de dissimilarité. Le terme topologique fait
référence a ce qu’il reste d’'une structure lorsque la géométrie change, ce qui est par exemple
le cas lorsque la structure considérée est étirée, déformée, contractée, mais jamais déchirée.
C’est en quelque sorte la description fondamentale d’une structure en terme de trous, de vides,
de composantes connexes et ainsi de suite. Soit par exemple un tore, qui est une structure
dans I'espace R? comprenant un trou en son centre et deux boucles qui ne peuvent pas étre
confondues par transformation continue, Fig. 3.1. Imaginons que ce tore soit constitué d’'une
matiere étirable a I'infini. II est alors possible d’agrandir, de comprimer, de tourner ce tore dans

tous les sens, cela restera un tore dans la mesure ot il n’est pas déchiré.

Chapitre 3 Aspects topologiques induits par la dilation des processus PC
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La question adressée par ’homologie est de pouvoir identifier les caractéristiques topologiques
fondamentales d’'une structure. Ainsi, nous aimerions trouver les éléments numériques nous
permettant d’affirmer qu'une structure circulaire est bien, en effet, circulaire. Par exemple, si
I'on s’'intéresse a la Fig. 3.5, comment pouvons-nous numériquement retrouver le fait que les
données se répartissent globalement selon une structure circulaire, tres différente de ce que nous

aurions obtenu & la suite d’'un tirage uniforme dans le domaine [—1.5,1.5] x [~1.5,1.5] C R??

Pour pouvoir travailler sur un nuage de points, nous allons devoir lui conférer une structure
mathématiquement exploitable. Les structures algébriques sont idéales pour manipuler des
ensembles d’objets, et parmi elles, la structure de groupe est extrémement puissante. Par
exemple, a chaque fois que nous travaillons avec des entiers naturels, nous utilisons en fait le

groupe N = {0, 1,2, --- } muni d'une opération interne

+:ZXZ—Z

(6,7) =i+

C’est cette structure de groupe qui nous permet de travailler sur les entiers naturels. Il en est de
méme pour Z, R et bien d’autres ensembles. Un exemple important pour notre développement
est le cas du groupe cyclique a deux éléments Z; = 0, 1. Ce groupe est muni de 'addition :

0+0=0,1+1=1etl1+0=0.

Voyons a présent comment, en partant d'un nuage de points, nous pouvons en faire émerger une
structure de groupe. Les objets que nous allons manipuler sont les simplexes. Etant donné un
ensemble de sommets {vg, v1, - - , vg} dans un espace métrique, le k-simplexe o = (vg, vy, -+, vk)
consiste en I'enveloppe convexe de ces (k + 1) déterminée par la métrique de I’espace ambiant
choisie. Un simplexe n’est rien d’autre que la généralisation d’un triangle dans un espace
de dimension n. Un 1-simplexe est un segment, un 2-simplexe un triangle dans le plan, un
3-simplexe un tétraédre dans R® et ainsi de suite, Fig. 3.2. Par analogie avec un triangle,
nous pouvons définir les faces d’'un simplexe comme étant la collection des sous-simplexes
(v1,--+, 0, ,Ux), pOur tout i, ot * signifie que I'élément a été omis. Toujours d’apres la Fig.3.2,
les faces du segment (a,b) sont les sommets (a) et (b), tandis que le segment (a,b) est une
des faces du triangle (a,b,c). Nous désignons par complexe simplicial un ensemble de simplexes
qui sont soit disjoints soit adjacents le long d’une face commune. Un exemple en est donné

a la Fig. 3.3. Dans cette structure, nous distinguons deux trous : I'un est délimité par les 1-

3.2 Homologie persistante pour des nuages de points
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a a b
C C
0 ° ° a
a b b
-— o
a b

Figure 3.2.: Un n-simplexe est définit par I'enveloppe convexe de n+1 points dans un espace de di-
mensions n. Dans la rangée du haut sont représentés succesivement un O-simplexe, un
1-simplexe et un 2-simplexe. Dans la rangée du bas ce sont les faces de ces simplexes qui
sont représentées.

simplexes (segments) {(v2,v4), (v4,v5), (vs,v6), (ve,vs), (vgva)} et Iautre est délimité par les
segments : {(v7,vs), (vs,v9), (vg, v7)}. La seule différence entre les deux collections de simplexes
{(v7,v8) , (vs,v9), (vg,v7)} et {(vs,v7), (v7,u8), (vs,v6)} est que la derniére est constituée par
des simplexes qui sont les faces du 2-simplexes (vg, v7, v3). Par conséquent, cette collection la ne

forme pas un trou.

Formalisons ces intuitions : étant donné un complexe simplicial C, définissons une k-chaine
comme étant un sous-ensemble de k-simplexes de C. Par exemple, {(v4,vs), (vs,v6) , (vs,v2)}
est une 1-chaine, et {(vs,vs), (v7,v9), (vs,v2)} en est une autre. L'ensemble C;, de toutes les
k-chaines est doté d’une structure de groupe lorsque I'on défini 'opération interne i + j =
(1Uj) — (iNyj) pour tout i, j € C} qui est une union disjointe. C’est une opération d’addition
dans le corps Zs : par exemple si deux sommets(a) et (b) sont disjoints alors (a) + (b) = (a) + (b)
tandis que (a) + (a) = 0. Ainsi, 'addition des deux 1-chaines précédemment évoquées conduit a
la 1-chaine suivante : {(v4,v5), (v7,v9)}. Ainsi nous avons effectivement défini une structure de
groupe CY, dont les éléments sont les k-chaines. I'ensemble de tous les (k — 1)-simplexes d’'un

k-simplexe o forme la bordure de . Ceci nous permet de définir un homomorphisme de groupe

8k : Ck — Ck—l (3.1)
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U6

v7
Ug
v9
v10
Figure 3.3.: Un complexe simplicial constitué dun tétraedre bleu : (v1,vq,vs,v4), de deux
triangles rouges : (vg,v7,vs) et (vs,vg,v19), et de quatre segments noirs
(va,v5), (vs,v6), (v7,v9), €t (vgv2) .
agissant sur les k-chaines, défini par :
Ok(o) = Z(vl,vg, s Dy ) Yo = (v,v9,0 00 ,0g) € ¢, ol ¢ € C. (3.2)

%

C’est-a-dire que Oy (o) est la somme des bordures de ¢. En faisant de méme quelque soit k, on

définit un complexe de chaine C, :

A NG A= N = S (3.3)

Un élément u € Cy, est une bordure s’il existe v € Cy1 tel que v = Ji41(u). Un élément u € Cy

est un cycle si 0y (u) = 0. Nous définissons donc les espaces

Zy, = ker(0k) = {u € Cy, 0x(u) = 0}

(3.4)
By =im(0) = {v € Cx_1,3u € C : v = O(u)}
Le k-eme groupe d’homologie est définit par :
Hy, = Zy/ B4 (3.5)

Ou / désigne un moins ensembliste. Le k-éme groupe d’homologiee est donc composé par des

éléments de C} (des k-chalnes) qui sont des cycles mais qui ne sont pas des bordures. Nous

3.2 Homologie persistante pour des nuages de points
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pouvons reprendre les exemples simples évoqués ci-dessus avec le formalisme adapté : le
triangle o = (a, b, ¢) de la Fig. 3.2 a pour faces (a,b), (b,c) et (c,a). La bordure de o est donnée
par d(o) = (a,b) + (b,c) + (c,a). Si 'on applique une fois de plus I'application de bordure :
01((ab) + (bc) + (ca)) = (a) + (b) + (b) + (¢) + (¢) + (a) = 0. Ceci montre que la k-chaine
u = (ab) + (bc) + (ca) est un cycle. Mais c’est également une bordure, car d>(c) = u. Donc u
n’est pas élément du premier groupe d’homologie de 0. La propriété 9, o 9; = 0 se généralise :
Ok 0 Ox—1 = 0.

Le rang de groupe Hj, est le k-eme nombre de Betti :

Br. = rank(Hy) (3.6)

Exprimé plus simplement, le nombre de Betti 3, compte le nombre de trous de dimension k
présents dans le complexe simplicial considéré. Dans cette optique, un triangle (plein) n’a pas de
trou, donc 5; = 0, mais un ensemble de trois segments formant un triangle (vide) se caracteérise
par 31 = 1. Pour avoir davantage d’intuitions concernant ’homologie simpliciale, ainsi que pour

le calcul des groupes d’homologie, se référer a ’Annexe C.

Maintenant que les concepts d’homologie simpliciale ont été établis, nous allons décrire I'ho-
mologie persistante. Considérons la Fig. 3.5 : la caractéristique topologique principale consiste
en un trou central, qui est bien plus imposant que les éventuels cycles qui peuvent se former a
la périphérie. Les calculs menés ci-dessus permettent d’identifier, pour un complexe simplicial
donné, les trous qui le composent. Mais alors se pose naturellement la question du choix du
complexe simplicial sur lequel calculer ’'homologie lorsqu'un nuage de points est a disposition.
En effet, si nous choisissons de partir du plus grand simplexe possible formé par tous les points
dont nous disposons, autrement dit si pour N points de données {vy,--- ,vy} nous formons
le (N-1)-simplexe (vy,---vy) et calculons ses groupes d’homologies, alors nous ne verrions
pas ce trou central, car s’il s’identifie certes comme un cycle il sera également une bordure du
(N-1)-simplexe. Si au contraire nous nous choisissons les plus petits simplexes possibles, nous ne
verrons pas davantage cette caractéristique principale qui ne serait alors méme plus un cycle.
De méme si nous dessinons "a la main", de facon aléatoire un complexe simplicial a partir de ce
nuage de points, nous risquerions tres probablement de passer a c6té de cette caractéristique,
sans parler de la reproductibilité du calcul pour le moins hasardeuse.

Pour surmonter cette difficulté, nous allons composer une filtration du nuage de points. A

I'instar de la théorie des probabilités, une filtration est une séquence d’ensembles emboités
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K; C Ky--- C K, = K de sorte que, pour tout i € N, K, 1 contienne plus d'informations que
K;. Nous construisons cette filtration de la fagon suivante : nous fixons d’abord un seuil p € R}

Alors, une famille de points {v1, - - - v, } forme un (p-1)-simplexe si, et seulement si :

ou d(-,-) est une métrique de 'espace dans lequel reposent les données. Pour une telle famille
{v1,---v,} nous allons former le plus grand simplexe possible, ici le p-simplexe (vq, - - - v,,), mais
nous ne formons pas les simplexes de plus faibles dimensions comme par exemple (v, vy, v3).
A un seuil fixé p, nous formons tous les plus grands simplexes possibles. L’ensemble de ces
simplexes forme le complexe simplicial R, dit complexe de Vietoris Rips. Puis, le seuil p est
augmenté, p’ = p + ¢, et la méme opération est effectuée, Fig. 3.4. Naturellement, si p’ > p,
alors R, O R,. L'observation clef est que le nuage de points {v;})\ , étant un ensemble fini,
un nombre fini de complexes de Vietoris Rips est suffisant pour décrire entiérement la famille
continue {R,} _,. Autrement dit, nous pouvons nous limiter a une famille finie de complexes
K, ¢ Ky--- C K, = K pour former une filtration. Pour un p € R donné, il existe un Kj;
dans la filtration K1 C K»--- C K, = K qui soit homéomorphe a R,. K, est I'ensemble des
0-simplexes, c’est-a-dire les points de données eux-mémes; K est le (N — 1)-simplexe formé a
partir de tous les points de données. Dans la Fig. 3.2 une filtration pour le triangle pourrait étre :
0 C Ky = (a),(b),(c) C Ka = (ab), (ac), (bc) C K3 = (abc). Cette filtration s’organise d’abord
en ajoutant les sommets, puis les arétes, puis enfin le triangle plein. A chacune des étapes il
est possible de calculer les groupes d’homologie qui se basent sur une chaine de complexes
coo = O e, Cr_1 &“—_i Cr_1 (9’“—)_2 -+-. Alors, l'inclusion K; C K;; induit un homomorphisme

canonique de groupe f* entre les k-chaines :

|5 |25 |5

cy — i — o =
(92 l82 62
Co EAN ct RN ct RN (3.7)
51 lgl 81
CO fO 1 fl 1 fl
g — Cy — Cj —
o lao o
1O f1 It

O — 0 — 0 —
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ol 'exposant -* correspond a la position i dans la filtration. La premiére colonne correspond
donc au calcul de 'homologie pour le complexe simplicial K, la deuxiéme s’adresse au calcul
correspondant au complexe K et ainsi de suite. Nous pouvons donc suivre I’évolution de ces
groupes d’homologie le long de la filtration, et garder la trace de la naissance et de la disparition
de ces groupes. Un élément d’un groupe d’homologie peut donc apparaitre dans le complexe
de Rips K; puis disparaitre dans le complexe K, c’est-a-dire que I'inclusion K; C K; induit un
homomorphisme de groupes entre les groupes d’homologie : f : H,(K;) — H,(Kj). Cette
évolution est représentée dans un diagramme de persistance, qui consiste en une collection de
points que nous dénoterons par {(fL’ifL’j)}i’j cn- Lexistence de ces applications [ est justifiée
par les propriétés fonctorielles de 'homologie persistante telle que nous I'avons échafaudée. De

facon formelle :

Définition 3.1 (Groupes d’homologies persistants et diagrammes de persistance). Soit un en-
semble de points X = {ai}fi , et une filtration sur ce nuage de points Ky C K --- C K,. Nous
définissons les groupes d’homologie comme l'image des applications f¥ : H,,(K;) — H,(Kj).
Ce sont donc I'ensemble des classes d’homologies qui sont apparues au temps i et qui n’ont
pas encore disparues au temps j. Les nombres 3% = rank(Im) (ol rank désigne le rang, et Im
I'image) sont appelés les nombres de Betti. Le diagramme de persistence est I’ensemble des points

{(ziz;)}, jen correspondant aux valeurs B4,

Si l'on applique cette démarche aux données figurant a la Fig. 3.5, un cycle central se formera
assez rapidement, mais disparaitra apres un temps plus long que tout les autres cycles qui
peuvent se former pendant la filtration. Cela se traduit par un point isolé des autres dans le
diagramme de persistance de la Fig. 3.5. Les diagrammes de persistances restent stables par
rapport au bruit : une faibles variation des points de données n’entrainera pas de modification
substantielle du diagramme de persistance, [59]. Cela veut dire que plusieurs tirages des données
de la Fig. 3.5 produirons quasiment les mémes diagrammes de persistance. La définition des
nombres de Betti nous fournit également le moyen de les obtenir a partir du diagramme de
persistance. Pour un complexe simplicial donné, le nombre de Betti correspond au nombre de
trous dans la structure. Alors, au "temps" p de la filtration, le nombre de Betti 3, est le nombre de
trous qui sont apparus pour p; < p et qui disparaitront pour un ps > p. Pour trouver le nombre
de Betti 5, dans un diagramme de persistance il suffit donc de compter le nombre de points

contenus dans une boite délimitée par (y > p) N (z < p), Fig. 3.6.

Chapitre 3 Aspects topologiques induits par la dilation des processus PC

ette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2018LYSEI127/these.pdf
[M. Dugast], [2018], INSA Lyon, tous droits réservés



3

Figure 3.4.: Quelques étapes de la filtration de Vietoris-Rips. Un cycle se crée a la troisieme étape
(également a la deuxiéme en tant que bord du triangle). Il disparaitra lorsque les quatre
cercles centrés aux quatre sommets correspondant s’intersecteront.

3.2.2 Homologie persistante dans le groupe des rotations

Nous allons donc appliquer les calculs précédents pour un nuage de points constitué par des
matrices de dilations, qui sont des matrices de rotations. Nous devons donc choisir une métrique
qui tient compte de cette spécificité. Nous avons choisit la métrique invariante sur SO(n), grace

a laquelle la distance entre deux matrices A, et B de SO(n) s’écrit, [30] :
d(A,B) = Hlog (ATB>H (3.8)

ou ||-|| désigne la norme de Frobenius. Prenons pour exemple le signal de la Fig. 3.7-(a) issu
d’un modele ARMA périodique d’ordre 2. Aprés avoir calculé 20 séquences de 3 parcors chacune
nous avons représenté en (b) la trajectoire formée sur le groupe SO(3). Le groupe SO(3) a été
représenté par la boule unité : pour une matrice de rotation, notons u € R? la direction de I'axe

de rotation et § € [, «r] Pangle de rotation autour de cet axe. Alors U = fu € R? est un vecteur
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Figure 3.5.: Un cercle bruité. Le point isolé dans le diagramme de persistance traduit I'organisation

X

circulaire de ce nuage de points.

de la boule unité qui représente une rotation. La courbe ainsi tracée semble indiquer la présence
d’un trou important et d'un autre trou plus petit. Le diagramme de persistance de ce nuage de
points dans SO(3) est représenté a la Fig. 3.8. Les deux caractéristiques principales de ce nuage

de points sont bien restituées par les deux points les plus éloignés de la diagonale.
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Figure 3.6.: Le nombre de Betti au temps p, 3,10, €st donné par le nombre de points en vert. En faisant
varier p, nous obtenons la séquence des nombres Betti.

3.3 Résultat : classification topologique de processus PC

3.3.1 Classification de processus PC selon leurs caractéristiques

topologiques

Nous allons ici démontrer que les caractéristiques topologiques révélées par ’homologie persis-
tante constitue effectivement une signature du signal sous-jacent. Pour évaluer les différences
entre les structures topologiques cachées des processus PC, nous avons conduit un test de
classification. Lorsqu’un ensemble de diagrammes de persistance est donné, deux approches
sont possibles pour mener a bien une classification se basant sur ces diagrammes. La premiére
consiste a considérer le diagramme comme un objet en tant que tel, et a classer ces objets
en se donnant une mesure de distance entre ces objets, [34]. Dans cette méme optique, un
réseau de neurones profond peut également étre utilisé, [80]. La seconde approche consiste a
vectoriser les diagrammes, c’est-a-dire a encoder un maximum d’informations possible dans un
vecteur, puis de classifier ces vecteurs par des procédures d’apprentissage (machine learning)

de type SVM, K-NN ou regression logistique. Nous avons choisi cette deuxieme approche, car

3.3 Résultat : classification topologique de processus PC
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Figure 3.7.: (a) Un exemple d’'un signal PC généré a partir d’'un modele ARMA d’ordre 2. 1000 échantillons
on été tirés, avec 20 point par périodes.(b) La trajectoire sur le groupe SO(3) formée par les
matrices de dilations de ce signal. La trajectoire est représenté a I'intérieur d’une boule unité.

elle nous a permis de mettre en avant certains indicateurs clefs dans la signature des processus
PC. En effet une classification de type Deep-Learning ne permet pas d’accéder et d’interpréter
facilement les critéres sur lesquels se fondent la classification. De plus, la complexité du probleme
étant relativement faible, les performances des techniques de machine learning usuelles sont
avantageuses par rapport a une méthode de type deep learning. Pour conduire notre test de
classification, nous avons généré 500 signaux pour chacun des modeles suivants, ol ¢; désigne

un bruit blanc gaussien :

* Un processus & moyenne glissante périodique (periodic moving average) : S} = e;+0; x €;_1

ol, 6 =1+ 0.25 x cos (2nt/T)

e Une somme d’un processus stationnaire et d’'une séquence périodique : S = A x

cos (mt/T) + e

¢ Un produit entre un processus stationnaire et un processus périodique : S3 = [1 + m x cos (27t /T)]x

€t

* Une modulation temporelle d'une séquence stationnaire : pour un processus stationnaire
Y; = 0.9X;_1 + € le processus PC est obtenu par S} = Y;ip, ol f; = fiir est une

permutation des entiers 1,2,--- ,T.

Chacune des réalisations comporte 62 périodes avec 260 points par période, la période de chaque

signal est de 32. Un tirage de chaque signal est présenté en Fig. 3.9.
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Figure 3.8.: Le diagramme de persistance a 'ordre 1 du signal de la Fig. 3.7-(a) . Deux trous se distinguent,
dont l'un est plus important que l'autre.

Puis, les ensembles de matrices de dilations on été calculés pour toutes les réalisations de
chaque modele, et les diagrammes de persistance a l'ordre O et 1 en ont été déduits. Le calcul
des parcors a été effectué grace au package perARMA sous R, et nous avons utilisé dionysus
[112, 59] sous Python pour obtenir les diagrammes de persistance. Nous avons ensuite utilisé
les implémentations des algorithmes de machine learning disponibles dans la librairie Sklearn de
Python. Nous nous sommes limité a des séquences de 10 parcors pour construire les matrices de
dilations, ce qui implique que nous avons travaillé avec des matrices de dilations de taille 10 x 10.
Une procédure pour évaluer le nombre de parcors a prendre en considération consiste a analyser
le corrélogramme et la fonction d’autocorrélation partielle, comme cela est fait habituellement
pour calquer un modele ARMA sur un processus aléatoire, dans le but de ne pas choisir un
nombre de parcors trop important. En effet la fonction d’autocorrélaion partielle s’annule a partir
d’un certain pas. Les diagrammes de persistance correspondant aux quatre réalisations de la

Fig. 3.9 sont donnés a la Fig. 3.10.

Il est extrémement difficile de distinguer les différences entre ces diagrammes a l'oeil nu. Ceci
vient renforcer la nécessité de mettre en avant des caractéristiques, des indicateurs, qui vont
synthétiser 'information contenue dans ces diagrammes et la rendre intelligible. Pour ce faire,
adoptons la notation Dy = {x;, y;} pour désigner le diagramme de persistance d’'un ensemble de
points X. Le vecteur de caractéristiques que nous allons associer au diagramme Dy est constitué
de caractéristiques polynomiales, statistiques, ainsi que d’indicateurs se basant sur ’entropie et

sur la séquence des nombres de Betti :

3.3 Résultat : classification topologique de processus PC 83
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Figure 3.9.: Une réalisation de chaque modéle utilisé dans notre classification. Chaque signal est périodi-
quement corrélé de période 32.

* Caractéristiques polynomiales : f1 = > 1" yi — zi, fa = > iy n(yi — @),
f3= 2200 Wimae — ) (Yi — @i), fa = 2201 1% (Ymaz — ©4) (Vi — Ti),
fs =311 Wmae — 2i)* (yi — 1),
Jo =321 WYmae — 2i)* (yi — 1)

* Caractéristiques statistiques : g; = mean(z;), go = mean(y;), g3 = mean(Ymaz — i),

g3 = mean(Ymaxi), g4 = mean(y;x;), g5 = std(z;), g = std(y;), gr = std(y; — x;),

gs = std(y; — x;), ou std désigne I'écart-type et mean la moyenne.

* Coefficients de régression : Les points du diagramme sont triés par ordonnées croissantes,
puis une régression linéaire est effectuée. Nous conservons la pente de la droite obtenue

comme indicateur.

* Caractéristiques liées a 'entropie : H = _W >oipilog(pi), oup; = Li/L, l; = yi — x;

pour les points tels que x; < y; (les points sur la diagonale ne sont pas pris en compte) et

L = 3", 1;. Cet indicateur, appelé entropie persistante normalisée mesure le désordre présent
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Figure 3.10.: Les diagrammes de persistance pour une réalisation de chacun des processus figurant a
la Fig. 3.9. 32 sequences de 10 parcors chacune ont été utilisées pour obtenir le nuage
de matrice de dilation. Les diagrammes de persistance ont été obtenus avec le package
Dionysus sous Python.

dans le diagramme. L’entropie persistante a vraissemblablement été mentionnée pour la

premiére fois dans [41, 124].

* Caractéristiques liées a la séquence de Betti : by = min(b;), by = max(b;), bs = std {b;} ou

b; est la séquence de Betti du diagramme.

Nous avons donc un vecteur de caractéristiques de taille 36. Nous avons pris en compte beaucoup
plus de caractéristiques que celles qui ont été envisagées dans [120, 70, 2, 24]. Nous motivons ce
choix par la volonté de prendre en considération 'ensemble des éléments pouvant synthétiser un
diagramme de persistance, que ce soit des facteurs statistiques, polynomiaux, liés a I'entropie...
Nous avons souhaité garder un maximum d’information et ne pas nous limiter a un aspect spéci-
fique. En particulier certain indicateurs jouent un réle plus important que d’autres. Notamment,

comme notre nuage de points est une réalisation d'un phénomene aléatoire, les diagrammes
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de persistance héritent de cet aspect aléatoire. Nous allons voir que 'entropie persistante est

particulierement adaptée pour tenir compte de ce phénomene.

Quelque étapes de pré-traitement sont néanmoins nécessaires avant d’effectuer une classification.
Les indicateurs choisis étant de natures différentes, nous devons les normaliser avec une méthode
de rescaling, qui transforme une variable aléatoire en une autre variable aléatoire centrée réduite.
Le nombre de caractéristiques que nous avons retenues étant relativement élevés et étant donnés
que certaines de ces caractéristiques pourrons in fine se révéler inutiles nous avons procédé a
une réduction de dimension : nous avons des vecteurs de taille 37, que nous voyons comme des
vecteurs dans R". Nous avons choisit pour cela d’appliquer une ACP a noyau, qui se comporte
de facon adéquate en présence d’une répartition des données non-linéaires. Finalement, la
classification a été réalisée au moyen d’un algorithme SVM (support vector machine) a noyau.
Pour juger de la qualité de notre classifieur, 'ensemble des données a été séparé en deux sous-
ensembles, selon une proportion 70/30 : 70% des données ont été utilisées pour entrainer le
modele, et 30% on été utilisées pour le tester. La méme procédure de partitionement a été répétée
500 fois. Si nous nous limitons a seulement 2 composantes principales, la classification donne un
score de 75%, ce qui n’est pas suffisant pour discriminer certains processus. Ce point est illustré
a la Fig. 3.11-(a) ou les signaux S}, S? et S} ne peuvent pas étre correctement différenciés,
méme si, comme nous pouvons le constater a la Fig. 3.11-(b), certaines classes de processus
sont clairement distinctes. Les meilleurs résultats de classification ont été obtenus lorsque 10
composantes principales ont été retenues. Nous avons obtenu en moyenne un score de 98.7% de
classifications correctes. Bien entendu, les parametres optimaux de la SVM (la sensibilité et le

parametre du noyau Gaussien) ont été obtenus par validations croisées.

Ce résultat est significatif car il confirme I'importance des caractéristiques topologiques que
I'on peut extraire des processus stochastiques par la dilation. Nous pouvons aller plus loin
en analysant la contribution des caractéristiques aux composantes principales, c’est-a-dire en
observant a quel point chaque composante du vecteur de caractéristiques (de taille 36) influe sur
la classification. Nous ne pouvons visualiser les résultats qu’en dimension deux, ce qui implique
de se limiter a deux composantes lors de ’ACP, mais cela suffit pour se faire une idée trés correcte
de l'influence de chacun des facteurs. Il s’agit d’un cercle de corrélations : la projection des
vecteurs sur les axes de coordonnées indique a quel point ces parameétres sont corrélés aux axes

principaux. Les résultats sont reportés a la Fig. 3.12.
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Nous observons que les caractéristiques s’agglomeérent par petits groupes. Pour interpreter ce

schema, il faut noter que :

— Les variables positivement corrélés sont regroupées.

— Les variables négativement corrélés sont sur positionnées sur des quadrants opposés.

Figure 3.11.: Projection des données apres une réduction de dimension a deux composantes principales,
(a) Les données ne peuvent pas étre différenciées avec seulement deux composantes
principales. (b) Certains processus sont néanmoins bien distinguables.
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Figure 3.12.: Contributions des caractéristiques aux axes principaux PC1 et PC2. H; désigne I'entropie
persistante normalisée a 'ordre i = 0, 1; f;, les caractéristique polynomiales a I'ordre i, b;
les caractéristique de Betti a 'odre i. Le role singulier de I'entropie persistante est clairement
visible.
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— La distance entre les variables et I'origina mesure la qualité de la représentation des
variables. Les variables associé a un vecteur de grande longueur sont bien représentées par

I’ACP.

Nous pouvons dénombrer 10 groupes principaux, ce qui explique également que le choix de
ne retenir que 10 composantes principales est judicieux. Nous remarquons que la premiére
composante (PC1) distingue particulierement les indicateurs d’entropie persistante du reste des
indicateurs. La deuxiéme composante principale (PC2) a tendance a séparer les composantes
d’ordre zéro (c’est a dire correspondant au diagramme d’ordre zéro) des composantes d’ordre 1
(diagramme d’ordre 1) : 'entropie persistante d’ordre zéro est au-dessus de celle d’ordre 1; la
situation est symétrique pour le reste des indicateurs. Les indicateurs associés aux nombres de
Betti d’ordre 1 sont isolés, et donc ne peuvent pas étre exclus de I'analyse. L’entropie persistante
joue un réle tout particulier : sa contribution aux composantes principales est négative ; ce qui
veut dire que la distinction entre les classes est trés sensible a ce parametre. Nous allons dans la

section suivante explorer davantage ces parametres et notamment leur distribution statistique.

3.3.2 Distributions statistiques des caractéristiques topologiques.

Les aspect statistiques de certains invariants topologiques des graphes aléatoires ont été étudiés
dans [28] et dans [71]. Les auteurs montrent que lorsque des points sont positionnés aléatoire-
ment dans I'espace, par exemple selon une distribution uniforme dans un cube unité, la séquence
des nombres de Betti formée par ce nuage de points, qui est donc une fonction aléatoire, suit
une distribution particuliére. Nous allons nous baser sur ces résultats et les étendre a I’entropie
persistante. Tout d’abord, insistons sur I'aspect statistique des diagrammes de persistance que
nous avons obtenus. Contrairement a d’autres auteurs qui ont appliqué 'homologie persistante
sur une seule réalisation d’un signal aléatoire [118, 119], notre approche est davantage probabi-
liste. En effet, les tirages répétés des signaux aléatoires utilisés dans notre test de classification
nous permettent une description probabiliste des diagrammes de persistance, et donc de I'infor-
mation topologique contenue dans la structure des données. En regard des résultats de la section

précédente, nous allons particulierement nous intéresser a 'entropie persistante normalisée et a
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la séquence des nombres de Betti. Etant donnée une loi de probabilité discrete de cardinal N,

I'entropie normalisée est définie par :

HN(p) = sz IOg pz)

log

L’entropie maximum (en 'absence de contraintes) est atteinte pour une distribution uniforme
et vaut log(N). L'entropie normalisée prend donc ses valeurs entre O et 1. Pour une variable
aléatoire, 'entropie révele la quantité d’information qu’il est possible d’extraire de 'observation
de ses réalisations. Une autre facon de définir 'entropie consiste a trouver une distribution de
probabilité en faisant le moins de suppositions possibles (on parle alors de densité de probabilité
a maximum d’entropie). Par exemple, comme nous I'avons mentionné précédemment, si I'on se
donne un intervalle [a,b] de R alors la distribution de probabilité que I'on peut créer dans cet
intervalle sans faire aucune hypothese sur ses parameétres est la distribution uniforme. C’est la
distribution a maximum d’entropie. Si nous faisons 'hypothése que la variance de cette loi de
probabilité est fixée a o, alors la densité de probabilité & maximum d’entropie est a présent une
Gaussienne. L’entropie persistante normalisée indique si une structure particuliere émerge du
diagramme de persistance, en comparant la durée de vie des groupes d’homologie le long de la
filtration. Si les points d’'un nuage de points sont uniformément espacés les uns par rapport aux
autres, de sorte que les cycles formés par cette structure aient tous la méme durée de vie, en
regard de la filtration de Vietoris-Rips, alors toutes les longueurs I; = y; — x; dans le diagramme
de persistance seront égales, et H = 1.

Pour illustrer cet exemple, suivons I'évolution de I’entropie persistante d'un nuage de points
formant un cercle plus ou moins bruité, Fig. 3.13. La figure de gauche illustre un cercle moyen-
nement bruité : le trou central est clairement visible et dominant. Cela se traduit par un point
isolé dans le diagramme de persistance, plus éloigné de la diagonale que les autres, c’est-a-dire
un point (z;,y;) de sorte que la quantité [; = y; — z; soit bien plus importante que pour tous

les autres points. La répartition des probabilités {pi = %
=1

I'entropie persistante est tres "hétérogene", c’est-a-dire éloignée de la distribution uniforme, selon

} associée par la définition de

laquelle tous les p; seraient égaux. La valeur de I'entropie est donc faible. Cette répartition des
probabilités correspond a la répartition des cycles présents dans la structure, autrement dit aux
nombres de "petits cycles" et de "grands cycles". Si les données sont un peu plus bruitées, comme
C’est le cas dans la figure du milieu, le trou central sera un peu moins visible car il est davantage
probable que des points viennent s’y placer au gré des tirages aléatoires. La répartition des cycles

est moins inégale que dans 'exemple précédent et se rapproche d’une distribution uniforme : la

3.3 Résultat : classification topologique de processus PC
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valeur de I'entropie augmente. Enfin, si les données sont fortement bruitées, de sorte a ce que
le nuage de points semble étre issu d’un tirage uniforme dans I'espace, le trou central disparait
complétement, et tous les cycles ont la méme durée de vie. L'entropie persistante atteint sa

valeur maximum.
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Figure 3.13.: 500 réalisations d’un cercle bruité ont été générées pour trois niveau de bruit n = 0.2, =

0.3, = 0.4. Haut : un exemple du nuage de point obtenu pour chaque niveaux de bruit.

Bas : les histogrammes des valeurs d’entropies persistantes correspondants.

Nous remarquons également que I'histogramme est plus étalé dans la figure de gauche que dans
celle de droite. Nous mesurons I'entropie d'un phénomene aléatoire et la question est donc de
savoir pourquoi la dispersion de cette mesure est plus importante dans le cas de gauche, que

dans le cas, quasi-completement aléatoire, de droite. Il est possible que lors d’un tirage particulier

issu d’une distribution uniforme dans '’espace, les données se positionnent le long d’'un cercle.

Mais la probabilité en est extrémement faible car cette possibilité ne représenta qu'un nombre
extrémement faible de cas envisageables, de méme qu’il est trés peu probable que tout le gaz
d’une boite se place a I'instant t seulement dans la moitié droite de la boite. Ainsi les tirages
effectués dans cette configuration ne différeront en réalité que tres peu. L’entropie mesurée dans
chacun des tirages sera quasiment la méme. La liberté la plus absolue induit donc une certaine
homogénéité dans les résultats. La situation est tres différente dans la figure de gauche. Ici, il
n’est pas impossible qu'un point (il n’en suffit que d’un seul) vienne se placer aléatoirement dans
le trou central et par conséquent détruise la structure du nuage de points. Cela a pour effet

d’augmenter la variance de la distribution car la valeur de I'entropie mesurée dans ce cas-ci,
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c’est-a-dire lorsqu’un point se trouve au milieu de la structure circulaire, sera alors augmentée.

A présent, tracons la distribution de I'entropie persistante pour les processus PC que nous avons
étudiés. Les résultats sont reportés a la Fig. 3.14 at a la Fig. 3.15 . Nous pouvons voir que chacun
des processus possede un degré de liberté différent, ce qui rend les distributions distinguables.
Nous voyons par exemple que S? est un processus dont la non-stationnarité est plus "contrainte"
que les autres. La mesure spectrale de ce processus évolue d'une facon qui géneére plus de
trous dans I'espace que pour les autres processus, certaines zones n’étant pas accessibles par les
matrices de dilations associées. A l'autre extréme, la non-stationnarité du modele S} est "moins
contrainte"; les zones vides sont donc moins visibles. En définitive, I’entropie persistante est un

outil pertinent pour ’étude de I'information topologique des processus non-stationnaires.
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Figure 3.14.: Histogramme des valeurs de I'entropie normalisée a 'ordre 0 pour 500 réalisations par
processus.

De facon similaire a [71], nous avons également analysé les séquences des nombres de Betti. A la
fig. 3.16 nous avons représenté, pour chaque classe de processus, les courbes de Betti moyennes
en fonction du seuil sur la distance. Nous observons que la forme de ces courbes est cohérente
avec I'analyse faite dans [71]. Une fois de plus les classes de processus sont différenciées grace a
cette caractéristique topologique. A la vue de ces courbes, nous pouvons penser que la distinction

durant la classification se fait principalement sur le nombre de Betti maximal.
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# of occurences

Figure 3.15.: Histogramme des valeurs de I'entropie normalisée a 'ordre 1 pour 500 réalisations par
processus.

Nous pouvons donc affirmer que la structure du nuage de points formé par les matrices de dila-
tions révele d’importantes propriétés topologiques des processus PC qui ne sont pas accessibles

directement. Chacun des processus étudiés possede ses propres caractéristiques intrinseques.

3.3.3 Nouvelle mesure de dissimilarité entre diagrammes

Pour comparer des diagrammes de persistance, la distance de Bottleneck est majoritairement

utilisée. La distance de Bottleneck est une distance de Wasserstein :

Définition 3.2 (Distance de Wasserstein et distance de Bottleneck). Soit p € [1,4+00], et Dy, Do
deux diagrammes de persistance. Rappelons qu'un diagramme de persistance est une collection
de points {(z,y) € R?,y > z}. La distance de Wasserstein a 'ordre p entre D; et D, est donnée

par :

=

WDy, Ds) = g 27; d(z, ¢(x)) (3.9)

lorsque p # +o0, et

Wa(D1,Dy) = inf sup d(z,d(z)) (3.10)
¢ D1—Do x€D1
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Figure 3.16.: Séquence de Betti moyenne obtenue aprés 500 réalisations pour chacun des processus.

pour p = +o0, ou1 d est une distance sur R? et ¢ est une bijection de D; dans Ds.

La distance de Bottleneck est Wt L., désignant la norme infinie sur R?.

Il est assez simple de visualiser la maniére dont se calcule la distance de Bottleneck. Il faut
associer les points du diagramme D; a ceux du diagramme Ds de sorte que la somme des
déplacements effectués soit minimale. Les points n’ayant pas été appariés se retrouvant associés

a la diagonale, Fig. 3.17.

Au vu des résultats et du role particulier joué par ce que nous avons nommé I’entropie persistante,
il semble judicieux d’introduire une nouvelle mesure de dissimilarité entre les diagrammes, basée
sur la divergence de Kullback-Leibler. Pour deux distributions de probabilité discretes p et q, la

divergence de Kullback-Leibler s’écrit :

Drr, (pllg) = Zp(i)logzég (3.11)

Bien que cette divergence ne soit pas une distance a proprement parler, c’est néanmoins une
mesure de dissimilarité entre deux distributions. Le passage d’'un diagramme de persistance

a une distribution de probabilité se fait de la méme maniére que pour le calcul de I'entropie

3.3 Résultat : classification topologique de processus PC
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»

Figure 3.17.: Illustration de la distance de Bottleneck. Les points du diagramme noir sont associés aux
points du diagramme rouge de sorte a ce que la somme des déplacements soit minimale.

persistante : chaque point (z;,y;) du diagramme est associée a une longueur /; = y; — x; divisée
par la somme des longueurs de toutes les barres du diagramme. Se faisant, on extrait d’'un
diagramme de persistance une suite de nombres compris entre O et 1 dont la somme vaut 1,
ce qui correspond bien a une loi de probabilité discrete. Alors, une simple application de la
formule 3.11 suffit pour comparer deux diagrammes de méme cardinalité grace a la divergence
de Kullback-Leibler. En revanche, un probléme se pose lorsque les deux diagrammes n’ont pas la
méme cardinalité. Comment appliquer la formule de la divergence KL si I'une des distributions
de probabilités est de cardinal n, alors que l'autre est de cardinal m. Pour cela une possibilité
consiste a additionner certaines probabilités de la distribution de probabilité de plus grand
cardinal jusqu’a ce que les deux distributions aient le méme cardinal : pour deux distributions
p = (p1,p2,- -+ »Pm) €t ¢ = (q1,q2,- -+ ,qn) avec m > n, il s’agit de trouver une distribution
p = (p},ph, - ,p,) de sorte que chaque p}, obtenu par une somme d’éléments de p soit le plus
proche possible de ¢;. Chaque élément de p ne servant bien siir qu'une seule fois. La facon la plus
simple de procéder consiste dans un premier temps a trier les deux distributions. Puis, il faut
sommer dans l'ordre les éléments de la premiere distribution p, de sorte que cette somme soit le
plus proche possible du premier coefficient de la seconde distribution q, sans le dépasser. Cette
opération est ensuite répétée a I'identique pour le deuxiéme coefficient, puis pour le troisieme, et
ce jusqu'a ce que tous les coefficients soient utilisés, [143]. Signalons que cette facon de procéder

ne fonctionne que pour des distribution mono-variées.
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3.3.4 Discussion

Pour deux matrices A et B de SO(n) proches, la distance issue de la métrique invariante

s’approxime par la distance euclidienne :
d(A, B) = ||log (ATB)|| ~ 1B - Al|.
En effet, pour 2 une matrice anti-symétrique telle que ||Q2|| = 1, si B = Aexp(uf?), alors
d(A, B = ||iog (A7B)||" = v

et

2

1
1B — Al|? = ||eap(uf) — L,||* = ||uQ + §u2§22 + O(ut)

=u? +u*(Q,Q) + O@?) = u? + O(u?)

car () est anti-symétrique. Malgré tout, nous n’avons pas utilisé cette méthode pour la simple
raison que les processus ne produisent pas toujours des matrices de dilations suffisamment
proches les unes des autres. Ainsi, nous pouvons envisager cette métrique euclidienne pour le
processus (a) de la Fig. 2.9, mais pas pour le processus (b) de cette méme figure. Néanmoins, la
métrique Euclidienne étant plus rapide a calculer, elle peut s’envisager pour obtenir une bonne

approximation des diagrammes.

3.4 Conclusion

L’objectif principal de cette partie était de révéler les caractéristiques topologiques fondamentales
des processus stochastiques induites par la dilation. Le point de vue topologique vient apporter
des éléments supplémentaires qui ne pouvaient pas étre déduits de la seule courbe formée par
les matrices de dilations. Pour cela nous avons étudié la structure du nuage de points issue de
cet ensemble de matrices grace a 'homologie persistante. Cette structure est intrinséque au
processus sous-jacent. Nous avons mis en évidence certaines caractéristiques qui résument cette

structure, dont I'entropie persistante qui caractérise le désordre du nuage de points, autrement

3.4 Conclusion
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dit son organisation. Enfin nous avons montré qu'’il est possible de classifier différents modeles

de processus stochastiques en se basant sur ces considérations topologiques.

Cette partie a fait 'objet d’'une soumission a IEEE "Transaction on Information Theory".
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Aide a la décision pour les systemes de
soins grace a ’lhomologie persistante du
processus de variabilité dans les

services d’urgences

4.1 Introduction et rappels

Ans cette partie nous reprenons notre cas d’étude : I'analyse de la variabilité des épidé-

mies pédiatriques saisonniéres. Pour contrecarrer I'effet déstabilisateur des épidémies
saisonniéres, les hopitaux ont mis au point des plans hivernaux, qui consistent notamment en
une réorganisation des services d’urgences. Cependant, pour étre efficaces et pour éviter un
éventuel gaspillage financier, ces plans doivent étre déclenchés au moment opportun. Nous allons
appliquer cette fois-ci les techniques d’homologies persistantes directement sur le processus de
variabilité dans le but d’analyser le comportement des épidémies pédiatriques saisonniéres. Nous
nous fixons deux objectifs : détecter le plus précocement possible I’épidémie, et en comprendre
le comportement, c’est-a-dire suivre son évolution, sa dynamique. En effet, comme nous I’avons
remarqué en introduction, les périodes épidémiques que nous étudions se caractérisent par une
forte augmentation de la variabilité du processus d’admission observé par les services hospitaliers.
Pour mesurer cette variabilité, nous avons appliqué une analyse de fluctuation sur le signal,
qui consiste premiérement a désagréger les données, a effectuer un découpage de ces données
puis a comparer dans chaque tranche ainsi obtenue I’écart entre les données et une tendance
locale. Ce procédé ce nomme DFA, pour detrended fluctuation analysis. Nous avons ainsi acces
a un nouveau processus aléatoire qui caractérise la variabilité du processus. Nous allons donc
construire un détecteur a partir de ces observations. Bien que des analyses topologiques de séries
temporelles ont déja été mises en évidence, [118, 119] nous proposons néanmoins une approche

originale basée sur une observation dynamique d’'un nuage de points associé au processus.
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4.2 Construction du nuage de points par fenétre glissante

Dans la Fig. 4.1 qui représente trois années successives, nous avons fait ressortir deux dates
qui servirons de références : la premiere correspond a la détection précoce de I'épidémie (pour

I'année 2014/2015), la deuxiéme correspond a I'intensité maximale.

201 2014-11-22 2015-01-15

10-

Z

2 0

o

>
-10 2014 2015 2016 2017
—201

Figure 4.1.: DFA du processus d’admission.

Rappels et notations

Nous allons assembler un nuage de points a partir du signal de variabilité par fenétre glissante
[118]. Etant donné que nous traitons des séries temporelles, les fenétres glissantes que nous
considérons sont définies par :
Y
Yina
FGylY](t) = ) (4.1)
Yirm

N

ol M est la longueur de la fenétre. Le nuage de points est obtenu par la collection { FG[Y](t)},_,.

Pour M = 3, le nuage de points qui se dessine dans un espace a trois dimensions est représenté
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a la Fig. 4.2. Sur ce graphique, nous avons distingué quatre périodes particuliéres. Les points
associés aux dates allant de 2014-07-01 a 2014-11-21 ainsi que de 2015-01-15 a 2015-07-01
se concentrent dans la méme zone de I'espace et sont uniformément espacés. Ils correspondent
a des phénomenes physiques comparables, a savoir que lors de ces périodes la, I'affluence
aux services d’urgences était faible et peu volatile. Au contraire, pour la période courant de
2014-11-21 a 2014-12-05 les points sont espacés de facon plus erratique dans I'espace et ne sont
plus concentrés dans une méme zone. Cette période correspond au début de ’épidémie, ce qui
se traduit par une affluence anormale. Enfin, la période allant du 2014-12-05 au 2015-01-15
marque la fin de 'épidémie. La volatilité diminue et les points correspondants se concentrent
a nouveau dans une zone de l'espace plus confinée. Cette représentation en nuage de points
rend perceptible de nombreux phénomenes cachés, qui vont étre formalisés par une analyse

approfondie.

Nous allons pour cela utiliser les techniques d’homologie persistante développées dans le cha-
pitre précédent pour : i)- détecter précocement les affluences anormales pour anticiper le

commencement de la période épidémique, ii)- fournir un indicateur de fin d’épidémie.

4.3 Reésultats : homologie persistante sur un nuage de

points évolutif

Pour avoir un suivi en temps réel de I'évolution de I'épidémie, nous allons former dynamique-
ment le nuage de points a partir d'une fenétre glissante. Admettons que le nuage de points
correspondant a la série temporelle { X, X, --- X,,} ait été formé. La derniere fenétre glissante
a avoir été intégrée dans le nuage de points est (X,_ys - - - X1, X;). Lorsque la donnée X,
est disponible, alors la fenétre glissante (X,1—as - - Xp, Xp41) est intégrée dans le nuage de

point. De ce fait nous échafaudons un nuage de points qui évolue dans le temps.
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from 2014-07-01 to 2014-11-21
from 2014-11-21 to 2014-12-05
from 2014-12-05 to 2015-01-15
from 2015-01-15 to 2015-07-01

Figure 4.2.: Le nuage de points correspondant au processus de variabilité {Yk}iﬁzl de la Fig. 4.1. Diffé-
rentes périodes sont distinguées par différentes couleurs. Les deux points représentés par
des croix correspondent aux dates du 2014-11-22 et du 2014-12-05. Ici, nous avons utilisé L
= 24.

4.3.1 Indicateurs de suivi de I'évolution de I'épidémie

Nous avons constitué une séquence de nuages de points imbriqués {Sk}fcv L N+1 dont nous vou-
lons suivre ’évolution. Pour ce faire, nous allons calculer pour chaque diagramme de persistance

N, ., . o .
Dy, = {(xi,yi) },F associé au nuage de point S, les deux indicateurs suivants :

Barmax (k) = max {yi—xi},i=1,...,Np, (4.2)
k
1 ™
PEnorm (k) = —————= ) pjlog(p;) (4.3)
norm log(Npk) ]Zl J J
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oup; = % etlj =y;j—x;, L= Z;y:’”f l;. Ces deux indicateurs résument une partie de 'information
contenue dans le diagramme. L’indicateur Barpax (k) correspond au temps de survie maximal
parmi les cycles du diagramme Dy,. PE,om (k) désigne I'entropie normalisée, et indique, comme
cela a été montré dans la partie précédente la présence éventuelle d'une structure dominante

dans le nuage de points, vue au travers de son diagramme de persistance.

4.3.2 Analyse des résultats

Controéler I'évolution de Barmax(k) et de PEpom(k), ou k désigne le temps, nous permet de
suivre en temps réel I'évolution de la dynamique du flux d’arrivées des patients. Les résultats
des observations on été reportés a la Fig. 4.3. Pour illustrer les apports de notre démarche,
nous avons souligné deux dates importantes, qui ont également été placées dans la Fig. 4.1. La
premiere indique le début de I'épisode anormal dans le processus d’admission correspondant a
la bronchiolite ; la deuxiéme matérialise le moment ot le maximum de variabilité a été atteint.
L’analyse de la Fig. 4.3-(a) révele un comportement atypique du processus de variabilité. En effet,
nous voyons que l'indicateur Barmax(-) évolue par paliers successifs, a la maniere d’une fonction
en escalier, les marches étant d’'une amplitude et d’'une longueur plus ou moins importante.
Chaque marche est associée a une augmentation de la variabilité, tandis que la longueur des
marches indique le temps passé dans un régime de variabilité fixe. Ceci nous donne une forte
indication sur la dynamique de ce type d’épidémie : '’épidémie évolue par phases, avec des sauts
de variabilité. Lorsque le dernier saut de variabilité est atteint, I'indicateur Barpax(k) atteint
également son maximum. Lorsque une période épidémique est caractérisée par une évolution
tres rapide, les marches se succedent a un rythme élevé et la forme globale de la courbe de
Barmax(+) est abrupte.

Lorsque nous nous tournons vers 'indicateur PE,qmy(+), nous voyons que ces extremum sont
atteints lors d'un changement dans ’évolution tendancielle du processus de variabilité. Notam-
ment, si la variabilité passe d'une phase ascendante a une phase descendante, nous observons un
extremum local a la date de rupture. C’est ce que nous observons a la Fig. 4.3-(b) : un minimum
est atteint a la date 2015-01-15. Apres cette date, PEpom(+) croit et nous affirmons que la phase
la plus intense de I'épidémie est terminée. Cependant il faut étre attentif, car le minimum de
PELorm(+) peut ne pas correspondre au jour ou le maximum de patients ont été enregistrés. C’est
pour cela que nous proposons d’identifier la fin de la phase épidémique en regard du nombre

maximum d’arrivée et de la variabilité maximale. Ce n’est pas parce que le nombre maximum de
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personnes admises a été atteint que I'épidémie est terminée, mais c’est bien lorsque la variabilité

commence a diminuer, et donc lorsque PEqmy (k) augmente.

Nous voyons la force de ces deux indicateurs qui révelent d’importantes informations sur la série
temporelle formée par les admissions aux services d’urgences, et qui permettent un suivit en

temps réel.

4.4 Influence des parametres sur le détecteur

Pour automatiser la détection de phénomenes anormaux nous devons calibrer le modele. Aprées
avoir conduit plusieurs scenarios test, nous proposons de retenir d’abord le temps k tel que
Barmax(k+ 1) —Barmax (k) > 1. Ensuite, pour estimer la période épidémique d’intensité maximale,
nous retenons k' le temps auquel la dérivée PE, (k) change avec k' > k cest-a-dire situé
apres le temps k obtenu pour le premier indicateur. Pour étre plus précis, nous avons établis que
lorsque PEqom (k) augmente de plus de 2.6% par rapport a sa valeur minimale détectée apres la
valeur fournie par Bar,,,., alors I'épidemie pouvait étre considérée comme révolue. Nous avons
observé que la longueur de la fenétre glissante, N, n’a pas d'impact majeur sur les résultats,
I'aspect limitant étant le calcul de 'homologie persistante et surtout celui de la filtration de
Vietoris-Rips. Cependant si la dimension n’est pas assez €élevée, il est possible de ne pas repérer
un cycle qui aurait pourtant été bien visible en dimension supérieure. En revanche, la longueur L

qui intervient dans le calcul de la DFA influe sur la détection, et doit donc étre optimisée.

4.4.1 Choix du détecteur

Un des parametres principaux qui intervient dans le calcul de la DFA est la longueur L des
segments par rapport auxquels nous calculons la tendance locale. Pour illustrer ce point, nous
avons représenté a la Fig. 4.4 les résultats de la détection lorsque L = 5 puis lorsque L = 50.
Les jours de références ont également été indiqués. Nous voyons que lorsque L est faible, le
systéme est trop sensible au faibles variations de variabilité, et la détection précoce ne se détache
plus aussi clairement. Au contraire, lorsque L est trop important, nous ne détectons plus que
les changements majeurs, et le phénomene troublant du 2014-11-22 n’est tout simplement

pas détecté. Quant a I'’évolution de I'indicateur PEqm (k), les méme phénomeénes de sur/sous-
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Figure 4.3.: Resultats d’'une analyse de série temporelle par homologie persistante sur des données
correspondant a une épidémie de Bronchiolite issu du CHU de Saint-Etienne entre le 2014-
05-01 et le 2015-08-31. (a)évolution temporelle de Barpax(k), (b) evolution temporelle de
PE;orm (k). Les calculs ont été menés avec L = 30 jours comme parameétre de la DFA et N =4
jours pour la fenétre temporelle du nuage de points.
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sensibilité semblent se produire : quand L est faible, nous gagnons en précision sur la détection
du minimum de PEyom(+) ; quand L est grand, le plateau minimal de PEom(+) est beaucoup plus
important. Nous devons donc optimiser la longueur L en tenant compte du comportement de ces

deux indicateurs en fonction de ce parametre.

4.4.2 Calibration du détecteur

Pour choisir la valeur de L la plus adéquate, nous nous proposons de résoudre une optimisation
pondérées de deux critéres. Comme nous venons de le voir, le parameétre L influe a la fois sur la
détection précoce et sur la précision de I'entropie persistante ; par conséquent deux fonctions
doivent étre minimisées. La premiére, notée f(L) sert a optimiser la détection précoce et la
seconde, notée g(L) sert a optimiser la détection du pic épidémique, voir Fig. 4.5. D’apres les
professionnels de santé et au vu des données sur les 7 années précédentes, ils nous est apparu
que la détection serait optimale environ 60 jours avant le pic épidémique. Plusieurs solutions
existent pour résoudre de type de problemes, [40]. Pour sa simplicité et son efficacité nous avons

choisit la démarche suivante :

* Pour chacune des années j utilisées afin de calibrer le détecteur, trouver la valeur maximale
du processus d’arrivées des patients et calculer o f;(L) + fg;(L) avec 0 < «,3 < 1 et
a + 8 = 1. Les scalaires « et 3 servent a donner un poids plus ou moins important a 'un

des critéres.

* Sommer ces valeurs sur 'ensemble des années de calibrations : Obj(L) = >; (af;(L) + Bgi(L)).

Répéter 'opération pour plusieurs L et choisir celui qui minimise Obj(L).

Nous avons calibré notre détecteur sur les années allant de 2013 a 2016. Nous avons choisit
a = 0.6 et 8 = 0.4 pour donner une importance légérement plus importante a la détection
précoce. Le minimum de la fonction objectif Obj(L) est atteint pour L = 24, Fig. 4.6-(a), ce qui
est cohérent avec I’échelle de longueur caractéristique du phénomene observé. Les détections

ainsi effectuées sur les années ayant servit a la calibration sont présentées a la Fig. 4.6-(b).

Le détecteur ayant maintenant été calibré, nous pouvons le tester sur une nouvelle année
pour en vérifier 'acuité. Les résultats pour 'année 2016-2017 sont reportés a la Fig. 4.7. La
premiére manifestation d’'un phénomeéne anormal a été détectée le 2016-11-25, et la variabilité

maximale a été détectée le 2017-01-15, ce qui marque la fin progressive de la période épidémique
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Figure 4.4.: (a) évolution temporelle de Barp,x(k), (b) évolution temporelle de PE, (k) pour le proces-
sus Fig.4.1. La longueur de la fenétre glissante est N = 4. Les longueurs de la DFA sont de

L=50etL =>5.
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Figure 4.5.: Deux critéeres sont minimisés : f(L), la détection précoce et g(L) I'estimation de I'apogée de
I'épidémie; L est la longueur de la DFA .

pour cette année la. Dans la pratique Nous n’avons eu que trop peu de données pour que le
minimum retourné par 'optimisation soit statistiquement significatif. Nous retenons cependant
la signification "physique" de cette valeur : nous devons calculer cette variabilité sur une plage
de temps qui correspond a la longueur caractéristique du phénomeéne. Ceci étant dit cette
optimisation doit relancée chaque année, sur le jeu de donnée constitué par la donnée des

années précédantes.

4.4.3 Comparaison avec d’autres méthodes

Pour juger de la qualité de notre approche, nous avons comparé nos résultats avec trois autres
méthodes de détections parmi les plus avancées : des techniques de détections de changements
de comportement dans les séries temporelles, et une méthode basée sur une estimation du
kurtosis local. Les résultats sont reportés a la Fig. 4.8. Les principales méthodes utilisées pour
détecter des changements dans une série temporelle sont le CUSUM et les carte de controle
(Shewhart)[5, 123, 101]. Nous voyons que la détection que nous proposons est aussi bonne que
le CUSUM, et meilleure que la carte de controle de Shewhart. Malgré cela, nous remarquons
que les techniques de détection de points de changements, lorsqu’elles sont confrontées a nos
signaux renvoient de multiples détections qui ne semblent pas convaincantes. Il apparait en
fait que ces méthodes sont trop sensibles aux variations non pertinentes. La sensibilité de la
détection peut étre abaissée, mais au risque de rater la détection précoce. Ces indicateurs sont
difficilement utilisables en pratique comme outils d’aide a la décision. En revanche I'indicateur
Bar,, ., offre une vision assez intuitive de 1’évolution de I’épidémie.

La méthode basée sur le kurtosis, proposée dans [29] s’appuie sur une modélisation multi-
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Figure 4.6.: (a) La fonction objectif Obj(L) obtenue en calibrant le detecteur sur trois années successives,
de 2013-05-01 a 2016-08-31. (b) Les dates correspondantes aux trois détections sur la
période considérée pour une longueur de la DFA de L = 24.
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Figure 4.7.: Détection d’'un nombre d’arrivées anormal (2016-11-25) et estimation du nombre d’arrivée
maximal (2017-01-15) obtenue avec le détecteur calibré pour 'année 2016-2017.

périodique du signal. La différence entre le nombre d’arrivées réel et le modele est enregistrée
et produit ainsi une distribution des erreurs sur laquelle est estimée un indicateur de kurtosis.
Dans cette méthode, les détections de phénomenes anormaux se basent sur les données directes,
c’est-a-dire sur le flux entrant de patients, tandis que la méthode que nous proposons étudie la
variabilité de ce flux. Nous voyons sur la Fig. 4.8 que I'indicateur Bar,,,, détecte I'épidémie plus
précocement que cette méthode. L’interét de la méthode proposée dans [29] provient également
du suivit de la fin de '’épidémie qu’elle rend possible. L'indicateur PE,,,,.,, réalise également cette

performance.

4.5 Conclusion

Il est extrémement important de pouvoir fournir aux services d’'urgences une aide a la décision
dans le but d’améliorer a la fois la qualité du systéme de soins et I'efficience économique de ce
systeme. Nous savons qu’en période hivernale, un excés d’admissions aux services d’'urgences
commence a se faire sentir lorsque les maladies respiratoires se manifestent. Les symptomes
cliniques liés a ces pathologies sont bien identifiés, en particulier en ce qui concerne le virus
respiratoire syncytial. A partir d’un signal constitué par 'enregistrement du nombre d’arrivées
dans les services d’'urgences au jour le jour, nous avons obtenu un nuage de points représentatif

de sa variabilité. Ce nuage de points résulte d’'une fenétre glissante et est actualisé a chaque
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Figure 4.8.: Comparaison entre I'indicateur Bar,,,,. et trois autres méthode de détection de changement :
une carte de contréle, un cusum et un kurtosis local.
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nouvelle donnée disponible. Il en résulte une vision claire et intuitive de la dynamique des
épidémies considérées. La structure de ce nuage de points est observée sous le spectre de
I'homologie persistante. A partir du diagramme de persistance, tracé au fur et a mesure, nous
pouvons construire un détecteur capable d’anticiper 'apogée de I'épidémie. Ce détecteur, par

son aspect intuitif peut aisément constituer un outil d’aide a la décision.

Cette partie a fait 'objet d’une publication a IEEE Journal of biomedical health information.
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Conclusion

5.1 Résumeé des contributions

ous avons souhaité aborder I'étude des processus stochastiques par un angle novateur : la
N théorie de la dilation. Notre but est de susciter de I'interét sur cette facon de procéder et
sur la richesse des concepts qui en découlent. L’analyse harmonique selon Fourier des processus
stochastiques stationnaires est largement connue. Nous avons montré qu’un autre formalisme,
impliquant le shift operator conduit aux mémes résultats. En effet, 'analyse harmonique de
cet opérateur et celle du processus sous-jacent sont équivalentes. Pourtant la structure de cet
opérateur ainsi que ces implications ne nous semblaient pas avoir été totalement explorées. En
voulant décrire puis exploiter la structure de cet opérateur, nous nous sommes aper¢u que nous
étions amenés a manipuler des objets trés singuliers : les matrices de dilations. Ces matrices
s’'obtiennent a partir des parcors, parametres assez largement répandus en traitement du signal,
mais qui interviennent également dans de nombreuses autres théories sous des dénominations
différentes. Aussi notre premier travail a été de rassembler et de mettre en relation tous ces
domaines tres hétérogenes mais qui partagent néanmoins implicitement des concepts similaires.
A partir de 1a, nous avons pu macgonner un ensemble cohérent qui offre une vision originale
des processus stochastiques. Ce qui est éminemment interessant c’est que cette démarche se
généralise tres facilement au cas des processus non-stationnaires, et surtout au cas des processus
périodiquement corrélés, qui ont été au coeur de notre étude. Dans ce cas-ci les matrices de
dilation sont périodiques. Aprées avoir approfondi la structure de ces matrices, nous nous sommes
employés a mettre en relief le lien entre processus et agencement de ces matrices de dilations. De

méme que différents modeéles de processus aléatoires produisent différents type de spectres (ou

de densités spectrales), ils produisent aussi différents types d’ensembles de matrices de dilations.

C’est ce que nous avons souhaiter définir et quantifer.
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Représentation des processus PC comme éléments d’un groupe de Lie

Dans cette partie, nous avons étudié la courbe de matrices de rotations qui caractérise les
processus stochastiques. Pour manipuler de tels objets, nous nous sommes placés dans le cadre
plus général que constitue ’étude des courbes sur variétés. Les matrices que nous considérons
étant des matrice de rotations, réelles ou complexes, ’'espace support de ces courbes est un
groupe de Lie. Plus précisément il s’agit de SO(n) ou de SU(n), que nous avons muni de
sa métrique invariante par reparametrisation. Pour traiter ces courbes, nous avons choisit le
formalise fournit par la TSRV, c’est-a-dire que nous avons d’abord transporté les courbes par
transport parallele de sorte a ce que point d’origine devienne I’é1ément identité du groupe. La
métrique L? sur I'ensemble des TSRV induit la métrique de I'espace des courbes. Ceci dit, il est
important de s’affranchir de la paramétrisation avec laquelle ces courbes ont été obtenues, ou
tracées. C’est pourquoi il convient également de se placer dans I'espace des formes, et donner
une métrique sur cet espace. Nous avons obtenus I'équation des géodésiques qui, dans le contexte
qui est le notre, se ramene a une interpolation linéaire dans I'espace des TSRV. Nous avons
illustrés ces résultats par des examples, ou le lien entre la forme temporelle des signaux et leur

représentation sur le groupe est clairement perceptible.

Topologie des processus induite par la dilation

Certaines caractéristiques ne sont pas accessibles par la simple étude des courbes sur variétés.
Par exemple, nous nous sommes rendus compte que la configuration de certaines courbes laisse
entrevoir de nombreux lacets, alors que d’autre n’en forment pas. Mais ces courbes ayant pour
support SO(n) ou SU(n), il n’est pas possible de révéler ces caractéristiques grace au groupe
fondamental. Nous avons donc choisi une analyse topologique. L’homologie persistante était tout
indiquée pour ce genre de situation. Nous nous sommes donc concentrés sur le nuage de points
formé par les matrices de dilations. La premiére étape consiste a transformer ce nuage de points
en un ensemble d’objets mathématiquement manipulables. Pour cela nous construisons une
filtration basé sur le complexe de Vietoris-Rips. Nous avons alors une vision claire de la structure
du nuage de points, et nous pouvons résumer cette structure sur un diagramme de persistance.
Nous avons montré que différentes classes de signaux sont associées a différentes classes de

diagrammes. L’originalité consiste en une vision stochastique de la topologie des signaux. Nous
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avons mis en lumiere certains parameétres clefs qui caractérisent les propriétés topologiques des
signaux. C’est notamment le cas de I'entropie persistante, qui rend compte du désordre du nuage
de points. Enfin nous avons proposé une nouvelle mesure de dissimilarité entre diagrammes de

persistance basée sur cette entropie persistante.

Application a la détection précoce des épidémies dans les services d’urgences

Dans cette partie nous avons utilisé les outils d’homologie persistante développés dans la partie
précédente directement sur le processus de variabilité, le but étant d'une part d’analyser en
profondeur les épidémies saisonnieres, et d’autre part d’anticiper leurs apogées. Deux indicateurs
ont été mis a 'épreuve et se sont révélés particulierement instructifs. Ils apportent une visibilité
claire du comportement des ces phénomenes. Un suivit graphique et en temps réel des épidémies

par ces moyens semble étre un outil d’aide a la décision judicieux.

5.2 Perspectives

Nous voyons plusieurs voies pour poursuivre et améliorer les recherches que nous avons entre-

prise :

* Dans le calcul de la DFA, nous comparons la dispersion des données par rapport a une
tendance locale. Cette tendance locale est calculée par approximation linéaire (moindres

carrés). Cependant une approximation polynomiale, ou par splines peut étre envisagée.

* Pour une utilisation pratique, les matrices de dilations sont tronquées, car bien entendu
nous ne pouvons calculer qu'un nombre fini de parcors. Mais originellement les matrices
de dilations sont de dimension infinie. Il semble interessant d’adapter notre démarche pour
tenir compte de ce cas. Notamment, le produit scalaire sur I'espace tangent est définit par

la norme de Hilbert-Schmidt :

+oo
Al .5 = tr(AAT) = 3 Ap(AAY), (5.1)
k=1

5.2 Perspectives
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ol A est un opérateur de classe trace, et {\;,(AA*)}, sont les valeurs propres de AA*. C’est

une généralisation de la norme de Frobenius pour des opérateurs de dimension infinie.

Pour obtenir un nuage de points plus riche, et plus précis il peut étre envisageable d’uti-
liser une discrétisation de la courbe d’interpolation entre les matrices de dilations. Ces
courbes ont utilisées dans la partie X. De méme, lors de I'interpolation géodésique entre
deux courbes de matrices de dilations, il serait instructif d’observer ’évolution des dia-
grammes de persistance le long de cette interpolation. Ce pourrait étre en quelque sorte

une interpolation entre deux diagrammes de persistance.

Nos avons calculé I'entropie selon la définition donnée par Shanon. Mais il existe d’autres
formules exprimant I'entropie, comme par exemple I'entropie de Tsallis. Il serait intéressant

de reprendre nos études avec d’autres expressions de I'entropie.

Il existe plusieurs facons de calculer ’homologie persistante. Nous avons choisi ’'homologie
simpliciale pour son aspect intuitif et sa mise en oeuvre relativement simple. Néanmoins,
pour poursuivre nos analyses, les autres formes d’homologie persistante devraient étre
envisagées et pourraient potentiellement apporter des éléments nouveaux. C’est également
le cas de la filtration qui fournit la séquence imbriquée de complexes simpliciaux sur
laquelle se calcule 'homologie persistante. Parmi les nombreuses autres théories portant
sur ’homologie et ’homologie persistante, citons : les alpha-complexes, les fonctions de

Morse ...

Dans la derniére section, il peut étre envisagé d’utiliser des indicateurs basés sur les autres

caractéristiques invariantes, tel que la série des nombres de Betti.

Enfin, I'interpolation entre les matrices de dilations peut permettre d’augmenter la résolu-

tion du spectre du porcessus en fournissant davantage de matrices portant ces informations.
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Annexe A : Quelques intuitions sur

I’'homologie

Le but de cet annexe est de donner une vision plus intuitive de ’homologie, base des précédents
calculs portant sur 'homologie persistante. Aussi, bien que les calculs et les algorithmes utilisés et
mis en ceuvre dans cette these n’utilisent que le corps quotient Z5, nous allons ici nous considérer
le corps Z. Bien que I'idée générale de 'homologie persistante soit simple, de nombreux concepts

algébriques vont étre mobilisés.

A.1 Simplexes

Un simplexe est simplement la généralisation d’un triangle dans un espace de plus grande

dimension. Considérons le triangle de la figure Fig. A.1 formé par les extrémités de trois
- = —

vecteurs Vj, V; et V,. Le triangle peut étre décrit par 'ensemble des points du plan { (Ao, A1, A2)}

vérifiants :

— — —
AVo+MVi+ XV, ot
0< N\

Zi)\l'zl

=~

- =
Cette définition s’étend trivialement pour un espace a n dimensions : si, dans R", Vg, V5 - - -

désignent n+1 points, alors un n-simplexe est décrit par le systéme d’équation suivant :

-
Pieo AiVi
0< X\ <1 foralli

?:o Ai =1
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Figure A.1.: Un triangle dans un espace & deux dimensions.

A

Figure A.2.: un complexe simplicial constitué de trois simplexes A;( triangle), As(triangle),
As(tétraédre)

Ainsi, un n-simplexe se définit comme I'enveloppe convexe formée par n+1 points dans un

espace a n dimensions. Notons (vg, vy, - -, v,,) le simplexe formé par les sommets vy, v1,- -+ , vy

Le simplexe est une brique de base qui nous permet de définir des espaces plus complexes,
que nous appelons des complexes simpliciaux. Un complexe simplicial est une structure formée
de simplexes qui ne sont pas nécessairement de mémes dimensions, avec la seule regle que
les constituants sont soit disjoints, soit se rencontrent le long d’'une face commune, Fig. A.2
ce qui signifie que les simplexes ne se coupent pas. Bien que la notion de face peut paraitre
évidente, elle demande néanmoins d’étre redéfinie dans I'esprit de ’homologie simpliciale. Soit

un n-simplexe S. Alors P est une face de S si c’est un simplexe dont les sommets forment est un

116 Chapitre A Annexe A : Quelques intuitions sur I’homologie
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Figure A.3.: Un tetraedre est un 3-simplexes. Ces faces sont des 2-simplexes ou des 1-simplexes.

(n-1)simplexe contenu dans S dont les sommets soit aussi des sommets de S. Ainsi, dans la figure
Fig. A.3 le tétraédre possede des faces a deux dimensions (les triangles (abc), (abd), (bcd) ...)
des faces a une dimension (les segments (ab), (bc), (da)...) et des faces a zéro dimensions (les
sommets (a), (b), (c) et (d) ). Nous pouvons également donner une orientation aux simplexes,
en choisissant un ordre préférentiel dans leur désignations. Ceci nous permet de définir une

opération de bord, qui associe un simplexe a sa "frontiére".

Lorsque l'on calcule ’homologie dans le corps Zs et non dans Z il devient inutile de définir

une orientation pour les simplexes...

Pour un 1-simplexe orienté (vgv), son bord est définit par : 9S = v; — vg. Pour un 3-simplexe

S = (vpv1v2), Fig. A.1 son bord est, Fig.

2
0S = (vov1) + (v1v2) + (v2v0) = (vou1) — (vov2) + (vive) = Z (=1)(vg - -0 - - - v2)

ou le I'exposant * signifie que 'on omet le sommet concerné. Plus généralement, pour un

n-simplexe S = (vg - - - vy, son bord est :

A.1  Simplexes 117
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Enfin, remarquons une propriété de I'application de bord : composée avec elle-méme, elle
retourne toujours zéro. Vérifions cela pour un 3-simplexe S = (vgVjvov3). Nous avons par

définition : 905 = (1)11)21)3) — (1)0112?)3) + (1)()1)11)3) — (1)01)11)2), et donc

8(85) = 8(1112)21)3) — 8(1)01)21)3) + a(v(ﬂ)ﬂ)g) — 8(1)01)11)2)
= [(vav3) — (v1v3) + (v1v2)] — [(vavs — (vovs) + (vous)] + - - -

=0

A.2 Homologie : introduction

Le groupe fondamental d’un espace X, 7 (X') permet ’étude des courbes fermées. Pour étudier
les courbes fermées de dimensions deux, il faut s’intéresser a m2(X’). Nous pouvons par exemple
imaginer une nappe que entourant une sphére. Mais il est souvent difficile d’obtenir ces groupes
d’homotopie qui d’ailleurs conduisent a des résultats qui parfois échappent a l'intuition : si
Sk désigne la k-sphére unité, il est ainsi possible de montrer que les groupes d’homotopies
T, (sk) €Xistent méme pour n > k, ce qui n'est pas extrémement intuitif... L’homologie est une
alternative commutative a ’homotopie : pour un espace X, ses groupes d’homologie H,,(X’) pour
n=0,1,2,--- sont tous commutatifs. Nous allons voir que H, (X ) mesure le nombre de trous

de dimension n dans X.

Prenons un exemple. Nous allons définir une structure algébrique pour la structure orientée
présentée en Fig. A.4. C’est un espace constitué de sommets X, y, z, ainsi que d’arrétes a, b, c
et d. Nous pouvons identifier plusieurs "boucles" dans cette structure, comme par exemple la
boucle abc, qui débute en x et finit en x, la boucle bca, qui commence en y et finit en y, et enfin
la boucle cab qui commence et finit en z. La commutativité implique que le point de départ de
la boucle n’a pas d’importance, contrairement au groupe fondamental qui lui est dépendant
du point de base spécifié. Les boucles sont maintenant identifiées par des expressions du type
a+b+c(=b+c+a=a+c+0b), et nous appelons ces expressions des cycles. c-d est un aussi
un cycle, qui commence et se termine en z; et a+b+d encore un autre. Ensuite, il nous faut
définir des relations algébriques entre ces cycles, pour pouvoir écrire, par exemple, que a + b +
c= (a+b+d) + (c-d). Soit Cp, le groupe abélien libre sur les sommets X, y et z. Ce groupe est

constitué par les combinaisons linéaires des sommets avec des coefficients entiers.
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d
Z
b
y
Figure A.4.: Ex.1 espace X}
Z=---,-2,—1,0,1,2,--- est un groupe abélien libre. Nous pouvons partir d’'un élément,

ajouter successivement 1 et ne jamais revenir sur cet élément; au lieu de cela nous parcou-

rons tous les autres éléments.

De méme, définissons C; comme étant le groupe abélien libre sur les arrétes orientées a, b, c, d.
2x — 3y + 4z est un élément de Cy, et 2a + b — 5¢ + 4d est un élément de C;. Les éléments de C

sont appelés les chaines de dimension 0, ceux de C; sont des chaines de dimensions 1.

C’est ici ou les calculs effectués dans le reste du manuscript different de ceux de cette
annexe. Dans le manuscript, nous nous somme restreint au groupe Z, c’est a dire que les
seules opérations autorisées correspondent a I'addition de deux éléments. Nous pouvions
donc seulement écrire a +b +c, mais pas 2*a + 3*b + c, et ce avec la regle a + a = 0.
Comme mentionné dans le corps de ce manuscript, I’addition entre deux chaines correspond
a l'union disjointe de ces chaines. Le raisonement est le méme, mais nous pensons qu’il est
plus aisé pour le lecteur de se familiariser d’abord avec le cas ou le corps de base est Z, car

cela fait appel a de I’algébre linéaire connue de tous.

Nos pouvons a présent nous demander quelle est la signification algébrique d’'un cycle. Qu’est ce

qui est spécial a propos de a + b + ¢ (Fig. A.4) et qui n’est pas partagé par 2a + b - 5¢ + 4d?
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Reprenons I'application de bord. Nous avons da = y — x, 9b = z — y, - - -. Nous voyons que cette

application est en fait un homomorphisme de groupe

6:(31 —)Co

Ordla+b+c)=(y—xz)+ (2 —y)+ (z — z) = 0. Ainsi, nous définissons un cycle comme étant
une chaine t dans C; qui vérifie

a(t) =0

Trouver 'ensemble des cycles releve a présent de simples calculs d’algebre linéaire : nous

souhaitons trouver 'ensemble des chaines de la forme aa + 8b + e + dd tels que :

d(aa + Bb+ ye+ dd) = ad(a) + BO(b) + v9(c) + d0(d)
=aly—z)+p(z—y) + (@ —2) + 6z —2)
=(—a+v+dz+(a—PBy+(B—7—10)2

=0

Nous cherchons donc toutes le solutions du systeme

—a+v+46=0 -1 0 1 1
a—F3=0 |1 -1 0 0 |X=0
B 5=0 0 1 -1 -1
« 1 1
(g . . p 1 1
Le lecteur peut vérifier que les solutions sont données par =7 +s (r,8) € 72
0% 1 0
d 0 1
1 1
. . 1 1
ce qui veut dire que =a+b+cet a + b + d forment une base de ’ensemble des
1 0
0 1

solutions, et donc générent a eux deux 'ensemble des cycles de la Fig. A.4. En d’autres termes
nous avons ker(9) = sp{a+ b+ c,a + b+ d} ou sp (span) désigne 'ensemble des combinaisons

linéaires (souvent noté vec dans les livres d’algébre linéaire...). Alors, les cycles vu comme un
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Figure A.5.: Ex.1 espace X,

groupe sont isomorphes a Z + oplusZ, puisque identifier un cycle revient a choisir deux nombres
entiers :

Hy(X) = {cycles} ~ 7?

L’interpretation de ce résultat est que deux trous sont présents dans I’ensemble X, ¢ - d étant

déja compté dans le noyau de 0.

A présent, modifions la Fig. A.4 en ajoutant une cellule A entre les arrétes c et d que nous
orientons dans le sens des aiguilles d'une montre. C’est en fait la méme figure que précédemment,
mais la zone entre c et d est pleine, Fig. A.5. La bordure de cette zone A est 9(A) = ¢ — d. Le
cycle ¢ - d est donc maintenant la bordure de la cellule A. Nous introduisons naturellement Co,
Pensemble des combinaisons linéaires entiéres de A : 3A, -5A, ... Ce sont les chalnes a deux

dimensions. Grace aux applications de bord composons le complexe de chaines :

C, 20 ¢y
Le fait notable est que c - d qui est toujours un cycle ne représente plus un trou! Algébriquement,
nous souhaitons avoir ¢ - d = 0, mais alorsa + b + ¢ = a + b + d. Il faut donc "quotienter"
le groupe des cycles a une dimension, généré jusqu’alors para + b + ceta + b + d par le
sous-groupe des bordures a une dimensions, généré par c - d. Nous définissons le premier groupe
homologique par :

H =K/B (A1)

A.2 Homologie : introduction
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ou K; sont les cycles a une dimension et B; les bordures a une dimension. Il s’agit d’identifier les

sp{a+b+c,a+b+d} sp{c—d}

— =~ . ,
cosets de By dans K. Nous obtenons Hi(X2) = YRSY/ / Z  =7. Ceci est cohérent
avec la figure car étant donné qu’il n’y a qu’un seul trou, il n’y a qu’un seul degrés de liberté pour

lidentifier.

Rappel : groupes quotients.

Considérons I'exemple de Z/37Z. H = 3Z est le groupe des multiples de 3 : -3,0,3,6,9,...,
et Z est le groupe des entiers : 0,1 ,2 ,... Z/H est 'ensemble des cosets de H dans Z,
donc Z/H est constitué de trois éléments dont on peut choisir un représentant. Le groupe
quotient étant un groupe, il faut le munir d’'une opération de composition interne comme
suit : (1 + H) + (2 + H) = H, dont nous vérifions la cohérence avec 'exemple suivant :

-2+ 8 =_6
~— ~— ~—
cl+H €2+H €l

2+ H
2.5 8 11, ,..
1+ H
Z 2.1, 4,7,10,...
H = 3%
3,0,3,6,9,.

A.3 Calcul des groupes d’homologies

D’apres les développements précédents, Nous pouvons attacher a un espace topologique la

structure suivante, appelée complexe de chaines :

13) 13) 0
N N N NN

avec la propriété fondamentale que 6? = 0. Notons K,, = ker(9,,), qui est un sous-groupe de C,,,
et B, = im(0p+1) qui est aussi un groupe de C,. La propriété fondamentale de 'application de

bord implique que B,, C K,,. La définition des groupes d’homologies par :
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X y

Figure A.6.: Ex.3 un cercle est homéomorphe a un triangle.

H, =K, /B, (A.2)

a alors un sens. De plus les nombres de Betti sont définis par j3,, = rank(H,,)

A.3.1 Cercle

Calculons les groupes d’homologie d'un cercle S*, Fig. A.6. Il y a trois simplexes a = (xy), b =

(yz) et ¢ = (zx) et 'espace est doncX = {a, b, c, x,y, z}, et son complexe de chaines est :

Nous avons Ky = ker(dp) = sp{z,y, 2z} = Cy car tout élément de Cj est envoyé dans {0} par 0.
Ensuite, By = im(0,) = spy — x,z — x,z — z. Nous devons donc expliciter Hy = K/ By. Faire

le quotient de K par By revient a mettre les éléments de By a zero dans K. On souhaite donc

avoir :

Alors, Hy ~ Z car tout élément de ce groupe est de la forme ax + By.

Calculons maintenant H; = K;/B; :

A.3 Calcul des groupes d’homologies
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Figure A.7.: Ex.4 un disque est homéomorphe a un triangle. Le triangle est orienté dans le sens trigono-
métrique.

Oi(la+mb+nc) =1y —z)+m(z—y)+n(r—z)
=(n—lo+(my+(m-n)z = l=m=n
=0
et donc : ker(01) = sp{a+b+ ¢} ~ Z. De méme, B; = im(92) = 0, d’olt H; ~ Z. En résumé
Hy ~ Z mesure le nombre de composantes connexes et [, ~ Z mesure le nombre de trous a

une dimension. Les groupes d’homologies de dimensions supérieures sont naturellement nuls.

A.3.2 Disque

Regardons a présent le cas d’un disque, qui est homéomorphe a un 2-simplexe (triangle), Fig. A.7.

Avec O(A) = b+ ¢+ a nous avons :

ker(81 :a—l—b+c:K1
= H ={a+b+c}/{a+b+c}=0

im(@2) =a+b+c=DB;

Ainsi, Hy = Z (une seule composante connexe), H; = 0 (pas de trous), et H, =0, Vn > 2.
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A.3.3 Sphere

Passons maintenant a la sphére, qui est homéomorphe a un tétraédre, Fig. A.8. L’espace considéré

ici est donc X = {(zyz), (zzw), (ywz), (rwy)}, avec un complexe de chaine :

0: 0: 0
C3 —>C -0 50

0 —7* —78 — 74

De facon trés similaire au cas précédent, nous obtenons Hy ~= 7Z = {z} + By. Quant a Hj, cela

demande un peu plus de calculs. Nous avons
ker(01) ={aly —x)+ B(z—y) +v(x —2) + 6(w — x) + €(z — w) + n(y — w) = 0}

soit

z(—a+v—0)+yla—B+n)+z2(—v+e)+w(@d—e—n)=0

Ici encore, les bases de 'algebre linéaire nous poussent a considérer le systéme AX = 0, avec

Les symboles entre parenthéses ne sont la que pour indiquer a quoi correspondent les colonnes.

Les solutions de ce systéme sont :

« 1 -1 -1

15} 1 -1 0

vy 1 0 0 3

span =r +s +t :(rys,t) € Z

) 0 1 1

€ 0 1 0

n 0 0 1
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Figure A.8.: Ex.5 Une sphere, homéomorphe a un tétraedre. Par souci de clarté, toutes les orientations
non pas été représentées.

Il y a trois vecteurs de base (générateurs), donc 'espace des solutions est de dimension
trois et ainsi K; ~ Z3. Tout cycle est donc combinaison linéaire de (a + b + ¢), (-a -
b+ d+ e)et (-a+ d+ f). Les bordures sont plus faciles a calculer : By = im(9d2) =
sp{la+b+c,—c—e—d,—f —b+e,d+ f — c}. On remarque que un des vecteurs de B; s’ob-
tient comme combinaison linéaire des trois autres, et que les trois restant sont égaux aux vecteurs

présents dans K;. Donc By = K;,— H; = 0, ce qui se traduit par le fait que la sphére n’a

pas de trous a une dimension. Enfin, comme 0 | (zyz) + (zzw) + (ywz) + (zwy) | = 0 alors

Ky =sp{A+B+C+ D} ~7Z dou Hy ~ 7Z (car By = 0) ce qui est traduit par le fait qu'une

sphére posséde bien un trou bidimensionel.

A.3.4 Autre cas (non détaillés)

Bien d’autres structures peuvent étre analysées sous cet angle et avec les mémes procédures.
Citons entre autre le tore, Fig. A.9, le plan projectif qui se représente par un disque dont les

points diamétralement opposés sont collés., Fig. A.10

A.4 Vers I'homolgie persistante

Le développement ci-dessus permet le calcul des groupes d’homologies pour un complexe
simplicial donné, autrement dit lorsque les simplexes sont donnés. Lorsque nous sommes face
a un nuage de points il n’y a pas a priori de simplexes prédéfinis. Il faut donc pouvoir batir

un complexe simplicial a partir de ce nuage de points qui en reflete le mieux la structure. La
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X b X

Figure A.9.: Ex.6 Un tore, qui est homéomorphe a deux triangles collés dont tous les sommets on été
identifiés. Par souci de clarté, toutes les orientations non pas été représentées.

X D y

Figure A.10.: Ex.7 Le plan projectif. Par souci de clarté, toutes les orientations non pas été représentées.
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meilleure approche est en fait de construire une filtration de complexes simpliciaux, c’est-a-dire

une séquence de complexes simpliciaux qui sont emboités les uns dans les autres :

S CS C---C Sy

comme S; C S sii < j, nous pouvons €écrire :

So 2% s I sy

ou f; désigne I'application (inclusion) canonique. A partir de 1a, la démarche consiste a appliquer
la procédure décrite plus haut pour calculer les groupes d’homologies dans chaque complexes,
et d’identifier les groupes d’homologies qui apparaissent dans S; et qui disparaissent dans S;.
Le formalisme rigoureux pour ce genre de situation est a chercher du coté de la théorie des

catégories. Les applications f; sont alors des foncteurs entre catégories...
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Annexe B : Eléments de théorie

spectrale des opérateurs

Dans cette section nous souhaitons apporter quelques éléments de compréhension sur ce qu’il
faut comprendre lorsque I'on évoque les mesures spectrales, les mesures a valeurs opérateurs,
les intégrales spectrales... Comme toujours en mathématiques un symbole n’est que 1’écriture
condensée de toute une série de concepts qui s’articulent harmonieusement entre eux. L'inté-
gration en est le paroxysme et dans cette optique, il est nécessaire a chaque fois que le symbole
| apparait d’en préciser le sens. C’est ce que nous nous efforcons de faire dans cette annexe.
Cependant nous ne donnons pas ici les fondements complets et exhaustifs, mais seulement
I'essentiel permettant de comprendre les ressorts de I'intégration spectrale. Nous renvoyons le

lecteur qui souhaite approfondir ce sujet aux références citées.

B.1 Mesure spectrale

Les mesures spectrales sont a la base de I'intégration d’opérateurs. Comme leurs noms l'indique
ce sont des mesures, et elles vont donc jouer un réle similaire au dx de I'intégration de Riemann,
c’est-a-dire que ce sont des fonctions qui permettent de mesurer une quantité. Les propriétés
que doivent vérifier ces mesures sont assez similaires a celles vérifiées par des mesures scalaires.
Nous nous plagons dans un espace mesurable (X, F) ou X est un ensemble et F la tribu de ses

parties.

Définition B.1 (Mesure spectrale). Une fonction E : F — P(H) ot P(H) désigne I'ensemble des

projecteurs orthogonaux dans un espace de Hilbert H (i.e pour ¥ € F, E(X) est un projecteur
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orthogonal) est une mesure spectrale si E(X) = I, I'opérateur identité, et si pour toute suite

{A,},, de sous-parties disjointes de F :

n=1 n=1

Parmi plusieurs propriétés intéressantes, citons 'additivité finie, et surtout 'orthogonalité : si M
et N sont des ensembles disjoints dans F, alors E(M) L E(N). Nous avons également le résultat

suivant qui établit un lien entre mesure spectrale et mesure scalaire :

Théoréme B.1. Une fonction a valeur projecteurs E sur F est une mesure spectrale si et seule-
ment si £(X) = I et si pour chaque paire de vecteurs x et y dans H, la fonction scalaire

tey = (E(A)z,y) est une mesure scalaire, ou A est un borélien de F.

B.2 Intégrales spectrales

Commencons par rappeler un théoreme majeur de I'analyse fonctionnelle :

Théoréme B.2 (Théoreme de Riesz, cas d'une application bilinéaire). Pour tout fonction bili-

néaire ¢ sur un espace de Hilbert # il existe un unique opérateur A sur # tel que :

¢(1‘, y) = <A1‘, y>

Soit f une fonction mesurable sur (X, F) et E une mesure spectrale sur F. Pour chaque paire
(x,y) € H, l'intégrale scalaire [ f(\)dpu,,, par rapport a la mesure scalaire ji, ,(A) = (E(A)z,y)
peut étre formée. Dans ce cas, nous considérons la forme bilinéaire ¢(z,y) = [ f(\)dpy,y. D'apres

le théoreme B.2 il existe donc un unique opérateur A(f) sur H tel que

(A(),ahy = dlavy) = [ FONE@N.)
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On note alors :

[ 0E@N = A GED

Le lecteur pourra vérifier que les propriétés des intégrales (linéarité, définition...) sont bien

vérifiées. Comme A est un opérateur, il est également possible d’écrire

[ 10E@N = Ay

pour x un vecteur . Nous pouvons aussi définir I'intégrale spectrale [ f(\)E(d\)z d’'une facon
trés similaire a I'intégrale de Lebesgue. Pour cela commencons d’abord par définir I'intégrale

d’une fonction simple f = 7" ; a;15, comme étant :

FNE(dN)z = o B
[ >

ou les A; sont deux a deux disjoints.

Pour une fonction f dans L?(p,), soit (f,),, une suite de fonction simple convergeant vers f au

sens de la norme L?(p,). Alors on définit :

[ 0E@z = lim [ 1.00E

Ceci justifié par le fait que :

2

H/f(AE(dA)d:c T

—Z!az\ 1E(A)z]*

B.3 Théoreme Spectral

Une question émerge naturellement : étant donné un opérateur A : H — H, existe-il une mesure

spectrale E sur un espace mesuré (X, F) et une fonction f telle que A = [ f(\)E(d\) ? La réponse

B.3 Théoréme Spectral 131
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est positive pour les opérateurs normaux bornés (un opérateur normal est un opérateur qui

commute avec son adjoint : AA* = A*A ). Notamment nous avons le théoréme suivant :

Théoréme B.3 (Théoréme spectral pour les opérateurs unitaires,[78, 4]). Si U est un opérateur
unitaire sur un espace de Hilbert H, alors il existe une unique mesure spectrale E sur la tribu
Borélienne de [0, 27] telle que

27
_ i
U= /0 GNE(dN) (B.2)

Elever U a la puissance k ne pose aucun probléme :

2m
Uk = /0 eFXE(d))
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Annexe C : Contractions, opérateurs de

défaut

C.1 Contractions, opérateurs de défaut et opérateurs

positifs

Dans cette annexe nous donnons quelques éléments de compréhension sur 'opérateur de défaut
qui intervient massivement dans la construction de la dilation, ainsi que sur la structure des
opérateurs définit positifs. Il est intéressant ici de donner une vision "opérateur” des coefficients

de corrélation partiels, qui ne sont rien d’autre que des opérateurs de contractions.
5

Pour une contraction T, 'opérateur de défaut est défini par Dy = (I — T*T)l/ %, Cet opérateur
"mesure" I'écart entre T est I'identité, autrement dit donne une indication pour savoir a quel

point T différe d’un opérateur unitaire.

Théoreme C.1 (Structure élémentaire des opérateurs définis positifs). Soit A et C' deux opéra-

teurs positifs. Les propositions suivantes sont équivalentes :

A
* L'opérateur P = est positif.
B* C

* 1l existe une unique contraction I" telle que B = A'/2T'C1/2,

Démonstration. Supposons que A et C sont inversibles. Alors, nous avons la décomposition

suivante :
A B 1 0) (A 0 I A'B

B* C B*A~! 1] \0 C-—B*A'B] \0 I

Nous reconnaissons ici le complément de Schur C — B* A~ B. Alors, P est définit positif si et

seulement si le complément de Schur est définit positif également, c’est-a-dire si C — B*A~'B >
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0 < [ — C12B*A~Y2A-12BC~1Y/2 > (. Si 'on définit ' = A~Y2BC~1/2, alors nous
concluons que I est une contraction, et : C' = A/2TZ%/2,

Lorsque les opérateurs A et C ne sont pas inversibles, il suffit de considérer les opérateurs
A, =A+nl et B, = B+ nl, avec n — 0. Enfin, soulignons la proximité entre 'obtention de
ce résultat et la preuve du théoreme 1.3. En un sens, la structure de la dilation telle que donnée

par Constantinescu est directement dérivée du complément de Schur. O

Théoreme C.2 (Contraction et opérateurs positifs). Soit X et Y des opérateurs dans un espace

de Hilbert . Les propositions suivantes sont équivalentes :

* 1] existe une contraction I telle que X =T'Y

e X*X <Y*Y

Démonstration. Pour prouver cela il suffit de définir une contraction I'" telle que I"Xh =
Yh, h € H et de s’assurer que cette contraction remplit bien les conditions du théoreme.
Un corollaire immédiat est que si X*X = Y*Y alors il existe une isométrie partielle telle que
VX =Y, etde plus V peut étre choisie comme étant la contraction I'" ci-dessus. Pour un opérateur
positif A € L(H), si A'/? désigne son unique racine carré positive, alors tout opérateur L tel que

L*L = Aestrelié a AY/2 par A2 = VL. O

Citons enfin deux résultats qui sont a la base de la construction de la dilation dans 'approche de

Constantinescu :

Théoreme C.3 (Contractions en ligne). Soit 7' = [Ty Tb| € L(H1 ® Ha,H), alors ||T|| < 0 si

est seulement si il existe des contractions I'; € L(H1,H) et I's € L(H2, H) telles que

T=[1 Dr:l

Démonstration. Pour prouver ce résultat il nous suffit d’appliquer le théoréme précédent : pour
la premiére inclusion, il est évident que I'; = T3. Pour la deuxiéme inclusion ||T'|| < limplique
que

I—TT*=1-TT%—ToT5 >0

, SOit D%T > T,Ty . Donc il existe A tel que ADr: =153. Alors, choisir I's = A* finit la preuve. [
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Il est alors possible d’écrire une factorisation de type Cholesky pour l'opérateur 7' = [17 T3] :

e Dr, 0\ [Dr, -IiTy e
-3y Dr,) \ 0 D

Alors, grace au théoréme C.2 il existe un opérateur « tel que

D 0
DT = h (0%
—I'sT'y Dr,

De méme,

D% = (Dr: Dr; Dr; Dr;)

Ainsi 'opérateur « cité dans 'ouvrage de Constantinescu permet de travailler indirectement
avec l'opérateur de défaut alors méme que seule une expression de son carré est explicitement
expolitable.

Le cas général est donné :

Théoreme C.4 (Contraction en ligne, cas général, 1.12 ). Les propositions suivantes sont

équivalentes :

* Lopérateur 7" = [T} Tp ---T,] dans L($}]_,Hk, H') est une contraction.

* T = TI'y est une contraction et, pour k£ > 2, il existe une unique contraction I', €

L(Hy, R(y1)) telle que Ty, = Dr: Drs - -- Dpx_ T

Démonstration. Ce résultat se démontre par récurrence a partir du cas simple évoqué plus

haut. O

De plus, l'opérateur de défaut de la contraction T est de la forme :

Dr, 0 e 0 Dp, -IiTy --- —T{Dry---Dr-
D2 — —I5Ty Dr, .0 0 Dr, - —F;ng - Dp~
T - .
—I.Dr_ ---Dpy —I7Dr« ---Dp;I's --- Dr, 0 0 e Dr,

C.1 Contractions, opérateurs de défaut et opérateurs positifs
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et de méme

D7 = Dpx -+ Dps Dy -+ D

1

Ce résultat peut étre prouvé par récurrence.

136 Chapitre C  Annexe C : Contractions, opérateurs de défaut
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