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La réponse électromagnétique d’un matériau est caractérisée par les deux co-
efficients que sont la permittivité électrique et la perméabilité magnétique. La
permittivité ¢ décrit de quelle maniere un champ électrique E appliqué a un ma-
tériau peut en modifier la polarisation P, qui représente la densité des dipodles
électriques, et comment ce champ agit sur la distribution de charges électriques
dans ce matériau. Plus précisément le champ E va déplacer, sous 'effet de la force
de Lorentz, les électrons libres du matériau et donc induire un courant électrique.
De plus ce champ électrique va également influencer les électrons liés aux atomes
pour créer des dipoles électriques et donc modifier la polarisation du matériau. Ces
effets sont modélisés par le champ d’induction électrique D défini par

D=¢E+P, (1)

ol &g est la permittivité électrique du vide. Remarquons que dans le cas des diélec-
triques il n’y a pas d’électrons libres, en revanche, c’est un matériau qui peut étre
polarisé. Au niveau macroscopique, on peut interpréter la permittivité comme la
capacité d'un matériau a modifier les lignes de champ électrique. Dans les maté-
riaux linéaires (¢ ne dépend pas de E) et isotropes (¢ ne dépend pas de la direction)
le champ D est lié au champ électrique E par la relation dite "constitutive"

D = ¢E. )

La perméabilité magnétique p décrit comment un champ magnétique B appliqué a
un matériau modifie 1’orientation et la position des dipdles magnétiques. Cet effet
est modélisé par le champ d’induction magnétique H. Au niveau macroscopique
on peut interpréter la perméabilité comme la capacité d'un matériau a modifier
les lignes de champ magnétique. Pour un matériau linéaire et isotrope le champ
d’induction magnétique vérifie la relation "constitutive"

H = uB. ©)

On ne s’intéresse dans la suite qu’aux matériaux linéaires et isotropes. Les co-
efficients ¢ et u peuvent étres des réels strictement positifs pour les matériaux
diélectriques comme le verre ou lair. IIs peuvent aussi étres a valeurs complexes
pour les métaux et dans ce cas la partie imaginaire traduit un phénomene de
dissipation d’énergie. Toutefois, pour certains métaux comme 1’or ou l’argent, la
permittivité électrique dépend de la fréquence du champ électrique et sa partie
réelle peut étre négative dans certaines gammes de fréquences [JC72]. Pour étudier
ce type de matériau on néglige souvent la partie imaginaire des coefficients, qui
correspond a la dissipation d’énergie, pour se concentrer sur leur partie réelle. Les
matériaux dits "négatifs" sont un modele de matériaux ot1 'on a supposé que la per-
mittivité électrique et/ou la perméabilité magnétique prennent des valeurs réelles
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négatives. Nous allons voir dans un premier temps comment on peut modéliser
la permittivité des métaux et dans quel domaine de fréquence ils se comportent
comme un matériau négatif. Ensuite nous expliquerons que le caractére négatif de
la permittivité donne naissance a un phénomeéne particulier appelé plasmon de sur-
face. Pour finir nous expliquerons comment créer des matériaux négatifs artificiels
puis nous présenterons les applications permises par les matériaux négatifs.

0.1 Permittivité des métaux nobles

Pour modéliser la permittivité des métaux dans une large gamme de fréquences,
on peut faire appel au modele de Drude ou modele plasma (voir [Mai07] Chapitre
2 ou [Jac99, Orf16]). Cela consiste a considérer le métal comme un réseau rigide
d’ions positifs dans lequel circule un fluide électronique de charge négative. On
considere que les interactions électromagnétiques entre les électrons et le réseau
ionique sont modélisées par une force de frottement fluide caractérisée par y qui
correspond a la fréquence caractéristique de collision des électrons (typiquement
on prendra y = 10'* Hz). Ainsi on suppose que les électrons ne subissent que cette
force de frottement fluide et la force induite par le champ électrique extérieur E
dont on suppose qu’il est harmonique E(t) = Epe*. A partir de ce modele, on
montre que les électrons décrivent un mouvement d’oscillation :

e

x(t) = E(t),

m(w? + iyw)

ol Re[x] est la position de 1’électron. Les grandeurs e et m sont la charge et la
masse de 1’électron. De ces oscillations résulte une polarisation P = —nex o1 nn est
la densité des électrons. A partir de la relation constitutive (2) et de la définition (1),
on peut expliciter le coefficient de permittivité du métal ¢(w) par

“p
w?+iyw
ol wy = &% est la pulsation plasma du métal. La partie réelle et imaginaire de ¢
sont alors données par

Wy
Re[e(w)] =1- m,

2
Im[e(w)] = “p”

w(y? + w?)
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Lorsque w/y > 1, on peut faire I'approximation

w2
elw)~1- —Z.

w

On observe alors que ¢(wy) = 0 et donc que D = 0 = ¢oE + P. On en déduit qu’a

la fréquence plasma w), la polarisation qui résulte de 'oscillation des électrons

annule exactement le champ électrique quelle que soit son amplitude. On peut

alors interpréter la fréquence plasma comme la fréquence naturelle d’oscillation du

fluide électronique.

Pour les métaux nobles (or, argent, cuivre par exemple), une correction doit étre

apportée au modele de Drude a cause d’un effet de polarisation P., des ions du

métal qui doit étre ajouté a la polarisation induite par les électrons libres. Cet effet

de polarisation s’explique par la configuration électronique particuliere des métaux

nobles (voir [Mai07] Section 1.2). Prendre en compte la polarisation P, revient alors

introduire une constante diélectrique ¢« (1 < €0 < 10) pour rendre compte de cet

effet. Dans ce cas, la permittivité s’écrit

2

Y

w2 +iyw

w
e(w) = €0 —

Les limites d’un tel modéle sont illustrées par la Figure 1 dans le cas de l’argent.
Les parties réelle et imaginaire de la permittivité mesurée expérimentalement pour
l'argent y sont représentées en pointillés ainsi que la courbe théorique prévue par le
modele de Drude en trait plein. Ces grandeurs sont tracées en fonction de I'énergie
& d’un photon qui peut étre associée a une pulsation par la relation w = E/h, ot /i
est la constante de Planck réduite. On voit que ce modeéle ne décrit plus correcte-
ment le comportement du métal a partir d"une certaine fréquence. En effet pour un
photon dont I'énergie & est supérieure a 3.5 eV (ce qui équivaut a une pulsation
@ = 5.3 x 10! s71) la permittivité déterminée expérimentalement différe sensible-
ment du modéle de Drude. Cela s’explique par l’apparition d’'un phénoméne de
transitions des électrons entre les bandes électroniques qui se produisent a haute
énergie [ELRMO6]. I est alors possible de corriger le modéle de Drude a I'aide d"un
terme plus complexe pour tenir compte de ce phénomene [VGM*05]. On observe
également dans la Figure 1 que pour un photon dont I’énergie est inférieure a
3.5 eV, la partie réelle de la permittivité de ’argent est négative.

Maintenant que nous avons expliqué comment les métaux nobles peuvent
se comporter comme un matériau négatif pour certaines fréquence du champ
électrique nous allons étudier le comportement d’une onde électromagnétique
lorsqu’elle rencontre un matériau négatif. Nous allons voir que cela donne naissance
a un phénomene particulier appelé plasmon de surface.
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rha,
e
e

8
B -10]
L
o=

Im[e(w)]
=B 0. Ihi_ou =

-15 |
201
25

Energy [eV] Energy [eV]

FIGURE 1 —Partie réelle et imaginaire de ¢(w) pour l’argent (en pointillé) déterminée
par Johnson et Christy [JC72] et le modéle de Drude (trait continu). L’énergie d'un
photon & en abscisse (donnée en électron-volts) est associée a une pulsation par la
relation w = &/h, ol1 71 est la constante de Planck réduite.

0.2 Matériaux négatifs et plasmons de surface

Un phénomeéne important pouvant exister sous certaines conditions a l'interface
entre un métal et un diélectrique est la propagation d’ondes le long de la surface
et évanescentes dans la direction perpendiculaire. Ces ondes, appelées plasmons
de surface, sont la conséquence du couplage entre le champ électromagnétique
extérieur et les oscillations du fluide électronique dans le métal [HomO06, Mai07,
55J12, Str07]. Nous allons montrer comment ce phénomeéne apparait formellement
comme solution des équations de Maxwell sous certaines conditions. On considere
un milieu métallique de permittivité constante ¢ = ¢,, avec Re[¢;,] < 0 occupant le
demi-espace z < 0 en contact avec un diélectrique de permittivité ¢ = ¢4 occupant le
demi-espace z > 0 (voir Figure 2). On se place dans le cadre de matériaux linéaires,

z

Diélectrique (&)
Métal (&)

FIGURE 2 — Géométrie du probléeme

isotropes, non-magnétiques, de perméabilité ;1 = 1 et dont I'aimantation est nulle.
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On suppose qu'il n’y a pas de charges électriques et de courants électriques non-liés
(ou externes), c’est-a-dire qu’on n’impose pas de stimulus externe a partir d"une
distribution de charges ou de courants. Les équations de Maxwell dans tout 1'espace
s’écrivent alors :

V.(g9¢E) =0, (4)
V.B=0, (5)
OB
VAE= - (6)
JE
VAB= Hotoe =, (7)

ou E est le champ électrique et B est le champ d’induction magnétique. L’opérateur
VA désigne I'opérateur rotationnel. En combinant les équations (6) et (7), on obtient

¢ O°E

VAVAE= —=—.

c? Jt?
Comme VAVAE = V(V.E)-AEet que V. (¢E) = E-Ve +¢V.E = 0 d’apres 1'équation
(4), on obtient

¢ O°E

1
V|-=EVe|-AE=-S22.
( € 8) c2 Jt?

Etant donné qu’on a supposé ¢ constante par morceaux, cette équation se réécrit

¢ 0°E
B~z =0 ®

avec les relations de passage a 1'interface métal-diélectrique z = 0

zANE,; =zANE,,
zAB, =zABy,
EmEm.z = €3E;.2,
B,,.z=B,.z,

ou z désigne le vecteur unitaire dans la direction z et E;;, B, (respectivement E,,
B,;) désignent les champs électromagnétiques dans le métal (respectivement le
diélectrique). En se placant en régime harmonique, c’est-a-dire en supposant que
E(x,y,z,t) = E(x, y, z)e'“!, on obtient a partir de (8) I’équation de propagation des
ondes :

AE + k3¢E =0, 9)
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ot kg = % est le module du vecteur d’onde d’une onde se propageant dans le vide.
En sachant que la géométrie de notre probléme est invariante par translation selon
x et y et que ¢ = &(z), on peut supposer sans perte de généralité que le champ
électrique ne dépend pas de la variable y. Comme on cherche une solution qui se
propage le long de l'interface (dans notre cas selon la direction x) on suppose que

E(x, v, z) = E(z)e’™¥, (10)

ol k, € R est la composante du vecteur d’onde dans la direction x. En reprenant
I’équation (9), on montre que E(z) satisfait le probleme unidimensionnel suivant

PPE(2)
07?2

En explicitant les équations de Maxwell couplées (6) et (7), étant donné la forme
particuliére du champ électrique (10), on peut obtenir

+ (kje — k2)E(z) = 0. (11)

JE . .

(9zx —ikyE; = iwBy,

ikay = —iw€0y0€EZ,

JB

&_zy =iweouoeEy,

JE

JB ) .

&zx — ikyB, = —iweopoeEy,.

On voit alors apparaitre deux sous-problemes indépendants. Le premier concerne
les composantes Ey, E; et By, tandis que le second concerne les composantes E,
By et B;. Cela correspond aux modes transverse magnétique (TM) et transverse
électrique (TE) respectivement.

On parle de mode TM lorsque le champ magnétique est orthogonal au vecteur
d’onde (dans notre cas le vecteur d’onde est dans le plan (x, z) et pour le premier
sous-probléme le champ magnétique est porté par y). Dans ce cas, les champs
électromagnétiques s’écrivent E = (E,, 0, E;) et B = (0, B, 0) et vérifient

9B,
dz2

+(kje —k3)By, =0, (12)
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avec les relations
By =— eoyi)sw %’ (13)
E,=- - :l‘;‘ngy. (14)

On parle de mode TE lorsque le champ électrique est orthogonal au vecteur d’onde
(pour le second sous-probleme le champ électrique est porté par y). Dans ce cas, les
champs électromagnétiques s’écrivent E = (0, E,, 0) et B = (By, 0, B;) et vérifient

2
E
Y
- * (kje —k3)E, =0, (15)
avec les relations
i JEy
=——2 1
X @ 82 V4 ( 6)
k
B, = —E,. (17)
@

On peut alors résoudre ces deux systemes séparément. En mode TM, on obtient
Aetks¥e=kiz  vourz >0,
By (z) = ikox k P (18)

Be"x¥efmz  pourz < 0.

avec k2, = k2 — kjepy et kﬁ = k2 — k. On peut récupérer Ey et E; a partir des
relations (13) et (14). A partir des relations de passage a l'interface z = 0, on en
déduit que A = B et que

km/ka = —€m/éea. (19)

On remarque que cette relation ne peut étre satisfaite que si ¢,, et ¢4 sont de signes
opposés. De plus, a partir de (19) et de I'expression de k, et k;, on obtient la relation
de dispersion pour les plasmons de surface

_ Eméd
kx—ko‘lem_i_ed. (20)

Cette relation relie la composante k, du vecteur d’onde a la pulsation w a travers
la dépendance ¢, = e (w) et ko = ¢. La relation de dispersion n’est pas toujours
satisfaite, elle impose donc des conditions de validité sur ¢, et ¢4 (et donc sur w)
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pour que les solutions que sont les plasmons de surface puissent exister. Pour une
étude plus poussée de cette relation de dispersion, le lecteur pourra consulter le
Chapitre 2 de [Mai07]. L’auteur calcule également la relation de dispersion pour
les plasmons de surface lorsque la géométrie du probléme consiste en une couche
métallique infinie dans les directions x et y mais d’épaisseur finie.

On peut également montrer que les plasmons de surface ne peuvent pas exister
en mode TE.

Nous avons vu qu’en dimension deux il est possible d’obtenir un plasmon de
surface a I'interface entre un diélectrique et matériau négatif sous la condition de
satisfaire la relation de dispersion. En d’autres mots en faisant interagir la couche
métallique avec une onde électromagnétique dont la fréquence et le vecteur d’onde
satisfont la relation de dispersion on obtient un plasmon de surface. En dimension
trois ’existence d"un plasmon de surface requiert a la fois de satisfaire une condition
sur la fréquence et sur la phase de 'onde. Cela ne peut se faire qu’en utilisant un
dispositif supplémentaire, comme un prisme (voir [Mai07] Chapitre 3). Ce dispositif
a pour but d’ajuster la phase de I’onde qui va interagir avec la couche métallique et
donc de permettre 1'existence d"un plasmon de surface (voir Figure 3).

Le phénomeéne des plasmons de surface que nous venons d’expliquer, et de
fagon plus générale les matériau négatifs, ont plusieurs applications concretes que
nous allons présenter dans la prochaine section.

PV Ve Ve Ve VaN

FIGURE 3 — Excitation d'un plasmon de surface a 1'aide d"un prisme de verre
positionné au dessus d"une couche métallique (configuration dite "d’Otto"). Lorsque
I'onde incidente traverse le prisme et se réfléchit sur sa face interne positionnée au
dessus de la couche métallique cela génere une onde évanescente qui interagit avec
la couche de métal. La phase de cette onde dépend de I’angle de ’'onde incidente
au prisme.
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0.3 Meétamatériaux et applications

Nous avons vu que les métaux peuvent se comporter comme des matériaux
négatifs pour certaines fréquences du champ électrique. On peut également créer
artificiellement des matériaux de ce type a 'aide d'un assemblage périodique de
structures élémentaires microscopiques de telle sorte que le comportement ma-
croscopique effectif corresponde a celui d'un matériau homogene négatif [AKTO5,
ARW™16, SCCT05]. Ces assemblages sont appelés métamatériaux et possedent des
propriétés intéressantes et inhabituelles [Sha07, SPW04]. Ces propriétés macrosco-

FIGURE 4 — Exemples de métamatériaux. Photos : A gauche un métamatériau de
type "split-ring resonator" d"une hauteur de 1cm créé en déposant par lithographie
un conducteur métallique sur un isolant [SPW04]; A droite une vue rapprochée
(échelle de 1 um) d'une structure élementaire d’'un métamatériau de type "split-ring
resonator" [Sha07].

piques résultent de résonances locales au niveau des structures élémentaires qui
composent le métamatériau. Le choix de la forme de ces structures est crucial pour
obtenir les propriétés macroscopiques que ’'on désire, c’est-a-dire une permittivité
et une perméabilité données. L'utilisation par Bouchitté et Feldbach [BF04, FB97]
puis par Zwolf [Zw608] de techniques d’homogénéisation pour les problemes de
métamatériaux rend compte de ce passage de structures microscopiques assem-
blées périodiquement a un comportement macroscopique particulier. Cependant
la convergence de ces techniques d’homogénéisation ne se justifie facilement que
pour certaines structures a la géométrie particuliere et ne fonctionne pas dans le
cas général. C’est la possibilité de controler la permittivité et la perméabilité des
métamatériaux (et donc la propagation des ondes électromagnétiques) a partir de
la structure de base qui représente un grand potentiel pour les applications. Attar-
dons nous en particulier sur les métamatériaux dits "négatifs" pour comprendre
pourquoi leurs propriétés originales peuvent étres trés intéressantes pour les ap-
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FIGURE 5 —Illustration d"une cape d’invisibilité. Une onde incidente arrive a gauche
de I'image, contourne le dispositif d'invisibilité au centre et ressort quasiment non-
perturbée a droite. Ainsi tout se passe comme si 'onde n’avait pas renonctré le
dispositif d’invisibilité.

plications. L'une des applications phare de ces matériaux est la création de "capes
d’invisibilité". L'idée consiste a disposer 1'objet que 1'on souhaite dissimuler dans
une coquille dont on ajuste la permittivité et la perméabilité de sorte qu'une onde
incidente contourne cet objet (voir Figure 5). Un tel dispositif d'invisibilité a été
construit en 2006 [SM]*06] a 1’aide d"une structure cylindrique qui a permis de
"dévier" des micro-ondes et ainsi masquer ce qui a été placé a I'intérieur du cylindre.
Outre la possibilité de dissimuler des objets a 1’oeil humain ou a une caméra, il est
également envisageable de protéger des batiments contre les ondes sismiques a
'aide de dispositifs d’invisibilité [MKBP16]. En effet I'idée d’utiliser des métama-
tériaux pour manipuler les ondes électromagnétiques peut s’adapter au cas des
ondes sismiques en utilisant des assemblages de matériaux de différentes densités
et élasticités.

Une autre application notable des métamatériaux négatifs est de pouvoir s’affran-
chir de la limite de diffraction qui contraint la résolution de certains dispositifs
optiques [LJJP03]. En effet considérons un objet qui émet un paquet d’ondes planes
et une lentille placée dans son voisinage dont le but est de focaliser la lumiere de cet
objet afin de I'imager. Lorsque ces ondes planes rencontrent la lentille, la relation
de dispersion impose qu'une partie d’entre elles va continuer de se propager a
l'intérieur de la lentille tandis qu'une autre partie va donner naissance a des ondes
évanescentes. L'information portée par ces ondes évanescentes, qui correspond aux
détails de I'image dont la taille est inférieure ou égale a la longueur d’onde, est
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alors perdue. I y a donc une taille limite des détails que I'on peut imager. Par contre
un métamatériau d’indice ¢ = —1 et u = —1 permet d’amplifier et de focaliser ces
ondes évanescentes et donc de récupérer cette information. On peut également citer
l'utilisation de métamatériaux pour la création d’antennes hautes performances et
miniaturisées [VCF10].

Une application directe des plasmons de surface est la détection et 1'identification
de molécules organiques (en particulier les protéines) et plus généralement de na-
noparticules [CK07]. Le dispositif repose sur la génération d’un plasmon de surface
a l'interface entre un métal et un diélectrique a I’aide d"une onde incidente traver-
sant un prisme (voir Figure 3). Pour qu'un plasmon de surface existe a 1'interface
métal-diélectrique, I’angle de 1'onde incidente au prisme doit étre judicieusement
choisi. La présence d"une particule pres de la surface métallique modifie les condi-
tions d’existence du plasmon et donc I’angle d’incidence requis. Ces changements
peuvent alors étres détectés et permettent d'identifier la particule.

Une autre application clé des plasmons de surface est leur utilisation pour trans-
mettre de l'information. Les circuits électroniques sont tres efficaces pour manipuler
et traiter I'information. Un des avantages de cette technologie est sa miniaturisation
(@ I'échelle du nanometre aujourd’hui). Cependant elle perd en efficacité lors-
qu’il s’agit de transporter des informations sur des distances plus importantes. La
photonique permet de traiter ce probléme : il s’agit de transporter l'information
directement sous forme de lumiere au sein de fibres optiques. Cependant la taille
des dispositifs photoniques est importante (de l'ordre du micrometre) ce qui limite
leur intégration aux circuits électroniques. Les circuits basés sur les plasmons de
surface permettent d’intégrer le transport d’information sous forme de lumiere
(photonique) dans des circuits électroniques tout en restant sur des dispositifs dont
la taille est nanométrique [EGB08, Ozb06].

0.4 Plan de la these

Lorsque I’on souhaite étudier I'interaction d’une onde électromagnétique avec
un matériau négatif, plongé dans un diélectrique positif, il est primordial se deman-
der si le probleme est mathématiquement bien posé étant donné la valeur négative
que prennent certains coefficients physiques (ce qui sort du cadre théorique clas-
sique). En dimension deux, les équations de Maxwell en régime harmonique se
réduisent a des problemes scalaires, associés aux modes de propagation transverse
électrique (TE) et transverse magnétique (TM). Le mode TM autorise la propagation
de plasmons de surface a I'interface entre le matériau négatif et le diélectrique,
ce qui le rend particulierement intéressant. Dans ce cas, les équations de Max-
well se réduisent a un probléme de transmission pour une équation de la forme
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div (cVu) + w?u = f ot o prend une valeur négative o_ dans le matériau négatif
et une valeur positive o, dans le diélectrique et ott f est un terme source. Il est
pertinent et aussi plus simple d’étudier cette équation en régime quasi-statique
(w = 0), c’est-a-dire que 'on se concentre sur l'opérateur u +— div (6Vu). En effet le
régime quasi-statique est suffisant pour étudier le caractere bien posé du probleme.
I1 est également pertinent lorsque 'on étudie les résonances plasmoniques dans
des nanoparticules [AMRZ17]. Le changement de signe de ¢ interdit 1'utilisation
du cadre classique de Lax-Milgram et fait apparaitre une difficulté importante, a
savoir que le probleme de transmission des ondes électromagnétiques a l'interface
entre le matériau négatif et le diélectrique admet du spectre discret. Sous quelles
conditions et dans quel sens le probleme de transmission est-il bien posé?

L’étude de ce probléme fait naturellement intervenir un opérateur intégral appelé
opérateur de Poincaré-Neumann (voir Section 1.2). On s’intéresse en particulier a
son spectre, dont on montre qu’il encode les rapports de conductivité qui permettent
I'existence des plasmons de surface. On ne connait pas le spectre de l'opérateur de
Poincaré-Neumann dans le cas général, on peut alors calculer les valeurs propres de
cet opérateur numériquement en construisant un équivalent discrétisé de celui-ci
a partir des méthodes classiques d’éléments finis. Est-il possible de prouver la
convergence des valeurs propres de 1’opérateur discrétisé vers celles de 1'opérateur
continu? On peut également étudier le probléme de transmission pour une équa-
tion de conductivité dans le cadre des fonctions de Green [Fol95], qui par définition
est une solution d’une équation aux dérivées partielles dont le terme source est une
distribution 6 de Dirac. Quelle alors est la fonction de Green pour ce probleme et
quelles sont ses propriétés ?

Chapitre 1

Le Chapitre 1 de cette thése est un préliminaire a la compréhension des cha-
pitres suivants. On y présente plusieurs outils utiles dans I'étude des problemes de
transmission pour une équation de conductivité. On trouvera en particulier dans
ce chapitre une introduction aux opérateurs de Fredholm, aux potentiels de couche,
ainsi que la définition et les propriétés de I'opérateur de Poincaré-Neumann pour
un domaine borné et pour un domaine non-borné.

Chapitre 2

Dans le Chapitre 2, on s’intéresse au caractére bien posé du probléme de trans-
mission entre un matériau négatif et un diélectrique. Le cadre approprié pour
étudier ce probléme est de s’intéresser a son caractére bien posé au sens Fred-
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holm (voir Section 1.2.2). Plusieurs techniques ont été développées pour étudier
ce probleme et aboutissent a des conditions suffisantes pour que ce probléme soit
bien posé au sens Fredholm. On citera en particulier les travaux de Costabel qui a
travaillé avec une permittivité constante par morceaux ou appartenant a ’espace
C1(Q). Dans [DCC12], I'approche de la T-coercivité (développée dans [DCJZ10])
est utilisée pour un bord lipschitzien avec des coefficients dans 'espace L*(Q) et
permet d’énoncer une condition suffisante de nature non-locale. En utilisant une
technique de localisation, les auteurs se raménent une condition locale a I'interface
mais sous ’hypothése que celleci est de régularité C! avec éventuellement un
nombre fini de coins. Dans ce chapitre, on travaillera avec une permittivité de
régularité H? et on suppose que le bord du matériau négatif est de régularité lip-
schitzienne. On étudiera la caractere bien posé du probleme de transission a l’aide
d’une approche intégrale. Sous réserve d’admettre les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7
énoncées dans les parties 2.5.1 et 2.5.2 respectivement, on montre que le probléme
de transmission est Fredholm sous une condition suffisante et locale a I'interface
qui dépend de la géométrie de l'interface et des valeurs du coefficient de permitti-
vité a 'interface. Les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 concernent la compacité de certains
opérateurs intégraux. Les raisons qui nous font penser que ces conjectures sont
vraies sont détaillées dans les Remarques 2.5.3 et 2.5.8.

Chapitre 3

L’opérateur de Poincaré-Neumann défini dans la Section 1.2 intervient naturel-
lement dans 1’étude des problemes de transmission pour 1'équation de conduction
ot la conductivité change de signe a l'interface. On peut dans certains cas simples
déterminer son spectre explicitement [Kan15] mais dans le cas général on doit
recourir a des méthodes numériques pour le calculer. Dans [BTT16] le spectre de
'opérateur de Poincaré-Neumann est calculé a ’aide du principe du min-max pour
deux inclusions proches. On peut également construire un équivalent discrétisé de
cet opérateur a partir de sa définition variationnelle (1.3.1) et calculer son spectre
avec des méthodes d’éléments finis classiques. Cependant on ne dispose pas d"un
résultat général garantissant que les valeurs propres calculées numériquement
avec ces méthodes d’éléments finis convergent vers les valeurs propres théoriques
de l'opérateur lorsque la finesse du maillage augmente. Divers travaux ont été
effectués sur la convergence des méthodes de Galerkin pour les problemes de trans-
mission pour 1"équation de conduction en utilisant la méthode de la T-coercivité
[DCC18, DCJZ10, NV11]. Dans ce chapitre, on commence par construire un équi-
valent discrétisé de 1’opérateur de Poincaré-Neumann continu. Puis on compare le
spectre de ces deux opérateurs afin d’obtenir un résultat de convergence des va-
leurs propres de 'opérateur discrétisé vers celles de 'opérateur continu. Notre idée
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pour démontrer ce résultat de convergence était d’utiliser le principe du min-max.
Cependant cette approche ne permet pas de conclure directement (voir Remarque
3.4.7). Ce résultat fait donc 1’objet de la Conjecture 3.2.1. En admettant cette conjec-
ture, on prouvera la convergence de la résolvante du probleme discrétisé vers celle
du probleme continu. Pour finir, on formulera la méme conjecture dans le cas d'un
domaine non-borné.

Chapitre 4

L’objectif de ce chapitre est d’étudier le champ diffracté par une couche de
métal plane, infinie dans deux directions, lorsque 1'épaisseur 2 de cette couche
tend vers zéro (voir Figure 6). On veut en particulier étudier le champ qui se pro-
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FIGURE 6 — Géométrie du probleme

page dans la couche métallique et déterminer comment ce champ dépend de la
permittivité du métal. Pour cela, nous allons réduire les équations de Maxwell a
un probleme scalaire de type Helmholtz auquel s’ajoutent des conditions de trans-
mission a la surface de la plaque métallique et des conditions de radiation a l'infini
garantissant que la solution est physiquement acceptable. Plus précisément, on
accepte que les champs électromagnétiques se propagent le long de la couche métal-
lique (plasmons de surface) mais on impose qu’ils décroissent fortement lorsqu’on
s’éloigne dans la direction perpendiculaire a la couche. En faisant 'asymptotique
formelle de ce probléme lorsque I'épaisseur de la couche tend vers zéro, on récupere
un probleme limite plus simple a étudier car il fait disparaitre la partie fréquentielle
de I’équation de Helmholtz. On peut alors calculer la fonction de Green associée
a I'aide d"une méthode de régularisation. Dés lors nous pourrons interpréter la
dépendance de cette fonction de Green en la permittivité du métal.
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Ce chapitre a pour objectif de présenter les notations (voir Section 1.1) et les
outils nécessaires a la compréhension des autres chapitres de cette these. Dans la
Section 1.2 on s’intéresse au probleme de conductivité dans un domaine borné ot
'on impose un courant électrique sur le bord du domaine. On traite ce probleme a
'aide de la théorie des potentiels de couche et on verra que I'opérateur de Poincaré-
Neumann apparait naturellement dans 1’étude de ce probleme. Dans la Section 1.3
on s’intéresse au probleme de conductivité dans un domaine macroscopique borné
et on impose que le champ diffracté soit nul sur le bord de ce domaine. Ce cadre est
une simplification de la nécessité physique que le champ diffracté soit nul a I'infini.
On étudie ce probleme a 1’aide de la méthode variationnelle et il apparait que 1'on
peut définir un opérateur de Poincaré-Neumann variationnel qui est intimement
lié a 'opérateur de Poincaré-Neumann défini dans ’approche intégrale. Dans la
Section 1.4 on étudie le probleme de conductivité sur un domaine non-borné ce
qui nécessite de travailler avec un espace de fonctions qui contient les conditions
de radiations appropriées. Dans ce cas, on peut également définir un opérateur de
Poincaré-Neumann variationnel.

1.1 Notations

Soit QO un ouvert de R? et une inclusion D € Q dont le bord est au moins de
régularité lipschitzienne, autrement dit D est localement I’hypographe strict d"une
fonction lipschitzienne. La restriction d'une fonction arbitraire u : {3 — R sur le
domaine D (respectivement sur le domaine Q\D) est notée u|_ (respectivement
u|,) et le saut d'une quantité g a travers la frontiere dD est lui noté [q]J_r = q| T q|_.

L’opérateur de trace sur dD est simplement noté y,p : H(QQ) — H'/2(dD), s > 1.
Soit n le vecteur normal unitaire a dD pointant vers l'extérieur de D. Lorsque u est
de régularité suffisante, on note

Ju = tlilg+ Vu(x £ tn(x)) - n(x)

on

les dérivées normales extérieures et intérieures de u au point x € dD.

Soit X et Y deux espaces de Banach, I'adjoint d"un opérateur borné T : X — Y
estnoté T* : Y* — X* (ou X* désigne le dual topologique de X). On rappelle (voir
[BCL99] Section I1.6) que T est défini par la relation

(T(y"), X)xx =<y", TxX)y-y,

ol (, )x-,x (respectivement (, )y y) désigne le crochet de dualité entre X* et X
(respectivement Y™ et Y).
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Soit L : X — X un opérateur borné, on note sp(L) le spectre de 1'opérateur
L dont on rappelle [EE18] qu’il correspond a 1’ensemble des nombres u € C tel
que ul — L n’admet pas d’opérateur inverse borné. On note alors p(T) = C\ sp(T)
’ensemble résolvant. De plus on notera 0,4;5(L) le spectre discret de ’opérateur L,
c’est-a-dire ’ensemble des nombres u € C tel que u soit une valeur propre isolée de
L de multiplicité finie. On rappelle que u est une valeur propre de L si ul — L n’est
pas injectif. On définit le spectre essentiel, noté o,ss(L), comme le complémentaire
du spectre discret dans le spectre, c’est-a-dire 0,s5(L) = sp(L) \ 04is(L).

1.2 Probleme de conductivité et opérateur de Poincaré-
Neumann

On considére un domaine borné O ¢ R? avec un bord C I et une inclusion
D ¢ Q avec un bord C!. Les sous-domaines D et Q \ D sont assimilés a des
matériaux dans lesquels la conductivité est constante et vaut a € C\ {0} et 1
respectivement. On note A(x) = axp(x) + XQ\ﬁ(x) la distribution de conductivité

sur Q. On s’intéresse au potentiel électrique u € H'(Q) généré par une distribution
de courants g € H~1/2(9Q) et solution du probleme de conductivité suivant :

div(AVu) =0, dans Q,
g—z =g, sur dQ), (1.1)
/(90 u(x)ds(x) =0.

On peut réécrire le probleme (1.1) en faisant apparaitre les conditions de transmis-
sion a 'interface dD

div(AVu) =0, dans Q\ dD,

ul, =ul_, sur dD,

g—ZL =a g—z ., sur dD, (1.2)
g—z =g, sur dQ),

fag u(x)ds(x) = 0.

On observe qu’une solution u du probleme (1.2) est harmonique dans D et () \D et
continue sur le bord dD. Ces propriétés caractérisent I’'opérateur de simple couche
et il apparait donc naturel d’employer cet opérateur pour expliciter une solution u
[KPSO7].
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1.2.1 Potentiels de couche

Soit Gg la fonction de Green en espace libre pour 1'opérateur laplacien en dimen-

sion deux : .

log |x - yl,
qui vérifie I'équation
AxGo(x,y) = 04(x), pourx e R?,

oit 6, (x) est la fonction delta de Dirac au point y. Soit ¢ € H~'/2(dD), on définit
I'opérateur de simple couche associé au laplacien [McLOO] par :

Solg](x) = /a Golx, y)p() ds(y),  x €R\OD. (13)

On définit également 'opérateur de double couche associé au laplacien par :

Dole](x) = /a ) g%)m Pe(y) ds(y),  x € RA\aD. (1.4)

On peut immédiatement noter que les potentiels de couche So[¢] et Dp[@] sont
harmoniques dans D et Q\ D. Précisons maintenant les applications que définissent

ces opérateurs (voir [Cos88] Théoreme 1, Théoreme 2 et [McL00] Théoreme 6.12,
Théoreme 7.1).

Proposition 1.2.1. Les potentiels de couche

So : HY?(0D) - HY(Q),
Dy : HV2(0D) —» HY(Q),

sont des applications bornées.

L’étude du comportement des opérateurs de simple et double couche sur le bord
dD, qui fait I'objet de la Proposition 1.2.3, nécessite d’abord d’introduire 1'opérateur
de Poincaré-Neumann. L'opérateur faiblement singulier K, : L2(dD) — L?(dD),
aussi appelé opérateur de Poincaré-Neumann associé au domaine D, est défini par

dGo(x,
Kﬂwkx%:[%-—%%fﬂweﬁdﬁyx x € dD. (1.5)
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L'adjoint L? de Kj est I'opérateur K : L?*(dD) — L%(dD) défini par

dGo(x,
Kolgl(x) = /QD%wy)ds(y» x € D. (16)

Les opérateurs K et Ko sont bornés et peuvent s’étendre naturellement comme
des opérateurs K : H1Y2(9D) — HY2(9D) et Ky : H2(9D) — H Y2(9D) et
cela méme pour un bord de régularité lipschitzienne (voir [CMM82]). Rappelons
quelques résultats intéressants sur 1'opérateur K (voir par exemple [AK07, Kan15,
Kel12]).

Proposition 1.2.2. Lorsque le bord dD est lisse (C1** for a > 0), nous pouvons affirmer
les résultats suivants :

(i) Ko :L*(@D) — L%(dD) est un opérateur compact,
(ii) K;: H"Y2(dD) — H™Y2(9D) est un opérateur compact,

(iii) le spectre de K : H™Y/2(9D) — H™Y2(9D) est composé de valeurs propres qui
s’accumulent au point 0,

(iv) le spectre de K; : H™Y/2(9D) — H~Y2(9D) est inclus dans l'intervalle ] — 1, 3],

(v) %I + Kj est inversible sur L%(dD) et —%I + Kj est inversible sur Lé(&D) qui est
I'ensemble des fonctions de L*(dD) de moyenne nulle.

La propriété (iii) est une conséquence immédiate de la propriété de compacité (ii)
et (v) découle de I'alternative de Fredholm (voir [Kan15]). Remarquons aussi que la
propriété (iv) est toujours valable pour un bord lipschitzien. En général, 1’opérateur
K{ n’est pas auto-adjoint sur L?(dD). Toutefois, on peut montrer que K est auto-
adjoint lorsque dD est un cercle ou une sphere. De plus, on peut prouver que Kj
est auto-adjoint pour un autre produit scalaire a 1’aide de l'identité de Calderén
(voir [Kan15] pour plus de détails).

On rappelle maintenant les relations de saut satisfaites par les potentiels de
couche (voir [McLOO] Théoréme 6.11 par exemple).

Proposition 1.2.3. Sur la frontiere dD, le potentiel de simple couche So vérifie les

relations 5
So 1
—| =+=1+K; .
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et le potentiel de double couche Dy vérifie les relations

Dol = 1%1 + Ko. (1.8)

De plus, Sy et % sont continus a travers dD.

On dispose aussi d'un résultat intéressant sur I’'asymptotique de I'opérateur de
simple couche Sy, dont on pourra trouver la preuve dans [AK07] Section 2.2.

Proposition 1.2.4. Pour ¢ € H™/2(dD), on a

Solp](x) = % (/BD o(y) ds(y)) log |x| + O (i) , lorsque |x| — +oo.

x|

Maintenant que nous avons défini 1'opérateur de simple couche Sy et énoncé
quelques-unes de ses propriétés, nous allons voir dans la suite comment représenter
une solution u du probléme (1.1) a I’aide cet opérateur.

1.2.2 Equation intégrale et théorie de Fredholm
On suppose que u est une solution du probleme (1.1) et on note
h(x) = =Ssalgl(x) + Daalulyal(x), pourx € Q,

ol Syq et Dy sont les opérateurs de simple et double couche associés au bord d€)
et définis pour @g € H1/2(9Q) par

Ssalgol (x) = /a  Gulx, 1)g(v) ds(y), x € Q\0D,
Daalpol(x) = /a ) ‘;—Gj< Ypoly) ds(y), x € Q\AD.

On peut montrer [Kan96] qu’on peut représenter u a l’aide des potentiels de couche

par:
u(x) = h(x) + Solepl(x), pourx e Q, (1.9)

ot ¢ € H™1/2(9D) vérifie I'équation intégrale

(AL-K)lp] = 22

5, - sur aD, (1.10)

aD
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avec

_ 1+a
2 -1)

Le probleme d’existence de solutions pour le probleme de conductivité (1.1) se
ramene finalement a étudier I'équation intégrale (1.10). Plus précisément on cherche
a étudier I'opérateur AI — Kfj dans I'espace H ~1/2(9D). Le caractere inversible de cet
opérateur dépend directement des propriétés spectrales de Kjj. Comme le bord dD
est lisse on sait que 'opérateur Kj, : H “12(9D) — H~1/%(dD) est compact et donc il
ne possede que du spectre discret. On en revient donc a étudier un opérateur de la
forme AI — K ot K est un opérateur compact. L’étude de tels opérateurs a motivé
la théorie des opérateurs Fredholm dont nous allons rappeler quelques résultats
importants ici.

Soit X et Y deux espaces de Banach. On définit d’abord ce qu’est un opérateur
Fredholm (voir [Brel0] Section 6.2 ou [RamO01]).

Définition 1.2.5. Un opérateur borné L : X — Y est dit Fredholm si
1. ImL est fermé dans Y.
2. kerL et Y/ImL sont de dimension finie.

On définit alors l'indice de Fredholm de L par

ind(L) = dim(ker L) — codim(ImL). (1.11)

L'intérét de la notion d’opérateur Fredholm est en particulier 1’alternative de Fred-
holm qui s’applique aux opérateurs Fredholm d’indice zéro (voir [BCL99] Théoreme
VL6).

Théoréme 1.2.6 (Alternative de Fredholm). Soit L un opérateur Fredholm d’indice
zeroet f €Y, alors on a l'alternative suivante :

1. Soit u = 0 est I'unique solution de I'équation homogene Lu = 0 et alors I'équation
Lu = f admet une unique solution.

2. Soit Lu = 0 admet un nombre fini p de solutions linéairement indépendantes et
I'équation adjointe L*u = 0 posseéde un sous espace vectoriel de solutions N* de
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dimension finie p. De plus le probleme Lu = f admet une solution si et seulement
si f est orthogonale a N*.

Comme l'opérateur Kj; : H ~12(9D) — H~1/?(9D) est compact et admet du spectre
discret il est vain de montrer que 1'équation intégrale (1.10) admet une unique
solution car I'opérateur AI—Kj n’est pas toujours inversible dans I'espace H “12(9D).
Si le probleme (1.10) n’est pas bien posé au sens classique, on peut en revanche
se demander a quel point il est mal posé. C’est dans ce but qu’il est intéressant
d’étudier le caractere Fredholm d’indice zéro de l'opérateur. En effet, lorsque
I'on dispose d"un opérateur L Fredholm d’indice zéro, on connait précisément le
défaut d’inversibilité de cet opérateur. Plus précisément on sait que le noyau de
L est de dimension finie et que I'image est de codimension finie donc les défauts
d’injectivité et de surjectivité sont limités a des espace de dimension finie. De
plus on sait caractériser le conoyau (c’est-a-dire 1’espace Y/ImL) a partir d'un
nombre fini p = dim(ker L) d’équations données par L*u = 0. Autrement dit on sait
déterminer précisément le défaut de surjectivité. C’est pour ces raisons qu’on étend
la notion de probléme bien posé a celle de bien posé au sens Fredholm.

Définition 1.2.7. Soit L : X — Y un opérateur bornéet f € Y. On dit qu’un probléeme
Lu = f est bien posé au sens Fredholm si I'opérateur L est Fredholm d’indice zéro.

On s’intéresse maintenant aux propriétés des opérateurs Fredholm. On peut mon-
trer que l'indice de Fredholm d’un opérateur est stable par perturbation compacte.
C’est I'objet du prochain théoreme.

Théoréme 1.2.8. Soit K : X — Y un opérateur compact, alors
ind(L + K) = ind(L).
On dispose également de la caractérisation suivante.

Proposition 1.2.9. Un opérateur L : X — Y est Fredholm si et seulement si il est
inversible modulo un opérateur compact, c’est-a-dire qu’il existe un opérateur compact
K : X — Y tel que L + K soit inversible.

Pour finir, on énonce quelques propriétés intéressantes des opérateurs Fredholm.
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Proposition 1.2.10. Les assertions suivantes sont vraies :
1. Un opérateur inversible est Fredholm.

2. La composition de deux opérateurs de Fredholm A et B donne un opérateur de
Fredholm d’indice égal a ind(A) + ind(B).

3. Si L est Fredholm alors son adjoint L* I'est aussi et ind(L) = ind(L").

On s’intéresse maintenant a la notion de spectre essentiel qui est liée a celle d"opé-
rateur Fredholm. En effet, on dispose de la définition suivante.

Définition 1.2.11. Soit T : X — X un opérateur borné, le spectre essentiel de T, noté
Oess(T), est I'ensemble des nombres u € C tel que ul — T ne soit pas un opérateur
Fredholm.

Une propriété intéressante est que, comme la notion d’opérateur Fredholm, celle
de spectre essentiel est stable par perturbation compacte.

Proposition 1.2.12. Soit T : X — X un opérateur borné. Si K : X — X est un
opérateur compact alors G,ss(T + K) = 0,55(T).

Revenons a I’étude de 1'équation intégrale (1.10). D’apres la Définition 1.2.11 on
peut affirmer que si A ¢ oess(KS) alors Al — Kj, est Fredholm d’indice zéro. Il est
donc trés intéressant de connaitre le spectre essentiel de I'opérateur de Poincaré-
Neumann pour étudier le caractere bien posé de I'équation (1.10). On sait en
particulier [Cos15] que pour un bord lisse, le spectre essentiel de 1'opérateur de
Poincaré-Neumann est tel que 0,s5(Kf) = {0}. Dans ce cas on peut affirmer que si
A # 0, c'est-a-dire a # —1 alors l'opérateur AI — K est Fredholm d’indice zéro.

1.3 Opérateur de Poincaré-Neumann variationnel

Dans cette partie nous allons introduire 1’opérateur de Poincaré-Neumann va-
riationnel et étudier ses propriétés. Cet opérateur intervient lorsque 1’on s’intéresse
au probleme de conductivité en utilisant ’approche variationnelle. Nous verrons
dans la Proposition 1.3.8 qu’il existe un lien étroit entre 1'opérateur de Poincaré-
Neumann variationnel et I'opérateur de Poincaré-Neumann intégral défini dans la
partie 1.2. On se limitera dans cette partie a considérer le probleme de conductivité
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défini sur un domaine macroscopique 2 borné en imposant que le champ diffracté
par une inclusion D soit nul sur le bord de ). Ce cadre est une simplification du
probleme de conductivité en domaine non-borné pour lequel la physique impose
que le champ diffracté soit nul a I'infini. Cette simplification n’a de sens que si on
considere un domaine () tres grand devant 'inclusion D. On traitera le probleme
de conductivité en domaine non-borné dans la partie 1.4.

On considére un domaine borné Q € R? avec un bord C! et une inclusion D ¢ Q
avec un bord C'. Les sous-domaines D et Q \ D sont assimilés a des matériaux
dans lesquels la conductivité est constante et vaut a € R\ {0} et 1 respectivement.
On note A(x) = axp(x) + )(Q\B(x) la distribution de conductivité sur Q. Pour intro-
duire l'opérateur de Poincaré-Neumann variationnel, on s’intéresse au potentiel
électrique u € H'(Q) créé par une source f € H™1(Q) et solution du probleme de
conductivité suivant :

{—div(AVu) = f, dansQ, (1.12)

u=0, surdQ.
Sous forme variationnelle ce probleme s’écrit de fagon équivalente : Trouver u €

H(l) (Q) tel que

Yov € H&(Q), /QAVu -Vodx = (f, v)H_l(Q),Hé(Q), (1.13)

ou(,) H-(Q),H)(Q) est le crochet de dualité entre les espaces H™1(Q) et Hé (€Q2). Nous

allons voir que 'opérateur de Poincaré-Neumann variationnel apparait naturelle-
ment dans I'étude de ce probleme, mais tout d’abord définissons le.

1.3.1 Définition et propriétés élémentaires

Dans toute la suite on muni 1’espace HS(Q) du produit scalaire (, ) HI(Q) défini
par
(U, V) = / Vu - Vo dx. (1.14)
0 Q

On définit maintenant 1’opérateur de Poincaré-Neumann variationnel Tp.

Proposition 1.3.1. Etant donné une fonction u € H&(Q) alors on appelle Tpu la
solution du probleme variationnel suivant

Vo € Hy(Q), /VTDM Vo dx = / Vu - Vo dx, (1.15)
Q D
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ce qui définit I'opérateur de Poincaré-Neumann variationnel Tp : Hé(Q) — Hé(Q).

Démonstration. L'existence et 'unicité de Tpu sont des conséquences immédiates
du Théoreme de Riesz. En effet, a(u,v) = fD Vu - Vo dx est une forme bilinéaire
continue sur l'espace de Hilbert Hé(Q). En utilisant le Théoreme de Riesz, on en
déduit qu’il existe un unique opérateur Tp : HS(Q) — H(l)(Q) tel que V(u,v) €
HJ(Q) x H)(Q),

a(u,v) =(Tpu, U>H3(Q)-

De plus Tp satisfait les propriétés suivantes.

Proposition 1.3.2. L'opérateur Tp est auto-adjoint et vérifie || Tp||= 1. De plus Tp est
un opérateur positif, c’est-a-dire

Yu e Hé(Q), <”/”>H3(Q) = /QVTDu -Vudx = [) |Vu|? dx > 0.

Démonstration. Soit u,v € H)(€), alors

/VTDu-Vvdx:/Vu-Vvdx:/Vu-VTDvdx.
Q D Q

Donc Tp est auto-adjoint. De plus, par définition de Tp on a

||TDu||12{1(Q): /Q|VTDu|2:/DVTDu-Vu dx.

0

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

/ VTDM -Vudx| < ||VU||L2(D)||VTDM||L2(D)
D

< ||u||HS(Q)||TD”||H8(Q)

ainsi ||TDM||2 < ||u||Hé(Q)||TDu||Hé(Q), donc ||TDu||Hé(Q)S ||u||Hé(Q) et finalement

H) Q)™
||Tp||< 1. En sachant que u = 1 est tel que Tpu = u on en déduit que 1 est une
valeur propre de Tp et donc ||Tp||= 1. O

La Proposition 1.3.3 illustre comment 1'opérateur Tp apparait naturellement dans
I’étude du probleme (1.13).



Chap. 1 Préliminaires : Notations et outils 36

Proposition 1.3.3. On suppose que a # 1. L'équation variationnelle (1.13) est équiva-
lente a

1
Yo € Hé(Q), ((AI - TD)u,v)Hé(Q) = (/\g,v)Hé(Q), avec A = -5 (1.16)
oit § € H)(Q) est le représentant de Riesz de f :

Yo € H(l)(Q), <g/U>Hé(Q) = <f/v>H—1(Q),Hé(Q)'

Démonstration. On fait apparaitre l'opérateur Tp en effectuant les manipulations
suivantes

/AVu-Vvdx:a/Vu-Vvdx+/ Vu - Vo dx
Q D O\D

:(a—l)/Vu-Vvdx+/Vu-Vvdx
D Q
=(a—1)/VTDu-Vvdx+/Vu-Vvdx

Q Q
={(a-1)Tpu +u, U>H5(Q)‘

En utilisant 'équation (1.13) puis en divisant par 1 — 4, on obtient 1’équation
(1.16). O

Remarque 1.3.4. Lorsque a > 0, nous savons que le probleme (1.12) est bien posé grice
au Théoreme de Lax-Milgram. Le cas le plus intéressant est donc celui ott a < 0.

La Proposition 1.3.3 montre qu’étudier le probléme (1.12) se réduit a étudier 1’opé-
rateur Al — Tp, autrement dit a un probleme spectral sur l'opérateur Tp. Il est donc
intéressant d’étudier en détail le spectre de Tp.

1.3.2 Propriétés spectrales de Tp

Les propriétés spectrales de Tp ont déja été bien étudiées (voir [BDT17, BT13,
BTT16] par exemple) et on rappelle ici les résultats les plus intéressants.
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Décomposition spectrale

Le premier résultat est une décomposition spectrale qui isole les sous-espaces
propres associés aux valeurs propres 0 et 1 d"un autre sous-espace noté ). Des lors,
il reste a étudier 1'opérateur Tp restreint a ce sous-espace.

Proposition 1.3.5. Le spectre de Tp, noté o(Tp), est inclus dans l'intervalle [0, 1]. De
plus,

1. L’espace propre associé a la valeur propre A = 0 est

Ker(Tp) ={u € Hol(Q), u est une constante sur D}.
2. L’espace propre associé a A =1 est
Ker(I - Tp) = {u € Hé(Q), u =0dans Q\ 5} ,
et s'identifie naturellement a I'espace Hy(D).
3. On dispose de la décomposition orthogonale de Hy(Q2) suivante :
Hy(Q) = Ker(Tp) @ Ker(I — Tp) &, (1.17)

ol le sous-espace ) est fermé et défini par :

b:{ueHé(Q), Au:OdansDetQ\E,/ ou
aDé?n

ds = 0}. (1.18)

+

Démonstration. D’apres la Proposition 1.3.2 on sait que ||Tp||< 1 et que Tp est
positif donc ¢(Tp) < [0,1]. On prouve maintenant les propriétés (1), (2) et (3).
Preuve de la propriété (1) : Soit u € Ker(Tp), par définition on sait que

/ V(Tpu)-Vu dx = / IVul> dx =0,
Q D

donc u est constante sur D.
Preuve de la propriété (2) : Comme u € Ker(I — Tp), on sait que

/V(TDu)-Vu dx=/|Vu|2 dx,
Q Q
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et par définition de Tp on a alors

/qulzdx=/|Vu|2dx.
D Q

/ |Vu|?> dx = 0.
O\D

Donc, on en déduit que u est constante dans ) \ D et comme u = 0 sur dQ on
obtient que # = 0 dans Q \ D.
Réciproquement si u € Hé(Q) est nul sur Q \ D alors pour tout v € Hé(Q) on a

/Vu-Vvdx:/Vu-Vvdx.
Q D

En utilisant la définition de Tpu, on en déduit que

/Vu-Vvdx:/V(TDu)-Vvdx:/Vu-Vvdx.
D Q Q

Ainsi on obtient que pour tout v € Hj(Q), on a

Ainsi, on obtient

/V(TDM —u)-Vodx =0,
Q

ce qui prouve que u € Ker(I — Tp).

Preuve de la propriété (3) : On observe d’abord que Ker(Tp) et Ker(I — Tp) sont
des sous-espaces fermés orthogonaux de Hé(Q) cat Tp est auto-adjoint. On doit
maintenant caractériser le sous-espace orthogonal a Ker(Tp) ® Ker(I — Tp). Une
fonction u € Hé(Q) est orthogonale a Ker(Tp) si et seulement si

Vo € Ker(Tp), /Vu-Vvdx:O:/Vu-Vvdx+/ Vu - Vo dx.
Q D O\D

Sachant que Tpv = 0, on obtient

/Vu-Vvdx:/Vu-VTDvdx:O,
D Q

Vv € Ker(Tp), / Vu-Vodx =0.
O\D

et donc
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A l’aide de la formule de Green, on obtient

/ Vu-Vvdx=—/ vAudx+/ 8—”
O\D Q\D op on

En prenant des fonctions test dans I’ensemble v € C®(Q \ D) ¢ Ker(Tp) des
fonctions infiniment dérivables et a support compact dans Q \ D, on a donc

/ vAu dx =0,
O\D

ce qui permet de conclure que Au = 0 sur Q \ D. De plus,

vds =0.

+

u

Vo € Ker(Tp), / —
oD on

vds =0,

+

et, comme v est constante sur D, on conclut que

u

oD (971

De la méme maniere, on prouve qu’une fonction u € Hé (Q) est orthogonale a
Ker(I — Tp) si et seulement si Au = 0 sur D. Pour cela, on utilise la formule de
Green et on remarque que les fonctions v € Ker(I — Tp) sont nulles a I'extérieur de

D. En prenant des fonctions test v € C:°(D), on obtient immédiatement que Au = 0
sur D. |

ds = 0.

+

Pour caractériser le spectre de Tp sur f), on va I’étudier sur un ensemble un peu
plus grand.

Ensemble des potentiels de simple couche

On définit maintenant 1'espace suivant
SLp = {u € HI(Q), Au =0dans D et Q\B}, (1.19)

muni de la semi-norme

2
i, = [ vuP
D

U(Q\D)

Observons tout d’abord que h € SLp C Hol(Q). Nous allons ensuite caractériser
I'ensemble SLp dans la Proposition 1.3.6, mais avant d’énoncer ce résultat il est
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nécessaire d’introduire quelques outils. Remarquons que le noyau Gp permet de
représenter des fonctions harmoniques mais ne tient pas compte de conditions au
bord supplémentaires. Pour représenter des fonctions satisfaisant une condition de
Dirichlet homogene sur JQ), on introduit le noyau de Poisson P(x, y) sur Q vérifiant
les équations :
{ AyP(x,y) = 0(y) poury € Q,
P(x,y)=0 pour y € JQ.

On sait alors que P(x, y) differe de Go(x, v) seulement par un terme correctif régu-
lier :

P(x,y) = Go(x, y) — R(x, ),

ot pour x € Q fixé, R(x, -) est I'unique solution du probléme :
AyR(x,-) =0, et R(x, y) = Go(x, y) pour y € JQ.

Le noyau de Poisson P(x, y) est symétrique (i.e. P(x, y) = P(y, x) pour x,y, € Q,
x # y), et la théorie de la régularité elliptique nous assure que R est C*(K X K) sur
tout ensemble compact K € Q (voir [Fol95], §2.E par exemple).

On peut alors définir le potentiel de simple couche Sp : H™/?(dD) — SLp vérifiant
la condition de Dirichlet homogene sur JQ, tel que

VxeDU((Q)\ 5), Splel(x) = /aD P(x,y)p(y) ds. (1.20)

Sachant que x +— P(x, y) est harmonique dans D et Q) \5, on montre que pour tout

P € H-12(9D), Sp[@] est harmonique dans D et Q \ D et donc que Spl¢] € SLp.
De plus, on rappelle que, comme pour Sy dans la Proposition 1.2.3, Sp vérifie les
relations de saut sur dD

[+K5, (1.21)

+

ot K}, : HY/2(9D) — H™'/2(9D) est I'opérateur de Poincaré-Neumann défini par

oP(x,
Kplel(x) = /3 S a(%xy)q)(y) ds(y), xe€dD, (1.22)

dont on rappelle qu’il est compact de H~'/2(dD) dans H~'/2(dD). On énonce main-
tenant la caractérisation de 1'espace SLp.

Proposition 1.3.6. L'ensemble SLp correspond exactement a I'ensemble des potentiels
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de simple couche :
SLp = {Splp], ¢ € H'/*(dD)}. (1.23)

Démonstration. Tout d’abord, on sait que pour tout ¢ € H-1/2(dD), Sp[¢] est har-
monique dans D et Q \ D, ce qui prouve que {Spl¢], ¢ € H-Y2(9D)} c SLp.
Maintenant, prenons u € SLp. En appliquant la formule de Green a deux reprises,
on montre que

du
0= /DU(Q\5) Au(y)P(x, y) dy =u(x) - /aD (% '

JP
v /a (s = a5 ) dy.

_du
on|_

) (y)P(x,y)dy

De plus, comme u € SLp, on a u|, = u|_ sur dD et on en déduit que pour

xeDU(Q\D)
du du
w0 = [ (G - 5] J e may
En posant
_dul _du -1/2
(P_8n+ 8n_€H (D),

on obtient bien que u = Sp[¢@] et donc I'inclusion SLp € {So[¢], ¢ € H™Y/?(dD)}.
O

De plus, on peut caractériser Sp de la fagon suivante.

Proposition 1.3.7. L'application Sp : H"V/2(dD) — SLp définie par I'équation (1.20)
est un isomorphisme dont l'inverse est

_ou

En d’autres termes, pour tout @ € HY/2(dD), u := Sp[¢] est I'unique solution dans
HS(Q) du probléme variationnel suivant :

Vo € HY(Q), /Vu-Vv dx = —/ Qv ds. (1.24)
Q dJD
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Démonstration. On fixe ¢ € H™Y/?(dD) et on vérifie d’abord que Sp[¢] vérifie le
probleme variationnel (1.24). Soit v € Hé (Q), alors Sp[¢] vérifie

/VSD[(p](x)-VU(x) dx /Vx (/ P(x,y)p(y)ds(y)| - Vo(x) dx
Q Q oD
o e(y)ViP(x,y) - Vo(x) ds(y) dx

(p(y)/ ViP(x,y) - Vo(x) dx ds(y).
oD Q

En utilisant la formule de Green et par définition du noyau de Poisson P on montre
que

/ V.P(x,y) - Vo(x)dx = —v(y),
Q

ce qui permet donc de conclure que

/VSD[go]-Vvdx:—/ v ds.
Q oD

Soient uq, up € H(l) (Q) deux solutions du probleme variationnel (1.24), alors

/V(ul—uz)-Vvdx:O
Q

En prenant v = u; — up et a ’aide de la condition sur le bord dQ on conclut que
u1 = up sur Q. Finalement Sp[¢] est I'unique solution du probléme variationnel
(1.24). Cela nous assure également que Sp est injective. Le Proposition 1.3.6 permet
d’affirmer que Sp est surjective et a 1’aide des formules de saut pour le potentiel de
simple couche on prouve que son inverse est

du du
] - —| = = S_l ,
on . on ~ Y D [u]
ce qui conclut la démonstration. ]

Spectre de T restreint a I’ensemble des potentiels de simple couche

Nous allons maintenant étudier le spectre de 'opérateur Tp restreint a SLp.
Pour cela, on dispose d"un résultat de compacité important [BTT16] rappelé dans
la Proposition 1.3.8.
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Proposition 1.3.8. L'opérateur Rp : SLp — SLp défini par Rp = —%I + Tp est
compact et auto-adjoint. De plus on a

Rp = -SpK}, S5
Démonstration. Sachant que Tp est auto-adjoint et par définition de Rp, on conclut

que Rp est un opérateur auto-adjoint. Soit u € SLp, alors Rpu est I'unique élément
de Hol(Q) tel que Vo € Hol(Q) :

/V(Rpu)-VU dx /V(TDM)-VU dx—%/Vu-VU dx,
Q

Q

/QVu-Vvdx—l/Vu-Vvdx,
D 2 Ja

1/Vu-Vvdx—lf Vu - Vo dx.
2 Jp 2 O\D

En utilisant la formule de Green et sachant que u € SLp, on a alors

/Vu-Vvdx:/ 8_u
D op on

/ Vu-Vvdx:—/ 8_u v ds.
O\D oD on

+
1 u
VRu-Vvdx:—/ (— )vds.
/Q (Rou) ;| (5 _

D’apres la Proposition 1.3.6 il existe ¢p € H™1/2(dD) tel que u = Sp[¢]. En utilisant
les relations de saut pour le potentiel de simple couche (1.21) on a donc

vds,

Donc on obtient

L ou
. Jn

/ V(Rpu) - Vo dx = / Kplplvds. (1.25)
Q

aD

D’apres le Proposition 1.2.2 'opérateur K}, est compact de H ~12(9D) dans lui-
méme, on peut donc conclure que Rp est un opérateur compact. De plus, en
utilisant la relation (1.24) on peut écrire que Vv € Hé(Q)

/ V(Rpu) - Vo dx = —/ (Sp'Rpu)v ds. (1.26)
Q oD
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En sachant que u = Sp[¢] et a ’aide de I'équation (1.25), on peut écrire que

« B R ~ |
/;D Kplelvds = /(;D KplSpulvds = [)V(RDu) Vo dx.

En utilisant ’équation (1.26) on peut alors affirmer que Yo € Hé(Q)

/ K*D[Sl_)lu] vds = —/ (551RDu)v ds.
JD oD

On peut alors conclure que Rp = —-SpK}, 551. m]
On en déduit alors le résultat suivant sur I'opérateur Tp.

Proposition 1.3.9. Le spectre de 'opérateur Tp : SLp — SLp est réel, discret, symé-
trique par rapport a la valeur 1/2 et s’accumule en ce point.

Démonstration. Comme Rp est compact, son spectre est discret, dénombrable et
s’accumule en zéro. D’ot1 le résultat sur Tp. O

On note (y;;)n>1 les valeurs propres de Tp : SLp — SLp, répétées selon leur
multiplicité, o1 I'exposant — désigne les valeurs propres dans 'ensemble [0, 1/2] et
+ dans 'ensemble [1/2, 1[. Ces valeurs propres sont ordonnées tel que

IA
N~

OS')/;S')/Z_S... (1.27)

et
(1.28)

N —

1>z

v

Pour caractériser les valeurs propres de Tp : SLp — SLp, on dispose d"un principe
du min-max.

Proposition 1.3.10. Les valeurs propres (y;;)u>1de Tp : SLp — SLp et les fonctions
propres (13 )n>1 associées vérifient

- _ fD|Vu(x)|2 dx
= min max

EncSLp  ueEn fQ|Vu(x)|2 dx’

dim(Ey)=n u#0

(1.29)
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et

|Vu(x)|* dx

yi = max min /DV > (130)
i ek [ [Va(x)P dx’

dim(Ey)=n u#0

Démonstration. La Proposition 1.3.10 est une conséquence de la Proposition 1.3.8 et
du principe du min-max pour les opérateurs compacts et auto-adjoints (voir [RS78]
Théoréme XIII.2) appliqué a Rp. O

On peut alors décomposer toute fonction u € SLp de la fagon suivante.

Proposition 1.3.11. Soit u € SLp, alors on peut le décomposer sur une base de vecteurs
propres de 'opérateur Tp : SLp — SLp :

<u un>H1(Q) N
_Z TPETE ui. (1.31)

n=1 HY(Q)

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme spectral pour les opérateurs
compacts dans les espaces de Hilbert ([TL86] Théoreme 4.2). m|

1.4 Opérateur de Poincaré-Neumann variationnel pour
un domaine non borné

Nous avons vu dans la partie précédente comment I'opérateur de Poincaré-
Neumann variationnel apparait naturellement quand on étudie le probleme de
conductivité pour un domaine macroscopique borné () avec un condition de type
u = 0 sur le bord de Q. Ce cadre correspond a une simplification de la nécessité
physique que le champ diffracté soit nul a I'infini. Lorsque 1’on travaille sur le do-
maine Q = R? non borné on doit donc étre attentif au comportement des solutions
a l'infini et imposer les bonnes conditions de radiation pour que le probleme de
conductivité ait du sens. Ainsi la difficulté pour définir I’opérateur de Poincaré-
Neumann variationnel dans un domaine non-borné consiste a travailler sur le bon
espace de fonctions. Cette question fait 1’objet de la sous-partie suivante.
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1.4.1 Probléme de Dirichlet extérieur

Soit D un ouvert de R2, on considere le probléme de Dirichlet extérieur :

~Au=f dansR?\D,
u=0 surdD, (1.32)
u — 0 lorsque |x| — +oo.

Nous allons préciser les conditions de radiation et les espaces dans lesquels vivent u
et f. Pour traiter le probleme (1.32) on ne peut pas travailler dans 1’espace classique
H'(R?). En effet, la forme variationnelle associée a I’opérateur —A n’est plus coercive
dans un domaine non-borné. Ainsi, on ne peut plus utiliser le cadre classique du
Théoréme de Lax-Milgram. Pour dépasser cette difficulté on introduit 1’espace de
Sobolev pondéré (voir [Néd01] Section 2.5.4, [AGG97] ou [Bou(5]) suivant :

WVRY) = {u: pu e LA(R?),Vu € L*(R?)}, (1.33)
ot le poids p est défini par
1
VI+|xlog + [x]2)

On peut équiper cet espace de la norme

Vx € R?, p(x) =

1/2

+H[Vulf?

lellgr g2y = 1pCuIR co +IVaE o

Dans I'espace W' 71(R?), la forme bilinéaire —A est alors coercive, ce qui nous
autorise a utiliser le Théoreme de Lax-Milgram.

Le lecteur peut consulter [Kuf85] pour avoir une vision plus générale des espace
des Sobolev a poids. On peut maintenant reformuler correctement le probleme de
Dirichlet extérieur.

Pour une source f € WL 1(R?\ D), trouver u € W 1(R?\ D) tel que
—Au = f dans R?\ D, (1.34)
u=0 surdD.

Théoréme 1.4.1. [Néd01] Théoréme 2.5.14 : Le probleme de Dirichlet extérieur (1.34)
admet une unique solution dans I'espace W' ~1(R? \ D).
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Démonstration. En utilisant 1'inégalité de Hardy ([Néd01] Lemme 2.5.7), on peut
affirmer que la forme bilinéaire associée a —A est coercive sur 1’'espace de Sobolev

a poids W L-1(RZ\ D). On peut alors utiliser le Théoréme de Lax-Milgram pour
conclure. O

Remarque 1.4.2. Le Théoreme 1.4.1 reste vrai en prenant une condition u = g sur le
bord dD avec g € H™'/%(dD) (voir par exemple [BT13]).

De plus on peut étendre le Théoreme 1.4.1 pour des conditions de type Neumann sur
le bord 9D (probleme de Neumann extérieur). Toutefois, en sachant que W' ~1(R?)
contient les fonctions constantes qui ne sont pas décroissantes a l'infini on doit travailler

avec l'espace quotient (Wol ~H(R2) = WLL(RY)/R.

1.4.2 Définition et propriétés de ’opérateur de Poincaré-Neumann
variationnel

On s’intéresse maintenant a un probleme de conductivité en domaine non borné
pour comprendre comment 1’opérateur de Poincaré-Neumann variationnel apparait
dans ce contexte. Les domaines D et R2\ D sont assimilés a des matériaux de conduc-
tivité constantes a € R\ {0} et 1 respectivement. Soit A(x) = axp(x) + XRZ\ﬁ(x) la
distribution de conductivité définie sur tout le domaine R?. On s’intéresse au poten-
tiel électrostatique u € "Wol’_l(Rz) créé par une source f € CX(R?) C ‘WO]L’_l (R?)* a
support compact et solution du probleme de conductivité :

~div(AVu) = f, dansR2 (1.35)

Mis sous forme variationnelle, ce probleme est équivalent a : Trouver u € (M/Ol ~1(R2)
tel que

Vo e W), /R AVE- Vo dx = (D) oy ey (1.36)

ot (, >,W01,—1(R2)*/(W01,—1 (®2) €St le crochet de dualité entre ‘Wol’_l(Rz)* et (Wol’_l(RZ). On

e , . . . 1,-1
définit I'opérateur de Poincaré-Neumann variationnel sur I'espace ‘W’ (R?) dans
la proposition suivante.
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Proposition 1.4.3. Soit u € (Wol’_l(Rz) alors Ty u est 'unique élément de (Wol’_1 (R?)
vérifiant I'équation variationnelle

Vo e W TH(RY), /

VT u-Vodx = / Vu - Vo dx. (1.37)
R2

D

Démonstration. L'existence et 'unicité de T) sont assurés par le Théoréme de Riesz,
comme pour dans le cas d"'un domaine borné. En effet, on remarque d’abord que

I'espace ’Wol ~1(R?) muni du produit scalaire
(u,v) = / Vu - Vo dx (1.38)
R2

est un espace de Hilbert. Ainsi a(u,v) = /D Vu - Vo dx est une forme bilinéaire

continue sur l'espace de Hilbert Wol ~1(R?). Par application du Théoreme de Riesz,
il existe un unique T € L(W, ' (R?)) tel que V(u, v) € W, (R?) x W, (R?)

a(u,v) ={Tyu,v).
O
Comme pour l'opérateur Tp défini sur un domaine borné, I'opérateur T}’ satisfait

les propriétés suivantes.

Proposition 1.4.4. L'opérateur T : “Wol’_l(Rz) — “Wol’_l(Rz) est un opérateur borné,
auto-adjoint tel que ||T||< 1

On peut montrer que, comme dans le cas d"un domaine borné, le probleme (1.36)
est équivalent a : Trouver u € (Wol ~1(R?) tel que

Vo e Wy TR, (Au=TRu,0) = (Af, 0y ayi-i ey, (1.39)

ou A = ﬁ et (,) est le produit scalaire sur (Wol ~1(R2) défini dans (1.38). Linver-
sibilité du probléme (1.39) est fortement liée a I'opérateur Ald — T} et donc aux
propriétés spectrales de T. Comme pour I'opérateur Tp dans la Proposition 1.3.5,
on dispose pour l'opérateur T d'une décomposition spectrale similaire. On note

b ={ue (Wol’_l(Rz), u est harmonique dans D etR? \ D},

et on énonce la proposition suivante.
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Proposition 1.4.5. [BT13] Le spectre de T}, noté o(T})), est dans l'intervalle [0, 1].
De plus,

1. L’espace propre associé a la valeur propre A = 0 est
Ker(Tyy) ={u € Wy '(R*\ D), u = 0sur D} URwy,
avec wy vérifiant
{Awo =0, dansR2\D,
wo=1, surdD.
De plus, Ker(TJ) N H™ = Rawy.
2. L’espace propre associé @ A =1 est

Ker(I -T7) = {u € Hol(D), u = 0 dans R? \5} ,

et Ker(I - TY) N h* = {0}.

On peut montrer (voir [BT13]) que le spectre de TS : b — h* est réel, discret,
symétrique par rapport a la valeur 1/2 et tel que le seul point d’accumulation
soit la valeur 1/2. On note (f;/),>1 les valeurs propres de T} : h™ — h*, répétées
selon leur multiplicité, ot I'exposant — désigne les valeurs propres dans 1’ensemble
10,1/2] et + dans I'ensemble [1/2, 1[. Ces valeurs propres sont ordonnées tel que

1
0<,8[§,8£S-~S§,
et
1>ﬁ+>ﬁ+>--.>1
1 =F2 = —2'

On peut comme pour T caractériser les valeurs propres de T : ™ — h™ avec un
principe du min-max (voir [BT13]).

Proposition 1.4.6. Les valeurs propres (By;)n=1 de Tp : H® — b™ et les fonctions
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propres (13 ),>1 associées vérifient

Pn

et

fD|Vu(x)|2 dx
= min max

7
dff(g:)zn it fRZIVu(x)P dx

oI Vu(x)? dx

= max min ,
Ench®  ueEp fRz|V”(x)|2 dx

dim(Ey)=n u#0

(1.40)

(1.41)

1.4.3 Relation entre les opérateurs de Poincaré-Neumann varia-
tionnel pour un domaine borné et pour un domaine non-

borné

On note B la boule ouverte centrée de R? de rayon R > 0 et dans la suite on
travaille avec () = Bg. De plus on considére un sous-domaine D ouvert de Bg. Soit
Tp l'opérateur de Poincaré-Neumann variationnel agissant sur 'espace Hé (Br)
précédemment défini dans la Proposition 1.3.1 et (y;;)>1 ses valeurs propres. De
meéme, on rappelle que T} est 'opérateur de Poincaré-Neumann variationnel

agissant sur l’espace ‘Wol ~1(R2) défini dans la Proposition 1.4.3 et que (8%),>1 sont
ses valeurs propres. On peut alors affirmer que le spectre de T} est relié¢ a celui de
Tp de la fagcon suivante [BTT16].

Proposition 1.4.7. Soit n > 1 un entier, alors

1 + + +
—yE < Bt <yt
SVr < BE <Oy,

ot C est une constante indépendante de n.

Avant de prouver la Proposition 1.4.7, on rappelle le lemme suivant a propos des

fonctions harmoniques.

Lemme 1.4.8. Soit O C R? un ouvert, si la fonction u est harmonique sur O alors elle
minimise I'énergie de Dirichlet parmi toute les fonctions qui coincident avec u sur le

bord 0. En d’autres termes

/qul2 dx < /lel2 dx,
o o
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pour toute fonction v € H'(O) tel que u = v sur 90.

On va maintenant prouver la Proposition 1.4.7.

Démonstration. Soit f € H'/2(dD), on considere les fonctions uy € (Wol’_l(Rz) et

vf € H)(Br) de telle sorte que 1 et v coincident toutes les deux avec f sur dD. De
plus, on suppose que uy et vy sont harmoniques dans D, que 1 est harmonique

dans R2\ D et que vy est harmonique dans Bg \ D. On cherche alors a prouver
I'inégalité suivante :

/lef|2 dx /|Vuf|2 dx /lef|2 dx
1 Jp D D

E S S C 7
|va|2 dx / |Vuf|2 dx / |va|2 dx
R2 B

et ainsi on pourra conclure en utilisant le principe du min-max sur Tp et T}
Pour cela, on remarque que, comme i et vy sont harmoniques dans D et coincident
sur dD, ces deux fonctions sont égales sur D et elles ont la méme énergie de

Dirichlet :
/|va|2 dxz/quflzdx.
D D

On définit alors vy € (Wol ~1(R2) I'extension de v 7 par 0 a I'extérieur de Bg. En

(1.42)

Br

utilisant le Lemme 1.4.8, on sait que u f minimise 1'énergie de Dirichlet sur R? \ D,
on peut donc affirmer que

/ |Vuf|2 dx < / |V5f|2 dx = / |va|2 dx.
R2\D R2\D O\D

Cela suffit a prouver I'inégalité de gauche de (1.42).

On consideére maintenant uy = yuy € Hé (Br) ol x est une fonction "cutoff" régu-
liere telle que x = 1 dans D et y = 0 al’extérieur de Bg. Alors il existe une constante
C dépendant seulement de By tel que

/ |va‘f|2dxsc/ |V r|* dx.
Br\D R2\D

En effet

Vil 205y = VXU 205y = VX + X Vgl 25,05y
< NugVxllgey X Vsl g o)
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On sait d’abord que ||)(Vuf||L2(BR\D)_ ”V”f”LZ(BR\D)— ||V”f||L2(R2\D) De plus

comme Vx est borné sur Bg \ D, on peut utiliser I'inégalité de Poincaré sur Bg \ D

pour obtenir HusXHLz(BR\D) C”ufHLZ(BR\D) Cllvuf”LZ(B \D) < C| |Vuf||L2(R2\D)
Finalement en utilisant le Lemme 1.4.8, on sait que v minimise 'énergie de Diri-

chlet sur Bg \ D et donc

/ |va|2dx3/ |vaf|2dxsc/ Vug|? dx.
Br\D Br\D R2\D

Ceci prouve I'inégalité de droite dans (1.42). O
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons considérer un domaine Q de R? et une inclusion
D c Q assimilée a un matériau négatif de permittivité ¢_ entourée d’un matériau
diélectrique de permittivité ¢, remplissant le domaine Q \ D. Pour des raisons
de simplicité on prend la perméabilité magnétique u = 1 et on se concentre sur
la permittivité électrique. En mode Transverse Magnétique (TM) les équations de
Maxwell en régime harmonique se réduisent a des problemes scalaires du type

div(oVu) + w*u = f, dansQ, (2.1)

ol w est la pulsation, f € H™}(Q) est le terme source et

1 —
04 = —

o(x) = +_€1+
0o- =7 x € D.

A cause du changement de signe de la permittivité on ne peut pas utiliser le cadre
classique du théoreme de Lax-Milgram. De plus le probléme (2.1) possede au moins
du spectre discret. Le cadre approprié pour étudier le probleme (2.1) est alors de
s’intéresser a son caractere bien posé au sens Fredholm (voir Section 1.2.2). Cela
revient a montrer qu’il ne posséde pas de spectre essentiel et donc qu’il possede au
plus du spectre discret. Comme l'injection de H}(Q2) dans H™1(Q) est compacte et
en vertu du Théoréme 1.2.8 on se concentre uniquement sur la partie principale,
c’est a dire 'opérateur u +— div(cVu) de Hé(Q) dans H1(Q). Plusieurs techniques
ont été développées pour étudier le probleme (2.1) et aboutissent a des conditions
suffisantes pour que ce probleme soit bien posé au sens Fredholm.

Lorsque les coefficients 0. sont constants ou appartiennent a I'espace C!(Q),
il a été prouvé par Costabel dans [CS85, Cos15] que dés lors que la frontiere 0D
est lisse, le probleme (2.1) est bien posé au sens Fredholm si et seulement si Vx €

JaD, Zig; # —1. Dans [DCC12] I'approche de la T-coercivité (développée dans
[DCJZ10]) est utilisée pour un bord lipschitzien avec des coefficients dans 1'espace
L*(Q)) et continus sur dD. Les auteurs ont énoncé des conditions suffisantes pour
que le probleme (2.1) soit bien posé au sens Fredholm, ces conditions dépendant
de la géométrie du bord dD et des valeurs de permittivité. Ils ont en particulier
traité de l'influence des coins. Cependant ces conditions font appel au sup/inf des
coefficients ¢ sur tout le domaine D et le domaine Q \ D et sont donc de nature
non-locales. En utilisant une technique de localisation ils parviennent malgré tout
a énoncer une condition locale a dD mais sous ’hypothése que dD est C! avec
éventuellement un nombre fini de coins. Cette condition locale n’est donc pas
valable pour un bord lipschitzien.
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Dans ce chapitre on considére 0. € H*(Q) et on suppose que le bord 9D est
de régularité lipschitzienne. Sous réserve d’admettre les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7
énoncées dans les parties 2.5.1 et 2.5.2 respectivement on montre que le probleme
(2.1) est Fredholm sous une condition suffisante qui fait intervenir les valeurs de o
sur dD et le spectre essentiel de 1’opérateur de Poincaré-Neumann qui ne dépend
que de la géométrie de dD. Cette condition est locale au bord dD et souligne que
les valeurs de 0. loin de dD n’ont pas d’influence sur le caractere Fredholm du
probléme (2.1). Les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 concernent la compacité de certains
opérateurs intégraux. Les raisons qui nous font penser que ces conjectures sont
vraies sont détaillées dans les Remarques 2.5.3 et 2.5.8.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. On introduit d’abord le contexte
dans la partie 2.2 puis le résultat principal, a savoir le Théoréme 2.3.2, dans la
partie 2.3. Avant de s’intéresser au Théoreme 2.3.2 on introduit dans la partie
2.4 quelques résultats classiques sur la théorie des potentiels de couche et on
établit dans la Proposition 2.4.11 une équivalence entre le caractere bien posé de
notre probléme et le caractere bien posé d'une équation intégrale. La suite est
une preuve du Théoreme 2.3.2 qui se fait en deux étapes. La premiere consiste
a s’intéresser a 1’équation intégrale afin de lui trouver une forme plus simple a
étudier et pour cela on isole sa partie singuliere de sa partie compacte. Cela nécessite
d’isoler la singularité des opérateurs de type simple couche et de type Poincaré-
Neumann qui apparaissent dans ’équation intégrale. Pour prouver ces résultats
intermédiaires on admet les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7. La seconde étape consiste a
trouver une condition suffisante pour que 1’équation intégrale soit bien posée au
sens Fredholm. Cette condition dépend des coefficients électromagnétiques o et
du spectre essentiel de I'opérateur de Poincaré-Neumann.

2.2 Contexte

2.2.1 Géométrie du probléme et notations

Soit Q un ouvert borné de R? supposé simplement connexe. On consideére un
matériau négatif remplissant le domaine D € Q dont le bord dD est de régularité
lipschitzienne. Le domaine Q\D sera alors assimilé a un matériau positif. On notera
o l'inverse de la permittivité électrique, négative dans D et positive dans Q\D

{a+(x), x € Q\D,

o_(x), x€eD,

également que les coefficients 0, et o_ appartiennent a I’espace de Sobolev H IZOC(R2).

avec o1 > c4+ > 0eto_ < c_ <0, ol cy,c- sont des constantes fixées. On suppose
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Dans la mesure ot1 1’on ne s’intéresse qu’a leur valeur dans le voisinage de dD nous
allons supposer que o et 0_ sont des fonctions constantes a 1'extérieur de €, notées
oS et 0¢ respectivement. On remarquera que les coefficients o et o_ appartiennent
aussi aux espaces CP(R?) avec 0 < B < 1 et L*(R?) (voir [Bre10] pour les injections
des espaces de Sobolev). Pour finir on note I’ensemble des fonctions a moyenne

Q o,

FIGURE 2.1 - Inclusion d"un matériau négatif dans un diélectrique positif

nulle sur le bord I' = dD ou JQ par:

Ho_l/z(l") = {ga e H™V2(I), avec /(p = 0}.
r

2.2.2 Probléme

Soit une donnée g € H(l)/ 2(8()), on s’intéresse au probleme de conductivité
suivant : Trouver u € H'(Q) vérifiant les équations

{div(oVu) =0 dansQ, 2.2)
u=g sur JQ).
La question qui nous intéresse est la suivante :
Sous quelles conditions le probleme (2.2) est 23
bien posé au sens Fredholm ? 2.3)
Soit T : Hg(Q) — H'(Q) tel que
T :uw div(cVu), (2.4)

I'opérateur elliptique associé au probleme (2.2) ot I'on a noté H;(Q) = {u €
HY(Q), u = g sur dQ}. On peut reformuler (2.3) de maniére plus précise en :

Sous quelles conditions I'opérateur T est Fred-

holm d’indice zéro? (2.5)
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2.3 Résultat principal
On définit I'opérateur intégral Lo : H(;l/z(&D) — H™1/2(9D) par :
Lo=Aly— K5,

ot I est I'injection naturelle de I'espace H,, Y 2(8D) dans H~1/2(9D). La fonction A
est donnée par

1 (VBDG— + Yop0+

Alx) = = X), x € dD,
() %9D0+—7/3D0—)()

2

et Kj : H “12(9D) — HY2(9D) est I'opérateur de Poincaré-Neumann pour le
laplacien introduit dans la définition (1.5) que I'on rappelle ici :

dGo(x,
Vo € H'2(9D), Vx € dD, Kjj[pl(x) = /a i %(p(y) ds(y), (2.6)

ou Gy est la fonction de Green pour le laplacien. Pour étudier le probleme de
conductivité (2.2) nous allons représenter de facon équivalente la solution u a I'aide
d’opérateurs de simple couche (Proposition 2.4.10) agissant sur des fonctions de
densité. Ces fonctions sont construites a partir d"une équation intégrale (Proposition
2.4.11) qui est donc équivalente au probleme (2.2). On s’intéresse alors a 'opérateur
intégral associé et on cherche a se ramener a un opérateur intégral plus simple, a
savoir Lo, pour étudier son caractere Fredholm.

Théoreme 2.3.1. En admettant que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 (énoncées dans les
parties 2.5.1 et 2.5.2 respectivement) sont vraies on peut affirmer que I'opérateur
T associé au probleme de conductivité (2.2) et défini dans (2.4) est Fredholm
d’indice zéro si et seulement si I'opérateur intégral L est Fredholm d’indice zéro.

Pour prouver le Théoreme 2.3.1 on étudie I'équation intégrale vérifiée par les
fonctions de densité dans le but d’isoler sa partie singuliere Ly de sa partie com-
pacte (Propositions 2.5.1 et 2.5.12). En vertu du Théoreme 1.2.8 on pourra alors se
concentrer uniquement sur le caractére Fredholm de Ly. Comme cette équation inté-
grale combine des opérateurs de type simple couche et de type Poincaré-Neumann
on cherche donc a les décomposer, eux-aussi, en une partie singuliére plus une
partie compacte. Plus précisément, en admettant la Conjecture 2.5.2 on montre
que la singularité des opérateurs de simple couche associés au probleme (2.2) est
identique a celle de I'opérateur de simple couche pour le laplacien (Théoréme 2.5.4).
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De la méme maniere, en admettant la Conjecture 2.5.7 on prouve que la singularité
des opérateurs de Poincaré-Neumann associés au probleme (2.2) est identique a
celle de 'opérateur de Poincaré-Neumann pour le laplacien, a savoir Kj (Théoreme
2.5.9). Les Remarques 2.5.3 et 2.5.8 expliquent pourquoi les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7
nous semblent vraies. Pour terminer on discute d"une condition suffisante pour
que l'opérateur Ly soit Fredholm d’indice zéro.

Théoréme 2.3.2. En admettant que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 sont vraies on
peut affirmer que si 'image de A(x) n’intersecte pas le spectre essentiel de I'opé-
rateur de Poincaré-Neumann K alors L est Fredholm d’indice zéro.

2.4 Equation intégrale

L’objectif de cette section est de démontrer la Proposition 2.4.11 qui affirme
que la résolution du probleme (2.2) est équivalente a la résolution d"une certaine
équation intégrale que nous allons déterminer. Tout d’abord nous allons réécrire le
probleme (2.2) pour faire apparaitre les conditions de transmission a l'interface dD:

div(c_-Vu) =0 dans D,
div(o:Vu) =0 dans Q\D,
Tuly = ul- sur dD, (2.7)
yaDaJrg—;‘L = y,;Da_g—;ﬂ_ sur dD,
u=g sur dQ).

L’étape suivante consiste a représenter la solution du probléme (2.7) en utilisant
les potentiels de simple couche. Avant cela il est nécessaire de rappeler quelques
définitions et résultats classiques.

2.4.1 Résultats classiques de la théorie du potentiel

L’opérateur de simple couche Sy, respectivement double couche Dy pour le
laplacien ont été introduits dans les définitions 1.3 et 1.4 respectivement. Les pro-
priétés des ces opérateurs sont décrites dans les Propositions 1.2.1 et 1.2.3. De plus
'opérateur de Poincaré-Neumann Kj associé au laplacien a été introduit dans la
définition 1.5. Nous allons introduire des opérateurs similaires a So, Dy et K mais
associés a des noyaux de Green construits a partir de 'opérateur T défini dans (2.4)
et donc appropriés a notre probleme.
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Proposition 2.4.1. Soit y € R?, alors les solutions G.. aux problemes

(2.8)

div(o+(x)VG(x, y)) = 0y(x), x e R?,
Gx(x,y) = O(Go(x, y)), lorsque |x| — +oo,

existent et sont uniques. On rappelle que 6, désigne la distribution delta de Dirac au
point source y et que

1
Go(x,y) = Eloglx -y, x#y.

Démonstration. Pour des raisons de simplicité on ne traitera que du cas de G,. On
pose R(x,y) = G4(x,y) — 01—+G0(x, y) pour x # y. Soit y € R? et v une fonction de
'ensemble C°(R?) des fonctions C*(R?) a support compact, on évalue

/RZ 0+(x)VR(x, y) - Vo(x) dx = /

0+(x)VGi(x,y) - Vo(x) dx
R2

—/ o+(x)V( L Go(x,y))-Vv(x)dx,
R2

o+(x)

:/ 0+(x)VGi(x,y) - Vo(x) dx
R2

+ ./1&2 a+1(x)GO(x' y)Voi(x) - Vo(x) dx

—/ VGo(x,y) - Vo(x) dx.
R2

Par définition de G, et Go on a pour tout v € C°(R?)
/ 01 (X)VG.(x, y) - Volx) dx = 0(0),
R2

/ VGo(x,y) - Vo(x) dx = v(0),
R2

on en déduit donc que

1
./RZ 0+(x)VR(x, y) - Vo(x) dx = /RZ ) Go(x, y)Voi(x) - Vo(x) dx.

On obtient alors que

/ div(o4+(x)VR(x, y))v(x) dx = / div(
R2 R2

1
o+(x)

Go(x, y)Voi(x)|v(x) dx.
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On pose f(x) = div( L_Go(x, y)VG+(x)) etona f € LP(R?) pour p < 2. Comme

o4+(x)
Vo est a support compact on en déduit que f est a support compact. Par un

argument de régularité elliptique on montre que x — R(x, y) € leo’ f (R?). Finale-
1

mentona Gi(x,y) = R(x, y) + Go(x, y) dont on va évaluer le comportement

o+(x)
lorsque [x| — +c0. On introduit le domaine ouvert Q, tel que le support de f
soit inclus dans ), et avec QO C Q, et y € Q,. On observe alors que dans Q,,

x = R(x,y) € leo’f (R?) vérifie I'équation

AR =0, dans(Q,,
R = Rlpq,, surdQ,.

On peut affirmer qu'il existe o € H™1/2(9CQ,) tel que
R(x,y) = /a Go(x, y)po(x) ds(x) + 1,
Q,

avec r = /0(2 @o(x) ds(x). D’apres le comportement a l'infini de l'opérateur de
simple couche Sy associé a Gy (voir Proposition 1.2.4) on en déduit que R(x, y) =
O(Go(x, y)) lorsque |x| — +o0. O

Soit @ € H™Y2(dD), ¥ € H™1/2(9Q), on définit les opérateurs de simple couche
suivants [McL00] :

Spelg](x) = /{9 Gulr, gy ds(y), € FAD,

(2.9)
Slyli) = [ Gulr v sy, xeRAI0.
On définit également les opérateurs de double couche suivants :
G+
Dp=[p](x) = / yaDai(y)a—‘(x, y)p(y)ds(y), xeR?\aD. (2.10)
oD ny

Enfin on définit les opérateurs de Poincaré-Neumann suivants :

dG.(x,
kelplo = [ 22D ) asio),

ainsi que leurs adjoints

dG.(x,
Kol = [ 2550y dsty).
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Rappelons au lecteur quelques résultats importants concernant les opérateurs
de simple couche et les opérateurs de Poincaré-Neumann dans les trois proposi-
tions suivantes. Tout d’abord précisons les applications que définissent ces opéra-
teurs (voir [Cos88] Théoreme 1, Théoreme 2 et [McLO0] Théoréeme 6.12, Théoreme
7.1).

Proposition 2.4.2. Les potentiels de simple couche définissent les applications bornées
suivantes

Sp+: H2(0D) - H(Q),
Sao : H2(0Q) —» HY(Q).

Les potentiels de double couche définissent les applications bornées suivantes
Dp+ : HY2(9D) —» HY(Q),
et les opérateurs de Poincaré-Neumann définissent les applications bornées

K. : HY2(9D) — HV/2(9D),
K. : HY2(0D) — H Y2(9D).

Rappelons également les relations de saut satisfaites par les potentiels de couche
(lire [McLOO] Théoreme 6.11 par exemple).

Proposition 2.4.3. Sur la frontiere dD les potentiels de simple couches Sp+ vérifient
les relations

dSp= 1 dSp= 1

(yaDUi)W . = EI + K%, (y&DUi)W i = _EI + K%, (2.11)

et les potentiels de double couche Dp+ vérifient les relations

1 1
Dp=| = =31+ Ks,  Dp:|_ =1+ Ku. (2.12)

De plus on rappelle le résultat suivant (voir [Cos88] Théoreme 2).

Proposition 2.4.4. y,pSp+ : H™/2(dD) — HY?(dD) et y90Sq : H/2(9Q) —
HY2(9Q) sont des opérateurs Fredholm d’indice zéro. 1l sont donc inversibles modulo
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un opérateur compact.

On s’intéresse également au comportement des potentiels de simple couche a
l'infini. Pour cela on on va travailler avec I'espace de Sobolev a poids ‘W' ~1(R?)
défini par (1.33). On rappelle ici sa définition

(Wl,—l(RZ) — {u . 1

T+ [xPlog(2 + |x[2)

Cet espace est approprié pour inverser 1’opérateur laplacien dans un domaine non
borné, cependant il contient les fonctions constantes qui ne décroissent pas a l'infini.
On introduit donc 'espace quotient

W, (R?) = W L(R?)/R.

u € L*(R?),Vu € LZ(RZ)} .

On peut d’abord estimer le comportement des opérateurs de simple couche a
I'infini.

Proposition 2.4.5. Pour ¢ € H™V/2(dD) et € HV/2(dQ) on a

1 1
Sp=[@](x) = oy /31) ¢(y)ds(y)log|x| + O (m) , lorsque |x| — +oo,

1

, lorsque |x| — +oo.
IXI)

Soly1) = 51 [ () dstoglal + 0|

Démonstration. Comme les noyaux G, ont le méme comportement que G a I'infini
on pourra se référer a la preuve de la méme asymptotique pour 1'opérateur Sy
associé a Go (voir Proposition 1.2.4). O

On peut ainsi énoncer la proposition suivante.

Proposition 2.4.6. Les potentiels de simple couche définissent les applications bornées
suivantes

Sp+ : Hy/*(0D) — W (R?),
Sa : Hy*(0Q) —» W (R),

Démonstration. Pour montrer ce résultat il suffit, d’apres le Proposition 2.4.2, de
considérer le comportement de Sp+ et Sq lorsque |x| — oco. En utilisant la Proposi-
tion 2.4.5 et sachant que 'on considére les opérateurs Sp+ et Sq sur les fonctions de

densité 8 moyenne nulle H, v 2(8D) et H, 1/ 2(8(2) on obtient le résultat souhaité. O
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Connaissant le comportement asymptotique de Sp= et Sq on peut utiliser la formule
de Green dans le domaine R?.
1/2

(@D) et ¥ € H,/?

o | (dQ), on dispose des formules de

Lemme 2.4.7. Soit ¢ € H,,
Green suivantes :

/ VSp[@](0)P dx = - / yanSpelpl (@) ds(),
R2 JaD
/ VSaly](? dx = - / yaoSalv](X)v(x) ds(x).
R2 20

Démonstration. Sans perte de généralité on écrire la preuve pour Sq seulement. Soit

Y eH, 2(9Q) et By une boule de R? centrée en zéro et de rayon R tel que Q) C Bg.
Alors on peut appliquer la formule de Green dans Br (en sachant que ASq[y] =0
dans R?) :

IVSalp](x)? dx = - /ao vaaSalpl(x)p(x) ds(x)

as
- [ yaasatvln =2 asco.
9Br n

Br

Comme 1) est a moyenne nulle sur JQ on peut affirmer d’apres la Proposition 2.4.5
que Sa[v](x) = O(1/]x|) et que |VSa[v](x)| = O(1/|x|?) lorsque |x| — +o0. Ceci
permet de prouver que

lim |VSQ[1P](X)|2 dx < +oo,
Br

R—+00
et que
ISaly]
li = V.
Lm . YoaSalpl(x)——(x) ds(x) = 0
Finalement on fait tendre R vers +oco pour obtenir le résultat. m|

En dimension deux le potentiel de simple couche n’est pas toujours inversible mais
on dispose alors du résultat suivant.

Proposition 2.4.8. Les opérateurs Sy : H"/?2(dD) x R — H™/2(dD) x Reet Sq :
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H™Y2(9D) x R — H~2(dD) x R définis par

S, a] = (msm[u] ‘a, /a

D

u(x) ds(x)) ,

Solu,a] = (yaQSQ[u] +a, /aQ u(x) ds(x)) ,

sont inversibles.

Démonstration. La démonstration étant la méme pour les opérateurs S, et Sg on se
limitera a traiter le cas de I'opérateur Sq. D’apres la Proposition 2.4.4 I'opérateur
v9aSa : H2(dQ) — H'/?(dQ) est un opérateur Fredholm d’indice zéro. On peut
donc, d’aprés la Proposition 1.2.9 le décomposer en

)/(QQSQ =S+ K,

avec S : H™1/2(9Q) — H'/?(9Q) inversible et K : H™1/2(9Q) — H'/?(dQ) compact.
On va maintenant prouver que Sq est aussi Fredholm d’indice zéro. Pour cela on
décompose

Salu,a]l = (S[u],a) + (a + K[u], /ag u(x)ds(x) — a) ,

et on remarque que le premier terme de droite est inversible car S I’est et le second
terme est compact car K 1’est. On conclut dongc, en utilisant la Proposition 1.2.9, que
Sq est Fredholm d’indice zéro. Il reste donc a prouver que S, est injectif.

Soit (1, a) € H™/2(dD) x R tel que Sq[u, a] = (0,0), c’est a dire

voaSalul+a =0, et /aQ u(x) ds(x) = 0.

En utilisant la formule de Green du Lemme 2.4.7 et en sachant que

/ VSalul(®)? dx = - / yanSali](eu(x) ds(x)
R2 20
= a/ u(x)ds(x) =0.
Q)

Donc Sq[u] est une constante qui est nulle étant donné le comportement de Sq, a
l'infini. O
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Corollaire 2.4.9. Les opérateurs
Cp-1/2 1,-12 . g-1/2 1,-112
Sp=: Hy '"(dD) = W, (R%), et Sq: H, '"(0Q) — W, (RY),

sont inversibles.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.4.8. m|

Comme les opérateurs de simple couche (2.9) sont continus a travers le bord on
conserve les notations Sp+, Sg et S pour les traces de ces opérateurs y5pSp+, ¥ap So
et v50Sq lorsqu’il n’y a aucune ambiguité. On note Ty p = y9pSa : H/?(dQ) —
H'Y2(dD) et T1 0 = y9aSp+ : H/?(dD) — H'?(dQ). On appelle aussi T2,p 950

= % .
H™12(0Q) — H™Y/2(dD) ou1 nq est la normale au bord dQ orientée extérieurement.

2.4.2 Formule de représentation

Dans toute la suite on choisit de travailler avec des fonctions de densité a
moyenne nulle. Cela permet d’éliminer les constantes lors de I'inversion des opé-
rateurs de simple couche. En voyant les potentiels de simple couche comme des
potentiels électrostatiques cela revient a fixer un niveau de référence pour ces po-
tentiels.

La formule de représentation permet de représenter la solution u du probleme (2.7)
en utilisant des opérateurs de simple couche et s’énonce de la fagon suivante.

Proposition 2.4.10. Soit u la solution de (2.7), alors il existe des fonctions de densité
pt, o € H51/2(8D) et € H(;l/z((?Q) telles que

-l dans D
ux) = 1P [(P+](x) ans D, (2.13)
Sp+[@T](x) + Saly](x) dans Q\D.
Démonstration. C’est une conséquence du Corollaire 2.4.9. m|

Dans la suite nous allons nous intéresser aux fonctions ¢, ¢~ et 1 satisfaisant
I’équation (2.13). Plus particulierement on s’intéresse aux relations vérifiées par ces
fonctions qui sont naturellement imposées par les conditions de transmissions que
doit satisfaire la solution u de (2.7) sur dD et la condition de Dirichlet sur le bord
Q.
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Proposition 2.4.11. Etant donné la valeur g€ Hé/ 2(8()) au bord dQ) on construit u la
solution du probleme (2.7) définie par la formule de représentation (2.13) en déterminant
de maniere équivalente la fonction de densité * comme solution de I'équation intégrale

(L+K+TTio)le"]1=T1gl, sur dD, (2.14)
ainsi que les densités ¢~ , Y vérifiant les relations

¥ =5518] - S5 Tiale™], sur 9Q, (2.15)
¢~ =S5 Sp+[@*]+ S5 TiplY], sur oD, (2.16)

oit les opérateurs 7 : HY/?(dQ) — H™V2(dD), L : H Y2(dD) — H™V?(dD) et
K : H12(dD) — H™Y2(dD) sont définis par

1 yam _ _
T = (—EI + K2)SpLT1,pS5! = (Yapo+)T2,p0Sg, (2.17)
1
L= 5551_(5D+ +5p-), (2.18)
K = (K;.S5h — K-SpL)Sp-. (2.19)

Démonstration. Pour prouver cette proposition nous utilisons les relations de saut,
les conditions de transmission et les conditions au bord énoncées dans (2.7). La
condition de continuité de la solution sur dD se réécrit de la fagon suivante en
terme de potentiels

Sp+lop*]+ T1,p[¢] = Sp-[~] suraD,
et on peut donc déduire ¢~ de @™ et i a partir I'équation :
¢~ =S Sp+ @ ]+ S Tup[y]  surdD. (2.20)

La condition de continuité du flux se réécrit directement en utilisant les formules
de saut (2.11) pour obtenir 1’équation

51+ KDlp™ T+ ToplY] = (31 + Kl @221)

En utilisant la formule de représentation (2.13) de la solution u, la condition de
Dirichlet u = g sur le bord JQ s’écrit

Tiole™]+ Saly] = ¢ sur JQ). (2.22)
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A laide de I’équation (2.22) on déduit ¢ a partir de p* et de g

¥ =S58 - S5 Trale™]. (2.23)

Ensuite en combinant les équations (2.20) et (2.23) on récupere 1'expression de ¢~
en fonction de @™ etde g

¢~ = (SptSp+ = SpiT1,pSo Th,a) [97]+ SptT,nS5 (8] (2.24)

En injectant les équations (2.23) et (2.24) dans ’égalité (2.21) on obtient alors
1 * 1 *yq—1 + +71 _
(EI +K7}) - (_EI +KO)SH-Sp+ | [T+ T T1ole™1=T1g], (2.25)
ot I'on a noté
1 ! -1 -1
T = (_EI + K—)SD—TLDSQ — ()/3DG+)T2,DSQ .

En utilisant les relations de saut (2.11) on obtient enfin I’équation intégrale suivante
vérifiée par ¢+ :

(L+K+TTio)le*]=TIgl

2.5 Preuve du Théoréme 2.3.1

Dans cette partie nous allons étudier en détail I’équation intégrale (2.14).

Théoréme 2.3.1. En admettant que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 (énoncées dans les
parties 2.5.1 et 2.5.2 respectivement) sont vraies on peut affirmer que I'opérateur
T associé au probleme de conductivité (2.2) et défini dans (2.4) est Fredholm
d’indice zéro si et seulement si I’opérateur intégral L est Fredholm d’indice zéro.

Notre stratégie consiste a isoler les opérateurs compacts dans 1’'équation (2.14).
Comme ajouter des opérateurs compact n’a aucun effet sur I'indice de Fredholm
de l'opérateur obtenu il suffit alors d’étudier I'indice de Fredholm des opérateurs
singuliers.

Proposition 2.5.1. 7 est un opérateur compact de H='/?(dD) dans H'/?(dD).
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Démonstration. On remarque tout d’abord que T p et T1,p sont des opérateurs
intégraux compacts de H™1/2(9dD) dans H~1/?(dD). En effet ils sont définis par une
intégrale sur le bord d() mais comme on prend leur trace sur JD les noyaux de
ces opérateurs sont continus. Ainsi ce sont des opérateurs compacts de H=/2(9D)
dans H~1/2(dD). Les autres opérateurs apparaissant dans (2.17) sont bornés ce qui
permet de conclure que 7~ est compact de H™/2(dD) dans lui-méme. O

Remarquons que l'opérateur T1 ¢ est borné et donc que 7 11, est aussi un opéra-
teur compact de H~'/2(9dD) dans H/2(dD).

Connaissant le résultat énoncé dans la Proposition 2.5.1 on se concentre sur le
caractere Fredholm de I'opérateur £ + K. Pour I'étudier il est nécessaire de s’inté-
resser aux singularités des opérateurs de simple couche Sp= et des opérateurs de
Poincaré-Neumann K, que nous avons définis dans la sous-section 2.4.1. Cela fait
l'objet des deux sous-sections suivantes.

2.5.1 Singularité des potentiels de simple couche

Dans cette partie on souhaite prouver que la singularité des opérateurs de
simple couche Sp+ est la méme que celle des opérateurs Va; 57 So respectivement.
Ce résultat est 'objet du Théoreme 2.5.4. Toutefois, pour prouver le Théoreme 2.5.4
on doit admettre la Conjecture 2.5.2 que nous n’avons pas réussi a démontrer. Cette
conjecture affirme la compacité de certains opérateurs intégraux apparaissant dans
la démonstration du Théoreme 2.5.4. La Remarque 2.5.3 explique pourquoi cette

conjecture nous semble correcte.

Conjecture 2.5.2. Les opérateurs Ry définis pour ¢ € H 1 (9D) par

1
Ui(y)

VyedD, Rilpl(y)=- [Rz(ai(y) —04(x))VGo - VSp=[@] dx. (2.26)

sont compacts de Ho_l/Z(aD) dans HY2(9D).

Remarque 2.5.3. Pour montrer que Ry sont des opérateurs compacts de H, 2(9D)
dans H'/?(9D), on peut espérer gagner en réqularité grice au comportement particulier
de Sp+[@]. En effet pour ¢ € Ho_l/z(aD), on sait que Sp=[@] = O(1/|x|) lorsque

|x| — +oo. Toutefois nous ne sommes pas parvenus a démontrer la compacité de R..

On peut maintenant énoncer le théoréme principal de cette partie.
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Théoreme 2.5.4. En admettant que la Conjecture 2.5.2 est vraie on peut affirmer que
les opérateurs de simple couche Sp+ et Sp- vérifient les relations suivantes :

1
SD+ = SO+R+/
YoDO+
Sp- = L So+ R_,
)/aDO‘_

oit Ry et R_ sont des opérateurs compacts de H, Y2(9D) dans HY 2(dD).

1
YoDO+

Avant de prouver ce théoreme on doit vérifier que les opérateurs Sp sont

bornés.

Lemme 2.5.5. ——S, sont des applications bornées de H'/*(dD) dans H'(Q).

YoDOx

Démonstration. Rappelons d’abord que Sy est un opérateur borné de H=/2(9D)
dans H'(Q) (voir Proposition 2.4.2). Il reste donc a prouver que les opérateurs de
multiplication par Gl—i sont bornés de H!(Q) dans H!(Q). Pour cela on considére

la norme H! des quantités Uliu avec u € H(Q). Comme o% appartient a I'espace
L*(Q) le seul terme que 1'on doit traiter en détail est fQ |uVo.|? = fQ Vo |?|ul?
Sachant que 0. € H?(Q) on obtient que Vo, € H(Q). En utilisant I'inégalité de

Holder il vient :
1/2 1/2
/wmﬂmzs (/ |Voi|4) (/|u|4) .
Q Q Q

En utilisant les injections de Sobolev on obtient

21,12 2 2
[ VosPluf < CINGL IR 141 oy

ce qui est suffisant pour prouver le Lemme 2.5.5. m]

Maintenant nous proposons une preuve du Théoréme 2.5.4.

Démonstration du Théoréeme 2.5.4. On s’intéresse a la singularité des fonctions de
Green G.(x, y). On se propose d’approcher G.(x, y) par ﬁ(y)Go(x, y) et on intro-
duit la notation suivante dans ce sens

Gi(x,y) =Gu(x, y) - Go(x, y). (2.27)

1
Ui(]/)
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Par définition, on obtient que pour x, y € R?,
divy(0:(x)VxGi(x, y)) = AxGo(x, y) =0,
qui se réécrit

0+(x)
o+(y)

divy [0+(x)VyGa(x, y)| = divy l(1 - )VxGo(x, y)l . (2.28)

Maintenant on cherche a obtenir une représentation intégrale des opérateurs Sp+ —

LS, afin de prouver que ce sont des opérateurs compacts. Pour cela nous
VoD 0+

allons évaluer ces opérateurs sur une fonction ¢ € H, U 2(8D). Soit les fonctions
v € WLTL(R?) définies par v.(x) = Sp=[@](x) dans R?, vérifiant les équations

div(c.Vvs) =0 dans D etR?\ D,
Vaily = 04| sur dD,
ve — 0.

- [x|—00

Nous pouvons relier ¢ a v, en utilisant les relations de saut de la dérivée normale
du potentiel de simple couche (2.11) au niveau de l'interface :

l aSD+[(p]l+ — O_+aSD¢[(p]

O+ —
on

s | ) n| = (2.29)

1
YoDO+

le terme de gauche de 1'équation (2.28) multiplié par la fonction test v, sur R?, puis
d’appliquer la formule de Green a deux reprises et enfin prendre y € dD. Cepen-
dant on ne peut pas faire les choses de maniere aussi directe car I'intégrale obtenue
est singuliere sur le bord dD. Pour contourner ce probleme on doit travailler avec

Pour faire apparaitre le terme (S D+ — SO) [¢] notre stratégie consiste a intégrer

une intégrale sur D et une autre sur R?\ D. Ensuite on peut alors utiliser la formule
de Green a deux reprises et pour finir prendre la limite quand y € dD. L'utilisation
de la formule de Green dans le domaine D ne pose pas de probléme particulier
mais pour le domaine R? \ D on doit d’abord vérifier les bonnes conditions de
décroissance a l'infini, ce qui fait I'objet du prochain lemme.
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Lemme 2.5.6. On dispose des formules de Green suivantes :
/ _ div [oi(x)VxGi(x, y)] v.(x) dx
R2\D

(x y) ds(x),

= —/ _0+(x)V,Gi(x, y) - Voi(x) dx — / v+(x) y3Do+(x) 8
R2\D oD

et

/ _0+(x)ViGi(x,y) - Vou(x) dx = —/ Gi(x,y) y,;Dai(x)% (x) ds(x).
R2\D oD ni,

Démonstration. Soit Bg une boule de R?, centrée en zéro, de rayon R tel que Q C Bg.
On peut alors écrire la formule de Green dans le domaine borné B \ D :

/ _div [Gi(x)vai(X, y)] v.(x) dx
Br\D

—- [ a8y Vo dx = [ a0 yopoa0 G £|(x, ) dst)
Br\D oD
o [ 0t yapo 5 e ) dsta)
(2.30)

On va maintenant étudier la convergence des différents termes de (2.30) lorsque
R — +o00. Tout d’abord, d’aprées 1'égalité (2.28) on sait que lorsque x # y

div [oi(x)VxGi(x, y)] = div [(1 - ai(x)) V,Golx, y)l
0+(y)
= (1 - (7+(X)) AxGo +Vy (1 - —Gi(X)) -V, Go,
0+(y) 0+(y)
=0
et comme V,0.(x) = 0 a 'extérieur de Q) on en déduit que
lim _div [oi(x)VxGi(x, y)] v+(x) dx < +o00.

R—+00 BR\D

De plus on sait que lorsque |x| — +o0 on a v: = O(1/|x|) donc on en déduit que

lim - 0+(x)VyGi(x,y) - Voi(x) dx < 400,
R—+c0 Br\D
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et

lim v+(x) y,;Da+(x) 8n (x y)ds(x) =

R—+00 aBR

On peut donc passer a la limite R — +oo dans l’equatlon (2.30) et on obtient alors
la formule de Green dans R? \ D. La deuxiéme formule de Green s’obtient de la
méme maniere et se justifie avec les mémes arguments que précédemment. O

Intégrale sur D

Prenons y € R?\ D, on intégre I'équation (2.28) sur D puis on applique la
formule de Green pour obtenir 1'égalité suivante :

/ div [ai(x)VxGi(x, y)] v+(x) dx
D

(x y) ds(x) — /o+(x)Vv+(x) VGi(x,y)dx.

(2.31)
En utilisant une seconde fois la formule de Green et en sachant que div(0.Vv,) =0
sur D il vient

- / 0:(x) yapo+(X) 2
JdD

/ 0:(x)Vos(x) - VGy(x, y) dx = / Ge(x, ) yaDai%(x)ds(x). (2.32)
D aD n_

Enfin en combinant les équations (2.31) et (2.32) on a

/ div [ai(x)VxGi(x, y)] v+(x) dx
D

004
= [ 0s yapos )52 ) ds() = [ Gl ) yanas(11 52| (@) ds(o),

(2.33)

aGi (x, y) lorsque y — y € dD avec

On doit examiner le terme v.(x) yypo+(x)5*

attention. Tout d’abord on peut écrire

(y)

v:(x) VaDO'+(X)

JG, 1 JGy
Ny a+(y) oy

(x y) = 0+(x) yapox(x) (
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Lorsque y — y avec un certain i € dD on peut appliquer les relations de saut (2.12)

et obtenir
;11)1}? - v+(x) yaDm(x)(ai: U+1(y) gGO) (x,y)ds(x)
- (%I + Ki) [0:](y) - 78D§+(~) (11 + Ko) [Yopo+v+](¥) (239

= (K1 = Kop) [Ui](?)

Intégrale sur R? \ D

De la méme maniere on prend y € D et on integre (2.28) sur R2\ D, puis on
utilise la formule de Green a deux reprises (ce qui est correct d’apres le Lemme
2.5.6) et en sachant que div(0.Vov.) = 0 sur R? \ D on obtient I'égalité suivante

/ _div [Oi(x)vai(x/ y)] v+(x) dx
R2\D

= —LD v+(x) y(;Dm(x)a (x y) ds(x) +/(9

(2.35)
Lorsque y — y pour un y € dD donné on peut utiliser les relations de saut (2.12)
pour obtenir 1'égalité suivante :

- /8 o) Yanou(0) 52 e, ) ds() =~ (K =K [od@. 236)

Limite quand y € dD

Maintenant fixons y € dD. En utilisant les relations (2.33), (2.35) et en connais-
sant les limites au bord (2.34), (2.36) on arrive au résultat suivant :

/ div [ai(x)VxGi(x, y)] v+(x) dx :/ Gi(x,vy)
R2 JD

Yopos a;’] ds(x). (2.37)

En utilisant I’équation (2.29) et en remarquant que pour y € dD

! 50) 01(y),

/3D Gi(x, y)p(x)ds(x) = (SDi - m

on obtient pour y € dD

(sDi - mso) [9](y) = /R div 02 (V2 Ga(x, )] a(x) dx.
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Le terme de droite peut étre réécrit a I'aide de 1’équation (2.28) pour arriver a
l'égalité
_ 0+(x)

1 .
(sm_mso) [p](y) = é 2d1v[(1 - (y))vxco(x,w] 0. (x) dx.

On s’intéresse maintenant a 1'intégrale du terme de droite. On se propose de la
mettre sous une forme plus sympathique en utilisant la formule de Green. Toutefois
on ne peut pas appliquer la formule de Green directement au risque d’obtenir une
intégrale singuliere. On doit travailler avec une intégrale sur D et une autre sur
R?\ D, puis appliquer la formule de Green et enfin prendre le limite quand y tend
vers dD. On obtient alors la relation suivante pour y € dD :

[, osx) __ [ (-0 .
[delv l(l Gi(y)) V,Gol(x, y)l ve(x)dx = /Rz(l Gi(y)) VGy - Vo, dx.

Finalement pour un vy € dD fixé il vient

B 1 __ _ 0x(x) )
(SDi o) 50) [¢1(y) /Rz (1 Oi(y)) VGo - Vo, dx 238)
= _o+1(y) ]/Rz(ai(y) —04(x))VGp - Vo, dx.

On note R les opérateurs définis pour ¢ € H, Y 2(dD) par
1

Yy €dD, Ri[pl(y)= "o

/R (0:(y) = 02(x)VGo - VSp:[p] dx.  (239)

Ainsi pour y € dD

1
(sDi _ mso) [01(y) = Ralgl(y).

En utilisant la Conjecture 2.5.2 on obtient le résultat souhaité. m|

2.5.2 Singularité des opérateurs de Poincaré-Neumann

Notre objectif dans cette partie est d’étudier 'opérateur
K = (KSph — K2Sph)Sp+ = K — K-Sl Sp-.

Le premier résultat que nous allons démontrer concerne la singularité des opéra-
teurs de type Poincaré-Neumann K7, et fait ’objet du Théoreme 2.5.9. Toutefois
pour prouver ce résultat nous devons admettre la Conjecture 2.5.7 que nous n’avons
pas réussi a démontrer. La remarque 2.5.8 explique pourquoi cette conjecture nous
semble vraie.
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Conjecture 2.5.7. Les opérateurs R définis pour W € H1/2(9D) par

1

Vy €dD, R:[¥](y)= “oi)

‘/Rjz(ai(y) - Ui(X))VGO -VDp-= [\II] dx. (2.40)

sont compacts de H™Y/?(9D) dans H'/?(9D).

Remarque 2.5.8. La Conjecture 2.5.2 affirme que les opérateurs R sont compacts de
H, v 2((9D) dans H'2(dD). Comme les opérateurs R. et R. ont une forme tres proche
et que pour W € HV/2(9D), la fonction w.. = Dp=[V] présente la méme décroissance
que v a l'infini, a savoir w4 (x) = O(1/|x|) lorsque |x| — +o0, on s’attend a ce que la
preuve de compacité de Ry soit trés similaire a celle de Ry. A noter que pour Ry on a pas
besoin d’imposer que W soit a moyenne nulle pour avoir une décroissance suffisante de
wy a U'infini. Tout comme pour R, nous ne sommes pas parvenus a montrer la compacité
de R, de H"Y2(9D) dans HY2(dD).

On peut maintenant énoncer puis démontrer le Théoreme 2.5.9 qui traite de la
singularité des opérateurs K.

Théoréme 2.5.9. En admettant que la Conjecture 2.5.7 est vraie on peut affirmer que
les opérateurs K — K sont compacts de H ~1/2(9D) dans H=1/2(9D).

Démonstration. La stratégie que nous proposons pour prouver ce théoréme est tres
proche de celle utilisée dans la preuve du théoreme 2.5.4. On multiplie le terme de
gauche de I’équation (2.28) par une fonction test soigneusement choisie et ensuite
on integre en utilisant la formule de Green pour faire apparaitre les opérateurs K7,
et Kj. Soit W € HY2(9D), on définit les fonctions tests w, = Dp=[¥V] € H(D) U

H'(R?\ D) vérifiant les équations

div(6.Vws) =0, dans D U (R2\ D),
[we]f = -V, sur dD,

9 dw. *
[yapaia—n—] =0, surdD,

wy — 0.
|x|—>+00

Comme on l’a fait dans la preuve du Théoreme 2.5.4 on multiplie le terme de
gauche de (2.28) par w. et on integre sur D et R? \ D.
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Intégrale sur D

Commengons par nous intéresser a l'intégrale sur D. Pour un y € R? \ D fixé on
applique la formule de Green a deux reprises pour obtenir la relation suivante :

Ldiv [oi(x)VxGi(x, y)] wi(x)dx = ‘/a yapm(x) (x y) wi|(x) ds(x)
_/a Gi(x,y) ()/gpm(; )(x) ds(x)+/Gi(x, y)div[oL(x)Vw.(x)] dx.
(2.41)

Par définition de w. on sait que div [0+ (x)Vw.(x)] = 0 dans D et en utilisant les
définitions (2.10) des potentiels de double couche on peut réécrire I'équation (2.41)

pour y € R\ D :

/ div [ai(x)VxGri(x, y)] wa4(x) dx
D

1
:Diw+_ _—D O+ W+|_
D= [w=| 1 (y) o) 2" lyapos w.|_] (y)
w4
_ /a Gz ( o ) (x) ds(x).
(2.42)
Examinons attentivement le terme Dp-+ [w.|_] (y) — VaD0+(y)DO [)/aDGJ, Wa|_ ] (y)

lorsque y tend vers dD. Fixons un certain y € dD. En connaissant les relations de
saut (2.12) pour le potentiel de double couche on fait tendre y vers y pour obtenir

‘ 1
;L}r%@pi [ws]-](y) - mﬂo [yopos wal_]
1 1 1
B (_EI ’ K+) A e ("I ’ KO) [yavos wel-| @
1
= Ke[ws|_](y) - —)/aDGi(}?)KO [VaDGi wil—] ()

(2.43)

Intégrale sur R? \ D

De la méme maniere on fixe y € D puis on multiplie le terme de gauche de
l'équation (2.28) par w. et on intégre le tout sur R?\ D. Ensuite on utilise la formule
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de Green a deux reprises et il vient

/ _div [ai(x)VxGi(x, y)] ws(x)dx = —/ yapm(x) (x y) w(x)|, ds(x)
R2\D

+/ Gi(x,vy) (yaDai(x) ds(x)+/ _ Gu(x,y)div[os(x)Vws(x)] dx.
oD R2\D

oW,
ony ||,
(2.44)

Comme div [04(x)Vw.(x)] = 0 dans R2 \ D et en utilisant a nouveau les définitions
(2.10) on obtient pour y € R\ D

[ [o¥ae )]s
R2\D

= _DDi [wi|+] (y) + z)0 [yaDGi wi|+]

Yop0o=(Y)

+ [ Gty (m)ai(x)%) ds(x).

+
(2.45)
En prenant i € dD et en faisant tendre y vers y puis en utilisant les relations de
saut (2.12) on peut écrire que

lim —Op= [ws|, ] (y) + Dy [)/aDGi wi|+]

1
y—y Yopo+(Y)
= - (11 + Ki) [wel J(Y) + ———= . (11 + KO) [yapox wel, | ()

2 VZ) 0+(~)

= -Ki[ws|,](y) + ——=Ko [VaDGi wi|+] ).

YoDO+ (7
(2.46)

Limite quand y € dD
Maintenant on fixe y € dD et on additionne les relations (2.42) et (2.45). En

+
utilisant les valeurs limites (2.43), (2.46) sur dD et connaissant que [VaD O+ %] =0

sur dD et W = w,|, — w.|_ on obtient alors que

Ko [yapo=¥] (y).
(2.47)

_ o I
[RZ div [ai(x)VxGJ_,(x, y)] wy(x) dx = —-K [W](y) + N
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On s’intéresse au terme de gauche de cette égalité et on sait déja d’apres 1’équation
(2.28) que pour x, y € R? avec x # y

_ 0+(x)
Ui(]/)

Comme on I'a déja fait auparavant on multiplie 'équation (2.48) par w., on l'integre

sur D et R?\ D puis en appliquant la formule de Green & deux reprises et en prenant
la limite y € dD on obtient

div [oi(x)VxGi(x, y)] = div l(l ) V.Gol(x, y)l . (2.48)

/ div [(L_,(x)VxGi(x, y)] w+(x) dx
R2
. (2.49)
- [ |- 22 e o) s + Retwio,
oD My _

Yap0o+(Yy)
ot1 les opérateurs R sont définis pour W € H™/2(9D) par
1
0+(y)

Il est intéressant d’observer que ces opérateurs ont une forme quasi-identique aux
opérateurs R, définis dans la preuve du Théoréme 2.5.4 a 1’équation (2.39).

Vy €dD, Ru[¥](y)=-

/Rz(di(y) — 0.(x))VGy - VDp=[W]dx. (2.50)

Remarque 2.5.10. Dans la définition (2.50) de Ry on remarque que VDp:[W] ¢

L2(R?) a cause de la discontinuité sur dD. Cependant VDp:[W] € LA(D) et VDp=[W] €
L2(R2\ D). Ainsi les opérateurs Ry sont bien définis i condition de séparer I'intégrale

sur R? en une intégrale sur D et une autre sur R? \ D. Par soucis de simplicité on

conservera malgré tout la méme notation pour R..

On observe pour y € dD que

_ VaDﬁi(x)) dGo r
/aD (1 Yop0ox(y) ) dny (%, y)w=(x) _ds(x) (2.51)
1
= —Ko[W](y) + mKO[VﬁDGi\I”](y)/

et en combinant cette équation avec (2.47) on obtient pour y € JD la relation
suivante

Ki[W](y)- Kolyoapo+W](y)

Yopo+(Y)

1
= Ko[W](y) - Y

N (2.52)
Ko[yapo=W](y) — R<[W](y).
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Autrement dit _
K. [W](y) - Ko[W](y) = =R+ [W](y). (2.53)

Etant donné 1’équation (2.53) et en admettant la Conjecture 2.5.7 on peut donc
affirmer que les opérateurs K. — Ko sont compacts de H~'/2(9D) dans H/2(dD). De
plus on sait qu'un opérateur est compact si et seulement si son adjoint est compact.
On peut alors conclure que les opérateurs K% — K{; sont compacts de H ~1/2(9D)

dans H™1/2(9D). O

Concentrons nous maintenant sur 1’étude de la singularité de I'opérateur K défini
dans la Proposition 2.4.11. La Proposition 2.5.11 décompose 1'opérateur K en un
opérateur compact plus un opérateur singulier fortement lié a K§.

Proposition 2.5.11. On suppose que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 sont vraies, alors
pour ¢ € Ho_l/z((?D) et pour tout y € dD

Klpl(y) = Ky l(l - ;aDG_) (Pl (y) + Qlel(y), (2.54)

DO+

avec Q un opérateur compact de H,, Y *(9D) dans H, Y 2(9D).

Démonstration. En admettant que la Conjecture 2.5.2 est vraie on peut utiliser le
Théoréme 2.5.4 pour affirmer que

1

SD+ = 50+R+,
YoDO +
1
SD— = 50+R_,
YoDO -

ol R, et R_ sont des opérateurs compacts de H, 1 2(8D) dans H'/2(dD). On écrit
alors pour ¢ € HY/2(dD) que

1\ R
SpL[] = (mg_so) (I+R_(mo__so) ) (6]
= Sy [yapo-¢] + Qil],

ot Q1 est un opérateur compact de H/2(dD) dans H 172

o | (dD). Ensuite on écrit pour
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NS H0_1/2(8D) que

Sp-Sp+[pl = (S5 yapo- + Q1) ( 10 So + R+) [¢]
) Voo (2.55)
= (S 'yapo-) (m)(7+ So) [p] + Qale],

avec Q) = Salyapo_R+ + Q1 VaDO So + Q1R+. Comme Qg et R, sont des opérateurs

compacts, on en déduit que Q, est aussi un opérateur compact de H,, 172 (dD) dans

_1/ ?(9D). Pour ¢ € H, 12(9D) on procede a la manipulation d’écriture suivante

1 1 1 1
S =S + S -S ,
(78D‘7+ 0) [(P] 0 78D0+(P] (VaDU+ O[(P] 0 IV&DG+(P])

et pour y € dD on note

1
Qulpl) = (L =sulol = 80| o | )

YoDO +(y)
VaDG+(y)_/ ( Yoo+ (x ))Go(x, y)p(x) ds(x).

L’équation (2.56) définit 1'opérateur intégral Q3 dont le noyau est continu car
0, LI _ 1
oy € CV% Ainsi Q3 = . WDG

dans H'/?(dD). On en déduit donc que pour @ € H0_1/2(8D)

(2.56)

So — So est un opérateur compact de H,, Y *(0D)

1 1
S =S + . 2.57
(s ol =5 || + Cule @57
Identiquement on obtient pour ¢ € H,, 2(9D)
( : s)[]—s| |+ Qilp) 2.58)
yapo— 0| V1T 0 [Yapa P TP '

est un opérateur compact de H v 2(&D) dans H'/2(aD).

So — So

ot Q4 = VaDO ya o
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Ensuite on écrit pour ¢ € H'/?(dD) que

-1

-1
( 1 50) (6] = [ So— +Q4) (6]

YoDO - YoDO -

1 \7! 1\
= (So ) (I + Q4 (50 ) ) [¢] (2.59)
YoDO - YoDO -

1
V&DO—

-1
) [¢] + Q5[]

ol Q5 est un opérateur compact de H 1/2(9D) dans H, 1 2(o"D) car 'opérateur Q4
I'est. En utilisant les résultats (2.57) et (2.59) dans 1’équation (2.55) on écrit pour

(NS Ho_l/z(aD) que

Sp-Sp+l@l = (yapo-Sy' + Qs) (50 ot Q3) [p] + Qal¢]

1
- oS- 1g + (2.60)
Yapo-S, O[VaDm(P] Qsle]
:yapﬁ_

YoDO+

¢ + Qsle],

ou Q6 = yapo-Sy 1Q;5 + QsSy VaDG + Q5Q3 est un opérateur compact de Ho_l/z(c?D)

dans H;, 172 (dD). En utilisant (2.60) dans la définition (2.19) de I'opérateur K il vient

= (K Sph — K*Sp)Sp+ = K = K* Sl Sp-

- K, — K" (M’ I+Q)
YoD O+
* * )/aDG— *
=K, - K~ + K Qg.
+ YoDOs Q6

En admettant que la Conjecture 2.5.7 est vraie on peut utiliser le Théoréme 2.5.9
pour affirmer que pour ¢ € H, Y 2(9D)

7<[<p]=1<5[( rop? ) ] +Qly (2.61)

YoDO +

Avec Q un opérateur compact de H, Y 2(8D) dans H, 1 2(8D). Ceci conclut la preuve
de la Proposition 2.5.11. m|
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2.5.3 Singularité de 'opérateur intégral

On a montré dans la Proposition 2.4.11 que la caractere bien posé du probleme
de conductivité (2.2) est équivalent au caractere bien posé de I’équation intégrale

(2.62) pour " € Ho_l/z(aD) etg € Hé/z((?Q)
(L+K+TTia)le"]=T1gl (2.62)

On s’intéresse alors aux conditions suffisantes pour que 1’'opérateur intégral £ +
K + T T1,q soit Fredholm d’indice zéro. On sait d’apres la Proposition 2.5.1 que 7
est un opérateur compact de H~/2(dD) dans H™Y/2(dD). Ainsi il suffit d’étudier le
caractere Fredholm de l'opérateur L + K.

Proposition 2.5.12. On suppose que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 sont vraies. Etudier
le caractere Fredholm de I'opérateur L + K est équivalent a étudier celui de I"opérateur

Lo : Hy*(9D) — HY2(9D) défini par

Lo = Al - K, (2.63)

Vy € aD’ A(X) — % (V&DG_ + V&DG+) x)

YoDO—- — VoDO+

Démonstration. En utilisant I’équation (2.60) on peut affirmer que

1

1 o—
L£=5(lo+55"Sp7) =5 (1 e

YoDO +

)10+Q6,

avec Qg un opérateur compact de H,, Y %(9D) dans H™Y/2(9D) et I est I'injection

naturelle de H,, 1 2(8D) dans H~Y/2(9D). En utilisant la Proposition 2.5.11, sachant
qu'on a supposé que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 sont vraies, on obtient pour

¢ € Hy'*(9D) que
)/aDG_
1 —
( 78D0+) 4

ot C est un opérateur compact de H,, 1/ 2(07D) dans H™1/2(9D). Comme 1'opérateur

)/(QDG_
YoDO +

L+ Hp] = & (1 . +Clgl,

2

)Io[@] +Kj

_ Yopo-
YoDO+

1 VaD0—+7/aDU+) ) l( VaDG—)
L+K)[p]=-|= Io— K| |[1-
( o] (2 ()/apo— —yapos) 0 0 vonos ) ¥

de multiplication (1 ) est inversible (04 # 0_) il vient

+ Clo].
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Comme ajouter un opérateur compact a un opérateur ne modifie pas 1'indice
Fredholm de ce dernier (voir Corollaire 5.12 dans [KMK89]), on se ramene a 1’étude

de I'opérateur Lo : Hy /(D) — H™/2(9D)

1 (VaDG— + Yop0+
Lo=3

Io— K: = Al — K&
2 )/aDG-—yaDm) 07 %0 070
O

Le Théoréme 2.3.1 est une conséquence des Propositions 2.4.11, 2.5.1 et 2.5.12. 11
reste alors a étudier l'opérateur Ly pour déterminer sous quelles conditions cet
opérateur est Fredholm d’indice zéro, ce qui fait 1’objet de la partie suivante.

2.6 Inversibilité de 1’équation intégrale

Pour étudier Ly : H, 2(9D) — H~Y2(dD) on va se contenter de I'étudier

comme un opérateur de H ~12(9D) dans H™1/2(dD). Pour cela il est nécessaire
d’introduire M, l'opérateur de multiplication par A(x) et de prouver que M, est
bien défini comme un opérateur H~/?(dD) — H~/2(dD).

Lemme 2.6.1. Sachant que A € L*(dD), les affirmations suivantes sont vraies :
e M, : HY/2(9D) — HY?(9D) est un opérateur borné,
e M, : HV/2(dD) — H~Y2(dD) est un opérateur borné.

Démonstration. On s’intéresse d’abord a l’opérateur de multiplication u — Au de
H'(Q) dans H'(Q) et on montre que pour u € H'(Q)

[[Aullmnq) = lIAullz) + IV(AW)|r2q)
< [[Ml=@llull2) + 1u VAl ) + [IAVU]]12q)
< M= llullr2@) + 1u VAl q) + A @) VUl lr2q)-

En utilisant I'inégalité de Holder on prouve aussi
VA2 ) < ullizre @yl VA lr2i0-aq)-
Comme VA € HY(Q) et u € H(Q) on en déduit que

A ullgq) < Callullg @),
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et donc que u — Au de H(Q) dans H'(Q) est borné.

Soit E : H'/2(9D) — H'(Q) un opérateur d’extension bornée, on vérifie facilement
que M, : H/?(dD) — H'Y2(dD) est tel que Mu = y9p(AE(u)) et par composition
d’opérateurs bornés on en déduit qu’il est lui-méme borné.

M, est bien défini au sens des distribution de la maniere suivante avec f €
H™Y2(dD) et h € HY/?(dD):

(Ax) f(x), h(x))=1/2,1/2 = (f (x), A(x)R(x))-1/2,1/2,

ot (., .)_1/2,1/2 est le crochet de dualité de H ~12(9D), H'2(dD). Comme I'opérateur
A(x)h(x) est bien défini de H'/2(9D) dans H'/2(dD) on en déduit que A(x)f(x) est
bien défini de H-Y/2(dD) dans H=1/2(aD). O

On peut alors énoncer le théoréme principal qui discute du caractere Fredholm de
I'opérateur Ly.

Théoréme 2.3.2. En admettant que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 sont vraies on
peut affirmer que si I'image de A(x) n’intersecte pas le spectre essentiel de 1'opé-
rateur de Poincaré-Neumann K alors L est Fredholm d’indice zéro.

Démonstration. Par définition du spectre essentiel, Ly est Fredholm d’indice zéro si
et seulement si 0 ¢ 0,55(Lo). Examinons alors le spectre essentiel de Lo = Al — K- 11
est prouvé dans le Corollaire 3.3 de [Ros56] et dans [AC]J12, LR59] que le spectre
essentiel de deux opérateurs A et B qui commutent satisfait o,s5(A + B) C 0¢s5(A) +
Oess(B) ={a+b,a € g,55(A), b € gess(B)}. Nous devons donc juste vérifier que Kj

et M, commutent. Ecrivons pour ¢ € H™1/2(9D)

(x —y,n(y))

- yP @(x) ds(x).

K:[Ag] — A()K:[] = /8 (A= 2w)

Comme A € C%* on en déduit que I'opérateur intégral dans le terme de droite
est compact de H™'/2(dD) dans H™'/?(dD). Ainsi Kj et M) commutent modulo un
opérateur compact, ce qui est suffisant d’apres le Théoreme 1.2.8 (un opérateur
compact n’ayant pas de spectre essentiel). Donc nous obtenons

Oess(AL — KS) C Oess(Mp) — Gess(Ka) ={m—k,m € 0,5s(M)), k € Gess(KS)}-

D’aprés le Théoreme 4.3 dans [BM09] on sait que le spectre essentiel de M, est égal
a l'image essentielle de A(x) définie par

Ze(A) ={y e R,V >0, u({x : |[A(x) —y| <n}) > 0}, (2.64)
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ou u est la mesure de Lebesgue. Ici A € H %+“(8D) c C%(9D), donc le spectre
essentiel de M, est simplement I'image de la fonction A(x). Finalement on peut
énoncer que L est Fredholm indice zéro sous la condition suffisante que I'image
de A(x) nintersecte pas 0.s5(Kj) car dans ce cas 0 ¢ 0,5s(AI — K{). O

Remarque 2.6.2. Le spectre essentiel de K est tel que [Cos15]

e 0ess(Kj) = {0} pour un bord oD de régularité €.

e Pour un bord dD de régqularité lipschitzienne on a 0ess(KG) € ]=ro, 70l C
1-1/2,1/2[. Plus précisément il est prouvé dans [PP14] que pour un bord po-
lygonal dont les angles sont notés 0 < 6; < 7 pour 1 < j < N (et véri-
fiant Z;il(rc - 0j) + m+ Oy < 2m) alors aess(K’(‘)) C |-rog, ro| avec vy =

1-06; <1/2.
121]%( j/m) <1/

Remarque 2.6.3.

e Pour un bord de régularité € le spectre essentiel 0,5 s(K{) se réduit a I'ensemble
{0} et le Théoreme 2.3.2 s’écrit alors : si % # —1 sur dD alors Ly est Fredholm
d’indice zéro.

o Le Théoreme 2.3.2 reste vrai lorsque I'image de A(x) est remplacée par I'image
essentielle de A(x) définie dans (2.64). Dans notre cas I'image essentielle de A
est simplement son image. Cependant cela suggere que I'on pourrait améliorer
notre résultat en requérant une régularité plus faible sur les coefficients o telle
que l'image essentielle de A ne soit plus simplement son image. Si on suppose que
le Théoreme 2.3.2 est toujours vrai pour o4 € L®(R?), alors Ly reste Fredholm
d'indice zéro lorsque A(x) appartient a oess(Ky) pour x dans n'importe quel
ensemble dont la mesure de Lebesgue est nulle. En d’autres termes il serait permis
d’avoir des valeurs critiques de A sur un ensemble dénombrable de points o le
probleme serait localement mal-posé mais serait toujours globalement bien-posé au
se;;/s Paredholm. De plus pour un bord de régularité €1 le Théoreéme 2.3.2 sécrirait :

: YoDO+

si - # —1 presque partout alors Ly est Fredholm indice zéro. Cependant il y a

peu d’espoir que les Conjectures 2.5.2 et 2.5.7 restent vraies lorsque 5. € L™ (R?) a
cause d'un manque de régularité pour prouver la compacité de certains opérateurs.
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Conclusion

Le Théoreme 2.3.2 stipule que le probléme (2.1) est Fredholm sous une certaine
condition et en faisant I’hypotheése d'un bord dD lipschitzien avec des coefficients
de permittivité dans 1'espace H?(Q)). Cette condition fait intervenir les valeurs des
coefficients 0. localement a l'interface dD et le spectre essentiel de I'opérateur de
Poincaré-Neumann pour le laplacien, ce dernier ne dépendant que de la géométrie
de l'interface. Comme cette condition a la particularité d’étre locale a l'interface
cela confirme 1'idée physiquement intuitive que les valeurs de o4 loin du bord JD
n’ont pas d’influence sur le caractere Fredholm du probleme (2.1).
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3.1 Introduction

L’opérateur de Poincaré-Neumann défini dans 1.5 intervient, entre autres, dans
’étude des problémes de transmission pour I’équation de conduction ot1 la conduc-
tivité change de signe a l'interface. Le caractere bien posé de ce probleme est
intimement lié au spectre de 1'opérateur de Poincaré-Neumann. Ce dernier ne dé-
pend, par définition, que de la géométrie du probléme et dans certains cas simples
on peut déterminer son spectre explicitement [Kan15]. Pour un cercle on rappelle
que son spectre est réduit a {0}. Dans le cas d’une ellipse de grand axe a et de petit
axe b, les valeurs propres sont

n
Anzl(”_b) Con=12,..

2\a+b

On peut également déterminer explicitement les valeurs propres lorsque le do-
maine est un ellipsoide ou une boule de R>.

En général on ne connait pas explicitement le spectre de I'opérateur de Poincaré-
Neumann et on peut recourir a des méthodes numériques pour le calculer. Dans
[BTT16] le spectre de 1’'opérateur de Poincaré-Neumann est calculé a I'aide du
principe du min-max pour deux inclusions proches. On peut également construire
un équivalent discrétisé de cet opérateur a partir de sa définition variationelle 1.3.1
et calculer son spectre avec des méthodes d’éléments finis classiques. Cependant
on dispose pas de résultat général garantissant que les valeurs propres calculées
numériquement avec ces méthodes d’élément finis convergent vers les valeurs
propres théoriques de I'opérateur lorsque la finesse du maillage augmente. En
effet, lorsque 'opérateur de Poincaré-Neumann est compact les méthodes clas-
siques d’approximation du spectre [BO91, Bof10, DAA*99] permettent d’obtenir
la convergence du spectre sous-réserve que la famille des opérateurs discrétisés
soit collectivement compacte. Divers travaux ont été effectués sur la convergence
des méthodes de Galerkin pour les problémes de transmission pour 1’équation de
conduction ou I'opérateur de Poincaré-Neumann intervient naturellement. Dans
[DCJZ10], les auteurs développent la méthode de la T-coercivité pour une interface
polygonale et il est prouvé que si le contraste est assez grand le probleme est bien
posé. Du point de vue numérique on peut utiliser la méthode de la T-coercivité
en rajoutant une hypothese sur le maillage et prouver le caractere bien posé du
probleme de Galerkin conforme. Dans [NV11], les auteurs utilisent la technique
de la T-coercivité pour une interface polygonale et prouvent que le probleme de
transmission est bien posé si le contraste est assez grand mais sans condition parti-
culiere sur le maillage. De plus la méthode de Galerkin conforme est bien posée
dans ce contexte et les auteurs énoncent une estimation d’erreur a posteriori entre
u et uy ce qui garantit la convergence de la résolvante. Dans [DCC18] les auteurs
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étudient, a I'aide de la T-coercivité la convergence des méthodes d’éléments finis
pour le probleme de transmission pour les interface polygonales (avec des coins). Ils
établissent des estimations d’erreur optimales lorsque le contraste est assez grand
pour que le probleme soit bien posé.

Dans ce chapitre on se propose d’abord de construire un équivalent discrétisé Ty,
de I'opérateur de Poincaré-Neumann continu Tp a partir de sa définition variation-
nelle 1.3.1. Puis on construit une transformation permettant de comparer le spectre
de ces deux opérateurs. L’étape suivante consiste alors a comparer le spectre de
ces deux opérateurs afin d’obtenir un résultat de convergence des valeurs propres
de I'opérateur discrétisé T}, vers celles de I'opérateur continu Tp. Notre idée pour
démontrer ce résultat de convergence était d"utiliser le principe du min-max. Ce-
pendant cette approche ne permet pas de conclure directement comme expliqué
dans la Remarque 3.4.7. Ce résultat est donc laissé sous forme de conjecture, a savoir
la Conjecture 3.2.1. En admettant cette conjecture on prouvera la convergence de
la résolvante du probléme discrétisé vers celle du probléme continu. Pour finir on
formulera la méme conjecture dans le cas d’un domaine non-borné.

3.2 Résultats

On se place dans un domaine borné () et on suppose qu’il contient un sous-
domaine D de bord régulier C2. On commence par définir une version discrete de
I'opérateur de Poincaré-Neumann variationnel. Pour cela on équipe le domaine Q,
dont le bord est supposé polyédrique, d’un maillage triangulaire 7, = {Tk }r=1, _n;
le parametre /1 décrivant la taille des triangles, plus précisément h est la longueur
maximale des arétes du maillage 7j. Pour des raisons de simplicité on fait I’hy-
pothese non-essentielle que 7}, est conforme avec le domaine Q) et qu’il est aussi
conforme au domaine D, c’est a dire qu’il contient une discrétisation de D notée
Dy,. On suppose aussi que la triangulation est réguliére, c’est a dire que pour tout
triangle Ty € 7}, le ratio |Tk|/h est borné par une constante indépendante de Ty et
de h ot |Tx| désigne le volume du triangle. On suppose aussi que le maillage du
bord dD noté dDj, en fait une bonne approximation, plus précisément :

Tout les sommets du bord polygonal dDj, sont sur dD, (3.1)
Soit Vj, I’ensemble des fonctions affines par morceaux sur le maillage 7}, :
Vy = {uh € Hé(Q), up|r, est affine pour k =1, ...,Nh} ,

et on note
V}? = {uh eVy, up= Osur&Q}.
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On équipe l’espace V), du produit scalaire de Hj(C2) défini dans (1.14). On définit
alors Ty, : V,, — V}, tel que pour tout uy, € Vj, Tuy est 'unique élément de V),
vérifiant :

Vvh eVy, / V(Thuh) . VTJh dx = / Vuh . Vvh dx. (3.2)
Q Dy,

L'existence et 'unicité de T}, sont les conséquences du Théoréme de Riesz. On note
(/\}f)k21 les valeurs propres de l'opérateur Tp et (/\,Jc—' h)k=1/~~-/Nh celles de I'opérateur
Ty, ot la numérotation est celle présentée dans 1.27'et 1.28. On peut alors conjectu-
rer que les valeurs propres de I'opérateur discrétisé T, convergent vers celles de
I'opérateur Tp défini dans 1.3.1 lorsque & tend vers 0, c’est I'objet de la Conjecture
3.2.1.

Conjecture 3.2.1. Les valeurs propres de 1'opérateur discrétisé T convergent
vers celles de I'opérateur continu Tp lorsque i — 0. En d’autres termes pour
toutl <k < Npona

|Aih - /\ﬂﬁ Cih,

ot la constante Cx dépend de l'indice k.

Nous n’avons pas réussi a démontrer entierement cette conjecture, cependant
ce chapitre propose une méthode prometteuse comme expliqué dans la Remarque
3.4.7.

On s’intéresse maintenant a la convergence de la résolvante. Soit f € H }(Q) et
g € Hj(Q) le représentant de Riesz associé. Pour un certain A ¢ o(Tp) on considere

I"'unique solution u € HS(Q) du probléeme suivant
Au—Tpu = g. (3.3)

Soit Aj, une suite réelle telle que A, — A lorsque i — 0 et g, € Hj(Q)) une suite de
discrétisation de g vérifiant

llg - gh”H(l)(Q)—’ 0; (3.4)

On pourra, par exemple, prendre g5 comme l'interpolation affine par morceaux de
g. En admettant la Conjecture 3.2.1 on sait que 1’équation

Apuy = Thuy = g (3.5)

admet une unique solution dans V}, pour h assez petit. On souhaite prouver la
convergence de I'opérateur résolvant discret, a savoir (A,Id —T;) ™!, vers 'opérateur
résolvant continu (AId — T;)™!. En d’autres termes on peut prouver la convergence
de uy, vers u sous réserve d’admettre la Conjecture 3.2.1. C’est 1’objet du théoréme
suivant.
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Théoréme 3.2.2. En admettant la Conjecture 3.2.1 on peut affirmer qu’il existe
une constante C indépendante de / tel que

e = iy < CUA = Anl+11g = gallig+h)-

On peut formuler un résultat similaire a la Conjecture 3.2.1 lorsque le domaine
est non-borné. En notant T 'opérateur de Poincaré-Neumann défini sur un do-
maine non-borné, introduit dans la Proposition 1.4.3 et en admettant qu’on arrive a
construire un opérateur discrétisé T’f) associé (voir Section 3.6.3) on peut énoncer la
conjecture suivante.

Conjecture 3.2.3. Les valeurs propres de l'opérateur discrétisé T;‘D convergent
vers celles de 'opérateur continu T} lorsque i — 0. Plus précisément, pour tout
1 < k < Nj, et pour h assez petit on a

|AE, = Af|< Cih,

ol la constante Cy dépend de 'indice k.

3.3 Etude préliminaire de 1'opérateur de Poincaré-Neumann
discrétisé
Dans cette partie nous allons nous intéresser aux propriétés de I’opérateur Tj,.
La Proposition 3.3.1 est une version discrete de la Proposition 1.3.5 et décompose
le spectre de T}, en isolant les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 0
et 1 d"un autre sous-espace noté b, dans la proposition. Des lors il reste a étudier

I'opérateur T}, restreint a ce sous-espace. On omet la preuve de la Proposition 3.3.1
car celle-ci est quasi-identique a celle de la Proposition 1.3.5.

Proposition 3.3.1. L'espace V), admet la décomposition orthogonale suivante :

V= Ker(Ty,) @ Ker(I — Ty,) @ by,

o Le noyau Ker(Ty,) s’écrit :

Ker(Ty,) = {u, € Vi, uy = constante sur Dy} . (3.6)
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o Le sous-espace propre Ker(I — T,) est tel que :

Ker(I - Ty) = {uh e Vy, up =0surQ\ D_h} . (3.7)
o L’espace by, est I'ensemble des fonctions uy, € Vy, qui satisfont les trois propriétés
suivantes :
Vo, € V) (Dy), Vuy, - Vo, dx =0, (3.8)
Dy,

Vo, € V(Q\ Dy), Vuy - Vo, dx =0, (3.9)

O\Dy,
Vuy, - V) dx =0, (3.10)

O\Dy

] wg I'unique fonction de Vy, tel que wy, = 1 sur les sommets du maillage de Dy,
noté T,(Dy,), et vaut 0 ailleurs.

Remarque 3.3.2. Les propriétés (3.8) et (3.9) sont les versions discretes des conditions
d’harmonicité de la Proposition 1.3.5, a savoir —Au = 0 sur D et —Au = 0 sur Q\ D
respectivement. La propriété (3.10) est quant a elle la version discréte de la propriété

Jdu _
oD W|+ ds = 0.

On défini I'ensemble des potentiels de simple couche discret par
SLy = {uy € Vy,, uy, vérifie (3.8) et (3.9)} . (3.11)

Il s’agit de la version discrete de I'ensemble SLp défini dans (1.19). Le premier
résultat dont on dispose sur 1'opérateur discret T}, est le suivant.

Lemme 3.3.3. Soit u € Hg(Q), on considere une suite uy, € V), telle que uy, — u
fortement dans H}(Q). Alors Tyuy, — Tpu fortement dans HY(Q).

Démonstration. On note I}, : Hé(Q) — V3 (Q) I'opérateur de projection de Galerkin
tel que pour tout u € H}(Q), IT,u est 'unique élément de V;,(QQ) vérifiant :

Yoy, € Vi(Q), /V(Hhu) Vo, dx = / Vu - Vo, dx.
Q Q
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Tout d’abord on observe que

|| Thun — TD”HH&(Q)S [[TT, Tpu — TDM||H(1)(Q)+||Thuh - HhTDuHHé(Q)'

Sachant que pour tout u € Hé(Q), IT,u — u fortement dans H(l) (Q) lorsque h — 0,
il ne reste qu’a prouver que ||Tjuy — I, Tpul]| H(Q) ™ 0, ce qui est 1'objet de la suite
de cette preuve. Soit v, € V;,(Q), alors on a

/ V(I1,Tpu) - Vo, dx = / V(Tpu) - Vo, dx = / Vu - Vo, dx,
Q Q D

/V(Thuh) Vo dx = / Vuy, - Vo, dx.
Q Dh

Par soustraction des deux derniéres égalités on obtient :
/ V(I1,Tpu — Tyuy) - Vo, dx = / Vu - Vo, dx — / Vuy, - Vo, dx,
Q D Dy

Vu - Vo, dx — Vu - Vo, dx
D\Dy Dy\D

+ V(u — uy) - Voy, dx.
Dh

En prenant v, = I1,Tpu — T,uy et al’aide de I'inégalité de Cauchy Schwarz on a :
[Tk Tou = Thtnllgy o)< IVUllizpap,) HIVE = Vil ),

ce qui conclut cette démonstration. O

3.4 Convergence du spectre

L’objectif de cette partie est proposer une preuve partielle de la Conjecture 3.2.1
qui stipule que les valeurs propres de 1'opérateur discrétisé Tj, convergent vers
celles de I'opérateur Tp lorsque & tend vers 0. Une des difficultés pour prouver cette
conjecture consiste a pouvoir comparer les opérateurs Tp et T), afin de comparer
leur spectre. En effet T}, est défini sur le domaine D, et l'opérateur Tp sur D. La
stratégie que nous proposons pour dépasser cette difficulté est la suivante :

i On construit un difféomorphisme qui envoi le domaine discrétisé D, sur
le domaine continu D. Plus précisément on construit un difféomorphisme
lipschitzien noté pj, : QO — () tel que pj, envoie Dy, sur D et p;, = Id sur Q\ U,,
ou U, :={x € Q, d(x,dD) < r} est un voisinage tubulaire d’épaisseur 2r > 0
autour du bord dD. De plus nous allons préciser le comportement de pj,
lorsque h — 0.
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ii On effectue ensuite un changement de variables pour transformer 1’opérateur
Ty, en un opérateur T, qui agit sur sur 'espace d’éléments finis déformés par
pnr. On vérifie également que 1'opérateur T}, possede le méme spectre que T},.

Ainsi on va pouvoir comparer Tp qui est défini sur le domaine D avec Tj, qui
est aussi défini sur D.

iii On peut maintenant comparer les valeurs propres de T}, et celles de Tp a

travers celles Tj,. L'idée que nous avons exploré pour prouver la convergence
des valeurs propres s’appuie sur le principe du min-max. Cependant cette
approche ne fonctionne pas directement comme expliqué dans la Remarque
3.4.7. C’est donc I'étape manquante pour compléter la preuve de la Conjecture
3.2.1.

En guise de préliminaires nous allons d’abord introduire quelques outils géomé-
triques utiles a la démonstration partielle de la Conjecture 3.2.1.

3.4.1 Quelques résultats géométriques sur D et son approxima-
tion Dy,

On rappelle qu’on a supposé que le domaine D est au moins de régularité C2.
Pour un point p € dD on note n(p) la normale au bord dD au point p et orientée
extérieurement. On note 7(p) le vecteur tangent associé tel que (n(p), T(p)) forme
une base directe orthonormée de R2. Soit » > 0, on défini un voisinage tubulaire U,
de la frontiere dD et de d’épaisseur 2r par

U, = {x e R?, d(x,dD) < r} )
Alors il existe un r > 0 tel que 'application
dD x (-r,1r) = Uy, (p,s)— p+sn(p),

soit un difféomorphisme (voir [HP06], Proposition 5.4.14). L'application inverse est
alors donnée par

U, — ID x(-r,1), x = (pop(x), d(x,dD)),

ot d(x, dD) est la distance euclidienne signée de x au bord dD. désigne la distance
d’un point x au bord dD et ot la projection pyp : U, — ID est définie par

pop(x) = argmin |x — p|.
pedD
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L’application pyp est bien définie, dérivable sur U, et on rappelle 'expression de
son gradient exprimé dans la base locale (7(p), n(p)) :

1

0
Vx € U, Vpsp(x) = 1+d<x13D(>)K(r'aD<x)> 0l (3.12)

avec k(p) désignant la courbure au point p € dD (correctement définie car dD est
au moins de régularité C?). Pour un point y € dD on note

ray,p(y) = {x € U;, pop(x) = y}

le rayon émergent de y, c’est a dire 'ensemble des points de U, dont la projection
sur dD par 'application p,,, est le point y. On étend la notation ray,, pour un
point x € U, en notant ray,,(x) = ray,, (pap(x)).

Le lemme suivant permet alors de comparer le domaine D avec son approximation
Dy,.

Lemme 3.4.1. Nous disposons des deux estimations suivantes :

1. Il existe un constante C > 0 qui ne dépend que de la géométrie de D tel que

Vx € 9Dy, d(x,dD) < Ch?.

2. Il existe un constante C > 0 qui ne dépend que de la géométrie de dD tel que
Vx € Dy, |ny(x) - n(pap(x))|< Ch,

oit ny, désigne la normale au bord dDy, orientée extérieurement.

Démonstration. Ces deux estimations sont les conséquences directes de la régularité
de dD et de I'hypothese (3.1). O

3.4.2 Construction de I’opérateur p;,

La construction de I’opérateur pj est analogue a celle développée dans [Chr(02]
Propositions 1.4.2 et 1.4.3. Pour des raisons de simplicité on construira I'opérateur
pr en dimension deux mais la méthode employée s’adapte tres bien en dimension
trois, bien qu’elle soit plus laborieuse a écrire.

Tout d’abord, pour un point x € U, on note 6,(x) € (-, r) l'unique valeur (voir
Figure 3.1) tel que

pop(x) + 0n(x)n(pgp(x)) € IDy,.
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Cette valeur correspond a la distance entre dD et dDj, le long du rayon généré par x.
Par définition 65,(x) est constante pour tout les points appartenant au méme rayon.
Autrement dit 0, est une fonction constante sur les ensembles du type ray,,(y)
avec y € dD. L'existence de 0y(x) est assurée des lors que h est suffisamment petit
car dans ce cas les arétes de dDj, sont une "bonne" approximation de dD. Comme
pop est différentiable on peut prouver que la fonction 6,(x) l'est aussi a l'aide
du théoréme des fonctions implicites. On va maintenant s’employer a définir py,

OB

FIGURE 3.1 — [llustration des notations de la Section 3.4.2.

sur chaque ensemble de la forme ray,,(y) ott y € dD. On souhaite qu'un point
x de dDj, soit envoyé sur dD, c’est a dire qu’on veut lui retrancher la quantité
On(x)n(pyp(x)). De plus on souhaite que les points dU, restent inchangés. Le long
d’un rayon cela correspond a définir I'unique polynéme P(s) du second-degré

vérifiant
P(—T") = -1,
P(6) = 0, CclestadireP(s)=s5s-— (s —1?),
52 — 12
P(r) =,

ou 6 est la valeur de 6;, constante sur ce rayon et s représente le distance signée a
dD des points le long du rayon. Ce polyndme correspond au comportement que
I’on souhaite avoir pour pj, le long des rayons ray,,(y) pour y € dD. En effet on
impose qu’en £, c’est a dire au bord de U,, p; se comporte comme l'identité. De
plus pour un point sur Dy, c’est a dire pour lequel s = 6 alors on a P(s) = 0 ce qui
signifie que P(s) est sur dD. En s’inspirant de la définition de pj, le long d’un rayon
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avec le polyndme P on peut alors définir :

pn(x) = { - 5{5(?(()22 (d(x,dD)* — r?) n(pop(x)) six € Uy,

X sinon.

L’application py, est bien définie et différentiable sur ). La Proposition 3.4.2 s’inté-
resse aux propriétés de pj,.

Proposition 3.4.2. L'application py, appartient a I'espace W (Q)? et on dispose de
plus des estimations suivantes :

lpn = 1d||L=y< CH?, et ||Vpy — I||wqyixa < Ch.

Démonstration. On se concentre d’abord sur 'estimation de pj, — Id. Pour tout point
x €U ona

on(x)
lpn(x) — x| = W(d(ﬂflamz — r)n(pap(x))|.

De plus pour x € U, on sait que |d§D(x) - 12| < 2r? et que |6%(x) — 12| est bornée

inférieurement a condition que r soit suffisamment grand pour que U, contiennent
tout les sommets de dDj,. Ainsi on récupere l'inégalité

[pn(x) — x| < Clon(x)].

Il reste alors a estimer la quantité 6;, et comme elle est constante le long des rayons
on se limitera a la considérer sur dD. Soit y € dD, alors par définition x := y +
on(y)n(y) est sur le bord dD;,. Comme y = pyp(x) ona d(x,dD) = |x — y| et donc
en utilisant le Lemme 3.4.1 on obtient

|64(y)|= |x = yl< Ch?.

Ceci prouve l'estimation sur pj, — Id.
On s’intéresse maintenant a l'estimation sur Vp;, — I. Pour x € U, on a

IVpr(x) = I = [V(0n(x)s(x))| = [s(x)VOn(x) + 65 (x)Vs(x)],

dsD(x)—r2
6%(3()—1*2
bornés sur U,, donc il ne reste qu’a estimer Vo, sur U,. En utilisant le fait que
On(x) = 6x(pop(x)) on obtient

Vép(x) = Vor(pap(x))Vpop(x);

avec s(x) := n(pap(x)). On observe d’abord que s and son gradient sont
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Connaissant le résultat (3.12) on a ‘%” = 0 et donc il suffit de montrer que |%’1(y)|§

Ch pour tout y € dD. Pour cela on note dp(x) = d(x, dD) = o,(pop(x)) pour tout
x € dDy,. En prenant y € dD et x = y + 6,(y)n(y) € dDy, on remarque d’abord
que le gradient de la distance au bord est Vdp(x) = n(pyp(x)) = n(y), puis on peut
écrire que

h(x)-1(y) 9oy
1+d(x,dD)x(y) dt

Vdp(x)t(x) = Vor(y)Vpop (x)ti(x) = ),

dou 96 (1+d(x,dD)x(y))
he N _ X, oL )k(y

5, W)= 1) (n(y) - Th(x)).

En utilisant le fait que, d’apres le Lemme 3.4.1, 7;,(x) = 7(y) + O(h)n(y) on a alors
|n(y) - T(x)| < Ch et on obtient le résultat souhaité. O

3.4.3 Changement de variables dans la définition de T},

On a défini dans la Section 3.4.2 le difféomorphisme p;, qui envoi le domaine
Dy, sur le domaine D. On va maintenant 1'utiliser pour effectuer un changement
de variables dans la définition de T}, afin d’obtenir un opérateur agissant sur le
maillage Dy, apres déformation par py,.

Proposition 3.4.3. En considérant la définition (3.2) de Ty, et en faisant un changement
de variables par le difféomorphisme lipschitizen qj, := pgl (voir [EG15]) on obtient

Yo, € V(Q), /AhV((Thuh) oqu) - V(vy oqy)dx = / AV (up o gp) - V(op o qp) dx,
Q D
ot Ay, = | det Vg |Vq;1Vq;t est une matrice symétrique, définie et positive.
Démonstration. Par définition de Tj, on a

/ V(Tnuy) - Vo, dx = / Vuy - Vo, dx.
Q Dy,

On effectue alors le changement de variables par gy, :

/ Vuy, - Vo, dx
Dy,

/ V(Tnuy) - Voy, dx
Q Q=p;(Q)

/ | det Vau (Vi) qn()) - (Vou)aa(y) dy,
D=py(Dy)

| det Vg, |(V(Thun))(qn(y)) - (Vor)(gn(y)) dy.
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Comme V(uy(qn(y)) = Vq;l(y)(Vuh)(qh(y)) on réécrit les intégrales précédentes :
/ Vuy - Vo, dx = / Idethh|Vq}:tV(uh oqp)- Vq;tV(vh o qy)dx,
Dy D
/ V(Thup) - Vop dx = / | det Va,|Va;, ' V(Thun) o qn) - Va;,'V(vy, o qp) dx.
Q Q

En définissant R, = V(u, 0 qp), Ry, = V(v 0q),Q = Vq}:t on observe que

Va, 'V oqn) - Vg, 'V(vyogy) = QR,-QRy

(QR.)'QRy

R,Q'OR,

(Q'QR.)'R,

(Q'QRy) - Ry

= Vq;,'Va, V(uy o qn) - V(vy o qp),

et donc finalement on peut écrire que

/ Vuy - Vo, dx
Dy,

/ | det Vi |Vg, 'V, V(uy o qp) - V(oy o qp) dx
D
= /AhV(uh oqh)-V(vh OQh)dX,
/ V(Tpup) - Vopdx = | |detVaulVa, 'V, V((Thun) o gn) - V(oy 0 qn) dx
Q

QAhV((Thuh) oqy) - V(vy o qp) dx,

avec Ay, = |detVgy |Vq;11Vq;t qui est clairement symétrique et positive. |

Concernant Aj, la matrice Jacobienne du changement de variable par Q; on a
I’estimation suivante.

Lemme 3.4.4. I] existe une constante C indépendante de h tel que

[|Ap =1 |Loo(Q)dde Ch.

Démonstration. Soit Q = Vq}:t, a =|detQ], alors on a

AR = (i = 1aQ'Q = I|| 1w (qyixa
= [(Q'Q = I) + (& — DI||po(cayixe
=la (Q' -DQ-D+(Q"' =D +(Q—D) + (a = DI||peo( e
< Q" = I(Q = Dllpeoyixa +1(Q" = DlIpeo(qyaxa+1(Q = Do (i
+ [|(@ = DI|| Lo (qayaxa
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De plus a = |det Q| est borné sur Q et a — 1 = O(h) sur Q. Pour finir on utilise la
Proposition 3.4.2 pour obtenir le résultat. m|

On introduit maintenant 1’'espace d’éléments finis déformés
Vi = {0n = on 0 qu, v € VI(Q)}, (3.13)

et on définit 'opérateur ﬁ : Vlz — V;; de la maniere suivante : Soit u}, € VZ, alors
Tnuy, est 'unique élément de Vj, vérifiant ’équation variationnelle

Yo, €V, /AhV(iF,Z’J,;) Vo, dx = / AV, - Vo, dx. (3.14)
Q D
D’apres le Lemme 3.4.3 on peut affirmer que
siuy = uy o g, pour uy € V;?(Q) alors Ty, = (Tyup) o qn- (3.15)

On peut maintenant comparer le spectre des opérateurs T, et :.I:p:

Lemme 3.4.5. Les opérateurs Ty, : V)(Q) — V)(Q) et T, : Vi, — V, ont le méme
spectre. De plus, uy, est une fonction propre de A € o(T},) si et seulement si uy, o qy, est
une fonction propre de Ty, associée a la méme valeur propre.

Démonstration. Soit Ry, : V, — FV;: I'application définie par Ry, : v, +— vy o gy.
D’apres l'identité (3.15) on peut donc dire que T}, = Ry T} R;ll. Mais on peut aussi

remarquer que Ry, et R;l sont adjoints I'un de 'autre lorsque 'espace V), est équipé
du produit scalaire :

(@, 57) = / AWV -V, dx,
Q

ce qui suffit pour prouver le lemme. O

3.4.4 Convergence des valeurs propres

On s’intéresse maintenant aux valeurs propres de T et leur convergence vers
celles de Tp. On a d’abord besoin du lemme technique suivant.
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Lemme 3.4.6. Lorsque h est suffisamment petit I'inégalité suivante est vraie :

|Vu|? dx /Ah|Vu|2 dx
Vu € HY(Q), |2 D

/ |Vu|? dx /A;,qul2 dx
Q Q

oit la constante C > 0 est indépendante de h et de u.

< CHAh - I”Loo(Q)dXd, (316)

Démonstration. On va d’abord décomposer le coté gauche de I'inégalité (3.16) en

‘/|Vu|2 dx /Ah|Vu|2dx /qu|2 dx /Ah|Vu|2 dx

D _Jp <|¢D _Jp

/qulzdx /Ah|Vu|2dx /|Vu|2dx /|Vu|2dx

o) o) o) 0
/Ath|2 dx /Ath|2 dx
D D

+ —

/ |Vul|? dx /Ah|Vu|2 dx
Q o)

Pour le premier terme de droite on a directement

/|Vu|2dx /Ah|Vu|2dx /|Vu|2dx
D D

- < JAR=lpayina| “p———
/ |Vu|? dx / |Vu|? dx / |Vu|? dx
Q Q Q

On doit maintenant traiter le second terme :

/Ah|Vu|2 dx /Ah|Vu|2 dx
D D

/ |Vu|? dx /Athl2 dx
Q Q

On remarque d’abord que :

< |Ap=I|pe(qyaxa-

1

/qul2 dx /Ah|Vu|2dx
Q

/qul2 dx|.

D

A |Vul|? dx

Ap|Vul? dx
D

< [|Anllpe(qyixa
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De plus,

/ (A, — D|Vu|? dx
1 0

1 — j—
/|Vu|2dx /Ah|Vu|2dx /|Vu|2 clx/ Ap|Vul? dx
o) Q Q Q

1

‘/Ah|Vu|2 dx
Q

mais comme ||A;, — I ||Loo(Q)d><d;'—_> 0 on en déduit que pour h assez petit % <
—0

IA

4

[|An = Il Lo (qayixa

[|An|lLo(qyixa < 2. Ainsi on obtient

2
<

1
‘/A;,|Vu|2 dx / |Vul|? dx
Q Q

Donc on en déduit que

1 1 1

- < 2[|Ap = ]| @paxa ——-
/|Vu|2dx /Ah|Vu|2dx /|Vu|2dx
Q Q Q

Finalement on récupere I’estimation

/Ah|Vu|2 dx /A;,|Vu|2 dx |Vu|? dx
: -=2 < 20 Al Iy |An = Tl s ———
/ |Vu|? dx /Athl2 dx /|Vu|2 dx
Q 0 Q
< CillAp = I|pe(ayixa,
ce qui est suffisant pour prouver le lemme. O

On peut alors formuler la conjecture concernant la convergence des valeurs propres.
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Conjecture 3.2.1. Les valeurs propres de 1'opérateur discrétisé T convergent
vers celles de I'opérateur continu Tp lorsque i — 0. En d’autres termes pour
toutl <k < N,ona

|Aih - /\ﬂﬁ Cih,

ot la constante Cx dépend de l'indice k.

Remarque 3.4.7. Pour démontrer la Conjecture 3.2.1 une premiere idée consiste s’ap-
puyer sur la formule du min-max. Un sens de 1'inégalité est simple a montrer car une
fonction harmonique continue f € SLp peut étre transformée en une fonction har-
monique discrete f, € SLy a l'aide d’un opérateur d’interpolation, on peut donc les
comparer. En revanche le sens inverse est plus difficile car a partir d’une fonction har-
monique discréte on ne peut pas construire de facon simple une fonction harmonique
continue. On pourrait contourner cette difficulté en ne travaillant pas directement sur
I'espace de fonction harmonique discréte SLy, mais d’abord sur I'ensemble SLy des simple
couche appliqués a une fonction de densité discréte (P par exemple). Dans ce cas on
a directement SLy, C SLp et on peut utiliser la formule du min-max pour prouver la
convergence des valeurs propres. Dans un second temps il faudrait montrer la conver-
gence des valeurs propres de I'opérateur de Poincaré-Neumann défini sur SLy, vers celles
de l'opérateur discrétisé Ty, défini sur SLy,. On obtiendrait alors une sorte de convergence
en deux temps. Jusqu'a présent les tentatives pour prouver cette seconde étape ont été
infructueuses.

3.5 Convergence de la résolvante

On s’intéresse dans cette partie a établir la convergence de la résolvante lorsque
h — 0.Soit f € H'(Q)et g € Hé(Q) le représentant de Riesz associé. Pour un

certain A ¢ o(Tp) on considere I'unique solution u € Hy(Q) du probleme suivant
Au—Tpu = g. (3.17)

Soit A, une suite réelle telle que A, — A lorsque h — 0 et g, € Hy(Q) une suite de
discrétisation de g vérifiant

18 = gnllmy )= 0 (3.18)

On pourra, par exemple, prendre g5 comme l'interpolation affine par morceaux de
g. En admettant la Conjecture 3.2.1 on sait que 1’équation

Ahuh - Thuh = gn (3.19)
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admet une unique solution dans V), pour h assez petit. On souhaite prouver la
convergence de I'opérateur résolvant discret, a savoir (A,Id —T;,) ™!, vers 'opérateur
résolvant continu (AId — T;)~!. C’est I'objet du théoréme suivant.

Théoréme 3.2.2. En admettant la Conjecture 3.2.1 on peut affirmer qu’il existe
une constante C indépendante de / tel que

1 = wnlligiey= CUA = Anl+11g = gullipoy+h):

Démonstration. On prouve tout d’abord la stabilité de I'opérateur résolvant, c’est
a dire que I'on prouve qu’il existe une constante C > 0 indépendante de & tel que
pour tout g, € V), on ait

[[(AnId - Th)_18h||H(§(Q)S Clignllm - (3.20)

On rappelle qu’on a noté (Ay k)k=1,..,n, les valeurs propres de T}, et (vp k)k=1,..N,
la suite de fonctions propres associées. Comme A, ¢ o(T},) pour h assez petit,
I'élément uy, := (A,ld — T)7! gn peut alors se décomposer dans la base spectrale
(vh/k)kzl,...,Nh de I'espace V(Q) :

Ny,

1
up = ) ————&h, Unik)Vn ki,
kz:; Ap = Apk J

ou (, ) désigne ici le produit scalaire de Hé (Q). On en déduit I'estimation suivante :

. gnlle @)
<
||uh||H(1)(Q)_ dist(Ay,, o(Tp))’

ce qui prouve l'inégalité (3.20).

On considere maintenant mtj,u € VP? (Q) l'interpolation affine par morceaux de u sur
le maillage 7}, en s’appuyant par exemple sur l'interpolation de Scott-Zhang (voir
[EG13]). Comme on sait que

h—0
||u — nhuHHé(Q)—) 0, (3.21)

il ne reste qu’a prouver que ||uy, — 7, ul| (@~ 0- En utilisant (3.20) et le fait que

up — mpu = (Apld = Tp) Y (ApId = Tp)(up, — mhu),
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on peut se limiter a prouver que

(Apld = Ty)(uy, — pu) ﬂ> 0, (3.22)

ce qui est I’objet de la suite de cette preuve. En utilisant les définitions (3.17) et
(3.19) on obtient d’abord que

(Apld = Tp)(up — mpu) = (g — gn) + (Ap = Mu + Ap(mpu — u) + (Tpu — Ty u).

On se rameéne donc a prouver que (Tpu — Ty 7,u) tend vers zéro lorsque h tend
vers zéro. Pour cela on écrit 1’équation variationnelle qui définit 1’opérateur Ty, 7t u
et on effectue un changement de variables :

Vo, €V, /AhV(Tthhu oqp)-Voy dx = / ApV(rpu o gy) - Vo dx.  (3.23)
Q D

Ensuite on écrit I'équation variationnelle satisfaite par Tpu :
Vo, €V, /QV(TDu) V0, dx = /DVu Vo, dx, (3.24)
et en soustrayant (3.23) et (3.24) on obtient pour tout vj, € V;;
/QV(TDu—Thu ogqy)- Vo dx
= / Vu - Vo, dx — / ApV(rtpu o qp) - Voy dx
D D
+ L(Ah —Id)V(Tyu o qp) - Voy, dx,
= /DV(u — Tt o gy) - Voy dx — /D(Ah —1d)V(ntpu o qp) - Vo, dx
+ /Q(Ah —Id)V(Tyu o qy) - Vo, dx.
A T'aide de la Proposition 3.4.2 et du Lemme 3.4.4 on obtient que

h—
%0, 325

rp 1= sup / V(Tpu — Tpu o q) - Voy, dx
Q

aery 1onllg )
03, #0

On note wy, € V}? (Q) I'interpolation de Scott-Zhang [SZ90] de Tpu et on rappelle
qu'il existe une constante C > 0 tel que

onllgy o< CHToul gy
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On peut alors écrire que
/ V(Tpu — Thu o qy) - V(Tpu — Thu o qy) dx
Q
= / V(Tpu — Tyu o qp) - V(Tpu — wy,) dx
Q

+ / V(TDM —Thuo qh) . V(wh —Thuo qh) dx,
Q

< |IV(Tpu — Thu o qu)lli2qu[IV(Tou — wp)lli2q)e

+ rn(lwn ) I Th © qnllg q))-

On en déduit que ey, := ||[Tpu — Tpu o %HHé(Q) vérifie

ey < |IV(Tpu — wp)ll2pien + Cra,

et donc que e, — 0 comme attendu. En utilisant a nouveau la Proposition 3.4.2 on
conclut que

ITpu = Thullgyq) < CliTou o gn = Ttk © qullg q)

< C(ITpu = Tpu o gullgr ) +ITou = Tnu © gullg ),

qui s’annule lorsque h — 0, ce qui termine la preuve. m]

3.6 Extension des résultats de convergence du spectre
pour Q = R?

L’objectif de cette partie est la Conjecture 3.2.1 et le Théoreme 3.2.2 (qui suppose
la Conjecture 3.2.1 vraie) au cas oit Q = R?. On va d’abord définir I'opérateur de
Poincaré-Neumann sur le domaine non borné Q. Afin de pouvoir discrétiser cet
opérateur il est nécessaire se ramener a un domaine borné pour lequel un maillage
fait sens numériquement. On construit alors un opérateur défini sur ce domaine
borné, équivalent a I'opérateur de Poincaré-Neumann défini sur RY et ayant le
méme spectre. On peut finalement discrétiser cet opérateur et se ramener au cadre
borné de la preuve partielle de la Conjecture 3.2.1 et du Théoreme 3.2.2 ce qui
permet d’étendre ces résultats a I’opérateur de Poincaré-Neumann sur R¥.
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3.6.1 Opérateur de Poincaré-Neumann défini sur le domaine R?

On rappelle la définition de I'opérateur de Poincaré-Neumann sur l'espace
‘Wol ’_1(R2), noté T}, introduit dans la Proposition 1.4.3 : Pour tout u € (Wol ’_1(R2),
TS u est I'unique élément de (Wol ~1(R?) vérifiant

Yo € ‘Wol’_l(Rz), / VT u-Vodx = / Vu -Vodx. (3.26)
R2 D

On rappelle également que l'opérateur T apparait naturellement dans I'étude des
problémes de conductivité en domaine non borné. En effet, on suppose que les
domaines D et R? \ D sont assimilés & des matériaux de conductivité constantes
a € C)\ {0} et 1 respectivement. Soit A(x) = axp(x) + xpc(x) la distribution de
conductivité définie sur tout le domaine R?. On s’intéresse au potentiel électro-
statique u € ’Wol ~Y(R2) crée par une source f € C®(R?) C ’Wol ~LR2) a support
compact et solution du probleme de conductivité :

—div(AVu) = f, dans R? (3.27)

Mis sous forme variationnelle ce probléme est équivalent a : Trouver u € (Wol (R
tel que

1,-1m2 . —
Vo € (WO (R ), [RZ AVu -Vodx = <f, U>(W01,—1(R2)*,(W01,—1(R2), (3.28)

ot (, >(W01,—1(R2)*/(W01,—1 (v2) est le crochet de dualité entre ‘Wol’_l (R?)* et ‘Wol’_l (R?).
Une premiere idée pour discrétiser I'opérateur T est d’opérer la discrétisation au
niveau de la définition de sa définition (3.26) en associant un maillage a la géométrie
et en travaillant sur des fonctions d’éléments finis sur ce maillage. Cependant le
maillage d’'un domaine non-borné n’a pas de sens dans l'optique de faire des
simulations numériques. On ne peut pas appliquer la méthode des éléments finis a
un maillage avec un nombre infini de noeuds. Pour contourner ce probleme nous
allons construire un opérateur équivalent a Tl")o mais défini sur un domaine borné,
puis le discrétiser.

3.6.2 Réduction de l'opérateur TJ a un domaine borné

Dans cette partie on construit un opérateur équivalent a T mais défini sur
un domaine borné. Pour cela on se propose d’utiliser un opérateur "Dirichlet-
to-Neumann" qui va nous permettre de ramener un probleme sur un domaine
non borné en un probleme sur un domaine borné de facon équivalente. Nous
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allons d’abord introduire un domaine borné "artificiel" sur lequel on va "réduire"
I'opérateur T, et ceci de maniere équivalente. C’est ensuite sur ce domaine borné
qu’on effectuera la discrétisation de I’'opérateur de Poincaré-Neumann. Soit R > 0
tel que D ¢ B etsupp(f) & B ou B = B(0, R) est la boule ouverte de rayon R centrée

en zéro. Soit w € (Wol ~1(R2\ B) I"'unique solution du probleme

(3.29)

—Aw =0, dansR? \E,
w=U, surdB,

ol la donnée au bord U est supposée connue. On définit maintenant quelques
opérateurs qui vont nous étres utiles :

e L'opérateur d’extension E : H'/%(dB) — (Wol ~Y(R2\ B) tel que Ep est une
solution du probleme (3.29) avec U = p. Cet opérateur est bien et bijectif
défini d’apres le Théoreme de Lax-Milgram. Pour des raisons de simplicité
on utilisera la notation raccourcie Eu = E(u|,5) lorsque u|,; € HY/?(9B).

e L'opérateur d’extension E:H(B) - ”Wol ~1(R?) associé a E tel que
Vx € R%,  Ep(x) = p(x)xp(x) + E(p|,5)(x) xp2\p(x).

e L'opérateur de Dirichlet-to-Neumann M défini par

Jw
MU = 5. sur dB, (3.30)

ol 1 est ici la normale sortante du bord dB et ot w, U on été introduit dans le
probleme (3.29). En mettant (3.29) sous forme variationnelle puis en utilisant
la définition (3.30) en remarquant que w = EU on obtient alors que MU
satisfait '’équation variationnelle suivante dans R? \ B:

Vo e W IR, / oMU ds = / V(EU) - Vo dx. (3.31)
r R2\B

Le lecteur pourra se réferer a [MM13] et [SU90] pour la théorie des opéra-

teurs de Dirichlet-to-Neumann et a [Giv13], [GPK98] pour des considérations

numériques.

On considére maintenant le probleme suivant dans le domaine B : Trouver u €
HY(B) = HY(B)/R tel que

3.32
U — My, surdB. (3:32)

o=

{—div(AVu) = f, dansB,
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Mis sous forme variationnelle ce probléme est équivalent a : Trouver u € H'(B) tel
que

Vo € H(B), /AVu -Vodx + / oMu ds = (f, V) By #1(B)/ (3.33)
B 9B
ot {, )¢r1(y #1(p) est le crochet de dualité entre HY(B)* et H(B).

Remarque 3.6.1. Pour des raisons de simplicité on a fait I’hypotheése que supp(f) C B

mais notre analyse reste valide lorsque supp(f) C R?\ B ou méme lorsqu’on impose que
u soit harmonique a l'infini.

Théoréme 3.6.2. Si u est une solution de (3.28) alors u|z € H(B) la restriction de u
a B est solution de (3.33). Inversement, si u € H'(B) est une solution de (3.33) alors
Eu e (Wol’_l(Rz) est une solution de (3.33).

Démonstration. Soit u une solution de (3.28), il est clair que u|z € H1(B). On
découpe d’abord l'intégrale

Vo € ‘Wol’_l(R2), / AVu -Vodx = /AVu -Vo dx +/ Vu-Voudx,
R2 B R2\B

puis on observe que u|g 5 satisfait le probleme (3.29) avec U = uyp. Comme ce
probléme admet une unique solution on en déduit qu’il s’agit de Eu. Cela signifie
donc que

/ Vu-Vvdx:/ VEu - Vo dx,
R2\B R2\B

et a l'aide de la définition (3.31) de l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann on a

Vv € (Wol’_l(Rz), / AVu -Vodx = /AVu - Vo dx +/ VEu - Vv dx,
R2 B R2\B

:/AVu-Vvdx+/ vMu ds.
B JB

En sachant que supp(f) C B et v|z € H!(B) on en déduit que u|j satisfait (3.33),
c’est a dire

Vo € HY(B), /AVu -Vo dx +/ oMu ds = (f, 0V)g(By 20(B)-
B P):
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Inversement, on suppose que u est une solution de (3.33) et on construit u = Eu €
‘Wol’_l(Rz). Pour v € H!(B) on sait que

/AVu-Vvdx+/ vMuds:/AVu-Vvdx+/ VEu - VEv dx,
B oB B R2\B

= / AVu - Vo dx,
R2
oud=Eve (VVOL_1 (R2). En sachant que supp(f) C B on obtient

/R:Z AV?I . V5 (le = <f, :(7>(W01,71(R2)*,(W01,71(R2),

qui reste vrai quelque soit v € ‘Wol ~H(R2). O

On définit la forme bilinéaire S par

Yu,v € H'(B), S(u,v):/Vu-Vv dx+/ vMu ds.
B 9B

Proposition 3.6.3. S est un produit scalaire sur H*(B).

Démonstration. Soit u,v € HY(B) alors u|yg, v|s5 € HY?(dB) et donc /<93 vMu ds =
/RZ\E VEu - VEv dx. De plus S est symétrique, positive et définie car

S(u,u)=0 < IVEu|?dx =0 et /qul2 dx =0
R2\B B

&= Eu est constante sur R? \ B and u est constante sur B

D’apres les conditions de décroissance a 'infini on peut affirmer que Eu = 0 dans
R?\ B, d’ot1 u = 0 sur B et donc sur R? tout entier. O

On définit maintenant 1’opérateur de Poincaré-Neumann Tp agissant sur 'espace
H'(B) comme 1'unique solution de 1’équation variationnelle

vo e HY(B), S(Tpu,v)= / Vu - Vo dx.
D

Tp bien défini comme un opérateur de H!(B) dans lui-méme grace au Théoréme
de représentation de Riesz en sachant que S est un produit scalaire sur H!(B)
(Proposition 3.6.3). Dans un certain sens Tp est la restriction de T a l’espace
H'(B). En effet ils sont liés de la facon suivante.
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Théoréme 3.6.4. Soit u € (Wol’_l(Rz), alors TRu = ETD(MlB).

Démonstration. Notre stratégie est de prouver que R = ETp(u | ) vérifie 'équation
variationnelle (3.26) satisfaite par T}, ce qui suffit a prouver le théoreme par unicité

de la solution a cette équation. Soit u, v € "Wol ~1(R2), on peut écrire que

/VRu-Vvdx:/VRu-Vvdx+/ VRu - Vo dx.
R2 B R2\B

En utilisant la définition de E on obtient
/VETD(u|B) -Vodx = /VTD(u|B) -Vodx,
B B

/ VETp(uly) - Vo dx :/ VETp(u|,) - Vo dx.
R2\B R2\B

A l'aide de I’équation (3.31) et sachant que ETD(u|B) vérifie (3.29) par définition de
I'opérateur d’extension E, on en déduit que

/ _VETD(u|B)-Vv dx :/ TJMTD(Ll|B) ds.
R2\B 9B

Ensuite, par définition de Tp, on obtient

/VTD(u|B)-Vv dx+/ UMTD(u|B)ds:/Vu-VU dx,
B OB D
d’ou

Yu,v € (Wol’_l(Rz), /

VRu-Vvdx:/Vu-Vvdx.
RZ

D

Théoréme 3.6.5. A est une valeur propre de Tp si et seulement si A est une valeur
propres de T[S .

Démonstration. Soit A une valeur propre de T}, alors Ju € (Wol “H(R?) tel que
TRHu = Au. En utilisant le Théoréme (3.6.4) on obtient que ETD(MB) = Au. En



Chap. 3 Approximation numérique du principe variationnel de Poincaré 112

prenant la restriction sur B de 1'égalité précédente et en utilisant la définition de E
on obtient alors que Tp(u|g) = A ul|p. Cela prouve que u|p est un vecteur propre
de Tp associé a la valeur propre A.

Inversement, on considére A une valeur propre de Tp, alors Ju € H(B), Tpu = Au.

En appliquant I'opérateur Ea 1’égalité précédente et en notant u = Eu e (Wol (R
on obtient que ETpu = Au. L'utilisation du Théoreme (3.6.4) nous permet alors
d’affirmer que TJu = Au. O

On peut maintenant réécrire le probleme (3.33) pour faire apparaitre I'opérateur
Tp de la fagon suivante

/AVu-Vvdx:/ Vu-Vvdx+a/Vu-Vvdx
B B\D D

:/Vu-Vvdx+(a—1)/Vu-Vvdx
B D

:/VM'VU dx+(a—1)S(TDM/U)
B

=5S(u,v) - / vMu ds + (a — 1)S(Tpu, v)
JB
=S(u+(@a-1)Tpu,v) - / vMu ds.
JB

Finalement le probleme (3.33) est équivalent a : Trouver u € H'(B) tel que
Vo € HY(B), S(u+(a—1)Tpu,v) = (f, 0)gn(py w1 (5)- (3.34)

On cherche maintenant a construire un équivalent discret de I'opérateur T}

3.6.3 Discrétisation de 1'opérateur de Poincaré-Neumann sur le
domaine B

Maintenant qu’on a défini Tp comme un équivalent de I'opérateur T} sur le
domaine borné B et que I'on sait qu’ils posseédent le méme spectre on s’attache a
discrétiser Tp. Soit B, un maillage triangulaire approximant le domaine B avec le
parametre h décrivant la taille des triangles. On suppose que Bj, est conforme par
rapport a D et on note D, le sous-maillage correspondant. On considere alors les
ensembles d’éléments finis suivants

Vi, = {uy € HY(By), uy, |, est affine pour tout les triangles Ty de By},

Vf = {uy, € HY2(dBy), upl,, estaffine pour toutes les aretes ex de dB), }.
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On définit alors 1'opérateur discret T’E) : Vi = V), tel que pour uy, € Vy, T}[’)uh est
I"'unique solution de I'équation variationnelle :

/ VTIISMh - Vo, dx +/ UthTPll)uh ds = / Vuy, - Vo, dx,
By, th Dy,

ou My, est l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann agissant sur V:. Pour u;, € V?, on
sait par définition que Mjuy est I'unique solution du probleme variationnel

Yo, € VY, / v Mpuuy, ds = / VE,uy, - VE,vy, dx,
th RZ\Eh

avec Ej, : V%l: - “Wol ~(R2\ By) l'opérateur d’extension tel que pour tout p € V7,
Ejp vérifie le probleme extérieur :

AEyp =0, inR2\ By,
Ehp =p, on 3Bh.

Comme on Ia fait précédemment on construit I'opérateur d’extension Ep:Vi—
‘Wol ~1(R?) associé a Ej, tel que

Vx € R?,  Epp(x) = p(x)x, (¥) + En(p| 5 )(6) X525, (%)-

Ainsi, pour uy € Vy, T}fju » satisfait de fagon équivalente I’équation

/2 th(T}fDuh) . VEhUh dx = /
R

Vuy, - Vo, dx =/ VEuuy, - VEyo, dx.  (3.35)
Dy, Dy,

Maintenant qu’on a construit 1’opérateur Tpl’) qui est, en quelque sorte, un équivalent
discret de I'opérateur TS on cherche a adapter la démarche employée dans la
Section 3.4 pour proposer une preuve partielle de la conjecture suivante.

Conjecture 3.2.3. Les valeurs propres de 1'opérateur discrétisé T}l‘) convergent
vers celles de 'opérateur continu T} lorsque i — 0. Plus précisément, pour tout
1 <k < Nj, et pour h assez petit on a

|AE, = AfI< Cih,

ol la constante Cy dépend de l'indice k.
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La premiere étape dans la preuve partielle de la Conjecture 3.2.3 consiste a
construire un difféfomorphisme pj qui envoi dDjy, sur dD et dBj, sur dB comme
nous l'avons fait dans la Section 3.4.2. On omettra les détails de la construction de
pnr car elle est identique a celle développée dans la Section 3.4.2. La Proposition
3.4.2 est toujours valable pour la transformation pj, ainsi construite, et on peut alors
effectuer un changement de variable dans (3.35).

Proposition 3.6.6. En appliquant un changement de variable par le difféomorphisme
lipschitzien q, = p;l dans la définition (3.35) on obtient

vou € Vi, [ AEThun) o ) - V(Exon) 0 1) dx
= /DAhV((Ehuh) o qn) - V((Envn) © qn) dx.

On A, = |detVgy |Vq];1Vq}:t est une matrice symétrique et positive.

Il est aussi clair que le Lemme 3.4.4 reste valable.
On introduit 'espace de dimension finie

Vjy = {5% = (Exvp) o qn, oy € Vh} ,

et on défini 'opérateur :.I:;; : V;: - % tel que pour uy, € %, ﬁﬂfl est 'unique
élément de V), vérifiant

va, eV, / AT - Va, dx = / ALV - V5 d.
R2 D

Il est clair que pour uy, = uy o g, avec uj € Vj, alors ﬁ:i[ﬁ = (Eh(TPE’)uh)) oqy. D’apres
le Théoreme 3.6.5 on peut énoncer le résultat suivant.

Lemme 3.6.7. Les opérateurs Th Vi, — Vy et ﬁ f/; — V;; possédent le méme
spectre. De plus, uy, est une fonctzon propre Th de associée a A € G(T ) si et seulement
si (Ep (Th uy)) o qp, est une fonction propre de T}, associée & la méme valeur propre.

On peut maintenant revenir a la preuve partielle de la Conjecture 3.2.3. Comme on
sait que A € o(Tp) si et seulement si A € o(T)) (d’apres le Théoreme 3.6.5)) et que

Ay € O(Tg) si et seulement si A;, € o(T),) on doit donc étudier la convergence des
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valeurs propres Ay € o(T}) vers les valeurs propres A € T} lorsque h — 0.
Comme pour la Conjecture 3.2.1 nous ne sommes par parvenus a terminer la preuve
de la Conjecture 3.2.3 pour les mémes raisons que celles évoquées dans la Remarque
3.4.7.

3.7 Résultats numériques

Dans cette partie on se propose d’illustrer numériquement la convergence des
valeurs propres de 1'opérateur de Poincaré-Neumann discrétisé vers les valeurs
propres théoriques de I'opérateur de Poincaré-Neumann. On traitera d’abord le
cas de deux disques concentriques. Dans un second temps on travaillera sur un
domaine non borné. Toutes les simulations numériques ont été réalisées avec le
logiciel FreeFem++ [Hec12].

3.71 Calcul numérique des valeurs propres de I’opérateur de Poincaré-
Neumann dans un domaine borné

Soit D; et D, deux disques de R2 centrées en zéro et de rayons R; et R, res-
pectivement, avec R; < R,. On note I' l'interface entre les domaines D, et D,;.
Notre objectif est de calculer numériquement les valeurs propres de I'opérateur
Tp, : Hé(De) — Hol(De). D’apres la décomposition spectrale (1.3.5) on s’intéresse
uniquement a I'opérateur de Poincaré-Neumann restreint a 1’'espace des potentiels
de simple couche §).

On introduit une discrétisation D! de D, par un maillage triangulaire 7;, conforme
avec le domaine D; et on note Df le sous-maillage associé a D;. Le parametre
étant associé a la taille des triangles du maillage. Soit V), I'espace des fonctions
affines par morceaux sur 7, et Ty, : Vj, — V), l'opérateur de Poincaré-Neumann
discret défini dans (3.2). Comme sa version continue Tj, admet une décomposition
spectrale (voir Proposition 3.3.1) et on s’intéresse uniquement a sa restriction a
I'espace des potentiels de simple couche discrets b, qui est la version discrete de
I'espace b.

Le probleme spectral sur T}, restreint a by, peut étre écrit ainsi : Trouver (1, A) € b, xC
tel que

Yo eby,, a(u,v)=AM(u,v),

oum(u,v) = fD Vu-Vodxeta(u,v) = fD‘ Vu -Voudx. Pour calculer le spectre de T},

on construit d’abord une base de by, notée (¢;);=1..ny ot N est le nombre de noeuds
sur le bord I'. On peut tout simplement choisir le vecteur ¢; de telle maniere qu’il
prenne la valeur 1 sur le noeud i et 0 sur les autres noeuds. Ensuite on calcule les
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matrices M = (m(e;, ¢})); j=1.n et A = (a(e;, ¢j))i,j=1.N. La derniere étape consiste a
résoudre le probléme matriciel aux valeurs propres AX = AMX avec des méthodes
classiques d’algebre linéaire.
Dans le cas de deux disques concentriques les valeurs propres de Tp, restreint a b
sont données par [ACK"13]:

2n
1 1(R;
A= x| > 0.

" 2+2(R3) 20

L’écart entre les valeurs propres calculées numériquement et celles prédites par la
théorie est donné dans la figure (3.2) en fonction du nombre de noeuds du maillage.
On observe alors la convergence des valeurs propres de I'opérateur discrétisé vers
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FIGURE 3.2 — Ecart entre les valeurs propres calculées numériquement et celles
prédites par la théorie en fonction du nombre de noeuds du maillage.

celles prédites par la théorie lorsque i — 0.

3.7.2 Calcul numérique des valeurs propres de I’opérateur de Poincaré-
Neumann dans un domaine non borné avec un opérateur de
Dirichlet-to-Neumann

Pour un disque inclu dans R? on s’attend a ce que le spectre de I'opérateur de
Poincaré-Neumann T} soit réduit a {1/2}. Pour calculer numériquement le spectre
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de I'opérateur de Poincaré-Neumann défini sur un domaine non-borné on doit le
réduire a un probléme sur un domaine borné qui peut étre discrétisé. Une méthode
classique pour régler cette difficulté est d’utiliser un opérateur de Dirichlet-to-
Neumann. Pour cela on introduit un bord artificiel définissant le domaine de calcul.
Lorsque ce domaine est une sphere on peut calculer la matrice associée a I'opérateur
de Dirichlet-to-Neumann explicitement (voir [Giv13]). Ainsi on peut calculer le
spectre de I'opérateur de Poincaré-Neumann avec la méme méthode que dans le
cas borné mais en ajoutant la matrice associée a 1’opérateur de Dirichlet-to-Neumann.
Plus précisément on résout le probléme d’algebre linéaire (A + B)X = AMX ol A,
M sont définies comme dans le cas borné (voir Section 3.7.1) et B est la matrice
associée a I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann.

Remarque 3.7.1. Pour calculer les valeurs propres de TS une autre stratégie consiste a
approcher I'opérateur A par I'opérateur de Helmholtz A + k? avec k* < 1. Les conditions
de radiations sont traitées a I'aide de conditions absorbantes au bord ou en utilisant la
méthode Perfectly Matching Layer (PML). Cette méthode donne la méme valeur propre
que l'utilisation de I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann.

0.020 A

0.015 A

0.010 A

0.005 A

0.000 A

0 200 400 600 800 1000

FIGURE 3.3 — Distance entre la valeur propre calculée numériquement et la valeur
1/2 en fonction du nombre de noeuds du maillage.
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Finalement on observe aussi la convergence de la valeur propre calculée numéri-
quement vers celle prédite par la théorie, a savoir la valeur 1/2.
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4,1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est d’étudier le champ diffracté par une couche de
métal plane, infinie dans deux directions, lorsque 1'épaisseur de cette couche tend
vers zéro. On veut en particulier étudier le champ qui se propage dans la couche
métallique et comment ce champ dépend de la permittivité du métal. Pour cela
nous allons réduire les équations de Maxwell a un probléme scalaire de type
Helmholtz auquel s’ajoutent des conditions de transmission a la surface de la
plaque métallique et des conditions de radiation a l'infini garantissant que la
solution est physiquement acceptable. Plus précisément on accepte que les champs
électromagnétiques se propagent le long de la couche métallique (plasmons de
surface) mais on impose qu’ils décroissent fortement lorsqu’on s’éloigne dans la
direction perpendiculaire a la couche. En faisant I’'asymptotique de ce probleme
lorsque l'épaisseur de la couche tend vers zéro on récupere un probléme limite
plus simple a étudier car il fait disparaitre la partie fréquentielle de 1’équation de
Helmholtz (Section 4.2). Pour comprendre comment ce probleme dépend de la
permittivité du métal nous allons calculer la fonction de Green associée (Section
4.3). Des lors nous pourrons interpréter la dépendance de cette fonction de Green a
la permittivité du métal (Section 4.4).

4.2 Geéométrie et probleme limite

On se place dans R? et on s’intéresse a une couche métallique homogene, infinie
dans une direction et d’épaisseur 2h (voir Figure 4.1). On note M = {(x,y,z) €
R3,—h < y < h} la région occupée par la couche métallique et on suppose qu’il
s’agit d'un métal réel. C’est a dire que la permittivité électrique, notée ¢,,(w), est
un nombre complexe dépendant de la fréquence de 'onde incidente w. De plus on
va supposer que

Reey <0 et Imey > 0. 4.1)

On notera D, et D_ les régions y > h et y < —h respectivement. On les assimilera a
un matériau diélectrique de permittivité constante ¢; € R*. Finalement le coefficient
de permittivité dans R? est donné par

_Jea, pour |y| > h,
€x y) = {sm(a)), pour |y| < h.

On notera également I'" lebord y = h et~ lebord y = —h.  On se place dans le
cadre de matériaux non-magnétiques, de perméabilité y = 1 et de magnétisation
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FIGURE 4.1 — Géométrie du probléeme

M = 0. On considere alors les équation de Maxwell :

V.D =0,
V.B =0,
V AE = —-iwB,

VAB=2¢E,
c

ott le champ d’induction électrique D = ¢pe(w)E, c est la vitesse de la lumiere dans
le vide et ¢¢ la permittivité électrique du vide. Comme la géométrie du probleme
est invariante par translation selon la direction z, les champs B et E ne dépendent
pas de la variable z. Des lors on peut se limiter a considérer les modes transverse
électrice (TE) et transverse magnétique (TM). Pour le reste de ce chapitre on se
concentre sur le mode transverse électrique. Dans ce cas le champ électrique s’écrit
E = (Ey, Ey, 0) et le champ magnétique B = (0,0, B;). Les équations de Maxwell se
réduisent alors & un probléme scalaire sur B, (x, y) pour (x, y) € R?:

1 2
div (=B, |+ LB, =0,
€ c2

auquel s’ajoutent des conditions de transmission a l'interface métal-diélectrique :

[BZ]Fi = 01

e -
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De plus on peut récupérer le champ électrique en utilisant la relation

VAB=Z¢E.

A ces équations on doit rajouter des conditions de radiation a I'infini afin d’avoir
une solution physiquement acceptable, c’est a dire que l'énergie du champ diffracté
se disperse a I'infini. Plus précisément on va imposer que lorsqu’on s’éloigne dans
la direction y (perpendiculaire a la couche métallique), le champ diffracté B, soit
décroissant a 1'infini (dans un sens qui sera précisé lors du calcul de G dans la partie
4.3). En revanche on autorise la propagation d’onde le long de la couche métallique
(dans la direction x).

Finalement on se ramene au probleme scalaire suivant

Au + edkgu =0 dans D, UD_,

Au+ ep(w)kiu=0  dans M,

[l =0, (4.2)
2., =0,

Vx eR, |u(x,y)| =0 quand y — +co,

avec ko = ¢ et u(x, y) = B;(x, y). On effectue maintenant le changement d’échelle
up = u(3y, %) dans 1’équation (4.2) et on obtient le probléeme équivalent :

Auy, + hzedk(%uh =0 dans Rx] — oo, —1[U]1, +o0|,

Aup + ?ep(w)kiu, =0 dansRx[-1,1],

[uh]y:il =0, 4.3)
[20,u], ., =0,

Vx eR, |lup(x,y)| =0 quand y — +oo.

On peut maintenant écrire formellement la limite du probleme (4.3) lorsque h — 0

Aug =0 dans R?,
[MO]y:+1 = 0/
B (4.4)
[%Qyuo] y=+1 = O’
Vx e R, |ug(x,y)| = 0 quand y — +oo,
ou de fagon équivalente
div (%VZAO) (x, y) = O, (x/ ]/) € IRz/ (4 5)
Vx €R, |up(x,y)| =0 quand y — +oo. ’
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La justification du passage a la limite formelle peut étre trouvée dans [TB16, TV17].
L’approximation du probléme (4.3) par le probleme (4.5) n’a physiquement de sens
que lorsque le coefficient |h?k%¢| = |h26;—22€| est tres petit devant 1. Cette condition
se vérifie lorsque & est petit devant la longueur d’onde de I’onde incidente, c’est
a dire qu’il n’y a quasiment pas de propagation de I’onde a 1’échelle de la couche
métallique.

4.3 Calcul de la fonction de Green

Dans cette partie on cherche a calculer la fonction de Green G(x, y, xo, o) solu-
tion du probleme :

{div (:VG) (x,y, %0, yo) = ()0 (), (x,y) €R?, (4.6)

Vx e R, |G(x,y,x0, yo)| = 0 quand y — +o0.

Comme on cherche a construire la fonction de Green pour le champ diffracté
par la couche métallique on s’intéresse aux solutions confinées autour de cette
couche, c’est a dire ne se propageant pas dans la direction y. De cette facon la
fonction de Green G ne contiendra que des modes "confinés" a la couche de métal.
De plus on fera I'hypothese que le point source (x, yo) se trouve a I'extérieur
de la couche de métal et sans perte de généralité on suppose que yo > 1. Pour
calculer G on se propose, dans un premier temps, de calculer sa transformée

de Fourier é(t, ¥, x0,Yo0) = FTx(G(x,y, x0, yo)) par rapport a la variable x, puis
ensuite d'inverser cette transformation. On vérifie facilement que G est solution de
I’équation

2~ 1 | = l ,
———G + 9y (——=9,G|| (t, y, x0, yo) = e 775 ,(y), t,y) eR% (47
[ ) y(é,(y) y ) (t, Y, 0, Yo) w@), (£ Y) (4.7)
On peut décomposer I'équation (4.7) en

[_tz + ayy]é(tr ]/; X0, ]/0) = 5(]/)€_itx06yo(]/)/ te IR/ y € R \ {_1/ 1}/ (48)
avec les conditions de saut

[(Cly—s1 =0, (49)

[bycl =0. (4.10)
y==1
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Remarque 4.3.1. Les conditions de radiation que nous avons imposé n’autorisent que
certaines solutions particuliéres aux équations de Maxwell. On a imposé que le champ
diffracté soit décroissant dans la direction y perpendiculaire a la couche métallique. En
revanche on autorise la propagation dans la direction x de la couche de métal. L'applica-
tion de la transformée de Fourier par rapport a x permet alors de décomposer G selon
les modes se propageant dans le métal. Dés lors on peut voir le parametre de Fourier t
comme la composante selon x d’un vecteur d’onde associé a une onde se propageant selon
x. La sommation sur t € R (inversion de la transformée de Fourier) permet ainsi de
récupérer la contribution de tous les modes. D"un point vue plus physique le point source
génere toute une famille d’ondes de surface (plasmons de surface), confinées autour de la
couche métallique.

4.3.1 Calcul de @

On peut maintenant calculer explicitement G, ce qui est I'objet de la Proposition
4.3.2.On pose d’abord k = ¢, /¢4 et

_1+k
T=1"%

Proposition 4.3.2. Soit t € R, on dispose de I’expression de G selon les cas suivants :

o Au-dessous de la couche métallique (y < =1 < yo) :

2key et elty=vo)
(1-k)? [t e-4itl—n2

G(t, vy, X0, o) = (4.11)

Cela correspond a la partie du champ diffracté transmise a travers la couche
métallique.

e Dans la couche métallique (1 >y > —1) :

Em e—itxo

(1=K [£](n? — e4HH)

G(t, v, xo, yo) = (ne|t|<y—yo) + e—|t|(y+yo+z>) L (412)



Etude du champ diffracté par une couche métallique dont I'épaisseur tend vers zéro 126

o Entre la couche métallique et le point source (1 < y < yo) :

G(t, v, xo0, yo) = _eae (leltl(y—yo) + sinh(2¢)e Iy +0)

|3 g g ) (4.13)

o Au-dessus de la couche métallique et du point source (y > yo > 1> 0):

~ gge”itxo (1
G(t/ y/ X0, yO) = - a (

i =ty +yo)
. _e—ltl(y—yo)+nsmh(2|t|)e e

> g g ) (4.14)

Le premier terme est 'onde générée par la source qui se propage vers le haut sans
rencontrer la couche métallique. Le second terme est le champ diffracté réfléchi par
la couche.

Démonstration. On va maintenant calculer G en utilisant la méthode du Wronskien
que nous allons détailler ci-dessous. Soit @, (f, y) définie pour y > yo une solution
homogene du probleme (4.7) et décroissante lorsque y — +oo:

Ot y)=e M,y >y,
et @_(t, y) définie pour y < yp une solution homogene du probleme (4.7) et décrois-
sante lorsque y — —oo:
eltly, y<-1,
D_(t,y) = { Aeltly + Be7ltly, yel-1,1[,
Celtly + De~ltly, y €11, yo[,
ou A, B,C,D € Cdoivent étre déterminées a partir des conditions de saut (4.9) et

(4.10).
En utilisant la condition de saut (4.9) en y = —1 on obtient

eIt = Ae7I*l + Belfl,
puis en utilisant la condition de saut (4.10)en y = —1ona
Lot = L e _ gelty,
&4 Em
On peut alors écrire que
2Ae7 M = (1 + k)e7 !,
2Beltl = (1 = k)e 1.
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Ainsi on obtient
1
A= 5(1 + k),
B= %(1 — k)e 2,
Les conditions de saut (4.9) et (4.10) en y = 1 donnent
Aell + Be7ltl = Celtl + DIt
L (aelt = Betly = Lceltl = pe-tty,
d’ot1
1t Lyl Lyt
2Ce" = A(1 + E)e + B(1 - E)e ,
2De7 1 = A(1 - %)e'” +B(1+ %)e"”.
On obtient donc que
1 1. 1 Lo
C= 4(1 +k)(1+ k) + 4(1 k)(1 k)e ,
1 1 1 1
D=-(1 1- )+ —(1+ 2)(1 - k)e 2,
A +0(1 = D4 (14 )1 = K)e
On pose alors

(D+(t/ y)q)—(t/ yO)/ Yy > Yo,

Git, v, %o, yo) = =
IITE o, @t v), Y < 1o,

avec d le Wronskien tel que

%(cp_aycm — .9y D_)(t, yo) = e4e ™, VteR.
Comme

dyD(t, yo) = —|t]eMHvo,
Iy @_(t, yo) = [t|(Ce!'lo — De~Itwo),

on obtient

1 .
d = —2C[t|—e™,
€d

127
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ol on rappelle que

C= 411 (1 -Il-(k)2 ~ (1 —kk)2e_4|t|) _ %% (’72 _ e—4|t|) ‘

Lorsque k # 0 et k # 1 on peut écrire que

_ e Ak o gy
4= 2€d k (17 ¢ )

On peut maintenant détailler ’expression de G selon la région dans laquelle se
trouve y. Tout d’abord pour y < -1 < ypett € R,ona

1

é(tl Yy, X0, yO) = _q)—(t/ y)q)+(t/ yO)r
d

1
— Z,Itl(y—yo)
i° /

et donc ,
2key eitxo eltly=vo)

(=K T e

Dans le diélectrique au-dessus de la couche métallique on doit distinguer deux cas :
y>yoety <yo.Poury >yo>10na

G(t, Y, X0, Yo) =

~ 1
G(t/ Yy, Xo, yO) = —(D_(t, y0)®+(t/ y)/
d

_ % (Ce—|t|<y—yo> 4 De—|t|(y+y0)) ,

et sachant que

_ (k-1

b 2k

sinh(2|t]),

on obtient

ﬂg—ltl(y—yo)_ eqe” ! SIBIE]) iy
2] E1(e= T =72 '

_ _gae L -1 | sinh(2]¢])e” 1v20)

it \2 =4t _ 2

é(t/ Y, Xo, yO) = -
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Pour 1 < y < yp, on sait que

~ 1
G(t,y,x0,Yo) = ECD—(t, y)P.(t, yo),

_ % (Celtl(y—yo) 4 De—|f|(}/+yo)) ,

et donc il vient

— —it i —[tl(y+yo)
G(t, Y, Xo, yo) = _leo (leltl(y—yo) + WSInh(2|t|)€ Y+Yo ) .

it \2 =4t — 2

Pour finir lorsque 1 > y > —1,0n a

~ 1
G(t, y,x0, Yo) = ECD—(t, v)D(t, yo),

_ % (Aeltl(y—yo) N Be—|t|(y+y0)) ,

et donc
e e—lth

T=K) |#](n? = e=301)

G(t, vy, x0, o) = . (neuuy—yo) 4 e—ltl(y+y0+2)) .

O

On vérifie facilement que lorsque 1 # 0, la fonction t — @(t, Y, X0, Yo) décroit
exponentiellement quand ¢t — +oo. Cependant cette fonction n’est pas intégrable
en t = 0 et elle n’appartient donc pas a 'espace L!(R). Des lors la transformée de
Fourier inverse n’est pas définie au sens classique de l'intégration. De plus pour
les mémes raisons, t @(t, Y, X0, Yo) n'est pas une distribution tempérée et on ne
peut pas utiliser la transformée de Fourier au sens des distributions. Pour donner
un sens a la transformée inverse de t +— E(t, Y, X0, Yo) on va régulariser I'intégrale
divergente associée a 1’aide de la partie finie de Hadamard dans la partie 4.3.2.

Remarque 4.3.3. Lorsque n # 0, on est assuré que la fonction t +— E(t, Y, X0, Yo)
décroit exponentiellement quand t — +oo. Cependant la situation n = 0 se produit

lorsque €, = —e4 et donc que k = —1. Dans ce cas G dans le métal (-1 < y <1)s’écrit
= _ Em—itxg ,~|t|(y+y0-2)
G(t, vy, xo, = — e e IHYTY0=2)
(t,y, %0, yo) = -
qui ne décroit exponentiellement lorsque |t| — +oo que sous la condition y + yo—2 > 0.

Comme 1 > y > =1 il suffit que yo > 3. Si y + yo — 2 = 0 on observe que G est une
fonction delta de Dirac en x = xg et y = 2h — yo. Dans le cas oit y + yo — 2h est négatif
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alors t — @(t, Y, Xo, Yo) n'est pas intégrable. Autrement dit si la source est trop proche
de la couche de métal lorsque 1 = 0, alors le fonction de Green n’est pas correctement
définie.

On peut également interpréter G comme I’amplitude associée a une onde se propa-
geant selon x et de vecteur d’onde t. Ainsi les zéros de la relation de dispersion

n—e Ml =0, (4.15)

correspondent aux poles de cette amplitude. Lorsque Im ¢, # 0, *> n’est pas sur
I’axe réel et il n’existe aucune valeur de t € R solution de (4.15). En revanche la
valeur t qui minimise le terme |? — e *l| correspond a 1’onde qui sera le plus
fortement amplifiée, et ceci d’autant plus que n? sera proche de 'axe réel. Dans
la figure 4.2 on a affiché la valeur de |G| dans le diélectrique au-dessous de la
couche de métal (région -10 < y < -1, =20 < x < 20) pour différentes valeurs
du parametre n%. On observe que lorsque Im 7> — 0, un phénoméne propagatif
apparait dans la direction x. Cela correspond a une onde amplifiée et confinée
autour de la couche métallique dont la fréquence (calculée avec une FFT) est to/27
avec to = | — log(n?)|.

4.3.2 Régularisation de la fonction de Green

Nous avons vu que la transformée de Fourier inverse de G n’existe pas au sens
classique de l'intégration ou au sens des distribution car elle est définie par une
intégrale hypersinguliere. La régularisation de Hadamard permet de donner un
sens a ce type d’intégrale, tout en conservant de bonnes propriétés comme 1'inté-
gration par parties. Cette régularisation peut s’interpréter comme la continuation
méromorphe d’une intégrale convergente. Plus précisément comme la continuation
méromorphe en s de la distribution T(s) définie par

(T(s), ) = /R ce dt.

Pour en savoir plus sur cette méthode de régularisation et le sur le traitement des
intégrales hypersinguliéres le lecteur peut consulter [BFO0, CFPF07, KCM94, Sel94].
Dans cette partie nous allons présenter succinctement la méthode de régularisation
de Hadamard puis nous allons calculer la régularisation de la fonction de Green
dans la Proposition 4.3.4.

On fixe f € C,,(R) tel que f(t) = o(3) lorsque t — +co ot Cyy,(R) désigne
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(a) (b)

-20 -15 ~-10 =5 0 5 10 15 20

i L 1 L L L L L L 1
-20 -15> -10 -5 0 5 10 15 20 -20 -15> -10 -5 0 5 10 15 20

€T T

FIGURE 4.2 — Graphe de |G| dans la région -10 < y < -1, =20 < x < 20 pour
différentes valeurs de n?. Pour la figure (a): n* = 0.05 + 0.5i, (b): n*> = 0.05 + 0.17, (c):
7% = 0.05 + 0.014, (d): > = 0.05 + 0.0001:. La couleur rouge correspond aux fortes
intensités de |G| et la couleur bleu aux valeurs proches de zéro.

I’espace des fonctions continues et et dont la dérivée est continue par morceaux.
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On considere alors 'intégrale divergente suivante :

f(#)

I[=
r |t

—=dt.

Pour la régulariser on introduit l’intégrale tronquée I, définie par

f® / f® S
1

[t|>p |t| >|t|=p |t| [t]>1 |t|

On observe d’abord que 'intégrale sur le domaine |¢| > 1 est finie. De plus on note

_ oy
]p _/1>|t|>p |t| at.

En utilisant le jeu d’écriture f(t) = £(0) + (f(t) — f(0)) on peut maintenant écrire

que
. o £(5) - F0)
’p‘/wpp 0 /wzp o

Comme f’ est continue par morceaux sur R on peut affirmer que la seconde inté-
grale est finie lorsque p — 0:

i [ OO

dt < +oo
P=0 J1>|t|>p |t

On a donc séparé la partie finie de I, de la partie qui diverge lorsque p — 0, a
Savoir :

/ FO s = 250y n(p).
NI A

Ainsi en soustrayant la partie divergente de I, a I, on récupere la partie finie :
t)— f(0
i1y +2£O) )y = im( [ Lare [ L0 SO <
p—0 p=0" Jit>1 |t| 12]t2p |£]

Finalement la partie finie de Hadamard de I est donnée par :

f(#)

o dt +2£(0)In(p)}.
[t|=p |t|

I= lim (T +2f(0)n(p)} = lim{ |

A l'aide de cette notion nous allons donner du sens a la transformée de Fourier
inverse de G.
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Théoréme 4.3.4. Soit t € R, la régqularisation de la transformée de Fourier inverse de
G, pour laquelle on conserve la notation G, est donnée par :

o Au-dessous de la couche métallique (y < =1 < yo) :

ng e|t|(y_y0) it(X—XO)dt
tzp (L=K)? [t](e=4H — 1?) (4.16)
—eq41n(p)}.

G(x, y,x0, Yo) = hm{

o Dans la couche métallique (1 > y > —1) :

Em it(x—xo)

tzp (1= k) [£](n? — e~*IH)
— &4 ln(p)}.

(4.17)

o Entre la couche métallique et le point source (1 < y < yo) :

- |t
( €|t|(y o) + 1’[51nh(2|4t|26 | |;y+]/0)) eit(X—xo)dt
e =

Glx, 30, o) = lim /
|>p |t|

+ eqIn(p)}.
(4.18)

o Au-dessus de la couche métallique et du point source (y > yo > 1> 0):

€_d (1 —|f|(}/ Yo ) n nSinh(2|t|)6_|t|(y+y0)) eit(x—Xo)dt

G(x, y, x0, yo) = lim{

N T eI = 2
+¢e41n(p)}.
(4.19)
On va maintenant s’intéresser au comportement de G en fonction de la valeur de
2
n-.

4.4 FEtude de la fonction de Green

Dans cette partie nous allons étudier le comportement de G (donnée par la
Proposition 4.3.4) selon la valeur prise par le parametre 1> € C. En particulier on
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cherche a distinguer les valeurs de n? pour lesquelles G est singuliére. On va se
limiter a traiter le cas du diélectrique au-dessous de la couche métallique (c’est a
dire y < —1) et on va donc s’intéresser a 'intégrale suivante :

+oo t(y—vo)
I07?) = /p t(;”+_ynz)cos(t(x—x0))dt. (4.20)

Avant d’étudier le comportement de I(17%), nous allons énoncer un résultat de
localisation sur % qui est la conséquence directe de I’hypothese (4.1).

Lemme 4.4.1. Comme Re(e,,) < 0 et Im(e,,) > 0onalnl® < 1.

On va donc étudier le comportement de I(n?) sur le disque unité. On dispose
d’un premier résultat permettant de montrer que I(n?) est finie dés lors que n? ¢
[0,1].

Proposition 4.4.2. Soit C un ensemble compact inclus dans le disque unité et n’ayant
pas d’intersection avec I'axe réel positif, alors 1(1%) est une fonction continue de n? sur
C.

Démonstration. Comme e~ € [0,1] il existe une constante 0 < ¢ < 1 tel que
Vn? € C,Vt € [p, +oo[, |e™" — n?| > c. Ainsi on obtient

t(y=yo) 1

e

——— cos(t(x — xp))| < —e!W¥0)

En sachant que (y — yo) < 0, on peut alors utiliser le théoreme de convergence
dominée pour prouver le résultat attendu. m|

On s’intéresse maintenant au comportement de I(n?) sur le segment [0,1]. On
montre alors dans la Proposition 4.4.3 que I(1?) est finie sauf potentiellement en
n? = 0 ou 1? = 1 et on explicite dans la Proposition 4.4.4 le comportement de I(17%)
lorsque 7? tend vers une valeur de I’ensemble 10, 1.

Proposition 4.4.3. Soit > € R* tel que 1 > n? > 0, alors I(n?) a une valeur finie.

t

2
Démonstration. Soit tg = —lo‘gzlﬁ > 0 I'unique racine de e™# — 2. On peut calculer

de(e™ = n*)(to) = dy(e™ — e™0)(tg) £ 0,
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ce qui montre que tp est une racine simple. On en déduit qu’il existe une fonction
réguliere R tel que dans le voisinage de t( on ait

e~ —n? = (t — to)R(ty),

avec R(tp) # 0. On peut alors affirmer que I(17?) est une intégrale impropre mais
convergente par valeur principale de Cauchy. |

Proposition 4.4.4. Si Re(1?) # 0 alors la fonction I1(n?) posséde une limite finie lorsque
Im(n?) — 0% ou lorsque Im(n?) — 0~.

Démonstration. Le résultat découle directement de la formule de Plemelj [Hen93,
Ple64]. O

Finalement on peut déduire des Propositions 4.4.2,4.4.3 et 4.4.2 le théoréme sui-
vant.

Théoréme 4.4.5. 1(n?) est une fonction continue par morceaux pour 1 > |n|*> > 0.

A ce stade on peut affirmer qu’aucune valeur de n? dans le disque unité excepté
zéro, ne fait diverger I(n?). Autrement la seule valeur de 7 susceptible de rendre G
singuliere est > = 0. Il devient alors intéressant d’étudier le comportement de I(n?)
lorsque n? tend vers 0. Formellement on peut déja observer que lorsque 1> = 0,
on doit intégrer le terme %et(y ~¥0+4) dont le comportement a l'infini est déterminé
par le signede y — yo + 4. Si y — yo + 4 < 0 on s’attend a ce que I(17?) soit bornée
lorsque n? tend vers 0, ce qui est 1'objet de la Proposition 4.4.6. On remarque que si
on impose que la source soit suffisamment loin de la couche métallique, a savoir
Yo > 3 alors la condition y — yo + 4 < 0 est toujours satisfaite pour y < —1.

Proposition 4.4.6. Si y — yo + 4 < 0 alors I(n?) est bornée lorsque n? tend vers 0,

Démonstration. On note a = —@ — 1 et on commence par faire le changement

de variable z = e™* dans l'expression de I(n?) et on obtient

3 e z4 log(z)(x — x)
1(172) — /0 —log(Z)(Z ey cos (——4 ) dz,



que I’on peut majorer par

2 o z®
) < é Tog) — )] ™

On note ¢(z) = uéﬁ et on effectue le jeu d’écriture suivant :

% T H(z) - <P(n2) )
/0 Tos@G-mI =)y @ +¢(”)/

Comme ¢ est Holder-continue il existe des constantes C > 0et0 < 6 < 1 tel que

6(2) = p(1P)| < Clz = |°.

Ceci permet de prouver que

1. " d(z) - o(n?)
mm _—

> dz < 400,
7—0 Jo |z — n?|

De plus une primitive de 1/|z — n?| est —log(|z — n%| + Re(n?) — z). On peut alors
écrire que

e~
/ iz 1nz|dz = —log(le™ — n?| + Re(n*) — e™*") + log(In’| + Re(n?),
0 _
et comme

121m o(n?) |— log(le™" — n%| + Re(n?)) + log(|n?| + Re(nz))| < +00,
n°—0

on en déduit que |I| est bornée quand n> — 0. O

Il reste maintenant a traiter le cas o1 y — yo+4 > 0. On s’attend a ce que I(n?) diverge
quand n* — 0 et on souhaiterait connaitre plus précisément son comportement
asymptotique. Cependant nous ne sommes pas parvenus a prouver une estimation
satisfaisante de I(n?) en zéro.
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Résumé

Dans cette thése on étudie le comportement des ondes électromagnétiques lorsqu’elles ren-
contrent un matériau négatif, c’est-a~-dire un matériau dont la permittivité électrique et/ou la
perméabilité magnétique est négative. On se focalise ici sur le cas o seulement la permittivité
change de signe. En dimension deux, les équations de Maxwell en régime harmonique se ré-
duisent & deux sous-problémes scalaires plus aisés a traiter. L’un de ces sous-problémes autorise
la propagation d’ondes de surface, appelées plasmons de surface, a 'interface entre le matériau
négatif et le diélectrique, ce qui le rend particuliérement intéressant pour les applications. On
se concentre sur ce sous-probléme et en particulier sur sa partie principale qui correspond & une
équation de conductivité. Cependant, comme la permittivité change de signe les outils classiques
comme le Théoréme de Lax-Milgram sont mis en défaut. Dans le premier chapitre, on introduit
des outils utiles & la compréhension du reste de la thése. On décrit en particulier comment I’étude
I’équation de conductivité fait naturellement intervenir I’opérateur de Poincaré-Neumann dont
le spectre encode les rapports de permittivité qui permettent ’existence des plasmons de sur-
face. On présente une formulation intégrale et une formulation variationnelle de 'opérateur de
Poincaré-Neumann et le lien qui existe entre ces deux formulations. Le second chapitre de ce
manuscrit s’intéresse au caractére bien posé de 1’équation de conductivité lorsque la permitti-
vité change de signe. En utilisant des méthodes d’équations intégrales on propose une condition
suffisante pour que ce probléme soit bien posé. Dans le troisiéme chapitre de cette thése, on se
concentre sur le calcul numérique du spectre de 'opérateur de Poincaré-Neumann & ’aide des
méthodes d’éléments finis. On s’intéresse a la convergence des valeurs propres calculées numéri-
quement vers les valeurs propres théoriques. Dans le dernier chapitre, on étudie le probléme de
transmission des ondes électromagnétiques dans une couche métallique de permittivité négative
sous 'angle des fonctions de Green. En particulier on s’intéresse au comportement de la fonction
de Green pour ce probléme lorsque 1’épaisseur de la couche métallique tend vers zéro.

Abstract

In this thesis, we study the behaviour of electromagnetic waves when interacting with a
negative material. Such a material has a negative electric permittivity and/or magnetic per-
meability. Here we only focus on negative permittivity materials. In dimension two, Maxwell’s
equations in harmonic regime reduce to a couple of scalar, easier to tackle, sub-problems. One
of these sub-problems allows surface waves to propagate along the interface between a negative
material and a dielectric, which makes it very interesting for the applications. Such surface
waves are called surface plasmons. Here, we focus on this sub-problem and more specifically
on its main part which is a conductivity equation. Yet, as the permittivity sign changes be-
tween the negative material and the dielectric, it is not allowed to use the classical Lax-Milgram
framework. In the first chapter, we introduce tools which are useful to understand the rest of
this thesis. In particular, we describe how studying conductivity equation leads us to deal with
the Poincaré-Neumann operator. The spectrum of this operator encodes permittivity ratios
that allow surface plasmons to propagate. We propose both the integral formulation and the
variational formulation of this operator, and we explain the link existing in-between. In the
second chapter of this thesis, we focus on the well-posedness property of the conductivity equa-
tion when permittivity sign changes. Using integral equation methods, we propose a sufficient
well-posedness condition for this problem. In the third chapter, we deal with the numerical
computation of the Poincaré-Neumann operator spectrum using finite element methods. We
are interested in the convergence of numerically computed eigenvalues to the theoretical ones.
In the last chapter, we study the electromagnetic wave transmission problem in a metallic
layer with a negative permittivity from the Green’s function point of view. In particular, we
investigate the Green’s function behaviour when the metallic layer thickness goes to zero.





