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Intoduction

C’est en 1963 que Stasheff introduit pour la premiere fois une famille d’espaces topologiques munie
d’opérations permettant de comprendre la structure des espaces de lacets. Il réussit ainsi & donner
une caractérisation des espaces ayant le type d’homotopie d'un espace de lacets a travers la notion
de A-espace. Cependant, il faut attendre le début des années 1970 pour que Boardman, Vogt et May
introduisent la notion d’opérade dans le but de modéliser les structures sur les espaces de lacets itérés.
Depuis, cette théorie s’est développée touchant d’autres domaines que la topologie algébrique tels que
la géométrie algébrique ou la géométrie différentielle. Les opérades sont ainsi devenues un outil efficace
dans I'étude des structures sur les espaces topologiques mais aussi dans la compréhension des algébres
(a homotopie prées) dans une catégorie symétrique monoidale modele quelconque.

Dans le but de généraliser les travaux de Stasheff, Boardman et Vogt ont introduit I'opérade des
petits cubes C; de telle sorte que les espaces de lacets d-itérés possedent naturellement une structure de
Cg-algebre. Dans [31], May donne la preuve d’une conjecture de Boardman et Vogt montrant ainsi que
l'opérade C; caractérise les espaces de lacets d-itérés. Plus précisément, le critere de May affirme le fait
suivant :

Un espace topologique est une Ez-algebre grouplike si et seulement si
il est faiblement équivalent a un espace de lacets d-itéré,

avec E; une opérade faiblement équivalent a C;. Cependant, il n’est pas évident de montrer qu'un espace
possede une structure de E;-algebre. C'est en 2004, dans l'article [32], que McClure et Smith donnent une
interprétation combinatoire du critere de May lorsque l'espace topologique provient de la totalisation
d’un espace cosimplicial. En particulier, ils remarquent que la famille d’espaces composant une opérade
multiplicative (i.e. une opérade sous 1’opérade associative As) dispose d"une structure cosimpliciale dont
la totalisation est une Ej-algebre. Plus explicitement, si hoTot désigne le foncteur dérivé de la totalisation
alors McClure et Smith démontrent 1’énoncé suivant :

Si O est une opérade multiplicative et O® désigne I'espace cosimplicial associé alors
les espaces topologiques Tot(O®) et hoTot(O*) sont des E,-algebres.

Les criteres énoncés jusqu’a présent donnent 1’existence de l'espace de lacets d-itéré mais ne per-
mettent pas de le déterminer explicitement. En 2010, Dwyer et Hess dans [14] et indépendamment
Turchin dans [49] ont été capables d’identifier ’espace de lacets double associé a la totalisation homo-
topique d'une opérade multiplicative. Pour cela, Turchin utilise la catégorie des bimodules ainsi que la
catégorie des bimodules infinitésimaux sous une opérade P, notées respectivement Bimodp et Ibimodp. 11
remarque alors que la totalisation homotopique d"un espace cosimplicial est faiblement équivalent a un
espace de morphismes dérivé dans la catégorie des bimodules infinitésimaux sous 1’opérade associative.
Dans le cas ot O est une opérade multiplicative et O désigne 1’espace cosimplicial associé, Turchin
démontre les équivalences faibles suivantes a condition que les espaces O(0) et O(1) soient contractiles :

hoTot(O®) = Ibimod'y, (As; O) = QBimod'y (As; O) et Bimod", (As; O) = QOperad"(As; O),

avec C" 1a catégorie dérivée associée a une catégorie modele C.



L'objet d’étude de cette these est 'opérade Swiss-Cheese, notée SC;, qui est une version relative de
l'opérade des petits cubes. C’est une opérade colorée, ayant pour couleurs I'ensemble S = {o; c}, qui a
été introduite par Voronov dans [51]]. En particulier, si f : A — X est une application continue pointée
alors le couple d’espaces topologiques :

(Q'X; hofib@Q*A —» Q1X) ) 1)

est une SCy-algebre. Contrairement au cas de 'opérade Cy, il n'est pas établi dans la littérature que
l'opérade SC; caractérise les couples de la forme (1) de maniere générale. On sait uniquement que SCy
fournit une caractérisation grace aux travaux de Hoefel, Livernet et Stasheff dans [26] visant a étudier
les Ao-morphismes. Notre premier objectif est d’obtenir un théoreme similaire a celui de Dwyer-Hess
et Turchin dans le cas relatif. Pour cela, on se raméne a 1'étude des espaces semi-cosimpliciaux dont la
définition est celle des espaces cosimpliciaux sans les codégénérescences. De méme, on a la notion de
semi-totalisation qui, contrairement a la totalisation classique, est un invariant homotopique des espaces
cosimpliciaux. Plus précisément, Dwyer et Dror montrent dans [12] qu’on peut se ramener a 1’étude des
espaces semi-cosimpliciaux grace a I’énoncé suivant :

Si X* est un espace cosimplicial alors la totalisation homotopique de X* est faiblement équivalent
a la semi-totalisation de X* (obtenu en oubliant les codégénérescences).

Dans le cas relatif, ce qui joue le role de 'opérade associative est 1’opérade colorée 119(SC1) munie
de la topologie discréete. Les 1o(SC1)-algebres sont les couples (X; Y) avec X un monoide topologique
et Y un X-module a gauche topologique. On désignera par Act.q ’opérade colorée mo(SC1) et par Act
la version unitaire de Act.y. On montre qu’a partir d"une opérade pointée O (i.e. un opérade colorée
au-dessous de Act) on peut extraire un couple d’espaces semi-cosimpliciaux défini par :

O.(n)=0(c,...,c;c) et Oy,n)=0(c,...,c,o;0).
S~—— ~——

Pour montrer que le couple d’espaces topologiques provenant des semi-totalisations est faiblement
équivalent a une SC»-algebre explicite, on utilise dans cette these une méthode proche de celle employée
par Turchin basée sur I'étude des bimodules (infinitésimaux) sous une opérade colorée. Dans un premier
temps, on montre dans le chapitre 2 que la démonstration de Berger et Moerdijk visant a définir une
structure de catégorie modele sur la catégorie des opérades colorées peut s’adapter pour la catégorie des
bimodules (infinitésimaux) :

Théoréme. [Théoremes[2.2.5[2.2.12]et[2.2.20] Les catégories des opérades colorées, des bimodules et des bimodules
infinitésimaux topologiques possédent une structure de catégorie modele cofibrement engendrée dont tous les objets
sont fibrants.

Ce théoréme nous permet de construire des remplacements cofibrants explicites. En particulier, grace
a I'étude d’un remplacement cofibrant de Act.( en tant que Act-o-bimodule infinitésimal, on démontre
que l'espace de morphismes dérivé Ibimod’;w>0 (Actsp; O) est déterminé (a équivalence faible pres) par
sa partie fermée. Autrement dit, si 7 : Act — O est un morphisme de Act,o-bimodules infinitésimaux
alors (O, ; O,) est un couple d’espaces semi-cosimpliciaux et on a I'équivalence faible :

Ibimodly,, (Act; O) = sTot(O,).

L’étude des différents remplacements cofibrants permet d’extraire, dans le chapitre 3, un couple d’espaces
faiblement équivalent a une SC»-algebre explicite a partir d"'une opérade pointée. Notons que le théoreme
qui suit a fait I’'objet d'un article [13] a paraitre dans Algebraic and Geometric Topology.

Théoreme. [Théoréeme Soit 1 : Act — O un morphisme d’opérades colorées avec O(; c), O(c; c) et
O(o; 0) des espaces contractiles. Si (O, ; O,) désigne le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé a 1 alors
(sTot(O,); sTot(O,)) est faiblement équivalent a une SCy-algebre explicite :

{o;c

(QZOpemdh(ﬂs>0; 0.); QZ(Opemdh(&le>o; O.); Operad'' |(Acto; O)) )



Une premiere application de ce théoréme provient de 'étude des espaces de longs nceuds. Dans
une série d’articles [41) 42| 43], Sinha démontre que l'espace des longs nceuds dans R" modulo les
immersions, défini comme la fibre homotopique :

L, = hofib( Emb(R; R") — Imme(R; R")),

dispose d’un remplacement cosimplicial & condition que la dimension de l'espace d’arrivée soit stricte-
ment supérieure a 3. Ce remplacement cosimplicial provient d"une opérade multiplicative K, appelée
I'opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d’avoir une résolution cofibrante de
l'opérade des petits cubes. Grace a cela, pour n > 3 on sait identifier I'espace £;,;, a un espace de lacets
double explicite :

L1, = Q*Operad"(Asso ; K;).

Par la suite, Munson et Voli¢ démontrent dans [35] que I'espace des longs entrelacs a k brins modulo les
immersions, défini comme la fibre homotopique :

k k
Ly = hofib( Embe( |_| R; R") —> Imm( |_| R; R")),

i=1 i=1

possede aussi une résolution cosimpliciale pouvant s’exprimer comme un décalage de l'opérade de
Kontsevich :
i (Kn) (i) = Kk X i),

L’objet ainsi obtenu ne possede pas de structure opéradique. Cependant, Dwyer et Hess montrent dans
[15] qu’il est muni d"une structure de bimodule sous 'opérade associative. Par conséquent, L, a le type
d’homotopie d"un espace de lacets a condition que n > 3. On montre dans le chapitre 4 que le couple
(L1, Lk, ) est faiblement équivalent a une SC,-algebre explicite. Plus précisément, ce résultat découle
du fait qu’on peut construire une SC,-algebre a partir d'une opérade symétrique multiplicative :

Théoreme. [Théoreme[d.2.5]] Soit O une opérade symétrique multiplicative avec O(0) et O(1) des espaces contrac-
tiles. Le couple (sTot(O); sTot(Pi(O))) est faiblement équivalent a une SCy-algebre explicite :

(QZOpemd}l(?{sw; 0); QZ( Opemdh(ﬂs>0; 0); Opemd?o; C}(ﬂct>o ; @))),

avec © une opérade colorée construite a partir de O et Or(O).

Le chapitre 5 est dédié a I’étude des structures dans la catégorie des espaces vectoriels différentiels
gradués. A partir d’un espace semi-cosimplicial X*, on peut lui associer un espace vectoriel différentiel
gradué en prenant I’homologie singuliere de la semi-totalisation sTo#(X*). On peut aussi lui associer
I’homologie de Hochschild du bicomplexe {C5(X*®)} que l'on note HH.(X*). Dans [7], Bousfield explicite
un morphisme entre ces deux objets :

@ : H.(sTot(X*)) — HH.(X®),

et énonce les conditions pour que ¢ soit un isomorphisme. Si l’espace semi-cosimplicial provient d'une
opérade multiplicative alors sTot(X*®) est faiblement équivalent a une C,-algebre. Par conséquent, 1'ho-
mologie singuliére possede une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakai dans [38§].
Sous les méme conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans [19] que ’homologie de Hochschild
possede aussi une structure de Gerstenhaber explicite. Le résultat principal de I'article [38] affirme que :

Si X*® provient d'une opérade multiplicative alors le morphisme de Bousfield est
un morphisme de Gerstenhaber préservant la structure définie par Sakai sur I’homologie singuliére
et la structure définie par Gerstenhaber et Voronov sur I’homologie de Hochschild.

La suite spectrale de Bousfield permet de calculer 'homologie singuliére associée a la semi-totalisation
sTot(X*). Sil'espace semi-cosimplicial provient d’'une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sede une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule 'homologie singuliére en tant qu’algebre de Gerstenhaber. Il est important de comprendre
le morphisme de Bousfield car la page E? de la suite spectrale de Bousfield correspond a I’homologie de
Hochschild.



Dans le chapitre 5, on adapte les résultats au cas coloré. A partir d'un couple d’espaces semi-
cosimpliciaux (X! ; X3), on dispose des couples d’espaces vectoriels différentiels gradués :

(H.(sTot(X?)) ; H.(sTot(X7))) et (HH.(X?) ; HH.(X3)),

correspondant respectivement aux homologie singuliéres et aux homologies de Hochschild. On montre
que si le couple d’espaces semi-cosimpliciaux provient d’une opérade pointée alors les deux couples
d’homologies possedent une structure de H.(SC»)-algebre explicite et]’application de Bousfield induit un
morphisme de H.(SC)-algéebres. On termine le chapitre 5 par 1'étude des suites spectrales de Bousfield.
On énonce notamment un critére permettant de faire le lien entre le couple d’homologie singuliére issu
d’une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E? des suites spectrales de Bousfield :

Théoreme. [Corollaire Soit O une opérade symétrique multiplicative topologique. Si O est L[ Ask]-formelle
alors on a un isomorphisme de H.(SC»)-algébres entre (H.(sTot(O)) ; H.(sTot(P,(O)))) et le couple d’homologies
provenant des pages E? des suites spectrales de Bousfield issues des espaces cosimpliciaux O et ®y(O).

L'étude des opérades pointées dans les chapitres 1 a 3 permet de démontrer dans le chapitre 4 que
la paire (L1,4; Lk;n) est faiblement équivalente a une SC-algebre. Cependant il est souvent difficile
d’identifier un espace topologique a la semi-totalisation d"un espace semi-cosimplicial. Dans de nom-
breux cas les relations semi-cosimpliciales sont vérifiées uniquement a homotopie pres. Par exemple
on ne dispose pas de remplacements cosimpliciaux pour les espaces de plongements Emb(R?; R") et
Emb(L];R?; R") lorsque la dimension de la variété source est strictement supérieure a 1. Il est néanmoins
possible de les identifier a des espaces de bimodules infinitésimaux sous 'opérade C;. C’est pourquoi
il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre 3 afin d’étudier ces cas de figure. Pour cela on
a besoin d'une méthode pour construire des remplacements cofibrants de maniére fonctorielle dans la
catégorie des bimodules. Dans le chapitre 6, on montre que la résolution de Boardman-Vogt admet un
analogue dans le contexte des bimodules. A partir d"un bimodule M, on construit un bimodule B(M) de
telle sorte que 'on ait le théoréme suivant :

Théoreme. [Théoreme Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien pointées -cofibrantes et M un P-Q
bimodule. Si M est cofibrant en tant que L-collection alors B(M) est un remplacement cofibrant de M en tant que
P-Q bimodule.

Cela nous permet d’adapter la preuve du delooping du chapitre 3 et ainsi d’extraire un couple d’espaces
faiblement équivalent a une SC;i-algebre explicite a partir d'un morphisme d’opérades colorées ayant
pour couleurs I'ensemble S = {0; c}. Notons qu’a partir de deux opérades symétriques topologiques P
et Q, on définit I'opérade colorée symétrique topologique P @ Q de la fagon suivante :

PoQ(,...,c;c) = Q(n) pour n >0, P®Q(o,...,0,0) = P(n) pour n >0

etl’ensemble vide pour les autres configurations. On introduit alors la sous-catégorie Op[P; Q] constituée
des opérades colorées symétriques au-dessous de P & Q. On démontre ainsi le théoréme suivant :

Théoreme. [Théoréme |6.2.16] Soient P et Q deux opérades L-cofibrantes et bien pointées, avec P(0) = 0, et
n: O — O un morphisme dans la catégorie Op[P; Q. Si R(O) est L-cofibrant alors le couple d’espaces
topologiques

(=-Bimod!(Q; O/) ; L-Bimod)y o(R(0); R(O')))

est faiblement équivalent a une SC1-algebre explicite :
(O z-Operad"(Q; 01)) ; O T-Operad(Q; O;) ; OplP; O (LRO)P;Q); 0')) ).
avec L(R(O); P; Q) une opérade colorée issue du P-Q bimodule R(O) := {O(c, ..., c;0)}.

Pour généraliser le théoreme ci-dessus afin de reconnaitre des SC,1-algeébres a partir de morphismes
d’opérades colorées, on doit admettre la conjecture de Dwyer et Hess suivante :

Sin: Cy — M est un morphisme de Cy-bimodules, avec M(0) = » et M(1) ~ =,
alors on a I'équivalence faible Ibimod’éd (Cy; M) = Q‘iBimod’éd (Ci; M).
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Théoreme. [Théoreme Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraie. Sin) : L(Cy; C;O ; Ca) —
O est un morphisme dans la catégorie Op[C;O; Cyl, avec O(; ¢) =~ O(c; c) =+ et O(; 0) = O(c; 0) = %, alors le
couple d’espaces topologiques

(Ibimody, (Ca; Oc) ; Ivimods, (Ca; R(O))),
est faiblement équivalent a une algebre sous SCy.1 explicite :
( Q"1 0perad"(Cy; O.) ; Qd“( Operad"(Cy; O.) ; Op[C;O; 01"( L(Cy; C;O; Ci); O) ) )

Une application de ce théoréeme est donnée par 1’étude des espaces de longs nceuds et I'espace des (k)-
immersions en dimension supérieure. Dans [42], Sinha a réussi a exprimer 'espace des longs nceuds L ;,
comme un espace de lacets double car il disposait d'un remplacement semi-cosimplicial provenant de
I'opérade de Kontsevich (voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nceuds en dimension
supérieure, définis par la fibre homotopique :

Ly = hofib( Emb.(R*; R") —> Imm (R*; R")),

on ne possede pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin dans [1] ont déve-
loppé une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], afin d’identifier des espaces de
plongements a des bimodules infinitésimaux sous 'opérade des petits cubes :

L1, = Ibimod, (Cy; Cn) = Q™' Operad"(Cy; Cy).

D’un autre coté, 1'espace des (k)-immersions, noté Immgk)(]R”’ ; R"), est le sous-espace des immersions
f € Imm(RY; R") tel que pour tout sous-ensemble K C R? de cardinal k, la restriction fi est non-
constante. L’espace des (k)-immersions relatives est défini comme la fibre homotopique :

Imm® (R ; R") := hofib( Imm (R ; R") — Imm(R*; R") ).

En utilisant une méthode similaire au cas des longs nceuds en dimension supérieure, Dobrinskaya et

Turchin ont montré dans [11]] que la limite de la tour de Taylor associée a Imm® (R4 ; R peut s’exprimer
comme un bimodule infinitésimal sous 1’opérade C,; pour n > d :

TooImmP(RY; R") = Ibimod?, (C4; CY),

avec C¥ un C,-bimodule appelé le bimodule des (k)-petits cubes. Contrairement au cas des longs nceuds,
on ne sait pas si la tour de Taylor converge pour les (k)-immersions. On réussit néanmoins a démontrer

que le couple (L4 ; TooImm®(RY ; R")) est faiblement équivalent a une SC,,1-algebre explicite a la fin
du chapitre 6 :

Théoréme. [Théoreme Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraie. Sin —d — 2 > 0 alors le
couple d’espaces topologiques (L9 ; ToImm®(RY ; R")) est faiblement équivalent a une SCy.1-algébre explicite :

( Q1 0perad"(Cy; Cy) ; Qd“( Operad"(Cy4; Cy) ; OplCa; 01(CCy ; LICY; Cu; Ch)) ) )
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Opérade, espace cosimplicial et bimodule "infinitésimal"

Dans ce chapitre, on introduit les notions utilisées dans la suite de la these. Dans un premier temps, on
introduit la catégorie des opérades et notamment ’opérade des petits cubes C,4. On pourra ainsi énoncer
les premiers critéres de May permettant d’identifier les espaces topologiques faiblement équivalents a un
espace de lacets d-itéré. Ensuite, on rappelle les travaux de McClure et Smith qui visent a simplifier ces
criteres lorsque l'espace topologique provient de la totalisation d"un espace cosimplicial. L'inconvénient
de ces critéres est qu’ils donnent 'existence des espaces de lacets d-itérés mais ne permettent pas de les
déterminer explicitement. Pour remédier a cela, on introduit la catégorie des bimodules infinitésimaux
ainsi que la catégorie des bimodules sous une opérade colorée. Enfin, comme le chapitre 5 est consacré
a l’étude des structures en homologie, la derniere section est dédiée a 'étude des opérades dans la
catégorie des K-espaces vectoriels différentiels gradués.

1.1 Opérade colorée dans une catégorie symétrique monoidale

1.1.1 Opérade colorée non symétrique

Définition 1.1.1. Soient S un ensemble et C une catégorie. Les objets de la catégorie des collections
Coll(S; C) sont des familles d’objets de C indexées par les (n + 1)-uplets d’éléments de S, avec nn > 0. Un
objet M € Coll(S ; C) est noté de la fagon suivante :

{M(s1,...,8u;8n+1) }, avecn >0ets; €8S.
Un morphisme f : My — M, dans la catégorie Coll(S; C) est la donnée d'une famille de morphismes :
{ for,smismn - M1(S1, ..., 805 8n41) = Ma(S1, ..., 5n;5n41) }, avecn >0ets; €5.

Une collection M est dite pointée s’il existe un élément particulier * € M(s; s) pour tout s € S. On note
Coll(S; C). la catégorie des collections pointées dont les morphismes sont les morphismes de collections
préservant les éléments particuliers. S'il n’y a pas d’ambiguité sur la catégorie C, on note respectivement
Coll(S). et Coll(S) les catégories Coll(S ; C). et Coll(S ; C).

Notation 1.1.2. On va s’intéresser en particulier aux collections indexées par 'ensemble S = {o; c}. Dans
ce cas, I’élément o est appelé la couleur ouverte tandis que 1'élément c est appelé la couleur fermée. Si M
est un objet de Coll({o; c}) ou Coll({o; c}). alors on pose les notations suivantes :

M(c,...,c;c) =M(n; c)=M(n) et M(c...,c,0;0)=M(n;o)=M,n). (1.1)

S—— S——
n n

Définition 1.1.3. Soit S un ensemble. Une S-opérade dans une catégorie symétrique monoidale (C; ®; II)
est la donnée d'un objet O € Coll(S). muni de morphismes appelés des compositions opéradiques partielles :

. . ’ [ ’ ’ . .
0; 1 O(S1, -+ ,8n;8n41) ® OS], ..., 57,581) = O(S1,+++,5i-1,57, -+ s Spus Sitls - - - » Sns St 1), avecl <i<mn,

vérifiant les axiomes suivants :
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CHAPITRE 1. OPERADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITESIMAL"

A1 L'axiome de I'unité : pour tout s € S, 'élément *, € O(s; s) vérifie les relations :
> x0i* =x, avecx € O(s1,...,8-1,5,Sis1,--+,51; Sn+1),

> %01 X=%x, avecx € O(s1,...,549).

A2 L'axiome d’associativité : pour 1 <i<netl < j<p,onale diagramme commutatif suivant :

0;®id
[O(sl, +Sn; Snv1) ® O8], .., 5,5 )]®O(s s;)—>O(sl, 18i=1,517 -/ Sp/ Siv1 - Sn;Sn1) ® O(s, ., 87/ 87)
Joi-%-j—l
O(Sl,..,Si_l,si,..,s;_l,sﬁ 1/7// ;+1/ S;;rsi+1/--15n;sn+1)
To,‘
O(S1,..,sn;sn+1)®[O(S’l,--,S{,;si)®O(s;’,..,s;’ s])] PPy O(1, -8 8041) @ O(S, -+, 871,871 4/ S, STy -1 815 81)

A3 L'axiome de commutativité : pour 1 <i < j <n, on a le diagramme commutatif :

o;®id
[O(Sll 7Sn; Sn+1) ® O(Sll . S 7 5i )] ® O(S q ; ]) - O(S], 7 Si-1, Slll e S;/ Sit+1s s Sns Sl’l+1) ® 0(511/’ 4 S:/; S])

JOHH

’ ’ ’ 144 .
O(Sl/ s Si-1, Sl/ s sp/ Sitds ey Sj—llsl VALY Sq 7 Sj+1/ -y Sn+1)

Toi

[O(S1, wr S5 8n+1) ® O(s7, .-,s;’;sj)] ® O(sy, -/ s;;si)o@ O(S1, - 8j-1,87 s -/ S{ 181, s Sni Sns1) ® O(SY, -, 5,3 57)

Un morphisme f : O; — O, entre deux S-opérades est la donnée d"un morphisme de collections pointées
préservant les compositions opéradiques partielles :

i
O1(s1, - -+ /Sn;8n+1) ® O1(83, - - -, 87;81) ——= O1(S1, - -+, 8i=1,57, -+, Spys Siv1, - - - Sn; Sn+1)

lfsl,---ﬁn;ﬁn+1®fsi,...,s;1;s[ lfs-] S S S eSS ]
o
Ox(51, -+, 505 8u11) ® O2(S), . .., 87;8i) — Oa(S1, .. ,5i-1,5], -+ -, Sy Siv1s -+, Sui Sn1)
S’il n’y a pas d’ambiguité sur la catégorie C, on note Operads la catégorie des S-opérades. Lorsque S

est réduit a un élément, on retrouve la notion usuelle des opérades non symétriques dont la catégorie
associée est notée Operad.

Remarque 1.1.4. De maniere équivalente, on peut définir une S-opérade comme la donnée d’un objet
O € Coll(S). muni d"une composition opéradique totale :

Y :O(S1, .., 50; Sn+1) ®O(s%,... m1’S1)® “®O0(s), ..., 8y, ;51) — O(s%,...,s,’i,”;snﬂ),

vérifiant une liste d’axiomes (voir [30] dans le cas non coloré). Ces deux structures sont équivalentes
grace aux unités de I'opérade colorée O. En effet, a partir de y on retrouve les compositions opéradiques
partielles via la formule :

X 0O y= )/(x, X1 s Fsiir Yo ¥sir - '/*S;;)r

avec x € O(sy,...,5u;5n+1) et y € O(si,... s;,,5i). Inversement, a partir des compositions opéradiques
partielles on retrouve la composition opéradique totale de la fagon suivante :

YY1, Yn) = (- (X 01 Y1) Opys1 Y2) *** ) Oyt 141 Yo

avecx € O(51,...,51;5n41) €t ;i € O(s’l,...,s;,,i;s,-).
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CHAPITRE 1. OPERADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITESIMAL"

Remarque 1.1.5. Lorsque 'ensemble S est réduit a un élément, une opérade O est la donnée d'une famille
d’objets indexée par les entiers naturels {O(n)},,20 munie de compositions opéradiques partielles :

0; : Om)®@ O(m) —» O(n +m — 1), avecl1 <i<n.

Un élément de O(n) peut s’interpréter comme une opération sur n variables représentée par un arbre a n
entrées. De maniere similaire, si O est une S-opérade, alors un élément de O(sy, ..., 5,;Sp+1) S'interprete
comme une opération représentée par un arbre a n entrées qui sont indexées respectivement par s; tandis
que la sortie est indexée par 1’élément s,..1. En particulier, lorsque S = {o; c}, I'élément o est représenté
par la couleur rouge tandis que I'élément c est représentée en noir.

X

Ficure 1.1 — [lustration d"un élément x € O(o, ¢, c, 0, c; 0).

Définition 1.1.6. Soient S un ensemble et O une S-opérade dans une catégorie symétrique monoidale
(C; ®; I). Une algebre sous l'opérade colorée O, ou O-algébre, est la donnée d'une famille d’objets
X = {Xs}ses munie de morphismes :

PO, .. 508041) ® Xy ® - @ X, — Xi01s

compatible avec les compositions opéradiques partielles :

[O(sl, wrSn;Sns1) © O(s], ..,s;n;si)] ® X5, ® -+ ®Xy, —=O(S1, -/ Si=1,5], s Shys Siv1s s S Sns1) ® X5, ® - - ®X,

“

X

Sn+1

e

O(51, -, 515 5n+1) ® X, ® - - [O(si, wr S 51) @ Xgy @+ ®Xs;”] - ® X, — O(51, -/ Sn; Sn+1) ® X5, @ - - @X,

Exemple 1.1.7. L'opérade des endomorphismes Endx

Soient S un ensemble et X = {X;}scs une famille d’objets dans une catégorie symétrique monoidale
(C; ®; I). L'opérade colorée des endomorphismes associée a X, notée Endx, est définie par la collection
pointée suivante :

Endx(s1,...,5n5m41) =C(Xs, ® - ®X;,; Xs,,,), avecn>0ets; €S

Les éléments particuliers sont les morphismes identité tandis que les compositions opéradiques partielles
sont issues des compositions dans la catégorie C. Notons qu’il existe un morphisme de S-opérades
O — Endy si et seulement si la famille X est une O-algebre.

Exemple 1.1.8. L'opérade du groupe des permutations =
L'opérade des permutations L est issue de la collection pointée composée des groupes finis {Z,},>0 et
dont les compositions opéradiques partielles sont définies de la fagon suivante :

’ ’ ’ ’ ’ ’
Oj . Zn X Zm — Zn+m—1 ; (all‘ . '/al’l) X (bll' . ~/bm) L (111,. . '/al‘_lrbl/' . '/bm/ai+1/‘ . '/an)/
avec :
a; sia; <aj,
ai+m—1 sinon.

b;-=b]‘+a1'—1 et 61; {
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1.1.2 Opérade colorée symétrique

Définition 1.1.9. Soient S un ensemble et C une catégorie. La catégorie des collections symétriques, notée
Z-Coll(S ; C), est la sous-catégorie de Coll(S; C) constituée des collections {M(s1,...,5u;5n+1)} équipée
d’une action a droite du groupe symétrique. Cela signifie que pour tout (n + 1)-uplet d’éléments de S et
chaque permutation ¢ € ¥, on a un morphisme :

0" M(s1, ..., Su;8041) —>  MI(So(), - -+ s So(n); Sn+1);
X +— Xx-0.

Un morphisme entre deux collections symétriques f : M; — M, est la donnée d'un morphisme de
collections préservant l’action a droite :

fsou)/u-,sg(n);snﬂ (X : U) = ,fslw'/sn;srwl (x) "0, (1-2)

avec x € M(s1,...,54;504+1) €t 0 € L,. De méme, on définit la catégorie X-Coll(S; C). des collections
symétriques pointées. S'il n'y a pas d’ambiguité sur la catégorie C, on note respectivement X-Coll(S). et
Z-Coll(S) les catégories XZ-Coll(S ; C). et X-Coll(S; C).

Définition 1.1.10. Soit S un ensemble. Une S-opérade symétrique dans une catégorie symétrique monoidale
(C; ®; 1) est la donnée d'une X-collection pointée O € X-Coll(S). munie d'un structure de S-opérade
compatible avec I’action du groupe symétrique :

(x.0)0; (X' - 0") = (x 055 X') - (0 0; &),

avec x € O(S5-11), - - -, Sg-1(n); Sn+1), X' € O(8,...,8,;81), 0 € Ly et 0 € L. Un morphisme f:01 = Oy
entre deux S-opérades symétriques est la donnée d’'un morphisme de S-opérades vérifiant la relation
(T.2). On note Z-Operads la catégorie des S-opérades symétriques et Z-Operad la catégorie des opérades
symétriques.

Définition 1.1.11. Soient S un ensemble et O une S-opérade symétrique dans une catégorie symétrique
monoidale (C; ®; I). Une algebre sous la S-opérade symétrique O, ou O-algebre, est la donnée d'une
famille d’objets {X;}ses de C munie de morphismes :

U0, 5 5n41) X, ® - X5, — X

n+1/

vérifiant la commutativité des diagrammes de la définition ainsi que la relation suivante :

px -0 X100, X0) = WX Xg11), -0 Xg1(m)s
avec x € O(S5-1(1), - -, Sg-1(n); Sn+1), 0 € Ly et x; € X,

Exemple 1.1.12. Soient S un ensemble et X = {X;};es une famille d’objets dans une catégorie symétrique
monoidale (C; ®; II). L'opérade des endomorphismes Endx est une S-opérade symétrique dont 1’action
a droite du groupe des permutations est définie de la fagon suivante :

o EndX(sll oo SniSpr1)  —— EndX(so(l)/ -7 Sa(n)s Sn+1);
{ fro: Xy ® - ®X; .

a(n)

f —
(1,0 xn) = X1y Xg1m)-

Notons qu’il existe un morphisme de S-opérades symétriques O — Endx si et seulement si la famille X
est une O-algebre.

Remarque 1.1.13. Soit S un ensemble. Dans une catégorie symétrique monoidale (C; ®; I) cocompleéte,
on dispose d'une adjonction entre les S-opérades et les S-opérades symétriques :

X[-]: Operads < L-Operads : U, (1.3)

avec U le foncteur oubliant I'action du groupe des permutations et [-] envoyant une S-opérade O vers
la S-opérade symétrique Z[O] définie par :

Z[OI(51, -+ -/ Sn; 5n41) 1= H O(S(1), + - - » So(n); Sn+1)-

o€L,
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1.1.3 Exemples d’opérades colorées topologiques

On va s’intéresser aux opérades colorées symétriques dans la catégorie des espaces topologiques
munie du produit cartésien. Pour notre étude, un espace topologique est un espace de Hausdorff com-
pactement engendré tandis que 1'espace de morphismes entre deux espaces topologiques est équipé de
la topologie compact-ouvert. Cette convention est nécessaire afin d’avoir I’homéomorphisme :

Top(X; Top(Y; Z)) = Top(X X Y ; Z),

avec X, Y et Z trois espaces topologiques. Ceci nous permet d’avoir un homéomorphisme entre les
algeébres sous une S-opérade topologique O et les morphismes de S-opérades O — Endy.

Apres avoir introduit I’'opérade des petits cubes, on énoncera les premiers criteres permettant d’iden-
tifier les espaces faiblement équivalents a un espace de lacets d-itéré. On fera aussi le lien avec le cas
coloré a travers I'opérade Swiss-Cheese.

Exemple 1.1.14. L'opérade associative As et ’'opérade associative stricte As.g
L’opérade associative et I'opérade associative stricte sont définies par les collections pointées suivantes :

* ourn >0
= > = n P !
As(n) =+, pourn>0 et Asso(n) { 0 pourn=0,
avec #, l'espace topologique réduit a un point. Une algebre sous 1’opérade associative est la donnée dun
monoide topologique unitaire tandis qu'une algébre sous 'opérade associative stricte est la donnée d’un
monoide topologique.

Définition 1.1.15. Une opérade topologique O est dite multiplicative s’il existe un morphisme d’opérades
n: As = O. De méme, une opérade topologique O est dite multiplicative stricte s'il existe un morphisme
d’opérades 1 : As,o — O. De maniere générale, une opérade O est stricte si O(0) = 0 tandis qu'une
opérade est réduite si les espaces O(0) et O(1) sont réduits a un point.

Remarque1.1.16. De méme, une opérade symétrique O est dite multiplicative (resp. multiplicative stricte)
s’il existe un morphisme d’opérades symétriques n : L[As] — O (resp. n : L[Asso] — O). Grace a
I'adjonction (1.3), on a la bijection :

Operad(As ; U(O)) = Z-Operad(L[As]; O)  (resp. Operad(Assq ; U(O)) = L-Operad(Z[Asso]; O) ).

Par conséquent, une opérade symétrique est multiplicative (resp. multiplicative stricte) si I’'opérade non
symétrique sous-jacente est multiplicative (resp. multiplicative stricte).

Exemple 1.1.17. L'opérade action-monoide Act et ’'opérade action-monoide stricte Act.
En utilisant les notations (1.1)), les {o; c}-opérades Act et Act( sont définies par les collections suivantes :

{ Act(n; ¢) = #4,c pour n >0, . { Actoo(n; ¢) = #4,c pour n >0,

Act(n; 0) = #4141, pourn >0, Actso(n; 0) = *y41,0 pourn >0,

et ’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. Une algebre sous la {o; c}-opérade Act est la
donnée d"un couple d’espaces topologiques (X, ; X,). Comme la restriction de Act a la couleur fermée est
l'opérade associative, ’espace X est un monoide topologique unitaire tandis que X, est un X.-module
a gauche unitaire. De méme, les Acto-algebres sont les couples d’espaces (X, ; X,) avec X, un monoide
topologique et X, un X.-module a gauche.

Définition 1.1.18. Une opérade pointée est la donnée d'une {o; c}-opérade O munie d’un morphisme de
{o; c}-opérades i : Act — O. De méme, une opérade pointée stricte est la donnée d'une {o; c}-opérade O
munie d’un morphisme de {o; c}-opérades 1 : Act.g — O.

Exemple 1.1.19. L'opérade des petits cubes C;

Un petit cube de dimension d est la donnée d"une application continue c : [0, 1]¢ — [0, 1] qui puisse
s’obtenir comme la composée d’une translation et d’une dilatation. Ainsi, I'opérade symétrique C; est
issue de la collection symétrique pointée {Cy(1)},>0 avec C4(0) = = et, pour n > 1, Cy(n) est I'espace des
familles de petits cubes {c;}!" ; vérifiant la condition suivante :

Int(Im(c;) ) N Int(Im(c;)) =0,  des quei # | (1.4)
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Le point particulier de cette collection provient du petit cube id : [0, 1] = [0, 1]% tandis que l'action a
droite du groupe symétrique consiste a ré-indexer les petits cubes :

Ca(n) X L, = Cu(n) ; ({ci}; 0) = {c] := co)-

Les compositions opéradiques partielles sont définies de la facon suivante :

c;.’ =¢j sii<j,
0; : Cy(n) X Cy(m) — Ca(n+m —1) ; ({c;i}iLy; {c]}iy) = {c;’}?:lm_l = c;.’ =c;o c;._m sii<j<i+m,
¢! = Cims1 sij > i+ m.

i
Par convention la composition opéradique avec 1'élément de C4(0) consiste a oublier un petit cube.

2

!

2

Ficure 1.2 — Illustration de la composition opéradique o, : C2(3) X C2(2) — C»(4).

Définition 1.1.20. Soit (X; *) un espace topologique pointé. L'espace de lacets d-itéré associé a (X ; *) est
défini comme 'espace topologique :

Q'X:={f:[0,1]" > X | f(l0, 1]%) = +}.
Proposition 1.1.21. [4] Si (X; ) est un espace topologique pointé alors 'espace de lacets d-itéré Q?X est une
Cg-algebre.

Démonstration. Les opérations induisant la structure de Cy-algebre sur I'espace Q9X sont définies de la
fagon suivante :

L Caln) x (X" —  QiX;

fiocil(x) sixelIm(c),
* sinon.

(e foeeifu) — f200,11 5 X xH{

Les conditions £;(9[0, 1]?) = * impliquent que les opérations sont bien définies. O

Définition 1.1.22. Soit X une E-algebre, avec d > 2 et E; une opérade faiblement équivalente a Cj.
Comme les espaces C;(1) sont connexes il en va de méme pour les espaces E; et les opérations :

p: 1o(Ea(2)) X o(X) X 1o(X) — mo(X) et e: mo(Ea(0)) — mo(X)

induisent une structure monoidale unitaire sur 779(X). On dit alors que X est “grouplike” si le monoide
119(X) est un groupe.

Théoreme 1.1.23. Un espace topologique X est une Eg-algébre grouplike si et seulement si X est faiblement
équivalent a un espace de lacets d-itéré.

La preuve du théoréeme est due a Boardman et Vogt [4] dans le cas particulier o1 I'espace
topologique X est connexe et d = 1. Par la suite, une preuve pour d quelconque fut apportée par May
dans [30], toujours dans le contexte des espaces connexes. Il faudra attendre I'article [31] de May pour
avoir la démonstration de la forme actuelle du théoréme.

Exemple 1.1.24. L'opérade Swiss-Cheese SC;

On utilise la définition de Swiss-Cheese introduite par Voronov dans l'article [51]]. L'opérade SC; est
une {0; c}-opérade symétrique dont la restriction a la couleur fermée coincide avec la version stricte de
l'opérade des petits cubes C; :

N Cd(n) sinZl/
SCd(c,...,C,C)—{ 0 sin=0.

n

18
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Pour décrire les espaces de la forme SCy(s1, . . .,54;0), avecs; € {0; ¢}, on commence par définir la face F;
du cube [0, 1]%:
Fri={(t,....t) €[0, 1) | =1}.

Ainsi, SCy(s1, .., sy;0) est I'espace des familles de petits cubes {c;}!" | vérifiant la relation (1.4) ainsi que
la condition suivante :
S;i=0= Ci(Fl) c F;.

Par convention SCy(; 0) et SC4(c, . . ., ¢; 0) sont réduits a I’ensemble vide tandis que SCy(s1, ..., 5n;¢) =0
s’il existe un entier i tel que s; = 0. La structure opéradique ainsi que 'action a droite du groupe des
permutations sont définies de maniere similaire a I'opérade des petits cubes (voir la définition [1.1.19).

o | o 2]
[1] RE ] 43

Ficurk 1.3 - Illustration de la composition opéradique o, : SCa(c, 0, ¢; 0)XSCx(0, 0, c; 0) = SCx(c, 0,0, ¢, c;0).

Définition 1.1.25. Soit f : (A; *) — (X, *) une application entre des espaces topologiques pointés.
L'espace de lacets relatif d-itéré associé a f, noté Q7(X; A), est défini comme la fibre homotopique :

QU(X; A) = hofib( Q"' f : Q1A — QFX),
au-dessus du lacet constant. En d’autres termes, un modele pour l'espace de lacets d-itéré est donné par :
QUX; A) = {g [0, 11 = X | @0, 1\ F1) = et g(F1) C f(A)}.

Proposition 1.1.26. Soit f : (A; +) — (X; *) une application entre espaces topologiques pointés. Le couple
d’espaces (Q?X; QU(X; A)) est une SCy-algebre.

Démonstration. Les opérations induisant la structure de SC;-algébre sont similaires a celles introduites
dans la preuve de le proposition|[T.1.21] o

Pour l'instant, il n’existe pas d’analogue du théoréeme avec l'opérade SC;, excepté dans le
cas out d = 1 (voir [26]). Cependant, lors du colloque [27], Hoefel et Stasheff ont présenté leurs travaux
visant a montrer qu'un couple d’espaces (X ; Y) est une SC;-algebre grouplike si et seulement si il existe
+ € Y’ C X’ des espaces topologiques avec (X ; Y) faiblement équivalent a (Q?X’; Q¥(X’; Y*)).

1.2 Espace cosimplicial et semi-cosimplicial

Lorsqu’un espace topologique X provient de la totalisation dun espace cosimplicial, McClure et
Smith montrent dans [33] qu’il est possible de savoir si X posséde une structure de C;-algebre via des
critéres combinatoires sur 1’espace cosimplicial. Dans ce contexte, il est plus facile d’identifier les espaces
ayant le type d’homotopie d"un espace de lacets d-itéré. Pour notre étude, on va uniquement s’intéresser
a l'interprétation des criteres permettant d’identifier les espaces de lacets simples et doubles.

1.2.1 Espaces cosimpliciaux

Définition 1.2.1. La catégorie A a pour objet les ensembles finis ordonnés [n] := {0, ...,n}, avec n € IN.
Les morphismes sont engendrés par deux types d’applications :

‘. g sijsi
et s:[n+1]-[n]; ]|—>{ i1 sinon,

di:[n—l]—>[n];j»—>{ j si j <1, i

j+1 sinon,

aveci € {0,...,n}, appelées respectivement cofaces et codégénérescences.
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Définition 1.2.2. Un espace cosimplicial est un foncteur covariant X* : A — Top, avec Top la catégorie
des espaces topologiques. La donnée d"un espace cosimplicial est équivalente a la donnée d"une famille
d’espaces topologiques {X"},>¢0 munie d’opérations :

d: X - X" et s XM X
aveci € {0,...,n}, vérifiant les relations cosimpliciales :

did = ddl, sii<j,

E Hlgl, sii>,

disil, sii<j

id, sii=joui=j+1,
d-lsl, sii>j+1.

slst = s

sidt

La donnée d’une transformation naturelle (ou morphisme cosimplicial) entre deux espaces cosimpliciaux
X3 et X5 est équivalente a la donnée d"une famille d’applications continues f* = {f" : X7 — X7} vérifiant
les relations :

fn o di — di o fn—l et fn o Si — Si o fn+1/
aveci € {0,...n}.
Exemple 1.2.3.1) I'espace cosimplicial A® est constitué des espaces topologiques :

A= {(h,... t) €0, 11" | <tjsii<j).

Les cofaces et les codégénérescences consistent respectivement a dupliquer ou oublier un élément.
Plus précisément les opérations sont définies de la facon suivante :

s TA" S AL (b, ) e (t,e i tisn e, t),  pouri€f0,...,n—1},

O, t1,... 1), pour i =0,
A A" = A (b, ) e (Bt t), pouri€fl,...,n},
(t,... tn, 1), pouri=n+1.

2) Soit (X; *) un espace topologique pointé. L'espace cosimplicial Q2X* est constitué des espaces topolo-
giques :
QX" = XX, pour n > 0.

Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

s QX" - QX (g, ) 0 (X1, X X2, Xy),  pouri€{0,...,n—1},

(*/ X1y /xn)/ pour l = O,
di QX" — QX" (xq,...,x) = (X1, X0 X, e, X), pouri€f{l,..., n},
(X1, ey X, %), pouri=n+1.

3) Soient (X; *) un espace topologique pointé et A un sous-espace de X contenant le point base. L'espace
cosimplicial Q(X; A)® est constitué des espaces topologiques :

QX; A =X x A, pour 1 > 0.
Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

s QX; A - QX AL (x, .. xga) (X1, X0 Xiv2 -, Xn,4),  pouri€f0,...,n—1},

(X1, -+, Xn, ), pour i =0,
dQ(X; A" — QX; A" (x,. .., x,a) = {0 (X1, ., X, Xy, X, ), pouriefl,...,n},
(xll"'/xnla/a)/ pouri=n+l.
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4) Soient O une opérade multiplicative et  : As — O le morphisme d’opérades associé. La famille
{O(n)},50 posséde une structure cosimpliciale dont les cofaces et les codégénérescences sont données
par les formules :

s:0(m)—» O0m-1); x> xoi17(%),  pouri€f0,...,n—1},

1(x2) 02 %, pour i =0,
d:0n) — O0m+1);x— x 0; N(+2), pouriefl,..., n},
1(*2) o1 x, pouri=n+1.

Les axiomes opéradiques induisent les relations cosimpliciales.

5) Soient O une opérade pointée et 17 : Act — O le morphisme de {0; c}-opérades associé. Selon les nota-
tions , les familles d’espaces O, = {O.(1)}u>0 et O, = {O,(1)},50 sont des espaces cosimpliciaux. Les
cofaces et codégénérescences de O, correspondent au cas opéradique traité dans I'exemple précédent.
Pour la famille O,, la structure cosimpliciale est définie de la fagon suivante :

s 0,(n) = O,(n—1); x x 0441 N(*0,c), pouri€{0,...,n—1},
1(*2;0) 02 X, pour i =0,

d': Oy(n) = Oy(n+1); x x 0; 1(*2.¢), pouri€{l,...,n},
X 0n41 1(*2;0), pouri=n+1.

Les relations opéradiques induisent les relations cosimpliciales et on dispose d’un morphisme cosim-
plicial donné par :
f" 1 0c(n) = O,(n) ; x = n(*2;0) 01 X. (1.5)

Définition 1.2.4. La tofalisation d"un espace cosimplicial X*, noté Tot(X*®), est1’espace des transformations
naturelles de A® vers X°.

Exemple 1.2.5. La totalisation de QX* est homéomorphe a l'espace de lacets (OX. En effet, les deux

applications qui suivent sont inverses 1'une de 'autre a cause des codégénérescences :

f:QX - Tot(QX*) ; {12[0,1]—>X}|—>{ I, : A" — QX"; }
n=0

(t1/° . '/ti’l) = (l(tl)/ . -/l(tn))/
g:ToHQX®) > QX ; {I": A" -5 QXm0 {111 [0, 1] > X}.
De maniere similaire, on peut montrer que la totalisation de ()(X; A)* est homéomorphe a l'espace de
lacets relatif Q(X; A) associé a I'inclusion de A dans X.
1.2.2 Espaces semi-cosimpliciaux

Le probleme de la totalisation est que celle-ci n’est pas un invariant homotopique. Cela signifie que si
un morphisme cosimplicial f* : X — X est un quasi-isomorphisme en chaque degré alors ’application
induite f* : Tot(X]) — Tot(X3) n’est pas nécessairement un quasi-isomorphisme. Pour remédier a cela,
on va introduire la notion d’espace semi-cosimplicial.

Définition 1.2.6. La catégorie A* estla sous-catégorie de A ayant les mémes objets et dont les morphismes
sont engendrés par les opérations cofaces :

d:[n]—>[n+1], aveci€{0,...,n+1}.

Définition 1.2.7. Un espace semi-cosimplicial est défini comme un foncteur covariant X* : A* — Top. La
donnée d'un espace semi-cosimplicial X* est équivalente a la donnée d'une famille d’espaces topolo-
giques {X"},>0 munie d’opérations :

d: X" — X" avecie{0,...,n+1}.
vérifiant les relations semi-cosimpliciales :

dd =did™"  sii<].
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La donnée d’'une transformation naturelle (ou morphisme semi-cosimplicial) entre deux espaces semi-
cosimpliciaux X} et X3 est équivalente a la donnée d'une famille d’applications continues f* = {f" :
X} — X3} vérifiant les relations :

fn o di — di Ofn_lr
avecn >0etie€{0,...n}.

Exemple 1.2.8. 1) A partir d'un espace cosimplicial on peut construire un espace semi-cosimplicial en
oubliant les codégénérescences. Cependant, tous les espaces semi-cosimpliciaux ne proviennent pas
d’espaces cosimpliciaux. En effet, posons X* I’espace semi-cosimplicial défini de la facon suivante :

[0,1] sin=0,
n .__
X '_{ * sinon.

0

Un tel objet ne peut pas posséder de codégénérescence s” : * — [0, 1] car la relation s°%4° = id oblige

'application s° & étre surjective.

2) Comme pour I'exemple si O est une opérade multiplicative stricte alors la famille {O(1)},0
possede une structure semi-cosimpliciale. De méme, si O est une opérade pointée stricte alors il
existe un morphisme semi-cosimplicial f* : O. — O,.

Définition 1.2.9. La semi-totalisation d'un espace semi-cosimplicial X*, noté sTot(X*), est 'espace des
transformations naturelles entre les espaces semi-cosimpliciaux A® et X*.

Théoreme 1.2.10. [12| Lemme 3.8] La semi-totalisation d’un espace cosimplicial est un invariant homotopique.

Remarque 1.2.11. 1l existe une approximation de la totalisation, appelé la totalisation homotopique hoTot,
qui est un invariant homotopique. En utilisant les notations du chapitre 2, hoTot est le foncteur dérivé
associé a la totalisation. Dans [12], Dror et Dwyer montrent alors que si un espace semi-cosimplicial
provient d"un espace cosimplicial alors la semi-totalisation de ce dernier est faiblement équivalente a la
totalisation homotopique.

1.2.3 Interprétation des criteres de May pour les espaces (semi)-cosimpliciaux

McClure et Smith ont énoncé dans [32] et [33] les conditions pour que la (semi)-totalisation d'un
espace (semi)-cosimplicial soit une C4-algebre. Pour notre étude, on va uniquement rappeler les critéres
avecd € {1; 2}. Pour d = 2, le critere s’exprime facilement en terme d’opérades.

Théoreme 1.2.12. [32, Proposition 10.3 ] Si un espace semi-cosimplicial provient d'une opérade multiplicative
stricte alors sa semi-totalisation est une Ej-algebre. De méme, si un espace cosimplicial provient d’une opérade
multiplicative alors sa totalisation (homotopique) est une Ey-algébre.

Pour énoncer le critere avec d = 1, on doit introduire une structure monoidale sur la catégorie des
espaces (semi)-cosimpliciaux.

Proposition 1.2.13. [32) Proposition 2.2 | Soient X3 et X3 deux espaces cosimpliciaux. L'espace cosimplicial
(X1 ® X»)* est défini comme la famille d’espaces topologiques :

X ®Xp)" = H X! x X1 /~
p+g=n
avec ~ la relation d’équivalence engendrée par :
(x; d%y) ~ (@d™x; y).
La structure cosimpliciale est donnée grice aux opérations suivantes :

) (s'x; ) sii<|x|—1,
S(XIRX) > (XirXp)" ; (x;y) e , .
(x; s7My) sii> ],
. dx;y) sii<l|x|,
d:(X1rX)" = (X1 X)) (x;y) - ) .
(x; d7Wly) sii> x|

Le produit R définit une structure monoidale sur la catégorie des espaces cosimpliciaux dont I'unité u® est donnée
par l'espace cosimplicial réduit a un point en chaque degré. De méme, si on ne tient pas compte des codégénérescences
alors le produit ® définit une structure monoidale sur la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux.
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Théoreme 1.2.14. [132, Théoreme 3.1 ] Si X*® est un monoide unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux
muni du produit R alors la totalisation (homotopique) de X* est une Ej-algébre. De méme, si X* est un monoide
unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux muni du produit ® alors la semi-totalisation sTot(X*) est
une Eq-algebre.

Remarque 1.2.15. Soient X7 et X5 deux espaces (semi)-cosimpliciaux. Notons que X7 est un monoide

dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du produit & si et seulement si il existe des
applications :
p X x X! — Xﬁ'”’, avecp, 4 >0,
vérifiant les égalités :
pu(; d'y) = @ y). (1.6)
De méme, X3 est un X;-module a gauche dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du
produit ® s’il existe des applications :
o s XE X X1 — XZH’, avecp, 4 >0,
vérifiant les mémes égalités :
p2(x; d%) = (@ ). (1.7)
Corollaire 1.2.16. Soient O une opérade pointée (resp. une opérade pointée stricte) et 1 le morphisme de {o; c}-
opérades associé. En utilisant les notations (1.1), le couple (O, ; O,) a les propriétés suivantes :

> O, provient d’une opérade multiplicative (resp. stricte) = sTot(O,) est une E,-algebre,
> O, est un monoide unitaire pour le produit ® = O, est une Eq-algebre,
> sTot(O,) est un O,-module a gauche unitaire pour le produit ®.

Démonstration. On sait que la restriction de 1 a la couleur fermée induit un morphisme d’opérades
Ne : As = O (resp. 1 : Assg — O, si O est une opérade pointée stricte). D'un autre coté, la structure
monoidale de O, provient des opérations :
t1 2 Op(n) X Op(m) = O,(n+m) ; (X; Y) = X 0pq V.
tandis que la structure de O.-module & gauche est définie via les opérations :
ta 2 Oc(n) X Op(m) — Oo(n +m) ; (x; y) = 1(2;0)(x; ).

Remarquons que 1'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit ® coincide avec
I'opérade associative. Par conséquent, le monoide O, est unitaire grace au morphisme cosimplicial issu
de la composition :

Te f

As — O, ——= 0O,

avec f* le morphisme cosimplicial (1.5) associé a 1. o

1.3 X-Bimodule infinitésimal coloré

Dans cette section, S est un ensemble tandis que (C; ®; I) désigne une catégorie symétrique monoi-
dale. Notons que dans la majorité de la thése on va étudier les bimodules infinitésimaux topologiques.
Par conséquent, on omettra de préciser la catégorie C s’il n'y a pas d’ambiguité. On fixe aussi une
S-opérade O dans la catégorie C.

Définition 1.3.1. Un O-bimodule infinitésimal est la donnée d’une collection M € Coll(S) munie de mor-
phismes :

o't M(s1,. -, Sn;8n1) ® OS], -, 80581)  —> M(s1,.-+,8i-1,8], -+, Sy Siv, « -+ Su; Sna1),
S O(Sll‘ . '/Sn;SYH—l) ®M(Si, .. ‘rs;n;si) i M(SI/' . '/Si—llsi!' . ‘/S;n/si+l/ «vesSn; sn+1)/

aveci € {1,...,n}. Ces opérations, appelées respectivement structure a droite et a gauche, vérifient les
axiomes suivants :
B1 L’axiome de I'unité : pour tout s € S, on a les relations :
> x ol s =x, avecx € M(s1,.-.,5i-1,5,Si+1,- - - ,Sn; Su+1) €t #s € O(s; ),
> %01 X = X, avecx € M(s1,...,S4;5) et*, € O(s; 5).
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B2 L'axiome d’associativité a droite : pour 1 <i <netl < j<p,onalediagramme commutatif :

ol ®id

[M(sl, /83 Su+1) ® O8], -, s ; Si )] ® O(sy, ) — M(s1,-.,8i-1,57, - s;,,sm, w8 Sn41) ® O(sY, .., [’7’,5;)
oitj-1
M(Sll'v Si_l,Si,..,S;_l,S" ;]I/S;+1/ S;;/ Si+1/"/ S?’l; Sn+1)
TOi
M(s1, .., Sp; Suv1) ® | O(s?, . s ;8i) ® O(s7, s’.) ——= M(81, -+, Sn; Sn+1) ® O8], -+, 81,871 -/ 8 /8" 117+ 5 Si)
1 7" 1ideo; ] 1771 q7"j+1 r
B3 L'axiome d’associativité a gauche : pour 1 <i<netl < j<p, onale diagramme commutatif :
®id
[O6s1, 8035001 © OS5 5335 | @ MUY, 7587) T2 O(S1, 0 Sict, 8 3 1w 503 5011) ® MUY, 751)
loiﬂ‘%
M(Sl, b4 Si*l/ Si/ 4 S] 17 s"l” :7// S;'+1/ .7 s;;/ si+1/ ey S‘rl; Sn+1)
TOi
O(S1, -+, Sn; Sn+1) ® [O(s’l,..,s;,;si) ®M(51’r"’5'/1/;s;)] PPy -O(81, -+ Sn; Sn+1) ®M(si,..,s}_1,5~ s, ;+1' 350)
B4 L'axiome de commutativité i droite : pour 1 <i < j < n, on a le diagramme commutatif :
o' ®id
[M(S1, +Sn; Snv1) @ OS], ., S5 Si )] ® O(sy, .., 85 8j) == M(S1, -, Si=1, 8], -, S, i1, - Sn; Sna1) ® O(SY, .., 57 57)
loi+]71
M(S1) s Si=1, 81, s Sps Sials s Sj=1,51 s 1S 1Sj#1s - Sn; Sne1)
TOi
[M(sl, wr S5 Sn+1) ® O(s7, ..,s,;’;sj)] ® O(s], ..,s;;s,-) TgidM(Sl’ s 8j-1,87, ..,s;’,sjﬂ, oS5 8n+1) ® O(s], ..,s;,;s]-)

B5 L’axiome de I'associativité entre I'action droite et gauche : pour 1 <i<netl < j < p,onale diagramme

commutatif :

,®1d

) M(Sll Si—llslll-'/ S;ﬂ Sitls .- Snrsn+l) ® O(S

loiﬂ‘%

4 l/ l

[OGs1, - 50i5041) © M5}, . 575) | © OG-, 575,

’

M(s1, .., 8i-1,87,-,8"_1,8

Toi

O(s1, -- sn;s,,ﬂ)®M(s’1,..,s}_1 sy, .88

O(S1, - 53 Sne1) ® | M(S), ., 5} 51) ® O, ., 513 5') AN

]]1d®

j-17°17" 17’ ]+11 s;;/si+lr-~/

’
8757

Sn; Sn+1)

+Sp; Si)

B6 L’axiome de compatibilité entre les opérations et la structure opéradique : pour 1 <i < j < m,onale

diagramme commutatif :

,®1
[OGs1, s Sni 1) @ MIS, ., 55) | ® O}, .y 57/351) === M(S1, -/ 5j-1, 5} S Sjss o SniSus1) ® O(SY

M(s1, .., Si-1,S"

chﬂkl

[ O(81, -, Sn; 8u+1) ® O(s7, ..,s,;’;si) ] ® M(s], .., sp, s;) P

24

17 s;’/ Si+ls -+, Sj-1, S;, o S;,, Sj+ls s

O(Slr Si—ll Sll,/ .y S,;’/ Si+1/ .7 Sn/' Sn+1) ® M(Si, .7

153 5i)

Sn; Sn+1)

513 57)
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o;®id
[OGs1, s Sniss1) @ MIS, ., 550) | © O, ., 5735)) 2 M(S1, s Sic1, 8} Sy Sisd, s S Suet) ® OGS, -, 575))

lohpfl

M(Slr s Si-1, Sir ey S;gr Sitly ey sj—lr Sill Y S;,/ sj+1r ~rSn; Sn+1)

Tc,-

[O(sl, vy S Sn+1) ® O(sY, ..,s,;’;sj)] ® M(s], ..,s;,,'s,-) e O(s1,-,8j-1,57, ..,s{]’,sm, ws 83 Sn+1) ® M(s], ..,s;,,'si)
]

Un morphisme entre deux O-bimodules infinitésimaux est la donnée d"un morphisme de collections
préservant les opérations a gauche et a droite. On note Ibimodo la catégorie des O-bimodules infinitési-
maux.

Exemple 1.3.2. Soit 7 : O; — O, un morphisme de S-opérades dans C. Dans ce cas, O, possede une

structure de O;-bimodule infinitésimal dont les opérations sont définies grace a la structure opéradique
de 02 .

i

° Oa(S1/- -, Sn;8n+1) ® O1(8], - .., Sp58)  —> Oa(S1,--+,8i-1,8],+++ /Sy Six1s - -+, Sni Snv1);
(x;y) +— xoiny),

0j 1 O1(51,--+,5m8n41) ® O2(5], .-+, 5p581)  —> O2(S1,-+-,8i-1,8], -+, S11,Siv, + -+, Sni Sus1);
(x;y) — nE)oiy.

Définition 1.3.3. Soient M; et M, deux collections topologiques de Coll(S). On dit que M; est de type M,
si on a la relation suivante entre les deux objets :

MZ(Sl/'-«ISn/'SrHl) = w = M1(51/~--/Sn;sn+1) = 0

Proposition 1.3.4. [[13] La donnée d'un Act-bimodule infinitésimal de type Act est équivalente i la donnée d’un
morphisme cosimplicial. De méme, la donnée d’un Act.o-bimodule infinitésimal de type Act est équivalente a la
donnée d’un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration. Soit M un Act-bimodule infinitésimal. En utilisant les notations (1.1)), les familles M, =

{Mc(n)}uz0 et My, = {M,(n)},=0 sont des espaces cosimpliciaux dont les cofaces et codégénérescences sont
définies de la fagon suivantes :

st Mo(n) > M(n—1) ; x> x oty pouri€{0,...,n—1},
*2.¢02 X pour i =0,

d:Mn) > Mm+1); x— X0y, pouriefl,...,nj,
%300l x pouri=n+1,

st My(n) = My(n—1) ; x+ x ol xg. pouri€{0,...,n—1},
%3.0 03 X pour i =0,

d:M,n) - M,mn+1); x X0y, pouri€(l,...,n},

xo™luy.,  pouri=n+1.
Les axiomes liés a la structure des Act-bimodules infinitésimaux ainsi que la structure particuliere de
l'opérade colorée Act impliquent les relations cosimpliciales. Le morphisme cosimplicial entre ces deux
objets est donné via la formule :

f" i Me(n) = Moy(n) ; x> #2;,01 X.

Inversement, si on se donne f* : X — X3 un morphisme cosimplicial alors on introduit la collection, de
type Act, M € Coll({o; c}) de la fagon suivante :

M(n) = X pour n >0 et M,(n) = X, pour n > 0.

La structure de Act-bimodule infinitésimal est construite de la fagon suivante :
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> —olsy.. Mn) > Mn+1); x> di(x), pouriefl,...,n},
b #p.c0op— M(n)— Mn+1); x> d*(x),

b *p.c0p— M) = Mn+1); x dx),

> —olx.. 1 Myn)—> M,n+1); x> di(x), pouriefl,..., n},
> — 0"y Mo(n) = Mo(n+1) 5 x> d"™*(x),

> %00 — 1 My(n) > My(n+1); x+ dx),

> —olxg.. Mn) > Mn—-1); x> s*(x), pouriell,..., n},
> —olxg.. 1 My(n) > My(n—1) ; x> s(x), pouriefl,..., n}

Comme l'opérade Act est engendrée par les éléments #,., *2;. et *2,,, les opérations ci-dessus suffisent
a construire une structure de bimodule infinitésimal sous 1'opérade colorée Act. De plus, les relations
cosimpliciales impliquent les axiomes des Act-bimodules infinitésimaux. La démonstration est similaire
pour le cas des morphismes semi-cosimpliciaux. Il suffit de ne pas tenir compte des codégénérescences
dans les constructions ci-dessus. m|

Remarque 1.3.5. Comme on peut le voir dans la démonstration de la proposition a partir d’'un
bimodule infinitésimal sous Act (resp. HAct.p), on peut toujours extraire un morphisme cosimplicial
(resp. semi-cosimplicial). Cependant, pour avoir 1’équivalence les objets, on doit supposer que nos
collections sont de type Act.

Si on restreint les objets de la proposition ala couleur fermée, on retrouve la proposition énoncée
par Turchin dans [48].

Proposition 1.3.6. [48, Lemme 4.2] La catégorie des As-bimodules infinitésimaux est équivalente i la catégorie
des espaces cosimpliciaux. De méme, la catégorie des As.o-bimodules infinitésimaux est équivalente a la catégorie
des espaces semi-cosimpliciaux.

Remarque 1.3.7. Lorsque O est une opérade colorée symétrique, la notion analogue est celle de (O)z-
bimodule infinitésimal. Dans ce cas, on demande une compatibilité entre la structure de bimodule
infinitésimal et ’action du groupe des permutations :

(x-0)o' (- 0")=(xoDx) (00;0") et (x-0")0;(x-0)=(x" oy x)- (0" 0;0),

avec
X GM(Sl/”-/Sn;sn+l)/ o S Zn,
x' €Oy, .. ,s;,;s,-), et o €X,,
17 7 ’” r” 1.1
x" €08y, ,8! 041,80, .- ,qu), o’ €X,

On note Z-Ibimodo la catégorie des (O)z-bimodules infinitésimaux, avec O une S-opérade symétrique.

1.4 X-Bimodule coloré

Dans cette section, S est un ensemble tandis que (C; ®; I) désigne une catégorie symétrique monoi-
dale. Notons que dans la majorité de la thése on va étudier les bimodules topologiques. Par conséquent,
on omettra de préciser la catégorie C s'il n'y a pas d’ambiguité. On fixe aussi deux S-opérades P et Q
dans la catégorie C.

Définition 1.4.1. Un P-Q bimodule est la donnée d"une collection M € Coll(S) muni de morphismes :
Vet M1, 505n01) @ QST ., Sy 551) @ - @ QS ..., sy 5 Su) —> M(S, ..., Sp ;i Sne1),
Vit P(s1,..,5n5n01) @ M(s], ..., 50,551) ® - @M(SY, ... s 5n) —> M(s,..., s ;Sns1)-
Ces opérations, appelées respectivement structure a droite et a gauche, vérifient les axiomes suivants :
C1 L’axiome de I'unité : on a les égalités suivantes :

> V(X %, ..., %,) =X, avec x € M(s1,...,54;5n+1) €t %5, le point particulier de Q(s;; si),

> Vi(*s,,,5X) =X, avecx € M(sy,...,5,;5n+1) et *5,,, le point particulier de P(s;+1; 5n+1).
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L. , L i i ij i ;
C2 L’axiome de 'associativité a droite : si on pose s' = (8, /S 8i) et s = (s] ,...,smi’j,s}) avecl<i<n

et1 < j < m;, alors on a le diagramme commutatif :

[Ms1, ., sni5m01) @ Q(s1) ® - ®Q(5")] ® Q(sM) @ ®Q("™ ) = M5}, .., 5l s Sne1) ® Q(sY) ® - - ®Q(5™™ )

l

1,1 n,m
M(s R Sp+1)

1,"

M(s1, - Sn; Sns1) ® H [Q(sH) ® Q(s™) ®- - ®Qs™™ )| —— Mis1, - 503 5041) © H QY - S 35

1<i<n 1<i<n

C3 L'axiome de I'associativité a gauche : sion pose s' = (s,...,s,,;s;) et s"/ = (51], ... ,sm".l;s;.) avecl <i<n
et1 < j < m;, alors on a le diagramme commutatif :

[PGs1, 503 5041) @ (1) @ - ®P(s")| X M(sM1) @ - - @M("™ ) = P(sl, ., 5, 3 541) @ M(s11) @ - - @M(5"™ )

l

M(s}'l, e Sy Sne1)
P(s1, -y Sn; Sus1) @ H [P(s) @ M(5") @ - - ®@M(5"™ )| —— P(s1, .., 5u; Su11) ® H Ms', . st 3 si

1<i<n 1<i<n

C4 L'axiome de compatibilité : si on pose s' = (si,...,sh;s;) et s/ = (s’l’],...,s;;{ij;s;.) avecl <i<met
1 < j < m;, alors on a le diagramme commutatif :

[PGs1, S 51) © M(s1) ® - @M(s")| © Q1) ® - ®Q("™) == M5}, ..}, 5n1) ® Q) ® - ©Q(8"™ )

l

11 n,m
M(s1 PRV il Sp+1)

|

Ps1, - sisi) ® [ | [M(E) @ Q™) @ - @Q(s™)| ——= Pls1, o swsw) ® [ | MGT,... st 5s)

1<i<n 1<i<n

Un morphisme entre deux P-Q bimodules est la donnée d’un morphisme de collections préservant les
opérations y; et y,. On note Bimodp.g la catégorie des P-Q bimodules. Lorsque P = Q, on désigne par
Bimodp la catégorie des P-bimodules.

Remarque 1.4.2. Dans la définition d'un P-Q bimodule, I'opération y, peut étre remplacée par une famille
d’applications continues :

o' i M(S1, ... ,5m;5n+1) ® Q(S], - -+, 85 8i) — M(S1,.+.,8i-1,57, -+ -/ Spus Sitls -+ -, 5n; Sns1),
avec 1 <i < n, grace aux unités de 'opérade colorée Q. Cependant, comme M ne posséde pas de points
particuliers, il n’existe pas de substitution équivalente pour 1’opération y;. Par conséquent, il n’y a pas

nécessairement de lien entre les bimodules et les bimodules infinitésimaux & cause de la structure a
gauche.
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Exemple 1.4.3.1) Soit n : O; — O, un morphisme de S-opérades dans la catégorie C. Dans ce cas, O,
possede une structure de O;-bimodule dont les opérations sont définies gréace a la structure opéradique
de Oz :

Vri Oa(s1,. o 8n8ms1) ® O1(s), .., 5h,551) ® - ® O1(sh, ..., 80 550)  — Oalsl,...,sp ;Sus1);
(x; ]/1/- . -/]/n) — V(x/ 77(]/1)//7](]/71))/
yii 0151, Su8us1) ® Oa(sy, .., S0, 551) @ - ® Oa(S], ..., sp, 55w)  —> Oa(s),..., sk iSns1);
O YY) o YOy, Yn).
2) Sin: Act = M est un morphisme de Act-bimodules alors M possede une structure de Act-bimodule
infinitésimal. Grace a la remarque il suffit de définir les opérations a gauche :
Oj : ﬂCt(Slr-~-/Sn;Sn+l) XM(SE/‘--/S;/[;S{) — M(Sll'"Isi—lls‘il"'Is;nlsl"i'l/"'lsl’l;sﬂ"-l)l'
X)) = i nGas) e nGasn), NG s ), -GS, )-

De méme, si 1 : Act — M est un morphisme de Act.g-bimodules alors M possede une structure de
Actso-bimodule infinitésimal.

Proposition 1.4.4. [13] La donnée d'un morphisme de Act-bimodules 1 : Act — M, avec M de type Act, est
équivalente a la donnée d"un morphisme cosimplicial f* : X3 — X5 avec :

> X} un monoide unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit ®,
> X3 un X3-module a gauche unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit ®,
> f* un morphisme de X3-module a gauche.

De méme, la donnée d’un morphisme de Act.o-bimodules n : Act — M, avec M de type Act, est équivalente a la
donnée d’un morphisme semi-cosimplicial f* : X3 — X3 avec :

> X} un monoide unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit ®,
> X3 un X3-module a gauche unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit ®,

> f* un morphisme de X3-module a gauche.

Démonstration. Si n : Act — M est un morphisme de Act-bimodules alors M est un Act-bimodule
infinitésimal dont la structure est décrite dans I’exemple D’apres la proposition [1.3.4} les familles
M, et M, sont des espaces cosimpliciaux et il existe un morphisme cosimplicial f* : M. — M,. La
structure monoidale sur M, et la structure de module a gauche sur M, sont définies par :

[25 Mc(n) x Mc(m) —  M(n+m); ¢ U2 - Mc(n) X My(m) —  M,(n+m);
(S
Gy P owdxsy), (s y) oY),

Les axiomes liés aux Act-bimodules induisent les égalités (1.6) et (1.7) tandis que f* est un morphisme
de M.-modules & gauche. Comme l'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit
® coincide avec l'opérade associative, le monoide M, et le module a gauche M, sont unitaires grace aux
morphismes cosimpliciaux issus des compositions :
Tle e f
At ——M, et Act——M.—M,,
avec 1, 'application provenant de la restriction de n a la couleur fermée.

Inversement, si on se donne un morphisme cosimplicial vérifiant les conditions du théoreme alors la
collection M € Coll({o; c}) de type HAct définie par :

Mc(n) = X] pour n>0 et M,(n) = Xj pour n >0,

est un Act-bimodule infinitésimal dont la structure est décrite dans la preuve de la proposition [1.3.4}
D’apreés la remarque pour montrer que M est un Act-bimodule, il suffit de construire les opérations
a gauche. Comme 'opérade Fct est engendrée par les points #g,, *»;. et *,,,, les opérations ci-dessous
suffisent a définir y; :
=, — 1 Mc(n) X Mc(m) —  Mc(n+m); . =20 = Mc(n) X Mo(m) —  Mo(n+m);
e
(x;y) » xRy, (x;y) —» x®yY.
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Remarquons que si on applique la construction ci-dessus au morphisme cosimplicial id : u* — u®, avec
u* 1'unité pour le produit ®, alors 1’objet obtenu coincide avec 'opérade Act. Au final, le morphisme de
Act-bimodules 1 : Act — M provient du morphisme de module a gauche f* et de la commutativité du
diagramme suivant :

Ut — X

)

Ut — X3

Si on restreint les objets de la proposition précédente a la couleur fermée alors on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 1.4.5. Soit As — M un morphisme de As-bimodules. La totalisation (homotopique) de I'espace
cosimplicial M est une Ei-algébre. De méme, si As — M est un morphisme Asso-bimodules alors la semi-
totalisation de I'espace semi-cosimplicial M est une Eq-algebre.

D’apres la proposition[T.4.4Jet le théoreme[T.2.14} si on a un morphisme de Act-bimodules ) : Act — M
alors la totalisation de M, est une C;-algebre. Cependant, on ne dispose d’aucune information sur la
totalisation de M,. Dans I’exemple qui suit, on étudie un cas particulier o1 le morphisme de modules a
gauche implique que le couple d’espaces (Tot(M.); Tot(M,)) est une SC;-algebre. L'objectif du chapitre
3 est de généraliser ce type de résultat en prenant la semi-totalisation.

Exemple 1.4.6. Soient (X; *) un espace topologique pointé et A un sous-espace de X contenant le point
base. Remarquons que les espaces cosimpliciaux QX* et (X ; A)®, issus de I'exemple possedent
respectivement une structure de monoide unitaire et une structure de QX*-module a gauche unitaire
induites par la concaténation :

p1 s QX" x QX™ — QX" s ) (X ) (X, X X, X)),

p2 : QX' X Q(X; A" - X ; Ay (1, X0); (X, ooy X0, @) > (X1, e, X, XY, e, Xy, ),

etdont]’unité provient dans les deux cas del’application envoyantle point #, € " verslen-uplet (+,...,*),
avec u® 1'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux (voir la proposition[I.2.13). Par conséquent, le
couple d’espaces cosimpliciaux (QAX* ; (X ; A)®) provient d'un morphisme de Act-bimodules. Or, on sait
que le couple (Tot(QX*); Tot(CQ2(X; A)*)) d’espaces topologiques est homéomorphe a une SC;-algebre
explicite (QX; O(X; A)).

Remarque 1.4.7. Lorsque P et Q sont des opérades colorées symétriques, la notion analogue est celle de
(P-Q)s bimodule. Dans ce cas on demande une compatibilité entre la structure de bimodule et I’action
de groupe des permutations. On note X-Bimodp.g la catégorie des (P-Q)xz-bimodules, avec P et Q deux
S-opérades symétriques. Lorsque P = Q, on désigne par Z-Bimodp la catégorie des X-bimodules sous
l'opérade P.

1.5 Opérade colorée différentielle graduée

Dans ce qui suit, K désigne un corps. On va s’intéresser a la méthode permettant de transformer
une opérade colorée topologique en une opérade colorée dans la catégorie des K-espaces vectoriels
différentiels gradués. L'objectif est de comprendre les algebres sous les opérades différentielles graduées
issues des opérades topologiques C; et SC».

Définition 1.5.1. La catégorie dg-Vectyk est la catégorie symétrique monoidale des K-espaces vectoriels
différentiels gradués dont les objets sont les familles de K-espaces vectoriels V = {V,},cz, indexées par
les entiers relatifs, munies d"un morphisme linéaire de degré —1:

{dV : Vn - Vn—l}nEZr

appelé la différentielle et vérifiant la relation d o d = 0. Un morphisme f : (V; dv) — (V’; dy) est la
donnée d’une famille d’applications linéaires {f, : V, = V } ez vérifiant 1'égalité :

dyofy=fis10dy, avecneZ. (1.8)
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Le produit tensoriel entre deux K-espaces vectoriels différentiels gradués (V; dy) et (V' ; dy+) est donné
par la famille d’espaces vectoriels :

VeV, = @ V,ex V/
p+q=n
et dont la différentielle est définie via la formule :
dvey (0 ® V") = dy(v) V' + (=) @ dy. (V).

Exemple 1.5.2.1) A partir d'un objet (V; dy) € dg-Vectk, on définit 'homologie H.(V; dv) (ou juste
H.(V) ¢’'iln’y a pas d’ambiguité sur la différentielle) comme le K-espace vectoriel différentiel gradué
donné par le quotient :

ker( dy:V, > Vn_l)
Im(dy : Vs = Vi)’

Hu(V; dV) =

et dont la différentielle est nulle. Grace a la relation (L.8), un morphisme f : (V; dy) — (V’; dy) induit
un morphisme en homologie.

2) A partir d'un espace topologique X, on définit le K-espace vectoriel différentiel gradué C;(X) , appelé
le complexe de chaines associé a X. Lorsque n > 0, C;(X) est le K-espace vectoriel libre engendré
par I'ensemble des applications continues {f : A" — X}. Si n < 0 alors C;(X) = 0. Pour construire la
différentielle, on utilise la structure semi-cosimpliciale de A*® :

d:Cy(X) - C,(X); {f:A”eX}H;(—l)i{A"—l?AH?X}.

Définition 1.5.3. Soient f, g : (V; dv) — (V’; dy+) deux morphismes de K-espaces vectoriels différentiels
gradués. On dit que f et g sont homotopes s’il existe un morphisme / de degré 1 :

Vn—l Vn Vn+1
fn,l “gn—x ”ﬂgmeﬂgwl
’ ’ ’
Vn—l VTl Vn+1

vérifiant la relation :
fa—8n=dy oh,+h,10dy, avecneZ.

Proposition 1.5.4. [24, Proposition 2.12] Si deux morphismes f,g : (V; dy) — (V’; dyv) sont homotopes alors
ils induisent la méme application en homologie.

A partir d'une collection O € Coll(S) dans les espaces topologiques, on peut construire une collection
dans la catégorie dg-Vecty :

C(O)(s1, -+ Sn;8n41) = Ci(O(51, - - -, S Snv1))-

On va montrer que si O est une S-opérade symétrique topologique alors C5(O) et H.(O) = H.(C°(O)) sont
des S-opérades différentielles graduées. Pour cela, on a besoin de la notion de shulffle.

Définition 1.5.5. Soit py,...,p, une famille d’entiers naturels. L'ensemble des (p1, ..., px)-shuffles, noté

.....

opr+---+pi+l)<---<opr1+--+pis1), avec0<i<n-1.

La signature d’un shuffle €(o) est définie comme la signature de la permutation associée. A partir d'un
élément o € Shy, . ,,, on définit 'application :

Syt AP s AP X X AP
(tlr veey tP1+"'+Pn) — (to(l)/ el tU(P1)); e (tO(P1+"'+py,_1+1)r o, to(p1+v~-+p”))-
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Proposition 1.5.6. Soient X et Y deux espaces topologiques. L'application d’Eilenberg et MacLane :
EM: C(X)®Ci(Y) — Ci(XXY),

envoyant deux éléments {f : AV — X} et {g : AT — Y} vers I'élément de C,, (X X Y) défini par :

Z s(a){ AP+‘7—>AF’><M—>X><Y}
So fxg

0€Shy,
fait de C; : Top — dg-Vectx un foncteur monoidal symétrique.

Si O est une S-opérade symétrique topologique alors C;(O) est aussi une S-opérade symétrique dans
la catégorie des K-espaces vectoriels gradués dont les compositions opéradiques partielles sont définies
grace a 'application de Eilenberg et MacLane :

0 : Ci(o)(sl/ v /Sn;sn+1) ® Ci(o)(si/ e ,S;n,' Si) Ci(o)(slr vee /Si—lrsir vee rs;n/ Sitls+++/5n; Sn+1) .

T ————
Ci(oi)eEM

Les axiomes opéradiques sont vérifiés car, via 'application de Eilenberg et MacLane, le foncteur C; est
monoidal symétrique. De méme, si X = {X;}scs est une algebre sous I'opérade colorée topologique O
alors la famille de KK-espaces vectoriels {C;(X;)}ses est une C;(O)-algebre :

e CONsL, - S0 8ni1) @ Ci(Xsy) @ - @ CUX,, ) 7 CUO(S1, -/ Sy Snan) X Xy X X X ) = CUX ) -

En passant a ’homologie, on montre que H.(O) est aussi une S-opérade différentielle graduée et que
I’homologie des O-algebres sont des H.(O)-algebres.

Proposition 1.5.7. [[10] Une H.(C,)-algebre, ou algebre de Gerstenhaber, est la donnée d’un K-espace vectoriel
différentiel gradué V muni d'un produit commutatif et d'un crochet de Lie de degré 1 :

> [_/' _] D Vi Ve — Viewsss

>o—x= Vu®k Vi — Vi
vérifiant la relation suivante :
[01; 02 % 03] = [01; 2] % 03 + (1) D20y « [0y 03],
avec un élément particulier 1 € V étant une unité pour le produit et tel que [v; 1] = 0, avecv € V.

Définition 1.5.8. Le complexe de Hochschild associé a un bicomplexe (X*'*; d; ; d;) est défini de la facon
suivante :
CH,(X**; dy; dy) := H XPL et d=dy + (1) d,.
10
On note HH.(X*'*; d1 ; d>) I'homologie du complexe de Hochschild. S'il n'y a pas d’ambiguité sur les
différentielles, on désigne par HH.(X*’*) 'homologie de Hochschild associée a (X*’®; d ; dp).

Exemple 1.5.9. On désigne par Ask = C;(As) = H.(As) 'opérade dans la catégorie des espaces vectoriels
différentiels gradués. Soit O une opérade multiplicative dans la catégorie dg-Vectk. Cela signifie qu'il
existe un morphisme d’opérade 1 : Asx — O induisant un élément particulier m = n(my) € O(2).
L’opérade O dispose d'une bigraduation O®’* provenant de la graduation de O et de l'arité de I'opérade
O. On introduit alors le bicomplexe dont les différentielles sont définies de la fagon suivante :

> dy:OP1 — OP14,  issue de la différentielle de O(g),

14 ) 2 )
> dy: OP1 — OPIH x5 Y (=1)xo;m— Y, (=1)'mo; x.
i=1 i=1

Gerstenhaber et Voronov dans [51], puis Turchin dans la cas gradué [47] montrent que ’homologie de
Hochschild associée a ce bicomplexe est une algebre de Gerstenhaber. Par convention, si x € O(n) alors
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|x| = n et ¥ correspond a la graduation de x dans l'espace vectoriel gradué O(n). Si x et y sont deux
éléments de O alors le crochet de Lie provient de 1'opération suivante :

|x] |y

[x; ]/] — Z(_l)éix 0y — (_1)(5c+|x|—1)(?+\y|—1)z(_1)5,’-]/ 0; X,
i=1

i=1

avec&; = (lyl—D@E—1) + (x| - D)7 et & = (Ix[ - 1)(i — 1) + (lyl — 1)X. De plus, on a [m ; m] = 0 et le produit
commutatif entre deux éléments x et y provient de la formule :

xxy=ym;x,y),
avec y la composition opéradique totale associée a O.

Proposition 1.5.10. [51) Théoréeme 3.3] Une H.(SC»)-algebre, ou sco-algebre, est la donnée d'un couple de K-
espaces vectoriels différentiels gradués (V ; V') tel que V est une algebre de Gerstenhaber et V' est muni d'un
produit associatif et d'une structure de module a gauche sous I'algebre commutative V :

. ’ ’ 7.
> =% Vn ®K Vm — Vn+m/
> —%—: V,®K V;/ﬂ — Vl,/Vl‘Fl’l'

Exemple 1.5.11. On désigne par Actx = C;(Act) = H.(Act)la{0; c}-opérade dans la catégorie des espaces
vectoriels différentiels gradués. Soit O une opérade pointée dans la catégorie dg-Vectk. Cela signifie qu’il
existe un morphisme d’opérades 1 : Actx — O. En particulier, on dispose de deux éléments particuliers :

me. € O(c,c;c) et m, € O(c,o0;0).

Comme pour I'exemple[1.5.9 les familles d’espaces vectoriels différentiels gradués O, et O, fournissent
deux bicomplexes dont le couple d’homologies de Hochschild est une sc,-algebre. Comme la restriction
de 71 a la couleur fermée est un morphisme d’opérades 1. : Asx — O., 'homologie de Hochschild
associée a O, est une algebre de Gerstenhaber. Si x et y sont deux éléments de O, alors le produit
associatif provient de I'opération suivante :

X* Y =XOu Y.
Six € O, et y € O, alors la structure de module a gauche est obtenue a partir de I'opération suivante :
x*e y = V(mo, xr y)/

avec y la composition opéradique totale issue de O. Dans le chapitre 5, on étudiera plus attentivement
cette structure lorsque O provient du complexe des chaines singuliéres associé a une opérade pointée
topologique.
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Dans le chapitre précédent, on a montré que si un couple d’espaces semi-cosimpliciaux (O.; O,)
provient d’une opérade pointée stricte O alors les espaces topologiques sTot(O,) et sTot(O,) ont res-
pectivement le type d’homotopie d’un espace de lacets double et de lacets simple. De plus on a émis
I'hypothése que le couple d’espaces forme une algebre sous 1’opérade topologique SC». Afin d’identifier
explicitement les espaces de lacets et de lacets relatifs entrant en jeu, on doit définir une structure de
catégorie modele sur les opérades colorées ainsi que les bimodules (infinitésimaux).

Ce chapitre est divisé en deux sections. La premiére section consiste a rappeler les notions sur les
catégories modeles nécessaires pour la suite de la thése et pour la compréhension du théoreme de transfert
permettant de définir une structure de catégorie modele & partir d'une adjonction. La seconde section est
donc consacrée a la construction des différentes adjonctions afin d’appliquer le théoreme de transfert pour
la catégorie des opérades colorée ainsi que la catégorie des bimodules (infinitésimaux). On déterminera
aussi des remplacements cofibrants des opérades Act et As en tant que bimodules (infinitésimaux)
pour calculer des espaces de morphismes dérivés. En particulier, on prouvera les équivalences faibles
suivantes :

Ibimodly,, (Act; O) = Ibimod’y_ (As; O) = sTot(O,).

2.1 Introduction aux catégories modeéles et au théoreme de transfert

La théorie des catégories modeéles a été introduite par Quillen dans [36] afin d’axiomatiser les condi-
tions requises a une catégorie pour permettre une théorie de ’homotopie. L'idée est de mimer la théorie
de I’homotopie classique pour les espaces topologiques. La plupart des notions abordées dans cette
section sont étudiées de maniere plus approfondie par Dwyer et Spalinski [16], Hirschhorn [25] ainsi que
Hovey [28]. L'objectif, dans le cas présent, est d’énoncer les définitions ainsi que les lemmes nécessaires
pour la suite de la thése et, en particulier, le théoréme de transfert. Pour ce dernier, on se réfere a l’article
[2] de Berger et Moerdijk.

2.1.1 Catégorie modéle

Définition 2.1.1. Soient f : X — Y et g : A — B deux morphismes dans une catégorie C. On dit que f est
un rétract de g s'il existe un diagramme commutatif :

avec j; oiy = idx et j, o ip = idy.

Définition 2.1.2. Une catégorie modele est la donnée d’une catégorie C ainsi que de trois classes de mor-
phismes stables par composition et contenant les morphismes identités. Ces trois classes sont appelées
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respectivement les équivalences faibles (=), les fibrations (- ) et les cofibrations (< ). Un morphisme
qui est a la fois une équivalence faible et une fibration (resp. cofibration) est appelé une fibration acyclique
(resp. une cofibration acyclique). Les trois classes de morphismes doivent vérifier les axiomes suivants :

MC1 : La catégorie C admet des colimites et des limites finies.

MC2 : Soient f et g deux morphismes de C composables. Si deux morphismes sur trois parmi f, g et
g o f sont des équivalences faibles alors le troisieme morphisme est aussi une équivalence faible.

MC3 : Soient f et g deux morphismes de C. Si f est un rétract de g avec g appartenant a 1'une des trois
classes de morphismes alors f appartient a la méme classe que g.
MC4 : Le diagramme (2.1)) posséde un relevement & si on est dans 1'un des cas suivants :
> i est une cofibration et p est une fibration acyclique,

> i est une cofibration acyclique et p est une fibration.

A——sX (2.1)

7

. 7/

i s p
/

B——Y

MCS5 : Tout morphisme f peut se décomposer de deux facons :
> f =poiaveciestune cofibration et p est une fibration acyclique,

> f =poiaveciest une cofibration acyclique et p est une fibration.

Remarque 2.1.3. Notre définition de catégorie modéle correspond a la notion de catégorie modele fermée
au sens de Quillen [36] a cause de 1'axiome MC1. Le fait qu'une catégorie possede des colimites et
des limites finies implique notamment l'existence d’un objet initial et d'un objet final notés 0 et *
respectivement.

Exemple 2.1.4. La catégorie au-dessous X | C

Soient C une catégorie modéle et X un objet de C. La catégorie X | C a pour objet les couples (Y; fy) avec
Y un objet de C et fy € C(X; Y). Un morphisme f : (Y; fy) = (Y’; fy) est la donnée d’'un morphisme
feC(Y; Y) tel quel'on ait le diagramme commutatif :

X
VN
YI
f

La catégorie X | C hérite d"une structure de catégorie modele de C. Un morphisme f : (Y; fy) = (Y’; fv)
est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration) si le morphisme sous-jacent f : ¥ — Y’
est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration) dans C. Notons que (X ; idx) est 1’objet
initiale de la catégorie X | C.

Y

Exemple 2.1.5. La catégorie produit [] C;

Soient S un ensemble et {C; }ses une famille de catégories modeles. La catégorie produit [ ] C; possede une
structure de catégorie modele ot1 (f;)ses est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration)
si, pour tout s € S, le morphisme f; est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration)
dans la catégorie Cs.

Définition 2.1.6. Si un diagramme de la forme posséde un relevement /i alors on dit que g a la
propriété de relevement a gauche par rapport a f et que f a la propriété de relevement a droite par
rapport a 'application g.
A — X (2.2)
g /
Al
B

— =Y
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Exemple 2.1.7. La catégorie modele de Serre sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modele de Serre, une application continue f : X — Y entre deux espaces topologiques
XetYest:

> une équivalence faible si, pour tout point x € X, I'application f;; : m,(X; x) = 7,(Y; f(x)) est un
isomorphisme pour 1 > 1 et I'application f; : 71o(X) — mo(Y) est une bijection,

> une fibration de Serre si, pour tout CW-complexe A, les diagrammes de la forme (2.3) possedent
un relévement / :

Ax (0} ——=X (2.3)

e
Ve
f f

7
7
AxX[0,1]—=Y

> une cofibration si f possede la propriété de relevement & gauche par rapport aux fibrations de
Serre acycliques.

Exemple 2.1.8. La catégorie modele de Hurewicz sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modele de Hurewicz, une application continue f : X — Y entre deux espaces topolo-
giques X et Y est:

> une équivalence faible si f est une équivalence d’homotopie,

> une fibration de Hurewicz si, pour tout espace A, les diagrammes de la forme (2.4) possédent un
relevement / :

Ax{O}—;X (2.4)
7
|
7
AX[0,1]—=Y

> une cofibration si f possede la propriété de relevement a gauche par rapport aux fibrations de
Hurewicz acycliques.

Remarque 2.1.9. Les catégories modeles des exemples et sont définies pour les espaces
topologiques en toute généralité. Cependant, Hovey montre dans [28, Théoreme 2.4.19 et Théoréme
2.4.25] que I'on peut se restreindre aux espaces de Hausdorff compactement engendrés. Le lemme qui
suit énonce une propriété propre aux catégories modeles qui sera utilisée & de nombreuses reprises dans
la suite de la these.

Lemme 2.1.10. [16| Proposition 3.14] Dans une catégorie modéle C, les produits fibrés préservent les fibrations et
les fibrations acycliques tandis que les sommes amalgamées préservent les cofibrations et les cofibrations acycligues.

2.1.2 Catégorie homotopique

Définition 2.1.11. Soient C une catégorie modéle et X un objet de C. Un objet cylindre associé a X est un
objet de C, noté X A I, muni de morphismes :

i ~

X1IX XAI X,

qui factorisent le morphisme idx + idx : X ][ X — X. Ainsi, deux morphismes f,¢ : X — Y sont dits
homotopes s'il existe un objet cylindre X A et un morphisme H : X AT — Y tel que l’on ait le diagramme
commutatif suivant :

0 X

| N,

X XTIX O\
8
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Notation 2.1.12. Un objet X dans une catégorie modele C est dit cofibrant si le morphisme @ — X est
une cofibration. De méme, X est dit fibrant si le morphisme X — = est une fibration. Un remplacement
cofibrant (resp. fibrant) de X est la donnée d"un objet de C, noté usuellement X¢ (resp. X/), équipé de
morphismes :

0—X"—=X et (resp. X—~>Xf—j»* )

avec i une cofibration et j une fibration. Grace al’axiome MC5, on sait que de tels remplacements existent.

Lemme 2.1.13. [[16, Lemme 4.21] Soient C une catégorie modele, X un objet cofibrant et Y un objet fibrant. La
relation "étre homotope” est une relation d’équivalence, notée ~y, sur I’ensemble des morphismes C(X; Y).

Définition 2.1.14. La catégorie homotopique associée a une catégorie modele C, notée C", posséde les
mémes objets que C tandis que les morphismes entre deux objets X et Y, aussi appelé ensemble des
morphismes dérivé, sont définis par :

CMX;Y) := CX; YN~ .

A partir d’un morphisme f : X — Y, on peut lui associer un morphisme f : X° — Y/, avec X° un
remplacement cofibrant de X et Y/ un remplacement fibrant de Y. A homotopie pres, le morphisme
f ne dépend pas du choix du remplacement fibrant et du remplacement cofibrant. Par conséquent, on
dispose d’un foncteur :

ye(X) =X pour tout objet X de C,

ye(f) = f  pour tout morphisme f de C. 25)

ye:C—C!; {
Remarque 2.1.15. Au final, les axiomes liés a la structure de catégorie modele sont suffisants pour définir
une notion d’homotopie compatible avec la notion usuelle sur les espaces topologiques. En effet, si on
regarde les espaces topologiques équipés des fibrations de Serre, alors un objet cylindre associé a un
espace topologique X est donné par 1'espace produit X x [0, 1].

2.1.3 Catégorie modeéle cofibrement engendrée

Afin d’étudier 'ensemble des morphismes dérivé C"(X; Y), on doit déterminer des remplacements
cofibrants et fibrants des objets. Méme si 1’axiome MC5 des catégories modéles nous garantit 1’existence
de tels remplacements, il est parfois difficile de les construire explicitement. Il existe néanmoins des
catégories ot les cofibrations sont engendrées par un ensemble de morphismes et sont donc plus faciles
a identifier. Notons que la définition de catégorie modeéle cofibrement engendrée utilisée dans la these
est une version simplifiée de la définition usuelle, ceci dans le but d’alléger les notations.

Définition 2.1.16. Une catégorie modele cofibrement engendrée est la donnée d’une catégorie modele C ainsi
que de deux classes supplémentaires de morphismes :

> un ensemble I, appelé la classe des générateurs de cofibrations, tel qu'un morphisme f de C est
une fibration acyclique si et seulement si f possede la propriété de relevement a droite par rapport
aux morphismes de I,

> un ensemble ], appelé la classe des générateurs de cofibrations acycliques, tel qu'un morphisme f
de C est une fibration si et seulement si f possede la propriété de relevement a droite par rapport
aux morphismes de J.

On notera (C; I; ]) une catégorie modele cofibrement engendrée.

Notation 2.1.17. Soient X et Y deux objets dans une catégorie modele cofibrement engendrée (C; I; J).
On dit que Y est obtenu a partir de X le long d"une cofibration, s’il existe un morphisme A — B € I tel
que l’on ait la somme amalgamée :

A—>B (2.6)

|

X—Y

Grace au lemme[2.1.10} on sait que 'application X — Y est aussi une cofibration. L'intérét des catégories
modeles cofibrement engendrées réside dans la caractérisation des cofibrations.
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Proposition 2.1.18. [25, Proposition 11.2.1] Soit (C; I; J) une catégorie modele cofibrement engendrée. Une
application f : X — Y est une cofibration si et seulement si elle est obtenue comme une limite de cofibrations de la

forme (2.6).

Exemple 2.1.19.1) Pourn € N et 0 <k <n, le "horn" A} est le sous-espace de A" définit par :

ap o= i,

i#k

Les espaces topologiques équipés des fibrations de Serre forment une catégorie cofibrement engendrée
ol les ensembles générateurs des cofibrations et des cofibrations acycliques sont respectivement
donnés par :

I:={dAN" > A" |n>0} et Ji={A, > A"|[n>20et0<k<n}

2) Soient S un ensemble et {(Cs; I ; Js)}ses une famille de catégories modeles. La catégorie modele produit
[1C;s est aussi cofibrement engendrée : ’ensemble générateur des cofibrations (resp. des cofibrations
acycliques) est donnée par [] I; (resp. I] Js). En particulier, la catégorie Coll(S), équipée des fibrations
de Serre, est une catégorie modele cofibrement engendrée.

214 Catégorie monoidale modeéle

On a défini la notion d’opérade colorée et de bimodule (infinitésimal) dans des catégories symétriques
monoidales. On va donc s’intéresser a la compatibilité entre la structure monoidale et la structure de
catégorie modele. Dans ce qui suit, les catégories monoidales symétriques (C; ®; II) sont supposées
fermées. Cela signifie que 'endofoncteur — ® X posséde un adjoint a droite noté (—)%

-®X:CSC:(-)X (2.7)

Définition 2.1.20. Une catégorie monoidale modele est la donnée d'une catégorie monoidale (C; ®; I
fermée équipée d’une structure de catégorie modele tel que, pour tout couple de cofibrations f : X — Y
et g: A — B, le morphisme:

X®B |_|Y®A—>Y®B (2.8)
X®A

est une cofibration qui est acyclique si l'un des deux morphismes f ou g est acyclique.

Exemple 2.1.21. La catégorie des espaces topologiques équipées des fibrations de Serre et du produit
cartésien est une catégorie monoidale modele. De plus, comme on travaille avec les espaces de Hausdorff
compactement engendrés et que ’ensemble des morphismes entre deux espaces est muni de la topologie
compact-ouvert, I’adjonction induit un homéomorphisme :

Top(X; Top(Y; Z)) = Top(X XY ; Z), (2.9)

pour tout triplet d’espaces topologiques X, Y et Z. De méme, les catégories Coll(S; Top), X-Ibimodp.g,
X-Bimodp.g ainsi que la catégorie des opérades symétriques topologiques héritent d"une structure monoi-
dale provenant de Top. Les structures de catégories modeles sur ces catégories, définies dans la second
partie de ce chapitre, sont compatibles avec la structure monoidale. De plus, dans chacune des catégories
citées ci-dessus, 'ensemble des morphismes dérivé sera munie d"une topologie. On parlera alors d’espace
de morphismes dérivé. Le lemme qui suit est une conséquence de 1’adjonction et sera utilisé a de
nombreuses reprises dans la suite de la these.

Lemme 2.1.22. Dans la catégorie modele Top équipée des fibrations de Serre, si f : X — Y est une cofibration
alors, pour tout espace Z, I'application induite par la pré-composition avec f est une fibration :

Top(Y; Z) — Top(X; Z).
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2.1.5 Foncteur dérivé et paire de Quillen

Définition 2.1.23. Soient C une catégorie modeéle et F : C — D un foncteur. Le foncteur dérivé a gauche,
noté (LF; t) est 'objet terminal parmi les couples (G; s) composés d’un foncteur G : C" — D et d’une
transformation naturelle s : G o y¢ — F, avec y¢ le foncteur (2.5).

Remarque 2.1.24. On définit de facon similaire le foncteur dérivé a droite (RF; t) avec RF : C" — D un
foncteur et t : F — (RF) o y¢ une transformation naturelle. Les foncteurs dérivés a gauche et a droite sont
uniques a isomorphisme naturel pres.

Définition 2.1.25. Soit F : C — D un foncteur entre deux catégories modeles. Le foncteur dérivé total a
gauche LF : C" — D' est défini comme le foncteur dérivé a gauche de la composée yp o F : C — D
De méme, le foncteur dérivé total a droite RF : C" — DV est défini comme le foncteur dérivé a droite de la
composée yp o F: C — D

Théoreme 2.1.26. [16| Théoreme 9.7] Soient C et D deux catégories modeles et F : C < D : G une adjonction.
Si F préserve les cofibrations et G les fibrations alors les foncteurs :

LF:C"s D':RG
existent et forment une paire de foncteurs adjoints. De tels couples sont appelés des paires de Quillen.

Proposition 2.1.27. [16, Remarque 9.8] Soit F : C & D : G une adjonction entre deux catégories modeles. Les
énoncés suivants sont équivalents :

i) F préserve les fibrations et G préserve les cofibrations,
i) F préserve les fibrations et les fibrations acycliques,

iii) G préserve les cofibrations et les cofibrations acycliques.

2.1.6 Le théoréme de transfert

Théoreme 2.1.28. [2, Section 2.5] Soit F : C & D : G une adjonction avec (C; I; ]) une catégorie modele
cofibrement engendrée et D une catégorie possédant des colimites et limites finies. On dit qu’un morphisme f de
D est une équivalence faible (vesp. une fibration) si G(f) est une équivalence faible (resp. une fibration) dans la
catégorie C. Le morphisme f est une cofibration dans D si elle posseéde la propriété de relevement a gauche par
rapport aux fibrations acycliques. Cela induit une structure de catégorie modele cofibrement engendrée sur D si
les conditions suivantes sont satisfaites :

i) G préserve les colimites filtrantes,
i) D posseéde un remplacement fibrant fonctoriel,
iii) si D désigne la sous-catégorie pleine constituée des objets fibrants de D alors il existe un endofoncteur

Path(=) : Df — D tel que, pour tout objet fibrant X, Path(X) factorise I'application diagonale :

X ;—> Path(X) — XxX,

avec i une équivalence faible et j une fibration.

De plus, le couple (F ; G) forme une paire de Quillen et les ensembles générateurs des cofibrations et des cofibrations
acycliques de D sont donnés par :

r={Ff) I fel} et I =A{E(f) | fe]l)

Exemple 2.1.29. On dispose d'une adjonction entre les collections topologiques et les collections topo-
logiques symétriques :
Z[-]: Coll(S) & X-Coll(S) : U, (2.10)

avec U le foncteur oubliant 1’action du groupe des permutations et X[-] le foncteur envoyant une
collection M vers la collection symétrique définie par :

L[M](s1, ..., 805 8p41) == H M(S5(1), - - - s So(n); Sn+1)-

g€L,
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Dans I'article [2], Berger et Moerdijk montrent alors qu’on peut appliquer le théoréeme de transfert a 1’ad-
jonction et ainsi définir une structure de catégorie modele cofibrement engendrée sur X-Coll(S). En
effet, la catégorie Coll(S), munie des fibrations de Serre, est une catégorie modele cofibrement engendrée.
La catégorie X-Coll(S) possede une structure monoidale définie par :

(M1 X M2)(81, - .., Su; Sn+1) 1= Mi(S1, ..., Sp; Spe1) X Ma(s1, ..., Sp; Spa),
dont l'action du groupe des permutations provient de I'action diagonale :

o (Ml X Mz)(Sl, . ,Sn;Sn+1) W (M1 X MZ)(So(l)/ -« s Sa(n); Sn+1).

Ainsi définis, U et L[] sont des foncteurs monoidaux et U préserve les colimites filtrantes. Par consé-
quent la catégorie X-Coll(S) possede aussi les colimites et les limites filtrantes. De plus, comme tous
les objets de Coll(S) sont fibrants, tous les objets de X-Coll(S) sont aussi fibrants et 'identité fournit un
remplacement fibrant fonctoriel.

I reste a vérifier la condition (iif). A partir d"une collection symétrique M on introduit Path(M) comme
la collection symétrique :

Path(M)(s1, - . .,Sn; Sp+1) i= Top( [0, 1]; M(s1,.-.,Su; sn+1)).

Si fi est un point de Path(M) alors pour tout ¢ € L, on définit I’action du groupe des permutations de la
facon suivante :
fr-0:00, 1] = M(sy, ..., Su;$41) 5 £ fi(t).o

La factorisation de l'application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :

M —Ls Path(M) ——~ M x M,

avec i le morphisme de collections symétriques envoyant un point x vers le chemin constant en x.
Grace a I'homotopie qui contracte un chemin sur son point d’origine, on sait que l’application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de collections symétriques j est défini de la fagon suivante :

j : Path(M)(Sll oy SniSne1)  —> (MXM)(s1, ..., 80 8n41);
fo— (f(0); f(1)).

Pour montrer que l'application j est une fibration, il suffit de vérifier que, pour chaque combinaison
d’entrée, l'application j induit une fibration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs fixée,
l'application j peut s’interpréter de la fagon suivante :

IE Top( [0, 1]; M(sl,...,sn;sn+1)) — Top(&[O, 1]; M(sl,...,sn;sn+1)). (2.11)

Comme JA! — Al est une cofibration, 'application (2.11) est une fibration d’apres le lemme [2.1.22
De maniere similaire, Berger et Moerdijk ont montré que la catégorie L-Coll(S). est aussi une catégorie
modele cofibrement engendrée dont tous les objets sont fibrants.

2.2 Applications du théoréme de transfert aux opérades et aux bimo-
dules (infinitésimaux)

Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. L'objectif de cette section est de
définir une structure de catégorie modele sur les opérades colorées symétriques ainsi que sur les P-Q
bimodules (infinitésimaux). Pour cela, remarquons que 'on dispose de foncteurs oubliant les différentes

structures :
U : X-Operads — X-Coll(S).,

U : Z-Bimodp.q —> L-Coll(S), (2.12)
U : X-Ibimodp.g —> E-Coll(S).
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Or on sait que les catégories Z-Coll(S). et Z-Coll(S), équipées des fibrations de Serre, sont des catégo-
ries modeles cofibrement engendrées dont tous les objets sont fibrants. Afin d'utiliser le théoreme de
transfert[2.1.28) on doit construire des adjoints a gauche aux différents foncteurs oublis (2.12). Les trois
constructions sont similaires. Il s’agit dans un premier temps d’identifier 'ensemble d’arbres encodant
la structure recherchée puis d’indexer les sommets des arbres par des éléments de X-Coll(S) adéquats.
Ce type de construction a été introduite par Vogt dans [S] pour le cas opéradique sans couleur. On se
réfere aussi a Berger et Moerdijk [3] ainsi que Vogt [50] pour des constructions similaires.

2.2.1 Arbre planaire et opérade colorée libre

Définition 2.2.1. Un arbre planaire T est la donnée d’un graphe planaire fini contractile muni d"une aréte
et d'un sommet particuliers, appelés respectivement le tronc et la racine de 1’arbre T et notés ¢y et r.
Le tronc est uniquement connecté a la racine de 'arbre. De plus, un arbre planaire est équipé d'une
orientation en direction de la racine. Pour la suite, on pose les notations suivantes :

> L'ensemble des sommets et 'ensemble des arétes de I'arbre T sont notés V(T) et E(T) respectivement.
L'ensemble des arétes internes E™(T) est constitué des arétes de T reliant deux sommets. Chaque
sommet et aréte est connecté a la racine par un unique chemin composé d’arétes.

> Si e est une aréte interne alors son sommet le plus proche de la racine est nommé le sommet but tandis
que son autre sommet est appelé le sommet source de e. Ils sont notés respectivement t(e) et s(e).

> Les arétes, autres que le tronc, connectées a un seul sommet sont appelées les feuilles de I'arbre T et sont
naturellement ordonnées par la structure planaire de T. On désigne par in(T) = {l;, ..., )} 'ensemble
des feuilles de T, avec |T| le cardinal de in(T).

> Pour tout sommet v, I’ensemble des arétes ayant pour but le sommet v est ordonné par la structure
planaire de I’arbre T. On désigne cet ensemble par in(v) = {e1(v), ..., (v)} avec |v] le cardinal de in(v).
L'unique aréte ayant pour source le sommet v sera notée ey (v).

> Les sommets ne possédant pas d’aréte entrante sont appelés sommets univalents tandis que les sommets
possédant une unique aréte entrante sont appelés sommets bivalents.

li=es(vq)  L=ey(vq) l5=ex(Vy) l,=€5(Vs) l5=€3(Vs)

€o(V3)=€1(V4)

eo(v4)=

Ficure 2.1 — Exemple d'un S-arbre planaire.

Un S-arbre planaire, avec S un ensemble, est la donnée d'un couple (T'; f) avec T un arbre planaire et
f : E(T) = S une application indexant les arétes de l'arbre T par des éléments de S. S’il n'y a pas
d’ambiguité, on omettra de préciser 'application f et on désignera aussi par ¢;(v) 'élément de S indexant
I'aréte e;(v).

L’ensemble des S-arbres planaires permet uniquement d’encoder la structure d’opérade colorée non-
symétrique. Pour remédier a cela, on va faire agir le groupe des permutations sur les ensembles ordonnés
in(T) et in(v), avec T un S-arbre planaire et v € V(T).
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Définition 2.2.2. Un S-arbre est la donnée d'un triplet (T; f; o) avec (T; f) un S-arbre planaire et
o:{1,...,|Tl} — in(T) une bijection indexant les feuilles de I’arbre. La bijection o peut étre assimilée a un
élément du groupe des permutations Y. Notons que si l’arbre T ne posséde pas de sommet univalent
alors, pour tout sommet v de T, I'indexation ¢ induit une indexation sur I'ensemble in(v) :

oy : {1,..., [0} = in(@) :={e1(v),...,e,(V)},

avec ¢;(v) < ej(v) si la plus petite indexation des feuilles au-dessus de I’aréte e;(v) est inférieure a la plus
petite indexation des feuilles au-dessus de ¢;(v). S'il n’y a pas d’ambiguité, on omettra de préciser les
applications f et 0.

FiGURE 2.2 — Exemple d’un S-arbre avec ¢ = (2416735) = (3162745)~!

Construction 2.2.3. Soient S un ensemble et M € X — Coll(S). une S-collection symétrique pointée. A
partir de M, on peut construire une S-opérade symétrique Fs(M) dont les points sont les couples [T ; {a,}]
avec T un S-arbre et {a,} une famille de points de M indexant les sommets de T. Plus précisément, Fs(M)
est donné par la formule suivante :

FsM)sr,osmsm) = || [] M@, ea); €0(U))/ ~.
(T;f)eS-arbres  veV(T)
fU=si, fleo)=sn+1

La relation d’équivalence ~ est engendrée par les conditions suivantes :

i) Siunsommetestindexé par un pointbase *; € M(s; s) alors on alarelation suivante sur les sous-arbres:

if) Siun sommet v est indexé par a - o, avec o € L, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

T | T Tl |G
~o~

Soient [T; {a,}] € Fs(M)(s1,---,8n;8u+1) et [T"; {ay}] € Fs(M)(s],...,s,;8i). La composition opéradique

[T; {a,}] oi [T”; {a}}] consiste a greffer I'arbre T” sur la feuille de T indexée par i, en préservant les

indexations des sommets respectives. De plus, on dispose d'un morphisme de L-Coll(S). :
i:M— Fs(M),
envoyant un point m € M(s1,...,Su; Su+1) Vers le couple [T'; {m}] avec T I'arbre planaire obtenu a partir

de la corolle dont les feuilles /; sont indexées respectivement par s; tandis que le tronc est indexé par s,,.1.

41



CHAPITRE 2. CATEGORIE MODELE, ESPACE DES MORPHISMES DERIVE

Proposition 2.2.4. Le foncteur Fs est I'adjoint a gauche au foncteur oubli :
Fs : Z-Coll(S). & X-Operads : U. (2.13)

Démonstration. On se donne O une S-opérade symétrique et M une collection symétrique pointée. Sup-
posons qu'il existe un morphisme de collections symétriques pointées f : M — O. On doit montrer que ce
morphisme se prolonge de maniére unique en un morphisme de S-opérades symétriques f : Fs(M) — O
tel que l'on ait le diagramme commutatif :

M— 0 (2.14)
/’f

i o

L7 aif

Fs(M)

On va construire I'application f par récurrence sur le nombre de sommets des S-arbres non indexés par
un point particulier de M. Soit [T ; {a,}] un point de Fs(M). Si T posséde un seul sommet alors, pour que
la commutativité du diagramme (2.14) soit vérifiée, on doit avoir l'égalité :

fUT; {as)]) = f(av).

Supposons que I'application f soit définie pour les S-arbres ayant au plus k sommets avec k > 1. Prenons
[T; {a,}] un point de F5(M) avec T ayant k + 1 sommets non indexés par un point particulier de M. Le
point [T; {a,}] se décompose alors sous la forme [T'; {a,}] = [T1; {al}] o; [T2; {a2}] avec T» une corolle et
T; un S-arbre ayant k sommets non indexés par un point particulier de M. Pour que f soit un morphisme
de S-opérades symétriques, on doit avoir 1'égalité :

AT HaolD) = f(T 5 Hag)]) oi f(as). (2.15)
Les propriétés des S-opérades symétriques impliquent que cette définition ne dépend pas du choix de
la décomposition et que f est définie de maniére unique. m]

Théoréme 2.2.5. La catégorie X.-Operads posseéde une structure de catégorie modele cofibrement engendrée dont
tous les objets sont fibrants.

Démonstration. On va appliquer le théoréme de transfert[2.1.28)avec I’adjonction (2.13). On rappelle que
la catégorie Z-Coll(S)., équipée des fibrations de Serre, est une catégorie modele cofibrement engendrée
dont tous les objets sont fibrants. Par conséquent, tous les objets de la catégorie X-Operads sont fibrants
et l'identité fournit un remplacement fibrant fonctoriel.

Comme dans I'exemple[2.1.29} la catégorie des S-opérades symétriques posséde une structure monoi-
dale et le foncteur oubli préserve les colimites finies et la structure monoidale. Par conséquent, X-Operads
possede les colimites et les limites finies.

Afin de vérifier la condition (iii) du théoreéme de transfert, a partir d'une S-opérade symétrique O on
introduit Path(O) comme la collection symétrique :

Path(O)(s1, ., 5uius1) = Top(10, 11; O, -, 803 5us1) ).

Pour tout élément s € S, on dispose de I'application constante en *; € O(s; s). Par conséquent, la S-
collection Path(O) est pointée. De plus, la structure opéradique de Path(O) est définie de la maniere
suivante. Si f; € Path(O)(s1,- .., n; Sn+1) et f2 € Path(O)(sy, ..., s,,;si) alors la composée f; o; f> est donnée

par:
fl oif2 : [0/ 1] — O(sll'-'/Siflrsi/"-/s:nlsi+1/"-lsn;sn+1)/

t — fi(t)o; fo(b).

La factorisation de I'application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :

O —~ Path(0) ——= 0 x O,
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avec i le morphisme de S-opérades symétriques envoyant un point x vers le lacet constant en x. Grace
a I'homotopie qui contracte un chemin sur son point d’origine, on sait que l'application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de S-opérades symétriques j est défini de la fagon suivante :

j : Pﬂfh(O)(Sl, s SniSna1) > (O XO)S1,--,8n;Sn+1);
fo— (f0); f(1)).

Pour montrer que 'application j est une fibration, il suffit de vérifier que, pour chaque combinaison
d’entrée, l'application j induit une fibration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs fixée,
I'application j peut s’interpréter de la facon suivante :

j: Top( [0, 1]; O(sl,...,sn;snﬂ)) — Top(&[O, 1]; O(sl,...,sn;snﬂ)). (2.16)
Comme JA! — Al est une cofibration, I’application (2.16) est une fibration d’apres le lemme[2.1.22 O

Définition 2.2.6. Soient f : A — B une application continue entre deux espaces topologiques et C un
espace contenant A. L'espace des applications continues g : C — B tel que gj4 = f estnoté :

Top/((C; A); B).

Lemme 2.2.7. [49, Lemme 2.2] Soient P et Q deux S-opérades symétriques topologiques. Si P est obtenu a partir
de Q le long d’une cofibration :

Fo(A) = 74(B)

(A

alors, pour tout morphisme de S-opérades symétriques g : N — Y, on a I'homéomorphisme :
T-OperadS((M; N); Y ) = X-Coll(S)°((4; B); Y).

Remarque 2.2.8. La proposition [2.3] le théoréme ainsi que le lemme ont des analogues dans le
cas des S-opérades non symétriques. Pour cela, il suffit de se restreindre aux S-arbres planaires et de ne
pas tenir compte de 1’axiome (if) dans la construction Par abus de notation, on notera par ¥ le
foncteur libre dans le cas non symétrique.

2.2.2 Arbre a section borné et bimodule libre

Définition 2.2.9. Soient P et Q deux opérades symétriques. Les arbres encodant la structure des (P-Q)x.
bimodules sont définis de la fagon suivante :

> Le joint entre deux sommets v; et v; d'un S-arbre T, noté j(v; ; v2), est le premier sommet commun
aux chemins reliant les sommets v; et v, a la racine. Si j(v;; vp) = r alors on dit que les sommets sont
connectés a la racine. De méme, si j(v; ; v2) € {v1; v2} alors on dit que les sommets sont connectés. Par
exemple, sur la figure les sommets v; et v; sont connectés a la racine tandis que les sommets v, et
p1 sont connectés.

> Si T est un S-arbre alors on définit la distance d : V(T) X V(T) — IN comme étant le nombre d’arétes
internes composant le chemin reliant v; et v, lorsque les deux sommets sont connectés. Dans le cas o1
les sommets v; et v, ne sont pas connectés, on pose d(v1 ; v2) = d(v1; v) + d(vz; v) avec v le joint entre
les sommets v; et v,. Par exemple, sur la figureon ad(vy;r)=2etd(vy; vp) = 4.

> L'ensemble des S-arbres a section borné, noté S-section, est constitué des couples (T; V¥(T)), avec T
un S-arbre et V?(T) un sous-ensemble de sommets de T appelés perles. De plus, on demande que
chaque chemin reliant une feuille ou sommet univalent & la racine passe par une unique perle et que
I'ensemble VP(T) vérifie la relation suivante :

Yoe V(T)\ VI(T), Vp e VP(T), j(v; p) e fv; p} =>dw; p) =1.

Les perles forment ainsi une section divisant 1’arbre en deux parties. On désigne par V*(T) I'ensemble
des sommets au-dessus de la section et par V4(T) ceux au-dessous de la section.
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\Z
V4

Ficure 2.3 — Exemple d"un S-arbre & section borné.

Construction 2.2.10. Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. A partir d'une
collection symétrique M, on construit le (P-Q)z bimodule F5(M) dont les points sont les couples [T ; {a,}]
avec T un S-arbre a section borné et {a,} une famille de points indexant les sommets de l’arbre T. Les
perles de l’arbre sont indexées par des points de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de Q ou de P selon si le sommet est au-dessus ou au-dessous de la section. Plus précisément,
FB(M) est donné par :

[T ]I Pe@. . au@iea@)x [ Me),. . q@saoe)x ] Q(e1<v>,...,e|v<v>;eo<v>>/~
TeS-section veV4(T) veVP(T) veVi(T)

avec ~ la relation d’équivalence engendrée par :

i) Siun sommet est indexé par une unité *; des opérades P ou Q, alors on a la relation suivante :

if) Siun sommet v est indexé par a - 0, avec 0 € Ly, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

T|---- | T T oo T
~

Afin de définir la structure de bimodule a droite, notons quun point a € Q(sy, ..., s, ; s;) peut étre
interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les couleurs s;
et la sortie par la couleur s/ tandis que le sommet est indexé par le point 4. Si [T'; {a,}] est un point de
F(M)(s], - .., 8, Sm+1) alors la composée [T'; {a,}] o; a consiste a greffer la corolle associé a a sur la i-eme
feuille de T puis a contracter les arétes internes reliant deux sommets non perlés grace a la structure
opéradique de Q.

1 2 3 6 5 4 7

1 4 3 2 5 1 2 3
ay a,oa
P4 P2 Pz P4 P2 Pa
01 —_—
a
a, 8
FiGure 2.4 — Illustration de la structure de Q-bimodule a droite.
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De maniere similaire, si b est un point de P(s1,...,5,; sp+1) et [T5; {aﬁ,}] une famille de points dans les
espaces fp (M)(si, eee, sfﬂ‘_ ;5i) alors la structure de P-bimodule a gauche consiste a greffer sur chacune des
entrées de la corolle associée a b le point [T;; {a}}] correspondant puis & contracter 1'ensemble des arétes
internes reliant deux sommets non perlés en utilisant la structure opéradique de P. De plus, on dispose
d’un morphisme entre collections symétriques :

i:M— Fp(M),

envoyant un point m € M(sy, ..., Sn; Su+1) Vers le couple [T ; {m}] avec T la corolle perlée dont les feuilles
I; sont indexées respectivement par s; tandis que le tronc est indexé par s,.1.

Proposition 2.2.11. [13] Le foncteur Fp est I'adjoint a gauche au foncteur oubli :
Fp : L-Coll(S) & L-Bimodp.g : U.

Démonstration. On se donne M’ un (P-Q)z bimodule et M une collection symétrique. Supposons qu’il
existe un morphisme de collections symétriques f : M — M’. On doit montrer que ce morphisme se
prolonge de maniere unique en un morphisme de (P-Q)s bimodules f : Fp(M) — M’ tel que 'on ait le
diagramme commutatif :

L (2.17)

M

| Ay

i -
L7 A

Fp(M)

On va construire I'application f par récurrence sur le nombre de sommets non perlés. Soit [T; {a,}] un
point de Fp(M). Si T ne possede pas de sommet non perlé alors T est obligatoirement une corolle a cause
des restrictions sur les arbres & section bornée. Pour que le diagramme soit commutatif, on doit
avoir I'égalité :

FUT; Aao)]) = f(ao).

Supposons que T possede un unique sommet non perlé. Dans ce cas, il existe une unique aréte interne
e etil y a deux possibilités a considérer. Si s(e) est une perle alors t(e) est indexé par un élément de P(1).
Pour que f soit un morphisme de (P-Q)s bimodules, on doit avoir 1'égalité :

f([T/ {av}]) = Aie) ©1 f(as(e))-

Si t(e) est une perle alors s(e) est indexé par un élément de Q et [T'; {a,}] se décompose sous la forme
[T1; {aket] i [T2; {as@}] avec Ty et T, des corolles. Pour que f soit un morphisme de (P-Q)x bimodules,
on doit avoir l'égalité :

T ; {ao}]) = faxe) i asee)-

Supposons que I'application f soit définie pour les S-arbres ayant au plus k sommets non perlés avec
k > 1. Prenons [T'; {a,}] un point de F3(M) avec T ayant k + 1 sommets non perlés. Le point [T'; {a,}] se
décompose alors sous la forme [T; {a,}] = [Ty ; {al}] o; [T2; {a2}] avec T, une corolle dont le sommet est
indexé par un point de Q et T; un S-arbre a section borné ayant k sommets non perlés. Si on veut que f
soit un morphisme de (P-Q)s bimodules, on doit avoir 1'égalité :

fUT; Aan)]) = f([Ty; {al)]) o; a3 (2.18)

Les propriétés des (P-Q)r-bimodules impliquent que cette définition ne dépend pas du choix de la
décomposition et que f est définie de maniere unique. O

Théoreme 2.2.12. [13] Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. La catégorie X-Bimodp.o
possede une structure de catégorie modele cofibrement engendrée dont tous les objets sont fibrants.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoreme Il suffit juste de remarquer que la
catégorie X-Coll(S) , équipée des fibrations de Serre, est une catégorie modele cofibrement engendrée
dont tous les objets sont fibrants. O
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Lemme 2.2.13. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (P-Q)y, bimodules avec P et Q deux S-opérades symétriques
topologiques. Si M est obtenu a partir de N le long d'une cofibration :

F(A) — 75(B)

|

M N

alors, pour tout morphisme de (P-Q)y, bimodules g : N — Y, on a I"homéomorphisme :
Z-Bimodg_Q( (M; N); Y) = Z-Coll(S)*/((A; b); Y ).

Remarque 2.2.14. La proposition le théoreme [2.2.12] ainsi que le lemme [2.2.13| ont des analogues

dans le cas ol P et Q sont des S-opérades non symétriques. Pour cela, il suffit de se restreindre aux
S-arbres planaires et de ne pas tenir compte de I'axiome (ii) dans la construction 2.2.10] Par abus de
notation, on notera par ¥ le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.15. [[13] Un remplacement cofibrant de I'opérade Act.q en tant que Act.o-bimodule est défini
par la collection O € Coll({o; c}) de type Actsy :

O(n;c)=[0; 11" pourn>0 et O(n;o)=[0; 1]" pourn >0,

dont la structure de bimodule est donnée par les formules suivantes :

b — olty. O#n;c)—an+1;c) ;o (et (B, tio1,0,t, 0 bl1), 10 <0,

> — olty. O(n; 0) > 0Om+1;0) ;o (et e (B, b1, 00t te), 1<i<n—1,
> —oM™y.,: Om;0)—>Omn+1;0) ;o (e tm) B (B, .0, 001, 0),

> (= =) Om;o)xa(m; c)—»0m+m;c); (t,...,th-1); (.t D@, b, LE, ot ),
> %0 (— ) Om;c)xa(m;o)—0m+m;o) (t,... th-1); (.. 0, _ ), b, LE, o E ).

Démonstration. Comme Act.( est une opérade colorée engendrée par + ;. et *;.,, les opérations ci-dessus
induisent une structure de Act.g-bimodule sur la {0 ; c}-collection 0. Pour N > 0, on définit Oy comme le
sous-bimodule de O engendré par les espaces {O(1; k)}ﬁil{‘;d NE En d’autres termes les espaces On-1(7; ¢)
et On-1(n; 0) sont les N-2 squelettes de O(n; c) et O(n; ,05 respectivement. Par convention, Oy est le
Acto-bimodule Fp(0). Remarquons alors que le bimodule Oy est obtenu a partir de Oy-; via la somme

amalgamée :

Fp(dA) — Fp(A)
ON-1 On

avec A la {o; c}-collection définie par A(N; c) = A(N; 0) = [0, 1]V~ et I'ensemble vide pour les autres
configurations d’entrées. Pour N > n, on a I'égalité On(n; k) = O(n; k), avec k € {o; c}. Par conséquent,
limy Oy = O et donc O peut étre obtenu comme une limite de cofibrations (voir le lemme 2.1.18). Le
bimodule O est donc cofibrant et faiblement équivalent a Act.o car ses composantes sont contractiles. O

Remarque 2.2.16. Comme la restriction de 1’opérade Act. a la couleur fermée est 'opérade associative
stricte, on retrouve le résultat [49, Proposition 4.1] de Turchin disant que O, est une remplacement
cofibrant de As.( en tant que As.¢-bimodule.

2.2.3 Arbre perlé et bimodule infinitésimal libre

Définition 2.2.17. L'ensemble des S-arbres perlés, noté S-perle, est constitué des couples (T'; p) avec T un
S-arbre et p € V(T) un sommet particulier de T, appelé la perle, satisfaisant la relation suivante :

Yo e V(T)\ {p}, dv; p) =1,

avec d la distance introduite dans la définition La perle divise I'arbre en deux parties. On désignera
par V¥(T) les sommets situés au-dessus de la perle et par V4(T) ceux en dessous de la perle.
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FIGURE 2.5 — Exemple d'un S-arbre perlé.

Construction 2.2.18. Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. A partir d'une collection
symétrique M, on construit le (O)z-bimodule infinitésimal symétrique #1,(M) dont les points sont les
couples [T'; {a,}] avec T un S-arbre perlé et {1,} une famille de points indexant les sommets de 1’arbre T.
La perle de I’arbre est indexée par un point de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de O. Plus précisément, F1,(M) est donné par :

H M(er(p), - .-, ep(p); eo(p)) X H O(el(v),---,€v|(v);60(v))/ ~

TeS-section veV(T)\{p}
avec ~ la relation d’équivalence engendrée par :

i) Siun sommet est indexé par une unité *; de 'opérade O alors on a la relation suivante :

if) Si un sommet v est indexé par a - 0, avec o € Ly, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

-]-1 .o -rn T)"" -I;"(n)

o1

~

Afin de définir la structure de bimodule infinitésimal & droite, notons qu’un pointa € O(sy, ..., s, ; slf )
peut étre interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les
couleurs s; et la sortie par la couleur s tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T'; {a,}] est un
point de F1p(M)(s], - - -, ;s Sm+1) alors la composée [T ; {a,}] o; a consiste a greffer la corolle associée a a
sur la i-eme feuille de T puis a contracter les arétes internes reliant deux sommets non perlés grace a la
structure opéradique de O.

1 4 1 2 3
a
2 3
P4
(o] —_—
2
a
a

Ficure 2.6 — Illustration de la structure de O-bimodule a droite.

1 6

On définit de maniére similaire la structure de L-bimodule infinitésimal a gauche sous 'opérade O,
en utilisant la structure opéradique de O. On dispose d'un morphisme entre collections symétriques :

i: M — Fp(M),

envoyant un point m € M(sy, ..., Sn; Su+1) Vers le couple [T ; {m}] avec T la corolle perlée dont les feuilles
I; sont indexées par s; tandis que le tronc est indexé par s,,41.
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Proposition 2.2.19. [13] Le foncteur ¥, est I'adjoint a gauche au foncteur oubli :
F1 : -Coll(S) & Z-Ibimodo : U.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition[2.2.11} On se donne M’ un (O)z-bimodule

infinitésimal et M une collection symétrique. Supposons qu’il existe un morphisme de collections symé-

triques f : M — M’. On doit montrer que ce morphisme se prolonge de maniére unique en un morphisme

de (O)s-bimodules infinitésimaux f : F1,(M) — M’ tel que 'on ait le diagramme commutatif :
f ,

M——>M (2.19)
4

iL //~

L7 Ay

Fn(M)

On va construire I'application f par récurrence sur le nombre de sommets non indexés par une unité de
I'opérade O.5Soit[T'; {a,}] un point de Fp(M).Si T possede un unique sommet alors c’est automatiquement
la perle. Pour que le diagramme (2.19) soit commutatif, on doit avoir I'égalité :

ST {ao)]) = f(ao).

Supposons que T possede deux sommets. Dans ce cas, il existe une unique aréte interne e et il y a
deux possibilités a considérer. Si s(e) est la perle alors t(e) est indexé par un élément de O(|t(e)|) et le point
[T; {a,}] se décompose sous la forme [T ; aye)] 0i [T2; ase)] avec Ty et T> deux corolles. Pour que f soit un
morphisme de (O)z-bimodules infinitésimaux, on doit avoir 1’égalité :

fUT; {au}]) = axe) o f(ase))-

Si t(e) est la perle alors s(e) est indexé par un élément de O et [T; {a,}] se décompose sous la forme
[T1; {axe)}] oi [T2; {ase}] avec Ty et T, des corolles. Pour que f soit un morphisme de (O)z-bimodules, on
doit avoir I'égalité :

FUT; {a0)]) = flaye) ©i ase)-

Supposons que I'application f soit définie pour les S-arbres ayant au plus k sommets, avec k > 2.
Prenons [T'; {a,}] un point de ¥1,(M) avec T ayant k + 1 sommets. Le point [T'; {a,}] se décompose alors
sous la forme [T; {a,}] = [T ; {al}]o;[T2; {a2}] avec T, une corolle dont le sommet est indexé par un point
de O et T; un S-arbre perlé ayant k sommets. Si on veut que f soit un morphisme de (O)z-bimodules
infinitésimaux, on doit avoir 1’égalité :

AT Hao}D) = fUT 5 Has) D) o1 5. (220)
Les propriétés des (O)s-bimodules infinitésimaux impliquent que cette définition ne dépend pas du
choix de la décomposition et que f est définie de maniere unique. O

Théoreme 2.2.20. [13] Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. La catégorie Z-Ibimodo posséde
une structure de catégorie modele cofibrement engendrée dont tous les objets sont fibrants.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoreme Il suffit juste de remarquer que la
catégorie X-Coll(S) , équipée des fibrations de Serre, est une catégorie modele cofibrement engendrée
dont tous les objets sont fibrants. O

Lemme 2.2.21. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (O)g-bimodules infinitésimaux avec O une S-opérade
symétrique topologique. Si M est obtenu a partir de N le long d’une cofibration :

Fu(i
Fin(A) 2% 71,(B)

N

M N

alors, pour tout morphisme de (O)z-bimodules infinitésimaux g : N — Y, on a I'homéomorphisme :

S-Tbimod$ ((M; N); ') = E-Coll(S)*/((A; b); Y ).
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Remarque 2.2.22. La proposition 2.2.19) le théoreme 2.2.20] ainsi que le lemme 2.2.2T| ont des analogues
dans le cas o1 O est une S-opérade non symétrique. Pour cela, il suffit de se restreindre aux S-arbres
planaires et de ne pas tenir compte de ’axiome (ii) dans la construction[2.2.18] Par abus de notation, on
notera par ¥y, le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.23. [13]] Un remplacement cofibrant de I'opérade Act, en tant que Acto-bimodule infinitésimal,
est donné par la collection de type Act :

A(n;c)=A", pourn>0 et A@m;o0)=A"1x][0,1] pour n >1,

dont la structure de bimodule infinitésimal sous I'opérade Act est définie via les formules suivantes :

> —olwy o Am;) - RAm+1;0) ; (W< <t) (<< <H< < ty),
b —olt.. : Am;0)>An+1;0 ; (< <tp)xt >H<S<HESHES <) XU
b —olx, : Am;0)->Am+1;0 ; < <ti)Xt B {H <<t <1) XL,
> %00 — : Am;0) o> Am+1;¢) ; (H<--<t) PO<H <<y,
> %..01— : Am;0)>An+1;¢) ; H<-<t) (<<t <1),
b %.,00 — : KA@m;0)>An+1;0 ; (<--<t)Xxt > 0<t <---<t,q1)Xt,
> w01 — : Am;o)> An+1;00 ; (<<t (< <ty) X1
A(1;0) A(2:0) A(35c)

A(1;0) L(2;0) A(3:0)

Ficure 2.7 — Illustration de la structure de bimodule infinitésimal de A\.

Démonstration. Comme 1'opérade HAct( est engendrée par *;; et %, les opérations ci-dessus induisent
bien une structure de Act.¢-bimodule infinitésimal sur la collection A. On définit ensuite L& comme
étant le sous-bimodule infinitésimal de A engendré par les espaces {A(n; )} et {A(n; o)}, avec
N > 0. Par convention, A_; désigne le bimodule infinitésimal #,(0). Remarquons dans un premier
temps que & est obtenu a partir de &_; via la somme amalgamée :

Fi(dA) —= F1n(A)
|
A, A
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avec A(0; ¢) = A et I’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. Pour traiter le cas général,
fixons N > 0 et posons B, C les deux collections de type Act définies par :

B(N; ¢) = AN 1 x {0}, C(N; 0) =AM x]0, 1], C(N;c)=AN

et I'ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. Notons alors que Ay est obtenu a partir de
Ay via une succession de sommes amalgameées :

F1p(9B) —— F1(B) et F1n(9C) — F1(C)

N L

AN—l A A AN

L'application d’attachement dB — Ay_; provient de la restriction au bord de l'inclusion :
i AN — AN 0); (t,...,tne1) — (F1, ... tno1) X {0},

tandis que l'application d’attachement JC — A provient du fait que A(N; 0) est homéomorphe au bord
de l'espace AN"! x [0, 1]. Comme les applications dB — B et JC — C sont des cofibrations génératrices
dans la catégorie modele des collections topologiques, elles induisent donc des cofibrations génératrices
dans la catégorie des bimodules infinitésimaux. Ainsi, Ay_; — Ay est une cofibration dans Ibimod 4.,
Pour N > n, on a les égalités &n(n; ¢) = A(n; ¢) et An(n; 0) = A(n; 0). Par conséquent, limy Ay = A
et A est cofibrant en tant que bimodule infinitésimal sous Act.. Enfin, '’équivalence faible entre A et
Act,o provient du fait que les espaces non-vides composant la collection A sont contractiles. ]

Remarque 2.2.24. Comme la restriction de 'opérade Act a la couleur fermée est 'opérade associative,
on retrouve le résultat [49] Proposition 3.2] de Turchin disant que 1'espace semi-cosimplicial A, = A*
est un remplacement cofibrant de As en tant que As,g-bimodule infinitésimal. Pour tout espace semi-
cosimplicial X*, on a donc I'équivalence faible :

Ibimody, (As; X*) = Ibimodzs.,(A”; X*) = sToH(X*).

Ainsi, Turchin [49, Théoréme 7.2] et indépendamment Dwyer-Hess [14, Théoreme 1.1] ont pu démontré
le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.25. Si M est un bimodule pointé avec M(0) = =, alors on a I'équivalence faible :
sTot(M) = QBimod’y, (Asso; M).
Si O est une opérade pointée avec O(1) = =, alors on I'équivalence faible :
Bimod'y (As»o; O) =~ QOperad"( Asso; O).

Grace a l'étude du remplacement cofibrant A, on peut montrer que la structure "trop rigide" de
l'opérade Act implique que I'espace Ibimod’;m>o (Act; M) est homotopiquement déterminé par sa partie
fermée. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.26. [13] Soient 1 : Act — M un morphisme de Act.o-bimodules infinitésimaux et (M. ; M,) le
couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé. On a I'équivalence faible :

Ibimod"

et (Act; M) = sTot(M,).

Démonstration. D’apres ce qui précede, on sait que A est un remplacement cofibrant de Act en tant que
Act,o-bimodule infinitésimal tandis que A est un remplacement cofibrant de I'opérade As en tant que
Assp-bimodule infinitésimal. On a donc les équivalences faibles :

Ibimod’y , (Act; M) = Ibimodge. (A ; M) et  Ibimody, (As; M) = Ibimodzs ,(A; Me).
On peut voir Ibimod as ,( A ; M. ) comme un sous-espace de Ibimodz..,( A ; M) via I'inclusion :

i: Ibimodas.,(A; M. ) — Ibimodae. (A ; M),
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envoyant un morphisme f = {f" : A" — M(n; c)},»0 vers 'application g définie par :

{ gn;C:An_)M(n;C) ; (t1/~--/t‘ﬂ)Hf‘rl(tlr”-/tn)/
8njo - A" X [0,1] — M(i’l,‘ 0) ; (tlru-;tnfl) X {t} - *Z;Ufn—l(t1r~--rtn—1)~

On va montrer que l'inclusion i induit un rétract par déformation. Pour cela, on définit '’homotopie :
H : Ibimod ., (& ; M) x [0, 1] — Ibimod . ,(& ; M),
envoyant un point (g; 1) vers le morphisme de bimodules infinitésimaux :

H(g, ”)n;c:An_’M(n;C) ; (t1/~--/tn)'_’gn;c(tlrn-rtn)/
H(g;u)n;o:A”‘lx[O,1]—>M(n;o) ;o (e ) X e guio((Br - b)) X (Ut +1 = 1)),

L’homotopie H est bien définie et on dispose de 1'égalité H(g; 1) = g. De plus, on a:

H(g; 0)u;o((tr, ..o tuc1) X {t}) = Guso((try oo b)) X {1}) = guso(*2;0 01 (F1, - -+, tuc1))
*2;c 01 gn—l;c(tlr o ,tn,1) i(g)n;o( (tlr o /tnfl) X {t} )

Par conséquent H(g; 0) est dans l'image de l'inclusion i. Il nous reste donc a vérifier que pour toute
application f € Ibimodzs ,(A; M) on a l'égalité H(i(f); u) = i(f), avecu € [0, 1] :

H((f); wWn;o((t1, o tnm1) X () = i(Fu;o( (B oo tn1) X {ut + 1= u})
(*2;0 01 fn—l;c)(tlr cee /tn—l)
i(f)n;o( (tlr ceey tn—l) X {t} )
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Structure des totalisations d’une opérade pointée

Dans le premier chapitre on a montré qu’on pouvait extraire un couple d’espaces topologiques a
partir d'une {0; c}-opérade pointée. Le premier espace est issu de 'opérade multiplicative provenant de
la restriction a la couleur fermée. Cet espace a déja été étudié par McClure et Smith [33} 32], Dwyer et
Hess [14] ainsi que Turchin [49]. On sait notamment l'identifier a un espace de lacets double explicite.
En ce qui concerne le second espace, il provient d"un bimodule sous 'opérade As- et on sait seulement
I'identifier a un espace de lacets simple.

L’objectif de ce chapitre est d"utiliser I'interaction entre ces deux espaces pour reconnaitre une algebre
sous l'opérade SC». Dans un premier temps, on va montrer que si le couple d’espaces provient d'un
morphisme de Act,o-bimodule alors on peut l'identifier & une algebre sous SC;. Les sections 3 et 4
consisteront & montrer le résultat principal avec deux approches différentes. La premiére approche
est similaire a la méthode utilisée pour la démonstration du théoréme de la section 1 et peut se
généraliser pour des opérades colorées autres que des opérades pointées. La seconde preuve, basée sur
les travaux de Turchin, est plus rapide et élégante mais a 'inconvénient de ne pas pouvoir se généraliser.

3.1 SCi-algebre extraite d’un morphisme de Act.o-bimodules

Soit  : Act — M un morphisme de Act.p-bimodules et (M.; M,) le couple d’espaces semi-
cosimpliciaux associé (voir la proposition [1.4.4). Par construction, M, provient d'un morphisme de
Asso-bimodule 1. : As — M, induit par la restriction de 1 a la couleur fermée. On a donc d’apres[2.2.25]:

sTot(M,) = QBimody, (As>o; M.).

L’espace semi-cosimplicial M, possede seulement une structure de module a gauche sous M, et sa semi-
totalisation n’a pas nécessairement le type d’homotopie d'un espace de lacets. On va néanmoins montrer
que sTot(M,) est faiblement équivalent a la fibre homotopique :

hof ib( Bimod';kt>0 (Actso; M) — Bimod};‘s>0 (Asso; M,) ), (3.1)

au-dessus de 7.. On commence par donner un modele de la fibre homotopique (3.1) en utilisant les
remplacements cofibrants introduits dans le chapitre précédent.

Définition 3.1.1. Soit 1) : Act — M un morphisme de Act.-bimodules. Un lacet relatif, a valeurs dans le
Act,p-bimodule M, est la donnée d’une famille d’applications continues :

Quic: Om;c)x[0,1] — M(n;c), pourn>0,
Quio:  Om;o0)x{l} — M(n;o0), pourn>0,

vérifiant des relations liées a la structure de bimodule sous I'opérade Act :

> gu.c(x ol t) = gn-1,c(x; ) ol %y pourxeOn—1;c)etl<i<n-1,
> Guie(*2,e (G )i 1) =w0(80,c (65 1) gutic(y; 1) pour xeO(l; c) ety € O(n—1; o),

> Guio(x0i#.; 1) = gn-1,0(x; 1) of %y, pourxenOn—1;0)etl<i<n-2,
> Quo(x 0" x5 1) = guge(x; 1) 0 kg, pour x €O(n—1; o),

> gn;o( 2,0 (X5 Y); 1) = *z;o(gz;c(x; 1); gn-1;0(y; 1)) pour x € O(/; ¢) et y € O(n = [; 0),
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ainsi que la condition au bord :
> gn;c(x; 0) = n(*n;c) pour x € D(i’l,‘ C)-
Ce modele pour les espaces de lacets relatif est noté Q(BimodA5>0(DC ; M,); Bimod e ,(O; M)).

Théoreme 3.1.2. [13|] Si M est un Act.o-bimodule pointé alors on a I'équivalence faible :
sTot(M,) = Q(Bimoalifxs>0 (Asso; M,); Bimod’;{dw (Actso; M)).

Démonstration. C’est une conséquence des propositions et o

Notation 3.1.3. Soit n : Act — M un morphisme de Act.p-bimodules. La collection M* € Coll({o; c}),
construite a partir de M, est définie par :
M*(n; c) =n(*y;c) pour n>0, M'(n;0)=M(n;o0) pourn >0,

et 'ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. La collection M* possede une structure de
Actso-bimodule provenant de M. Par abus de notation on notera toujours par 1 : Act — M* I’application
correspondante.

Proposition 3.1.4. [13] Soit 1) : Act — M un morphisme de Act--bimodules. La semi-totalisation sTot(M,) est
faiblement équivalente a 'espace Bimod’;m>o (Actsg ; MY).

Démonstration. Dans le chapitre 2 on a vu que l'espace semi-cosimplicial A® est un remplacement cofi-
brant de I'opérade As dans la catégorie des As.o-bimodules infinitésimaux. Cela nous a permis d’iden-
tifier sTot(M,) a I'espace des morphismes dérivées Ibimodé‘%w(ﬂs; M,).

La premiere étape de la démonstration consiste a trouver un remplacement cofibrant alternatif de
As, noté 0O, tel que 1'on dispose d’une application continue :

& Bimodae. ,(O; M*) — Ibimod s (8 ; M,).
On rappelle qu'un point g € Bimod a.,(0; M*) est la donnée d"une famille d’applications continues :

Sn;e: O(n;c)— M'(n;c);, x> 1(+,), pourn>0,
Sn;o: O(m;0) = M'(n;o0), pour n >0,

satisfaisant les relations liées a la structure de bimodule sous Act-g :
> Qnso(X © #2;0) = Gn-1;0(x) o %, pourxenO(m—1;0)eti#n-1,
> Gu;o(X 0" was0) = guor;e(x) O g, pour x € O(n —1; 0),

> gn;o< *2:0 (x/' ]/)) *Z;O(gl;c(x)/' gn—l;o(y)) = >('2;0(77("'1;c)/' gn—l;a(y))/ pour x € D(l; C) et ye D(I’l -1; O)-

On introduit la relation d’équivalence ~ sur [0, 1]" engendrée par :

i=t;:11

. >t

(oo ty) ~ (.. t) & Fie{l,... n} telque{ >t = t;. pour j > i.
Montrons que la séquence & := {B(n) = [0, 1]*/~},»0 est un remplacement cofibrant de 1'opérade
As en tant que As-o-bimodule infinitésimal. On commence par définir une structure de As..o-bimodule

infinitésimal sur £ en utilisant la structure Act-¢-bimodule de O :

i) —olx : Om-oam+1) ; [ty k)] = (b i1, 0,8, .. )], pour1<i<mn,
i) #op— : Om—-0on+l) ; [(t,....t)]—[t,... 1, 0)]
iii) »oy— : On)—-0n+1l) ; [(t,....t)] - [Lt,... t)]

Remarquons que cette structure satisfait les axiomes des bimodules infinitésimaux sous Assq grace au
passage au quotient. Le contre-exemple ci-dessous montre que les relations ne sont pas vérifiées pour le
Actso-bimodule O :

( ) 0 [(tll--.,tn)]) o1 % = [(Lt,...,ta)] 01 % #) 01 ( #) O [(tll--.,tn)]) = [(1,t,...,te)] 01 %
[(0,1,t1,...,t)] = [(1,1,t,...,t0)]
[(1,1,t1,...,t0)] = [(0,1,t1,...,t)]
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Enfin, toute application g € Bimoda..,(0; M*) passe au quotient et induit une famille d’applications
& ={%us1 1 O(n) - M'(n +1; 0)}us0 préservant la structure de As.o-bimodule infinitésimal. En effet, si
on se donne deux points dans la méme classe d’équivalence, (t1,...,t,) ~ (#},...,t,), alors il existe un
entieritelquet; =t/ =lett; = t} pour j > i. Or on a les égalités suivantes :

gn+1;0(t1/‘--1t1’l) = g‘rl+l;0(t1/"~rti—1/1/ti+1/"'ltn) = gTH—l;O( *2;0 ((tl/”'/ti—l); (ti+1/‘-'/tn)))
= *Z;O(gi;c(tlz---/ti—l);gn—i;o(ti+1r---rtn)) = gn+1;o(tir'--rt;/1)-

On dispose donc d'une application continue :
& Bimodae,,(O; M") — Ibimodas. (8 ; M,), (3.2)

envoyant un élément g vers §.

Cofibrant : On va montrer que & peut étre obtenu comme une succession de cofibrations dans la caté-
gorie des bimodules infinitésimaux sous 1'opérade As.o. Pour cela, on introduit &, le sous-bimodule
infinitésimal de & engendré par la famille d’espaces {Q(7)}\_,. Par convention, on désignera par 0_; le
bimodule infinitésimal #7,(0). Dans un premier temps, remarquons que le bord de £i(n) est déterminé par
B(n — 1) et la structure de bimodule infinitésimal. En effet, 'application quotient [0, 1]" — £(rn) préserve
le bord. Or un point de J[0, 1]" est de la forme :

(tll"'/tl—ll 0/ tl+1/---/tn) ou (tll"'/tl—ll 1/ tl+1/'-~/tn)'
Dans le premier cas, la classe d’équivalence d’un tel point provient de fi(n — 1) via les axiomes (i) et (ii).
Dans le second cas, la classe d’équivalence provient de f(n — 1) via 'axiome (iii) et les identifications
suivantes :

[(tll .- '/tlfll ]-/ tl+1/ crry tn)] = [(1/ cecy 1/ tl+1/ cecy tl’l)] =*2 02 [(1/ cery 1/ tl+]/ crcy tﬂ)]
S—— S——

I -1

Par conséquent, &, est obtenu a partir de &,_; comme la somme amalgamée :

Fn(0A) — F(A) (3.3)

]

Op1 —— 0y

avec A la collection donnée par A(n) = [0, 1]" et I’ensemble vide dans les autres cas. L'application
d’attachement § provient de la propriété universelle du bimodule infinitésimal libre appliquée a la
restriction de 1’application quotient g : [0, 1]* — [0, 1]"/~ au bord J[0, 1]". Comme l'inclusion dA — A
est une cofibration, le morphisme de bimodules infinitésimaux &,_; — 0O, est une cofibration dans la
catégorie Ibimod #s_ ..

Lorsque n > i, on a I'égalité 0,(i) = 0(i). Par conséquent lim,0, = 0 est obtenu par une succession
de cofibrations dans la catégorie des bimodules infinitésimaux. C’est donc un objet cofibrant.

Contractile : On commence par montrer que 0,(m) est un CW-complexe par récurrence sur l'entier
n. On rappelle que la séquence A, utilisée dans la somme amalgamée (3.3), est définie par A(n) = [0, 1]"
et 'ensemble vide ailleurs. Par conséquent un point du bimodule infinitésimal libre #j,(A) est la donnée
d’un couple (t; x) avec x € A(n) et f un {c}-arbre perlé satisfaisant les trois conditions suivantes :

> tamfeuilles, » VoeV()\{p}, [v|>1, » |pl=n. (34)

Posons try;, le nombre de {c}-arbres perlés satisfaisant les relations . Par construction , I’espace By()
est I'union disjointe de 9, points. C’est donc un CW-complexe.

Supposons que les espaces composant la séquence 0,_; soient des CW-complexes, avec n > 0. On
veut démontrer que la séquence 0, est composée de CW-complexes. Sim < n — 1, alors O,(m) = 0,1 (m)
est un CW-complexe. La somme amalgamée (3.3) implique que 0,(m) = 0O(n) est un CW-complexe.
Enfin, pour n > m, I'espace 0,(m) est obtenu a partir du CW-complexe 0,1 () en attachant tr};, cellules
de dimension 7 et en respectant la structure de bimodule infinitésimal sous As.q. C’est donc bien un
CW-complexe.
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Par conséquent, I'application quotient g : [0, 1]" — O(n) est une application continue entre CW-
complexes compacts. Comme la fibre au dessus d'un représentant de la forme (¢1,...,ti-1, 1, tis1,..., tn),
avectj # 1 pour j > i, esthoméomorphe a l'espace contractile [0, 1]"!, I'application g est une équivalence
faible [44] Théoreme principal]. L'espace £i(n) est donc contractile.

Or l'espace Ibimod’;ZIS>0 (As; M,) ne dépend pas du choix du remplacement cofibrant de As, a équiva-
lence faible prés. Comme £ et A® sont tous deux des remplacements cofibrants de 'opérade As dans la

catégorie des bimodules infinitésimaux, on a I'équivalence faible :
sTot(M,) := Ibimodzs_,(A* ; M,) = Ibimod zs_,(C0; M,).

La seconde étape de la preuve consiste a montrer que l'application (3.2) est une équivalence faible.
Pour cela on introduit deux tours de fibrations dont les composantes, Ay et By, sont définies comme les
sous-espaces :

k+1 k+1 k
Ar C 1:1[ Top(u(z‘; 0); M'(i; c)) X ];[ Top(lj(i - 0); M'(i; o)) et BiC | Top(li(i) ; M;),

réduit a un point

avec Ax le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes des bimodules sous Act et By satisfaisant
les axiomes des bimodules infinitésimaux sous Actso. En d’autres termes, les espaces Ay et By sont,
respectivement, les espaces Bimod a..,(Ok+1 ; M) et Ibimod zs_, (G ; M,), avec k1 le sous Act.o-bimodule
introduit dans la preuve de la proposition[2.2.5 La projection :

k+1

k
H Top(a(i); M) — H Top(a(i); M)
i=1 i=1
induit une application By — Bj qui peut étre obtenue comme le produit fibré :

By — Top(Bk +1); M{*)

| |

B, —— Top(dai(k + 1) ; M&+1)

D’apres le lemme I'application verticale a droite du diagramme est une fibration. Comme le
produit fibré préserve les fibrations, I'application Br,; — By est une fibration. De maniére analogue on
peut démontrer que l'application Ay.; — Ay, induite par la projection, est aussi une fibration. Le produit
fibré permettant d’exprimer Ay, a partir de Ay est le suivant :

Ap1 Top(l:l(k +2;¢);, M(k+2; c)) X Top(l:l(k +2;0); M'(k+2; 0))

|

Ay — Top(dn(k +2; ¢); M'(k +2; ¢)) x Top(9n(k + 2; 0); M'(k +2; 0))
Finalement on obtient deux tours de fibrations :
Ag Ay N Ak Akt
Bog By o By Bit1

calculant les espaces Bimod act.,(O+1 ; M*) et Ibimod #s_, (O ; M,) respectivement. De plus, 'application &
induit, par restriction, un morphisme entre les deux tours :

Ao A1 s Ak Ak+1
\l,éo \1/51 \Lék \l/ékﬂ
Bo By - By B

avec & = lim & = holimy &. Par conséquent, pour démontrer que & est une équivalence faible il suffit
de démontrer par récurrence que chacune des applications &, est une équivalence faible.
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Les applications &g et &; coincident avec I'identité. Ce sont donc des équivalences faibles. Supposons
que &1 soit une équivalence. On se donne g un point de Ay_;. Posons F4 la fibre au-dessus de g et Fg la
fibre au-dessus de &x_1(g). On obtient le diagramme suivant :

Ay <=—Ar<=—Fy

= lékq lék lég

By <——By<——Fp

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sont des fibrations, l'application & est
une équivalence faible si et seulement si &, est une équivalence faible. Or d’apres les lemmes [2.2.13| et
2.2.21|ainsi que le diagramme (3.4), on connait une description des fibres F4 et Fp :

Fa

IR

Tops+1+(([0, 11¥; 9[0, 11¥); M(k +1; 0)),

Fg Topt=1®x1( ([0, 11¥; 9[0, 1]¥); M(k +1; 0)).

1R

On a donc le diagramme commutatif :

Fa —=— Topss( (0, 11%; [0, 11¥); M(k + 1; o)

5xl Hid

Fg — Top“1@i( ([0, 11¥; 9[0, 11¥); M(k +1; 0))

Par conséquent & est une équivalence faible. m]

Proposition 3.1.5. [[13] Soit 1 : Act — M un morphisme de Act.o-bimodules. L'espace Bimod’}m>0 (Actsg; M)
est faiblement équivalent a I'espace des lacets relatifs :

Q(Bz'modfgs>0 (Asso; M,); Bimod];m>o (Actsp; M)).

Démonstration. On rappelle que O est un modele cofibrant de Act.q en tant que Act.g-bimodule et
que sa restriction a la couleur fermée, notée O, est un remplacement cofibrant de As.( en tant que
Asso-bimodule. Grace a la structure particuliere du bimodule M*, on dispose d"une 'inclusion :

i: Bimoday,(D; M) — Q(Bimodas.,(Oc ; M) ; Bimod zer,(0; M));

o {g O(n; ) x [0, 1] = M(n; ¢) 5 (x; ) = nlsusc),

g Fuot Om;0)X{1} > M@m;0)  ; (x;1) b guo().

Comme dans la preuve précédente, on va montrer que l'inclusion i est une équivalence faible en compa-
rant deux tours de fibrations. Dans la démonstration de la proposition[3.1.4 on a déja construit une tour
de fibrations {Ax} calculant 'espace Bimod .. ,(0; M"). La seconde tour de fibrations est donnée par les
sous-espaces :

k+1 k+1
Cr C H Top(l:l(i; c)x [0, 1]; M(; c)) X H Top([l(i; 0); M(i; 0))
i=1 i=1

satisfaisant les relations de la définition Lapplication Ciy1 — Cy, induite par la projection, peut
étre obtenue comme le produit fibré :

Cer — Top(0(k +2; ¢) x [0, 11; M(k +2; ¢)) x Top(a(k +2; 0); M(k +2; 0)) (3.5)

|

Cr — Top(9'(@(k +2; ¢) x [0, 1]); M(k +2; ¢)) x Top(do(k +2; 0) ; M(k +2; 0))

avec J'(Ok+2;¢c)x[0,1]) =0k +2; c)x{0}udak+2;c)x[0, 1].

D’apres le lemme[2.1.22] 'application verticale a droite du diagramme (3.5) est une fibration. Comme
le produit fibré préserve les fibration, ’application Cy4; — Cj est aussi une fibration. L'inclusion i induit
un morphisme entre les deux tours :
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Ao Aq .. Ay A
ll’o lfl lik jikﬂ
Co Cq ce Ck Ck+1

Afin de démontrer que l'inclusion i est une équivalence faible, on va prouver par récurrence que
chacune des applications i est une équivalence faible. Lorsque k = 0, un point dans Cy est la donnée
d’un couple (g1;¢; g1;0) tandis que les points dans I'image de iy sont les couples vérifiant la condition
supplémentaire :

81;c:0(1; ) X [0, 1] = M(1; ¢) ; (*; 1) P 1(*1;0)-
Comme g1;.(*; 0) = n(*1;c) pour tout point dans Cy, I'inclusion iy induit un rétract par déformation :
H: Cox[0,1] - Cy;

HW,e(; £) = guel+; 1 = 1),
=((81;¢5 &150)5 1) P { ' '
v=(ouei guain) H@)1o05 1) = 815005 1.
Supposons maintenant que 7-_; soit une équivalence faible, avec k > 0. On définit F, la fibre au-dessus

de g ainsi que F¢ la fibre au-dessus de i,_1(g), avec g un point de Ax_;. On obtient le diagramme suivant :

Ay <=——Ar<—Fa

F

Crog=—Ci=—Fc

Comme les applications horizontales a gauche sont des fibrations, I'inclusion i est une équivalence faible
si et seulement si ’application i¢, induite sur les fibres, est une équivalence faible. Or un point dans Fc
est un couple (gk+1;c; Sk+1;0) Satisfaisant les relations de la définition En particulier, 'application
Sk+1;c envoie toutes les faces de O(k + 1; ¢) X [0, 1] vers le point base 1(*+1;c) a 'exception de la face
O(k +1; c) X {1}. Notons aussi qu’il n’y a aucune interaction entre les applications gi+1;c et gk+1;o-

D’un autre coté, les points dans I'image de l’application i, sont les couples (gx+1;c; 8k+1;0) Vérifiant la
condition supplémentaire :

Qi+t Ok +1; ) %[0, 1] > M(k+1;¢); (x; t) = N(*ke1;0)-
Afin de voir que l'inclusion i, induit un rétract par déformation, on introduit I’'homotopie :
H:(a(k+1;0)x[0, 1])>< [0,1] » Ok +1;c)x[0, 1],

décrite dans [24] et que I’on peut illustrer de la maniere suivante :

H( ; 0) H( ; t) H( ;1)
T ‘\‘\ \\
[0;1]

Ficure 3.1 — Représentation de 1’'homotopie H.
En d’autres termes, les points dans I'image de i, coincident avec les couples vérifiant :

Qi+1:c(x; £) = gk+1,.c<H( (x;1); 1)), pourxen(k+1;c)ette[0, 1]

Finalement le rétract par déformation est donné par :

H2 : ch[O,l] — Fc,‘
Hz(y)kﬂ;o(x/' 1) = gk+1;o(x/' 1), pour x € D(k +1; 0).
L’espace Q(BimodA5>0(|:|C ; M,); Bimody(O; M)) est donc faiblement équivalent a Bimody(O; M*). m|
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Théoreme 3.1.6. [[13] Soient n : Act — M un morphisme de Act.o-bimodules et (M, ; M,) la paire d’es-
paces semi-cosimpliciaux correspondant. Le couple d’espaces topologiques (sTot(M.); sTot(M,)) est faiblement
équivalent a une SCy-algebre explicite :

(QBimodl, (As»o; M) ; Q(Bimody, (Asso; M) ; Bimod'y, (Actse; M))).
Démonstration. Les équivalences faibles proviennent des théoremes[2.2.25)et o

3.2 Larésolution de Boardman-Vogt pour les opérades.

Pour démontrer le résultat principal des section 3 et 4, on a besoin d’un remplacement cofibrant de
Act.o en tant qu’opérade colorée. Pour cela, on va utiliser une construction introduite par Boardman et
Vogt dans [5], appelée la Boardman-Vogt résolution, permettant d’obtenir un remplacement cofibrant
d’une opérade symétrique colorée a condition que celle-ci soit X-cofibrante (i.e. cofibrante en tant que
collection symétrique).

Construction 3.2.1. A partir d'une S-opérade symétrique O, on construit la S-opérade symétrique 8V(O)
dont les points sont les classes triplets [T'; {t.}; {a,}] avec T un S-arbre et {a,} une famille de points de
O indexant les sommets de 'arbre T. Enfin, {f,} est une famille de réels dans l'intervalle I = [0, 1]
paramétrant les arétes internes de 1’arbre T. En d’autres termes, 8V(O) est un quotient de 1'espace
topologique :

[T 0@, ... eu@)e@) x [] o, 1]/~
Te S—arbres veV(T) ec Eint(T)

La relation d’équivalence est engendrée par les conditions suivantes :
i) Siunsommet estindexé par une unité +; € O(s; s) alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

T!---- | T L T

iif) Si une aréte interne est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en utilisant la structure
opéradique de O :

Ficure 3.2 — [llustration de la relation (iii).

Soient [T; {t.}; {ay}] € BV(O)(s1,-..,5u;8n41) €t [T7; {t;}; {ar}] € BV(O)(s,, ..., s,,:si). La composition
opéradique[T; {t.}; {a,}] o:i[T”; {t,}; {a,}] consiste a greffer1’arbre T” sur la i-eme feuille de T en conservant
les indexations respectives puis en paramétrant la nouvelle aréte interne par 1.
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On rappelle que I'opérade libre #5(O) engendrée par O est 'ensemble des couples [T ; {a,}] avec T un
S-arbre et {a,} une famille de points de O indexant les sommets de I'arbre T (voir la construction[2.2.3).
On dispose donc d"un morphisme :

T:F5(0) = BV(O); [T; {a,}] = [T; {1}; {ao}],

paramétrant toutes les arétes internes par 1. Par construction, 1’application 7 est un morphisme d’opé-
rades colorées symétriques. De méme, on considere 'application :

p:BYV(O) - O; [T; {te}; {ao}] = [T {0} {a}],

qui évalue les parametres indexant les arétes internes a 0. On identifie ’arbre obtenu a une corolle
indexée par un point de O. Grace a la condition (iii), 'application u est aussi un morphisme d’opérades
colorées symétriques.

Théoreme 3.2.2. [50, Proposition 4.5] Soit O une S-opérade symétrique. Si O est L-cofibrante et bien pointée
alors les applications T : F5(O) — BV(O) et u : BV(O) — O sont respectivement une cofibration et une
équivalence faible dans la catégorie modele X-Operadsg. Par conséquent, BYV(O) est un remplacement cofibrant de
O en tant qu’opérade colorée symétrique.

Remarque 3.2.3. Dans le cas non symétrique, il suffit de regarder I’ensemble des S-arbres sans 'indexation
des feuilles par le groupe des permutations et de supprimer la condition (i7) de la relation d’équivalence.
On a pris le parti de présenter la construction générale de la Boardman-Vogt résolution car on aura
besoin de cette version dans le chapitre 6.

Exemple 3.2.4. 1) L'opérade As.( est cofibrante et bien pointée. Comme le montre Salvatore dans [39],
la Boardman-Vogt résolution coincide avec la subdivision cubique de 1’opérade de Stasheff .

2) L'opérade Act. est bien pointée et cofibrante en tant que collection. On désigne par WA sa Boardman-
Vogt résolution. Comme la restriction a la couleur fermée de I'opérade colorée Act. est ’opérade As.o,
la restriction del’opérade colorée ‘WA a la couleur fermée est I'opérade de Stasheff. De méme, WA(1; 0)
est homéomorphe, en tant qu’espace, au polytope O(n). Plus précisément, la structure particuliere de
Actso implique que les points de WA(n ; 0) sont indexés par des {o; c}-arbres T a n feuilles vérifiant :

| fleo(@)=c = flei(@) =cViefl,..., v}
Yo e V(D) : { Feo@) =0 = Jol>0, flen(®) = o et fle®) = ¢ Vi (1.l 1) (3.6)

En d’autres termes, uniquement les arétes composant le chemin reliant la derniere feuille a la racine
sont indexées par la couleur ouverte. L'opérade WA a été introduite dans [26] afin de reconnaitre les
A-espaces ainsi que les A,-morphismes.

3.3 SC;-algebre extraite d’un morphisme de O-bimodules

Soit f : A — X une application entre espaces topologiques pointés. On rappelle que la fibre homoto-
pique hofib(f) ainsi que 1’espace de lacets QX sont équivalents aux produits fibrés (I) et (II) respective-
ment :

Top([0, 11; X) Top([0, 11; X)
(evo ;evl)l ( I) (evg ; evy) ( H)
*XA—XxX * X * XxX
idx f

On définit 'espace de lacets relatif d’ordre 2, noté Q*(X; A), comme 'espace de lacets associé a I'espace
topologique ho fib(f). Comme les colimites finies commutent entre elles, on aurait pu définir Q?(X; A)
comme la fibre homotopique associée a I’application continue Qf : QA — QX.

Soit ) : Act — O un morphisme d’opérades colorées. Comme on l’a vu dans le chapitre 1, a partir du
morphisme 71 on peut extraire une opérade multiplicative ainsi qu’un morphisme de As.o-bimodules :

a:As >0, ; # n(*n)/
B:0.—>0, ; x> 1(*2;,) 01X
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Inversement, si on se donne a : As — O un morphisme d’opérades et f : O — M un morphisme de
O-bimodules alors on peut construire une {o; c}-opérade pointée définie par :

O@;c)=0(Mm), pourn>0; O(n;o0)=Mmn-1), pourn>0, (3.7)
et ’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. La structure opéradique est donnée par :
0; 1 Omn; c)xO(m;c) =Om+m—1;¢); (x; y) > x0; y, via la structure opéradique de O,

0; : O(n;0)xO(m;c) > On+m—1;0); (x;y) > x oy, via la structure de O-bimodule a droite,
o, On;0)XO(m;0) = Om+m—1;0); (x; y) = alx)(x; y),via la structure de O-bimodule a gauche.

Les axiomes liés a la structure opéradique sont vérifiés a I'exception de I'axiome de 'unité. Pour pallier
ce probleme, on va supposer que notre couple d’applications («a ; ) vérifie 'hypothese suivante :

a(x)(B 0 al) ; x) = alw)(x; fo alx)) = x pour x € O(n; o). (3.8)
(i) = alx),
N(*i;0) = B o al*i-1).

La composée o a : As — M induit une structure de As.q-bimodule sur M. Si M(0) est contractile alors
on sait identifier la semi-totalisation de M a un espace de lacets simple explicite :

L'opérade colorée © est équipée d'un morphisme: 7 : Act —» O ; {

sTot(M) ~ QBimod'y_ (Aso; M).

Comme M ne possede pas nécessairement de structure opéradique, sa semi-totalisation n’a pas néces-
sairement le type d’homotopie d"un espace de lacets double. On va néanmoins montrer que l'espace
Bimod’;(s>0 (Asso; M) est faiblement équivalent a la fibre homotopique :

ho fib( Opemdh ](ﬂct>0 ; 0) — Opemdh(ﬂs>0; 0) ), (3.9)

fo;c

au-dessus de «, provenant de la restriction a la couleur fermée. On commence par donner un modele
de la fibre homotopique (3.9) en utilisant le remplacement cofibrant de Act.( introduit dans la section
précédente.

Définition 3.3.1. On définit Q(Operadh(O ; 0); Opemd’fo;d(‘Wﬂ; @)) I'espace des applications :
Qn;e: WAm; c)x[0, 1] - O(n; c), pourn>0,
Gn;0: WAMm; 0) x {1} - O(n; o), pour n >0,
vérifiant les relations liées a la structure opéradique :
> Quic(x 0 Y5 1) =Qu1.c(x;t) 0 Quo,c(y; 1), pourxe WA(I+1;c), ye WAm—-1;c)etl <i<l+1,

> @nio(x 05 ¥; 1) = gi1,0(x; 1) 0 Quoric(y; 1), pourx € WA(I+1;0), ye WAm-1;c)etl <i<Il+1,
> Gnso(¥ o1 Y5 1) = ga;0(X; 1) o1 gut;o(y; 1), pour x € WA +1; 0) et y € WA~ 1 0),
ainsi que la condition au bord :
> @n:c(x; 0) = 1n(x,,c) pourx € WHA(n; c).
Théoreme 3.3.2. [13] Soient a : As — O un morphisme d’opérades et  : O — M un morphisme de O-bimodules
vérifiant la relation L’espace Bimodé’le>0 (Asso; M) est faiblement équivalent a I'espace de lacets relatif :

Q(Operad"(As.q ; 0); Operad},. \(Act.o; ©)).

fojel
Démonstration. C’est une conséquence des propositions et m]

Notation 3.3.3. Soient a : Assp — O un morphisme d’opérades, § : O — M un morphisme de O-
bimodules vérifiant I'hypothese (3.8) et © 'opérade pointée associée. La collection @ € Coll({o; c}),
construite a partir de ©, est donnée par :

®*(n; c) =n(*y;c) pour n>0, ©O*(n;0)=0Om;0) pourn>0

et I'ensemble vide dans les autres cas. La séquence ®* possede une structure de {o; c}-opérade pointée
provenant de ©. Par abus de notation on notera par 1 : Act — ©" I'application correspondante.
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Proposition 3.3.4. [13] Soient a : As — O un morphisme d'opérades et p : O — M un morphisme de
O-bimodules vérifiant la relation (3.8). On a alors I'équivalence faible :

Bimod’}[S>O (Assg; M) ~ Opemd?a; oActso; ).

Démonstration. La démonstration est tres similaire a celle du théoreme Cependant, a cause de
subtilités liées aux choix des remplacements cofibrants, on redonne les détails de la preuve. Dans le
chapitre 2, on a montré que O, est un remplacement cofibrant de As.( dans la catégorie des bimodules
sous Aso. Cela nous a permis d’identifier Bimodiiqs)() (Asso; M) al’espace Bimod zs., (0. ; M).

La premiere étape de la démonstration consiste a construire un remplacement cofibrant alternatif de
Asso, noté O, tel que 1’on ait une application continue :

& Operadyy, (WA ; ©) — Bimod zs,,(& ; M).
On rappelle qu'un point g € Operad(WA ; ©") est la donnée d"une famille d’applications continues :

8nje - Wﬂ(?’l,‘ ) —>0O(n;c), x— n(*n;c)/ pour n > 0,
Qnio: WAMm; 0) = O(n;0), pour n > 0.

satisfaisant en particulier la relation :

gn;o(x Oj y) = gl+1;o(x) Oj gn—l;c(y) = gl+1;o(x) Oj n(*n—l;c)/ (310)
avecx € WA(+1;0),ye WAmn-1;c)etiefl,...,I}.

Afin de définir une relation d’équivalence sur ‘WA(n ; 0) on introduit une relation d’ordre partielle
sur les arétes internes d’un {o; c}-arbre planaire T. Si e; et e, sont deux arétes internes de T alorse; < e; s'il
existe un chemin reliant une feuille a la racine passant par les deux arétes et si d(s(e1); r) < d(s(ez); r) avec
d la distance introduite dans la déﬁnition Posons ensuite = la relation d’équivalence sur WA(n ; o)
engendrée par :

>t =1, Ve € E™(T) indexée par la couleur o,
[T; {t] = [T; {l.}]] & { et
>t =1, sifley <e telque t, =1, =1et f(e1) = c.

Il s’agit de montrer que la collection & := {&(n) = WAm + 1; 0)/ =},u»0, avec par convention §(0) = 0,
est un remplacement cofibrant de s, en tant que bimodule. On commence par définir une structure
de As.o-bimodule sur & en utilisant la structure opéradique de WA :

i) —olx: : d(n)— dn+1) ; [T L= [T; {te}] 0; 62,c ,pourl<i<n,

ii) (=5 =) : O) X B(m) > S +m); (ITa; (et ; [Ta; lH) = [Tr; (] oner [T (L]

avec 0, la corolle & n feuilles dont toutes les arétes sont indexées par la couleur c et 6,, la corolle dont
uniquement la derniere feuille et le tronc sont indexés par la couleur o. Ces opérations induisent une
structure de bimodule uniquement dans 1’espace quotient.

Notons que toute application g € Operady,(WA ; ©") passe au quotient et induit un morphisme
3 :={8, : O(n) = M(n)},>o préservant la structure de bimodule sous As-. En effet, si on se donne [T'; {t.}]
et [T; {l.}] deux points distincts dans la méme classe d’équivalence, alors il existe une aréte interne e;
indexée par la couleur c et paramétrée par t,, = l,, = 1. Par conséquent, on ales décompositions suivantes:

[T; {t}]=[T1; {t:}] oi [T2; {£3)] et [T; {l}] = [Ta; {12)] o [T2; {I2}],
avec T, le sous-arbre de T ayant pour tronc l'aréte e;. Supposons que [T; ; {t1] = [Ty ; {I}}]. Grace a la

relation (3.10), on a les égalités suivantes :

gn+l;o([T; {te}]) = ngll;o([Tl; {
= ngll;o([Tl} {
= gn+1;o([T; {le}

Si[Ty; {t1}] et [Ty ; {I}}] sont différents alors ils doivent étre dans la méme classe d’équivalence. Dans ce
cas on réitére la démarche précédente sachant que ce processus est fini car on a un nombre fini d’arétes
internes. On dispose donc d’une application continue :

& : Operadyy, (WA ; ©) — Bimod zs,,(O; M) (3.11)

) oi giml;c([T2; {2}])
) o1 gimal;e([T2; {21])
D

te
f

envoyant ¢ sur §.

62



CHAPITRE 3. STRUCTURE DES TOTALISATIONS D'UNE OPERADE POINTEE

Cofibrant : Posons &, le sous Ass¢-bimodule engendré par {6}?:1 avec n > 0. Par convention on note
o le bimodule Bs_,(0). On doit commencer par montrer que le bord de &(n) est déterminé par &(n —1)
via la structure de bimodule. Remarquons que 'application quotient WA(n + 1; 0) — &(n) préserve le

bord et qu'un point dans IWA(n + 1; 0) a l'une des formes suivantes :

> [T; {t.}] tel que il existe e; € E"(T) avec t, =1et f(e1) =0,
> [T; {t.}] tel queil existe e; € E™(T) avect, =1et fler) =c.

Dans le premier cas, le point [T ; {t.}] peut se décomposer sous la forme [T7 ; {tg}] oy [T2; {t?}] avec Tr
le sous-arbre de T ayant pour tronc 1’aréte interne e;. Par conséquent, ce point provient des {G(I)};<, via
’axiome (ii). Dans le second cas, [T ; {t,}] posséde une décomposition similaire [Ty ; {t}}] o; [T2; {t3}] avec
i < |Tq]. L’axiome (i) et la relation d’équivalence induisent les égalités suivantes :

[T; {te)] = [T1; (t2)] oi [Ta; {21 ~ [Ty; {tehi] 0; Opmapsel = [Ta; A1) 01 Omyp-1,c] © #2,

Pour un entier  fixé, on peut en conclure que &, est obtenu a partir de &,_; comme la somme amalgamée:

Fp(dA) —= Fa(A) (3.12)

]

6n—l I 6n

avec A la séquence donnée par A(n) = WA(n +1; o) et 'ensemble vide dans les autres cas. L'application
d’attachement § provient de la restriction de I'application quotient g : WA +1; 0) - WAn+1; 0)/ =
au bord IWA(n + 1; 0) et de la propriété universelle du bimodule libre décrite dans le chapitre 2. De
plus, si n > i alors on a 1'égalité &,() = &) et lim, O, = &. Comme l'application JA — A est une

cofibration, & peut étre obtenu par une succession de cofibrations. Finalement & est cofibrant dans la
catégorie des bimodules sous 'opérade As..

Contractile : Comme dans la preuve du Théoréme on peut montrer que (1) est un CW-complexe
et que le quotient g : WA + 1; 0) — O(n) est une application continue entre des CW-complexes com-
pacts. Comme la fibre de g4 au-dessus d’un point est homéomorphe a un produit de polytopes qui est
contractile, I’application g est une équivalence d’homotopie [44, Théoreme principal]. Par conséquent
O(n) est contractile pour n > 0.

Comme & est un remplacement cofibrant de As. en tant que bimodule, on a I'équivalence faible :
Bimod’}ls>o(&1{s>o; M) = Bimod #5.,(O ; M).

La seconde étape de la preuve consiste a montrer que l'application (3.11) est une équivalence faible.
Pour cela on va introduire deux tours de fibrations construites a partir des sous-espaces :

k+1 k+1 k
AL C H Top(WAi; ¢); ©(i; 0)) x H Top(WA(i; 0); ©(i;0)) et Bjc H Top(6(i); M(i))
=1 i=1 i=1

réduit a un point
ol Aj est le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes opéradiques et B, vérifiant les axiomes
des As.o-bimodules, aveck > 0. En d’autres termes, A, et B sont respectivement les espaces topologiques

Operadyy; ey (W A4 ; ©°) et Bimod zs_, (O ; M), avec WAy, la sous-opérade engendrée par {WA(; c)}f.‘jl1

et {WA(; 0)}*!. Comme dans la premiére section, les projections induisent deux tours de fibrations :

4 4 o Ay A
B B, By By
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convergeant respectivement vers Operad,,. (WA ; ©") et Bimod as,,(& ; M). De plus, l'application & induit
un morphisme entre les deux tours de fibrations :

Al Ay " A A
lcfl liz lék lékﬂ
B} B, " B Bin

avec & = limy & = holimy &. Pour démontrer que & est une équivalence faible, il suffit donc de montrer
par récurrence que chacune des applications & est une équivalence faible. Tout d’abord, remarquons que
les espaces WA(L; c) et WA(L; o) sont réduits a un point qui correspondent aux unités de I'opérade.
Les deux facteurs

Top(WA(L; ¢); ©°(1;0)) et Top(WA®; 0); ©'(1; 0))

sont réduits a un point & cause des relations opéradiques et peuvent donc étre ignorés.

L'application &; coincide avec I'identité. C’est donc une équivalence faible. Supposons que &;_; soit
une équivalence et fixons g un point de A;_,. Posons Fy la fibre au-dessus de g et Fp la fibre au-dessus
de &x-1(g). On obtient le diagramme suivant :

A <~—A <—Fn

:\LEH \Lék l/‘gg
B <~ Bl'{ ~—Fp

k-1

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sont des fibrations, 'application & est une
équivalence faible si et seulement si &, est une équivalence faible. Or d’apres les lemmes[2.2.7] et
ainsi que le diagramme (3.12), on connait une description des fibres F4 et Fp :

Fa
Fy

IR

Topserso( (WAGK +1; 0); IWAK +1; 0)); M(K)),
Topt- <g>koq( ((wy{(k +1;0); WAk +1; o)); M(k)).

IR

On a donc le diagramme commutatif :

Fy——— Tor?g“””< (WA +1; 0); 9WAK +1; 0))" M(k))

Fp —— Top“1@i( (WA +1; 0); IWAK +1; 0)); M(K))

id

Par conséquent, I’application & est une équivalence faible. m]

Proposition 3.3.5. [[13] Soient a : As — O un morphisme d’opérades et p : O — M un morphisme de O-
bimodules vérifiant la relation lb L’espace Opemd?o;c}(ﬂcgo ; ©) est faiblement équivalent a I'espace de lacets
relatif :

Q(Operad"(As.o ; 0); Operad},. \(Act.o; ©)).

fo;el
Démonstration. La preuve de cette démonstration est similaire a la preuve de la proposition On
commence par identifier Opemdﬁ) .o (Act>; ©7) a un sous-espace du modele de I'espace de lacets relatif,
décrit dans la définition 3.3.1} via 'inclusion :
i: Operady,(WA; @) — Q(Operad(o ; O); Operadyy,o(WA; ©));
Sne : WAMm; ) x[0,1] = 0(n;0) ; (x; )= 10,
—
g Guo: WAM; ) x {1} »O0;0)  ; (x; 1) guol).

Pour démontrer que l'inclusion i est une équivalence faible, on va introduire deux tours de fibrations.
Dans la preuve de la proposition on a déja introduit la tour de fibrations {A; } permettant de calculer

I'espace Opemd’{o,c}(ﬂctw ; ©"). La seconde tour est constituées des sous-espaces :

k+1 k+1
Clc H Top(WAGi; ¢) x [0, 1]; ©(; 0)) x H Top(WA(; 0); ©(i; 0))

i=1 i=1
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satisfaisant les relations de la définition(3.3.1} Les projections induisent une tour de fibrations convergeant
vers 'espace de lacets relatif. De plus, I'inclusion i induit un morphisme entre les deux tours de fibrations :

AI

A’ A’Z e A’

1 k k+1
lil liz lik jikﬂ
’ ’ ’ ’
C1 CZ Ck Ck+1

Afin de prouver que i est une équivalence faible, il nous suffit de montrer par récurrence que chacune
des applications i est une équivalence faible. Tout d’abord, remarquons que les espaces WA(L; c) et
WA(L; 0) sont réduits & un point qui coincident avec les unités de I'opérade. Par conséquent, les deux
facteurs

Top(WA(L; ¢)x[0,1]; ©°(1;¢)) et  Top(WAQ; 0); ©°(1; 0))

sont réduits a un point a cause des relations opéradiques et peuvent donc étre ignorés.

Lorsque k = 1, un point dans C] est la donnée d’un couple (g2;c; ¢2;0) vérifiant les relations de la
déﬁnition En particulier, on a I'égalité g»..(x; 0) = n(*1 ). Par ailleurs, les points dans I'image de i
sont les couples vérifiant la condition supplémentaire :

9,0t WAR; ) x[0, 1] - X(2; ¢) ; (x; 1) - n(*2;0).

L’inclusion i; est un rétract par déformation :
H: C; x [0, 1] - Cy

H(y)Z'c((SZ'C; t) = gZ'C(62'c; t(1 - tl))/
= (82,05 §200: 1)+ pef02 ie\02;
Y ((82, 82:0) 1) { H(y)2;0(02;05 1) = §2;0(02;0; 1)

Supposons que i1 soit une équivalence faible, avec k > 1, et fixons ¢ un point de A; ,. On désignera
par F4 la fibre au-dessus de g ainsi que F¢ la fibre au-dessus de #-_1(g). On obtient le diagramme
commutatif suivant :
<~ AI’( ~——Fy

b

G, <=—C<——Fc
Comme les applications horizontales & gauche sont des fibrations, I'inclusion ix est une équivalence faible
si et seulement si I'application induite sur les fibres i, est une équivalence faible. Or un point dans Fcr
est la donnée d'un couple (gx+1;c; Qk+1;0) Satisfaisant les relations de la définition En particulier,
l'application gi.1,. doit envoyer toutes les faces de WAk + 1; ¢) X [0, 1] vers le point base 1(*+1;c) @
I'exception de la face WAk +1; c) x {1}.

D’un autre coté, un point dans I'image de I’application i sont les couples (gx+1;c; gk+1;0) VErifiant la
condition supplémentaire :

Ski1;ct WAk +1;0)x[0,1] > Ok +1;¢); (x; ) = n(k41;0)-

Pour démontrer que i, est un rétract par déformation, on considére un relévement H" du diagramme :

8(‘Wﬂ(k+1; o) %[0 1])><[o, 1 L (‘Wﬂ(k+1; o) %10, 1])><{0}—>‘W?l(k+l; 0 x[0,1]

_ >
///
-

—
—

(WAK+1;0)x[0,11)x[0, 1]

L’application horizontale est définie comme étant 1'inclusion sur le facteur (WA + 1; ¢) x [0, 1]) x {0}
et envoyant un point ((x; t1); t2) € WAk +1; ¢) x [0 1]) X [0, 1] vers (x; (1 — t2)f1). Le relevement H’
existe car 'application verticale est une cofibration acyclique tandis que 1'espace WAk +1; c) x [0, 1]
est fibrant. On peut représenter '’homotopie H’ via la figure suivante :
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H'( ; 0) H'( ;1) H'( ;1)
- - -—
| = —
| —— —

[0, 1]

Ficure 3.3 — Illustration de '’homotopie H’.

En d’autres termes, les points dans I'image de i, coincident avec les couples vérifiant la relation :

i1;c00; 1) = gearse(H/((0 7 1)) = 161;0), pour x € WAK+1; ¢)ett € [0, 1],

Finalement le rétract par déformation est donné par :

Hz:FC/X[O,ll — Fo;
Hy(Wks1,e(x; 1) = gk+1;C(H((X; t); tl))/ pour x € WA(k; c) et t € [0, 1],

= icr ;o;t =
y=((gherses ghe1i0)i ) &MmeﬂF&wMﬂL pour x € WAk +1; o).

L'espace Operady,; (WA ; ©) est faiblement équivalent a Q(Opemd(@ ; O); Operadyy,(WA; @)). O

Théoreme 3.3.6. [13] Soient a : As — O un morphisme d’opérades et  : O — M un morphisme de O-bimodules
vérifiant la relation (B.8). Si les espace M(0), O(0) et O(1) sont contractiles alors le couple d’espaces topologiques
(sTot(O); sTot(M)) est faiblement équivalent a une algébre sous SC, explicite :

(Q*Operad"(As.o ; 0); O}(Operad"(As-o ; O); Operad),. (Act.o; ©))

{o;c}

Démonstration. Les équivalences faibles proviennent des théorémes|[2.2.25|et O

3.4 SC;-algebre extraite d’une opérade pointée

Soient  : Act — O un morphisme d’opérades colorées et (O.; O,) le couple d’espaces semi-
cosimpliciaux associés. D’apres 1'exemple l'application n est aussi un morphisme de Actso-
bimodules. Le résultat de la section 3.1 affirme que si O(0; c) est contractile alors le couple d’espaces
topologiques (sTot(O,) ; sTot(O,)) est faiblement équivalent a une SCi-algebre :

(QBimodly, (As»o; Oc); Q(Bimod'y, (Asq; Oc); Bimod'y,, (Actsq; O)))-

Si on suppose que I'espace O(1; c) est contractile alors on sait identifier Bimod@[S>0 (Asso; Oc) aun espace

de lacets explicite QOperad"(Asso; O.) grace aux travaux de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49]. On va
montrer qu’il est possible d’adapter la démonstration de Turchin afin d’étendre ce résultat au cas coloré
en remplacant l'opérade associative par I'opérade Act..

Proposition 3.4.1. [13]] Soit 1 : Act — O un morphisme de {0 ; c}-opérades avec O(1; c) et O(1; 0) deux espaces

contractiles. L'espace Bimodé’qct)o (Actsg ; O) est faiblement équivalent i I'espace de lacets QOperad?g ol (Actsp; O).

Démonstration. On va montrer comment adapter la preuve du théoreme 2.2.25] Selon les notations de
Turchin [49], B0 est un remplacement cofibrant de As-, en tant que bimodule, muni d"une application
continue :

& 1 QO0peradyy, (0 ; Oc) — Bimodgs (B0 ; O) = Bimod’;“w(ﬂsw; O.),

envoyant un lacet f vers le morphisme de bimodules é{ . En utilisant des tours de fibrations, Turchin a
démontré que 'application & est une équivalence faible a condition que 1'espace O,(1) soit contractile.
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L'application &. est obtenue grace a la construction de 80 comme un recollement de polytopes
indexés par des {c}-arbres planaires a n feuilles. Plus précisément, si T est un {c}-arbre planaire alors on
définit BO(T) comme le produit des deux espaces :

> Ao =TI o),

veV(T)
> Xa(T) = {{tolvevin) [t €10, 1] et ty, < t,, siv1 < v} C [0, 1]V

ol v1 < vy §'il existe un chemin reliant une feuille a la racine passant par les deux sommets avec
d(vy; 1) < d(vz; ¥). On notera un point de B0O(T) sous la forme {x,; t,} avec {x,} € A~(T) et {t,} € xa(T).
Ainsi, pour tout lacet f € Operad(0O; O,) et pour tout {c}-arbre planaire T a n feuilles, on définit par
itération l'application :

g..: Bo) — O@;o),

(os bl > finles t) (&5, (x5 ), .., & (@ £,

In
avec T; le sous-arbre de T ayant pour tronc la i-eme entrée de la racine. On dispose d'un ordre partiel sur
I'ensemble des {c}-arbres donné par T; < T, si T peut étre obtenu a partir de T, en contractant des arétes
internes. On notera 7, 1’ensemble partiellement ordonné constitué des arbres a n feuilles. L'espace B0
est construit comme la colimite :

Bo(n) = U Bo(T).

TeT,

Par construction, la structure opéradique de © induit une structure de As.g-bimodule sur BO et I'appli-

cation 5{ = U 5’;, . estun morphisme de bimodules.
TeT, '

Comme on dispose des homéomorphismes WA(n; c) = WA ; 0) = O(n), un remplacement cofi-
brant de Act( en tant que bimodule est donné par la collection :

BO:a(n; c) = BOy,q(n; 0) = BO(n) pour n>0,

et 'ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. De la méme maniere que dans le cas non-
coloré, on peut construire une application :

& : QOperado; (WA ; O) — Bimod act.,(BOo;¢) ; O) = Bimody, (Actso; O),

envoyant un lacet f vers le couple (&, ; &,). Pour décrire I’application &,, on a besoin d"une décomposition
de BOy,;¢(11; 0) en polytopes indexée par des {o; c}-arbres planaires vérifiant la condition (3.6).

Posons 7, I'ensemble partiellement ordonné constitué des {o; c}-arbres planaires a n feuilles vérifiant
la condition (3.6), avec Ty < T, si T; peut étre obtenu a partir de T, en contractant des arétes internes.
Pour T € 7, on définit 'espace B0y, (T) comme le produit des deux espaces :

> Ao(T) = T WA(n; eo(0)),

veV(T)
> xa(T) = {{tolvevin It € [0, 1] et t,, < 1y, si vy <02} C [0, 1]VOL
Ainsi, pour tout lacet f € Operad,,.(WA; O) et pour tout élément T € 7, on définit I'application :

é{”;o: 2IEO{O;CJ(T) - On;o),
B ﬁrl;o(xr;tr)<£];1;c({x1;tl}),...,5J;|y‘_l;c({x|rl—1/.tlrl—l})lgl; .0({x|r‘;t|f|})),

Irl 7

Au final, le couple d’applications (5{ ; 55 ), avec 55 =U Ef ,» forme un morphisme de bimodules colorés.
En utilisant les mémes arguments que Turchin, on peut montrer que & est une équivalence faible a
condition que les espaces O(1; c) et O(1; 0) soient contractiles. O

Remarque 3.4.2. Dans [37], Robertson a démontré une version plus générale de la proposition en
étendant le résultat pour des opérades colorées autres que Act. Pour cela, elle utilise une méthode moins
combinatoire basée sur les travaux de Dwyer-Hess [14].
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Théoreme 3.4.3. [13] Soit n : Act — O un morphisme d’opérades colorées avec O(0; c) =~ O(1;c) =~ =*
et O(1;0) = * Si (O.; O,) désigne le couple d’espaces semi-cosimpliciaux correspondant a 1 alors la paire
(sTot(O,); sTot(O,)) est faiblement équivalent a une SCy-algebre explicite :

(QzOpemdh(.?Is>0; 0O.); Q2<Opemdh(.?ls>o; 0O.); Opemd?gml(ﬂctw ; O)) )
Démonstration. D’apres le théoreme[2.2.25| sTot(O,) est faiblement équivalent a 1’espace de lacets double

QzOpemdh(.?(s>0 ; Oc). Pour démontrer la seconde équivalence faible, remarquons que l'on a le dia-
gramme commutatif suivant :

QOperadyy, (WA ; O) —— Bimodae,(0; O)

Q(pz)l Lpl

QOperad(0; O) ——= Bimodaz_,(0c ; Oc)

avec p; et po les applications issues de la restriction a la couleur ¢ tandis que & et &, sont les équivalences
faibles introduites dans la preuve de la proposition Comme les fibres homotopiques commutent
avec les limites homotopiques finies, on a la succession d’équivalences faibles :

1

Q(Bimod z..,(Tc ; Oc) ; Bimodaat.,(@; O)) ho fib(Bimod acr.,(0; 0) = Bimod .., ; Oo)),

ho fib(QOperadiy, o (WA; 0) 3 Q0perad(© ; 0,)),
= Qhofib(Opemd{o;c}(Wﬂ; 0) LEN Operad(0O ; OC)),
~ Qz(Opemd(O; O.); Operady, (WA; O)),

~ Qz(Operadh(ﬂs>o ;00); Opemd’[lo;d(ﬂcgo; O)).

R
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Application a I’espace des entrelacs

Dans une série d’articles [41}142,43]], Sinha a démontré que 1’espace des longs nceuds dans R” modulo
les immersions, noté L;,,, dispose d'un remplacement cosimplicial a condition que la dimension de
I'espace d’arrivée soit strictement supérieure a 3. Ce remplacement cosimplicial provient d"une opérade
multiplicative, appelée 1’opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d’avoir une
résolution cofibrante de l'opérade des petits cubes. Grace a cela, on sait identifier 1’espace £;;, a un
espace de lacets double explicite.

Par la suite, Munson et Voli¢ ont démontré dans [35] que l'espace des longs entrelacs modulo
les immersions, noté Ly.,, posséde aussi une résolution cosimpliciale pouvant s’exprimer comme un
"décalage" de 1'opérade de Kontsevich. L'objet ainsi obtenu ne possede pas de structure opéradique.
Cependant, Dwyer et Hess ont montré dans [15] qu’il est muni d'une structure de bimodule sous
I'opérade associative. Par conséquent, Ly, a le type d’homotopie d"un espace de lacets a condition que
n> 3.

Dans ce chapitre, on rappelle la construction de 1’'opérade de Kontsevich et ses liens avec les espaces
de noeuds et d’entrelacs. Ensuite on montrera que le couple (Ly;,, ; L;n) est faiblement équivalent & une
SC-algebre explicite. On verra que ce résultat découle du fait qu’on peut construire une SC»-algebre a
partir d'une opérade symétrique multiplicative.

4.1 Espace des longs nceuds et opérade de Kontsevich

L’espace deslongs nceuds, Emb.(IR ; IR"), est constitué des plongements coincidant avec le plongement
standard, x = (x,0,...,0),endehors d’'un compact. Lorsque n > 3, Budney montre dans [8] que cet espace
est une C,-algéebre et donne une interprétation de 1’opération commutative & homotopie pres. Le produit
provient de la concaténation de deux nceuds tandis que la commutativité a homotopie pres s’interprete
comme le fait de "glisser" un nceud dans l'autre.

CN__ O

> o/

Ficure 4.1 — Illustration de la commutativité du produit de deux nceuds de trefle.
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A partir d'un espace topologique pointé (X; *), on peut construire un espace cosimplicial X* := {X" =
X*"}so dont les cofaces et les codégénérescences sont définies de la fagon suivante :

seXT = XU (.., x) e (X1, , %X, Xix2, ..., X,) pouri€f0,...,n-1},
. (*lxll' '-/xn) pOur i= 0,
A X" — X" (xq,..,x) e (X1, ..o, Xiy Xiy oo o) Xny) pouri€{l,...,n},
(X1, .00, X, %) pour i =n+1.

Si on désigne le pole sud *s comme point base de la sphere S"~! alors Sinha montre dans [43] qu'un
remplacement cosimplicial de Emb (R ; R") est donné par le produit de (S"!)® avec I'espace cosimplicial
associé a 'opérade multiplicative de Kontsevich. L'objet cosimplicial ainsi obtenu ne provient pas d"une
opérade multiplicative a cause du facteur (S"!)*. Pour remédier a ce probléeme, notons que (5"!)°
est une résolution cosimpliciale de I'espace des longues immersions, noté Imm.(R; R"), constitué des
immersions coincidant avec le plongement standard en dehors d’'un compact. On va étudier la fibre
homotopique :

Ly, = hofib( Emb(R; R") — Immc(R; R")). 4.1)

En prenant la fibre homotopique, on élimine les informations provenant de l'espace tangent dans
Emb.(R; R"). Ces informations correspondent exactement au facteur (S"~!)*. Sinha obtient ainsi le résul-
tat suivant :

Théoreme 4.1.1. [42 Corollaire 1.2] Lorsque n > 3, la totalisation homotopique de I'espace cosimplicial associé
a l'opérade de Kontsevich est faiblement équivalent a L ;.

11 est possible de définir les opérades réduites comme un foncteur covariant partant d’une catégorie
d’arbres a valeurs dans une catégorie symétrique monoidale. Dans [42], Sinha a pu ainsi donner une
version plus combinatoire de 1'opérade de Kontsevich dans le cas non symétrique en passant par
I'opérade "choose-two". Dans cette section, on rappelle la construction de Sinha et on introduit I'action
du groupe des permutations sur 1'opérade de Kontsevich. On commence par introduire la catégorie
d’arbres qui va encoder la structure des opérades réduites.

Définition 4.1.2. On introduit la catégorie I' dont les objets sont les arbres planaires sans sommet
univalent. On dispose d’un morphisme fr;r- entre les arbres planaires T et T’ si T” peut étre obtenu
a partir de T en contractant un ensemble d’arétes autres que le tronc. On notera I', la sous-catégorie
constituée des arbres planaires a n feuilles. Cette sous-catégorie posséde un objet terminal, noté y,,, donné
par la n-corolle. Par convention I'y et I'1 sont constitués d’un seul objet.

W
V <w/

F1GURE 4.2 — Exemples de morphismes dans I';.

Définition 4.1.3. Une opérade réduite dans une catégorie symétrique monoidale (C; ®; II) est la donnée
d’un foncteur covariant O : I' — C vérifiant les conditions suivantes :

(1) O(T) := Ue% O, (2) O(y1) =O(yo) =1,

(3) si une aréte ¢, autre que le tronc, est I'unique aréte entrante d’un sommet v’ alors I'application
issue de la contraction de e notée O(f,) est l'identité sur le facteur ® O(y,,) tensorisé avec
vEY

I'isomorphisme I ® — via la décomposition (1),
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(4) siS estunsous-arbre de T et fs.s, fr;1- sont deux morphismes contractant les mémes arétes alors
O(fr;r) = O(fs;s) ® id,

Remarque 4.1.4. Les définitions[1.1.10et[d.1.3|sont équivalentes. En effet, & partir d’'un foncteur covariant
O : T — C, on définit la collection {O(n) := O(yy)}uz0 d’objets de C. Ainsi définie, la collection est
pointée par 'unique élément de O(y1) = I. Les morphismes de la catégorie I induisent les compositions
opéradiques. La condition (4) garantit les axiomes opéradiques tandis que la condition (2) implique que
l'opérade est réduite. La condition (3) est équivalente a I’axiome de 1'unité.

Exemple 4.1.5. L'opérade associative
Soit (C; ®; II) une catégorie monoidale. Le foncteur correspondant & I'opérade associative, noté As : I' —
C, est défini de la fagon suivante :

As(yy,) =1 et As(fr,r) =1id.

Notation 4.1.6. La catégorie des ensembles finis est notée FSets. Si S est un objet de FSets alors S, := SLI{+}
est I’ensemble obtenu a partir de S en ajoutant un point base. On désignera par Ci(S) I'ensemble des
k-uplets distincts formés a partir de S :

Ci(S) :={(s)) € S | 's; 55 si i # j.

Définition 4.1.7. Soit T un arbre planaire. Le sommet joint entre les feuilles indexées par i et j est le
premier sommet commun aux chemins reliant les deux feuilles a la racine. On définit I'application qui
associe a un couple de feuilles (i; j) le couple d’entiers (J,(i); J,(j)) avec v le joint entre i et j tandis que
Jo(i) est la numérotation de l'aréte entrante de v connectée a la feuille i issue de la structure planaire de
l'arbre.

@ = Ju@); ()
(1;3) & 1;3)
2;5) & 1;3)
3,4 1;2)
6;7) 1;2)
“4;7) e 1;2)

Ficure 4.3 — Illustration de I'application.

Définition 4.1.8. L'opérade "choose-two"
Soit T un arbre planaire. L'opérade "choose-two" est définie comme le foncteur g : I' — FSets” vérifiant :

> ;B(T) = \/ CZ({ll"'I|U|})+

veV(T)

@) = Jo@; J()),

> 18(T - yO'T) : CZ({lr ey |T|})+ - \/ CZ({lr . .,|Z)|})+ ; { + — +,

veV(T)

Si X est un espace topologique alors on peut lui associer le foncteur X~ : FSets”? — Top envoyant un
ensemble fini S vers l'espace topologique X5 constitué des familles {x;}ses de points de X indexés par S.
Si f: 51 —= S est un morphisme d’ensembles finis, alors on a :

Xf : st - Xsl ; {xs}sesz = {xf(s)}sesl~
A partir de 'espace topologique X, on construit I'opérade topologique Op(X) comme le foncteur cova-

riant :

r—Lo FSets? X~ Top., 4.2)
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Sinha construit 'opérade de Kontsevich comme une sous-opérade de Op(S"™1), pour n > 2. L'opérade
de Kontsevich est initialement obtenue comme une compactification de 1’espace de configurations :

C(R") := {(x) € R | 2 # xj si i # 1/,
ot la relation d’équivalence est engendrée par les translations et les dilations. La compactification est

définie grace a I'application :
me: GRY) — (871

Xi— X;
|.X]' - xil )

avec k := {1,...,k}. Le k-ieme espace composant l'opérade de Kontsevich, noté %, (k), est construit
comme l'adhérence de I'image de I'application 7t;. Pour décrire la structure opéradique de %, on va
utiliser I’opérade "choose-two". Pour cela, on a besoin d’une caractérisation des points de %, (k) comme
sous-espace de (S"1)2®),

Définition 4.1.9. i) Une k-chaine dans un ensemble S est la donnée d'une collection de couples de la
forme

{Go, 1), (i1, 12), - -+, (=1, k)
avec ij € S et i; # ij;1. Une k-chaine est appelée k-lacet si iy = ip. Une chaine est dite stricte si elle
ne contient aucun lacet. L'inverse d'une k-chaine {(iy, i1), (i1,72), . - ., (ix-1, ix)} est obtenue en prenant la
k-chaine {(ix, ix-1), (ik-1, k-2), - - -, (i1, 70)}-
i) Un point (u;;) € (5" 1)) est dit "three dependent” si pour tout 3-lacet L il existe des scalaires a;; > 0,
non tous nuls, tel que :

Z a,-]-ui]- = 0.

(i feL
iif) Si S est un ensemble ordonné de cardinal 4 alors on peut associer a chaque 3-chaine stricte C, une
permutation ¢(C) encodant 'ordre d’apparition des éléments.

Ex:S5iS=1{1,2,3,4} et C = {23,31, 14} alors o(C) = (2314).

On définit le complémentaire d"une 3-chaine stricte C comme l'unique 3-chaine stricte C* (a inversement
pres) issue des paires d’indices non-utilisées dans C.

C =1{12,24,43},

EX . Sl C = {23/ 31/ 14} alOrS { C* = {34/ 42, 21}

iv) Un point (1) € (S"~1)(X) est dit “four consistent” si¥S C {1,...,k} de cardinal 4 et v, w € S" ! ona:

Z (_1)sign(a(C)) H e H uij-w] =0,

CeC3(s) (ij)eC (i)eC
avec C3(S) 'ensemble des 3-chaines strictes modulo les inverses.
v) Un point (u;) € (S5 est dit antisymétrique si u;j = —uj; pour i < j.
Proposition 4.1.10. [42, Théoreme 4.4] K, (k) est le sous-espace de (S"~1)25) constitué des points antisymé-
triques, three dependent et four consistent.

Sinha démontre dans [42] que les points antisymétriques, three dependent et four consistent sont
préservés par la structure opéradique de (5"1)=(®) issue de la composée (4.2). Donc K est une sous-
opérade de (S"1)©(6) multiplicative et le morphisme d’opérade 1 : As — K, envoie # vers le point
(uij) € Ki(k) défini par u;; = #s pour i < j. De plus, le groupe des permutations X agit naturellement sur
les points (u;j) € K, (k). En effet, pour ¢ € X, on définit u - 0 de la fagon suite :

(u - 0)ij = Us(io(j)-

Comme la permutation d"une 3-chaine (stricte) est toujours une 3-chaine (stricte), u- o est antisymétrique,
three dependent et four consistent. De plus, cette action est compatible avec la composition opéradique.
D’ot1 la proposition suivante :
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Proposition 4.1.11. L’opérade de Kontsevich K, est une opérade symétrique réduite multiplicative dont la
structure opéradique provient de I'opérade "choose-two”.

4.2 SC,-algebre obtenue a partir d’'une opérade symétrique

On va démontrer dans cette section que 1’on peut extraire un couple d’espaces faiblement équivalent
a une SC,-algebre explicite a partir d"une opérade topologique symétrique multiplicative. On utilisera
pour cela la définition des opérades symétriques O. Cela revient a se donner une collection
symétrique pointée {O(n)} munie de compositions opéradiques.

Définition 4.2.1. Soit O une opérade symétrique. Pour k > 0, on définit P,(O) comme la collection :
D (O)(n) = Ok xn), pour n=0.

Lorsque k > 1, ®(O) n’est pas nécessairement une opérade. En effet, si 'on suppose que @,(O)
possede une telle structure alors I'espace ©x(O)(1) = O(k) doit étre un monoide topologique associatif et
donc avoir le type d’homotopie d'un espace de lacets. Cependant, dans le cas particulier de 1'opérade

de Kontsevich, Sinha a montré dans [41] que l'espace %, (k) est faiblement équivalent a C¢(IR"). Or, on
sait que ce dernier n’a pas le type d’homotopie d'un espace de lacets grace au calcul d’homologie des
espaces de configurations [9].

On va néanmoins montrer que @;(O) possede une structure de O-bimodule. En utilisant la structure

opéradique de O, la structure de bimodule & droite sous I'opérade O est donnée par :
ol 1 D (O)(n) x O(m) —> D(O)(n+m —1), 43)
(x;y) > (o (X Oi1yn ) Ciek-2n Y ) -+ - 03 Y), '

On peut interpréter un point de O(n) comme une opération a n parametres tandis qu'un point de ®;(O)(n)
s’interprete comme une opération avec k blocs de 1 parametres. Ainsi, la structure (4.3) consiste a greffer
le point y sur la i-eme entrée de chacun des k blocs.

Définition 4.2.2. On fixe les entiers naturels k, 11, ...,1n,,. Unentier p € {1,...,k(ny + - - + n,,)} s’écrit de
maniére unique sous la forme p = ljny + Lhng + - -+ + Iyny, + g, avecl; € {0, ..., k}, vérifiant :

> sil; # 0alors [; = k pour j <1,

> sil; # kalors [; = 0 pour j > i,

> si S =max{i|l; = k} alors q < ng1.
Via cette écriture, on définit la permutation o(k; 11, ..., %m) € g +-tn,) par la formule :

pr—li(m+-+n,)+m+--+n,9 49,

avec s = 1 si tous les [; sont nuls,
~ | min{i|l; # 0} sinon.

Par exemple, lorsque m = 2, on dispose de k blocs de n; éléments suivis de k blocs de n; éléments. La
permutation o(k; 111, 12) va intercaler les blocs comme le montre la figure (4.4).

Bloc 1-n4| ee e | Bloc k-n,| | Bloc 1-n,| ee e | Bloc k-n,

&0(k;n1,nz)

Bloc 1-n4| [ BloCc 1-n,| eee eee | Bloc k-n,| | Bloc k-n,

Ficure 4.4 — [llustration de la permutation o(k; 1, 11).

En utilisant la symétrique de 1'opérade O, on définit la structure de bimodule a gauche de ®;(O) via la
formule suivante :
12 O(m) X D(O)(11) X -+ - X P(O) (1) —> O(O)(m1 + - -+ + 1),

4.4
Gy, Ym) — YOGy, Ym) s ok n, . ). (4.4
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Proposition 4.2.3. Soit O une opérade symétrique. Les opérations (4.3) et (4.4) font de @,(O) un O-bimodule.

Démonstration. L'axiome de 1'unité C1 est vérifié grace a la structure opéradique de O et au fait que
o(1; n) € L, correspond a la permutation triviale. De plus, ’axiome de l'associativité a droite C2 est
vérifié grace aux axiomes opéradiques. L'axiome C3 provient d'une propriété de compatibilité entre la
structure opéradique y et la structure de groupe o des composantes de ¥ :

- 1 1 1
o(k;ni +-- +n}1,...,n’17 NE +n§;) o (y(zdzp;a(k;n},...,nil),...,a(k;np,...,n’;))) = G(k;nl,...,nz)).

Enfin, I'axiome de compatibilité C4 provient de la propriété suivante :

g

+o+ml).

. o2 . . . _ . 1 1
y(o(k,nl,...,np),zdgml,...,zdz e, ddy o, ddy p)—o(k,m1+--~+mi,...,m :
1 mip ml mip 1 p

on répete k fois le bloc

O

Au final, la séquence ®@,(O) possede une structure de O-bimodule mais ce n’est pas suffisant pour
construire une SC-algebre a partir du couple (O; @x(0)). On va maintenant supposer que 1’'opérade O
est multiplicative. Cela signifie qu’il existe un morphisme d’opérades non symétriques n; : As — O.
Grace a cette application, on dispose du morphisme :

n2: 0 — OO) ; x> i) (x,...,X%). (4.5)

Par construction, 'application 1, préserve uniquement la structure de O-bimodule a droite. On ne peut
donc pas utiliser le théoreme avec le couple de morphismes (11 ; 72). On a néanmoins la proposition
suivante :

Proposition 4.2.4. Soient O une opérade symétrique multiplicative et 1 : As — O le morphisme d’opérades
associé. Si 1, désigne 'application (4.5) alors la composée :

Mmom : As = O(0),
est un morphisme de As-bimodules.

Démonstration. Comme la collection ®x(O) est un O-bimodule, elle posséde aussi une structure de bimo-
dule sous I'opérade As via le morphisme d’opérades 17;. Comme l'application 1, préserve la structure
de bimodule & droite, la composée 1, o 171 est un morphisme de As-bimodule a droite. Il reste donc a
vérifier la commutativité du diagramme :

As(m) X As(ny) X - -+ X As(ny,) —— As(m) X Op(O)(n1) X - - - X Op(O)(n,,)

| |

As(ny + -+ + 1) Or(O)(my + - -+ + 1)

Or, on a les égalités suivantes :

(o m o), o miCen,) ) = [t (o Gty oo %k ooty )] - 0 11, )

*k( *m (*Vl‘ll' "/*Tl,,,)/ cecy *k (*Vlll' "/*1’1,,,))

*m (*nl EERw *nm))-

:1]2

D’ou le résultat. m|

D’apres les résultats de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49], on sait que le bimodule ®;(O) posséde une
structure semi-cosimpliciale et que sa semi-totalisation est faiblement équivalente a un espace de lacets
explicite. A partir du couple (O ; ®,(O)), on construit I'opérade colorée © définie par :

O@m;c)=0(m), pourn=>0 ; O(n;o0)=D(O0)n—1), pourn >0, (4.6)
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et ’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. La structure opéradique de ® est similaire a
la construction de I'opérade (3.7). Tous les axiomes sont vérifiés y compris I’axiome de 1'unité. En effet,
l'unité de O(1; 0) = O(0) est obtenue comme I'image de % via I’application 7;. Si x € O(n; 0) alors on a
les égalités :

x 0y 11(*0) = M(=2)(x; Mi(*0)) = a(k; 1,0) - i (x2)(x; 1i(x0)) = x. (4.7)
De plus, on dispose d’un morphisme d’opérades :

EF = o " > O
At — O ; N(i;e) = M), pour i 2 0,
e { N(*;0) = 2 0 N1(*i-1), pouri> 0.
En appliquant le théoreme on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.2.5. Soient O une opérade symétrique multiplicative et © I'opérade colorée associée (4.6). Si les
espaces O(0) et O(1) sont contractiles alors le couple (sTot(O); sTot(Dr(O))) est faiblement équivalent a une
SC-algébre explicite :

(onpemdh(ﬂs>o; 0); Qz( Opemdh(ﬂs>0; 0); Opemd?o; C}(ﬂct>o ; @))).

4.3 FEtude de l'espace des longs entrelacs

L’espace des longs entrelacs a k > 1 brins, noté Emb (Lt R; R"), est constitué des plongements dont
la restriction a la i-eme composante coincide avec le plongement x — (x,i —1,0,...,0) en dehors d'un
compact. Contrairement a 1’espace des longs nceuds, 1'espace des longs entrelacs a k brins possede
uniquement une structure d’algebre sous 1’'opérade C;. On dispose donc d'une opération associative a
homotopie prés qui peut s’interpréter comme la concaténation de deux longs entrelacs a k brins.

/ \p X
—X J//—/QS\ ’ \ J

FiGure 4.5 — Exemple de la concaténation de deux longs entrelacs a 3 brins.

Comme on peut le voir sur la figure .5 il semble difficile de permuter les deux entrelacs a cause de
I'enchevétrement des brins. Il existe néanmoins un cas de figure o1 la concaténation est commutative a
homotopie pres. On introduit le morphisme d’algéebres associatives a homotopie pres :

k
Emb(R; R") —> Emb,( |_| R; R"), (4.8)
i=1

qui consiste a prendre k répliques du méme long nceud. L'application (#.8), ainsi définie, est centrale a
homotopie pres. Cela signifie que la concaténation de deux entrelacs commute a homotopie pres sil'un
d’eux provient d'un long nceud. Cela suggere que le couple formé par les longs nceuds et entrelacs est
une SC»-algebre.

¢ @‘_\
:/\r:&)\—/‘:
4 CP
N —iy— N\ —
> I e

FiGURE 4.6 — llustration de la commutativité avec le nceud de trefle.
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Munson et Voli¢ ont remarqué dans [35] que I'étude des longs entrelacs a k brins consistait a itérer k
fois les constructions introduites par Sinha dans [41} 142} 43]. L’analogue des espaces cosimpliciaux, dans
le cas des entrelacs a k brins, est la notion d’espace k-cosimplicial.

Définition 4.3.1. On note (A)* le produit k fois itéré de la catégorie A. Un espace k-cosimplicial est la donnée
d’un foncteur covariant de (A) vers les espaces topologiques. S'il n’y a pas d’ambiguité sur ’entier k, on
notera X* un espace k-cosimplicial. C’est donc la donnée d'une famille d’espaces :

X7, avec [F1=(pil. ..., [pe)) € (A,

munie d’applications, appelées cofaces et codégénérescences, notées :

> X7(id,...,d;,...,id) : Xnldpk) s xUprdopj+ 1l Ipid) pour je{l,... k} eti€{0,...,,p;j+1},
> X*(id, ... ,sj., ooy id) : XUdedpd) — XUpideApi=1-Ipd) - pour je{1,...,k} eti€f0,...,,pj—1},

vérifiant des relations semblables aux relations cosimpliciales.

Exemple 4.3.2. Si X* est un espace cosimplicial alors X* désigne 1’espace k-cosimplicial :
XPl= X - x XP,  avec [P]=(pil,-... [p]) € (W)

En particulier, A* est 'espace k-cosimplicial obtenu a partir des simplexes. Inversement, si X* est un
espace k-cosimplicial alors on introduit I’espace cosimplicial diagonal :

Diag(X_'))” o= XD pour 1> 0.
Les cofaces et les codégénérescences sont définies de la fagon suivante :

> di : Diag(X®)" — Diag(X*)"™! ; x> X*(d,...,d))(x), pourie{0,...,n+1},

> s': Diag(X*)" — Diag(X*)"™! ; x> X°(s',...,s)(x), pouri€{0,...,n—1}.
Définition 4.3.3. La k-totalisation d"un espace k-cosimplicial, noté Toti(X*), est I'espace des transforma-
tions naturelles de A* vers X*. On notera hoTot le foncteur dérivé associé a la k-totalisation.

Proposition 4.3.4. [52, Proposition 8.1] Soit X* un espace k-cosimplicial. L application diagonale A — (A)F
induit une équivalence faible :

sToDiag(X*)) = hoTot(X*).
Définition 4.3.5. Soient O une opérade symétrique multiplicative et  : As — O le morphisme d’opé-
rades associé. A partir de O, on définit ’espace k-cosimplicial Of :
O = Oy +++pp),  avec [F1=((pil, ... [pn]) € (A

Les cofaces et codégénérescences sont données par les formules :

> 05 (id, ... sty id) : O(pr + -+ +pi) = Olpr + -+ (pj = 1) + -+ py),

X > X Opetp_y+it1 1n(*0),
> Of(id,...,d;,...,id) cO(pr+-+p) 2 Opr+ -+ (pj+ 1) + - + ),
(n(x2) o2 %) - alp1 +---+pj1] sii=0,

X = X op1+"'+}7,;1+i n(*z) Si l € {1/ e /pj}/
(17(*2)olx)-o[p1+~--+pj] Sii:pj+1.
avec o[i] la permutation définie par :

i sij=1,
olilj) =4 j—-1 sil<j<i
j sii<j.
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Munson et Voli¢ ont montré que la k-totalisation homotopique de 1’espace k-cosimplicial provenant

du produit de (K;); et (5"1)% est faiblement équivalent a I’espace des longs entrelacs. D’apres ce qui
précede, on a les équivalences faibles :

k
Embe(| |R; R") = hoToty((K); x (§"™)* ) = sTot( Diag((%); x (S"))).
i=1

Comme dans le cas des longs noeuds, 'espace cosimplicial Diag((‘](,,)? X (5"1)%) ne peut pas provenir

d’une opérade multiplicative ou d’un bimodule pointé a cause du facteur (5"1y¥. On va donc regarder
I'espace des entrelacs a k brins modulo les longues immersions :

k k
Ly = hofib( Embc( |_| R; R") —> Immy( |_| R; R")).
i=1 i=1
En prenant la fibre homotopique, on élimine le facteur (5""1)*. On obtient ainsi le résultat suivant :

Théoreme 4.3.6. [135, Théoreme 5.17] Lorsque n > 3, Ly, est faiblement équivalent a sTot(Diag((?(n)f)).

Par ailleurs, K, est une opérade symétrique multiplicative. D’apres la proposition le bimodule
D (K,;) est pointé et possede donc une structure cosimpliciale. La proposition qui suit permet d’identifier
la semi-totalisation de @(%,) a l'espace des entrelacs Ly;,.

Théoreme 4.3.7. Sin > 3 alors le couple (L1, ; Li;n) est faiblement équivalent i une SCy-algebre explicite :
(QZOpemdh(ﬂs>0; K, ; QZ( Operad"(Asso ; K) ; Operad?m](ﬂcgo; 0) ) ),

avec © I'opérade pointée obtenue a partir du couple (9, ; Px(K,)) via la construction

Démonstration. Comme %K, est une opérade symétrique multiplicative, @4(K,,) posseéde une structure
cosimpliciale. Remarquons alors que les objets @x(K,,) et Diag((K;), ) sont isomorphes en tant qu’espaces
cosimpliciaux. En effet, on a les égalités suivantes :

et les structures cosimpliciales coincident. Il suffit d’appliquer le théoreme au couple (%, ; (K1)
pour obtenir le résultat. m|
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Suites spectrales associées a une opérade pointée

A tout espace semi-cosimplicial X°®, on peut associer un espace vectoriel différentiel gradué en
prenant I’homologie singuliére de la semi-totalisation sTo#(X*). On peut aussi lui associer 1’homologie
de Hochschild du bicomplexe {C;(X7)}p,4=0 (voir la définition i que l'on notera HH.(X*). Dans [7],
Bousfield explicite un morphisme entre ces deux objets :

@  H(sTot(X*)) — HH.(X*), (5.1)

et énonce les conditions pour que ¢ soit un isomorphisme. Si I'espace semi-cosimplicial provient d'une
opérade multiplicative alors sTot(X*®) est faiblement équivalent a une C,-algebre. Par conséquent, 1'ho-
mologie singuliere possede une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakai dans [38].
Sous les méme conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans [19] que ’homologie de Hochschild
posséde aussi une structure de Gerstenhaber explicite. De plus, I'application est un morphisme
d’algebres de Gerstenhaber.

La suite spectrale de Bousfield permet de calculer I'homologie singuliere de la semi-totalisation
sTot(X*). Sil'espace semi-cosimplicial provient d’une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sede une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule 'homologie singuliere en tant qu’algebre de Gerstenhaber. Comme 'explique Salvatore
dans [40], il est important de comprendre le morphisme car la page E? de la suite spectrale de
Bousfield correspond a I’'homologie de Hochschild.

Dans ce chapitre, on va étendre ces résultats au cas coloré. A partir d'un couple d’espaces semi-
cosimpliciaux (X? ; X3), on dispose des couples d’espaces vectoriels différentiels gradués :

(H.(sTot(X?)) ; Hu(sTot(X3))) et (HH.(X?) ; HH.(X3)), (5.2)

correspondant respectivement aux homologie singulieres et aux homologies de Hochschild. On montrera
que si le couple d’espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée alors les deux couples
d’homologies possedent une structure de scp-algebre explicite et que 1’application de Bousfield in-
duit un morphisme de sc;-algebres. On termine ce chapitre par I'étude des suites spectrales de Bousfield.
On énonce notamment un critére permettant de faire le lien entre le couple d’homologies singulieres issu
d’une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E? des suites spectrales de Bousfield.

5.1 Structure de scy-algebre sur le couple d’homologies singuliéres

Soient O une {o; c}-opérade et n : Act — O un morphisme de {o; c}-opérades. On désignera par
(Oc; O,) le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé a I'application 7 (voir 'exemple[1.2.3). D’apres
le théoreme le couple d’espaces (sTot(O,); sTot(O,)) est faiblement équivalent a une SC,-algebre.
Par conséquent, le couple d’espaces vectoriels gradués :

(H.(sTot(O.)) ; H.(sTot(Oy))),

est une scy-algebre. L'objectif de cette section est de construire explicitement cette structure. Comme
sTot(O,) ale type d’homotopie d"un espace de lacets double, H,(sTot(O,)) est une algebre de Gerstenhaber
composée d'un crochet de Lie [—; —] de degré 1 et d’un produit commutatif — » — de degré 0 :
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> [—; —1: Hy(sTot(O)) ® Hy(sTot(O)) = Hpig+1(sTot(Oy)),
> — % —  Hy(sTot(O.)) ® Hy(sTot(O,)) — Hp14(sTot(O,)).

D’un autre coté, 'espace sTot(O,) a le type d’homotopie d'un espace de lacets simple, ce qui induit
un produit associatif — *; — de degré 0 en homologie. Enfin, le morphisme cosimplicial O, — O,
fournit, en homologie, une structure de module a gauche — *, — de degré 0 sous l'algebre commutative

(Hu(sTot(Oc)); = —)
> — % — : Hy(sTot(O,)) ® Hy(sTot(O,)) — Hpiq(sTot(Oy,)),
> — % — : Hy(sTot(O.)) ® Hy(sTot(O,)) — Hpiq(sTot(O,)).

zoN 2

Notons que le crochet [—; —] a déja été construit par Sakai [38]. Cependant, comme on utilise pleinement
cette construction dans la suite du chapitre et afin de faciliter la compréhension, on prend le parti de

rappeler les détails de la construction.

5.1.1 Construction du crochet de degré 1

Afin de simplifier les définitions, on va modifier légerement les notations usuelles que 1’on retrouve

dans le reste de la these. Dans ce qui suit on a les conventions suivantes :
§'=[-1,1/(-1~1) et A" ={(t, - t) €111 [t <ty sii< )

Les opérations cofaces de A® sont maintenant données par les formules :

(=1, t1,...,t), sii=0,
d A — AL (L h) - (Bt t), siief{l,...,n},
(tll"'ltﬂ!]‘)’ sii=n+1.

A homéomorphisme pres, ces notations coincident avec les notations usuelles. Le crochet de degré 1 est

obtenu en prenant I’'homologie de 1’application continue :

A1 : 8! x sTot(0,)* — sTot(O,).

Soient fi, f, deux éléments de sTot(O,) et T un point de [-1, 1]. On commence par définir I’application

M(t; fi; f2)° comme un recollement de polytopes de dimension 1 :

fi2t=1)o1 f)(+), sit20,

M fi; )0 A — 005 ¢) ; { flRT+1) 01 f2(x), sit<0.

La continuité en T = 0 et le passage au quotient {—1 ~ 1} sont bien définis grace a la structure opéradique
de O.. Afin de comprendre le probleme de continuité et le role de la structure opéradique de O, on
va donner les détails des preuves de la construction de A1(t; fi; f2)! : A > O(1; ¢). Il y a deux cas a

considérer :

> Si—1 < 7 < 0alors on définit Ay(7; f1; fz)l(t) = f*i"_il(ul) Ojy+1 fzil_"o(uz) avec :

(1;1), si t<nm, [2t+1,1+27);+], si
(ip, 1) =4 (0;1), si 7<t<l+r, et (up,up)=<{ [Qt+1);, 2¢t-71)—-1)], si
0;0), si 1+7<t, [(1+27,2t=1); #], si

> Si0 <7< 1alors on définit A(7; f1; f2)'() = 22+j°_h(01) 041 fljl_jo(vz) avec :

(1;1), si t<t-1, [Ct+1,2Tt-1);+], si
(o, j1) =4 0;1), si T-1<t<t, et (v1,v)=1 [QT-1); Q¢t-1)+1)], si
(0;0), si T<t, [T -1,2t-1);+], si

Lemme 5.1.1. L'application A1(t; fi; fo)! est bien définie.
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Démonstration. L'application A1(7; fi; f2)! est construite comme un recollement de polytopes de dimen-
sion 2, comme l'illustre la figure On va utiliser la structure opéradique de O, pour montrer que
l'application est bien continue.

A1, 1]

Ficure 5.1 — [llustration du recollement des polytopes.

> La continuité lorsque -1 <t < 0:

sit=1: [t +1,2t+1) 0y f3(+) sit=1+71: f22t+1,2t+1) 01 fJ(¥)
= fA(2t+1) o1 %2;c) 02 (%) = fA(2T+1) o1 %;c) 01 f{(*)
= fl@2t+1) o1 (%2, 02 f(*)) = fl@2T+1) o1 (x2;c 01 f3(%)
= f11(2t+ 1) op le(—l), = fll(ZT +1) oq le(l)
> La continuité lorsque 0 < 7 < 1:
sit=1-1: f}21-1,2t1-1) oy f(¥) sit=1: 22t -1,21-1) o1 f(»)

= [T =1) o1 %p;c) o2 f(¥)
= (21— 1) o1 (x2;c 02 f{(*)
= (2t -1) o1 fl(-1),

> La continuité au voisinage de 7 = 0:

o a [ @1, 1) 0 fi(+), t<0,
MO fii B = { fl1) o1 fl@t-1), >0,

[ Do fl2t+1), <0,
{1

> Le passage au quotient -1 ~ 1:

Coea [ AED e feE+), 120,
ML fir B = { f(=1,2t=1) o £, 20,

B f22(2t +1,1) o flo(x-), t<0,
B { L) e fi2t=1), t20,
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= f(@T=1) o1 02,0 o1 f(¥)
= f21(2"(—1) 01 (*Z;C o1 f10(*))
= f21(2’r— 1) o4 fll(l)

_ { *Z;C(f11(2t +1); fzo(*)), t<0,
*,(f2(); fr(2t = 1),

= M(0%; fi; )

_ { 2,2t +1); f(+), t<
0, (f(); fl2t=1), t>0,

= (15 fi; o).
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L'application Aq(7; fi; f2)" : A" — O(n; c) est construite comme un recollement de polytopes de
dimension 7 + 1 en utilisant la structure opéradique de O.. Comme dans le cas n = 1, on divise la
construction en deux parties :

> Si —1 < 1 < 0 alors on définit :
/\1(’-[; fl ; fZ)n(tl/ ‘rl) - n+10 ll+1(1/l1("(,' tl/‘- -/tn)) Oip+1 fzi]_iU(HZ(T; tl/- . '/tn))/
1 min{i|tiz1 =1}, w(tty, oo ty) = Q0 +1,.,24+ 1,1+ 27,249 - 1,...,2, = 1),
avec
VU iy = mindiltiy =1+ 1), Ua(T; ty oo b)) = (Qbiar =27 = 1, o, 28 = 27 = 1),

> 510 < 7 <1 alors on définit :
(T; fi; )"ty tn) = n+h ]OH(Ul(T; ti ..o tn)) Ojor1 fljl_jo(vz(T} ti, .. t),
avec{ jo = min{jltj =711}, t{ o(Ti b, ) = Qb+ 1,002t + 1,21 = 1,28, 4 = 1,..,2t, = 1),
j1 = min{jltpg =1}, (Tt tn) = QRbjer — 2T+ 1, .0, 2t = 2T + 1),
Par convention, si Vi, t; < 7 (resp. ¥j, t; < 7 — 1) alors on pose iy = 1 (resp jo = n).
Lemme 5.1.2. La famille d’applications {A1(T; fi; f2)"}ns0 est un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration. La preuve, du fait que les applications Ai(t; fi; f2)" soient bien définies, est similaire au
cas n = 1. On va uniquement vérifier les axiomes liés a la structure semi-cosimpliciale :

M fis; o)y od =doMi(T; fis f), pourie{0,...,n+1}.

A cause de la symétrie associée a la construction des applications, on peut se restreindre au cas ol
0 <7 <1.Pour jy et j; associés a (t1,...,t,) € A", on a les égalités suivantes :
> Lorsquei=0:

M fis PPN, ) = AT L oG b ) 0 [T (0a(T b )

= [*2 02 f”ﬂ1 ]°+1(vl(’c;t1,..., ,,))] 0jy42 fljl ]O(UQ(T,'tl,...,tn))
e 00 [T oa(mt, t)) 0y 1T (0Tt )]
A(M(T; fi; L)' (e b))

> Lorsquei=n+1: o o
M(T; fi; L) A , . ) = f;+]17]0+2(01(’f;t1,---,fn)fl)°j0+2 flhijo(vz(T} ti, ..o, tn))
= [*z;c 01f;+j1_j0+1(01(’f;t1,-~- tn))] 0jy+2 fjl_jn (v2(T;t1,. .., 1))
= o [T 1Tk, k) 0jnt £ (e, )]
= d"™N(M(T; fi; o) (B b))
> Lorsque 0 <i < jp:
M fis )ik b)) = T on b bt 8)) 0 £ T (0T by 1)
[ it )) oi %o, c] jo+2 fllijo(vz(’f) ti, oo tn))
(01Tt t)) 0ot £ (02T, )] 0102
= di(M(T; fi; L)' (t, .o b))

01(7; tl/ cecy tn
[ ]1 ]U+1

> Lorsque jo <i< ji:

i 1 1
M@ fi; )N, t)) = 211+]1 W oyttt 1)) Ojo+1 f]1 T oy (Tt e ity )
—jo+1
= fszr]l Jox (vl(T;tll-'-/ ))O'0+1 [f] ]0(02(T}t1,...,fn))0i_]'0 *2;5]
i—jo+1
= [;+]1 Jot (’Z]](T}tl,.. tn )O]0+1f (Z)z Tltll . ,tn))] Oi*2;c

= d(M(T; fis L)t t).
> Lorsque j1 <i<n+1:
M fis )k k) = T o bt k) 0je £ T (0T by 1)
[ R 0y (it b)) oi jo—ji+1 *2; c] jo+1 f]1 ](Uz(T,tl, . tn))
= [A T (b 1)) 0t 1T (02T b )] 012

= d(Ai(T; fis f)'(H, ). .
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En utilisant ce générateur ainsi que le morphisme de Eilenberg-MacLane (voir la proposition [1.5.6)
et comme Hl(Sl) = Z,l'application A1 induit une opération de degré 1 en homologie :

[—; =1:Hy(sTot(O.)) ® Hy(sTot(O)) — Hpigr1(sTot(Oy)). (5.3)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
g1 : AP — sTot(O,) et Q2+ AT — sTot(O,),
alors [g1; g»] est définie comme une somme d’applications :
[g1; g2] = Zh‘ s(o){ AP+l — Al X AP x A7 imzAl x sTot(O.)*? — sTot(O,) }
0€S 1Lpig

Comme l'espace C»(2) est faiblement équivalent au cercle S', I'application (5.3) est le crochet recherché.

5.1.2 Construction du produit commutatif

L’application A; fournit aussi, en homologie, une opération de degré 0 qui correspond au produit
commutatif. Pour la suite du chapitre, on donne une construction de ce produit. On commence par
définir I'application continue :

Ap 1 sTot(O,) X sTot(O.) — sTot(O,).
Soient f; et f, deux éléments de sTot(O,). On définit alors :

M(fi; L)' AY — O(n;c);
(toot) = e (f@E+1,. 20+ 1) 7l - 1,0, 26 - 1)),

avec f; < 0 < t;41. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structure As.o-bimodule de O, comme l'illustre la figure dansle casn = 2.

-1;1)

%0 (FI( 2t#1) 5 £3(2t,-1))

w0 (B2t +1; 2t41) 5 £3(+)) %00 () 5 B2t -1 2t,-1))

(-1;-1) (1;1)
Ficure 5.2 — Illustration du recollement de polytope pour n = 2.

Comme on a I’égalité A»(f1; f2) = A1(0; f1; f2), application A, est bien définie. En prenant 1’homologie
singuliere de cette application, on obtient une opération de degré 0 :

— #— : Hy(sTot(O,)) ® Hy(sTot(O.)) — Hp.4(sTot(O,)). (5.4)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
g1 : AP — sTot(O,) et 2+ AT — sTot(O,),

alors g1 * g» est définie comme une somme d’applications :

Q1 * Q= Z e(o){ AP+ . A x A1 e sTot(O,) X sTot(O,) = sTot(O,) }

€SIy,
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Proposition 5.1.3. Les opérations et font de H.(sTot(O.)) une algebre de Gerstenhaber.
Démonstration. La preuve du fait que I'application est bien le crochet de Lie recherché est faite par
Sakai dans [38]. Pour la suite, on a besoin de la démonstration de la commutativité du produit .
Dans un premier temps, on montre que l’application A, est associative a homotopie pres. Soient fi, f, et
f3 des points de 'espace sTot(O,). On commence par décrire I’application :

Aa(Aa(=; =); =) : sTot(O)® —> sTot(O,). (5.5)
Le morphisme semi-cosimplicial A»(A2(f1; f2); f3)" : A" = O(n; c) envoie un élément (f1, ..., t,) vers:

s (fidh +3,.., 46 +3) 5 fl(dta +1,.., 4+ 1) £ Qb —1,..., 26— 1)),

avect; < =1/2 < tjy1 < tiyj < 0 <ty j11. D'un autre coté, on a I'application :

Aa(=; Aa(=; =) : sTot(O)® — sTot(O,). (5.6)
Le morphisme semi-cosimplicial A,(f1; A2(f2; f3))" : A" = O(n; ¢) envoie un élément (¢4, ...,t,) vers :

s (@0 +1,., 26 +1) 5 @ty =1, 4ty —1); £ 7 (@b —3,..., 4, - 3)),

avect, <0 <ty < tpy <1/2 < tyig41. On dispose d’une homotopie H® : A® X [0, 1] — A® définie par :

H':A"x[0,1] = A" (t1,... k) u (t,... 1),

avec ti—1
(1 -y + iz

si <0,

i (1—u)ti+M 0<t;<1/2,

A-wt+ut;—1) si 1/2<t.

L’homotopie est bien définie et, pour u € [0, 1] fixé, H®* est un morphisme semi-cosimplicial. Au final,
I'application qui suit définit une homotopie entre (5.5) et (5.6) :

Hi: sTot(O.)®x[0,1] — sTot(O,),
(fi; fo; f3); u  +— Hi(fi; f2; f3;u),

avec

Hi(fi; f2; f3; w)'(t, ..., ta) = Aa(Aa(fi5 f2); o) (H ((t1, ..., 1) 5 0)).

Contrairement a l'associativité qui dépendait uniquement de la structure As.o-bimodule sur O,, la
commutativité a homotopie pres de I'application A, est due a la structure opéradique de O.. En effet,
remarquons que 'on a les égalités suivantes :

MO; fi; f2) =A(fis fo) et M@ fis f) = Aa(fos 1)
Par conséquent, ’homotopie entre A>(f1; f2) et A2(f2; f1) est donnée par la formule :

H: sTot(O.)?x[0,1] — sTot(O,),
(fi; f); t = At fis fo)-

O
Remarque 5.1.4. Pour définir I'application A, et dans la démonstration de l'associativité de I’application
(5.4), on a uniquement utilisé la structure de bimodule sous I’opérade associative de O,. Par conséquent,

si X* est un espace semi-cosimplicial provenant d’un bimodule pointé alors H.(sTot(X*)) est une algebre
associative dont 1’'opération est donnée par '’homologie de I'application A,.
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5.1.3 Construction du produit associatif

La structure d’algebre associative sur H.(sTot(O,)) se construit de maniere similaire au produit com-
mutatif de H.(sTot(O,)). On commence par définir une application continue :

Az 1 sTot(O,) X sTot(O,) — sTot(O,).
Soient f; et f, deux éléments de sTot(O,). On définit alors :

As(fi; )"t A" — O(m+1;0);
(.. tn) — flRh+1,...26+1) oy 7 Qb —1,...,2t, = 1),

avec t; < 0 < t;41. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structure opéradique de O. Comme dans le cas précédent, I'application A3 est bien définie et
induit le produit associatif recherché en homologie :

— #j— : Hy(sTot(O,)) ® Hy(sTot(O,)) — Hp4(sTot(Oy)). (5.7)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
g1 : A — sTot(O,) et Q2+ A1 — sTot(O,),
alors g1 * g» est définie comme une somme d’applications :

Q1% &= Z e(o){ AP+ — AP x A1 e sTot(O,) X sTot(O,) = sTot(O,) }

0€Shy,

5.1.4 Construction du module a gauche

La structure de module a gauche sur H.(sTot(O,)) se construit de maniere similaire au produit
commutatif de H.(sTot(O,)). On commence par définir une application continue :

Ayg :sTot(O,) X sTot(O,) — sTot(O,).
Soient f; un point de sTot(O,) et f, un point de sTot(O,). On définit alors :
M(fi; )" A" — O(m+1;0);
(hoste) = o (AQE+1,. 20 +1) 5 7@t =1, 20 = 1)),

avec t; < 0 < t;1. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension #n en
utilisant ’action de I'opérade O, sur le bimodule O,. Comme dans le cas précédent, I'application A4 est
bien définie et induit la structure de module recherchée en homologie :

— % —  Hy(sTot(O,)) ® Hy(sTot(Oy)) — Hp4(sTot(O,)). (5.8)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
g1 : AP — sTot(O,) et g2 : AT — sTot(O,),
alors g1 * g» est définie comme une somme d’applications :
Q1 % 92 i= Z 8(0){ AP —— AP X AT —— 5ToH(O,) X sToH(O,) —— sToH(O,) }
0€Shy
Proposition 5.1.5. Les opérations (5.3] 5.7) et (5.8) induisent une structure de sco-algébre sur le couple :
(H*(sTot(Oc)) ; H*(sTot(O ).

Démonstration. On sait déja que les opérations (5.2) et (5.4) induisent une structure de Gerstenhaber
sur H.(sTot(O,)). De plus, les vérifications de I’ assoc1at1v1te de l'opération (5.7) et 'axiome de module a
gauche pour I'opération (5.8) sont identiques a la premiere partie de la preuve de la proposition o

Remarque 5.1.6. Pour définir I'application A4, on a uniquement besoin de la structure bimodule pointé de
O. Par conséquent, si un couple d’espaces semi-cosimpliciaux (X? ; XJ) provient d’'un bimodule pointé
alors le théoreme affirme que le couple (H.(sTot(X?)) ; H.(sTot(X3))) est une sci-algebre dont le
produit associatif et la structure de module a gauche proviennent de I’'homologie des application A, et
A4 respectivement.
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5.2 Structure descy-algebre surle couple d’homologies de Hochschild

D’apres la définition I'homologie de Hochschild associée a un espace semi-cosimplicial X* est
obtenue a partir du bicomplexe {C},(X")}; 420. On dispose de deux différentielles :

p
9: C(XN) — C (X)) ; {f 1A = X7} — Z (=1) { N e NV X1 }

i=0
q+1
o: C(XT) — C;(X‘?“) ; {f A > X > Z (-1 { N — X4 — X4t }
i=0
On introduit ainsi le complexe de Hochschild :
Cp(X®) = H CPH et d=d+ (-1, avecpeZ.

>0

Définition 5.2.1. Soit X* un espace semi-cosimplicial. On note HH.(X*®) I'homologie du complexe de
chaines (C.(X*); d).

Soient O une {o; c}-opérade et ) : Act — O un morphisme de {o; c}-opérades. On désignera par
(Oc; O,)le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé a l’application 17 (voir 'exemple[1.2.3). Comme O,
provient d'une opérade multiplicative, Gerstenhaber et Voronov ont démontré dans [19] que I’homologie
de Hochschild HH.(O,) posséde une structure de Gerstenhaber explicite. De méme, on va montrer que
le couple (HH.(O,) ; HH.(O,) ) posseéde une structure de sc;-algebre explicite.

5.2.1 Construction du crochet de degré 1
En utilisant la structure opéradique de O, on construit une opération de degré 1 :
[-; —1: HHy(O) ® HH;(Oc) — HHp14+1(Oc). (59)

Si on se donne deux morphismes :

g =g AV 5 0(l; ¢) l>0€HC O et g i={gh: AT 0 ) ,>oeHc 0D,

>0 >0

alors [¢7; g5] est défini sur le facteur C; gl +1(O£) via la formule :

r+1
Z { Z 8(0)2(—1)8{ APHIHHL s_g> APHHL ¢ AFS m_g)_ Or+1 X Os _) Ol }

- &
r+s=l \ 0€Shpiri1;q4s i=1 1

r+ly

r+1
+(_1)(P+1)(q+1) Z E(G)Z( 1)6 {Ap+q+l+l > AGHHL ¢ APFS O:+1 x 08 - Ol }
& X&)

0€Shgiri1;pts

avece =(s—1)(i-1)+r(g+s)ete’ =(s=1)(i—-1) +r(p+5s).

5.2.2 Construction du produit commutatif
En utilisant la structure de bimodule sous 'opérade associative de O, on construit 1’opération :
— *—: HH,(O;) ® HH;(O,) — HH,4(O,). (5.10)

Si on se donne deux morphismes :

g; - {gll S APH O(l; ¢) }is0 € 1_0[ C;+I(OZC) et g2 {g2 AT O(; o) hiso € H Cq+l(ol
> >

alors g7 * g5 est défini sur le facteur C; +qul(OlC) via la formule :

Y, ), e a APHT X AT ——> OF x 05— O, .
So 81%83 2= ©

1782
r+s=l 0€Shysr;q+s
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5.2.3 Construction du produit associatif

En utilisant la structure de bimodule sous I'opérade associative de O,, on construit I’opération :

— #— : HHy(O,) ® HH,(O,) — HH,4(0,). (5.11)
Si on se donne deux morphismes :
gi=1gh AT 5 0(+1;0) k€ [[C(0) et g3i=(gh:A™ 5 0U+1;0) )0 € [ [ (O
120 120
alors g7 #; g5 est défini sur le facteur Coig (O} via la formule :
Z Z S(G){ APHIH S AP AT o O/ % Os Ol }
S 81%X85

r+s=l 0€Shy4y;q4s

5.2.4 Construction du module a gauche
En utilisant I'action du bimodule O, sur O,, on construit 1’opération :
— % —: HH,(O,) ® HHy(O,) — HH,1,4(O,). (5.12)
Si on se donne deux morphismes :
g =18l A 50U ko€ [[CL0D) et g3i={gh:A™ 5 OU+1;0) k0 € [[CLi(O
120 120

alors g7 *, g5 est défini sur le facteur C; 4 +I(Of,) via la formule :

Z Z E(G) AP o AP ¢ ATHS O x Os Ol
So 81%8&> ¢ *2; o(— -

r+s=l 0€Shy4y;q4s

Proposition 5.2.2. Les opérations (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12) induisent une structure de scy-algébre sur le
couple :

(HH.(O.) ; HH.(O,)).

Démonstration. La preuve est similaire a celle de Gerstenhaber et Voronov dans le cas classique [19] ainsi
que la preuve de Turchin [47] dans le cas gradué. La démonstration est basée sur les propriétés du shuffle
et sur la structure particuliere de I'opérade Act. O

5.3 Le morphisme de Bousfield

Dans un premier temps, on redonne la définition du morphisme de Bousfield. Soit X* un espace semi-
cosimplicial. Comme on travaille avec des espaces de Hausdorff compactement engendrés, la donnée
d’un élément g* : AY — sTot(X®) € C;(sTot(X')) est équivalente a la donnée d’une famille d’applications :

(g AP x Al = X}1s,

vérifiant les relations : . ‘
dogh=g"o(idxd), pour i€ {0,...,1+1}. (5.13)

Ainsi, pour p > 0, on construit I'application :

Py : C(sTOHX")) = Cp(X") = H (X)),

>0

envoyant g* vers une somme d’applications définie sur le facteur C;+,(X’ ) via la formule :

Z S(O'){AP+I—S>APXAZI—>XI}.

UEShp;[ $
On prolonge I'application ¢, aux entiers p négatifs en posant :

Co(sTot(X*)) = 0 et ®p: 0 0.
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Lemme 5.3.1. [[/] La famille d’applications {¢p}pez est un morphisme de complexes de chaines.

Démonstration. On doit montrer la commutativité des diagrammes :

C;(sTot(X‘)) -~ C;H(sTot(X‘))

L% l%

Cp(X®) Cpaa(X®)

Lorsque p < —1, on a la commutativité par construction. Supposons que p > —1 et fixons g* un point de
C; +1(8T0t(X*)). On commence par regarder la composée ¢, o d :

p+1
d(g*) =Z(—1)"{N’ y AP+ = sTot(X‘)},

i=0
p+1

= (—1)l‘{ AP quﬁM“ X AT —= X }
'Xi

i=0 920

Par conséquent, la composée (¢, o d)(g°) est définie sur le facteur C; +I(Xl) par:

p+1
Y @) (-1 { AP e AP XA —— AP XA — > X } .

d'xid
T = g

D’un autre coté, la composée (d o ,41)(g°) est définie sur le facteur C;+I(Xl) par la formule :

p++1
Z é(O)Z( 1 { p+l_>Ap+l+1 _S>Ap+1 XAZ—1>XZ }

o g
0€Shp41;1

1
+ (_1)p+2 Z E(G)Z(—l)i{ APH T_Apﬂ x Al-1 — X1 y X! }

0€Shyn;11 i=0 8

Le premier facteur provient de C; (X") via la différentielle d tandis que le second facteur provient de

+l+1
C; +I(XH) via la différentielle 6. Comme g* préserve la structure semi-cosimpliciale vis-a-vis du second

facteur (voir relation (5.13)), on peut réécrire 1’expression précédente :

p+i+1
Z 6(0) Z( 1 { Ap+l _)Ap+l+1 _)Ap+1 XAI—I>XZ }

So
0€Shp41;1 8

4 idxd'

1
+(=1)P*2 Z e(a)z(—nf{ AP AP AT —— AP XA — X! }

0€Shy 1,11 i=0

Par fonctorialité on cherche & montrer 'égalité suivante :

p+l+1
Z E(U) Z (_1)1'{ APH 7_ APHHL ?U_ AP Al }
0€Shy41;1 i=0

p+1
= Z e(a)Z(—l)f{ AT AV A — AP A }

. d'xid
0€Shy, i=0

1
+ (_1)p+1 Z E(O’)Z(—l)i{ AP+ ?APH x AP s AP Al }

idxd’
0€Shpe1,11 i=0
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Cette égalité est due au fait que l'application d’Eilenberg-MacLane est un morphisme de complexes
de chaines. Il suffit d’appliquer la commutativité du diagramme qui suit a I'élément idy,,, ® ids, €

C;+1(AP+1) ®C(A)):

(Curecn))e(c, @ ec (A))~—C,, ) e G (5.14)

- :

Co (AP*1 x Al) C5 (A7 X )

O

Définition 5.3.2. Le morphisme de Bousfield est défini comme 1’homologie du morphisme de complexes
de chaines {¢@,} :
@" : Hy(sTot(X")) — HH,(X").

Soient O une {o; c}-opérade et ) : Act — O un morphisme de {o; c}-opérades. On désignera par
(O¢; O,) le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé a 1’application 7. Le morphisme de Bousfield
induit une application :

(H.(sTot(O,)) ; H.(sTot(O,))) — (HH.(O,) ; HH.(O,)). (5.15)

D’apres les sections précédentes, on sait que les deux couples d’homologies posseédent une structure de
scp-algebre explicite. Pour démontrer que I'application (5.15) préserve cette structure, on va utiliser la
théorie des modeles acycliques.

5.3.1 La théorie des modeles acycliques

Définition 5.3.3. Soient R un anneau, C une catégorie et M un sous-ensemble d’objets de C. Un foncteur
F : C = R-mod est dit libre pour le modele M si et seulement si il existe un sous-ensemble M’ C M et
un élément ey € FM, pour tout M € M, tel que I’ensemble :

Ens(C) := {(Fa)epqy e FC| M e M, a € C(M; C)},

forme une base de FC pour C € C. En d’autres termes, le foncteur F peut se factoriser de la fagon suivante :

C——R-mod
E

F
n& Kstr:ction libre

Sets

On dira qu'un foncteur F : C — Ch(R) est libre pour le modele M si, pour tout entier naturel p, la
projection sur le p-ieme R-module F, : C — R-mod est libre pour un modele M, C M.

Théoreme 5.3.4. [53| Théoreme 2.1] Soient C une petite catégorie, M un sous-ensemble de Iensemble des objets
deCet F,G: C — Ch(R) deux foncteurs nuls en degré négatif. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

> F est libre pour le modele M,
> G est acyclique en M (i.e. H(GM) =0 Vi>0et M e M),
> il existe une transformation naturelle o : Hi)F — H,G,

alors il existe une transformation naturelle, unique a homotopie prés, & : F — G induisant o sur le premier groupe
d’homologie.

Corollaire 5.3.5. [53] Corollaire 2.3] Sous les conditions du théoréme deux transformations naturelles entre
les foncteurs F et G, induisant la méme transformation naturelle a : HoF — HoG, sont homotopes en tant que
complexes de chaines.
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Application 5.3.6. La subdivision shuffle

Soit X un espace topologique. On définit la subdivision shuffle sur le n-ieme complexe de chaines
singuliere, notée S,,(X) : C;(X) — C;(X), envoyant un élément g : A" — X vers la somme d’applications
donnée par la formule :

Z Z s(o){A"S—>AF’><A‘iS—>A”T>X},

pHI=n geShy, ’

p,4>0

(=1, t=1,6+1,...,t+1)
> .

La famille d’applications {S,(X)} forme un morphisme de complexes de chaines. En effet, remarquons
que le diagramme ti appliqué a l'élément id, ® ids, € CSAp(AF’) ® C3(A7), nous donne les égalités
suivantes :

avec s: AP X AT — APYT (t1,...,tp)><(ti,...,t;)r—>

(d 0 5,(X))(Q)

n
Y., ) s(o)Z(—l)i{ A — AT AP X AT —— A" ——> X }

p+a=n geShy., i=0

p
Z [ Z s(G)Z(—l)i{A”1?AP1XMW>APXMS—>A”?X}

p+q=n |o€Shy-1,y  i=0

q
(=1 Z e(a)Z(—w’{ AT e A XA —— AP X AT —— AT —— X

0€Shy,g1 =0

p-1
Y, [ Y. e(o)Z(—l)’{ AT AT XAT —— AP X AT —— AT —— X }

p+a=n [oeSh,_1,4 i=0

q
+H(=1)+ Z e(a)Z(—l)i { A e NV X AT —— AP X AT —— AT — > X

= | i
n
= Z Z S(G)Z(—l)i{A”‘ls—>N’xM — AT —— AT — X}
p+q=n—10€Shy,., i=0 !

= (Sp1(X) 0 d)(Q)-

On va utiliser le corollaire afin de prouver que les deux morphismes de chaines, provenant de
I'identité et de la subdivision shuffle, sont homotopes. Pour cela, remarquons que ces deux morphismes
peuvent étre vus comme des transformations naturelles entre les foncteurs F = G = C; : Top — Ch(K).
Posons :

M={AP|peN}, M, ={A"} et e, =ida, € Cy(A).

Ainsi, pour tout espace topologique X, I'ensemble {C}(a)e, | a € C,(X)} est une base de C;(X) par
définition des chaines singuliéres. De plus, C;(A”) est acyclique car les simplexes sont contractiles. Enfin,
comme la subdivision shuffle d’un point est le point lui-méme, S.(X) induit la transformation naturelle
id : Ho(X) — Ho(X). Par conséquent, il existe une homotopie de chaines {t,(X)},so0

LX) ———— X)) ~—C () =——— -

ty— ty
idﬂsm(N idﬂSn(N id“smm

G, () G C ()

fonctorielle en la variable X et vérifiant la relation :

id = Su(X) = d o tu(X) + ta1(X) o d.
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5.3.2 Préservation de la structure de sc,-algebre

Sakai [38] a démontré que le morphisme de Bousfield préserve le crochet de degré 1. Dans cette
sous-section, on va montrer qu’il en est de méme pour les autres opérations. Comme les preuves sont
similaires, on va uniquement traiter le cas du produit commutatif. On doit prouver que, pour tous entiers
naturels p et g, le diagramme suivant est commutatif :

H,(sTot(Oc)) ® Hy(sToH(O.)) —— Hy.q(sTot(O,))

l#’; ®9; j(/’?w

HH,(O,) ® HH,(O, ) ———= HH p+q(Oc)
Cela revient a construire une homotopie {/,},>0 au niveau des complexes de chaines :

- =—— P C(sTot(O,)) ® Ci(sTot(O,)) =— P C5(sTot(O,)) ® C5(sTot(O,)) ~—— -
p+q=n p+g=n+1

ﬁ;lﬂ/ ﬁ; p ﬁn-ﬁ-l\ﬂ/ ﬁ’l+1

Cn(oc) n+1 (O )

n n : 4 * * * :
avec f3] fet B c'orres-}\)ondant respeql.vement aux composées ;. ; © (- * —)et(—+-)o(®¢p,®¢p;) auniveau
des chaines singulieres. Plus explicitement, si on se fixe deux morphismes :

g1 : AP — sTot(O,) et g2 : AT — sTot(O,),

alors les applications B et 5 sont définies sur le facteur C; 4 +I(O£) par les formules :

n — p+q+l 4 q 1 !
> 1(81®82) 76; 8(0){ AT = APXATX A = Oc }
C p;q;l
> BlgI®g) = Z Z g(g){ AP+ 5 AP XATXATXAS < O x O¢ P 0. }

r+s=l 0€Shy,q;r;s

2 Z (o) AP S AP X AT XA XA ——— AP X A x Al ——— O},
S, idxidxs A(81582)
r+s=l 0€Shy,q;r;s

avec A(g1; §2)(x; ¥ 2) = Aa(g1(x); £2(¥))(z) et s : A” X A* — A™* introduite dans 'application|5.3.6} On
peut donc exprimer f, a I’aide de la subdivision shuffle. On va ainsi pouvoir utiliser ’homotopie { tn Ynz0,
issue de 'application 5.3.6] pour construire 'homotopie {1} 0.

Remarquons que, sur le facteur C; | ](Ol) les applications B et f; correspondent a 'image de 1’élément
id, ® id; ®id; € C;(AP) ® C;(Aq) ® CS(AI) via les composées verticales a gauche du diagramme suivant :

—— B CeCUNeCK)~—— P CUNeCANeCA)<——: - (516)
a+b+c=n+l a+b+c=n+l+1

idﬂ@id@id@Sc(A’)

) id“@id@id@Sc(Al )
A

n+l

e P CUNRCANRCIA)— B ) RCHA)®CHA) ~— -

a+b+c=n+l a+b+c=n+l+1
lEM lEM
1 1
e C (A X AT X Al C (AP XATXA) ———
lC’;H(A;(gl ;82)) LCiHM(/\;(gl ;82))
! !
n+l(O ) n+l+1(O )
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avec t;, une opération définie a partir de I'homotopie {¢,} entre les morphismes de chaines provenant de
I'identité et de la subdivision shuffle (voir ’application |5.3.6) :

v,A): e CS(AP)®C5(M)®CS(AZ) — &  C(A)eC(A)eCi(A)

a+b+c=n+l a+b+c=n+l+1
x@y®z — (-1)Mxeyeb,(A)e)
Par construction, on a les égalités suivantes :
(dot! (A)+t . (A)od)(x®y®2)
= d((-D)HMx@yetL(A)E) )+t (ANd@eyez+(-1Fxrody)@z+ (-1 xeyed() )
= (-1)Md(x) ® y ® ty (A)(z) + (-1)Vx ® d(y) & t(A)(z) + x ® y ® d(t(A)(z))
+ (=D)F-DWFE(x) @ y ® ty (AN () + (DY 1x @ d(y) ® t(A)(2) + x @ y ® ty(A)(d(z))
= x® y @ d(fy(A)(2) + x ® y ® t(A)(d(2))
= (id - id ®id ® S (A))(x ® y ®2).

On a donc la relation :
id—@id®id®S.(A)=dot (A +t,, (A)od. (5.17)

On va utiliser la fonctorialité du diagramme (5.16) ainsi que la relation ci-dessus afin de montrer que la
famille d’applications :

(818 82) 1= { [Copn(A(815 2)) 0 EM o £, (A)(id, ® id, @ id)) | _ € Cia(O0),
forme une homotopie entre les morphismes de chaines f; et . Pour cela, on doit vérifier la relation :
Bl —ps=doh, +h,qod.
Or la commutativité du diagramme et du diagramme ci-dessous

-1 n+l 1 -1 -1 Cf,+,(/\'2(81 gza -1
G (A") @ Ci(AT) @ C)_ (A )—>CS(N’)®CS(M)®C5(A )—>CZ+Z(N’ XATXANT) ——=C  (O7)
jid@ id®Y.(-1)'C;_ (d) id®id® Z(—l)iC?(di)l Y(-1)C;, Gd xid x di)l Z(—l)iC;+I(di)l
s (AP s (A4 l S (AP s (A] s(AL S P q ! s !
C3(AP) ® C3(AT) ® G (A)WC (A1) ® C(AN) @ CH(A) = G (A X A X A) e C L (O))

impliquent les égalités suivantes sur le facteur C, I(Ol ):
(doh )g1®g) =00[Cs, . (Ny(51; 82)) 0 EM ot/ (A (id, @ id, @ id))
+(=1)"60[C3, (A5(31; 82)) o EMot! (A |(id, ®id, ®id)_1)
= [C, (A5(815 82)) o EMod ot (A |(id, @ id, ® idd)
+(=D)"C (A58 g2)) o EMoot! - 1(Al)](ld ®id; ®d(id)-1)).
De méme, en utilisant des diagrammes similaires a , on obtient les égalités :

(hnod)(g1® g2) = hy1(dg1 @ 82) + (~1)hy-1(81 @ dg2)
p
=[ Y (0C (Ay(digi; g2) o EM ot (A (idy1 @ id, ® id)
+ (1] Y (F1CL (A(g1 5 diga))oEMot,, (A)](idy ®id, 1 @idy)

=[G, (Ny(g1; &) 0 EMod ot (A)|(d(idy-1) ® id, ® idh)

+(1Y[CL (N85 g2)) o EMo b, (A](id, ® d(idy-1) ® id).
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Par exemple, le diagramme associé au premier facteur est le suivant :

B (A) EM
s p-1 s (A4 s(AL) L s p-1 S (AG s 1 s p-1 q 1
G (W) ® CIAN B C(A) == Gy (V) & C(A) © Gy (M)~ G (0 X ATX A

LD @)eideid  Y(-1c,@)eideid Y(-1)C, (d xidxid) C.

(%)

C(15(81582))

S S s(Al S s S 1 S
C:_,(A%) ® C(AT) @ C;(A)) C_ (A7) @ Cy(AT) ® G, (A) ——= C;,, (A” X AT x Al)

| I+1
B (&)

Au final, grace a la relation (5.17)) on obtient :
(dohn+hiod)@®g) = [C, (15815 82)) o EM o [dot, (A) +t,,, () od |(id, ® id, ® id)
= [ (A5(815 82)) 0 EM | 0 [id — @id @ id ® S.(A) |(id, @ id @ i)
= (B7 =B )1 ® 82).

On a donc démontré que le morphisme de Bousfield préserve le produit commutatif. Pour le produit
associatif et la structure de module a gauche, il suffit de remplacer I'application A, dans ce qui précede
par les applications A3 et A4 respectivement. On a donc le résultat suivant :

Théoreme 5.3.7. Le morphisme de Bousfield induit un morphisme de sc,-algebres :
(H.(sTot(O,)) ; Hu(sTot(Oo))) — (HH.(O.) ; HH.(Oo)),

préservant les structures introduites dans les sections[5.1et[5.2]

5.3.3 L’isomorphisme de Bousfield

Contrairement a ’'homologie de Hochschild, '’homologie singuliére associée a la semi-totalisation est
définie uniquement en degré positif. Par conséquent, le morphisme de Bousfield n’est pas nécessairement
unisomorphisme. Cependant, dans1’article [Z], Bousfield démontre quel’application ¢y H,y(sTot(X*)) —
HH,(X*) est un isomorphisme des que p > 0, avec X* un espace semi-cosimplicial.

5.4 Suites spectrales de Bousfield et applications aux longs entrelacs

Dans ce qui précede, les opérades considérées sont par défaut non symétriques. On précisera la
symétrie s’il y a une ambiguité. Dans l'article [7], Bousfield introduit une suite spectrale calculant
I'homologie singuliere de la totalisation homotopique d"un espace cosimplicial. Grace a la remarque
on sait que cette suite spectrale permet aussi de calculer ’homologie singuliere de la semi-
totalisation de 1’espace semi-cosimplicial associé :

Théoreme 5.4.1. [[7] Soit X* un espace cosimplicial. Il existe une suite spectrale du second cadrant calculant
I'homologie singuliere de sTot(X®). Sa page E! est définie par :

—_

EL, .= |ker(sl) € Hu(X"), (5.18)

I
o

et la différentielle est donnée par la restriction de I'application suivante :

n+1
Z (1) Hp(d') : Hy(X") = H,y(X™). (5.19)
i=0

Alternativement, on obtient la méme suite spectrale a partir de la page E* en prenant E', ., = H,(X") et

Uapplication (5.19) comme différentielle (sans tenir compte de la restriction a l'intersection des noyaux des codégé-
nérescences).
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Théoréme 5.4.2. [29, Proposition 3.4] On dit qu'un espace cosimplicial X® est bon a la page E' si la suite spectrale
de Bousfield (5.18) associée a X* satisfait les conditions suivantes :

i) EL,.,, =0pourm<n,

—-n;m

.o . . . . . . 1
ii) pour tout entier i, il existe un nombre fini de n tel que E . . # 0.

Si un espace cosimplicial X* est bon a la page E' alors la suite spectrale de Bousfield associée & X* converge
fortement vers H.(sTot(X*)).

Théoreme 5.4.3. [42) Théoreme 7.2] Pour n > 4, I'espace cosimplicial associé a I'opérade multiplicative de
Kontsevich K, est bon a la page E'. En particulier, la suite spectrale associée @ K, converge fortement vers
H.(L1;n), pourn > 4.

Notons qu'il existe une seconde suite spectrale calculant I'espace H.(L;;,) appelée la suite spectrale
de Vassiliev qui consiste a étudier le complémentaire d’un noeud. Turchin, Lambrechts et Voli¢ ont
montré dans [29] que la page E! de la suite spectrale de Vassiliev coincide avec la page E? de la suite
spectrale de Bousfield associée a K, pour n > 4. Cependant, pour n = 3, on ne sait pas si les suites
spectrales convergent fortement et certains résultats laissent a penser que ces deux suites spectrales ne
convergent pas vers le méme objet. Dans le méme article, les trois auteurs démontrent aussi que la suite
spectrale de Bousfield associée a K, dégénere a la page E*> pour n > 4. Par la suite, Moriya dans [34] et
indépendamment Tsopméné dans [46] ont étendu ce résultat pour n = 3.

Théoreme 5.4.4. [34, 46 Pour n > 3, la suite spectrale de Bousfield a coefficients rationnels associée a ¥,
dégénere a la page E2.

Dans le chapitre précédent, on a vu que %K, est une opérade symétrique multiplicative. On a mon-
tré que le K,-bimodule ®y(K,;) est équipé d'un morphisme de As-bimodules 1 : As — D(K,,). Par
conséquent, @ (K,;) posseéde une structure cosimpliciale. Cependant, malgré le fait que %, soit bon a la
page E!, on n’a aucune information sur la convergence forte de la suite spectrale de Bousfield associée a
@ (K,;). Néanmoins, Tsopméné réussit dans [45] a obtenir des résultats sur la dégénérescence de la suite
spectrale :

Théoréme 5.4.5. [45, Théoreme 1.4] Pour n > 6, la suite spectrale de Bousfield a coefficients rationnels associée
a O(K,) dégénere a la page E2.

Définition 5.4.6. Soit X* un espace topologique. On note HH?(X®) ’homologie de Hochschild (voir la
définition|(1.5.8) associée au bicomplexe défini par :

XP7 = Hy(X7),
et dont les différentielles sont données par les formules :

q+1
di=0:Hy(X") > Hy.i(X7) et dy= (—1)?*‘7“211;7(011') : Hy(X7) — Hy(X7).
i=0
Grace a la seconde description de la suite spectrale de Bousfield du théoreme[5.4.1} on peut identifier
la page E? de la suite spectrale de Bousfield a '’homologie de Hochschild HH?(X*).Si X* provient d"une
opérade multiplicative alors HH.(X*) et HH?(X®) sont toutes deux des algebres de Gerstenhaber. De
plus, dans le cas particulier X* = K etd > 3, Moriya [34] et indépendamment Tsopméné [46] ont montré
que HH.(X*) et HH2(X®) sont isomorphes en tant qu’algebre de Gerstenhaber. On va s’intéresser au cas
ol un couple d’espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée.

Définition 5.4.7. Soit P une S-opérade (symétrique) dans la catégorie dg-Vectk, avec S un ensemble. Une
S-opérade (symétrique) topologique O est dite P-formelle s’il existe un zig-zag d’équivalences faibles
dans la catégorie des S-opérades (symétriques) différentielles graduées :

19 P j2 1)
Ci(0) = Jo — < .l — H.(O)

Notons que dans cette catégorie, un morphisme est une équivalence faible s’il induit un quasi-isomorphisme
en chaque degré.
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Proposition 5.4.8. Si O est une opérade symétrique multiplicative L[Ask]-formelle alors la {o; c}-opérade non
symétrique ©, obtenue a partir du couple (O ; ®(O)) via la construction [@.6), est Actx-formelle.

Démonstration. Comme O est L[Ask]-formelle, on dispose d'un zig-zag d’équivalences faibles dans la
catégorie des opérades symétriques différentielles graduées :

L[Ask] == L[Ask] ="+ - == L[Ask] L[ Ask]
C(0) =— Al —— — Ay, — H.(O)

avec A; des opérades symétriques multiplicatives. En oubliant 1’action du groupe des permutations, on
obtient un zig-zag de d’équivalences faibles dans la catégorie des opérades non symétriques différen-
tielles graduées :

ﬂS]K B ﬂS]K A ﬂS]K .?IS]K (520)
CGO)~——A —— =~—A, ——H.(0)

La construction de la section £.2] peut s’adapter dans le contexte d’opérades symétriques différentielles
graduées. Pour tout entier i € {1 ...,m}, ®r(A;) est un A;-bimodule équipé d’un morphisme de Ask-
bimodules 71; : Ask — Dk(A;). De plus, on a les égalités D (C5(0)) = C3(Pr(0)) et P (H.(0)) = H.(Pr(0)).
Le diagramme induit le diagramme dans la catégorie des Ask-bimodules différentiels gradués :

ﬂS]K ﬂS]K ﬂS]K ﬂS]K
Ci(Dr(O)) =— Pi(A1) — - = Dr(An)) —= H.(Dx(0))

dont les morphismes horizontaux au bas du diagramme sont des équivalences faibles. Grace a la fonc-
torialité de la construction (4.6)), on dispose d’un zig-zag d’équivalences faibles dans la catégorie des
{o; c}-opérades non symétriques différentielles graduées :

ﬂct]K ﬂCi’]K cee ﬂCtIK ﬂCi’]K
Ci (®) ~ ®1 ~ ~ ®WZ ~ H* (G))

avec O;1’opérade colorée obtenue a partir du couple (A; ; Pi(A;)) viala construction (4.6). Par conséquent,
© est Actk-formelle. O

Corollaire 5.4.9. Soit O est une opérade symétrique multiplicative. Si O est L[Ask]-formelle alors on a un
isomorphisme de scy-algébres :

(HH.(0); HH.(®(0))) = (HHZ(0) ; HH(®(0)))

D’apres Kontsevich et Tamarkin, on sait que 1’opérade de Kontsevich est formelle en tant qu’opérade
symétrique (i.e. qu'il existe un zig-zag d’équivalence faible entre C3(K;) et H.(K;) dans la catégorie des
opérades symétriques différentielles graduées) si K = R. De plus Moriya et indépendamment Tsopméné
ont montré que l'opérade de Kontsevich est Ask-formelle. Cependant rien ne garantit que K soit
Y[Ask]-formelle.
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Dans ce qui précede, on s’est intéressé a 1’étude des opérades pointées car cela nous a permis d’avoir
desrésultats sur les couples d’espaces semi-cosimpliciaux. On a pu ainsi montrer que la paire (L., ; Li;n)
était faiblement équivalente a une SC»-algebre. Cependant il est souvent difficile d’identifier un espace
topologique a un espace semi-cosimplicial. Dans de nombreux cas les relations semi-cosimpliciales sont
vérifiées uniquement a homotopie pres. Par exemple on ne dispose pas de remplacements cosimpliciaux
pour les espaces de plongements Emb(RY; R") et Emb(| |, R?; R") lorsque la dimension de la variété
source est strictement supérieure a 1. Il est néanmoins possible de les identifier a des espaces de bimodules
infinitésimaux sous l'opérade C,. C’est pourquoi il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre
3 afin d’étudier ces cas de figure.

6.1 La Boardman-Vogt résolution pour les (P-Q)y bimodules

On a introduit dans le chapitre 2 la notion de bimodule libre engendré par une X-collection. Cela
nous a permis de définir une structure de catégorie modele sur X-Bimodp.g ol P et Q sont deux opérades
colorées symétriques. La particularité de cette structure modele est que tous ses objets sont fibrants
et que l'on dispose d'un ensemble générateur de cofibrations. On va montrer dans cette section que
la catégorie d’arbres introduite pour construire le bimodule libre va nous permettre de construire de
maniere fonctorielle des remplacements cofibrants. On se fixe pour la suite P et Q deux S-opérades
symétriques ainsi qu’un (P-Q)x bimodule M. On commence par introduire I'ensemble des arbres qui va
encoder la structure.

Définition 6.1.1. On note @, I'ensemble constituée des couples (T ; V?(T)) avec T un S-arbre ayant n
feuilles et VP(T) un sous-ensemble des sommets de l’arbre appelées perles. On demande que chaque
chemin reliant une feuille ou un sommet univalent (i.e sans entrée) a la racine passe par une unique
perle. Les perles forment ainsi une section divisant I’arbre en deux parties. Un élément de @, est appelé
un arbre a section. On désigne par V*(T) 'ensemble des sommets au-dessus de la section et par V4(T)
ceux situés au-dessous de la section.

Ficure 6.1 — Illustration d’un arbre a section.
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Construction 6.1.2. A partir d'un (P-Q)y, bimodule M on peut construire le (P-Q)s bimodule 8(M) dont
les points sont les classes triplets [T'; {t,}; {a,}] avec T un S-arbre a section et {a,} une famille de points
indexant les sommets de I’arbre. Les perles sont alors indexées par des points du bimodule M tandis que
les sommets au-dessus de la section sont indexés par des points de Q et ceux au-dessous de la section
sont indexés par des points de P. Enfin {t,} est une famille de réels dans I'intervalle I = [0, 1] paramétrant
uniquement les sommets non perlés. Si une aréte e au-dessus de la section connecte deux sommets non
perlés alors on demande que t,) > ty). Dans le cas ol e est au-dessous de la section, on a ¢y < ty,). On
construit B(M) comme un quotient du sous-espace :

[T 1 [P, eu@ie@)xi]x [] Me@),.au@ieaenx [ [Qei@) .. eu@)e@) x|

@, 0eVA(T) veVP(T) veVi(T)

obtenu a partir des restrictions sur les familles {t,}. La relation d’équivalence est engendrée par les
conditions suivantes :
i) Si = est une unité de P ou Q alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

(1) ~

if) Si un sommet v est indexé par a - 0, avec 0 € i), alors on a la relation suivante :

Tl [T

T---- | T

(ast)

iif) Si deux sommets consécutifs sont paramétrés par le méme réel t € [0, 1] alors on peut contracter
I'aréte interne les reliant via la structure opéradique. Le sommet issu de la contraction est ensuite
paramétré par £.

Ficure 6.2 — Exemples de la relation (ii).

iv) Si un sommet au-dessus de la section est paramétré par 0 alors on peut contracter sa sortie.
Inversement, si un sommet au-dessous de la section est paramétré par 0 alors on peut contracter
simultanément toutes ses entrées via la structure de bimodule a gauche.

Ficure 6.3 — Exemples de la relation (iv).

Afin de définir la structure de bimodule a droite, notons qu’un point a € Q(s1,...,8n;8;) peut étre
interprété comme une corolle non perlé ayant n entrées indexées respectivement par les couleurs s; et la
sortie par la couleur s; tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T; {t,}; {a,}] est un point de
BM)(s],--.,5,;8,,,) alors la composée [T'; {t,}; {a,}] o; a consiste a greffer la corolle sur la i-eme feuille
de T et a paramétrer le nouveau sommet non perlé par le réel 1.
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De maniére similaire, sib € P(sq, ..., Sy; Sn+1) et [T;; {tﬁ,} ; {aﬁ,}] est une famille de points dans les espaces
B(M)(sg, s, si, ;si) alors la structure de P-bimodule a gauche consiste a greffer sur chacune des entrées de
la corolle associée a b le point de B(M) correspondant. Le nouveau sommet non perlé issu de la corolle
est ensuite paramétré par 1.

(b0,2;;1)

Ficure 6.4 — Illustration de la structure de bimodule a gauche.

On rappelle que le (P-Q)y, bimodule libre #5(M) engendré par M est I'ensemble des couples [T; {a,}]
avec T un S-arbre a section borné et {a,} une famille de points indexant les sommets de l’arbre (voir la
définition 2.2.9). L'ensemble des S-arbres a section bornés a n feuilles peut étre interprété comme un
sous-ensemble de @, constituée des éléments n’ayant pas deux sommets non perlés consécutifs. On
dispose donc d"un morphisme :

7: FpM) = BM) ; [T; {ao}] = [T; {1o}; {ao}], (6.1)

paramétrant tous les sommets non perlés par 1. Grace a la condition (iii), 'application 7 est un morphisme
de (P-Q)x bimodules. On consideére aussi 1’application :

p:BM) - M ; [T; {t}; {aol] = [T; {0} {an}], (6.2)

qui fixe les parameétres des sommets non perlés a 0. On identifie I’arbre obtenu a une corolle indexée par
un point de M. Les conditions (iii) et (iv) impliquent que l'application y est un morphisme de (P-Q)x
bimodules.

Théoréeme 6.1.3. Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien pointées L-cofibrantes et M un (P-Q)x, bimodule.
Si M est cofibrant en tant que X-collection alors les applications © : Fp(M) — B(M) et p : B(M) — M sont
respectivement une cofibration et une équivalence faible dans la catégorie modele L-Bimodp.q. Par conséquent
B(M) est un remplacement cofibrant de M en tant que (P-Q)x. bimodule.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est similaire a celle de Berger et Moerdijk dans le cas opé-
radique. L'étape clef de la démonstration est d’exprimer B(M) a I'aide d"une séquence de cofibrations
acycliques dans la catégorie des Z-collections :

BM); — BM); — -+ — B(M)g-1 — BM)y — - -+ (6.3)

avec B(M)y(n) la restriction aux S-arbres a section a n feuilles ayant au plus k sommets. Si k = 1 alors le
sommet est automatiquement une perle et 8(M); coincide avec M. Pour la preuve on va reprendre les
notations de Berger et Moerdijk dans [3]].

Pour T un S-arbre a section, on note H(T) 'espace des paramétrisations possibles des sommets non
perlés de T par des réels de I'intervalle [0, 1] respectant les restrictions décrites dans la construction
Si | désigne le nombre de sommets non perlés de I'arbre T alors H(T) est un polytope inclus dans [0, 1]
issu d’un recollement de simplexes. Par exemple, si T est un arbre composé uniquement de sommets a
une entrée alors H(T) = AV x AV,

Soit D un sous-ensemble des sommets non-perlés de T. On définit Hp(T) comme le sous-espace de
H(T) dont les sommets e € D au-dessus de la section vérifient I'égalité t, = ¢, si e posséde un successeur
¢’ non perlé, ou 'égalité ¢, = O si le successeur de e est une perle. Dans le cas ott le sommet e € D est
au-dessous de la section alors on a soit I'égalité ¢, = t.,, avec ¢’ un antécédent non perlé de ¢, soit 1’égalité
t, = 0 si tous les sommets antécédents de e sont des perles. Par construction l'inclusion :

H(T) = U Hp(T) — H(T) (6.4)
D#0
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est une cofibration acyclique. En effet, a cause des restrictions sur les paramétrisations issues de la
construction l'arbre T induit un ensemble de parametres maximaux indexé par un sous-ensemble
V’ des sommets non-perlés. Un sommet v non perlé est un élément de V’ si c’est la racine de T ou si
aucune des arétes entrantes de v est une aréte interne. Par construction, Hp(T) est une face du polytope
H(T) et le sous-espace H™(T) est constitué de toutes les faces du polytope excepté celles de la forme ¢, = 1
avec v € V’. Lapplication[6.4)est donc une cofibration. Pour montrer que la cofibration est acyclique, on
vérifie que H™(T) est contractile via ’'homotopie :

h:H(T)x[0,1] - H(T) ; ({t.}; u) > {ut,}, (6.5)

faisant tendre les parametres vers 0.

De méme, posons M(T) I’espace des indexations des sommets de T par des familles {a,} vérifiant
les restrictions décrites dans la construction Si B est un sous-ensemble de sommets non perlés
possédant une seule entrée de la méme couleur que sa sortie alors on définit M (T) comme le sous-
espace de M(T) dont les sommets v € B sont indexés par une unité de P ou Q selon si on est au-dessous
ou au-dessus de la section. Le groupe des automorphismes de T, noté Aut(T), agit sur les espaces M(T),
M (T) etlinclusion M,(T) — M(T) préserve cette action. Comme les S-opérades P et Q sont bien pointées
et que tous nos objets sont X-cofibrants, 'application :

M (T) = | My(T) > M(T) (6.6)
B#0
est une Aut(T)-cofibration. Notons (H X M)™(T) la somme amalgamée :
(H™(T) x M(T)) U (H(T) x M(T)). (6.7)
H=(T)xM™(T)

D’apres la propriété des catégories monoidales modeles, I’application (H X M)™(T) — H(T) x M(T),
induite par les cofibrations et (6.6), est une Aut(T)-cofibration acyclique. Par conséquent B(M)(n)
peut étre obtenu a partir de B(M),—_1(n) via la somme amalgamée :

[I &Exm@ x l— [ HOxMD) x 15 (6.8)
[T]; TeDy;k [T]; Te®y;
BM)i1 (1) BM)(n)

ol @, . est le sous-ensemble de @, constitué des arbres ayant au plus k sommets. L'application verticale
a gauche du diagramme provient des deux isomorphismes M,(T) — M(T/B) et Hp(T) — H(T/D)
avec T/B le S-arbre a section obtenu en supprimant les sommets B et T/D le S-arbre a section obtenu
en contractant la sortie ou une partie des entrées des sommets dans D selon si on est au-dessus ou
au-dessous de la section. Comme les cofibrations sont stables par les sommes amalgamées, I’application
B(M)-1(n) = B(M)i(n) est une L,-cofibration acyclique. Ainsi est une séquence de X-cofibrations
acycliques.

L'une des conséquences est que l'application B(M); — B(M) est une équivalence faible. Comme la
composée B(M); — B(M) — M avec i coincide avec l'identité, l'axiome MC2 des catégories modeles im-
plique que 1 est une équivalence faible en tant que X-collection et donc aussi en tant que (P-Q)x bimodule.

Afin de démontrer que l'application 7 est une cofibration dans la catégorie des (P-Q)s bimodules,
on va introduire un raffinement de la séquence de Z-cofibrations acycliques (6.3). Si T est un S-arbre
a section et D un sous-ensemble de sommets non perlés, alors on définit HZ.“,(T) comme le sous-espace
de H(T) contenant Hp(T) dont les sommets e € D peuvent aussi étre paramétrés par 1. Par conséquent
H*(T) = Upyp HS(T) est constitué de 1'ensemble des faces du polytope H(T). On dispose donc d"une
succession de cofibrations H™(T) — H*(T) — H(T) non-acycliques. En effet, contrairement a H™(T),
I'espace H*(T) n’est pas nécessairement contractile. Posons (H x M)*(T) la somme amalgamée :

HH T xMT) | ) HT)x M (D). (69)
H*(T) x M™(T)
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On a une succession de Aut(T)-cofibrations (H x M)™(T) — (H x M)*(T) — H(T) x M(T) non-acycliques
ainsi qu'une factorisation du diagramme (6.8) :

- +
[[ Gxm-@ x el — [[ Hxmr @ x ae]— [[ HEOxMm) x 2]
[Tleq)n;k [T]Ech;k [T]eq)n;k

| | |

BM)y-1(n) B, (n) BM)(n)

avec B(M);_,(n) obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les
cofibrations sont préservées par les sommes amalgamées, on peut écrire (M) comme la colimite de la
séquence de Z-cofibrations suivante :

BM); — BM)] — BM)z — -+ — B(M).1 — BM),_; — BM) — - (6.10)

Maintenant on se donne x : Y — X une fibration acyclique dans la catégorie des (P-Q)y bimodules
ainsi que le diagramme commutatif (I) :

Fp(M) —Y BM) Y
,ul X (I) L X (II)
BM) ——X BM) — X

On veut montrer que le diagramme de gauche admet d'un relevement dans la catégorie des (P-Q)x
bimodules. Grace a la propriété universelle du bimodule libre, un morphisme de (P-Q)s, bimodules
a : Fp(M) — Y est équivalent a la donnée d’un morphisme de X-collections a : M = B(M)y — Y. Pour
avoir l'existence du relevement du diagramme (I), il suffit donc de montrer qu’il existe un relevement
du diagramme (II) dans la catégorie des Y-collections qui préserve la structure de (P-Q)y bimodule.

Notons que B(M) ne possede pas de structure de (P-Q)y bimodule car les opérations ne préservent
pas le nombre de sommets. On dit que le morphisme de X-collections f; : B(M)r — Y est un morphisme
de (P-Q)x bimodules si pour tout point x € B(M)y s’écrivant sous la forme :

X=yoo (Y-, Yn) ou X =2p0; 2, (6.11)

avec iy € P, z1 € Q et 2y, yi>o des points de B(M)y, on a I'égalité :

fix) = fi(yo) o (fiyr, - - -, fi(yn)) ou fix) = fi(z0) oi fi(z1). (6.12)

Intuitivement f; n’est pas un morphisme de (P-Q)z bimodules mais sa limite lorsque k tend vers l'infini
I'est. On va construire par récurrence une famille {a : B(M);y — Y} olt ax est un morphisme de (P-Q)x
bimodule prolongeant aj_; et relevant le diagramme (II). Posons oy = a : 8(M)o — Y. Supposons que
l'on dispose d"un morphisme de (P-Q)x-; bimodules ay_1 : B(M),—;1 — Y prolongeant a. Remarquons
que les points de B(M), qui sont de la forme (6.11) sont ceux indexés par un arbre ayant un sommet
paramétré par 1. Il existe donc un unique morphisme de (P-Q)x bimodules ;" , : B(M); | — Y tel que
les égalités soient vérifiées. On définit oy : B(M)r — Y en prenant un relevement quelconque du
diagramme suivant :

+

+ %
M) ey 6.13)

.

BM) — X

Comme B(M);_, — B(M); est une I-cofibration et x : ¥ — X est une Z-fibration acyclique, on a
I'existence d'un relevement ay. Au final 'application u est une cofibration dans la catégorie des (P-Q)x
bimodules.

La structure de catégorie modele sur les bimodules a été construite a partir du foncteur libre Fp(M).
Par conséquent, si M est X-cofibrant alors (M) est cofibrant en tant que (P-Q)s bimodule. Finalement
B(M) est cofibrant en tant que (P-Q)s bimodule via la composée 0 — Fp(M) — B(M). O
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Remarque 6.1.4. La Boardman-Vogt résolution définit un endofoncteur dans la catégorie des (P-Q)x
bimodules. Il est important de noter qu’on a aussi la fonctorialité au niveau des opérades P et Q. Plus
précisément, si on se donne deux morphismes de S-opérades symétriques f, : P1 — Pret f;: Q1 — Q2
ainsi qu'un morphisme f entre un (P;-Q;)z bimodule M; et un (P;-Q)s bimodule M, vérifiant la
commutativité des diagrammes suivants :

Py X M} X x Mk —— M, M; X Q) —— M,
jfnxfx"'xf \f lfqu Lf
Py X MLx - X ME—— M, Mz X Qy —— M>

alors f induit un morphisme f 1 B(My) = B(M») avec B(M;) et B(M») la Boardman-Vogt résolution
dans la catégorie des (P1-Q1)s bimodules et (P»-Q;)x bimodules respectivement. Notons aussi que cette
construction peut s’adapter dans le cas non symétrique ainsi que pour les bimodules infinitésimaux.

6.2 Delooping relatif associé a un morphisme d’opérades colorées

On a vu dans les chapitres précédents quun morphisme d’opérades 1 : O — O’ est aussi un
morphisme de bimodules sous 'opérade O. Dans le cas ot O est 'opérade non symétrique As, il a été
démontré par Dwyer-Hess [14] et indépendamment par Turchin [49] que I'espace de morphismes dérivé
Bimod}}{ (As; O") est faiblement équivalent a un espace de lacets explicite QOperad"(As ; O'). Par la suite,
Robertson a étendu ce résultat dans [37] pour une opérade colorée symétrique O quelconque.

Théoreme 6.2.1. [37, Théoreme Al Sin: O — O’ est un morphisme de S-opérades symétriques alors on a
I'équivalence faible :
X-Bimod}y(0; ) = Q) L-Operadi(O; 0') ).

Dans cette section on va démontrer que les théoremes et admettent aussi une généralisation
pour des opérades autres que Act. Plus précisément, on veut montrer que si on se donne un morphisme
d’opérades symétriques 11 : O; — O, ainsi qu'un morphisme de O,-bimodules 7, : O, — M alors le
couple d’espaces topologiques ( Z]-Bimod;(f.)1 (O1; Oy); Z—Bimod}é1 (O1; M)) est faiblement équivalent a une
SCi-algebre explicite.

Définition 6.2.2. Soit O une {o; c}-opérade symétrique. On note O, I'opérade symétrique provenant de
la restriction de O a la couleur c et O, I'opérade symétrique stricte obtenue a partir de la restriction a la
couleuro:

O(,...,0;0) pourn=>1,

O:(n) =0O(,...,c;c) pourn >0 et Oy(n) = { 0 pour 71 = 0

Inversement, soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. On désignera par
P® Qla {o; c}-opérade symétrique définie par :
PoQ(,...,c;c) =Q(n) pourn >0 ; P& Q,...,0;,0) = P(n) pourn > 1

et I'ensemble vide pour les autres configurations. Ainsi, la donnée d’un morphisme de {o; c}-opérades
symétriques f : P® Q — O est équivalente a la donnée de deux morphismes d’opérades symétriques
fe:Q—>0cetf,:P— 0,

Définition 6.2.3. Soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. Posons
Opl[P; Q] :== (P® Q) | X-Operad,, .

la catégorie des {0; c}-opérades symétriques au-dessous de P @ Q. Un objet est la donnée d'un couple
(O; t0) avec O une {o; c}-opérade symétrique et 7o : P ® Q — O un morphisme de {o; c}-opérades
symétriques. Un morphisme f : (O; 10) = (O’; 7o) est un morphisme de {o0; c}-opérades symétriques
f:0 — O vérifiant la commutativité du diagramme suivant :

PeQ

0 Y\
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A partir d’un objet (O; t0) € Op[P; Q], on définit le (P-Q)x bimodule R(O; 70) avec R(O; 10)(n) :=
O(c,...,c;0) pour n > 0. On obtient ainsi un foncteur :

R : Op[P; Q] — X-Bimodp.q. (6.14)

On omettra de préciser 7p lorsqu’iln’y a pas d’ambiguité sur la structure du bimodule R(O ; o). L' objectif
de la construction qui suit est de définir un adjoint a gauche au foncteur R.

Construction 6.2.4. Soient P une opérade symétrique stricte, Q une opérade symétrique et M un (P-Q)x
bimodule. A partir de M, on construit une {o; c}-opérade symétrique L(M; P; Q) de la facon suivante :

LIM;P;Q)(c,...,c;c) = Q(n) pourn >0 et L(M; P;Q)(c,...,c;0) = M(n) pour n > 0.

Pour décrire les autres configurations de couleurs L(M; P; Q)(I, I,; 0), avec |I| > 0 et |I,| > 1, on introduit
I'ensemble Y(I.; I,) constitué des {o; c}-arbres ayant le tronc indexé par o et dont les feuilles indexées par
I'ensemble I. sont de couleurs c tandis que les feuilles indexées par I, sont de couleurs o. De plus les
éléments de Y(I.; I,) sont des arbres a deux niveaux (i.e chaque chemin reliant une feuille ou sommet a
la racine passe par au plus deux sommets) vérifiant les conditions suivantes :

> les arétes entrantes des sommets autres que la racine sont indexés par c,
> les arétes entrantes de la racine sont indexées par la couleur o,
> la racine possede au moins une feuille entrante.

L'espace L(M; P; Q) est obtenu en indexant la racine par un point de P tandis que les autres sommets
sont indexés par des points du bimodule M. Autrement dit, on a:

LGP QLo =[] [P(Irl) x [T Maen ]/ ~

[T], TeY (L, L) v#r

La relation d’équivalence ~ est engendrée par I'axiome de compatibilité avec I'action du groupe sy-
métrique qui correspond a la condition (i) de la construction [6.1.2] On interprétera un point a €
L(M;P;Q)(c,...,c;c) comme une corolle dont le sommet est indexé par a et les feuilles par la cou-
leur ¢ tandis que le tronc est de couleur c. De méme, on interprétera un point a € L(M; P; Q)(c,...,c;0)
comme une corolle dont le sommet est indexé par a et les feuilles par la couleur c tandis que le tronc est
de couleur 0. On note [T'; {a,}] un point de L(M; P; Q).

M(0) M(0) 1

Ficure 6.5 — Exemples d'un point dans L(M; P; Q)({1,3,4,5,6}, {2}; o) et L(M; P; Q)(D, {1}; o).

La composition d'un point [T; {a,}] € L(M;P; Q)(L, l,;0) avec un point a € Q sur une entrée fermée
consiste a greffer la corolle associée a a sur I'arbre T puis a contracter la nouvelle aréte interne en utilisant
la structure de Q-bimodule a droite de M.

mo,a, m;

Ficure 6.6 — Exemple de composition opéradique partielle.
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Lacompositiondunpoint[T; {a,}] € L(M; P; Q)(I, I,; 0) avecunautre point[T”; {a,}] € L(M; P; Q)I.,I;;0)
consiste a greffer I'arbre T’ sur T en conservant les indexations respectives puis a contracter la nouvelle
aréte interne provenant du tronc de T’ en utilisant la structure opéradique de P si |Ij| > 1. Si toutes les
arétes entrantes de la nouvelle racine sont des arétes internes alors on les contracte simultanément via
la structure de P-bimodule a gauche de M.

ms a(m, ;ms;m,)

FiGure 6.7 — Exemple de composition opéradique partielle.

Ainsi définie, L(M; P; Q) est une {o; c}-opérade symétrique que 'on désignera par L(M) lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité sur les opérades P et Q. On dispose d'un morphisme de {o; c}-opérades symétriques :

™:P®Q — LIM;P;Q),

induit par l'identité Q — L(M; P; Q). = Q ainsi que le morphisme d’opérades strictes P — L(M; P; Q),
envoyant un point sur la corolle associée. Par conséquent (L(M; P; Q); Tm) est un objet de la catégorie
Opl[P; Ql.

En ce qui concerne la fonctorialité, remarquons quesi f, : P — P/, f, : Q — Q' sont deux morphismes
d’opérades symétriques et f,, : M — M’ est une application entre un (P-Q)yz bimodule M et un (P’-Q’)x
bimodule M’ vérifiant la commutativité des diagrammes suivants :

P(n) x M(my) X - X M(m,) LM(ml +--omy) M(n) x Q(m) . Mmn+m—-1) (6.15)
lfprmx'"xfm Lfm lfmqu Lfm
P'(n) x M'(my) X ---xX M'(m,,) SR M (my +---my) M’ (n) x Q'(m) LM’(n +m—-1)

alors on a un morphisme de {o; c}-opérades symétriques :

. . P N 29250 AT f (le) siay € P,
f:LM;P; ,Q) LM ,’P ; Q) avec d) = ff; (@2) sia, €M,
[T;lap)]l = [T {2}, folas) sia, € Q.

En particulier, on dispose d"un foncteur :
L(—;P;Q) : X-Bimodp.q — Op[P; Q]. (6.16)
Proposition 6.2.5. Le couple de foncteurs (L; R) forme une adjonction.

Démonstration. On se donne (O; 7o) € Op[P; Q] et f : M — R(O) un morphisme de (P-Q)x bimodules.
On doit montrer qu’il existe un unique morphisme de {0; c}-opérades symétriques f: LM;P; Q-0
prolongeant I'application f et vérifiant I'égalité f o 1yr = 7. Cela signifie que si I'application f existe
alors elle doit respecter les conditions suivantes :
i) f:LM;P;Q).(n) = Q(n) — O(n) doit coincider avec 'application 7o : Q(1) — O.(n),
ii) la restriction de f : L(M; P; Q)o(n) — O,(n) a P(n) doit coincider avec 7¢ : P(n) — O,(n),
iii) f: L(M; P;Q)(c,...,c;0) = M(n) — R(O)(n) doit coincider avec I’application f.
On va construire 1’application f sur les facteurs L(M; P; Q)(I, I,; 0) par récurrence sur le nombre de
sommets des arbres T € Y(I;I,). On se donne [T'; {a,}] un point de L(M; P; Q)(I.,I,;0). Si T posseéde un

seul sommet alors |I.| = 0 ou [[,| = 0 car toutes les arétes adjacentes (i.e ayant le méme sommet d’arrivée)
ont la méme couleur. Dans ces cas, 'application est déja définie & cause des restrictions (if) et(iii).
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Supposons que I'application f soit définie pour les arbres possédant au plus k sommets avec k > 2.
Prenons [T'; {a,}] un point de L(M; P; Q)(I.,I,;0) avec T ayant k + 1 sommets. Par construction, [T'; {a,}]
s’écrit sous la forme [T ; {a,} \ {ao}] 0i [T2; ao] avec T» une corolle ayant toutes ses entrées indexées par
la couleur ¢ tandis que son sommet est indexé par un point ay € M. Si on veut que f soit un morphisme
de {o; c}-opérades symétriques alors on doit avoir 1’égalité :

AT Ha)) = f{IT1; a0} \Hao}]) oi f(ao),

avec Ty un arbre ayant k sommets. Les propriétés des opérades impliquent que cette définition ne dépend
pas du choix de la décomposition et que f est définie de maniére unique. m]

On a vu dans le second chapitre que la catégorie Z-Bimodp.g est enrichie dans les espaces topologiques
et qu’elle est munie d'une structure de catégorie modele cofibrement engendrée (voir le théoreme[2.2.12).
Comme Op[P; Q] est définie comme la catégorie (P ® Q) | L-Operad,;, elle est aussi enrichie dans
les espaces topologiques et possede une structure de catégorie modele cofibrement engendrée (voir
I'exemple 2.1.4). La proposition qui suit montre que I’adjonction (£; R) se comporte bien vis-a-vis des
structures homotopiques.

Proposition 6.2.6. Le couple de foncteurs (L; R) forme une paire de Quillen.

Démonstration. Pour démontrer que le couple (L; R) est une paire de Quillen, on va vérifier que le
foncteur R préserve les fibrations ainsi que les fibrations acycliques. Soit f : (O; 10) = (O’; 10/) une
fibration dans la catégorie Op[P; Q]. Cela signifie que l'application sous-jacente f : O — O’ est une
fibration dans la catégorie des {o; c}-opérades symétriques. On rappelle que la structure de catégorie
modele sur les opérades a été construite & partir d'une adjonction :

Flo;0 + Z-Coll({o; c}) & Z-Operady;q) : U,

avec U le foncteur oubli et 7y, I'opérade libre. Ainsi, f est une fibration si et seulement si U(f) est
une fibration degré par degré. En particulier, pour n > 0, 'application fu : R(O)(n) = O(,...,c;0) —
R(O")(n) = O'(c, ..., c;0) est une fibration dans Top. De méme, la structure de catégorie modele sur les
bimodules a été définie a partir d"une adjonction :

¥ : L-Coll & X-Bimodp.g : U,

avec Fp le (P-Q)x bimodule libre. Ainsi, un morphisme dans Z-Bimodp.g est une fibration si c’est une
fibration degré par degré dans Top. Par conséquent R(f) = fu est une fibration. Un raisonnement
similaire permet de démontrer que R préserve les fibrations acycliques. m]

Corollaire 6.2.7. Soient P et Q deux opérades symétriques X-cofibrantes et bien pointées avec P(0) = 0. Soit O
un objet de la catégorie Op[P; Q]. Si R(O) est L-cofibrant alors L(BR(O); P; Q) est un remplacement cofibrant
de L(R(O); P; Q) dans la catégorie Op[P; Q] et on a I'équivalence faible :

z-Bimod}, o( R(0); R(0") ) = Op[P; QI*( LIR(O); P;Q); O'). (6.17)

Démonstration. D’apres le théoreme BR(O) est un remplacement cofibrant de R(O) en tant que
(P-Q)s bimodule. Comme le foncteur L est I'adjoint a gauche d’une paire de Quillen, il préserve les
cofibrations ainsi que les objets cofibrants. Par conséquent L(BR(O); P; Q) est cofibrant dans la catégorie

Op[P; Ql.

Unpoint[T; {a,}] € LBR(O); P; Q)(, I,; 0) estladonnée d'unarbre T € Y(I;I,) dont certains sommets
sont indexés par des arbres a section. On dispose donc de 'homotopie faisant tendre les parametres des
sommets non perlés vers 0. Par conséquent, le morphisme de (P-Q)s bimodules p : BR(O) — R(O),
évaluant I'ensemble des parametres a zero, induit une équivalence faible entre {0 ; c}-opérades :

L(BR(O); P; Q) — L(R(O); P; Q).

Au final, L(BR(O); P; Q) est un remplacement cofibrant de L(R(O); P; Q) dans Op[P; Q]. Comme tous
les objets sont fibrants dans les catégories que 1’on considere, on a les équivalences faibles :

£-Bimod), ,(R(0) ; R(O"))
OplP; QIML(R(O); P;Q); O)

R

Z-Bimodp.o(BR(O); R(O")),
Op[P; QILBRO); P;Q); O).

1R
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L’équivalence faible (6.17) provient donc de I'adjonction (£; R) qui induit un homéomorphisme :

z-Bimodp.o( BR(O); R(0') ) = Op[P; QI( LIBR(O); P;Q); O’ ).
Théoreme 6.2.8. Soit 1 : O — O’ un morphisme dans la catégorie Op[P; Q] avec P et Q deux opérades X-
cofibrantes et bien pointées. Si R(O) est L-cofibrant et bien pointé alors Z—Bimodﬁ»Q(R(O); R(O")) est faiblement
équivalent a I'espace de lacets relatif :

O

Q( Operad"(Q; 0) ; OplP; 0" ( LIR(O); P;Q) ; O') ). (6.18)
Démonstration. C’est une conséquence du corollaire ainsi que des propositions |6.2.12} [6.2.14] et
O

La catégorie Op[P; 0] est un cas particulier de la définition[6.2.3} Les objets sont les couples (O; f;)
avec O une {o; c}-opérade symétrique et f, : P — O, un morphisme d’opérades symétriques strictes.
Par conséquent tout objet de Op[P; Q] peut étre vu comme un objet de la catégorie Op[P; 0] en ou-
bliant I'application sur la partie fermée. Ainsi L(R(O); P; Q) et L(BR(O); P; Q) sont tous deux des objets
de Op[P; 0]. Cependant L(BR(O); P; Q) n’est pas nécessairement cofibrant dans cette catégorie car Q
n’est pas nécessairement cofibrant en tant qu'opérade. On commence donc par modifier légerement la
construction[6.1.2]afin de définir un remplacement cofibrant de £L(R(O); P; Q) dans Op[P; 0].
Construction 6.2.9. A partir d'un (P-Q)r bimodule M on peut construire le (P-BV(Q))x bimodule By(M)
dont les points sont les triplets [T; {t,}; {a,}] avec T un arbre a section et {1,} une famille de points
indexant les sommets de 1’arbre de la méme maniere que dans la construction La famille {t,} est
un ensemble de réels dans l'intervalle I = [0, 1] paramétrant les sommets non perlés au-dessous de
la section ainsi que les arétes internes au-dessus de la section. Si une aréte e au-dessous de la section
connecte deux sommets non perlés alors on a l'inégalité t;,) < ty,). Ainsi By(M) est un quotient du

sous-espace .
[T IT [Pebx1]x TT Modx [T [Qaehx1]

D, veVi(T) veVP(T) 0eVi(T)
obtenu a partir des restrictions sur les familles {t,}. La relation d’équivalence est engendrée par les
axiomes (ii), (iii.b) et (iv.b) de la construction ainsi que les axiomes suivants :

i") Si#, et #; sont les unités de P et Q respectivement alors on a les relations suivantes :

(1) ~ % o [max(t,;t,)
t.

v) Si une aréte interne au-dessus de la section est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en
utilisant la structure opéradique de Q ou la structure de Q-bimodule a droite de M.

Ficurk 6.8 — Exemples de la relation (v).

La structure de (P-B8YV(Q))z bimodule est définie de manieére similaire a la construction

Lemme 6.2.10. Soit M un (P-Q)y bimodule avec P, Q deux opérades symétriques L-cofibrantes bien pointées
et P(0) = 0. Si le bimodule M est X-cofibrant alors By(M) est un remplacement cofibrant de M en tant que
(P-BYV(Q))x bimodule.

Démonstration. Tout d’abord, notons que M posseéde une structure de (P-B8V(Q))z bimodule grace au
morphisme d’opérades symétriques 1 : BV(Q) — Q. Le reste de la démonstration est similaire a la
preuve du théoréme(6.1.3 m|
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Notation 6.2.11. Soit O un objet de la catégorie Op[P; Q]. On note
BYVy(0) := L(By(R(O)); P; BV(Q)).

Proposition 6.2.12. Soit O un objet de Op[P; Q] avec P et Q deux opérades X-cofibrantes et bien pointées. Si
R(O) est L-cofibrant alors BVy(O) est un remplacement cofibrant de L(R(O); P; Q) dans la catégorie Op[P ; 0].

Démonstration. Sous les conditions de la proposition, le lemme implique que Bp(R(O)) est un
remplacement cofibrant de R(O) en tant que (P-B8YV(Q))s bimodule. Comme le foncteur L préserve les
cofibrations, 87V(O) est cofibrant dans la catégorie Op[P; BV(Q)]. Par conséquent BVy(O) est aussi
cofibrant dans la catégorie Op[O, ; 0] via la succession de cofibrations :

P&) — P& BV(Q) — BVy(0).

Un point de BV;(0O) est constitué d'un arbre de Y dontles sommets sont indexés par des points de BV(Q),
Bp(R(O)) ou P adéquats. Par conséquent, I'application BVy(O) — L(R(O); P; Q), évaluant 'ensemble
des parametres a zéro, est une équivalence faible dont I’homotopie consiste a faire tendre les parametres
vers z€ro. m|

Par construction, le morphisme d’opérades BV(Q) — BVy(0). = BV(Q) provient de I'identité. On
dispose donc d"une application continue :

It : Op[P; 01( 8Ve(0); O ) — -Operad( BV(Q); O, ). (6.19)

Ainsi, un modele pour l'espace de lacets relatif (6.18) est obtenu comme la fibre homotopique de l'ap-
plication /1 au-dessus de la composée (to/). o p : BV(Q) — O.. Plus précisément on a la définition
suivante :

Définition 6.2.13. Un point de la fibre homotopique (6.19) au-dessus de la composée (to/): o u est la
donnée d’applications continues :

fn;c) : BVQ)n)x[0,1] — O(,...,cc), pourn=0,

fUeLp; 00 + BVe(O)I, Ip;0) x {1} — O'U,1;0), pour [I.| >0 et |[,| >0,
vérifiant des relations liées a la structure opéradique :
> fn+m—1;c)xoiy;t)= f(n;c)x; t)o; f(m; c)y; t), pour x € BV(Oy)(n), et yeBV(O.)(m),
> fUZ 175 0)(xoiy; 1) = f(le, Lo 0)(x; 1)oi f(IL, 155 0)(y; 1), pourx € BVy(O)U, Ly; 0)ety € BVy(O)I, I ; 0),
> fU, 1) 0)(xoiy; 1) = fle, Lr; 0)(x; 1)oi f(I,0; c)(y; 1), pourx € BVy(O)I,I,; 0)ety € BVy(O)I,0; c).
Ainsi que des restrictions liées au point base :
> f(n; c)(x; 0) = (to)c o pu(x), pour x e BV(Q)(n).

Pour démontrer le théoreme on va employer une méthode similaire a celles du chapitre 3. On
va utiliser 'espace Op[P; BV(Q)[(BVp(0O); O’) comme intermédiaire entre I'espace de lacets relatif et
Op[P; QI"(L(R(O); P;Q); O’). Notons que la commutativité du diagramme :

P o BV(Q)

/ \@fcy )eou)

BVy(0) o’

implique que Op[P; BV(Q)(BVy(O); O) est le sous-espace de Op[P; 0](BVyp(O); O’) constitué des
applications f vérifiant la relation :

f(x) = (to)eopx)  YxeBVQ). (6.20)
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Proposition 6.2.14. Sous les conditions du théoreme Uespace Op[P ; BV(Q)(BVy(O); O") est homéo-
morphe a Op[P; QI(L(BR(O); P;Q); O").

Démonstration. Notons que cette proposition est une version explicite des constructions introduites par
Fresse dans [18, Chapitre 7]. D’apres le corollaire pour démontrer le résultat il suffit de construire
un homéomorphisme :

& : Z-Bimodp.gv(g)( Bo(R(0)); R(O') ) — L-Bimodp.o BR(O); R(O'))

On commence par définir une application ensembliste i : BR(O) — By(R(O)) envoyant un point
[T; {t,}; {an}] vers un élément [T; {t/}; {a,}]. L'arbre a section, l'indexation des sommets ainsi que la
paramétrisation des sommets non perlés au-dessous de la section restent inchangés. Si e est une aréte
interne au-dessus de la section alors elle sera paramétrée par le réel , € [0, 1] défini par :

;) (e = ts@e) [(te) — 1) sitye) <1,
fe = { 1 Si t = 1. (6.21)

Pour la construction on consideére que, par défaut, une perle est paramétrée par 0. L'application i, ainsi
définie, ne dépend pas du choix du représentant. Cependant elle n’est pas continue. En effet, si e est
une aréte interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés alors le parametre ¢, n’est pas
défini lorsque ty) tend vers 1.

@it 4,

Ficure 6.9 — Illustration de I'application i : BR(O) — By(R(O)).
Afin de pallier ce probleme, on introduit une relation d’équivalence sur Bp(R(O)). Soit ~ la relation
engendrée par x ~ x’ si et seulement si il existe y € Bp(R(O)) et [T; {t.}; {a.}], [T; {t)}; {a.}] € BV(Q) tel
que:
x=yo;i[T; {te}; {an}] et X' =yo; [T; {t}; {as}].
On note By(R(0))/~ (n) I'espace quotient By(R(O))(n)/ ~. La structure de (P-BV(Q))s bimodule sur
By(R(0)) induit une structure de (P-Q)y bimodule sur la X-collection By(R(O))/~ :

> 0; : By(R(O)) ~(m) X Q(m) — Bo(R(O))~(n +m —1);

(x; v — X o Y,
> o : P(n) X By(R(O)) (1) X - - - X By(R(O)) ~(my) —> Bp(R(O)) ~(my + - -+ + my);
(X, Y1, Yn) — YiICGY1, e Yn)-

Les axiomes liés a la structure des (P-Q)z bimodules sont vérifiés uniquement grace a la relation
d’équivalence. La structure de 8V(Q)-bimodule a droite de O’ provient du morphisme de bimodules
p: BV(Q) — Q. Par conséquent, toute application f € Bimodp.gyg)(Bo(R(O)) ; R(O’)) passe au quotient
et induit un morphisme f € Bimodp.o(Bp(R(0O))/~; R(O")). Grace a la propriété universelle du quotient,
on obtient un homéomorphisme :

&1 ¢ E-Bimodp.py ) (Bo(R(0)) ; R(O")) —> L-Bimodp.o(By(R(0)) /~ ; R(O)).

Soit e une aréte interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés. Si ¢, vaut 1 alors tous les
parametres £, sont identifiés dans l'espace quotient rendant I'application i : BR(O) — Bp(R(O))/~ conti-
nue. Par construction, ’application 7 est un homéomorphisme et préserve la structure (P-Q)y, bimodule.
On dispose d"un second homéomorphisme provenant de la pré-composition pari :

& : T-Bimodp.o(By(R(O)) ~ ; R(O')) — T-Bimodp.o(BR(O); R(O')).

Au final on définit ’homéomorphisme & comme la composée &, o &;. a
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Proposition 6.2.15. Sous les conditions du théoréme|6.2.8} I'espace Op[P ; BV(Q)I( BVy(O); O") est faiblement
équivalent a I'espace de lacets relatif :

O £-Operad(BV(Q); O.) ; OplP; 0[(BV4(0) ; O') ).

Démonstration. Rappelons que Op[P; BV(Q)I(BVy(O); O’ )estlesous-espacede Op[P; 0](BVy(O) ; O")
constitué des applications dont la restriction a I'opérade BV(Q) coincide avec la composée (7o) o y. On
peut donc voir Op[P; BV(Q)(BVy(O); O’) comme un sous-espace de la fibre homotopique (6.19) via
I'inclusion :

t: Op[P; BVQI(BVe(0); 0') — Q( L-Operad(BV(Q); O) ; Op[P; 01(BVy(O) ; O") );
f . { f (n;0; ) = (10)c o pux) pour x € BV(Q)(n),
flUe,L;0)(x; 1) = f(,I,; 0)(x) pour x € BVy(O)I,L; 0).

On va démontrer que ¢ est une équivalence faible. Pour cela on va introduire deux tours de fibrations
associées a des filtrations de 8Vy(O) permettant d’avoir un contrdle sur le nombre de sommets indexés
par des points de I'opérade symétrique Q.

On commence par rappeler qu'un élément de BVy(O)(L, I, ; 0) est la donnée d’'un arbre T € Y(I, I,)
dont les sommets autres que la racine sont indexés par des arbres a section de @ (voir la définition[6.1.1).
Un tel élément est noté [T'; {D,}]. Si (I, I,) désigne I'ensemble des éléments [T'; {®,}], avec T € Y(I, L,),
alors BVy(O)(L, L, ; 0) peut s’écrire comme le quotient du sous-espace :

[T [Paedxt]x [T ®OMedx ] [Qiehx]]

veVi(Dy) veVP(Dy) VEVH(D,)

Xt L;ooc  [[  Pabx ]

[T; {Do}]eW (e, o) veV(T)\{r}

obtenu a partir des restrictions de la construction sur les points de l'intervalle I. La relation d’équi-
valence est engendrée par les axiomes des constructions et On dispose donc d’une projection
que l'on note de la fagon suivante :

72 X(Ie, Io; 0) — BVy(O)I, Lo ; 0).-

De méme, un point de 8Vy(O)(L.,0; c) = BV(Q)(II.]) peut étre interprété comme la corolle de Y dont
les arétes sont de couleur c et le sommet est indexé par un {c}-arbre. Posons Wi I'ensemble des éléments
[T; {®,}] dont la somme des sommets au-dessus des sections des arbres @, vaut k. On désigne par W
I’ensemble des éléments de WV; aveci < k.

./ .

Ficure 6.10 — [llustration d’un élément de W.

Un élément [T'; {®,}] € Wi possede une aréte redondante si 'un des arbres @, a une aréte interne e
au-dessus de la section tel que le sous-arbre de @, ayant pour tronc e dispose de k sommets. On notera
\If;rk I'ensemble constitué des éléments de W, ainsi que des éléments de Wi, n'ayant aucune aréte
redondante. Si X et X7 désignent respectivement la restriction de X aux ensembles W et W7, alors
on définit les {0; c}-collections symétriques :

BVy(O)ek :=(Xxr) et BVy(0)L; := m(XZ)).

Notons que ces deux collections ne possédent pas de structure opéradique car la composition ne préserve
pas nécessairement le nombre de sommets au-dessus des sections. Cependant, cela fournit une filtration
de I'opérade colorée symétrique BV(O) en tant que collection grace a la succession d’inclusions W, C
\Ilzk - \I’Sk+l :

BYVy(0)<o — - —= BVy(O) sk —— BVp(0)Z, — BVo(O)ss1 — -~ (6.22)
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On construit ensuite les composantes des deux tours permettant de calculer Op[P ; BV(Q)I(BVy(O); O")
ainsi que 'espace de lacets relatif :

> Ak C Top(BVy(O)zk; O'); > At C Top(BVy(O),; O');

> Bo € [ [Top(BVo(O)aille, Io; 0)x 11} O'(le, o5 0) ) x [ [Top( BVo(O)aille, 0; ) %[0, 11; O'(1, 0; 0) )
L

I(‘IIH
> B}, C HTop(B(V@(O);k(IC,IO; 0)x{1}; O'(L, Iy ; 0) ) X HTop(B(V@(O);k(IC,(Z) ;0%[0,1]; O, 0; 0));
1,1, I

avec By et B, les sous-espaces des applications vérifiant les conditions de la définition|6.2.13{tandis que
A et AL, sont les sous-espaces vérifiant les conditions de la définition|6.2.13|ainsi que Ia relation (6.20).
La filtration (6.22) induit deux séquences :

ASO A;O Asl Tt ASk A;k ASk+1
lto jta lll le LL; jl}ﬁ.‘[
B Bgo B4 T Bk B;k B

avec i et 1 les applications induites par l'inclusion ¢.

Dans un premier temps, il faut démontrer que les deux séquences forment des tours de fibrations.
Les constructions qui suivent sont semblables a celles introduites dans la preuve du théoreme[6.1.3} Afin
d’alléger les notations, on ne tient pas compte de I’action du groupe des permutations. On commence
par montrer que 'application A7, — A est une fibration. Pour cela, posons 9X7, le sous-espace de X7,
constitué des points vérifiant I'une des conditions suivantes :

i) soit un sommet bivalent est indexé par 'unité de Q,
ii) soit 1'une des arétes des arbres {®,} est paramétrée par 0.

Comme l'opérade Q est bien pointée, I'inclusion dX}, — XZ, est une cofibration (acyclique) et on a la
somme amalgamée suivante qui est une réécriture du passage au quotient :

Xy X
BVy(0)sk —= BVo(O)

ou l'application verticale a gauche du diagramme consiste a contracter les arétes paramétrées par 0
et oublier les sommets indexés par 1'unité de I'opérade Q. Comme la somme amalgamée préserve les
cofibrations, I'application 8Vy(O)< — B(V@(O);k est aussi une cofibration. On introduit maintenant la
collection Q’X;k comme le sous-collection de X;rk, contenant 8X;k, constituée des points vérifiant 1'une
des conditions suivantes :

i) soit un sommet bivalent est indexé par 'unité de Q,
if) soit I'une des arétes des arbres {®,} est paramétrée par 0 ou 1.

Les applications 0X?, — d'X}, — X7, sontdes cofibrations (non acycliques) et on introduit le diagramme
commutatif suivant :

Xy IX G — X4

l | |

BYVo(0)sk —= dBVy(0)Z, — BVy(0),

avec dB8Vy(0)?, obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les
sommes amalgamées préservent les cofibrations, les applications horizontales en bas du diagramme
sont aussi des cofibrations. De plus, dB8V(0)%, contient les points de 8Vy(O)?, s’écrivant sous la forme
x o; y. Par conséquent, comme la partie fermée est déterminée par la relation , on a le produit fibré :
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At —— [ [ Top( BVo(0):le, i) ; O'(le, L7 0))

Ic; 1o

Age— [ [Top(9BVo(O)2, (I, i 0) ; 0L, 1,;0) )
Ic; 1,

D’apres le lemme on sait que l'application verticale a droite du diagramme est une fibration.
Comme le produit fibré préserve les fibrations, l'application A7, — A est aussi une fibration.

De la méme maniére, on démontre que A1 — A7, ainsi que les applications composants la tour
associée a l'espace de lacets relatif sont des fibrations. Pour démontrer que l'application ¢ est une
équivalence faible, il suffit de montrer par récurrence que chacune des applications y et i est une
équivalence faible. Par construction l'application iy coincide avec l'identité qui est une équivalence
faible. Supposons que i est une équivalence faible. On va démontrer que 1/ et i1 sont des équivalences
faibles. On commence par se donner f un point de A<x. On notera F4 la fibre au-dessus de f et [y la fibre
au-dessus de t(f). On a le diagramme suivant :

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sont des fibrations, 'application ¢ est une
équivalence faible si et seulement si I'application entre les fibres 17 Iest aussi. Or un point de Fg est la
donnée d’une famille d’applications continues :

fm;c) B(V@(O):k(c...,c;c)x[O, 11 — O(c...,c0),
f(ICI Ip; 0) B(VQ)(O) k(IC/ I,; 0) X { } — O/(IC/ I; 0);
avec f(n; c)(x;0) = (to) o u(x) et dont la restriction a BVy(O)< coincide avec g f). En particulier, la
restriction de f(n; ¢) a BVp(O)< coincide avec (1), o p. Par ailleurs, I'image de F, est constituée des
familles d’applications vérifiant f(n; c)(x;t) = (to). o u(x) pour t € [0, 1]. Comme il n’y a pas d’aréte
redondante, on peut définir ’homotopie :
H:Fgx[0,1] — Fp
HIf; t](n; o)(x; t) = f(n; o)(x; tt') pour x € BVy(0)* Sl coettel0,1],
y
(f ) H[f, t ](IC/ I; 0)(x; 1) = f(IC/ I; 0)(X; 1) pour x € B(V@(O) k(IC/ I,; 0)
Par conséquent 7;” est une équivalence faible.

Pour montrer que i, est une équivalence faible, on se donne f” un point de AZ,. On notera F), la
fibre au dessus de f* et Fy, la fibre au dessus de ¢( £"). On a le diagramme suivant :

A;k ASk+1 qu
~ l L;(' llkﬂ l Lgr
B;k Bsk+1 FIB

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sont des fibrations, 'application 1 est
une équivalence faible si et seulement si I"application entre les fibres 1 l'est aussi. Or un point de F}, est
la donnée d'une famille d’applications continues :

fn;c)  : BVp(O)gsalc..., ;) x[0,1] — O'(c...,c0),
f(IC/ I; 0) : B(Vﬂ(o)ngrl(Ic, I; 0) x {1} — OI(ICI I; 0)/

dont la restriction a 8Vy(0)%, coincide avec 1 ( f7). En particulier on a f(n; c)(x;t) = (to/). © p(x) pour
t € [0, 1]. Par conséquent, I'application ¢ fr est I'identité et y est une équivalence faible. O
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Théoréme 6.2.16. Soient P et Q deux opérades X-cofibrantes et bien pointées, avec P(0) = 0, et n: O — O un
morphisme dans la catégorie Op[P; Q). Si R(O) est L-cofibrant alors le couple d’espaces topologiques

(=-Bimod(Q; O/) ; L-Bimod)y o(R(0); R(O)))
est faiblement équivalent a une SC1-algebre explicite :
(Q=-Operad"(Q; 0})) ; Q Z-Operad'(Q; O.) ; Op[P; O'(LIRO);P;Q); O')) ).

Démonstration. Pour le premier facteur, I'équivalence faible est due au théoréme de Robertson tandis
que pour le second facteur, I'équivalence faible provient du corollaire et du théoréme[6.2.8 O

Corollaire 6.2.17. Soit 1 : O — O’ un morphisme de {o; c}-opérades symétriques avec O.(0) = 0. Si O est
L-cofibrant et bien pointé alors le couple d’espaces topologiques

(=-Bimod}y (Oc; O) ; T-Bimody o (R(O); R(O"))
est faiblement équivalent a une SCq-algeébre explicite :
( Q(z-Operad"(O.; 0))) ; O Z-Operad"(O; O})) ; OplO,; O"( LIR(O); 0,,0c) ; O') ) ).
Démonstration. Provient du fait que 1 : O — O’ est un morphisme dans la catégorie Op[O, ; O.]. m]

Notation 6.2.18. Si O est une opérade symétrique alors on désignera par O”° I’opérade stricte obtenue a
partir de O. Ainsi O possede une structure de (0>°-O)y bimodule. Plus généralement, la donnée d’un
Y-bimodule sous 'opérade O est équivalente a la donnée d’un (O>°-O)y, bimodule.

Corollaire 6.2.19. Soient m1 : O1 — O, un morphisme d’opérades et 1, : Oy — M un morphismes de O,-
bimodules. Si Oy est L-cofibrant et bien pointé alors le couple d’espaces topologigues

(=-Bimod}, (O1; 02) ; E-Bimod}, (O1; M))
est faiblement équivalent a une SCq-algeébre explicite :
( Q(=-Operad"(Oy; 05)) ; Q( T-Operad"(O1; 02) ; OplO;°; 0]'( L(O; O7% 01) ; LIM;03%02)) ) ).

Démonstration. On dispose d’'un morphisme d’opérades 1; : O; — O, ainsi que d’un morphisme f,, =
mom : O = M, avec O; vu comme un X-bimodule sous l'opérade O; et M un Z-bimodule sous
l'opérade O,, vérifiant la commutativité des diagrammes . On a donc un morphisme de {o; c}-
opérades symétriques :
f:L(01;0;%01) > LIM;05%0,).

Ainsi f est un morphisme dans la catégorie Op[Ol>0 ; O1]. Pour obtenir le résultat du corollaire, il suffit
d’appliquer le théoreme a l'application f en remarquant que L(R(L(O; ;Ol>0,' 01)); OTO; 01) =
L(0q; Ol>0 ; O1) car RL = id par construction. O

Remarque 6.2.20. Tous les théorémes et corollaires ci-dessus possédent des équivalents lorsque les opé-
rades P et Q ne sont pas symétriques. Pour cela, il suffit de ne pas tenir compte de I’action du groupe
des permutations dans les différentes constructions.

6.3 Généralisation grace a la conjecture de Dwyer-Hess

Dans cette section on va montrer qu’il est possible d’utiliser le théoreme afin d’identifier des
algebres sous 1'opérade topologique SCy.1 a partir d'un morphisme de {o; c}-opérades. Pour cela on
doit admettre une conjecture de Dwyer-Hess introduite dans [17]. Dans ce qui suit, l'opérade C; est vue
comme l'opérade non symétrique U(C;) via 1’adjonction (1.3).

Conjecture 6.3.1. [17] Soit M un Cz-bimodule avec M(0) =~ = et M(1) = =. Si n: C; — M est un morphisme de
Cy-bimodules alors on a I'équivalence faible :

Ibimody, (Cq; M) = Q'Bimod}, (Cs; M).
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Notons que Dwyer et Hess ont énoncé des résultats préliminaires pour la démonstration de cette
conjecture dans l'article [17]. De plus, Boavida et Weiss ont démontré la conjecture dans [6] dans le
contexte des espaces de plongements. Une application directe de la conjecture[6.3.1|et du théoréme|6.2.
est I'identification de Cy.1-algebres a partir de morphismes d’opérades.

Théoréme 6.3.2. Admettons que la conjecture soit vraie. Sin : Cqg — O est un morphisme d’opérades, avec
O(0) = = et O(1) = =, alors on a I'équivalence faible :

Ibimody, (Cy; O) =~ Q™' Operad"(Cy ; O).
Notation 6.3.3. L'analogue de 1’opérade C;, dans le cas coloré, sera la {o; c}-opérade symétrique :
CCs = L(Ca; C;°; Ca).

Théoreme 6.3.4. Admettons que la conjecture |6.3.1) soit vraie. Si 1 : CC; — O est un morphisme dans la
catégorie Op[CEO ; Cal, avec O(; ¢) = O(c; c) =+ et O(; 0) = O(c; 0) = =, alors le couple d’espaces topologiques

(Ibimody, (Ca; Oc) ; Ibimods, (Ca; R(O))),
est faiblement équivalent a une algebre sous SCy4q explicite :
( Q"' Operad"(Cy; O.) ; Q™ Operad"(Cy; Oc) ; OplC;°; 01'(CCq ; O) ) ).
Démonstration. C’est une conséquence du théoreme et de la conjecture[6.3.1] O

Corollaire 6.3.5. Admettons que la conjecture soit vraie. Soient 11 : Cq4 — O un morphisme d’opérades et
2 : O = M un morphisme de O-bimodules. Si O(0) = O(1) = = et M(0) =~ M(1) = = alors le couple d’espaces
topologiques

(Ibimod?, (Cy; O) ; Ibimods, (Ca; M) ),

est faiblement équivalent a une SCy.1-algebre explicite :
((Q™'Operad"(Cy; O) ; Q*'( Operad"(Cy; O) ; OpIC;°; 01"(CCy ; LM; 07°;0)) ) ).

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme|[6.2.19et de la conjecture[6.3.1} O

6.4 Application al’espace des longs nceuds en dimension supérieure

Dans [42], Sinha a réussi a exprimer l'espace des longs noeuds £;;, comme un espace de lacets
double car il disposait d'un remplacement semi-cosimplicial provenant de I'opérade de Kontsevich
(voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nceuds en dimension supérieure définis par la
fibre homotopique :

£, = hofib( Emb.(R*; R") — Imm(R*; R")),

on ne posseéde pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin ont développé
dans [1] une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], afin d’identifier des espaces de
plongements a des bimodules infinitésimaux sous 1'opérade des petits cubes.

6.4.1 Rappel sur le calcul de plongements.

On fixe M une variété lisse de dimension d. On désigne par O(M) 1’ensemble partiellement ordonné
des ouverts de M. Pour k € IN, on note Ox(M) le sous-ensemble de O(M) constitué des éléments homéo-
morphes & une union disjointe d’au plus k boules ouvertes de R?. A partir d"un foncteur contravariant
F : O(M) — Top, Weiss a introduit le foncteur T(F : O(M) — Top via la formule :

T FU) := h?/lezgz(u) F(V).
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Le foncteur TiF est appelé le k-ieme polynome de Taylor associé a F. Ce dernier a I'avantage d’étre plus
simple a étudier que le foncteur d’origine. La restriction de O a Oy_; induit une transformation naturelle
TxF — Ty_1F. On obtient ainsi une tour, appelée tour de Taylor, permettant d’interpoler le foncteur F.

S

ToF T F T,F T3F

Dans certains cas favorables, la limite homotopique de la tour de Taylor, notée T.F, est un foncteur
équivalent au foncteur initial F (i.e YU € O(M) on a ToF(U) =~ F(U)). On dit alors que la tour de Taylor
associée au foncteur F converge.

Les tours de Taylor ont été utilisées dans I'étude des espaces de plongements par Goodwillie [20, 21}
22]] et Weiss [52, 23]]. L'idée est d’interpréter I’espace Emb(M ; N) comme un foncteur contravariant :

Emb(—; N) : O(M) — Top,

avec N une variété lisse de dimension 7. De méme, on peut étudier I'espace des immersions Imm(M; N)
ainsi que 'espace des longs plongements définis par la fibre homotopique :

Emb(M;N) = hofib( Emb(M; N) — Imm(M; N) ).

Théoreme 6.4.1. [52] Soient M et N deux variétés lisses de dimension d et n respectivement. Sin —d —2 > 0
alors les tours de Taylor associées aux foncteurs ci-dessous convergent :

Emb(—; N), Imm(—; N) et Emb(—; N): O(M) — Top.
Dans le cas particulier o1 1’on étudie les espaces de plongements et d'immersions a support compact,
on doit modifier légeérement la définition de la tour de Taylor. Si M est le complémentaire d"un compact

de R? alors on définit O(M) comme 1’ensemble des ouverts de M s’écrivant sous la forme V U W avec W

le complémentaire d'un disque fermé, V e O(M) et VN W = 0. On note Ox(M) le sous-ensemble de O(M)
constitué des ouverts VU W avec V € Ox(M). _
A partir d’'un foncteur F : O(M) — Top, on définit le k-ieme polyndme de Taylor TiF : O(M) — Top
via la formule :
Ty E(U) :==  holim  F(V).
VeO(U)

Théoréme 6.4.2. [52] Soit M le complémentaire d'un compact de R?. Sin —d — 2 > 0 alors les tours de Taylor
associées aux foncteurs :

Embe(—; R"), Immd(-; R") et Emb(—; R") : O(M) — Top.

convergent. En particulier, la tour de Taylor associée a I'espace des longs nceuds de dimension supérieure converge.

6.4.2 Lien entre la tour de Taylor et les bimodules.

Un isomorphisme standard de R? est la composée d’une translation et d’une dilatation. Soient
A = Uges Ag I'union disjointe d’ouverts de R? indexée par un ensemble S et M un sous-espace de R?. Une
application f : A — M est appelée plongement standard si f est un plongement tel que, pour touts € S, la
composée fia, : As > M — RY est égale a l'inclusion dans R? suivie d’un isomorphisme standard. On
note sEmb(A ; M) I’espace des plongements standards.

Définition 6.4.3. Soit M un ouvert de R?. La Z-collection sEmb(— ; M) est donnée par :
sEmb(—; M)(k) = sEmb(k x C* ; M),

avec C* le cube unité de RY. Si M = C? alors la Z-collection sEmb(—; C?) coincide avec I'opérade C;. De
maniere générale, sEmb(—; M) posseéde une structure de C;-bimodule a droite :

o; : SEmb(—; M)(n) X Cy(m) — sEmb(—; M)(n +m —1),

induit par la pré-composition avec le plongement standard provenant de Cj.
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Théoréme 6.4.4. [ Théoréme 5.10] Soit M un ouvert de R?, avec d < n. On a les équivalences faibles :
TwEmb(M; R") = Rmods, (sEmb(—; M); C) et TwEmb,(R?; R") = Ibimody, (Ca; C)-
Si M est le complémentaire d'un compact de R? alors on a I'équivalence faible :
TwEmbc(M; R") = Rmody, (sEmb(—; M); Cy,).
Corollaire 6.4.5. Admettons que la conjecture[6.3.1|soit vraie. Sin —d — 2 > 0 alors on a I'équivalence faible :
L1, = Ibimod, (Cy; Cn) = Q"' Operad"(Cy; Cy).
Démonstration. C’est une conséquence de la conjecture ainsi que des théoremes et[6.4.4] m|

6.4.3 Application a I’espace des (k)-immersions relatives.

L'espace des (k)-immersions, noté Immﬁk)(]Rd ; R"), est le sous-espace des immersions f € Imm(RY; R")
tel que pour tout sous-ensemble K ¢ R? de cardinal k, la restriction fi est non-constante. En particu-
lier, lorsque k = 2, on retrouve l’espace des plongements classique Emb.(R?; R"). Les (k)-immersions
définissent une famille d’espaces intermédiaires entre ’espace de plongements et 1’espace d'immersions :

Emb(R?; R") — ImmP(RY; R") — -+ —— Imm®(R?; R") — - - - —— Imm.(R?; R")
L'espace des (k)-immersions relatives est défini comme la fibre homotopique :
Imm® (R ; R") = hofib( Imm® (R ; R") — Imm(R*; R") ).

Contrairement aux espaces de plongements, on ne sait pas si la tour de Taylor associée aux (k)-immersions
converge. Dobrinskaya et Turchin ont néanmoins réussi a identifier la limite de la tour de Taylor a un
espace de morphismes de bimodules infinitésimaux sous 1’opérade C,. Pour cela, on a besoin d’introduire
I'espace des (k)-petits cubes.

-

FIGURE 6.11 — Exemple d'un point da%m?)(]Rl ; R3).

Définition 6.4.6. Le C;-bimodule des (k)-petits cubes, noté C, ) estla donnée de la T-collection {Ck)(n)}

dont la n-ieme composante est I'espace des familles de petits cubes {c;}!, (voir la définition 1.1.19)
vérifiant la condition suivante :

V(... i) eCh, (1) Int(Im(c;)) = 0. (6.23)

1<j<k

La structure de bimodule & droite est définie de la fagon suivante :

ol : Cfik)(n) X C4(m) — C;k)(n +m-1);

c;.’ = sii<j,
ey i) = depmpti=d ¢ =qioc, stisj<i+m,

c}’ = Cjmsl sij >i+m,

tandis que la structure de bimodule a gauche est donnée par la formule suivante :

k K "
Vi :Cd(n)XC;)(ml)X"'XC‘(i)(mn) N Cfi)(ml b,
({Ci}zr‘l=1 ’ {C}};ill’ cees {C;}an ) — {cl’,}l’,":11+"'+mn’
avec
1+1

!/ — 1 CECEEY 1 CECERY
Ci=Cr10Cl, ., SLmit-+m+ 1<j<m+-+mpy.
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Figure 6.12 — Illustration de la structure de C>-bimodule a droite de C(23).

Théoréme 6.4.7. [11, Théoreme 11.2] Sin > d alors on a Tmﬁmik)(]Rd ; R") =~ Ibimod}éd (Ca; C;k)).

A cause dela condition (6.23), le bimodule des (k)-petits cubes ne possede pas de structure opéradique.
On dispose néanmoins de la composition :

k
CdTCnﬁC;)/

12

avec 11 un morphisme d’opérades et 17, le morphisme de C,-bimodules issu de l'inclusion. En utilisant
le corollaire avec le couple de morphismes (7; ; 72) et grace au corollaire et au théoreme
on obtient I'énoncé suivant :

Théoréme 6.4.8. Admettons que la conjecture soit vraie. Sin—d—2 > Qalors le couple d’espaces topologiques
(£’i’_n ; Tooﬁmék)(]l{d ; R™)) est faiblement équivalent a une SCy41-algebre explicite :

( Q**10perad"(Ca; C.) ; Q™( Operad"(Cy; Cu) ; OplCa; OI'(CCa; LICY; Cai Cu)) ) )
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Résumé

L'objectif de ce travail est I'étude de l'opérade Swiss-Cheese SC; qui est une version relative de
l'opérade des petits cubes C;. On montre que les théoremes classiques dans le cadre des opérades non
colorées admettent des analogues dans le cas relatif. Il est ainsi possible d’extraire d"une opérade pointée
O (i.e. un opérade colorée sous 7((SC1) ) un couple d’espaces semi-cosimpliciaux (O, ; O,) dont les semi-
totalisations sont faiblement équivalentes a une SC»-algebre explicite. En particulier, on prouve que le
couple (L1.n; Ln;n), composé de I'espace des longs noeuds et de I'espace des longs entrelacs a m brins,
est faiblement équivalent a une SC»-algebre explicite.

Dans un second temps, on s’intéresse aux couples d’homologies singulieéres et d’homologies de
Hochschild associés & une paire d’espaces semi-cosimpliciaux provenant d’une opérade pointée. Dans
ce contexte, les couples (H.(sTot(O.)); H.(sTot(O,))) et (HH.(O.); HH.(O,)) posseédent tous deux une
structure de H.(SC»)-algebre explicite. On montre alors que le morphisme de Bousfield entre ces deux
couples préserve les structures de H.(SC)-algebres. Cela nous permet de mieux appréhender le couple de
suites spectrales de Bousfield calculant (H.(sTot(O,)) ; H.(sTot(O,))). En particulier, on énonce un critere
permettant de faire le lien entre le couple d’homologies singuliéres issu d'une opérade symétrique
multiplicative topologique et la page E* des suites spectrales de Bousfield.

La dernieére étape de notre étude consiste a généraliser les précédents résultats. Pour cela, on se base
sur une conjecture de Dwyer et Hess qui vise a identifier une Cy.q-algebre a partir d’un morphisme
d’opérades C; — O. En admettant ce résultat, on introduit une opérade colorée CC; telle que 1’on peut
extraire une SCy,1-algeébre a partir d'un morphisme d’opérades colorées CC; — O. On montre ainsi
que le couple d’espaces (L7 o’ TooImm®(R? ; R")), composé de 'espace des longs nceuds en dimension
d et de 'approximation polynomiale des (k)-immersions, est faiblement équivalent a une SC,.-algebre
explicite.

Abstract

The aim of this work is to study the Swiss-Cheese operad, denoted by SC,, which is a relative version of
the little cubes operad C,;. We show that the classical theorems in the context of uncolored operads can be
generalized to the relative case. From a pointed operad O (i.e. a two colored operad under 719(SC1) ), we
build two semi-cosimplicial spaces (O, ; O,) such that the pair of semi-totalizations is weakly equivalent
to an explicit SC;-algebra. In particular, we prove that the pair (£;;,; Ln;n), composed of the space of
long knots and the space of long links, is weakly equivalent to an explicit SC,-algebra.

We study two homology theories, namely singular and Hochschild homology, of a pair of semi-
cosimplicial spaces arising from a pointed operad. In this context, (H.(sTot(O,.)); H.(sTot(O,))) and
(HH.(O.); HH.(O,)) are equipped with an explicit H.(SC,)-algebra structure. We show that the map
introduced by Bousfield between these two pairs is a morphism of H.(SC»)-algebras. This result helps
us to understand the pair of spectral sequences computing (H.(sTot(O,)); H.(sTot(O,))). In particular we
give some conditions on a multiplicative symmetric operad so that the E? pages of the Bousfield spectral
sequences are weakly equivalent to H.(sTot(O.)) and H.(sTot(O,)) as H.(SC»)-algebras.

Finally we generalize our previous results, relying on a conjecture by Dwyer and Hess. We define a
colored operad CC; and obtain an SC..1-algebra from an operad morphism CC; — O. As a consequence,
we prove that the couple of topological spaces (L‘lim ; ToImm®(R?; R™)), where Lf;n is the space of long

knots from RY to R" and where T, Imm®(R?; R") is the polynomial approximation of the (k)-immersions,
is weakly equivalent to an explicit SCy.1-algebra.
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