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Discipline : Mathématiques

présentée et soutenue publiquement par :

Julien DUCOULOMBIER

le 10 Décembre 2015

Étude de l’opérade Swiss-Cheese et applications à la
théorie des longs nœuds

Directrice de thèse : Muriel LIVERNET

RAPPORTEURS

M. Grégory GINOT Maître de Conférences Habilité (Paris 6)
M. Paolo SALVATORE Maître de Conférences Habilité (Rome)

JURY

M. Christian AUSONI Professeur (Paris 13)
M. Grégory GINOT Maître de Conférences Habilité (Paris 6)
M. Éric HOFFBECK Maître de Conférences (Paris 13)
M. Pascal LAMBRECHTS Professeur (Louvain-la-Neuve)
Mme. Muriel LIVERNET Professeur (Paris 7)
M. Paolo SALVATORE Maître de Conférences Habilité (Rome)

mailto:ducoulombier@math.univ-paris13.fr




UNIVERSITÉ PARIS 13
Laboratoire Analyse,

Géométrie et Applications, UMR 7539

THÈSE

présentée pour obtenir le grade de

Docteur de l’Université Paris 13
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Intoduction

C’est en 1963 que Stasheff introduit pour la première fois une famille d’espaces topologiques munie
d’opérations permettant de comprendre la structure des espaces de lacets. Il réussit ainsi à donner
une caractérisation des espaces ayant le type d’homotopie d’un espace de lacets à travers la notion
de A∞-espace. Cependant, il faut attendre le début des années 1970 pour que Boardman, Vogt et May
introduisent la notion d’opérade dans le but de modéliser les structures sur les espaces de lacets itérés.
Depuis, cette théorie s’est développée touchant d’autres domaines que la topologie algébrique tels que
la géométrie algébrique ou la géométrie différentielle. Les opérades sont ainsi devenues un outil efficace
dans l’étude des structures sur les espaces topologiques mais aussi dans la compréhension des algèbres
(à homotopie près) dans une catégorie symétrique monoïdale modèle quelconque.

Dans le but de généraliser les travaux de Stasheff, Boardman et Vogt ont introduit l’opérade des
petits cubes Cd de telle sorte que les espaces de lacets d-itérés possèdent naturellement une structure de
Cd-algèbre. Dans [31], May donne la preuve d’une conjecture de Boardman et Vogt montrant ainsi que
l’opérade Cd caractérise les espaces de lacets d-itérés. Plus précisément, le critère de May affirme le fait
suivant :

Un espace topologique est une Ed-algèbre grouplike si et seulement si
il est faiblement équivalent à un espace de lacets d-itéré,

avec Ed une opérade faiblement équivalent àCd. Cependant, il n’est pas évident de montrer qu’un espace
possède une structure de Ed-algèbre. C’est en 2004, dans l’article [32], que McClure et Smith donnent une
interprétation combinatoire du critère de May lorsque l’espace topologique provient de la totalisation
d’un espace cosimplicial. En particulier, ils remarquent que la famille d’espaces composant une opérade
multiplicative (i.e. une opérade sous l’opérade associativeAs) dispose d’une structure cosimpliciale dont
la totalisation est une E2-algèbre. Plus explicitement, si hoTot désigne le foncteur dérivé de la totalisation
alors McClure et Smith démontrent l’énoncé suivant :

Si O est une opérade multiplicative et O• désigne l’espace cosimplicial associé alors
les espaces topologiques Tot(O•) et hoTot(O•) sont des E2-algèbres.

Les critères énoncés jusqu’à présent donnent l’existence de l’espace de lacets d-itéré mais ne per-
mettent pas de le déterminer explicitement. En 2010, Dwyer et Hess dans [14] et indépendamment
Turchin dans [49] ont été capables d’identifier l’espace de lacets double associé à la totalisation homo-
topique d’une opérade multiplicative. Pour cela, Turchin utilise la catégorie des bimodules ainsi que la
catégorie des bimodules infinitésimaux sous une opérade P, notées respectivement BimodP et IbimodP. Il
remarque alors que la totalisation homotopique d’un espace cosimplicial est faiblement équivalent à un
espace de morphismes dérivé dans la catégorie des bimodules infinitésimaux sous l’opérade associative.
Dans le cas où O est une opérade multiplicative et O• désigne l’espace cosimplicial associé, Turchin
démontre les équivalences faibles suivantes à condition que les espaces O(0) et O(1) soient contractiles :

hoTot(O•) ≃ Ibimodh
As(As ; O) ≃ ΩBimodh

As(As ; O ) et Bimodh
As(As ; O ) ≃ ΩOperadh(As ; O ),

avec Ch la catégorie dérivée associée à une catégorie modèle C.
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L’objet d’étude de cette thèse est l’opérade Swiss-Cheese, notée SCd, qui est une version relative de
l’opérade des petits cubes. C’est une opérade colorée, ayant pour couleurs l’ensemble S = {o ; c}, qui a
été introduite par Voronov dans [51]. En particulier, si f : A → X est une application continue pointée
alors le couple d’espaces topologiques :

(
ΩdX ; ho f ib(Ωd−1A→ Ωd−1X)

)
(1)

est une SCd-algèbre. Contrairement au cas de l’opérade Cd, il n’est pas établi dans la littérature que
l’opérade SCd caractérise les couples de la forme (1) de manière générale. On sait uniquement que SC1

fournit une caractérisation grâce aux travaux de Hoefel, Livernet et Stasheff dans [26] visant à étudier
les A∞-morphismes. Notre premier objectif est d’obtenir un théorème similaire à celui de Dwyer-Hess
et Turchin dans le cas relatif. Pour cela, on se ramène à l’étude des espaces semi-cosimpliciaux dont la
définition est celle des espaces cosimpliciaux sans les codégénérescences. De même, on a la notion de
semi-totalisation qui, contrairement à la totalisation classique, est un invariant homotopique des espaces
cosimpliciaux. Plus précisément, Dwyer et Dror montrent dans [12] qu’on peut se ramener à l’étude des
espaces semi-cosimpliciaux grâce à l’énoncé suivant :

Si X• est un espace cosimplicial alors la totalisation homotopique de X• est faiblement équivalent
à la semi-totalisation de X• (obtenu en oubliant les codégénérescences).

Dans le cas relatif, ce qui joue le rôle de l’opérade associative est l’opérade colorée π0(SC1) munie
de la topologie discrète. Les π0(SC1)-algèbres sont les couples (X ; Y) avec X un monoïde topologique
et Y un X-module à gauche topologique. On désignera par Act>0 l’opérade colorée π0(SC1) et par Act
la version unitaire de Act>0. On montre qu’à partir d’une opérade pointée O (i.e. un opérade colorée
au-dessous deAct) on peut extraire un couple d’espaces semi-cosimpliciaux défini par :

Oc(n) = O( c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

; c) et Oo(n) = O( c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

, o; o).

Pour montrer que le couple d’espaces topologiques provenant des semi-totalisations est faiblement
équivalent à uneSC2-algèbre explicite, on utilise dans cette thèse une méthode proche de celle employée
par Turchin basée sur l’étude des bimodules (infinitésimaux) sous une opérade colorée. Dans un premier
temps, on montre dans le chapitre 2 que la démonstration de Berger et Moerdijk visant à définir une
structure de catégorie modèle sur la catégorie des opérades colorées peut s’adapter pour la catégorie des
bimodules (infinitésimaux) :

Théorème. [Théorèmes 2.2.5, 2.2.12 et 2.2.20] Les catégories des opérades colorées, des bimodules et des bimodules
infinitésimaux topologiques possèdent une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée dont tous les objets
sont fibrants.

Ce théorème nous permet de construire des remplacements cofibrants explicites. En particulier, grâce
à l’étude d’un remplacement cofibrant deAct>0 en tant queAct>0-bimodule infinitésimal, on démontre
que l’espace de morphismes dérivé Ibimodh

Act>0
(Act>0 ; O) est déterminé (à équivalence faible près) par

sa partie fermée. Autrement dit, si η : Act → O est un morphisme de Act>0-bimodules infinitésimaux
alors (Oc ; Oo) est un couple d’espaces semi-cosimpliciaux et on a l’équivalence faible :

Ibimodh
Act>0

(Act ; O ) ≃ sTot(Oc).

L’étude des différents remplacements cofibrants permet d’extraire, dans le chapitre 3, un couple d’espaces
faiblement équivalent à uneSC2-algèbre explicite à partir d’une opérade pointée. Notons que le théorème
qui suit a fait l’objet d’un article [13] à paraître dans Algebraic and Geometric Topology.

Théorème. [Théorème 3.4.3] Soit η : Act → O un morphisme d’opérades colorées avec O( ; c), O(c ; c) et
O(o ; o) des espaces contractiles. Si (Oc ; Oo) désigne le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé à η alors
(sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite :

(
Ω2Operadh(As>0 ; Oc) ; Ω2

(
Operadh(As>0 ; Oc) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; O)
) )
.
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Une première application de ce théorème provient de l’étude des espaces de longs nœuds. Dans
une série d’articles [41, 42, 43], Sinha démontre que l’espace des longs nœuds dans Rn modulo les
immersions, défini comme la fibre homotopique :

L1 ; n := ho f ib
(

Embc(R ; Rn ) −→ Immc(R ; Rn )
)
,

dispose d’un remplacement cosimplicial à condition que la dimension de l’espace d’arrivée soit stricte-
ment supérieure à 3. Ce remplacement cosimplicial provient d’une opérade multiplicative Kn, appelée
l’opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d’avoir une résolution cofibrante de
l’opérade des petits cubes. Grâce à cela, pour n > 3 on sait identifier l’espace L1 ; n à un espace de lacets
double explicite :

L1 ; n ≃ Ω
2Operadh(As>0 ; Kn).

Par la suite, Munson et Volić démontrent dans [35] que l’espace des longs entrelacs à k brins modulo les
immersions, défini comme la fibre homotopique :

Lk ; n := ho f ib
(

Embc(
k⊔

i=1

R ; Rn) −→ Immc(
k⊔

i=1

R ; Rn)
)
,

possède aussi une résolution cosimpliciale pouvant s’exprimer comme un décalage de l’opérade de
Kontsevich :

Φk(Kn)(i) = Kn(k × i).

L’objet ainsi obtenu ne possède pas de structure opéradique. Cependant, Dwyer et Hess montrent dans
[15] qu’il est muni d’une structure de bimodule sous l’opérade associative. Par conséquent,Lk ; n a le type
d’homotopie d’un espace de lacets à condition que n > 3. On montre dans le chapitre 4 que le couple
(L1 ; n ; Lk ; n) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite. Plus précisément, ce résultat découle
du fait qu’on peut construire une SC2-algèbre à partir d’une opérade symétrique multiplicative :

Théorème. [Théorème 4.2.5] Soit O une opérade symétrique multiplicative avec O(0) et O(1) des espaces contrac-
tiles. Le couple (sTot(O) ; sTot(Φk(O))) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite :

(
Ω2Operadh(As>0 ; O) ; Ω2

(
Operadh(As>0 ; O) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ)
) )
,

avec Θ une opérade colorée construite à partir de O et Φk(O).

Le chapitre 5 est dédié à l’étude des structures dans la catégorie des espaces vectoriels différentiels
gradués. A partir d’un espace semi-cosimplicial X•, on peut lui associer un espace vectoriel différentiel
gradué en prenant l’homologie singulière de la semi-totalisation sTot(X•). On peut aussi lui associer
l’homologie de Hochschild du bicomplexe {Cs

∗(X
•)} que l’on note HH∗(X•). Dans [7], Bousfield explicite

un morphisme entre ces deux objets :

ϕ : H∗(sTot(X•)) −→ HH∗(X•),

et énonce les conditions pour que ϕ soit un isomorphisme. Si l’espace semi-cosimplicial provient d’une
opérade multiplicative alors sTot(X•) est faiblement équivalent à une C2-algèbre. Par conséquent, l’ho-
mologie singulière possède une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakaï dans [38].
Sous les même conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans [19] que l’homologie de Hochschild
possède aussi une structure de Gerstenhaber explicite. Le résultat principal de l’article [38] affirme que :

Si X• provient d’une opérade multiplicative alors le morphisme de Bousfield est
un morphisme de Gerstenhaber préservant la structure définie par Sakaï sur l’homologie singulière

et la structure définie par Gerstenhaber et Voronov sur l’homologie de Hochschild.

La suite spectrale de Bousfield permet de calculer l’homologie singulière associée à la semi-totalisation
sTot(X•). Si l’espace semi-cosimplicial provient d’une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sède une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule l’homologie singulière en tant qu’algèbre de Gerstenhaber. Il est important de comprendre
le morphisme de Bousfield car la page E2 de la suite spectrale de Bousfield correspond à l’homologie de
Hochschild.
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Dans le chapitre 5, on adapte les résultats au cas coloré. A partir d’un couple d’espaces semi-
cosimpliciaux (X•c ; X•o ), on dispose des couples d’espaces vectoriels différentiels gradués :

( H∗(sTot(X•c )) ; H∗(sTot(X•o )) ) et ( HH∗(X•c ) ; HH∗(X•o ) ),

correspondant respectivement aux homologie singulières et aux homologies de Hochschild. On montre
que si le couple d’espaces semi-cosimpliciaux provient d’une opérade pointée alors les deux couples
d’homologies possèdent une structure de H∗(SC2)-algèbre explicite et l’application de Bousfield induit un
morphisme de H∗(SC2)-algèbres. On termine le chapitre 5 par l’étude des suites spectrales de Bousfield.
On énonce notamment un critère permettant de faire le lien entre le couple d’homologie singulière issu
d’une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E2 des suites spectrales de Bousfield :

Théorème. [Corollaire 5.4.9] Soit O une opérade symétrique multiplicative topologique. Si O estΣ[AsK]-formelle
alors on a un isomorphisme de H∗(SC2)-algèbres entre (H∗(sTot(O)) ; H∗(sTot(Φk(O)))) et le couple d’homologies
provenant des pages E2 des suites spectrales de Bousfield issues des espaces cosimpliciaux O et Φk(O).

L’étude des opérades pointées dans les chapitres 1 à 3 permet de démontrer dans le chapitre 4 que
la paire (L1 ; n ; Lk ; n) est faiblement équivalente à une SC2-algèbre. Cependant il est souvent difficile
d’identifier un espace topologique à la semi-totalisation d’un espace semi-cosimplicial. Dans de nom-
breux cas les relations semi-cosimpliciales sont vérifiées uniquement à homotopie près. Par exemple
on ne dispose pas de remplacements cosimpliciaux pour les espaces de plongements Emb(Rd ; Rn) et
Emb(

⊔
iR

d ; Rn) lorsque la dimension de la variété source est strictement supérieure à 1. Il est néanmoins
possible de les identifier à des espaces de bimodules infinitésimaux sous l’opérade Cd. C’est pourquoi
il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre 3 afin d’étudier ces cas de figure. Pour cela on
a besoin d’une méthode pour construire des remplacements cofibrants de manière fonctorielle dans la
catégorie des bimodules. Dans le chapitre 6, on montre que la résolution de Boardman-Vogt admet un
analogue dans le contexte des bimodules. A partir d’un bimodule M, on construit un bimodule B(M) de
telle sorte que l’on ait le théorème suivant :

Théorème. [Théorème 6.1.3] Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien pointées Σ-cofibrantes et M un P-Q
bimodule. Si M est cofibrant en tant que Σ-collection alors B(M) est un remplacement cofibrant de M en tant que
P-Q bimodule.

Cela nous permet d’adapter la preuve du delooping du chapitre 3 et ainsi d’extraire un couple d’espaces
faiblement équivalent à une SC1-algèbre explicite à partir d’un morphisme d’opérades colorées ayant
pour couleurs l’ensemble S = {o ; c}. Notons qu’à partir de deux opérades symétriques topologiques P
et Q, on définit l’opérade colorée symétrique topologique P ⊕Q de la façon suivante :

P ⊕Q(c, . . . , c; c) = Q(n) pour n ≥ 0, P ⊕Q(o, . . . , o; o) = P(n) pour n > 0

et l’ensemble vide pour les autres configurations. On introduit alors la sous-catégorie Op[P ; Q] constituée
des opérades colorées symétriques au-dessous de P ⊕Q. On démontre ainsi le théorème suivant :

Théorème. [Théorème 6.2.16] Soient P et Q deux opérades Σ-cofibrantes et bien pointées, avec P(0) = ∅, et
η : O → O′ un morphisme dans la catégorie Op[P ; Q]. Si R(O) est Σ-cofibrant alors le couple d’espaces
topologiques (

Σ-Bimodh
Q(Q ; O′c) ; Σ-Bimodh

P-Q(R(O) ; R(O′))
)

est faiblement équivalent à une SC1-algèbre explicite :
(
Ω

(
Σ-Operadh(Q ; O′c)

)
; Ω

(
Σ-Operadh( Q ; O′c ) ; Op[P ; ∅]h(L(R(O); P; Q) ; O′ )

) )
.

avec L(R(O); P; Q) une opérade colorée issue du P-Q bimodule R(O) := {O(c, . . . , c; o)}.

Pour généraliser le théorème ci-dessus afin de reconnaître des SCd+1-algèbres à partir de morphismes
d’opérades colorées, on doit admettre la conjecture de Dwyer et Hess suivante :

Si η : Cd →M est un morphisme de Cd-bimodules, avec M(0) ≃ ∗ et M(1) ≃ ∗,
alors on a l’équivalence faible Ibimodh

Cd
(Cd ; M) ≃ ΩdBimodh

Cd
(Cd ; M).
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Théorème. [Théorème 6.3.4] Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraie. Si η : L(Cd ; C>0
d ; Cd)→

O est un morphisme dans la catégorie Op[C>0
d ; Cd], avec O( ; c) ≃ O(c ; c) ≃ ∗ et O( ; o) ≃ O(c ; o) ≃ ∗, alors le

couple d’espaces topologiques
(

Ibimodh
Cd

(Cd ; Oc) ; Ibimodh
Cd

(Cd ; R(O))
)
,

est faiblement équivalent à une algèbre sous SCd+1 explicite :
(
Ωd+1Operadh(Cd ; Oc) ; Ωd+1

(
Operadh(Cd ; Oc ) ; Op[C>0

d ; ∅]h(L(Cd ; C>0
d ; Cd) ; O )

) )
.

Une application de ce théorème est donnée par l’étude des espaces de longs nœuds et l’espace des (k)-
immersions en dimension supérieure. Dans [42], Sinha a réussi à exprimer l’espace des longs nœudsL1 ; n

comme un espace de lacets double car il disposait d’un remplacement semi-cosimplicial provenant de
l’opérade de Kontsevich (voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nœuds en dimension
supérieure, définis par la fibre homotopique :

Ld
1 ; n := ho f ib

(
Embc(Rd ; Rn) −→ Immc(Rd ; Rn)

)
,

on ne possède pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin dans [1] ont déve-
loppé une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], afin d’identifier des espaces de
plongements à des bimodules infinitésimaux sous l’opérade des petits cubes :

Ld
1 ; n ≃ Ibimodh

Cd
(Cd ; Cn) ≃ Ωd+1Operadh(Cd ; Cn).

D’un autre coté, l’espace des (k)-immersions, noté Imm(k)
c (Rd ; Rn), est le sous-espace des immersions

f ∈ Immc(Rd ; Rn) tel que pour tout sous-ensemble K ⊂ Rd de cardinal k, la restriction f|K est non-
constante. L’espace des (k)-immersions relatives est défini comme la fibre homotopique :

Imm(k)
c (Rd ; Rn) := ho f ib

(
Imm(k)

c (Rd ; Rn) −→ Immc(Rd ; Rn)
)
.

En utilisant une méthode similaire au cas des longs nœuds en dimension supérieure, Dobrinskaya et
Turchin ont montré dans [11] que la limite de la tour de Taylor associée à Imm(k)

c (Rd ; Rn) peut s’exprimer
comme un bimodule infinitésimal sous l’opérade Cd pour n > d :

T∞Imm(k)
c (Rd ; Rn) ≃ Ibimodh

Cd
(Cd ; C(k)

n ),

avecC(k)
n unCn-bimodule appelé le bimodule des (k)-petits cubes. Contrairement au cas des longs nœuds,

on ne sait pas si la tour de Taylor converge pour les (k)-immersions. On réussit néanmoins à démontrer
que le couple (Ld

1 ; n ; T∞Imm(k)
c (Rd ; Rn)) est faiblement équivalent à une SCd+1-algèbre explicite à la fin

du chapitre 6 :

Théorème. [Théorème 6.4.8] Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraie. Si n − d − 2 > 0 alors le
couple d’espaces topologiques (Ld

1 ; n ; T∞Imm(k)
c (Rd ; Rn)) est faiblement équivalent à uneSCd+1-algèbre explicite :

(
Ωd+1Operadh(Cd ; Cn) ; Ωd+1

(
Operadh(Cd ; Cn ) ; Op[Cd ; ∅]h(CCd ; L(C(k)

n ; Cn ; Cn) )
) )
.
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1
Opérade, espace cosimplicial et bimodule "infinitésimal"

Dans ce chapitre, on introduit les notions utilisées dans la suite de la thèse. Dans un premier temps, on
introduit la catégorie des opérades et notamment l’opérade des petits cubes Cd. On pourra ainsi énoncer
les premiers critères de May permettant d’identifier les espaces topologiques faiblement équivalents à un
espace de lacets d-itéré. Ensuite, on rappelle les travaux de McClure et Smith qui visent à simplifier ces
critères lorsque l’espace topologique provient de la totalisation d’un espace cosimplicial. L’inconvénient
de ces critères est qu’ils donnent l’existence des espaces de lacets d-itérés mais ne permettent pas de les
déterminer explicitement. Pour remédier à cela, on introduit la catégorie des bimodules infinitésimaux
ainsi que la catégorie des bimodules sous une opérade colorée. Enfin, comme le chapitre 5 est consacré
à l’étude des structures en homologie, la dernière section est dédiée à l’étude des opérades dans la
catégorie desK-espaces vectoriels différentiels gradués.

1.1 Opérade colorée dans une catégorie symétrique monoïdale

1.1.1 Opérade colorée non symétrique

Définition 1.1.1. Soient S un ensemble et C une catégorie. Les objets de la catégorie des collections
Coll(S ; C) sont des familles d’objets de C indexées par les (n + 1)-uplets d’éléments de S, avec n ≥ 0. Un
objet M ∈ Coll(S ; C) est noté de la façon suivante :

{M(s1, . . . , sn; sn+1) }, avec n ≥ 0 et si ∈ S.

Un morphisme f : M1 →M2 dans la catégorie Coll(S ; C) est la donnée d’une famille de morphismes :

{ fs1,...,sn;sn+1 : M1(s1, . . . , sn; sn+1)→M2(s1, . . . , sn; sn+1) }, avec n ≥ 0 et si ∈ S.

Une collection M est dite pointée s’il existe un élément particulier ∗s ∈ M(s ; s) pour tout s ∈ S. On note
Coll(S ; C)∗ la catégorie des collections pointées dont les morphismes sont les morphismes de collections
préservant les éléments particuliers. S’il n’y a pas d’ambiguïté sur la catégorie C, on note respectivement
Coll(S)∗ et Coll(S) les catégories Coll(S ; C)∗ et Coll(S ; C).

Notation 1.1.2. On va s’intéresser en particulier aux collections indexées par l’ensemble S = {o ; c}. Dans
ce cas, l’élément o est appelé la couleur ouverte tandis que l’élément c est appelé la couleur fermée. Si M
est un objet de Coll({o ; c}) ou Coll({o ; c})∗ alors on pose les notations suivantes :

M( c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

; c) =M(n ; c) =Mc(n) et M( c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

, o; o) =M(n ; o) =Mo(n). (1.1)

Définition 1.1.3. Soit S un ensemble. Une S-opérade dans une catégorie symétrique monoïdale (C ; ⊗ ; I)
est la donnée d’un objet O ∈ Coll(S)∗ muni de morphismes appelés des compositions opéradiques partielles :

◦i : O(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O(s′1, . . . , s
′
m; si)→ O(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1), avec 1 ≤ i ≤ n,

vérifiant les axiomes suivants :
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CHAPITRE 1. OPÉRADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITÉSIMAL"

A1 L’axiome de l’unité : pour tout s ∈ S, l’élément ∗s ∈ O(s ; s) vérifie les relations :

⊲ x ◦i ∗s = x, avec x ∈ O(s1, . . . , si−1, s, si+1, . . . , sn; sn+1),

⊲ ∗s ◦1 x = x, avec x ∈ O(s1, . . . , sn; s).

A2 L’axiome d’associativité : pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ p, on a le diagramme commutatif suivant :

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
p; si)

]
⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i ⊗ id// O(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
p, si+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i+ j−1

��
O(s1, .., si−1, s′1, .., s

′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p, si+1, .., sn; sn+1)

O(s1, .., sn; sn+1) ⊗
[

O(s′1, .., s
′
p; si) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

]
id⊗◦ j

// O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s
′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p; si)

◦i

OO

A3 L’axiome de commutativité : pour 1 ≤ i < j ≤ n, on a le diagramme commutatif :

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
p; si)

]
⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

◦i ⊗ id // O(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
p, si+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

◦i+ j−1

��
O(s1, .., si−1, s′1, .., s

′
p, si+1, .., s j−1, s′′1 , .., s

′′
q , s j+1, .., sn; sn+1)

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

]
⊗O(s′1, .., s

′
p; si)

◦ j ⊗ id
// O(s1, .., s j−1, s′′1 , .., s

′′
q , s j+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
p; s j)

◦i

OO

Un morphisme f : O1 → O2 entre deux S-opérades est la donnée d’un morphisme de collections pointées
préservant les compositions opéradiques partielles :

O1(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O1(s′1, . . . , s
′
n; si)

◦i //

fs1 ,...,sn ;sn+1⊗ fs′1 ,...,s
′
n ;si

��

O1(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s
′
m, si+1, . . . , sn; sn+1)

fs1 ,...,si−1 ,s
′
1 ,...,s

′
m ,si+1 ,...,sn ;sn+1

��
O2(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O2(s′1, . . . , s

′
n; si)

◦i // O2(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s
′
m, si+1, . . . , sn; sn+1)

S’il n’y a pas d’ambiguïté sur la catégorie C, on note OperadS la catégorie des S-opérades. Lorsque S
est réduit à un élément, on retrouve la notion usuelle des opérades non symétriques dont la catégorie
associée est notée Operad.

Remarque 1.1.4. De manière équivalente, on peut définir une S-opérade comme la donnée d’un objet
O ∈ Coll(S)∗ muni d’une composition opéradique totale :

γ : O(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O(s1
1, . . . , s

1
m1

; s1) ⊗ · · · ⊗O(sn
1 , . . . , s

n
mn

; sn) −→ O(s1
1, . . . , s

n
mn

; sn+1),

vérifiant une liste d’axiomes (voir [30] dans le cas non coloré). Ces deux structures sont équivalentes
grâce aux unités de l’opérade colorée O. En effet, à partir de γ on retrouve les compositions opéradiques
partielles via la formule :

x ◦i y = γ(x; ∗s1 , . . . , ∗si−1 , y, ∗si+1 , . . . , ∗sn ),

avec x ∈ O(s1, . . . , sn; sn+1) et y ∈ O(s′1, . . . , s
′
m, si). Inversement, à partir des compositions opéradiques

partielles on retrouve la composition opéradique totale de la façon suivante :

γ(x; y1, . . . , yn) = (· · · ((x ◦1 y1) ◦m1+1 y2) · · · ) ◦m1+···+mn−1+1 yn,

avec x ∈ O(s1, . . . , sn; sn+1) et yi ∈ O(si
1, . . . , s

i
mi

; si).
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Remarque 1.1.5. Lorsque l’ensemble S est réduit à un élément, une opérade O est la donnée d’une famille
d’objets indexée par les entiers naturels {O(n)}n≥0 munie de compositions opéradiques partielles :

◦i : O(n) ⊗O(m)→ O(n +m − 1), avec 1 ≤ i ≤ n.

Un élément de O(n) peut s’interpréter comme une opération sur n variables représentée par un arbre à n
entrées. De manière similaire, si O est une S-opérade, alors un élément de O(s1, . . . , sn; sn+1) s’interprète
comme une opération représentée par un arbre à n entrées qui sont indexées respectivement par si tandis
que la sortie est indexée par l’élément sn+1. En particulier, lorsque S = {o ; c}, l’élément o est représenté
par la couleur rouge tandis que l’élément c est représentée en noir.

Figure 1.1 – Illustration d’un élément x ∈ O(o, c, c, o, c; o).

Définition 1.1.6. Soient S un ensemble et O une S-opérade dans une catégorie symétrique monoïdale
(C ; ⊗ ; I). Une algèbre sous l’opérade colorée O, ou O-algèbre, est la donnée d’une famille d’objets
X = {Xs}s∈S munie de morphismes :

µ : O(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗ Xs1 ⊗ · · · ⊗ Xsn −→ Xsn+1 ,

compatible avec les compositions opéradiques partielles :

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
m; si)

]
⊗ Xs1 ⊗ · · ⊗Xsn

◦i // O(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
m, si+1, .., sn; sn+1) ⊗ Xs1 ⊗ · · ⊗Xsn

µ

��
Xsn+1

O(s1, .., sn; sn+1) ⊗ Xs1 ⊗ · ·
[

O(s′1, .., s
′
m; si) ⊗ Xs′1

⊗ · · ⊗Xs′m

]
· · ⊗ Xsn µ

// O(s1, .., sn; sn+1) ⊗ Xs1 ⊗ · · ⊗Xsn

µ

OO

Exemple 1.1.7. L’opérade des endomorphismes EndX

Soient S un ensemble et X = {Xs}s∈S une famille d’objets dans une catégorie symétrique monoïdale
(C ; ⊗ ; I). L’opérade colorée des endomorphismes associée à X, notée EndX, est définie par la collection
pointée suivante :

EndX(s1, . . . , sn; sn+1) := C(Xs1 ⊗ · · · ⊗ Xsn ; Xsn+1 ), avec n ≥ 0 et si ∈ S.

Les éléments particuliers sont les morphismes identité tandis que les compositions opéradiques partielles
sont issues des compositions dans la catégorie C. Notons qu’il existe un morphisme de S-opérades
O→ EndX si et seulement si la famille X est une O-algèbre.

Exemple 1.1.8. L’opérade du groupe des permutations Σ
L’opérade des permutations Σ est issue de la collection pointée composée des groupes finis {Σn}n≥0 et
dont les compositions opéradiques partielles sont définies de la façon suivante :

◦i : Σn × Σm −→ Σn+m−1 ; (a1, . . . , an) × (b1, . . . , bm) 7−→ (a′1, . . . , a
′
i−1, b

′
1, . . . , b

′
m, a

′
i+1, . . . , a

′
n),

avec :

b′j = b j + ai − 1 et a′j =

{
a j si a j < ai,
a j +m − 1 sinon.
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1.1.2 Opérade colorée symétrique

Définition 1.1.9. Soient S un ensemble etC une catégorie. La catégorie des collections symétriques, notée
Σ-Coll(S ; C), est la sous-catégorie de Coll(S ; C) constituée des collections {M(s1, . . . , sn; sn+1)} équipée
d’une action à droite du groupe symétrique. Cela signifie que pour tout (n + 1)-uplet d’éléments de S et
chaque permutation σ ∈ Σn, on a un morphisme :

σ∗ : M(s1, . . . , sn; sn+1) −→ M(sσ(1), . . . , sσ(n); sn+1);
x 7−→ x · σ.

Un morphisme entre deux collections symétriques f : M1 → M2 est la donnée d’un morphisme de
collections préservant l’action à droite :

fsσ(1),...,sσ(n);sn+1 (x · σ) = fs1,...,sn;sn+1 (x) · σ, (1.2)

avec x ∈ M(s1, . . . , sn; sn+1) et σ ∈ Σn. De même, on définit la catégorie Σ-Coll(S ; C)∗ des collections
symétriques pointées. S’il n’y a pas d’ambiguïté sur la catégorie C, on note respectivement Σ-Coll(S)∗ et
Σ-Coll(S) les catégories Σ-Coll(S ; C)∗ et Σ-Coll(S ; C).

Définition 1.1.10. Soit S un ensemble. Une S-opérade symétrique dans une catégorie symétrique monoïdale
(C ; ⊗ ; I) est la donnée d’une Σ-collection pointée O ∈ Σ-Coll(S)∗ munie d’un structure de S-opérade
compatible avec l’action du groupe symétrique :

(x.σ) ◦i (x′ · σ′) = (x ◦σ(i) x′) · (σ ◦i σ
′),

avec x ∈ O(sσ−1(1), . . . , sσ−1(n); sn+1), x′ ∈ O(s′1, . . . , s
′
m; si), σ ∈ Σn et σ′ ∈ Σm. Un morphisme f : O1 → O2

entre deux S-opérades symétriques est la donnée d’un morphisme de S-opérades vérifiant la relation
(1.2). On note Σ-OperadS la catégorie des S-opérades symétriques et Σ-Operad la catégorie des opérades
symétriques.

Définition 1.1.11. Soient S un ensemble et O une S-opérade symétrique dans une catégorie symétrique
monoïdale (C ; ⊗ ; I). Une algèbre sous la S-opérade symétrique O, ou O-algèbre, est la donnée d’une
famille d’objets {Xs}s∈S de Cmunie de morphismes :

µ : O(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗ Xs1 ⊗ · · · ⊗ Xsn −→ Xsn+1 ,

vérifiant la commutativité des diagrammes de la définition 1.1.6 ainsi que la relation suivante :

µ(x · σ ; x1, . . . , xn) = µ(x ; xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)),

avec x ∈ O(sσ−1(1), . . . , sσ−1(n); sn+1), σ ∈ Σn et xi ∈ Xsi .

Exemple 1.1.12. Soient S un ensemble et X = {Xs}s∈S une famille d’objets dans une catégorie symétrique
monoïdale (C ; ⊗ ; I). L’opérade des endomorphismes EndX est une S-opérade symétrique dont l’action
à droite du groupe des permutations est définie de la façon suivante :

σ∗ : EndX(s1, . . . , sn; sn+1) −→ EndX(sσ(1), . . . , sσ(n); sn+1);

f 7−→

{
f · σ : Xsσ(1) ⊗ · · · ⊗ Xsσ(n) → Xsn+1 ,

(x1, . . . , xn) 7→ f (xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)).

Notons qu’il existe un morphisme de S-opérades symétriques O→ EndX si et seulement si la famille X
est une O-algèbre.

Remarque 1.1.13. Soit S un ensemble. Dans une catégorie symétrique monoïdale (C ; ⊗ ; I) cocomplète,
on dispose d’une adjonction entre les S-opérades et les S-opérades symétriques :

Σ[−] : OperadS ⇆ Σ-OperadS :U, (1.3)

avecU le foncteur oubliant l’action du groupe des permutations et Σ[−] envoyant une S-opérade O vers
la S-opérade symétrique Σ[O] définie par :

Σ[O](s1, . . . , sn; sn+1) :=
∐

σ∈Σn

O(sσ(1), . . . , sσ(n); sn+1).
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1.1.3 Exemples d’opérades colorées topologiques

On va s’intéresser aux opérades colorées symétriques dans la catégorie des espaces topologiques
munie du produit cartésien. Pour notre étude, un espace topologique est un espace de Hausdorff com-
pactement engendré tandis que l’espace de morphismes entre deux espaces topologiques est équipé de
la topologie compact-ouvert. Cette convention est nécessaire afin d’avoir l’homéomorphisme :

Top(X ; Top(Y ; Z)) � Top(X × Y ; Z),

avec X, Y et Z trois espaces topologiques. Ceci nous permet d’avoir un homéomorphisme entre les
algèbres sous une S-opérade topologique O et les morphismes de S-opérades O→ EndX.

Après avoir introduit l’opérade des petits cubes, on énoncera les premiers critères permettant d’iden-
tifier les espaces faiblement équivalents à un espace de lacets d-itéré. On fera aussi le lien avec le cas
coloré à travers l’opérade Swiss-Cheese.

Exemple 1.1.14. L’opérade associativeAs et l’opérade associative stricteAs>0

L’opérade associative et l’opérade associative stricte sont définies par les collections pointées suivantes :

As(n) = ∗n, pour n ≥ 0 et As>0(n) =
{
∗n pour n > 0,
∅ pour n = 0,

avec ∗n l’espace topologique réduit à un point. Une algèbre sous l’opérade associative est la donnée d’un
monoïde topologique unitaire tandis qu’une algèbre sous l’opérade associative stricte est la donnée d’un
monoïde topologique.

Définition 1.1.15. Une opérade topologique O est dite multiplicative s’il existe un morphisme d’opérades
η : As→ O. De même, une opérade topologique O est dite multiplicative stricte s’il existe un morphisme
d’opérades η : As>0 → O. De manière générale, une opérade O est stricte si O(0) = ∅ tandis qu’une
opérade est réduite si les espaces O(0) et O(1) sont réduits à un point.

Remarque 1.1.16. De même, une opérade symétrique O est dite multiplicative (resp. multiplicative stricte)
s’il existe un morphisme d’opérades symétriques η : Σ[As] → O (resp. η : Σ[As>0] → O). Grâce à
l’adjonction (1.3), on a la bijection :

Operad(As ; U(O)) � Σ-Operad(Σ[As] ; O) (resp. Operad(As>0 ; U(O)) � Σ-Operad(Σ[As>0] ; O) ).

Par conséquent, une opérade symétrique est multiplicative (resp. multiplicative stricte) si l’opérade non
symétrique sous-jacente est multiplicative (resp. multiplicative stricte).

Exemple 1.1.17. L’opérade action-monoïdeAct et l’opérade action-monoïde stricteAct>0

En utilisant les notations (1.1), les {o ; c}-opéradesAct etAct>0 sont définies par les collections suivantes :
{
Act(n ; c) = ∗n ; c pour n ≥ 0,

Act(n ; o) = ∗n+1 ; o pour n ≥ 0,
et

{
Act>0(n ; c) = ∗n ; c pour n > 0,

Act>0(n ; o) = ∗n+1 ; o pour n ≥ 0,

et l’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. Une algèbre sous la {o ; c}-opéradeAct est la
donnée d’un couple d’espaces topologiques (Xc ; Xo). Comme la restriction deAct à la couleur fermée est
l’opérade associative, l’espace Xc est un monoïde topologique unitaire tandis que Xo est un Xc-module
à gauche unitaire. De même, lesAct>0-algèbres sont les couples d’espaces (Xc ; Xo) avec Xc un monoïde
topologique et Xo un Xc-module à gauche.

Définition 1.1.18. Une opérade pointée est la donnée d’une {o ; c}-opérade O munie d’un morphisme de
{o ; c}-opérades η : Act → O. De même, une opérade pointée stricte est la donnée d’une {o ; c}-opérade O
munie d’un morphisme de {o ; c}-opérades η : Act>0 → O.

Exemple 1.1.19. L’opérade des petits cubes Cd

Un petit cube de dimension d est la donnée d’une application continue c : [0 , 1]d → [0 , 1]d qui puisse
s’obtenir comme la composée d’une translation et d’une dilatation. Ainsi, l’opérade symétrique Cd est
issue de la collection symétrique pointée {Cd(n)}n≥0 avec Cd(0) = ∗ et, pour n ≥ 1, Cd(n) est l’espace des
familles de petits cubes {ci}

n
i=1 vérifiant la condition suivante :

Int
(

Im(ci)
)
∩ Int

(
Im(c j)

)
= ∅, dès que i , j. (1.4)
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Le point particulier de cette collection provient du petit cube id : [0 , 1]d → [0 , 1]d tandis que l’action à
droite du groupe symétrique consiste à ré-indexer les petits cubes :

Cd(n) × Σn → Cd(n) ; ( {ci} ; σ) 7→ {c′i := cσ(i)}.

Les compositions opéradiques partielles sont définies de la façon suivante :

◦i : Cd(n) × Cd(m)→ Cd(n +m − 1) ; ( {ci}
n
i=1 ; {c′i }

m
i=1 ) 7→ {c′′i }

n+m−1
i=1 :=



c′′j = c j si i < j,
c′′j = ci ◦ c′j−i+1 si i ≤ j < i +m,
c′′j = c j−m+1 si j ≥ i +m.

Par convention la composition opéradique avec l’élément de Cd(0) consiste à oublier un petit cube.

Figure 1.2 – Illustration de la composition opéradique ◦2 : C2(3) × C2(2)→ C2(4).

Définition 1.1.20. Soit (X ; ∗) un espace topologique pointé. L’espace de lacets d-itéré associé à (X ; ∗) est
défini comme l’espace topologique :

ΩdX := { f : [0 , 1]d → X | f (∂[0 , 1]d) = ∗ }.

Proposition 1.1.21. [4] Si (X ; ∗) est un espace topologique pointé alors l’espace de lacets d-itéré ΩdX est une
Cd-algèbre.

Démonstration. Les opérations induisant la structure de Cd-algèbre sur l’espace ΩdX sont définies de la
façon suivante :

µ : Cd(n) × (ΩdX)×n −→ ΩdX;
(
{ci}

n
i=1 ; f1, . . . , fn

)
7−→ f : [0 , 1]d → X ; x 7→

{
fi ◦ c−1

i (x) si x ∈ Im(ci),
∗ sinon.

Les conditions fi(∂[0 , 1]d) = ∗ impliquent que les opérations sont bien définies. �

Définition 1.1.22. Soit X une Ed-algèbre, avec d ≥ 2 et Ed une opérade faiblement équivalente à Cd.
Comme les espaces Cd(n) sont connexes il en va de même pour les espaces Ed et les opérations :

µ : π0(Ed(2)) × π0(X) × π0(X)→ π0(X) et e : π0(Ed(0))→ π0(X)

induisent une structure monoïdale unitaire sur π0(X). On dit alors que X est "grouplike" si le monoïde
π0(X) est un groupe.

Théorème 1.1.23. Un espace topologique X est une Ed-algèbre grouplike si et seulement si X est faiblement
équivalent à un espace de lacets d-itéré.

La preuve du théorème 1.1.23 est due à Boardman et Vogt [4] dans le cas particulier où l’espace
topologique X est connexe et d = 1. Par la suite, une preuve pour d quelconque fut apportée par May
dans [30], toujours dans le contexte des espaces connexes. Il faudra attendre l’article [31] de May pour
avoir la démonstration de la forme actuelle du théorème.

Exemple 1.1.24. L’opérade Swiss-Cheese SCd

On utilise la définition de Swiss-Cheese introduite par Voronov dans l’article [51]. L’opérade SCd est
une {o ; c}-opérade symétrique dont la restriction à la couleur fermée coïncide avec la version stricte de
l’opérade des petits cubes Cd :

SCd( c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

; c) =
{
Cd(n) si n ≥ 1,
∅ si n = 0.
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Pour décrire les espaces de la forme SCd(s1, . . . , sn; o), avec si ∈ {o ; c}, on commence par définir la face F1

du cube [0 , 1]d :
F1 := { (t1, . . . , td) ∈ [0 , 1]d | t1 = 1 }.

Ainsi, SCd(s1, . . . , sn; o) est l’espace des familles de petits cubes {ci}
n
i=1 vérifiant la relation (1.4) ainsi que

la condition suivante :
si = o⇒ ci(F1) ⊂ F1.

Par convention SCd( ; o) et SCd(c, . . . , c; o) sont réduits à l’ensemble vide tandis que SCd(s1, . . . , sn; c) = ∅
s’il existe un entier i tel que si = o. La structure opéradique ainsi que l’action à droite du groupe des
permutations sont définies de manière similaire à l’opérade des petits cubes (voir la définition 1.1.19).

Figure 1.3 – Illustration de la composition opéradique ◦2 : SC2(c, o, c; o)×SC2(o, o, c; o)→ SC2(c, o, o, c, c; o).

Définition 1.1.25. Soit f : (A ; ∗) → (X ; ∗) une application entre des espaces topologiques pointés.
L’espace de lacets relatif d-itéré associé à f , noté Ωd(X ; A), est défini comme la fibre homotopique :

Ωd(X ; A) := ho f ib
(
Ωd−1 f : Ωd−1A −→ Ωd−1X

)
,

au-dessus du lacet constant. En d’autres termes, un modèle pour l’espace de lacets d-itéré est donné par :

Ωd(X ; A) :=
{

g : [0 , 1]d → X | g(∂[0 , 1]d \
◦

F1) = ∗ et g(F1) ⊂ f (A)
}
.

Proposition 1.1.26. Soit f : (A ; ∗) → (X ; ∗) une application entre espaces topologiques pointés. Le couple
d’espaces (ΩdX ; Ωd(X ; A) ) est une SCd-algèbre.

Démonstration. Les opérations induisant la structure de SCd-algèbre sont similaires à celles introduites
dans la preuve de le proposition 1.1.21. �

Pour l’instant, il n’existe pas d’analogue du théorème 1.1.23 avec l’opérade SCd, excepté dans le
cas où d = 1 (voir [26]). Cependant, lors du colloque [27], Hoefel et Stasheff ont présenté leurs travaux
visant à montrer qu’un couple d’espaces (X ; Y) est une SCd-algèbre grouplike si et seulement si il existe
∗ ∈ Y′ ⊂ X′ des espaces topologiques avec (X ; Y) faiblement équivalent à (ΩdX′ ; Ωd(X′ ; Y′) ).

1.2 Espace cosimplicial et semi-cosimplicial

Lorsqu’un espace topologique X provient de la totalisation d’un espace cosimplicial, McClure et
Smith montrent dans [33] qu’il est possible de savoir si X possède une structure de Cd-algèbre via des
critères combinatoires sur l’espace cosimplicial. Dans ce contexte, il est plus facile d’identifier les espaces
ayant le type d’homotopie d’un espace de lacets d-itéré. Pour notre étude, on va uniquement s’intéresser
à l’interprétation des critères permettant d’identifier les espaces de lacets simples et doubles.

1.2.1 Espaces cosimpliciaux

Définition 1.2.1. La catégorie ∆ a pour objet les ensembles finis ordonnés [n] := {0, . . . ,n}, avec n ∈ N.
Les morphismes sont engendrés par deux types d’applications :

di : [n − 1]→ [n] ; j 7→

{
j si j < i,

j + 1 sinon, et si : [n + 1]→ [n] ; j 7→

{
j si j ≤ i,

j − 1 sinon,

avec i ∈ {0, . . . ,n}, appelées respectivement cofaces et codégénérescences.
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Définition 1.2.2. Un espace cosimplicial est un foncteur covariant X• : ∆ → Top, avec Top la catégorie
des espaces topologiques. La donnée d’un espace cosimplicial est équivalente à la donnée d’une famille
d’espaces topologiques {Xn}n≥0 munie d’opérations :

di : Xn−1 → Xn et si : Xn+1 → Xn,

avec i ∈ {0, . . . ,n}, vérifiant les relations cosimpliciales :

d jdi = did j−1, si i < j,
s jsi = si−1s j, si i > j,

s jdi =



dis j−1, si i < j,
id, si i = j ou i = j + 1,
di−1s j, si i > j + 1.

La donnée d’une transformation naturelle (ou morphisme cosimplicial) entre deux espaces cosimpliciaux
X•1 et X•2 est équivalente à la donnée d’une famille d’applications continues f • = { f n : Xn

1 → Xn
2 } vérifiant

les relations :
f n ◦ di = di ◦ f n−1 et f n ◦ si = si ◦ f n+1,

avec i ∈ {0, . . .n}.

Exemple 1.2.3. 1) l’espace cosimplicial ∆• est constitué des espaces topologiques :

∆n := { (t1, . . . , tn) ∈ [0 , 1]n | ti ≤ t j si i < j }.

Les cofaces et les codégénérescences consistent respectivement à dupliquer ou oublier un élément.
Plus précisément les opérations sont définies de la façon suivante :

si : ∆n → ∆n−1 ; (t1, . . . , tn) 7→ (t1, . . . , ti, ti+2 . . . , tn), pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : ∆n → ∆n+1 ; (t1, . . . , tn) 7→



(0, t1, . . . , tn), pour i = 0,
(t1, . . . , ti, ti, . . . , tn), pour i ∈ {1, . . . ,n},
(t1, . . . , tn, 1), pour i = n + 1.

2) Soit (X ; ∗) un espace topologique pointé. L’espace cosimplicial ΩX• est constitué des espaces topolo-
giques :

ΩXn := X×n, pour n ≥ 0.

Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

si : ΩXn → ΩXn−1 ; (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xi, xi+2 . . . , xn), pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : ΩXn → ΩXn+1 ; (x1, . . . , xn) 7→



(∗, x1, . . . , xn), pour i = 0,
(x1, . . . , xi, xi, . . . , xn), pour i ∈ {1, . . . ,n},
(x1, . . . , xn, ∗), pour i = n + 1.

3) Soient (X ; ∗) un espace topologique pointé et A un sous-espace de X contenant le point base. L’espace
cosimplicial Ω(X ; A)• est constitué des espaces topologiques :

Ω(X ; A)n := X×n × A, pour n ≥ 0.

Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

si : Ω(X ; A)n → Ω(X ; A)n−1 ; (x1, . . . , xn, a) 7→ (x1, . . . , xi, xi+2 . . . , xn, a), pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : Ω(X ; A)n → Ω(X ; A)n+1 ; (x1, . . . , xn, a) 7→



(∗, x1, . . . , xn, a), pour i = 0,
(x1, . . . , xi, xi, . . . , xn, a), pour i ∈ {1, . . . ,n},
(x1, . . . , xn, a, a), pour i = n + 1.
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4) Soient O une opérade multiplicative et η : As → O le morphisme d’opérades associé. La famille
{O(n)}n≥0 possède une structure cosimpliciale dont les cofaces et les codégénérescences sont données
par les formules :

si : O(n)→ O(n − 1) ; x 7→ x ◦i+1 η(∗0), pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : O(n)→ O(n + 1) ; x 7→



η(∗2) ◦2 x, pour i = 0,
x ◦i η(∗2), pour i ∈ {1, . . . ,n},
η(∗2) ◦1 x, pour i = n + 1.

Les axiomes opéradiques induisent les relations cosimpliciales.

5) Soient O une opérade pointée et η : Act→ O le morphisme de {o ; c}-opérades associé. Selon les nota-
tions (1.1), les familles d’espaces Oc = {Oc(n)}n≥0 et Oo = {Oo(n)}n≥0 sont des espaces cosimpliciaux. Les
cofaces et codégénérescences de Oc correspondent au cas opéradique traité dans l’exemple précédent.
Pour la famille Oo, la structure cosimpliciale est définie de la façon suivante :

si : Oo(n)→ Oo(n − 1) ; x 7→ x ◦i+1 η(∗0 ; c), pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : Oo(n)→ Oo(n + 1) ; x 7→



η(∗2 ; o) ◦2 x, pour i = 0,
x ◦i η(∗2 ; c), pour i ∈ {1, . . . ,n},
x ◦n+1 η(∗2 ; o), pour i = n + 1.

Les relations opéradiques induisent les relations cosimpliciales et on dispose d’un morphisme cosim-
plicial donné par :

f n : Oc(n)→ Oo(n) ; x 7→ η(∗2 ; o) ◦1 x. (1.5)

Définition 1.2.4. La totalisation d’un espace cosimplicial X•, noté Tot(X•), est l’espace des transformations
naturelles de ∆• vers X•.

Exemple 1.2.5. La totalisation de ΩX• est homéomorphe à l’espace de lacets ΩX. En effet, les deux
applications qui suivent sont inverses l’une de l’autre à cause des codégénérescences :

f : ΩX→ Tot(ΩX•) ; {l : [0 , 1]→ X} 7→

{
ln : ∆n → ΩXn;

(t1, . . . , tn) 7→ (l(t1), . . . , l(tn)),

}

n≥0

g : Tot(ΩX•)→ ΩX ; {ln : ∆n → ΩXn}n≥0 7→ {l1 : [0 , 1]→ X}.

De manière similaire, on peut montrer que la totalisation de Ω(X ; A)• est homéomorphe à l’espace de
lacets relatif Ω(X ; A) associé à l’inclusion de A dans X.

1.2.2 Espaces semi-cosimpliciaux

Le problème de la totalisation est que celle-ci n’est pas un invariant homotopique. Cela signifie que si
un morphisme cosimplicial f • : X•1 → X•2 est un quasi-isomorphisme en chaque degré alors l’application
induite f ∗ : Tot(X•1) → Tot(X•2) n’est pas nécessairement un quasi-isomorphisme. Pour remédier à cela,
on va introduire la notion d’espace semi-cosimplicial.

Définition 1.2.6. La catégorie∆+ est la sous-catégorie de∆ ayant les mêmes objets et dont les morphismes
sont engendrés par les opérations cofaces :

di : [n]→ [n + 1], avec i ∈ {0, . . . ,n + 1}.

Définition 1.2.7. Un espace semi-cosimplicial est défini comme un foncteur covariant X• : ∆+ → Top. La
donnée d’un espace semi-cosimplicial X• est équivalente à la donnée d’une famille d’espaces topolo-
giques {Xn}n≥0 munie d’opérations :

di : Xn → Xn+1, avec i ∈ {0, . . . ,n + 1}.

vérifiant les relations semi-cosimpliciales :

did j = d jdi−1 si i < j.
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La donnée d’une transformation naturelle (ou morphisme semi-cosimplicial) entre deux espaces semi-
cosimpliciaux X•1 et X•2 est équivalente à la donnée d’une famille d’applications continues f • = { f n :
Xn

1 → Xn
2 } vérifiant les relations :

f n ◦ di = di ◦ f n−1,

avec n > 0 et i ∈ {0, . . .n}.

Exemple 1.2.8. 1) A partir d’un espace cosimplicial on peut construire un espace semi-cosimplicial en
oubliant les codégénérescences. Cependant, tous les espaces semi-cosimpliciaux ne proviennent pas
d’espaces cosimpliciaux. En effet, posons X• l’espace semi-cosimplicial défini de la façon suivante :

Xn :=
{

[0 , 1] si n = 0,
∗ sinon.

Un tel objet ne peut pas posséder de codégénérescence s0 : ∗ → [0 , 1] car la relation s0d0 = id oblige
l’application s0 à être surjective.

2) Comme pour l’exemple 1.2.3, si O est une opérade multiplicative stricte alors la famille {O(n)}n≥0

possède une structure semi-cosimpliciale. De même, si O est une opérade pointée stricte alors il
existe un morphisme semi-cosimplicial f • : Oc → Oo.

Définition 1.2.9. La semi-totalisation d’un espace semi-cosimplicial X•, noté sTot(X•), est l’espace des
transformations naturelles entre les espaces semi-cosimpliciaux ∆• et X•.

Théorème 1.2.10. [12, Lemme 3.8] La semi-totalisation d’un espace cosimplicial est un invariant homotopique.

Remarque 1.2.11. Il existe une approximation de la totalisation, appelé la totalisation homotopique hoTot,
qui est un invariant homotopique. En utilisant les notations du chapitre 2, hoTot est le foncteur dérivé
associé à la totalisation. Dans [12], Dror et Dwyer montrent alors que si un espace semi-cosimplicial
provient d’un espace cosimplicial alors la semi-totalisation de ce dernier est faiblement équivalente à la
totalisation homotopique.

1.2.3 Interprétation des critères de May pour les espaces (semi)-cosimpliciaux

McClure et Smith ont énoncé dans [32] et [33] les conditions pour que la (semi)-totalisation d’un
espace (semi)-cosimplicial soit une Cd-algèbre. Pour notre étude, on va uniquement rappeler les critères
avec d ∈ {1 ; 2}. Pour d = 2, le critère s’exprime facilement en terme d’opérades.

Théorème 1.2.12. [32, Proposition 10.3 ] Si un espace semi-cosimplicial provient d’une opérade multiplicative
stricte alors sa semi-totalisation est une E2-algèbre. De même, si un espace cosimplicial provient d’une opérade
multiplicative alors sa totalisation (homotopique) est une E2-algèbre.

Pour énoncer le critère avec d = 1, on doit introduire une structure monoïdale sur la catégorie des
espaces (semi)-cosimpliciaux.

Proposition 1.2.13. [32, Proposition 2.2 ] Soient X•1 et X•2 deux espaces cosimpliciaux. L’espace cosimplicial
(X1 ⊠ X2)• est défini comme la famille d’espaces topologiques :

(X1 ⊠ X2)n :=
∐

p+q=n

Xp
1 × Xq

2

/
∼

avec ∼ la relation d’équivalence engendrée par :

(x ; d0y) ∼ (d|x|+1x ; y).

La structure cosimpliciale est donnée grâce aux opérations suivantes :

si : (X1 ⊠ X2)n → (X1 ⊠ X2)n−1 ; (x ; y) 7→


(six ; y) si i ≤ |x| − 1,

(x ; si−|x|y) si i ≥ |x|,

di : (X1 ⊠ X2)n → (X1 ⊠ X2)n+1 ; (x ; y) 7→


(dix ; y) si i ≤ |x|,

(x ; di−|x|y) si i > |x|.

Le produit ⊠ définit une structure monoïdale sur la catégorie des espaces cosimpliciaux dont l’unité u• est donnée
par l’espace cosimplicial réduit à un point en chaque degré. De même, si on ne tient pas compte des codégénérescences
alors le produit ⊠ définit une structure monoïdale sur la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux.
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Théorème 1.2.14. [32, Théorème 3.1 ] Si X• est un monoïde unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux
muni du produit ⊠ alors la totalisation (homotopique) de X• est une E1-algèbre. De même, si X• est un monoïde
unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux muni du produit ⊠ alors la semi-totalisation sTot(X•) est
une E1-algèbre.

Remarque 1.2.15. Soient X•1 et X•2 deux espaces (semi)-cosimpliciaux. Notons que X•1 est un monoïde
dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du produit ⊠ si et seulement si il existe des
applications :

µ1 : Xp
1 × Xq

1 → Xp+q
1 , avec p, q ≥ 0,

vérifiant les égalités :
µ1(x ; d0y) = µ1(d|x|+1x ; y). (1.6)

De même, X•2 est un X•1-module à gauche dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du
produit ⊠ s’il existe des applications :

µ2 : Xp
1 × Xq

2 → Xp+q
2 , avec p, q ≥ 0,

vérifiant les mêmes égalités :
µ2(x ; d0y) = µ2(d|x|+1x ; y). (1.7)

Corollaire 1.2.16. Soient O une opérade pointée (resp. une opérade pointée stricte) et η le morphisme de {o ; c}-
opérades associé. En utilisant les notations (1.1), le couple (Oc ; Oo) a les propriétés suivantes :

⊲ Oc provient d’une opérade multiplicative (resp. stricte) =⇒ sTot(Oc) est une E2-algèbre,
⊲ Oo est un monoïde unitaire pour le produit ⊠ =⇒ Oo est une E1-algèbre,
⊲ sTot(Oo) est un Oc-module à gauche unitaire pour le produit ⊠.

Démonstration. On sait que la restriction de η à la couleur fermée induit un morphisme d’opérades
ηc : As → Oc (resp. ηc : As>0 → Oc si O est une opérade pointée stricte). D’un autre côté, la structure
monoïdale de Oo provient des opérations :

µ1 : Oo(n) ×Oo(m)→ Oo(n +m) ; (x ; y) 7→ x ◦n+1 y.

tandis que la structure de Oc-module à gauche est définie via les opérations :

µ2 : Oc(n) ×Oo(m)→ Oo(n +m) ; (x ; y) 7→ η(∗2 ; o)(x ; y).

Remarquons que l’unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit ⊠ coïncide avec
l’opérade associative. Par conséquent, le monoïde Oo est unitaire grâce au morphisme cosimplicial issu
de la composition :

As
ηc // Oc

f • // Oo

avec f • le morphisme cosimplicial (1.5) associé à η. �

1.3 Σ-Bimodule infinitésimal coloré

Dans cette section, S est un ensemble tandis que (C ; ⊗ ; I) désigne une catégorie symétrique monoï-
dale. Notons que dans la majorité de la thèse on va étudier les bimodules infinitésimaux topologiques.
Par conséquent, on omettra de préciser la catégorie C s’il n’y a pas d’ambiguïté. On fixe aussi une
S-opérade O dans la catégorie C.

Définition 1.3.1. Un O-bimodule infinitésimal est la donnée d’une collection M ∈ Coll(S) munie de mor-
phismes :

◦i : M(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O(s′1, . . . , s
′
m; si) −→ M(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1),

◦i : O(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗M(s′1, . . . , s
′
m; si) −→ M(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1),

avec i ∈ {1, . . . ,n}. Ces opérations, appelées respectivement structure à droite et à gauche, vérifient les
axiomes suivants :

B1 L’axiome de l’unité : pour tout s ∈ S, on a les relations :

⊲ x ◦i ∗s = x, avec x ∈M(s1, . . . , si−1, s, si+1, . . . , sn; sn+1) et ∗s ∈ O(s ; s),
⊲ ∗s ◦1 x = x, avec x ∈M(s1, . . . , sn; s) et ∗s ∈ O(s ; s).
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B2 L’axiome d’associativité à droite : pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ p, on a le diagramme commutatif :

[
M(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
p; si)

]
⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i ⊗ id// M(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
p, si+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i+ j−1

��
M(s1, .., si−1, s′1, .., s

′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p, si+1, .., sn; sn+1)

M(s1, .., sn; sn+1) ⊗
[

O(s′1, .., s
′
p; si) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

]
id⊗◦ j

// M(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s
′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p; si)

◦i

OO

B3 L’axiome d’associativité à gauche : pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ p, on a le diagramme commutatif :

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
p; si)

]
⊗M(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i ⊗ id// O(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
p, si+1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i+ j−1

��
M(s1, .., si−1, s′1, .., s

′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p, si+1, .., sn; sn+1)

O(s1, .., sn; sn+1) ⊗
[

O(s′1, .., s
′
p; si) ⊗M(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

]
id⊗◦ j

// O(s1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′1, .., s
′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p; si)

◦i

OO

B4 L’axiome de commutativité à droite : pour 1 ≤ i < j ≤ n, on a le diagramme commutatif :

[
M(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
p; si)

]
⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

◦i ⊗ id// M(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
p, si+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

◦i+ j−1

��
M(s1, .., si−1, s′1, .., s

′
p, si+1, .., s j−1, s′′1 , .., s

′′
q , s j+1, .., sn; sn+1)

[
M(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

]
⊗O(s′1, .., s

′
p; si)

◦ j ⊗ id
// M(s1, .., s j−1, s′′1 , .., s

′′
q , s j+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′1, .., s

′
p; s j)

◦i

OO

B5 L’axiome de l’associativité entre l’action droite et gauche : pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ p, on a le diagramme
commutatif :

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′1, .., s

′
p; si)

]
⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i ⊗ id// M(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
p, si+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

◦i+ j−1

��
M(s1, .., si−1, s′1, .., s

′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p, si+1, .., sn; sn+1)

O(s1, .., sn; sn+1) ⊗
[

M(s′1, .., s
′
p; si) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s′j)

]
id⊗◦ j

// O(s1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′1, .., s
′
j−1, s

′′
1 , .., s

′′
q , s
′
j+1, .., s

′
p; si)

◦i

OO

B6 L’axiome de compatibilité entre les opérations et la structure opéradique : pour 1 ≤ i < j ≤ n, on a le
diagramme commutatif :

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′1, .., s

′
p; s j)

]
⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; si)

◦ j ⊗ id
// M(s1, .., s j−1, s′1, .., s

′
p, s j+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; si)

◦i

��
M(s1, .., si−1, s′′1 , .., s

′′
q , si+1, .., s j−1, s′1, .., s

′
p, s j+1, .., sn; sn+1)

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; si)

]
⊗M(s′1, .., s

′
p; s j)

◦i ⊗ id
// O(s1, .., si−1, s′′1 , .., s

′′
q , si+1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′1, .., s

′
p; s j)

◦ j+q−1

OO
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[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′1, .., s

′
p; si)

]
⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

◦i ⊗ id// M(s1, .., si−1, s′1, .., s
′
p, si+1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

◦ j+p−1

��
M(s1, .., si−1, s′1, .., s

′
p, si+1, .., s j−1, s′′1 , .., s

′′
q , s j+1, .., sn; sn+1)

[
O(s1, .., sn; sn+1) ⊗O(s′′1 , .., s

′′
q ; s j)

]
⊗M(s′1, .., s

′
p; si)

◦ j ⊗ id
// O(s1, .., s j−1, s′′1 , .., s

′′
q , s j+1, .., sn; sn+1) ⊗M(s′1, .., s

′
p; si)

◦i

OO

Un morphisme entre deux O-bimodules infinitésimaux est la donnée d’un morphisme de collections
préservant les opérations à gauche et à droite. On note IbimodO la catégorie des O-bimodules infinitési-
maux.

Exemple 1.3.2. Soit η : O1 → O2 un morphisme de S-opérades dans C. Dans ce cas, O2 possède une
structure de O1-bimodule infinitésimal dont les opérations sont définies grâce à la structure opéradique
de O2 :

◦i O2(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O1(s′1, . . . , s
′
m; si) −→ O2(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1);

(x ; y) 7−→ x ◦i η(y),

◦i : O1(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O2(s′1, . . . , s
′
m; si) −→ O2(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1);

(x ; y) 7−→ η(x) ◦i y.

Définition 1.3.3. Soient M1 et M2 deux collections topologiques de Coll(S). On dit que M1 est de type M2

si on a la relation suivante entre les deux objets :

M2(s1, . . . , sn; sn+1) = ∅ ⇒ M1(s1, . . . , sn; sn+1) = ∅.

Proposition 1.3.4. [13] La donnée d’unAct-bimodule infinitésimal de typeAct est équivalente à la donnée d’un
morphisme cosimplicial. De même, la donnée d’unAct>0-bimodule infinitésimal de type Act est équivalente à la
donnée d’un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration. Soit M un Act-bimodule infinitésimal. En utilisant les notations (1.1), les familles Mc =

{Mc(n)}n≥0 et Mo = {Mo(n)}n≥0 sont des espaces cosimpliciaux dont les cofaces et codégénérescences sont
définies de la façon suivantes :

si : Mc(n)→Mc(n − 1) ; x 7→ x ◦i+1 ∗0 ; c pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : Mc(n)→Mc(n + 1) ; x 7→



∗2 ; c ◦2 x pour i = 0,
x ◦i ∗2 ; c pour i ∈ {1, . . . ,n},
∗2 ; c ◦

1 x pour i = n + 1,

si : Mo(n)→Mo(n − 1) ; x 7→ x ◦i+1 ∗0 ; c pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : Mo(n)→Mo(n + 1) ; x 7→



∗2 ; o ◦2 x pour i = 0,
x ◦i ∗2 ; c pour i ∈ {1, . . . ,n},
x ◦n+1 ∗2 ; o pour i = n + 1.

Les axiomes liés à la structure des Act-bimodules infinitésimaux ainsi que la structure particulière de
l’opérade coloréeAct impliquent les relations cosimpliciales. Le morphisme cosimplicial entre ces deux
objets est donné via la formule :

f n : Mc(n)→Mo(n) ; x 7→ ∗2 ; o ◦1 x.

Inversement, si on se donne f • : X•1 → X•2 un morphisme cosimplicial alors on introduit la collection, de
typeAct, M ∈ Coll({o ; c}) de la façon suivante :

Mc(n) = Xn
1 pour n ≥ 0 et Mo(n) = Xn

2 pour n ≥ 0.

La structure deAct-bimodule infinitésimal est construite de la façon suivante :
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⊲ − ◦i ∗2 ; c : Mc(n)→Mc(n + 1) ; x 7→ di(x), pour i ∈ {1, . . . ,n},

⊲ ∗2 ; c ◦1 − : Mc(n)→Mc(n + 1) ; x 7→ dn+1(x),

⊲ ∗2 ; c ◦2 − : Mc(n)→Mc(n + 1) ; x 7→ d0(x),

⊲ − ◦i ∗2 ; c : Mo(n)→Mo(n + 1) ; x 7→ di(x), pour i ∈ {1, . . . ,n},

⊲ − ◦n+1 ∗2 ; o : Mo(n)→Mo(n + 1) ; x 7→ dn+1(x),

⊲ ∗2 ; o ◦2 − : Mo(n)→Mo(n + 1) ; x 7→ d0(x),

⊲ − ◦i ∗0 ; c : Mc(n)→Mc(n − 1) ; x 7→ si+1(x), pour i ∈ {1, . . . ,n},

⊲ − ◦i ∗0 ; c : Mo(n)→Mo(n − 1) ; x 7→ si+1(x), pour i ∈ {1, . . . ,n}.

Comme l’opérade Act est engendrée par les éléments ∗0 ; c, ∗2 ; c et ∗2 ; o, les opérations ci-dessus suffisent
à construire une structure de bimodule infinitésimal sous l’opérade colorée Act. De plus, les relations
cosimpliciales impliquent les axiomes desAct-bimodules infinitésimaux. La démonstration est similaire
pour le cas des morphismes semi-cosimpliciaux. Il suffit de ne pas tenir compte des codégénérescences
dans les constructions ci-dessus. �

Remarque 1.3.5. Comme on peut le voir dans la démonstration de la proposition 1.3.4, à partir d’un
bimodule infinitésimal sous Act (resp. Act>0), on peut toujours extraire un morphisme cosimplicial
(resp. semi-cosimplicial). Cependant, pour avoir l’équivalence les objets, on doit supposer que nos
collections sont de typeAct.

Si on restreint les objets de la proposition 1.3.4 à la couleur fermée, on retrouve la proposition énoncée
par Turchin dans [48].

Proposition 1.3.6. [48, Lemme 4.2] La catégorie desAs-bimodules infinitésimaux est équivalente à la catégorie
des espaces cosimpliciaux. De même, la catégorie desAs>0-bimodules infinitésimaux est équivalente à la catégorie
des espaces semi-cosimpliciaux.

Remarque 1.3.7. Lorsque O est une opérade colorée symétrique, la notion analogue est celle de (O)Σ-
bimodule infinitésimal. Dans ce cas, on demande une compatibilité entre la structure de bimodule
infinitésimal et l’action du groupe des permutations :

(x · σ) ◦i (x′ · σ′) = (x ◦σ(i) x′) · (σ ◦i σ
′) et (x′′ · σ′′) ◦i (x · σ) = (x′′ ◦σ(i) x) · (σ′′ ◦i σ),

avec 

x ∈M(s1, . . . , sn; sn+1),
x′ ∈ O(s′1, . . . , s

′
p; si),

x′′ ∈ O(s′′1 , . . . , s
′′
i−1, sn+1, s′′i+1, . . . s

′′
q ; s′′q+1),

et



σ ∈ Σn,
σ′ ∈ Σm,
σ′′ ∈ Σq.

On note Σ-IbimodO la catégorie des (O)Σ-bimodules infinitésimaux, avec O une S-opérade symétrique.

1.4 Σ-Bimodule coloré

Dans cette section, S est un ensemble tandis que (C ; ⊗ ; I) désigne une catégorie symétrique monoï-
dale. Notons que dans la majorité de la thèse on va étudier les bimodules topologiques. Par conséquent,
on omettra de préciser la catégorie C s’il n’y a pas d’ambiguïté. On fixe aussi deux S-opérades P et Q
dans la catégorie C.

Définition 1.4.1. Un P-Q bimodule est la donnée d’une collection M ∈ Coll(S) muni de morphismes :

γr : M(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗Q(s1
1, . . . , s

1
m1

; s1) ⊗ · · · ⊗Q(sn
1 , . . . , s

n
mn

; sn) −→M(s1
1, . . . , s

n
mn

; sn+1),

γl : P(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗M(s1
1, . . . , s

1
m1

; s1) ⊗ · · · ⊗M(sn
1 , . . . , s

n
mn

; sn) −→M(s1
1, . . . , s

n
mn

; sn+1).

Ces opérations, appelées respectivement structure à droite et à gauche, vérifient les axiomes suivants :

C1 L’axiome de l’unité : on a les égalités suivantes :

⊲ γr(x; ∗s1 , . . . , ∗sn ) = x, avec x ∈M(s1, . . . , sn; sn+1) et ∗si le point particulier de Q(si ; si),

⊲ γl(∗sn+1 ; x) = x, avec x ∈M(s1, . . . , sn; sn+1) et ∗sn+1 le point particulier de P(sn+1 ; sn+1).
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C2 L’axiome de l’associativité à droite : si on pose si = (si
1, . . . , s

i
mi

; si) et si, j = (si, j
1 , . . . , s

i, j
mi, j

; si
j) avec 1 ≤ i ≤ n

et 1 ≤ j ≤ mi, alors on a le diagramme commutatif :

[
M(s1, .., sn; sn+1) ⊗Q( s1 ) ⊗ · · ⊗Q( sn )

]
⊗Q( s1,1 ) ⊗ · · ⊗Q( sn,mn ) // M(s1

1, .., s
n
mn

; sn+1) ⊗Q( s1,1 ) ⊗ · · ⊗Q( sn,mn )

��
M(s1,1

1 , . . . , s
n,mn
mn,mn
, sn+1)

M(s1, .., sn; sn+1) ⊗
∏

1≤i≤n

[
Q( si ) ⊗Q( si,1 ) ⊗ · · ⊗Q( si,mi )

]
// M(s1, .., sn; sn+1) ⊗

∏

1≤i≤n

Q(si,1
1 , . . . , s

i,mi
mi,mi

; si)

OO

C3 L’axiome de l’associativité à gauche : si on pose si = (si
1, . . . , s

i
mi

; si) et si, j = (si, j
1 , . . . , s

i, j
mi, j

; si
j) avec 1 ≤ i ≤ n

et 1 ≤ j ≤ mi, alors on a le diagramme commutatif :

[
P(s1, .., sn; sn+1) ⊗ P( s1 ) ⊗ · · ⊗P( sn )

]
×M( s1,1 ) ⊗ · · ⊗M( sn,mn ) // P(s1

1, .., s
n
mn

; sn+1) ⊗M( s1,1 ) ⊗ · · ⊗M( sn,mn )

��
M(s1,1

1 , . . . , s
n,mn
mn,mn
, sn+1)

P(s1, .., sn; sn+1) ⊗
∏

1≤i≤n

[
P( si ) ⊗M( si,1 ) ⊗ · · ⊗M( si,mi )

]
// P(s1, .., sn; sn+1) ⊗

∏

1≤i≤n

M(si,1
1 , . . . , s

i,mi
mi,mi

; si)

OO

C4 L’axiome de compatibilité : si on pose si = (si
1, . . . , s

i
mi

; si) et si, j = (si, j
1 , . . . , s

i, j
mi, j

; si
j) avec 1 ≤ i ≤ n et

1 ≤ j ≤ mi, alors on a le diagramme commutatif :

[
P(s1, .., sn; sn+1) ⊗M( s1 ) ⊗ · · ⊗M( sn )

]
⊗Q( s1,1 ) ⊗ · · ⊗Q( sn,mn ) // M(s1

1, .., s
n
mn

; sn+1) ⊗Q( s1,1 ) ⊗ · · ⊗Q( sn,mn )

��
M(s1,1

1 , . . . , s
n,mn
mn,mn
, sn+1)

P(s1, .., sn; sn+1) ⊗
∏

1≤i≤n

[
M( si ) ⊗Q( si,1 ) ⊗ · · ⊗Q( si,mi )

]
// P(s1, .., sn; sn+1) ⊗

∏

1≤i≤n

M(si,1
1 , . . . , s

i,mi
mi,mi

; si)

OO

Un morphisme entre deux P-Q bimodules est la donnée d’un morphisme de collections préservant les
opérations γl et γr. On note BimodP-Q la catégorie des P-Q bimodules. Lorsque P = Q, on désigne par
BimodP la catégorie des P-bimodules.

Remarque 1.4.2. Dans la définition d’un P-Q bimodule, l’opération γr peut être remplacée par une famille
d’applications continues :

◦i : M(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗Q(s′1, . . . , s
′
m; si) −→M(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1),

avec 1 ≤ i ≤ n, grâce aux unités de l’opérade colorée Q. Cependant, comme M ne possède pas de points
particuliers, il n’existe pas de substitution équivalente pour l’opération γl. Par conséquent, il n’y a pas
nécessairement de lien entre les bimodules et les bimodules infinitésimaux à cause de la structure à
gauche.
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Exemple 1.4.3. 1) Soit η : O1 → O2 un morphisme de S-opérades dans la catégorie C. Dans ce cas, O2

possède une structure de O1-bimodule dont les opérations sont définies grâce à la structure opéradique
de O2 :

γr : O2(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O1(s1
1, . . . , s

1
m1

; s1) ⊗ · · · ⊗O1(sn
1 , . . . , s

n
mn

; sn) −→ O2(s1
1, . . . , s

n
mn

; sn+1);

(x ; y1, . . . , yn) 7−→ γ(x; η(y1), . . . , η(yn)),

γl : O1(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗O2(s1
1, . . . , s

1
m1

; s1) ⊗ · · · ⊗O2(sn
1 , . . . , s

n
mn

; sn) −→ O2(s1
1, . . . , s

n
mn

; sn+1);

(x ; y1, . . . , yn) 7−→ γ(η(x); y1, . . . , yn).

2) Si η : Act→M est un morphisme deAct-bimodules alors M possède une structure deAct-bimodule
infinitésimal. Grâce à la remarque 1.4.2, il suffit de définir les opérations à gauche :

◦i : Act(s1, . . . , sn; sn+1) ×M(s′1, . . . , s
′
m; si) −→ M(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1);

( ∗ ; x) 7−→ γl( ∗ ; η(∗1 ; s1 ), . . . , η(∗1 ; si−1 ), x, η(∗1 ; si+1 ), . . . , η(∗1 ; sn ) ).

De même, si η : Act → M est un morphisme de Act>0-bimodules alors M possède une structure de
Act>0-bimodule infinitésimal.

Proposition 1.4.4. [13] La donnée d’un morphisme de Act-bimodules η : Act → M, avec M de type Act, est
équivalente à la donnée d’un morphisme cosimplicial f • : X•1 → X•2 avec :

⊲ X•1 un monoïde unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit ⊠,

⊲ X•2 un X•1-module à gauche unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit ⊠,

⊲ f • un morphisme de X•1-module à gauche.

De même, la donnée d’un morphisme deAct>0-bimodules η : Act→M, avec M de typeAct, est équivalente à la
donnée d’un morphisme semi-cosimplicial f • : X•1 → X•2 avec :

⊲ X•1 un monoïde unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit ⊠,

⊲ X•2 un X•1-module à gauche unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit ⊠,

⊲ f • un morphisme de X•1-module à gauche.

Démonstration. Si η : Act → M est un morphisme de Act-bimodules alors M est un Act-bimodule
infinitésimal dont la structure est décrite dans l’exemple 1.4.3. D’après la proposition 1.3.4, les familles
Mc et Mo sont des espaces cosimpliciaux et il existe un morphisme cosimplicial f • : Mc → Mo. La
structure monoïdale sur Mc et la structure de module à gauche sur Mo sont définies par :

µ1 : Mc(n) ×Mc(m) → Mc(n +m);

(x ; y) 7→ ∗2 ; c(x ; y),
et

µ2 : Mc(n) ×Mo(m) → Mo(n +m);

(x ; y) 7→ ∗2 ; o(x ; y).

Les axiomes liés auxAct-bimodules induisent les égalités (1.6) et (1.7) tandis que f • est un morphisme
de Mc-modules à gauche. Comme l’unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit
⊠ coïncide avec l’opérade associative, le monoïde Mc et le module à gauche Mo sont unitaires grâce aux
morphismes cosimpliciaux issus des compositions :

Act
ηc // Mc et Act

ηc // Mc
f • // Mo ,

avec ηc l’application provenant de la restriction de η à la couleur fermée.
Inversement, si on se donne un morphisme cosimplicial vérifiant les conditions du théorème alors la

collection M ∈ Coll({o ; c}) de typeAct définie par :

Mc(n) = Xn
1 pour n ≥ 0 et Mo(n) = Xn

2 pour n ≥ 0,

est un Act-bimodule infinitésimal dont la structure est décrite dans la preuve de la proposition 1.3.4.
D’après la remarque 1.4.2, pour montrer que M est unAct-bimodule, il suffit de construire les opérations
à gauche. Comme l’opérade Act est engendrée par les points ∗0 ; c, ∗2 ; c et ∗2 ; o, les opérations ci-dessous
suffisent à définir γl :

− ∗2 ; c − : Mc(n) ×Mc(m) → Mc(n +m);

(x ; y) 7→ x ⊠ y,
et

− ∗2 ; o − : Mc(n) ×Mo(m) → Mo(n +m);

(x ; y) 7→ x ⊠ y.
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Remarquons que si on applique la construction ci-dessus au morphisme cosimplicial id : u• → u•, avec
u• l’unité pour le produit ⊠, alors l’objet obtenu coïncide avec l’opéradeAct. Au final, le morphisme de
Act-bimodules η : Act→ M provient du morphisme de module à gauche f • et de la commutativité du
diagramme suivant :

u• //

id

��

X•1

f •

��
u• // X•2

�
Si on restreint les objets de la proposition précédente à la couleur fermée alors on obtient le corollaire

suivant :

Corollaire 1.4.5. Soit As → M un morphisme de As-bimodules. La totalisation (homotopique) de l’espace
cosimplicial M est une E1-algèbre. De même, si As → M est un morphisme As>0-bimodules alors la semi-
totalisation de l’espace semi-cosimplicial M est une E1-algèbre.

D’après la proposition 1.4.4 et le théorème 1.2.14, si on a un morphisme deAct-bimodulesη : Act→M
alors la totalisation de Mc est une C1-algèbre. Cependant, on ne dispose d’aucune information sur la
totalisation de Mo. Dans l’exemple qui suit, on étudie un cas particulier où le morphisme de modules à
gauche implique que le couple d’espaces (Tot(Mc) ; Tot(Mo)) est une SC1-algèbre. L’objectif du chapitre
3 est de généraliser ce type de résultat en prenant la semi-totalisation.

Exemple 1.4.6. Soient (X ; ∗) un espace topologique pointé et A un sous-espace de X contenant le point
base. Remarquons que les espaces cosimpliciaux ΩX• et Ω(X ; A)•, issus de l’exemple 1.2.3, possèdent
respectivement une structure de monoïde unitaire et une structure de ΩX•-module à gauche unitaire
induites par la concaténation :

µ1 : ΩXn ×ΩXm → ΩXn+m ; (x1, . . . , xn); (x′1, . . . , x
′
m) 7→ (x1, . . . , xn, x′1, . . . , x

′
m),

µ2 : ΩXn ×Ω(X ; A)m → Ω(X ; A)n+m ; (x1, . . . , xn); (x′1, . . . , x
′
m, a) 7→ (x1, . . . , xn, x′1, . . . , x

′
m, a),

et dont l’unité provient dans les deux cas de l’application envoyant le point ∗n ∈ un vers le n-uplet (∗, . . . , ∗),
avec u• l’unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux (voir la proposition 1.2.13). Par conséquent, le
couple d’espaces cosimpliciaux (ΩX• ; Ω(X ; A)•) provient d’un morphisme deAct-bimodules. Or, on sait
que le couple ( Tot(ΩX•) ; Tot(Ω(X ; A)•) ) d’espaces topologiques est homéomorphe à une SC1-algèbre
explicite (ΩX ; Ω(X ; A)).

Remarque 1.4.7. Lorsque P et Q sont des opérades colorées symétriques, la notion analogue est celle de
(P-Q)Σ bimodule. Dans ce cas on demande une compatibilité entre la structure de bimodule et l’action
de groupe des permutations. On note Σ-BimodP-Q la catégorie des (P-Q)Σ-bimodules, avec P et Q deux
S-opérades symétriques. Lorsque P = Q, on désigne par Σ-BimodP la catégorie des Σ-bimodules sous
l’opérade P.

1.5 Opérade colorée différentielle graduée

Dans ce qui suit, K désigne un corps. On va s’intéresser à la méthode permettant de transformer
une opérade colorée topologique en une opérade colorée dans la catégorie des K-espaces vectoriels
différentiels gradués. L’objectif est de comprendre les algèbres sous les opérades différentielles graduées
issues des opérades topologiques C2 et SC2.

Définition 1.5.1. La catégorie dg-VectK est la catégorie symétrique monoïdale des K-espaces vectoriels
différentiels gradués dont les objets sont les familles de K-espaces vectoriels V = {Vn}n∈Z, indexées par
les entiers relatifs, munies d’un morphisme linéaire de degré −1 :

{dV : Vn → Vn−1}n∈Z,

appelé la différentielle et vérifiant la relation d ◦ d = 0. Un morphisme f : (V ; dV) → (V′ ; dV′ ) est la
donnée d’une famille d’applications linéaires { fn : Vn → V′n}n∈Z vérifiant l’égalité :

dV′ ◦ fn = fn−1 ◦ dV, avec n ∈ Z. (1.8)

29



CHAPITRE 1. OPÉRADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITÉSIMAL"

Le produit tensoriel entre deux K-espaces vectoriels différentiels gradués (V ; dV) et (V′ ; dV′ ) est donné
par la famille d’espaces vectoriels :

(V ⊗ V′)n :=
⊕

p+q=n

Vp ⊗K V′q

et dont la différentielle est définie via la formule :

dV⊗V′ (v ⊗ v′) = dV(v) ⊗ v′ + (−1)|v|v ⊗ dV′ (v′).

Exemple 1.5.2. 1) A partir d’un objet (V ; dV) ∈ dg-VectK, on définit l’homologie H∗(V ; dV) (ou juste
H∗(V) s’il n’y a pas d’ambiguïté sur la différentielle) comme le K-espace vectoriel différentiel gradué
donné par le quotient :

Hn(V ; dV) :=
ker

(
dV : Vn → Vn−1

)

Im
(

dV : Vn+1 → Vn

) ,

et dont la différentielle est nulle. Grâce à la relation (1.8), un morphisme f : (V ; dV)→ (V′ ; dV′ ) induit
un morphisme en homologie.

2) A partir d’un espace topologique X, on définit leK-espace vectoriel différentiel gradué Cs
∗(X) , appelé

le complexe de chaines associé à X. Lorsque n ≥ 0, Cs
n(X) est le K-espace vectoriel libre engendré

par l’ensemble des applications continues { f : ∆n → X}. Si n < 0 alors Cs
n(X) = 0. Pour construire la

différentielle, on utilise la structure semi-cosimpliciale de ∆• :

d : Cs
n(X)→ Cs

n−1(X) ; { f : ∆n → X} 7→
n∑

i=0

(−1)i

{
∆n−1

di
// ∆n

f
// X

}
.

Définition 1.5.3. Soient f , g : (V ; dV)→ (V′ ; dV′ ) deux morphismes deK-espaces vectoriels différentiels
gradués. On dit que f et g sont homotopes s’il existe un morphisme h de degré 1 :

· · · Vn−1
oo

hn−1
''

fn−1 gn−1

��

Vn
oo

hn ''
fn gn

��

Vn+1
oo

fn+1 gn+1

��

· · ·oo

· · · V′n−1
oo V′noo V′n+1

oo · · ·oo

vérifiant la relation :
fn − gn = dV′ ◦ hn + hn−1 ◦ dV, avec n ∈ Z.

Proposition 1.5.4. [24, Proposition 2.12] Si deux morphismes f , g : (V ; dV)→ (V′ ; dV′ ) sont homotopes alors
ils induisent la même application en homologie.

A partir d’une collection O ∈ Coll(S) dans les espaces topologiques, on peut construire une collection
dans la catégorie dg-VectK :

Cs
∗(O)(s1, . . . , sn; sn+1) = Cs

∗(O(s1, . . . , sn; sn+1)).

On va montrer que si O est une S-opérade symétrique topologique alors Cs
∗(O) et H∗(O) = H∗(Cs(O)) sont

des S-opérades différentielles graduées. Pour cela, on a besoin de la notion de shuffle.

Définition 1.5.5. Soit p1, . . . , pn une famille d’entiers naturels. L’ensemble des (p1, . . . , pn)-shuffles, noté
Shp1,...,pn , est constitué des permutations σ ∈ Σp1+···+pn vérifiant :

σ(p1 + · · · + pi + 1) < · · · < σ(p1 + · · · + pi+1), avec 0 ≤ i ≤ n − 1.

La signature d’un shuffle ε(σ) est définie comme la signature de la permutation associée. A partir d’un
élément σ ∈ Shp1,...,pn , on définit l’application :

Sσ : ∆p1+···+pn −→ ∆p1 × · · · × ∆pn ;
(t1, . . . , tp1+···+pn ) 7−→ (tσ(1), . . . , tσ(p1)); · · · ; (tσ(p1+···+pn−1+1), . . . , tσ(p1+···+pn)).
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Proposition 1.5.6. Soient X et Y deux espaces topologiques. L’application d’Eilenberg et MacLane :

EM : Cs
∗(X) ⊗ Cs

∗(Y) −→ Cs
∗(X × Y),

envoyant deux éléments { f : ∆p → X} et {g : ∆q → Y} vers l’élément de Cs
p+q(X × Y) défini par :

∑

σ∈Shp,q

ε(σ)
{
∆p+q

Sσ
// ∆p × ∆q

f×g
// X × Y

}

fait de Cs
∗ : Top→ dg-VectK un foncteur monoïdal symétrique.

Si O est une S-opérade symétrique topologique alors Cs
∗(O) est aussi une S-opérade symétrique dans

la catégorie desK-espaces vectoriels gradués dont les compositions opéradiques partielles sont définies
grâce à l’application de Eilenberg et MacLane :

◦i : Cs
∗(O)(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗ Cs

∗(O)(s′1, . . . , s
′
m; si) Cs

∗(◦i)◦EM
// Cs
∗(O)(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1) .

Les axiomes opéradiques sont vérifiés car, via l’application de Eilenberg et MacLane, le foncteur Cs
∗ est

monoïdal symétrique. De même, si X = {Xs}s∈S est une algèbre sous l’opérade colorée topologique O
alors la famille deK-espaces vectoriels {Cs

∗(Xs)}s∈S est une Cs
∗(O)-algèbre :

µ : Cs
∗(O)(s1, . . . , sn; sn+1) ⊗ Cs

∗(Xs1 ) ⊗ · · · ⊗ Cs
∗(Xsn )

EM
// Cs
∗(O(s1, . . . , sn; sn+1) × Xs1 × · · · × Xsn )

Cs(µ)
// Cs
∗(Xsn+1 ) .

En passant à l’homologie, on montre que H∗(O) est aussi une S-opérade différentielle graduée et que
l’homologie des O-algèbres sont des H∗(O)-algèbres.

Proposition 1.5.7. [10] Une H∗(C2)-algèbre, ou algèbre de Gerstenhaber, est la donnée d’un K-espace vectoriel
différentiel gradué V muni d’un produit commutatif et d’un crochet de Lie de degré 1 :

⊲ [− ; −] : Vn ⊗K Vm −→ Vn+m+1;

⊲ − ∗− : Vn ⊗K Vm −→ Vm+n;

vérifiant la relation suivante :

[v1 ; v2 ∗ v3] = [v1 ; v2] ∗ v3 + (−1)(|v1 |−1)|v2 |v2 ∗ [v1 ; v3],

avec un élément particulier 1 ∈ V étant une unité pour le produit et tel que [v ; 1] = 0, avec v ∈ V.

Définition 1.5.8. Le complexe de Hochschild associé à un bicomplexe (X• ; • ; d1 ; d2) est défini de la façon
suivante :

CHp(X• ; • ; d1 ; d2) :=
∏

l≥0

Xp+l ; l et d = d1 + (−1)p+1d2.

On note HH∗(X• ; • ; d1 ; d2) l’homologie du complexe de Hochschild. S’il n’y a pas d’ambiguïté sur les
différentielles, on désigne par HH∗(X• ; •) l’homologie de Hochschild associée à (X• ; • ; d1 ; d2).

Exemple 1.5.9. On désigne parAsK = Cs
∗(As) � H∗(As) l’opérade dans la catégorie des espaces vectoriels

différentiels gradués. Soit O une opérade multiplicative dans la catégorie dg-VectK. Cela signifie qu’il
existe un morphisme d’opérade η : AsK → O induisant un élément particulier m = η(m2) ∈ O(2).
L’opérade O dispose d’une bigraduation O• ; • provenant de la graduation de O et de l’arité de l’opérade
O. On introduit alors le bicomplexe dont les différentielles sont définies de la façon suivante :

⊲ d1 : Op ; q → Op−1 ; q, issue de la différentielle de O(q),

⊲ d2 : Op ; q → Op ; q+1, x 7→
p∑

i=1
(−1)ix ◦i m −

2∑
i=1

(−1)im ◦i x.

Gerstenhaber et Voronov dans [51], puis Turchin dans la cas gradué [47] montrent que l’homologie de
Hochschild associée à ce bicomplexe est une algèbre de Gerstenhaber. Par convention, si x ∈ O(n) alors
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|x| = n et x̃ correspond à la graduation de x dans l’espace vectoriel gradué O(n). Si x et y sont deux
éléments de O alors le crochet de Lie provient de l’opération suivante :

[x ; y] =
|x|∑

i=1

(−1)ξi x ◦i y − (−1)(x̃+|x|−1)(ỹ+|y|−1)
|y|∑

i=1

(−1)ξ
′
i y ◦i x,

avec ξi = (|y| − 1)(i − 1) + (|x| − 1)ỹ et ξ′i = (|x| − 1)(i − 1) + (|y| − 1)x̃. De plus, on a [m ; m] = 0 et le produit
commutatif entre deux éléments x et y provient de la formule :

x ∗ y = γ(m ; x , y),

avec γ la composition opéradique totale associée à O.

Proposition 1.5.10. [51, Théorème 3.3] Une H∗(SC2)-algèbre, ou sc2-algèbre, est la donnée d’un couple de K-
espaces vectoriels différentiels gradués (V ; V′) tel que V est une algèbre de Gerstenhaber et V′ est muni d’un
produit associatif et d’une structure de module à gauche sous l’algèbre commutative V :

⊲ − ∗i− : V′n ⊗K V′m −→ V′n+m;

⊲ − ∗e− : Vn ⊗K V′m −→ V′m+n.

Exemple 1.5.11. On désigne parActK = Cs
∗(Act) � H∗(Act) la {o ; c}-opérade dans la catégorie des espaces

vectoriels différentiels gradués. Soit O une opérade pointée dans la catégorie dg-VectK. Cela signifie qu’il
existe un morphisme d’opérades η : ActK → O. En particulier, on dispose de deux éléments particuliers :

mc ∈ O(c, c; c) et mo ∈ O(c, o; o).

Comme pour l’exemple 1.5.9, les familles d’espaces vectoriels différentiels gradués Oc et Oo fournissent
deux bicomplexes dont le couple d’homologies de Hochschild est une sc2-algèbre. Comme la restriction
de η à la couleur fermée est un morphisme d’opérades ηc : AsK → Oc, l’homologie de Hochschild
associée à Oc est une algèbre de Gerstenhaber. Si x et y sont deux éléments de Oo alors le produit
associatif provient de l’opération suivante :

x ∗i y = x ◦|x| y.

Si x ∈ Oc et y ∈ Oo alors la structure de module à gauche est obtenue à partir de l’opération suivante :

x ∗e y = γ(mo ; x , y),

avec γ la composition opéradique totale issue de O. Dans le chapitre 5, on étudiera plus attentivement
cette structure lorsque O provient du complexe des chaines singulières associé à une opérade pointée
topologique.
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2
Catégorie modèle, espace des morphismes dérivé

Dans le chapitre précédent, on a montré que si un couple d’espaces semi-cosimpliciaux (Oc ; Oo)
provient d’une opérade pointée stricte O alors les espaces topologiques sTot(Oc) et sTot(Oo) ont res-
pectivement le type d’homotopie d’un espace de lacets double et de lacets simple. De plus on a émis
l’hypothèse que le couple d’espaces forme une algèbre sous l’opérade topologiqueSC2. Afin d’identifier
explicitement les espaces de lacets et de lacets relatifs entrant en jeu, on doit définir une structure de
catégorie modèle sur les opérades colorées ainsi que les bimodules (infinitésimaux).

Ce chapitre est divisé en deux sections. La première section consiste à rappeler les notions sur les
catégories modèles nécessaires pour la suite de la thèse et pour la compréhension du théorème de transfert
permettant de définir une structure de catégorie modèle à partir d’une adjonction. La seconde section est
donc consacrée à la construction des différentes adjonctions afin d’appliquer le théorème de transfert pour
la catégorie des opérades colorée ainsi que la catégorie des bimodules (infinitésimaux). On déterminera
aussi des remplacements cofibrants des opérades Act et As en tant que bimodules (infinitésimaux)
pour calculer des espaces de morphismes dérivés. En particulier, on prouvera les équivalences faibles
suivantes :

Ibimodh
Act>0

(Act ; O) ≃ Ibimodh
As>0

(As ; Oc) ≃ sTot(Oc).

2.1 Introduction aux catégories modèles et au théorème de transfert

La théorie des catégories modèles a été introduite par Quillen dans [36] afin d’axiomatiser les condi-
tions requises à une catégorie pour permettre une théorie de l’homotopie. L’idée est de mimer la théorie
de l’homotopie classique pour les espaces topologiques. La plupart des notions abordées dans cette
section sont étudiées de manière plus approfondie par Dwyer et Spalinski [16], Hirschhorn [25] ainsi que
Hovey [28]. L’objectif, dans le cas présent, est d’énoncer les définitions ainsi que les lemmes nécessaires
pour la suite de la thèse et, en particulier, le théorème de transfert. Pour ce dernier, on se réfère à l’article
[2] de Berger et Moerdijk.

2.1.1 Catégorie modèle

Définition 2.1.1. Soient f : X→ Y et g : A→ B deux morphismes dans une catégorie C. On dit que f est
un rétract de g s’il existe un diagramme commutatif :

X
i1 //

f
��

A
j1 //

g

��

X

f
��

Y
i2

// B
j2

// Y

avec j1 ◦ i1 = idX et j2 ◦ i2 = idY.

Définition 2.1.2. Une catégorie modèle est la donnée d’une catégorie C ainsi que de trois classes de mor-
phismes stables par composition et contenant les morphismes identités. Ces trois classes sont appelées

33



CHAPITRE 2. CATÉGORIE MODÈLE, ESPACE DES MORPHISMES DÉRIVÉ

respectivement les équivalences faibles ( ∼ // ), les fibrations (։ ) et les cofibrations ( ֒→ ). Un morphisme
qui est à la fois une équivalence faible et une fibration (resp. cofibration) est appelé une fibration acyclique
(resp. une cofibration acyclique). Les trois classes de morphismes doivent vérifier les axiomes suivants :

MC1 : La catégorie C admet des colimites et des limites finies.

MC2 : Soient f et g deux morphismes de C composables. Si deux morphismes sur trois parmi f , g et
g ◦ f sont des équivalences faibles alors le troisième morphisme est aussi une équivalence faible.

MC3 : Soient f et g deux morphismes de C. Si f est un rétract de g avec g appartenant à l’une des trois
classes de morphismes alors f appartient à la même classe que g.

MC4 : Le diagramme (2.1) possède un relèvement h si on est dans l’un des cas suivants :

⊲ i est une cofibration et p est une fibration acyclique,

⊲ i est une cofibration acyclique et p est une fibration.

A

i
��

// X

p

��
B //

h

??

Y

(2.1)

MC5 : Tout morphisme f peut se décomposer de deux façons :

⊲ f = p ◦ i avec i est une cofibration et p est une fibration acyclique,

⊲ f = p ◦ i avec i est une cofibration acyclique et p est une fibration.

Remarque 2.1.3. Notre définition de catégorie modèle correspond à la notion de catégorie modèle fermée
au sens de Quillen [36] à cause de l’axiome MC1. Le fait qu’une catégorie possède des colimites et
des limites finies implique notamment l’existence d’un objet initial et d’un objet final notés ∅ et ∗
respectivement.

Exemple 2.1.4. La catégorie au-dessous X ↓ C
Soient C une catégorie modèle et X un objet de C. La catégorie X ↓ C a pour objet les couples (Y ; fY) avec
Y un objet de C et fY ∈ C(X ; Y). Un morphisme f : (Y ; fY) → (Y′ ; fY′ ) est la donnée d’un morphisme
f ∈ C(Y ; Y′) tel que l’on ait le diagramme commutatif :

X
fY

��

fY′

  
Y

f
// Y′

La catégorie X ↓ C hérite d’une structure de catégorie modèle deC. Un morphisme f : (Y ; fY)→ (Y′ ; fY′ )
est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration) si le morphisme sous-jacent f : Y→ Y′

est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration) dans C. Notons que (X ; idX) est l’objet
initiale de la catégorie X ↓ C.

Exemple 2.1.5. La catégorie produit
∏
Cs

Soient S un ensemble et {Cs}s∈S une famille de catégories modèles. La catégorie produit
∏
Cs possède une

structure de catégorie modèle où ( fs)s∈S est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration)
si, pour tout s ∈ S, le morphisme fs est une équivalence faible (resp. une fibration ou une cofibration)
dans la catégorie Cs.

Définition 2.1.6. Si un diagramme de la forme (2.2) possède un relèvement h alors on dit que g a la
propriété de relèvement à gauche par rapport à f et que f a la propriété de relèvement à droite par
rapport à l’application g.

A

g

��

// X

f
��

B //
h

??

Y

(2.2)
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Exemple 2.1.7. La catégorie modèle de Serre sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modèle de Serre, une application continue f : X→ Y entre deux espaces topologiques
X et Y est :

⊲ une équivalence faible si, pour tout point x ∈ X, l’application f ∗n : πn(X ; x) → πn(Y ; f (x)) est un
isomorphisme pour n ≥ 1 et l’application f ∗0 : π0(X)→ π0(Y) est une bijection,

⊲ une fibration de Serre si, pour tout CW-complexe A, les diagrammes de la forme (2.3) possèdent
un relèvement h :

A × {0}

��

// X

f

��
A × [0 , 1] //

h

::

Y

(2.3)

⊲ une cofibration si f possède la propriété de relèvement à gauche par rapport aux fibrations de
Serre acycliques.

Exemple 2.1.8. La catégorie modèle de Hurewicz sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modèle de Hurewicz, une application continue f : X → Y entre deux espaces topolo-
giques X et Y est :

⊲ une équivalence faible si f est une équivalence d’homotopie,

⊲ une fibration de Hurewicz si, pour tout espace A, les diagrammes de la forme (2.4) possèdent un
relèvement h :

A × {0}

��

// X

f

��
A × [0 , 1] //

h

::

Y

(2.4)

⊲ une cofibration si f possède la propriété de relèvement à gauche par rapport aux fibrations de
Hurewicz acycliques.

Remarque 2.1.9. Les catégories modèles des exemples (2.1.7) et (2.1.8) sont définies pour les espaces
topologiques en toute généralité. Cependant, Hovey montre dans [28, Théorème 2.4.19 et Théorème
2.4.25] que l’on peut se restreindre aux espaces de Hausdorff compactement engendrés. Le lemme qui
suit énonce une propriété propre aux catégories modèles qui sera utilisée à de nombreuses reprises dans
la suite de la thèse.

Lemme 2.1.10. [16, Proposition 3.14] Dans une catégorie modèle C, les produits fibrés préservent les fibrations et
les fibrations acycliques tandis que les sommes amalgamées préservent les cofibrations et les cofibrations acycliques.

2.1.2 Catégorie homotopique

Définition 2.1.11. Soient C une catégorie modèle et X un objet de C. Un objet cylindre associé à X est un
objet de C, noté X ∧ I, muni de morphismes :

X
∐

X i // X ∧ I ∼ // X,

qui factorisent le morphisme idX + idX : X
∐

X → X. Ainsi, deux morphismes f , g : X → Y sont dits
homotopes s’il existe un objet cylindre X∧ I et un morphisme H : X∧ I→ Y tel que l’on ait le diagramme
commutatif suivant :

∅ //

��

X
�� f

##

X //

g ,,

X
∐

X
H◦i

)) Y

35



CHAPITRE 2. CATÉGORIE MODÈLE, ESPACE DES MORPHISMES DÉRIVÉ

Notation 2.1.12. Un objet X dans une catégorie modèle C est dit cofibrant si le morphisme ∅ → X est
une cofibration. De même, X est dit fibrant si le morphisme X → ∗ est une fibration. Un remplacement
cofibrant (resp. fibrant) de X est la donnée d’un objet de C, noté usuellement Xc (resp. X f ), équipé de
morphismes :

∅
�

�

i
// Xc ∼ // X et (resp. X ∼ // X f

j
// // ∗ )

avec i une cofibration et j une fibration. Grâce à l’axiome MC5, on sait que de tels remplacements existent.

Lemme 2.1.13. [16, Lemme 4.21] Soient C une catégorie modèle, X un objet cofibrant et Y un objet fibrant. La
relation "être homotope" est une relation d’équivalence, notée ∼h, sur l’ensemble des morphismes C(X ; Y).

Définition 2.1.14. La catégorie homotopique associée à une catégorie modèle C, notée Ch, possède les
mêmes objets que C tandis que les morphismes entre deux objets X et Y, aussi appelé ensemble des
morphismes dérivé, sont définis par :

Ch(X ; Y) := C(Xc ; Y f )/∼h .

A partir d’un morphisme f : X → Y, on peut lui associer un morphisme f̃ : Xc → Y f , avec Xc un
remplacement cofibrant de X et Y f un remplacement fibrant de Y. A homotopie près, le morphisme
f̃ ne dépend pas du choix du remplacement fibrant et du remplacement cofibrant. Par conséquent, on
dispose d’un foncteur :

γC : C −→ Ch ;
{
γC(X) = X pour tout objet X de C,
γC( f ) = f̃ pour tout morphisme f de C.

(2.5)

Remarque 2.1.15. Au final, les axiomes liés à la structure de catégorie modèle sont suffisants pour définir
une notion d’homotopie compatible avec la notion usuelle sur les espaces topologiques. En effet, si on
regarde les espaces topologiques équipés des fibrations de Serre, alors un objet cylindre associé à un
espace topologique X est donné par l’espace produit X × [0 , 1].

2.1.3 Catégorie modèle cofibrement engendrée

Afin d’étudier l’ensemble des morphismes dérivé Ch(X ; Y), on doit déterminer des remplacements
cofibrants et fibrants des objets. Même si l’axiome MC5 des catégories modèles nous garantit l’existence
de tels remplacements, il est parfois difficile de les construire explicitement. Il existe néanmoins des
catégories où les cofibrations sont engendrées par un ensemble de morphismes et sont donc plus faciles
à identifier. Notons que la définition de catégorie modèle cofibrement engendrée utilisée dans la thèse
est une version simplifiée de la définition usuelle, ceci dans le but d’alléger les notations.

Définition 2.1.16. Une catégorie modèle cofibrement engendrée est la donnée d’une catégorie modèle C ainsi
que de deux classes supplémentaires de morphismes :

⊲ un ensemble I, appelé la classe des générateurs de cofibrations, tel qu’un morphisme f de C est
une fibration acyclique si et seulement si f possède la propriété de relèvement à droite par rapport
aux morphismes de I,

⊲ un ensemble J, appelé la classe des générateurs de cofibrations acycliques, tel qu’un morphisme f
de C est une fibration si et seulement si f possède la propriété de relèvement à droite par rapport
aux morphismes de J.

On notera (C ; I ; J) une catégorie modèle cofibrement engendrée.

Notation 2.1.17. Soient X et Y deux objets dans une catégorie modèle cofibrement engendrée (C ; I ; J).
On dit que Y est obtenu à partir de X le long d’une cofibration, s’il existe un morphisme A → B ∈ I tel
que l’on ait la somme amalgamée :

A �

� //

��

B

��
X // Y

(2.6)

Grâce au lemme 2.1.10, on sait que l’application X→ Y est aussi une cofibration. L’intérêt des catégories
modèles cofibrement engendrées réside dans la caractérisation des cofibrations.
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Proposition 2.1.18. [25, Proposition 11.2.1] Soit (C ; I ; J) une catégorie modèle cofibrement engendrée. Une
application f : X→ Y est une cofibration si et seulement si elle est obtenue comme une limite de cofibrations de la
forme (2.6).

Exemple 2.1.19. 1) Pour n ∈N et 0 ≤ k ≤ n, le "horn" ∧n
k est le sous-espace de ∆n définit par :

∧n
k :=

⋃

i,k

di(∆n−1).

Les espaces topologiques équipés des fibrations de Serre forment une catégorie cofibrement engendrée
où les ensembles générateurs des cofibrations et des cofibrations acycliques sont respectivement
donnés par :

I := { ∂∆n → ∆n | n ≥ 0 } et J := { ∧n
k → ∆

n | n ≥ 0 et 0 ≤ k ≤ n }.

2) Soient S un ensemble et {(Cs ; Is ; Js)}s∈S une famille de catégories modèles. La catégorie modèle produit∏
Cs est aussi cofibrement engendrée : l’ensemble générateur des cofibrations (resp. des cofibrations

acycliques) est donnée par
∏

Is (resp.
∏

Js). En particulier, la catégorie Coll(S), équipée des fibrations
de Serre, est une catégorie modèle cofibrement engendrée.

2.1.4 Catégorie monoïdale modèle

On a défini la notion d’opérade colorée et de bimodule (infinitésimal) dans des catégories symétriques
monoïdales. On va donc s’intéresser à la compatibilité entre la structure monoïdale et la structure de
catégorie modèle. Dans ce qui suit, les catégories monoïdales symétriques (C ; ⊗ ; I) sont supposées
fermées. Cela signifie que l’endofoncteur − ⊗ X possède un adjoint à droite noté (−)X :

− ⊗X : C⇆ C : (−)X. (2.7)

Définition 2.1.20. Une catégorie monoïdale modèle est la donnée d’une catégorie monoïdale (C ; ⊗ ; I)
fermée équipée d’une structure de catégorie modèle tel que, pour tout couple de cofibrations f : X→ Y
et g : A→ B, le morphisme :

X ⊗ B
⊔

X⊗A

Y ⊗ A −→ Y ⊗ B (2.8)

est une cofibration qui est acyclique si l’un des deux morphismes f ou g est acyclique.

Exemple 2.1.21. La catégorie des espaces topologiques équipées des fibrations de Serre et du produit
cartésien est une catégorie monoïdale modèle. De plus, comme on travaille avec les espaces de Hausdorff
compactement engendrés et que l’ensemble des morphismes entre deux espaces est muni de la topologie
compact-ouvert, l’adjonction (2.7) induit un homéomorphisme :

Top( X ; Top(Y ; Z) ) � Top( X × Y ; Z), (2.9)

pour tout triplet d’espaces topologiques X, Y et Z. De même, les catégories Coll(S ; Top), Σ-IbimodP-Q,
Σ-BimodP-Q ainsi que la catégorie des opérades symétriques topologiques héritent d’une structure monoï-
dale provenant de Top. Les structures de catégories modèles sur ces catégories, définies dans la second
partie de ce chapitre, sont compatibles avec la structure monoïdale. De plus, dans chacune des catégories
citées ci-dessus, l’ensemble des morphismes dérivé sera munie d’une topologie. On parlera alors d’espace
de morphismes dérivé. Le lemme qui suit est une conséquence de l’adjonction (2.9) et sera utilisé à de
nombreuses reprises dans la suite de la thèse.

Lemme 2.1.22. Dans la catégorie modèle Top équipée des fibrations de Serre, si f : X → Y est une cofibration
alors, pour tout espace Z, l’application induite par la pré-composition avec f est une fibration :

Top(Y ; Z)→ Top(X ; Z).
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2.1.5 Foncteur dérivé et paire de Quillen

Définition 2.1.23. Soient C une catégorie modèle et F : C → D un foncteur. Le foncteur dérivé à gauche,
noté (LF ; t) est l’objet terminal parmi les couples (G ; s) composés d’un foncteur G : Ch → D et d’une
transformation naturelle s : G ◦ γC → F, avec γC le foncteur (2.5).

Remarque 2.1.24. On définit de façon similaire le foncteur dérivé à droite (RF ; t) avec RF : Ch → D un
foncteur et t : F→ (RF)◦γC une transformation naturelle. Les foncteurs dérivés à gauche et à droite sont
uniques à isomorphisme naturel près.

Définition 2.1.25. Soit F : C → D un foncteur entre deux catégories modèles. Le foncteur dérivé total à
gauche LF : Ch → Dh est défini comme le foncteur dérivé à gauche de la composée γD ◦ F : C → Dh.
De même, le foncteur dérivé total à droite RF : Ch → Dh est défini comme le foncteur dérivé à droite de la
composée γD ◦ F : C → Dh.

Théorème 2.1.26. [16, Théorème 9.7] Soient C etD deux catégories modèles et F : C⇆ D : G une adjonction.
Si F préserve les cofibrations et G les fibrations alors les foncteurs :

LF : Ch
⇆ Dh : RG

existent et forment une paire de foncteurs adjoints. De tels couples sont appelés des paires de Quillen.

Proposition 2.1.27. [16, Remarque 9.8] Soit F : C ⇆ D : G une adjonction entre deux catégories modèles. Les
énoncés suivants sont équivalents :

i) F préserve les fibrations et G préserve les cofibrations,

ii) F préserve les fibrations et les fibrations acycliques,

iii) G préserve les cofibrations et les cofibrations acycliques.

2.1.6 Le théorème de transfert

Théorème 2.1.28. [2, Section 2.5] Soit F : C ⇆ D : G une adjonction avec (C ; I ; J) une catégorie modèle
cofibrement engendrée et D une catégorie possédant des colimites et limites finies. On dit qu’un morphisme f de
D est une équivalence faible (resp. une fibration) si G( f ) est une équivalence faible (resp. une fibration) dans la
catégorie C. Le morphisme f est une cofibration dans D si elle possède la propriété de relèvement à gauche par
rapport aux fibrations acycliques. Cela induit une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée sur D si
les conditions suivantes sont satisfaites :

i) G préserve les colimites filtrantes,

ii) D possède un remplacement fibrant fonctoriel,

iii) si D f désigne la sous-catégorie pleine constituée des objets fibrants de D alors il existe un endofoncteur
Path(−) : D f →D f tel que, pour tout objet fibrant X, Path(X) factorise l’application diagonale :

X ∼

i
// Path(X)

j
// // X × X,

avec i une équivalence faible et j une fibration.
De plus, le couple (F ; G) forme une paire de Quillen et les ensembles générateurs des cofibrations et des cofibrations
acycliques deD sont donnés par :

I′ := {F( f ) | f ∈ I } et J′ := {F( f ) | f ∈ J }.

Exemple 2.1.29. On dispose d’une adjonction entre les collections topologiques et les collections topo-
logiques symétriques :

Σ[−] : Coll(S)⇆ Σ-Coll(S) :U, (2.10)

avec U le foncteur oubliant l’action du groupe des permutations et Σ[−] le foncteur envoyant une
collection M vers la collection symétrique définie par :

Σ[M](s1, . . . , sn; sn+1) :=
∐

σ∈Σn

M(sσ(1), . . . , sσ(n); sn+1).
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Dans l’article [2], Berger et Moerdijk montrent alors qu’on peut appliquer le théorème de transfert à l’ad-
jonction (2.10) et ainsi définir une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée sur Σ-Coll(S). En
effet, la catégorie Coll(S), munie des fibrations de Serre, est une catégorie modèle cofibrement engendrée.
La catégorie Σ-Coll(S) possède une structure monoïdale définie par :

(M1 ×M2)(s1, . . . , sn; sn+1) :=M1(s1, . . . , sn; sn+1) ×M2(s1, . . . , sn; sn+1),

dont l’action du groupe des permutations provient de l’action diagonale :

σ∗ : (M1 ×M2)(s1, . . . , sn; sn+1)
σ∗×σ∗

// (M1 ×M2)(sσ(1), . . . , sσ(n); sn+1).

Ainsi définis,U et Σ[−] sont des foncteurs monoïdaux etU préserve les colimites filtrantes. Par consé-
quent la catégorie Σ-Coll(S) possède aussi les colimites et les limites filtrantes. De plus, comme tous
les objets de Coll(S) sont fibrants, tous les objets de Σ-Coll(S) sont aussi fibrants et l’identité fournit un
remplacement fibrant fonctoriel.

Il reste à vérifier la condition (iii). A partir d’une collection symétrique M on introduit Path(M) comme
la collection symétrique :

Path(M)(s1, . . . , sn; sn+1) := Top
(

[0 , 1] ; M(s1, . . . , sn ; sn+1)
)
.

Si f1 est un point de Path(M) alors pour tout σ ∈ Σn on définit l’action du groupe des permutations de la
façon suivante :

f1 · σ : [0 , 1]→M(s1, . . . , sn; sn+1) ; t 7→ f1(t).σ

La factorisation de l’application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :

M i // Path(M)
j // M ×M,

avec i le morphisme de collections symétriques envoyant un point x vers le chemin constant en x.
Grâce à l’homotopie qui contracte un chemin sur son point d’origine, on sait que l’application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de collections symétriques j est défini de la façon suivante :

j : Path(M)(s1, . . . , sn; sn+1) −→ (M ×M)(s1, . . . , sn; sn+1);

f 7−→ ( f (0) ; f (1)).

Pour montrer que l’application j est une fibration, il suffit de vérifier que, pour chaque combinaison
d’entrée, l’application j induit une fibration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs fixée,
l’application j peut s’interpréter de la façon suivante :

j : Top
(

[0 , 1] ; M(s1, . . . , sn; sn+1)
)
−→ Top

(
∂[0 , 1] ; M(s1, . . . , sn; sn+1)

)
. (2.11)

Comme ∂∆1 → ∆1 est une cofibration, l’application (2.11) est une fibration d’après le lemme 2.1.22.
De manière similaire, Berger et Moerdijk ont montré que la catégorie Σ-Coll(S)∗ est aussi une catégorie
modèle cofibrement engendrée dont tous les objets sont fibrants.

2.2 Applications du théorème de transfert aux opérades et aux bimo-
dules (infinitésimaux)

Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. L’objectif de cette section est de
définir une structure de catégorie modèle sur les opérades colorées symétriques ainsi que sur les P-Q
bimodules (infinitésimaux). Pour cela, remarquons que l’on dispose de foncteurs oubliant les différentes
structures :

U : Σ-OperadS −→ Σ-Coll(S)∗,

U : Σ-BimodP-Q −→ Σ-Coll(S),

U : Σ-IbimodP-Q −→ Σ-Coll(S).
(2.12)
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Or on sait que les catégories Σ-Coll(S)∗ et Σ-Coll(S), équipées des fibrations de Serre, sont des catégo-
ries modèles cofibrement engendrées dont tous les objets sont fibrants. Afin d’utiliser le théorème de
transfert 2.1.28, on doit construire des adjoints à gauche aux différents foncteurs oublis (2.12). Les trois
constructions sont similaires. Il s’agit dans un premier temps d’identifier l’ensemble d’arbres encodant
la structure recherchée puis d’indexer les sommets des arbres par des éléments de Σ-Coll(S) adéquats.
Ce type de construction a été introduite par Vogt dans [5] pour le cas opéradique sans couleur. On se
réfère aussi a Berger et Moerdijk [3] ainsi que Vogt [50] pour des constructions similaires.

2.2.1 Arbre planaire et opérade colorée libre

Définition 2.2.1. Un arbre planaire T est la donnée d’un graphe planaire fini contractile muni d’une arête
et d’un sommet particuliers, appelés respectivement le tronc et la racine de l’arbre T et notés e0 et r.
Le tronc est uniquement connecté à la racine de l’arbre. De plus, un arbre planaire est équipé d’une
orientation en direction de la racine. Pour la suite, on pose les notations suivantes :

⊲ L’ensemble des sommets et l’ensemble des arêtes de l’arbre T sont notés V(T) et E(T) respectivement.
L’ensemble des arêtes internes Eint(T) est constitué des arêtes de T reliant deux sommets. Chaque
sommet et arête est connecté à la racine par un unique chemin composé d’arêtes.

⊲ Si e est une arête interne alors son sommet le plus proche de la racine est nommé le sommet but tandis
que son autre sommet est appelé le sommet source de e. Ils sont notés respectivement t(e) et s(e).

⊲ Les arêtes, autres que le tronc, connectées à un seul sommet sont appelées les feuilles de l’arbre T et sont
naturellement ordonnées par la structure planaire de T. On désigne par in(T) = {l1, . . . , l|T|} l’ensemble
des feuilles de T, avec |T| le cardinal de in(T).

⊲ Pour tout sommet v, l’ensemble des arêtes ayant pour but le sommet v est ordonné par la structure
planaire de l’arbre T. On désigne cet ensemble par in(v) = {e1(v), . . . , e|v|(v)} avec |v| le cardinal de in(v).
L’unique arête ayant pour source le sommet v sera notée e0(v).

⊲ Les sommets ne possédant pas d’arête entrante sont appelés sommets univalents tandis que les sommets
possédant une unique arête entrante sont appelés sommets bivalents.

Figure 2.1 – Exemple d’un S-arbre planaire.

Un S-arbre planaire, avec S un ensemble, est la donnée d’un couple (T ; f ) avec T un arbre planaire et
f : E(T) → S une application indexant les arêtes de l’arbre T par des éléments de S. S’il n’y a pas
d’ambiguïté, on omettra de préciser l’application f et on désignera aussi par ei(v) l’élément de S indexant
l’arête ei(v).

L’ensemble des S-arbres planaires permet uniquement d’encoder la structure d’opérade colorée non-
symétrique. Pour remédier à cela, on va faire agir le groupe des permutations sur les ensembles ordonnés
in(T) et in(v), avec T un S-arbre planaire et v ∈ V(T).
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Définition 2.2.2. Un S-arbre est la donnée d’un triplet (T ; f ; σ) avec (T ; f ) un S-arbre planaire et
σ : {1, . . . , |T|} → in(T) une bijection indexant les feuilles de l’arbre. La bijection σ peut être assimilée à un
élément du groupe des permutations Σ|T|. Notons que si l’arbre T ne possède pas de sommet univalent
alors, pour tout sommet v de T, l’indexation σ induit une indexation sur l’ensemble in(v) :

σv : {1, . . . , |v|} → in(v) := {e1(v), . . . , ev(v)},

avec ei(v) < e j(v) si la plus petite indexation des feuilles au-dessus de l’arête ei(v) est inférieure à la plus
petite indexation des feuilles au-dessus de e j(v). S’il n’y a pas d’ambiguïté, on omettra de préciser les
applications f et σ.

Figure 2.2 – Exemple d’un S-arbre avec σ = (2416735) = (3162745)−1

Construction 2.2.3. Soient S un ensemble et M ∈ Σ − Coll(S)∗ une S-collection symétrique pointée. A
partir de M, on peut construire une S-opérade symétriqueFS(M) dont les points sont les couples [T ; {av}]
avec T un S-arbre et {av} une famille de points de M indexant les sommets de T. Plus précisément, FS(M)
est donné par la formule suivante :

FS(M)(s1, . . . , sn; sn+1) :=
∐

(T; f )∈S-arbres
f (li)=si , f (e0)=sn+1

∏

v∈V(T)

M(e1(v), . . . , e|v|(v) ; e0(v))
/
∼.

La relation d’équivalence ∼ est engendrée par les conditions suivantes :

i) Si un sommet est indexé par un point base ∗s ∈M(s ; s) alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

ii) Si un sommet v est indexé par a · σ, avec σ ∈ Σ|v|, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

Soient [T ; {av}] ∈ FS(M)(s1, . . . , sn; sn+1) et [T′ ; {a′v}] ∈ FS(M)(s′1, . . . , s
′
n; si). La composition opéradique

[T ; {av}] ◦i [T′ ; {a′v}] consiste à greffer l’arbre T′ sur la feuille de T indexée par i, en préservant les
indexations des sommets respectives. De plus, on dispose d’un morphisme de Σ-Coll(S)∗ :

i : M −→ FS(M),

envoyant un point m ∈ M(s1, . . . , sn; sn+1) vers le couple [T ; {m}] avec T l’arbre planaire obtenu à partir
de la corolle dont les feuilles li sont indexées respectivement par si tandis que le tronc est indexé par sn+1.
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Proposition 2.2.4. Le foncteur FS est l’adjoint à gauche au foncteur oubli :

FS : Σ-Coll(S)∗ ⇆ Σ-OperadS :U. (2.13)

Démonstration. On se donne O une S-opérade symétrique et M une collection symétrique pointée. Sup-
posons qu’il existe un morphisme de collections symétriques pointées f : M→ O. On doit montrer que ce
morphisme se prolonge de manière unique en un morphisme de S-opérades symétriques f̃ : FS(M)→ O
tel que l’on ait le diagramme commutatif :

M

i
��

f // O

FS(M)
∃ ! f̃

<< (2.14)

On va construire l’application f̃ par récurrence sur le nombre de sommets des S-arbres non indexés par
un point particulier de M. Soit [T ; {av}] un point de FS(M). Si T possède un seul sommet alors, pour que
la commutativité du diagramme (2.14) soit vérifiée, on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f (av).

Supposons que l’application f̃ soit définie pour les S-arbres ayant au plus k sommets avec k > 1. Prenons
[T ; {av}] un point de FS(M) avec T ayant k + 1 sommets non indexés par un point particulier de M. Le
point [T ; {av}] se décompose alors sous la forme [T ; {av}] = [T1 ; {a1

v}] ◦i [T2 ; {a2
v}] avec T2 une corolle et

T1 un S-arbre ayant k sommets non indexés par un point particulier de M. Pour que f̃ soit un morphisme
de S-opérades symétriques, on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f̃ ([T1 ; {a1
v}]) ◦i f (a2

v). (2.15)

Les propriétés des S-opérades symétriques impliquent que cette définition ne dépend pas du choix de
la décomposition et que f̃ est définie de manière unique. �

Théorème 2.2.5. La catégorie Σ-OperadS possède une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée dont
tous les objets sont fibrants.

Démonstration. On va appliquer le théorème de transfert 2.1.28 avec l’adjonction (2.13). On rappelle que
la catégorie Σ-Coll(S)∗, équipée des fibrations de Serre, est une catégorie modèle cofibrement engendrée
dont tous les objets sont fibrants. Par conséquent, tous les objets de la catégorie Σ-OperadS sont fibrants
et l’identité fournit un remplacement fibrant fonctoriel.

Comme dans l’exemple 2.1.29, la catégorie des S-opérades symétriques possède une structure monoï-
dale et le foncteur oubli préserve les colimites finies et la structure monoïdale. Par conséquent,Σ-OperadS

possède les colimites et les limites finies.
Afin de vérifier la condition (iii) du théorème de transfert, à partir d’une S-opérade symétrique O on

introduit Path(O) comme la collection symétrique :

Path(O)(s1, . . . , sn; sn+1) := Top
(

[0 , 1] ; O(s1, . . . , sn; sn+1)
)
.

Pour tout élément s ∈ S, on dispose de l’application constante en ∗s ∈ O(s ; s). Par conséquent, la S-
collection Path(O) est pointée. De plus, la structure opéradique de Path(O) est définie de la manière
suivante. Si f1 ∈ Path(O)(s1, . . . , sn; sn+1) et f2 ∈ Path(O)(s′1, . . . , s

′
m; si) alors la composée f1 ◦i f2 est donnée

par :
f1 ◦i f2 : [0 , 1] −→ O(s1, . . . , si−1, s′1, . . . , s

′
m, si+1, . . . , sn; sn+1),

t 7−→ f1(t) ◦i f2(t).

La factorisation de l’application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :

O i // Path(O)
j // O ×O,
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avec i le morphisme de S-opérades symétriques envoyant un point x vers le lacet constant en x. Grâce
à l’homotopie qui contracte un chemin sur son point d’origine, on sait que l’application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de S-opérades symétriques j est défini de la façon suivante :

j : Path(O)(s1, . . . , sn; sn+1) −→ (O ×O)(s1, . . . , sn; sn+1);

f 7−→ ( f (0) ; f (1)).

Pour montrer que l’application j est une fibration, il suffit de vérifier que, pour chaque combinaison
d’entrée, l’application j induit une fibration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs fixée,
l’application j peut s’interpréter de la façon suivante :

j : Top
(

[0 , 1] ; O(s1, . . . , sn; sn+1)
)
−→ Top

(
∂[0 , 1] ; O(s1, . . . , sn; sn+1)

)
. (2.16)

Comme ∂∆1 → ∆1 est une cofibration, l’application (2.16) est une fibration d’après le lemme 2.1.22. �

Définition 2.2.6. Soient f : A → B une application continue entre deux espaces topologiques et C un
espace contenant A. L’espace des applications continues g : C→ B tel que g|A = f est noté :

Top f
(

(C ; A) ; B
)
.

Lemme 2.2.7. [49, Lemme 2.2] Soient P et Q deux S-opérades symétriques topologiques. Si P est obtenu à partir
de Q le long d’une cofibration :

FS(A)
FS(i) //

f̃
��

FS(B)

��
M // N

alors, pour tout morphisme de S-opérades symétriques g : N→ Y, on a l’homéomorphisme :

Σ-Operadg
S

(
(M ; N) ; Y

)
� Σ-Coll(S)g◦ f

(
(A ; B) ; Y

)
.

Remarque 2.2.8. La proposition 2.3, le théorème 2.2.5 ainsi que le lemme 2.2.7 ont des analogues dans le
cas des S-opérades non symétriques. Pour cela, il suffit de se restreindre aux S-arbres planaires et de ne
pas tenir compte de l’axiome (ii) dans la construction 2.2.3. Par abus de notation, on notera par FS le
foncteur libre dans le cas non symétrique.

2.2.2 Arbre à section borné et bimodule libre

Définition 2.2.9. Soient P et Q deux opérades symétriques. Les arbres encodant la structure des (P-Q)Σ
bimodules sont définis de la façon suivante :

⊲ Le joint entre deux sommets v1 et v2 d’un S-arbre T, noté j(v1 ; v2), est le premier sommet commun
aux chemins reliant les sommets v1 et v2 à la racine. Si j(v1 ; v2) = r alors on dit que les sommets sont
connectés à la racine. De même, si j(v1 ; v2) ∈ {v1 ; v2} alors on dit que les sommets sont connectés. Par
exemple, sur la figure 2.3, les sommets v1 et v2 sont connectés à la racine tandis que les sommets v1 et
p1 sont connectés.

⊲ Si T est un S-arbre alors on définit la distance d : V(T) × V(T) → N comme étant le nombre d’arêtes
internes composant le chemin reliant v1 et v2 lorsque les deux sommets sont connectés. Dans le cas où
les sommets v1 et v2 ne sont pas connectés, on pose d(v1 ; v2) = d(v1 ; v) + d(v2 ; v) avec v le joint entre
les sommets v1 et v2. Par exemple, sur la figure 2.3 on a d(v1 ; r) = 2 et d(v1 ; v2) = 4.

⊲ L’ensemble des S-arbres à section borné, noté S-section, est constitué des couples (T ; Vp(T)), avec T
un S-arbre et Vp(T) un sous-ensemble de sommets de T appelés perles. De plus, on demande que
chaque chemin reliant une feuille ou sommet univalent à la racine passe par une unique perle et que
l’ensemble Vp(T) vérifie la relation suivante :

∀v ∈ V(T) \ Vp(T), ∀p ∈ Vp(T), j(v ; p) ∈ {v ; p} ⇒ d(v ; p) = 1.

Les perles forment ainsi une section divisant l’arbre en deux parties. On désigne par Vu(T) l’ensemble
des sommets au-dessus de la section et par Vd(T) ceux au-dessous de la section.
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Figure 2.3 – Exemple d’un S-arbre à section borné.

Construction 2.2.10. Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. A partir d’une
collection symétrique M, on construit le (P-Q)Σ bimodule FB(M) dont les points sont les couples [T ; {av}]
avec T un S-arbre à section borné et {av} une famille de points indexant les sommets de l’arbre T. Les
perles de l’arbre sont indexées par des points de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de Q ou de P selon si le sommet est au-dessus ou au-dessous de la section. Plus précisément,
FB(M) est donné par :

∐

T∈S-section

∏

v∈Vd(T)

P(e1(v), . . . , e|v|(v); e0(v)) ×
∏

v∈Vp(T)

M(e1(v), . . . , e|v|(v); e0(v)) ×
∏

v∈Vu(T)

Q(e1(v), . . . , e|v|(v); e0(v))
/
∼

avec ∼ la relation d’équivalence engendrée par :

i) Si un sommet est indexé par une unité ∗s des opérades P ou Q, alors on a la relation suivante :

ii) Si un sommet v est indexé par a · σ, avec σ ∈ Σ|v|, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

Afin de définir la structure de bimodule à droite, notons qu’un point a ∈ Q(s1, . . . , sn ; s′i ) peut être
interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les couleurs si

et la sortie par la couleur s′i tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T ; {av}] est un point de
FB(M)(s′1, . . . , s

′
m; sm+1) alors la composée [T ; {av}] ◦i a consiste à greffer la corolle associé à a sur la i-ème

feuille de T puis à contracter les arêtes internes reliant deux sommets non perlés grâce à la structure
opéradique de Q.

Figure 2.4 – Illustration de la structure de Q-bimodule à droite.
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De manière similaire, si b est un point de P(s1, . . . , sn ; sn+1) et [Ti ; {ai
v}] une famille de points dans les

espaces FB(M)(si
1, . . . , s

i
mi

; si) alors la structure de P-bimodule à gauche consiste à greffer sur chacune des
entrées de la corolle associée à b le point [Ti ; {ai

v}] correspondant puis à contracter l’ensemble des arêtes
internes reliant deux sommets non perlés en utilisant la structure opéradique de P. De plus, on dispose
d’un morphisme entre collections symétriques :

i : M −→ FB(M),

envoyant un point m ∈ M(s1, . . . , sn; sn+1) vers le couple [T ; {m}] avec T la corolle perlée dont les feuilles
li sont indexées respectivement par si tandis que le tronc est indexé par sn+1.

Proposition 2.2.11. [13] Le foncteur FB est l’adjoint à gauche au foncteur oubli :

FB : Σ-Coll(S)⇆ Σ-BimodP-Q :U.

Démonstration. On se donne M′ un (P-Q)Σ bimodule et M une collection symétrique. Supposons qu’il
existe un morphisme de collections symétriques f : M → M′. On doit montrer que ce morphisme se
prolonge de manière unique en un morphisme de (P-Q)Σ bimodules f̃ : FB(M) → M′ tel que l’on ait le
diagramme commutatif :

M

i
��

f // M′

FB(M)
∃ ! f̃

;; (2.17)

On va construire l’application f̃ par récurrence sur le nombre de sommets non perlés. Soit [T ; {av}] un
point de FB(M). Si T ne possède pas de sommet non perlé alors T est obligatoirement une corolle à cause
des restrictions sur les arbres à section bornée. Pour que le diagramme (2.17) soit commutatif, on doit
avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f (av).

Supposons que T possède un unique sommet non perlé. Dans ce cas, il existe une unique arête interne
e et il y a deux possibilités à considérer. Si s(e) est une perle alors t(e) est indexé par un élément de P(1).
Pour que f̃ soit un morphisme de (P-Q)Σ bimodules, on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = at(e) ◦1 f (as(e)).

Si t(e) est une perle alors s(e) est indexé par un élément de Q et [T ; {av}] se décompose sous la forme
[T1 ; {at(e)}] ◦i [T2 ; {as(e)}] avec T1 et T2 des corolles. Pour que f̃ soit un morphisme de (P-Q)Σ bimodules,
on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f (at(e)) ◦i as(e).

Supposons que l’application f̃ soit définie pour les S-arbres ayant au plus k sommets non perlés avec
k > 1. Prenons [T ; {av}] un point de FB(M) avec T ayant k + 1 sommets non perlés. Le point [T ; {av}] se
décompose alors sous la forme [T ; {av}] = [T1 ; {a1

v}] ◦i [T2 ; {a2
v}] avec T2 une corolle dont le sommet est

indexé par un point de Q et T1 un S-arbre à section borné ayant k sommets non perlés. Si on veut que f̃
soit un morphisme de (P-Q)Σ bimodules, on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f̃ ([T1 ; {a1
v}]) ◦i a2

v. (2.18)

Les propriétés des (P-Q)Σ-bimodules impliquent que cette définition ne dépend pas du choix de la
décomposition et que f̃ est définie de manière unique. �

Théorème 2.2.12. [13] Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. La catégorie Σ-BimodP-Q

possède une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée dont tous les objets sont fibrants.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 2.2.5. Il suffit juste de remarquer que la
catégorie Σ-Coll(S) , équipée des fibrations de Serre, est une catégorie modèle cofibrement engendrée
dont tous les objets sont fibrants. �
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Lemme 2.2.13. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (P-Q)Σ bimodules avec P et Q deux S-opérades symétriques
topologiques. Si M est obtenu à partir de N le long d’une cofibration :

FB(A)
FB(i) //

f̃
��

FB(B)

��
M // N

alors, pour tout morphisme de (P-Q)Σ bimodules g : N→ Y, on a l’homéomorphisme :

Σ-Bimodg
P-Q

(
(M ; N) ; Y

)
� Σ-Coll(S)g◦ f

(
(A ; b) ; Y

)
.

Remarque 2.2.14. La proposition 2.2.11, le théorème 2.2.12 ainsi que le lemme 2.2.13 ont des analogues
dans le cas où P et Q sont des S-opérades non symétriques. Pour cela, il suffit de se restreindre aux
S-arbres planaires et de ne pas tenir compte de l’axiome (ii) dans la construction 2.2.10. Par abus de
notation, on notera par FB le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.15. [13] Un remplacement cofibrant de l’opérade Act>0 en tant que Act>0-bimodule est défini
par la collection � ∈ Coll({o ; c}) de typeAct>0 :

�(n ; c) = [0 ; 1]n−1 pour n > 0 et �(n ; o) = [0 ; 1]n−1 pour n > 0,

dont la structure de bimodule est donnée par les formules suivantes :

⊲ − ◦i∗2 ; c : �(n ; c)→ �(n + 1 ; c) ; (t1, . . . , tn−1) 7→ (t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1), 1 ≤ i ≤ n,
⊲ − ◦i∗2 ; c : �(n ; o)→ �(n + 1 ; o) ; (t1, . . . , tn−1) 7→ (t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1), 1 ≤ i ≤ n − 1,
⊲ − ◦n∗2 ; o : �(n ; o)→ �(n + 1 ; o) ; (t1, . . . , tn−1) 7→ (t1, . . . , tn−1, 0),
⊲ ∗2 ; c (−;−) : �(n ; c) × �(m ; c)→�(n +m ; c); (t1, . . . , tn−1) ; (t′1, . . . , t

′
m−1) 7→ (t1, . . . , tn−1, 1, t′1, . . . , t

′
m−1),

⊲ ∗2 ; o (−;−) : �(n ; c) × �(m ; o)→�(n +m ; o); (t1, . . . , tn−1) ; (t′1, . . . , t
′
m−1) 7→ (t1, . . . , tn−1, 1, t′1, . . . , t

′
m−1).

Démonstration. CommeAct>0 est une opérade colorée engendrée par ∗2 ; c et ∗2 ; o, les opérations ci-dessus
induisent une structure deAct>0-bimodule sur la {o ; c}-collection �. Pour N > 0, on définit �N comme le
sous-bimodule de � engendré par les espaces {�(n ; k)}k∈{o ; c}

n∈{1,...,N}. En d’autres termes les espaces �N−1(n ; c)
et �N−1(n ; o) sont les N-2 squelettes de �(n ; c) et �(n ; o) respectivement. Par convention, �0 est le
Act>0-bimodule FB(∅). Remarquons alors que le bimodule �N est obtenu à partir de �N−1 via la somme
amalgamée :

FB(∂A) //

��

FB(A)

��
�N−1

// �N

avec A la {o ; c}-collection définie par A(N ; c) = A(N ; o) = [0 , 1]N−1 et l’ensemble vide pour les autres
configurations d’entrées. Pour N > n, on a l’égalité �N(n ; k) = �(n ; k), avec k ∈ {o ; c}. Par conséquent,
limN �N = � et donc � peut être obtenu comme une limite de cofibrations (voir le lemme 2.1.18). Le
bimodule� est donc cofibrant et faiblement équivalent àAct>0 car ses composantes sont contractiles. �

Remarque 2.2.16. Comme la restriction de l’opérade Act>0 à la couleur fermée est l’opérade associative
stricte, on retrouve le résultat [49, Proposition 4.1] de Turchin disant que �c est une remplacement
cofibrant deAs>0 en tant queAs>0-bimodule.

2.2.3 Arbre perlé et bimodule infinitésimal libre

Définition 2.2.17. L’ensemble des S-arbres perlés, noté S-perle, est constitué des couples (T ; p) avec T un
S-arbre et p ∈ V(T) un sommet particulier de T, appelé la perle, satisfaisant la relation suivante :

∀v ∈ V(T) \ {p}, d(v ; p) = 1,

avec d la distance introduite dans la définition 2.2.9. La perle divise l’arbre en deux parties. On désignera
par Vu(T) les sommets situés au-dessus de la perle et par Vd(T) ceux en dessous de la perle.
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Figure 2.5 – Exemple d’un S-arbre perlé.

Construction 2.2.18. Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. A partir d’une collection
symétrique M, on construit le (O)Σ-bimodule infinitésimal symétrique FIb(M) dont les points sont les
couples [T ; {av}] avec T un S-arbre perlé et {av} une famille de points indexant les sommets de l’arbre T.
La perle de l’arbre est indexée par un point de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de O. Plus précisément, FIb(M) est donné par :

∐

T∈S-section

M(e1(p), . . . , e|p|(p); e0(p)) ×
∏

v∈V(T)\{p}

O(e1(v), . . . , e|v|(v); e0(v))
/
∼

avec ∼ la relation d’équivalence engendrée par :

i) Si un sommet est indexé par une unité ∗s de l’opérade O alors on a la relation suivante :

ii) Si un sommet v est indexé par a · σ, avec σ ∈ Σ|v|, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

Afin de définir la structure de bimodule infinitésimal à droite, notons qu’un point a ∈ O(s1, . . . , sn ; s′i )
peut être interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les
couleurs si et la sortie par la couleur s′i tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T ; {av}] est un
point de FIb(M)(s′1, . . . , s

′
m; sm+1) alors la composée [T ; {av}] ◦i a consiste à greffer la corolle associée à a

sur la i-ème feuille de T puis à contracter les arêtes internes reliant deux sommets non perlés grâce à la
structure opéradique de O.

Figure 2.6 – Illustration de la structure de O-bimodule à droite.

On définit de manière similaire la structure de Σ-bimodule infinitésimal à gauche sous l’opérade O,
en utilisant la structure opéradique de O. On dispose d’un morphisme entre collections symétriques :

i : M −→ FIb(M),

envoyant un point m ∈ M(s1, . . . , sn; sn+1) vers le couple [T ; {m}] avec T la corolle perlée dont les feuilles
li sont indexées par si tandis que le tronc est indexé par sn+1.
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Proposition 2.2.19. [13] Le foncteur FIb est l’adjoint à gauche au foncteur oubli :

FIb : Σ-Coll(S)⇆ Σ-IbimodO :U.

Démonstration. La preuve est similaire à celle de la proposition 2.2.11. On se donne M′ un (O)Σ-bimodule
infinitésimal et M une collection symétrique. Supposons qu’il existe un morphisme de collections symé-
triques f : M→M′. On doit montrer que ce morphisme se prolonge de manière unique en un morphisme
de (O)Σ-bimodules infinitésimaux f̃ : FIb(M)→M′ tel que l’on ait le diagramme commutatif :

M

i
��

f // M′

FIb(M)
∃ ! f̃

;; (2.19)

On va construire l’application f̃ par récurrence sur le nombre de sommets non indexés par une unité de
l’opérade O. Soit [T ; {av}] un point deFB(M). Si T possède un unique sommet alors c’est automatiquement
la perle. Pour que le diagramme (2.19) soit commutatif, on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f (av).

Supposons que T possède deux sommets. Dans ce cas, il existe une unique arête interne e et il y a
deux possibilités à considérer. Si s(e) est la perle alors t(e) est indexé par un élément de O(|t(e)|) et le point
[T ; {av}] se décompose sous la forme [T1 ; at(e)] ◦i [T2 ; as(e)] avec T1 et T2 deux corolles. Pour que f̃ soit un
morphisme de (O)Σ-bimodules infinitésimaux, on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = at(e) ◦i f (as(e)).

Si t(e) est la perle alors s(e) est indexé par un élément de O et [T ; {av}] se décompose sous la forme
[T1 ; {at(e)}] ◦i [T2 ; {as(e)}] avec T1 et T2 des corolles. Pour que f̃ soit un morphisme de (O)Σ-bimodules, on
doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f (at(e)) ◦i as(e).

Supposons que l’application f̃ soit définie pour les S-arbres ayant au plus k sommets, avec k > 2.
Prenons [T ; {av}] un point de FIb(M) avec T ayant k + 1 sommets. Le point [T ; {av}] se décompose alors
sous la forme [T ; {av}] = [T1 ; {a1

v}]◦i [T2 ; {a2
v}] avec T2 une corolle dont le sommet est indexé par un point

de O et T1 un S-arbre perlé ayant k sommets. Si on veut que f̃ soit un morphisme de (O)Σ-bimodules
infinitésimaux, on doit avoir l’égalité :

f̃ ([T ; {av}]) = f̃ ([T1 ; {a1
v}]) ◦i a2

v. (2.20)

Les propriétés des (O)Σ-bimodules infinitésimaux impliquent que cette définition ne dépend pas du
choix de la décomposition et que f̃ est définie de manière unique. �

Théorème 2.2.20. [13] Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. La catégorie Σ-IbimodO possède
une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée dont tous les objets sont fibrants.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 2.2.5. Il suffit juste de remarquer que la
catégorie Σ-Coll(S) , équipée des fibrations de Serre, est une catégorie modèle cofibrement engendrée
dont tous les objets sont fibrants. �

Lemme 2.2.21. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (O)Σ-bimodules infinitésimaux avec O une S-opérade
symétrique topologique. Si M est obtenu à partir de N le long d’une cofibration :

FIb(A)
FIb(i) //

f̃
��

FIb(B)

��
M // N

alors, pour tout morphisme de (O)Σ-bimodules infinitésimaux g : N→ Y, on a l’homéomorphisme :

Σ-Ibimodg
O

(
(M ; N) ; Y

)
� Σ-Coll(S)g◦ f

(
(A ; b) ; Y

)
.
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Remarque 2.2.22. La proposition 2.2.19, le théorème 2.2.20 ainsi que le lemme 2.2.21 ont des analogues
dans le cas où O est une S-opérade non symétrique. Pour cela, il suffit de se restreindre aux S-arbres
planaires et de ne pas tenir compte de l’axiome (ii) dans la construction 2.2.18. Par abus de notation, on
notera par FIb le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.23. [13] Un remplacement cofibrant de l’opéradeAct, en tant queAct>0-bimodule infinitésimal,
est donné par la collection de typeAct :

N△(n ; c) = ∆n, pour n ≥ 0 et N△(n ; o) = ∆n−1 × [0 , 1] pour n ≥ 1,

dont la structure de bimodule infinitésimal sous l’opéradeAct>0 est définie via les formules suivantes :

⊲ − ◦i ∗2 ; c : N△(n ; c)→ N△(n + 1 ; c) ; (t1 ≤ · · · ≤ tn) 7→ (t1 ≤ · · · ≤ ti ≤ ti ≤ · · · ≤ tn),
⊲ − ◦i ∗2 ; c : N△(n ; o)→ N△(n + 1 ; o) ; (t1 ≤ · · · ≤ tn−1) × t 7→ (t1 ≤ · · · ≤ ti ≤ ti ≤ · · · ≤ tn−1) × t,
⊲ − ◦n ∗2 ; o : N△(n ; o)→ N△(n + 1 ; o) ; (t1 ≤ · · · ≤ tn−1) × t 7→ (t1 ≤ · · · ≤ tn−1 ≤ 1) × t,
⊲ ∗2 ; c ◦2 − : N△(n ; c)→ N△(n + 1 ; c) ; (t1 ≤ · · · ≤ tn) 7→ (0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn),
⊲ ∗2 ; c ◦1 − : N△(n ; c)→ N△(n + 1 ; c) ; (t1 ≤ · · · ≤ tn) 7→ (t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ 1),
⊲ ∗2 ; o ◦2 − : N△(n ; o)→ N△(n + 1 ; o) ; (t1 ≤ · · · ≤ tn−1) × t 7→ (0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn−1) × t,
⊲ ∗2 ; o ◦1 − : N△(n ; c)→ N△(n + 1 ; o) ; (t1 ≤ · · · ≤ tn) 7→ (t1 ≤ · · · ≤ tn) × 1.

Figure 2.7 – Illustration de la structure de bimodule infinitésimal de N△.

Démonstration. Comme l’opéradeAct>0 est engendrée par ∗2 ; c et ∗2 ; o, les opérations ci-dessus induisent
bien une structure de Act>0-bimodule infinitésimal sur la collection N△. On définit ensuite N△N comme
étant le sous-bimodule infinitésimal de N△ engendré par les espaces {N△(n ; c)}Nn=0 et {N△(n ; o)}Nn=1, avec
N ≥ 0. Par convention, N△−1 désigne le bimodule infinitésimal FIb(∅). Remarquons dans un premier
temps que N△0 est obtenu à partir de N△−1 via la somme amalgamée :

FIb(∂A) //

��

FIb(A)

��
N△−1

// N△0
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avec A(0 ; c) = ∆0 et l’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. Pour traiter le cas général,
fixons N > 0 et posons B, C les deux collections de typeAct définies par :

B(N ; c) = ∆N−1 × {0}, C(N ; o) = ∆N−1 × [0 , 1], C(N ; c) = ∆N

et l’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. Notons alors que N△N est obtenu à partir de
N△N−1 via une succession de sommes amalgamées :

FIb(∂B) //

��

FIb(B)

��
N△N−1

// Λ

et FIb(∂C) //

��

FIb(C)

��
Λ // N△N

L’application d’attachement ∂B→ N△N−1 provient de la restriction au bord de l’inclusion :

i : ∆N−1 −→ N△(N ; o) ; (t1, . . . , tN−1) 7−→ (t1, . . . tN−1) × {0},

tandis que l’application d’attachement ∂C→ Λ provient du fait que Λ(N ; o) est homéomorphe au bord
de l’espace ∆N−1 × [0 , 1]. Comme les applications ∂B → B et ∂C → C sont des cofibrations génératrices
dans la catégorie modèle des collections topologiques, elles induisent donc des cofibrations génératrices
dans la catégorie des bimodules infinitésimaux. Ainsi, N△N−1 → N△N est une cofibration dans IbimodAct>0 .
Pour N ≥ n, on a les égalités N△N(n ; c) = N△(n ; c) et N△N(n ; o) = N△(n ; o). Par conséquent, limN N△N = N△
et N△ est cofibrant en tant que bimodule infinitésimal sous Act>0. Enfin, l’équivalence faible entre N△ et
Act>0 provient du fait que les espaces non-vides composant la collection N△ sont contractiles. �

Remarque 2.2.24. Comme la restriction de l’opérade Act à la couleur fermée est l’opérade associative,
on retrouve le résultat [49, Proposition 3.2] de Turchin disant que l’espace semi-cosimplicial N△c = ∆

•

est un remplacement cofibrant de As en tant que As>0-bimodule infinitésimal. Pour tout espace semi-
cosimplicial X•, on a donc l’équivalence faible :

Ibimodh
As>0

(As ; X• ) ≃ IbimodAs>0 (∆• ; X• ) = sTot(X•).

Ainsi, Turchin [49, Théorème 7.2] et indépendamment Dwyer-Hess [14, Théorème 1.1] ont pu démontré
le théorème suivant :

Théorème 2.2.25. Si M est un bimodule pointé avec M(0) ≃ ∗, alors on a l’équivalence faible :

sTot(M) ≃ ΩBimodh
As>0

(As>0 ; M ).

Si O est une opérade pointée avec O(1) ≃ ∗, alors on l’équivalence faible :

Bimodh
A>0

(As>0 ; O ) ≃ ΩOperadh(As>0 ; O ).

Grâce à l’étude du remplacement cofibrant N△, on peut montrer que la structure "trop rigide" de
l’opéradeAct implique que l’espace Ibimodh

Act>0
(Act ; M ) est homotopiquement déterminé par sa partie

fermée. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.26. [13] Soient η : Act→M un morphisme deAct>0-bimodules infinitésimaux et (Mc ; Mo) le
couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé. On a l’équivalence faible :

Ibimodh
Act>0

(Act ; M ) ≃ sTot(Mc).

Démonstration. D’après ce qui précède, on sait que N△ est un remplacement cofibrant deAct en tant que
Act>0-bimodule infinitésimal tandis que ∆ est un remplacement cofibrant de l’opérade As en tant que
As>0-bimodule infinitésimal. On a donc les équivalences faibles :

Ibimodh
Act>0

(Act ; M) ≃ IbimodAct>0 (N△ ; M ) et Ibimodh
As>0

(As ; Mc) ≃ IbimodAs>0 (∆ ; Mc ).

On peut voir IbimodAs>0 (∆ ; Mc ) comme un sous-espace de IbimodAct>0 (N△ ; M ) via l’inclusion :

i : IbimodAs>0 (∆ ; Mc ) −→ IbimodAct>0 (N△ ; M ),
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envoyant un morphisme f = { f n : ∆n →M(n ; c)}n≥0 vers l’application g définie par :

{
gn ; c : ∆n →M(n ; c) ; (t1, . . . , tn) 7→ fn(t1, . . . , tn),

gn ; o : ∆n−1 × [0 , 1]→M(n ; o) ; (t1, . . . , tn−1) × {t} 7→ ∗2 ; o fn−1(t1, . . . , tn−1).

On va montrer que l’inclusion i induit un rétract par déformation. Pour cela, on définit l’homotopie :

H : IbimodAct>0 (N△ ; M ) × [0 , 1] −→ IbimodAct>0 (N△ ; M ),

envoyant un point (g ; u) vers le morphisme de bimodules infinitésimaux :

{
H(g ; u)n ; c : ∆n →M(n ; c) ; (t1, . . . , tn) 7→ gn ; c(t1, . . . , tn),

H(g ; u)n ; o : ∆n−1 × [0 , 1]→M(n ; o) ; (t1, . . . , tn−1) × {t} 7→ gn ; o( (t1, . . . , tn) × (ut + 1 − u) ).

L’homotopie H est bien définie et on dispose de l’égalité H(g ; 1) = g. De plus, on a :

H(g ; 0)n ; o( (t1, . . . , tn−1) × {t} ) = gn ; o( (t1, . . . , tn−1) × {1} ) = gn ; o( ∗2 ; o ◦1 (t1, . . . , tn−1) )

= ∗2 ; c ◦1 gn−1 ; c(t1, . . . , tn−1) = i(g)n ; o( (t1, . . . , tn−1) × {t} ).

Par conséquent H(g ; 0) est dans l’image de l’inclusion i. Il nous reste donc à vérifier que pour toute
application f ∈ IbimodAs>0 (∆ ; Mc ) on a l’égalité H(i( f ) ; u) = i( f ), avec u ∈ [0 , 1] :

H(i( f ) ; u)n ; o( (t1, . . . , tn−1) × {t} ) = i( f )n ; o( (t1, . . . , tn−1) × {ut + 1 − u} )

= (∗2 ; o ◦1 fn−1 ; c)(t1, . . . , tn−1)

= i( f )n ; o( (t1, . . . , tn−1) × {t} ).

�
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3
Structure des totalisations d’une opérade pointée

Dans le premier chapitre on a montré qu’on pouvait extraire un couple d’espaces topologiques à
partir d’une {o ; c}-opérade pointée. Le premier espace est issu de l’opérade multiplicative provenant de
la restriction à la couleur fermée. Cet espace a déjà été étudié par McClure et Smith [33, 32], Dwyer et
Hess [14] ainsi que Turchin [49]. On sait notamment l’identifier à un espace de lacets double explicite.
En ce qui concerne le second espace, il provient d’un bimodule sous l’opéradeAs>0 et on sait seulement
l’identifier à un espace de lacets simple.

L’objectif de ce chapitre est d’utiliser l’interaction entre ces deux espaces pour reconnaitre une algèbre
sous l’opérade SC2. Dans un premier temps, on va montrer que si le couple d’espaces provient d’un
morphisme de Act>0-bimodule alors on peut l’identifier à une algèbre sous SC1. Les sections 3 et 4
consisteront à montrer le résultat principal avec deux approches différentes. La première approche
est similaire à la méthode utilisée pour la démonstration du théorème 3.1.2 de la section 1 et peut se
généraliser pour des opérades colorées autres que des opérades pointées. La seconde preuve, basée sur
les travaux de Turchin, est plus rapide et élégante mais a l’inconvénient de ne pas pouvoir se généraliser.

3.1 SC1-algèbre extraite d’un morphisme deAct>0-bimodules

Soit η : Act → M un morphisme de Act>0-bimodules et (Mc ; Mo) le couple d’espaces semi-
cosimpliciaux associé (voir la proposition 1.4.4). Par construction, Mc provient d’un morphisme de
As>0-bimodule ηc : As→Mc induit par la restriction de η à la couleur fermée. On a donc d’après 2.2.25 :

sTot(Mc) ≃ ΩBimodh
As>0

(As>0 ; Mc).

L’espace semi-cosimplicial Mo possède seulement une structure de module à gauche sous Mc et sa semi-
totalisation n’a pas nécessairement le type d’homotopie d’un espace de lacets. On va néanmoins montrer
que sTot(Mo) est faiblement équivalent à la fibre homotopique :

ho f ib
(

Bimodh
Act>0

(Act>0 ; M) −→ Bimodh
As>0

(As>0 ; Mc)
)
, (3.1)

au-dessus de ηc. On commence par donner un modèle de la fibre homotopique (3.1) en utilisant les
remplacements cofibrants introduits dans le chapitre précédent.

Définition 3.1.1. Soit η : Act→M un morphisme deAct>0-bimodules. Un lacet relatif, à valeurs dans le
Act>0-bimodule M, est la donnée d’une famille d’applications continues :

gn ; c : �(n ; c) × [0 , 1] −→ M(n ; c), pour n > 0,
gn ; o : �(n ; o) × {1} −→ M(n ; o), pour n > 0,

vérifiant des relations liées à la structure de bimodule sous l’opéradeAct>0 :

⊲ gn ; c(x ◦i ∗2 ; c ; t) = gn−1 ; c(x ; t) ◦i ∗2 ; c pour x ∈ �(n − 1 ; c) et 1 ≤ i ≤ n − 1,

⊲ gn ; c

(
∗2 ; c (x ; y) ; t

)
= ∗2 ; c

(
gl ; c(x ; t) ; gn−l ; c(y ; t)

)
pour x ∈ �(l ; c) et y ∈ �(n − l ; c),

⊲ gn ; o(x ◦i ∗2 ; c ; 1) = gn−1 ; o(x ; 1) ◦i ∗2 ; c pour x ∈ �(n − 1 ; o) et 1 ≤ i ≤ n − 2,
⊲ gn ; o(x ◦n−1 ∗2 ; o ; 1) = gn−1 ; o(x ; 1) ◦n−1 ∗2 ; o pour x ∈ �(n − 1 ; o),

⊲ gn ; o

(
∗2 ; o (x ; y) ; 1

)
= ∗2 ; o

(
gl ; c(x ; 1) ; gn−l ; o(y ; 1)

)
pour x ∈ �(l ; c) et y ∈ �(n − l; o),
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ainsi que la condition au bord :
⊲ gn ; c(x ; 0) = η(∗n ; c) pour x ∈ �(n ; c).

Ce modèle pour les espaces de lacets relatif est noté Ω
(
BimodAs>0 (�c ; Mc) ; BimodAct>0 (� ; M)

)
.

Théorème 3.1.2. [13] Si M est unAct>0-bimodule pointé alors on a l’équivalence faible :

sTot(Mo) ≃ Ω
(
Bimodh

As>0
(As>0 ; Mc) ; Bimodh

Act>0
(Act>0 ; M)

)
.

Démonstration. C’est une conséquence des propositions 3.1.4 et 3.1.5. �

Notation 3.1.3. Soit η : Act → M un morphisme de Act>0-bimodules. La collection M∗ ∈ Coll({o ; c}),
construite à partir de M, est définie par :

M∗(n ; c) = η(∗n ; c) pour n ≥ 0, M∗(n ; o) =M(n ; o) pour n > 0,

et l’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. La collection M∗ possède une structure de
Act>0-bimodule provenant de M. Par abus de notation on notera toujours par η : Act→M∗ l’application
correspondante.

Proposition 3.1.4. [13] Soit η : Act→M un morphisme deAct>0-bimodules. La semi-totalisation sTot(Mo) est
faiblement équivalente à l’espace Bimodh

Act>0
(Act>0 ; M∗).

Démonstration. Dans le chapitre 2 on a vu que l’espace semi-cosimplicial ∆• est un remplacement cofi-
brant de l’opéradeAs dans la catégorie desAs>0-bimodules infinitésimaux. Cela nous a permis d’iden-
tifier sTot(Mo) à l’espace des morphismes dérivées Ibimodh

As>0
(As ; Mo).

La première étape de la démonstration consiste à trouver un remplacement cofibrant alternatif de
As, noté �̃, tel que l’on dispose d’une application continue :

ξ : BimodAct>0 (� ; M∗)→ IbimodAs>0 (�̃ ; Mo).

On rappelle qu’un point g ∈ BimodAct>0 (� ; M∗) est la donnée d’une famille d’applications continues :

gn ; c : �(n ; c)→M∗(n ; c); x 7→ η(∗n ; c), pour n > 0,
gn ; o : �(n ; o)→M∗(n ; o), pour n > 0,

satisfaisant les relations liées à la structure de bimodule sousAct>0 :

⊲ gn ; o(x ◦i ∗2 ; c) = gn−1 ; o(x) ◦i ∗2 ; c , pour x ∈ �(n − 1 ; o) et i , n − 1,
⊲ gn ; o(x ◦n−1 ∗2 ; o) = gn−1 ; o(x) ◦n−1 ∗2 ; o , pour x ∈ �(n − 1 ; o),

⊲ gn ; o

(
∗2 ; o (x ; y)

)
= ∗2 ; o

(
gl ; c(x) ; gn−l ; o(y)

)
= ∗2 ; o

(
η(∗l ; c) ; gn−l ; o(y)

)
, pour x ∈ �(l ; c) et y ∈ �(n − l ; o).

On introduit la relation d’équivalence ∼ sur [0 , 1]n engendrée par :

(t1, . . . , tn) ∼ (t′1, . . . , t
′
n) ⇔ ∃ i ∈ {1, . . . ,n} tel que

{
⊲ ti = t′i = 1,
⊲ t j = t′j pour j > i.

Montrons que la séquence �̃ := {�̃(n) = [0 , 1]n/∼}n≥0 est un remplacement cofibrant de l’opérade
As en tant queAs>0-bimodule infinitésimal. On commence par définir une structure deAs>0-bimodule
infinitésimal sur �̃ en utilisant la structureAct>0-bimodule de � :

i) − ◦i ∗2 : �̃(n)→ �̃(n + 1) ; [(t1, . . . , tn)] 7→ [(t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn)], pour 1 ≤ i ≤ n,
ii) ∗2 ◦1 − : �̃(n)→ �̃(n + 1) ; [(t1, . . . , tn)] 7→ [(t1, . . . , tn, 0)],
iii) ∗2 ◦2 − : �̃(n)→ �̃(n + 1) ; [(t1, . . . , tn)] 7→ [(1, t1, . . . , tn)].

Remarquons que cette structure satisfait les axiomes des bimodules infinitésimaux sous As>0 grâce au
passage au quotient. Le contre-exemple ci-dessous montre que les relations ne sont pas vérifiées pour le
Act>0-bimodule � :
(
∗2 ◦2 [(t1, . . . , tn)]

)
◦1 ∗2 = [(1, t1, . . . , tn)] ◦1 ∗2

= [(0, 1, t1, . . . , tn)]
= [(1, 1, t1, . . . , tn)]

∗2 ◦1

(
∗2 ◦2 [(t1, . . . , tn)]

)
= [(1, t1, . . . , tn)] ◦1 ∗2

= [(1, 1, t1, . . . , tn)]
= [(0, 1, t1, . . . , tn)]
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Enfin, toute application g ∈ BimodAct>0 (� ; M∗) passe au quotient et induit une famille d’applications
g̃ := {g̃n+1 : �̃(n) → M∗(n + 1 ; o)}n≥0 préservant la structure de As>0-bimodule infinitésimal. En effet, si
on se donne deux points dans la même classe d’équivalence, (t1, . . . , tn) ∼ (t′1, . . . , t

′
n), alors il existe un

entier i tel que ti = t′i = 1 et t j = t′j pour j > i. Or on a les égalités suivantes :

gn+1 ; o(t1, . . . , tn) = gn+1 ; o(t1, . . . , ti−1, 1, ti+1, . . . , tn) = gn+1 ; o

(
∗2 ; o

(
(t1, . . . , ti−1) ; (ti+1, . . . , tn)

))

= ∗2 ; o

(
gi ; c(t1, . . . , ti−1) ; gn−i ; o(ti+1, . . . , tn)

)
= gn+1 ; o(t′1, . . . , t

′
n).

On dispose donc d’une application continue :

ξ : BimodAct>0 (� ; M∗)→ IbimodAs>0 (�̃ ; Mo), (3.2)

envoyant un élément g vers g̃.

Cofibrant : On va montrer que �̃ peut être obtenu comme une succession de cofibrations dans la caté-
gorie des bimodules infinitésimaux sous l’opérade As>0. Pour cela, on introduit �̃n, le sous-bimodule
infinitésimal de �̃ engendré par la famille d’espaces {�̃(i)}ni=0. Par convention, on désignera par �̃−1 le
bimodule infinitésimalFIb(∅). Dans un premier temps, remarquons que le bord de �̃(n) est déterminé par
�̃(n− 1) et la structure de bimodule infinitésimal. En effet, l’application quotient [0 , 1]n → �̃(n) préserve
le bord. Or un point de ∂[0 , 1]n est de la forme :

(t1, . . . , tl−1, 0, tl+1, . . . , tn) ou (t1, . . . , tl−1, 1, tl+1, . . . , tn).

Dans le premier cas, la classe d’équivalence d’un tel point provient de �̃(n − 1) via les axiomes (i) et (ii).
Dans le second cas, la classe d’équivalence provient de �̃(n − 1) via l’axiome (iii) et les identifications
suivantes :

[(t1, . . . , tl−1, 1, tl+1, . . . , tn)] = [(1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
l

, tl+1, . . . , tn)] = ∗2 ◦2 [(1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
l−1

, tl+1, . . . , tn)].

Par conséquent, �̃n est obtenu à partir de �̃n−1 comme la somme amalgamée :

FIb(∂A) //

q̃

��

FIb(A)

��
�̃n−1

// �̃n

(3.3)

avec A la collection donnée par A(n) = [0 , 1]n et l’ensemble vide dans les autres cas. L’application
d’attachement q̃ provient de la propriété universelle du bimodule infinitésimal libre appliquée à la
restriction de l’application quotient q : [0 , 1]n → [0 , 1]n/∼ au bord ∂[0 , 1]n. Comme l’inclusion ∂A→ A
est une cofibration, le morphisme de bimodules infinitésimaux �̃n−1 → �̃n est une cofibration dans la
catégorie IbimodAs>0 .

Lorsque n ≥ i, on a l’égalité �̃n(i) = �̃(i). Par conséquent limn�̃n = �̃ est obtenu par une succession
de cofibrations dans la catégorie des bimodules infinitésimaux. C’est donc un objet cofibrant.

Contractile : On commence par montrer que �̃n(m) est un CW-complexe par récurrence sur l’entier
n. On rappelle que la séquence A, utilisée dans la somme amalgamée (3.3), est définie par A(n) = [0 , 1]n

et l’ensemble vide ailleurs. Par conséquent un point du bimodule infinitésimal libre FIb(A) est la donnée
d’un couple (t ; x) avec x ∈ A(n) et t un {c}-arbre perlé satisfaisant les trois conditions suivantes :

⊲ t a m feuilles, ⊲ ∀v ∈ V(t) \ {p}, |v| > 1, ⊲ |p| = n. (3.4)

Posons trn
m le nombre de {c}-arbres perlés satisfaisant les relations (3.4). Par construction , l’espace �̃0(m)

est l’union disjointe de tr0
m points. C’est donc un CW-complexe.

Supposons que les espaces composant la séquence �̃n−1 soient des CW-complexes, avec n > 0. On
veut démontrer que la séquence �̃n est composée de CW-complexes. Si m ≤ n − 1, alors �̃n(m) = �̃n−1(m)
est un CW-complexe. La somme amalgamée (3.3) implique que �̃n(m) = �̃(n) est un CW-complexe.
Enfin, pour n > m, l’espace �̃n(m) est obtenu à partir du CW-complexe �̃n−1(m) en attachant trn

m cellules
de dimension n et en respectant la structure de bimodule infinitésimal sous As>0. C’est donc bien un
CW-complexe.
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Par conséquent, l’application quotient q : [0 , 1]n → �̃(n) est une application continue entre CW-
complexes compacts. Comme la fibre au dessus d’un représentant de la forme (t1, . . . , ti−1, 1, ti+1, . . . , tn),
avec t j , 1 pour j > i, est homéomorphe à l’espace contractile [0 , 1]i−1, l’application q est une équivalence
faible [44, Théorème principal]. L’espace �̃(n) est donc contractile.

Or l’espace Ibimodh
As>0

(As ; Mo) ne dépend pas du choix du remplacement cofibrant deAs, à équiva-
lence faible près. Comme �̃ et ∆• sont tous deux des remplacements cofibrants de l’opéradeAs dans la
catégorie des bimodules infinitésimaux, on a l’équivalence faible :

sTot(Mo) := IbimodAs>0 (∆• ; Mo) ≃ IbimodAs>0 (�̃ ; Mo).

La seconde étape de la preuve consiste à montrer que l’application (3.2) est une équivalence faible.
Pour cela on introduit deux tours de fibrations dont les composantes, Ak et Bk, sont définies comme les
sous-espaces :

Ak ⊂

k+1∏

i=1

Top
(
�(i ; c) ; M∗(i ; c)

)

︸                           ︷︷                           ︸
réduit à un point

×

k+1∏

i=1

Top
(
�(i ; o) ; M∗(i ; o)

)
et Bk ⊂

k∏

i=0

Top
(
�̃(i) ; Mi

o

)
,

avec Ak le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes des bimodules sousAct>0 et Bk satisfaisant
les axiomes des bimodules infinitésimaux sous Act>0. En d’autres termes, les espaces Ak et Bk sont,
respectivement, les espaces BimodAct>0 (�k+1 ; M∗) et IbimodAs>0 (�̃k ; Mo), avec �k+1 le sousAct>0-bimodule
introduit dans la preuve de la proposition 2.2.5. La projection :

k+1∏

i=1

Top
(
�̃(i) ; Mi

o

)
→

k∏

i=1

Top
(
�̃(i) ; Mi

o

)

induit une application Bk+1 → Bk qui peut être obtenue comme le produit fibré :

Bk+1
//

��

Top
(
�̃(k + 1) ; Mk+1

o

)

��

Bk
// Top

(
∂�̃(k + 1) ; Mk+1

o

)

D’après le lemme 2.1.10, l’application verticale à droite du diagramme est une fibration. Comme le
produit fibré préserve les fibrations, l’application Bk+1 → Bk est une fibration. De manière analogue on
peut démontrer que l’application Ak+1 → Ak, induite par la projection, est aussi une fibration. Le produit
fibré permettant d’exprimer Ak+1 à partir de Ak est le suivant :

Ak+1

��

// Top
(
�(k + 2 ; c) ; M∗(k + 2 ; c)

)
× Top

(
�(k + 2 ; o) ; M∗(k + 2 ; o)

)

��

Ak
// Top

(
∂�(k + 2 ; c) ; M∗(k + 2 ; c)

)
× Top

(
∂�(k + 2 ; o) ; M∗(k + 2 ; o)

)

Finalement on obtient deux tours de fibrations :

A0 A1
oo · · ·oo Ak

oo Ak+1
oo · · ·oo

B0 B1
oo · · ·oo Bk

oo Bk+1
oo · · ·oo

calculant les espaces BimodAct>0 (�k+1 ; M∗) et IbimodAs>0 (�̃k ; Mo) respectivement. De plus, l’application ξ
induit, par restriction, un morphisme entre les deux tours :

A0

ξ0��

A1
oo

ξ1��

· · ·oo Ak
oo

ξk��

Ak+1
oo

ξk+1��

· · ·oo

B0 B1
oo · · ·oo Bk

oo Bk+1
oo · · ·oo

avec ξ = limk ξk = holimk ξk. Par conséquent, pour démontrer que ξ est une équivalence faible il suffit
de démontrer par récurrence que chacune des applications ξk est une équivalence faible.
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Les applications ξ0 et ξ1 coïncident avec l’identité. Ce sont donc des équivalences faibles. Supposons
que ξk−1 soit une équivalence. On se donne g un point de Ak−1. Posons FA la fibre au-dessus de g et FB la
fibre au-dessus de ξk−1(g). On obtient le diagramme suivant :

Ak−1

≃ ξk−1
��

Ak
oo

ξk
��

FA
oo

ξg
��

Bk−1 Bk
oo FB

oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des fibrations, l’application ξk est
une équivalence faible si et seulement si ξg est une équivalence faible. Or d’après les lemmes 2.2.13 et
2.2.21 ainsi que le diagramme (3.4), on connait une description des fibres FA et FB :

FA � Topgk+1 ; o

( (
[0 , 1]k ; ∂[0 , 1]k

)
; M(k + 1 ; o)

)
,

FB � Topξk−1(g)k◦q
( (

[0 , 1]k ; ∂[0 , 1]k
)

; M(k + 1 ; o)
)
.

On a donc le diagramme commutatif :

FA
� //

ξg

��

Topgk+1 ; o

( (
[0 , 1]k ; ∂[0 , 1]k

)
; M(k + 1 ; o)

)

id

FB
�

// Topξk−1(g)k◦q
( (

[0 , 1]k ; ∂[0 , 1]k
)

; M(k + 1 ; o)
)

Par conséquent ξk est une équivalence faible. �

Proposition 3.1.5. [13] Soit η : Act→M un morphisme deAct>0-bimodules. L’espace Bimodh
Act>0

(Act>0 ; M∗)
est faiblement équivalent à l’espace des lacets relatifs :

Ω
(
Bimodh

As>0
(As>0 ; Mc) ; Bimodh

Act>0
(Act>0 ; M)

)
.

Démonstration. On rappelle que � est un modèle cofibrant de Act>0 en tant que Act>0-bimodule et
que sa restriction à la couleur fermée, notée �c, est un remplacement cofibrant de As>0 en tant que
As>0-bimodule. Grâce à la structure particulière du bimodule M∗, on dispose d’une l’inclusion :

i : BimodAct>0 (� ; M∗) → Ω
(
BimodAs>0 (�c ; Mc) ; BimodAct>0 (� ; M)

)
;

g 7→

{
g̃n ; c : �(n ; c) × [0 , 1]→M(n ; c) ; (x ; t) 7→ η(∗n ; c),
g̃n ; o : �(n ; o) × {1} →M(n ; o) ; (x ; 1) 7→ gn ; o(x).

Comme dans la preuve précédente, on va montrer que l’inclusion i est une équivalence faible en compa-
rant deux tours de fibrations. Dans la démonstration de la proposition 3.1.4 on a déjà construit une tour
de fibrations {Ak} calculant l’espace BimodAct>0 (� ; M∗). La seconde tour de fibrations est donnée par les
sous-espaces :

Ck ⊂

k+1∏

i=1

Top
(
�(i ; c) × [0 , 1] ; M(i ; c)

)
×

k+1∏

i=1

Top
(
�(i ; o) ; M(i ; o)

)

satisfaisant les relations de la définition 3.1.1. L’application Ck+1 → Ck, induite par la projection, peut
être obtenue comme le produit fibré :

Ck+1
//

��

Top
(
�(k + 2 ; c) × [0 , 1] ; M(k + 2 ; c)

)
× Top

(
�(k + 2 ; o) ; M(k + 2 ; o)

)

��

Ck
// Top

(
∂′(�(k + 2 ; c) × [0 , 1]) ; M(k + 2 ; c)

)
× Top

(
∂�(k + 2 ; o) ; M(k + 2 ; o)

)

(3.5)

avec ∂′(�(k + 2 ; c) × [0 , 1]) = �(k + 2 ; c) × {0} ∪ ∂�(k + 2 ; c) × [0 , 1].
D’après le lemme 2.1.22, l’application verticale à droite du diagramme (3.5) est une fibration. Comme

le produit fibré préserve les fibration, l’application Ck+1 → Ck est aussi une fibration. L’inclusion i induit
un morphisme entre les deux tours :
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A0

i0
��

A1
oo

i1
��

· · ·oo Ak
oo

ik
��

Ak+1
oo

ik+1

��

· · ·oo

C0 C1
oo · · ·oo Ck

oo Ck+1
oo · · ·oo

Afin de démontrer que l’inclusion i est une équivalence faible, on va prouver par récurrence que
chacune des applications ik est une équivalence faible. Lorsque k = 0, un point dans C0 est la donnée
d’un couple (g1 ; c ; g1 ; o) tandis que les points dans l’image de i0 sont les couples vérifiant la condition
supplémentaire :

g1 ; c : �(1 ; c) × [0 , 1]→M(1 ; c) ; (∗ ; t) 7→ η(∗1 ; c).

Comme g1 ; c(∗ ; 0) = η(∗1 ; c) pour tout point dans C0, l’inclusion i0 induit un rétract par déformation :

H : C0 × [0 , 1] → C0;

y =
(
(g1 ; c ; g1 ; o) ; t1

)
7→

{
H(y)1 ; c(∗ ; t) = g1 ; c

(
∗ ; t(1 − t1)

)
,

H(y)1 ; o(∗ ; 1) = g1 ; o(∗ ; 1).

Supposons maintenant que ik−1 soit une équivalence faible, avec k > 0. On définit FA la fibre au-dessus
de g ainsi que FC la fibre au-dessus de ik−1(g), avec g un point de Ak−1. On obtient le diagramme suivant :

Ak−1

≃ ik−1

��

Ak
oo

ik
��

FA
oo

ig

��
Ck−1 Ck

oo FC
oo

Comme les applications horizontales à gauche sont des fibrations, l’inclusion ik est une équivalence faible
si et seulement si l’application ig, induite sur les fibres, est une équivalence faible. Or un point dans FC

est un couple (gk+1 ; c ; gk+1 ; o) satisfaisant les relations de la définition 3.1.1. En particulier, l’application
gk+1 ; c envoie toutes les faces de �(k + 1 ; c) × [0 , 1] vers le point base η(∗k+1 ; c) à l’exception de la face
�(k + 1 ; c) × {1}. Notons aussi qu’il n’y a aucune interaction entre les applications gk+1 ; c et gk+1 ; o.

D’un autre coté, les points dans l’image de l’application ig sont les couples (gk+1 ; c ; gk+1 ; o) vérifiant la
condition supplémentaire :

gk+1 ; c : �(k + 1 ; c) × [0 , 1]→M(k + 1 ; c) ; (x ; t)→ η(∗k+1 ; c).

Afin de voir que l’inclusion ig induit un rétract par déformation, on introduit l’homotopie :

H :
(
�(k + 1 ; c) × [0 , 1]

)
× [0 , 1]→ �(k + 1 ; c) × [0 , 1],

décrite dans [24] et que l’on peut illustrer de la manière suivante :

Figure 3.1 – Représentation de l’homotopie H.

En d’autres termes, les points dans l’image de ig coïncident avec les couples vérifiant :

gk+1 ; c(x ; t) = gk+1 ; c

(
H
(

(x ; t) ; 1
) )
, pour x ∈ �(k + 1 ; c) et t ∈ [0 , 1].

Finalement le rétract par déformation est donné par :

H2 : FC × [0 , 1] → FC;

y =
(
(gk+1 ; c ; gk+1 ; o) ; t1

)
7→

{
H2(y)k+1 ; c(x ; t) = gk+1 ; c

(
H
(
(x ; t) ; t1

))
, pour (x ; t) ∈ (� × I)(k + 1 ; c),

H2(y)k+1 ; o(x ; 1) = gk+1 ; o(x ; 1), pour x ∈ �(k + 1 ; o).

L’espace Ω
(
BimodAs>0 (�c ; Mc) ; Bimod0(� ; M)

)
est donc faiblement équivalent à Bimod0(� ; M∗). �
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Théorème 3.1.6. [13] Soient η : Act → M un morphisme de Act>0-bimodules et (Mc ; Mo) la paire d’es-
paces semi-cosimpliciaux correspondant. Le couple d’espaces topologiques (sTot(Mc) ; sTot(Mo)) est faiblement
équivalent à une SC1-algèbre explicite :

(
ΩBimodh

As>0
(As>0 ; Mc) ; Ω(Bimodh

As>0
(As>0 ; Mc) ; Bimodh

Act>0
(Act>0 ; M))

)
.

Démonstration. Les équivalences faibles proviennent des théorèmes 2.2.25 et 3.1.2. �

3.2 La résolution de Boardman-Vogt pour les opérades.

Pour démontrer le résultat principal des section 3 et 4, on a besoin d’un remplacement cofibrant de
Act>0 en tant qu’opérade colorée. Pour cela, on va utiliser une construction introduite par Boardman et
Vogt dans [5], appelée la Boardman-Vogt résolution, permettant d’obtenir un remplacement cofibrant
d’une opérade symétrique colorée à condition que celle-ci soit Σ-cofibrante (i.e. cofibrante en tant que
collection symétrique).

Construction 3.2.1. A partir d’une S-opérade symétrique O, on construit la S-opérade symétriqueBV(O)
dont les points sont les classes triplets [T ; {te} ; {av}] avec T un S-arbre et {av} une famille de points de
O indexant les sommets de l’arbre T. Enfin, {te} est une famille de réels dans l’intervalle I = [0 , 1]
paramétrant les arêtes internes de l’arbre T. En d’autres termes, BV(O) est un quotient de l’espace
topologique :

∐

T∈S−arbres

∏

v∈V(T)

O(e1(v), . . . , e|v|(v); e0(v)) ×
∏

e∈Eint(T)

[0 , 1]
/
∼

La relation d’équivalence est engendrée par les conditions suivantes :
i) Si un sommet est indexé par une unité ∗s ∈ O(s ; s) alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

ii) Si un sommet v est indexé par a.σ, avec σ ∈ Σ|in(v)|, alors on a la relation suivante :

iii) Si une arête interne est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en utilisant la structure
opéradique de O :

Figure 3.2 – Illustration de la relation (iii).

Soient [T ; {te} ; {av}] ∈ BV(O)(s1, . . . , sn; sn+1) et [T′ ; {t′e} ; {a
′
v}] ∈ BV(O)(s′1, . . . , s

′
m; si). La composition

opéradique [T ; {te} ; {av}] ◦i[T′ ; {t′e} ; {a
′
v}] consiste à greffer l’arbre T′ sur la i-ème feuille de T en conservant

les indexations respectives puis en paramétrant la nouvelle arête interne par 1.
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On rappelle que l’opérade libre FS(O) engendrée par O est l’ensemble des couples [T ; {av}] avec T un
S-arbre et {av} une famille de points de O indexant les sommets de l’arbre T (voir la construction 2.2.3).
On dispose donc d’un morphisme :

τ : FS(O)→ BV(O) ; [T ; {av}] 7→ [T ; {1e} ; {av}],

paramétrant toutes les arêtes internes par 1. Par construction, l’application τ est un morphisme d’opé-
rades colorées symétriques. De même, on considère l’application :

µ : BV(O)→ O ; [T ; {te} ; {av}] 7→ [T ; {0e} ; {av}],

qui évalue les paramètres indexant les arêtes internes à 0. On identifie l’arbre obtenu à une corolle
indexée par un point de O. Grâce à la condition (iii), l’application µ est aussi un morphisme d’opérades
colorées symétriques.

Théorème 3.2.2. [50, Proposition 4.5] Soit O une S-opérade symétrique. Si O est Σ-cofibrante et bien pointée
alors les applications τ : FS(O) → BV(O) et µ : BV(O) → O sont respectivement une cofibration et une
équivalence faible dans la catégorie modèle Σ-OperadS. Par conséquent, BV(O) est un remplacement cofibrant de
O en tant qu’opérade colorée symétrique.

Remarque 3.2.3. Dans le cas non symétrique, il suffit de regarder l’ensemble des S-arbres sans l’indexation
des feuilles par le groupe des permutations et de supprimer la condition (ii) de la relation d’équivalence.
On a pris le parti de présenter la construction générale de la Boardman-Vogt résolution car on aura
besoin de cette version dans le chapitre 6.

Exemple 3.2.4. 1) L’opérade As>0 est cofibrante et bien pointée. Comme le montre Salvatore dans [39],
la Boardman-Vogt résolution coïncide avec la subdivision cubique de l’opérade de Stasheff D.

2) L’opéradeAct>0 est bien pointée et cofibrante en tant que collection. On désigne parWA sa Boardman-
Vogt résolution. Comme la restriction à la couleur fermée de l’opérade coloréeAct>0 est l’opéradeAs>0,
la restriction de l’opérade coloréeWA à la couleur fermée est l’opérade de Stasheff. De même,WA(n ; o)
est homéomorphe, en tant qu’espace, au polytope D(n). Plus précisément, la structure particulière de
Act>0 implique que les points deWA(n ; o) sont indexés par des {o ; c}-arbres T à n feuilles vérifiant :

∀v ∈ V(T) :
{

f (e0(v)) = c ⇒ f (ei(v)) = c ∀i ∈ {1, . . . , |v|}
f (e0(v)) = o ⇒ |v| > 0 , f (e|v|(v)) = o et f (ei(v)) = c ∀i ∈ {1, . . . , |v| − 1}. (3.6)

En d’autres termes, uniquement les arêtes composant le chemin reliant la dernière feuille à la racine
sont indexées par la couleur ouverte. L’opéradeWA a été introduite dans [26] afin de reconnaitre les
A∞-espaces ainsi que les A∞-morphismes.

3.3 SC2-algèbre extraite d’un morphisme de O-bimodules

Soit f : A→ X une application entre espaces topologiques pointés. On rappelle que la fibre homoto-
pique ho f ib( f ) ainsi que l’espace de lacets ΩX sont équivalents aux produits fibrés (I) et (II) respective-
ment :

Top
(
[0 , 1] ; X

)

(ev0 ; ev1)

��
(I)

∗ × A
id× f

// X × X

Top
(
[0 , 1] ; X

)

(ev0 ; ev1)

��
(II)

∗ × ∗ // X × X

On définit l’espace de lacets relatif d’ordre 2, noté Ω2(X ; A), comme l’espace de lacets associé à l’espace
topologique ho f ib( f ). Comme les colimites finies commutent entre elles, on aurait pu définir Ω2(X ; A)
comme la fibre homotopique associée à l’application continue Ω f : ΩA→ ΩX.

Soit η : Act→ O un morphisme d’opérades colorées. Comme on l’a vu dans le chapitre 1, à partir du
morphisme η on peut extraire une opérade multiplicative ainsi qu’un morphisme deAs>0-bimodules :

α : As→ Oc ; ∗n 7→ η(∗n),
β : Oc → Oo ; x 7→ η(∗2 ; o) ◦1 x.
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Inversement, si on se donne α : As → O un morphisme d’opérades et β : O → M un morphisme de
O-bimodules alors on peut construire une {o ; c}-opérade pointée définie par :

Θ(n ; c) = O(n), pour n ≥ 0 ; Θ(n ; o) =M(n − 1), pour n > 0, (3.7)

et l’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. La structure opéradique est donnée par :

◦i : Θ(n ; c) ×Θ(m ; c)→ Θ(n +m − 1 ; c) ; (x ; y) 7→ x ◦i y, via la structure opéradique de O,
◦i : Θ(n ; o) ×Θ(m ; c)→ Θ(n +m − 1 ; o) ; (x ; y) 7→ x ◦i y, via la structure de O-bimodule à droite,
◦n : Θ(n ; o) ×Θ(m ; o)→ Θ(n +m − 1 ; o) ; (x ; y) 7→ α(∗2)(x ; y),via la structure de O-bimodule à gauche.

Les axiomes liés à la structure opéradique sont vérifiés à l’exception de l’axiome de l’unité. Pour pallier
ce problème, on va supposer que notre couple d’applications (α ; β) vérifie l’hypothèse suivante :

α(∗2)
(
β ◦ α(∗0) ; x

)
= α(∗2)

(
x ; β ◦ α(∗0)

)
= x pour x ∈ Θ(m ; o). (3.8)

L’opérade colorée Θ est équipée d’un morphisme : η : Act→ Θ ;
{
η(∗i ; c) = α(∗i),
η(∗i ; o) = β ◦ α(∗i−1).

La composée β ◦ α : As→M induit une structure deAs>0-bimodule sur M. Si M(0) est contractile alors
on sait identifier la semi-totalisation de M à un espace de lacets simple explicite :

sTot(M) ≃ ΩBimodh
As>0

(As>0 ; M).

Comme M ne possède pas nécessairement de structure opéradique, sa semi-totalisation n’a pas néces-
sairement le type d’homotopie d’un espace de lacets double. On va néanmoins montrer que l’espace
Bimodh

As>0
(As>0 ; M) est faiblement équivalent à la fibre homotopique :

ho f ib
(

Operadh
{o ; c}(Act>0 ; Θ) −→ Operadh(As>0 ; O)

)
, (3.9)

au-dessus de α, provenant de la restriction à la couleur fermée. On commence par donner un modèle
de la fibre homotopique (3.9) en utilisant le remplacement cofibrant de Act>0 introduit dans la section
précédente.

Définition 3.3.1. On définit Ω
(
Operadh(D ; O) ; Operadh

{o ; c}(WA ; Θ)
)

l’espace des applications :

gn ; c :WA(n ; c) × [0 , 1]→ Θ(n ; c), pour n > 0,
gn ; o :WA(n ; o) × {1} → Θ(n ; o), pour n > 0,

vérifiant les relations liées à la structure opéradique :

⊲ gn ; c(x ◦i y ; t) = gl+1 ; c(x ; t) ◦i gn−l ; c(y ; t), pour x ∈ WA(l + 1 ; c), y ∈ WA(n − l ; c) et 1 ≤ i ≤ l + 1,
⊲ gn ; o(x ◦i y ; 1) = gl+1 ; o(x ; 1) ◦i gn−l ; c(y ; 1), pour x ∈ WA(l + 1 ; o), y ∈ WA(n − l ; c) et 1 ≤ i ≤ l + 1,
⊲ gn ; o(x ◦l+1 y ; 1) = gl+1 ; o(x ; 1) ◦l+1 gn−l ; o(y ; 1),pour x ∈ WA(l + 1 ; o) et y ∈ WA(n − l ; o),

ainsi que la condition au bord :

⊲ gn ; c(x ; 0) = η(∗n ; c) pour x ∈ WA(n ; c).

Théorème 3.3.2. [13] Soient α : As→ O un morphisme d’opérades et β : O→M un morphisme de O-bimodules
vérifiant la relation 3.8. L’espace Bimodh

As>0
(As>0 ; M) est faiblement équivalent à l’espace de lacets relatif :

Ω
(
Operadh(As>0 ; O) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ)
)
.

Démonstration. C’est une conséquence des propositions 3.3.4 et 3.3.5. �

Notation 3.3.3. Soient α : As>0 → O un morphisme d’opérades, β : O → M un morphisme de O-
bimodules vérifiant l’hypothèse (3.8) et Θ l’opérade pointée associée. La collection Θ∗ ∈ Coll({o ; c}),
construite à partir de Θ, est donnée par :

Θ∗(n ; c) = η(∗n ; c) pour n ≥ 0, Θ∗(n ; o) = Θ(n ; o) pour n > 0

et l’ensemble vide dans les autres cas. La séquence Θ∗ possède une structure de {o ; c}-opérade pointée
provenant de Θ. Par abus de notation on notera par η : Act→ Θ∗ l’application correspondante.
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Proposition 3.3.4. [13] Soient α : As → O un morphisme d’opérades et β : O → M un morphisme de
O-bimodules vérifiant la relation (3.8). On a alors l’équivalence faible :

Bimodh
As>0

(As>0 ; M) ≃ Operadh
{o ; c}(Act>0 ; Θ∗).

Démonstration. La démonstration est très similaire à celle du théorème 3.1.4. Cependant, à cause de
subtilités liées aux choix des remplacements cofibrants, on redonne les détails de la preuve. Dans le
chapitre 2, on a montré que �c est un remplacement cofibrant deAs>0 dans la catégorie des bimodules
sousAs>0. Cela nous a permis d’identifier Bimodh

As>0
(As>0 ; M) à l’espace BimodAs>0 (�c ; M).

La première étape de la démonstration consiste à construire un remplacement cofibrant alternatif de
As>0, noté D̃, tel que l’on ait une application continue :

ξ : Operad{o ; c}(WA ; Θ∗)→ BimodAs>0 (D̃ ; M).

On rappelle qu’un point g ∈ Operad(WA ; Θ∗) est la donnée d’une famille d’applications continues :

gn ; c : WA(n ; c)→ Θ∗(n ; c); x 7→ η(∗n ; c), pour n > 0,
gn ; o : WA(n ; o)→ Θ∗(n ; o), pour n > 0.

satisfaisant en particulier la relation :

gn ; o(x ◦i y) = gl+1 ; o(x) ◦i gn−l ; c(y) = gl+1 ; o(x) ◦i η(∗n−l ; c), (3.10)

avec x ∈ WA(l + 1 ; o), y ∈ WA(n − l ; c) et i ∈ {1, . . . , l}.
Afin de définir une relation d’équivalence surWA(n ; o) on introduit une relation d’ordre partielle

sur les arêtes internes d’un {o ; c}-arbre planaire T. Si e1 et e2 sont deux arêtes internes de T alors e1 < e2 s’il
existe un chemin reliant une feuille à la racine passant par les deux arêtes et si d(s(e1); r) < d(s(e2); r) avec
d la distance introduite dans la définition 2.2.9. Posons ensuite ≈ la relation d’équivalence surWA(n ; o)
engendrée par :

[T ; {te}] ≈ [T ; {le}] ⇔



⊲ te = le, ∀e ∈ Eint(T) indexée par la couleur o,
et
⊲ te = le si ∄ e1 < e tel que te1 = le1 = 1 et f (e1) = c.

Il s’agit de montrer que la collection D̃ := {D̃(n) =WA(n + 1 ; o)/ ≈}n≥0, avec par convention D̃(0) = ∅,
est un remplacement cofibrant de As>0 en tant que bimodule. On commence par définir une structure
deAs>0-bimodule sur D̃ en utilisant la structure opéradique deWA :

i) − ◦i ∗2 : : D̃(n)→ D̃(n + 1) ; [T ; {te}] 7→ [T ; {te}] ◦i δ2 ; c , pour 1 ≤ i ≤ n,

ii) ∗2(− ; −) : D̃(n) × D̃(m)→ D̃(n +m) ;
(
[T1 ; {te}] ; [T2 ; {le}]

)
7→ [T1 ; {te}] ◦n+1 [T2 ; {le}].

avec δn ; c la corolle à n feuilles dont toutes les arêtes sont indexées par la couleur c et δn ; o la corolle dont
uniquement la dernière feuille et le tronc sont indexés par la couleur o. Ces opérations induisent une
structure de bimodule uniquement dans l’espace quotient.

Notons que toute application g ∈ Operad{o ; c}(WA ; Θ∗) passe au quotient et induit un morphisme
g̃ := {g̃n : D̃(n)→M(n)}n>0 préservant la structure de bimodule sousAs>0. En effet, si on se donne [T ; {te}]
et [T ; {le}] deux points distincts dans la même classe d’équivalence, alors il existe une arête interne e1

indexée par la couleur c et paramétrée par te1 = le1 = 1. Par conséquent, on a les décompositions suivantes :

[T ; {te}] = [T1 ; {t1
e }] ◦i [T2 ; {t2

e }] et [T ; {le}] = [T1 ; {l1e }] ◦i [T2 ; {l2e }],

avec T2 le sous-arbre de T ayant pour tronc l’arête e1. Supposons que [T1 ; {t1
e }] = [T1 ; {l1e }]. Grâce à la

relation (3.10), on a les égalités suivantes :

gn+1 ; o([T ; {te}]) = g|T1 | ; o([T1 ; {t1
e }]) ◦i g|T2 | ; c([T2 ; {t2

e }])
= g|T1 | ; o([T1 ; {t1

e }]) ◦i g|T2 | ; c([T2 ; {l2e }])
= gn+1 ; o([T ; {le}])

Si [T1 ; {t1
e }] et [T1 ; {l1e }] sont différents alors ils doivent être dans la même classe d’équivalence. Dans ce

cas on réitère la démarche précédente sachant que ce processus est fini car on a un nombre fini d’arêtes
internes. On dispose donc d’une application continue :

ξ : Operad{o ; c}(WA ; Θ∗)→ BimodAs>0 (D̃ ; M) (3.11)

envoyant g sur g̃.
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Cofibrant : Posons D̃n le sous As>0-bimodule engendré par {D̃}ni=1 avec n > 0. Par convention on note
D̃0 le bimodule BAs>0 (∅). On doit commencer par montrer que le bord de D̃(n) est déterminé par D̃(n− 1)
via la structure de bimodule. Remarquons que l’application quotientWA(n + 1 ; o)→ D̃(n) préserve le
bord et qu’un point dans ∂WA(n + 1 ; o) a l’une des formes suivantes :

⊲ [T ; {te}] tel que il existe e1 ∈ Eint(T) avec te1 = 1 et f (e1) = o,
⊲ [T ; {te}] tel que il existe e1 ∈ Eint(T) avec te1 = 1 et f (e1) = c.

Dans le premier cas, le point [T ; {te}] peut se décomposer sous la forme [T1 ; {t1
e }] ◦|T1 | [T2 ; {t2

e }] avec T2

le sous-arbre de T ayant pour tronc l’arête interne e1. Par conséquent, ce point provient des {D̃(l)}l<n via
l’axiome (ii). Dans le second cas, [T ; {te}] possède une décomposition similaire [T1 ; {t1

e }] ◦i [T2 ; {t2
e }] avec

i < |T1|. L’axiome (i) et la relation d’équivalence induisent les égalités suivantes :

[T ; {te}] = [T1 ; {t1
e }] ◦i [T2 ; {t2

e }] ≈ [T1 ; {te}1] ◦i δ|T2 | ; c] = [T1 ; {t1
e }) ◦i δ|T2 |−1 ; c] ◦i ∗2,

Pour un entier n fixé, on peut en conclure que D̃n est obtenu à partir de D̃n−1 comme la somme amalgamée :

FB(∂A) //

q̃

��

FB(A)

��
D̃n−1

// D̃n

(3.12)

avec A la séquence donnée par A(n) =WA(n+1 ; o) et l’ensemble vide dans les autres cas. L’application
d’attachement q̃ provient de la restriction de l’application quotient q :WA(n+1 ; o)→WA(n+1 ; o)/ ≈
au bord ∂WA(n + 1 ; o) et de la propriété universelle du bimodule libre décrite dans le chapitre 2. De
plus, si n ≥ i alors on a l’égalité D̃n(i) = D̃(i) et limnD̃n = D̃. Comme l’application ∂A → A est une
cofibration, D̃ peut être obtenu par une succession de cofibrations. Finalement D̃ est cofibrant dans la
catégorie des bimodules sous l’opéradeAs>0.

Contractile : Comme dans la preuve du Théorème 3.1.4, on peut montrer que D̃(n) est un CW-complexe
et que le quotient q :WA(n + 1 ; o)→ D̃(n) est une application continue entre des CW-complexes com-
pacts. Comme la fibre de q au-dessus d’un point est homéomorphe à un produit de polytopes qui est
contractile, l’application q est une équivalence d’homotopie [44, Théorème principal]. Par conséquent
D̃(n) est contractile pour n > 0.

Comme D̃ est un remplacement cofibrant deAs>0 en tant que bimodule, on a l’équivalence faible :

Bimodh
As>0

(As>0 ; M) ≃ BimodAs>0 (D̃ ; M).

La seconde étape de la preuve consiste à montrer que l’application (3.11) est une équivalence faible.
Pour cela on va introduire deux tours de fibrations construites à partir des sous-espaces :

A′k ⊂
k+1∏

i=1

Top
(
WA(i ; c) ; Θ∗(i ; c)

)

︸                               ︷︷                               ︸
réduit à un point

×

k+1∏

i=1

Top
(
WA(i ; o) ; Θ∗(i ; o)

)
et B′k ⊂

k∏

i=1

Top
(
D̃(i) ; M(i)

)

où A′k est le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes opéradiques et B′k vérifiant les axiomes
desAs>0-bimodules, avec k > 0. En d’autres termes, A′k et B′k sont respectivement les espaces topologiques
Operad{o ; c}(WAk+1 ; Θ∗) et BimodAs>0 (D̃k ; M), avecWAk+1 la sous-opérade engendrée par {WA(i ; c)}k+1

i=1
et {WA(i ; o)}k+1

i=1 . Comme dans la première section, les projections induisent deux tours de fibrations :

A′1 A′2
oo · · ·oo A′k

oo A′k+1
oo · · ·oo

B′1 B′2
oo · · ·oo B′k

oo B′k+1
oo · · ·oo
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convergeant respectivement vers Operad{o ; c}(WA ; Θ∗) et BimodAs>0 (D̃ ; M). De plus, l’application ξ induit
un morphisme entre les deux tours de fibrations :

A′1

ξ1

��

A′2
oo

ξ2

��

· · ·oo A′k
oo

ξk

��

A′k+1
oo

ξk+1

��

· · ·oo

B′1 B′2
oo · · ·oo B′k

oo B′k+1
oo · · ·oo

avec ξ = limk ξk = holimk ξk. Pour démontrer que ξ est une équivalence faible, il suffit donc de montrer
par récurrence que chacune des applications ξk est une équivalence faible. Tout d’abord, remarquons que
les espacesWA(1 ; c) etWA(1 ; o) sont réduits à un point qui correspondent aux unités de l’opérade.
Les deux facteurs

Top
(
WA(1 ; c) ; Θ∗(1 ; c)

)
et Top

(
WA(1 ; o) ; Θ∗(1 ; o)

)

sont réduits à un point à cause des relations opéradiques et peuvent donc être ignorés.
L’application ξ1 coïncide avec l’identité. C’est donc une équivalence faible. Supposons que ξk−1 soit

une équivalence et fixons g un point de A′k−1. Posons FA′ la fibre au-dessus de g et FB′ la fibre au-dessus
de ξk−1(g). On obtient le diagramme suivant :

A′k−1

≃ ξk−1
��

A′k
oo

ξk
��

FA′
oo

ξg

��
B′k−1 B′k

oo FB′
oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des fibrations, l’application ξk est une
équivalence faible si et seulement si ξg est une équivalence faible. Or d’après les lemmes 2.2.7 et 2.2.13
ainsi que le diagramme (3.12), on connait une description des fibres FA′ et FB′ :

FA′ � Topgk+1 ; o

( (
WA(k + 1 ; o) ; ∂WA(k + 1 ; o)

)
; M(k)

)
,

FB′ � Topξk−1(g)k◦q
( (
WA(k + 1 ; o) ; ∂WA(k + 1 ; o)

)
; M(k)

)
.

On a donc le diagramme commutatif :

FA
� //

ξg

��

Topgk+1 ; o

( (
WA(k + 1 ; o) ; ∂WA(k + 1 ; o)

)
; M(k)

)

id

FB
�

// Topξk−1(g)k◦q
( (
WA(k + 1 ; o) ; ∂WA(k + 1 ; o)

)
; M(k)

)

Par conséquent, l’application ξk est une équivalence faible. �

Proposition 3.3.5. [13] Soient α : As → O un morphisme d’opérades et β : O → M un morphisme de O-
bimodules vérifiant la relation (3.8). L’espace Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ∗) est faiblement équivalent à l’espace de lacets
relatif :

Ω
(
Operadh(As>0 ; O) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ)
)
.

Démonstration. La preuve de cette démonstration est similaire à la preuve de la proposition 3.1.5. On
commence par identifier Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ∗) à un sous-espace du modèle de l’espace de lacets relatif,
décrit dans la définition 3.3.1, via l’inclusion :

i : Operad{o ; c}(WA ; Θ∗) → Ω
(
Operad(D ; O) ; Operad{o ; c}(WA ; Θ)

)
;

g 7→

{
g̃n ; c : WA(n ; c) × [0 , 1]→ Θ(n ; c) ; (x ; t) 7→ η(∗n ; c),

g̃n ; o : WA(n ; o) × {1} → Θ(n ; o) ; (x ; 1) 7→ gn ; o(x).

Pour démontrer que l’inclusion i est une équivalence faible, on va introduire deux tours de fibrations.
Dans la preuve de la proposition 3.3.4, on a déjà introduit la tour de fibrations {A′k} permettant de calculer
l’espace Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ∗). La seconde tour est constituées des sous-espaces :

C′k ⊂
k+1∏

i=1

Top
(
WA(i ; c) × [0 , 1] ; Θ(i ; c)

)
×

k+1∏

i=1

Top
(
WA(i ; o) ; Θ(i ; o)

)
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satisfaisant les relations de la définition 3.3.1. Les projections induisent une tour de fibrations convergeant
vers l’espace de lacets relatif. De plus, l’inclusion i induit un morphisme entre les deux tours de fibrations :

A′1

i1
��

A′2
oo

i2
��

· · ·oo A′k
oo

ik
��

A′k+1
oo

ik+1

��

· · ·oo

C′1 C′2
oo · · ·oo C′k

oo C′k+1
oo · · ·oo

Afin de prouver que i est une équivalence faible, il nous suffit de montrer par récurrence que chacune
des applications ik est une équivalence faible. Tout d’abord, remarquons que les espaces WA(1 ; c) et
WA(1 ; o) sont réduits à un point qui coïncident avec les unités de l’opérade. Par conséquent, les deux
facteurs

Top
(
WA(1 ; c) × [0 , 1] ; Θ∗(1 ; c)

)
et Top

(
WA(1 ; o) ; Θ∗(1 ; o)

)

sont réduits à un point à cause des relations opéradiques et peuvent donc être ignorés.
Lorsque k = 1, un point dans C′1 est la donnée d’un couple (g2 ; c ; g2 ; o) vérifiant les relations de la

définition 3.3.1. En particulier, on a l’égalité g2 ; c(x ; 0) = η(∗1 ; c). Par ailleurs, les points dans l’image de i1
sont les couples vérifiant la condition supplémentaire :

g2 ; c :WA(2 ; c) × [0 , 1]→ X(2 ; c) ; (x ; t) 7→ η(∗2 ; c).

L’inclusion i1 est un rétract par déformation :

H : C′1 × [0 , 1] → C′1;

y =
(
(g2 ; c ; g2 ; o) ; t1

)
7→

{
H(y)2 ; c(δ2 ; c ; t) = g2 ; c

(
δ2 ; c ; t(1 − t1)

)
,

H(y)2 ; o(δ2 ; o ; 1) = g2 ; o(δ2 ; o ; 1).

Supposons que ik−1 soit une équivalence faible, avec k > 1, et fixons g un point de A′k−1. On désignera
par FA′ la fibre au-dessus de g ainsi que FC′ la fibre au-dessus de ik−1(g). On obtient le diagramme
commutatif suivant :

A′k−1

≃ ik−1

��

A′k
oo

ik
��

FA′
oo

ig

��
C′k−1 C′k

oo FC′
oo

Comme les applications horizontales à gauche sont des fibrations, l’inclusion ik est une équivalence faible
si et seulement si l’application induite sur les fibres ig est une équivalence faible. Or un point dans FC′

est la donnée d’un couple (gk+1 ; c ; gk+1 ; o) satisfaisant les relations de la définition 3.3.1. En particulier,
l’application gk+1 ; c doit envoyer toutes les faces deWA(k + 1 ; c) × [0 , 1] vers le point base η(∗k+1 ; c) à
l’exception de la faceWA(k + 1 ; c) × {1}.

D’un autre coté, un point dans l’image de l’application ig sont les couples (gk+1 ; c ; gk+1 ; o) vérifiant la
condition supplémentaire :

gk+1 ; c :WA(k + 1 ; c) × [0 , 1]→ Θ(k + 1 ; c) ; (x ; t) 7→ η(∗k+1 ; c).

Pour démontrer que ig est un rétract par déformation, on considère un relèvement H′ du diagramme :

∂
(
WA(k + 1 ; c) × [0 1]

)
× [0 , 1]

⊔ (
WA(k + 1 ; c) × [0 , 1]

)
× {0} //

��

WA(k + 1 ; c) × [0 , 1]

(
WA(k + 1 ; c) × [0 , 1]

)
× [0 , 1]

H′

22

L’application horizontale est définie comme étant l’inclusion sur le facteur (WA(k + 1 ; c) × [0 , 1]) × {0}
et envoyant un point ((x ; t1) ; t2) ∈ ∂(WA(k + 1 ; c) × [0 1]) × [0 , 1] vers (x ; (1 − t2)t1). Le relèvement H′

existe car l’application verticale est une cofibration acyclique tandis que l’espaceWA(k + 1 ; c) × [0 , 1]
est fibrant. On peut représenter l’homotopie H′ via la figure suivante :
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Figure 3.3 – Illustration de l’homotopie H′.

En d’autres termes, les points dans l’image de ig coïncident avec les couples vérifiant la relation :

gk+1 ; c(x ; t) = gk+1 ; c

(
H′

(
(x ; t) ; 1

) )
= η(∗k+1 ; c), pour x ∈ WA(k + 1 ; c) et t ∈ [0 , 1].

Finalement le rétract par déformation est donné par :

H2 : FC′ × [0 , 1] → FC′ ;

y =
(
(gk+1 ; c ; gk+1 ; o) ; t1

)
7→


H2(y)k+1 ; c(x ; t) = gk+1 ; c

(
H
(
(x ; t) ; t1

))
, pour x ∈ WA(k ; c) et t ∈ [0 , 1],

H2(y)k+1 ; o(x ; 1) = gk+1 ; o(x ; 1), pour x ∈ WA(k + 1 ; o).

L’espace Operad{o ; c}(WA ; Θ∗) est faiblement équivalent à Ω
(
Operad(D ; O) ; Operad{o ; c}(WA ; Θ)

)
. �

Théorème 3.3.6. [13] Soient α : As→ O un morphisme d’opérades et β : O→M un morphisme de O-bimodules
vérifiant la relation (3.8). Si les espace M(0), O(0) et O(1) sont contractiles alors le couple d’espaces topologiques
(sTot(O) ; sTot(M)) est faiblement équivalent à une algèbre sous SC2 explicite :

(
Ω2Operadh(As>0 ; O) ; Ω2

(
Operadh(As>0 ; O) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ)
)

Démonstration. Les équivalences faibles proviennent des théorèmes 2.2.25 et 3.3.2. �

3.4 SC2-algèbre extraite d’une opérade pointée

Soient η : Act → O un morphisme d’opérades colorées et (Oc ; Oo) le couple d’espaces semi-
cosimpliciaux associés. D’après l’exemple 1.4.3, l’application η est aussi un morphisme de Act>0-
bimodules. Le résultat de la section 3.1 affirme que si O(0 ; c) est contractile alors le couple d’espaces
topologiques (sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à une SC1-algèbre :

(
ΩBimodh

As>0
(As>0 ; Oc) ; Ω

(
Bimodh

As>0
(As>0 ; Oc) ; Bimodh

Act>0
(Act>0 ; O)

) )
.

Si on suppose que l’espace O(1 ; c) est contractile alors on sait identifier Bimodh
As>0

(As>0 ; Oc) à un espace
de lacets explicite ΩOperadh(As>0 ; Oc) grâce aux travaux de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49]. On va
montrer qu’il est possible d’adapter la démonstration de Turchin afin d’étendre ce résultat au cas coloré
en remplaçant l’opérade associative par l’opéradeAct>0.

Proposition 3.4.1. [13] Soit η : Act→ O un morphisme de {o ; c}-opérades avec O(1 ; c) et O(1 ; o) deux espaces
contractiles. L’espace Bimodh

Act>0
(Act>0 ; O) est faiblement équivalent à l’espace de lacetsΩOperadh

{o ; c}(Act>0 ; O).

Démonstration. On va montrer comment adapter la preuve du théorème 2.2.25. Selon les notations de
Turchin [49], BD est un remplacement cofibrant deAs>0, en tant que bimodule, muni d’une application
continue :

ξc : ΩOperad{o ; c}(D ; Oc)→ BimodAs>0 (BD ; Oc) ≃ Bimodh
As>0

(As>0 ; Oc),

envoyant un lacet f vers le morphisme de bimodules ξ f
c . En utilisant des tours de fibrations, Turchin a

démontré que l’application ξc est une équivalence faible à condition que l’espace Oc(1) soit contractile.
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L’application ξc est obtenue grâce à la construction de BD comme un recollement de polytopes
indexés par des {c}-arbres planaires à n feuilles. Plus précisément, si T est un {c}-arbre planaire alors on
définit BD(T) comme le produit des deux espaces :

⊲ λD(T) =
∏

v∈V(T)
D(|v|),

⊲ χN(T) = { {tv}v∈V(T) | tv ∈ [0 , 1] et tv1 ≤ tv2 si v1 < v2} ⊂ [0 , 1]|V(T)|,

où v1 < v2 s’il existe un chemin reliant une feuille à la racine passant par les deux sommets avec
d(v1 ; r) < d(v2 ; r). On notera un point de BD(T) sous la forme {xv ; tv} avec {xv} ∈ λD(T) et {tv} ∈ χN(T).
Ainsi, pour tout lacet f ∈ Operad(D ; Oc) et pour tout {c}-arbre planaire T à n feuilles, on définit par
itération l’application :

ξ
f
T ; c : BD(T) → O(n ; c),

{xv ; tv} 7→ f|r|(xr ; tr)
(
ξ

f
T1 ; c({x

1 ; t1}), . . . , ξ f
T|r| ; c({x

|r| ; t|r|})
)
,

avec Ti le sous-arbre de T ayant pour tronc la i-ème entrée de la racine. On dispose d’un ordre partiel sur
l’ensemble des {c}-arbres donné par T1 < T2 si T1 peut être obtenu à partir de T2 en contractant des arêtes
internes. On notera Tn l’ensemble partiellement ordonné constitué des arbres à n feuilles. L’espace BD

est construit comme la colimite :
BD(n) :=

⋃

T∈Tn

BD(T).

Par construction, la structure opéradique de D induit une structure deAs>0-bimodule sur BD et l’appli-
cation ξ f

c :=
⋃

T∈Tn

ξ
f
T ; c est un morphisme de bimodules.

Comme on dispose des homéomorphismesWA(n ; c) �WA(n ; o) � D(n), un remplacement cofi-
brant deAct>0 en tant que bimodule est donné par la collection :

BD{o ; c}(n ; c) = BD{o ; c}(n ; o) = BD(n) pour n > 0,

et l’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. De la même manière que dans le cas non-
coloré, on peut construire une application :

ξ : ΩOperad{o ; c}(WA ; O)→ BimodAct>0 (BD{o ; c} ; O) ≃ Bimodh
Act>0

(Act>0 ; O),

envoyant un lacet f vers le couple (ξc ; ξo). Pour décrire l’application ξo, on a besoin d’une décomposition
de BD{o ; c}(n ; o) en polytopes indexée par des {o ; c}-arbres planaires vérifiant la condition (3.6).

PosonsT ′n l’ensemble partiellement ordonné constitué des {o ; c}-arbres planaires à n feuilles vérifiant
la condition (3.6), avec T1 < T2 si T1 peut être obtenu à partir de T2 en contractant des arêtes internes.
Pour T ∈ T ′n , on définit l’espace BD{o ; c}(T) comme le produit des deux espaces :

⊲ λD(T) =
∏

v∈V(T)
WA

(
n ; e0(v)

)
,

⊲ χN(T) = { {tv}v∈V(T) | tv ∈ [0 , 1] et tv1 ≤ tv2 si v1 < v2} ⊂ [0 , 1]|V(T)|.

Ainsi, pour tout lacet f ∈ Operad{o ; c}(WA ; O) et pour tout élément T ∈ T ′n , on définit l’application :

ξ
f
T ; o : BD{o ; c}(T) → O(n ; o),

{xv ; tv} 7→ f|r| ; o(xr ; tr)
(
ξ

f
T1 ; c({x

1 ; t1}), . . . , ξ f
T|r|−1 ; c({x

|r|−1 ; t|r|−1}), ξ f
T|r| ; o({x|r| ; t|r|})

)
,

Au final, le couple d’applications (ξ f
c ; ξ f

o ), avec ξ f
o := ∪ ξ f

T ; o, forme un morphisme de bimodules colorés.
En utilisant les mêmes arguments que Turchin, on peut montrer que ξ est une équivalence faible à
condition que les espaces O(1 ; c) et O(1 ; o) soient contractiles. �

Remarque 3.4.2. Dans [37], Robertson a démontré une version plus générale de la proposition 3.4.1 en
étendant le résultat pour des opérades colorées autres queAct. Pour cela, elle utilise une méthode moins
combinatoire basée sur les travaux de Dwyer-Hess [14].
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Théorème 3.4.3. [13] Soit η : Act → O un morphisme d’opérades colorées avec O(0 ; c) ≃ O(1 ; c) ≃ ∗
et O(1 ; o) ≃ ∗. Si (Oc ; Oo) désigne le couple d’espaces semi-cosimpliciaux correspondant à η alors la paire
(sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite :

(
Ω2Operadh(As>0 ; Oc) ; Ω2

(
Operadh(As>0 ; Oc) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; O)
) )
.

Démonstration. D’après le théorème 2.2.25, sTot(Oc) est faiblement équivalent à l’espace de lacets double
Ω2Operadh(As>0 ; Oc). Pour démontrer la seconde équivalence faible, remarquons que l’on a le dia-
gramme commutatif suivant :

ΩOperad{o ; c}(WA ; O)
ξ //

Ω(p2)

��

BimodAct>0 (� ; O)

p1

��
ΩOperad(D ; Oc)

ξc // BimodAs>0 (�c ; Oc)

avec p1 et p2 les applications issues de la restriction à la couleur c tandis que ξ et ξc sont les équivalences
faibles introduites dans la preuve de la proposition 3.4.1. Comme les fibres homotopiques commutent
avec les limites homotopiques finies, on a la succession d’équivalences faibles :

Ω
(
BimodAs>0 (�c ; Oc) ; BimodAct>0 (� ; O)

)
≃ ho f ib

(
BimodAct>0 (� ; O)

p1
−→ BimodAs>0 (�c ; Oc)

)
,

≃ ho f ib
(
ΩOperad{o ; c}(WA ; O)

Ω(p2)
−→ ΩOperad(D ; Oc)

)
,

≃ Ω ho f ib
(
Operad{o ; c}(WA ; O)

p2
−→ Operad(D ; Oc)

)
,

≃ Ω2
(
Operad(D ; Oc) ; Operad{o ; c}(WA ; O)

)
,

≃ Ω2
(
Operadh(As>0 ; Oc) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; O)
)
.

�
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4
Application à l’espace des entrelacs

Dans une série d’articles [41, 42, 43], Sinha a démontré que l’espace des longs nœuds dansRn modulo
les immersions, noté L1 ; n, dispose d’un remplacement cosimplicial à condition que la dimension de
l’espace d’arrivée soit strictement supérieure à 3. Ce remplacement cosimplicial provient d’une opérade
multiplicative, appelée l’opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d’avoir une
résolution cofibrante de l’opérade des petits cubes. Grâce à cela, on sait identifier l’espace L1 ; n à un
espace de lacets double explicite.

Par la suite, Munson et Volić ont démontré dans [35] que l’espace des longs entrelacs modulo
les immersions, noté Lk ; n, possède aussi une résolution cosimpliciale pouvant s’exprimer comme un
"décalage" de l’opérade de Kontsevich. L’objet ainsi obtenu ne possède pas de structure opéradique.
Cependant, Dwyer et Hess ont montré dans [15] qu’il est muni d’une structure de bimodule sous
l’opérade associative. Par conséquent, Lk ; n a le type d’homotopie d’un espace de lacets à condition que
n > 3.

Dans ce chapitre, on rappelle la construction de l’opérade de Kontsevich et ses liens avec les espaces
de nœuds et d’entrelacs. Ensuite on montrera que le couple (L1 ; n ; Lk ; n) est faiblement équivalent à une
SC2-algèbre explicite. On verra que ce résultat découle du fait qu’on peut construire une SC2-algèbre à
partir d’une opérade symétrique multiplicative.

4.1 Espace des longs nœuds et opérade de Kontsevich

L’espace des longs nœuds, Embc(R ; Rn), est constitué des plongements coïncidant avec le plongement
standard, x 7→ (x, 0, . . . , 0), en dehors d’un compact. Lorsque n ≥ 3, Budney montre dans [8] que cet espace
est une C2-algèbre et donne une interprétation de l’opération commutative à homotopie près. Le produit
provient de la concaténation de deux nœuds tandis que la commutativité à homotopie près s’interprète
comme le fait de "glisser" un nœud dans l’autre.

Figure 4.1 – Illustration de la commutativité du produit de deux nœuds de trèfle.
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A partir d’un espace topologique pointé (X ; ∗), on peut construire un espace cosimplicial X• := {Xn =

X×n}≥0 dont les cofaces et les codégénérescences sont définies de la façon suivante :

si : Xn → Xn−1 ; (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xi, xi+2, . . . , xn) pour i ∈ {0, . . . ,n − 1},

di : Xn → Xn+1 ; (x1, . . . , xn) 7→



(∗, x1, . . . , xn) pour i = 0,
(x1, . . . , xi, xi, . . . , xn) pour i ∈ {1, . . . ,n},

(x1, . . . , xn, ∗) pour i = n + 1.

Si on désigne le pôle sud ∗S comme point base de la sphère Sn−1 alors Sinha montre dans [43] qu’un
remplacement cosimplicial de Embc(R ; Rn) est donné par le produit de (Sn−1)• avec l’espace cosimplicial
associé à l’opérade multiplicative de Kontsevich. L’objet cosimplicial ainsi obtenu ne provient pas d’une
opérade multiplicative à cause du facteur (Sn−1)•. Pour remédier à ce problème, notons que (Sn−1)•

est une résolution cosimpliciale de l’espace des longues immersions, noté Immc(R ; Rn), constitué des
immersions coïncidant avec le plongement standard en dehors d’un compact. On va étudier la fibre
homotopique :

L1 ; n := ho f ib
(

Embc(R ; Rn ) −→ Immc(R ; Rn )
)
. (4.1)

En prenant la fibre homotopique, on élimine les informations provenant de l’espace tangent dans
Embc(R ; Rn). Ces informations correspondent exactement au facteur (Sn−1)•. Sinha obtient ainsi le résul-
tat suivant :

Théorème 4.1.1. [42, Corollaire 1.2] Lorsque n > 3, la totalisation homotopique de l’espace cosimplicial associé
à l’opérade de Kontsevich est faiblement équivalent à L1 ; n.

Il est possible de définir les opérades réduites comme un foncteur covariant partant d’une catégorie
d’arbres à valeurs dans une catégorie symétrique monoïdale. Dans [42], Sinha a pu ainsi donner une
version plus combinatoire de l’opérade de Kontsevich dans le cas non symétrique en passant par
l’opérade "choose-two". Dans cette section, on rappelle la construction de Sinha et on introduit l’action
du groupe des permutations sur l’opérade de Kontsevich. On commence par introduire la catégorie
d’arbres qui va encoder la structure des opérades réduites.

Définition 4.1.2. On introduit la catégorie Γ dont les objets sont les arbres planaires sans sommet
univalent. On dispose d’un morphisme fT ; T′ entre les arbres planaires T et T′ si T′ peut être obtenu
à partir de T en contractant un ensemble d’arêtes autres que le tronc. On notera Γn la sous-catégorie
constituée des arbres planaires à n feuilles. Cette sous-catégorie possède un objet terminal, noté γn, donné
par la n-corolle. Par convention Γ0 et Γ1 sont constitués d’un seul objet.

Figure 4.2 – Exemples de morphismes dans Γ4.

Définition 4.1.3. Une opérade réduite dans une catégorie symétrique monoïdale (C ; ⊗ ; I) est la donnée
d’un foncteur covariant O : Γ→ C vérifiant les conditions suivantes :

(1) O(T) := ⊗
v∈V(T)

O(γ|v|), (2) O(γ1) = O(γ0) = I,

(3) si une arête e, autre que le tronc, est l’unique arête entrante d’un sommet v′ alors l’application
issue de la contraction de e notée O( f{e}) est l’identité sur le facteur ⊗

v,v′
O(γσv ) tensorisé avec

l’isomorphisme I ⊗ − via la décomposition (1),
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(4) si S est un sous-arbre de T et fS ; S′ , fT ; T′ sont deux morphismes contractant les mêmes arêtes alors

O( fT ; T′ ) = O( fS ; S′ ) ⊗ id,

Remarque 4.1.4. Les définitions 1.1.10 et 4.1.3 sont équivalentes. En effet, à partir d’un foncteur covariant
O : Γ → C, on définit la collection {O(n) := O(γn)}n≥0 d’objets de C. Ainsi définie, la collection est
pointée par l’unique élément de O(γ1) = I. Les morphismes de la catégorie Γ induisent les compositions
opéradiques. La condition (4) garantit les axiomes opéradiques tandis que la condition (2) implique que
l’opérade est réduite. La condition (3) est équivalente à l’axiome de l’unité.

Exemple 4.1.5. L’opérade associative
Soit (C ; ⊗ ; I) une catégorie monoïdale. Le foncteur correspondant à l’opérade associative, notéAs : Γ→
C, est défini de la façon suivante :

As(γn) = I et As( fT ; T′ ) = id.

Notation 4.1.6. La catégorie des ensembles finis est notée FSets. Si S est un objet de FSets alors S+ := S⊔{+}
est l’ensemble obtenu à partir de S en ajoutant un point base. On désignera par Ck(S) l’ensemble des
k-uplets distincts formés à partir de S :

Ck(S) := {(si) ∈ S×k | si , s j si i , j}.

Définition 4.1.7. Soit T un arbre planaire. Le sommet joint entre les feuilles indexées par i et j est le
premier sommet commun aux chemins reliant les deux feuilles à la racine. On définit l’application qui
associe à un couple de feuilles (i ; j) le couple d’entiers (Jv(i) ; Jv( j)) avec v le joint entre i et j tandis que
Jv(i) est la numérotation de l’arête entrante de v connectée à la feuille i issue de la structure planaire de
l’arbre.

(i ; j) 7→ (Jv(i) ; Jv( j))

(1 ; 3) 7→ (1 ; 3)
(2 ; 5) 7→ (1 ; 3)
(3 ; 4) 7→ (1 ; 2)
(5 ; 7) 7→ (1 ; 2)
(4 ; 7) 7→ (1 ; 2)

Figure 4.3 – Illustration de l’application.

Définition 4.1.8. L’opérade "choose-two"
Soit T un arbre planaire. L’opérade "choose-two" est définie comme le foncteur β : Γ→ FSetsop vérifiant :

⊲ β(T) =
∨

v∈V(T)
C2({1, . . . , |v|})+

⊲ β(T→ γσT ) : C2({1, . . . , |T|})+ →
∨

v∈V(T)
C2({1, . . . , |v|})+ ;

{
(i ; j) 7→ (Jv(i) ; Jv( j)),
+ 7→ +,

Si X est un espace topologique alors on peut lui associer le foncteur X− : FSetsop → Top envoyant un
ensemble fini S vers l’espace topologique XS constitué des familles {xs}s∈S de points de X indexés par S.
Si f : S1 → S2 est un morphisme d’ensembles finis, alors on a :

X f : XS2 → XS1 ; {xs}s∈S2 7→ {x f (s)}s∈S1 .

A partir de l’espace topologique X, on construit l’opérade topologique Op(X) comme le foncteur cova-
riant :

Γ
β // FSetsop X− // Top. (4.2)
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Sinha construit l’opérade de Kontsevich comme une sous-opérade de Op(Sn−1), pour n ≥ 2. L’opérade
de Kontsevich est initialement obtenue comme une compactification de l’espace de configurations :

C̃k(Rn) := {(xi) ∈ (Rn)k | xi , x j si i , j}/∼,

où la relation d’équivalence est engendrée par les translations et les dilations. La compactification est
définie grâce à l’application :

πk : C̃k(Rn) −→ (Sn−1)C2( k )

(xi) 7−→

(
x j − xi

|x j − xi|

)

(i, j)

avec k := {1, . . . , k}. Le k-ième espace composant l’opérade de Kontsevich, noté Kn(k), est construit
comme l’adhérence de l’image de l’application πk. Pour décrire la structure opéradique de Kn, on va
utiliser l’opérade "choose-two". Pour cela, on a besoin d’une caractérisation des points de Kn(k) comme
sous-espace de (Sn−1)C2(k).

Définition 4.1.9. i) Une k-chaine dans un ensemble S est la donnée d’une collection de couples de la
forme

{(i0, i1), (i1, i2), . . . , (ik−1, ik)}

avec i j ∈ S et i j , i j+1. Une k-chaine est appelée k-lacet si ik = i0. Une chaine est dite stricte si elle
ne contient aucun lacet. L’inverse d’une k-chaine {(i0, i1), (i1, i2), . . . , (ik−1, ik)} est obtenue en prenant la
k-chaine {(ik, ik−1), (ik−1, ik−2), . . . , (i1, i0)}.

ii) Un point (ui j) ∈ (Sn−1)C2( k ) est dit "three dependent" si pour tout 3-lacet L il existe des scalaires ai j ≥ 0,
non tous nuls, tel que : ∑

(i, j)∈L

ai jui j = 0.

iii) Si S est un ensemble ordonné de cardinal 4 alors on peut associer à chaque 3-chaine stricte C, une
permutation σ(C) encodant l’ordre d’apparition des éléments.

Ex : Si S = {1, 2, 3, 4} et C = {23, 31, 14} alors σ(C) = (2314).

On définit le complémentaire d’une 3-chaine stricte C comme l’unique 3-chaine stricte C∗ (à inversement
près) issue des paires d’indices non-utilisées dans C.

Ex : Si C = {23, 31, 14} alors
{

C∗ = {12, 24, 43},
C∗ = {34, 42, 21}.

iv) Un point (ui j) ∈ (Sn−1)C2( k ) est dit "four consistent" si ∀S ⊂ {1, . . . , k} de cardinal 4 et v, w ∈ Sn−1 on a :

∑

C∈C3(S)

(−1)sign(σ(C))



∏

(i, j)∈C

ui j . v






∏

(i, j)∈C

ui j .w


 = 0,

avec C3(S) l’ensemble des 3-chaines strictes modulo les inverses.

v) Un point (ui j) ∈ (Sn−1)C2( k ) est dit antisymétrique si ui j = −u ji pour i < j.

Proposition 4.1.10. [42, Théorème 4.4] Kn(k) est le sous-espace de (Sn−1)C2( k ) constitué des points antisymé-
triques, three dependent et four consistent.

Sinha démontre dans [42] que les points antisymétriques, three dependent et four consistent sont
préservés par la structure opéradique de (Sn−1)C2( k ) issue de la composée (4.2). Donc Kn est une sous-
opérade de (Sn−1)C2( k ) multiplicative et le morphisme d’opérade η : As → Kn envoie ∗k vers le point
(ui j) ∈ Kn(k) défini par ui j = ∗S pour i < j. De plus, le groupe des permutations Σk agit naturellement sur
les points (ui j) ∈ Kn(k). En effet, pour σ ∈ Σk, on définit u · σ de la façon suite :

(u · σ)i j = uσ(i)σ( j).

Comme la permutation d’une 3-chaine (stricte) est toujours une 3-chaine (stricte), u ·σ est antisymétrique,
three dependent et four consistent. De plus, cette action est compatible avec la composition opéradique.
D’où la proposition suivante :
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Proposition 4.1.11. L’opérade de Kontsevich Kn est une opérade symétrique réduite multiplicative dont la
structure opéradique provient de l’opérade "choose-two".

4.2 SC2-algèbre obtenue à partir d’une opérade symétrique

On va démontrer dans cette section que l’on peut extraire un couple d’espaces faiblement équivalent
à une SC2-algèbre explicite à partir d’une opérade topologique symétrique multiplicative. On utilisera
pour cela la définition 1.1.10 des opérades symétriques O. Cela revient à se donner une collection
symétrique pointée {O(n)}munie de compositions opéradiques.

Définition 4.2.1. Soit O une opérade symétrique. Pour k > 0, on définit Φk(O) comme la collection :

Φk(O)(n) = O(k × n), pour n ≥ 0.

Lorsque k > 1, Φk(O) n’est pas nécessairement une opérade. En effet, si l’on suppose que Φk(O)
possède une telle structure alors l’espace Φk(O)(1) = O(k) doit être un monoïde topologique associatif et
donc avoir le type d’homotopie d’un espace de lacets. Cependant, dans le cas particulier de l’opérade
de Kontsevich, Sinha a montré dans [41] que l’espace Kn(k) est faiblement équivalent à C̃k(Rn). Or, on
sait que ce dernier n’a pas le type d’homotopie d’un espace de lacets grâce au calcul d’homologie des
espaces de configurations [9].

On va néanmoins montrer que Φk(O) possède une structure de O-bimodule. En utilisant la structure
opéradique de O, la structure de bimodule à droite sous l’opérade O est donnée par :

◦i : Φk(O)(n) ×O(m) −→ Φk(O)(n +m − 1),

(x ; y) 7−→ (· · · ( ( x ◦i+(k−1)n y ) ◦i+(k−2)n y ) · · · ◦i y),
(4.3)

On peut interpréter un point de O(n) comme une opération à n paramètres tandis qu’un point deΦk(O)(n)
s’interprète comme une opération avec k blocs de n paramètres. Ainsi, la structure (4.3) consiste à greffer
le point y sur la i-ème entrée de chacun des k blocs.

Définition 4.2.2. On fixe les entiers naturels k,n1, . . . ,nm. Un entier p ∈ {1, . . . , k(n1 + · · · + nm)} s’écrit de
manière unique sous la forme p = l1n1 + l2n2 + · · · + lmnm + q, avec li ∈ {0, . . . , k}, vérifiant :
⊲ si li , 0 alors l j = k pour j < i,

⊲ si li , k alors l j = 0 pour j > i,

⊲ si S = max{i | li = k} alors q ≤ nS+1.
Via cette écriture, on définit la permutation σ(k; n1, . . . ,nm) ∈ Σk(n1+···+nm) par la formule :

p 7−→ ls(n1 + · · · + nm) + n1 + · · · + ns−1 + q,

avec s =

{
1 si tous les li sont nuls,

min{i | li , 0} sinon.

Par exemple, lorsque m = 2, on dispose de k blocs de n1 éléments suivis de k blocs de n2 éléments. La
permutation σ(k; n1,n2) va intercaler les blocs comme le montre la figure (4.4).

Figure 4.4 – Illustration de la permutation σ(k; n1,n2).

En utilisant la symétrique de l’opérade O, on définit la structure de bimodule à gauche de Φk(O) via la
formule suivante :

γl : O(m) ×Φk(O)(n1) × · · · ×Φk(O)(nm) −→ Φk(O)(n1 + · · · + nm),
(x; y1, . . . , ym) 7−→ γ(x; y1, . . . , ym) · σ(k; n1, . . . ,nm). (4.4)
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Proposition 4.2.3. Soit O une opérade symétrique. Les opérations (4.3) et (4.4) font de Φk(O) un O-bimodule.

Démonstration. L’axiome de l’unité C1 est vérifié grâce à la structure opéradique de O et au fait que
σ(1 ; n) ∈ Σn correspond à la permutation triviale. De plus, l’axiome de l’associativité à droite C2 est
vérifié grâce aux axiomes opéradiques. L’axiome C3 provient d’une propriété de compatibilité entre la
structure opéradique γ et la structure de groupe ◦ des composantes de Σ :

σ(k; n1
1 + · · · + n1

i1
, . . . ,np

1 + · · · + np
ip

) ◦
(
γ(idΣp ; σ(k; n1

1, . . . ,n
1
i1

), . . . , σ(k; n1
p, . . . ,n

p
ip

))
)
= σ(k; n1

1, . . . ,n
p
ip

).

Enfin, l’axiome de compatibilité C4 provient de la propriété suivante :

γ
(
σ(k; n1, . . . ,np); idΣm1

1
, . . . , idΣ

m
p
ip︸            ︷︷            ︸
, . . . , idΣm1

1
, . . . , idΣ

m
p
ip︸             ︷︷             ︸

on répète k fois le bloc

)
= σ(k; m1

1 + · · · +m1
i1
, . . . ,mp

1 + · · · +mp
ip

).

�

Au final, la séquence Φk(O) possède une structure de O-bimodule mais ce n’est pas suffisant pour
construire une SC2-algèbre à partir du couple (O ; Φk(O)). On va maintenant supposer que l’opérade O
est multiplicative. Cela signifie qu’il existe un morphisme d’opérades non symétriques η1 : As → O.
Grâce à cette application, on dispose du morphisme :

η2 : O −→ Φk(O) ; x 7−→ η1(∗k) (x, . . . , x). (4.5)

Par construction, l’application η2 préserve uniquement la structure de O-bimodule à droite. On ne peut
donc pas utiliser le théorème 3.3.6 avec le couple de morphismes (η1 ; η2). On a néanmoins la proposition
suivante :

Proposition 4.2.4. Soient O une opérade symétrique multiplicative et η1 : As → O le morphisme d’opérades
associé. Si η2 désigne l’application (4.5) alors la composée :

η2 ◦ η1 : As→ Φk(O),

est un morphisme deAs-bimodules.

Démonstration. Comme la collectionΦk(O) est un O-bimodule, elle possède aussi une structure de bimo-
dule sous l’opérade As via le morphisme d’opérades η1. Comme l’application η2 préserve la structure
de bimodule à droite, la composée η2 ◦ η1 est un morphisme de As-bimodule à droite. Il reste donc à
vérifier la commutativité du diagramme :

As(m) ×As(n1) × · · · × As(nm) //

��

As(m) ×Φk(O)(n1) × · · · ×Φk(O)(nm)

��
As(n1 + · · · + nm) // Φk(O)(n1 + · · · + nm)

Or, on a les égalités suivantes :

γl

(
∗m ; η2 ◦ η1(∗n1 ), . . . , η2 ◦ η1(∗nm )

)
=

[
∗m

(
∗k (∗n1 , . . . , ∗n1 ), . . . , ∗k (∗nm , . . . , ∗nm )

)]
· σ(k; n1, . . . ,nm)

= ∗k
(
∗m (∗n1 , . . . , ∗nm ), . . . , ∗k (∗n1 , . . . , ∗nm )

)

= η2

(
∗m (∗n1 , . . . , ∗nm )

)
.

D’où le résultat. �

D’après les résultats de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49], on sait que le bimodule Φk(O) possède une
structure semi-cosimpliciale et que sa semi-totalisation est faiblement équivalente à un espace de lacets
explicite. A partir du couple (O ; Φk(O)), on construit l’opérade colorée Θ définie par :

Θ(n ; c) = O(n), pour n ≥ 0 ; Θ(n ; o) = Φk(O)(n − 1), pour n > 0, (4.6)
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et l’ensemble vide pour les autres configurations d’entrées. La structure opéradique de Θ est similaire à
la construction de l’opérade (3.7). Tous les axiomes sont vérifiés y compris l’axiome de l’unité. En effet,
l’unité de Θ(1 ; o) = O(0) est obtenue comme l’image de ∗0 via l’application η1. Si x ∈ Θ(n ; o) alors on a
les égalités :

x ◦n η1(∗0) = η1(∗2)(x ; η1(∗0)) = σ(k; n, 0) · η1(∗2)(x ; η1(∗0)) = x. (4.7)

De plus, on dispose d’un morphisme d’opérades :

η : Act→ Θ ;
{
η(∗i ; c) = η1(∗i), pour i ≥ 0,
η(∗i ; o) = η2 ◦ η1(∗i−1), pour i > 0.

En appliquant le théorème 3.4.3, on obtient le résultat suivant :

Théorème 4.2.5. Soient O une opérade symétrique multiplicative et Θ l’opérade colorée associée (4.6). Si les
espaces O(0) et O(1) sont contractiles alors le couple (sTot(O) ; sTot(Φk(O))) est faiblement équivalent à une
SC2-algèbre explicite :

(
Ω2Operadh(As>0 ; O) ; Ω2

(
Operadh(As>0 ; O) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ)
) )
.

4.3 Étude de l’espace des longs entrelacs

L’espace des longs entrelacs à k > 1 brins, noté Embc(⊔kR ; Rn), est constitué des plongements dont
la restriction à la i-ème composante coïncide avec le plongement x 7→ (x, i − 1, 0, . . . , 0) en dehors d’un
compact. Contrairement à l’espace des longs nœuds, l’espace des longs entrelacs à k brins possède
uniquement une structure d’algèbre sous l’opérade C1. On dispose donc d’une opération associative à
homotopie près qui peut s’interpréter comme la concaténation de deux longs entrelacs à k brins.

Figure 4.5 – Exemple de la concaténation de deux longs entrelacs à 3 brins.

Comme on peut le voir sur la figure 4.5, il semble difficile de permuter les deux entrelacs à cause de
l’enchevêtrement des brins. Il existe néanmoins un cas de figure où la concaténation est commutative à
homotopie près. On introduit le morphisme d’algèbres associatives à homotopie près :

Embc(R ; Rn) −→ Embc(
k⊔

i=1

R ; Rn), (4.8)

qui consiste à prendre k répliques du même long nœud. L’application (4.8), ainsi définie, est centrale à
homotopie près. Cela signifie que la concaténation de deux entrelacs commute à homotopie près si l’un
d’eux provient d’un long nœud. Cela suggère que le couple formé par les longs nœuds et entrelacs est
une SC2-algèbre.

Figure 4.6 – Illustration de la commutativité avec le nœud de trèfle.
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Munson et Volić ont remarqué dans [35] que l’étude des longs entrelacs à k brins consistait à itérer k
fois les constructions introduites par Sinha dans [41, 42, 43]. L’analogue des espaces cosimpliciaux, dans
le cas des entrelacs à k brins, est la notion d’espace k-cosimplicial.

Définition 4.3.1. On note (∆)k le produit k fois itéré de la catégorie∆. Un espace k-cosimplicial est la donnée
d’un foncteur covariant de (∆)k vers les espaces topologiques. S’il n’y a pas d’ambiguïté sur l’entier k, on
notera X

−→• un espace k-cosimplicial. C’est donc la donnée d’une famille d’espaces :

X[−→p ], avec [−→p ] = ([p1], . . . , [pk]) ∈ (∆)k,

munie d’applications, appelées cofaces et codégénérescences, notées :

⊲ X
−→• (id, . . . , di

j, . . . , id) : X([p1],...,[pk]) −→ X([p1],...,[p j+1],...,[pk]) pour j ∈ {1, . . . , k} et i ∈ {0, . . . , , p j + 1},

⊲ X
−→• (id, . . . , si

j, . . . , id) : X([p1],...,[pk]) −→ X([p1],...,[p j−1],...,[pk]) pour j ∈ {1, . . . , k} et i ∈ {0, . . . , , p j − 1},

vérifiant des relations semblables aux relations cosimpliciales.

Exemple 4.3.2. Si X• est un espace cosimplicial alors X
−→• désigne l’espace k-cosimplicial :

X[−→p ] = Xp1 × · · · × Xpk , avec [−→p ] = ([p1], . . . , [pk]) ∈ (∆)k.

En particulier, ∆
−→• est l’espace k-cosimplicial obtenu à partir des simplexes. Inversement, si X

−→• est un
espace k-cosimplicial alors on introduit l’espace cosimplicial diagonal :

Diag(X
−→• )n := X([n],...,[n]), pour n ≥ 0.

Les cofaces et les codégénérescences sont définies de la façon suivante :

⊲ di : Diag(X
−→• )n → Diag(X

−→• )n+1 ; x 7→ X
−→• (di, . . . , di)(x), pour i ∈ {0, . . . ,n + 1},

⊲ si : Diag(X
−→• )n → Diag(X

−→• )n−1 ; x 7→ X
−→• (si, . . . , si)(x), pour i ∈ {0, . . . ,n − 1}.

Définition 4.3.3. La k-totalisation d’un espace k-cosimplicial, noté Totk(X
−→• ), est l’espace des transforma-

tions naturelles de ∆
−→• vers X

−→• . On notera hoTotk le foncteur dérivé associé à la k-totalisation.

Proposition 4.3.4. [52, Proposition 8.1] Soit X
−→• un espace k-cosimplicial. L’application diagonale ∆ → (∆)k

induit une équivalence faible :
sTot(Diag(X

−→• )) ≃ hoTotk(X
−→• ).

Définition 4.3.5. Soient O une opérade symétrique multiplicative et η : As → O le morphisme d’opé-
rades associé. A partir de O, on définit l’espace k-cosimplicial O

−→•
2 :

O[−→p ]
2 = O(p1 + · · · + pk), avec [−→p ] = ([p1], . . . , [pk]) ∈ (∆)k.

Les cofaces et codégénérescences sont données par les formules :

⊲ O
−→•
2 (id, . . . , si

j, . . . , id) : O(p1 + · · · + pk)→ O(p1 + · · · + (p j − 1) + · · · + pk),

x 7→ x ◦p1···+p j−1+i+1 η(∗0),

⊲ O
−→•
2 (id, . . . , di

j, . . . , id) : O(p1 + · · · + pk)→ O(p1 + · · · + (p j + 1) + · · · + pk),

x 7→



( η(∗2) ◦2 x) · σ[p1 + · · · + p j−1] si i = 0,

x ◦p1+···+p j−1+i η(∗2) si i ∈ {1, . . . , p j},

( η(∗2) ◦1 x) · σ[p1 + · · · + p j] si i = p j + 1.

avec σ[i] la permutation définie par :

σ[i]( j) =



i si j = 1,
j − 1 si 1 < j ≤ i,

j si i < j.
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Munson et Volić ont montré que la k-totalisation homotopique de l’espace k-cosimplicial provenant
du produit de (Kn)

−→•
2 et (Sn−1)

−→• est faiblement équivalent à l’espace des longs entrelacs. D’après ce qui
précède, on a les équivalences faibles :

Embc(
k⊔

i=1

R ; Rn) ≃ hoTotk

(
(Kn)

−→•
2 × (Sn−1)

−→•
)
≃ sTot

(
Diag( (Kn)

−→•
2 × (Sn−1)

−→• )
)
.

Comme dans le cas des longs nœuds, l’espace cosimplicial Diag((Kn)
−→•
2 × (Sn−1)

−→• ) ne peut pas provenir
d’une opérade multiplicative ou d’un bimodule pointé à cause du facteur (Sn−1)

−→• . On va donc regarder
l’espace des entrelacs à k brins modulo les longues immersions :

Lk ; n := ho f ib
(

Embc(
k⊔

i=1

R ; Rn) −→ Immc(
k⊔

i=1

R ; Rn)
)
.

En prenant la fibre homotopique, on élimine le facteur (Sn−1)
−→• . On obtient ainsi le résultat suivant :

Théorème 4.3.6. [35, Théorème 5.17] Lorsque n > 3, Lk ; n est faiblement équivalent à sTot(Diag((Kn)
−→•
2 )).

Par ailleurs,Kn est une opérade symétrique multiplicative. D’après la proposition 4.2.4, le bimodule
Φk(Kn) est pointé et possède donc une structure cosimpliciale. La proposition qui suit permet d’identifier
la semi-totalisation de Φk(Kn) à l’espace des entrelacs Lk ; n.

Théorème 4.3.7. Si n > 3 alors le couple (L1 ; n ; Lk ; n) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite :
(
Ω2Operadh(As>0 ; Kn) ; Ω2

(
Operadh(As>0 ; Kn) ; Operadh

{o ; c}(Act>0 ; Θ)
) )
,

avec Θ l’opérade pointée obtenue à partir du couple (Kn ; Φk(Kn)) via la construction 4.6.

Démonstration. Comme Kn est une opérade symétrique multiplicative, Φk(Kn) possède une structure
cosimpliciale. Remarquons alors que les objetsΦk(Kn) et Diag((Kn)

−→•
2 ) sont isomorphes en tant qu’espaces

cosimpliciaux. En effet, on a les égalités suivantes :

Diag((Kn)
−→•
2 )i = (Kn)([i],...,[i])

2 = Kn(i × k) = Φk(Kn)(i).

et les structures cosimpliciales coïncident. Il suffit d’appliquer le théorème 4.2.5 au couple (Kn ; Φk(Kn))
pour obtenir le résultat. �
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5
Suites spectrales associées à une opérade pointée

A tout espace semi-cosimplicial X•, on peut associer un espace vectoriel différentiel gradué en
prenant l’homologie singulière de la semi-totalisation sTot(X•). On peut aussi lui associer l’homologie
de Hochschild du bicomplexe {Cs

p(Xq)}p,q≥0 (voir la définition 1.5.8) que l’on notera HH∗(X•). Dans [7],
Bousfield explicite un morphisme entre ces deux objets :

ϕ : H∗(sTot(X•)) −→ HH∗(X•), (5.1)

et énonce les conditions pour que ϕ soit un isomorphisme. Si l’espace semi-cosimplicial provient d’une
opérade multiplicative alors sTot(X•) est faiblement équivalent à une C2-algèbre. Par conséquent, l’ho-
mologie singulière possède une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakaï dans [38].
Sous les même conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans [19] que l’homologie de Hochschild
possède aussi une structure de Gerstenhaber explicite. De plus, l’application (5.1) est un morphisme
d’algèbres de Gerstenhaber.

La suite spectrale de Bousfield permet de calculer l’homologie singulière de la semi-totalisation
sTot(X•). Si l’espace semi-cosimplicial provient d’une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sède une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule l’homologie singulière en tant qu’algèbre de Gerstenhaber. Comme l’explique Salvatore
dans [40], il est important de comprendre le morphisme (5.1) car la page E2 de la suite spectrale de
Bousfield correspond à l’homologie de Hochschild.

Dans ce chapitre, on va étendre ces résultats au cas coloré. A partir d’un couple d’espaces semi-
cosimpliciaux (X•c ; X•o ), on dispose des couples d’espaces vectoriels différentiels gradués :

( H∗(sTot(X•c )) ; H∗(sTot(X•o )) ) et ( HH∗(X•c ) ; HH∗(X•o ) ), (5.2)

correspondant respectivement aux homologie singulières et aux homologies de Hochschild. On montrera
que si le couple d’espaces semi-cosimpliciaux provient d’une opérade pointée alors les deux couples
d’homologies (5.2) possèdent une structure de sc2-algèbre explicite et que l’application de Bousfield in-
duit un morphisme de sc2-algèbres. On termine ce chapitre par l’étude des suites spectrales de Bousfield.
On énonce notamment un critère permettant de faire le lien entre le couple d’homologies singulières issu
d’une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E2 des suites spectrales de Bousfield.

5.1 Structure de sc2-algèbre sur le couple d’homologies singulières

Soient O une {o ; c}-opérade et η : Act → O un morphisme de {o ; c}-opérades. On désignera par
(Oc ; Oo) le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé à l’application η (voir l’exemple 1.2.3). D’après
le théorème 3.4.3, le couple d’espaces (sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre.
Par conséquent, le couple d’espaces vectoriels gradués :

( H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo)) ),

est une sc2-algèbre. L’objectif de cette section est de construire explicitement cette structure. Comme
sTot(Oc) a le type d’homotopie d’un espace de lacets double, H∗(sTot(Oc)) est une algèbre de Gerstenhaber
composée d’un crochet de Lie [− ; −] de degré 1 et d’un produit commutatif − ∗ − de degré 0 :
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⊲ [− ; − ] : Hp(sTot(Oc)) ⊗Hq(sTot(Oc))→ Hp+q+1(sTot(Oc)),

⊲ − ∗ − : Hp(sTot(Oc)) ⊗Hq(sTot(Oc))→ Hp+q(sTot(Oc)).

D’un autre coté, l’espace sTot(Oo) a le type d’homotopie d’un espace de lacets simple, ce qui induit
un produit associatif − ∗i − de degré 0 en homologie. Enfin, le morphisme cosimplicial Oc → Oo

fournit, en homologie, une structure de module à gauche − ∗e − de degré 0 sous l’algèbre commutative
(H∗(sTot(Oc)) ; − ∗ −) :

⊲ − ∗i − : Hp(sTot(Oo)) ⊗Hq(sTot(Oo))→ Hp+q(sTot(Oo)),

⊲ − ∗e − : Hp(sTot(Oc)) ⊗Hq(sTot(Oo))→ Hp+q(sTot(Oo)).

Notons que le crochet [−;−] a déjà été construit par Sakaï [38]. Cependant, comme on utilise pleinement
cette construction dans la suite du chapitre et afin de faciliter la compréhension, on prend le parti de
rappeler les détails de la construction.

5.1.1 Construction du crochet de degré 1

Afin de simplifier les définitions, on va modifier légèrement les notations usuelles que l’on retrouve
dans le reste de la thèse. Dans ce qui suit on a les conventions suivantes :

S1 := [−1 , 1]/{−1 ∼ 1} et ∆n = {(t1, · · · , tn) ∈ [−1 ; 1]n | ti ≤ t j si i < j}.

Les opérations cofaces de ∆• sont maintenant données par les formules :

di : ∆n → ∆n+1 ; (t1, . . . , tn) 7→



(−1, t1, . . . , tn), si i = 0,
(t1, . . . , ti, ti, . . . , tn), si i ∈ {1, . . . ,n},
(t1, . . . , tn, 1), si i = n + 1.

A homéomorphisme près, ces notations coïncident avec les notations usuelles. Le crochet de degré 1 est
obtenu en prenant l’homologie de l’application continue :

λ1 : S1 × sTot(Oc)×2 → sTot(Oc).

Soient f1, f2 deux éléments de sTot(Oc) et τ un point de [−1 , 1]. On commence par définir l’application
λ1(τ ; f1 ; f2)0 comme un recollement de polytopes de dimension 1 :

λ1(τ; f1; f2)0 : ∆0 −→ O(0 ; c) ; ∗ 7→
{

f 1
2 (2τ − 1) ◦1 f 0

1 (∗), si τ ≥ 0,

f 1
1 (2τ + 1) ◦1 f 0

2 (∗), si τ ≤ 0.

La continuité en τ = 0 et le passage au quotient {−1 ∼ 1} sont bien définis grâce à la structure opéradique
de Oc. Afin de comprendre le problème de continuité et le rôle de la structure opéradique de Oc, on
va donner les détails des preuves de la construction de λ1(τ ; f1 ; f2)1 : ∆1 → O(1 ; c). Il y a deux cas à
considérer :

⊲ Si −1 6 τ 6 0 alors on définit λ1(τ ; f1 ; f2)1(t) = f 2+i0−i1
1 (u1) ◦i0+1 f i1−i0

2 (u2) avec :

(i0 , i1) =



(1 ; 1), si t < τ,
(0 ; 1), si τ 6 t < 1 + τ,
(0 ; 0), si 1 + τ 6 t,

et (u1 , u2) =



[(2t + 1 , 1 + 2τ) ; ∗], si t < τ,
[(2τ + 1) ; (2(t − τ) − 1)], si τ 6 t < 1 + τ,
[(1 + 2τ , 2t − 1) ; ∗], si 1 + τ 6 t.

⊲ Si 0 6 τ 6 1 alors on définit λ1(τ ; f1 ; f2)1(t) = f 2+ j0− j1
2 (v1) ◦ j0+1 f j1− j0

1 (v2) avec :

( j0 , j1) =



(1 ; 1), si t < τ − 1,
(0 ; 1), si τ − 1 6 t < τ,
(0 ; 0), si τ 6 t,

et (v1 , v2) =



[(2t + 1 , 2τ − 1) ; ∗], si t < τ − 1,
[(2τ − 1) ; (2(t − τ) + 1)], si τ − 1 6 t < τ,
[(2τ − 1 , 2t − 1) ; ∗], si τ 6 t.

Lemme 5.1.1. L’application λ1(τ ; f1 ; f2)1 est bien définie.
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Démonstration. L’application λ1(τ ; f1 ; f2)1 est construite comme un recollement de polytopes de dimen-
sion 2, comme l’illustre la figure 5.1. On va utiliser la structure opéradique de Oc pour montrer que
l’application est bien continue.

Figure 5.1 – Illustration du recollement des polytopes.

⊲ La continuité lorsque −1 < τ < 0 :

si t = τ : f 2
1 (2t + 1 , 2t + 1) ◦2 f 0

2 (∗)

= f 2
1 ((2t + 1) ◦1 ∗2 ; c) ◦2 f 0

2 (∗)

= f 1
1 (2t + 1) ◦1 (∗2 ; c ◦2 f 0

2 (∗))

= f 1
1 (2t + 1) ◦1 f 1

2 (−1),

si t = 1 + τ : f 2
1 (2τ + 1 , 2τ + 1) ◦1 f 0

2 (∗)

= f 2
1 ((2τ + 1) ◦1 ∗2 ; c) ◦1 f 0

2 (∗)

= f 1
1 (2τ + 1) ◦1 (∗2 ; c ◦1 f 0

2 (∗))

= f 1
1 (2τ + 1) ◦1 f 1

2 (1).

⊲ La continuité lorsque 0 < τ < 1 :

si t = τ − 1 : f 2
2 (2τ − 1 , 2τ − 1) ◦2 f 0

1 (∗)

= f 2
2 ((2τ − 1) ◦1 ∗2 ; c) ◦2 f 0

1 (∗)

= f 1
2 (2τ − 1) ◦1 (∗2 ; c ◦2 f 0

1 (∗))

= f 1
2 (2τ − 1) ◦1 f 1

1 (−1),

si t = τ : f 2
2 (2τ − 1 , 2τ − 1) ◦1 f 0

1 (∗)

= f 2
2 ((2τ − 1) ◦1 ∗2 ; c) ◦1 f 0

1 (∗)

= f 1
2 (2τ − 1) ◦1 (∗2 ; c ◦1 f 0

1 (∗))

= f 1
2 (2τ − 1) ◦1 f 1

1 (1).

⊲ La continuité au voisinage de τ = 0 :

λ1( 0− ; f1 ; f2)1 =

{
f 2
1 (2t + 1 , 1) ◦2 f 0

2 (∗), t ≤ 0,

f 1
1 (1) ◦1 f 1

2 (2t − 1), t ≥ 0,
=

{
∗2 ; c( f 1

1 (2t + 1) ; f 0
2 (∗)), t ≤ 0,

∗2 ; c( f 0
1 (∗) ; f 1

2 (2t − 1), t ≥ 0,

=

{
f 1
2 (−1) ◦1 f 1

1 (2t + 1), t ≤ 0,

f 2
2 (−1 , 2t − 1) ◦1 f 0

1 (∗), t ≥ 0,
= λ1( 0+ ; f1 ; f2)1.

⊲ Le passage au quotient −1 ∼ 1 :

λ1(−1 ; f1 ; f2)1 =

{
f 1
1 (−1) ◦1 f 1

2 (2t + 1), t ≤ 0,

f 2
1 (−1 , 2t − 1) ◦1 f 0

2 (∗), t ≥ 0,
=

{
∗2 ; c( f 1

2 (2t + 1) ; f 0
1 (∗)), t ≤ 0,

∗2 ; c( f 0
2 (∗) ; f 1

1 (2t − 1), t ≥ 0,

=

{
f 2
2 (2t + 1 , 1) ◦2 f 0

1 (∗), t ≤ 0,

f 1
2 (1) ◦1 f 1

1 (2t − 1), t ≥ 0,
= λ1( 1 ; f1 ; f2)1.

�
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L’application λ1(τ ; f1 ; f2)n : ∆n → O(n ; c) est construite comme un recollement de polytopes de
dimension n + 1 en utilisant la structure opéradique de Oc. Comme dans le cas n = 1, on divise la
construction en deux parties :

⊲ Si −1 ≤ τ ≤ 0 alors on définit :

λ1(τ ; f1 ; f2)n(t1, . . . , tn) = f n+i0−i1+1
1 (u1(τ ; t1, . . . , tn)) ◦i0+1 f i1−i0

2 (u2(τ ; t1, . . . , tn)),

avec
{

i0 = min{ i | ti+1 ≥ τ },

i1 = min{ i | ti+1 ≥ 1 + τ },
et

{
u1(τ; t1, . . . , tn ) = (2t1 + 1, ..., 2ti0 + 1, 1 + 2τ, 2ti1+1 − 1, ..., 2tn − 1),

u2(τ ; t1, . . . , tn ) = (2ti0+1 − 2τ − 1 , ... , 2ti1 − 2τ − 1).

⊲ Si 0 ≤ τ ≤ 1 alors on définit :

λ1(τ ; f1 ; f2)n(t1, . . . , tn) = f n+ j1− j0+1
2 (v1(τ ; t1, . . . , tn)) ◦ j0+1 f j1− j0

1 (v2(τ ; t1, . . . , tn)),

avec
{

j0 = min{ j | t j+1 ≥ τ − 1 },

j1 = min{ j | t j+1 ≥ τ },
et

{
v1(τ; t1, . . . , tn ) = (2t1 + 1, ..., 2t j0 + 1, 2τ − 1, 2t j1+1 − 1, ..., 2tn − 1),

v2(τ ; t1, . . . , tn ) = (2t j0+1 − 2τ + 1 , ... , 2t j1 − 2τ + 1).

Par convention, si ∀i, ti < τ (resp. ∀ j, t j < τ − 1) alors on pose i0 = n (resp j0 = n).
Lemme 5.1.2. La famille d’applications {λ1(τ ; f1 ; f2)n}n≥0 est un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration. La preuve, du fait que les applications λ1(τ ; f1 ; f2)n soient bien définies, est similaire au
cas n = 1. On va uniquement vérifier les axiomes liés à la structure semi-cosimpliciale :

λ1(τ ; f1 ; f2)n+1 ◦ di = di ◦ λ1(τ ; f1 ; f2)n, pour i ∈ {0, . . . ,n + 1}.

A cause de la symétrie associée à la construction des applications, on peut se restreindre au cas où
0 ≤ τ ≤ 1. Pour j0 et j1 associés à (t1, . . . , tn) ∈ ∆n, on a les égalités suivantes :
⊲ Lorsque i = 0 :
λ1(τ ; f1 ; f2)n+1( d0(t1, . . . , tn) ) = f n+ j1− j0+2

2 (−1, v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+2 f j1− j0
1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

=
[
∗2 ; c ◦2 f n+ j1− j0+1

2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) )
]
◦ j0+2 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

= ∗2 ; c ◦2

[
f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+1 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )
]

= d0(λ1(τ ; f1 ; f2)n(t1, . . . , tn) ).

⊲ Lorsque i = n + 1 :
λ1(τ ; f1 ; f2)n+1( dn+1(t1, . . . , tn) )= f n+ j1− j0+2

2 ( v1(τ; t1, . . . , tn), 1 ) ◦ j0+2 f j1− j0
1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

=
[
∗2 ; c ◦1 f n+ j1− j0+1

2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) )
]
◦ j0+2 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

= ∗2 ; c ◦1

[
f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+1 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )
]

= dn+1(λ1(τ ; f1 ; f2)n(t1, . . . , tn) ).

⊲ Lorsque 0 < i ≤ j0 :
λ1(τ ; f1 ; f2)n+1( di(t1, . . . , tn) ) = f n+ j1− j0+2

2 ( v1(τ; t1, . . . , ti, ti, . . . , tn) ) ◦ j0+2 f j1− j0
1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

=
[

f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦i ∗2 ; c

]
◦ j0+2 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

=
[

f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+1 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )
]
◦i ∗2 ; c

= di(λ1(τ ; f1 ; f2)n(t1, . . . , tn) ).

⊲ Lorsque j0 < i ≤ j1 :
λ1(τ ; f1 ; f2)n+1( di(t1, . . . , tn) ) = f n+ j1− j0+1

2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+1 f j1− j0+1
1 ( v2(τ; t1, . . . , ti, ti, . . . , tn) )

= f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+1

[
f j1− j0
1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) ) ◦i− j0 ∗2 ; c

]

=
[

f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+1 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )
]
◦i ∗2 ; c

= di(λ1(τ ; f1 ; f2)n(t1, . . . , tn) ).

⊲ Lorsque j1 < i < n + 1 :
λ1(τ ; f1 ; f2)n+1( di(t1, . . . , tn) ) = f n+ j1− j0+2

2 ( v1(τ; t1, . . . , ti, ti, . . . , tn) ) ◦ j0+1 f j1− j0
1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

=
[

f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦i− j0− j1+1 ∗2 ; c

]
◦ j0+1 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )

=
[

f n+ j1− j0+1
2 ( v1(τ; t1, . . . , tn) ) ◦ j0+1 f j1− j0

1 ( v2(τ; t1, . . . , tn) )
]
◦i ∗2 ; c

= di(λ1(τ ; f1 ; f2)n(t1, . . . , tn) ). �
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En utilisant ce générateur ainsi que le morphisme de Eilenberg-MacLane (voir la proposition 1.5.6)
et comme H1(S1) = Z, l’application λ1 induit une opération de degré 1 en homologie :

[− ; − ] : Hp(sTot(Oc)) ⊗Hq(sTot(Oc))→ Hp+q+1(sTot(Oc)). (5.3)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : ∆p → sTot(Oc) et g2 : ∆q → sTot(Oc),

alors [g1 ; g2] est définie comme une somme d’applications :

[g1 ; g2] :=
∑

σ∈Sh1;p;q

ε(σ)
{
∆p+q+1

Sσ
// ∆1 × ∆p × ∆q

id×g1×g2

// ∆1 × sTot(Oc)×2
λ1

// sTot(Oc)
}
.

Comme l’espace C2(2) est faiblement équivalent au cercle S1, l’application (5.3) est le crochet recherché.

5.1.2 Construction du produit commutatif

L’application λ1 fournit aussi, en homologie, une opération de degré 0 qui correspond au produit
commutatif. Pour la suite du chapitre, on donne une construction de ce produit. On commence par
définir l’application continue :

λ2 : sTot(Oc) × sTot(Oc)→ sTot(Oc).

Soient f1 et f2 deux éléments de sTot(Oc). On définit alors :

λ2( f1 ; f2)n : ∆n −→ O(n ; c);
(t1, . . . , tn) 7−→ ∗2 ; c

(
f l
1(2t1 + 1, . . . , 2tl + 1) ; f n−l

2 (2tl+1 − 1, . . . , 2tn − 1)
)
,

avec tl ≤ 0 < tl+1. L’application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structureAs>0-bimodule de Oc, comme l’illustre la figure 5.2 dans le cas n = 2.

Figure 5.2 – Illustration du recollement de polytope pour n = 2.

Comme on a l’égalité λ2( f1 ; f2) = λ1(0 ; f1 ; f2), l’application λ2 est bien définie. En prenant l’homologie
singulière de cette application, on obtient une opération de degré 0 :

− ∗− : Hp(sTot(Oc)) ⊗Hq(sTot(Oc))→ Hp+q(sTot(Oc)). (5.4)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : ∆p → sTot(Oc) et g2 : ∆q → sTot(Oc),

alors g1 ∗ g2 est définie comme une somme d’applications :

g1 ∗ g2 :=
∑

σ∈Shp;q

ε(σ)
{
∆p+q

Sσ
// ∆p × ∆q

g1×g2

// sTot(Oc) × sTot(Oc)
λ2

// sTot(Oc)
}
.
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Proposition 5.1.3. Les opérations (5.3) et (5.4) font de H∗(sTot(Oc)) une algèbre de Gerstenhaber.

Démonstration. La preuve du fait que l’application (5.3) est bien le crochet de Lie recherché est faite par
Sakaï dans [38]. Pour la suite, on a besoin de la démonstration de la commutativité du produit (5.4).
Dans un premier temps, on montre que l’application λ2 est associative à homotopie près. Soient f1, f2 et
f3 des points de l’espace sTot(Oc). On commence par décrire l’application :

λ2(λ2(− ; −) ; −) : sTot(Oc)×3 −→ sTot(Oc). (5.5)

Le morphisme semi-cosimplicial λ2(λ2( f1 ; f2) ; f3)n : ∆n → O(n ; c) envoie un élément (t1, . . . , tn) vers :

∗3 ; c

(
f i
1(4t1 + 3 , . . . , 4ti + 3) ; f j

2(4ti+1 + 1 , . . . , 4ti+ j + 1) ; f n−i− j
3 (2ti+ j+1 − 1 , . . . , 2tn − 1)

)
,

avec ti ≤ −1/2 < ti+1 ≤ ti+ j ≤ 0 < ti+ j+1. D’un autre coté, on a l’application :

λ2(− ; λ2(− ; −)) : sTot(Oc)×3 −→ sTot(Oc). (5.6)

Le morphisme semi-cosimplicial λ2( f1 ; λ2( f2 ; f3))n : ∆n → O(n ; c) envoie un élément (t1, . . . , tn) vers :

∗3 ; c

(
f p
1 (2t1 + 1 , . . . , 2tp + 1) ; f q

2 (4tp+1 − 1 , . . . , 4tp+q − 1) ; f n−p−q
3 (4ti+ j+1 − 3 , . . . , 4tn − 3)

)
,

avec tp ≤ 0 < tp+1 ≤ tp+q ≤ 1/2 < tp+q+1. On dispose d’une homotopie H• : ∆• × [0 , 1]→ ∆• définie par :

Hn : ∆n × [0 , 1]→ ∆n ; (t1, . . . , tn) ; u 7→ (t′1, . . . , t
′
n),

avec

t′i :=



(1 − u)ti +
u(ti − 1)

2
si ti ≤ 0,

(1 − u)ti +
u(2ti − 1)

2
si 0 < ti ≤ 1/2,

(1 − u)ti + u(2ti − 1) si 1/2 < ti.

L’homotopie est bien définie et, pour u ∈ [0 , 1] fixé, H• est un morphisme semi-cosimplicial. Au final,
l’application qui suit définit une homotopie entre (5.5) et (5.6) :

H1 : sTot(Oc)×3 × [0 , 1] −→ sTot(Oc),
( f1 ; f2 ; f3) ; u 7−→ H1( f1 ; f2 ; f3 ; u),

avec
H1( f1 ; f2 ; f3 ; u)n(t1, . . . , tn) = λ2(λ2( f1 ; f2) ; f3)n(Hn((t1, . . . , tn) ; u)).

Contrairement à l’associativité qui dépendait uniquement de la structure As>0-bimodule sur Oc, la
commutativité à homotopie près de l’application λ2 est due à la structure opéradique de Oc. En effet,
remarquons que l’on a les égalités suivantes :

λ1(0 ; f1 ; f2) = λ2( f1 ; f2) et λ1(1 ; f1 ; f2) = λ2( f2 ; f1).

Par conséquent, l’homotopie entre λ2( f1 ; f2) et λ2( f2 ; f1) est donnée par la formule :

H : sTot(Oc)×2 × [0 , 1] −→ sTot(Oc),
( f1 ; f2) ; t 7−→ λ1(t ; f1 ; f2).

�

Remarque 5.1.4. Pour définir l’application λ2 et dans la démonstration de l’associativité de l’application
(5.4), on a uniquement utilisé la structure de bimodule sous l’opérade associative de Oc. Par conséquent,
si X• est un espace semi-cosimplicial provenant d’un bimodule pointé alors H∗(sTot(X•)) est une algèbre
associative dont l’opération est donnée par l’homologie de l’application λ2.
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5.1.3 Construction du produit associatif

La structure d’algèbre associative sur H∗(sTot(Oo)) se construit de manière similaire au produit com-
mutatif de H∗(sTot(Oc)). On commence par définir une application continue :

λ3 : sTot(Oo) × sTot(Oo)→ sTot(Oo).

Soient f1 et f2 deux éléments de sTot(Oo). On définit alors :

λ3( f1 ; f2)n : ∆n −→ O(n + 1 ; o);
(t1, . . . , tn) 7−→ f l

1(2t1 + 1, . . . , 2tl + 1) ◦l+1 f n−l
2 (2tl+1 − 1, . . . , 2tn − 1),

avec tl ≤ 0 < tl+1. L’application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structure opéradique de O. Comme dans le cas précédent, l’application λ3 est bien définie et
induit le produit associatif recherché en homologie :

− ∗i − : Hp(sTot(Oo)) ⊗Hq(sTot(Oo))→ Hp+q(sTot(Oo)). (5.7)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : ∆p → sTot(Oo) et g2 : ∆q → sTot(Oo),

alors g1 ∗i g2 est définie comme une somme d’applications :

g1 ∗i g2 :=
∑

σ∈Shp;q

ε(σ)
{
∆p+q

Sσ
// ∆p × ∆q

g1×g2

// sTot(Oo) × sTot(Oo)
λ3

// sTot(Oo)
}
.

5.1.4 Construction du module à gauche

La structure de module à gauche sur H∗(sTot(Oo)) se construit de manière similaire au produit
commutatif de H∗(sTot(Oc)). On commence par définir une application continue :

λ4 : sTot(Oc) × sTot(Oo)→ sTot(Oo).

Soient f1 un point de sTot(Oc) et f2 un point de sTot(Oo). On définit alors :

λ4( f1 ; f2)n : ∆n −→ O(n + 1 ; o);
(t1, . . . , tn) 7−→ ∗2 ; o

(
f l
1(2t1 + 1, . . . , 2tl + 1) ; f n−l

2 (2tl+1 − 1, . . . , 2tn − 1)
)
,

avec tl ≤ 0 < tl+1. L’application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant l’action de l’opérade Oc sur le bimodule Oo. Comme dans le cas précédent, l’application λ4 est
bien définie et induit la structure de module recherchée en homologie :

− ∗e − : Hp(sTot(Oc)) ⊗Hq(sTot(Oo))→ Hp+q(sTot(Oo)). (5.8)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : ∆p → sTot(Oc) et g2 : ∆q → sTot(Oo),

alors g1 ∗e g2 est définie comme une somme d’applications :

g1 ∗e g2 :=
∑

σ∈Shp;q

ε(σ)
{
∆p+q

Sσ
// ∆p × ∆q

g1×g2

// sTot(Oc) × sTot(Oo)
λ4

// sTot(Oo)
}
.

Proposition 5.1.5. Les opérations (5.3), (5.4), (5.7) et (5.8) induisent une structure de sc2-algèbre sur le couple :

( H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo)) ).

Démonstration. On sait déjà que les opérations (5.2) et (5.4) induisent une structure de Gerstenhaber
sur H∗(sTot(Oc)). De plus, les vérifications de l’associativité de l’opération (5.7) et l’axiome de module à
gauche pour l’opération (5.8) sont identiques à la première partie de la preuve de la proposition 5.1.2. �

Remarque 5.1.6. Pour définir l’application λ4, on a uniquement besoin de la structure bimodule pointé de
O. Par conséquent, si un couple d’espaces semi-cosimpliciaux (X•c ; X•o ) provient d’un bimodule pointé
alors le théorème 3.1.6 affirme que le couple ( H∗(sTot(X•c )) ; H∗(sTot(X•o )) ) est une sc1-algèbre dont le
produit associatif et la structure de module à gauche proviennent de l’homologie des application λ2 et
λ4 respectivement.
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5.2 Structure de sc2-algèbre sur le couple d’homologies de Hochschild

D’après la définition 1.5.8, l’homologie de Hochschild associée à un espace semi-cosimplicial X• est
obtenue à partir du bicomplexe {Cs

p(Xq)}p,q≥0. On dispose de deux différentielles :

∂ : Cs
p(Xq) −→ Cs

p−1(Xq) ;
{
f : ∆p → Xq} 7−→

p∑

i=0

(−1)i

{
∆p−1

di
// ∆p

f
// Xq

}
,

δ : Cs
p(Xq) −→ Cs

p(Xq+1) ;
{
f : ∆p → Xq} 7−→

q+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p

f
// Xq

di
// Xq+1

}
.

On introduit ainsi le complexe de Hochschild :

Cp(X•) :=
∏

l≥0

Cs
p+l(X

l) et d = ∂ + (−1)p+1δ, avec p ∈ Z.

Définition 5.2.1. Soit X• un espace semi-cosimplicial. On note HH∗(X•) l’homologie du complexe de
chaines (C∗(X•) ; d).

Soient O une {o ; c}-opérade et η : Act → O un morphisme de {o ; c}-opérades. On désignera par
(Oc ; Oo) le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé à l’applicationη (voir l’exemple 1.2.3). Comme Oc

provient d’une opérade multiplicative, Gerstenhaber et Voronov ont démontré dans [19] que l’homologie
de Hochschild HH∗(Oc) possède une structure de Gerstenhaber explicite. De même, on va montrer que
le couple ( HH∗(Oc) ; HH∗(Oo) ) possède une structure de sc2-algèbre explicite.

5.2.1 Construction du crochet de degré 1

En utilisant la structure opéradique de Oc, on construit une opération de degré 1 :

[− ; −] : HHp(Oc) ⊗HHq(Oc) −→ HHp+q+1(Oc). (5.9)

Si on se donne deux morphismes :

g•1 := { gl
1 : ∆p+l → O(l ; c) }l≥0 ∈

∏

l≥0

Cs
p+l(O

l
c) et g•2 := { gl

2 : ∆q+l → O(l ; c) }l≥0 ∈
∏

l≥0

Cs
q+l(O

l
c),

alors [g•1 ; g•2] est défini sur le facteur Cs
p+q+l+1(Ol

c) via la formule :

∑

r+s=l




∑

σ∈Shp+r+1 ; q+s

ε(σ)
r+1∑

i=1

(−1)ε
 ∆

p+q+l+1
Sσ

// ∆p+r+1 × ∆q+s
gr+1

1 ×gs
2

// Or+1
c ×Os

c ◦i
// Ol

c



+(−1)(p+1)(q+1)
∑

σ∈Shq+r+1 ; p+s

ε(σ)
r+1∑

i=1

(−1)ε
′

 ∆
p+q+l+1

Sσ
// ∆q+r+1 × ∆p+s

gr+1
2 ×gs

1

// Or+1
c ×Os

c ◦i
// Ol

c




 ,

avec ε = (s − 1)(i − 1) + r(q + s) et ε′ = (s − 1)(i − 1) + r(p + s).

5.2.2 Construction du produit commutatif

En utilisant la structure de bimodule sous l’opérade associative de Oc, on construit l’opération :

− ∗− : HHp(Oc) ⊗HHq(Oc) −→ HHp+q(Oc). (5.10)

Si on se donne deux morphismes :

g•1 := { gl
1 : ∆p+l → O(l ; c) }l≥0 ∈

∏

l≥0

Cs
p+l(O

l
c) et g•2 := { gl

2 : ∆q+l → O(l ; c) }l≥0 ∈
∏

l≥0

Cs
q+l(O

l
c),

alors g•1 ∗ g•2 est défini sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
c) via la formule :

∑

r+s=l

∑

σ∈Shp+r ; q+s

ε(σ)
{
∆p+q+l

Sσ
// ∆p+r × ∆q+s

gr
1×gs

2

// Or
c ×Os

c ∗2 ; c(− ;−)
// Ol

c

}
.
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5.2.3 Construction du produit associatif

En utilisant la structure de bimodule sous l’opérade associative de Oo, on construit l’opération :

− ∗i − : HHp(Oo) ⊗HHq(Oo) −→ HHp+q(Oo). (5.11)

Si on se donne deux morphismes :

g•1 := { gl
1 : ∆p+l → O(l + 1 ; o) }l≥0 ∈

∏

l≥0

Cs
p+l(O

l
o) et g•2 := { gl

2 : ∆q+l → O(l + 1 ; o) }l≥0 ∈
∏

l≥0

Cs
q+l(O

l
o),

alors g•1 ∗i g•2 est défini sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
o) via la formule :

∑

r+s=l

∑

σ∈Shp+r ; q+s

ε(σ)
{
∆p+q+l

Sσ
// ∆p+r × ∆q+s

gr
1×gs

2

// Or
o ×Os

o ◦r+1
// Ol

o

}
.

5.2.4 Construction du module à gauche

En utilisant l’action du bimodule Oc sur Oo, on construit l’opération :

− ∗e − : HHp(Oc) ⊗HHq(Oo) −→ HHp+q(Oo). (5.12)

Si on se donne deux morphismes :

g•1 := { gl
1 : ∆p+l → O(l ; c) }l≥0 ∈

∏

l≥0

Cs
p+l(O

l
c) et g•2 := { gl

2 : ∆q+l → O(l + 1 ; o) }l≥0 ∈
∏

l≥0

Cs
q+l(O

l
o),

alors g•1 ∗e g•2 est défini sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
o) via la formule :

∑

r+s=l

∑

σ∈Shp+r ; q+s

ε(σ)
{
∆p+q+l

Sσ
// ∆p+r × ∆q+s

gr
1×gs

2

// Or
c ×Os

o ∗2 ; o(− ;−)
// Ol

o

}
.

Proposition 5.2.2. Les opérations (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12) induisent une structure de sc2-algèbre sur le
couple :

( HH∗(Oc) ; HH∗(Oo) ).

Démonstration. La preuve est similaire à celle de Gerstenhaber et Voronov dans le cas classique [19] ainsi
que la preuve de Turchin [47] dans le cas gradué. La démonstration est basée sur les propriétés du shuffle
et sur la structure particulière de l’opéradeAct. �

5.3 Le morphisme de Bousfield

Dans un premier temps, on redonne la définition du morphisme de Bousfield. Soit X• un espace semi-
cosimplicial. Comme on travaille avec des espaces de Hausdorff compactement engendrés, la donnée
d’un élément g• : ∆p → sTot(X•) ∈ Cs

p(sTot(X•)) est équivalente à la donnée d’une famille d’applications :

{ gl : ∆p × ∆l → Xl }l≥0,

vérifiant les relations :
di ◦ gl = gl+1 ◦ (id × di), pour i ∈ {0, . . . , l + 1}. (5.13)

Ainsi, pour p ≥ 0, on construit l’application :

ϕp : Cs
p(sTot(X•))→ Cp(X•) =

∏

l≥0

Cs
p+l(X

l),

envoyant g• vers une somme d’applications définie sur le facteur Cs
p+l(X

l) via la formule :

∑

σ∈Shp ; l

ε(σ)
{
∆p+l

Sσ
// ∆p × ∆l

gl
// Xl

}
.

On prolonge l’application ϕp aux entiers p négatifs en posant :

Cs
p(sTot(X•)) = 0 et ϕp : 0 7→ 0.
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Lemme 5.3.1. [7] La famille d’applications {ϕp}p∈Z est un morphisme de complexes de chaines.

Démonstration. On doit montrer la commutativité des diagrammes :

Cs
p(sTot(X•))

ϕp

��

Cs
p+1(sTot(X•))

ϕp

��

d
oo

Cp(X•) Cp+1(X•)
d

oo

Lorsque p < −1, on a la commutativité par construction. Supposons que p ≥ −1 et fixons g• un point de
Cs

p+1(sTot(X•)). On commence par regarder la composée ϕp ◦ d :

d(g•) =

p+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p

di
// ∆p+1

g•
// sTot(X•)

}
,

=

p+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p × ∆q

di×id
// ∆p+1 × ∆q

gq
// Xq

}

q≥0

.

Par conséquent, la composée (ϕp ◦ d)(g•) est définie sur le facteur Cs
p+l(X

l) par :

∑

σ∈Shp ; l

ε(σ)
p+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

Sσ
// ∆p × ∆l

di×id
// ∆p+1 × ∆l

gl
// Xl

}
.

D’un autre coté, la composée (d ◦ ϕp+1)(g•) est définie sur le facteur Cs
p+l(X

l) par la formule :

∑

σ∈Shp+1 ; l

ε(σ)
p+l+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

di
// ∆p+l+1

Sσ
// ∆p+1 × ∆l

gl
// Xl

}

+ (−1)p+2
∑

σ∈Shp+1 ; l−1

ε(σ)
l∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

Sσ
// ∆p+1 × ∆l−1

gl−1
// Xl−1

di
// Xl

}
.

Le premier facteur provient de Cs
p+l+1(Xl) via la différentielle ∂ tandis que le second facteur provient de

Cs
p+l(X

l−1) via la différentielle δ. Comme g• préserve la structure semi-cosimpliciale vis-à-vis du second
facteur (voir relation (5.13)), on peut réécrire l’expression précédente :

∑

σ∈Shp+1 ; l

ε(σ)
p+l+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

di
// ∆p+l+1

Sσ
// ∆p+1 × ∆l

gl
// Xl

}

+ (−1)p+2
∑

σ∈Shp+1 ; l−1

ε(σ)
l∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

Sσ
// ∆p+1 × ∆l−1

id×di
// ∆p+1 × ∆l

gl
// Xl

}
.

Par fonctorialité on cherche à montrer l’égalité suivante :

∑

σ∈Shp+1 ; l

ε(σ)
p+l+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

di
// ∆p+l+1

Sσ
// ∆p+1 × ∆l

}

=
∑

σ∈Shp ; l

ε(σ)
p+1∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

Sσ
// ∆p × ∆l

di×id
// ∆p+1 × ∆l

}

+ (−1)p+1
∑

σ∈Shp+1 ; l−1

ε(σ)
l∑

i=0

(−1)i

{
∆p+l

Sσ
// ∆p+1 × ∆l−1

id×di
// ∆p+1 × ∆l

}
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Cette égalité est due au fait que l’application d’Eilenberg-MacLane est un morphisme de complexes
de chaines. Il suffit d’appliquer la commutativité du diagramme qui suit à l’élément id∆p+1 ⊗ id∆l ∈

Cs
p+1(∆p+1) ⊗ Cs

l (∆
l) :

(
Cs

p(∆p+1) ⊗ Cs
l (∆

l)
)
⊕

(
Cs

p+1(∆p+1) ⊗ Cs
l−1(∆l)

)

EM

��

Cs
p+1(∆p+1) ⊗ Cs

l (∆
l)doo

EM

��
Cs

p+l(∆
p+1 × ∆l) Cs

p+l+1(∆p+1 × ∆l)doo

(5.14)

�

Définition 5.3.2. Le morphisme de Bousfield est défini comme l’homologie du morphisme de complexes
de chaines {ϕp} :

ϕ∗ : Hp(sTot(X•)) −→ HHp(X•).

Soient O une {o ; c}-opérade et η : Act → O un morphisme de {o ; c}-opérades. On désignera par
(Oc ; Oo) le couple d’espaces semi-cosimpliciaux associé à l’application η. Le morphisme de Bousfield
induit une application :

( H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo)) ) −→ ( HH∗(Oc) ; HH∗(Oo) ). (5.15)

D’après les sections précédentes, on sait que les deux couples d’homologies possèdent une structure de
sc2-algèbre explicite. Pour démontrer que l’application (5.15) préserve cette structure, on va utiliser la
théorie des modèles acycliques.

5.3.1 La théorie des modèles acycliques

Définition 5.3.3. Soient R un anneau, C une catégorie etM un sous-ensemble d’objets de C. Un foncteur
F : C → R-mod est dit libre pour le modèleM si et seulement si il existe un sous-ensembleM′ ⊂ M et
un élément eM ∈ FM, pour tout M ∈ M′, tel que l’ensemble :

Ens(C) := {(Fa)eM ∈ FC | M ∈ M′, a ∈ C(M ; C)},

forme une base de FC pour C ∈ C. En d’autres termes, le foncteur F peut se factoriser de la façon suivante :

C
F //

Ens(−) !!

R-mod

Sets
construction libre

::

On dira qu’un foncteur F : C → Ch(R) est libre pour le modèle M si, pour tout entier naturel p, la
projection sur le p-ième R-module Fp : C → R-mod est libre pour un modèleMp ⊂ M.

Théorème 5.3.4. [53, Théorème 2.1] Soient C une petite catégorie,M un sous-ensemble de l’ensemble des objets
de C et F,G : C → Ch(R) deux foncteurs nuls en degré négatif. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
⊲ F est libre pour le modèleM,

⊲ G est acyclique enM (i.e. Hi(GM) = 0 ∀i > 0 et M ∈ M),

⊲ il existe une transformation naturelle α : H0F→ H0G,
alors il existe une transformation naturelle, unique à homotopie près, α̃ : F→ G induisant α sur le premier groupe
d’homologie.

Corollaire 5.3.5. [53, Corollaire 2.3] Sous les conditions du théorème 5.3.4, deux transformations naturelles entre
les foncteurs F et G, induisant la même transformation naturelle α : H0F → H0G, sont homotopes en tant que
complexes de chaines.
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Application 5.3.6. La subdivision shuffle
Soit X un espace topologique. On définit la subdivision shuffle sur le n-ième complexe de chaines
singulière, notée Sn(X) : Cs

n(X)→ Cs
n(X), envoyant un élément g : ∆n → X vers la somme d’applications

donnée par la formule :

∑

p+q=n
p,q≥0

∑

σ∈Shp,q

ε(σ)
{
∆n

Sσ
// ∆p × ∆q

s
// ∆n

g
// X

}
,

avec s : ∆p × ∆q → ∆p+q ; (t1, . . . , tp) × (t′1, . . . , t
′
q) 7→

(
t1 − 1 , . . . , tp − 1 , t′1 + 1 , . . . , t′q + 1

)

2
.

La famille d’applications {Sn(X)} forme un morphisme de complexes de chaines. En effet, remarquons
que le diagramme (5.14), appliqué à l’élément idp ⊗ id∆q ∈ Cs

∆p
(∆p) ⊗ Cs

q(∆q), nous donne les égalités
suivantes :

( d ◦ Sn(X) )(g) =
∑

p+q=n

∑

σ∈Shp ; q

ε(σ)
n∑

i=0

(−1)i

{
∆n−1

di
// ∆n

Sσ
// ∆p × ∆q

s
// ∆n

g
// X

}

=
∑

p+q=n




∑

σ∈Shp−1 ; q

ε(σ)
p∑

i=0

(−1)i

{
∆n−1

Sσ
// ∆p−1 × ∆q

di× id
// ∆p × ∆q

s
// ∆n

g
// X

}

+(−1)p+1
∑

σ∈Shp ; q−1

ε(σ)
q∑

i=0

(−1)i

{
∆n−1

Sσ
// ∆p × ∆q−1

id×di
// ∆p × ∆q

s
// ∆n

g
// X

}

=
∑

p+q=n




∑

σ∈Shp−1 ; q

ε(σ)
p−1∑

i=0

(−1)i

{
∆n−1

Sσ
// ∆p−1 × ∆q

di× id
// ∆p × ∆q

s
// ∆n

g
// X

}

+(−1)p+1
∑

σ∈Shp ; q−1

ε(σ)
q∑

i=1

(−1)i

{
∆n−1

Sσ
// ∆p × ∆q−1

id×di
// ∆p × ∆q

s
// ∆n

g
// X

}

=
∑

p+q=n−1

∑

σ∈Shp ; q

ε(σ)
n∑

i=0

(−1)i

{
∆n−1

Sσ
// ∆p × ∆q

s
// ∆n−1

di
// ∆n

g
// X

}

= ( Sn−1(X) ◦ d )(g).

On va utiliser le corollaire 5.3.5 afin de prouver que les deux morphismes de chaines, provenant de
l’identité et de la subdivision shuffle, sont homotopes. Pour cela, remarquons que ces deux morphismes
peuvent être vus comme des transformations naturelles entre les foncteurs F = G = Cs

∗ : Top → Ch(K).
Posons :

M = {∆p | p ∈N }, Mp = {∆
p} et ep = id∆p ∈ Cs

p(∆p).

Ainsi, pour tout espace topologique X, l’ensemble {Cs
p(a)ep | a ∈ Cs

p(X) } est une base de Cs
p(X) par

définition des chaines singulières. De plus, Cs
∗(∆

p) est acyclique car les simplexes sont contractiles. Enfin,
comme la subdivision shuffle d’un point est le point lui-même, S∗(X) induit la transformation naturelle
id : H0(X)→ H0(X). Par conséquent, il existe une homotopie de chaines {tn(X)}n≥0 :

· · · Cs
n−1(X)oo

tn−1(x)

((
id Sn−1(X)

��

Cs
n(X)oo

tn(x)

((

oo

id Sn(X)

��

Cs
n+1(X)oo oo

id Sn+1(X)

��

· · ·oo

· · · Cs
n−1(X)oo Cs

n(X)oo Cs
n+1(X)oo · · ·oo

fonctorielle en la variable X et vérifiant la relation :

id − Sn(X) = d ◦ tn(X) + tn−1(X) ◦ d.
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5.3.2 Préservation de la structure de sc2-algèbre

Sakaï [38] a démontré que le morphisme de Bousfield préserve le crochet de degré 1. Dans cette
sous-section, on va montrer qu’il en est de même pour les autres opérations. Comme les preuves sont
similaires, on va uniquement traiter le cas du produit commutatif. On doit prouver que, pour tous entiers
naturels p et q, le diagramme suivant est commutatif :

Hp(sTot(Oc)) ⊗Hq(sTot(Oc))
−∗− //

ϕ∗p ⊗ϕ
∗
q

��

Hp+q(sTot(Oc))

ϕ∗p+q

��
HHp(Oc) ⊗HHq(Oc)

−∗− // HHp+q(Oc)

Cela revient à construire une homotopie {hn}n≥0 au niveau des complexes de chaines :

· · ·
⊕

p+q=n
Cs

p(sTot(Oc)) ⊗ Cs
q(sTot(Oc))oo

βn
1 βn

2

��
hn

++

⊕
p+q=n+1

Cs
p(sTot(Oc)) ⊗ Cs

q(sTot(Oc))oo

βn+1
1 βn+1

2

��

· · ·oo

· · · Cn(Oc)oo Cn+1(Oc)oo · · ·oo

avec βn
1 et βn

2 correspondant respectivement aux composées ϕ∗p+q ◦ (− ∗−) et (− ∗−) ◦ (⊕ϕ∗p ⊗ϕ
∗
q) au niveau

des chaines singulières. Plus explicitement, si on se fixe deux morphismes :

g1 : ∆p −→ sTot(Oc) et g2 : ∆q −→ sTot(Oc),

alors les applications βn
1 et βn

2 sont définies sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
c) par les formules :

⊲ βn
1(g1 ⊗ g2) =

∑

σ∈Shp ; q ; l

ε(σ)
{
∆p+q+l

Sσ
// ∆p × ∆q × ∆l

λ′2(g1 ; g2)
// Ol

c

}
,

⊲ βn
2(g1 ⊗ g2) =

∑

r+s=l

∑

σ∈Shp ; q ; r ; s

ε(σ)
{
∆p+q+l

Sσ
// ∆p × ∆r × ∆q × ∆s

gr
1×gs

2

// Or
c ×Os

c ∗2 ; c(−;−)
// Ol

c

}

=
∑

r+s=l

∑

σ∈Shp ; q ; r ; s

ε(σ)
{
∆p+q+l

Sσ
// ∆p × ∆q × ∆r × ∆s

id×id×s
// ∆p × ∆q × ∆l

λ′2(g1 ; g2)
// Ol

c

}
,

avec λ′2(g1 ; g2)(x ; y ; z) = λ2(g1(x) ; g2(y))(z) et s : ∆r × ∆s → ∆r+s introduite dans l’application 5.3.6. On
peut donc exprimer β2 à l’aide de la subdivision shuffle. On va ainsi pouvoir utiliser l’homotopie {tn}n≥0,
issue de l’application 5.3.6, pour construire l’homotopie {hn}n≥0.

Remarquons que, sur le facteur Cs
n+l(O

l
c), les applications βn

1 et βn
2 correspondent à l’image de l’élément

idp ⊗ idq ⊗ idl ∈ Cs
p(∆p) ⊗ Cs

q(∆q) ⊗ Cs
l (∆

l) via les composées verticales à gauche du diagramme suivant :

· · ·
⊕

a+b+c=n+l
Cs

a(∆p) ⊗ Cs
b(∆q) ⊗ Cs

c(∆
l)oo

t′n+l(∆
l)

**

id ⊕id⊗id⊗Sc(∆l)

��

⊕
a+b+c=n+l+1

Cs
a(∆p) ⊗ Cs

b(∆q) ⊗ Cs
c(∆

l)oo

id ⊕id⊗id⊗Sc(∆l)

��

· · ·oo

· · ·
⊕

a+b+c=n+l
Cs

a(∆p) ⊗ Cs
b(∆q) ⊗ Cs

c(∆
l)oo

EM

��

⊕
a+b+c=n+l+1

Cs
a(∆p) ⊗ Cs

b(∆q) ⊗ Cs
c(∆

l)oo

EM

��

· · ·oo

· · · Cs
n+l(∆

p × ∆q × ∆l)oo

Cs
n+l(λ

′
2(g1 ; g2))

��

Cs
n+l+1(∆p × ∆q × ∆l)oo

Cs
n+l+1(λ′2(g1 ; g2))

��

· · ·oo

· · · Cs
n+l(O

l
c)oo Cs

n+l+1(Ol
c)oo · · ·oo

(5.16)
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avec t′n une opération définie à partir de l’homotopie {tn} entre les morphismes de chaines provenant de
l’identité et de la subdivision shuffle (voir l’application 5.3.6) :

t′n+l(∆
l) : ⊕

a+b+c=n+l
Cs

a(∆p) ⊗ Cs
b(∆q) ⊗ Cs

c(∆
l) −→ ⊕

a+b+c=n+l+1
Cs

a(∆p) ⊗ Cs
b(∆q) ⊗ Cs

c(∆
l)

x ⊗ y ⊗ z 7−→ (−1)|x|.|y|x ⊗ y ⊗ t|z|(∆l)(z)

Par construction, on a les égalités suivantes :

( d ◦ t′n+l(∆
l) + t′n+l−1(∆l) ◦ d )(x ⊗ y ⊗ z)

= d
(

(−1)|x|.|y|x⊗y⊗t|z|(∆l)(z)
)
+t′n+l−1(∆l)

(
d(x)⊗y⊗z+(−1)|x|x⊗d(y)⊗z+(−1)|x|.|y|x⊗y⊗d(z)

)

= (−1)|x|.|y|d(x) ⊗ y ⊗ t|z|(∆l)(z) + (−1)|y|x ⊗ d(y) ⊗ t|z|(∆l)(z) + x ⊗ y ⊗ d(t|z|(∆l)(z))

+ (−1)(|x|−1).|y|d(x) ⊗ y ⊗ t|z|(∆l)(z) + (−1)|y|−1x ⊗ d(y) ⊗ t|z|(∆l)(z) + x ⊗ y ⊗ t|z|(∆l)(d(z))

= x ⊗ y ⊗ d(t|z|(∆l)(z)) + x ⊗ y ⊗ t|z|(∆l)(d(z))

=
(
id − id ⊗ id ⊗ S|z|(∆l)

)
(x ⊗ y ⊗ z).

On a donc la relation :
id − ⊕ id ⊗ id ⊗ Sc(∆l) = d ◦ t′n+l(∆

l) + t′n+l−1(∆l) ◦ d. (5.17)

On va utiliser la fonctorialité du diagramme (5.16) ainsi que la relation ci-dessus afin de montrer que la
famille d’applications :

hn(g1 ⊗ g2) :=
{ [

Cs
n+l+1(λ′2(g1 ; g2)) ◦ EM ◦ t′n+l(∆

l)
]
(idp ⊗ idq ⊗ idl)

}
l≥0
∈ Cn+1(Oc),

forme une homotopie entre les morphismes de chaines β1 et β2. Pour cela, on doit vérifier la relation :

βn
1 − β

n
2 = d ◦ hn + hn−1 ◦ d.

Or la commutativité du diagramme (5.16) et du diagramme ci-dessous

Cs
p(∆p) ⊗ Cs

q(∆q) ⊗ Cs
l−1(∆l−1)

id⊗ id⊗
∑

(−1)iCs
l−1(di)

��

t′n+l−1(∆l−1)
// Cs

p(∆p) ⊗ Cs
q(∆q) ⊗ Cs

l (∆
l−1)

id⊗ id⊗
∑

(−1)iCs
l (d

i)

��

EM // Cs
n+l(∆

p × ∆q × ∆l−1)

∑
(−1)iCs

n+l(id× id× di)

��

Cs
n+l(λ

′
2(g1 ; g2))

// Cs
n+l(O

l−1
c )

∑
(−1)iCs

n+l(d
i)

��
Cs

p(∆p) ⊗ Cs
q(∆q) ⊗ Cs

l−1(∆l)
t′n+l−1(∆l)

// Cs
p(∆p) ⊗ Cs

q(∆q) ⊗ Cs
l (∆

l)
EM

// Cs
n+l(∆

p × ∆q × ∆l)
Cs

n+l(λ
′
2(g1 ; g2))

// Cs
n+l(O

l
c)

impliquent les égalités suivantes sur le facteur Cs
n+l(O

l
c) :

(
d ◦ hn

)
(g1 ⊗ g2) = ∂ ◦

[
Cs

n+l+1(λ′2(g1 ; g2)) ◦ EM ◦ t′n+l(∆
l)
]
(idp ⊗ idq ⊗ idl)

+ (−1)nδ◦
[
Cs

n+l(λ
′
2(g1 ; g2))◦EM◦ t′n+l−1(∆l−1)

]
(idp⊗ idq⊗ idl−1)

=
[
Cs

n+l(λ
′
2(g1 ; g2)) ◦ EM ◦ d ◦ t′n+l(∆

l)
]
(idp ⊗ idq ⊗ idl)

+ (−1)n
[
Cs

n+l(λ
′
2(g1 ; g2)) ◦EM ◦ t′n+l−1(∆l)

]
(idp ⊗ idq ⊗ d(idl−1)).

De même, en utilisant des diagrammes similaires à (5.16), on obtient les égalités :
(

hn ◦ d
)
(g1 ⊗ g2) = hn−1(dg1 ⊗ g2) + (−1)phn−1(g1 ⊗ dg2)

=
[ p∑

i=0

(−1)iCs
n+l(λ

′
2(dig1 ; g2)) ◦ EM ◦ t′n+l−1(∆l)

]
(idp−1 ⊗ idq ⊗ idl)

+(−1)p
[ q∑

i=0

(−1)iCs
n+l(λ

′
2(g1 ; dig2))◦EM◦t′n+l−1(∆l)

]
(idp⊗ idq−1⊗ idl)

=
[
Cs

n+l(λ
′
2(g1 ; g2)) ◦ EM ◦ d ◦ t′n+l−1(∆l)

]
(d(idp−1) ⊗ idq ⊗ idl)

+ (−1)p
[
Cs

n+l(λ
′
2(g1 ; g2)) ◦ EM ◦ t′n+l−1(∆l)

]
(idp ⊗ d(idq−1) ⊗ idl).
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Par exemple, le diagramme associé au premier facteur est le suivant :

Cs
p−1(∆p−1) ⊗ Cs

q(∆q) ⊗ Cs
l (∆

l)
t′n+l−1(∆l)

//

∑
(−1)ics

p−1(di)⊗ id⊗ id

��

Cs
p−1(∆p−1) ⊗ Cs

q(∆q) ⊗ Cs
l+1(∆l) EM //

∑
(−1)ics

p−1(di)⊗ id⊗ id

��

Cs
n+l(∆

p−1 × ∆q × ∆l)

∑
(−1)iCs

n+l(d
i×id×id)

��

∑
(−1)iCs

n+l(λ
′
2(di g1 ; g2))

**
Cs

n+l(O
l
c)

Cs
p−1(∆p) ⊗ Cs

q(∆q) ⊗ Cs
l (∆

l)
t′n+l−1(∆l)

// Cs
p−1(∆p) ⊗ Cs

q(∆q) ⊗ Cs
l+1(∆l)

EM
// Cs

n+l(∆
p × ∆q × ∆l)

Cs
n+l(λ

′
2(g1 ; g2))

44

Au final, grâce à la relation (5.17) on obtient :
(

d ◦ hn + hn−1 ◦ d
)
(g1 ⊗ g2) =

[
Cs

n+l+1(λ′2(g1 ; g2)) ◦ EM
]
◦
[
d ◦ t′n+l(∆

l) + t′n+l−1(∆l) ◦ d
]
(idp ⊗ idq ⊗ idl)

=
[
Cs

n+l+1(λ′2(g1 ; g2)) ◦ EM
]
◦
[

id − ⊕ id ⊗ id ⊗ Sc(∆l)
]
(idp ⊗ idq ⊗ idl)

=
(
βn

1 − β
n
2

)
(g1 ⊗ g2).

On a donc démontré que le morphisme de Bousfield préserve le produit commutatif. Pour le produit
associatif et la structure de module à gauche, il suffit de remplacer l’application λ2 dans ce qui précède
par les applications λ3 et λ4 respectivement. On a donc le résultat suivant :

Théorème 5.3.7. Le morphisme de Bousfield induit un morphisme de sc2-algèbres :

( H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo)) ) −→ ( HH∗(Oc) ; HH∗(Oo) ),

préservant les structures introduites dans les sections 5.1 et 5.2.

5.3.3 L’isomorphisme de Bousfield

Contrairement à l’homologie de Hochschild, l’homologie singulière associée à la semi-totalisation est
définie uniquement en degré positif. Par conséquent, le morphisme de Bousfield n’est pas nécessairement
un isomorphisme. Cependant, dans l’article [7], Bousfield démontre que l’applicationφ∗p : Hp(sTot(X•))→
HHp(X•) est un isomorphisme dès que p ≥ 0, avec X• un espace semi-cosimplicial.

5.4 Suites spectrales de Bousfield et applications aux longs entrelacs

Dans ce qui précède, les opérades considérées sont par défaut non symétriques. On précisera la
symétrie s’il y a une ambiguïté. Dans l’article [7], Bousfield introduit une suite spectrale calculant
l’homologie singulière de la totalisation homotopique d’un espace cosimplicial. Grâce à la remarque
1.2.11, on sait que cette suite spectrale permet aussi de calculer l’homologie singulière de la semi-
totalisation de l’espace semi-cosimplicial associé :

Théorème 5.4.1. [7] Soit X• un espace cosimplicial. Il existe une suite spectrale du second cadrant calculant
l’homologie singulière de sTot(X•). Sa page E1 est définie par :

E1
−n ; m :=

n−1⋂

i=0

ker(si
∗) ⊆ Hm(Xn), (5.18)

et la différentielle est donnée par la restriction de l’application suivante :

n+1∑

i=0

(−1)iHm(di) : Hm(Xn)→ Hm(Xn+1). (5.19)

Alternativement, on obtient la même suite spectrale à partir de la page E2 en prenant E1
−n ; m = Hm(Xn) et

l’application (5.19) comme différentielle (sans tenir compte de la restriction à l’intersection des noyaux des codégé-
nérescences).
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Théorème 5.4.2. [29, Proposition 3.4] On dit qu’un espace cosimplicial X• est bon à la page E1 si la suite spectrale
de Bousfield (5.18) associée à X• satisfait les conditions suivantes :

i) E1
−n ; m = 0 pour m ≤ n,

ii) pour tout entier i, il existe un nombre fini de n tel que E1
−n ; n+i , 0.

Si un espace cosimplicial X• est bon à la page E1 alors la suite spectrale de Bousfield associée à X• converge
fortement vers H∗(sTot(X•)).

Théorème 5.4.3. [42, Théorème 7.2] Pour n ≥ 4, l’espace cosimplicial associé à l’opérade multiplicative de
Kontsevich Kn est bon à la page E1. En particulier, la suite spectrale associée à Kn converge fortement vers
H∗(L1 ; n), pour n ≥ 4.

Notons qu’il existe une seconde suite spectrale calculant l’espace H∗(L1 ; n) appelée la suite spectrale
de Vassiliev qui consiste à étudier le complémentaire d’un nœud. Turchin, Lambrechts et Volić ont
montré dans [29] que la page E1 de la suite spectrale de Vassiliev coïncide avec la page E2 de la suite
spectrale de Bousfield associée à Kn, pour n ≥ 4. Cependant, pour n = 3, on ne sait pas si les suites
spectrales convergent fortement et certains résultats laissent à penser que ces deux suites spectrales ne
convergent pas vers le même objet. Dans le même article, les trois auteurs démontrent aussi que la suite
spectrale de Bousfield associée à Kn dégénère à la page E2 pour n ≥ 4. Par la suite, Moriya dans [34] et
indépendamment Tsopméné dans [46] ont étendu ce résultat pour n = 3.

Théorème 5.4.4. [34, 46] Pour n ≥ 3, la suite spectrale de Bousfield à coefficients rationnels associée à Kn

dégénère à la page E2.

Dans le chapitre précédent, on a vu que Kn est une opérade symétrique multiplicative. On a mon-
tré que le Kn-bimodule Φk(Kn) est équipé d’un morphisme de As-bimodules η : As → Φk(Kn). Par
conséquent, Φk(Kn) possède une structure cosimpliciale. Cependant, malgré le fait que Kn soit bon à la
page E1, on n’a aucune information sur la convergence forte de la suite spectrale de Bousfield associée à
Φk(Kn). Néanmoins, Tsopméné réussit dans [45] à obtenir des résultats sur la dégénérescence de la suite
spectrale :

Théorème 5.4.5. [45, Théorème 1.4] Pour n ≥ 6, la suite spectrale de Bousfield à coefficients rationnels associée
à Φk(Kn) dégénère à la page E2.

Définition 5.4.6. Soit X• un espace topologique. On note HH2
∗ (X

•) l’homologie de Hochschild (voir la
définition 1.5.8) associée au bicomplexe défini par :

Xp ; q := Hp(Xq),

et dont les différentielles sont données par les formules :

d1 = 0 : Hp(Xq)→ Hp−1(Xq) et d2 = (−1)p−q+1
q+1∑

i=0

Hp(di) : Hp(Xq)→ Hp(Xq+1).

Grâce à la seconde description de la suite spectrale de Bousfield du théorème 5.4.1, on peut identifier
la page E2 de la suite spectrale de Bousfield à l’homologie de Hochschild HH2

∗ (X
•). Si X• provient d’une

opérade multiplicative alors HH∗(X•) et HH2
∗ (X

•) sont toutes deux des algèbres de Gerstenhaber. De
plus, dans le cas particulier X• = Kd et d ≥ 3, Moriya [34] et indépendamment Tsopméné [46] ont montré
que HH∗(X•) et HH2

∗ (X
•) sont isomorphes en tant qu’algèbre de Gerstenhaber. On va s’intéresser au cas

où un couple d’espaces semi-cosimpliciaux provient d’une opérade pointée.

Définition 5.4.7. Soit P une S-opérade (symétrique) dans la catégorie dg-VectK, avec S un ensemble. Une
S-opérade (symétrique) topologique O est dite P-formelle s’il existe un zig-zag d’équivalences faibles
dans la catégorie des S-opérades (symétriques) différentielles graduées :

P

��

P

��

· · · P

��

P

��
Cs
∗(O) •

≃
oo

≃
// · · · •

≃
oo

≃
// H∗(O)

Notons que dans cette catégorie, un morphisme est une équivalence faible s’il induit un quasi-isomorphisme
en chaque degré.
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Proposition 5.4.8. Si O est une opérade symétrique multiplicative Σ[AsK]-formelle alors la {o ; c}-opérade non
symétrique Θ, obtenue à partir du couple (O ; Φk(O)) via la construction (4.6), estActK-formelle.

Démonstration. Comme O est Σ[AsK]-formelle, on dispose d’un zig-zag d’équivalences faibles dans la
catégorie des opérades symétriques différentielles graduées :

Σ[AsK]

��

Σ[AsK]

��

· · · Σ[AsK]

��

Σ[AsK]

��
Cs
∗(O) A1 ≃

//
≃

oo · · · Am ≃
//

≃
oo H∗(O)

avec Ai des opérades symétriques multiplicatives. En oubliant l’action du groupe des permutations, on
obtient un zig-zag de d’équivalences faibles dans la catégorie des opérades non symétriques différen-
tielles graduées :

AsK

��

AsK

��

· · · AsK

��

AsK

��
Cs
∗(O) A1 ≃

//
≃

oo · · · Am ≃
//

≃
oo H∗(O)

(5.20)

La construction de la section 4.2 peut s’adapter dans le contexte d’opérades symétriques différentielles
graduées. Pour tout entier i ∈ {1 . . . ,m}, Φk(Ai) est un Ai-bimodule équipé d’un morphisme de AsK-
bimodules ηi : AsK → Φk(Ai). De plus, on a les égalités Φk(Cs

∗(O)) = Cs
∗(Φk(O)) et Φk(H∗(O)) = H∗(Φk(O)).

Le diagramme (5.20) induit le diagramme dans la catégorie desAsK-bimodules différentiels gradués :

AsK

��

AsK

��

· · · AsK

��

AsK

��
Cs
∗(Φk(O)) Φk(A1)

≃
//

≃
oo · · · Φk(Am)

≃
//

≃
oo H∗(Φk(O))

dont les morphismes horizontaux au bas du diagramme sont des équivalences faibles. Grâce à la fonc-
torialité de la construction (4.6), on dispose d’un zig-zag d’équivalences faibles dans la catégorie des
{o ; c}-opérades non symétriques différentielles graduées :

ActK

��

ActK

��

· · · ActK

��

ActK

��
Cs
∗(Θ) Θ1 ≃

//
≃

oo · · · Θm ≃
//

≃
oo H∗(Θ)

avecΘi l’opérade colorée obtenue à partir du couple (Ai ; Φk(Ai)) via la construction (4.6). Par conséquent,
Θ estActK-formelle. �

Corollaire 5.4.9. Soit O est une opérade symétrique multiplicative. Si O est Σ[AsK]-formelle alors on a un
isomorphisme de sc2-algèbres :

( HH∗(O) ; HH∗(Φk(O)) ) � ( HH2
∗ (O) ; HH2

∗ (Φk(O)) )

D’après Kontsevich et Tamarkin, on sait que l’opérade de Kontsevich est formelle en tant qu’opérade
symétrique (i.e. qu’il existe un zig-zag d’équivalence faible entre Cs

∗(Kd) et H∗(Kd) dans la catégorie des
opérades symétriques différentielles graduées) siK = R. De plus Moriya et indépendamment Tsopméné
ont montré que l’opérade de Kontsevich est AsK-formelle. Cependant rien ne garantit que Kd soit
Σ[AsK]-formelle.
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6
Delooping relatif d’ordre supérieur

Dans ce qui précède, on s’est intéressé à l’étude des opérades pointées car cela nous a permis d’avoir
des résultats sur les couples d’espaces semi-cosimpliciaux. On a pu ainsi montrer que la paire (L1 ; n ; Lk ; n)
était faiblement équivalente à une SC2-algèbre. Cependant il est souvent difficile d’identifier un espace
topologique à un espace semi-cosimplicial. Dans de nombreux cas les relations semi-cosimpliciales sont
vérifiées uniquement à homotopie près. Par exemple on ne dispose pas de remplacements cosimpliciaux
pour les espaces de plongements Emb(Rd ; Rn) et Emb(

⊔
kR

d ; Rn) lorsque la dimension de la variété
source est strictement supérieure à 1. Il est néanmoins possible de les identifier à des espaces de bimodules
infinitésimaux sous l’opérade Cd. C’est pourquoi il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre
3 afin d’étudier ces cas de figure.

6.1 La Boardman-Vogt résolution pour les (P-Q)Σ bimodules

On a introduit dans le chapitre 2 la notion de bimodule libre engendré par une Σ-collection. Cela
nous a permis de définir une structure de catégorie modèle sur Σ-BimodP-Q où P et Q sont deux opérades
colorées symétriques. La particularité de cette structure modèle est que tous ses objets sont fibrants
et que l’on dispose d’un ensemble générateur de cofibrations. On va montrer dans cette section que
la catégorie d’arbres introduite pour construire le bimodule libre va nous permettre de construire de
manière fonctorielle des remplacements cofibrants. On se fixe pour la suite P et Q deux S-opérades
symétriques ainsi qu’un (P-Q)Σ bimodule M. On commence par introduire l’ensemble des arbres qui va
encoder la structure.

Définition 6.1.1. On note Φn l’ensemble constituée des couples (T ; Vp(T)) avec T un S-arbre ayant n
feuilles et Vp(T) un sous-ensemble des sommets de l’arbre appelées perles. On demande que chaque
chemin reliant une feuille ou un sommet univalent (i.e sans entrée) à la racine passe par une unique
perle. Les perles forment ainsi une section divisant l’arbre en deux parties. Un élément de Φn est appelé
un arbre à section. On désigne par Vu(T) l’ensemble des sommets au-dessus de la section et par Vd(T)
ceux situés au-dessous de la section.

Figure 6.1 – Illustration d’un arbre à section.
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Construction 6.1.2. A partir d’un (P-Q)Σ bimodule M on peut construire le (P-Q)Σ bimodule B(M) dont
les points sont les classes triplets [T ; {tv} ; {av}] avec T un S-arbre à section et {av} une famille de points
indexant les sommets de l’arbre. Les perles sont alors indexées par des points du bimodule M tandis que
les sommets au-dessus de la section sont indexés par des points de Q et ceux au-dessous de la section
sont indexés par des points de P. Enfin {tv} est une famille de réels dans l’intervalle I = [0 , 1] paramétrant
uniquement les sommets non perlés. Si une arête e au-dessus de la section connecte deux sommets non
perlés alors on demande que ts(e) ≥ tt(e). Dans le cas où e est au-dessous de la section, on a ts(e) ≤ tt(e). On
construit B(M) comme un quotient du sous-espace :
∐

Φn

∏

v∈Vd(T)

[
P(e1(v), .., e|v|(v); e0(v)) × I

]
×

∏

v∈Vp(T)

M(e1(v), .., e|v|(v); e0(v)) ×
∏

v∈Vu(T)

[
Q(e1(v), .., e|v|(v); e0(v)) × I

]

obtenu à partir des restrictions sur les familles {tv}. La relation d’équivalence est engendrée par les
conditions suivantes :

i) Si ∗ est une unité de P ou Q alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

ii) Si un sommet v est indexé par a · σ, avec σ ∈ Σ|in(v)|, alors on a la relation suivante :

iii) Si deux sommets consécutifs sont paramétrés par le même réel t ∈ [0 , 1] alors on peut contracter
l’arête interne les reliant via la structure opéradique. Le sommet issu de la contraction est ensuite
paramétré par t.

Figure 6.2 – Exemples de la relation (iii).

iv) Si un sommet au-dessus de la section est paramétré par 0 alors on peut contracter sa sortie.
Inversement, si un sommet au-dessous de la section est paramétré par 0 alors on peut contracter
simultanément toutes ses entrées via la structure de bimodule à gauche.

Figure 6.3 – Exemples de la relation (iv).

Afin de définir la structure de bimodule à droite, notons qu’un point a ∈ Q(s1, . . . , sn; s′i ) peut être
interprété comme une corolle non perlé ayant n entrées indexées respectivement par les couleurs si et la
sortie par la couleur s′i tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T ; {tv} ; {av}] est un point de
B(M)(s′1, . . . , s

′
n; s′n+1) alors la composée [T ; {tv} ; {av}] ◦i a consiste à greffer la corolle sur la i-ème feuille

de T et à paramétrer le nouveau sommet non perlé par le réel 1.
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De manière similaire, si b ∈ P(s1, . . . , sn; sn+1) et [Ti ; {ti
v} ; {a

i
v}] est une famille de points dans les espaces

B(M)(si
1, . . . , s

i
n; si) alors la structure de P-bimodule à gauche consiste à greffer sur chacune des entrées de

la corolle associée à b le point de B(M) correspondant. Le nouveau sommet non perlé issu de la corolle
est ensuite paramétré par 1.

Figure 6.4 – Illustration de la structure de bimodule à gauche.

On rappelle que le (P-Q)Σ bimodule libre FB(M) engendré par M est l’ensemble des couples [T ; {av}]
avec T un S-arbre à section borné et {av} une famille de points indexant les sommets de l’arbre (voir la
définition 2.2.9). L’ensemble des S-arbres à section bornés à n feuilles peut être interprété comme un
sous-ensemble de Φn constituée des éléments n’ayant pas deux sommets non perlés consécutifs. On
dispose donc d’un morphisme :

τ : FB(M)→ B(M) ; [T ; {av}] 7→ [T ; {1v} ; {av}], (6.1)

paramétrant tous les sommets non perlés par 1. Grâce à la condition (iii), l’application τ est un morphisme
de (P-Q)Σ bimodules. On considère aussi l’application :

µ : B(M)→M ; [T ; {tv} ; {av}] 7→ [T ; {0v} ; {av}], (6.2)

qui fixe les paramètres des sommets non perlés à 0. On identifie l’arbre obtenu à une corolle indexée par
un point de M. Les conditions (iii) et (iv) impliquent que l’application µ est un morphisme de (P-Q)Σ
bimodules.

Théorème 6.1.3. Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien pointées Σ-cofibrantes et M un (P-Q)Σ bimodule.
Si M est cofibrant en tant que Σ-collection alors les applications τ : FB(M) → B(M) et µ : B(M) → M sont
respectivement une cofibration et une équivalence faible dans la catégorie modèle Σ-BimodP-Q. Par conséquent
B(M) est un remplacement cofibrant de M en tant que (P-Q)Σ bimodule.

Démonstration. La preuve de ce théorème est similaire à celle de Berger et Moerdijk dans le cas opé-
radique. L’étape clef de la démonstration est d’exprimer B(M) à l’aide d’une séquence de cofibrations
acycliques dans la catégorie des Σ-collections :

B(M)1 −→ B(M)2 −→ · · · −→ B(M)k−1 −→ B(M)k −→ · · · (6.3)

avec B(M)k(n) la restriction aux S-arbres à section à n feuilles ayant au plus k sommets. Si k = 1 alors le
sommet est automatiquement une perle et B(M)1 coïncide avec M. Pour la preuve on va reprendre les
notations de Berger et Moerdijk dans [3].

Pour T un S-arbre à section, on note H(T) l’espace des paramétrisations possibles des sommets non
perlés de T par des réels de l’intervalle [0 , 1] respectant les restrictions décrites dans la construction 6.1.2.
Si l désigne le nombre de sommets non perlés de l’arbre T alors H(T) est un polytope inclus dans [0 , 1]l

issu d’un recollement de simplexes. Par exemple, si T est un arbre composé uniquement de sommets à
une entrée alors H(T) = ∆|V

u(T)| × ∆|V
d(T)|.

Soit D un sous-ensemble des sommets non-perlés de T. On définit HD(T) comme le sous-espace de
H(T) dont les sommets e ∈ D au-dessus de la section vérifient l’égalité te = te′ si e possède un successeur
e′ non perlé, ou l’égalité te = 0 si le successeur de e est une perle. Dans le cas où le sommet e ∈ D est
au-dessous de la section alors on a soit l’égalité te = te′ , avec e′ un antécédent non perlé de e, soit l’égalité
te = 0 si tous les sommets antécédents de e sont des perles. Par construction l’inclusion :

H−(T) =
⋃

D,∅

HD(T)→ H(T) (6.4)
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est une cofibration acyclique. En effet, à cause des restrictions sur les paramétrisations issues de la
construction 6.1.2, l’arbre T induit un ensemble de paramètres maximaux indexé par un sous-ensemble
V′ des sommets non-perlés. Un sommet v non perlé est un élément de V′ si c’est la racine de T ou si
aucune des arêtes entrantes de v est une arête interne. Par construction, HD(T) est une face du polytope
H(T) et le sous-espace H−(T) est constitué de toutes les faces du polytope excepté celles de la forme tv = 1
avec v ∈ V′. L’application 6.4 est donc une cofibration. Pour montrer que la cofibration est acyclique, on
vérifie que H−(T) est contractile via l’homotopie :

h : H−(T) × [0 , 1]→ H−(T) ; ({tv} ; u) 7→ {utv}, (6.5)

faisant tendre les paramètres vers 0.
De même, posons M(T) l’espace des indexations des sommets de T par des familles {av} vérifiant

les restrictions décrites dans la construction 6.1.2. Si B est un sous-ensemble de sommets non perlés
possédant une seule entrée de la même couleur que sa sortie alors on définit MB(T) comme le sous-
espace de M(T) dont les sommets v ∈ B sont indexés par une unité de P ou Q selon si on est au-dessous
ou au-dessus de la section. Le groupe des automorphismes de T, noté Aut(T), agit sur les espaces M(T),
MB(T) et l’inclusion MB(T)→M(T) préserve cette action. Comme les S-opérades P et Q sont bien pointées
et que tous nos objets sont Σ-cofibrants, l’application :

M−(T) =
⋃

B,∅

MB(T)→M(T) (6.6)

est une Aut(T)-cofibration. Notons (H ×M)−(T) la somme amalgamée :

(H−(T) ×M(T))
⋃

H−(T)×M−(T)

(H(T) ×M−(T)). (6.7)

D’après la propriété (2.8) des catégories monoïdales modèles, l’application (H ×M)−(T)→ H(T)×M(T),
induite par les cofibrations (6.4) et (6.6), est une Aut(T)-cofibration acyclique. Par conséquent B(M)k(n)
peut être obtenu à partir de B(M)k−1(n) via la somme amalgamée :

∐

[T] ; T∈Φn ; k

(H ×M)−(T) ×
Aut(T)

I[Σn] //

��

∐

[T] ; T∈Φn ; k

(H(T) ×M(T)) ×
Aut(T)

I[Σn]

��
B(M)k−1(n) // B(M)k(n)

(6.8)

où Φn ; k est le sous-ensemble de Φn constitué des arbres ayant au plus k sommets. L’application verticale
à gauche du diagramme (6.8) provient des deux isomorphismes MB(T) → M(T/B) et HD(T) → H(T/D)
avec T/B le S-arbre à section obtenu en supprimant les sommets B et T/D le S-arbre à section obtenu
en contractant la sortie ou une partie des entrées des sommets dans D selon si on est au-dessus ou
au-dessous de la section. Comme les cofibrations sont stables par les sommes amalgamées, l’application
B(M)k−1(n) → B(M)k(n) est une Σn-cofibration acyclique. Ainsi (6.3) est une séquence de Σ-cofibrations
acycliques.

L’une des conséquences est que l’application B(M)1 → B(M) est une équivalence faible. Comme la
composéeB(M)1 → B(M)→M avec µ coïncide avec l’identité, l’axiome MC2 des catégories modèles im-
plique queµ est une équivalence faible en tant queΣ-collection et donc aussi en tant que (P-Q)Σ bimodule.

Afin de démontrer que l’application τ est une cofibration dans la catégorie des (P-Q)Σ bimodules,
on va introduire un raffinement de la séquence de Σ-cofibrations acycliques (6.3). Si T est un S-arbre
à section et D un sous-ensemble de sommets non perlés, alors on définit H+D(T) comme le sous-espace
de H(T) contenant HD(T) dont les sommets e ∈ D peuvent aussi être paramétrés par 1. Par conséquent
H+(T) =

⋃
D,∅ H+D(T) est constitué de l’ensemble des faces du polytope H(T). On dispose donc d’une

succession de cofibrations H−(T) → H+(T) → H(T) non-acycliques. En effet, contrairement à H−(T),
l’espace H+(T) n’est pas nécessairement contractile. Posons (H ×M)+(T) la somme amalgamée :

(H+(T) ×M(T))
⋃

H+(T)×M−(T)

(H(T) ×M−(T)). (6.9)
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On a une succession de Aut(T)-cofibrations (H ×M)−(T)→ (H ×M)+(T)→ H(T) ×M(T) non-acycliques
ainsi qu’une factorisation du diagramme (6.8) :

∐

[T]∈Φn ; k

(H ×M)−(T) ×
Aut(T)

I[Σn] //

��

∐

[T]∈Φn ; k

(H ×M)+(T) ×
Aut(T)

I[Σn] //

��

∐

[T]∈Φn ; k

(H(T) ×M(T)) ×
Aut(T)

I[Σn]

��
B(M)k−1(n) // B(M)+k−1(n) // B(M)k(n)

avec B(M)+k−1(n) obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les
cofibrations sont préservées par les sommes amalgamées, on peut écrire B(M) comme la colimite de la
séquence de Σ-cofibrations suivante :

B(M)1 −→ B(M)+1 −→ B(M)2 −→ · · · −→ B(M)k−1 −→ B(M)+k−1 −→ B(M)k −→ · · · (6.10)

Maintenant on se donne χ : Y → X une fibration acyclique dans la catégorie des (P-Q)Σ bimodules
ainsi que le diagramme commutatif (I) :

FB(M) α //

µ

��

Y

χ

��
(I)

B(M) // X

B(M)0
α //

��

Y

χ

��
(II)

B(M) // X

On veut montrer que le diagramme de gauche admet d’un relèvement dans la catégorie des (P-Q)Σ
bimodules. Grâce à la propriété universelle du bimodule libre, un morphisme de (P-Q)Σ bimodules
α : FB(M) → Y est équivalent à la donnée d’un morphisme de Σ-collections α : M = B(M)0 → Y. Pour
avoir l’existence du relèvement du diagramme (I), il suffit donc de montrer qu’il existe un relèvement
du diagramme (II) dans la catégorie des Σ-collections qui préserve la structure de (P-Q)Σ bimodule.

Notons que B(M)k ne possède pas de structure de (P-Q)Σ bimodule car les opérations ne préservent
pas le nombre de sommets. On dit que le morphisme de Σ-collections fk : B(M)k → Y est un morphisme
de (P-Q)k bimodules si pour tout point x ∈ B(M)k s’écrivant sous la forme :

x = y0 ◦ (y1, . . . , yn) ou x = z0 ◦i z1, (6.11)

avec y0 ∈ P, z1 ∈ Q et z0, yi>0 des points de B(M)k, on a l’égalité :

fk(x) = fk(y0) ◦ ( fk(y1, . . . , fk(yn)) ou fk(x) = fk(z0) ◦i fk(z1). (6.12)

Intuitivement fk n’est pas un morphisme de (P-Q)Σ bimodules mais sa limite lorsque k tend vers l’infini
l’est. On va construire par récurrence une famille {αk : B(M)k → Y} où αk est un morphisme de (P-Q)k

bimodule prolongeant αk−1 et relevant le diagramme (II). Posons α0 = α : B(M)0 → Y. Supposons que
l’on dispose d’un morphisme de (P-Q)k−1 bimodules αk−1 : B(M)k−1 → Y prolongeant α. Remarquons
que les points de B(M)k qui sont de la forme (6.11) sont ceux indexés par un arbre ayant un sommet
paramétré par 1. Il existe donc un unique morphisme de (P-Q)k bimodules α+k−1 : B(M)+k−1 → Y tel que
les égalités (6.12) soient vérifiées. On définit αk : B(M)k → Y en prenant un relèvement quelconque du
diagramme suivant :

B(M)+k−1

α+k−1 //

��

Y

χ

��
B(M)k

// X

(6.13)

Comme B(M)+k−1 → B(M)k est une Σ-cofibration et χ : Y → X est une Σ-fibration acyclique, on a
l’existence d’un relèvement αk. Au final l’application µ est une cofibration dans la catégorie des (P-Q)Σ
bimodules.

La structure de catégorie modèle sur les bimodules a été construite à partir du foncteur libre FB(M).
Par conséquent, si M est Σ-cofibrant alors FB(M) est cofibrant en tant que (P-Q)Σ bimodule. Finalement
B(M) est cofibrant en tant que (P-Q)Σ bimodule via la composée ∅ → FB(M)→ B(M). �
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Remarque 6.1.4. La Boardman-Vogt résolution définit un endofoncteur dans la catégorie des (P-Q)Σ
bimodules. Il est important de noter qu’on a aussi la fonctorialité au niveau des opérades P et Q. Plus
précisément, si on se donne deux morphismes de S-opérades symétriques fp : P1 → P2 et fq : Q1 → Q2

ainsi qu’un morphisme f entre un (P1-Q1)Σ bimodule M1 et un (P2-Q2)Σ bimodule M2 vérifiant la
commutativité des diagrammes suivants :

P1 × M1
1 × · · · ×Mk

1
◦ //

fp× f×···× f

��

M1

f

��
P2 × M1

2 × · · · ×Mk
2 ◦

// M2

M1 × Q1
◦i //

f× fq
��

M1

f

��
M2 × Q2 ◦i

// M2

alors f induit un morphisme f̃ : B(M1) → B(M2) avec B(M1) et B(M2) la Boardman-Vogt résolution
dans la catégorie des (P1-Q1)Σ bimodules et (P2-Q2)Σ bimodules respectivement. Notons aussi que cette
construction peut s’adapter dans le cas non symétrique ainsi que pour les bimodules infinitésimaux.

6.2 Delooping relatif associé à un morphisme d’opérades colorées

On a vu dans les chapitres précédents qu’un morphisme d’opérades η : O → O′ est aussi un
morphisme de bimodules sous l’opérade O. Dans le cas où O est l’opérade non symétrique As, il a été
démontré par Dwyer-Hess [14] et indépendamment par Turchin [49] que l’espace de morphismes dérivé
Bimodh

As(As ; O′) est faiblement équivalent à un espace de lacets expliciteΩOperadh(As ; O′). Par la suite,
Robertson a étendu ce résultat dans [37] pour une opérade colorée symétrique O quelconque.

Théorème 6.2.1. [37, Théorème A] Si η : O → O′ est un morphisme de S-opérades symétriques alors on a
l’équivalence faible :

Σ-Bimodh
O(O ; O′) ≃ Ω

(
Σ-Operadh

S(O ; O′)
)
.

Dans cette section on va démontrer que les théorèmes 3.3.6 et 3.4.3 admettent aussi une généralisation
pour des opérades autres queAct. Plus précisément, on veut montrer que si on se donne un morphisme
d’opérades symétriques η1 : O1 → O2 ainsi qu’un morphisme de O2-bimodules η2 : O2 → M alors le
couple d’espaces topologiques (Σ-Bimodh

O1
(O1 ; O2) ; Σ-Bimodh

O1
(O1 ; M) ) est faiblement équivalent à une

SC1-algèbre explicite.

Définition 6.2.2. Soit O une {o ; c}-opérade symétrique. On note Oc l’opérade symétrique provenant de
la restriction de O à la couleur c et Oo l’opérade symétrique stricte obtenue à partir de la restriction à la
couleur o :

Oc(n) = O(c, . . . , c; c) pour n ≥ 0 et Oo(n) =
{

O(o, . . . , o; o) pour n ≥ 1,
∅ pour n = 0.

Inversement, soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. On désignera par
P ⊕Q la {o ; c}-opérade symétrique définie par :

P ⊕Q(c, . . . , c; c) = Q(n) pour n ≥ 0 ; P ⊕Q(o, . . . , o; o) = P(n) pour n ≥ 1

et l’ensemble vide pour les autres configurations. Ainsi, la donnée d’un morphisme de {o ; c}-opérades
symétriques f : P ⊕ Q → O est équivalente à la donnée de deux morphismes d’opérades symétriques
fc : Q→ Oc et fo : P→ Oo.

Définition 6.2.3. Soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. Posons

Op[P ; Q] := (P ⊕Q) ↓ Σ-Operad{o ; c}

la catégorie des {o ; c}-opérades symétriques au-dessous de P ⊕ Q. Un objet est la donnée d’un couple
(O ; τO) avec O une {o ; c}-opérade symétrique et τO : P ⊕ Q → O un morphisme de {o ; c}-opérades
symétriques. Un morphisme f : (O ; τO) → (O′ ; τO′ ) est un morphisme de {o ; c}-opérades symétriques
f : O→ O′ vérifiant la commutativité du diagramme suivant :

P ⊕Q
τO

||

τO′

""
O

f
// O′
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A partir d’un objet (O ; τO) ∈ Op[P ; Q], on définit le (P-Q)Σ bimodule R(O ; τO) avec R(O ; τO)(n) :=
O(c, . . . , c; o) pour n ≥ 0. On obtient ainsi un foncteur :

R : Op[P ; Q] −→ Σ-BimodP-Q. (6.14)

On omettra de préciser τO lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur la structure du bimoduleR(O ; τO). L’objectif
de la construction qui suit est de définir un adjoint à gauche au foncteur R.

Construction 6.2.4. Soient P une opérade symétrique stricte, Q une opérade symétrique et M un (P-Q)Σ
bimodule. A partir de M, on construit une {o ; c}-opérade symétrique L(M; P; Q) de la façon suivante :

L(M; P; Q)(c, . . . , c; c) = Q(n) pour n ≥ 0 et L(M; P; Q)(c, . . . , c; o) =M(n) pour n ≥ 0.

Pour décrire les autres configurations de couleurs L(M; P; Q)(Ic, Io; o), avec |Ic| ≥ 0 et |Io| ≥ 1, on introduit
l’ensemble Υ(Ic; Io) constitué des {o ; c}-arbres ayant le tronc indexé par o et dont les feuilles indexées par
l’ensemble Ic sont de couleurs c tandis que les feuilles indexées par Io sont de couleurs o. De plus les
éléments de Υ(Ic; Io) sont des arbres à deux niveaux (i.e chaque chemin reliant une feuille ou sommet à
la racine passe par au plus deux sommets) vérifiant les conditions suivantes :

⊲ les arêtes entrantes des sommets autres que la racine sont indexés par c,

⊲ les arêtes entrantes de la racine sont indexées par la couleur o,

⊲ la racine possède au moins une feuille entrante.

L’espace L(M; P; Q) est obtenu en indexant la racine par un point de P tandis que les autres sommets
sont indexés par des points du bimodule M. Autrement dit, on a :

L(M; P; Q)(Ic, Io; o) :=
∐

[T] ,T∈Υ(Ic,Io)


 P(|r|) ×

∏

v,r

M(|v|)



/
∼

La relation d’équivalence ∼ est engendrée par l’axiome de compatibilité avec l’action du groupe sy-
métrique qui correspond à la condition (ii) de la construction 6.1.2. On interprétera un point a ∈
L(M; P; Q)(c, . . . , c; c) comme une corolle dont le sommet est indexé par a et les feuilles par la cou-
leur c tandis que le tronc est de couleur c. De même, on interprétera un point a ∈ L(M; P; Q)(c, . . . , c; o)
comme une corolle dont le sommet est indexé par a et les feuilles par la couleur c tandis que le tronc est
de couleur o. On note [T ; {av}] un point de L(M; P; Q).

Figure 6.5 – Exemples d’un point dans L(M; P; Q)({1, 3, 4, 5, 6} , {2} ; o) et L(M; P; Q)(∅ , {1} ; o).

La composition d’un point [T ; {av}] ∈ L(M; P; Q)(Ic, Io; o) avec un point a ∈ Q sur une entrée fermée
consiste à greffer la corolle associée à a sur l’arbre T puis à contracter la nouvelle arête interne en utilisant
la structure de Q-bimodule à droite de M.

Figure 6.6 – Exemple de composition opéradique partielle.
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La composition d’un point [T ; {av}] ∈ L(M; P; Q)(Ic, Io; o) avec un autre point [T′ ; {a′v}] ∈ L(M; P; Q)(I′c, I
′
o; o)

consiste à greffer l’arbre T′ sur T en conservant les indexations respectives puis à contracter la nouvelle
arête interne provenant du tronc de T′ en utilisant la structure opéradique de P si |I′o| ≥ 1. Si toutes les
arêtes entrantes de la nouvelle racine sont des arêtes internes alors on les contracte simultanément via
la structure de P-bimodule à gauche de M.

Figure 6.7 – Exemple de composition opéradique partielle.

Ainsi définie, L(M; P; Q) est une {o ; c}-opérade symétrique que l’on désignera par L(M) lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguïté sur les opérades P et Q. On dispose d’un morphisme de {o ; c}-opérades symétriques :

τM : P ⊕Q→ L(M; P; Q),

induit par l’identité Q → L(M; P; Q)c = Q ainsi que le morphisme d’opérades strictes P → L(M; P; Q)o

envoyant un point sur la corolle associée. Par conséquent (L(M; P; Q) ; τM) est un objet de la catégorie
Op[P ; Q].

En ce qui concerne la fonctorialité, remarquons que si fp : P→ P′, fq : Q→ Q′ sont deux morphismes
d’opérades symétriques et fm : M→ M′ est une application entre un (P-Q)Σ bimodule M et un (P′-Q′)Σ
bimodule M′ vérifiant la commutativité des diagrammes suivants :

P(n) × M(m1) × · · · ×M(mn)
γl //

fp× fm×···× fm
��

M(m1 + · · ·mn)

fm
��

P′(n) × M′(m1) × · · · ×M′(mn)
γl // M′(m1 + · · ·mn)

M(n) × Q(m) ◦i
//

fm× fq
��

M(n +m − 1)

fm
��

M′(n) × Q′(m) ◦i
// M′(n +m − 1)

(6.15)

alors on a un morphisme de {o ; c}-opérades symétriques :

f : L(M; P; Q) −→ L(M′; P′; Q′);

[T ; {a′v}] 7−→ [T ; {a′v}],
avec a′v =



fp(av) si av ∈ P,
fm(av) si av ∈M,
fq(av) si av ∈ Q.

En particulier, on dispose d’un foncteur :

L(−; P; Q) : Σ-BimodP-Q −→ Op[P ; Q]. (6.16)

Proposition 6.2.5. Le couple de foncteurs (L;R) forme une adjonction.

Démonstration. On se donne (O ; τO) ∈ Op[P ; Q] et f : M → R(O) un morphisme de (P-Q)Σ bimodules.
On doit montrer qu’il existe un unique morphisme de {o ; c}-opérades symétriques f̃ : L(M; P; Q) → O
prolongeant l’application f et vérifiant l’égalité f̃ ◦ τM = τO. Cela signifie que si l’application f̃ existe
alors elle doit respecter les conditions suivantes :

i) f̃ : L(M; P; Q)c(n) = Q(n)→ Oc(n) doit coïncider avec l’application τO : Q(n)→ Oc(n),

ii) la restriction de f̃ : L(M; P; Q)o(n)→ Oo(n) à P(n) doit coïncider avec τO : P(n)→ Oo(n),

iii) f̃ : L(M; P; Q)(c, . . . , c; o) =M(n)→ R(O)(n) doit coïncider avec l’application f .

On va construire l’application f̃ sur les facteurs L(M; P; Q)(Ic, Io; o) par récurrence sur le nombre de
sommets des arbres T ∈ Υ(Ic; Io). On se donne [T ; {av}] un point de L(M; P; Q)(Ic, Io; o). Si T possède un
seul sommet alors |Ic| = 0 ou |Io| = 0 car toutes les arêtes adjacentes (i.e ayant le même sommet d’arrivée)
ont la même couleur. Dans ces cas, l’application est déjà définie à cause des restrictions (ii) et(iii).
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Supposons que l’application f̃ soit définie pour les arbres possédant au plus k sommets avec k ≥ 2.
Prenons [T ; {av}] un point de L(M; P; Q)(Ic, Io; o) avec T ayant k + 1 sommets. Par construction, [T ; {av}]
s’écrit sous la forme [T1 ; {av} \ {a0}] ◦i [T2 ; a0] avec T2 une corolle ayant toutes ses entrées indexées par
la couleur c tandis que son sommet est indexé par un point a0 ∈ M. Si on veut que f̃ soit un morphisme
de {o ; c}-opérades symétriques alors on doit avoir l’égalité :

f̃
(

[T ; {av}]
)
= f̃

(
[T1 ; {av} \ {a0}]

)
◦i f (a0),

avec T1 un arbre ayant k sommets. Les propriétés des opérades impliquent que cette définition ne dépend
pas du choix de la décomposition et que f̃ est définie de manière unique. �

On a vu dans le second chapitre que la catégorieΣ-BimodP-Q est enrichie dans les espaces topologiques
et qu’elle est munie d’une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée (voir le théorème 2.2.12).
Comme Op[P ; Q] est définie comme la catégorie (P ⊕ Q) ↓ Σ-Operad{o ; c}, elle est aussi enrichie dans
les espaces topologiques et possède une structure de catégorie modèle cofibrement engendrée (voir
l’exemple 2.1.4). La proposition qui suit montre que l’adjonction (L ; R) se comporte bien vis-à-vis des
structures homotopiques.

Proposition 6.2.6. Le couple de foncteurs (L ; R) forme une paire de Quillen.

Démonstration. Pour démontrer que le couple (L ; R) est une paire de Quillen, on va vérifier que le
foncteur R préserve les fibrations ainsi que les fibrations acycliques. Soit f : (O ; τO) → (O′ ; τO′ ) une
fibration dans la catégorie Op[P ; Q]. Cela signifie que l’application sous-jacente f : O → O′ est une
fibration dans la catégorie des {o ; c}-opérades symétriques. On rappelle que la structure de catégorie
modèle sur les opérades a été construite à partir d’une adjonction :

F{o ; c} : Σ-Coll({o ; c})⇆ Σ-Operad{o ; c} :U,

avec U le foncteur oubli et F{o ; c} l’opérade libre. Ainsi, f est une fibration si et seulement si U( f ) est
une fibration degré par degré. En particulier, pour n ≥ 0, l’application fM : R(O)(n) = O(c, . . . , c; o) →
R(O′)(n) = O′(c, . . . , c; o) est une fibration dans Top. De même, la structure de catégorie modèle sur les
bimodules a été définie à partir d’une adjonction :

FB : Σ-Coll⇆ Σ-BimodP-Q :U,

avec FB le (P-Q)Σ bimodule libre. Ainsi, un morphisme dans Σ-BimodP-Q est une fibration si c’est une
fibration degré par degré dans Top. Par conséquent R( f ) = fM est une fibration. Un raisonnement
similaire permet de démontrer que R préserve les fibrations acycliques. �

Corollaire 6.2.7. Soient P et Q deux opérades symétriques Σ-cofibrantes et bien pointées avec P(0) = ∅. Soit O
un objet de la catégorie Op[P ; Q]. Si R(O) est Σ-cofibrant alors L(BR(O); P; Q) est un remplacement cofibrant
de L(R(O); P; Q) dans la catégorie Op[P ; Q] et on a l’équivalence faible :

Σ-Bimodh
P-Q

(
R(O) ; R(O′)

)
≃ Op[P ; Q]h

(
L(R(O); P; Q) ; O′

)
. (6.17)

Démonstration. D’après le théorème 6.1.3, BR(O) est un remplacement cofibrant de R(O) en tant que
(P-Q)Σ bimodule. Comme le foncteur L est l’adjoint à gauche d’une paire de Quillen, il préserve les
cofibrations ainsi que les objets cofibrants. Par conséquentL(BR(O); P; Q) est cofibrant dans la catégorie
Op[P ; Q].

Un point [T ; {av}] ∈ L(BR(O); P; Q)(Ic, Io; o) est la donnée d’un arbre T ∈ Υ(Ic; Io) dont certains sommets
sont indexés par des arbres à section. On dispose donc de l’homotopie faisant tendre les paramètres des
sommets non perlés vers 0. Par conséquent, le morphisme de (P-Q)Σ bimodules µ : BR(O) → R(O),
évaluant l’ensemble des paramètres à zero, induit une équivalence faible entre {o ; c}-opérades :

L(BR(O); P; Q) −→ L(R(O); P; Q).

Au final, L(BR(O); P; Q) est un remplacement cofibrant de L(R(O); P; Q) dans Op[P ; Q]. Comme tous
les objets sont fibrants dans les catégories que l’on considère, on a les équivalences faibles :

Σ-Bimodh
P-Q(R(O) ; R(O′)) ≃ Σ-BimodP-Q(BR(O) ; R(O′)),

Op[P ; Q]h(L(R(O); P; Q) ; O′) ≃ Op[P ; Q](L(BR(O); P; Q) ; O′).
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L’équivalence faible (6.17) provient donc de l’adjonction (L ; R) qui induit un homéomorphisme :

Σ-BimodP-Q

(
BR(O) ; R(O′)

)
� Op[P ; Q]

(
L(BR(O); P; Q) ; O′

)
.

�

Théorème 6.2.8. Soit η : O → O′ un morphisme dans la catégorie Op[P ; Q] avec P et Q deux opérades Σ-
cofibrantes et bien pointées. Si R(O) est Σ-cofibrant et bien pointé alors Σ-Bimodh

P-Q(R(O) ; R(O′)) est faiblement
équivalent à l’espace de lacets relatif :

Ω
(

Operadh( Q ; O′c ) ; Op[P ; ∅]h(L(R(O); P; Q) ; O′ )
)
. (6.18)

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 6.2.7 ainsi que des propositions 6.2.12, 6.2.14 et
6.2.15. �

La catégorie Op[P ; ∅] est un cas particulier de la définition 6.2.3. Les objets sont les couples (O ; fo)
avec O une {o ; c}-opérade symétrique et fo : P → Oo un morphisme d’opérades symétriques strictes.
Par conséquent tout objet de Op[P ; Q] peut être vu comme un objet de la catégorie Op[P ; ∅] en ou-
bliant l’application sur la partie fermée. Ainsi L(R(O); P; Q) et L(BR(O); P; Q) sont tous deux des objets
de Op[P ; ∅]. Cependant L(BR(O); P; Q) n’est pas nécessairement cofibrant dans cette catégorie car Q
n’est pas nécessairement cofibrant en tant qu’opérade. On commence donc par modifier légèrement la
construction 6.1.2 afin de définir un remplacement cofibrant de L(R(O); P; Q) dans Op[P ; ∅].

Construction 6.2.9. A partir d’un (P-Q)Σ bimodule M on peut construire le (P-BV(Q))Σ bimoduleB∅(M)
dont les points sont les triplets [T ; {tu} ; {av}] avec T un arbre à section et {av} une famille de points
indexant les sommets de l’arbre de la même manière que dans la construction 6.1.2. La famille {tu} est
un ensemble de réels dans l’intervalle I = [0 , 1] paramétrant les sommets non perlés au-dessous de
la section ainsi que les arêtes internes au-dessus de la section. Si une arête e au-dessous de la section
connecte deux sommets non perlés alors on a l’inégalité ts(e) ≤ tt(e). Ainsi B∅(M) est un quotient du
sous-espace : ∐

Φn

∏

v∈Vd(T)

[
P(|v|) × I

]
×

∏

v∈Vp(T)

M(|v|) ×
∏

v∈Vu(T)

[
Q(|v|) × I

]

obtenu à partir des restrictions sur les familles {tu}. La relation d’équivalence est engendrée par les
axiomes (ii), (iii.b) et (iv.b) de la construction 6.1.2 ainsi que les axiomes suivants :

i′) Si ∗p et ∗q sont les unités de P et Q respectivement alors on a les relations suivantes :

v) Si une arête interne au-dessus de la section est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en
utilisant la structure opéradique de Q ou la structure de Q-bimodule à droite de M.

Figure 6.8 – Exemples de la relation (v).

La structure de (P-BV(Q))Σ bimodule est définie de manière similaire à la construction 6.1.2.

Lemme 6.2.10. Soit M un (P-Q)Σ bimodule avec P, Q deux opérades symétriques Σ-cofibrantes bien pointées
et P(0) = ∅. Si le bimodule M est Σ-cofibrant alors B∅(M) est un remplacement cofibrant de M en tant que
(P-BV(Q))Σ bimodule.

Démonstration. Tout d’abord, notons que M possède une structure de (P-BV(Q))Σ bimodule grâce au
morphisme d’opérades symétriques η : BV(Q) → Q. Le reste de la démonstration est similaire à la
preuve du théorème 6.1.3. �
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Notation 6.2.11. Soit O un objet de la catégorie Op[P ; Q]. On note

BV∅(O) := L(B∅(R(O)) ; P ; BV(Q)).

Proposition 6.2.12. Soit O un objet de Op[P ; Q] avec P et Q deux opérades Σ-cofibrantes et bien pointées. Si
R(O) est Σ-cofibrant alors BV∅(O) est un remplacement cofibrant de L(R(O); P; Q) dans la catégorie Op[P ; ∅].

Démonstration. Sous les conditions de la proposition, le lemme 6.2.10 implique que B∅(R(O)) est un
remplacement cofibrant de R(O) en tant que (P-BV(Q))Σ bimodule. Comme le foncteur L préserve les
cofibrations, BV∅(O) est cofibrant dans la catégorie Op[P ; BV(Q)]. Par conséquent BV∅(O) est aussi
cofibrant dans la catégorie Op[Oo ; ∅] via la succession de cofibrations :

P ⊕ ∅ −→ P ⊕ BV(Q) −→ BV∅(O).

Un point deBV∅(O) est constitué d’un arbre deΥdont les sommets sont indexés par des points deBV(Q),
B∅(R(O)) ou P adéquats. Par conséquent, l’application BV∅(O) → L(R(O); P; Q), évaluant l’ensemble
des paramètres à zéro, est une équivalence faible dont l’homotopie consiste à faire tendre les paramètres
vers zéro. �

Par construction, le morphisme d’opérades BV(Q) → BV∅(O)c = BV(Q) provient de l’identité. On
dispose donc d’une application continue :

h : Op[P ; ∅]
(
BV∅(O) ; O′

)
−→ Σ-Operad

(
BV(Q) ; O′c

)
. (6.19)

Ainsi, un modèle pour l’espace de lacets relatif (6.18) est obtenu comme la fibre homotopique de l’ap-
plication h au-dessus de la composée (τO′ )c ◦ µ : BV(Q) → O′c. Plus précisément on a la définition
suivante :

Définition 6.2.13. Un point de la fibre homotopique (6.19) au-dessus de la composée (τO′ )c ◦ µ est la
donnée d’applications continues :

f (n ; c) : BV(Q)(n) × [0 , 1] −→ O′(c, . . . , c; c), pour n ≥ 0,

f (Ic, Io ; o) : BV∅(O)(Ic, Io; o) × {1} −→ O′(Ic, Io; o), pour |Ic| ≥ 0 et |Io| ≥ 0,

vérifiant des relations liées à la structure opéradique :

⊲ f (n +m − 1 ; c)(x ◦i y ; t) = f (n ; c)(x ; t) ◦i f (m ; c)(y ; t), pour x ∈ BV(Oc)(n), et y ∈ BV(Oc)(m),

⊲ f (I′′c , I
′′
o ; o)(x◦iy ; 1) = f (Ic, Io ; o)(x ; 1)◦i f (I′c, I

′
o ; o)(y ; 1), pour x ∈ BV∅(O)(Ic, Io ; o) et y ∈ BV∅(O)(I′c, I

′
o ; o),

⊲ f (I′′c , I
′′
o ; o)(x◦iy ; 1) = f (Ic, Io ; o)(x ; 1)◦i f (I′c, ∅ ; c)(y ; 1), pour x ∈ BV∅(O)(Ic, Io ; o) et y ∈ BV∅(O)(I′c, ∅ ; c).

Ainsi que des restrictions liées au point base :

⊲ f (n ; c)(x ; 0) = (τO′ )c ◦ µ(x), pour x ∈ BV(Q)(n).

Pour démontrer le théorème 6.2.8 on va employer une méthode similaire à celles du chapitre 3. On
va utiliser l’espace Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′) comme intermédiaire entre l’espace de lacets relatif et
Op[P ; Q]h(L(R(O); P; Q) ; O′). Notons que la commutativité du diagramme :

P ⊕ BV(Q)
(τO′ )o ⊕ ((τO′ )c◦µ)

$$

τ

xx
BV∅(O) // O′

implique que Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′) est le sous-espace de Op[P ; ∅](BV∅(O) ; O′) constitué des
applications f vérifiant la relation :

f (x) = (τO′ )c ◦ µ(x) ∀x ∈ BV(Q). (6.20)
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Proposition 6.2.14. Sous les conditions du théorème 6.2.8, l’espace Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′ ) est homéo-
morphe à Op[P ; Q](L(BR(O); P; Q) ; O′ ).

Démonstration. Notons que cette proposition est une version explicite des constructions introduites par
Fresse dans [18, Chapitre 7]. D’après le corollaire 6.2.7, pour démontrer le résultat il suffit de construire
un homéomorphisme :

ξ : Σ-BimodP-BV(Q)

(
B∅(R(O)) ; R(O′)

)
−→ Σ-BimodP-Q

(
BR(O) ; R(O′)

)

On commence par définir une application ensembliste i : BR(O) → B∅(R(O)) envoyant un point
[T ; {tv} ; {av}] vers un élément [T ; {t′u} ; {av}]. L’arbre à section, l’indexation des sommets ainsi que la
paramétrisation des sommets non perlés au-dessous de la section restent inchangés. Si e est une arête
interne au-dessus de la section alors elle sera paramétrée par le réel t′e ∈ [0 , 1] défini par :

t′e =

{
(tt(e) − ts(e))/(tt(e) − 1) si tt(e) < 1,

1 si tt(e) = 1. (6.21)

Pour la construction on considère que, par défaut, une perle est paramétrée par 0. L’application i, ainsi
définie, ne dépend pas du choix du représentant. Cependant elle n’est pas continue. En effet, si e est
une arête interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés alors le paramètre t′e n’est pas
défini lorsque tt(e) tend vers 1.

Figure 6.9 – Illustration de l’application i : BR(O)→ B∅(R(O)).

Afin de pallier ce problème, on introduit une relation d’équivalence sur B∅(R(O)). Soit ∼ la relation
engendrée par x ∼ x′ si et seulement si il existe y ∈ B∅(R(O)) et [T ; {te} ; {av}], [T ; {t′e} ; {av}] ∈ BV(Q) tel
que :

x = y ◦i [T ; {te} ; {av}] et x′ = y ◦i [T ; {t′e} ; {av}].

On note B∅(R(O))/∼ (n) l’espace quotient B∅(R(O))(n)/∼. La structure de (P-BV(Q))Σ bimodule sur
B∅(R(O)) induit une structure de (P-Q)Σ bimodule sur la Σ-collection B∅(R(O))/∼ :

⊲ ◦i : B∅(R(O))/∼(n) ×Q(m) −→ B∅(R(O))/∼(n +m − 1);
(x ; y) 7−→ x ◦i y,

⊲ ◦ : P(n) × B∅(R(O))/∼(m1) × · · · × B∅(R(O))/∼(mn) −→ B∅(R(O))/∼(m1 + · · · +mn);
(x , y1 , . . . , yn) 7−→ γl(x; y1 , . . . , yn).

Les axiomes liés à la structure des (P-Q)Σ bimodules sont vérifiés uniquement grâce à la relation
d’équivalence. La structure de BV(Q)-bimodule à droite de O′ provient du morphisme de bimodules
µ : BV(Q)→ Q. Par conséquent, toute application f ∈ BimodP-BV(Q)(B∅(R(O)) ; R(O′)) passe au quotient
et induit un morphisme f̃ ∈ BimodP-Q(B∅(R(O))/∼ ; R(O′)). Grâce à la propriété universelle du quotient,
on obtient un homéomorphisme :

ξ1 : Σ-BimodP-BV(Q)(B∅(R(O)) ; R(O′)) −→ Σ-BimodP-Q(B∅(R(O))/∼ ; R(O′)).

Soit e une arête interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés. Si tt(e) vaut 1 alors tous les
paramètres t′e sont identifiés dans l’espace quotient rendant l’application i : BR(O)→ B∅(R(O))/∼ conti-
nue. Par construction, l’application i est un homéomorphisme et préserve la structure (P-Q)Σ bimodule.
On dispose d’un second homéomorphisme provenant de la pré-composition par i :

ξ2 : Σ-BimodP-Q(B∅(R(O))/∼ ; R(O′)) −→ Σ-BimodP-Q(BR(O) ; R(O′)).

Au final on définit l’homéomorphisme ξ comme la composée ξ2 ◦ ξ1. �
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Proposition 6.2.15. Sous les conditions du théorème 6.2.8, l’espace Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′ ) est faiblement
équivalent à l’espace de lacets relatif :

Ω
(
Σ-Operad(BV(Q) ; O′c ) ; Op[P ; ∅](BV∅(O) ; O′ )

)
.

Démonstration. Rappelons que Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′ ) est le sous-espace de Op[P ; ∅](BV∅(O) ; O′ )
constitué des applications dont la restriction à l’opéradeBV(Q) coïncide avec la composée (τO′ )c ◦µ. On
peut donc voir Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′ ) comme un sous-espace de la fibre homotopique (6.19) via
l’inclusion :

ι : Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′ ) −→ Ω
(
Σ-Operad(BV(Q) ; O′c ) ; Op[P ; ∅](BV∅(O) ; O′ )

)
;

f 7−→

{
f̃ (n ; c)(x ; t) = (τO′ )c ◦ µ(x) pour x ∈ BV(Q)(n),

f̃ (Ic, Io ; o)(x ; 1) = f (Ic, Io ; o)(x) pour x ∈ BV∅(O)(Ic, Io ; o).

On va démontrer que ι est une équivalence faible. Pour cela on va introduire deux tours de fibrations
associées à des filtrations de BV∅(O) permettant d’avoir un contrôle sur le nombre de sommets indexés
par des points de l’opérade symétrique Q.

On commence par rappeler qu’un élément de BV∅(O)(Ic, Io ; o) est la donnée d’un arbre T ∈ Υ(Ic, Io)
dont les sommets autres que la racine sont indexés par des arbres à section deΦ (voir la définition 6.1.1).
Un tel élément est noté [T ; {Φv}]. SiΨ(Ic, Io) désigne l’ensemble des éléments [T ; {Φv}], avec T ∈ Υ(Ic, Io),
alors BV∅(O)(Ic, Io ; o) peut s’écrire comme le quotient du sous-espace :

X(Ic, Io ; o) ⊆
∐

[T ; {Φv}]∈Ψ(Ic,Io)

P(|r|) ×
∏

v∈V(T)\{r}




∏

v∈Vd(Φv)

[
P(|v|) × I

]
×

∏

v∈Vp(Φv)

R(O)(|v|) ×
∏

v∈Vu(Φv)

[
Q(|v|) × I

]



obtenu à partir des restrictions de la construction 6.2.9 sur les points de l’intervalle I. La relation d’équi-
valence est engendrée par les axiomes des constructions 6.2.4 et 6.2.9. On dispose donc d’une projection
que l’on note de la façon suivante :

π : X(Ic, Io; o) −→ BV∅(O)(Ic, Io ; o).

De même, un point de BV∅(O)(Ic, ∅ ; c) = BV(Q)(|Ic|) peut être interprété comme la corolle de Υ dont
les arêtes sont de couleur c et le sommet est indexé par un {c}-arbre. PosonsΨk l’ensemble des éléments
[T ; {Φv}] dont la somme des sommets au-dessus des sections des arbres Φv vaut k. On désigne par Ψ≤k

l’ensemble des éléments deΨi avec i ≤ k.

Figure 6.10 – Illustration d’un élément deΨ6.

Un élément [T ; {Φv}] ∈ Ψk possède une arête redondante si l’un des arbres Φv a une arête interne e
au-dessus de la section tel que le sous-arbre de Φv ayant pour tronc e dispose de k sommets. On notera
Ψ+
≤k l’ensemble constitué des éléments de Ψ≤k ainsi que des éléments de Ψk+1 n’ayant aucune arête

redondante. Si X≤k et X+
≤k désignent respectivement la restriction de X aux ensembles Ψ≤k et Ψ+

≤k, alors
on définit les {o ; c}-collections symétriques :

BV∅(O)≤k := π(X≤k) et BV∅(O)+
≤k := π(X+

≤k).

Notons que ces deux collections ne possèdent pas de structure opéradique car la composition ne préserve
pas nécessairement le nombre de sommets au-dessus des sections. Cependant, cela fournit une filtration
de l’opérade colorée symétrique BV∅(O) en tant que collection grâce à la succession d’inclusionsΨ≤k ⊂

Ψ+
≤k ⊂ Ψ≤k+1 :

BV∅(O)≤0
// · · · // BV∅(O)≤k

// BV∅(O)+
≤k

// BV∅(O)≤k+1
// · · · (6.22)
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On construit ensuite les composantes des deux tours permettant de calculer Op[P ; BV(Q)](BV∅(O) ; O′ )
ainsi que l’espace de lacets relatif :

⊲ A≤k ⊂ Top
(
BV∅(O)≤k ; O′

)
; ⊲ A+

≤k ⊂ Top
(
BV∅(O)+

≤k ; O′
)

;

⊲ B≤k ⊂
∏

Ic , Io

Top
(
BV∅(O)≤k(Ic, Io ; o)×{1} ; O′(Ic, Io ; o)

)
×

∏

Ic

Top
(
BV∅(O)≤k(Ic, ∅ ; c)× [0 , 1] ; O′(Ic, ∅ ; c)

)
;

⊲ B+
≤k ⊂

∏

Ic , Io

Top
(
BV∅(O)+

≤k(Ic, Io ; o)×{1} ; O′(Ic, Io ; o)
)
×

∏

Ic

Top
(
BV∅(O)+

≤k(Ic, ∅ ; c)× [0 , 1] ; O′(Ic, ∅ ; c)
)

;

avec B≤k et B+
≤k les sous-espaces des applications vérifiant les conditions de la définition 6.2.13 tandis que

A≤k et A+
≤k sont les sous-espaces vérifiant les conditions de la définition 6.2.13 ainsi que la relation (6.20).

La filtration (6.22) induit deux séquences :

A≤0

ι0

��

A+
≤0

oo

ι+0

��

A≤1
oo

ι1

��

· · ·oo A≤k
oo

ιk

��

A+
≤k

oo

ι+k

��

A≤k+1
oo

ιk+1

��

· · ·oo

B≤0 B+
≤0

oo B≤1
oo · · ·oo B≤k

oo B+
≤k

oo B≤k+1
oo · · ·oo

avec ιk et ι+k les applications induites par l’inclusion ι.
Dans un premier temps, il faut démontrer que les deux séquences forment des tours de fibrations.

Les constructions qui suivent sont semblables à celles introduites dans la preuve du théorème 6.1.3. Afin
d’alléger les notations, on ne tient pas compte de l’action du groupe des permutations. On commence
par montrer que l’application A+

≤k → A≤k est une fibration. Pour cela, posons ∂X+
≤k le sous-espace de X+

≤k
constitué des points vérifiant l’une des conditions suivantes :

i) soit un sommet bivalent est indexé par l’unité de Q,

ii) soit l’une des arêtes des arbres {Φv} est paramétrée par 0.

Comme l’opérade Q est bien pointée, l’inclusion ∂X+
≤k → X+

≤k est une cofibration (acyclique) et on a la
somme amalgamée suivante qui est une réécriture du passage au quotient :

∂X+
≤k

//

��

X+
≤k

π

��
BV∅(O)≤k

// BV∅(O)+
≤k

où l’application verticale à gauche du diagramme consiste à contracter les arêtes paramétrées par 0
et oublier les sommets indexés par l’unité de l’opérade Q. Comme la somme amalgamée préserve les
cofibrations, l’application BV∅(O)≤k → BV∅(O)+

≤k est aussi une cofibration. On introduit maintenant la
collection ∂′X+

≤k comme le sous-collection de X+
≤k, contenant ∂X+

≤k, constituée des points vérifiant l’une
des conditions suivantes :

i) soit un sommet bivalent est indexé par l’unité de Q,

ii) soit l’une des arêtes des arbres {Φv} est paramétrée par 0 ou 1.

Les applications ∂X+
≤k → ∂

′X+
≤k → X+

≤k sont des cofibrations (non acycliques) et on introduit le diagramme
commutatif suivant :

∂X+
≤k

//

��

∂′X+
≤k

//

��

X+
≤k

��
BV∅(O)≤k

// ∂BV∅(O)+
≤k

// BV∅(O)+
≤k

avec ∂BV∅(O)+
≤k obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les

sommes amalgamées préservent les cofibrations, les applications horizontales en bas du diagramme
sont aussi des cofibrations. De plus, ∂BV∅(O)+

≤k contient les points deBV∅(O)+
≤k s’écrivant sous la forme

x ◦i y. Par conséquent, comme la partie fermée est déterminée par la relation (6.20), on a le produit fibré :
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A+
≤k

//

��

∏

Ic ; Io

Top
(
BV∅(O)+

≤k(Ic, Io; o) ; O′(Ic, Io; o)
)

��

A≤k
//
∏

Ic ; Io

Top
(
∂BV∅(O)+

≤k(Ic, Io; o) ; O′(Ic, Io; o)
)

D’après le lemme 2.1.22, on sait que l’application verticale à droite du diagramme est une fibration.
Comme le produit fibré préserve les fibrations, l’application A+

≤k → A≤k est aussi une fibration.
De la même manière, on démontre que A≤k+1 → A+

≤k ainsi que les applications composants la tour
associée à l’espace de lacets relatif sont des fibrations. Pour démontrer que l’application ι est une
équivalence faible, il suffit de montrer par récurrence que chacune des applications ιk et ι+k est une
équivalence faible. Par construction l’application ι0 coïncide avec l’identité qui est une équivalence
faible. Supposons que ιk est une équivalence faible. On va démontrer que ι+k et ιk+1 sont des équivalences
faibles. On commence par se donner f̃ un point de A≤k. On notera FA la fibre au-dessus de f̃ et FB la fibre
au-dessus de ιk( f̃ ). On a le diagramme suivant :

A≤k

≃ ιk

��

A+
≤k

ι+k

��

oo FA

ι f̃

��

oo

B≤k B+
≤k

oo FB
oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des fibrations, l’application ι+k est une
équivalence faible si et seulement si l’application entre les fibres ι f̃ l’est aussi. Or un point de FB est la
donnée d’une famille d’applications continues :

f (n ; c) : BV∅(O)+
≤k(c . . . , c; c) × [0 , 1] −→ O′(c . . . , c; c),

f (Ic, Io ; o) : BV∅(O)+
≤k(Ic, Io ; o) × {1} −→ O′(Ic, Io ; o),

avec f (n ; c)(x; 0) = (τO′ )c ◦ µ(x) et dont la restriction à BV∅(O)≤k coïncide avec ιk( f̃ ). En particulier, la
restriction de f (n ; c) à BV∅(O)≤k coïncide avec (τO′ )c ◦ µ. Par ailleurs, l’image de FA est constituée des
familles d’applications vérifiant f (n ; c)(x; t) = (τO′ )c ◦ µ(x) pour t ∈ [0 , 1]. Comme il n’y a pas d’arête
redondante, on peut définir l’homotopie :

H : FB × [0 , 1] −→ FB

( f ; t′) 7−→


H[ f ; t′](n ; c)(x ; t) = f (n ; c)(x ; tt′) pour x ∈ BV∅(O)+

≤k(c, . . . , c; c) et t ∈ [0 , 1],

H[ f ; t′](Ic , Io ; o)(x ; 1) = f (Ic , Io ; o)(x ; 1) pour x ∈ BV∅(O)+
≤k(Ic , Io ; o).

Par conséquent i+k est une équivalence faible.
Pour montrer que ik+1 est une équivalence faible, on se donne f̃ ′ un point de A+

≤k. On notera F′A la
fibre au dessus de f̃ ′ et F′B la fibre au dessus de ιk( f̃ ′). On a le diagramme suivant :

A+
≤k

≃ ι+k

��

A≤k+1

ιk+1

��

oo F′A
ι f̃ ′

��

oo

B+
≤k B≤k+1

oo F′B
oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des fibrations, l’application ιk+1 est
une équivalence faible si et seulement si l’application entre les fibres ι f̃ ′ l’est aussi. Or un point de F′B est
la donnée d’une famille d’applications continues :

f (n ; c) : BV∅(O)≤k+1(c . . . , c; c) × [0 , 1] −→ O′(c . . . , c; c),

f (Ic, Io ; o) : BV∅(O)≤k+1(Ic, Io ; o) × {1} −→ O′(Ic, Io ; o),

dont la restriction à BV∅(O)+
≤k coïncide avec ι+k ( f̃ ′). En particulier on a f (n ; c)(x; t) = (τO′ )c ◦ µ(x) pour

t ∈ [0 , 1]. Par conséquent, l’application ι f̃ ′ est l’identité et ιk est une équivalence faible. �
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Théorème 6.2.16. Soient P et Q deux opérades Σ-cofibrantes et bien pointées, avec P(0) = ∅, et η : O → O′ un
morphisme dans la catégorie Op[P ; Q]. Si R(O) est Σ-cofibrant alors le couple d’espaces topologiques

(
Σ-Bimodh

Q(Q ; O′c) ; Σ-Bimodh
P-Q(R(O) ; R(O′))

)

est faiblement équivalent à une SC1-algèbre explicite :
(
Ω

(
Σ-Operadh(Q ; O′c)

)
; Ω

(
Σ-Operadh( Q ; O′c ) ; Op[P ; ∅]h(L(R(O); P; Q) ; O′ )

) )
.

Démonstration. Pour le premier facteur, l’équivalence faible est due au théorème 6.2.1 de Robertson tandis
que pour le second facteur, l’équivalence faible provient du corollaire 6.2.7 et du théorème 6.2.8. �

Corollaire 6.2.17. Soit η : O → O′ un morphisme de {o ; c}-opérades symétriques avec Oc(0) = ∅. Si O est
Σ-cofibrant et bien pointé alors le couple d’espaces topologiques

(
Σ-Bimodh

Oc
(Oc ; O′c) ; Σ-Bimodh

Oo-Oc
(R(O) ; R(O′))

)

est faiblement équivalent à une SC1-algèbre explicite :
(
Ω

(
Σ-Operadh(Oc ; O′c)

)
; Ω

(
Σ-Operadh( Oc ; O′c )

)
; Op[Oo ; ∅]h(L(R(O); Oo,Oc) ; O′ )

) )
.

Démonstration. Provient du fait que η : O→ O′ est un morphisme dans la catégorie Op[Oo ; Oc]. �

Notation 6.2.18. Si O est une opérade symétrique alors on désignera par O>0 l’opérade stricte obtenue à
partir de O. Ainsi O possède une structure de (O>0-O)Σ bimodule. Plus généralement, la donnée d’un
Σ-bimodule sous l’opérade O est équivalente à la donnée d’un (O>0-O)Σ bimodule.

Corollaire 6.2.19. Soient η1 : O1 → O2 un morphisme d’opérades et η2 : O2 → M un morphismes de O2-
bimodules. Si O1 est Σ-cofibrant et bien pointé alors le couple d’espaces topologiques

(
Σ-Bimodh

O1
(O1 ; O2) ; Σ-Bimodh

O1
(O1 ; M)

)

est faiblement équivalent à une SC1-algèbre explicite :
(
Ω

(
Σ-Operadh(O1 ; O2)

)
; Ω

(
Σ-Operadh( O1 ; O2 ) ; Op[O>0

1 ; ∅]h(L(O1; O>0
1 ; O1) ; L(M; O>0

2 ; O2) )
) )
.

Démonstration. On dispose d’un morphisme d’opérades η1 : O1 → O2 ainsi que d’un morphisme fm =
η2 ◦ η1 : O1 → M, avec O1 vu comme un Σ-bimodule sous l’opérade O1 et M un Σ-bimodule sous
l’opérade O2, vérifiant la commutativité des diagrammes (6.15). On a donc un morphisme de {o ; c}-
opérades symétriques :

f : L(O1; O>0
1 ; O1)→ L(M; O>0

2 ; O2).

Ainsi f est un morphisme dans la catégorie Op[O>0
1 ; O1]. Pour obtenir le résultat du corollaire, il suffit

d’appliquer le théorème 6.2.16 à l’application f en remarquant que L(R(L(O1; O>0
1 ; O1)); O>0

1 ; O1) =
L(O1; O>0

1 ; O1) car RL = id par construction. �

Remarque 6.2.20. Tous les théorèmes et corollaires ci-dessus possèdent des équivalents lorsque les opé-
rades P et Q ne sont pas symétriques. Pour cela, il suffit de ne pas tenir compte de l’action du groupe
des permutations dans les différentes constructions.

6.3 Généralisation grâce à la conjecture de Dwyer-Hess

Dans cette section on va montrer qu’il est possible d’utiliser le théorème 6.2.16 afin d’identifier des
algèbres sous l’opérade topologique SCd+1 à partir d’un morphisme de {o ; c}-opérades. Pour cela on
doit admettre une conjecture de Dwyer-Hess introduite dans [17]. Dans ce qui suit, l’opérade Cd est vue
comme l’opérade non symétriqueU(Cd) via l’adjonction (1.3).

Conjecture 6.3.1. [17] Soit M un Cd-bimodule avec M(0) ≃ ∗ et M(1) ≃ ∗. Si η : Cd → M est un morphisme de
Cd-bimodules alors on a l’équivalence faible :

Ibimodh
Cd

(Cd ; M) ≃ ΩdBimodh
Cd

(Cd ; M).
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Notons que Dwyer et Hess ont énoncé des résultats préliminaires pour la démonstration de cette
conjecture dans l’article [17]. De plus, Boavida et Weiss ont démontré la conjecture dans [6] dans le
contexte des espaces de plongements. Une application directe de la conjecture 6.3.1 et du théorème 6.2.1
est l’identification de Cd+1-algèbres à partir de morphismes d’opérades.

Théorème 6.3.2. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si η : Cd → O est un morphisme d’opérades, avec
O(0) ≃ ∗ et O(1) ≃ ∗, alors on a l’équivalence faible :

Ibimodh
Cd

(Cd ; O) ≃ Ωd+1Operadh(Cd ; O).

Notation 6.3.3. L’analogue de l’opérade Cd, dans le cas coloré, sera la {o ; c}-opérade symétrique :

CCd = L(Cd ; C>0
d ; Cd).

Théorème 6.3.4. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si η : CCd → O est un morphisme dans la
catégorie Op[C>0

d ; Cd], avec O( ; c) ≃ O(c ; c) ≃ ∗ et O( ; o) ≃ O(c ; o) ≃ ∗, alors le couple d’espaces topologiques

(
Ibimodh

Cd
(Cd ; Oc) ; Ibimodh

Cd
(Cd ; R(O))

)
,

est faiblement équivalent à une algèbre sous SCd+1 explicite :

(
Ωd+1Operadh(Cd ; Oc) ; Ωd+1

(
Operadh(Cd ; Oc ) ; Op[C>0

d ; ∅]h(CCd ; O )
) )
.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 6.2.16 et de la conjecture 6.3.1. �

Corollaire 6.3.5. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Soient η1 : Cd → O un morphisme d’opérades et
η2 : O → M un morphisme de O-bimodules. Si O(0) ≃ O(1) ≃ ∗ et M(0) ≃ M(1) ≃ ∗ alors le couple d’espaces
topologiques (

Ibimodh
Cd

(Cd ; O) ; Ibimodh
Cd

(Cd ; M)
)
,

est faiblement équivalent à une SCd+1-algèbre explicite :

(
Ωd+1Operadh(Cd ; O) ; Ωd+1

(
Operadh(Cd ; O ) ; Op[C>0

d ; ∅]h(CCd ; L(M ; O>0 ; O) )
) )
.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 6.2.19 et de la conjecture 6.3.1. �

6.4 Application à l’espace des longs nœuds en dimension supérieure

Dans [42], Sinha a réussi à exprimer l’espace des longs nœuds L1 ; n comme un espace de lacets
double car il disposait d’un remplacement semi-cosimplicial provenant de l’opérade de Kontsevich
(voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nœuds en dimension supérieure définis par la
fibre homotopique :

Ld
1 ; n := ho f ib

(
Embc(Rd ; Rn) −→ Immc(Rd ; Rn)

)
,

on ne possède pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin ont développé
dans [1] une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], afin d’identifier des espaces de
plongements à des bimodules infinitésimaux sous l’opérade des petits cubes.

6.4.1 Rappel sur le calcul de plongements.

On fixe M une variété lisse de dimension d. On désigne par O(M) l’ensemble partiellement ordonné
des ouverts de M. Pour k ∈ N, on note Ok(M) le sous-ensemble de O(M) constitué des éléments homéo-
morphes à une union disjointe d’au plus k boules ouvertes de Rd. A partir d’un foncteur contravariant
F : O(M)→ Top, Weiss a introduit le foncteur TkF : O(M)→ Top via la formule :

TkF(U) := holim
V∈Ok(U)

F(V).
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Le foncteur TkF est appelé le k-ième polynôme de Taylor associé à F. Ce dernier a l’avantage d’être plus
simple à étudier que le foncteur d’origine. La restriction deOk àOk−1 induit une transformation naturelle
TkF→ Tk−1F. On obtient ainsi une tour, appelée tour de Taylor, permettant d’interpoler le foncteur F.

F

�� ""|| ((
T0F T1Foo T2Foo T3Foo · · ·oo

Dans certains cas favorables, la limite homotopique de la tour de Taylor, notée T∞F, est un foncteur
équivalent au foncteur initial F (i.e ∀U ∈ O(M) on a T∞F(U) ≃ F(U)). On dit alors que la tour de Taylor
associée au foncteur F converge.

Les tours de Taylor ont été utilisées dans l’étude des espaces de plongements par Goodwillie [20, 21,
22] et Weiss [52, 23]. L’idée est d’interpréter l’espace Emb(M ; N) comme un foncteur contravariant :

Emb(− ; N) : O(M)→ Top,

avec N une variété lisse de dimension n. De même, on peut étudier l’espace des immersions Imm(M ; N)
ainsi que l’espace des longs plongements définis par la fibre homotopique :

Emb(M; N) := ho f ib
(

Emb(M ; N) −→ Imm(M ; N)
)
.

Théorème 6.4.1. [52] Soient M et N deux variétés lisses de dimension d et n respectivement. Si n − d − 2 > 0
alors les tours de Taylor associées aux foncteurs ci-dessous convergent :

Emb(− ; N), Imm(− ; N) et Emb(− ; N) : O(M) −→ Top.

Dans le cas particulier où l’on étudie les espaces de plongements et d’immersions à support compact,
on doit modifier légèrement la définition de la tour de Taylor. Si M est le complémentaire d’un compact
de Rd alors on définit Õ(M) comme l’ensemble des ouverts de M s’écrivant sous la forme V ∪W avec W
le complémentaire d’un disque fermé, V ∈ O(M) et V ∩W = ∅. On note Õk(M) le sous-ensemble de Õ(M)
constitué des ouverts V ∪W avec V ∈ Ok(M).

A partir d’un foncteur F : Õ(M) → Top, on définit le k-ième polynôme de Taylor TkF : Õ(M) → Top
via la formule :

TkF(U) := holim
V∈Õk(U)

F(V).

Théorème 6.4.2. [52] Soit M le complémentaire d’un compact de Rd. Si n − d − 2 > 0 alors les tours de Taylor
associées aux foncteurs :

Embc(− ; Rn), Immc(− ; Rn) et Embc(− ; Rn) : Õ(M) −→ Top.

convergent. En particulier, la tour de Taylor associée à l’espace des longs nœuds de dimension supérieure converge.

6.4.2 Lien entre la tour de Taylor et les bimodules.

Un isomorphisme standard de Rd est la composée d’une translation et d’une dilatation. Soient
A = ∪s∈S As l’union disjointe d’ouverts deRd indexée par un ensemble S et M un sous-espace deRd. Une
application f : A→M est appelée plongement standard si f est un plongement tel que, pour tout s ∈ S, la
composée f|As : As → M ֒→ Rd est égale à l’inclusion dans Rd suivie d’un isomorphisme standard. On
note sEmb(A ; M) l’espace des plongements standards.

Définition 6.4.3. Soit M un ouvert de Rd. La Σ-collection sEmb(− ; M) est donnée par :

sEmb(− ; M)(k) = sEmb(k × Cd ; M),

avec Cd le cube unité de Rd. Si M = Cd alors la Σ-collection sEmb(− ; Cd) coïncide avec l’opérade Cd. De
manière générale, sEmb(− ; M) possède une structure de Cd-bimodule à droite :

◦i : sEmb(− ; M)(n) × Cd(m)→ sEmb(− ; M)(n +m − 1),

induit par la pré-composition avec le plongement standard provenant de Cd.
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Théorème 6.4.4. [1, Théorème 5.10] Soit M un ouvert de Rd, avec d < n. On a les équivalences faibles :

T∞Emb(M ; Rn) ≃ Rmodh
Cd

(sEmb(− ; M) ; Cn) et T∞Embc(Rd ; Rn) ≃ Ibimodh
Cd

(Cd ; Cn).

Si M est le complémentaire d’un compact de Rd alors on a l’équivalence faible :

T∞Embc(M ; Rn) ≃ Rmodh
Cd

(sEmb(− ; M) ; Cn).

Corollaire 6.4.5. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si n − d − 2 > 0 alors on a l’équivalence faible :

Ld
1 ; n ≃ Ibimodh

Cd
(Cd ; Cn) ≃ Ωd+1Operadh(Cd ; Cn).

Démonstration. C’est une conséquence de la conjecture 6.3.1 ainsi que des théorèmes 6.4.2 et 6.4.4. �

6.4.3 Application à l’espace des (k)-immersions relatives.

L’espace des (k)-immersions, noté Imm(k)
c (Rd ; Rn), est le sous-espace des immersions f ∈ Immc(Rd ; Rn)

tel que pour tout sous-ensemble K ⊂ Rd de cardinal k, la restriction f|K est non-constante. En particu-
lier, lorsque k = 2, on retrouve l’espace des plongements classique Embc(Rd ; Rn). Les (k)-immersions
définissent une famille d’espaces intermédiaires entre l’espace de plongements et l’espace d’immersions :

Embc(Rd ; Rn) // Imm(3)
c (Rd ; Rn) // · · · // Imm(k)

c (Rd ; Rn) // · · · // Immc(Rd ; Rn)

L’espace des (k)-immersions relatives est défini comme la fibre homotopique :

Imm(k)
c (Rd ; Rn) := ho f ib

(
Imm(k)

c (Rd ; Rn) −→ Immc(Rd ; Rn)
)
.

Contrairement aux espaces de plongements, on ne sait pas si la tour de Taylor associée aux (k)-immersions
converge. Dobrinskaya et Turchin ont néanmoins réussi à identifier la limite de la tour de Taylor à un
espace de morphismes de bimodules infinitésimaux sous l’opéradeCd. Pour cela, on a besoin d’introduire
l’espace des (k)-petits cubes.

Figure 6.11 – Exemple d’un point de Imm(4)
c (R1 ; R3).

Définition 6.4.6. Le Cd-bimodule des (k)-petits cubes, noté C(k)
d , est la donnée de la Σ-collection {C(k)

d (n)}
dont la n-ième composante est l’espace des familles de petits cubes {ci}

n
i=1 (voir la définition 1.1.19)

vérifiant la condition suivante :

∀(i1, . . . , ik) ∈ Ck
n,

⋂

1≤ j≤k

Int( Im(ci j ) ) = ∅. (6.23)

La structure de bimodule à droite est définie de la façon suivante :

◦i : C(k)
d (n) × Cd(m) −→ C

(k)
d (n +m − 1);

( {ci}
n
i=1 ; {c′i }

m
i=1 ) 7−→ {c′′i }

n+m−1
i=1 :=



c′′j = c j si i < j,
c′′j = ci ◦ c′j−i+1 si i ≤ j < i +m,
c′′j = c j−m+1 si j ≥ i +m,

tandis que la structure de bimodule à gauche est donnée par la formule suivante :

γl : Cd(n) × C(k)
d (m1) × · · · × C(k)

d (mn) −→ C
(k)
d (m1 + · · · +mn);

( {ci}
n
i=1 ; {c1

i }
m1
i=1, . . . , {c

1
n}

mn

i=1 ) 7−→ {c′i }
m1+···+mn

i=1 ,

avec
c′j = cl+1 ◦ cl+1

j−m1−···−ml
si m1 + · · · +ml + 1 ≤ j ≤ m1 + · · · +ml+1.
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Figure 6.12 – Illustration de la structure de C2-bimodule à droite de C(3)
2 .

Théorème 6.4.7. [11, Théorème 11.2] Si n > d alors on a T∞Imm(k)
c (Rd ; Rn) ≃ Ibimodh

Cd
(Cd ; C(k)

n ).

A cause de la condition (6.23), le bimodule des (k)-petits cubes ne possède pas de structure opéradique.
On dispose néanmoins de la composition :

Cd η1
// Cn η2

// C(k)
n ,

avec η1 un morphisme d’opérades et η2 le morphisme de Cn-bimodules issu de l’inclusion. En utilisant
le corollaire 6.3.5 avec le couple de morphismes (η1 ; η2) et grâce au corollaire 6.4.5 et au théorème 6.4.7,
on obtient l’énoncé suivant :

Théorème 6.4.8. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si n−d−2 > 0 alors le couple d’espaces topologiques
(Ld

1 ; n ; T∞Imm(k)
c (Rd ; Rn)) est faiblement équivalent à une SCd+1-algèbre explicite :

(
Ωd+1Operadh(Cd ; Cn) ; Ωd+1

(
Operadh(Cd ; Cn ) ; Op[Cd ; ∅]h(CCd ; L(C(k)

n ; Cn ; Cn) )
) )
.

116



Bibliographie

[1] Gregory Arone and Victor Turchin. On the rational homology of high dimensional analogues of
spaces of long knots. Geometry and Topology, 18 :1261–1322, 2014.

[2] C. Berger and I. Moerdijk. Axiomatic homotopy theory for operads. Comment. Math. Helv., 78 :805–
831, 2003.

[3] C. Berger and I. Moerdijk. The Boardman-Vogt resolution of operads in monoidal model categories.
Topology, 45(5) :807–849, 2006.

[4] J. M. Boardman and R. M. Vogt. Homotopy-everything H-spaces. Bull. Amer. Math. Soc., 74 :1117–
1122, 1968.

[5] J.M. Boardman and R.M. Vogt. Homotopy invariant algebraic structures on topological spaces. Lecture
Notes in Mathematics, Vol. 347. Springer-Verlag, Berlin, 1973.

[6] Pedro Boavida de Brito and Michael Weiss. Spaces of smooth embeddings and configuration
categories. arXiv :1502.01640, 2015.

[7] A. K. Bousfield. On the homology spectral sequence of a cosimplicial space. Amer. J. Math.,
109(2) :361–394, 1987.

[8] Ryan Budney. Little cubes and long knots. Topology, 46(1) :1–27, 2007.

[9] F. R. Cohen. On loop spaces of configuration spaces, and related spaces. In Noncompact problems at
the intersection of geometry, analysis, and topology, volume 350 of Contemp. Math., pages 63–81. Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 2004.

[10] Frederick R. Cohen, Thomas J. Lada, and J. Peter May. The homology of iterated loop spaces. Lecture
Notes in Mathematics, Vol. 533. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1976.

[11] N. Dobrinskaya and V. Turchin. Homology of non-k-overlapping discs. arXiv : 1403.0881, 2014.

[12] E. Dror and W. G. Dwyer. A long homology localization tower. Comment. Math. Helv., 52(2) :185–210,
1977.

[13] J. Ducoulombier. Swiss-cheese action on the totalization of action-operads. arXiv : 1410.3236. to
appear in Algebraic and Geometric topology.

[14] W. Dwyer and K. Hess. Long knots and maps between operads. Geometry and topology, 16 :919–955,
2012.

[15] W. Dwyer and K. Hess. A delooping of the space of string links. arXiv : 1501.00575, 2015.
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Résumé

L’objectif de ce travail est l’étude de l’opérade Swiss-Cheese SCd qui est une version relative de
l’opérade des petits cubes Cd. On montre que les théorèmes classiques dans le cadre des opérades non
colorées admettent des analogues dans le cas relatif. Il est ainsi possible d’extraire d’une opérade pointée
O (i.e. un opérade colorée sous π0(SC1) ) un couple d’espaces semi-cosimpliciaux (Oc ; Oo) dont les semi-
totalisations sont faiblement équivalentes à une SC2-algèbre explicite. En particulier, on prouve que le
couple (L1 ; n ; Lm ; n), composé de l’espace des longs nœuds et de l’espace des longs entrelacs à m brins,
est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite.

Dans un second temps, on s’intéresse aux couples d’homologies singulières et d’homologies de
Hochschild associés à une paire d’espaces semi-cosimpliciaux provenant d’une opérade pointée. Dans
ce contexte, les couples (H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo))) et (HH∗(Oc) ; HH∗(Oo)) possèdent tous deux une
structure de H∗(SC2)-algèbre explicite. On montre alors que le morphisme de Bousfield entre ces deux
couples préserve les structures de H∗(SC2)-algèbres. Cela nous permet de mieux appréhender le couple de
suites spectrales de Bousfield calculant (H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo))). En particulier, on énonce un critère
permettant de faire le lien entre le couple d’homologies singulières issu d’une opérade symétrique
multiplicative topologique et la page E2 des suites spectrales de Bousfield.

La dernière étape de notre étude consiste à généraliser les précédents résultats. Pour cela, on se base
sur une conjecture de Dwyer et Hess qui vise à identifier une Cd+1-algèbre à partir d’un morphisme
d’opérades Cd → O. En admettant ce résultat, on introduit une opérade colorée CCd telle que l’on peut
extraire une SCd+1-algèbre à partir d’un morphisme d’opérades colorées CCd → O. On montre ainsi
que le couple d’espaces (Ld

1 ; n ; T∞Imm(k)(Rd ; Rn)), composé de l’espace des longs nœuds en dimension
d et de l’approximation polynomiale des (k)-immersions, est faiblement équivalent à une SCd+1-algèbre
explicite.

Abstract

The aim of this work is to study the Swiss-Cheese operad, denoted bySCd, which is a relative version of
the little cubes operadCd. We show that the classical theorems in the context of uncolored operads can be
generalized to the relative case. From a pointed operad O (i.e. a two colored operad under π0(SC1) ), we
build two semi-cosimplicial spaces (Oc ; Oo) such that the pair of semi-totalizations is weakly equivalent
to an explicit SC2-algebra. In particular, we prove that the pair (L1 ; n ; Lm ; n), composed of the space of
long knots and the space of long links, is weakly equivalent to an explicit SC2-algebra.

We study two homology theories, namely singular and Hochschild homology, of a pair of semi-
cosimplicial spaces arising from a pointed operad. In this context, (H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo))) and
(HH∗(Oc) ; HH∗(Oo)) are equipped with an explicit H∗(SC2)-algebra structure. We show that the map
introduced by Bousfield between these two pairs is a morphism of H∗(SC2)-algebras. This result helps
us to understand the pair of spectral sequences computing (H∗(sTot(Oc)) ; H∗(sTot(Oo))). In particular we
give some conditions on a multiplicative symmetric operad so that the E2 pages of the Bousfield spectral
sequences are weakly equivalent to H∗(sTot(Oc)) and H∗(sTot(Oo)) as H∗(SC2)-algebras.

Finally we generalize our previous results, relying on a conjecture by Dwyer and Hess. We define a
colored operadCCd and obtain anSCd+1-algebra from an operad morphismCCd → O. As a consequence,
we prove that the couple of topological spaces (Ld

1 ; n ; T∞Imm(k)(Rd ; Rn)), whereLd
1 ; n is the space of long

knots fromRd toRn and where T∞Imm(k)(Rd ; Rn) is the polynomial approximation of the (k)-immersions,
is weakly equivalent to an explicit SCd+1-algebra.
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