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Introduction générale

La marche aléatoire sur réseau est un concept théorique au potentiel étonnant. Concrè-
tement, la force de ce modèle réside en peu de choses : des ingrédients simples, et une

grande variété d’applications scientifiques. En effet, la description de la marche aléatoire ne
nécessite que deux éléments fondamentaux avec d’un côté un marcheur, et de l’autre un ré-
seau. Le marcheur peut être vu comme un objet mobile capable de se déplacer selon des lois
probabilistes. Le réseau, constitué d’un ensemble de nœuds connectés, joue quant à lui le rôle
de support pour la marche. Lorsque deux nœuds du réseau sont connectés, un lien s’établit
entre eux si bien que le marcheur peut alors sauter de l’un à l’autre.

Bien qu’a priori très "ludique", le concept de marche sur réseau possède un très grand in-
térêt scientifique. On retrouve en effet des traces de ce concept dans bon nombre de problèmes
physiques de transport classique de particules. Le mouvement Brownien par exemple, décou-
vert en 1927 par le botaniste Robert Brown [1], représente un cas concret où la dynamique
erratique de particules colloïdales s’apparente directement à celle d’une marche aléatoire clas-
sique. Par ailleurs, tous les phénomènes de diffusion décrivant le mouvement des molécules
ou des atomes sur des surfaces [2–4] sont aussi des cas concrets dans lesquels le formalisme
de marche aléatoire joue un rôle important.

Au delà du contexte physique pur, le concept de marche aléatoire classique s’est aussi
illustré dans un domaine très important : celui de l’Informatique. En effet, de nombreux al-
gorithmes fondent leurs mécaniques de calculs sur l’évolution d’un marcheur virtuel qui se
déplace à travers un réseau. Par exemple, toute la famille des algorithmes de Monte Carlo
[5, 6], parmi les premiers grands développements de la physique numérique moderne, fait ap-
pel à la notion de marche aléatoire. Et plus actuellement, le géant Google [7, 8] nous permet
de réaliser des recherches ultra-rapides sur internet grâce à la marche sur réseau. Pour citer
ce bel exemple, l’algorithme de Google fonctionne selon le principe connu sous le nom de
PageRank 1. Cette approche consiste à établir le classement selon l’importance de chaque site
du réseau internet. Pour ce faire, Google modélise le parcours moyen qu’un individu pour-
rait réaliser entre plusieurs sites lorsqu’il parcourt internet. Dans ce contexte, le marcheur
devient un surfeur, et le réseau n’est rien d’autre que le world wide web. La propagation
du surfeur, intimement liée à la connexité du réseau, permet alors de définir sur quel site
ce dernier passe en moyenne le plus de temps. Le PageRank s’établit alors simplement : la
page la plus importante est celle sur laquelle le surfeur demeure en moyenne le plus longtemps.

Avec ces applications innovantes en Informatique, le concept de marche sur réseau s’est
véritablement vu transcendé. En effet, que nous soyons adeptes du calcul scientifique, ou
de simples utilisateurs d’internet, les ordinateurs que nous utilisons tous les jours usent et
abusent de cet outil fondamental qu’est la marche aléatoire. Or avec l’évolution actuelle
de la science de l’information, et plus particulièrement l’émergence de l’Informatique quan-
tique [9], de grandes questions se sont posées au sein de la communauté scientifique autour
de l’avenir de ce concept. On s’est demandé très naturellement, connaissant l’intérêt des

1. Du nom du co-fondateur de Google : Lawrence Edward Page

1



INTRODUCTION GENERALE

marches classiques sur réseaux, ce que pourrait apporter la notion de marche quantique. Mais
aussi par quel moyen pourrait-on concrétiser un tel processus ? Pour étudier ce problème, de
nombreux chercheurs ont alors tenté de développer des analogues quantiques au concept de
marche. Et parmi les résultats les plus prometteurs est apparu le fameux modèle de marche
quantique en temps continu [10]. Dans ce modèle, le marcheur n’est plus considéré comme
un mobile classique mais comme un objet quantique dont la dynamique est gouvernée par
l’équation de Schrödinger. Ce dernier évolue alors d’une façon inédite sur le réseau et présente
une dynamique dont la richesse physique dépasse celle d’un simple marcheur classique.

Inspiré par ce concept, les physiciens se mirent alors en quête du système idéal qui pourrait
permettre de réaliser concrètement cette marche quantique. Et c’est très naturellement que le
concept d’exciton fut proposé. Mais que représente un exciton ? En l’occurrence, un exciton
décrit un état excité local de la matière (électronique ou vibrationnel) capable de se délocali-
ser entre différents groupements moléculaires proches voisins. Dans la nature, la propagation
d’un exciton sur un réseau moléculaire suit exactement les principes de la marche quantique
en temps continu. C’est cette similitude frappante qui motiva la communauté scientifique à
considérer ces objets comme les candidats idéaux pour concrétiser la marche quantique. Dans
ce contexte, un grand nombre de physiciens se mit alors à étudier les propriétés exotiques
que pouvait produire la dynamique excitonique sur des réseaux complexes. Et très vite, les
scientifiques comprirent qu’au delà de simplement répondre aux besoins de l’algorithmique,
l’étude de la marche quantique excitonique pouvait ouvrir la voie au développement d’un
transport quantique innovant d’énergie ou même d’information.

En effet, à l’heure actuelle, le transport quantique à l’échelle nanométrique représente un
enjeu scientifique très important. Savoir manipuler efficacement l’énergie et l’information est
une donnée clé qui permettrait de répondre à des besoins technologiques allant de la com-
munication quantique, au développement de l’énergie verte de demain. Dans ce contexte, le
concept demarche quantique excitonique a su s’illustrer pleinement et a pu ouvrir de nouveaux
horizons au monde du transport quantique. Par exemple, dans la technologie informatique
actuelle notre capacité à minimiser la taille des composants nous mène dorénavant à flirter
avec des échelles où les lois quantiques prédominent. Dans ce contexte, la communauté scienti-
fique se penche activement sur le développement de protocoles de communication quantiques
permettant d’assurer un transfert d’information fiable entre des composants nanoscopiques.
Or pour répondre à ce besoin, la marche quantique excitonique peut être d’une grande aide.
Convaincus par cette idée, de nombreux physiciens ont alors étudié la propagation excitonique
sur des graphes divers et variés. Certains se sont par exemple intéressés à l’impact de la forme
des réseaux sur le transport d’information [11–13]. Tandis que d’autres, connaissant bien la
théorie des graphes [14], ont directement cherché la forme de réseau permettant de produire
un transfert parfait [15]. . . Toute cette recherche centrée sur le transfert d’information fait
aussi écho à une autre étude importante : celle du transfert d’énergie. En effet, actuellement
toutes les sciences œuvrent à l’unisson pour trouver le moyen de développer l’énergie verte
de demain. Dans ce contexte, motivés par les processus biologiques (photosynthèse . . . ), les
physiciens du transport quantique ont élaboré un concept biomimétique innovant : dévelop-
per des réseaux moléculaires capables de transférer et piéger efficacement de l’énergie. Pour
réaliser de tels projets, la communauté scientifique peut compter sur la nanotechnologie et
les prouesses de la chimie moderne. En effet, la chimie des polymères [16, 17], la chimie des
colloïdes [18, 19] et toutes les techniques de dépôt moléculaire sur surface [20–22] permettent
actuellement de construire des réseaux de matière très complexes (polymères hyperbranchés,
fils moléculaires, quantum dots . . . ). Ces réseaux forment alors de véritables terrains de jeu
pour la marche quantique d’un exciton. Dans ces conditions, de nombreux physiciens se sont
alors inspirés de réseaux réalistes tels que le dendrimères [23–25] pour étudier comment la
marche quantique d’un exciton pourrait permettre de véhiculer de l’énergie.
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Malheureusement, quand on envisage de concrétiser une marche quantique excitonique
sur un réseau moléculaire réel, un problème fondamental se pose : l’exciton correspond à
un système quantique ouvert qui ne se propage pas librement. Il interagit en permanence
avec les autres degrés de liberté de la molécule, en particulier les phonons, qui forment un
environnement responsable de processus de relaxation (décohérence, durée de vie finie . . . ).
La marche quantique perd de sa cohérence au fur et à mesure de la propagation. Dans le
domaine des dendrimères par exemple, les problèmes de dissipation furent appréhendés de
manière plus ou moins phénoménologique à travers des approches stochastiques [26–28] et des
formes simplifiées du modèle du potentiel de déformation pour le couplage exciton-phonon
[29, 30]. Bien que relativement intéressants, de tels modèles souffrent cependant du fait qu’ils
négligent la dimension souvent réduite du réseau (effet de taille finie). Dans une toute autre
mesure, l’exciton peut aussi interagir avec d’autres degrés de liberté externes associés par
exemple à des systèmes quantiques "absorbants" (continuum). Dans ces conditions, l’éner-
gie véhiculée par l’exciton se retrouve alors capturée de manière irréversible. Autour de ces
phénomènes, de récentes études ont pu montrer que la qualité des processus d’absorption
pouvait être intimement liée à la force du couplage entre l’exciton et ces systèmes externes
absorbants. Lorsque le couplage est idéal, un super-transfert excitonique se produit sur le
réseau si bien que l’énergie est alors absorbée en un temps optimal (transition de superra-
diance [31, 32]). Comprendre comment cette absorption d’énergie se produit sur un réseau
moléculaire est primordial pour le développement d’applications quantiques et l’élaboration
de protocole nanométrique de production d’énergie verte.

C’est dans ce contexte particulier que s’inscrit ce travail de thèse. Ce manuscrit présente
une étude théorique de la marche quantique excitonique dissipative sur des réseaux molécu-
laires complexes. En l’occurrence, deux sujets sont abordés :

I D’une part, nous étudions les propriétés émergeant dans le cas d’un transfert d’infor-
mation quantique réalisé par un exciton évoluant sur un réseau moléculaire complexe
en présence de phonons locaux. Le but de cette étude étant de développer une approche
théorique dépassant les méthodes usuelles de traitement du système exciton-phonon sur
des réseaux moléculaires de petite taille. Cette approche doit alors pouvoir permettre
de caractériser les modulations engendrées par la présence des phonons sur la qualité
du transfert sur le réseau.

I D’autre part, nous étudions comment la présence d’un système quantique absorbant,
modélisé en l’occurrence par des pièges locaux, peut permettre de réaliser un processus
de supertransfert excitonique. Le but de cette étude est d’observer dans quelle mesure
la force de ces pièges peut permettre d’optimiser l’absorption de l’énergie véhiculée par
l’exciton lors de sa marche quantique.

Cette étude s’inscrit dans la continuité des thématiques de transport quantique et de
physique des réseaux développées au sein du groupe PhAs 2 du laboratoire UTINAM 3 de
l’Université de Besançon, Franche-Comté.

Ainsi dans un premier chapitre, nous présenterons avec plus de précisions les dévelop-
pements réalisés autour du concept de marche quantique. Nous montrerons tout d’abord,
comment le concept de marche quantique en temps continu a pris naissance en informatique
quantique. Puis nous aborderons ensuite, comment ce concept a pu transiter du monde de
l’algorithmique vers celui du transport quantique. Nous nous attacherons a décrire la quan-
tité et la diversité des travaux réalisés dans l’étude théorique du transfert d’information et
d’énergie.

2. Physique Théorique et Astrophysique
3. Univers, Temps-fréquence, Interfaces, Nanostructures, Atmosphère et environnement, Molécules
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Dans un second chapitre, nous introduirons les éléments théoriques usuellement utilisés
dans la littérature pour étudier la propagation d’un exciton sur des réseaux moléculaires.
Nous présenterons pour cela le modèle de liaisons fortes excitonique. A cette occasion, nous
mettrons en avant tout particulièrement le lien géométrique existant entre ce modèle et la
structure des réseaux que nous considérerons. Par la suite, nous introduirons le concept d’am-
plitude de transition et de matrice densité excitonique nécessaire à la description du transfert
d’information. Pour illustrer tous ces concepts, nous conclurons par l’étude d’une application
simple de transfert sur un graphe en étoile.

Le troisième chapitre de ce manuscrit nous permettra d’étendre le modèle de liaisons fortes
excitonique au modèle de Hosltein afin de prendre en compte l’action d’un environnement
perturbateur formé par un ensemble de modes locaux de vibration du réseau (phonons). Dans
ce contexte, nous discuterons tout particulièrement de la forme du Hamiltonien résultant et
de la façon avec laquelle le couplage exciton-phonon interagit sur les états du système global.
Par la suite, nous introduirons une approche perturbative dégénérée opératorielle permet-
tant de transformer le Hamiltonien général en un Hamiltonien exciton-phonon effectif. Nous
discuterons alors de la forme du Hamiltonien effectif obtenu à travers la notion d’habillage
excito-phononique. Pour raffiner ce modèle, nous introduirons la théorie PT ∗ qui consiste
essentiellement à simplifier la forme de ce Hamiltonien. Pour conclure, nous définirons le
concept théorique de propagateur effectif : objet fondamental permettant de décrire la pro-
pagation d’un exciton vecteur d’information en présence des phonons perturbateurs.

Dans un quatrième chapitre, nous présenterons une étude concernant la survie d’une in-
formation quantique (une superposition excitonique) initialement située au cœur d’un graphe
en étoile en présence de phonons locaux. Pour ce faire, nous nous baserons sur la théorie PT ∗
afin de dériver analytiquement la forme des opérateurs encodant les processus d’habillage
excito-phononiques. Puis nous introduirons une étude de la dynamique de la survie de l’infor-
mation. Nous porterons une attention toute particulière sur l’évolution de l’information aux
temps longs, siège de comportements fortement non-markoviens. Nous conclurons ce chapitre
par une discussion sur les liens existant entre les processus d’habillage et les signatures exo-
tiques que présente la dynamique excitonique aux temps courts et aux temps longs.

Dans un cinquième chapitre, nous introduirons une étude visant à définir le domaine de
validité de la théorie PT ∗. Pour ce faire, nous décrirons tout d’abord la méthode numérique
exacte de référence que nous avons construite afin de vérifier la justesse des résultats fournis
par PT ∗. Dans un second temps, nous présenterons les résultats numériques de notre étude
sur différents graphes. Nous discuterons finalement des avantages et inconvénients de chacune
des deux méthodes employées pour décrire la dynamique exciton-phonon.

Le chapitre 6 marque une césure avec l’étude du transport excitonique en présence de
phonons. En l’occurrence, nous laisserons derrière nous le concept de transfert d’information
pour mieux nous concentrer sur le piégeage excitonique et le concept de transition de super-
radiance. Dans ce contexte, nous présenterons tout d’abord la notion de superradiance à un
exciton. Nous discuterons pour cela du lien intime entre ce processus et la superradiance de
Dicke connue en optique quantique. Nous introduirons par ailleurs les outils théoriques em-
ployés pour étudier ce type de phénomène à travers le concept de Hamiltonien non-hermitien.
Par la suite, nous introduirons le système que nous avons considéré pour étudier le phénomène
d’absorption : le graphe en étoile d’étoiles dont le site central est couplé à un continuum (piège
absorbant). Nous présenterons les résultats numériques concernant la dynamique excitonique
en absence et en présence de couplage avec le continuum. Finalement, nous conclurons ce cha-
pitre par une discussion des effets des paramètres de taille du graphe ainsi que du couplage
avec le continuum sur l’apparition de la transition de superradiance excitonique.
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Le chapitre 7 est le dernier de ce manuscrit et constitue une extension de l’étude présentée
dans le chapitre 6. En l’occurrence, l’idée que nous développerons dans cette dernière partie
est liée à l’interaction existant entre le désordre et la transition de superradiance excitonique.
Pour ce faire, nous considérerons le même graphe que celui introduit dans le chapitre 6. Ce-
pendant, nous supposerons cette fois-ci la présence d’un désordre local sur chacun des sites
du graphe. Dans ce contexte, l’idée de notre étude est simple : comprendre dans quelle mesure
l’amplitude du désordre local peut modifier la qualité du processus d’absorption sur le cœur
du graphe. Pour présenter cette étude, nous introduirons dans un premier temps l’ensemble
des observables que nous avons utilisées. Puis ensuite, nous présenterons nos résultats nu-
mériques. Nous attacherons une attention particulière au détail de différents cas de figure
(faible/fort désordre et piégeage). Nous discuterons finalement des résultats obtenus et nous
donnerons des interprétations concernant les effets combinés du désordre et de la transition
de superradiance sur la dynamique excitonique.
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Chapitre 1

Du concept de marche quantique au
transport sur réseaux complexes

Le but de ce premier chapitre est d’illustrer comment l’idée de marche quantique sur
réseau, initialement introduite pour les besoins de l’algorithmique quantique, a pu
brillamment s’exporter au monde du transport quantique. Pour ce faire, nous allons

dans une première partie introduire l’origine de la marche quantique en temps continu. Nous
discuterons ainsi du concept d’informatique quantique et nous présenterons l’article fonda-
mental dans lequel l’idée de marche quantique en temps continu est apparue pour la première
fois. Dans une seconde partie, nous démontrerons comment le concept de marche quantique
a pu trouver application dans le monde du transport quantique. Nous aborderons pour cela
la très grande variété de développements concernant le transfert excitonique d’énergie et
d’information sur des réseaux complexes nanoscopiques. Nous décrirons aussi les approches
physico-chimiques qui pourraient permettre de concrétiser le concept de marche quantique.

1.1 Origine de la marche quantique en temps continu

1.1.1 Informatique quantique

Apparue au début des années 1980, l’idée originale d’informatique quantique émergea de
la réflexion de physiciens comme Richard Feynmann [1], ou encore David Deutsch [2]. Pour
résumer en quelques mots, le but de cet ambitieux projet est de développer un nouvel ordi-
nateur qui, grâce aux lois de la mécanique quantique, permettrait de supplanter toutes les
machines classiques que nous connaissons. En pratique, l’informatique quantique consiste à
exploiter les propriétés quantiques (superposition d’états, intrication) d’un ensemble de com-
posants physiques (molécules, atomes, photons . . . ) de sorte à développer de toutes nouvelles
mécaniques de calcul. En suivant ces idées, la notion d’unité d’information est alors complè-
tement redéfinie. La fameux bit classique de valeur 0 ou 1, est remplacé par une nouvelle
unité d’information appelée qubit 1. Le terme qubit représente alors un système quantique à
deux niveaux |0〉 et |1〉 dont l’état quantique |Ψqubit〉 peut se trouver dans une superposition

|Ψqubit〉 = c0|0〉+ c1|1〉 avec |c0|2 + |c1|2 = 1 (1.1)

Au moyen de ces nouveaux outils, il a été clairement prouvé que le caractère quantique
d’un tel ordinateur représenterait un réel avantage numérique. Pour citer quelques exemples,
l’algorithme de Shor [3] fait partie des développements les plus marquants de l’informatique

1. Qubit : quantum of bit
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quantique. Il s’agit là d’un algorithme quantique connu pour réaliser la factorisation d’un en-
tier naturel N en nombres premiers plus rapidement que n’importe quelle approche classique
(temps d’action polynomial en N). En pratique, l’utilisation d’un tel algorithme provoquerait
un véritable éboulement dans le monde de la cryptographie. En effet, le chiffrement RSA uti-
lisé mondialement pour sécuriser des transactions commerciales repose sur la factorisation de
deux nombres premiers possédant un nombre important de digits. Pour cracker un tel code,
la determination de ces deux nombres par un ordinateur classique nécessiterait des milliards
d’années de calculs. Tandis qu’avec l’algorithme de Shor, un ordinateur quantique pourrait
résoudre ce problème en l’espace de quelques minutes. Un autre exemple tout aussi intéressant
est celui de l’algorithme quantique de Grover [4]. Cet algorithme est connu pour réaliser une
recherche dans un registre comptant N entrées bien plus rapidement que toute autre approche
classique (temps d’action en

√
N contrairement aux temps des approches classiques en N).

En l’occurrence, toute la force de cet algorithme repose sur la notion d’état quantique su-
perposé. Là où une approche classique effectue de manière séquentielle sa recherche (élément
par élément), un ordinateur quantique exploite le parallélisme quantique pour aller chercher
l’information pertinente (parcours de tous les éléments en même temps). Outre l’optimisation
de calculs numériques du quotidien (recherche d’un nom dans un annuaire, . . . ), l’algorithme
de Grover pourrait représenter un outil très intéressant pour analyser des banques de données
numériques massives (Big Data).

C’est dans ce contexte algorithmique innovant qu’est né le concept de "marche quantique
sur réseau". L’idée étant de construire un analogue quantique à l’outil marche aléatoire tant
utilisé en informatique classique. Parmi les modèles proposés, celui des marches quantiques
en temps continu est apparu comme l’une des meilleurs alternatives pour satisfaire les besoins
de l’informatique quantique. Nous allons maintenant présenter cette approche.

1.1.2 Naissance du concept de marche quantique en temps continu

Le concept de marche quantique en temps continu fut introduit pour la première fois
en 1998 par Edward Farhi [5]. Dans son article, l’auteur s’était intéressé à l’exploration de
graphes décisionnels par différents processus de marche. En l’occurrence, un graphe décision-
nel est un réseau arborescent symbolisant une succession de choix consécutifs. Chaque choix
établi permet d’accéder à des strates plus profondes du réseau et ainsi de tracer un chemin
jusqu’à un niveau final N . La figure 1.1 représente une telle structure.

x2x3

x4x5x6x7

(...)

niveau 1

niveau 2

niveau 3 

niveau N

x1

Figure 1.1 – Représentation d’un graphe décisionnel arborescent à N niveaux

Dans ce contexte, la question principale de Farhi était très simple : partant de la racine
d’un tel graphe, quel type de marche permettrait le plus rapidement de traverser ce réseau
de part en part ? Pour répondre à cette question, l’auteur proposa de comparer deux types
de processus : d’un côté une marche aléatoire en temps continu, et de l’autre une marche
quantique en temps continu.
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Pour modéliser le processus de marche sur réseau, Farhi proposa de construire une matrice
de taux transition H en s’inspirant directement de la structure du graphe étudié. Il proposa
alors la forme suivante

H = −γ(A−D) (1.2)

où γ représente le taux de transition entre sites connectés, et où les matrices A et D repré-
sentent respectivement la matrice d’adjacence et la matrice des degrés du réseau considéré.
Ces deux matrices issues de l’algèbre de la théorie des graphes [6] sont très simples à com-
prendre. La matrice d’adjacence est uniquement composée de 0 et de 1 et permet de définir
la connexité d’un réseau. Les éléments de cette matrice sont définis comme

Aij =
{

1 si le site xi pointe vers xj
0 sinon. (1.3)

La seconde matrice D encode le degré de chaque nœud du réseau considéré. En l’occurrence,
sur un graphe le degré d(xi) d’un nœud xi définit le nombre de liens entrant sur ce même
nœud. Dans ces conditions, les éléments de la matrice D sont définis comme

Dij = δijd(xi) (1.4)

Dans le cas présent, on notera que les graphes étudiés par Farhi ne sont pas orientés.
Tous les liens émanant d’un nœud sont aussi considérés comme des liens entrants (double
sens). Dans ces conditions, la matrice A est symétrique avec Aij = Aji. Ainsi, avec cette
définition, la matrice H est hermitienne (matrice symétrique à coefficients réels). Dans le
contexte ainsi décrit par Farhi, les éléments diagonaux de H (matrice D) décrivent pour
un marcheur des transitions d’un site vers lui même, tandis que les éléments non-diagonaux
(matrice A) décrivent des transitions entre les sites connectés.

1.1.3 Marche aléatoire classique et marche quantique en temps continu

Après avoir construit cette matrice de taux de transition, Farhi proposa alors de com-
parer deux modèles de marche. Le premier modèle proposé est celui d’une marche aléatoire
markovienne en temps continu. Dans ce cas précis, la matrice H joue le rôle du générateur
pour l’évolution temporelle de la marche classique. L’équation maîtresse associée est alors

d

dt
~p(t) = −H ~p(t) (1.5)

où ~p(t) = (px1(t), . . . , pxN (t))T est un vecteur colonne encodant la probabilité qu’un marcheur
classique se trouve sur chaque nœud x du graphe à l’instant t. Dans ces conditions, on re-
marque que la solution de cette équation d’évolution est donnée par un opérateur d’évolution
C(t) défini comme

~p(t) = C(t)~p(0) avec C(t) = exp (−Ht) (1.6)

où ~p(0) représente l’état initial du marcheur classique sur le réseau à t = 0.

Compte tenu de la grande ressemblance entre ces équations d’évolution classique et les
équations d’évolution quantique, Farhi proposa d’implémenter un second type de marche
dont la dynamique serait directement gouvernée par l’équation de Schrödinger (formulée
avec ~ = 1)

d

dt
|Ψ(t)〉 = −iH |Ψ(t)〉 (1.7)

où |Ψ(t)〉 = (Ψx1(t), . . . ,ΨxN (t))T est un vecteur colonne représentant l’amplitude de proba-
bilité (la fonction d’onde) pour un marcheur quantique de se trouver sur chaque nœud x du
graphe à l’instant t. La densité de probabilité pour le marcheur quantique d’être sur un site
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x est alors donnée par |Ψx(t)|2. La solution de l’équation de Schrödinger est aussi donnée par
un opérateur d’évolution G(t) défini comme

|Ψ(t)〉 = G(t)|Ψ(0)〉 avec G(t) = exp (−iHt) (1.8)

Ainsi, en se basant sur ces deux algèbres, Farhi caractérisa la capacité et la rapidité pour
chaque marche à pénétrer au plus profond des graphes arborescents. En menant ses investi-
gations, il montra la chose suivante : le temps de traversée d’un graphe par les deux types
de marche est soit équivalent, soit plus court pour le cas de la marche quantique. Plus pré-
cisément, le temps de traversée des graphes décisionnels est généralement polynomial en N
(profondeur du graphe) pour les deux méthodes. Dans ces conditions, marche quantique et
marche classique sont aussi efficaces l’une que l’autre. Cependant, l’auteur démontra l’exis-
tence de graphes sur lesquels le temps de traversée par marche classique devenait exponentiel
en N , tandis que le temps obtenu par marche quantique restait polynomial en N . Dans ce
cas, les propriétés quantiques de propagation fournissent un avantage certain à la traversée
du graphe. La marche quantique supplante alors totalement la marche classique.

1.1.4 Développement de nouveaux algorithmes quantiques

Avec son étude, Farhi fut le premier à dévoiler tout le potentiel du concept de marche
quantique en temps continu à la communauté scientifique. Et après la publication de son
article, il n’a fallu que peu de temps pour que de nombreux scientifiques utilisent cet outil
afin de créer de nouveaux algorithmes quantiques. Sans pour autant entrer dans le détail
techniques de tous ces développements, nous allons citer un exemple marquant : celui des
travaux du physicien A.M. Childs.

Inspiré par l’approche de Farhi, Childs fut l’un des chercheurs les plus innovants pour
développer des algorithmes basés sur le concept de marche quantique. En 2002 [7], ce dernier
montra que l’utilisation de marche quantique en temps continu sur des graphes arborescents
pouvait permettre de construire des algorithmes de recherche exponentiellement plus rapides
que tout autre algorithme classique. Dans le même esprit, il montra en 2004 [8] que le concept
de marche quantique en temps continu pouvait être utilisé comme alternative physique à l’al-
gorithme de Grover. Il proposa notamment d’utiliser les graphes comme bases de données
physiques sur lesquels implémenter des marches quantiques afin d’effectuer une recherche
spatiale. Et pour terminer sur l’un de ses articles les plus marquants, Childs montra en 2009
[9] qu’il était possible d’utiliser le concept de marche quantique en temps continu pour effec-
tuer n’importe quel calcul quantique. Dans cet article, le scientifique démontra notamment
comment le design de graphe permettait de simuler n’importe quelle porte logique quantique
nécessaire au calcul fondamental informatique. Pour donner un exemple visuel de ces graphes,
la figure 1.2 illustre la forme d’un réseau théorique développé par le physicien pour manipuler
des états d’entrée à deux qubits.

Figure 1.2 – Exemple de graphe permettant d’implémenter une porte d’Hadamard sur le second
qubit suivi d’une porte C-NOT avec le second qubit comme élément de contrôle.
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1.2 Transport quantique sur des réseaux complexes

Laissant derrière nous le monde de l’algorithmique, nous allons maintenant aborder le lien
direct existant entre le domaine du transport quantique et le concept des marches quantiques
en temps continu. Un physicien du solide averti remarquera sans peine l’analogie existant
entre les modèles de liaisons fortes (tight binding) [10], utilisés pour décrire le transport
quantique d’une particule physique sur réseau, et le modèle de Farhi qui décrit l’évolution
d’un marcheur quantique. Dans les deux contextes, l’utilisation d’une matrice H permet
d’encoder les interactions entre différents sites d’un réseau support. Et dans les deux cas,
l’équation de Schrödinger gouverne l’évolution du processus de transport. Bien que ces deux
domaines semblent équivalents, nous nous devons de souligner un fait important. Déjà bien
avant l’idée de Farhi, le monde du transport quantique avait posé les premiers jalons du
concept de marche quantique sur réseau. En effet, sans même utiliser la notion de "marche
quantique", de nombreux scientifiques du solide s’étaient déjà intéressés à la propagation
de particules physiques sur des réseaux moléculaires complexes. Toutes les études [11–14],
tant théoriques qu’expérimentales, menées depuis les années 1970 autour des réseaux unidi-
mensionnels, bidimensionnels, des cristaux moléculaires, des effets de désordre, sont autant
d’exemples ayant démontré la maturité de cette science du transport.

Dans ce cadre, le modèle de Farhi n’est apparu que tardivement. Mais ce dernier permit
notamment d’offrir au monde du transport quantique une ouverture sur d’autres univers.
Autour du concept de marche quantique, une grande communauté de physiciens, mathémati-
ciens et informaticiens s’est alors formée. Très vite, cette communauté comprit que les efforts
combinés des uns et des autres permettrait de développer des concepts de transport quantique
innovants. Et de nombreux exemples de recherche peuvent aujourd’hui témoigner de cette
synergie scientifique. C’est là le but de cette section. Nous allons illustrer comment le concept
de marche quantique a pu permettre d’apporter un regard neuf sur des problématiques de
transport quantique modernes. Pour ce faire, nous allons aborder des exemples issus des deux
axes importants de cette thèse : celui du transfert d’information et du transport d’énergie.

1.2.1 Transfert d’état quantique sur des chaînes moléculaires

En informatique quantique, l’un des problèmes pratiques fondamentaux consiste à trou-
ver un protocole efficace permettant de transférer un état quantique à l’échelle nanométrique
(ex : entre différents composants d’un ordinateur quantique). Pour traiter ce problème, des
théoriciens se sont lancés dans la recherche du réseau parfait sur lequel établir ce transfert.
Naturellement, la première idée fut d’utiliser des réseaux unidimensionnels : des chaînes molé-
culaires. Ces réseaux étant les structures les plus proches de toute la connectique informatique
que nous connaissons à notre échelle (circuits imprimés, connexions filaires. . . ).

Dans ce contexte, S. Bose imagina en 2003 [15] un protocole de communication simple.
Pour commencer, il modélisa le processus de transport sur une chaîne à N sites par un
Hamiltonien de liaison forte. Il assimila chaque site de la chaîne à un qubit (syst. à deux
niveaux) interagissant avec ses proches voisins selon une amplitude φ. La figure 1.3 représente
le réseau ainsi considéré. Pour initialiser le protocole, il proposa d’encoder un état quantique
sur une extrémité x1 de la chaîne. Du fait des interactions entre proches voisins, l’information
encodée peut alors se transmettre de proche en proche en effectuant une véritable marche
quantique en temps continu à travers la chaîne. En laissant évoluer cette marche on s’attend
alors à ce que l’information soit transférée à l’autre extrémité xN de la chaîne avec une
probabilité de 100%. Dans ce contexte, Bose étudia l’effet de la longueur de ces chaînes sur
la fidélité du transfert. Il observa notamment qu’au delà d’une longueur d’environ 10 sites,
ce type de chaîne ne permettait pas de créer un transfert parfait (probabilité de transfert sur
le site final xN < 100% ). Il existait donc une limite d’efficacité liée à ce type de réseau.
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x1
Modèle de chaine 
étudié par Bose

Modèle de chaine 
proposé par Christandl
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    N

Figure 1.3 – Chaînes de sites permettant ou non de réaliser un transfert parfait d’état quantique

Peu de temps après les travaux de Bose, le physicien-mathématicien M.Chistandl publia
en 2004 un article [16] qui compte parmi les plus marquants pour la communauté du transport
quantique (et des marches quantiques). Dans son article, Christandl reconsidéra le problème
de transfert d’état quantique sous un nouvel angle. Son idée était de construire un réseau
de manière à ce que ce dernier réponde clairement au besoin demandé : la réalisation d’un
transfert parfait. Pour ce faire, il s’inspira des travaux de Farhi et s’intéressa aux effets de la
connexité d’un graphe sur un processus de transport quantique. Dans ce contexte, Christandl
considéra un système physique dans lequel un Hamiltonien de liaisons fortes s’assimilait
simplement à la matrice d’adjacence d’un graphe donné, soit

H = A −→ |Ψ(t)〉 = exp (−iAt)|Ψ(0)〉 (1.9)

Sans trop entrer dans les détails mathématiques de cette approche, la démarche de l’auteur
peut être résumée comme suit : premièrement, Christandl chercha à définir les propriétés
spectrales de la matrice d’adjacence A associée à des graphes admettant des transferts par-
faits. Ce faisant, il montra qu’en considérant ces graphes comme des briques élémentaires, il
était possible de construire un réseau plus grand permettant lui aussi de réaliser un proces-
sus de transfert parfait. Finalement, Christandl montra que la forme du réseau ainsi obtenu
était totalement isomorphe à celle d’une chaîne de sites dont les interactions auraient été
judicieusement modulées selon une loi

φnn+1 = φ
√
n(N − n) (1.10)

où φnn+1 est la constante de saut entre le site indicé n et son voisin situé en n+ 1, et où N
est le nombre de sites de la chaîne. L’allure du graphe obtenu est représentée sur la figure
1.3. On notera que cette loi proposée par Christandl est valable quel que soit le nombre de
sites N considérés. Ainsi, dans l’hypothèse d’être capable de construire une telle chaîne, la
distance sur laquelle un transfert parfait peut être réalisé est sans limite (contrairement à la
chaîne proposée par Bose). En l’occurrence, pour des physiciens issus du monde de la matière
condensée, ce résultat peut sembler extrêmement contre intuitif. En effet, avec son étude
Christandl montre ici qu’en brisant la symétrie de la chaîne proposée par Bose, il devient
possible de réaliser un transfert parfait d’information avec une probabilité de 100%. Et tout
cela, en se basant fondamentalement sur le concept des marches quantiques en temps continu.

A titre de remarque, notons que le résultat proposé par Christandl fut étudié concrètement
par des équipes d’expérimentateurs une dizaine d’année après en 2013 et 2014 [17, 18]. Pour
ce faire, ces derniers ont modélisé la chaîne de site par un montage optique consistant en une
juxtaposition de guides d’ondes couplés par des modes transverses évanescents. En modulant
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ces couplages de sorte à respecter la relation définie par Christandl (1.10), ces équipes ont
pu clairement montrer la possibilité pratique de réaliser un transfert parfait.

1.2.2 Transport excitonique : transfert d’énergie et d’information

De récentes études ont pu montrer le rôle crucial que jouaient les excitons dans les pro-
cessus de transfert d’énergie présents au sein de bio-molécules nécessaires à la vie [19–24].
Qu’ils soit de nature électronique, comme les excitons de frenkel 2, ou encore vibrationnelle,
comme les vibrons 3, les excitons agissent de la même façon sur les réseaux moléculaires. Ils
se comportent comme de véritables marcheurs quantiques capables de véhiculer de l’énergie.
L’étude de ces comportements a permis de développer une recherche innovante dans le monde
du transport quantique énergétique. On se propose ici d’illustrer ces concepts.

c Description du processus de photosynthèse

Pour pouvoir vivre, les végétaux mais aussi certaines bactéries ont appris à utiliser l’éner-
gie lumineuse du Soleil à leur avantage. Pour ce faire, ces organismes exploitent des complexes
moléculaires photosynthétiques appelés chromatophores. Ces derniers permettent de capter
l’énergie contenue dans des photons incidents afin de la transférer vers des centres réaction-
nels par le biais d’exciton de frenkel. Ces centres convertissent alors l’énergie reçue sous une
forme chimique permettant de réaliser la synthèse d’ATP (Adénosyne Tri-Phosphate), car-
burant essentiel à l’organisme vivant. Pour illustrer ce processus, la figure 1.4 représente la
forme d’un chromatophore planaire [26] présent chez les bactéries pourpres ainsi que le trajet
typique qu’un exciton de frenkel réalise sur ce réseau moléculaire.

photon

exciton de 
Frenkel

trapping

LH1
LH2

Centre réactionnel

Rhodospirillum 
photometricum 

planaire
pigments

Figure 1.4 – Représentation d’un chromatophore planaire et ses complexes LH1 et LH2

Structurellement, un chromatophore est formé d’un ensemble de sous-unités photosyn-
thétiques nanoscopiques (∼ 10nm) de deux types : LH1 et LH2 (LH : Light Harvesting).
Chacun de ces complexes contient une collection de pigments caroténoïdes et chlorophylliens
répartis en cercle et agissant comme des récepteurs de photons incidents. Lorsque un photon
est absorbée par l’un d’entre eux, un exciton de Frenkel se crée localement. Du fait de la
disposition des pigments, cet exciton va pouvoir transiter au sein même des complexes mais
aussi entre différents complexes (LH2 ↔ LH2 et LH2 ↔ LH1). Lors de sa propagation, le
passage de l’exciton sur un LH1 permet à ce dernier de se coupler au centre réactionnel de
ce complexe où un processus irréversible de piégeage (trapping) se produit. Une fois capturé,
l’exciton subit un processus de dissociation de charge permettant de libérer son énergie qui
pourra par la suite être utilisée pour des réactions chimiques futures.

2. Théorisés par Y.Frenkel [25], ces excitons représentent des paires électron-trou très fortement liées.
3. Il s’agit de vibrations haute fréquence d’un groupement moléculaire.
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c Les dendrimères : antennes artificielles collectrices de lumière

Lorsque l’on détaille le scénario de propagation d’un exciton sur des chromatophores, on
se rend très vite compte que le processus de transport quantique sous-jacent est fondamentale-
ment similaire à une marche quantique. D’un côté l’exciton joue le rôle du marcheur quantique
physique, et de l’autre le chromatophore endosse le rôle de réseau complexe. Inspirés par ce
processus, certains scientifiques ont alors cherché à développer un concept bio-mimétique
innovant : construire un processus de transport quantique excitonique qui, à l’instar de la
photosynthèse, permettrait de produire de l’énergie verte. Dans ce contexte, de nombreuses
recherches ont été menées afin de trouver des réseaux moléculaires capable de mimer le
comportement d’un chromatophore. Dans ce cadre, des chercheurs comme le physicien Shaul
Mukamel proposèrent des candidats issus de la chimie des polymères : les dendrimères [27–30].

Le terme "dendrimère" introduit pour la première fois par Tomalia en 1985 [31], décrit des
polymères de taille nanométrique dont la structure ramifiée rappelle typiquement la forme
d’un arbre. Le mot dendrimère résulte de l’adjonction de deux termes d’origine grecque :
"dendron" qui signifie "arbre" et "meros" qui signifie "parties". Ces polymères possèdent une
structure arborescente formée d’une succession de couches de monomères se ramifiant autour
d’un cœur central. Chacune de ces couches forme une génération de monomères connectés
par des points focaux. Le nombre de points focaux définit alors la génération du dendrimère.
La figure 1.5 représente la forme d’un dendrimère poly(aryl-ether) à quatre générations.

G1

G2
G3

G4

coeur

Dendron

Dendron

greffes des dendrons
 sur le coeur

synthèse convergente d'une sous-ramification 

Assemblement 
de plusieures 

sous-ramifications
forme finale

Figure 1.5 – Dendrimère poly(aryl-ether) et exemple de synthèse convergente.
Deux types de synthèse des dendrimères : la première méthode est dite "convergente". On
construit chaque dendron en partant des éléments de la périphérie. On procède par étape, de sorte
à joindre les sous-ramifications obtenues dans les processus précédents sur un même monomère récep-
teur. Après plusieurs itérations, on obtient assez de sous-ramifications pour constituer des dendrons
finaux. Pour finaliser le processus, on greffe ces dendrons sur un cœur central. La seconde méthode est
dite "divergente". Dans ce cas, l’idée est de partir du cœur du dendrimère sur lequel on vient progres-
sivement greffer des monomères. A chaque étape, de nouveaux monomères viennent s’attacher sur les
anciens greffons pour générer une nouvelle couche générationnelle. [32]

Pour exploiter ces structures moléculaires en tant qu’antenne artificielle collectrice de
lumière, l’idée de base est simple : utiliser les couches les plus externes en tant que cap-
teurs photoniques. Ce faisant, l’absorption d’un photon par un site périphérique permettrait
de créer localement un exciton. Ce dernier pourrait alors se délocaliser entre monomères
proches voisins jusqu’au cœur du dendrimère pour être finalement piégé. En se basant sur ce
scénario, une multitude de chercheurs s’est alors penchée sur la caractérisation de la marche
quantique excitonique sur des structures dendritiques [33–38]. Pour citer quelques faits mar-
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quants, des études ont pu par exemple montrer que la symétrie des réseaux dendritiques
provoquait des phénomènes de localisation qui entravait la propagation d’exciton. Dans le
même esprit, d’autres recherches ont pu montrer que la brisure de symétrie du réseau généré
par un désordre local sur les sites pouvait permettre d’améliorer la qualité du transport exci-
tonique. Ce résultat confirmant, à l’instar des développements de Christandl, que la présence
d’un désordre sur des réseaux complexes pouvait avoir des effets bénéfiques insoupçonnés.

c Transport de vibrons sur les hélices-α

Dans les années 1970, le physicien A.S. Davydov proposa une théorie quantique afin
d’expliquer comment l’énergie pouvait être transportée le long des protéines de structure
secondaire en hélice-α [39]. L’idée est la suivante : une protéine est un bio-polymère formée
à partir de seulement 20 monomères différents. Ces monomères sont des α-amino acides qui
s’unissent par des liaisons peptidiques pour donner de longues chaînes polypeptidiques. Ces
chaînes, enroulées en hélice, présentent une structure quasi-périodique le long de laquelle
sont distribuées des unités peptidiques H-N-C=O reliées les unes aux autres par des liaisons
hydrogènes. De part la géométrie de la protéine, ces unités peptidiques forment trois chaînes
moléculaires parallèles à l’axe de l’hélice (voir figure 1.6). Une chaîne particulière représente
donc un réseau moléculaire unidimensionnel formé par une succession d’unités peptidiques
contenant le groupement C=O. D’un point de vue vibrationnel, l’étirement de la liaison C=O
caractérise un mode normal de haute fréquence appelé mode amide-I.

(a) Représentation 3D d’une Hélice-α.

H-N
C=O H-N

C=O H-N
C=O H-N

C=O

(b) Structure d’une sous-chaîne d’unités peptidiques.

Figure 1.6 – Forme d’une hélice-α et d’une chaîne d’unités peptidiques liées par liaisons hydrogènes.

Dans ce contexte, la théorie de Davydov fait jouer un rôle privilégié aux modes C=O.
En effet, lorsqu’une molécule d’ATP vient se lier en un site particulier de la protéine, elle
interagit avec les molécules d’eau du milieu et libère une énergie, qui, par couplage résonant,
est convertie en une excitation de vibration interne C=O d’une unité peptidique particu-
lière. L’interaction dipolaire entre les groupes C=O voisins entraîne la délocalisation de la
vibration interne et la formation d’un exciton vibrationnel, le vibron, à l’origine du transport
énergétique dans les hélices-α.

c Transport de vibrons sur des réseaux moléculaires adsorbés

Avec ces développements, Davydov mit en lumière l’intérêt des excitons vibrationnels
comme moyen de transférer de l’énergie à l’échelle nanométrique. Autour de ce concept, un
véritable engouement se produisit au sein de la communauté scientifique. Les physiciens se
posèrent alors plusieurs questions : ne pourrait-on pas exploiter ces mécanismes pour réaliser
par exemple un transfert d’énergie sur d’autres molécules ? dans ce contexte, quels réseaux
moléculaires utilisés ? Mais aussi, comment pourrait-on concrètement manipuler ces vibrons ?
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Figure 1.7 – Vue latérale et en 3D du confinement de molécule sur une surface vicinale de platine.

Pour répondre à ces question, la communauté scientifique peut compter sur tous les pro-
grès réalisés en Science des surfaces. En effet, actuellement ce domaine excelle dans l’élabo-
ration de nano-structures de géométrie parfaitement contrôlée. Par exemple, il a été montré
récemment que l’auto-organisation des marches de surfaces favorise la croissance de structures
moléculaires de basse dimension [40]. Deux exemples caractéristiques sont la formation de fils
atomiques adsorbés au voisinage des marches et la création de monocouches moléculaires
confinées entre deux marches. Les surfaces utilisées sont des surfaces vicinales métalliques,
ou semi-conductrices, qui possèdent la forme d’un escalier ainsi que certaines surfaces recons-
truites en forme de créneaux. La figure 1.7 illustre la structure typique de ces surfaces.

Outre la capacité à générer des nanostructures, la science des surfaces offre également la
possibilité d’exploiter les propriétés des sondes locales comme le STM 4. En effet, ces sondes
peuvent jouer le rôle d’outils nanoscopiques permettant par exemple d’agir mécaniquement
sur les molécules adsorbées. Mais de plus, de récentes études ont pu révéler que l’utilisa-
tion de ces sondes pouvait permettre d’exciter sélectivement une molécule en induisant des
transitions vibrationnelles (et/ou électroniques) [41, 42]. Dans ces conditions, la possibilité
d’exciter localement les vibrations internes des molécules par STM ouvre des possibilités
très intéressantes. Grâce à cette méthode, nous pourrions par exemple créer où bon nous
semble un exciton vibrationnel sur un réseau adsorbé. Ce vibron pourrait alors transporter
de l’énergie et même de l’information à travers le réseau.

1.2.3 Études variées du transport excitonique sur réseaux complexes

Inspirés par tous ces développements, des chercheurs du transport quantique se sont alors
posés de multiples questions. Allant de l’impact de la forme des réseaux, jusqu’à l’interaction
avec un environnement, en passant par la présence de pièges, de nombreuses études sont
venues enrichir nos connaissances du transport quantique excitonique. Pour illustrer la grande
diversité de cette recherche, nous allons donner quelques exemples d’études marquantes.

c Études des processus de piégeage excitonique

Le premier exemple que l’on peut donner est celui d’études directement inspirées par les
processus d’absorption excitonique de la photosynthèse. Dans ce contexte, certains chercheurs
se sont intéressés au concept de piégeage excitonique sur graphe. La physicienne E. Agliari [43]
s’est par exemple penchée sur l’effet de l’emplacement des pièges excitoniques sur des réseaux
circulaires. La figure 1.8 donne une représentation de ces conformations. En l’occurrence,
Agliari a montré que la rapidité du processus d’absorption dépendait fondamentalement de
la manière avec laquelle les pièges absorbants sont distribués tout au long du réseau circulaire

4. Scanning Tunneling Microscope (microscope à effet tunnel).

18



CHAPITRE 1. DU CONCEPT DE MARCHE QUANTIQUE AU TRANSPORT SUR
RÉSEAUX COMPLEXES

(de manière périodique ou séquentielle). Dans la même lignée, le Physicien G.L. Celardo s’est
penché sur le même type de graphe mais en considérant cette fois-ci la présence d’un piège
central. La figure 1.8 représente le "graphe roue" considéré. Grâce à ce modèle de graphe, ce
dernier a caractérisé un phénomène de transition de superradiance excitonique 5 lié à la force
du processus d’absorption [44]. Dans la foulée, Celardo étendit son modèle pour observer
l’interaction entre le processus de superradiance et la présence d’un désordre local [45] sur
le graphe. Il étudia ainsi les différentes interactions pouvant apparaître entre la transition de
superradiance et la localisation de type Anderson induite par le désordre.

Couplage à un piège centralRépartition séquentielle de piègesRépartition périodique de pièges

Figure 1.8 – Exemples de graphes comportant des pièges étudiés par E. Agliari et G.L. Celardo (les
sites de capture sont représentés en rouge)

c Études sur des structures complexes

Le second exemple que nous pouvons donner concerne les travaux du physicien O. Mülken,
reconnu pour avoir mené une véritable "investigation" du transport excitonique sur graphe
[46]. Dans ses travaux, le chercheur a étudié des processus de marche quantique sur une
multitude de réseaux tels que : les graphes en étoile, les réseaux petit-monde, les triangles de
Sierpinski, les réseaux invariant d’échelle, les graphes de Erdös-Rényi . . . La figure 1.9 illustre
quelques unes de ces structures.

triangle de Sierpinski réseau invariant d'échelle graphe apollonien

réseau petit-monde graphe étoilé

Figure 1.9 – Exemples de graphes sur lesquels la marche quantique a été étudiée par O. Mülken

5. En l’occurrence, la superrandiance excitonique peut être vue comme un "super-piégeage" énergétique
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Inspiré fondamentalement par Farhi, les travaux de Mülken ont permis notamment de
caractériser les différences entre le transport quantique et classique d’exciton sur réseau. Au
delà de ce contexte, Mülken s’est aussi intéressé aux effets d’un désordre local et structurel,
à l’impact des propriétés spectrales d’un graphe ou encore à la présence d’un environnement
perturbant le processus de transport excitonique. Autant d’exemples expliquant pourquoi
ce chercheur fait partie des scientifiques les plus remarquables du domaine du transport
quantique sur réseau.

c Études des effets d’un environnement perturbatif

Pour terminer ce premier chapitre, nous allons aborder les études concernant la réalisation
concrète des marches quantiques excitoniques. De manière générale, lorsqu’un exciton évolue
sur un réseau moléculaire, ce dernier aura naturellement tendance à subir les effets de son
environnement. Dans le cadre des réseaux moléculaires, les phonons, particules quantiques
issues de la quantification des vibrations du réseau, représentent la première strate environ-
nementale avec laquelle un exciton interagit le plus. Ainsi, pour décrire une marche quantique
excitonique de manière réaliste, l’approche la plus "juste" est de considérer un exciton comme
un système ouvert interagissant avec un environnement de phonons.

Dans ce contexte, des études ont été menées afin de quantifier dans quelle mesure cet
environnement pouvait influencer le bon déroulement d’une marche quantique excitonique.
Parmi les résultats les plus marquants, nous pouvons citer les travaux très innovants concer-
nant le concept d’ENAQT ("Environment Assisted Quantum Transport"). En l’occurrence,
les physiciens Rebentrost, Mosheni, Kassal ou encore Aspuru-Guzik ont montré dans leurs
articles collaboratifs de 2008 [47, 48] que la présence d’un environnement purement déphasant
pouvait permettre d’améliorer considérablement les processus de transport excitonique sur
réseau. Fait important que Plenio remarqua aussi la même année [49] dans l’étude de trans-
port quantique sur des bio-molécules. Ce résultat révéla notamment que dans le contexte
de marche quantique excitonique, le mélange subtil entre des mécanismes de propagation
cohérente (évolution libre), et des processus incohérents de saut (échanges d’énergie avec des
phonons) pouvait permettre de générer un transport quantique hybride ultra efficace. Ainsi,
contrairement à ce que l’on pouvait penser, les processus de décohérence quantique présent
dans le cadre de transport excitonique réaliste pouvait avoir un effet bénéfique insoupçonné.
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Chapitre 2

Dynamique excitonique libre sur un
graphe complexe

Dans ce second chapitre, nous allons introduire les éléments théoriques essentiels pour
décrire la propagation libre d’un exciton sur un graphe complexe. Pour ce faire, nous
allons dans une première partie décrire les hypothèses de base permettant d’associer

à un graphe moléculaire donné un Hamiltonien excitonique de liaisons fortes. Nous présente-
rons aussi quelques ordres de grandeurs concernant les paramètres physiques utilisés dans la
littérature concernant la propagation excitonique. Nous introduirons par la même occasion
l’objet central permettant de décrire l’évolution d’un exciton : le propagateur libre. Dans une
seconde partie, nous présenterons le contexte de base de transfert d’état quantique sur réseau.
Nous montrerons alors comment les éléments du propagateur libre permettent de donner une
estimation de la fidélité du transfert d’information quantique à travers un graphe. Pour ter-
miner, dans une troisième et dernière partie nous donnerons un exemple concret d’étude du
transfert libre d’information sur un graphe en étoile. A cette occasion, nous étudierons la
propagation d’une information quantique encodée initialement soit au cœur du graphe, soit
sur un site périphérique.

2.1 Hamiltonien excitonique et évolution libre

2.1.1 Équivalence entre graphe et Hamiltonien de liaisons fortes

Pour modéliser la marche quantique d’un exciton, nous allons construire un Hamiltonien
de liaisons fortes excitonique Hex en lien direct avec la structure du réseau que l’on sou-
haite étudier. Pour ce faire, notre point de départ est simple : nous considérons un graphe
(non-dirigé), possédant au total NS sites. Ce graphe représentera pour nous une architecture
moléculaire hypothétique sur lequel un exciton pourra se déplacer. Partant de ce réseau, nous
réalisons alors deux hypothèses importantes.

Tout d’abord, chaque site du graphe représente une sous-unité moléculaire dont les pro-
priétés physiques (électroniques ou vibrationnelles) peuvent être modélisées par un système
à deux niveaux. Ainsi, si l’on décrit chaque site par un indice ` = 1, 2, . . . , NS , nous pouvons
alors associer à chacun d’entre eux un état fondamental |g`〉 d’énergie nulle (référence en
énergie), et un état excité |e`〉 d’énergie ω`. En l’occurrence, la quantité ω` représentera la
fréquence de Bohr d’excitation de chacun des sites. Dans ce contexte, on considérera que tous
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les états introduits ici sont orthonormés, d’où les relations

〈e`′ |e`〉 = δ`′`

〈g`′ |g`〉 = δ`′`

〈g`′ |e`〉 = 0
(2.1)

En partant de cette hypothèse, nous allons considérer un espace de Hilbert excitonique formé
par la jonction de deux sous-espaces de Hilbert à zéro et un exciton comme Hex = H0

ex⊕H1
ex.

Le sous-espace à zéro exciton H0
ex est sous-tendu par un unique vecteur de vide excitonique

|∅ex〉 défini comme
|∅ex〉 ≡

⊗
`

|g`〉 (2.2)

Cet état décrit une situation où tous les sites du graphe se trouvent respectivement dans leur
niveau fondamental. Concernant le sous-espace à un exciton H1

ex, ce dernier sera sous-tendu
par un ensemble de NS états locaux du type

|`〉 ≡ |e`〉 ⊗

⊗
`′ 6=`
|g`′〉

 (2.3)

Chaque état |`〉 décrit une configuration pour laquelle seul le site ` se trouve dans son état
excité, tous les autres sites étant dans leur état fondamental. Plus simplement, l’état |`〉
signifie la présence d’un exciton sur le site ` du graphe. En nous basant sur les relations
d’orthogonalité définies par (2.1), on peut alors montrer que les états introduits jusqu’à
présent suivent des relations similaires

〈`′|`〉 = δ`′`

〈∅ex|`〉 = 0
(2.4)

Pour poursuivre dans la construction du modèle de liaisons fortes, nous devons maintenant
considérer les interactions entre sites. Pour ce faire, nous allons émettre l’hypothèse que les
couplages entre états excités locaux (i.e. les |`〉) suivent la connexité du réseau considéré.
En d’autres termes, si un exciton se trouve sur un site initial `, alors ce dernier pourra se
propager vers un site `′ si et seulement si les deux sites en jeu sont connectés sur le réseau.
Dans ce contexte, nous savons que la donnée clé est la matrice d’adjacence A du réseau. On
rappelle que cette matrice se définie comme

A``′ =
{

1 si les sites ` et `′ sont connectés.
0 sinon. (2.5)

En connaissant la forme de A, nous pouvons construire une matrice de couplage excitonique
Φ réelle et symétrique dont les éléments dans la base locale {|`〉} sont

Φ``′ = φ``′A``′ (2.6)

où φ``′ représente la constante de saut excitonique entre deux sites ` et `′ du graphe. A ce
stade, marquons un bref arrêt pour discuter l’origine physique de tels couplages excitoniques.
Dans la nature, les amplitudes d’interactions φ``′ sont en réalité basées sur des interactions
coulombiennes à faible portée [1]. Lorsqu’un exciton se trouve sur un site `, un couplage se
produit entre le dipôle d` du site porteur de l’exciton et le dipôle d`′ d’un site voisin connecté.
Ces interactions dipôle-dipôle permettent à la molécule initialement porteuse de l’exciton de
transmettre son énergie à la molécule qui lui est attenante. La force de cette interaction étant
encodée dans une constante de saut φ``′ ∝ d`′d`/R

3
``′ qui dépend directement de la distance

R``′ séparant les deux sous-unités moléculaires interagissantes (i.e. les deux sites connectés).
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En réunissant ces deux hypothèses, nous pouvons alors définir pour chaque graphe que
nous étudierons un Hamiltonien de liaisons fortes qui s’écrit comme (avec ~ = 1)

Hex =
NS∑
`=1

ω`|`〉〈`|+
NS∑
`,`′=1

Φ``′ |`〉〈`′| (2.7)

Dans le cas présent, la diagonale du Hamiltonien décrit les propriétés locales de chaque site
du graphe, i.e. les fréquences de Bohr ω` des systèmes à deux niveaux locaux. Les éléments
non-diagonaux représentent quant à eux les couplages Φ``′ existant entre les différents sites
connectés du graphe. Afin de donner une illustration claire de ce que représente chaque
élément de ce Hamiltonien, nous avons représenté sur la figure 2.1 le graphe équivalent à
un complexe moléculaire de Fenna-Matthews-Olson (FMO). Pour présenter quelque peu ce
graphe, il faut savoir que les complexes FMO sont des réseaux moléculaires photosynthé-
tiques présents au sein des bactéries sulfureuses vertes sur lesquels le transport énergétique
est réalisé par des excitons de Frenkel. Ce type de réseau a été étudié dans divers contextes de
transport quantique allant de la marche quantique excitonique en présence d’un environne-
ment [2] (concept ENAQT), aux effets de transition de superradiance [3]. Sur la partie gauche
de l’image, les sept sous-unités moléculaires composant l’unité FMO sont représentées. Les
flèches reliant les différents sites symbolisent les couplages excitoniques Φ``′ considérés. On
notera que les paramètres physiques donnés ici sont exprimés en cm−1. Par ailleurs, les éner-
gies locales on été décalées de sorte à poser comme référence l’énergie du site moléculaire
numéro 3 avec ω3 ' 12 000 cm−1. Nous avons représenté sur la droite de l’image la structure
du graphe équivalent au complexe FMO avec l’ensemble des paramètres physiques Φ``′ et ω`
introduits précédemment.

1
2

7

3
6

5
4

Complexe moléculaire FMO Graphe équivalent

Figure 2.1 – Complexe moléculaire Fenna-Mathews-Olson et son réseau équivalent

Pour clore cette discussion sur le Hamiltonien de liaisons fortes excitonique Hex, intro-
duisons la forme diagonalisée de cet opérateur

Hex =
NS∑
k=1

ωk|χk〉〈χk| (2.8)

Il s’agit là d’une réécriture qui nous sera très utile dans nos études futures. En l’occurrence, les
quantités ωk représentent les énergies propres du Hamiltonien Hex et les |χk〉 les états propres
à un exciton associés. On remarquera que dans les deux formes données du Hamiltonien Hex

l’état de vide excitonique |∅ex〉 n’apparaît pas explicitement. La raison est simple, |∅ex〉 est
un état totalement indépendant du reste des états à un exciton (aucun couplage avec les |`〉).
Il s’agit donc d’un état propre singulier du système excitonique d’énergie propre nulle.
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2.1.2 Paramètres ω` et Φ``′ : excitons électroniques et vibrationnels

Pour nous qui allons considérer des graphes divers et variés, il est important d’introduire
les différents ordres de grandeurs que l’on retrouve dans la nature concernant les paramètres
physiques introduits précédemment. Nous allons donc maintenant discuter des amplitudes
possibles des énergies de site ω` ainsi que celles des couplages Φ``′ .

Dans un premier temps, abordons la question des énergies de site ω`. Dans la nature,
l’amplitude des énergies excitoniques ω` dépend fondamentalement du type d’exciton que
l’on considère ainsi que de la structure moléculaire en jeu. Dans le cas des excitons de Frenkel
par exemple, le spectre d’excitation est de nature électronique et est donc situé dans le visible
et l’UV. Dans ces conditions, les énergies typiques de sites évoluent sur des ordres de gran-
deurs de plusieurs dizaines de milliers de cm−1. Pour citer quelques exemples, les différents
complexes FMO (Chlorobium tepidum et Prosthecochloris aestuarii) peuvent présenter des
énergies de sites de l’ordre de 12 000 cm−1 [4–6]. Dans un autre contexte, certains agrégats de
forme dendritique peuvent présenter des énergies plus élevées de l’ordre de 38 000 cm−1 [7].
Et dans d’autres situations, des réseaux de forme sphérique tels que le fullerène C60 pré-
sentent des valeurs intermédiaires de ω` de l’ordre de 16 000 cm−1 [8]. Concernant les exci-
tons vibrationnels (vibrons), les énergies ω` changent d’ordre de grandeur. En effet, le spectre
d’excitation vibrationnel étant situé dans l’infrarouge, les énergies ω` sont plus faibles et
n’évoluent que sur quelques milliers de cm−1. Par exemple, dans le cas des monocouches
moléculaires adsorbées, l’énergie de vibration du groupement C=O sur du Ruthénium est de
l’ordre de 1 990 cm−1 [9]. De manière similaire, l’énergie de vibration de H sur silicium est de
2 100 cm−1 [10]. Et dans le cas des hélice-α (chaînes moléculaires poly-peptidiques) l’énergie
vibrationnelle du groupement N-H un peu plus élevée avec 3 300 cm−1 [11].

Concernant maintenant les interactions excitoniques Φ``′ , notons qu’à l’instar des énergies
ω`, l’amplitude du couplage dipôle-dipôle dépendra énormément de la géométrie moléculaire
considérée et du type d’exciton. Par exemple dans le cas des excitons vibrationnels, les valeurs
de couplage dipôle-dipôle évolueront sur une dizaine de cm−1. Pour citer quelques exemples,
le transfert de vibrons dans les monocouches moléculaires CO/Ru s’effectue par des cou-
plages dipôle-dipôle de l’ordre de ∼ 4 cm−1 [12]. De même, sur des monocouches adsorbées
CO/NaCl ces couplages peuvent varier dans un intervalle allant de ∼ 3 cm−1 à ∼ 12 cm−1.
Et dans le cas des hélice-α ces amplitudes sont de l’ordre de ∼ 5 cm−1 [11]. Dans le contexte
des excitons de Frenkel, le couplage excitonique est plus grand et évolue sur une centaine de
cm−1. Pour citer quelques exemples, au sein des complexes photosynthétiques LH2 Rhodop-
seudomonas acidophila, les amplitudes Φ``′ peuvent varier dans un intervalle situé entre ∼
10 cm−1 et ∼ 300 cm−1 [13, 14]. Pour citer un dernier exemple, le cas des complexes FMO
montre que ces couplages peuvent évoluer dans un intervalle allant de ∼ 1 cm−1 à ∼ 100 cm−1.

Connaissant ces différents ordres de grandeur, les domaines énergétiques que nous consi-
dérerons dans la suite de notre étude s’inscriront à la fois dans un contexte d’exciton vibra-
tionnel et électronique. Plus précisément, nous supposerons que les couplages excitoniques
entre les sites d’un graphe évoluent sur des amplitudes de quelques cm−1. Ce cadre spécifique
décrit très bien des excitons vibrationnels mais peut aussi correspondre à des excitons de
Frenkel présentant des interactions dipôle-dipôles moyennes/faibles entre sites. Concernant
les énergies locales, nous allons rester dans la même idée que celle établie pour les couplages
dipôle-dipôle. Nous considérerons donc que l’amplitude typique des fréquence de Bohr locales
ω` sera de l’ordre plusieurs milliers, voire de l’ordre de la dizaine de milliers de cm−1.
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2.1.3 Propagateur libre excitonique

Connaissant les propriétés du Hamiltonien de liaisons fortes Hex, nous allons maintenant
introduire l’outil essentiel permettant de décrire la dynamique d’un exciton sur un graphe : le
propagateur libre excitonique. En vertu des principes quantiques fondamentaux, nous savons
que les propriétés du système excitonique sont encodées au sein d’un état quantique |Ψex(t)〉.
L’évolution temporelle de cet état est gouvernée par l’équation de Schrödinger (avec ~ = 1)

i
d

dt
|Ψex(t)〉 = Hex|Ψex(t)〉 (2.9)

En intégrant formellement cette équation, sa solution est donnée par le propagateur excito-
nique libre G(t). Cet opérateur permet de faire évoluer l’état quantique du système dans le
temps comme

|Ψex(t)〉 = G(t)|Ψex(0)〉 avec G(t) = exp (−iHext) (2.10)

où |Ψex(0)〉 est l’état quantique initial de l’exciton. Ceci étant, nous voyons que pour connaître
la dynamique quantique excitonique sur un réseau, il nous faut caractériser la forme du
propagateur G(t). Pour ce faire, nous pouvons nous référer aux états propres du Hamiltonien
Hex. En effet, dans cette base propre excitonique, l’opérateur d’évolution est diagonal et
s’écrit comme

G(t) =
NS∑
k=1

e−iωkt|χk〉〈χk| (2.11)

En partant de cette forme de G(t), nous allons maintenant introduire un objet fondamental
pour nos études : les amplitudes de transition excitoniques. Il est question ici des coefficients
de matrice G``0(t) du propagateur excitonique libre dans la base des états locaux {|`〉}. Ces
coefficients représentent l’amplitude de probabilité de trouver l’exciton dans un état |`〉 (i.e.
sur un site `) sachant qu’il se trouvait initialement dans un état |`0〉 (i.e. sur le site `0). La
forme de ces amplitudes peut être obtenue à partir de la formule précédente

〈`|G(t)|`0〉 = G``0(t) =
NS∑
k=1

e−iωkt〈`|χk〉〈χk|`0〉 (2.12)

Dans le cas présent, cette expression montre clairement le rôle clef joué par les interférences
quantiques dans les processus de transport excitonique. En effet, pour effectuer une transition
entre deux sites du réseau, un exciton empruntera simultanément une multitude de chemins.
Un chemin correspondant à une transition via un état propre |χk〉 particulier. En vertu des
lois de la mécanique quantique, pour caractériser l’amplitude de transition globale, il faut
réaliser la somme des amplitudes associées à chaque chemin. L’équation (2.12) montre alors
que la réalisation d’un tel processus dépend fondamentalement des interférences entre les dif-
férents chemins. De telles interférences, comme nous le verrons par la suite, peuvent favoriser
la propagation de l’exciton ou, à l’inverse, inhiber sa capacité à se délocaliser.

Pour conclure sur les amplitudes de transition excitoniques, remarquons que le propaga-
teur excitonique possède aussi des projections particulières impliquant l’état à zéro exciton

〈∅ex|G(t)|∅ex〉 = G∅ex∅ex(t) = 1
〈`|G(t)|∅ex〉 = G`∅ex(t) = 0
〈∅ex|G(t)|`〉 = G∅ex`(t) = 0

(2.13)

En l’occurrence, l’état |∅ex〉 étant un état propre du Hamiltonien Hex (énergie propre nulle),
un système excitonique débutant dans un état de vide global demeurera ad vitam aeternam
dans ce même état. Dans ces conditions, il ne pourra jamais exister de transition d’un état
de vide excitonique |∅ex〉 vers un état local à un exciton |`〉.
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2.2 Transfert libre d’état quantique

2.2.1 Définition de l’état initial du système

Pour étudier le processus de transfert d’état quantique sur un graphe, nous allons di-
rectement nous baser sur le protocole décrit par Bose dans son article de 2003 [15]. Par
conséquent, nous allons considérer un réseau moléculaire initialement à l’équilibre thermo-
dynamique à la température T (ex : température ambiante T = 300K ⇒ kBT ∼ 200cm−1).
Dans le cas des excitons éléctroniques et vibrationnels (Frenkel, vibrons . . . ), la fréquence
de Bohr des systèmes à deux niveaux est très élevée en comparaison à l’énergie thermique
ω` � kBT (l’amplitude des ω` évoluant sur plusieurs milliers voire plusieurs dizaines de mil-
liers de cm−1). Dans ces conditions, les premiers niveaux excités excitoniques, décrits par
les états |`〉, ne peuvent être peuplés thermiquement. On peut alors faire l’hypothèse que le
système exitonique se trouve initialement dans un état de vide global

|Ψex(0)〉 = |∅ex〉 (2.14)

Pour amorcer un processus de transport quantique d’information, nous allons supposer qu’un
site moléculaire indicé `0 est porté dans un état excité au moyen d’un champs externe (ex :
une pointe STM). La modulation de ce champ permettrait alors d’encoder un état quantique
initial sur le qubit `0 sous la forme d’une superposition

|Ψex(0)〉 = c0|∅ex〉+ c1|`0〉 (2.15)

où |c0|2 + |c1|2 = 1. Connaissant cet état initial, transférer une information quantique à
travers un graphe donné revient à mesurer la capacité du système excitonique à évoluer de
sorte à produire une copie parfaite (ou très proche) de l’état du qubit initial `0 sur un autre
qubit situé au site `. Autrement dit, cela revient à observer si après un temps d’évolution t
le système excitonique se trouve dans une superposition quantique du type

|Ψex(t)〉 = c0|∅ex〉+ c1e
iη|`〉 (2.16)

où le terme η représente une phase que l’on supposera connue et qui pourra sans mal être
supprimée au moyen d’une porte quantique de phase-shift [16].

2.2.2 Fidélité du transfert : cohérences de la matrice densité σ(t)
Pour étudier la fidélité du transfert d’état quantique, nous allons introduire un outil

important : la matrice densité excitonique. Cette matrice très commode, que l’on notera
σ(t), permet d’encoder toute l’information utile pour décrire l’état du système quantique
excitonique à chaque instant t. Dans le cadre d’une évolution libre, la forme de σ(t) est
directement reliée à l’état quantique |Ψex(t)〉 comme

σ(t) = |Ψex(t)〉〈Ψex(t)| (2.17)

Grâce aux propriétés du propagateur libre données par (2.10), nous pouvons relier la
forme de la matrice densité σ(t) à sa condition initiale σ(0) comme

σ(t) = G(t)σ(0)G†(t) avec σ(0) = |Ψex(0)〉〈Ψex(0)| (2.18)

Les éléments de la matrice densité σ(t) peuvent être séparés en deux catégories : les élé-
ments diagonaux qui décrivent des populations, et les éléments non-diagonaux qui décrivent
des cohérences. De manière générale, une population excitonique σaa(t) est un nombre pure-
ment réel décrivant la probabilité de trouver le système excitonique à l’instant t dans un état
|a〉 quelconque (état excité local ou état de vide). En partant de la structure du propagateur
libre (2.10), il est possible de donner la forme générique d’une population comme

σaa(t) = 〈a|G(t)|Ψex(0)〉〈Ψex(0)|G†(t)|a〉 (2.19)
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Ainsi, cette relation montre par exemple que si un exciton se trouve initialement sur un site
`0 avec |Ψex(0)〉 = |`0〉, alors la probabilité σaa(t) de le trouver dans un état |a〉 au temps t
prend une forme très simple 1

σaa(t) = |Ga`0(t)|2 (2.20)

où l’on retrouve le module carré de l’amplitude de transition excitonique reliant l’état |`0〉
à l’état |a〉 comme définie par (2.12). Dans un autre contexte, les cohérences σab(t) sont
des nombres complexes qui décrivent la capacité pour le système quantique à développer
ou maintenir une superposition quantique entre deux états |a〉 et |b〉 quelconques. Il est
aussi possible de donner la forme générique d’une cohérence en partant de la structure du
propagateur libre (2.10). On obtient ainsi

σab(t) = 〈a|G(t)|Ψex(0)〉〈Ψex(0)|G†(t)|b〉 (2.21)

En faisant l’hypothèse qu’un exciton se trouve initialement sur un site `0 avec |Ψex(0)〉 = |`0〉,
cette cohérence devient alors

σab(t) = Ga`0(t) G∗b`0(t) (2.22)

où l’on retrouve simplement le produit de deux amplitudes de transition symbolisant phy-
siquement la "cohérence" du transfert excitonique de |`0〉 vers l’état |a〉 et de |`0〉 vers l’état |b〉.

Connaissant ces quelques propriétés, de nombreuses définitions ont été introduites dans
la littérature afin d’étudier la fidélité du transfert d’état quantique. La plus commune étant
la fidélité de Schumacher. L’idée de cette approche est d’introduire pour chaque qubit d’un
graphe une matrice densité locale σ(`)(t) 2. Dans ce contexte, transférer fidèlement une infor-
mation d’un site `0 vers un site ` donné reviendrait à réaliser une copie parfaite des cohérences
et des populations de la matrice originale de sorte à obtenir σ(`)(t) = σ(`0)(0). Bien que cette
approche soit l’une des plus courantes, nous avons choisi pour réaliser nos études de nous
restreindre à une mesure simplifiée de la fidélité. En l’occurrence, nous allons nous intéresser
aux cohérences excitoniques σ`∅ex(t). Dans ce contexte, un élément non-diagonal particulier
σ`∅ex(t) de la matrice densité décrit la capacité du qubit situé au site ` à développer ou
maintenir une superposition quantique entre un état excité et le vide. En d’autres termes, cet
objet indique si la superposition |Ψex(0)〉 = c0|∅ex〉 + c1|`0〉 initialement créée en `0 a bien
été transférée (à une phase près) au site `. Si σ`∅ex ∼ 0 alors le qubit ` n’est pas porteur
de l’état superposé. En revanche, si σ`∅ex ∼ σ`0∅ex alors ce même qubit a reçu l’état superposé.

En l’occurrence, l’évolution temporelle d’une cohérence σ`∅ex(t) est directement reliée à
la cohérence initiale σ`0∅ex(0) = c0c

?
1 comme suit

σ`∅ex(t) = G``0(t)σ`0∅ex(0) (2.23)

où l’on retrouve explicitement l’amplitude de transition excitonique G``0(t) comme définie par
l’équation (2.12). Sachant que le module d’une amplitude de transition est toujours compris
entre zéro et un 3, réaliser un transfert d’état quantique de haute fidélité au temps t du site
`0 au site ` revient à observer

|G``0(t)| ∼ 1 (2.24)

Cette condition représentera dans nos études la signature d’un transfert de bonne fidélité.
Avec cette relation, nous remarquons que l’amplitude de transition G``0(t) joue un rôle clé
dans la description d’un transfert efficace. En faisant abstraction de l’état propre de vide
|∅ex〉, la condition |G``0(t)| ∼ 1 peut être perçue comme la mesure d’une délocalisation

1. Pour écrire cette relation nous nous sommes basés sur le fait que G†AB(t) = G∗BA(t)
2. Pour ce faire, on réduit la matrice densité excitonique en réalisant une trace partielle sur l’ensemble des

autres degrés de libertés excitoniques.
3. Dans le cas précis de l’utilisation de bases orthonormées.
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totale au temps t d’un exciton initialement situé en `0 vers un site cible `. Ainsi, nous voyons
que toute l’efficacité du transfert d’état quantique est intimement liée à la bonne réalisation
de la marche quantique d’un exciton sur un graphe.

2.3 Application : transfert libre sur un graphe en étoile

Pour illustrer les idées précédentes, nous allons réaliser l’étude du transfert d’état quan-
tique sur un graphe en étoile. Ce type de graphe fait partie des structures les plus élémentaires
de la théorie des graphe. Il s’agit là d’un réseau assez simple pour être traité analytiquement,
et assez compliqué pour présenter des comportements quantiques riches et variés.

2.3.1 Structure du graphe et Hamiltonien associé

Le graphe en étoile représente l’une des structures les plus basiques de la théorie des
graphes. Il s’agit d’un réseau connecté dont la forme est très proche de celle de bon nombre de
macro-molécules naturelles mais aussi celle de polymères de synthèse tels que les dendrimères
(cf. Chapitre 1).

Figure 2.2 – Le graphe en étoile : un site central connecté à N sites périphériques

Comme l’illustre la figure 2.2, le graphe en étoile se compose d’un site central de cœur,
indicé ` = 0, sur lequel se rattachent N branches. Chacune de ces branches connecte le site
de cœur à l’un des N sites périphériques que l’on indicera ` = 1 . . . N . On compte ainsi un
nombre total de NS = N+1 sites présents sur ce réseau. Une remarque importante ici est que
la forme étoilée du graphe présente sur une symétrie par rotation discrète d’angle θ0 ≡ 2π/N
dépendant directement du nombre de sites périphériques considérés.

En suivant la démarche décrite dans les sections précédentes, nous pouvons associer à ce
graphe un Hamiltonien excitonique Hex de liaison forte comme

Hex =
N∑
`=0

ω0|`〉〈`|+
N∑
`=1

Φ(|`〉〈0|+ |0〉〈`|) (2.25)

Dans le cas présent, nous avons supposé d’une part que chaque site du graphe possède une
même fréquence de Bohr locale ω0, et d’autre part que chaque couplage inter-site est de même
amplitude avec Φ`0 = Φ, ∀` = 1, . . . , NS .
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2.3.2 Diagonalisation de Hex : symétrie rotationnelle

Pour pouvoir étudier le transfert d’état quantique sur ce graphe, nous allons diagonaliser
le Hamiltonien Hex. Pour ce faire, nous allons exploiter la symétrie par rotation d’angle
θ0 ≡ 2π/N du réseau en introduisant l’opérateur de rotation R̂θ0 . L’action de cet opérateur
de symétrie dans la base des états locaux {|`〉} est donnée par

R̂θ0 |`〉 =
{
|0〉 si ` = 0, invariance du site de coeur
|`+ 1〉 si ` > 0, rotations périphériques, avec |N + 1〉 ≡ |1〉 (2.26)

Du fait de la symétrie du graphe, nous savons que l’opérateur R̂θ0 commute avec le Hamil-
tonien excitonique Hex. Dans ces conditions, ces deux opérateurs sont amenés à avoir des
vecteurs propres en commun. Ainsi, pour diagonaliser Hex, nous allons chercher tout d’abord
les vecteurs propres de R̂θ0 . En nous basant sur les développements connus dans le cadre des
systèmes à invariance translationnelle [17], nous pouvons montrer que les états propres de R̂θ0

sont formés d’une part de l’état de cœur |0〉, et d’autre part de N états de Bloch circulaires
|χk〉 dont la forme est

|χk〉 = 1√
N

N∑
`=1

eiθ0k`|`〉 avec k = 1, . . . , N (2.27)

En partant de cette base d’états, nous pouvons alors réécrire le Hamiltonien excitonique
Hex sous une forme bloc diagonale du type

Hex =
N−1∑
k=1

ω0|χk〉〈χk|

+ ω0

(
|0〉〈0|+ |χN 〉〈χN |

)
+ Φ
√
N

(
|χN 〉〈0|+ |0〉〈χN |

)
(2.28)

La première ligne du terme de droite montre que les vecteurs |χk〉 avec k = 1, . . . , N − 1 sont
des états propres dégénérés du Hamiltonien Hex (valeur propre ω0). Nous qualifieront ces
états d’inhomogènes du fait que leur fonction d’onde 〈`|χk〉 = eiθ0k`/

√
N présente une phase

inégale sur les sites de la périphérie du graphe. Les deux dernières lignes du termes de droite
montrent l’existence d’un bloc de dimension deux non-diagonalisé. Ce bloc dénote l’existence
d’un couplage en Φ

√
N entre un état excité situé au cœur |0〉, et un état excité réparti de

façon homogène en périphérie |χN 〉 = 1√
N

∑N
`=1 |`〉. En diagonalisant ce bloc nous obtenons

alors la forme des deux derniers états propres de Hex notés |χ±〉 et définis comme

|χ±〉 = 1√
2

(|0〉 ± |χN 〉) , d’énergie propre : ω± = ω0 ± Φ
√
N (2.29)

En opposition aux états inhomogènes |χk〉 avec k = 1, . . . , N − 1, nous qualifierons ces deux
états propres |χ±〉 d’états d’homogènes du fait de l’absence de phase exponentielle sur les sites
périphériques du graphe. Finalement, en regroupant tout ces états propres, nous arrivons à
la forme diagonalisée complète du Hamiltonien excitonique

Hex = ω+|χ+〉〈χ+|+ ω−|χ−〉〈χ−|+
N−1∑
k=1

ω0|χk〉〈χk| (2.30)
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Connaissant les différents états propres du Hamiltonien excitonique Hex, nous pouvons
maintenant construire explicitement le propagateur G(t) = exp(−iHext). En utilisant la base
propre de Hex, on montre après quelques calculs que ce propagateur s’écrit comme

G(t) = e−iω0t

{(
|0〉〈0|+ |χN 〉〈χN |

)
cos(Φ

√
Nt)

− i
(
|χN 〉〈0|+ |0〉〈χN |

)
sin(Φ

√
Nt)

+
N−1∑
k=1
|χk〉〈χk|

} (2.31)

Dans le membre de droite, les deux premières lignes sont directement issues d’interférences
quantiques entre les états homogènes |χ±〉. La troisième et dernière ligne s’associe aux états
de Bloch circulaires dégénérés inhomogènes |χk〉 avec k = 1, . . . , N − 1. Nous utiliserons
cette forme commode du propagateur pour discuter des résultats numériques que nous allons
présenter dans la section qui va suivre.

2.3.3 Étude analytique et numérique de la dynamique excitonique

Nous allons maintenant étudier l’évolution temporelle d’un état quantique encodé sur un
site du graphe en étoile. Pour ce faire, nous allons nous intéresser à deux cas de figure. Le
premier cas sera celui d’une superposition quantique initialement encodée sur le cœur du
graphe. Le second cas sera celui d’une superposition quantique initialement encodée sur un
site de la périphérie du graphe.

c Superposition initiale au cœur |Ψex(0)〉 = c0|∅ex〉+ c1|0〉

Lorsque l’on encode initialement un état superposé sur le cœur du graphe en étoile, la
symétrie du problème fait que seuls deux types de processus dynamique entrent en compte. Le
premier processus, décrit par l’élément |G00(t)| du propagateur, représente la survie de l’état
initial. Le second type de processus, décrit par les éléments |G`0(t)| du propagateur, représente
le transfert de l’information vers des sites périphériques ` = 1, . . . , N . Nous pouvons évaluer
analytiquement la forme de ces éléments en partant de la forme du propagateur (2.31).
En réalisant les projections adéquates, on montre après quelques calculs que le module de
l’amplitude de survie s’écrit comme suit

|G00(t)| = | cos(Φ
√
Nt)| (2.32)

Et de la même façon, on peut montrer que le module de l’amplitude de transition du cœur
vers chaque site périphérique suit

|G`0(t)| =
∣∣∣∣∣sin(Φ

√
Nt)√

N

∣∣∣∣∣ (2.33)

Pour mieux se représenter l’évolution de ces éléments, nous avons réalisé deux tracés :
l’un pour un graphe contenant N = 4 sites périphériques, l’autre pour un graphe plus grand
contenant N = 16 sites périphériques. La figure 2.3 illustre les résultats obtenus. On re-
marquera que le transfert du cœur vers la périphérie se fait de manière homogène et égale.
Dans ce contexte, nous n’avons représenté ici qu’une seule courbe en rouge pour modéliser
les éléments |G`0(t)|. L’évolution temporelle de |G00(t)| est quant à elle représentée en noir.
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(a) nombre de sites périphériques N = 4 (b) nombre de sites périphériques N = 16

Figure 2.3 – Dynamique d’un état quantique initial au cœur du graphe en étoile

Dans le cas présent, nous voyons clairement que les éléments |G00(t)| et |G`0(t)| évoluent
selon une même période τ = π/(Φ

√
N). En l’occurrence, cette période définit l’intervalle de

temps sur lequel l’information quantique oscille entre le site central du graphe et les sites de la
périphérie. Pour mieux le comprendre, détaillons le scénario de transfert de l’information sur
une période τ complète. A t = 0 la superposition quantique excitonique est encodée au cœur,
d’où |G00(0)| = 1 et |G`0(0)| = 0. Dès lors que t > 0, le processus de transfert s’enclenche
et l’information commence à s’étendre vers les sites périphériques. Au bout d’un temps τ/2
l’information a totalement quitté le site initialement porteur avec |G00(τ/2)| = 0, et la fidélité
du transfert atteint un maximum sur chaque site de la périphérie avec

|G`0(τ/2)|MAX = 1√
N

(2.34)

S’en suit alors un retour complet de l’information au cœur du graphe au bout d’un temps τ
marqué par l’apparition d’une récurrence quantique complète |G00(τ)| = 1 et de |G`0(τ)| = 0.
Le système est ainsi revenu dans son point de départ.

Ce petit scenario que nous venons de détailler montre clairement le rôle important joué par
le paramètre de taille N dans la dynamique du transfert. Dans le cas présent, ce paramètre
influence d’une part la durée τ d’évolution du processus et d’autre part le maximum des
amplitudes de transfert vers la périphérie. L’origine de cet effet de taille provient directement
des états propres impliqués. En l’occurrence, le calcul des éléments |G`0(t)| et |G00(t)| est
issu des deux premières lignes du propagateur (2.31). Ces deux lignes sont en fait le résultat
direct d’interférences quantiques entre les deux états homogènes |χ±〉. Dans ce contexte, on
comprend très bien que la forme de la période τ = π/(Φ(

√
N) tire son origine des interférences

entre les phases temporelles exp(±iΦ
√
Nt) associées à ces états. Ainsi, plus la taille du graphe

N sera importante et plus la durée τ des oscillations quantiques sera courte. Concernant les
amplitudes de transfert, le maximum de fidélité donnée par (2.34) montre clairement que le
transfert vers la périphérie sera d’autant plus faible que le paramètre de taille N sera grand.
En réalité, cet effet de taille s’associe à un phénomène de "dilution" de l’information. En
effet, en observant plus particulièrement les états |χ±〉, nous pouvons clairement voir que ces
derniers ont tendance à répartir équitablement une excitation initialement présente au cœur
vers les sites périphériques. Or, si le nombre de sites périphériques N est conséquent alors
cette information aura tendance à se diluer sur la périphérie. D’où la diminution de la fidélité
du transfert, et l’apparition de maxima |G`0(t)|MAX = 1/2 pour N = 4 et |G`0(t)|MAX = 1/4
pour N = 16 comme le montre la figure 2.3.
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c Superposition initiale sur un site périphérique |Ψex(0)〉 = c0|∅ex〉+ c1|1〉

Lorsque l’on encode initialement un état superposé sur un site périphérique `0 = 1, la
symétrie du problème fait que seuls trois types de processus dynamique entrent en compte.
Le premier processus, décrit par l’élément |G11(t)| du propagateur, représente la survie de
l’état initial en périphérie. Le second type de processus, décrit par les éléments |G01(t)| du
propagateur, représente le transfert de l’information vers le cœur. Le troisième processus,
décrit par l’élément |G`1(t)| du propagateur, représente le transfert de l’information vers tout
autre site périphérique ` > 0 avec ` 6= 1. Nous pouvons évaluer analytiquement la forme
de ces éléments en partant de la forme du propagateur (2.31). En réalisant les projections
adéquates, on montre alors que le module de l’amplitude de survie s’écrit comme

|G11(t)| =
∣∣∣∣∣1− 2 sin2(Φ

√
Nt/2)

N

∣∣∣∣∣ (2.35)

De la même façon, la forme du module de l’amplitude de transfert vers le cœur est

|G01(t)| =
∣∣∣∣∣sin(Φ

√
Nt)√

N

∣∣∣∣∣ (2.36)

Et pour finir, le module de l’amplitude de transfert vers un autre site périphérique est

|G`1(t)| =
∣∣∣∣∣2 sin2(Φ

√
Nt/2)

N

∣∣∣∣∣ (2.37)

Pour mieux se représenter l’évolution de ces éléments, nous avons réalisé deux tracés :
l’un avec un graphe contenant N = 4 sites périphériques, l’autre avec un graphe plus grand
contenant N = 16 sites périphériques. La figure 2.4 illustre les résultats obtenus. Similaire-
ment au cas d’étude précédent, on remarquera que le transfert d’information du site initial
`0 = 1 vers tout autre site périphérique ` est identique. Dans ce contexte, nous n’avons donc
utilisé qu’une seule courbe verte pour modéliser les éléments |G`1(t)|. L’évolution temporelle
de l’élément |G11(t)| est quant à elle représentée par une courbe noire. Et celle de l’élément
|G01(t)| est quant à elle représentée par une courbe rouge.

(a) nombre de sites périphériques N = 4 (b) nombre de sites périphériques N = 16

Figure 2.4 – Dynamique d’un état quantique initial sur la périphérie du graphe en étoile

A l’instar du précédent cas d’étude, remarquons que les trois signaux |G11(t)|, |G01(t)|
et |G`1(t)| sont périodiques. Pour être plus précis, |G11(t)| et |G`1(t)| évoluent selon une
même période τ = 2π/(Φ

√
N) tandis que |G01(t)| évolue sur une période deux fois plus

courte τ/2. En l’occurrence, la période τ définit la durée sur laquelle l’information quantique
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oscille à travers le graphe. Pour mieux le comprendre, détaillons le scénario de transfert
de l’information sur une période τ complète. A t = 0, l’information est encodée sur le site
initial périphérique `0 = 1 d’où |G11(0)| = 1, |G01(0)| = 0 et |G`1(0)| = 0. Lorsque t > 0,
le processus de transfert s’enclenche et l’information entame alors son chemin vers le reste
du graphe. Le site de cœur constitue l’étape transitoire avant d’atteindre les autres sites
périphériques. Raison pour laquelle c’est ce premier site qui admet un premier maximum de
fidélité au bout d’un temps τ/4 avec

|G01(τ/4)|MAX = 1√
N

(2.38)

Il faut attendre un temps un peu plus long τ/2 pour que l’information dépasse le cœur et
puisse faire naître un maximum de fidélité sur les autres sites de la périphérie comme

|G`1(τ/2)|MAX = 2
N

(2.39)

Simultanément, sur le site initial `0 = 1, l’amplitude de survie atteint une valeur minimale

|G11(τ/2)|MIN = 1− 2
N

(2.40)

S’ensuit alors un retour de l’information des sites périphériques ` vers le site initial `0 = 1 en
passant par le cœur. Ce retour est alors marqué par l’apparition d’une récurrence quantique
complète au bout du temps τ avec |G11(τ)| = 1, |G01(τ)| = 0 et |G`1(τ)| = 0. A cet instant
précis, le système revient donc à son point de départ.

Comme le montre ce scenario, de nouveau le paramètre de taille N joue un rôle fonda-
mental dans la dynamique du système. Outre les effets de N sur la durée d’oscillation de
l’information, ou encore sa "dilution", un nouveau phénomène apparaît ici : la localisation de
l’information sur le site initial. En effet, la présence d’un minimum de l’amplitude de survie
dépendant de N démontre clairement l’impact de ce paramètre de taille sur la bonne déloca-
lisation de l’information. Pour mieux observer ce phénomène, la figure 2.5 illustre l’évolution
des éléments |G11(t)|MIN , |G01(t)|MAX et |G`1(t)|MAX en fonction du paramètre N . Nous
avons respectivement représenté ces trois quantités par des courbes noires, rouges et vertes.

Figure 2.5 – |G11(t)|MIN , |G01(t)|MAX et |G`1(t)|MAX en fonction de la taille N du graphe

En l’occurrence, la forme de ces amplitudes min/max montre clairement toute l’impor-
tance du paramètre de taille sur la propagation de l’information. En effet, lorsque l’on aug-
mente N , la valeur minimale de survie |G11(t)|MIN croît très rapidement vers l’unité. Ce
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qui dénote que l’information tend à se figer sur le site initial périphérique. Conjointement,
l’annulation des valeurs maximales |G01(t)|MAX et |G`1(t)|MAX pour des grandes valeurs de
N démontre l’extinction de tous les processus de transfert.

Pour mieux interpréter le phénomène de localisation de l’information, il nous faut nous
plonger dans le rôle que joue chaque état propre de Hex dans ce transfert. Contrairement
au cas d’étude précédent, la dynamique produite avec un état initial en périphérie ne repose
pas uniquement sur le sous-espace des états homogènes. En réalité, lorsque l’on dérive ana-
lytiquement les relations (2.35), (2.36) et (2.33), on se rend très vite compte que la forme
de ces amplitudes est le résultat d’interférences quantiques mêlant tous les états propres du
système. Dans ce contexte, il apparaît notamment que les états inhomogènes, fortement dé-
générés, jouent un rôle très important. Pour mieux le voir, détaillons brièvement le calcul
de l’amplitude de survie |G11(t)|. En partant du propagateur donné par (2.31), on obtient la
forme brute

|G11(t)| =
∣∣∣∣e−iω0t cos(Φ

√
Nt)〈1|χN 〉〈χN |1〉︸ ︷︷ ︸

états homogènes

+
N−1∑
k=1

e−iω0t〈1|χk〉〈χk|1〉
∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

états inhomogènes

(2.41)

Dans le membre de droite, le premier terme décrit les interférences se produisant uniquement
entres les états homogènes. Le second terme donné par la somme

∑N−1
k=1 décrit quant à lui

les interférences entre états inhomogènes. En développant séparément chacun de ces deux
termes, on obtient alors la forme suivante

|G11(t)| =
∣∣∣∣cos(Φ

√
Nt)

N︸ ︷︷ ︸
états homogènes

+ N − 1
N

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
états inhomogènes

(2.42)

Ce résultat montre toute l’importance du poids des états inhomogènes dans la survie de l’état
initial. En l’occurrence, pour des valeurs N � 1, la dégénérescence en N − 1 des états inho-
mogènes produit une interférence constante dans le temps en (N − 1)/N . En contrepartie,
les deux états homogènes agissent de concert pour former une interférence évoluant dans le
temps sur une amplitude 1/N . Ainsi, plus le paramètre N augmente, plus la dégénérescence
des états inhomogènes croît et plus l’amplitude de leurs interférences sur le site initial se
rapproche de l’unité. Dans une toute autre mesure, l’augmentation de N provoque l’anéan-
tissement des interférences produites par les états homogènes. Ce scenario montre clairement
que pour des graphes en étoile de taille importante, la dynamique d’un état initialement
encodée sur un site périphérique sera dominée par les états dégénérés entravant la bonne
propagation de l’information. Tout naturellement, les effets secondaires de cette localisation
sont la disparition des amplitudes de transfert vers tous les autres sites du graphe.

En l’occurrence, notons que ce phénomène exotique a déjà été étudié par le physicien
Oliver Mulken [18]. Dans la littérature, le nom donné à ce processus est celui de : "localisation
par dégénérescence spectrale".

38



CHAPITRE 2. DYNAMIQUE EXCITONIQUE LIBRE SUR UN GRAPHE COMPLEXE

2.4 Références

[1] V. May and O. Kühn, Charge and energy transfer dynamics in molecular systems. John
Wiley & Sons, 2008. 26

[2] M. Mohseni, P. Rebentrost, S. Lloyd, and A. Aspuru-Guzik, “Environment-assisted quan-
tum walks in photosynthetic energy transfer,” The Journal of Chemical Physics, vol. 129,
no. 17, p. 11B603, 2008. 27

[3] G. L. Celardo, F. Borgonovi, M. Merkli, V. I. Tsifrinovich, and G. P. Berman, “Superra-
diance transition in photosynthetic light-harvesting complexes,” The Journal of Physical
Chemistry C, vol. 116, no. 42, pp. 22105–22111, 2012. 27

[4] M. Cho, H. M. Vaswani, T. Brixner, J. Stenger, and G. R. Fleming, “Exciton analysis
in 2d electronic spectroscopy,” The Journal of Physical Chemistry B, vol. 109, no. 21,
pp. 10542–10556, 2005. PMID : 16852278. 28

[5] M. Sarovar, A. Ishizaki, G. R. Fleming, and K. B. Whaley, “Quantum entanglement in
photosynthetic light-harvesting complexes,” Nature Physics, vol. 6, no. 6, p. 462, 2010.

[6] J. Adolphs and T. Renger, “How proteins trigger excitation energy transfer in the FMO
complex of green sulfur bacteria,” Biophysical journal, vol. 91, no. 8, pp. 2778–2797,
2006. 28

[7] M. Nakano, M. Takahata, H. Fujita, S. Kiribayashi, and K. Yamaguchi, “Exciton migra-
tion dynamics in a dendritic molecular aggregate,” Chemical Physics Letters, vol. 323,
no. 3, pp. 249 – 256, 2000. 28

[8] R. Lof, M. Van Veenendaal, B. Koopmans, H. Jonkman, and G. Sawatzky, “Band gap,
excitons, and coulomb interaction in solid c 60,” Physical Review Letters, vol. 68, no. 26,
p. 3924, 1992. 28

[9] V. Pouthier, “Two-vibron bound states in CO/Ru (001) : An effective hamiltonian ap-
proach,” The Journal of Chemical Physics, vol. 118, no. 20, pp. 9364–9371, 2003. 28

[10] R. Honke, P. Jakob, Y. Chabal, A. Dvořák, S. Tausendpfund, W. Stigler, P. Pavone,
A. Mayer, and U. Schröder, “Anharmonic adlayer vibrations on the Si (111) : H surface,”
Physical Review B, vol. 59, no. 16, p. 10996, 1999. 28

[11] J. Edler, R. Pfister, V. Pouthier, C. Falvo, and P. Hamm, “Direct observation of
self-trapped vibrational states in α-helices,” Physical Review Letters, vol. 93, no. 10,
p. 106405, 2004. 28

[12] V. Pouthier, “Localized two-vibron bound-state dynamics in a molecular lattice with
a defect : Resonances between bound, localized, and free states,” Physical Review B,
vol. 71, no. 11, p. 115401, 2005. 28

[13] S. Jang and R. J. Silbey, “Single complex line shapes of the B850 band of LH2,” The
Journal of Chemical Physics, vol. 118, 2003. 28

[14] S. Jang and Y.-C. Cheng, “Resonance energy flow dynamics of coherently delocalized
excitons in biological and macromolecular systems : Recent theoretical advances and
open issues,” Wiley Interdisciplinary Reviews : Computational Molecular Science, vol. 3,
no. 1, pp. 84–104, 2013. 28

[15] S. Bose, “Quantum communication through an unmodulated spin chain,” Physical Re-
view Letters, vol. 91, no. 20, p. 207901, 2003. 30

39



CHAPITRE 2. DYNAMIQUE EXCITONIQUE LIBRE SUR UN GRAPHE COMPLEXE

[16] M. Christandl, N. Datta, A. Ekert, and A. J. Landahl, “Perfect state transfer in quantum
spin networks,” Physical Review Letters, vol. 92, no. 18, p. 187902, 2004. 30

[17] C. Kittel and P. McEuen, Introduction to solid state physics, vol. 8. Wiley New York,
1996. 33

[18] O. Mülken and A. Blumen, “Continuous-time quantum walks : Models for coherent
transport on complex networks,” Physics Reports, vol. 502, no. 2-3, pp. 37–87, 2011. 38

40



Chapitre 3

Dynamique excitonique sur graphe
en présence d’un environnement

Connaître l’évolution libre d’un exciton sur un réseau moléculaire constitue une pre-
mière étape importante lorsque l’on souhaite étudier une marche quantique excito-
nique. Cependant, cette approche reste très idéale et ne reflète pas les conditions

réelles de parcours de la particule. En réalité, lorsqu’un exciton évolue sur un réseau molé-
culaire, ce dernier subit constamment les effets de son environnement. Parmi les différentes
perturbations extérieures, les phonons, quasi-particules issues de la quantification des vi-
brations du réseau moléculaire, constituent la strate environnementale la plus directe avec
laquelle un exciton interagit. Dans ce contexte, considérer un exciton comme un système
quantique fermé n’a donc plus de sens. La particule se comporte plutôt comme un système
quantique ouvert qui, au cours de sa marche quantique, échange de l’énergie avec son envi-
ronnement phononique. Connaître la manière avec laquelle ces échanges se produisent nous
donne alors une information capitale pour comprendre tous les nouveaux phénomènes modu-
lant la marche quantique.

Pour tenter de s’approcher au plus près de la réalité physique, nous allons donc étendre le
modèle de marche quantique excitonique présenté précédemment. Pour ce faire, nous allons
considérer l’existence d’un environnement quantique de phonons interagissant avec l’exciton.
Ce chapitre va nous permettre de présenter notre approche. Ainsi, nous introduirons dans
une première partie le modèle de système exciton-phonon utilisé : le modèle de Holstein.
Nous présenterons toutes les hypothèses de base de cette approche ainsi que les propriétés
spectrales du Hamiltonien associé. Dans une seconde partie, nous présenterons le concept
de matrice densité réduite excitonique ainsi que les approches usuelles permettant d’étudier
l’évolution d’un exciton en présence d’un environnement. Nous discuterons des raisons pour
lesquelles ces mêmes approches (hypothèses de Born-Markov) tendent à s’effondrer dans le
contexte de notre étude. Pour remédier à ce problème, nous introduirons alors dans une
troisième section, une approche perturbative quasi-dégénérée permettant de traiter sur un
pied d’égalité exciton et phonons [1]. Nous décrirons la méthode ainsi que tous les processus
d’habillage excito-phononiques qui en découlent. Pour conclure ce chapitre, nous aborderons
dans une dernière section le transfert d’état quantique en présence de l’environnement de
phonons. Nous aurons ainsi l’occasion d’introduire le rôle central des amplitudes de transition
effective et de donner une forme analytique de ces nouveaux objets.

41



CHAPITRE 3. DYNAMIQUE EXCITONIQUE SUR GRAPHE EN PRÉSENCE D’UN
ENVIRONNEMENT

3.1 Le modèle de Holstein : environnement de phonons locaux
Pour décrire l’environnement phononique d’un exciton, nous allons nous baser sur une

approche bien connue en physique du solide : le modèle de Holstein [2, 3]. Pour un réseau
moléculaire donné, ce modèle décrit les interactions existant entre les vibrations de chaque
site moléculaire et leur état d’excitation local ; en d’autres termes, les échanges énergétiques
entre un exciton (électronique ou vibrationnel) et son environnement de phonons locaux.
Dans un premier temps, nous allons détailler les différentes hypothèses à l’origine du modèle.
Puis dans un second temps, nous discuterons des effets du couplage exciton-phonon.

3.1.1 Le modèle de Holstein

L’hypothèse fondamentale du modèle de Holstein consiste à supposer que chaque site du
réseau forme une sous-unité moléculaire de masse M vibrant localement et de manière indé-
pendante. Cette hypothèse revient donc à considérer qu’en plus des propriétés excitoniques
locales (système à deux niveaux), chaque site du graphe possède maintenant des degrés de
liberté phononiques et vibre tel un oscillateur harmonique indépendant. Dans ces conditions,
nous pouvons décrire ces vibrations au moyen d’un Hamiltonien de phonons libres Hph qui
s’écrit comme

Hph =
∑
`

1
2Mp2

` + 1
2Kx

2
` (3.1)

où x` représente le déplacement du groupement moléculaire associé au site `, et où p` dénote
son moment conjugué. La quantité K représente la constante de raideur de chaque ressort
local. On considérera par la suite que les quantités M et K sont les mêmes quel que soit le
site considéré. Connaissant la forme de base de Hph, nous allons réécrire ce Hamiltonien dans
une forme de seconde quantification en introduisant les opérateurs création et annihilation
phononiques locaux (avec ~ = 1)

a` =
√

MΩ0
2

(
x` + i

MΩ0
p`

)
a†` =

√
MΩ0

2

(
x` − i

MΩ0
p`

) (3.2)

où Ω0 =
√
K/M représente la fréquence propre des vibrations locales du réseau. En partant

de la forme de ces opérateurs, le Hamiltonien libre des phonons devient

Hph =
∑
`

Ω0a
†
`a` (3.3)

où nous avons posé l’énergie de vide phononique comme référence des énergies. Cette forme
particulière de Hph émerge du traitement quantique des vibrations collectives basse fréquence
du réseau. Les opérateurs a†` et a` créent et détruisent respectivement un phonon (i.e. un
quantum de vibration) sur un site ` du graphe (i.e. dans le mode ` de vibration). A ces
nouveaux degrés de liberté phononiques sera associé un espace de Hilbert que l’on notera
Hph. Mathématiquement, la construction de cet espace peut être vue comme le résultat de
l’action répétée des différents opérateurs créations a†` sur l’état de vide phononique

|∅ph〉 ≡
⊗
`

|0`〉 (3.4)

où l’état |∅ph〉 décrit simplement l’absence de phonon sur chacun des sites ` du réseau.
En procédant ainsi, on arrive à générer une base d’états nombres (états de Fock) du type
|n1, n2, . . .〉 décrivant la présence de n1 phonons sur le site ` = 1, n2 phonons sur le site ` = 2
etc. La dimension de l’espace Hph résultant est alors infinie : dim(Hph) = +∞.
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Connaissant la forme deHph, l’étape suivante consiste à introduire les interactions entre les
différents degrés de liberté excitoniques et phononiques. Pour ce faire, nous allons nous baser
sur une approche bien connue de la physique du solide : celle du potentiel de déformation [4].
L’idée principale de ce modèle est de considérer que, pour chaque site ` du graphe, l’oscillation
x` d’un site produira des fluctuations stochastiques de la fréquence de Bohr excitonique ω` du
système à deux niveaux associé. Ce qui mathématiquement peut être traduit par la relation

ω`(x`) = ω` + C x` (3.5)

où C représente la force du couplage exciton-phonon. L’introduction de cette interaction
locale exciton-phonon revient alors à considérer l’existence d’un Hamiltonien de couplage
exciton-phonon ∆H qui s’écrit comme 1

∆H =
∑
`

M (`)(a†` + a`) (3.6)

oùM (`) représente la matrice de couplage exciton-phonon associée au mode ` (couplage sur le
site ` du graphe). Cette matrice est diagonale dans la base des états excitoniques |`〉 comme

M (`) = ∆0|`〉〈`| (3.7)

où nous avons introduit ∆0 = C/
√

2MΩ0 comme redéfinition de la constante de couplage
exciton-phonon. En l’occurrence, la forme de M (`) retranscrit bien l’hypothèse de départ
voulant que l’état d’excitation local |`〉 admette des fluctuations d’énergie liées à la présence
de phonons locaux. Comme le montre la présence des opérateurs création/annihilation dans
∆H, ces fluctuations sont issues de processus d’émission/absorption de phonons dans un mode
local de vibration `. Par ailleurs, on remarquera qu’au delà de ces effets locaux, le couplage
exciton-phonon permet de réaliser des transitions excitoniques jusqu’à présent impossibles.
En effet, dans la base des états propres à un exciton {|χk〉}, la matrice de couplage exciton-
phonon est non-diagonale et s’écrit

M
(`)
k′k = ∆0〈χk′ |`〉〈`|χk〉 (3.8)

Ainsi, le couplage ∆H montre qu’un exciton dans l’état propre |χk〉 pourra transiter vers
un autre état |χk′〉 dans la condition où, sur un site ` donné du réseau, les deux fonctions
d’onde propres admettent un recouvrement non-nul (i.e. M (`)

k′k 6= 0). Dans ces conditions, la
présence des opérateurs création/annihilation indique que ce type de transition peut s’effec-
tuer via l’absorption/émission d’un phonon dans le mode local associé au site `.

3.1.2 Hamiltonien final et discussion des paramètres physiques

En regroupant l’ensemble des contributions du problème exciton-phonon, le Hamiltonien
global du système s’écrit finalement

H = H0 + ∆H (3.9)

où H0 = Hex + Hph représente le Hamiltonien d’évolution libre exciton-phonon et ∆H le
Hamiltonien de couplage. Ce Hamiltonien général agit dans un espace de Hilbert H formé
par le produit tensoriel du sous-espace excitonique (à zéro et un exciton) avec le sous-espace
phononique (états nombres) comme H = Hex⊗Hph. Étant donné que le Hamiltonien général
H conserve le nombre d’excitons, son espace de Hilbert se décompose en deux sous-espaces :
un espace à zéro excitonH(0), et un espace à un excitonH(1). Nous allons maintenant détailler
les propriétés de H dans chacun de ces deux sous-espaces.

1. Pour trouver la forme de ∆H, il suffit d’injecter la nouvelle forme des fréquences de Bohr ω` au sein du
Hamiltonien libre excitonique Hex et de réécrire x` en termes d’opérateurs création/annihilation.
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Lorsque l’on considère le vide excitonique |∅ex〉, l’expression du Hamiltonien général se
simplifie grandement. En effet, comme le montre l’équation (3.6), l’opérateur de couplage
∆H s’annule complètement en absence d’exciton. Cette propriété provient du fait que ∆H
ne couple que des états à un exciton avec les phonons locaux. Ainsi, dans le sous-espace à zéro
exciton, il n’existe aucune interaction entre les degrés de liberté excitoniques et phononiques,
et le Hamiltonien général se réduit simplement à H = Hph.

Partant de cette propriété, il devient très facile de définir la forme des états propres
du Hamiltonien H dans le sous-espace à zéro exciton H(0). En l’occurrence, ces états sont
simplement donnés par les vecteurs |Ψ(∅ex, {n`})〉 résultant du produit tensoriel entre l’état
de vide excitonique et les états nombres phononiques comme

|Ψ(∅ex, {n`})〉 = |∅ex〉 ⊗ |n1, n2, . . .〉, d’énergie propre En = nΩ0 (3.10)

Physiquement, ces états décrivent une configuration du réseau pour laquelle un ensemble de
n =

∑
` n` phonons locaux évoluent librement en l’absence d’exciton.

A ce stade, remarquons une propriété très importante de ces états propres exciton-
phonons : leur très forte dégénérescence. En effet, la présence des états nombres |n1, n2, . . .〉
suggère l’existence de multiples configurations phononiques du réseau permettant d’obtenir
une même énergie propre En = nΩ0. Pour illustrer simplement cette idée, imaginons un ré-
seau contenant NS = 2 sites et posons le cas d’un seul phonon n = 1 d’énergie Ω0. Dans ces
conditions, nous savons par exemple que les deux états propres suivant partagent une même
énergie propre E1 = Ω0

|Ψ(∅ex, {n`})〉 = |∅ex〉 ⊗ |1, 0〉
|Ψ(∅ex, {n`})〉 = |∅ex〉 ⊗ |0, 1〉

}
même énergie propre E1 = Ω0 (3.11)

En l’occurrence, la différence entre ces deux configurations est simple : le premier état décrit
la présence d’un phonon sur le site ` = 1 du réseau tandis que le second considère un phonon
sur le site ` = 2. On observe ainsi une dégénérescence d’ordre 2. Dans le même esprit, si l’on
avait considéré n = 1 phonon pour NS = 3 sites, la dégénérescence de l’énergie résultante
E1 = Ω0 serait alors d’ordre 3. Dans un autre cas de figure, en considérant maintenant
n = 2 phonons pour NS = 3 sites, la dégénérescence de l’énergie résultante E2 = 2Ω0
serait d’ordre 6. Ainsi, comme le montrent ces exemples, la dégénérescence d’une énergie
En va dépendre typiquement du nombre de sites NS considérés, mais aussi du nombre n de
phonons considérés. Dans ces conditions, un instant de réflexion convaincra le lecteur que la
dégénérescence g(En) d’un niveau En = nΩ0 correspond simplement au nombre de façons
différentes qu’il existe pour répartir n phonons indiscernables sur les NS sites d’un graphe.
Ce qui mathématiquement s’écrit comme

g(En) = (n+NS − 1)!
n!(NS − 1)! (3.12)

Cette formule montre clairement que, pour un nombre n de phonons donné, plus la taille NS

du graphe sera imposante plus forte sera la dégénérescence de l’énergie En.

Pour conclure sur ce sous-espaceH(0) à zéro exciton, rappelons que tous les états dégénérés
donnés par (3.10) restent des états propres du Hamiltonien global H. Ainsi, si à t = 0
le système excitonique ne présente aucune excitation, on pourra considérer que le système
global exciton-phonon se trouvera dans un état d’équilibre stable.
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c Sous-espace H(1) à un exciton

Dans le sous-espace à un exciton H(1), les propriétés du système se complexifient du fait
de l’action de ∆H. Pour bien comprendre les effets produits par ce couplage, nous allons
dans un premier temps introduire les propriétés du système exciton-phonon non-perturbé
(i.e. avec ∆H = 0). Dans ce cas précis, le Hamiltonien exciton-phonon se résume simplement
au Hamiltonien d’évolution libre H = H0. Les états propres du système global sont alors les
états propres non-perturbés |Ψ(χk, {n`})〉 de H0. Ces vecteurs résultent du produit tensoriel
entre les états propres à un exciton et les états nombres phononiques comme

|Ψ(χk, {n`})〉 = |χk〉 ⊗ |n1, n2, . . .〉, d’énergie propre non-perturbée Ek,n = ωk + nΩ0 (3.13)

Physiquement, ces états décrivent une configuration du réseau pour laquelle un ensemble de
n =

∑
` n` phonons locaux évoluent librement en présence d’un exciton dans l’état |χk〉. Pour

des raisons similaires au cas du sous-espace H(0), ces états propres non-perturbés vont pré-
senter de fortes dégénérescences. Ainsi, une énergie non-perturbée Ek,n = ωk+nΩ0 possédera
un degré de dégénérescence g(Ek,n) comme

g(Ek,n) = g(ωk)× g(En) = g(ωk)×
(n+NS − 1)!
n!(NS − 1)! (3.14)

où nous avons introduit un terme supplémentaire g(ωk) pour tenir compte d’éventuelles dé-
générescences excitoniques associées à l’énergie ωk.

Concernant le spectre du Hamiltonien libre H0, nous allons maintenant introduire une
hypothèse importante. Dans notre étude, nous considérerons un contexte physique "non-
adiabatique". En d’autres termes, si l’on appelle ∆ω la largeur de la bande spectrale à un
exciton, un cadre non-adiabatique revient à considérer

∆ω
Ω0
� 1 (3.15)

Physiquement, cette hypothèse décrit le fait que les degrés de liberté phononiques évoluent
plus rapidement que les degrés de liberté excitoniques. Plus précisément, nous considérons ici
que la "vitesse de propagation" excitonique au sein d’un graphe (∝ ∆ω) reste faible devant
la fréquence des vibrations du réseau. Dans notre étude, rappelons que l’amplitude des inter-
actions dipôle-dipôle considérées Φ``′ est de l’ordre de quelques cm−1. Par conséquent, nous
pouvons considérer que la largeur typique du spectre excitonique ∆ω sera de même envergure.
Ainsi, pour respecter le critère posé précédemment nous considérerons que la fréquence de
vibration phononique Ω0 sera de l’ordre de quelques centaines de cm−1.

En partant de cette hypothèse de non-adiabaticité, le spectre du Hamiltonien d’évolution
libre H = H0 adopte alors une structure formée par une succession de multiplicités bien sépa-
rées. Comme l’illustre la figure 3.1, une multiplicitémn représente une bande spectrale centrée
sur une énergie nΩ0 dont la largeur est donnée par ∆ω. Cette bande possède la particula-
rité de regrouper tous les états excito-phononiques non-perturbés |Ψ(χk, {n`})〉 conservant
un même nombre n =

∑
` n` de phonons. Pour symboliser la forte dégénérescence des états

propres de H0, nous avons représenté au sein de chaque multiplicitémn les états |Ψ(χk, {n`})〉
par des traits noirs. Les nuages bleus schématisent un groupe de NS états |Ψ(χk, {n`})〉 repré-
sentatif d’un ensemble complet d’états |χk〉 excitoniques (i.e. formant autour de En = nΩ0
un "spectre local excitonique"). La répétition de ce nuage dans une multiplicité mn symbolise
simplement la dégénérescence en g(En) de ces groupes états.
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émission/absorption

Énergie

 Multiplicité à n-1 phonons

 Multiplicité à n phonons

Multiplicité à n+1 phonons

Figure 3.1 – Illustration du spectre de H0 et des couplages entre les différentes multiplicités mn.

Connaissant les propriétés du Hamiltonien H en absence de couplage, considérons main-
tenant que le couplage exciton-phonon est actif ∆H > 0. Dans ce nouveau contexte, les états
propres non-perturbés |Ψ(χk, {n`})〉 de H0 ne sont plus les états propres de H. En effet, le
Hamiltonien ∆H vient coupler ces états au moyen de processus d’émission/absorption pho-
noniques. Pour mieux observer les effets de ce couplage dans le spectre de H0, nous avons
représenté sur la figure 3.1 les différentes transitions excitoniques possibles par des flèches
rouges. On remarquera que ces transitions ne peuvent se produire qu’entre deux multiplicités
consécutives différant d’un quantum de vibration Ω0. Considérant ces nouveaux couplages,
les propriétés du système exciton-phonon changent de tout ce que l’on a pu voir précédem-
ment. En l’occurrence, le mélange des degrés de liberté excito-phononiques encodé dans ∆H
génère de nouveaux états propres et de nouvelles valeurs propres résultant de l’intrication
des états non-perturbés |Ψ(χk, {n`})〉. Connaître ces nouvelles propriétés permettraient de
résoudre complètement le problème de transport excitonique en présence de phonons. Ce-
pendant cette tâche est extrêmement complexe, voire impossible, à moins de réaliser des
développements perturbatifs.

Ainsi, pour pouvoir traiter l’opérateur H, nous allons considérer un contexte perturbatif.
Pour ce faire, nous allons supposer que les interactions entre exciton et phonons restent faibles.
D’un point de vue spectral, cette hypothèse de couplage faible implique que l’amplitude
du couplage ∆H doit rester petite devant la différence typique d’énergie du Hamiltonien
d’évolution libre H0 non-perturbé. Ce qui revient à poser

∆0
Ω0 −∆ω � 1 (3.16)

On s’assure ainsi que les couplages engendrés par le Hamiltonien ∆H agissent comme des
perturbations du système exciton-phonon lorsque H = H0.

Remarque : A ce stade, nos connaissances du système exciton-phonon seraient assez solides
pour pouvoir nous lancer dans une étude numérique de la marche quantique excitonique en
présence de phonons. En effet, comme nous le montrerons dans le Chapitre 5, des méthodes
numériques pourraient être employées pour construire complètement le Hamiltonien exciton-
phonon H et le diagonaliser. Or, pour le moment notre projet est de traiter analytiquement
le problème exciton-phonon le plus profondément possible. Les sections qui vont suivre vont
nous permettre d’introduire l’approche théorique que nous avons développée à cette occasion.
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3.2 Système exciton-phonon : effondrement des hypothèses de
Born-Markov

Connaître la dynamique d’un exciton en présence d’un environnement pourrait apparaître
comme très difficile si l’on se référait uniquement aux états excito-phononiques du système
global. Fort heureusement, le formalisme de la matrice densité réduite [4, 5] peut nous ap-
porter une grande aide pour réaliser ce type d’étude. Cette approche, issue de la théorie
des systèmes ouverts, est utilisée dès lors que l’on souhaite connaître l’évolution d’un sous-
système quantique appartenant à un système composite. Connaissant la matrice densité ρ(t)
du système composite, l’idée est alors de construire pour le sous-système qui nous intéresse
une matrice densité réduite σ(t) au moyen d’une opération de trace partielle sur tous les
degrés de liberté non-pertinents. Dans notre cas d’étude, nous souhaitons étudier l’évolution
d’un exciton en présence de phonons perturbateurs. Pour ce faire, nous allons donc introduire
une matrice densité réduite excitonique σ(t). En appelant ρ(t) la matrice densité du système
exciton-phonon, la matrice densité réduite excitonique se définit alors comme

σ(t) = Trph[ρ(t)] (3.17)

où Trph[. . .] représente l’opération de trace partielle sur l’ensemble des degrés de liberté pho-
noniques. L’opérateur σ(t) ainsi obtenu n’agit que dans le sous-espace excitonique Hex et
encode toute l’information nécessaire concernant l’évolution temporelle du système excito-
nique en présence de son environnement.

A ce stade, remarquons que lorsque le couplage exciton-phonon s’annule ∆H = 0, la
forme de la matrice σ(t) donnée par l’équation (3.17) est rigoureusement identique à celle
définie par les équations (2.17) et (2.18) du chapitre précédent. Ceci étant, lorsque ∆H 6= 0,
le système excitonique s’ouvre et interagit avec son environnement. Dans ces conditions, une
intrication naît entre les degrés de liberté excitoniques et phononiques conduisant à une mo-
dulation de la forme de σ(t). Le calcul de σ(t) devient alors très difficile, voire impossible,
sans l’introduction de quelques approximations.

Pour résoudre ce problème, les approches les plus usuelles consistent à considérer que l’en-
vironnement phononique forme un "grand réservoir" constitué d’une multitude de degrés de
liberté. Dans ces conditions, l’introduction des fameuses hypothèses de Born-Markov permet
de dériver une forme commode d’équation maîtresse pour décrire l’évolution de la matrice
densité réduite σ(t). Ces hypothèses sont de deux sortes. L’hypothèse de Born consiste à
supposer que la matrice densité générale peut être scindée, à tout instant t, en un produit
tensoriel du type

ρ(t) = ρph ⊗ σ(t) (3.18)

où ρph représente la matrice densité réduite de l’environnement indépendante du temps. Cette
hypothèse forte introduit deux idées : premièrement l’inexistence de corrélation entre les deux
sous-systèmes à chaque instant t, deuxièmement l’absence d’évolution temporelle de la matrice
densité ρph liée à l’environnement de phonons. L’idée étant que l’environnement phononique
représente un système si "volumineux" que ses interactions avec le système excitonique ne le
perturbe que très faiblement. Dans ces conditions, l’environnement reste ad vitam aeternam
dans son état d’équilibre initial ρph. La seconde hypothèse, dite "de Markov", est en totale
cohérence avec l’hypothèse de Born. Sans entrer dans les détails calculatoires, l’hypothèse de
Markov consiste à supposer que l’environnement de phonons perd très vite la mémoire de ses
interactions avec le système excitonique et retourne très rapidement dans son état d’équilibre.
Cette perte de mémoire brusque de l’environnement permet alors de simplifier grandement
les équations et de construire une équation maîtresse markovienne bien plus simple à résoudre.
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Connaissant cette méthode, nous nous sommes alors posés la question suivante : les ap-
proches usuelles de Born-Markov sont elles judicieuses dans le cas de système de dimension
réduite ? En effet, les systèmes que l’on considère, des graphes moléculaires, possèdent de
très faibles dimensions. Dans ces conditions, l’environnement de phonons devient un système
quantique à part entière avec un spectre discret. Le confinement des phonons sur le réseau
génère une dynamique pour l’environnement qui présente alors des récurrences quantiques
importantes. En d’autres termes, l’environnement se souvient de sa dynamique passée et ne
peut plus être considéré comme un "grand réservoir" au sens des hypothèses de Born-Markov.
Dans ce contexte, l’utilisation des approches usuelles produit des résultats erronés et "non-
physiques" (divergences des éléments de σ(t), perte de la positivité . . . ) [6, 7]. Il devient alors
nécessaire de trouver de nouvelles méthodes pour étudier l’évolution de la matrice densité σ(t).

Pour parer à ce problème, nous allons outrepasser ces approches et traiter sur un pied
d’égalité les deux sous-systèmes excitonique et phononique. Pour ce faire, nous allons utiliser
une approche connue sous le nom de théorie des perturbations quasi-degénérée [8, 9]. Cette
méthode perturbative permet de réécrire le Hamiltonien exciton-phonon dans un format bien
plus commode pour étudier l’évolution de la matrice densité σ(t). Dans ce cadre précis, nous
n’effectuerons aucune hypothèse quant à la nature de l’environnement. La section qui va
suivre va permettre de présenter l’approche utilisée.

3.3 Théorie des perturbations quasi-dégénérée

Dans notre cas d’étude l’utilité d’une approche quasi-dégénérée réside dans le fait que
le spectre non-perturbé de H0 possède à la base une très forte dégénérescence. Dans ces
conditions, utiliser une approche perturbative standard serait inapproprié car cette dernière
deviendrait instable et divergerait du fait de l’apparition de "petits diviseurs". Ceci étant, il est
important pour nous d’attirer l’attention sur le fait que, dans notre cas d’étude, l’apparition
de ces divergences est plus subtile qu’il n’y parait. Pour mieux le comprendre, réécrivons le
Hamiltonien général dans une forme usuelle de traitement perturbatif

H = H0 + ∆H (3.19)

où H0 = Hex+Hph représente le Hamiltonien d’évolution libre exciton-phonon non-perturbé,
et ∆H le Hamiltonien de couplage. Dans le cas présent, la perturbation est donnée par
l’action de l’opérateur ∆H sur les états non-perturbés |Ψ(χk, {n`})〉 de H0. Partant de ce
contexte, nous pourrions dans un premier temps penser qu’une théorie perturbative standard
serait une solution adéquate pour traiter le problème. En effet, comme décrit dans les sec-
tions précédentes, nous savons que le couplage ∆H relie uniquement des états non-perturbés
appartenant à deux multiplicités adjacentes (ex : mn ↔ mn+1). Ces états étant séparés
d’une énergie ∼ Ω0, ils ne partagent donc pas une même énergie propre non-perturbée. Dans
ces conditions, la détermination des énergies perturbées à l’ordre deux par une théorie des
perturbations standard ne présenterait aucune divergence. Nous pourrions alors penser que
"tout fonctionne". Or, le véritable problème se révèle lorsque l’on souhaite évaluer la forme
des états propres perturbés à l’ordre deux. A ce moment précis, le calcul standard génère
des termes divergents liés à l’apparition d’un couplage effectif entre des états propres de H0
dégénérés. En effet, deux états propres de H0 dégénérés appartenant à une même multiplicité
mn peuvent interagir indirectement par le biais d’un état intermédiaire appartenant à une
multiplicité adjacente mn±1 (voir figure 3.1). Ce type de processus étant mal pris en compte
par la théorie des perturbations standard, cette dernière diverge alors et produit un calcul
totalement erroné des états et des énergies perturbés.
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Pour surmonter ce problème, l’idée fondamentale de l’approche quasi-dégénérée consiste
à construire une nouvelle forme du Hamiltonien général H de sorte à prendre en compte
proprement toutes ces interactions effectives. Pour ce faire, la méthode repose sur l’utilisation
d’une transformation unitaire spécifique U = exp(S) dépendant d’un générateur S = −S†
anti-hermitien. Cette transformation doit permettre de construire un Hamiltonien effectif

H̃ = UHU † (3.20)

de mêmes valeurs propres que H, et dont la structure est diagonale par bloc selon les multi-
plicités mn contenant l’ensemble des états dégénérés. En d’autres termes

H =

 . . .

 U=⇒ H̃ =


m0 0 0 . . .
0 m1 0 . . .
0 0 m2 . . .
...

...
... m...

 (3.21)

Dans ce contexte, la transformation U = exp(S) agit de deux manières [10]. Première-
ment, elle permet de donner une représentation effective du couplage exciton-phonon dans
une base bloc-diagonale d’états conservant un même nombre n de phonons. Les éléments de
la matrice H̃ encodent alors les différents effets d’habillage entre exciton et phonons. Deuxiè-
mement, la transformation U = exp(S) agit sur les états non-perturbés du système de sorte à
construire une base d’états |Ψ̃(χk, {n`})〉 ≡ U |Ψ(χk, {n`})〉 qui conservent le nombre de pho-
nons. Ces états résultent de l’intrication des anciens états propres non-perturbés du système
générée par le couplage exciton-phonon.

Connaissant ces propriétés, nous allons maintenant décrire la démarche à suivre pour
construire ce Hamiltonien effectif. Nous discuterons ensuite de sa forme finale et des effets
d’habillage émergeant de la transformation introduite. Pour terminer, nous introduirons les
hypothèses nous permettant de construire notre approche PT ∗ qui constitue une forme réduite
de la théorie des perturbations dégénérée.

3.3.1 Recherche du générateur S

Notre objectif est ici de déterminer la forme de la transformation U = exp(S) de sorte
à générer un Hamiltonien effectif qui conserve le nombre de phonons. Pour traiter ce pro-
blème, nous allons supposer que chaque opérateur O agissant dans l’espace de Hilbert excito-
phononique H peut se décomposer en une somme de deux contributions comme

O ≡ OC +ONC (3.22)

où OC représente la partie de O qui conserve le nombre de phonons et ONC sa partie non-
conservative. A partir de cette définition, la condition de forme sur H̃ peut être reformulée
simplement comme

H̃ ≡ (UHU †)C

Si (UHU †)NC ≡ 0
(3.23)

Cette condition de forme sur le Hamiltonien effectif va être notre fil conducteur pour détermi-
ner la forme de la transformation U = exp(S). Par ailleurs, pour compléter cette condition,
nous allons réaliser un choix de jauge en considérant S ≡ SNC [11].
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c Contraintes sur le générateur

Pour construire H̃, la première étape à réaliser consiste à développer la forme de l’opéra-
teur UHU †. Malheureusement, sauf dans des cas particuliers relativement simples, il est très
difficile de calculer exactement la transformation unitaire U . Pour surmonter cette difficulté,
nous allons donc réaliser un développement perturbatif du générateur en posant l’ansatz

S = S1 + S2 + . . . (3.24)

où Si est une contribution opératorielle antihermitienne d’ordre i par rapport à la perturba-
tion ∆H. En utilisant cette définition, le développement de Campbell-Hausdorff nous permet
d’écrire l’opérateur UHU † sous la forme d’une série perturbative

UHU † = H0

+ ∆H + [S1, H0]

+ [S1,∆H] + [S2, H0] + 1
2[S1, [S1, H0]]

+ . . .

(3.25)

Dans cette équation, chaque ligne du terme de droite représente le résultat du développement
aux différents ordres en ∆H. Dans le cadre d’une perturbation faible, nous allons considérer
que cette série converge à l’ordre 2 et donc négliger tous les termes d’ordre supérieur. Par
extension, cette hypothèse revient à considérer que le générateur se réduit simplement à une
somme de deux termes S = S1 + S2. Dans ce contexte, nous pouvons alors appliquer la
condition de forme donnée par (3.23). Ainsi, pour pouvoir construire un Hamiltonien H̃ qui
conserve le nombre de phonons, nous allons imposer des contraintes sur les termes S1 et S2 de
la transformation de sorte à annuler tous les termes non-conservatifs. La première contrainte
est liée au terme du premier ordre S1 du générateur

[H0, S1] = ∆H (3.26)

Cette condition permet d’annuler le terme non-conservatif ∆H. En supposant que cette condi-
tion est respectée, la forme de S1 doit alors être connue. Dans ces circonstances, nous pouvons
introduire une seconde condition liée cette fois-ci au terme du second ordre S2 comme

[H0, S2] = 1
2[S1,∆H]NC (3.27)

Ainsi, en respectant chacune de ces deux conditions, la détermination ordre par ordre des
contributions S1 et S2 du générateur permet finalement d’obtenir un Hamiltonien effectif qui
conserve le nombre de phonons comme

H̃ = H0 + 1
2[S1,∆H]C (3.28)

c Calcul ordre par ordre du générateur

Pour mieux comprendre comment arriver à la forme finale du Hamiltonien effectif (3.28),
nous allons détailler le développement à réaliser. Pour ce faire, nous devons tout d’abord
déterminer la forme du terme du premier ordre S1 de sorte à respecter l’équation (3.26). On
introduit pour cela une forme opératorielle comme

S1 ≡
∑
`

(
Z(`) a†` − Z

(`)† a`
)

(3.29)

où Z(`) et Z(`)† sont des opérateurs excitoniques à évaluer. En calculant le commutateur
[H0, S1] et en réalisant une identification des termes de chaque membre de l’équation (3.26),
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on montre que la forme des opérateurs Z(`) et Z(`)† est

〈χk|Z(`)|χk′〉 = 〈χk|M
(`)|χk′〉

Ω0 + ωk − ωk′
(3.30)

〈χk|Z(`)†|χk′〉 = 〈χk|M
(`)|χk′〉

Ω0 + ωk′ − ωk
(3.31)

Ce qui nous permet de caractériser entièrement la forme de S1. Connaissant ce premier terme,
nous pouvons maintenant passer à la seconde étape et déterminer la forme de S2. Sachant
que l’égalité donnée par (3.26) est respectée, nous pouvons réécrire le Hamiltonien effectif
dans une forme plus simple comme

H̃ = H0 + [S2, H0] + 1
2[S1,∆H]︸ ︷︷ ︸

conditon de forme sur H̃

(3.32)

Avec cette expression, nous voyons clairement que la condition sur le commutateur [S2, H0]
(et i.e. sur S2) donnée par la contrainte (3.27) est bien celle qui viendra à terme modeler le
Hamiltonien effectif selon nos désirs. Pour résoudre le problème, nous devons déterminer la
forme de S2 de sorte à respecter (3.27). Connaissant la forme de S1, évaluons tout d’abord
la forme du commutateur 1

2 [S1,∆H]. Après quelques calculs nous obtenons

1
2[S1,∆H] =

∑
`,`′

(
A(``′) a†`a

†
`′ +A(``′)† a`′a`

)
+
∑
`,`′

(
A(``′) a†`a`′ +A(``′)† a†`′a`

)
+
∑
`

C`

(3.33)

où A(``′) ≡ 1
2 [Z`,M`′ ] et C` ≡ −1

2(M`Z` +Z†`M`) sont des opérateurs purement excitoniques.
En partant de cette forme brute, nous pouvons sans mal trouver la partie ne conservant pas
le nombre de phonons dans ce commutateur

1
2[S1,∆H]NC =

∑
`,`′

(
A(``′) a†`a

†
`′ +A(``′)† a`′a`

)
(3.34)

Connaissant cette contribution nous pouvons alors chercher la forme de S2. Pour ce faire,
nous allons poser

S2 ≡
∑
`,`′

(
E(``′) a†`a

†
`′ − E

(``′)† a`′a`
)

(3.35)

où E(``′) et E(``′)† sont des opérateurs excitoniques à évaluer. En calculant le commutateur
[S2, H0] et en réalisant une identification terme à terme avec l’équation (3.34), on arrive alors
à déterminer la forme des opérateurs E(``′) et E(``′)† présents dans S2 comme

〈χk|E(``′)|χk′〉 = 〈χk|A(``′)|χk′〉
ωk − ωk′ + 2Ω0

(3.36)

〈χk|E(``′)†|χk′〉 = 〈χk|A
(``′)†|χk′〉

ωk′ − ωk + 2Ω0
(3.37)

Ce qui clôt notre caractérisation du générateur S = S1+S2 au second ordre des perturbations.
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3.3.2 Hamiltonien effectif final et processus d’habillage

En suivant la démarche précédente, nous arrivons finalement à construire un Hamiltonien
effectif exciton-phonon au second ordre des perturbations qui conserve le nombre total de
phonons. Sa forme est alors donnée par

H̃ = Hex + δHex +
∑
`,`′

∑
k1,k2

[
Ω0δ``′δk1k2 + 〈χk1 |Λ``′ |χk2〉

]
a†`a`′ ⊗ |χk1〉〈χk2 | (3.38)

Cette nouvelle forme du Hamiltonien général met en avant deux nouveaux opérateurs δHex

et Λ agissant dans le sous-espace de Hilbert à un exciton H(1). Les éléments de matrice de
l’opérateur δHex sont donnés par

〈χk1 |δHex|χk2〉 = 1
2
∑
`

∑
k

M
(`)
k1k
M

(`)
kk2

ωk1 − ωk − Ω0
+

M
(`)
k1k
M

(`)
kk2

ωk2 − ωk − Ω0
(3.39)

Tandis que les éléments de Λ sont donnés par

〈χk1 |Λ``′ |χk2〉 = 1
2
∑
k

M
(`)
k1k
M

(`′)
kk2

ωk1 − ωk + Ω0
+

M
(`′)
k1k

M
(`)
kk2

ωk2 − ωk − Ω0

+ 1
2
∑
k

M
(`′)
k1k

M
(`)
kk2

ωk1 − ωk − Ω0
+

M
(`)
k1k
M

(`′)
kk2

ωk2 − ωk + Ω0

(3.40)

Dans le cas présent, l’opérateur δHex, de projection 〈χk1 |δHex|χk2〉, représente la correc-
tion du Hamiltonien libre excitonique Hex provenant du couplage excito-phononique. Comme
l’illustre la figure 3.2, l’origine physique de ce terme correctif est intimement liée à des pro-
cessus d’émission spontanée de phonons.

Figure 3.2 – Diagramme d’émission spontanée à l’origine du terme δHex

Au cours de ces processus, un exciton partant d’un ancien état propre |χk1〉 va pouvoir
transiter vers un nouvel état |χk〉 appartenant à une multiplicité supérieure par l’émission
d’un phonon sur un site `. Cette transition étant virtuelle, et donc de très courte durée, s’en-
suit alors directement une réabsorption du phonon émis sur le même site `. Cette réabsorption
permet alors à l’exciton de réaliser une transition de |χk〉 vers un état final |χk2〉 appartenant
à la multiplicité de départ. En l’occurrence, ces différents mécanismes d’interactions montrent
clairement qu’un exciton en présence d’un environnement de phonons ne peut plus être consi-
déré comme une particule libre. En réalité, le couplage exciton-phonon forme un nouveau type
de quasi-particule, appelée polaron, qui est le résultat de l’habillage d’un exciton par un nuage
virtuel de phonons. Dans ce contexte, le processus d’habillage excitonique possède deux effets
importants encodés dans la matrice δHex. D’une part, les éléments diagonaux de cette ma-
trice 〈χk1 |δHex|χk1〉 définissent une renormalisation des énergies non-perturbées excitoniques
ωk. D’autre part, les éléments non-diagonaux de cette matrice 〈χk1 |δHex|χk2〉 définissent des
transitions excitoniques entre anciens états propres excitoniques non-perturbés.
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De manière similaire, la matrice Λ de projection 〈χk1 |Λ``′ |χk2〉 représente la matrice
des constantes de saut phononique émergeant directement de l’intrication exciton-phonon.
Comme l’illustre la figure 3.3, les différents éléments de cette matrice prennent leur origine
dans des mécanismes d’émission stimulée et d’absorption de phonons.

'
'

'

Figure 3.3 – Diagramme d’absorption et d’émission stimulée à l’origine du terme Λ``′

Dans un premier cas de figure, un phonon situé sur un site particulier `′ peut être absorbé
pour favoriser une transition excitonique d’un état |χk1〉 vers un état |χk〉 appartenant à une
multiplicité inférieure. Cette transition étant virtuelle, et donc de très courte durée, s’ensuit
alors une réémission du phonon émis mais cette fois-ci sur un nouveau site `. Partant de l’état
|χk〉, l’exciton transite alors vers |χk2〉 appartenant à la multiplicité originelle. Dans un second
cas de figure, un phonon présent sur un site `′ peut favoriser l’émission stimulée d’un second
phonon sur un nouveau site ` permettant ainsi à un exciton dans un |χk1〉 de transiter vers
un état |χk〉 appartenant à la multiplicité supérieure. Cette transition étant virtuelle, et donc
de très courte durée, s’en suit alors l’absorption du phonon du site `′ laissant derrière lui le
nouveau phonon sur un site `. Cette absorption permet alors à l’exciton de transiter de |χk〉
vers un état |χk2〉 appartenant à la multiplicité originelle. Dans ces conditions, ces différents
mécanismes d’interactions montrent clairement qu’en présence d’un exciton, l’environnement
phononique n’évolue plus librement. En réalité, chaque phonon subit un habillage par un
nuage virtuel de transitions excitoniques. Ce processus d’habillage produit une toute nouvelle
dynamique pour l’environnement qui se traduit par l’apparition de sauts phononiques d’un
site `′ vers un nouveau site `. En d’autres termes, les phonons locaux peuvent, par le biais de
leur interaction avec l’exciton, se délocaliser à travers le réseau engendrant ainsi l’apparition
de nouveaux modes de vibration étendus.

3.3.3 Simplification du Hamiltonien effectif : la théorie PT ?

La dérivation d’un Hamiltonien effectif H̃ fournit un excellent point de départ pour in-
terpréter les différents effets de l’interaction exciton-phonon. Cependant, sous sa forme brute
(3.38), le Hamiltonien effectif H̃ est un opérateur encore très complexe à manipuler. En effet,
connaître la dynamique exciton-phonon nécessiterait la diagonalisation complète de H̃ dans
le nouveau point de vue. Or la forme des opérateurs Λ et H̃ex rend la tâche très difficile voire
impossible sans la réalisation de quelques hypothèses. Pour surmonter ce problème, nous al-
lons donc introduire une théorie simplificatrice que l’on appellera PT ∗.

c Les hypothèses de PT ∗

La première étape de l’approche PT ∗ consiste à diagonaliser la forme du Hamiltonien
excitonique effectif H̃ex = Hex + δHex comme

H̃ex =
∑
µ

ω̃µ|χ̃µ〉〈χ̃µ| (3.41)

où ω̃µ et |χ̃µ〉 représentent respectivement les énergies propres et les états propre de H̃ex. En
l’occurrence, cette forme diagonalisée permet de tenir compte, en partie, des effets de l’ha-
billage exciton-phonon sur le spectre excitonique non-perturbé. Les états |χ̃µ〉 décrivent les
corrections apportées par δHex sur les anciens états propres non-perturbés |χk〉. Connaissant
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cette nouvelle base excitonique {|χ̃µ〉}, nous pouvons alors donner une représentation de la
matrice de saut phononique Λ à l’aide de ces nouveaux vecteurs. A ce stade, l’interprétation
physique des nouveaux éléments de cette matrice 〈χ̃µ1 |Λ``′ |χ̃µ2〉 serait semblable à celle don-
née dans la section précédente.

En partant de cette nouvelle base excitonique, la seconde étape de l’approche PT ∗ consiste
à simplifier la forme de la matrice Λ. En l’occurrence, Λ est un opérateur qui agit à la fois
sur les degrés de liberté excitoniques et phononiques. Sa représentation dans la nouvelle base
propre excitonique {|χ̃µ〉} possède encore des termes non-diagonaux décrivant de possibles
transitions entre différents états |χ̃µ〉. Or, dans la limite du couplage faible, les interactions
exciton-phonon décrites par Λ sont de très faible amplitude. Dans ces conditions, nous allons
réaliser une hypothèse qui consiste à négliger toute transition produite pas la matrice Λ entre
états excitoniques |χ̃µ〉 distincts. On pose alors la condition

〈χ̃µ1 |Λ``′ |χ̃µ2〉 ≡ 0, si µ1 6= µ2 (3.42)

Ceci revient à supposer que Λ est bloc-diagonale dans la base {|χ̃µ〉}, et que les seuls éléments
pertinents de cette matrice sont donnés par

Λ(µ)
``′ ≡ 〈χ̃µ|Λ``′ |χ̃µ〉 (3.43)

où nous avons introduit la notation Λ(µ) pour représenter le bloc diagonal de la matrice Λ
associé à l’état excitonique |χ̃µ〉.

Formellement, à travers cette hypothèse, nous supposons que les états |χ̃µ〉 forment une
"bonne base de départ" pour diagonaliser le Hamiltonien effectif H̃. Dans ces conditions, l’ac-
tion de Λ sur ces états peut être vue comme une perturbation très faible. Ainsi, ne considérer
que les éléments excitoniques diagonaux de Λ représenterait, d’une certaine manière, le résul-
tat d’une théorie des perturbations au premier ordre en Λ, i.e. au second ordre en ∆H. Cette
approche nous permet ainsi d’obtenir une forme du Hamiltonien effectif totalement diagonale
dans la base excitonique {|χ̃µ〉} comme

H̃ '
∑
µ

ω̃µ|χ̃µ〉〈χ̃µ|+ H̃
(µ)
ph ⊗ |χ̃µ〉〈χ̃µ| (3.44)

où nous avons introduit l’opérateur H̃(µ)
ph qui représente le Hamiltonien phononique modifié

par la présence d’un exciton dans l’état |χ̃µ〉 :

H̃
(µ)
ph ≡ Hph +

∑
`,`′

Λ(µ)
``′ a

†
`a`′ (3.45)

Avec cette reformulation du Hamiltonien H̃, l’interprétation physique du problème est clai-
rement simplifiée. En l’occurrence, lorsqu’un exciton se trouve dans un état |χ̃µ〉 particulier,
son couplage avec l’environnement produit une modification du Hamiltonien des phonons par
l’ajout de constantes de saut Λ(µ)

``′ décrivant le passage d’un phonon d’un site ` vers un site `′.
Nous montrerons pas la suite que la caractérisation des matrices Λ(µ) encodant ces constantes
de saut, permet finalement de déterminer la nature des nouveaux modes propres phononiques
ainsi générés.

La troisième et dernière étape de PT ∗ consiste à imposer un ansatz pour nous prémunir de
problèmes liés à d’éventuelles dégénérescences excitoniques. Pour ce faire, nous allons poser
une condition forte

H̃
(µ)
ph ≡ Hph, si ω̃µ est dégénérée. (3.46)

En d’autres termes, les phonons ne sont pas perturbés par la présence d’un exciton qui se
trouve dans un état dégénéré. L’utilisation de cet ansatz est lié au fait que, pour un sous-espace
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d’états dégénérés {|χ̃Dµ 〉}ωD associé à une même énergie propre ω̃D, les états dégénérés |χ̃Dµ 〉 de
ce sous-espace ne sont pas uniques. Ces derniers peuvent former par combinaisons linéaires
de nouveaux états propres dégénérés en ω̃D. Dans ces conditions, considérer des matrices
réduites de la forme Λ(µ) pour des états dégénérés ne serait pas juste en soit. L’approche
correcte serait de considérer chaque sous-espace dégénéré dans sa totalité, ce qui in fine nous
ramènerait à notre point de départ concernant la forme complexe de H̃. Comme nous le
montrerons dans le Chapitre 5, de multiples simulations numériques ont été réalisées afin
de vérifier dans quelle mesure l’hypothèse (3.46) peut altérer les résultats obtenus. Pour ce
faire, nous avons considéré différents graphes présentant chacun des dégénérescences bien
marquées. Pour chaque graphe, nous avons réalisé des simulations à partir de la théorie PT ∗
mais aussi à partir d’une approche numérique exacte. La comparaison des deux méthodes a
pu montrer que dans la majorité des cas la théorie PT ∗ produit de très bons résultats.

c Diagonalisation des Hamiltoniens phononiques modifiés

Avec les hypothèses introduites précédemment, le Hamiltonien effectif H̃ apparaît comme
un opérateur diagonal dans la base excitonique {|χ̃µ〉}. Pour parachever cette diagonalisation,
nous devons donc maintenant traiter les degrés de liberté phononiques. En d’autres termes,
nous devons diagonaliser chaque Hamiltonien phononique modifié

H̃
(µ)
ph ≡ Hph +

∑
`,`′

Λ(µ)
``′ a

†
`a`′ (3.47)

Le Hamiltonien H̃
(µ)
ph possède une forme dite "quadratique" car impliquant des produits de

deux opérateurs création/annihilation différents en a†`a`′ . Pour diagonaliser le Hamiltonien
phononique, nous nous sommes basés sur une méthode connue sous le nom de transformation
de Bogoliubov-Valatin [12, 13]. Formellement, cette approche repose sur l’introduction d’une
notation commode qui rappelle typiquement l’algèbre usuelle des "bras" et "kets" couramment
employée en mécanique quantique. L’idée de base consiste à ranger l’ensemble des opérateurs
création/annihilation au sein d’un "ket" |â), et son "bra" conjugué (â|, comme suit

|â) ≡
∑
`

a`|`) ≡


...
a`
...

 =⇒ (â| ≡
∑
`

a†`(`| ≡
(
. . . a†` . . .

)
(3.48)

La base de vecteurs {|`)} introduite ici est orthonormée avec (`|`′) = δ``′ , ce qui permet de
définir une relation de fermeture comme∑

`

|`)(`| = 1 (3.49)

Dans ces conditions, le produit du "bra" (â| et du "ket" |â) donne simplement

(â|â) =
∑
`

a†`a` (3.50)

Dans le cas présent, l’introduction des vecteurs |`) permet de définir formellement les
projections locales de la matrice de saut phononique comme

Λ(µ)
``′ ≡ (`|Λ(µ)|`′) (3.51)

D’autre part, comme le montre la définition (3.48), ces mêmes vecteurs permettent d’associer
à chaque élément Λ(µ)

``′ l’action d’un opérateur création a†` et d’un opérateur annihilation a`′ .
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Ainsi, avec ce formalisme, un Hamiltonien phononique modifié par la présence d’un exciton
dans un état |χ̃µ〉 peut se réécrire très simplement comme

H̃
(µ)
ph = (â|

[
Ω0 + Λ(µ)

]
|â) (3.52)

En partant de cette forme, nous pouvons montrer le rôle central que joue la matrice Λ(µ) dans
la diagonalisation du Hamiltonien quadratique H̃(µ)

ph associé. En l’occurrence, le Hamiltonien
effectif H̃ étant un opérateur Hermitien, chaque matrice Λ(µ) sera aussi hermitienne avec
Λ(µ)
``′ = Λ(µ)∗

`′` . Dans ces conditions, nous savons que ces matrices peuvent être diagonalisées
et admettent des valeurs propres réelles. Ainsi, considérons que l’on puisse diagonaliser cette
matrice (au terme diagonal Ω0 près) comme suit

Ω0 + Λ(µ) =
∑
q

(Ω0 + δΩ(µ)
q )|η(µ)

q )(η(µ)
q | (3.53)

où δΩ(µ)
q et |η(µ)

q ) représentent respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres de la
matrice de saut phononique Λ(µ). Dans ces conditions, en injectant cette forme diagonalisée
au sein de l’équation (3.52) il vient tout naturellement

H̃
(µ)
ph = (â|

[∑
q

(Ω0 + δΩ(µ)
q )|η(µ)

q )(η(µ)
q |
]
|â)

=
∑
`,`′

∑
q

(Ω0 + δΩ(µ)
q ) a†`(`|η

(µ)
q )(η(µ)

q |`′)a`′

=
∑
q

(Ω0 + δΩ(µ)
q )

[∑
`

(`|η(µ)
q )a†`

] [∑
`′

(η(µ)
q |`′)a`′

] (3.54)

En considérant les sommes entre crochets, nous pouvons introduire deux nouveaux opéra-
teurs 2 création/annihilation comme

b(µ)†
q ≡

∑
`

(`|η(µ)
q )a†` et b(µ)

q ≡
∑
`′

(η(µ)
q |`′)a`′ (3.55)

Définitions qui, une fois injectées dans le développement donné par (3.54), permettent d’ob-
tenir une forme diagonalisée du Hamiltonien phononique modifié comme

H̃
(µ)
ph =

∑
q

(Ω0 + δΩ(µ)
q ) b(µ)†

q b(µ)
q (3.56)

Ainsi, avec ce développement, nous montrons clairement que la diagonalisation de chaque
matrice de saut phononique Λ(µ) permet in fine de diagonaliser chaque opérateur quadratique
H̃

(µ)
ph associé. Pour une matrice Λ(µ) donnée, ses vecteurs propres |η(µ)

q ) encodent la forme
des modes propres d’oscillation étendus phononiques. Comme le montre la relation (3.55), ce
sont notamment les projections de ces vecteurs propres (`|η(µ)

q ) qui permettent de définir le
passage des opérateurs création/annihilation locaux a`/a†`, aux opérateurs propres b(µ)

q /b
(µ)†
q .

Les éléments δΩ(µ)
q représentent quant à eux les pulsations propres associées à ces nouveaux

modes étendus.

2. La base {|`)} étant orthonormale, on peut montrer que si [a`, a†`′ ] = δ``′ alors [b(µ)
q , b

(µ)†
q′ ] = δqq′ .
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3.4 Transfert d’état quantique en présence d’un environne-
ment de phonons

Connaissant la forme diagonalisée du Hamiltonien effectif H̃ nous allons maintenant abor-
der le contexte de transfert d’information en présence d’un environnement. Pour ce faire, nous
allons reprendre le protocole introduit dans le Chapitre 2 mais en considérant dorénavant la
présence de l’environnement phononique. Nous montrerons alors que toute la physique du
transfert peut être encodée au sein d’amplitudes de transition effectives. Dans un second
temps, nous montrerons comment, grâce à l’application de PT ∗, il devient possible de déter-
miner explicitement la forme analytique de ces nouvelles amplitudes de transition.

3.4.1 Amplitudes de transition effectives

Pour étudier le processus de transfert d’état quantique sur un graphe, nous allons consi-
dérer que le système exciton-phonon se trouve à l’origine dans un état d’équilibre thermo-
dynamique à la température T (ex : température ambiante T = 300K ⇒ kBT ∼ 200cm−1).
Dans ces conditions, le fait que ω` � kBT impose qu’aucun système à deux niveaux ne
peut être thermiquement excité. Le système se trouve donc dans un état de vide excitonique
|∅ex〉. Ceci étant, en considérant des fréquences phononiques de l’ordre de plusieurs centaines
de cm−1, on se retrouve à température ambiante avec Ω0 ∼ kBT . Dans ces conditions, les
phonons forment un mélange statistique. En partant de ces propriétés, nous pouvons alors
décrire l’état du système global par une matrice densité ρ qui s’écrit comme

ρ = |∅ex〉〈∅ex| ⊗ ρph (3.57)

où ρph est la matrice densité phononique décrivant un équilibre statistique suivant la distri-
bution de Boltzmann comme

ρph = exp(−βHph)
Zph

(3.58)

où β ≡ (kBT )−1 et où Zph représente la fonction de partition phononique qui s’évalue comme

Zph = Trph
[

exp(−βHph)
]

= (1− e−βΩ0)−NS (3.59)

En considérant cet état global d’équilibre comme point de départ, nous allons maintenant
imaginer la possibilité d’encoder un état excitonique superposé sur un site initial `0 comme

|Ψex(0)〉 = c0|∅ex〉+ c1|`0〉 (3.60)

On supposera que le codage de cette information est ultra-bref devant le temps typique
d’évolution des phonons, si bien que la matrice densité générale du système n’a pas le temps
d’évoluer et devient simplement

ρ(0) = |Ψex(0)〉〈Ψex(0)| ⊗ ρph (3.61)

Sous cette forme, la matrice densité exciton-phonon ne se trouve plus dans un état d’équilibre.
La présence d’états à un exciton génère ici un couplage ∆H entre les degrés de liberté
excitoniques et phononiques et par conséquent une évolution temporelle de la matrice densité
globale ρ. L’équation décrivant cette évolution est donnée par

ρ(t) = e−iHtρ(0) eiHt avec H = Hex +Hph + ∆H (3.62)

Connaissant cette équation, rappelons que notre but principal est d’étudier la propagation
de l’information excitonique sur un réseau. Dans ces conditions, nous allons introduire une
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matrice densité réduite excitonique σ(t) en réalisant sur ρ(t) une trace partielle sur les degrés
de liberté phononiques comme

σ(t) = Trph[ρ(t)] (3.63)

Cette matrice n’agit que dans l’espace de Hilbert excitonique Hex et permet de décrire la
dynamique excitonique sur le réseau en présence du bain de phonons. Pour reprendre le
contexte introduit dans le Chapitre 2, nous allons maintenant chercher à évaluer la fidélité
du transfert d’information d’un site initial `0 vers un autre site cible `. Pour ce faire, nous
allons de nouveau caractériser la forme des cohérences excitoniques σ`∅ex . Dans le contexte
actuel, une cohérence σ`∅ex va décrire la capacité d’un qubit situé au site ` à développer
où maintenir une superposition quantique entre un état excité et le vide, et ce en présence
de l’environnement de phonons. En d’autres termes, cet élément décrit si la superposition
c0|∅ex〉+ c1|`0〉 initialement créée en `0 a bien été transférée au site ` malgré l’ensemble des
modulations apportées par les phonons extérieurs.

Similairement au cas d’une évolution libre excitonique, il est possible de relier l’évolution
temporelle des cohérences σ`∅ex(t) avec la cohérence initiale σ`0∅ex(0) = c0c

∗
1. En effet, après

quelques calculs nous obtenons la relation

σ`∅ex(t) = G``0(t)σ`0∅ex(0) (3.64)

Relation qui ressemble totalement à l’équation d’évolution (2.23) donnée dans le Chapitre 2,
à la différence près que les éléments G``0(t) représentent dorénavant des amplitudes de tran-
sition effectives comme

G``0(t) ≡ 〈`| Trph
[
ρph e

iHpht e−iHt
]
|`0〉 (3.65)

En l’occurrence, ces éléments jouent un rôle similaire aux amplitudes de transition libres
introduites dans le Chapitre 2. La différence ici est que chaque terme G``0(t) tient compte
des effets du couplage exciton-phonon sur la dynamique excitonique. Remarquons ici qu’en
absence de couplage (lorsque ∆H = 0), les amplitudes de transition effectives G``0(t) sont
rigoureusement identiques à celles introduites dans le cadre d’une évolution libre excitonique,
d’où (3.65) = (2.23). Ainsi, pour poursuivre les idées développées dans le précédent chapitre,
nous allons introduire une même mesure de fidélité concernant le transfert d’information
quantique. On considérera que la condition

|G``0(t)| ∼ 1 (3.66)

représente la signature d’un transfert fidèle d’information d’un site initial `0 vers un site ` en
présence de l’environnement de phonons.

3.4.2 Calcul des amplitudes de transition effectives

c Dérivation d’une forme compacte

Connaissant la forme des amplitudes de transition effectives G``0(t), nous allons mainte-
nant dériver la forme analytique de ces éléments. Pour ce faire, partons de l’équation initiale
(3.65) et réalisons la transformation sur le Hamiltonien H de sorte à passer dans le nouveau
point de vue. On obtient alors la forme suivante

G``0(t) ≡ Trph
[
ρph e

iHpht〈`| U †e−iH̃t U |`0〉
]

(3.67)

En considérant maintenant les modifications apportées par la théorie PT ∗, nous savons qu’il
existe une base excitonique {|χ̃µ〉} dans laquelle le Hamiltonien effectif H̃ est diagonal comme
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décrit par l’équation (3.44). Ainsi en utilisant cette base, et après la réalisation de quelques
calculs, nous pouvons montrer que les amplitudes de transition effectives deviennent

G``0(t) ≡
∑
µ

Z(µ)
ph (t)
Zph

e−iω̃µt Trph
[
ρ

(µ)
ph (t) 〈`| U †(µ)(t) |χ̃µ〉〈χ̃µ| U (µ)(0) |`0〉

]
(3.68)

Pour dériver cette forme réduite, nous avons introduit différentes reformulations des opéra-
teurs. Premièrement, nous avons posé pour les éléments de la transformation unitaire

U (µ)(t) ≡ eiH̃
(µ)
ph

t U e−iH̃
(µ)
ph

t (3.69)

Par ailleurs, nous avons aussi introduit un paramètre thermodynamique effectif dépendant
du temps comme

β(µ)
q (t) ≡ βΩ0 + iδΩ(µ)

q t (3.70)

Ce paramètre effectif permet d’introduire une matrice densité phononique effective ρ(µ)
ph (t)

qui s’écrit comme

ρ
(µ)
ph (t) = 1

Z(µ)
ph (t)

exp
(
−
∑
q

β(µ)
q (t)b(µ)†

q b(µ)
q

)
(3.71)

à laquelle est associée une fonction de partition phononique effective

Z(µ)
ph (t) = Trph

[
exp

(
−
∑
q

β(µ)
q (t)b(µ)†

q b(µ)
q

)]
(3.72)

Dans le cas présent, cette reformulation de la matrice densité phononique n’a pas fon-
damentalement de sens physique à proprement dit. Il s’agit là d’un artifice mathématique
commode qui permet de donner aux moyennes statistiques une forme proche de celle connue
en absence d’habillage. Cette manipulation permet essentiellement de faciliter le traitement
des calculs analytiques.

c "Fake" et "True" decohérence

A ce stade, prenons un bref instant pour discuter de la physique encodée dans (3.68). Dans
le cas présent, l’amplitude G``0(t) définit la capacité pour le système excitonique à transférer
une superposition quantique cohérente d’un site initial `0 vers un site final `malgré la présence
de phonons perturbateurs. Dans ce contexte, nous voyons clairement dans l’équation (3.68)
que le couplage exciton-phonon module ces amplitudes de transition. Or, la plupart du temps,
ces modulations ont tendance à atténuer plus ou moins fortement les amplitudes G``0(t) 3.
Dans ces conditions, il est possible que chaque cohérence σ`∅ex(t) = G``0(t)σ`0∅ex(0) de la
matrice densité réduite excitonique s’annule. On parlera alors de "décohérence quantique".
Dans le cas présent, l’origine de ce processus de décohérence est intimement liée à deux
contributions. La première est donnée par les rapports des fonctions de partition

Z(µ)
ph (t)
Zph

= Trph[ρph exp(−it
(
H̃

(µ)
ph −Hph

)
)] (3.73)

Ces termes donnent une mesure directe de la différence d’évolution entre des phonons libres
et des phonons habillés (lorsque l’exciton se trouve dans un état |χ̃µ〉). Concrètement, cette
mesure se traduit par un ensemble de termes de phase sur lesquels est réalisée une moyenne
statistique. En nous référant à la nomenclature de Joos [14, 15], ce type de terme encode
un processus de "Fake decohérence". Plus précisément, la décohérence provient ici du fait de

3. Notamment dans le cas de réseaux infinis, ou lorsque l’environnement possède un très grand nombre de
degrés de liberté.
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notre méconnaissance de l’état initial des phonons (mélange statistique). Dans ces conditions,
la réalisation d’une moyenne statistique sur l’ensemble des termes de phase différents présents
dans (3.73) va générer un brouillage qui à terme pourrait annuler le calcul. Autrement dit,
les cohérences du système pourraient disparaître par effet de moyenne.

Pour poursuivre notre analyse, la deuxième contribution produisant un éventuel effet de
décohérence est donnée par

Trph
[
ρ

(µ)
ph (t) 〈`| U (µ)†(t) |χ̃µ〉〈χ̃µ| U (µ)(0) |`0〉

]
(3.74)

Dans le cas présent, les opérateurs U encodent l’intrication pure se produisant entre les dif-
férents états du système. Ce processus tend ici à redéfinir le système exciton-phonon comme
un super-système possédant une identité unique. Ce super-système est alors décrit par des
"macro-états" exciton-phonon intriqués, différents les uns des autres tant par leurs structures
que par leurs évolution temporelle. Dans ces conditions, la réalisation d’une moyenne statis-
tique sur ces états singuliers peut généralement mener à une annulation de l’équation (3.74),
et par conséquent à la destruction des cohérences. Il s’agit là au sens de Joos, d’un processus
de "true decoherence". En d’autres termes, une décohérence provoquée par l’unification des
états des deux systèmes quantiques.

c Forme finale étendue des amplitudes de transition

Pour clore notre discussion sur les amplitudes de transition, nous allons maintenant in-
troduire le cheminement permettant d’obtenir une forme analytique étendue des éléments
G``0(t). Pour éviter de nous noyer dans un détail calculatoire peu utile, nous allons ici ne
donner que les idées essentielles de la démarche à réaliser. Ainsi, partant de l’équation (3.68),
la première étape de calcul consiste à effectuer un changement de base excitonique comme

G``0(t) =
∑
µ1,µ2

〈`|χ̃µ1〉〈χ̃µ2 |`0〉 Gµ1µ2(t) (3.75)

où les éléments Gµ1µ2(t) représentent les amplitudes de transition effectives entre les états de
la bases {|χ̃µ〉} définis comme

Gµ1µ2(t) ≡
∑
µ

Z(µ)
ph (t)
Zph

e−iω̃µt Trph
[
ρ

(µ)
ph (t) 〈χ̃µ1 | U †(µ)(t) |χ̃µ〉〈χ̃µ| U (µ)(0) |χ̃µ2〉

]
(3.76)

Obtenir une forme étendue de G``0(t) revient à caractériser la forme complète de chaque nou-
vel élément Gµ1µ2(t). Pour ce faire, la seconde étape de calcul consiste à développer chaque
transformation unitaire au second ordre comme U = 1 + S1 + S2

1/2 + S2. Par la suite, nous
devons effectuer le calcul de moyenne modifiée Trph[ρ(µ)

ph (t) . . .] sur chaque terme issu de ce
développement. Tous calculs faits, les éléments Gµ1µ2(t) prennent une forme relativement
complexe (3.77) que nous avons par commodité écrite sur la page suivante.

Dans cette équation, la forme des différentes contributions est structurée de sorte à faire
émerger deux parties distinctes : une première qui ne dépend pas de l’intrication exciton-
phonon (issue des termes d’ordre zéro de U), et une seconde dépendant de l’intrication
exciton-phonon (issue des termes d’ordres supérieurs de U). La première partie est donnée
par la première ligne du terme de droite. Ce terme est très singulier car il ne contribue qu’aux
éléments diagonaux Gµµ(t) et ne dépend que de la fonction de partition effective Z(µ)

ph (t). Il
s’agit d’un terme qui ne s’associe qu’à un processus de Fake decoherence au sens de Joos. La
seconde partie est donnée par toutes les autres lignes du terme de droite. Ces termes sont
très complexes et dépendent à la fois des opérateurs Z(`) issus de S1, des vecteurs propres
|η(µ)
q ) (et valeurs propres δΩ(µ)

q ) associés aux modes propres phononiques étendus, de nombres
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phononiques effectifs n(µ)
q (t) ≡ (eβΩ0+itδΩ(µ)

q − 1)−1 mais aussi des fonctions Z(µ)
ph (t). Au sens

de Joos, ces contributions s’associent à un mélange complexe des deux types de décohérence
Fake et True.

Gµ1µ2(t) = δµ1µ2

Z(µ1)
ph (t)
Zph

e−iω̃µ1 t

−
Z(µ1)
ph (t)
2Zph

e−iω̃µ1 t

∑
`,`′

∑
k,k1,k2

〈χ̃µ1 |χk1〉〈χk2 |χ̃µ2〉
(
Z

(`)
k1k
Z

(`′)†
kk2

+ Z
(`′)†
k1k

Z
(`)
kk2

)

×
∑
q

(`′|η(µ1)
q )(η(µ1)

q |`) n(µ1)
q (t) +

∑
`

∑
k,k1,k2

〈χ̃µ1 |χk1〉〈χk2 |χ̃µ2〉Z
(`)†
k1k

Z
(`)
kk2


−
Z(µ2)
ph (t)
2Zph

e−iω̃µ2 t

∑
`,`′

∑
k,k1,k2

〈χ̃µ1 |χk1〉〈χk2 |χ̃µ2〉
(
Z

(`)
k1k
Z

(`′)†
kk2

+ Z
(`′)†
k1k

Z
(`)
kk2

)

×
∑
q

(`′|η(µ2)
q )(η(µ2)

q |`) n(µ2)
q (t) +

∑
`

∑
k,k1,k2

〈χ̃µ1 |χk1〉〈χk2 |χ̃µ2〉Z
(`)†
k1k

Z
(`)
kk2


+
∑
µ

Z(µ)
ph (t)
Zph

e−iω̃µt
∑
`,`′

∑
k1,k,k′,k2

〈χ̃µ1 |χk1〉〈χk|χ̃µ〉〈χ̃µ|χk′〉〈χk2 |χ̃µ2〉

×
[
Z

(`)
k1k
Z

(`′)†
k′k2

∑
q

n(µ)
q (t) ei(Ω0+δΩ(µ)

q )t(`′|η(µ)
q )(η(µ)

q |`)

+Z(`)†
k1k

Z
(`′)
k′k2

∑
q

(n(µ)
q (t) + 1) e−i(Ω0+δΩ(µ)

q )t(`|η(µ)
q )(η(µ)

q |`′)
]

(3.77)

Pour conclure ce chapitre, remarquons que ces formes étant très complexes, une amplitude
de transition effective sera calculée au moyen de l’outil numérique. Pour ce faire, la structure
typique du code utilisé vise à reproduire l’ensemble des développements présentés jusqu’à
présent. Pour donner un bref descriptif de la démarche, nous débutons par la diagonalisation
du Hamiltonien libre excitonique Hex pour connaître la base {|χk〉} et les énergies propres
non-perturbées ωk associées. Nous calculons alors chaque élément Z(`)

k1k2
des opérateurs Z(`)

apparaissant dans les différents ordres du générateur S = S1 + S2. Partant de cette base,
nous calculons la forme de H̃ex dans le nouveau point de vue. Nous diagonalisons alors ce
Hamiltonien afin de déterminer la base propre excitonique corrigée {|χ̃µ〉} ainsi que les éner-
gies propres modifiées ω̃µ. Nous évaluons ensuite la forme des matrices de sauts phononiques
Λ(µ) dans cette nouvelle base. En théorie, en absence de dégénérescence des énergies ω̃µ,
cette étape revient à construire NS matrices carrées Λ(µ) de dimensions NS × NS . Une fois
construites, nous diagonalisons alors ces matrices pour déterminer la forme des modes propres
phononiques étendus |η(µ)

q ) ainsi que les pulsations propres δΩ(µ)
q associées. A ce stade, nous

avons tous les éléments importants permettant d’évaluer explicitement les éléments Gµ1µ2(t).
Nous pouvons alors déterminer la forme des amplitudes de transition effectives G``0(t) en
nous basant sur (3.75).
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Chapitre 4

Application de PT ∗ : exciton et
phonons sur le graphe en étoile

Dans ce quatrième chapitre, nous allons donner un exemple concret d’application de l’ap-
proche théorique PT ∗ détaillée précédemment. Pour ce faire, nous allons considérer le

cas particulier du graphe en étoile, problème déjà étudié dans le cadre d’une évolution ex-
citonique libre (cf. Chapitre 2). Ainsi, dans une première partie, nous allons présenter les
différentes propriétés physiques émergeant du processus d’habillage excito-phononique. Nous
montrerons à cette occasion le rôle important joué par l’ensemble des paramètres physiques
du modèle dans la modification du spectre excitonique. De la même manière, nous montrerons
comment ces mêmes paramètres influencent la nature des nouveaux modes phononiques éten-
dus. Dans une seconde partie, nous présenterons une étude numérique concernant la survie
d’une information quantique initialement encodée au cœur du graphe en étoile [1, 2]. Nous
nous intéresserons aux différents phénomènes engendrés par le couplage exciton-phonon à
court et long termes. Dans ce contexte, nous nous pencherons tout particulièrement sur la
caractérisation du processus de décohérence à l’origine de la destruction de l’information,
ainsi qu’à l’apparition des signatures dynamiques non-markoviennes. Dans une dernière par-
tie, nous présenterons les différents résultats analytiques que nous avons pu dériver afin
d’interpréter la dynamique quantique étudiée numériquement.

4.1 Habillage exciton-phonon sur un graphe en étoile

Dans cette première partie, nous allons présenter les résultats numériques et théoriques
concernant le phénomène d’habillage exciton-phonon se produisant sur un graphe en étoile.
Pour ce faire, nous allons nous pencher tout particulièrement sur la forme des deux opérateurs
H̃ex et Λ apparaissant dans le nouveau point de vue. Les résultats que nous présentons ici
constituent une base théorique essentielle pour la suite de ce chapitre.

Avant d’entrer dans le cœur du sujet, introduisons tout d’abord de nouvelles quantités
qui seront très utiles pour discuter de nos résultats analytiques. Premièrement, posons B =
2Φ/Ω0 le paramètre d’adiabaticité standard. Il s’agit d’un paramètre couramment utilisé dans
l’étude du transport sur réseau linéaire [3–6]. Conjointement à ce paramètre, nous allons
introduire un paramètre d’adiabaticité BN spécifiquement lié au spectre du graphe en étoile
comme

BN = B
√
N = 2Φ

√
N

Ω0
(4.1)
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où l’on retrouve explicitement la largeur 2Φ
√
N du spectre du graphe en étoile. Rappelons ici

le fait que nous nous trouvons dans la limite non-adiabatique. Dans ces conditions, les deux
termes d’adiabaticité sont voués à être de faible amplitude, i.e. BN � 1 et B � 1.

Ceci étant, introduisons aussi un paramètre très connu dans l’étude des interactions
exciton-phonon. Il s’agit de "l’énergie de liaison du petit polaron" [3–6] EB qui est définie
comme

EB = ∆2
0

Ω0
(4.2)

La quantité EB rend compte de l’intensité typique des processus d’habillage exciton-phonon.
Pour rester dans le concept d’énergie, précisons un détail important : dans la suite de ce cha-
pitre toutes les énergies seront exprimées en fonction de l’interaction dipôle-dipôle Φ présente
sur le graphe en étoile.

Finalement, rappelons la forme du graphe en étoile :

Figure 4.1 – Forme du graphe en étoile.

Sur cette figure, nous avons intentionnellement excentré le site de cœur. Ce changement
ne modifie ni la physique du problème ni la symétrie du réseau. Nous retrouvons en effet la
l’invariance rotationnelle d’angle θ0 = 2π/N autour du cœur central indicé ` = 0. Cepen-
dant, cette légère modulation de la forme du graphe facilitera la visualisation des processus
d’habillage phononique que nous traiterons par la suite.

4.1.1 Étude de l’habillage excitonique

D’après la théorie PT ∗, l’information essentielle concernant le processus d’habillage exci-
tonique est encodée au sein du Hamiltonien effectif H̃ex dont l’expression est

H̃ex = Hex + δHex (4.3)

Dans cette équation, Hex désigne le Hamiltonien d’un exciton libre dont les états propres
non-perturbés et les énergies propres correspondantes sont définis par

|χ±〉 = 1√
2

(|0〉 ± |χN 〉) , d’énergie propre : ω± = ω0 ± Φ
√
N

|χk〉 = 1√
N

N∑
`=1

eiθ0k`|`〉 , d’énergie propre : ωk = ω0 ,∀k = 1, . . . , N − 1
(4.4)
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c Forme analytique de la matrice H̃ex

En partant des états propres excitoniques non-perturbés, et en nous référant à l’équation
(3.39), la première étape de notre étude a été de dériver analytiquement la forme complète
du Hamiltonien de correction δHex. Les premiers éléments que nous avons calculés sont les
termes diagonaux de cette matrice

δω+ = −EB
N + 1

4N

(
1 + 1

1−BN
+
(
N − 1
N + 1

) 4
2−BN

)
δω− = −EB

N + 1
4N

(
1 + 1

1 +BN
+
(
N − 1
N + 1

) 4
2 +BN

)
δωk = −EB

N

(
4

4−B2
N

+N − 1
)
, ∀k = 1, . . . , N − 1

(4.5)

Ces termes représentent les corrections des énergies excitoniques non-perturbées associées
respectivement aux états homogènes |χ+〉, |χ−〉 et aux N − 1 états inhomogènes |χk〉 avec
k = 1, . . . , N − 1. On remarquera que la correction des états inhomogènes est identique quel
que soit l’état considéré.

Par la suite, nous avons cherché à dériver les éléments non-diagonaux de δHex. Tous
calculs faits, seul un unique élément non-diagonal est non-nul. Ce terme noté δh couple les
deux états homogènes |χ+〉 et |χ−〉 et s’écrit

δh = −EB
N − 1

8N

(
2 + 2

1−B2
N

− 16
4−B2

N

)
(4.6)

Les quatre éléments de δHex dépendent explicitement des paramètres physiques EB, BN
(i.e. B) et N . Cependant dans leur forme brute, ces relations sont très complexes à appré-
hender. Pour surmonter ce problème, il est possible, du fait de l’hypothèse de forte non-
adiabaticité BN � 1, de réaliser sur chacune de ces équations un développement limité afin
d’en simplifier la forme. Ainsi, à l’ordre deux en B les éléments de δHex s’écrivent comme

δω+ ' −EB
(

1 +
√
N

2 B + 3N + 1
8 B2

)
δω− ' −EB

(
1−
√
N

2 B + 3N + 1
8 B2

)
δωk ' −EB

(
1 + B2

4

)
, ∀k = 1, . . . , N − 1

δh ' −EB
N − 1

8 B2

(4.7)

La première remarque que nous pouvons faire sur ces résultats est qu’il existe une diffé-
rence marquante entre les termes diagonaux et non-diagonaux de δHex. En effet, lorsque B
est très faible, toutes les corrections énergétiques diagonales tendent vers −EB, tandis que le
seul terme non-diagonal δh tend vers zéro. En l’occurrence, δh est de très faible amplitude
quels que soient les paramètres physiques mis en jeu si bien qu’il entraîne une interaction
négligeable entre les deux états |χ+〉 et |χ−〉.

Pour illustrer nos propos, nous nous sommes intéressés au rapport |δh/∆ω̃|, où la quantité
∆ω̃ ≡ (ω+ + δω+) − (ω− + δω−) représente la différence d’énergie séparant les deux états
homogènes. Le ratio |δh/∆ω̃| représente une mesure simple de l’impact du couplage δh sur les
deux états homogènes. La figure 4.2 représente l’évolution de ce ratio en fonction du paramètre
de tailleN pour deux situations différentes : ∆0 = 1Φ (couplage faible) et ∆0 = 10Φ (couplage
modéré). Chacun de ces deux cas a été décliné en deux cas subsidiaires avec Ω0 = 100Φ (i.e.
B = 0.02) et Ω0 = 50Φ (i.e. B = 0.04).
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Δ0 = 10Φ, Ω0 = 50 Φ

Δ0 = 1Φ, Ω0 = 50 Φ
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Figure 4.2 – Évolution du ratio |δh/∆ω̃| en fonction du paramètre de taille N , Ω0 et ∆0.

Ces différents tracés montrent clairement que pour des paramètres physiques variés, le
terme δh est au minimum trois ordres de grandeur plus faibles que la différence d’énergie
∆ω̃. Nous pouvons alors considérer que le Hamiltonien excitonique effectif H̃ex est diagonal
dans la base excitonique non-perturbée {|χk〉}. Dans ces conditions, tout se passe comme
si les états |χ̃µ〉 introduits dans le chapitre précédent étaient en fait les états excitoniques
non-perturbés |χk〉 dont les énergies propres seraient corrigées comme

ω̃+ = ω0 + Φ
√
N + δω+

ω̃− = ω0 − Φ
√
N + δω−

ω̃k = ω0 + δωk, ∀k = 1, . . . , N − 1
(4.8)

Pour faciliter la suite de la discussion, nous favoriserons l’utilisation des états |χk〉 plutôt que
celle des états |χ̃µ〉 pour nous référer aux états propres de H̃ex.

c Corrections des énergies propres excitoniques

Abordons maintenant les corrections énergétiques des états excitoniques. Dans le nouveau
point de vue, deux signatures importantes existent concernant l’habillage excitonique [7–9].
La première est que chaque énergie non-perturbée est corrigée selon une amplitude typique de
l’ordre de l’énergie de liaison du petit polaron en −EB. Cette correction définit simplement le
fait qu’exciton et phonons sont liés entre eux dans leur dynamique. Dans ces conditions, un
exciton ne peut plus évoluer librement et adopte la forme d’un polaron : particule résultant
de l’habillage par un nuage virtuel de phonons issu de la déformation locale du réseau. La
deuxième signature de cet habillage est liée à la vitesse de déplacement de l’exciton. En l’oc-
currence, le nuage phononique tend à "alourdir" la particule, la rendant moins mobile qu’un
exciton nu. Ce phénomène se traduit notamment par l’apparition d’un rétrécissement de la
bande spectrale excitonique telle que ∆ω̃ < 2Φ

√
N . Pour illustrer nos propos, nous avons

tracé sur la figure 4.3a l’évolution des corrections énergétiques données par (4.5) en fonction
de N et Ω0. Sur la figure 4.3b, nous avons représenté l’évolution du ratio ∆ω̃/(2Φ

√
N) pour

N = 10 en fonction de ∆0 afin de donner une mesure du rétrécissement de la bande spectrale
excitonique. Sur les deux tracés, nous avons considéré Ω0 = 100Φ (i.e. B = 0.02) et Ω0 = 50Φ
(i.e. B = 0.04).
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Ω0 = 100Φ et 50Φ
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(b) Rétrécissement spectral en fonction de ∆0.

Figure 4.3 – Effets des paramètres Ω0, ∆0 et N sur le spectre excitonique corrigé.

Sur la figure 4.3a, nous retrouvons bien le fait que chaque correction énergétique évolue
autour d’une valeur centrale de −EB. D’autre part, nous voyons clairement que la correc-
tion sur les états inhomogènes (courbe rouge) est quasi-constante avec δωk ' −EB et ce
quels que soient N et Ω0. On notera que ce comportement est bien capté par la forme du
développement limité donnée par (4.7). Par ailleurs, cette figure montre aussi les effets des
différents paramètres sur les corrections δω+ (courbes vertes) et δω− (courbes noires). En
l’occurrence, l’augmentation de N génère une croissance de δω− et une décroissance de δω+.
Ce même phénomène apparaît lorsque l’on diminue Ω0. Dans ces conditions, l’évolution de
ces corrections a pour effet de rapprocher les deux énergies ω̃+ et ω̃−, ce qui provoque un
rétrécissement de la bande spectrale comme le montre la figure 4.3b. On notera que sur la
figure 4.3b, nous n’avons représenté qu’un cas avec N = 10. En effet, le ratio calculé ici tend
à donner des résultats extrêmement proches quel que soit N . Il s’agit là d’une subtilité liée au
fait que, lorsque N augmente, l’évolution typique en

√
N de la largeur spectrale excitonique

libre tend à "compenser" les effets de corrections énergétiques.

Pour mieux comprendre les raisons de cette évolution, nous pouvons nous tourner vers
la forme des développements limités donnés par (4.7). Ces relations montrent une chose im-
portante : l’augmentation de l’adiabaticité BN = 2

√
N/Ω0 provoque la divergence des deux

termes correctifs associés aux états homogènes. L’origine de cette divergence est en fait intime-
ment liée au rapprochement des multiplicités dans le spectre non-perturbé deH0 = Hex+Hph.
Plus BN va croître, plus les multiplicités adjacentes mn et mn±1 vont se rapprocher et pro-
voquer des quasi-résonances entre les états couplés par ∆H. Ce qui renforce alors les effets
du couplage exciton-phonon. Raison pour laquelle la diminution de Ω0 et/ou l’augmentation
de N amplifie les corrections δω+ et δω−.

Dans le cas présent, il est possible, grâce aux développements limités (4.7), de dériver une
forme analytique du ratio décrivant le processus de rétrécissement spectral comme

∆ω̃
2Φ
√
N
' 1− EB

Ω0
(4.9)

Ce résultat indique que l’augmentation du paramètre de couplage ∆0, et/ou la diminution
de Ω0, tend à diminuer la largeur de la bande excitonique de quelques pourcents. Ainsi, nous
retrouvons bien le fait que le renforcement du phénomène de rétrécissement spectral peut se
réaliser soit de manière "directe" par l’augmentation du couplage exciton-phonon ∆0, soit de
manière "indirecte" par la diminution de Ω0.
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Pour conclure sur ce phénomène, il est aussi possible de donner une interprétation in-
téressante du rétrécissement spectral en terme de constante de saut excitonique. En effet,
comme le montre la forme de l’équation (4.9), l’effet du couplage exciton-phonon peut être
vu comme une redéfinition de la constante de saut excitonique

∆ω̃ ' 2Φ̃
√
N avec Φ̃ ≡

[
1− EB

Ω0

]
Φ (4.10)

Ce qui correspond typiquement à la forme donnée par les développements limités (tronqués
au premier ordre) sur les énergies corrigées des états homogènes avec

ω̃+ ' ω0 − EB + Φ̃
√
N

ω̃− ' ω0 − EB − Φ̃
√
N

(4.11)

Dans le cas présent, Φ̃ peut être considérée comme une constante de saut polaronique dont
l’amplitude est plus faible que celle d’un exciton libre Φ. Avec cette définition, nous voyons
aisément que le principal effet de l’habillage excitonique est bien de ralentir la propagation de
l’exciton sur le réseau. Toutefois, remarquons que le terme EB/Ω0 reste très petit dans le cadre
physique que nous considérons. Dans ces conditions, le ralentissement produit par l’habillage
excitonique restera toujours de très faible envergure (correction de quelques pourcents comme
le suggère la figure 4.3b).

4.1.2 Étude de l’habillage phononique

Connaissant les caractéristiques importantes de l’habillage excitonique, nous allons main-
tenant nous pencher sur les effets d’habillage phononique. Dans le cas du graphe en étoile,
nous savons que les états propres de H̃ex sont les vecteurs {|χk〉} associés aux énergies propres
modifiées ω̃k. Dans ces conditions, le Hamiltonien phononique H̃(k)

ph modifié par la présence
d’un exciton dans un état |χk〉 est donné par

H̃
(k)
ph = Hph +

∑
`,`′

Λ(k)
``′ a

†
`a`′ (4.12)

Précédemment, nous avons pu voir que la correction énergétique des états inhomogènes ex-
citoniques préservait la dégénérescence. Dès lors, pour suivre la théorie PT ∗, nous allons
considérer une absence d’habillage phononique lorsque l’exciton occupe un état |χk〉 avec
k = 1, . . . , N − 1. On posera donc simplement

H̃
(k)
ph ≡ Hph, ∀k = 1, . . . , N − 1 (4.13)

Ainsi, seuls deux opérateurs phononiques modifiés subsistent : H̃(+)
ph et H̃(−)

ph . Ces opérateurs
rendent compte de la modification apportée à la dynamique des phonons sur le réseau lorsque
l’exciton se trouve dans l’un des deux états homogènes |χ±〉.

c Forme analytique des matrices Λ(±)

Comme démontré dans le chapitre précédent, la caractérisation de chaque opérateur H̃(±)
ph

nécessite la diagonalisation de chaque matrice Λ(±). Pour ce faire, nous avons donc cherché
à déterminer la forme analytique des éléments Λ(±)

``′ = (`|Λ(±)|`′) dans la base des modes
phononiques locaux {|`)}.
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Partant des relations (3.40), nous avons tout d’abord dérivé la forme des éléments diago-
naux de ces matrices

Λ(±)
00 = sgn(±)EB4

( 1
BN + 1 + 1

BN − 1

)
Λ(±)
`` = sgn(±) EB4N2

(
1

BN + 1 + 1
BN − 1 + 2(N − 1)

BN
2 + 1

+ 2(N − 1)
BN
2 − 1

)
, ∀` > 0

(4.14)

où la notation sgn(±) redonne simplement le signe associé à l’état homogène considéré. En
l’occurrence, les termes diagonaux Λ(±)

00 et Λ(±)
`` représentent les corrections des pulsations

phononiques locales non-perturbées associées respectivement au site central et à chaque site
périphérique. On remarquera ici que les corrections sont les mêmes quel que soit le site péri-
phérique considéré.

Dans un second temps, nous avons calculé tous les éléments non-diagonaux des ma-
trices Λ(±). Tous calculs faits, seuls deux types d’interactions existent : une interaction
cœur/périphérie donnée par les éléments Λ(±)

`0 , et une interaction périphérie/périphérie don-
née par les éléments Λ(±)

``′ . La forme de ces termes est la suivante

Λ(±)
`0 = −sgn(±)EB4N

( 1
BN + 1 + 1

BN − 1

)
, ∀` > 0

Λ(±)
``′ = sgn(±) EB4N2

(
1

BN + 1 + 1
BN − 1 −

2
BN
2 + 1

− 2
BN
2 − 1

)
, ∀(` 6= `′) > 0

(4.15)

Dans le cas présent, Λ(±)
`0 représente la constante de saut décrivant le déplacement d’un pho-

non d’un site périphérique ` vers le cœur du graphe (et réciproquement). De la même façon,
Λ(±)
``′ représente la constante de saut décrivant le déplacement d’un phonon d’un site périphé-

rique ` vers un autre site périphérique `′ (et réciproquement).

A ce stade, ouvrons une brève parenthèse concernant une propriété intéressante de ces
matrices. Dans le cas présent, la somme des éléments d’une ligne ou d’une colonne des matrices
de saut phononique Λ(±) s’annule complètement 1. Nous avons donc

N∑
`′=0

Λ(±)
``′ =

N∑
`′=0

Λ(±)
`′` = 0, ∀` (4.16)

Cette propriété signifie que, quel que soit le site `, la correction de la pulsation phononique lo-
cale Λ(±)

`` est directement proportionnelle à la somme des couplages entre le mode de vibration
` et les autres modes comme

Λ(±)
`` ≡ −

∑
`′ 6=`

Λ(±)
``′ , ∀` = 0, . . . , N (4.17)

Pour un physicien du solide averti, cette caractéristique rappellera notamment les proprié-
tés des matrices dynamiques utilisées pour encoder classiquement les constantes de raideur
phononiques au sein d’un cristal [10, 11]. En effet dans ce contexte, un atome d’une maille
cristalline peut interagir avec lui-même sous la forme d’une "self-interaction". Ce terme s’es-
time de manière similaire à l’équation (4.17) par le biais d’une somme sur l’ensemble des
constantes de raideur reliant cet atome avec ses voisins.

1. En réalité, en nous référant à la définition de base des éléments des matrices Λ(k) (3.40), nous pouvons
montrer que cette propriété est très générale et se vérifie quel que soit l’état excitonique considéré.
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Pour visualiser concrètement les effets d’habillages encodés dans les matrices Λ(±), la fi-
gure 4.4 donne une représentation commode de ces nouvelles interactions en terme de réseau.
Nous invitons le lecteur à comparer la forme des graphes représentés ici avec celle du réseau
en étoile donnée en début de chapitre par la figure 4.1.

Réseau de phonons  
locaux indépendants

Réseau de phonons 
produit par l'habillage

Figure 4.4 – Représentation des effets d’habillage sur la structure du réseau phononique

Sur la partie gauche de la figure, nous avons représenté le système phononique libre,
i.e. en absence d’habillage. Les modes locaux phononiques associés aux vecteurs |`) sont
symboliquement représentés par des nœuds rouges non-connectés. Ces nœuds suivent la forme
du réseau étoilé mais restent toutefois totalement indépendants. Ceci étant, dès lors que
l’exciton se trouve dans un état homogène |χ±〉, un processus d’habillage s’enclenche ce qui
génère des connexions entre les différents modes locaux. Dans ces conditions, nous pouvons
construire un graphe pour modéliser la physique encodée dans chaque matrice phononique
Λ(±). Le "réseau phononique" ainsi obtenu est représenté sur la droite de la figure. Sur ce
graphe, nous voyons clairement que le nœud central est très singulier. En effet, la nouvelle
pulsation locale de ce nœud (cercle vert) est différente de celle des nœuds périphériques
(cercles bleu-foncés). De la même façon, les connexions entre le nœud central et les nœuds
périphériques (lignes vertes) sont différentes de celles liant deux nœuds périphériques distincts
(lignes bleue-foncées). Le réseau ainsi formé représente un graphe hybride mélangeant d’une
part un graphe en étoile et d’autre part un graphe complet (ensemble de nœuds tous identiques
et connectés mutuellement). La forme du graphe en étoile se devine entre le cœur et les sites
périphériques (ossature verte), tandis que le graphe complet s’observe entre l’ensemble des
sites périphériques (ossature bleue).

c Diagonalisation des matrices Λ(±)

Ainsi, de la même manière que pour un Hamiltonien de liaisons fortes, nous voyons qu’il
est ici possible d’associer aux matrices Λ(±) un graphe équivalent. Dans ces conditions, dia-
gonaliser ces matrices devient plus aisé dès lors que l’on exploite la symétrie des graphes
associés. Or, comme le montre la figure 4.4, les graphes phononiques obtenus sont invariants
par rotation d’angle θ0. Dans ces conditions, pour diagonaliser les matrices Λ(±), nous allons
utiliser la même approche que celle développée dans le Chapitre 2 pour traiter le Hamiltonien
Hex associé au graphe en étoile. Pour ce faire, on introduit les états propres de l’opérateur
de rotation R̂θ0 exprimés dans la base des vecteurs phononiques locaux {|`)}. Les vecteurs
propres de R̂θ0 sont formés d’une part par le vecteur |0) associé au cœur du graphe, et d’autre
part par un ensemble de N vecteurs de Bloch phononiques définis comme

|ηq) ≡
1√
N

N∑
`=1

eiθ0q`|`) (4.18)
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En utilisant cette base d’états, nous pouvons réécrire les matrices Λ(±) sous la forme
bloc-diagonale suivante

Λ(±) =
N−1∑
q=1

δΩ(±)
Bloch |ηq)(ηq|

+ Λ(±)
00

[
|0)(0|+ 1

N
|ηN )(ηN |

]
+ Λ(±)

`0
√
N [|ηN )(0|+ |0)(ηN |]

(4.19)

Dans le cas présent, nous voyons que les N − 1 vecteurs |ηq) avec q = 1, . . . , N − 1 sont des
états propres des matrices Λ(±) associés à la pulsation propre δΩ(±)

Bloch définie comme

δΩ(±)
Bloch = sgn(±)EB2N

(
1

BN
2 + 1

+ 1
BN
2 − 1

)
(4.20)

En l’occurrence, le sens physique que l’on peut attribuer à ces vecteurs est celui de vi-
brations délocalisées uniquement sur la périphérie du graphe en étoile. Il s’agit donc d’états
décrivant des mouvements collectifs de phonons se produisant uniquement entre sites péri-
phériques.

A côté de ces N − 1 vecteurs propres, il subsiste encore un bloc de dimension 2 à diago-
naliser. Ce bloc couple le vecteur |0) et le vecteur |ηN ) = 1√

N

∑N
`=1 |`) selon une amplitude

Λ(±)
`0
√
N comme définie par (4.14). Dans ce contexte, la diagonalisation de ce bloc montre

que les deux derniers vecteurs propres sont

|ηHom,A) = 1√
N + 1

[√
N |0)− |ηN )

]
|ηHom,B) = 1√

N + 1

[
|0) +

√
N |ηN )

] (4.21)

avec comme pulsations propres associées

δΩ(±)
Hom,A = sgn(±)EB(N + 1)

4N

( 1
BN + 1 + 1

BN − 1

)
δΩ(±)

Hom,B = 0
(4.22)

Ces deux derniers vecteurs prennent une forme qui rappelle celle des états homogènes excito-
niques. Dans ce contexte, le sens physique que l’on peut attribuer à ces vecteurs est celui de
vibrations réparties de façon homogène entre le cœur du graphe en étoile et sa périphérie. Rai-
son pour laquelle nous qualifierons ces vecteurs d’états homogènes phononiques. Par ailleurs,
nous remarquerons ici l’existence d’une pulsation nulle δΩ(±)

Hom,B = 0 associée à |ηHom,B).
Contrairement à l’état de vibration présentant une forte concentration phononique au cœur
|ηHom,A), l’état |ηHom,B) décrit une répartition phononique totalement uniforme sur le graphe
en étoile du type

|ηHom,B) = 1√
N + 1

N∑
`=0
|`) (4.23)

Il s’agit donc d’un état où chaque mode phononique local joue un rôle totalement équivalent.
Dans ces conditions, nous pouvons mieux comprendre les raisons d’une pulsation phononique
nulle : cet état décrit une translation d’ensemble des sites du réseau, d’où l’absence de véri-
table correction phononique.
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Finalement, en regroupant l’ensemble de ces informations, chaque Hamiltonien phono-
nique modifié peut être réécrit sous la forme suivante

H̃
(±)
ph =

N−1∑
q=1

(
Ω0 + δΩ(±)

Bloch

)
b(±)†
q b(±)

q

+
(

Ω0 + δΩ(±)
Hom,A

)
b
(±)†
Hom,Ab

(±)
Hom,A

+
(

Ω0 + δΩ(±)
Hom,B

)
b
(±)†
Hom,Bb

(±)
Hom,B

(4.24)

où chaque nouvel opérateur création/annihilation est défini comme

b(±)
q =

∑
`

(ηq|`) a` et b(±)†
q =

∑
`

(`|ηq) a†`

b
(±)
Hom,A =

∑
`

(ηHom,A|`) a` et b
(±)†
Hom,A =

∑
`

(`|ηHom,A) a†`

b
(±)
Hom,B =

∑
`

(ηHom,B|`) a` et b
(±)†
Hom,B =

∑
`

(`|ηHom,B) a†`

(4.25)

c Propriétés des corrections des pulsations propres phononiques

Connaissant les nouveaux modes propres phononiques, intéressons-nous maintenant aux
propriétés des pulsations propres associées. Sous la forme brute donnée par les équations
(4.20) et (4.22) ces termes sont assez complexes à appréhender. Ceci étant, dans la limite
non-adiabatique, nous pouvons réaliser un développement limité sur ces relations afin d’en
simplifier la forme. Les termes d’ordre deux en BN étant nuls, nous obtenons au premier
ordre les relations suivantes

δΩ(±)
Hom,A ' −sign(±)N + 1

2
√
N
EBB

δΩ(±)
Bloch ' −sign(±) 1

2
√
N
EBB

(4.26)

Nous voyons ici que la quantité EBB définit l’amplitude typique selon laquelle les pulsations
propres des matrices Λ(±) évoluent. De plus, des modulations de cette amplitude sont gé-
nérées par les variations du paramètre N . Pour se représenter visuellement ces effets, nous
avons tracé sur la figure 4.5 l’évolution de chaque pulsation propre en fonction de N et Ω0.
Nous considérons ici deux cas Ω0 = 100Φ (i.e. B = 0.02) et Ω0 = 50Φ (i.e. B = 0.04).

La figure 4.5 montre que la diminution de Ω0 (i.e. l’augmentation de B) produit une aug-
mentation de l’amplitude de l’ensemble des corrections. L’origine physique de ce phénomène
est totalement similaire à celle décrite dans le cadre de l’habillage excitonique. Ainsi, plus Ω0
diminue et plus les multiplicités du spectre libre exciton-phonon se rapprochent, provoquant
alors le renforcement indirect du couplage perturbatif. Ceci étant nous voyons clairement
l’existence d’une scission comportementale entre les deux pulsations lorsque le paramètre N
augmente. En l’occurrence, plus la taille du graphe est conséquente et plus la correction des
modes de Bloch δΩ(±)

Bloch diminue tandis que celle du mode homogène δΩ(±)
Hom,A augmente.

Physiquement, ce comportement démontre que l’augmentation de la taille du graphe pro-
voque un double phénomène : un ralentissement du flux phononique entre différents sites
périphériques accompagné d’une accélération du flux phononique du cœur du graphe vers la
périphérie.
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Figure 4.5 – Évolution des pulsations propres δΩ(±)
Hom,A et δΩ(±)

Bloch en fonction de N et de Ω0.

Pour conclure sur les différentes propriétés des pulsations phononiques, nous avons pu
remarquer en menant plusieurs investigations numériques que les deux termes δΩ(±)

Hom,A et
δΩ(±)

Bloch étaient liés à un facteur près comme

δΩ(±)
Hom,A ' (N + 1)δΩ(±)

Bloch (4.27)

De manière analytique, ce rapport s’observe aussi très bien grâce aux développements limités
donnés par (4.26). Cette relation révèle l’existence d’une commensurabilité entre la pulsation
des deux modes phononiques. Cette propriété montre que la vitesse du flux phononique du
cœur vers la périphérie sera globalement N + 1 fois plus rapide que celle du flux entre sites
périphériques. En d’autres termes, la taille du graphe définit une échelle de temps différente
concernant l’évolution temporelle de chaque mode phononique étendu.
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4.2 Survie d’une information au cœur du graphe en étoile :
résultats numériques

Connaissant tous les détails importants concernant les différents processus d’habillage,
nous allons maintenant présenter notre étude numérique de la dynamique excitonique en
présence des phonons sur le graphe en étoile. Nous considérons ici le cas particulier d’un
graphe comptant au total NS = 10 sites (i.e. avec N = 9 sites périphériques). Dans notre cas
d’étude, nous supposerons qu’à t = 0 une information quantique (état superposé) est encodée
sur le qubit de cœur du graphe. Dans ces conditions, le système excitonique se trouve à
l’origine dans un état superposé comme

|Ψex(0)〉 = c0|∅ex〉+ c1|0〉 (4.28)

où |c0|2 + |c1|2 = 1. A l’inverse, les phonons se trouvent à l’équilibre thermodynamique à la
température T . Leur état est décrit par la matrice densité

ρph =
exp

(
− 1

α

∑
` a
†
`a`

)
Zph

(4.29)

où Zph représente la fonction de partition phononique qui s’évalue comme

Zph = Trph
[

exp
(
− 1
α

∑
`

a†`a`

)]
= (1− e−1/α)−NS (4.30)

Dans ces équations, le terme α relie la température T à la pulsation phononique locale Ω0
comme suit

α ≡ T

TE
avec TE ≡

Ω0
kB

(4.31)

où TE est communément appelée "Température d’Einstein" [12, 13]. Usuellement en physique
de la matière condensée, la température TE représente une propriété intrinsèque du réseau
cristallin étudié. Pour rester dans le même esprit, nous allons donc supposer que la valeur de
la pulsation phononique locale est fixée (i.e. Ω0 = 100Φ) ce qui nous permettra par la suite
de considérer TE comme une constante physique du problème. Dans ces conditions, dès lors
que nous aborderons la question de la température, nous pourrons uniquement raisonner par
rapport au paramètre α. Dans ce contexte, nous considérerons que α > 1 définit un régime
"haute température" en référence au fait que la température du bain dépasse la température
caractéristique TE du réseau. Par opposition, nous appellerons régime "basse température"
les situations où α < 1.

Dans cette étude numérique, nous allons nous intéresser à la survie de l’information ini-
tialement encodée au cœur du graphe. Pour ce faire, nous allons donc analyser l’élément
G00(t) du propagateur effectif. En reprenant l’ensemble des développements présentés dans
le chapitre précédent, cet élément s’évalue comme

G00(t) = 1
2[G++(t) +G−−(t) +G+−(t) +G−+(t)] (4.32)

où G++(t), G−−(t), G+−(t) et G−+(t) représentent les projections du propagateur effectif
dans le sous-espace excitonique formé par les états homogènes |χ±〉. La forme de ces termes
est donnée par la relation (3.77). A ce stade, rappelons que les états diagonalisant H̃ex sont
|χ̃µ〉 = |χk〉 et que dans ces conditions la forme de la relation (3.77) se simplifie grandement.
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4.2.1 Dynamique excitonique aux temps courts et intermédiaires

Au cours de notre étude numérique, nous avons pu constater que la survie de l’état quan-
tique excitonique évoluait sur différentes échelles de temps bien définies. En effet, en présence
de phonons, de nouvelles caractéristiques de la dynamique excitonique apparaissent à court,
moyens et longs termes. Aussi, pour détailler l’ensemble de ces propriétés, nous allons ici
suivre l’ordre chronologique de cette dynamique. Ainsi, dans un premier temps nous allons
présenter nos observations concernant l’évolution excitonique à courts et moyens termes.
Cette première étape va permettre d’illustrer comment l’interaction exciton-phonon peut
très vite altérer l’information quantique. Nous donnerons alors une première mesure numé-
rique du processus de décohérence quantique. Dans la section qui suivra, nous présenterons
nos observations concernant la dynamique excitonique aux temps longs. Nous démontrerons
alors que ce processus de décohérence qui a priori pourrait sembler irréversible n’est en fait
qu’apparent.

c Évolution aux temps courts : dynamique quasi-cohérente

Aux temps courts, l’évolution de |G00(t)| est très proche de celle observée dans le cadre
d’une évolution libre, à quelques différences près. Pour mieux le voir, la figure 4.6 illustre
l’évolution temporelle de |G00(t)| avec et sans couplage exciton-phonon.
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(b) Evolution avec couplage ∆0 = 5Φ et α = 3

Figure 4.6 – Evolution aux temps courts de |G00(t)| avec/sans couplage exciton-phonon.

En comparant les deux évolutions, nous pouvons voir ici que le couplage exciton-phonon
module la survie de l’information de trois manières différentes. Premièrement, les oscillations
de |G00(t)| évoluent sur une période τ ′ légèrement plus faible que celle obtenue dans le cas
d’une évolution libre avec τ = π/(Φ

√
N). Le couplage exciton-phonon provoque donc un

ralentissement de la dynamique excitonique. On notera que ce phénomène a été systémati-
quement observé dans l’ensemble de nos simulations mais que ce dernier était toujours très
peu marqué si bien que τ ′ ∼ τ . Le deuxième phénomène concerne les modulations à très
courts termes de l’amplitude des oscillations. En effet, sur la figure 4.6b, nous pouvons ob-
server l’existence de fluctuations haute fréquence de très faibles amplitudes sur les parties
supérieures des lobes noirs. De la même façon que pour le phénomène de retard, ce second
effet reste extrêmement faible et ce, quels que soient les paramètres considérés dans nos simu-
lations. Finalement, le troisième effet est le plus important de tous. En effet, nous observons
ici une décroissance progressive de l’amplitude de |G00(t)|, marquée notamment par la courbe
en rouge. En l’occurrence, ce comportement démontre que le couplage exciton-phonon tend
à atténuer progressivement l’amplitude de survie au cœur du graphe en étoile. En d’autres
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termes, le système excitonique perd peu à peu sa capacité à maintenir une superposition
cohérente quantique au cœur du graphe : ce sont les prémices de la décohérence quantique.

c Évolution aux temps intermédiaires : émergence de la décohérence

Le processus de décohérence quantique est plus évident lorsque nous observons la dyna-
mique excitonique sur des temps intermédiaires. Comme le montre la figure 4.7a, à haute
température la décohérence engendre une destruction progressive de l’amplitude de survie
|G00(t)|. Dans ce régime de température, l’enveloppe de |G00(t)| décroît de manière mono-
tone selon un comportement qui rappelle fortement celui d’une fonction Lorentzienne. Pour
caractériser cette décroissance, nous avons cherché à évaluer le temps de décohérence TD
pour lequel l’amplitude de survie atteint la moitié de sa valeur initiale. Nous avons trouvé
TD ' 60Φ−1. En partant de cette mesure, nous nous sommes alors demandés s’il était possible
de trouver un outil efficace permettant de caractériser systématiquement la décroissance de
|G00(t)|. En menant nos investigations numériques, nous avons pu voir que le terme |G++(t)|
donnait toujours une excellente représentation de l’enveloppe de décroissance de |G00(t)|, et
ce quels que soient les paramètres physiques considérés. Pour mieux le voir, nous avons re-
présenté en rouge l’évolution de |G++(t)| aux temps courts sur la figure 4.6, mais aussi aux
temps intermédiaires sur la figure 4.7. Nous voyons ici que |G++(t)| décrit bien l’enveloppe
de l’amplitude de survie |G00(t)|.

(a) Processus de décohérence aux temps intermédiaires.
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(b) Evolution de chaque terme du propagateur.

Figure 4.7 – Évolution aux temps intermédiaires de |G00(t)| avec ∆0 = 5Φ et α = 3.

Ce résultat important est issu d’une étude numérique dans laquelle nous avons caractérisé
chaque terme du propagateur apparaissant dans la relation (4.32). Nous avons représenté
sur la figure 4.7b les résultats obtenus avec des paramètres physiques de couplage et de
température élevés : α = 3 et ∆0 = 5Φ. Nous avons relevé les propriétés suivantes :

1. Les termes diagonaux |G±±(t)| admettent toujours une évolution très similaire. Comme
le montre la figure 4.7b, leur évolution temporelle prend la forme d’un signal porteur
présentant des fluctuations haute fréquence de faibles amplitudes. Les fluctuations aux
temps courts étant toujours très faibles, ces éléments encodent aux temps longs l’essen-
tiel du processus de décohérence.

2. Les termes croisés |G±∓(t)| représentent toujours des termes perturbatifs de très faible
amplitude. Comme l’illustre la figure 4.7b, leur évolution temporelle est très différente
de celle des éléments diagonaux. En réalité, les termes croisés n’admettent que des os-
cillations haute fréquence de très faibles amplitudes. Pour donner un exemple, dans le
cas présenté sur la figure 4.7b nous avons |G±∓(t)| ∼ 10−2. Il s’agit donc de termes per-
turbatifs qui n’influencent que très faiblement l’évolution du processus de décohérence.
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c Caractérisation de l’enveloppe de décohérence

A partir des propriétés précédentes, la caractérisation du processus de décohérence devient
nettement plus facile. Nous savons dès lors que toute l’information essentielle concernant ce
phénomène est encodée dans le terme |G++(t)|. Dans ce contexte, la démarche que nous avons
suivie est simple : nous avons cherché à évaluer le temps de décohérence TD pour lequel l’en-
veloppe de décohérence passe par 1/2. De cette manière, nous avons calculé numériquement
le taux de décohérence Γ défini comme

|G++(TD)| = 1
2 =⇒ Γ = 1

TD
(4.33)

Partant de cette définition, nous avons réalisé une série de simulations afin de déterminer
la valeur de Γ en fonction des différents paramètres du modèle. Les résultats obtenus sont
illustrés sur la figure 4.8.
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Figure 4.8 – Variations du taux de décohérence Γ en fonction de (a) EB avec α = 2, (b) N avec
α = 2 et ∆0 = 2Φ, (c) de α avec ∆0 = 2Φ.

A haute température, les propriétés relevées sont les suivantes :

1. Le taux de décohérence Γ évolue linéairement en EB comme l’illustre la figure 4.8(a).
Dans ces conditions, à Ω0 fixé, le taux de décohérence est quadratique en ∆0.

2. Γ admet une évolution en Φ
√
N lorsque le paramètre de taille augmente comme le

montre la figure 4.8(b).

3. Dans un régime haute température, Γ croît linéairement avec la température. Ce com-
portement est très bien illustré sur la figure 4.8(c) dans la région α > 1.

79



CHAPITRE 4. APPLICATION DE PT ∗ : EXCITON ET PHONONS SUR LE GRAPHE
EN ÉTOILE

Pour conclure sur cette caractérisation du taux de décohérence, remarquons sur la der-
nière figure 4.8(c) l’existence d’un comportement singulier à basse température α < 1. En
effet, nous observons ici la présence d’une discontinuité aux abords de α ' 0.7. Le taux de
décohérence chute brutalement d’une valeur de Γ = 4× 10−3Φ à Γ = 2× 10−3Φ. Par ailleurs,
lorsque la température continue de diminuer, il apparaît une valeur critique αC ' 0.35 (re-
présentée en vert) en deçà de laquelle le taux de décohérence s’annule complètement. Cette
région particulière définie par α < αC , représente une zone dans laquelle nos simulations
numériques ne détectaient plus de temps de passage TD.

4.2.2 Dynamique excitonique non-markovienne aux temps longs

Aux temps courts et intermédiaires, les effets de l’interaction exciton-phonon se traduisent
essentiellement par l’apparition d’un processus de décohérence quantique. Dans ces condi-
tions, le système excitonique perd peu à peu sa capacité à développer des états quantiques
superposés, et l’information quantique initialement encodée au cœur du graphe se détruit. Ce-
pendant, ce processus de décohérence quantique n’est qu’apparent. En effet, sur le réseau en
étoile, le système exciton-phonon ne perd jamais totalement la mémoire de son état initial si
bien que l’information peut ressurgir après un certains temps. Dans notre étude, les premiers
indices de ces comportements fortement non-markoviens ont été observés dans le cadre d’un
régime de basse température. L’étude de ces comportements nous a alors conduit à observer
l’apparition de super-récurrences quantiques aux temps longs. Nous allons présenter ici nos
résultats concernant ces différents phénomènes.

c Émergence des signatures non-markoviennes à basse température

A l’origine, l’étude des signatures non-markoviennes du système a été motivée par les
comportements singuliers du taux de décohérence Γ aux basses températures. Afin de com-
prendre ces comportements, nous avons réalisé une série de simulations pour des valeurs de
α ≤ 1. La figure 4.9 représente les résultats obtenus pour α = 1 et α = 0.5. Pour chacune de
ces deux températures, deux valeurs de couplages sont utilisées avec ∆0 = 1Φ et ∆0 = 5Φ.

Comme le montrent ces différentes courbes, de nouveaux comportements apparaissent
à basse température. L’enveloppe |G++(t)| n’admet plus de décroissance monotone mais
présente plutôt une succession de pics. Il s’agit là en réalité de récurrences quantiques de
l’information. Ces récurrences périodiques sont la signature directe d’une dynamique non-
Markovienne liée au confinement des phonons sur le réseau de petite taille. A ce stade, il
est intéressant de voir que plus la température est faible et plus fortes sont ces récurrences.
Dans ces conditions, nous comprenons mieux la raison de la discontinuité présente lorsque
α ' 0.7. Dans le cas présent, la diminution de la température provoque une amplification de la
première récurrence quantique qui vient ici altérer la détection numérique du temps TD. Dans
ce contexte, on remarquera aussi que la période des récurrences quantiques est indépendante
de la température, mais dépendante toutefois du paramètre de couplage ∆0. Nous avons en
effet à ∆0 = 1Φ une période de TR ' 17500Φ−1 pour α = 0.5 et 1 tandis que dans le cas
∆0 = 5Φ nous avons TR ' 700Φ−1 pour α = 0.5 et 1. Avec cet exemple, nous voyons que
l’augmentation du paramètre ∆0 modifie essentiellement le temps sur lequel le processus de
décohérence va se produire. En comparant les deux périodes de récurrence quantique, nous
voyons clairement que l’augmentation du paramètre de couplage ∆0 = 1Φ → 5Φ divise le
temps sur lequel se produit la décohérence par un coefficient 17500/700 = 25 ce qui rappelle
ici typiquement ∆2

0 = 25Φ.
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Figure 4.9 – Survie de l’information au cœur du graphe en étoile en régime "basse température".

c Super-récurrences quantiques aux temps longs

Connaissant ces diverses propriétés, nous avons alors étudié numériquement le compor-
tement aux temps longs de l’enveloppe |G++(t)|. La figure 4.10 illustre les résultats obtenus
dans le cas d’un couplage ∆0 = 1Φ et pour trois températures différentes α = 0.5, 1 et 3.

t
Figure 4.10 – Évolution aux temps longs de l’enveloppe |G++(t)| avec ∆0 = 1Φ et α = 0.5, 1 et 3.
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En menant nos investigations, nous avons constaté avec surprise l’existence de "super-
récurrences quantiques" de l’information. Comme le montre la figure 4.10, ce comportement
se traduit par l’apparition d’une succession de pics d’amplitude proche de l’unité. La pé-
riode de ces récurrences quantiques est TSR ' 1.88 × 105Φ−1. Il est intéressant de voir sur
cette figure que la température n’influence pas la période d’apparition de ces pics, mais am-
plifie principalement les amplitudes des récurrences à courts termes (de période TR). Dans
ce contexte, une diminution de température peut conduire à un processus de décohérence
incomplet à basse température. En effet, comme le montre le cas α = 0.5, les basses tempé-
ratures génèrent des enveloppes de décohérence n’atteignant jamais zéro. Dans ce cas précis
de température, nous avons par exemple pu mesurer une valeur inférieure limite de l’ordre de
∼ 0.1. En poursuivant nos recherches dans cette voie, nous avons par ailleurs observé que la
température critique αC était celle pour laquelle l’enveloppe |G++(t)| ne descendait jamais
en deçà de la valeur de détection 1/2 fixée pour définir un temps de décohérence TD. D’où le
fait que Γ = 0 lorsque α < αC .

L’existence de super-récurrences démontre clairement que la dynamique non-Markovienne
peut permettre, sur des temps très longs, de retrouver l’information encodée au cœur du
graphe. En d’autres termes, contrairement à ce que l’on pourrait imaginer, le processus de
décohérence n’est pas irréversible. Pour conclure sur ce phénomène, nous souhaitons attirer
l’attention sur une propriété intéressante : l’ensemble de nos simulations a montré que la
période TSR du phénomène de super-récurrence était toujours corrélée à celle des récurrences
à plus courts termes TR comme

TSR
TR
' N + 1 (4.34)

Ce phénomène est bien marqué sur la figure 4.10 dans le cas d’une faible température α = 0.5.
Dans ce cas précis, nous avons pu mesurer TR ' 1.87× 104 ce qui donne un ratio TSR/TR '
10.05 très proche de N + 1 = 10.

4.3 Discussion et interprétations
Afin d’interpréter tous les détails de la dynamique excitonique, nous avons réalisé un trai-

tement analytique complet du propagateur effectif. Notre point de départ a été de simplifier
au mieux la forme de la relation de base (4.32) définissant l’amplitude |G00(t)|. Pour ce faire,
rappelons que nos simulations numériques ont montré que les termes croisés |G±∓(t)| repré-
sentent des contributions négligeables. Ceci étant, l’amplitude de survie peut se simplifier
comme suit

G00(t) ' 1
2[G++(t) +G−−(t)] (4.35)

Le fait que les termes croisés |G±∓(t)| soient négligeables nous renseigne sur une propriété
importante du système. En effet, de par la définition du propagateur (3.77), nous savons que
les termes croisés |G±∓(t)| dépendent uniquement des termes d’ordres supérieurs de la trans-
formation unitaire U . Dans ce contexte, nous nous sommes rendus compte, en supprimant
volontairement ces termes, que toute la dynamique excitonique en présence de phonons était
très bien décrite par la contribution d’ordre zéro de U . En d’autres termes, tous les termes
en S1 et en S2 de la transformation U = 1 + S1 + S2

1/2 + S2 produisent des contributions
négligeables si bien que les éléments du propagateur effectif peuvent se simplifier comme suit

G±±(t) '
Z(±)
ph (t)
Zph

e−iω̃±t (4.36)

Relation qui, une fois développée, prend la forme suivante

G±±(t) ' e−iω̃±t Trph
[
ρph e

−itδΩ(±)
Hom,Ab

(±)†
Hom,Ab

(±)
Hom,A × e−it

∑N−1
q=1 δΩ(±)

Bloch
b

(±)†
q b

(±)
q

]
(4.37)
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Dans cette relation, nous retrouvons d’une part les énergies propres ω̃± des états homo-
gènes corrigés, et d’autre part les corrections des pulsations phononiques associées aux modes
phononiques étendus. Cette réécriture du propagateur démontre une chose très importante :
dans le cadre d’une perturbation faible, le phénomène d’intrication quantique encodé au sein
de la transformation U est un processus négligeable. Dans ces conditions, comme introduit
en fin de Chapitre 3, le processus de décohérence auquel nous assistons peut être essentielle-
ment interprété ici comme un processus de Fake Decoherence (au sens de Joos [14, 15]). C’est
autour de ce même processus que nous avons alors concentré toute notre attention.

4.3.1 Facteur de décohérence

Afin de donner une interprétation physique de la forme des éléments G++(t), nous allons
présenter un petit scenario simple. Pour ce faire, nous allons imaginer qu’à t = 0 le système
exciton-phonon se trouve dans un état factorisable |Ψ(0)〉 du type

|Ψ(0)〉 = [c0|∅ex〉+ c1|χ+〉]⊗ |Ψph(0)〉 (4.38)

Cet état décrit un exciton dans une superposition impliquant le vide excitonique et l’état
homogène |χ+〉 en présence d’un ensemble de phonons libres dans un état nombre particulier
donné par |Ψph(0)〉. Avec le temps, l’état global du système évolue et devient

|Ψ(t)〉 = c0|∅ex〉 ⊗ |Ψph(t)〉+ e−iω̃+t c1|χ+〉 ⊗ |Ψ(+)
ph (t)〉 (4.39)

où |Ψph(t)〉 représente l’état atteint par les phonons libres et |Ψ(+)
ph (t)〉 représente l’état atteint

par les phonons habillés par un exciton dans l’état |χ+〉. En partant de |Ψ(t)〉, nous pouvons
alors construire la matrice densité globale ρ(t) ≡ |Ψ(t)〉〈Ψ(t)| du système exciton-phonon.
En réalisant une trace partielle sur les degrés de liberté phononiques, nous pouvons dériver
la matrice densité réduite excitonique σ(t) ainsi que l’élément G++(t) du propagateur effectif
qui s’écrit alors

G++(t) = e−iω̃+t 〈Ψph(t)|Ψ(+)
ph (t)〉 (4.40)

Le terme 〈Ψph(t)|Ψ(+)
ph (t)〉 donne ici une mesure directe de l’écart dynamique existant entre

des phonons évoluant librement et des phonons ayant subi un habillage par l’exciton. Il s’agit
là d’un "facteur de décohérence"[14, 15] modulant l’évolution temporelle de la dynamique ex-
citonique. Dans ce contexte, deux situations peuvent survenir en fonction de l’état phononique
initial. Le premier cas de figure apparaît lorsque les phonons se trouvent initialement dans
un état de Fock bien défini. Dans ces conditions, le facteur de décohérence 〈Ψph(t)|Ψ(+)

ph (t)〉
produit un simple terme de phase qui n’influence pas fondamentalement l’évolution de la dy-
namique excitonique. Il n’y a alors pas de phénomène de décohérence. Le second cas de figure
est celui que nous étudions : des phonons initialement dans un état d’équilibre statistique à
une température T . Dans ces conditions, une moyenne doit être réalisée sur l’ensemble des
états phononiques initiaux. A partir des équations (4.36) et (4.37), le calcul du facteur de
décohérence donne alors

Z(±)
ph (t)
Zph

= 1− e−1/α

1− e−1/α−itδΩ(±)
Hom,A

× (1− e−1/α)N−1

(1− e−1/α−itδΩ(±)
Bloch)N−1

(4.41)

Comme le montre ce résultat, le facteur de décohérence dépend du produit de différents
termes de phase directement reliés aux pulsations des modes phononiques étendus. Avec le
temps, chacun de ces termes va évoluer différemment si bien qu’un déphasage va se produire.
Ce déphasage va alors créer un ensemble d’interférences destructives. Il y a alors extinction
du facteur de décohérence. Il s’agit là fondamentalement des caractéristiques du processus de
Fake decoherence menant à la destruction des cohérences du système (cf. Chapitre 3).
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Ceci étant, il est intéressant de voir que cet effondrement des cohérences n’est clairement
pas irréversible. En effet, comme nous avons pu le montrer dans la section précédente, des ré-
currences quantiques partielles ou même totales peuvent apparaître pour peu que l’on attende
un temps assez long. En réalité, l’origine physique de ce phénomène est liée à deux choses :
la petitesse du réseau étudié et la dégénérescence des pulsations phononiques. Lorsque l’on
considère un réseau de taille finie, le nombre de degrés de liberté de l’environnement pho-
nonique devient limité si bien que les différents termes de phase agissant dans le calcul du
facteur de décohérence (4.41) sont très peu nombreux. De plus la symétrie du réseau produit
une dégénérescence d’ordre N − 1 des pulsations phononiques de Bloch : il n’existe alors que
deux types de termes de phase agissant dans (4.41). Aux temps courts, ces termes vont certes
admettre un déphasage et provoquer une chute du facteur de décohérence. Cependant, aux
temps longs, le nombre réduit de modes favorise l’apparition de fenêtres temporelles pendant
lesquelles les termes moyennés peuvent de nouveau évoluer en phase. Ces moments de re-
mise en phase produisent alors des récurrences quantiques synonymes du fait que le système
exciton-phonon revient dans un état proche de son état initial. Le système ne perd donc pas
la mémoire de ses états passés : c’est là, la signature d’un comportement non-markovien.

4.3.2 Enveloppe de décohérence : approche Lorentzienne

Pour pouvoir mieux comprendre tous ces phénomènes, nous avons évalué analytiquement
l’enveloppe de décohérence |G±±(t)|. Cette enveloppe est définie par

|G±±(t)| = 1√√√√1 + 4σ2
n̄ sin2

(
δΩ(±)

Hom,At

2

) × 1√
1 + 4σ2

n̄ sin2
(
δΩ(±)

Bloch
t

2

)N−1 (4.42)

Dans cette relation, σ2
n̄ = n̄(n̄+ 1) représente la variance du nombre de phonons dans chaque

mode de vibration étendu. Cette quantité dépend directement de n̄ = (e1/α − 1)−1 qui est
le nombre moyen de phonons présents dans chacun de ces modes. Nous retrouvons aussi
les termes δΩ(±)

Hom,A et δΩ(±)
Bloch qui représentent respectivement les pulsations associées au

premier mode phononique homogène étendu et aux modes phononiques de Bloch. En partant
de cette relation, une très bonne description de l’amplitude de survie effective est donnée par

|G00(t)| = |G±±(t)| × | cos(Φ̃
√
Nt)| (4.43)

Cette forme analytique encode toute l’information nécessaire pour comprendre la dyna-
mique excitonique à court et long termes.

Aux temps courts, le facteur de décohérence est quasi constant |G±±(t)| ∼ 1 car les pul-
sations phononiques propres δΩ sont très faibles devant la fréquence d’évolution excitonique
en Φ̃

√
N . Dans ces conditions, le système excitonique ne subit pas encore réellement l’effet

de décohérence et évolue comme

|G00(t)| ' | cos(Φ̃
√
Nt)| (4.44)

Cette évolution est sensiblement proche de celle obtenue dans le cadre d’une évolution libre
excitonique (cf. Chapitre 2) à la différence près que la constante de saut excitonique a été
redéfinie comme Φ̃ ' Φ[1−EB/Ω0]. Cette redéfinition traduit les effets d’habillage du nuage
virtuel de phonons. Comme nous avons pu le voir dans les sections précédentes de ce cha-
pitre, le nuage phononique tend à rétrécir la bande spectrale excitonique et par conséquent à
ralentir l’évolution de la quasi-particule sur le graphe. Raison pour laquelle il existe un faible
retard des oscillations de l’onde excitonique par rapport à une évolution libre comme observé
sur la figure 4.6.
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Aux temps intermédiaires, la survie de l’information est décrite par l’enveloppe de décohé-
rence |G±±(t)|. Afin de caractériser cette décroissance, nous avons cherché à déterminer une
forme analytique du taux de décohérence Γ en régime haute température (α > 1). Comme le
montre la figure 4.7, la forme des enveloppes de décohérence dans ce type de régime rappelle
typiquement celle d’une fonction Lorentzienne. Aussi, nous nous sommes inspirés de ces fonc-
tions pour contraindre la forme de |G±±(t)|. Pour ce faire, notre approche est simple : nous
avons réalisé un développement limité à l’ordre deux en t sur chaque fonction sinus carré de
(4.42). En calculant le produit entre tous les dénominateurs, certains termes génèrent de très
faibles contributions si bien que nous les avons négligés. Tous calculs faits, nous avons pu
réécrire l’équation (4.42) sous la forme d’une racine de fonction Lorentzienne comme

|G±±(t)| = 1√
1 + 3(Γt)2 (4.45)

où Γ ≡ 1/TD est le taux de décohérence lié au temps TD pour lequel |G±±(TD)| = 1/2. En
l’occurrence, ce taux de décohérence est donné par

Γ ≡ σn̄√
3

√
δΩ2

Hom,A + (N − 1)δΩ2
Bloch (4.46)

Cette forme analytique corrobore l’ensemble des propriétés observées numériquement. En ef-
fet, nous savons que chaque pulsation phononique est proportionnelle à l’énergie de liaison du
petit polaron EB. Dans ces conditions, la forme analytique que nous avons dérivée ici montre
que Γ dépend linéairement de EB (i.e. est quadratique en ∆0). De la même façon, nous savons
que les pulsations phononiques dépendent de la taille N du graphe comme δΩ(±)

Hom,A ∝
√
N

et δΩ(±)
Bloch ∝ 1/

√
N . Ce qui implique d’après (4.46) que le taux de décohérence analytique

évolue comme Γ ∝
√
N . Fait que nous avions observé dans notre précédente étude numé-

rique. Pour finir, comme l’indique la relation (4.46), l’effet de la température est décrit par
l’amplitude σn̄. A haute température, la variance du nombre de phonons se simplifie 2 comme
σn̄ ∼

√
α(α+ 1) ∝ α. On retrouve ainsi le fait que Γ ∝ α à haute température. Notons

finalement, que cette expression de Γ permet de retrouver les temps typiques de décohérence
obtenus numériquement. Pour citer un exemple concret, nous avons pu obtenir lors de nos
simulations avec α = 3 et ∆0 = 5Φ la valeur du temps de décohérence TD ' 60Φ−1 (voir
Fig. 4.7a). En reprenant les mêmes paramètres, le taux de décohérence analytique devient
Γ ' 1.5× 10−2Φ ce qui donne un temps typique TD = 1/Γ ' 66Φ−1 en très bon accord avec
la simulation numérique.

4.3.3 Enveloppe de décohérence : signatures non-markoviennes

Bien entendu, cette approche Lorentzienne possède une certaine limite. Nous savons en
effet que dans le régime de basse température, l’enveloppe de décohérence ne se comporte
plus comme une fonction monotone du fait de l’apparition de récurrences quantiques. Le sys-
tème admet une dynamique fortement non-markovienne qui ne peut plus être décrite par un
simple taux Γ. Dans ce contexte, pour pouvoir mieux appréhender la physique du problème,
nous nous sommes tournés vers la formule de base définissant l’enveloppe de décohérence. En
l’occurrence, la relation (4.42) montre que le processus de décohérence résulte du produit de
fonctions périodiques de pulsation δΩ(±)

Hom,A et δΩ(±)
Bloch. Ces mêmes fonctions sont modulées

en amplitude par le terme de fluctuation σ2
n̄ qui est intimement lié au paramètre de tempéra-

ture α. En partant de ces différentes observations, il devient possible de dresser un portrait
complet des effets non-Markoviens du système.

2. A haute température, un développement limité sur le nombre moyen n̄ ≡ (e1/α − 1)−1 donne n̄ ∝ α.
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c Température et décohérence

Dans un premier temps, nous avons cherché à établir le lien entre basse température et
décohérence incomplète. En effet, lorsque la température se rapproche de zéro, l’enveloppe de
décohérence possède toujours une valeur limite inférieure non-nulle (voir Fig. 4.10). Pour ca-
ractériser ce phénomène, nous avons donc simplifié la forme de l’enveloppe de décohérence en
fixant à l’unité tous les termes temporels oscillant comme sin2(. . .)→ 1. Dans ces conditions,
l’enveloppe ne dépend plus que du paramètre de température comme

|G±±(α)| = 1√
1 + 4n̄(α)(n̄(α) + 1)N

(4.47)

En partant de cette relation, nous avons alors cherché à résoudre l’équation |G±±(α)| = S où
la quantité S représente le seuil inférieur limite atteint par l’enveloppe. En réalisant quelques
calculs, la solution de cette équation est

α = 1
ln
(
1 + 2

S−1/N−1

) (4.48)

A partir de cette relation, nous avons représenté sur la figure 4.11a l’évolution de la tempé-
rature en fonction de la valeur du seuil fixée.
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α
= 

f(
S)
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(a) Évolution de α = f(S) pour N = 9.
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(b) Évolution de α = f(S) pour différents N .

Figure 4.11 – Évolution de la température α en fonction du seuil S choisi et de la taille N .

Comme le montre cette figure, la forme analytique (4.48) permet de donner une bonne es-
timation de la tendance de la décohérence en fonction de la température. Pour citer quelques
exemples, nous avons ici cherché la valeur du paramètre critique αC à partir duquel l’enve-
loppe de décohérence n’atteint plus la valeur seuil de S = 1/2. Dans le cas présent, le résultat
est αC ' 0.31 (représenté en rouge) ce qui est en très bon accord avec l’expérience numérique
qui donnait αC = 0.35. Dans un autre cas, nous avons cherché la température pour laquelle la
valeur seuil est de S = 0.1. En l’occurrence, la relation analytique donne α = 0.48 (représenté
en vert) de nouveau en très bon accord avec la valeur numérique α = 0.5 comme observé sur
la figure 4.10. En se basant sur cette bonne concordance des résultats théoriques et numé-
riques, nous avons cherché à observer l’effet du paramètre de taille N . Comme le montre la
figure 4.11b, quelle que soit la taille N , il existe une température α ∼ 0.1 en deçà de laquelle
l’enveloppe de décohérence devient quasi constante avec un seuil S ∼ 1. En réalité, ce com-
portement s’associe phénoménologiquement à une dépopulation phononique. En effet, à très
basse température le nombre moyen de phonons n̄(α) sur le réseau (et i.e. les fluctuations
σn̄) se réduit fortement et chute vers zéro. Or en absence de phonons, il ne peut plus exister
de couplage excito-phononique. Ce qui mène finalement à une disparition du phénomène de
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décohérence. Un autre point intéressant ici est que plus la taille N du graphe est importante
et plus le processus de décohérence survient abruptement avec l’augmentation de la tempéra-
ture. On voit en effet sur la figure 4.11b que pour N = 3 la température peut varier sur une
large fenêtre avant que le processus de décohérence ne soit bien marqué. Tandis que pour un
graphe avec N = 100, un faible écart de température écrase subitement l’enveloppe de déco-
hérence en faisant chuter la valeur du seuil S. Cela est dû au fait que le nombre de modes
phononiques augmente avec la taille du graphe. Dans ces conditions, la multiplication des
fluctuations σn̄ associées à chaque mode va produire une véritable extinction de l’enveloppe
de décohérence (4.42). Ce qui aura pour effet de renforcer le processus de décohérence.

c Super-récurrence : résonance des modes phononiques étendus

Connaissant ces différentes propriétés liées à la température, nous nous sommes dans un
second temps intéressés à l’émergence des récurrences quantiques aux temps longs. Dans ce
contexte, nous avons observé que chacune des deux périodes TR et TSR était respectivement
reliée aux corrections des pulsations des modes phononiques étendus comme

TR = 2π
|δΩ(±)

Hom,A|
et TSR = 2π

|δΩ(±)
Bloch|

(4.49)

En d’autres termes, l’évolution temporelle du mode étendu phononique homogène associé à
δΩ(±)

Hom,A régit l’apparition des récurrences quantiques incomplètes de période TR. De la même
façon, les modes phononiques étendus inhomogènes associés à δΩ(±)

Bloch vont produire à plus
longs termes l’apparition de récurrences quantiques complètes de période TSR. Pour donner
un exemple de comparaison entre théorie et expérience numérique, nous avions pu observer
lors de nos simulations avec α = 0.5 et ∆0 = 1Φ (voir Fig. 4.10) que TR ' 1.87 × 104Φ−1

et TSR = 1.87× 105Φ−1. Le calcul analytique des deux périodes donne respectivement TR '
1.87× 104Φ−1 et TSR = 1.88× 105Φ−1 en parfait accord avec les résultats numériques. A ce
stade, marquons un bref arrêt pour rappeler une propriété importante observée lors de notre
étude de l’habillage phononique

δΩ(±)
Hom,A ' (N + 1)δΩ(±)

Bloch (4.50)

En injectant cette propriété au sein de (4.49) nous obtenons alors

TSR
TR
' (N + 1) (4.51)

Ce résultat corrobore parfaitement l’ensemble de nos observations numériques. En l’occur-
rence, pour emprunter au langage de la dynamique classique, nous observons ici que la "super-
résonance" quantique qui se produit tous les TSR apparaît du fait de la commensurabilité des
périodes d’évolution des modes phononiques étendus. Cette "super-résonance" n’est claire-
ment pas anodine : il s’agit là d’une propriété émergeant directement de la structure complexe
du réseau étudié. En effet, c’est bien la symétrie du graphe en étoile qui est à l’origine de la
dégénérescence d’ordre N − 1 de la pulsation δΩ(±)

Bloch. Grâce à cette dégénérescence, seules
deux types de pulsations phononiques agissent dans le facteur de décohérence (4.36)(4.37) :
δΩ(±)

Hom,A et δΩ(±)
Bloch. Les termes de phase produits étant alors très peu différents, ces derniers

peuvent interférer de manière constructive bien plus facilement. Ce qui à terme produit des
récurrences partielles aux temps intermédiaires, et des récurrences complètes aux temps longs.

Il est intéressant de voir ici que cette particularité du graphe en étoile vient totalement
contraster avec les résultats observés dans le cas de réseaux linéaires plus simples. En effet,
sur de tels réseaux, des études ont montré que l’interaction exciton-phonon pouvait aussi en-
gendrer des processus de décohérence [16–18]. Dans ce contexte, des récurrences quantiques
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apparaissent aussi sur des temps longs. Or, à la différence du graphe en étoile, ces récurrences
sont marquées par des amplitudes extrêmement faibles. A tel point que la décohérence appa-
raît comme quasi-irréversible. En réalité, l’origine de ce phénomène est liée à la structure du
réseau linéaire. En effet, une chaîne est un réseau très simple qui ne présente pas de symé-
trie aussi marquée que celle d’un graphe en étoile. Les différents modes phononiques étendus
apparaissant ne présentent alors aucune dégénérescence liée à la symétrie du réseau : toutes
les pulsations propres sont distinctes. Dans ces conditions, les termes de phase à l’origine du
processus de décohérence évoluent tous très différemment, si bien que le facteur de décohé-
rence chute rapidement vers zéro et ne peut plus produire de récurrence quantique forte. Ce
contraste comportemental entre les réseaux linéaires et le graphe en étoile est la preuve même
que la complexité d’un réseau est ce qui permet de produire des phénomènes exotiques. Sans
de telles propriétés, des phénomènes aussi surprenants que les super-récurrences ne pourraient
alors émerger.

4.3.4 Conclusion générale

Pour conclure notre discussion, nous allons donner un bref récapitulatif des principaux
résultats présentés dans ce chapitre. En l’occurrence, nous avons étudié les différents effets
d’habillage produits lorsqu’un exciton évolue sur un graphe en étoile en présence de pho-
nons. Nous avons montré que les interactions exciton-phonons produisent des interactions
négligeables entre les anciens états propres excitoniques {|χk〉}, si bien que l’habillage exci-
tonique se résume essentiellement à une modulation des énergies des états homogènes |χ±〉.
Cette modulation génère un rétrécissement de la bande spectrale excitonique traduisant le
fait que le nuage phononique habillant l’exciton tend à ralentir le déplacement de ce dernier.
Ce processus de ralentissement a été clairement observé aux temps courts lors de notre étude
numérique de l’amplitude de survie effective |G00(t)|.

Concernant le processus d’habillage phononique, nous avons déterminé la forme analy-
tique des différentes matrices de saut phononiques Λ(±) associées à un exciton dans un état
homogène |χ±〉. Nous avons par ailleurs montré qu’il était possible d’associer à ces matrices
des réseaux phononiques permettant d’encoder géométriquement tous les processus d’inter-
actions phononiques produits entre les modes locaux. La structure de ces réseaux étant une
forme hybride entre celle d’un graphe étoile et celle d’un graphe complet. L’invariance rota-
tionnelle de ces réseaux nous a permis de diagonaliser analytiquement chaque matrice Λ(±) et
de trouver la forme exacte des modes phononiques étendus ainsi que leurs pulsations propres.
Par la suite, nos investigations numériques ont clairement montré le rôle clé que jouent ces
nouvelles pulsations sur l’enveloppe de décohérence de |G00(t)| aux temps longs. En l’occur-
rence, la symétrie du réseau produit une très forte dégénérescence de ces pulsations si bien que
les modes phononiques intervenant dans le facteur de décohérence peuvent évoluer en phase
périodiquement. L’enveloppe de décohérence prend alors la forme d’un signal bi-périodique.
La période la plus courte TR = 2π/|δΩHom,A|, associée au mode phononique |ηHom,A), pro-
duit des récurrences partielles. La période la plus longue TSR = 2π/|δΩBloch|, associée aux
modes phononiques |ηBloch), produit des super-récurrences quantiques. Il a été montré que
l’apparition de ces super-récurrences provient de la commensurabilité des pulsations phono-
niques qui permet finalement de relier les deux périodes en jeu comme TSR/TR = N + 1.

Ainsi, le cas du graphe en étoile donne un très bel exemple de la richesse dynamique
que peut générer le transport quantique sur réseau complexe. En l’occurrence, tous les com-
portements non-markoviens apparaissant dans notre étude ne sont pas le fruit du hasard.
Ces phénomènes exotiques sont en réalité intimement liés à la structure du graphe en étoile.
En effet, c’est bien la symétrie du réseau qui gouverne à la base tous les phénomènes d’ha-
billage sur ce graphe. Sans cette symétrie, les états homogènes n’existeraient pas et toutes les
propriétés des modes phononiques étendus seraient bien différentes. Il n’y aurait alors tout
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simplement pas de commensurabilité entre les pulsations phononiques, et par conséquent
aucune super-récurrence quantique aux temps longs. De tels résultats révèlent donc tout
l’intérêt de l’utilisation des graphes complexes et sont très encourageants pour de futures re-
cherches en ingénierie quantique. Dans ce contexte, nous pourrions par exemple nous inspirer
des travaux de Christandl [19, 20] et réaliser du "design de graphe" pour contrôler l’évolu-
tion de la décohérence. Cette approche nécessiterait de connaître avec précision la forme des
réseaux phononiques générés pour chaque Hamiltonien excitonique. En suivant ce principe,
nous pourrions alors tenter de maîtriser l’apparition de récurrences quantiques sur un graphe
et ainsi réaliser des transferts efficaces d’information malgré la présence de phonons.
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Chapitre 5

Comparaison entre la théorie PT ∗
et une approche numérique exacte

Sur des réseaux de petites tailles, l’approche PT ∗ révèle de nombreux comportements exo-
tiques. Les récurrences partielles, les super-récurrences aux temps longs ou encore l’ap-

parition de processus de décohérence incomplète sont autant d’exemples démontrant que le
confinement des phonons et la symétrie du réseau sont à l’origine d’une dynamique fortement
non-markovienne. Toutefois, l’ensemble de ces comportements peut nous laisser quelque peu
dubitatifs. En effet, nous avons pu voir dans le chapitre précédent que toutes les signatures
non-markoviennes apparaissaient sur des temps relativement longs. Or, la théorie PT ∗ étant
une approche perturbative d’ordre deux, nous sommes en droit de nous demander : est-elle
encore adaptée pour décrire la dynamique du système sur de telles durées ? Par ailleurs, une
autre question se pose aussi concernant les hypothèses réalisées dans cette théorie. En effet,
pour définir PT ∗, une hypothèse importante consiste à négliger les effets d’habillage produits
par des états excitoniques |χ̃µ〉 dégénérés. En conséquence, nous savons qu’un biais peut exis-
ter dans cette théorie et que ce dernier pourrait altérer l’exactitude des résultats obtenus.

Dans ces conditions, nous nous sommes posés deux questions. Premièrement, comment
pourrait-on vérifier concrètement la pertinence de la théorie PT ∗ ? Deuxièmement, connais-
sant l’hypothèse forte réalisée dans la théorie PT ∗, quel pourrait être alors le domaine de
validité de cette approche ?

Ce chapitre va être pour nous l’opportunité de présenter l’étude que nous avons réalisée
afin de tester la théorie PT ∗. Ainsi, nous allons dans une première partie aborder les détails
techniques de la méthode exacte développée à cette occasion. Dans une seconde partie, nous
présenterons des résultats obtenus lors de notre étude "PT ∗ vs. approche exacte". Nous mon-
trerons tout particulièrement comment la levée de dégénérescence peut permettre d’obtenir
d’excellents résultats avec PT ∗. Pour terminer, nous réaliserons dans une dernière partie une
discussion générale sur l’ensemble de nos résultats. Nous détaillerons alors les avantages et
les inconvénients de chacune des deux méthodes employées et nous présenterons par la même
occasion un outil de mesure permettant de définir dans quel cas PT ∗ permet ou non de fournir
des résultats valides.
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5.1 Approche numérique exacte
Afin de vérifier concrètement la pertinence de PT ∗, nous avons développé une méthode

numérique permettant de traiter de manière "exacte" le problème exciton-phonon. Pour ce
faire, nous avons pris contact avec le Docteur Cyril Falvo de l’Institut des Sciences Molécu-
laires d’Orsay (ISMO à Paris-Saclay). Le Dr. Falvo étant un grand connaisseur des simulations
numériques multi-quanta, il a pu nous expliquer 1 les tenants et les aboutissants de telles si-
mulations dans le cadre des systèmes phononiques. En théorie, le but de cette méthode est
très simple à comprendre et peut être résumé en quelques lignes. Il s’agit ici de construire
numériquement la matrice hamiltonienne exciton-phonon

H = Hex +Hph + ∆H (5.1)

Ce faisant, une simple diagonalisation de cette matrice nous donne alors accès aux informa-
tions nécessaires pour simuler exactement la dynamique du système exciton-phonon.

Présentée de la sorte, cette approche pourrait sembler très simple à mettre en œuvre.
Cependant, dans la pratique cette méthode est bien plus complexe qu’il n’y paraît. En effet,
cette dernière nécessite une succession de manipulations numériques élaborées et réfléchies
qui dépassent le simple fait de "construire une matrice". Raison pour laquelle nous souhaitons
ici prendre le temps de présenter convenablement cette méthode. Pour ce faire, la description
que nous allons donner se veut d’être très pédagogique. Afin d’éviter de noyer le lecteur dans
un ensemble d’informations techniques, nous allons ne présenter que l’essentiel de chaque
grande étape de l’approche. De cette manière, nous espérons que n’importe quel lecteur qui
souhaite coder cette méthode puisse le faire avec le langage de son choix.

5.1.1 Construction d’une base phononique tronquée

Dans le contexte théorique considéré, la dimension de l’espace de Hilbert phononique Hph
est infini dim(Hph) = +∞. Ceci étant, cette définition pose un problème pratique : considérer
dim(Hph) = +∞ implique que la dimension du Hamiltonien exciton-phonon devienne elle
aussi infinie. Or, nous ne pouvons créer une matrice hamiltonienne H de dimension infinie
du fait de la limite de nos ressources numériques.

c Limitation à un nombre Nph de phonons

Pour résoudre le problème de dimension infinie, la première étape de l’approche exacte
consiste à introduire un nombre limité Nph de phonons présents sur le réseau. Cette mani-
pulation permet ainsi de limiter la taille de l’espace de Hilbert phononique Hph. Mathémati-
quement, cette hypothèse revient à considérer que cet espace se décompose comme

Hph ≡
Nph⊕
n=0
H(n)
ph (5.2)

où chaque terme H(n)
ph représente un sous-espace phononique contenant tous les états de Fock

|n1, . . . , nNS 〉 associés à la présence d’un nombre total de n =
∑
` n` phonons sur le réseau. La

dimension d’un sous-espace H(n)
ph représente le nombre de façons de répartir n phonons dans

les NS modes locaux (cf. Chapitre 3). En conséquence, la dimension de l’espace de Hilbert
phononique globale devient

dim(Hph) =
Nph∑
n=0

(n+NS − 1)!
n!(NS − 1)! = (NS +Nph)!

NS !Nph! (5.3)

1. J’ai pu apprendre personnellement au côté de Cyril comment simuler un Hamiltonien multi-quanta lors
d’un séjour à l’ISMO courant l’été 2016.
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Le terme central de cette égalité montre que la dimension de l’espace final résulte de la somme
des dimensions de chaque sous-espace à n phonons, avec n = 0, . . . , Nph. Le terme de droite
est une réécriture de cette somme qui montre clairement que plus NS ou Nph sera important,
et plus la dimension de l’espace tronqué explosera. Pour donner une illustration de ce phé-
nomène, considérons un réseau comptant NS = 6 sites au total. Dans ces conditions, si l’on
souhaite répartir Nph = 9 phonons sur les 6 modes locaux accessibles, la dimension de l’es-
pace phononique tronqué devient dim(Hph) = 15!/(6!9!) = 5005. Imaginons maintenant que
l’on souhaite "ajouter" un phonon au problème, alors la dimension devient dim(Hph) = 8008.
On voit ainsi que cette approche nécessitera d’importantes ressources numériques. Dans ces
conditions, il est important de noter que le paramètre Nph doit être choisi judicieusement.
En effet, dans le contexte théorique que nous étudions, nous considérons que l’état initial des
phonons est donné par un équilibre statistique à la température T . Or, pour permettre de
bien décrire cette situation, nous devons choisir un nombre Nph assez grand pour pouvoir
générer numériquement une statistique phononique proche des valeurs théoriques connues en
dimension infinie. Cependant, choisir un paramètre Nph trop grand augmentera considérable-
ment la durée des simulations du fait de l’explosion de la taille des matrices à traiter. Dans
ce contexte, le choix du paramètre doit suivre l’idée suivante : Nph doit être à la fois assez
grand pour produire une bonne statistique phononique, mais aussi assez petit pour produire
des simulations ne s’éternisant pas en terme de temps de calcul.

c Base phononique symétrisée : de l’état de position à l’état de Fock

Partons maintenant du principe que Nph a été fixé convenablement. La seconde étape
consiste à générer numériquement l’ensemble des états de Fock locaux |n1, . . . , nNS 〉 sous-
tendant l’espace de Hilbert Hph. Pour ce faire, l’approche que nous employons ne traite pas
directement ce problème de face. En réalité, nous passons par une étape intermédiaire qui
consiste à construire dans un premier temps une base d’états de position pour les phonons.
Cette technique s’appuie sur les propriétés de symétrie des bosons et permet d’éviter toute
redondance pouvant émerger numériquement lors de la construction d’une base de Fock. En
pratique, l’idée est d’associer à chaque phonon p = 1, . . . , Nph un indice de position ip. En
l’occurrence, un indice ip = ` décrira la présence du pième phonon sur le site ` du graphe. A
ce stade, rappelons un fait important : nous considérons ici le cas de graphes contenant NS

sites au total. Dans ces conditions, chaque site d’un graphe est indicé comme ` = 1, . . . , NS .
Connaissant cela, pour construire une base d’états phononiques, nous distribuons alors les
Nph phonons sur le réseau de sorte à ce que les indices de positions suivent

0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ iNph−1 ≤ iNph ≤ NS (5.4)

En distribuant les phonons selon cette condition, nous arrivons alors à générer numérique-
ment le strict minimum d’états phononiques tout en évitant des possibles redondance liées à
la symétrie des bosons. Le nombre d’états ainsi créés respecte bien la dimension (5.3).

Attirons l’attention sur un fait très important présent dans (5.4). La limite inférieure
des positions des ip est nulle. Cette limite indique l’existence d’un site supplémentaire in-
dicé zéro sur lequel pourraient potentiellement être distribués des phonons. Cependant, ce
"site" n’a pas de réalité physique. La situation ip = 0 revient ici à dire que le phonon p
n’apparaît nulle part sur le réseau. Cette définition possède un grand intérêt pratique car
elle permet de générer numériquement des états phononiques "creusés", c’est à dire avec un
nombre n = 0, 1, 2, . . . , Nph de phonons au total 2.

2. En effet, en fixant une limite inférieure de 1, tous les phonons seraient distribués et les états générés
compteraient toujours Nph phonons au total
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A ce stade, suivre la relation (5.4) permet de générer numériquement une base phononique
complète d’états de position. Chacun de ces états est unique et peut alors être référencé par un
indice κ = 1, . . . ,dim(Hph). Ceci étant, cette base n’est pas la plus commode pour construire
le Hamiltonien exciton-phonon. Il convient alors de transformer cette base de position en une
base d’états de Fock. Pour ce faire, le développement d’une routine numérique "traductrice"
doit être réalisé de sorte à lire les états positions et à traduire leur forme en états nombres.
Afin d’illustrer le genre de base que nous pouvons générer à ce stade, nous avons représenté
dans le tableau 5.1 les résultats obtenus lorsque l’on considère la répartition de Nph = 3
phonons sur un graphe comptant NS = 3 sites.

Positions État de position État nombre indice ”κ”
i1 i2 i3 (i1, i2, i3) |n1, n2, n3〉 associé
0 0 0 (0, 0, 0) |0, 0, 0〉 1
0 0 1 (0, 0, 1) |1, 0, 0〉 2
...

... 2 (0, 0, 2) |0, 1, 0〉 3
...

... 3 (0, 0, 3) |0, 0, 1〉 4
0 1 1 (0, 1, 1) |2, 0, 0〉 5
...

... 2 (0, 1, 2) |1, 1, 0〉 6
...

... 3 (0, 1, 3) |1, 0, 1〉 7
... 2 2 (0, 2, 2) |0, 2, 0〉 8
...

... 3 (0, 2, 3) |0, 1, 1〉 9
... 3 3 (0, 3, 3) |0, 0, 2〉 10
1 1 1 (1, 1, 1) |3, 0, 0〉 11
...

... 2 (1, 1, 2) |2, 1, 0〉 12
...

... 3 (1, 1, 3) |2, 0, 1〉 13
... 2 2 (1, 2, 2) |1, 2, 0〉 14
...

... 3 (1, 2, 3) |1, 1, 1〉 15
... 3 3 (1, 3, 3) |1, 0, 2〉 16
2 2 2 (2, 2, 2) |0, 3, 0〉 17
...

... 3 (2, 2, 3) |0, 2, 1〉 18
... 3 3 (2, 3, 3) |0, 1, 2〉 19
3 3 3 (3, 3, 3) |0, 0, 3〉 20

Tableau 5.1 – Base de position/Fock pour Nph = 3 phonons sur un graphe à NS = 3 sites.

Dans le cas présent, nous avons séparé par des lignes horizontales les sous-groupes d’états
appartenant à chaque sous-espace phononique H(n)

ph . Le premier groupe correspond à l’état
de vide phononique, le second aux états à un phonon etc. Comme nous pouvons le voir ici,
il n’existe aucune redondance dans les états générés et la dimension de l’espace final est
bien de dim(Hph) = 6!/(3!3!) = 20. Nous avons par ailleurs représenté sur la colonne de
droite l’indice κ définissant chacun de ces états. En l’occurrence, le rôle que devra jouer la
"routine traductrice" est d’établir le lien entre les deux colonnes centrales de ce tableau et
finalement d’associer pour chaque état de Fock un paramètre κ unique. Dans ce contexte, il
sera nécessaire de stocker numériquement les couples de données "forme des états de Fock +
indice κ associé" dans une liste Lph à deux entrées bien définie comme

Lph ≡
{
|κ〉, κ

}
κ=1,...,dim(Hph) (5.5)

où l’ensemble des vecteurs |κ〉 désignent les états de Fock référencés selon l’indice κ.
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5.1.2 Construction des éléments de la matrice Hamiltonienne

A ce stade, nous considérons que les états de Fock ainsi que leur indice κ respectif ont été
bien référencés au sein de la liste Lph. Dans ces conditions, la troisième étape de l’approche
exacte consiste à construire chaque élément de la matrice exciton-phonon H globale. Pour
ce faire, nous ne traitons que le sous-espace à un exciton H(1). En effet, rappelons que le
sous-espace à zéro exciton H(0) est déjà sous-espace propre du Hamiltonien H dont nous
connaissons toutes les propriétés (cf. Chapitre 3). Modéliser numériquement ce sous-espace
ne serait en rien pertinent car seuls des états à un exciton peuvent engendrer des couplages
exciton-phonon. Nous pouvons ainsi entièrement nous concentrer sur le sous-espaceH(1). Dans
le cas concret que nous étudions, la base tronquée d’états phononiques limite la dimension
de ce sous-espace comme

dim(H(1)) = NS ×
(Nph +NS)!
Nph!NS ! (5.6)

Cette relation montre clairement que le Hamiltonien exciton-phonon global va représenter une
matrice de très grande dimension. Pour illustrer concrètement ce fait, prenons un exemple
simple : un graphe à NS = 6 sites sur lequel Nph = 9 phonons seraient répartis. Dans ces
conditions, la dimension de la matrice H devient dim(H(1)) = 30030.

c Indices exciton-phonon généraux

Pour construire concrètement la matrice H, nous considérons dans notre approche la base
locale excito-phononique. Ce choix n’est pas fait au hasard puisqu’il s’agit de la base dans
laquelle nous avions initialement exprimé le Hamiltonien exciton-phonon (cf. Chapitre 3).
Dans ce contexte, nous considérons donc des états produit-tensoriels du type

|ν(`, κ)〉 ≡ |`〉 ⊗ |κ〉 avec ν(`, κ) ≡ (`− 1)× dim(Hph) + κ (5.7)

Dans le cas présent, chaque état local exciton-phonon |ν(`, κ)〉 dépend d’un indice ν(`, κ) qui
est une fonction des indices phononiques et excitoniques. La manière avec laquelle nous avons
ici défini cette indexation peut être expliquée par un simple dessin comme représenté sur la
figure 5.1. Nous avons ici illustré le cas d’un graphe comptant NS = 3 sites avec Nph = 3
phonons de manière à ce que la dimension de l’espace phononique soit dim(Hph) = 20.

(...)

Figure 5.1 – Indexation des états excito-phononiques locaux.

Comme le montre cette figure, l’évolution de ν(`, κ) peut se décomposer en régions bien
définies. Ici, les 20 premiers pas parcourus par ν(`, κ) représentent l’ensemble des 20 confi-
gurations phononiques possibles lorsque l’exciton occupe le site ` = 1. La seconde vingtaine
représente l’ensemble des configurations phononiques possibles mais avec cette fois-ci un exci-
ton sur le site ` = 2 . . . En d’autres termes, lorsque l’exciton se trouvera sur un site ` donné, la
variation du paramètre κ de 1 à dim(Hph) va permettre de balayer tous les états phononiques
accessibles.
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c Actions des trois contributions hamiltoniennes

En partant de cette indexation des états exciton-phonon locaux, nous pouvons alors
construire chaque élément de la matrice exciton-phonon. Pour ce faire, l’idée ici est de consi-
dérer très naïvement la matrice H comme une "machine reliant des états". En d’autres termes,
si nous donnons en entrée un état exciton-phonon |ν〉, chacune des trois contributions hamil-
toniennes Hex, Hph et ∆H doit agir sur ce même état. En sortie, ces contributions pointeront
tous les états |ν ′〉 avec lesquels |ν〉 est physiquement connecté. L’amplitude de ces interactions
doit alors être encodée au sein de chaque élément de la matrice exciton-phonon Hν′ν . Pour
détailler l’action de chacune des trois contributions hamiltoniennes, nous allons considérer ici
un état d’entrée |ν(`, κ)〉 quelconque associé à l’indice ν(`, κ) ≡ (`− 1)× dimHph + κ.

I Action de Hph sur |ν(`, κ)〉 : Le Hamiltonien phononique relie l’état d’entrée à lui-
même. En l’occurrence, cet opérateur ne fait que "compter" le nombre de phonons présents
dans l’état de Fock |κ〉 associé à |ν(`, κ)〉. Pour encoder cela numériquement, l’idée est d’aller
chercher au sein de la liste Lph la forme de l’état |κ〉 associé à l’indice phononique d’entrée
κ. Le nombre de quanta n présents dans cet état représente alors le nombre de fois que l’on
doit ajouter l’amplitude Ω0 à l’élément purement diagonal Hνν de la matrice Hamiltonienne.

I Action de Hex sur |ν(`, κ)〉 : Le Hamiltonien excitonique n’agit pas sur l’état phono-
nique d’entrée |κ〉. Cependant, cet opérateur agit de deux façons sur l’état local excitonique
d’entrée |`〉. D’une part, cet état va être relié à lui même à travers un élément excitonique
diagonal 〈`|Hex|`〉 = ω`. Numériquement, encoder cette connexion revient à ajouter aux élé-
ments diagonaux de la matrice exciton-phonon Hνν l’énergie du qubit local ω`. D’autre part,
Hex va aussi relier l’état |`〉 à tous les autres états locaux |`′〉 avec lesquels il partage une
connexion sur le graphe. Ainsi, si l’on pose ν ′(`′, κ) ≡ (`′ − 1) × dimHph + κ les indices
décrivant l’ensemble de ces états, l’action de Hex revient à ajouter à chaque élément Hν′ν du
Hamiltonien exciton-phonon la contribution 〈`′|Hex|`〉 ≡ Φ`′` (cf. Chapitre 2).

I Action de ∆H sur |ν(`, κ)〉 : Il s’agit là de la contribution la plus subtile à traiter.
En l’occurrence, l’interaction exciton-phonon ne modifie pas l’état excitonique d’entrée |`〉.
Cependant, cet opérateur relie l’état phononique |κ〉 à deux états présentant ±1 phonon sur le
site ` de référence. De la même façon que pourHph, l’idée de base est ici d’aller chercher au sein
de la liste de référence Lph la forme de l’état d’entrée |κ〉 associé à l’indice phononique κ. La
structure de cet état nous renseigne alors sur le nombre n` de phonons présents initialement
sur le site `. Pour faire agir ∆H, on ajoute/retranche 3 alors un phonon à ce nombre n`.
A ce stade, l’état phononique d’entrée est modifié pour donner des états |κmod〉 contenant
alors ±1 phonon. Ceci étant, même si nous connaissons la structure physique des états de Fock
|κmod〉, nous ne connaissons pas les indices phononiques de ces nouveaux états. Pour remédier
à cela, nous devons retourner dans la liste Lph pour cette-fois ci comparer la forme des états
modifiés avec l’ensemble des états de Fock référencés. Une fois la correspondance |κmod〉 = |κ′〉
trouvée, nous savons alors que les états phononiques modifiés sont référencés chacun selon un
indice κ′ bien défini. Ceci permet de définir précisément des indices exciton-phonon globaux
de sortie ν ′(`, κ′) associés aux états |ν ′(`, κ′)〉 vers lesquels pointe l’état d’origine |ν(`, κ)〉.
En partant de ces indices, nous pouvons alors construire les éléments non-diagonaux Hν′ν

du Hamiltonien exciton-phonon. Numériquement, l’action de ∆H revient alors à ajouter une
amplitude ∆0

√
nl + 1 ou ∆0

√
nl aux éléments Hν′ν en fonction que l’on considère la création

ou l’annihilation d’un phonon sur le site `.

3. Lorsque cela est possible : on ne peut pas par exemple ajouter un phonon à un état qui en contient déjà
au total Nph, et de même nous ne pouvons retirer un phonon à un site qui n’en contient pas à l’origine.
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5.1.3 Calcul des amplitudes de transition effectives

En suivant l’ensemble des étapes énoncées jusqu’à présent, nous arrivons finalement à
construire la matrice exciton-phonon H dans la base locale des états |ν(`, κ)〉 = |`〉 ⊗ |κ〉.
Pour finaliser notre approche, nous diagonalisons numériquement cette matrice comme

H =
dim(H(1))∑

v=1
Ev |Ψex-ph

v 〉〈Ψex-ph
v | (5.8)

Les états |Ψex-ph
v 〉 sont les états propres de H associés aux énergies propres Ev. Dans notre ap-

proche numérique, la forme des états propres est encodée dans les projections 〈ν(`, κ)|Ψex-ph
v 〉

effectuées sur la base locale exciton-phonon. A partir de ces informations, nous pouvons
introduire l’opérateur d’évolution du système exciton-phonon

e−iHt =
dim(H(1))∑

v=1
e−iEvt |Ψex-ph

v 〉〈Ψex-ph
v | (5.9)

En partant de ces différents éléments, nous pouvons alors calculer numériquement les
amplitudes de transition effectives. Pour ce faire, nous nous référons à la formule d’origine
(3.65) définie comme

G``0(t) ≡ 〈`| Trph
[
ρph e

iHpht e−iHt
]
|`0〉 (5.10)

Rappelons ici que cette relation n’a subi aucune approximation et qu’il s’agit donc d’une
équation exacte 4. En remplaçant l’opérateur d’évolution par sa forme donnée par (5.9), et
en réalisant l’opération de trace partielle sur tous les états de la base phononique tronquée,
nous pouvons alors réécrire ces amplitudes comme

G``0(t) =
dim(Hph)∑
κ=1

e−
nκ
α

Ẑph

dim(H(1))∑
v=1

e−i(Ev−nκΩ0)t〈ν(`, κ)|Ψex-ph
v 〉〈Ψex-ph

v |ν(`0, κ)〉 (5.11)

où nous avons introduit l’élément nκ qui représente simplement le nombre de phonons conte-
nus dans l’état |κ〉 associé. Par ailleurs, nous avons aussi introduit l’élément Ẑph qui représente
la fonction de partition phononique évaluée sur la base tronquée comme

Ẑph =
dim(Hph)∑
κ=1

e−
nκ
α (5.12)

Nous retrouvons ici le paramètre de température α ≡ T/TE avec TE = Ω0/kB (cf. Chapitre 4).

La forme de l’équation (5.11) démontre clairement la nécessité d’utiliser de grandes res-
sources informatiques pour évaluer numériquement une amplitude de transition. En effet,
pour calculer un seul élément G``0(t) à un instant t donné, nous voyons ici que le nombre
de calculs à réaliser est de l’ordre de dim(Hph)× dim(H(1)). Ce qui donne par exemple pour
un graphe avec NS = 6 sites et Nph = 9 phonons un calcul comptant au total près de 150
millions de termes. Ce nombre doit alors être multiplié par le nombre de pas de temps que
l’on souhaite réaliser pour étudier la dynamique excitonique en présence de phonons. Tout
cela sans compter le temps passé par l’algorithme de diagonalisation pour calculer les valeurs
propres et vecteurs propres de la matrice exciton-phonon H de dimension dim(H(1)). Pour
résoudre en partie ces problèmes, nous avons optimisé manuellement notre code numérique
au moyen du langage de parallélisation OpenMP. Pour ce faire, nous avons réalisé une double
optimisation. Premièrement, nous avons parallélisé les calculs réalisés pour chaque pas de
temps en distribuant la charge de calcul sur 16 processeurs. Deuxièmement, nous avons uti-
lisé le package IntelMKL contenant une routine de diagonalisation pré-parallélisée de sorte
à accélérer le temps mis par notre code pour déterminer les états et énergies propres de H.
Nos calculs finaux ont été réalisés sur le mésocentre de calcul de Franche-Comté.

4. Dans le cadre du modèle de Holstein.
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5.2 Étude numérique PT ∗ vs. approche exacte
Construire numériquement le Hamiltonien général H est un excellent moyen pour simuler

la physique du système exciton-phonon. Sous réserve de choisir judicieusement le paramètre
Nph, cette méthode garantit de fournir des résultats sûrs et justes. Raison pour laquelle nous
avons choisi cette approche comme référence afin de mettre à l’épreuve la théorie PT ∗. Pour
étudier la pertinence de cette théorie, nous avons entrepris une étude numérique complète
"PT ∗ vs. approche exacte". Le but de cette étude est très simple : évaluer numériquement,
au moyen des deux méthodes, différentes amplitudes de transition effectives sur des graphes
divers et variés. De cette manière, nous pouvons déterminer dans quelle situation PT ∗ réussit
ou non à suivre l’approche exacte de référence. La figure 5.2 illustre les huit graphes considérés
dans cette étude.

Graphe en étoile Graphe fourcheGraphe appollonien

Graphe complet

Graphe complet 
avec désordre

Graphe H

Graphe roue

Graphe chapeau

Figure 5.2 – Ensemble des graphes traités lors de notre étude : "PT ∗ vs. approche exacte".

Bon nombre de ces réseaux ont été choisit du fait de leur invariance rotationnelle. En
effet, à l’instar du graphe en étoile, cette symétrie génère des dégénérescences plus ou moins
prononcées dans le spectre excitonique Hex associé à ces graphes. De la même façon, nous
avons remarqué que la théorie PT ∗ préservait ces dégénérescences dans le nouveau point de
vue. Il s’agit donc là de cas d’étude très intéressants pour tester l’ensemble des hypothèses
de la théorie PT ∗, et notamment celle consistant à négliger les effets d’habillage phononique
lorsque l’exciton se trouve dans un état dégénéré |χ̃µ〉. Ceci étant, parmi les graphes mis au
banc d’essai, deux d’entre eux ne présentent pas de symétrie rotationnelle : le graphe complet
avec désordre et le graphe chapeau. Ces deux candidats sont très particuliers car il s’agit là
des seuls graphes qui ne présentent aucune dégénérescence.

Remarque : A ce stade, il est important de préciser que nous n’allons pas entrer dans
le détail complet de l’étude numérique "PT ∗ vs. approche exacte". En effet, cette étude est
très longue et fastidieuse et se concentre surtout sur la description des résultats numériques
obtenus. Aussi, pour éviter d’alourdir notre discussion nous allons ici présenter un essentiel
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de nos observations à travers cinq graphes : le graphe en étoile, le graphe complet sans/avec
désordre, le graphe roue et le graphe chapeau. Cet échantillon de graphe regroupe l’ensemble
des propriétés importantes observées dans notre étude. Toutefois, dans le cas où le lecteur
souhaiterait connaître plus de détails, nous invitons ce dernier à se diriger vers la fin de ce
chapitre où il pourra trouver dans son intégralité l’article qui rend compte de ce travail.

Finalement, précisons le contexte physique de nos simulations. L’ensemble des résultats
que nous allons présenter a été obtenu avec les paramètres suivants : ∆0 = 5Φ, Ω0 = 100Φ
et α = 0.5. Les graphes étudiés comportent tous NS = 6 sites 5 et le nombre de phonons
considéré pour réaliser les simulations exactes est de Nph = 9. Dans ces conditions, la taille
des matrices Hamiltoniennes exciton-phonon est de 30030. Par ailleurs, le choix du paramètre
Nph = 9 permet d’obtenir une erreur inférieure à 0.1% entre le calcul statistique théorique et
le calcul statistique avec la base phononique tronquée. De cette manière nous nous assurons
d’avoir une très bonne convergence des calculs numériques. Pour conclure, sur l’ensemble des
tracés illustrés par la suite, les résultats obtenus par la méthode numérique exacte seront
représentés en rouge tandis que ceux issus de la théorie PT ∗ seront représentés en noir.

5.2.1 Graphe en étoile

Pour présenter nos résultats, commençons par le réseau que nous connaissons le mieux : le
graphe en étoile. Le nombre total de sites étant fixé à NS = 6, le nombre de sites périphériques
est donc de N = 5. Rappelons que le spectre excitonique associé à ce graphe présente plusieurs
valeurs propres dégénérées (un sous-espace propre dégénéré d’ordre 4).

1 2

3

4

5 6
Figure 5.3 – Graphe en étoile.

Sur ce graphe, nous avons tout d’abord évalué l’amplitude de transition effective |G12(t)|.
Cette quantité mesure la capacité pour un état quantique superposé initialement situé sur
le site périphérique ` = 2 de se transférer vers le site de cœur ` = 1. L’évolution temporelle
de cette amplitude est représentée au temps court sur la figure 5.4a et aux temps longs sur
la figure 5.4b. Comme le montre la figure 5.4a, |G12(t)| est nulle à t = 0. Lorsque le temps
augmente, des oscillations de période 1.4Φ−1 apparaissent. Cette période est très proche de
celle connue π/(Φ

√
N) ' 1.405Φ−1 dans le cas d’un transfert excitonique libre (cf. Chapitre

2). Par ailleurs, nous retrouvons le fait que ces oscillations varient sur une amplitude typique
définie par 1/

√
N ' 0.44. Aux temps longs, le signal perd peu à peu en amplitude du fait de

la décohérence. En effet, comme l’illustre la figure 5.4b, la valeur maximale des oscillations
évolue selon une enveloppe de décohérence qui n’atteint jamais zéro. La forme de cette en-
veloppe rappelle fortement celle observée lors de notre étude de la survie de l’information au
cœur du graphe (cf. Chapitre 4). Nous retrouvons ici d’une part des récurrences partielles de
période TR ' 880Φ−1, mais aussi des super-récurrences de période 5600Φ−1 pour lesquelles
l’amplitude de transition atteint de nouveau sa valeur maximale de 0.44. Ces deux périodes
suivent typiquement TSR ' (N + 1)TR. Remarquons ici que la théorie PT ∗ reproduit avec
précision toutes les caractéristiques de la dynamique excitonique obtenue avec l’approche
exacte. Cette correspondance est telle que les deux signaux se confondent tant aux temps
courts qu’aux temps longs.

5. A l’exception du graphe apollonien qui en contient NS = 7 mais que nous ne traitons pas ici.
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(a) Transition site péri. - cœur (temps courts).
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(b) Transition site péri. - cœur (temps longs).
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(c) Transition site péri. - site péri. (temps courts).
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(d) Transition site péri. - site péri. (temps longs).

Figure 5.4 – Amplitudes de transition effectives sur le graphe en étoile.

Une très bonne correspondance entre les deux approches se retrouvent aussi lorsque l’on
se penche sur l’élément |G62(t)|. Cette amplitude mesure la capacité d’un état quantique
superposé à se transférer entre deux sites périphériques ` = 2 et ` = 6. La figure 5.4b illustre
l’évolution de cette amplitude aux temps courts. A t = 0, |G62(t)| est nulle. Lorsque le temps
augmente, le signal se met à osciller selon une période 2.8Φ−1 deux fois plus longue que
celle observée pour |G12(t)|. L’amplitude maximale atteinte est ici de 0.4. De nouveau, ces
propriétés sont proches de celles connues théoriquement dans le cadre d’une évolution libre
(cf. Chapitre 2). Nous retrouvons en effet une périodicité en 2π/(Φ

√
N) ' 2.81Φ−1 avec une

amplitude maximale définie comme 2/N = 0.4. Aux temps longs, les oscillations de |G62(t)|
sont modulées selon une enveloppe de décohérence qui de nouveau présente des récurrences.
Comme le montre la figure 5.4d, ces récurrences apparaissent selon des périodes similaires
à celles observées pour |G12(t)|. Ceci étant, une particularité intéressante émerge toutefois
concernant |G62(t)| : la décohérence compresse les oscillations du signal autour d’une valeur
centrale de 0.2.

Ainsi, malgré la forte dégénérescence présente dans le spectre du graphe en étoile, les ré-
sultats fournis par la théorie PT ∗ sont totalement équivalents à ceux obtenus avec l’approche
exacte. En d’autres termes, négliger ici l’habillage phononique dans le cas des états dégéné-
rés n’altère pas la qualité des résultats. Par ailleurs, nous voyons que même sur des temps
très longs la théorie PT ∗ capte très bien la dynamique du système. Finalement, notons une
propriété très importante : le cas du graphe en étoile montre que la période des oscillations
hautes fréquences est toujours équivalente entre les deux approches, aux temps courts comme
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aux temps longs. Or, ce comportement n’est pas singulier : il a aussi été observé pour tous
les autres graphes de cette étude. En réalité, la seule véritable différence pouvant apparaître
entre la simulation exacte et l’approche PT ∗ est liée à la modulation de l’amplitude des oscil-
lations aux temps longs, c’est à dire sur l’enveloppe de décohérence. Dans ces conditions, pour
la suite de notre étude nous concentrerons uniquement notre discussion sur la description de
cette enveloppe.

5.2.2 Graphe roue

Le deuxième cas d’étude est celui du graphe roue. Comme l’illustre la figure 5.5, ce réseau
est structurellement très proche du graphe en étoile à la différence près que chaque site
périphérique est ici connecté à son premier voisin. Le spectre associé à ce réseau présente
deux groupes distincts d’états dégénérés (deux sous-espaces propres dégénérés d’ordre 2).

1
24

5 6

3

Figure 5.5 – Graphe roue.

Sur ce réseau, nous nous sommes intéressés à l’amplitude de transition |G12(t)| qui mesure
la capacité que possède un état superposé à se transférer du site périphérique ` = 2 vers le
site de cœur ` = 1. La figure 5.6a illustre l’évolution de cette amplitude aux temps longs. En
l’occurrence, les deux signaux obtenus se superposent très bien, ce qui signifie que l’approche
PT ∗ produit des résultats en très bonne adéquation avec l’approche exacte. Concernant
l’évolution de |G12(t)|, nous voyons ici que l’enveloppe de décohérence est quasi-périodique
et présente une succession de récurrences quantiques apparaissant approximativement tous
les TR ' 1000Φ−1. Ces récurrences sont marquées par des pics d’amplitude de l’ordre de 0.3,
valeur légèrement en deçà de l’amplitude maximale apparaissant aux temps courts qui est
de l’ordre de 0.4. Une remarque importante concernant ces amplitudes de transition : sur le
graphe roue, PT ∗ décrit toujours très bien tous les processus de transfert entre la périphérie
et le cœur du graphe (et réciproquement).
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(a) Transition d’un site périphérique vers le cœur.
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(b) Transition entre deux sites périphériques.

Figure 5.6 – Amplitudes de transition effectives sur le graphe roue.
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La seconde amplitude de transition que nous avons étudiée est |G62(t)|. Elle mesure la
capacité pour un état superposé initialement situé sur le site ` = 2 de se transférer vers un
second site de la périphérie ` = 6. Comme le montre la figure 5.6b, ce cas de figure est bien
différent de tous les résultats observés jusqu’à présent. Certes, aux temps courts les deux
approches sont identiques. Cependant, après un temps de l’ordre de 800Φ−1, le calcul exact
montre que l’enveloppe de décohérence de |G62(t)| décroît jusqu’à une valeur seuil de l’ordre
de 0.4. Comportement qui n’est pas reproduit par l’approche PT ∗. Une différence se marque
alors entre les deux approches : PT ∗ surestime l’amplitude |G62(t)| et ce tout au long de
la durée de simulation. Dans le cas présent, l’approche exacte produit des oscillations aux
temps longs variant autour d’une valeur moyenne de l’ordre de 0.2 tandis qu’avec PT ∗ ces
oscillations évoluent autour de 0.35. Outre cet écart, nous voyons aussi que les récurrences
quantiques décrites par l’approche exacte ne sont pas bien reproduites par PT ∗. Nous pou-
vons quelquefois deviner la forme de certains pics, mais la plupart du temps PT ∗ ne reproduit
pas fidèlement ces récurrences. Il est important de noter que ce genre d’écart entre les deux
approches a été observé dans nos simulations numériques dès lors que l’on considérait un
transfert entre deux sites périphériques.

En conclusion, nous voyons donc que PT ∗ réussit très bien à décrire le transfert du
cœur vers la périphérie. Cependant, cette théorie échoue complètement dès lors que l’on
considère un autre type de transfert. Ce résultat vient contraster avec celui obtenu dans
le cas du graphe en étoile. En l’occurrence, un biais existe du fait que PT ∗ ne traite pas
l’information en provenance des sous-espaces dégénérés. Malgré cet échec de PT ∗, notons ici
une propriété importante que nous révèle l’approche exacte : quelle que soit l’amplitude de
transition considérée, l’enveloppe de décohérence n’atteint jamais zéro.

5.2.3 Graphe chapeau

Le troisième cas d’étude est celui du graphe chapeau. Comme l’illustre la figure 5.7, ce
réseau peut être décomposé en deux sous-structures : une chaîne composée de 5 sites formant
la base du chapeau, et un site singulier auquel chaque site de la base est rattaché et qui forme
le sommet du chapeau.

1

2 3 4 5 6
Figure 5.7 – Graphe chapeau.

Le choix de ce réseau n’a pas été fait au hasard. En effet, de par sa structure le graphe
chapeau est intimement lié au graphe roue étudié précédemment. Comme l’illustre la figure
5.8, pour passer du graphe roue au graphe chapeau il suffit de procéder en deux étapes :
i)Supprimer le lien connectant les deux sites périphériques ` = 2 et ` = 6, ii)Replier les sites
périphériques encore connectés vers le bas.

Graphe chapeau
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Graphe roue
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Figure 5.8 – Transition du graphe roue → chapeau : brisure de symétrie par suppression d’un lien.
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Cette simple manipulation a pour effet de briser la symétrie rotationnelle du graphe roue,
ce qui engendre la destruction complète des dégénérescences excitoniques. Le réseau chapeau
résultant devient donc un candidat très particulier pour l’approche PT ∗. Dans ce cas précis,
la théorie PT ∗ pourra traiter chaque effet d’habillage phononique associé à chaque état |χ̃µ〉
sans faire d’exception.

Dans ce contexte, nous avons tout d’abord étudié l’amplitude |G12(t)| qui décrit la capacité
pour un état superposé initialement situé sur le site de la base ` = 2 de se transférer vers
le sommet ` = 1. La figure 5.9a illustre l’évolution de cette amplitude aux temps longs. La
première remarque que nous pouvons faire ici est qu’il existe une superposition parfaite entre
les signaux obtenus par les deux approches tant aux temps courts qu’aux temps longs. La
théorie PT ∗ décrit donc très bien la dynamique du système. Concernant l’évolution du signal,
nous voyons ici que l’enveloppe de décohérence décroît sur une durée de l’ordre de 800Φ−1

jusqu’à une valeur seuil de 0.3. Après ce passage, les oscillations haute fréquence se stabilisent
autour d’une valeur moyenne de l’ordre de 0.15. L’enveloppe de décohérence présente alors
des récurrences nettement moins marquées que dans les précédents cas.
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(a) Transition d’un site de la base vers le site du sommet.
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(b) Transition entre deux sites de la base.

Figure 5.9 – Amplitudes de transition effectives sur le graphe chapeau.

Comme illustré sur la figure 5.9a, nous nous sommes ensuite intéressés à l’amplitude
|G62(t)|. Cet élément décrit la capacité pour un état superposé initialement situé sur le site
` = 2 de se transférer vers le site opposé ` = 6. De nouveau, notons que les signaux obtenus
par les deux approches se superposent parfaitement, ce qui signifie que PT ∗ capte très bien
la physique du système. Dans le cas présent, l’enveloppe de décohérence présente une succes-
sion de récurrences bien marquées de période TR = 2500Φ−1. Les récurrences quantiques qui
apparaissent admettent une amplitude maximale de 0.7, ce qui est très proche de la valeur
maximale de 0.85 relevée au temps courts. Parmi tous les cas observés, il s’agit de l’un des
comportements les plus réguliers que nous avons pu voir aux cours de nos investigations.

Pour conclure, notons que l’excellente concordance des résultats obtenus entre les deux
approches a aussi été observée pour toutes les autres amplitudes de transition effectives
sur ce graphe. Par ailleurs, nous aimerions ici rappeler le fait que le graphe chapeau est une
structure qui découle de celle du graphe roue par suppression d’un lien. Nous voyons ainsi que
la brisure de symétrie produite permet de passer du graphe roue pour lequel PT ∗ fonctionne
partiellement, au graphe chapeau pour lequel PT ∗ fonctionne parfaitement.
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5.2.4 Graphe complet

Le quatrième cas d’étude est celui du graphe complet. Cette structure avait déjà été
rencontrée dans le précédent chapitre lorsque nous avions abordé le contexte de réseau pho-
nonique. En l’occurrence, le graphe complet est formé par un ensemble de site tous connectés
entre eux. Comme l’illustre la figure 5.10, la structure de ce réseau présente une invariance
rotationnelle. On notera que ce graphe est celui qui présente la plus forte dégénérescence
parmi tous les cas étudiés (un sous-espace dégénéré d’ordre 5).
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Figure 5.10 – Graphe complet.

Les sites étant tous identiques, nous nous sommes intéressés aux deux seules amplitudes
de transition effectives possibles : |G66(t)| et |G62(t)|. L’élément |G66(t)| encode la survie
de l’information sur le site ` = 6. Le second élément |G62(t)| mesure la capacité pour que
cette information se délocalise vers le site ` = 2. Les résultats obtenus aux temps longs sont
présentés par les figures 5.11a et 5.11b.
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Figure 5.11 – Amplitudes de transition effectives sur le graphe complet.

Comme le montre la figure 5.11a, la théorie PT ∗ échoue complètement pour décrire le
transfert d’information entre deux sites. En l’occurrence, PT ∗ produit un signal |G62(t)|
présentant des récurrences périodiques en TR = 1250Φ−1 et évoluant autour d’une valeur
moyenne de l’ordre de 0.18. En comparaison, la forme du signal produit par l’approche exacte
est bien plus complexe. Cette dernière présente des modulations d’amplitude plus ou moins
prononcées dans le temps produisant parfois une quasi-extinction du transfert. Ceci étant, il
est intéressant de voir que les récurrences quantiques produites par l’approche exacte suivent
tout de même d’assez près la périodicité du signal généré par PT ∗. Malgré tout, nous voyons
sur ce tracé qu’un biais conséquent existe menant l’approche PT ∗ à surestimer l’amplitude de
|G62(t)|. Les effets de ce biais sont d’autant plus visibles lorsque l’on s’intéresse à la survie de
l’information sur le site initial ` = 6. Comme le montre la figure 5.11b, l’approche PT ∗ produit
un signal |G66(t)| très simple de période TR = 1250Φ−1 et centré sur une valeur moyenne de
l’ordre de 0.85. Comparativement, l’approche exacte produit un signal clairement plus com-
plexe présentant des super-récurrences quantiques. Ces récurrences apparaissent selon une
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période deux fois plus longue de l’ordre de TR = 2600Φ−1. Par ailleurs, ces super-récurrences
sont entrecoupées par des phases de forte décroissance que la théorie PT ∗ ne reproduit pas.
De nouveau, la théorie PT ∗ surestime l’amplitude du signal considéré.

Pour conclure, la remarque importante ici est que quelle que soit l’amplitude de transition
étudiée, la théorie PT ∗ ne décrit pas bien la dynamique du système. De manière générale,
PT ∗ surestime les amplitudes de transition et ne capte pas toutes les modulations produites
par l’approche exacte aux temps longs. Il s’agit là du cas de figure le plus négatif que nous
avons pu observer au cours de notre étude "PT ∗ vs. approche exacte".

5.2.5 Graphe complet avec désordre

Nous allons finalement aborder le cas du graphe complet en présence de désordre. Il s’agit
du même graphe que celui étudié précédemment mais sur lequel nous avons modifié les valeurs
des fréquences de Bohr locales de chaque qubit. Pour ce faire, nous avons simplement réalisé
un tirage aléatoire de chaque fréquence de Bohr comme ω` = ω0 +δω` avec δω` une fréquence
aléatoire tirée de manière uniforme dans l’intervalle [−0.5Φ, 0.5Φ]. En procédant ainsi, nous
générons un désordre local sur le graphe ayant pour effet de briser la symétrie du réseau et
de lever complètement la dégénérescence du spectre excitonique.
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Figure 5.12 – Graphe complet avec désordre.

Pour ce graphe, nous nous sommes penchés sur les mêmes éléments que ceux étudiés dans
le cas du graphe complet ordonné : |G66(t)| et |G62|. Les figures 5.13a et 5.13b illustrent les
résultats obtenus aux temps longs.
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Figure 5.13 – Amplitudes de transition effectives sur le graphe complet avec désordre.

Dans le cas présent, l’évolution de l’amplitude de transition |G62(t)| montre une adéqua-
tion parfaite entre les deux approches. La théorie PT ∗ reproduit très bien les résultats obtenus
avec la théorie exacte. Concernant le signal |G62(t)|, l’enveloppe de décohérence diffère lé-
gèrement de celle observée dans le cadre d’un graphe complet ordonné. Le signal présente
une succession de récurrences périodiques selon la période TR = 1250Φ−1 et ce jusqu’à un
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temps de l’ordre de 6250Φ−1. Au delà de ce temps, l’enveloppe du signal |G62| se stabilise
autour d’une valeur maximale de 0.2 et les oscillations hautes fréquence évoluent alors au-
tour d’une moyenne de l’ordre de 0.1. De la même manière, l’évolution de l’amplitude de
survie |G66(t)| démontre que l’approche PT ∗ corrobore très bien les résultats obtenus avec
l’approche exacte. Ceci étant, l’enveloppe de décohérence de |G66(t)| diffère de celle observée
dans le cas du graphe complet ordonné. Elle n’admet plus de forte décroissance mais présente
plutôt un comportement périodique plus stable. Des récurrences quantiques apparaissent se-
lon une période TR = 1300Φ−1 et le signal évolue autour d’une moyenne de l’ordre de 0.45.

Pour conclure, notons que l’excellente concordance des résultats obtenus entre les deux
approches a aussi été observée pour toutes les autres amplitudes de transition effectives. Par
ailleurs, nous aimerions ici mettre en avant l’effet important qu’apporte l’adjonction d’un
désordre sur un graphe. La brisure de symétrie engendrée par le désordre permet de passer
du graphe présentant les plus mauvais résultats pour la théorie PT ∗, à un graphe pour lequel
PT ∗ fonctionne très bien.

5.3 Discussion générale

Nous allons maintenant discuter des propriétés importantes observées lors de notre étude.
Pour ce faire, nous allons d’abord détailler nos observations concernant l’efficacité de PT ∗
en présence d’une dégénérescence dans le spectre excitonique. Dans un second temps, nous
introduirons un critère permettant de prédire la pertinence de la théorie PT ∗ en présence
de dégénérescences. Finalement, nous discuterons des avantages et des inconvénients de la
méthode PT ∗ par rapport à la méthode numérique exacte.

5.3.1 Efficacité de PT ∗ : dégénérescence et amplitudes de transition

La première remarque importante que nous pouvons faire est que la théorie PT ∗ est
très efficace dès lors que le graphe considéré ne présente pas de dégénérescences. Les deux
exemples présentés précédemment, le graphe chapeau et le graphe complet avec désordre, en
sont la preuve même. Dans ces conditions, une correspondance parfaite s’établit tant aux
temps courts qu’aux temps longs entre les signaux produits par PT ∗ et l’approche exacte.
La théorie PT ∗ fournit alors d’excellents résultats quelle que soit l’amplitude de transition
étudiée. Ceci étant, rappelons que ces deux graphes particuliers émergent directement d’une
brisure de symétrie occasionnée sur deux graphes présentant à l’origine des dégénérescences :
le graphe roue et le graphe complet. Or sur ces deux réseaux, les résultats fournis par la
théorie PT ∗ sont généralement de moins bonne qualité. En effet, PT ∗ a tendance à sures-
timer la valeur exacte des amplitudes de transition effectives. Sur le graphe complet, cette
surestimation a été observée pour tous les types de transfert. Toutefois, sur le graphe roue,
ce comportement n’apparaît que pour des amplitudes de transition entre deux sites périphé-
riques. La théorie PT ∗ ne capte pas bien ces transferts, cependant cette dernière décrit très
bien tous les transferts entre le cœur et la périphérie du graphe.

Dans ce contexte, nous pourrions alors nous demander : pourquoi une telle différence de
comportement entre ces deux types d’amplitude de transition ?

En réalité, l’origine de ce phénomène est liée à la nature des états impliqués dans le calcul
des amplitudes de transition. Pour le comprendre, nous avons réalisé différentes simulations
numériques annexes. Nos investigations ont montré que quel que soit le graphe considéré,
les nouveaux états propres excitoniques |χ̃µ〉 étaient toujours structurellement identiques aux
états propres initiaux |χk〉. Ainsi, à l’instar du graphe en étoile, seules les valeurs propres
des états propres excitoniques sont modifiées par la présence des phonons. De plus, nos
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investigations ont montré que les éléments prépondérants du propagateur effectif étaient
diagonaux dans la base des états |χk〉. Dans ces conditions, une amplitude de transition
effective peut être approximée simplement comme

G``0(t) '
∑
k

〈`|χk〉〈χk|`0〉Gkk(t) (5.13)

Cette équation montre une propriété importante : pour qu’un état |χk〉 participe au trans-
fert d’information d’un site initial `0 vers un second site ` il doit nécessairement posséder des
projections non-nulles sur ces deux sites. Or, sur le graphe roue 6 les états dégénérés ne pos-
sèdent jamais de projection sur le cœur central. Ainsi, lorsque PT ∗ est utilisée pour décrire
des processus de transfert du cœur vers la périphérie, le calcul réalisé ne présente pas de
biais car seuls des états non-dégénérés participent à la dynamique. La qualité du résultat
devient similaire à celle observée pour des graphes ne présentant pas de dégénérescence. La
théorie PT ∗ est donc très efficace. Cette efficacité change toutefois lorsque l’on considère le
transfert entre deux sites périphériques du graphe roue. Dans ce contexte, des états dégénérés
participent au transfert et un biais est alors introduit dans la théorie PT ∗. Ce même biais
apparaît lorsque l’on considère le cas du graphe complet. Sur ce réseau, la dégénérescence est
si forte que toutes les amplitudes de transition font appel à des états dégénérés. Raison pour
laquelle, il s’agit là du graphe pour lequel la théorie PT ∗ ne s’illustre jamais.

Ainsi, nous comprenons mieux pourquoi la théorie PT ∗ peut parfois réussir à décrire effi-
cacement un processus de transfert sur un graphe comportant à la base des dégénérescences.
Ceci étant, cette explication peut nous laisser quelque peu dubitatifs. En effet, parmi les
réseaux étudiés précédemment, nous avons pu voir que la théorie PT ∗ présentait de très bons
résultats sur le graphe en étoile quel que soit le type de transfert étudié. Or, nous savons que
ce graphe présente des états dégénérés intervenant dès lors que l’on considère un processus
dynamique entre différents sites de la périphérie du graphe (cf. Chapitre 2). Pourquoi, malgré
la présence de ces dégénérescences, la théorie PT ∗ reste-t-elle très efficace sur ce graphe ?

5.3.2 Mesure d’efficacité de PT ∗ en présence de dégénérescence

Pour répondre à cette question, nous nous sommes penchés sur les propriétés encodées
au sein des sous-espaces dégénérés. En effet, comme présenté dans le Chapitre 3, la théorie
PT ∗ est basée sur l’hypothèse qui consiste à négliger l’habillage subi par les phonons lorsque
ceux-ci sont accompagnés d’un exciton qui occupe un état dégénéré. En d’autres termes, cette
hypothèse suppose que l’on puisse ignorer l’influence, sur la dynamique excito-phononique, de
toute restriction de la matrice de saut phononique Λ à un sous-espace excitonique dégénéré.
Dès lors, pour vérifier la pertinence de cette hypothèse, nous avons cherché à caractériser
l’information non-traitée par la théorie PT ∗ lorsque l’on néglige ces matrices.

Pour introduire notre démarche, considérons un sous-espace d’états excitoniques dégéné-
rés que l’on notera D. Soit ΛD la restriction à ce même sous-espace de la matrice de saut
phononique Λ. Cette matrice étant hermitienne, elle peut être diagonalisée comme

ΛD =
∑
Q

∆ΩQ|Q)〉〈(Q| (5.14)

où nous avons introduit les valeurs propres ∆ΩQ de la matrice ainsi que les vecteurs propres
|Q)〉 qui doivent être projetés sur les couples d’états |χ̃µ, `)〉 ≡ |χ̃µ〉|`), avec |χ̃µ〉 les états
excitoniques du sous-espace dégénéré. La diagonalisation de la matrice ΛD fournit des in-
formations sur l’intensité des processus de transport phononiques qui prennent naissance
lorsque l’exciton occupe le sous-espace dégénéré D. Cette intensité est encodée dans les va-
leurs propres ∆ΩQ, valeurs propres dont l’influence est négligée dans le cas de la théorie

6. C’est aussi le cas sur le graphe Apollonien, le graphe en étoile . . . .
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PT ∗. Dès lors, pour mesurer la force de ces processus, nous employons un outil très simple :
le rayon spectral 7. Par définition, le rayon spectral d’une matrice ΛD correspond simplement
à la plus grande des valeurs propres de cette matrice, en valeur absolue.

Partant de cet outil nous avons alors, pour chaque graphe étudié, évalué numériquement
le rayon spectral de toutes les matrices ΛD associées aux différents sous-espaces excitoniques
dégénérés. Parmi toutes les mesures produites, nous avons retenu la quantité RD qui repré-
sente le plus grand des rayons spectraux. En opposition à cette mesure, nous avons évalué
le rayon spectral associé a chaque matrice Λ(µ) représentant l’habillage phononique produit
lorsque l’exciton se trouve dans un état |χ̃µ〉 non-dégénéré. De manière similaire, nous avons
retenu la quantité RND qui représente le plus grand des rayons spectraux obtenus.

Pour mesurer l’efficacité de PT ∗ en présence de dégénérescences, le critère que nous
avons introduit est très simple : nous comparons RD et RND. En somme, si RD � RND

ou RD ∼ RND alors l’intensité des processus de transport phononiques apparaissant lorsque
l’exciton occupe un état dégénéré est supérieure ou égale à celle des processus encodés dans
les matrices Λ(µ). Les contributions associées aux sous-espaces dégénérés ne peuvent donc
pas être négligées et la théorie PT ∗ doit alors perdre en efficacité. Dans le cas contraire, si
RND � RD alors l’intensité des processus de transport phononiques encodés dans les matrices
Λ(µ) sont plus importants que ceux associés aux sous-espaces dégénérés. La théorie PT ∗ doit
alors être très efficace. Pour démontrer la pertinence de ce critère, nous avons regroupé au
sein du tableau 5.2 les valeurs de RD et RND obtenues numériquement pour tous les graphes
étudiés qui admettent des dégénérescences dans leur spectre excitonique.

RD RND

Graphe en étoile 7.5× 10−5Φ 6.7× 10−3Φ
Graphe roue 4.5× 10−3Φ 2.5× 10−2Φ
Graphe complet 1.6× 10−2Φ 5.0× 10−3Φ
Graphe fourche 2.5× 10−5Φ 6.0× 10−3Φ
Graphe H 2.5× 10−7Φ 5.3× 10−2Φ
Graphe Appolonien 5.0× 10−3Φ 5.3× 10−3Φ

Tableau 5.2 – Rayons spectraux des sous-espaces dégénérés et non-dégénérés des graphes étudiés.

La première ligne de ce tableau montre que pour le graphe en étoile RND � RD. Dans
ces conditions, tous les processus de transport phononiques émergeant lorsque l’exciton oc-
cupe un état dégénéré sont négligeables. Ceci explique pourquoi, malgré les dégénérescences
associées à ce graphe, la théorie PT ∗ fournit d’excellents résultats quel que soit l’amplitude
de transition effective considérée. La seconde ligne du tableau montre que pour le graphe
roue RD ∼ RND. Pour ce réseau, les processus de transport phononiques émergeant lorsque
l’exciton occupe un état dégénéré ne peuvent pas être négligés. Ceci explique pourquoi PT ∗
échoue lors de l’évaluation des amplitudes de transition effectives impliquant l’action d’état
excitoniques dégénérés. La troisième ligne du tableau montre que pour le graphe complet
RD � RND. Pour ce réseau, les processus de transport phononiques émergeant lorsque
l’exciton occupe un état dégénéré sont prépondérants. Cette propriété explique pourquoi la
théorie PT ∗ échoue complètement pour reproduire les résultats obtenus par l’approche exacte.

Pour conclure, notons que ce critère a aussi pu faire ses preuves sur tous les autres
graphes présentant des dégénérescences. Sans trop entrer dans les détails, nous avons observé
par exemple qu’à l’instar du graphe en étoile, PT ∗ décrivait très bien toutes les amplitudes
de transition sur le graphe H et le graphe fourche. Or comme le montre les lignes 4 et 5 du
tableau 5.2, les valeurs des rayons spectraux observés pour ces graphes sont RND � RD.

7. Lax, P. D. (2002). Functional Analysis. Pure and Applied Mathematics (New York).

110



CHAPITRE 5. COMPARAISON ENTRE LA THÉORIE PT ∗ ET UNE APPROCHE
NUMÉRIQUE EXACTE

Ce qui explique pourquoi PT ∗ fonctionne très bien sur ces réseaux. Dans une autre mesure,
nous avons observé qu’à l’instar du graphe roue, PT ∗ ne permettait pas de décrire sur le
graphe Appolonien des transferts entre états périphériques (les états dégénérés s’étendant
essentiellement sur ces sites). Or comme le montre la dernière ligne du tableau 5.2, pour ce
graphe RND ∼ RD. Ce qui explique pourquoi PT ∗ est défaillante sur ce graphe.

5.3.3 Conclusions : théorie PT ∗ vs. approche exacte

Pour conclure cette discussion, réalisons un bref récapitulatif des grands résultats de
notre étude. Premièrement, nous avons vu que la théorie PT ∗ fournissait toujours de très
bons résultats lorsque le graphe considéré ne présentait pas de dégénérescence. La justesse
des résultats se vérifiant tant aux temps courts qu’aux temps longs. Deuxièmement, nous
avons vu que PT ∗ pouvait aussi fournir de très bons résultats sur des graphes possédant
un spectre dégénéré, tant que l’amplitude de transition considérée ne fait pas appel à des
états dégénérés. Dans ces conditions, la qualité des résultats est équivalente à celle obtenue
dans le cas des graphes non-dégénérés. Troisièmement, nous avons introduit un critère simple
permettant de prédire l’efficacité de la théorie PT ∗ pour décrire des processus de transfert
faisant appel à des états dégénérés.

Dans ce contexte, la théorie PT ∗ se révèle donc très fiable tant que les états excito-
niques dégénérés ne produisent pas d’habillages phononiques importants. En comparaison,
l’approche exacte possède l’avantage de fournir des résultats justes en toutes circonstances.
Cependant, cette approche possède aussi un gros inconvénient : son coût numérique. En ef-
fet, l’utilisation de la méthode exacte devient très vite impossible dès lors que l’on souhaite
étudier des graphes de taille importante. Dans ces conditions, la taille de la matrice Hamil-
tonienne exciton-phonon explose au même titre que les durées de simulations. Pour donner
une idée du temps de calculs, prenons les conditions dans lesquelles nous avons réalisé notre
étude : NS = 6 sites et avec Nph = 9 phonons. En l’occurrence, en ayant parallélisé nos
codes de simulation et en utilisant une routine de diagonalisation issue de la librairie INTEL
MKL, la simulation de 105 pas de temps nécessite un temps de calcul de T exacteSIM = 35h.
Comparativement, sans optimisation numérique d’aucune sorte, la théorie PT ∗ peut fournir
des résultats équivalents en l’espace de TPT ∗SIM = 10s. Ce gain de temps plus que conséquent
est lié au fait que PT ∗ implique de manipuler plusieurs petites matrices de dimension NS .
En contrepartie, l’approche exacte implique la manipulation d’une très grande matrice de
dimension NS × (Nph +NS)!/(Nph!NS !).

Au delà de cet avantage pratique, la théorie PT ∗ surpasse aussi l’approche exacte sur un
point important : l’interprétation physique. En effet, simuler la dynamique exciton-phonon
au moyen de l’approche exacte permet certes d’obtenir des résultats, mais cette méthode ne
nous renseigne en rien sur la physique encodée au sein du système. La théorie PT ∗ quant à
elle nous donne accès en profondeur aux interactions exciton-phonons se produisant sur un
graphe. Et comme démontré dans le cas du graphe en étoile (cf. Chapitre 4), la caractérisa-
tion des différents processus d’habillage permet de connaître toutes les modulations agissant
sur le transport quantique à courts et longs termes.

Pour conclure, nous aimerions ouvrir notre discussion sur une idée intéressante que nous
n’avons pas eu l’occasion de concrétiser : une méthode hybride mêlant à la fois PT ∗ et
l’approche exacte. L’idée serait ici de prendre pour base la théorie PT ∗ afin de traiter tous
les processus d’habillage associés à des états excitoniques non-dégénérés. Pour compléter cette
approche, des simulations exactes seraient utilisées afin de traiter les processus d’habillages
associés à chaque sous-espace excitonique dégénéré. Cette méthode hybride permettrait ainsi
de réunir le meilleur des deux mondes et pourrait résoudre tous biais introduits par PT ∗.
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A method combining perturbation theory with a simplifying ansatz is used to describe the exciton-phonon
dynamics in complex networks. This method, called PT∗, is compared to exact calculations based on the numerical
diagonalization of the exciton-phonon Hamiltonian for eight small-sized networks. It is shown that the accuracy
of PT∗ depends on the nature of the network, and three different situations were identified. For most graphs, PT∗

yields a very accurate description of the dynamics. By contrast, for the Wheel graph and the Apollonian network,
PT∗ reproduces the dynamics only when the exciton occupies a specific initial state. Finally, for the complete
graph, PT∗ breaks down. These different behaviors originate in the interplay between the degenerate nature of
the excitonic energy spectrum and the strength of the exciton-phonon interaction so that a criterion is established
to determine whether or not PT∗ is relevant. When it succeeds, our study shows the undeniable advantage of PT∗

in that it allows us to perform very fast simulations when compared to exact calculations that are restricted to
small-sized networks.
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I. INTRODUCTION

In molecular crystals and large molecules, the study of
exciton dynamics has a long history [1] that can be traced
back to the seminal works of Agranovich [2], Davydov [3], and
Silbey [4,5], to name but a few. Understanding how excitons
carry energy is a key step in explaining many phenomena in
physics, chemistry, and biology [6]. Nowadays, this knowledge
is exploited to design technological devices with specific
properties. Among the many examples are artificial light
harvesting systems [7], organic light-emitting diodes [8],
J-aggregates with specific optical properties [9], and exciton
transistors [10].

Recently, it has been suggested that exciton propagation
in molecular networks may be used to perform scalable
quantum computing [11–13]. For instance, the exciton is a
good candidate to promote high-fidelity quantum-state transfer
(QST) at the nanoscale, a fundamental task to ensure an
ideal communication within and between computers [14].
Depending on how the information is encoded, different
strategies have been elaborated upon that involve, for example,
electronic excitons in an array of quantum dots [15,16], spin
excitations in Heisenberg ferromagnets [17–19], phonons in
low-dimensional crystals [20–22], and vibrons in molecu-
lar nanowires [23]. Similarly, exciton delocalization in a
hyperbranched molecule defines a physical realization of a
continuous-time quantum walk (CTQW) [24]. CTQWs are
a very active research topic due to their potential use in
developing quantum algorithms [25,26]. Their powerfulness
was demonstrated to solve various problems, such as the
element distinctness problem [27], the hitting problem [28],
and the quantum search problem [29,30]. Consequently,
CTQWs have been characterized in a great variety of networks,

*vincent.pouthier@univ-fcomte.fr

including dendrimers [31], trees [32,33], Apollonian net-
works [34,35], fractals [36,37], small-world networks [38],
and star graphs [39–43].

In that context, exciton-mediated QST or CTQWs require
that the exciton keeps its coherent wavelike nature over a
sufficiently long time. Unfortunately, in a realistic system,
the exciton does not propagate freely. It interacts with the
remaining degrees of freedom of the medium that usually form
a phonon bath responsible for quantum decoherence [44]. In
large molecules, the phonons act as a reservoir that is insensi-
tive to the exciton [45], and the Born-Markov approximation
is legitimate. The dynamics is well-described by a generalized
master equation (GME) that accounts for the irreversible
decay of the coherence. By contrast, in finite-size lattices, the
phonons no longer form a reservoir [46]. The Born-Markov
approximation fails to capture the exciton dynamics, and the
GME approach breaks down [47]. To overcome this problem,
we recently introduced a method based on the operatorial
formulation of perturbation theory (PT) [48,49]. Within this
method, the exciton and the phonons are treated on an equal
footing. The dynamics is governed by an effective Hamiltonian
that takes exciton-phonon entanglement into account: the
exciton gets dressed by a virtual phonon cloud, and the
phonons are dressed by virtual excitonic transitions. Quantum
decoherence occurs mainly because dressed phonons and free
phonons evolve differently.

Until now, PT has been successfully applied in finite-size
chains [48,49]. It provides a powerful tool for describing the
spectral properties of the exciton-phonon Hamiltonian, and it
is particularly suitable for characterizing the exciton dynamics.
However, the powerfulness of the method is intimately related
to the nondegenerate nature of the exciton spectra in linear
chains. In complex networks, a different situation arises since
the corresponding spectra usually exhibit more or less highly
degenerate energy levels. In that case, the method requires
additional numerical diagonalizations that may drastically

2470-0045/2017/96(2)/022304(12) 022304-1 ©2017 American Physical Society
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increase the numerical cost of the procedure. To overcome
this difficulty, we have proposed a simplifying ansatz [50,51].
From a detailed study of the star graph, it has been observed
that when the phonons are accompanied by an exciton that
occupies a degenerate eigenstate, their dynamics are basically
described by the unperturbed phonon Hamiltonian. In other
words, the phonon dressing effect is negligible when the
exciton lies in a degenerate subspace. Although such an
approximation successfully captures the dynamics in a star
graph, the fundamental question arises as to whether it can be
generalized to other graph families.

In that context, the aim of the present paper is to check
the relevance of PT when it is combined with the previous
ansatz. To proceed, this approach will be compared with
exact calculations based on the numerical diagonalization
of the exciton-phonon Hamiltonian. We shall consider the
Holstein model [52], which refers to an exciton coupled
with optical phonons, i.e., a model currently used to describe
excitons in molecular crystals [53]. Both approximate and
exact simulations will be carried out to describe the time
evolution of the excitonic coherences in various networks.
These coherences are the elements of the exciton reduced
density matrix that measure the ability of the exciton to
develop or to maintain superpositions involving the vacuum
and one-exciton states. They thus correspond to key quantities
whose knowledge is required for defining QST and CTQWs.
Note that in this work, which is clearly more formal than
applied, we focus our attention on the standard structures
usually considered in quantum graph theory (see Fig. 1). This
work can thus be viewed as a necessary step to validate our
approach. The next step will be to consider more realistic
structures such as dendrimers or light-harvesting complexes.

The paper is organized as follows. In Sec. II, the graphs we
consider are described, and the exciton-phonon Hamiltonian
is defined. Then, the perturbation theory is summarized and
the excitonic coherences are defined. In Sec. III, a numerical
analysis is performed to describe the time evolution of the
excitonic coherence using both perturbation theory and exact
calculations. Finally, the results are discussed in Sec. IV.

II. THEORETICAL BACKGROUND

A. Exciton-phonon Hamiltonian

The various networks we consider correspond to the graphs
displayed in Fig. 1. Each graph G = {S,L} consists of a set
of N sites S, and a set of links L that connect sites. The sites
are labeled by the index � = 1, . . . ,N , and the notation (�,�′)
stands for the link between two sites � and �′. Within these
notations, the graph is completely described by the so-called
adjacency matrix A�,�′ . It reduces to 1 if � and �′ correspond
to connected sites, otherwise it vanishes:

A��′ =
{

1 if (�,�′) ∈ L,

0 otherwise. (1)

In that context, the exciton dynamics on a graph is modeled
as follows. Each site � is occupied by a molecular subunit
whose internal dynamics is described by a two-level system
with Bohr frequency ω0. Let |�〉 denote the state in which the
�th two-level system occupies its first excited state, the other
two-level systems remaining in their ground state. Similarly,
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FIG. 1. Representation of the networks considered in this paper.
(a) The star graph, (b) the wheel graph, (c) the H graph, (d) the hat
graph, (e) the fork graph, (f) the Apollonian network, (g) the complete
graph, and (h) the random complete graph.

let |�〉 stand for the vacuum state in which all the two-level
systems occupy their ground state. The exciton Hamiltonian
that governs both the zero- and the one-exciton dynamics is
thus defined as (within the convention h̄ = 1)

HA =
N∑

�=1

ω0|�〉〈�| +
N∑

�=1

N∑
�′=1

���′ |�〉〈�′|, (2)

where ���′ = �A��′ is the exciton hopping matrix. It reduces
to a constant � when � and �′ correspond to connected
sites, otherwise it vanishes. The Hamiltonian HA acts in the
Hilbert space EA whose dimension is equal to N + 1. Its
diagonalization yields the unperturbed one-exciton eigenstates
|χk〉, with k = 1, . . . ,N , the corresponding eigenenergies
being denotes εk . Within this notation, the exciton Hamiltonian
is finally written as

HA =
N∑

k=1

εk|χk〉〈χk|. (3)

According to the Holstein model, the exciton interacts with
N independent oscillators localized on each site of the graph
and with frequency �0. These oscillators form a set of optical
phonons whose Hamiltonian HB acts in the Hilbert space EB .
In terms of the standard phonon operators a

†
� and a�, HB is
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written as

HB =
N∑

�=1

�0a
†
�a�. (4)

Within the so-called deformation potential model [6], the
exciton-phonon interaction results from the modulation of
the Bohr frequency of each two-level system induced by the
local oscillators. The corresponding coupling Hamiltonian is
written as

V =
N∑

�=1

M (�)(a†
� + a�), (5)

where M (�) = �0|�〉〈�| is expressed in terms of the exciton-
phonon coupling strength �0. Acting in EA only, M (�) is
diagonal in the local basis {|�〉}, the �th element representing
the influence of the �th optical phonon on the �th two-level
Bohr frequency. By contrast, in the exciton eigenbasis {|χk〉},
M (�) is no longer diagonal. Its elements are defined as

M
(�)
kk′ = �0χ

∗
k�χk′�, (6)

where χk� = 〈�|χk〉 is the exciton wave function.
The exciton-phonon system is governed by the Hamilto-

nian H = H0 + V , where H0 = HA + HB is the unperturbed
Hamiltonian. The corresponding Hilbert space E = EA ⊗ EB

is partitioned into two independent subspaces: E = E0 ⊕ E1.
In the zero-exciton subspace E0, V = 0. The exciton-phonon
eigenstates are the unperturbed states involving the tensor
products between the vacuum |�〉 and the phonon number
states |{n�}〉 = |n1, . . . ,nN 〉. They describe n� free phonons
with energy n��0 localized on each site �. In the one-exciton
subspace E1, V turns on. The unperturbed states |χk〉 ⊗ |{n�}〉
are no longer eigenstates of H . They refer to free phonons
accompanied by an exciton in state |χk〉 whereas the exact
eigenstates correspond to entangled exciton-phonon states.

In the following, we shall restrict our attention to the
so-called nonadiabatic weak-coupling limit: � 
 �0 (nona-
diabatic limit) and �0 ≤ �0 (weak-coupling limit). Note that
such a situation corresponds, for instance, to high-frequency
vibrational excitons (vibrons) propagating in a molecular
lattice [54]. In that case, there is no resonance between the
coupled unperturbed states, and second-order PT can be used
to treat the coupling V .

B. Quasidegenerate perturbation theory

As discussed in great detailed in Refs. [50,51], the coupling
V is partially removed using quasidegenerate PT [55]. To
proceed, we introduce a transformation U = exp(S) that gen-
erates a new point of view in which the effective Hamiltonian
Ĥ = UHU † defines a phonon-conserving Hamiltonian that
is block-diagonal in the unperturbed basis. Within PT, S is
expanded as a Taylor series with respect to V so that the
diagonalization is achieved at a given order. In the original
point of view, the corresponding system eigenstates involve the
transformation U † so that they no longer describe independent
excitations but refer to entangled exciton-phonon states.

Up to second order, the transformed Hamiltonian is ex-
pressed as

Ĥ = HA + δHA +
N∑

�=1

N∑
�′=1

[�0δ��′ + 
��′]a†
�a�′ , (7)

where δHA and 
��′ are operators in EA whose matrix elements
are defined as (in the unperturbed basis {|χk〉})

δHAk1k2 = 1

2

N∑
�=0

N∑
k=0

M
(�)
k1k

M
(�)
kk2

εk1 − εk − �0
+ M

(�)
k1k

M
(�)
kk2

εk2 − εk − �0
,


��′k1k2 = 1

2

N∑
k=0

M
(�)
k1k

M
(�′)
kk2

εk1 − εk + �0
+ M

(�′)
k1k

M
(�)
kk2

εk2 − εk − �0

+1

2

N∑
k=0

M
(�′)
k1k

M
(�)
kk2

εk1 − εk − �0
+ M

(�)
k1k

M
(�′)
kk2

εk2 − εk + �0
. (8)

In Eq. (7), δHA is the correction of the exciton Hamiltonian
that results from the coupling with the phonons. It originates
from the spontaneous emission of a phonon during which the
exciton is scattered from |χk1〉 to |χk〉. Because the energy
is not conserved during this scattering process, the emitted
phonon is immediately reabsorbed and the exciton is again
scattered from |χk〉 to |χk2〉. Therefore, the exciton no longer
propagate freely and it is dressed by a virtual phonon cloud.
The dressed exciton forms a small polaron whose dynamics is
governed by the effective Hamiltonian ĤA = HA + δHA. The
diagonalization of ĤA yields the polaron eigenstates {|χ̂μ〉},
with μ = 1, . . . ,N , and the corresponding eigenenergies ε̂μ,
so that

ĤA =
N∑

μ=1

ε̂μ|χ̂μ〉〈χ̂μ|. (9)

In Eq. (7), 
��′ is the phonon hopping constant matrix that
accounts for the correction of the phonon Hamiltonian. It has
two origins. First, a phonon can be absorbed on a particular site
� giving rise to an excitonic transition. Because this transition
does not conserve energy, the phonon is immediately reemitted
but on another site �′. Second, a phonon localized on a site � can
favor the stimulated emission of a second phonon during which
the exciton realizes a transition. But, as discussed previously,
the emitted phonon is immediately reabsorbed on a second
site �′. Both mechanisms are virtual processes indicating that
the phonons are dressed by virtual transitions realized by the
exciton.

Strictly speaking, the phonon hopping constant matrix is
an operator acting in the exciton subspace EA. It thus provides
additional modifications of the polaron eigenstates, making it
even more difficult to diagonalize the matrix Ĥ . To overcome
these difficulties, we follow our study of the star graph and
propose two simplifying approximations [50,51]. First, in the
weak-coupling limit, the modifications induced by the matrices

��′ remain small when compared with those induced by
δHA. Therefore, up to second order in V , the phonon hopping
constant matrices will be treated to first order in the polaronic
eigenbasis {|χ̂μ〉}. Second, two situations arise depending on
whether the polaron eigenstate |χ̂μ〉 is degenerate or not. If
|χ̂μ〉 is associated with a nondegenerate energy level, the
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influence of the phonon hopping constant matrices to lowest
order is encoded in the diagonal matrix elements 〈χ̂μ|
��′ |χ̂μ〉.
By contrast, if |χ̂μ〉 is associated with a degenerate energy
level, the first-order treatment requires an additional numerical
diagonalization in the subspace involving the tensor products
between the corresponding polaronic degenerate subspace
and the phonon subspace. Such a procedure may present
a quite important numerical cost preventing the use of PT
in networks of large size. To overcome this difficulty, we
disregard such effects and propose an ansatz that consists
in neglecting the influence of the phonon hopping constant
matrices on the degenerate polaronic eigenstates. The method
combining PT with this ansatz will be called PT∗. Within these
approximations, the effective exciton-phonon Hamiltonian is
finally rewritten as

Ĥ ≈
N∑

μ=1

ε̂μ|χ̂μ〉〈χ̂μ| + Ĥ
(μ)
B ⊗ |χ̂μ〉〈χ̂μ|, (10)

where Ĥ
(μ)
B defines the Hamiltonian that governs the phonon

dynamics when the exciton lies in the polaronic state |χ̂μ〉.
Therefore, when the exciton occupies a degenerate eigenstate
|χ̂μ〉, the phonon dynamics is described by the unperturbed
Hamiltonian so that Ĥ

(μ)
B = HB .

This is no longer the case when the exciton lies in a non-
degenerate state. In that case, by setting 


(μ)
��′ = 〈χ̂μ|
��′ |χ̂μ〉,

the phonon Hamiltonian is written as

Ĥ
(μ)
B =

N∑
�=1

N∑
�′=1

[
�0δ��′ + 


(μ)
��′

]
a
†
�a�′ . (11)

According to Eq. (11), the effect of the exciton is twofold. First,
it favors a shift 


(μ)
�� of the frequency of each local oscillator

� = 1, . . . ,N . Then, it yields a coupling 

(μ)
��′ between distinct

local oscillators so that the dressed phonons can delocalize
along the network. Consequently, the vibrational normal
modes that define the dressed phonons are different from the
localized normal modes associated with free phonons. These
dressed normal modes are obtained from the diagonalization
of the phonon hopping constant matrix 
(μ). Such a procedure
allows us to define N eigenvalues δ�

(μ)
q and N eigenvectors

β
(μ)
q (�) labeled by the index q = 1, . . . ,N . The index q refers

to a particular phonon mode with energy �
(μ)
q = �0 + δ�

(μ)
q ,

the eigenvalues of the phonon hopping constant matrix defin-
ing the phonon frequency shifts. The dynamics of each mode
is described by the canonical creation a

(μ)†
q and annihilation

a
(μ)
q operators, defined by

a(μ)
q =

N∑
�=1

β(μ)∗
q (�)a�,

a(μ)†
q =

N∑
�=1

β(μ)
q (�)a†

�. (12)

Within the normal mode decomposition, the phonon Hamilto-
nian is finally rewritten in standard form as

Ĥ
(μ)
B =

∑
q

�(μ)
q a(μ)†

q a(μ)
q . (13)

C. Excitonic coherences

To test the accuracy of PT∗, we propose to study the time
evolution of excitonic coherences. According to the standard
theory of open quantum systems, a complete understanding
of the exciton dynamics is encoded in the reduced density
matrix σ (t) = TrB[exp(−iH t)ρ(0) exp(iH t)], where TrB is a
partial trace over the phonon degrees of freedom and where
ρ(0) is the initial exciton-phonon density matrix [44]. In that
case, the “coherences” are the off-diagonal elements σ��(t)
that yield information about the ability of the �th two-level
system to develop or to maintain a superposition between its
ground state and its first excited state at a time t .

Without any perturbation, the network is supposed to be in
thermal equilibrium at temperature T . We consider situations
for which ω0  kBT so that the exciton cannot be thermally
excited. By contrast, the phonons form a bath described by
the Boltzmann distribution ρB = exp(−βHB )/ZB , ZB being
the phonon partition function and β = 1/kBT . To study the
coherences, the network is brought in a configuration out of
equilibrium in which the exciton is prepared in a state |ψA〉 =
c0|�〉 + c1|�0〉, with |c0|2 + |c1|2 = 1. This step is supposed to
be rather fast when compared with the typical time evolution of
the phonons so that the initial density matrix becomes ρ(0) =
|ψA〉〈ψA| ⊗ ρB .

In that context, the coherences are expressed as σ��(t) =
G��0 (t)σ�0�(0) with

G��0 (t) = 〈�|TrB[ρBeiHBt e−iH t ]|�0〉. (14)

The effective exciton propagator G��0 (t) generalizes the con-
cept of transition amplitude. It yields the probability amplitude
to observe the exciton in |�〉 at time t given that it was in |�0〉 at
t = 0. Its effective nature results from the fact that the exciton
interacts with the phonons during its propagation.

The effective propagator is the central object of the present
study. Knowledge of this propagator provides key information
on the way the phonon bath modifies the excitonic coherences
either in the local basis or in the eigenbasis (by performing
a change of basis). As detailed previously [48,49], it can be
evaluated quite straightforwardly using PT∗. To proceed, we
first introduce the transformation U and diagonalize H in
Eq. (14). Then, we define the effective phonon density matrix

ρ
(μ)
B (t) = 1

Z (μ)
B (t)

exp
[ − βHB + i

(
HB − Ĥ

(μ)
B

)
t
]
, (15)

where

Z (μ)
B (t) = TrB exp

[ − βHB + i
(
HB − Ĥ

(μ)
B

)
t
]
. (16)

Strictly speaking, ρ
(μ)
B (t) is not a density matrix since it yields

complex values for the phonon population. However, it is
isomorphic to the phonon Boltzmann distribution and yields
averages equivalent to thermal averages with time-dependent
temperatures. After simple algebraic manipulations, G��0 (t) is
rewritten as

G��0 (t) =
N∑

μ=1

Z (μ)
B (t)

ZB

e−iε̂μt 〈〈�|U †
μ(t)|χ̂μ〉〈χ̂μ|Uμ(0)|�0〉〉μ,t ,

(17)
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where 〈· · · 〉μ,t = TrB[ρ(μ)
B (t) · · · ] and Uμ(t) =

eiĤ
(μ)
B tUe−iĤ

(μ)
B t . Expanding U in a Taylor series with

respect to V , one finally obtains the second-order expression
for G��0 (t). This expression is given in great detail in our
previous works (see, for instance, Ref. [51]).

To check the relevance of PT∗, exact simulations are carried
out for describing the time evolution of the coherences. To
proceed, we have developed a code in which we explicitly
build the Hamiltonian H = HA + HB + V using a truncated
(finite) basis for the phonon number states |n1, . . . ,nN 〉. The
numerical process we employ can be summarized as follows.
First, we set NP the maximum number of phonons on the
network by fixing the value NP = ∑

� n�. In practice, depend-
ing on the temperature, we judiciously choose Np in order
to correctly reproduce the phonon bath statistics (the error
on the average phonon number is less than 0.1%). Thus, we
ensure a good convergence of all our numerical calculations.
Second, using boson symmetry properties, we numerically
build the reduced set of phonon number states |n1, . . . ,nN 〉 to
span the truncated Hilbert space whose dimension reduces to
dim(EB) = (NP + N )!/(NP !N !). Finally, within this reduced
basis, we explicitly calculate each contribution of the three
operators HA, HB , and V in the global exciton-phonon basis
states formed by the tensor products between the one-exciton
states |�〉 and the phonon number states. Without going into
too much detail, the numerical process we use consists in
calculating the exciton-phonon state resulting from the action
of H over an initial state. The real difficulty is to correctly
reference the outgoing state as a function of a phonon number
state and a local excitonic state. Thus, step by step, we build
all the matrix elements of the full Hamiltonian H . In this way,
we obtain a very large matrix H that can be diagonalized
numerically. In doing so, we get access to all the required
information to efficiently simulate the time evolution of the
effective propagator.

III. NUMERICAL RESULTS

In this section, both PT∗ and exact calculations are
performed in order to describe the time evolution of the exciton
effective propagator |G��0 (t)|. The following reduced param-
eters are used: the exciton-phonon coupling strength and the
phonon frequency are fixed to �0/� = 5 and �0/� = 100,
respectively, and the temperature is expressed in terms of the
Einstein temperature TE = �0/kB through the introduction of
the parameter α = T/TE with either α = 0.5 or 1. Note that,
as mentioned in Sec. II A, this set of parameters corresponds to
the weak-coupling nonadiabatic limit, a situation encountered,
for instance, when studying vibrational excitons in molecular
networks [54]. In our numerical analysis, we consider small-
sized networks with N = 6. Exact calculations are carried
out with a maximum phonon number equal to NP = 9 so
that the size of the truncated basis reduces to 30 030. Note
that for the Apollonian network, we have N = 7. In that
case, the maximum phonon number is fixed to NP = 8,
resulting in a truncated basis whose size reaches 45 045. In
the following figures, red curves (gray curves in the printed
black-white versions) refer to exact calculations whereas black
curves correspond to PT∗ calculations. Note that the short-time
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FIG. 2. Time evolution of the effective propagator on the star
graph (N = 6 and α = 0.5). (a) Short-time and (b) long-time behavior
of the element |G12(t)|. (c) Short-time and (d) long-time behavior of
the element |G62(t)|. In (a) and (c), red dots correspond to exact
calculation whereas black lines refer to PT∗ calculations.

dynamics is illustrated for the star graph only (see Fig. 2), a
similar behavior having been observed for the other graphs.

For the star graph, the time evolution of the propagator
|G12(t)| is illustrated in Figs. 2(a) and 2(b). It characterizes
the ability of the exciton to reach the core site � = 1 at time t

given that it was initially created on the peripheral site � = 2
[see Fig. 1(a)]. Initially equal to zero, the propagator rapidly
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reaches a first maximum at time t = 0.7�−1 and its amplitude
is equal to 0.44 [see Fig. 2(a)]. This peak characterizes a direct
exciton transfer between the periphery and the core of the star.
Then, in the short-time limit (t < 50�−1), |G12(t)| exhibits
high-frequency oscillations whose amplitude remains smaller
than 0.44. The period of these oscillations is approximately
equal to 1.4�−1, i.e., very close to the theoretical period
π�−1/

√
N − 1 � 1.405�−1 that describes the dynamics of

a free exciton. As time increases, the maximum value of these
oscillations is modulated by a slowly varying envelope [see
Fig. 2(b)]. It turns out that the propagator does not vanish
in the long-time limit, and different features are observed.
First, the envelope exhibits incomplete quantum revivals that
recur almost periodically at times Tr,2Tr,3Tr, . . . with the
almost period Tr = 880�−1. Note that the amplitude of the
first revival is equal to 0.32. Second, the envelope decreases
until it reaches a minimum value at time t = 2400�−1 and
its amplitude reaches approximately 0.12. Therefore, as time
increases, the amplitude of the envelope increases again until
an almost complete revival takes place at a superrevival time
Tsr . In the present situation, one obtains Tsr = 5600�−1, the
corresponding amplitude of the propagator being approxi-
mately equal to 0.44.

Figures 2(c) and 2(d) display the time evolution of the
propagator |G62(t)| that characterizes the exciton transfer
between two peripheral sites � = 2 and 6 [see Fig. 1(a)]. As
discussed previously, the propagator initially equal to zero
reaches a first maximum equal to 0.4 at time t = 1.4�−1 [see
Fig. 2(c)]. Then, as time increases, the propagator exhibits
high-frequency oscillations whose amplitude follows a slowly
varying envelope. These oscillations vary around a nonvan-
ishing value approximately equal to 0.2 and with a period
equal to 2.8�−1 [see Fig. 2(c)]. Note that the amplitude of
the oscillations decreases as time increases and the propagator
no longer goes through zero. Nevertheless, the slowly varying
envelope supports incomplete revivals with revival time Tr =
880�−1 as well as an almost exact recurrence that arises at the
superrevival time Tsr = 5600�−1.

As shown in Fig. 2, PT∗ describes very accurately the time
evolution of the effective propagator, even in the long-time
limit. It perfectly reproduces the high-frequency oscillating
behavior of the propagator as well as the occurrences of both
the incomplete revivals and the almost exact recurrence. In
addition, we have verified that this accuracy remains even at
high temperature (α = 1) and for all the matrix elements of
the propagator.

For the wheel graph [see Fig. 1(b)], the time evolution of
the propagator |G12(t)| is shown in Fig. 3(a). Initially equal
to zero, |G12(t)| reaches a first maximum equal to 0.4 at time
t = 0.6�−1. Then, it shows high-frequency oscillations that
vary around a nonvanishing value approximately equal to 0.15.
The period of these oscillations is equal to 1.2�−1. As for the
star graph, these oscillations are modulated by a slowly varying
envelope that exhibits incomplete revivals. These revivals arise
almost periodically, with the corresponding almost period
being approximately equal to Tr = 1000�−1. Nevertheless,
the amplitude of the envelope varies from one revival to
another, and no exact recurrence is observed. In that case, the
figure clearly shows that PT∗ provides a very good estimate of
the propagator. It yields a perfect description of the oscillating
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FIG. 3. Time evolution of the effective propagator elements
(a) |G12(t)| and (b) |G62(t)| on the wheel graph (N = 6 and α = 0.5).

behavior of the propagator as well as of the shape of the
envelope. Note that a very slight discrepancy arises between
the numerical calculations and PT∗ calculations in the very
long-time limit.

A different situation occurs when one considers the propa-
gator |G62(t)| whose time evolution is displayed in Fig. 3(b).
|G62(t)| increases from its vanishing initial value to reach a
maximum equal to 0.63 at time t = 15.5�−1. Then, it exhibits
high-frequency oscillations whose amplitude decreases until
the time becomes equal to 800�−1. As time increases, the
oscillations vary around a nonvanishing value approximately
equal to 0.2 for the exact simulation and equal to 0.35
for the PT∗ approach. In the two cases, the period of high
oscillations is the same, namely ∼1.2�−1. The amplitude of
these oscillations is modulated by a slowly varying envelope
that exhibits small-amplitude revivals. These revivals recur
almost periodically with an almost period approximately equal
to Tr = 1000�−1. For this coherence, PT∗ yields a quite
good estimate of the propagator in the short-time limit, but
it fails to reproduce the time evolution of the propagator at
long times. Although the shape of the envelope is more or
less well captured, PT∗ clearly overestimates the value of the
propagator. We have verified that such a discrepancy affects
all the propagator elements that involve two peripheral sites of
the wheel graph. Moreover, it is enhanced as the temperature
increases.

As illustrated in the following three figures, PT∗ provides
a very good estimate of the time evolution of the effective
propagator for both the H graph (Fig. 4), the hat graph (Fig. 5),
and the fork graph (Fig. 6). It describes very accurately the
high-frequency oscillations of the propagator, and it perfectly
accounts for the occurrence of revivals. This accuracy remains
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FIG. 4. Time evolution of the effective propagator elements
(a) |G12(t)| and (b) |G65(t)| on the H graph (N = 6 and α = 0.5).

even at high temperature (α = 1) and for all the matrix
elements of the propagator.

For the H graph [see Fig. 1(c)], we consider two different
elements of the propagator. The element |G12(t)| describes
the exciton transfer between the peripheral sites � = 2 with
degree 1 and the site � = 1 with degree 3 (the degree of a
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FIG. 5. Time evolution of the effective propagator elements
(a) |G12(t)| and (b) |G62(t)| on the hat graph (N = 6 and α = 0.5).

0 2500 5000 7500 10000
φt

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

|G
16
(t)
|

(a)

0 2500 5000 7500 10000
φt

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

|G
63
(t)
|

(b)

FIG. 6. Time evolution of the effective propagator elements
(a) |G16(t)| and (b) |G63(t)| on the fork graph (N = 6 and α = 0.5).

site is the number of links that emanate out from that site).
As illustrated in Fig. 4(a), |G12(t)| first increases from zero to
reach a maximum amplitude of 0.58 at time t = 0.95�−1.
Then, it exhibits high-frequency oscillations whose mean
period is 1.5�−1. These oscillations are modulated by a slowly
varying envelope that first decreases. Then, the envelope
increases again until an almost complete revival takes place at a
superrevival time Tsr = 7300�−1. The time evolution |G65(t)|
is displayed in Fig. 4(b). It characterizes the exciton transfer
between two peripheral sites � = 2 and 6. After reaching its
first maximum equal to 0.75 at time t = 2.1�−1, |G65(t)|
shows high-frequency oscillations whose amplitude follows
a slowly varying envelope. These oscillations vary around a
nonvanishing value approximately equal to 0.5. Note that at
time Tsr = 7600�−1, a very pronounced recurrence arises.

For the hat graph [see Fig. 1(d)], the element |G12(t)|, which
characterizes the transfer between the top site � = 1 and the
base site � = 2, basically behaves as the element |G12(t)| of
the H graph, except that no pronounced revivals are observed
[see Fig. 5(a)]. For the element |G62(t)|, a remarkable feature
arises since the high-frequency oscillations of the propagator
are modulated by a slowly varying envelope that scales
as a sinelike function [Fig. 5(b)]. Therefore, revivals recur
periodically according to an almost period Tr = 2550�−1.

As shown in Fig. 6, similar features are observed for the
fork graph [see Fig. 1(e)]. First, the time evolution of |G16(t)|,
which refers to a transition between two peripheral nodes with
degree unity, is quite similar to that of the element |G12(t)| of
the hat graph [see Fig. 6(a)]. Then, for the element |G63(t)|
[Fig. 6(b)], which describes a transition between the central
node � = 3 with degree 4 and the peripheral node � = 6, one
recovers the occurrence of a slowly varying envelope that
scales as a sinelike function.
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FIG. 7. Time evolution of the effective propagator elements
(a) |G72(t)| and (b) |G12(t)| on the Apollonian network (N = 7 and
α = 0.5).

For the Apollonian network [see Fig. 1(f)], a different
situation arises since the accuracy of PT∗ depends on the
propagator we consider. First, Fig. 7(a) displays the evolution
of the element |G72(t)|, which describes the exciton transfer
between the core site � = 7, whose degree is equal to 6, and
the peripheral site � = 2 with degree 5. As time increases,
the propagator, which is initially equal to zero, reaches a first
maximum equal to 0.47 at time t = 3�−1. Then, it shows
high-frequency oscillations that vary around a nonvanishing
value approximately equal to 0.15. The mean period of these
oscillations is 1.2�−1. These oscillations are modulated by
a slowly varying envelope that exhibits incomplete revivals.
These revivals arise almost periodically, the corresponding
almost period being approximately equal to Tr = 1250�−1.
Nevertheless, the amplitude of the envelope varies from one
revival to another, and no exact recurrence is observed. In
that case, PT∗ yields a very good estimate of the propagator, a
situation encountered each time one considers a matrix element
of the propagator that involves the central node � = 7.

A different situation occurs when one considers the
propagator |G12(t)| whose time evolution is displayed in
Fig. 7(b). This propagator refers to the excitonic transfer
between the two peripheral sites � = 2 and 1 [see Fig. 1(f)].
From its initial value equal to zero, |G12(t)| increases to reach
its maximum value equal to 0.65 at time t = 25�−1. As
time increases, it exhibits high-frequency oscillations whose
amplitude decreases until the time becomes equal to 980�−1.
Then, the oscillations vary around 0.2 for exact calculations
and 0.3 for PT∗ calculations. The corresponding period ∼1�−1

is the same for both approaches. The amplitude of these
oscillations is modulated by a slowly varying envelope that
exhibits small-amplitude revivals. These revivals recur almost
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FIG. 8. Time evolution of the effective propagator elements
(a) |G62(t)| and (b) |G66(t)| on the complete graph (N = 6 and
α = 0.5).

periodically with an almost period approximately equal to
Tr = 1250�−1.

As for the wheel graph, PT∗ allows us to capture the
shape of the envelope, but it clearly overestimates the value of
the propagator. Such a discrepancy affects all the propagator
elements that involve the sites of the Apollonian network
that differ from the central site. In addition, it is enhanced
as the temperature increases, so that PT∗ leads to completely
erroneous results.

As shown in Fig. 1(g), the complete graph involves N = 6
equivalent sites whose degree reduces to the number of
nodes. Therefore, the propagator is characterized by two
different kinds of elements, i.e., those involving distinct
sites (transfer amplitude) and those involving the same site
(survival amplitude). In that context, the time evolution of
the transfer amplitude G12(t) is shown in Fig. 8(a). Initially
equal to zero, the propagator rapidly increases to reach a
first peak value equal to 0.33 at time t = 0.55�−1. Then,
it develops high-frequency oscillations whose mean period
is approximately equal to 1.1�−1 and whose amplitude is
modulated by a slowly varying envelope. This envelope
behaves as an almost periodic function that exhibits two kinds
of revivals. Indeed, small-amplitude revivals take place at
times Tr,2Tr,3Tr, . . . with Tr = 1250�−1, their amplitude
being approximately equal to 0.2. By contrast, almost exact
recurrences arise regularly according to the characteristic
time Tsr = 2500�−1, their amplitude being approximately
equal to 0.3. As shown in Fig. 8(a), PT∗ partially captures
the behavior of the propagator. More precisely, it perfectly
accounts for its short-time evolution. It predicts the occurrence
of high-frequency oscillations with a mean period ∼1.05�−1

that basically corresponds to the period obtains from exact
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FIG. 9. Time evolution of the effective propagator elements
(a) |G62(t)| and (b) |G66(t)| on the inhomogeneous complete graph
(N = 6 and α = 0.5).

calculations. However, PT∗ fails to reproduce the shape of
the envelope. It favors the occurrence of a periodic sinelike
envelope whose period is equal to 1250�−1. Consequently,
PT∗ accounts for the occurrence of the complete revivals, at
least over the time scale shown in the figure. Conversely, it
clearly overestimates the amplitude of the incomplete revivals.

The behavior of the survival amplitude is displayed in
Fig. 8(b). Initially equal to unity, it exhibits high-frequency
oscillations whose mean period is equal to 1.05�−1. These
oscillations are modulated by a sinelike envelope that shows
an almost periodic behavior, the almost period being approxi-
mately equal to Tsr = 2600�−1. As a result, almost complete
recurrence arises according to the characteristic time Tsr for
which the survival amplitude reaches a value close to unity.
In that case, the figure reveals that PT∗ completely fails
to reproduce the time evolution of the survival amplitude.
Although it predicts high-frequency oscillations that match
the shape of the propagator in the short-time limit, it clearly
overestimates the propagator. It yields a nonvanishing slowly
varying envelope whose amplitude varies periodically around
an average value equal to 0.83, the period being approximately
equal to 1250�−1. Therefore, PT∗ predicts the occurrences of
exact revivals that recur periodically.

Finally, let us consider the inhomogeneous complete graph
in which the site energies have been chosen randomly [see
Fig. 1(h)]. Each site energy corresponds to a random variable
uniformly distributed over the energy range [ω0 − 0.5�,ω0 +
0.5�]. The behavior of the transfer amplitude G12(t) is
displayed in Fig. 9(a) for a given set of site energies. In
the short-time limit, the propagator rapidly increases from its
vanishing initial value. It thus reaches a maximum value equal
to 0.35 at time t = 0.55�−1. Then it exhibits high-frequency

oscillations whose mean period is approximately equal to
1.1�−1. These oscillations are modulated by a slowly varying
envelope whose shape evolves as time increases. This envelope
behaves as a damped sinelike function whose period is equal to
1250�−1, indicating that revivals recur periodically. However,
as time increases, the oscillating nature of the envelope tends
to disappear. The time evolution of the survival amplitude
is shown in Fig. 9(b). Initially equal to unity, it exhibits
high-frequency oscillations whose period is ∼1�−1. These
oscillations vary around an average value approximately equal
to 0.5. They are modulated by a slowly varying envelope that
exhibits a sinelike behavior. As a result, almost complete
recurrence arises according to the superrevival time Tsr =
1250�−1 and for which the survival amplitude reaches a
value close to unity. As shown in Fig. 9, PT∗ describes very
accurately the time evolution of the effective propagator. This
accuracy remains at high temperature (α = 1) and for all the
matrix elements of the propagator.

IV. DISCUSSION

The numerical results show that the accuracy of the method
PT∗ depends on the nature of the graph. Three different
situations have been identified. First, for most graphs, i.e.,
for the star graph, the H graph, the fork graph, the hat
graph, and the complete random graph, PT∗ provides a very
accurate description of the excitonic dynamics. This method
perfectly reproduces the oscillating behavior of the effective
exciton propagator over short, intermediate, and long time
scales. In addition, it accounts for the occurrence of both
incomplete revivals and almost exact recurrences. For these
graphs, the fundamental point is that PT∗ works very well for
all temperatures and regardless of the element of the propagator
under study. Then, for the Wheel graph and the Apollonian
network, the relevance of PT∗ depends on the nature of the
elements of the excitonic propagator, and two situations arise.
These graphs are organized around a central site, and they
exhibit a specific symmetry. We have shown that PT∗ is
particularly suitable for describing the time evolution of the
matrix elements of the propagator that involve the central site.
Conversely, for the other elements, PT∗ fails to reproduce the
dynamics. It overestimates the excitonic coherence, a feature
that is enhanced as the temperature increases. Finally, for
the complete graph, PT∗ breaks down. The method provides
satisfactory results over short time scales, only. For inter-
mediate and long time scales, it overestimates the excitonic
coherence, regardless of the element of the propagator that
we consider, this effect being strongly exacerbated as the
temperature increases.

In a general way, the relevance of PT∗ is intimately related
to the validity of our ansatz presented in Sec. II. According to
this ansatz, we assume that the influence of the phonon hopping
constant matrices 
��′ on the degenerate polaronic eigenstates
can be neglected. To check this hypothesis, we have realized
a detailed study of the phonon hopping constant matrices in
order to determine whether or not the residual exciton-phonon
coupling induced by those matrices can be disregarded. To
proceed, for degenerate polaronic eigenstates, we define a
measure of the coupling strength as the spectral radius ρD

of the restriction of the matrix 

μμ′
��′ = 〈χ̂μ|
��′ |χ̂μ′ 〉 to the
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TABLE I. Spectral radius in � units.

ρD ρND

Star graph 7.5 × 10−5 6.7 × 10−3

Wheel graph 4.5 × 10−3 2.5 × 10−2

H graph 2.5 × 10−7 5.3 × 10−2

Fork graph 2.5 × 10−5 6.0 × 10−3

Apollonian network 5.0 × 10−3 5.3 × 10−3

Complete graph 1.6 × 10−2 5.0 × 10−3

degenerate subspace under study. Note that the spectral radius
of a square matrix is the largest element among the absolute
values of the eigenvalues of that matrix [56]. In the same
way, in the case of a nondegenerate state |χ̂μ〉, the coupling
strength corresponds to the largest eigenvalues |δ�(μ)

q | of the
matrix 


μ

��′ (see Sec. II B). This quantity defines the matrix
spectral radius ρND . Within these notations, one thus expect
that PT∗ is relevant provided that ρD 
 ρND .

The pertinence of PT∗ can thus be interpreted as follows.
First, for both the hat graph and the random complete graph, the
excitonic spectrum does not show degeneracy. In that case, it
is not necessary to invoke our ansatz since PT∗ corresponds to
standard perturbation theory. It thus works very well provided
that the exciton-phonon coupling remains sufficiently weak, as
demonstrated previously [48,49]. Then, for the star graph, the
H graph, and the fork graph, the excitonic spectrum exhibits
degeneracy. However, two situations arise. If one considers the
elements of the propagator that involve a site whose degree
is greater than 1, as well as the site 1 for the fork graph,
it behaves as if the excitonic dynamics was confined in the
subspace entirely generated by the nondegenerate eigenstates.
Therefore, once again, PT∗ is equivalent to PT so that it
provides a perfect description of the excitonic dynamics.
Conversely, if one considers the elements of the propagator
that involve the other sites, the degenerate excitonic states
participate in the dynamics. However, for these three graphs,
the relation ρD 
 ρND is satisfied, as shown in Table I.
Consequently, PT∗ perfectly reproduces the time evolution
of the propagator.

A different situation appears for the Wheel graph and
for the Apollonian network whose excitonic spectra exhibit
degenerate energy levels. In both cases, the spectral radius
ρND and ρD are of the same order of magnitude so that
our ansatz breaks down (see Table I). Nevertheless, two
situations arise depending on the nature of the propagator
under study. If one considers the elements of the propagator
that involve the central site, the excitonic dynamics is confined
in the subspace generated by the nondegenerate eigenstates.
Therefore, as discussed previously, PT∗ is equivalent to PT
so that it perfectly describes the dynamics. By contrast, if
one considers the elements of the propagator that involve the
other sites, the degenerate excitonic states participate in the
dynamics. Since the ansatz is no longer valid, PT∗ fails to
reproduce the temporal evolution of the propagator.

Finally, for the complete graph with N sites, the excitonic
spectrum shows an (N − 1)-fold degenerate eigenenergy that
plays a key role in the dynamical processes. However, the
analysis of the phonon hopping constant matrices reveals that

ρD is one order of magnitude larger than ρND (see Table I).
In this particular case, regardless of the elements of the
propagator under study, our ansatz is no longer valid so that
PT∗ cannot be used to describe the excitonic properties. At this
point, let us mention that PT∗ gives very accurate results when
a weak disorder arises in the complete graph. The disorder
breaks the symmetry, and the degeneracy is lifted so that PT∗

becomes equivalent to PT.
These different results clearly show that PT∗ is a powerful

tool for studying the excitonic dynamics on a graph, as long
as the exciton-phonon coupling remains weak. Although it
cannot be generalized, it seems to be adapted to a large number
of graphs. Moreover, an analysis of the spectral radius of the
phonon hopping constant matrices in the degenerate excitonic
subspaces allows us to determine whether or not the method
is relevant.

To conclude, we must highlight the undeniable advantage
PT∗ has over exact calculations. Indeed, the perturbative
approach allows us to perform very fast calculations, even
for graphs whose size is important. Conversely, because of
the very important size of the Hamiltonian matrix H , exact
calculations can only be carried out on small graphs. And
even in this case, the computing times become very long when
compared to those provided by PT∗ simulations. Let us take an
example: we consider here a graph with N = 6 sites, and we
want to simulate 105 times steps. On the one hand, the use of
exact calculations (with a maximum phonon number NP = 9)
requires a CPU time approximately equal to 35 h using an
OpenMP INTEL MKL subroutine to diagonalize numerically
the Hamiltonian matrix H and distributing the computational
load over 16 cores. On the other hand, without any optimization
processes and with only one core of our laptop (3.6 GHz Intel
Core i7 processor), the PT∗ simulation only required 12 s of
computational time. Thus, the perturbative approach appears
to be 104 times faster than exact simulation in that context.
Therefore, this method is a very efficient way to obtain good
results in a very short time.

V. CONCLUSION

In this paper, a method involving standard perturbation
theory combined with a simplifying ansatz has been introduced
to describe the dynamics of the exciton-phonon system in a
complex molecular network. A detailed numerical analysis has
been carried out to check the relevance of this method, which
is called PT∗. PT∗ has been compared with exact calculations
based on the numerical diagonalization of the exciton-phonon
Hamiltonian for eight small-sized networks. Special attention
has been paid to characterize the time evolution of the
effective propagator. This propagator is a measure of the
excitonic coherence, and it characterizes the propagation of ex-
citonic superpositions involving the vacuum and one-exciton
states.

It has been shown that the accuracy of PT∗ depends
strongly on the nature of the network, so that three different
situations have been identified. First, for most graphs (star
graph, H graph, fork graph, hat graph, and complete random
graph), PT∗ yields a very accurate description of the exciton
dynamics. It perfectly reproduces the oscillating behavior of
the effective propagator, and it accounts for the occurrence of
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both incomplete and almost exact quantum recurrences. PT∗

works very well at all temperatures and for all the excitonic
coherences we have considered. Then, for the Wheel graph
and the Apollonian network, we have shown that the relevance
of PT∗ depends on the nature of the element of the propagator.
These graphs are organized around a central site so that they
exhibit a specific symmetry. Therefore, PT∗ perfectly accounts
for the time evolution of the matrix elements of the propagator
that involve the central site. By contrast, for the other elements,
PT∗ fails to reproduce the dynamics, a feature that is enhanced
as the temperature increases. Finally, for the complete graph,
the PT∗ method breaks down.

We have shown that these different behaviors originate in
the interplay between the degenerate nature of the excitonic
energy spectrum and the strength of the exciton-phonon
interaction. Therefore, a criterion has been established to

determine whether or not PT∗ is relevant. Consequently,
although it cannot be generalized, it turns out that PT∗ is
adapted to treat a large number of graphs. This is a fundamental
point due to its undeniable advantage over exact calculations.
The perturbative approach allows us to perform very fast
calculations, even for graphs whose size is important, whereas
exact calculations are restricted to small graphs because of
the large size of the exciton-phonon Hamiltonian matrix. The
superiority of PT∗ will be exploited in forthcoming works to
describe exciton-mediated QTS or CTQWs in large networks.
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CHAPITRE 5. COMPARAISON ENTRE LA THÉORIE PT ∗ ET UNE APPROCHE
NUMÉRIQUE EXACTE

Les chapitres qui suivent marquent une césure avec tous les développements présentés
jusqu’à présent autour de l’interaction exciton-phonon. Nous laissons derrière nous le

concept de transfert d’information en présence de phonons pour nous concentrer dorénavant
sur une nouvelle problématique : celle du piégeage excitonique.
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Chapitre 6

Transition de superradiance sur un
graphe en étoile d’étoiles

La maîtrise du piégeage énergétique à l’échelle du nanomètre représente un enjeu impor-
tant pour le développement de l’énergie verte de demain. Inspirés par les mécanismes

de la photosynthèse, de nombreux physiciens ont cherché à comprendre les processus qui
permettraient d’améliorer la capture d’énergie sur des réseaux. Certains ont par exemple dé-
montré que l’action d’un environnement purement déphasant pouvait améliorer l’absorption
excitonique [1, 2]. D’autres ont montré que la répartition des pièges sur un réseau jouait sur
la qualité de l’absorption [3]. . .Mais parmi tous les comportements observés, un phénomène
a particulièrement retenu notre attention : celui de la "transition de superradiance".

Pour introduire très simplement ce phénomène, il s’agit d’un processus au cours duquel
un système quantique interagit de manière ultra-efficace avec un continuum absorbant. La
transition de superradiance apparaît lorsque le couplage entre les deux systèmes atteint une
amplitude particulière qui n’est "ni trop forte, ni trop faible". Dans ces conditions, une émis-
sion très rapide de population se produit du système quantique vers le continuum, lequel agit
alors comme un absorbeur optimal d’énergie. Comprendre comment apparaît ce processus
représente un véritable enjeu pour le développement de systèmes nanométriques capables
de piéger efficacement de l’énergie. C’est la raison pour laquelle l’étude de la transition de
superradiance est devenue une véritable spécialité pour certains chercheurs, et plus particu-
lièrement pour le physicien G.L Celardo. Ce dernier a étudié ce phénomène dans de multiples
contextes : sur des graphes moléculaires complexes [4], des gaz d’atomes froids [5], des sys-
tèmes unidimensionnels [6] . . .

Dans ce chapitre, nous allons présenter nos travaux de recherche concernant la transition
de superradiance sur un graphe en étoile d’étoiles avec un piège central [7]. Dans une première
partie nous introduirons plus précisément la philosophie du processus de superradiance à une
excitation. Dans un second temps, nous présenterons le graphe en étoile d’étoiles. Nous diago-
naliserons alors analytiquement le Hamiltonien de liaisons fortes associé, et nous introduirons
les observables nécessaires à l’étude de l’absorption. Dans une troisième partie, nous présen-
terons les résultats numériques obtenus. Nous introduirons premièrement une brève étude de
la dynamique de transfert en absence de piège. Puis nous aborderons le cœur du problème en
caractérisant numériquement la transition de superradiance lorsque le piège central est actif.
Dans une dernière partie, nous discuterons ces résultats.
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CHAPITRE 6. TRANSITION DE SUPERRADIANCE SUR UN GRAPHE EN ÉTOILE
D’ÉTOILES

6.1 Notion de transition de superradiance à un exciton
Cette première partie a pour but de familiariser le lecteur avec le concept de transition

de superradiance à un exciton. Pour ce faire, nous allons d’abord rappeler l’origine historique
du processus de superradiance selon Dicke. Puis nous introduirons les concepts théoriques
usuellement employés afin de caractériser la transition de superradiance.

6.1.1 Du modèle de Dicke à la transition de superradiance excitonique

Pour mieux comprendre la notion de "transition de superradiance" excitonique, rappelons
tout d’abord l’origine du concept de superradiance. Historiquement, le processus de superra-
diance a été pour la première fois étudié en 1954 par Robert Dicke en optique quantique [8].
Dans son article, Dicke décrit la superradiance comme un processus coopératif qui se produit
lorsque N émetteurs excités (des systèmes à deux niveaux) interagissent tous avec un même
champ électromagnétique. Lorsque la longueur d’onde du champ est de l’ordre de la distance
séparant les différents émetteurs, un processus collectif d’émission spontanée se produit. Les
émetteurs interagissent ensemble dans leur désexcitation produisant alors un pic d’intensité
lumineuse proportionnel à N2. Ce pic d’intensité est alors bien plus important que le pic
maximal proportionnel à N connu lorsque les émetteurs se désexcitent indépendamment en
absence de champ externe. Cette super-émission lumineuse est alors appelée : "superradiance".

Il a fallu attendre la fin des années 1980 avec les travaux de Sokolov et Zelevinsky [9–11]
pour comprendre que ce phénomène de super-émission d’énergie était en réalité très général et
pouvait se manifester aussi dans le cas de système ne comportant qu’une seule excitation. Et
ce n’est que depuis le début des années 2010, que ces concepts ont commencé à se populariser
grâce aux travaux innovants de G.L Celardo, L. Kaplan ou encore F. Borgonovi [12–18]. Dans
leurs articles, les auteurs introduisent la "transition de superradiance" excitonique comme un
processus cousin de la superradiance de Dicke. Ce phénomène apparaît dès lors qu’un sys-
tème excitonique, par exemple un graphe moléculaire formé de NS systèmes à deux niveaux,
se retrouve couplé à un continuum externe. En l’occurrence, le modèle du continuum est
utilisé pour représenter un système annexe capable d’absorber l’énergie du système excito-
nique. Lorsque le couplage avec le continuum est propice, une véritable restructuration du
système excitonique prend place. Similairement à la superradiance de Dicke, les systèmes à
deux niveaux agissent collectivement pour transférer efficacement l’exciton vers le continuum
absorbant. L’apparition de ce super-transfert est alors appelée : "transition de superradiance".

6.1.2 Hamiltonien effectif non-hermitien

D’un point de vue théorique, l’étude de la transition de superradiance excitonique est
usuellement réalisée au moyen d’un Hamiltonien effectif non-hermitien. Cette approche per-
met d’encoder au sein d’un même opérateur excitonique effectif Heff

ex (de dimension NS×NS)
tous les effets engendrés par l’interaction avec le continuum absorbant. Sans entrer dans les
détails techniques, notons qu’il existe une multitude de méthodes permettant de dériver ce
type d’opérateur effectif (Formalisme de Fechbach, équations maîtresses . . . [19–21]). Ces ap-
proches suivent toutes un même schéma global qui peut être détaillé en trois étapes :

1. Construire le Hamiltonien général du système "exciton + continuum". On considère
ici que le système excitonique représente un système quantique ouvert en interaction
directe avec les degrés de liberté du continuum.

2. Éliminer les degrés de liberté associés au continuum. On considère que seuls les degrés
de liberté excitoniques sont pertinents pour notre étude. Dans ce contexte, on réalise
une projection partielle sur l’ensemble des degrés de liberté du continuum.

3. Construire le Hamiltonien effectif excitonique Heff
ex . Le processus de projection produit

un ensemble de termes effectifs redéfinissant les propriétés du système excitonique. Cette
étape consiste à regrouper ces termes au sein d’une même matrice Heff

ex .
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Dans ce contexte, les modulations apportées par le continuum sur les degrés de liberté
excitoniques se traduisent par l’apparition d’une contribution non-hermitienne qui vient com-
pléter le Hamiltonien excitonique de base. Pour illustrer nos propos, nous allons introduire
une situation très simple que nous étudierons par la suite. Pour ce faire, considérons le cas
d’un graphe dont le Hamiltonien de liaisons fortes est Hex. Supposons alors l’existence d’un
site particulier "trap" sur lequel l’état excité local est couplé avec un continuum externe. Dans
ces conditions, le Hamiltonien effectif non-hermitien associé au graphe devient simplement

Heff
ex = Hex − i

Γ
2 |trap〉〈trap| (6.1)

où nous avons introduit Γ le taux de décroissance de l’état excité |trap〉. Cette forme très
simple de Hamiltonien non-hermitien a été énormément utilisée pour étudier le piégeage ex-
citonique sur des graphes moléculaires complexes [22–24]. En l’occurrence, la modification
apportée par le continuum absorbant sur le système excitonique se traduit par la redéfinition
de l’énergie du site "trap" comme une énergie complexe de partie imaginaire −Γ/2. Cette par-
tie imaginaire traduit le fait que l’état excité local devient instable dans le temps et acquiert
une "largeur" du fait de son couplage avec le continuum. D’un point de vue dynamique, ce
site va alors se comporter comme un véritable piège excitonique. Dès lors qu’un exciton va
l’occuper, ce site transférera de manière irréversible son énergie au continuum selon un taux Γ.

Au delà de redéfinir les propriétés des états excités locaux, le couplage avec le continuum
engendre généralement une durée de vie pour les états propres excitoniques. Ces propriétés
sont alors encodées dans les valeurs propres complexes de Heff

ex qui s’écrivent

ω̂k = ωk − i
γk
2 (6.2)

où ωk représente l’énergie propre d’un état propre indicé k et γk son taux de décroissance.
Dans la littérature, l’étude des propriétés spectrales de Heff

ex en fonction du paramètre Γ
constitue une base théorique solide pour caractériser l’apparition d’une transition de super-
radiance. En effet, selon G.L Celardo ce processus suit toujours un scenario en deux temps.
Dans un premier temps, lorsque Γ augmente, tous les états propres du système sont affectés
de manière similaire par le processus d’absorption. Ces derniers voient donc leur taux de
décroissance respectif γk augmenter avec Γ. Dans un second temps, lorsque Γ dépasse une
valeur critique ΓST (ST : superradiance transition) un processus de ségrégation apparaît entre
les différents états propres du système. Certains états dits "superradiants" présentent alors
un taux de décroissance γSUPk qui continue à augmenter avec Γ. La durée de vie de ces états
devient de plus en plus courte. En contrepartie, d’autres états dits "subradiants" vont voir
subitement leur taux de décroissance γSUBk tendre vers zéro lorsque Γ continue d’augmen-
ter. Ces états deviennent insensibles aux effets de l’absorption générés par le continuum et
leur durée de vie tend alors vers l’infini. Dans ces conditions, la valeur critique ΓST définit
la transition de superradiance : il s’agit du taux idéal permettant de produire une émission
d’énergie ultra-efficace vers le continuum.

Ainsi, contrairement à ce que l’on pourrait imaginer, augmenter indéfiniment l’amplitude
du taux Γ ne conduit pas forcément à rendre plus rapide le processus d’absorption. En réalité,
au delà même de moduler les taux de décroissance des états propres du système, la variation
du paramètre Γ peut véritablement modifier la structure des états propres du système. Ces
états vont alors s’étendre, ou se localiser, sur les sites du réseau permettant au système de
générer des chemins plus ou moins efficaces afin de transférer l’exciton jusqu’au site couplé
au continuum. Nous montrerons notamment dans les sections qui vont suivre que l’étude des
états propres du système permet de donner des renseignements complémentaires concernant
l’apparition de la transition de superradiance.
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6.2 Transition de superradiance sur un graphe en étoile d’étoiles

Inspirés par tous ces concepts, nous avons étudié la transition de superradiance sur un
graphe en étoile d’étoiles. Pour ce faire, nous nous somme basés sur le Hamiltonien excitonique
introduit précédemment pour décrire la présence d’un piège au cœur de ce graphe (site central
couplé à un continuum). Le choix du site de cœur comme piège excitonique n’est pas fait au
hasard. A l’instar des dendrimères, le site de cœur représente un emplacement de choix pour
mimer le comportement des unités photosynthétiques capable de piéger l’énergie lumineuse
et la faire converger vers un centre actif.

6.2.1 Réseau en étoile d’étoiles avec un piège central

La structure du réseau en étoile d’étoiles est illustrée sur la figure 6.1. Ce réseau est formé
par un ensemble de N1 branches toutes connectées à un même nœud central. Chacune de
ces branches s’ouvre sur un site qui constitue le cœur d’une étoile périphérique. Ces étoiles
comptent toutes N2 sites périphériques. Dans ces conditions, le nombre total de sites présents
sur ce graphe est NS = 1 + N1 + N1N2. A ce stade, remarquons que l’introduction des pa-
ramètres N1 et N2 va permettre de moduler la forme du graphe et donc d’observer les effets
de taille sur le transfert excitonique et sur l’efficacité du processus d’absorption.

Afin de décrire chaque nœud du graphe, nous allons introduire la notation (`, s). Dans ce
contexte, (` = 0, s = 0) définit le cœur central du graphe, un couple d’indices (`, s = 0) avec
` = 1, . . . , N1 décrit le cœur de la `ième étoile périphérique, et finalement un couple (`, s)
avec ` = 1, . . . , N1 et s = 1, . . . , N2 caractérise le sième site de la `ième étoiles périphériques.

Figure 6.1 – Structure du graphe en étoile d’étoiles avec un piège central.
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Dans le cas présent, nous allons considérer que tous les sites du graphe possède une même
énergie ω0 que l’on prendra comme référence en énergie (i.e. ω0 = 0). D’autre part, chaque
couplage inter-site sera défini par une même amplitude Φ. Et pour finir, nous supposerons
que seul le cœur central du graphe est en contact direct avec un continuum absorbant. Dans
ces conditions, ce site se comporte comme un piège excitonique et son énergie locale est
redéfinie comme −iΓ/2. Dans ce contexte, nous pouvons associer au graphe en étoile d’étoiles
un Hamiltonien effectif qui s’écrit

Heff
ex =− iΓ2 |0, 0〉〈0, 0|

+ Φ
N1∑
`=1

(|0, 0〉〈`, 0|+ |`, 0〉〈0, 0|)

+ Φ
N1∑
`=1

N2∑
s=1

(|`, 0〉〈`, s|+ |`, s〉〈`, 0|)

(6.3)

La première ligne du membre de droite décrit l’énergie complexe du site de cœur avec Γ le
taux de décroissance de l’état |0, 0〉. La seconde ligne représente l’ensemble des couplages
existant entre le piège et les N1 cœurs des étoiles périphériques. La troisième ligne décrit le
couplage entre le cœur de chaque étoile périphérique et ses N2 sites périphériques respectifs.

A ce stade remarquons que le graphe en étoile d’étoiles présente deux symétries impor-
tantes. Premièrement, il existe une invariance rotationnelle générale du graphe autour du
cœur central. Cette symétrie est définie par une rotation complète du graphe selon un angle
θ1 = 2π/N1. Deuxièmement, pour chaque étoile périphérique il existe une invariance rota-
tionnelle locale de l’ensemble des sites périphériques autour du cœur de cette même étoile.
Cette symétrie est définie par la rotation selon un angle θ2 = 2π/N2.

6.2.2 États propres du système

Pour diagonaliser le Hamiltonien Heff
ex , nous allons nous appuyer sur la symétrie du

réseau. Dans un premier temps, nous allons exploiter l’invariance rotationnelle globale du
graphe autour du cœur central. Pour ce faire, on introduit une base d’états constituée d’un
ensemble de N1(N2 + 1) vecteurs de Bloch circulaires |χk, s〉 avec k = 1, . . . , N1 s’écrivant

|χk, s〉 = 1√
N1

N1∑
`=1

eik`θ1 |`, s〉 (6.4)

Dans cette base, le Hamiltonien Heff
ex adopte une forme bloc-diagonale du type

Heff
ex =

N1⊕
k=1

H(k) (6.5)

où chaque opérateur H(k) représente la restriction du Hamiltonien effectif au bloc k.

c Diagonalisation des blocs H(k) avec k = 1, . . . , N1 − 1

Pour tout k = 1, . . . , N1 − 1 les blocs obtenus sont de dimension N2 + 1 et prennent la
forme suivante

H(k) = Φ
N2∑
s=1

(|χk, 0〉〈χk, s|+ |χk, s〉〈χk, 0|) (6.6)
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Un instant de réflexion convaincra le lecteur que la forme de chacun de ces N1 − 1 blocs
peut être modélisée par un graphe en étoile pour lequel l’état |χk, 0〉 correspond à un site
central couplé par une amplitude Φ à un ensemble de N2 sites périphériques représentant les
états |χk, s〉. Nous avons illustré ce graphe sur la figure 6.2.

Figure 6.2 – Modélisation d’un bloc H(k) avec k = 1, . . . , N1 − 1 par un graphe en étoile.

Sur ce graphe modèle nous retrouvons la symétrie rotationnelle d’angle θ2 = 2π/N2.
Dans ces conditions, pour parachever la diagonalisation de ces blocs, nous allons réaliser
une transformation de Bloch circulaire sur l’ensemble des indices ”s” des états |χk, s〉. En
procédant ainsi, nous obtenons une nouvelle base qui est composée de N2 états de Bloch
circulaires |χk, µq〉, avec q = 1, . . . , N2, qui s’écrivent comme

|χk, µq〉 = 1√
N2

N2∑
s=1

eiqsθ2 |χk, s〉 (6.7)

Dans cette base particulière, chaque opérateur H(k) avec k = 1, . . . , N1 − 1 possède deux
types d’états propres. Tout d’abord, H(k) possède un ensemble de (N2 − 1) états dégénérés
de forme |χk, µq〉 avec q = 1, . . . , N2 − 1 et de valeur propre nulle ω(k,q) = 0. Ensuite, chacun
de ces blocs possède aussi deux états propres |χk,±〉 dont la forme est

|χk,±〉 = 1√
2

(|χk, 0〉 ± |χk, µN2〉) (6.8)

Ces états propres s’associent à des valeurs propres réelles ω(k,N2)
± = ±Φ

√
N2.

c Diagonalisation du bloc H(N1)

Considérons maintenant le bloc hamiltonien H(N1) de dimension N2 + 2 et dont la forme
est donnée par

H(N1) = −iΓ2 |0, 0〉〈0, 0|

+ Φ
√
N1(|0, 0〉〈χN1 , 0|+ |χN1 , 0〉〈0, 0|)

+ Φ
N2∑
s=1

(|χN1 , s〉〈χN1 , 0|+ |χN1 , 0〉〈χN1 , s|)

(6.9)

De nouveau, il est possible d’associer à ce bloc Hamiltonien un graphe modèle afin de faciliter
sa diagonalisation. En l’occurrence, la structure du graphe est illustrée sur la figure 6.3.
Il s’agit d’un réseau en étoile dont le cœur représente l’état |χN1 , 0〉 interagissant selon le
couplage Φ avec un ensemble de N2 sites périphériques représentant les états |χN1 , s〉. Par
ailleurs, le cœur de cette étoile est aussi couplé plus fortement en Φ

√
N1 avec un site annexe

représentant l’état |0, 0〉.
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Figure 6.3 – Modélisation du bloc H(N1) par un graphe en étoile avec couplage supplémentaire.

Comme précédemment, la symétrie rotationnelle d’angle θ2 = 2π/N2 de ce graphe va nous
aider à diagonaliser le bloc H(N1). Pour ce faire, introduisons une base d’états |χN1 , µq〉, avec
q = 1, . . . , N2, et dont la forme est donnée par

|χN1 , µq〉 = 1√
N2

N2∑
s=1

eiqsθ2 |χN1 , s〉 (6.10)

Dans cette base, H(N1) possède N2 − 1 états propres dégénérés de forme |χN1 , µq〉 avec q =
1, . . . , N2 − 1 et de valeur propre nulle ω(N1,q) = 0. Ceci étant, l’utilisation de cette base
aboutit finalement à un dernier bloc 3×3. Il s’agit d’une matrice non-hermitienne impliquant
l’interaction de trois vecteurs particuliers : |0, 0〉, |χN1 , 0〉 et |χN1 , µN2〉. Ce bloc final que l’on
notera Htrim s’exprime comme

Htrim =

 −iΓ/2 Φ
√
N1 0

Φ
√
N1 0 Φ

√
N2

0 Φ
√
N2 0

 (6.11)

Comme illustré sur la figure 6.4, il est possible d’associer à ce HamiltonienHtrim un graphe
équivalent à une chaîne de trois sites formant un trimère. Ces trois sites indexés (1), (2) et
(3) représentent respectivement les trois états |0, 0〉, |χN1 , 0〉 et |χN1 , µN2〉. L’interaction entre
ces états est encodée dans le couplage reliant les sites (1)↔ (2) en Φ

√
N1 et celui reliant les

sites (2)↔ (3) en Φ
√
N2.

Figure 6.4 – Modélisation du bloc Htrim par un graphe trimère.

A ce stade, nous souhaitons attirer l’attention du lecteur sur le fait que le bloc hamiltonien
résiduel Htrim est le seul dans lequel l’action du piège absorbant se retrouve. Par conséquent,
les trois états |0, 0〉, |χN1 , 0〉 et |χN1 , µN2〉 sont les seuls états du système à admettre une
sensibilité aux effets du piège situé au cœur du graphe en étoile d’étoiles. Nous montrerons
dans la suite de notre étude que la connaissance des propriétés des états propres associés au
graphe trimère (i.e. à Htrim) lorsque Γ 6= 0 est la donnée clé pour comprendre l’émergence
de la transition de superradiance sur le graphe en étoile d’étoiles.
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Ceci étant, lorsque la contribution non-hermitienne s’annule Γ = 0, il est possible de
diagonaliser analytiquement le bloc Htrim. Les trois états propres résultant sont alors

|Ψ±〉 = 1√
2(1 + r)

(|0, 0〉 ±
√

1 + r|χN1 , 0〉+
√
r|χN1 , µN2〉)

|Ψ0〉 = 1√
1 + r

(
√
r|0, 0〉 − |χN1 , µN2〉)

(6.12)

où nous avons introduit le ratio r = N2/N1. Les valeurs propres réelles correspondant à ces
vecteurs propres sont respectivement ω̂(N1,N2)

± = ±Φ
√
N1 +N2 et ω̂(N1,N2)

0 = 0.

Lorsque Γ 6= 0, nous diagonalisons numériquement le bloc Htrim. Cette matrice étant
non-hermitienne, elle possède donc trois valeurs propres complexes dont la forme suit

ω̂
(N1,N2)
± = ω

(N1,N2)
± − i

γ
(N1,N2)
±

2

ω̂
(N1,N2)
0 = ω

(N1,N2)
0 − iγ

(N1,N2)
0

2

(6.13)

La partie réelle de ces valeurs propres définit une énergie propre effective, tandis que la partie
imaginaire définit un taux de décroissance. Dans ce contexte, chaque valeur propre complexe
s’associe à un couple de vecteurs propres droits/gauches. On appellera respectivement |ΨR

±〉
et |ΨR

0 〉 les vecteurs propres droits de Htrim, et 〈ΨL
±| et 〈ΨL

0 | ses vecteurs propres gauches.
Remarquons que ces vecteurs forment une base complète bi-orthogonale [25] sous-tendant le
sous-espace du trimère pour lequel nous pouvons introduire une identité Itrim définie par

Itrim =
∑
i=0,±

|ΨR
i 〉〈ΨL

i |
〈ΨL

i |ΨR
i 〉

(6.14)

En résumé, les états propres du Hamiltonien effectif Heff
ex peuvent être séparés en deux

catégories distinctes :
I D’une part, il existe un ensemble de N1(N2 + 1)− 2 états de valeurs propres purement

réelles. Il s’agit là de l’ensemble des états |χk, µq〉 avec k = 1, . . . , N1 et q = 1, . . . , N2−1
de valeur propre ω(k,q) = 0, auxquels se joignent les états |χk,±〉 avec k = 1, . . . , N1 −
1 de valeur propre ω(k,N2)

± = ±Φ
√
N2. En l’occurrence, tous ces états possèdent la

particularité d’être insensibles aux effets du piège central : leur durée de vie est infinie.
I D’autre part, il existe trois états singuliers, d’énergie complexe, associés au sous-espace

du trimère défini par la matrice non-hermitienne Htrim. Le sous-espace associé est gé-
néré par trois états qui représentent les sites du trimère avec (1)⇔ |0, 0〉 l’état du cœur
du graphe en étoile d’étoiles, (2) ⇔ |χN1 , 0〉 l’état décrivant une répartition excito-
nique homogène sur tous les cœurs des étoiles périphériques, et (3)⇔ |χN1 , µN2〉 l’état
décrivant une répartition excitonique homogène sur tous les sites extra-périphériques.

6.2.3 Dynamique quantique excitonique

Dans notre étude, nous nous sommes tout particulièrement penchés sur l’évolution d’un
état excitonique initialement localisé sur un site de la périphérie du graphe en étoile d’étoiles
(i.e. (`0 = 1, s = 1)). L’état quantique de l’exciton étant alors |Ψex(0)〉 = |`0, s0〉. En l’occur-
rence, le choix d’un tel état initial n’est pas anodin. Pour établir ce choix, nous nous sommes
directement inspirés de toutes les études réalisées autour des complexes artificiels collecteurs
de lumière et des dendrimères [26–28]. Dans ce contexte, l’idée est de capter à la périphérie
d’un réseau moléculaire de l’énergie et de la faire converger vers un centre actif. Situation que
nous réalisons complètement ici avec un départ de la périphérie et la présence du piège central.
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Dans ce contexte, pour connaître l’évolution temporelle des probabilités d’occupation de
chaque site, nous employons le propagateur excitonique G(t) ≡ e−iH

eff
ex t. La forme de cet

opérateur dépend de l’ensemble des états propres et valeurs propres du Hamiltonien effectif
excitonique Heff

ex comme

G(t) =
N1∑
k=1

N2−1∑
q=1
|χk, µq〉〈χk, µq|e−iω

(k,q)t

+
N1−1∑
k=1

(|χk,+〉〈χk,+|e−iω
(k,N2)
+ t + |χk,−〉〈χk,−|e−iω

(k,N2)
− t)

+
∑
i=0,±

|ΨR
i 〉〈ΨL

i |
〈ΨL

i |ΨR
i 〉
e−iω̂

(N1,N2)
i t

(6.15)

Remarquons que cette forme du propagateur est non-unitaire (i.e. G(t)†G(t) 6= 1) du fait de
la présence de valeurs propres complexes associées aux états propres gauches/droits. Cette
propriété définit clairement l’existence d’un processus irréversible d’absorption et par exten-
sion celle d’une flèche du temps pour la dynamique excitonique. Ceci étant, dès lors que Γ = 0
ce propagateur redevient unitaire. Dans ce contexte particulier, les vecteurs propres droits et
gauches se confondent avec les états donnés par l’équation (6.12).

La connaissance de ce propagateur nous permet de calculer différentes observables clés.
La première d’entre elles est la densité excitonique P`,s|`0,s0(t) qui représente la probabilité
d’observer l’exciton sur le site (`, s) à l’instant t. Cette probabilité se définit comme

P`,s|`0,s0(t) = |〈`, s|G(t)|`0, s0〉|2 (6.16)

La seconde observable est la probabilité d’absorption excitonique PA(t). Cette quantité
définit à chaque instant t la probabilité pour que l’exciton soit capturé par le piège central.
Elle s’écrit comme

PA(t) = 1−
∑
`,s

P`,s|`s,s0(t) (6.17)

Par ailleurs, pour mesurer l’efficacité du piégeage, nous allons introduire deux observables.
La première est la quantité PA(∞) qui mesure la densité excitonique maximum absorbée par
le piège. La seconde est le temps d’absorption τ qui représente le temps au bout duquel la
population absorbée atteint 99% de la valeur maximale PA(∞). En d’autres termes, τ se
définit comme

PA(τ) = 0.99PA(∞) (6.18)

Finalement, nous allons introduire une mesure importante permettant de caractériser la
propagation excitonique lorsque Γ = 0. Dans ces conditions, la dynamique du système est
unitaire car aucun processus d’absorption ne s’établit. La densité excitonique P`,s|`0,s0(t) sur
chaque site tend alors à osciller autour d’une valeur moyenne P `,s|`0,s0(t) qui est usuellement
appelée : probabilité limite. Cette observable se définit comme

P `,s|`0,s0(t) = lim
T→∞

1
T

∫ T

t=0
P`,s|`0,s0(t) dt (6.19)

Toutes ces observables représentent les éléments clés de l’étude que nous allons présenter.
Elles fournissent une information capitale pour comprendre comment évolue un exciton sur
le graphe en étoile d’étoiles après son implémentation initiale sur un site périphérique.
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6.3 Résultats numériques

Nous allons maintenant présenter les résultats numériques que nous avons obtenus concer-
nant la caractérisation de la transition de superradiance sur un graphe en étoile d’étoiles.
Néanmoins, avant de passer à l’étude de ce processus, nous allons tout d’abord présenter
quelques résultats préliminaires concernant le transfert excitonique en l’absence de piège.

6.3.1 Résultats préliminaires avec Γ = 0 : transfert excitonique libre

Lorsque Γ = 0, notre connaissance complète des états propres du système nous permet de
dériver exactement toutes les expressions de la densité excitonique sur chaque site du graphe.
Cependant, pour éviter d’alourdir notre discussion, nous avons regroupé l’ensemble de ces
résultats en annexe. Nous allons ici nous concentrer sur la mesure qui nous intéresse le plus :
la densité excitonique sur le cœur du graphe. La forme de cette probabilité est donnée par

P0,0|`0,s0(t) = 4
(N1 +N2)2 sin4

(
Φ
√
N1 +N2t

2

)
(6.20)

Cette probabilité évolue périodiquement selon la période T = 2π/(Φ
√
N1 +N2) et admet une

amplitude maximale de PMAX
0,0|`0,s0

= 4/(N1 + N2)2. L’évolution de cette probabilité s’effectue
autour d’une valeur moyenne définie par la probabilité limite

P 0,0|`0,s0 = 3
2(N1 +N2)2 (6.21)

Dans ces équations, les paramètres de taille N1 et N2 affectent de manière similaire l’am-
plitude des différentes probabilités. En l’occurrence, plus la taille du graphe est conséquente,
i.e. plus N1 ou N2 est grand, plus la probabilité pour que l’exciton atteigne le cœur du
graphe est faible. Pour donner une exemple concret, lorsque l’on considère un graphe avec
N1 = N2 = 3, la probabilité maximale au cœur est de PMAX

0,0|`0,s0
= 0.11.

Pour comprendre ce comportement, nous avons calculé numériquement l’évolution des
probabilités limites sur différentes régions du graphe en fonction des paramètres N1 et N2.
La figure 6.5 illustre les résultats obtenus. Dans le cas présent, nous avons considéré quatre
zones différentes : Le site initial (trait plein noir), l’étoile périphérique initiale (pointillé vert),
le cœur du graphe (pointillé rouge) et l’ensemble des autres étoiles périphériques (tirets bleus).
Les résultats présentés sur la figure 6.5(a) ont été obtenus avec un paramètre fixe N1 = 3, et
ceux de la figure 6.5(b) avec un paramètre fixe N2 = 3.

Comme le montre la figure 6.5(a), à N1 fixé, l’augmentation de N2 fait tendre vers l’unité
la probabilité limite d’observer l’exciton sur le site initial et l’étoile initiale. En contrepartie,
les probabilités limites d’observer l’exciton au cœur et sur toutes les autres étoiles périphé-
riques chutent vers zéro. L’augmentation de N2 produit donc une forte localisation de la
densité excitonique sur le site périphérique initialement peuplé. Dans ces conditions, l’énergie
ne peut plus être transmise efficacement vers les autres sites du graphe.

Comme le montre la figure 6.5(b), un comportement différent se produit lorsque l’on fixe
cette fois N2 et que l’on fait croître le paramètre N1. Dans le cas présent, la probabilité limite
d’observer l’exciton sur le site initial décroît faiblement passant d’une valeur de 0.55 pour
N1 = 2 à une valeur de 0.5 lorsque N1 = 20. Cependant, la probabilité limite d’occupation
de l’étoile initialement excitée tend de nouveau vers un lorsque N1 augmente. Et de même,
les probabilités limites d’observer l’exciton sur le cœur du graphe et sur toutes les autres
étoiles périphériques tendent vers zéro. Dans ce contexte, nous voyons que l’augmentation
du paramètre N1 génère un processus de localisation mais cette fois-ci sur l’ensemble de
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l’étoile périphérique initiale. Néanmoins, au sein de cette étoile, des simulations numériques
annexes ont montré que la distribution excitonique est toujours essentiellement gouvernée
par le paramètre N2.
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Figure 6.5 – Évolution des probabilités limites en fonction de N1 et N2 sur différentes régions du
graphe. (a) N1 = 3 et N2 évolue et (b) N2 = 3 et N1 évolue.

Ainsi, dans le cadre d’une évolution libre, la probabilité d’observer un exciton sur le cœur
du graphe est modulée par deux processus de localisation. Pour mieux comprendre l’origine de
ces phénomènes, nous devons observer la forme du propagateur (6.15) (en considérant les trois
états propres du trimère (6.12)). En l’occurrence, pour réaliser un transfert du site initial vers
le cœur, l’exciton peut emprunter différents chemins. Un chemin représente une transition
excitonique à travers un état propre spécifique du système. Dans ce contexte, le propagateur
G(t) montre l’existence de deux types de contributions. La première est associée au sous-
espace du trimère. Les états propres de ce sous-espace possèdent une extension importante
sur le réseau et définissent des chemins permettant à l’exciton de se délocaliser jusqu’au
cœur du graphe. La seconde contribution est donnée par l’ensemble des autres états propres.
Ces états, supérieurs en nombre, présentent une très forte dégénérescence et définissent des
chemins localisés sur les étoiles périphériques du graphe. Lorsque les paramètres N1 et N2
augmentent, le nombre d’états dégénérés augmentent fortement. La dynamique excitonique
est alors essentiellement gouvernée par ces états et une localisation de la densité excitonique
se produit dans la région périphérique qui contient le site excité à t = 0. L’interprétation
physique de ce phénomène est simple : il s’agit là d’une localisation par dégénérescence
spectrale similaire à celle présentée sur le graphe en étoile étudié au cours du Chapitre 2.
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6.3.2 Dynamique avec piège : étude de la transition de superradiance

c Quantité maximale absorbée PA(∞)

Lorsque le couplage avec le continuum absorbant est effectif, i.e. quand Γ > 0, une partie
de la population excitonique est absorbée au cœur du graphe. La figure 6.6 représente l’évo-
lution de la population absorbée en fonction du temps pour différents couples de paramètres
(N1, N2). Les résultats présentés sur la figure 6.6a ont été obtenus avec Γ = 3Φ et ceux
présentés sur la figure 6.6b avec Γ = 20Φ.
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Figure 6.6 – Évolution temporelle de la population absorbée pour différentes valeurs de Γ, N1 et N2.

Lorsque Γ = 3Φ, la figure 6.6a montre que la population absorbée converge toujours vers
une valeur limite PA(∞) constante. Dans le cas présent, cette valeur limite PA(∞) dépend des
paramètres de taille N1 et N2 mais reste invariante dès lors que l’on permute les valeurs de ces
deux paramètres. En effet, comme le montre la figure 6.6a, pour des couples de paramètres
(N1 = 3, N2 = 8) et (N2 = 8, N1 = 3) la population absorbée tend vers PA(∞) ' 0.041,
tandis que celle obtenue pour les couples (N1 = 3, N2 = 6) et (N2 = 6, N1 = 3) tend vers
PA(∞) ' 0.055. Notons que cette propriété de PA(∞) a été vérifiée dans de nombreuses simu-
lations numériques annexes dans lesquelles nous avions intentionnellement échangé la valeur
de N1 et N2. Concernant l’évolution temporelle de la population absorbée, nous voyons que
PA(t) migre vers sa valeur limite PA(∞) suivant une fonction exponentielle modulée par une
série de plateaux. Le nombre de plateaux ainsi que leur durée dépend ici des paramètres
de taille considérés. Dans ce contexte, pour une même quantité maximale absorbée PA(∞)
la durée d’absorption diffère d’un couple de paramètres à un autre. Par exemple, le temps
d’absorption est de τ ' 9.72Φ−1 pour (N1 = 3, N2 = 6) et passe à τ ' 5.06Φ−1 pour
(N1 = 6, N2 = 3). De la même façon, le temps d’absorption est de τ ' 11.95Φ−1 pour
(N1 = 3, N2 = 8) et passe à τ ' 5.16Φ−1 pour (N1 = 8, N2 = 3).

Lorsque Γ = 20Φ, nous retrouvons globalement les mêmes propriétés qu’avec Γ = 3Φ mais
sur une échelle de temps plus longue. La figure 6.6b montre en effet que les valeurs maximales
d’absorption PA(∞) sont indépendantes de la valeur de Γ. Par contre, le temps d’absorption
passe de τ ' 15.97Φ−1 pour (N1 = 3, N2 = 6) à τ ' 7.86Φ−1 pour (N1 = 6, N2 = 3).
De la même façon, τ ' 16.16Φ−1 pour (N1 = 3, N2 = 8) et passe à τ ' 5.88Φ−1 pour
(N1 = 8, N2 = 3).
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c Temps d’absorption τ en fonction de Γ

Nos simulations montrent que la variation de Γ n’agit jamais sur la quantité maximale
absorbée PA(∞). Par contre, le paramètre Γ influence la dynamique du processus d’absorption
et donc le temps τ résultant. Dans ces conditions, pour une même quantité absorbée PA(∞)
donnée, différents temps d’absorption apparaissent. Pour caractériser ce phénomène, nous
avons évalué numériquement l’évolution du temps d’absorption τ en fonction de Γ et ce
pour deux configurations équivalentes en terme de population maximale absorbée PA(∞).
La première configuration notée A s’associe au couple de paramètres (N1 = 3, N2 = 8),
tandis que la seconde notée B s’associe au couple de paramètres (N1 = 8, N2 = 3). Ces
deux configurations mènent à une même population maximale absorbée PA(∞) ' 0.041. Les
résultats obtenus sont illustrés sur la figure 6.7. Nous avons représenté en tirets les données
associées à la configuration A et en traits pleins celles associées à la configuration B.

Γ(ST)

B

Γ(ST)

A

Φ
τ

0

5

10

15

20

25

Γ (Φ unit)
0 5 10 15 20 25 30

Figure 6.7 – Temps d’absorption en fonction de Γ pour les deux configurations A et B.

Pour la configuration A, une valeur faible de Γ engendre un temps d’absorption relative-
ment long. Pour citer un exemple, lorsque Γ ' 1.7Φ le temps d’absorption est de τ ' 20Φ.
Ceci étant, dès lors que Γ commence à augmenter, le temps τ décroît rapidement. Il atteint
alors une valeur minimale de τ ' 8.80Φ−1 sur une région définie par Γ ∈ [4.8Φ, 9.8Φ]. Cet
intervalle caractérise l’ensemble des valeurs Γ pour lesquelles le processus d’absorption est op-
timisé temporellement. Dès lors que Γ dépasse cette région, le temps d’absorption croît alors
linéairement. On retrouve une valeur de τ ' 20Φ−1 lorsque Γ ' 25Φ. Pour la configuration
B, le schéma reste identique à celui de la configuration A. Toutefois une différence importante
existe : le temps d’absorption minimal est bien plus faible que celui de la configuration A.
En l’occurrence, la valeur minimale est de l’ordre de τ ' 1.77Φ−1 et apparaît sur une région
définie par Γ ∈ [6.2Φ, 8.5Φ].

6.3.3 Évolution du spectre complexe du trimère en fonction de Γ

Ces résultats montrent que l’inversion des paramètres N1 et N2 pour passer de la configu-
ration A vers la B permet de minimiser d’autant plus la durée du processus d’absorption. Pour
mieux comprendre ce phénomène, nous avons alors étudié l’évolution du spectre complexe
associé aux états propres |ΨR

0 〉 et |ΨR
±〉 du trimère en fonction de Γ. Les résultats obtenus

sont illustrés sur la figure 6.8. Les résultats associés à la configuration A sont représentés par
des tirets tandis que ceux associés à la configuration B sont en traits pleins. De plus, toutes
les courbes associées à l’état |ΨR

0 〉 sont en vert tandis que celles associées aux états |ΨR
±〉 sont

en rouge.
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Figure 6.8 – Spectre complexe du trimère en fonction de Γ pour les configurations A et B.

La figure 6.8a représente l’évolution des taux de décroissance des trois états propres en
fonction de Γ. Une première remarque importante : les deux états |ΨR

±〉 possèdent un même
taux de décroissance γ(N1,N2)

± . Ces deux états ont donc toujours une même durée de vie. Ceci
étant, nous voyons ici que l’évolution des taux de décroissance suit bien le scenario donné
par G. L. Celardo afin de décrire le concept de transition de superradiance. En effet, pour
la configuration A, les taux de décroissance γ(N1,N2)

± et γ(N1,N2)
0 augmentent similairement

lorsque Γ commence à croître. Cependant, lorsque Γ atteint la valeur limite Γ(ST )
A ' 6.7Φ les

taux de décroissance γ(N1,N2)
± atteignent une valeur maximale de l’ordre de γ(N1,N2)

± ' 0.53Φ
(et γ(N1,N2)

0 ' 5.61). Cette maximisation des taux de décroissance γ(N1,N2)
± est la signature

concrète de la transition de superradiance. En effet, lorsque Γ > Γ(ST )
A une ségrégation se pro-

duit entre les trois états : les taux γ(N1,N2)
± décroissent tandis que γ(N1,N2)

0 continue de croître
avec Γ. Ce comportement indique l’existence d’une part d’un unique état superradiant donné
par |ΨR

0 〉, et d’autre part de deux états subradiants donnés par |ΨR
±〉. Toutes ces propriétés se

retrouvent aussi pour la configuration B. Dans ce cas précis, la transition de superradiance
se produit pour une valeur Γ = Γ(ST )

B ' 8.01Φ. Pour cette valeur de couplage, le taux de
décroissance maximal atteint par les états subradiants |ΨR

±〉 est γ
(N1,N2)
± ' 2.31Φ tandis que

le taux de décroissance de l’état superradiant |ΨR
0 〉 est de γ(N1,N2)

0 ' 3.40Φ. Pour conclure,
remarquons que les deux valeurs Γ(ST )

A et Γ(ST )
B définissant les transitions de superradiance

pour chacune des deux configurations se trouvent bien dans les régions d’optimisation des
temps d’absorption. Pour mieux le voir, nous avons reporté ces valeurs sur la figure 6.7.

La figure 6.8b représente l’évolution des énergies réelles associées aux trois états propres
du trimère en fonction de Γ. La première remarque importante ici est que l’énergie de l’état
superradiant |ΨR

0 〉 est totalement indépendante de Γ et ce quelle que soit la configuration
considérée. Nous avons en effet ω(N1,N2)

0 = 0 quel que soit Γ, ce qui correspond notamment à
l’énergie de l’état propre |Ψ0〉 en absence de piège. Ceci étant, un comportement différent se
produit pour les deux états subradiants. Lorsque Γ = 0, l’énergie de ces états est simplement
ω

(N1,N2)
± = ±Φ

√
N1 +N2 soit l’énergie des états propres |Ψ±〉 connue en absence de piège.

Dès lors que Γ augmente, un rétrécissement spectral se produit. A la transition de superra-
diance, la largeur spectrale δω = ω

(N1,N2)
+ −ω(N1,N2)

− vaut respectivement δω ' 6.14Φ pour la
configuration A, et δω ' 4.77Φ pour la configuration B. Lorsque Γ continue de croître, cette
largeur spectrale continue de diminuer et tend vers une valeur constante. En menant diffé-
rentes investigations numériques, nous avons pu constater que la valeur limite des énergies

138



CHAPITRE 6. TRANSITION DE SUPERRADIANCE SUR UN GRAPHE EN ÉTOILE
D’ÉTOILES

tendait vers ω(N1,N2)
± = ±Φ

√
N2 lorsque Γ tend vers l’infini. Raison pour laquelle, la largeur

spectrale δω est plus faible à l’infini pour la configuration B que pour la configuration A.

c Restructuration des états propres en fonction de Γ

Dans la suite de notre étude, nous nous sommes intéressés aux différents effets que la
variation du paramètre Γ pouvait engendrer sur la structure des états propres du trimère.
Nous rappelons sur la figure 6.9 la forme du trimère.

Figure 6.9 – Modélisation du bloc Htrim par un graphe trimère.

Dans notre approche, nous avons évalué les poids respectifs 1 Πn des états propres droits
de Htrim sur chacun des trois sites du trimère. On rappelle ici que les sites (1), (2) et (3)
représentent respectivement les états |0, 0〉, |χN1 , 0〉 et |χN1 , µN2〉. Par ailleurs, remarquons
que le choix des vecteurs propres droits ou gauches pour le calcul des poids Πn est totale-
ment équivalent du fait des propriétés 2 de la matrice non-hermitienne Htrim. Ceci étant, les
résultats obtenus sont illustrés sur la figure 6.10. Nous avons ici représenté en vert les poids
associés à l’état superradiant |ΨR

0 〉 et en rouge ceux des deux états subradiants |ΨR
±〉. Les

traits pleins illustrent le poids Π1, les tirets le poids Π2 et les pointillés le poids Π3.
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Figure 6.10 – Poids des états |ΨR
0 〉 et |ΨR

±〉 sur chaque site du trimère en fonction de Γ.

1. Πn représente le module carré de la projection d’un état sur le site n du trimère, i.e. |〈n|ΨR〉|2.
2. En l’occurrence Htrim = HT

trim d’où la propriété 〈n|ΨR〉 = 〈ΨL|n〉.
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La figure 6.10a illustre les résultats obtenus pour la configuration A. Nous allons détailler
l’évolution de la structure de chaque type d’état :

I État superradiant |ΨR
0 〉 : Lorsque Γ = 0, l’état superradiant décrit une superposition

asymétrique des deux états |0, 0〉 et |χN1 , µN2〉 pour laquelle le poids sur |0, 0〉 est plus grand
que celui sur |χN1 , µµN2

〉 (i.e. Π1 > Π3). Lorsque Γ commence à augmenter, le poids Π1 sur
le cœur |0, 0〉 augmente aussi, tandis que le poids Π3 sur |χN1 , µµN2

〉 décroît. Ceci étant, un
comportement singulier se produit : le poids Π2 sur |χN1 , 0〉 qui était nul initialement se met
à croître. L’état superradiant admet alors une extension sur les trois sites du trimère. Ce
nouveau poids sur le site central Π2 continue d’augmenter jusqu’à une valeur seuil maximale
proche de la transition de superradiance définie par Γ = Γ(ST )

A . Dans cette région les deux
poids sur les états |χN1 , 0〉 et |χN1 , µN2〉 sont relativement semblables (i.e. Π2 ∼ Π3). Finale-
ment, lorsque Γ continue d’augmenter ces deux poids Π2 et Π3 tendent tous deux vers zéro.
En contrepartie, le poids Π1 associé au cœur du graphe |0, 0〉 tend vers un. Ce comportement
démontre que, pour des grandes valeurs Γ, l’état superradiant tend à se localiser sur le cœur
du graphe (i.e. le site de piège).

I États subradiants |ΨR
±〉 : Lorsque Γ = 0 ces états forment une superposition quan-

tique sur les trois états |0, 0〉, |χN1 , 0〉 et |χN1 , µN2〉. Ceci étant, lorsque Γ augmente le poids
Π1 associé au cœur |0, 0〉 tend progressivement vers zéro tandis que le poids Π3 associé à
|χN1 , µN2〉 tend vers 0.5. En contrepartie, le poids Π2 associé à l’état |χN1 , 0〉 reste constant
quel que soit Γ avec Π2 = 0.5. Dans ce contexte, lorsque Γ tend vers des grandes valeurs, nos
simulations numériques ont pu montrer que les états subradiants deviennent des superposi-
tions (|χN1 , 0〉±|χN1 , µN2〉)/

√
2. Raison pour laquelle Π2 = Π3 = 0.5 lorsque Γ devient grand.

La figure 6.10b illustre les résultats obtenus pour la configuration B. Pour cette configu-
ration les mêmes comportements limites s’observent lorsque Γ devient très grand. Cependant
une différence existe entre les configurations A et B pour des valeurs faibles et intermédiaires
de Γ. Nous allons détailler l’évolution de la structure de chaque type d’état :

I État superradiant |ΨR
0 〉 : Lorsque Γ = 0, l’état superradiant est toujours une superpo-

sition asymétrique des deux états |0, 0〉 et |χN1 , µN2〉. Toutefois, le poids Π3 associé à l’état
|χN1 , µN2〉 est cette fois-ci supérieur au poids Π1 associé au cœur |0, 0〉. Lorsque Γ augmente,
le poids Π2 associé à l’état |χN1 , 0〉 initialement inexistant se met alors à croître jusqu’à
une valeur maximale située dans la région de la transition de superradiance Γ = ΓSTB . A
ce moment précis, les trois poids Π1,Π2 et Π3 de l’état superradiant sont quasiment tous
identiques ; signe d’une délocalisation de l’état sur l’ensemble du trimère.

I États subradiants |ΨR
±〉 : Lorsque Γ = 0 ces états forment des superpositions impli-

quant les trois états avec toujours le poids constant Π2 = 0.5 sur l’état |χN1 , 0〉. Lorsque Γ
commence à croître, le poids Π1 associé à |0, 0〉 tend vers zéro tandis que le poids Π3 associé
à |χN1 , µN2〉 tend vers 1/2. Ceci étant, du fait que le poids initial Π1 est supérieur à Π3, un
croisement des deux courbes se produit dans la région proche de la transition de superra-
diance. Contrairement à la configuration A, dans cette région les états subradiants présentent
des poids Π1 et Π3 relativement équivalents. Les états sont alors plus étendus spatialement.

c Extension des états propres sur le trimère en fonction de Γ

Pour faire état de la différence d’extension spatiale entre les deux configurations A et B,
nous avons utilisé une mesure très commode connue sous le nom d’IPR (Inverse Participation
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Ratio). Formellement, la mesure d’IPR d’un état |ΨR
i 〉 est donnée par

IPR(|ΨR
i 〉) = 1∑3

n=1 |〈n|ΨR
i 〉|4

(6.22)

où nous avons introduit les état locaux du trimère |n〉 avec n = 1, 2, 3. En l’occurrence,
l’IPR décrit le nombre de sites sur lesquels se décompose un état propre. Par exemple, pour
un état |ΨR

i 〉 localisé sur un seul site du trimère, (i.e. 〈n|ΨR
i 〉 = δnn′), la mesure d’IPR

devient IPR(|ΨR
i 〉) = 1. Tandis que pour un état propre |ΨR

i 〉 étendu sur le trimère (i.e.
〈n|ΨR

i 〉 ∼ 1/
√

3, ∀n) la mesure d’IPR devient IPR(|ΨR
i 〉) = 3.

Partant de cette mesure, nous avons évalué l’IPR des trois états propres du trimère pour
chacune des deux configurations étudiées. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure
6.11. Nous avons tracé ici les données associées à l’état superradiant en vert, et en rouge celles
des état subradiants. Par ailleurs, les traits pleins s’associent à la configuration B tandis que
les tirets s’associent à la configuration A.
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Figure 6.11 – Évolution de l’IPR des états propres du trimère pour les deux configurations A et B

Lorsque Γ = 0 l’extension des états est la même quelle que soit la configuration. On
mesure ici IPR(|ΨR

0 〉) = 1.65 et IPR(|ΨR
±〉) = 2.5. De la même manière, pour de très grandes

valeurs de Γ, les comportements asymptotiques sont identiques pour les deux configurations.
On mesure dans ces conditions IPR(|ΨR

0 〉) = 1 et IPR(|ΨR
±〉) = 2. Cependant, pour migrer

entre ces deux situations asymptotiques, l’IPR des états suit un chemin totalement différent
selon la configuration que l’on considère. Pour la configuration A, une transition monotone se
produit indiquant que les trois états perdent globalement en extension lorsque Γ augmente.
Cependant, pour la configuration B une restructuration majeure des états propres se produit.
Dans cette situation, deux pics juxtaposés apparaissent indiquant que les trois états sans
exception gagnent en extension sur le trimère. Le pic associé à l’état superradiant atteint
une valeur de IPR(|ΨR

0 〉) = 2.92 et apparaît pour Γ ' 7.56Φ, tandis que le pics associé aux
états subradiants est de IPR(|ΨR

±〉) = 2.67 et apparaît quant à lui lorsque Γ ' 9.00Φ. Ces
pics d’extension se produisent clairement autour de la transition de superradiance ΓSTB '
8.01Φ. A ce stade, remarquons que toutes ces propriétés d’extension ont été observées pour
des configurations à même valeur maximale absorbée PA(∞). Dans ce contexte, nous avons
constaté que pour une configuration (N1, N2) donnée, des pics dans les IPR apparaissaient
dès lors que N1 > N2. En contrepartie, une décroissance monotone des IPR se produisait dès
lors que N2 > N1.
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6.3.4 Transition de superradiance : Transport et absorption sur le trimère

Pour conclure notre étude numérique, nous nous sommes intéressés à la dynamique exci-
tonique sur le graphe trimère au moment de la transition de superradiance. La figure 6.12a
illustre les résultats obtenus pour la configuration A lorsque Γ = ΓSTA , et la figure 6.12b ceux
obtenus pour la configuration B lorsque Γ = ΓSTB . Nous avons tracé respectivement en noir,
vert et rouge les populations P1, P2 et P3 associées aux trois sites du trimère. La population
totale absorbée PA est tracée en bleue.

Pour la configuration A, la population absorbée PA(t) initialement nulle croît jusqu’à la
valeur limite de 0.041. Cette quantité représente la valeur de la population initiale P3 associée
à l’état |χN1 , µN2〉. On remarquera ici que la population absorbée décrit une série de plateaux
signifiant l’existence de périodes pendant lesquelles aucune population n’est absorbée par le
piège. Ce comportement provient directement de la manière avec laquelle l’exciton évolue
dans le sous-espace du trimère. En l’occurrence, le scenario est très simple à comprendre. A
l’origine, la fraction de densité excitonique présente sur le trimère se trouve sur le troisième
site (i.e dans l’état |χN1 , µN2〉). Lorsque t croît, la densité excitonique se propage en direction
du site central du trimère (i.e. le site (2) associé à l’état |χN1 , 0〉). Lorsqu’elle atteint ce site,
une faible fraction de population est transmise au site (1) (i.e. associé à l’état |0, 0〉.), et
une majeure partie de la population est réfléchie en direction du site initial. La dynamique
excitonique sur le trimère est donc essentiellement marquée par des oscillations entre les sites
(2) et (3) comme le montre la figure 6.12a. Toutefois, à chaque fois que l’exciton vient occuper
le site (2), une faible portion de population est transmise au site (1). Ce site piège alors la
population transmise périodiquement. Raison pour laquelle le processus d’absorption admet
une succession de paliers. Le temps final d’absorption est alors de τ = 8.80Φ−1.

Φt
0 2 4 6 8 10

0

PA
P2

P1

P3

po
pu

la
tio

n

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

(a) Configuration A.

PA

P2

P1

P3

po
pu

la
tio

n

0

0.01

0.02

0.03

0.04

Φt
0 2 4 6 8 10

0.05

(b) Configuration B.

Figure 6.12 – Evolution temporelle des populations sur le trimère à la transition de superradiance.

Pour la configuration B, un comportement très différent apparaît : l’absorption devient
ultra-efficace. La population absorbée PA(t) évolue très rapidement de zéro à 0.041 sans pré-
senter de quelconques plateaux. L’origine de ce phénomène provient de l’efficacité de transfert
excitonique sur le trimère. Comme le montre la figure 6.12b, la population excitonique initiale
sur le site (3) est directement transmise au site (2). Et de la même façon, cette population est
directement transmise au site (1) où elle est complètement absorbée, sans pouvoir rebrousser
chemin sur le trimère. En l’occurrence, tout se passe comme si la propagation excitonique
était insensible aux effets de dispersion engendrés par le trimère. La densité excitonique se
propage tel un unique paquet entre les deux extrémités du trimère sans présenter aucune
oscillation sur le réseau. Dans ces conditions, le transfert de population vers le cœur est
nettement amélioré et le temps d’absorption est réduit τ = 1.77Φ−1.
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6.4 Discussion générale

Pour amorcer notre discussion, commençons d’abord par résumer l’ensemble des phéno-
mènes importants observés dans notre étude. Nos résultats numériques démontrent que la
dynamique excitonique est gouvernée par deux types d’états propres. D’une part, le Hamil-
tonien Heff

ex possède N1(N2 + 1) − 2 états propres associés à des valeurs propres purement
réelles. Ces états, dont la dégénérescence est très prononcée, sont totalement insensibles à la
présence du piège situé au cœur du graphe en étoile d’étoiles. D’autre part, il existe trois états
propres particuliers associés au sous-espace du trimère sous-tendu par les trois états |0, 0〉,
|χN1 , 0〉 et |χN1 , µN2〉. Ces états propres |ΨR

0 〉 et |ΨR
±〉 sont les seuls à présenter des énergies

complexes et par conséquent des taux de décroissance. Il s’agit là des seuls états à participer
activement au processus d’absorption.

Dans ce contexte, nous avons observé que la population excitonique absorbée PA(∞) ne
dépend que des paramètres de taille N1 et N2. Plus ces paramètres sont grands, et plus la
population absorbée PA(∞) devient faible. Par ailleurs, nous avons pu voir que PA(∞) ne
dépend pas de Γ et reste invariante sous l’échange de la valeur des paramètres N1 ↔ N2.
En contrepartie, les trois paramètres N1, N2 et Γ jouent un rôle important dans l’évolution
temporelle de la population absorbée PA(t). Ils influencent ainsi le temps τ du processus
d’absorption. Lorsque ces paramètres sont judicieusement choisis, le processus de transport
excitonique au cœur peut être optimisé ce qui permet alors de minimiser le temps τ . Cette
optimisation se produit toujours autour de la transition de superradiance. Par ailleurs, l’étude
de la transition de superradiance nous a permis de distinguer un état superradiant et deux
états subradiants. L’état superradiant est |ΨR

0 〉 et possède un taux de décroissance γ(N1,N2)
0

qui augmente continûment avec le paramètre Γ. En contrepartie, les deux états subradiants
sont |ΨR

±〉 et possèdent un même taux de décroissance γ(N1,N2)
± dont la valeur maximale

permet de définir la transition de superradiance du système. Cette transition se produit pour
une valeur Γ = ΓST . Nous avons montré qu’autour de cette valeur les trois états propres
|ΨR

0 〉 et |ΨR
±〉 subissaient une véritable restructuration du fait de leur interaction avec le piège

central. Dans ces conditions, pour une même quantité totale absorbée PA(∞), deux types de
transport ont été observés : un transport super-optimal lorsque N1 > N2, et un transport
sub-optimal apparaissant lorsque N2 > N1.

6.4.1 Forme analytique de la population maximale absorbée PA(∞)

Pour comprendre l’origine de toutes ces propriétés, nous avons cherché à dériver la forme
analytique de la population maximale absorbée par le cœur du graphe. Pour ce faire, l’idée
est simple : partant de l’état initial en périphérie |`0 = 1, s0 = 1〉, nous avons évalué la façon
avec laquelle cet état se décomposait sur les états propres du système. Plus précisément, nous
avons estimé la population initialement distribuée sur les N1(N2 + 1) − 2 états stables du
système dont nous connaissons la forme exacte. Après quelques calculs, nous avons pu voir
que cette population s’élève à 1 − 1/(N1N2). Ce qui montre donc que la population totale
absorbée par le piège central PA(∞) est

PA(∞) = 1
N1N2

(6.23)

Ce résultat est en parfait accord avec les résultats obtenus numériquement et montre
bien que PA(∞) dépend de la même façon des deux paramètres N1 et N2. Par ailleurs, cette
population est toujours supérieure ou égale à la population maximale transmise au cœur en
absence de piège PMAX

0,0|`0,s0
= 4/(N1 + N2)2 (voir (6.20)). En d’autres termes, la présence du

piège central améliore le transfert de la périphérie au cœur du graphe. On remarquera que les
deux populations sont équivalentes lorsque les paramètres de taille sont identiques N1 = N2.
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6.4.2 Restructuration et optimisation de l’absorption et du transport

Abordons maintenant l’influence des différents paramètres sur l’optimisation du transport
excitonique au cœur, et plus particulièrement sur la minimisation du temps d’absorption τ .
Ces phénomènes sont en fait intimement liés à la restructuration des états propres |ΨR

0 〉
et |ΨR

±〉 engendrée par le couplage avec le piège. En effet, lorsque Γ = 0, l’état superradiant
|ΨR

0 〉 est une superposition des deux états |0, 0〉 et |χN1 , µN2〉, tandis que les deux états subra-
diants forment des superpositions des trois états |0, 0〉, |χN1 , µN2〉 et |χN1 , 0〉 (voir équation
6.12). Mais ces états se transforment lorsque Γ est très grand. Dans ces conditions, l’état
superradiant se localise au cœur si bien que |ΨR

0 〉 ∼ |0, 0〉. De la même façon, les deux états
subradiants deviennent de moins en moins sensibles aux effets du piège et forment des super-
positions du type |ΨR

±〉 ∼ (|χN1 , 0〉 ± |χN1 , µN2〉)/
√

2.

Dans ce contexte, la façon avec laquelle le paramètre Γ agit sur les états peut être ap-
préhendée comme suit. Lorsque Γ part de zéro, le piège agit sur la dynamique excitonique
telle une très faible perturbation. Dans ces conditions, les trois états |ΨR

0 〉 et |ΨR
±〉, sensibles

aux effets du piège, sont impliqués dans le processus d’absorption. Ce qui se traduit alors par
une augmentation quasi-similaire de leur taux de décroissance. Ceci étant, lorsque Γ conti-
nue d’augmenter l’action du piège absorbant ne peut plus être perçue comme une simple
perturbation. Les trois états sont alors progressivement restructurés. En l’occurrence, l’état
superradiant se localise peu à peu sur le cœur. En parallèle, les états subradiants perdent
de leur population sur ce même site. La transition de superradiance apparaît alors lorsque
cette restructuration permet de produire des chemins efficaces de la périphérie vers le cœur
du graphe. Au moment précis où Γ = ΓST , les taux de décroissance des états subradiants
atteignent une valeur maximale et le temps d’absorption τ est minimisé. Dès lors que Γ dé-
passe cette zone d’optimisation, la localisation de l’état superradiant devient si forte que le
processus d’absorption perd en efficacité. Le cœur du graphe se singularise du reste du réseau
et ne peut plus admettre de couplage efficace avec les autres sites. Dans ces conditions, tout
se passe comme si le graphe en étoile d’étoiles présentait N1 étoiles périphériques très faible-
ment couplées avec le site de cœur. Raison pour laquelle le spectre réel des états subradiants
présente un rétrécissement jusqu’à une valeur seuil de δω = 2Φ

√
N2. En l’occurrence, les

états subradiants deviennent |ΨR
±〉 ∼ (|χN1 , 0〉 ± |χN1 , µN2〉)/

√
2 et leur énergie devient réelle

ωN1,N2
± = ±Φ

√
N2 du fait de l’extinction de leur taux de décroissance. Ces états décrivent

alors des "états homogènes généraux" sur l’ensemble des étoiles périphériques similaires aux
états homogènes introduits dans le cas d’un graphe en étoile unique (cf. Chapitre 2).

Ceci étant, le paramètre Γ n’est pas le seul paramètre influençant le processus d’ab-
sorption. En effet, nos résultats numériques ont montré que les paramètres de taille N1 et
N2 jouent aussi un rôle très important concernant le processus de restructuration des états
propres. Pour comprendre l’effet de ces paramètres nous devons considérer les deux cas asymp-
totiques N1 � N2 et N2 � N1.

LorsqueN2 � N1 et Γ = 0, les équations (6.12) montrent que l’état superradiant |ΨR
0 〉 cor-

respond à un état fortement localisé sur |0, 0〉, tandis que les deux états subradiants |ΨR
±〉 ont

une forme très proche de (|χN1 , 0〉 ± |χN1 , µN2〉)/
√

2. Partant de ces états, l’augmentation de
Γ produira l’apparition d’une transition de superradiance. Cependant, les trois états propres
du système étant déjà très proches des états asymptotiques atteints lorsque Γ est très grand,
aucune restructuration majeure ne se produira. Dans ce contexte, nous retrouvons alors des
résultats similaires à ceux obtenus dans le cas de la configuration A avec (N1 = 3, N2 = 8).
On parle alors de processus d’absorption sub-optimisé.
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A l’inverse, lorsque N1 � N2 et Γ = 0, la forme des états propres associés au sous-espace
du trimère est bien différente. Lorsque Γ = 0, l’état superradiant |ΨR

0 〉 est fortement loca-
lisé sur |χN1 , µN2〉 et les deux états subradiants possèdent une forme |ΨR

±〉 très proche de
(|0, 0〉 ± |χN1 , 0〉)/

√
2. Dans ce contexte, la forme de départ des ces états est si différente de

celle atteinte lorsque Γ est très grand qu’une très forte restructuration se produit autour de
la transition de superradiance. Cette restructuration a pour effet d’optimiser l’extension des
trois états sur le trimère produisant alors des pics dans les mesures d’IPR. Cette extension per-
met de générer un transport excitonique optimal d’une extrémité à l’autre du trimère et donc
un meilleur piégeage. On parle alors de super-optimisation de l’absorption excitonique. Ce
processus est clairement celui observé dans le cas de la configuration B avec (N1 = 8, N2 = 3).

Bien entendu, lorsque les deux paramètres N1 et N2 sont similaires, un comportement
intermédiaire se produit. La restructuration des états est plus modérée et le régime d’absorp-
tion est à la croisée d’une sub-optimisation et d’une super-optimisation. Pour donner une
illustration de ces comportements, la figure 6.13 représente les temps optimaux d’absorption
τ obtenus numériquement pour différents couples de paramètre de taille (N1, N2).
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Figure 6.13 – Temps minimaux d’absorption τ en fonction des paramètres N1 et N2.

Nous voyons ici que la région N1 > N2 contient les couples de paramètres présentant les
temps d’absorption les plus faibles. Pour prendre un exemple concert, le cas extrême (N1 =
10, N2 = 3) représente un cas de régime super-optimisé pour lequel le temps d’absorption est
de τ ' 1.68Φ−1. En contrepartie, son homologue (N1 = 3, N2 = 10) représente un cas de
régime sub-optimisé pour lequel le temps d’absorption est de τ ' 9.84Φ−1.
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Chapitre 7

Interaction entre le désordre et la
transition de superradiance

Pour juger de l’efficacité du transport excitonique sur un graphe, la question fondamen-
tale est toujours la suivante : l’exciton se délocalise-t-il de manière cohérente ou, au

contraire, se localise-t-il sur le réseau ? Dans ce contexte, notre précédente étude a clairement
montré le rôle important que joue la symétrie du réseau sur l’évolution excitonique. Sur un
graphe en étoile d’étoiles, la dégénérescence des états propres est si forte qu’un phénomène
de localisation se produit. On parle alors de localisation par dégénérescence spectrale. Un
exciton qui initialement se trouve sur la périphérie du réseau restera majoritairement localisé
dans cette région et ne pourra que très faiblement se délocaliser vers le cœur. Dans le cadre
d’un processus d’absorption au cœur du graphe, ce phénomène de localisation altère alors
la qualité du piégeage : seule une petite partie de la densité excitonique peut être absorbée.
Partant de ces observations, nous nous sommes alors posés une question simple : que faire
pour améliorer la transmission excitonique de la périphérie du graphe vers son cœur ? Pour
y répondre, nous nous sommes tournés vers un concept intéressant : celui de désordre.

Pour un physicien du solide, la notion de "désordre sur réseau" rappellera naturellement
le concept de localisation introduit par P.W. Anderson [1]. En effet, dans son article de 1958,
Anderson démontra que la présence d’un désordre sur un réseau pouvait engendrer des effets
négatifs sur le transport quantique d’une particule. Dans ces conditions, la perte d’extension
spatiale des états propres du système conduit au confinement de la particule sur un nombre
restreint de sites. On parle alors de "localisation d’Anderson". Ceci étant, de récentes études
[2–4] ont révélé que la présence d’un faible désordre pouvait aussi posséder une action positive
lorsque l’on considère des réseaux complexes. Dans ces contexte, le transport quantique gé-
néré devient très subtil. Les mécanismes de transfert sont à la fois gouvernés par la symétrie
du réseau mais aussi par la présence de défauts locaux. Cette dynamique hybride permet
alors d’améliorer la délocalisation des particules.

Inspirés par ce concept, ce dernier chapitre présente une étude visant à caractériser les
effets d’un désordre local sur un graphe en étoile d’étoiles avec un piège absorbant au cœur.
L’idée d’une telle étude est de souligner les interactions bénéfiques possibles entre l’absorption
(transition de superradiance) et le désordre. Ainsi, dans une première partie nous allons
présenter le modèle de réseau en étoile d’étoiles désordonnée et le Hamiltonien excitonique
correspondant. Nous introduirons ensuite les observables dont la connaissance nous permettra
de caractériser la dynamique excitonique. Dans une seconde partie nous présenterons une
analyse numérique de l’influence du désordre sur le processus d’absorption. Ces différents
résultats seront discutés et interprétés dans une troisième et dernière partie.
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7.1 Éléments théoriques

7.1.1 Présentation du modèle

Dans certaines situations, le concept de désordre permet d’introduire une idée simple :
sur un réseau moléculaire réaliste, chaque site peut parfois se comporter comme une entité
unique. Cette singularité des différents groupements moléculaires naît du fait que localement
chaque site du réseau peut percevoir un environnement physico-chimique très différent en
fonction de sa position. Dans ces conditions, les propriétés excitoniques locales évoluent d’un
site à l’autre si bien que le réseau ne peut plus être considéré comme un objet de symétrie
parfaite mais plutôt comme un graphe présentant une multitude de défauts locaux.

Pour modéliser théoriquement une telle situation, les approches usuellement employées
consistent à redéfinir les propriétés locales du réseau étudié [2–10]. Dans le cadre de notre
étude, nous nous sommes directement inspirés du modèle de base de Anderson pour caracté-
riser les effets du désordre sur le graphe en étoile d’étoiles. Dans ce contexte, nous supposons
que les énergies {ωl,s} associées aux différents sites (`, s) du graphe forment un ensemble de
variables aléatoires toutes indépendantes les unes des autres. Chacune de ces variables étant
uniformément distribuée dans l’intervalle suivant

ω`,s ∈
[
ω0 −

W

2 , ω0 + W

2

]
(7.1)

où le paramètre W représente "l’amplitude du désordre". Dans ce contexte, chaque éner-
gie locale est définie par une moyenne 〈ω`,s〉 et une variance 〈(ω`,s − 〈ω`,s〉)2〉 qui suivent
respectivement {

〈ω`,s〉 = ω0
〈(ω`,s − 〈ω`,s〉)2〉 = W 2

12
(7.2)

Pour compléter notre modèle, nous allons aussi considérer la présence d’un piège au
cœur du graphe (site couplé avec un continuum). Dans ces conditions, le Hamiltonien effectif
excitonique du système prend la forme suivante

Heff
ex =

N1∑
`=0

N2∑
s=0

(
ω`,s − i

Γ
2 δ0`δ0s

)
|`, s〉〈`, s|

+ Φ
N1∑
`=1

(|0, 0〉〈`, 0|+ |`, 0〉〈0, 0|)

+ Φ
N1∑
`=1

N2∑
s=1

(|`, 0〉〈`, s|+ |`, s〉〈`, 0|)

(7.3)

La première ligne du membre de droite décrit l’énergie de chaque site (`, s) du graphe. L’éner-
gie du site de cœur étant en plus augmentée d’un terme imaginaire en −iΓ/2, où Γ représente
le taux de décroissance de l’état |0, 0〉. La seconde ligne représente l’ensemble des couplages
existant entre le piège et les N1 cœurs des étoiles périphériques. La troisième ligne décrit le
couplage entre le cœur de chaque étoile périphérique et ses N2 sites périphériques respectifs.
A ce stade, remarquons que pour la suite de notre étude nous considérerons ω0 comme la
référence en énergie (i.e. ω0 = 0).
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7.1.2 Approche numérique

Pour étudier l’absorption au cœur du graphe, nous avons considéré la même situation
initiale que celle introduite dans l’étude présentée au Chapitre 6. En d’autres termes, nous
supposons que l’exciton se trouve initialement sur le site périphérique (`0 = 1, s0 = 1). L’état
quantique excitonique initial est donc |Ψ(0)〉 = |`0, s0〉.

Dans ce contexte, pour étudier concrètement les effets du désordre, nous avons réalisé un
traitement statistique du problème. Plus précisément, pour un même jeu de paramètres Γ
et W fixés, nous avons simulé numériquement un tirage de N configurations différentes de
désordre. Chaque configuration indicée (C) permet de construire une matrice hamiltonienne
unique Heff(C)

ex qui, dans la base des sites, présente des énergies aléatoires suivant une ampli-
tude typique W . La diagonalisation numérique de chaque matrice Heff(C)

ex permet à chaque
fois d’obtenir un spectre contenant NS valeurs propres complexes de la forme

ω̂
(C)
k = ω

(C)
k − i

γ
(C)
k

2 avec k = 1, . . . , NS (7.4)

où ω
(C)
k représente une énergie réelle et γ(C)

k un taux de décroissance. Ces valeurs propres
complexes sont associées à des vecteurs propres droits (et gauches) que l’on notera |ΨR(C)

k 〉
(et 〈ΨL(C)

k |).

c Dynamique quantique excitonique et temps d’absorption

Partant de ces données, nous construisons pour chaque configuration un propagateur
excitonique non-unitaire G(C)(t) qui s’écrit comme

G(C)(t) =
NS∑
k=1

e−iω̂
(C)
k

t |Ψ
R(C)
k 〉〈ΨL(C)

k |
〈ΨL(C)

k |ΨR(C)
k 〉

(7.5)

A partir de cet opérateur, nous évaluons pour chaque configuration la population totale
absorbée par le piège central P (C)

A (t). Cette observable se définit comme

P
(C)
A (t) = 1−

N1∑
`=1

N2∑
s=1
|〈`, s|G(C)(t)|`0, s0〉|2 (7.6)

A ce stade, marquons un bref arrêt pour présenter une propriété importante : toutes les
simulations que nous avons réalisées ont montré que la présence d’un désordre même faible
produisait un processus d’absorption complet. En d’autres termes :

P
(C)
A (∞) = 1, ∀(C) (7.7)

Dans ces conditions, contrairement à l’approche développée dans le Chapitre 6, nous avons
introduit une nouvelle définition du temps d’absorption. Ainsi, pour chaque configuration
(C) générée, le temps τ (C) représente la durée au bout de laquelle la moitié de la population
excitonique totale est absorbée, soit

P
(C)
A (τ (C)) = 1

2 (7.8)
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En partant de ces quantités, nous évaluons alors le temps moyen d’absorption 〈τ〉 sur
l’ensemble des configurations réalisées. Pour ce faire, nous utilisons une moyenne géométrique
comme

〈τ〉 ≡ exp
[

1
N

N∑
C=1

ln(τ (C))
]

(7.9)

En effet, l’utilisation d’une moyenne géométrique tient du fait que la distribution des
temps d’absorption obtenue dans nos simulations est de type "long tail" (distribution à longue
traîne). Afin d’illustrer nos propos, nous avons représenté sur la figure 7.1 l’allure typique de
la distribution des temps d’absorption obtenue pour N1 = N2 = 4 et Γ = W = 2Φ lorsque
l’on réalise un tirage comptant N = 6000 configurations de désordre.
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Figure 7.1 – Distribution des temps d’absorption obtenue pour N1 = N2 = 4 et Γ = W = 2Φ.

Sur cette figure, le panneau inférieur représente la valeur des temps d’absorption obtenus
pour chaque configuration, tandis que le panneau supérieur illustre la forme globale de la
distribution des temps. Comme nous pouvons le voir, certaines valeurs de temps τ (C) ob-
tenues numériquement s’éloignent très fortement de la région contenant les valeurs les plus
probables située aux abords de ∼ 30Φ−1. Dans ces conditions, l’espérance associée est très
mal représentée par une moyenne arithmétique usuelle. A titre d’exemple, une telle méthode
décrit ici une moyenne des temps d’absorption de l’ordre 4000Φ−1 : valeur qui n’est claire-
ment pas pertinente pour cette distribution. C’est la raison pour laquelle nous avons opté
pour une moyenne de type géométrique. Nous avons représenté sur la figure 7.1 la valeur de
cette moyenne 〈τ〉 ' 125Φ−1 par un trait vertical bleu. Comme nous pouvons le voir, cette
donnée est clairement plus pertinente au regard de la forme de la distribution.

c Observables : densité spectrale, taux de décroissance et IPR

Nous allons maintenant introduire les différentes observables qui vont nous permettre
d’interpréter les variations du temps moyen d’absorption 〈τ〉.

I Densité spectrale générale 〈DOS(ω)〉 : Cette observable permet de quantifier le
nombre total d’états propres dont l’énergie se situe sur une tranche du spectre réel centrée
sur une valeur ω donnée. Il s’agit en fait d’une densité moyenne d’états définie comme

〈DOS(ω)〉 = 1
NSN

N∑
C=1

NS∑
k=1

δ(ω − ω(C)
k ) = n(ω)

NSN
(7.10)
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où n(ω) =
∑
C

∑
k δ(ω − ω

(C)
k ) est le nombre moyen d’états propres dont l’énergie réelle se

situe sur une tranche spectrale centrée en ω.

I Taux de décroissance spectral moyen 〈γ(ω)〉 : Cette mesure nous renseigne sur la
tendance des états propres du système à admettre une durée de vie plus ou moins longue sur
une tranche du spectre réel centrée en ω. Elle se définit comme

〈γ(ω)〉 = 1
n(ω)

N∑
C=1

NS∑
k=1

γk(ω
(C)
k )δ(ω − ω(C)

k ) (7.11)

Cette observable montre aussi comment localement dans le spectre réel les taux de décrois-
sance s’étendent autour de la valeur moyenne 〈γ〉. Cette quantité est un paramètre fixe du
système issu de la conservation de trace du Hamiltonien effectif. En effet, à Γ fixé 〈γ〉 est
donnée par

〈γ〉 = 1
NSN

N∑
C=1

NS∑
k=1

γ
(C)
k = Γ

NS
(7.12)

IMesures d’extension spatiale par IPR : Une autre observable intéressante est donnée
par l’IPR (Inverse Participation Ratio). Formellement, l’IPR d’un état |ΨR(C)

k 〉 s’écrit comme

IPR(|ΨR(C)
k 〉) ≡ 1∑N1

`=1
∑N2
s=1 |〈`, s|Ψ

R(C)
k 〉|4

(7.13)

Il s’agit d’une mesure de l’extension spatiale de l’état propre |ΨR(C)
k 〉 sur les différents sites du

réseau considéré. En l’occurrence, plus un état propre |ΨR(C)
k 〉 sera localisé sur un site (`′, s′)

donné avec |〈`, s|ΨR(C)
k 〉|2 = δ`,`′δs,s′ , plus IPR(|ΨR(C)

k 〉) va tendre vers un. En revanche, plus
cet état sera délocalisé sur l’ensemble des NS sites locaux avec |〈`, s|ΨR(C)

k 〉|2 = 1/NS et plus
IPR(|ΨR(C)

k 〉) tendra vers NS . Du fait de notre statistique, nous serons amenés à manipuler
cette observable de deux façons. D’une part, nous estimerons l’IPR moyen global 〈IPR〉 qui
suit la définition

〈IPR〉 = 1
NSN

N∑
C=1

NS∑
k=1

IPR(|ΨR(C)
k 〉) (7.14)

Cette mesure générale fait état de l’extension moyenne globale de tous les états propres
confondus du système. D’autre part, nous étudierons aussi l’IPR sous la forme d’une valeur
moyenne locale sur le spectre comme

〈IPR(ω)〉 = 1
n(ω)

N∑
C=1

NS∑
k=1

IPR(|ΨR(C)
k 〉)δ(ω − ω(C)

k ) (7.15)

Cette mesure nous renseigne sur la tendance des états propres du système à admettre une
extension spatiale plus ou moins conséquente sur une tranche du spectre réel centrée autour
de l’énergie ω. Par ailleurs, cette observable montre aussi comment localement dans le spectre
les IPR évoluent autour de la moyenne 〈IPR〉.
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7.2 Résultats numériques

Dans le cadre de notre étude, la première observation importante que nous avons pu faire
est l’existence d’un processus d’absorption complet marqué par PA(∞) = 1, et ce dès lors que
Γ 6= 0 et W 6= 0. Pour illustrer nos propos, nous avons représenté sur la figure 7.2 l’évolution
de la population totale absorbée dans le cas d’une configuration aléatoire unique pour laquelle
nous avons considéré un très faible désordre W = 0.01Φ et un piégeage modéré Γ = 10Φ.

Γ = 10 Φ 
W = 0.01 ΦP A

0

0.2

0.4
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0.8

1

Φt
0 107 2×107 3×107 4×107

Figure 7.2 – Population absorbée pour une très faible amplitude de désordre.

Clairement, ce processus d’absorption complète vient contraster avec les résultats obtenus
en l’absence de désordre puisque dans ce cas la population était limitée à PA(∞) = 1/(N1N2).
Ce phénomène est lié à l’apparition d’une valeur non-nulle du taux de décroissance pour tous
les états propres du système. En d’autres termes, le désordre local, aussi faible soit-il, génère
une dynamique excitonique dans laquelle tous les états propres participent au phénomène de
piégeage. La brisure de symétrie du réseau engendre une levée de dégénérescence qui est béné-
fique pour le processus d’absorption. Connaissant ce fait, nous nous sommes posés plusieurs
questions. Tout d’abord, sachant que l’absorption est complète dès lors que W 6= 0, dans
quelle mesure l’amplitude du désordre permet-elle d’améliorer cette absorption d’énergie ?
Ensuite, existe-t-il des interactions entre les effets du désordre et ceux du piégeage ?

7.2.1 Temps d’absorption

Nous avons cherché à évaluer numériquement le temps d’absorption moyen 〈τ〉 en fonction
des paramètresW et Γ. Pour ce faire, nous avons considéré un graphe dont la taille a été fixée
selon les paramètres N1 = N2 = 4. Pour chaque couple de paramètres Γ et W , nous avons
évalué la moyenne des temps d’absorption sur un tirage comptant à chaque fois un nombre
total de N = 2000 configurations différentes. La figure 7.3 illustre les résultats obtenus. Sur
cette figure, les régions de couleur foncée sont celles pour lesquelles le temps d’absorption se
rapproche de 500Φ−1. Les régions rayées sont celles pour lesquelles 〈τ〉 > 500Φ−1.

La figure 7.3 montre clairement l’existence d’une zone de minimisation du temps d’absorp-
tion 〈τ〉 centrée autour du point critique C défini par les paramètres critiquesWC = ΓC ∼ 6Φ.
Autour de ce point, le processus de piégeage est optimisé et le temps moyen d’absorption
atteint des valeurs minimales de l’ordre de 〈τC〉 ∼ 50Φ−1. Un fait important ici est que l’ap-
parition de cette zone critique d’optimisation se fait lorsque les paramètres W et de piégeage
Γ sont typiquement de l’ordre de grandeur de la largeur spectrale du Hamiltonien du graphe
soit ∆ω = 2φ

√
N1 +N2 = 5.66φ.
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Figure 7.3 – Temps d’absorption moyen 〈τ〉 en fonction de W et Γ (statistique sur N = 2000
configurations).

Autour de cette région critique se forme une succession de courbes iso-temporelles concen-
triques dont la forme dénote des propriétés intéressantes. En effet, ces courbes sont compres-
sées dans le sens des W en ordonnée, et élargies dans le sens des Γ en abscisse. Ce fait
démontre clairement que l’évolution du temps d’absorption 〈τ〉 dans l’espace des paramètres
n’est pas isotrope. Par exemple, la courbe iso-temporelle marquant 〈τ〉 = 80Φ−1 s’étend en
ordonnée sur une hauteur maximum de 10Φ avec W ∈ [3Φ, 13Φ] alors que, en abscisse, cette
même courbe s’étend sur une largeur de 20.5Φ avec Γ ∈ [1.5Φ, 22Φ], soit une plage deux fois
plus grande. Ce rapport des maxima largeur/hauteur ∼ 2 se retrouve aussi sur la courbe
iso-temporelle 〈τ〉 = 60Φ−1, et ce dernier devient plus grand (∼ 2.75) lorsque l’on observe la
courbe iso-temporelle 〈τ〉 = 140Φ−1. Ces comportements montrent que le temps d’absorption
〈τ〉 est plus sensible aux variations du paramètre de désordre W qu’à celles du paramètre de
piégeage Γ. Enfin, remarquons que l’étirement horizontal des courbes iso-temporelles suit la
ligne W 'WC . Ainsi, si l’on parcourt l’espace des paramètres dans le sens des ordonnées (en
fixant Γ et en faisant varier W ), l’amplitude de désordre WC est celle qui en toute circons-
tance définit un minimum de 〈τ〉. Ce paramètre critique dépasse donc la simple définition
du minimum global de 〈τ〉 : il permet de définir pour n’importe quelle valeur de Γ fixée une
valeur minimale du temps d’absorption.

7.2.2 Étude de différentes configurations désordre/piégeage

Pour mieux comprendre l’origine des variations du temps d’absorption, nous nous sommes
intéressés à cinq configurations de désordre et de piégeage différentes. Ces cas d’étude sont
représentés graphiquement sur la figure 7.3 par les points P1, P2, P3, P4 et C. Le point P1
correspond à une configuration de faible désordre et faible piégeage (Γ = 1Φ,W = 1Φ).
Le point P2 décrit une configuration de faible désordre et fort piégeage (Γ = 1Φ,W =
40Φ). Le point P3 caractérise une configuration de fort désordre et faible piégeage (Γ =
40Φ,W = 1Φ). Le point P4 caractérise une configuration de fort désordre et fort piégeage
(Γ = 40Φ,W = 40Φ). Et pour finir le point C représente la zone critique où le temps
d’absorption est optimisé avec (ΓC = 6Φ,WC = 6Φ). Dans chaque cas d’étude, la statistique
a été réalisée en considérant N = 4000 configurations différentes.
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c Configuration P1 (Γ = 1Φ,W = 1Φ) : faible désordre, faible piégeage
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Figure 7.4 – Densité moyenne 〈DOS(ω)〉 du système avec Γ = W = 1Φ.

La figure 7.4 illustre la forme de la densité d’états moyenne du système dans la configu-
ration P1. La densité 〈DOS(ω)〉 montre une structure proche de celle connue en l’absence de
désordre et de piégeage. En effet, ici le spectre réel est symétrique par rapport à l’axe ω = 0
et présente cinq bandes centrées autour des valeurs théoriques en ±

√
8Φ ' 2.82Φ, ±2Φ et 0.

Dans le cas présent, on remarque un début d’étalement local de la densité autour de ces cinq
points. La bande centrale s’étale sur une plage de largeur ∼ 1φ, les bandes intermédiaires
en ±2Φ sur une plage de ∼ 0.8Φ, et les bandes extérieures en ±

√
8Φ sur une plage ∼ 0.5Φ.

L’intégration de la densité d’états montre que la bande centrale contient un nombre de 13
états au total. Les bandes intermédiaires regroupent chacune 3 états alors que les bandes
extérieures contiennent chacune un seul état.

Figure 7.5 – IPR moyen local 〈IPR(ω)〉 du système avec Γ = W = 1Φ.

La figure 7.5 représente la distribution spectrale de l’IPR dans la configuration P1. En l’oc-
currence, le nuage de points noirs caractérise l’ensemble des résultats accumulés lors du tirage
des 4000 configurations de désordre, et les cercles rouges définissent la moyenne 〈IPR(ω)〉
correspondante. En vert est représenté l’IPR moyen global 〈IPR〉 = 4.5. Sur la partie droite
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du graphe est illustrée la densité des IPR en ordonnée.

La figure 7.5 montre clairement que 〈IPR(ω)〉 est différent suivant la région spectrale que
l’on observe. Le centre du spectre admet un IPR moyen qui varie entre 2 et 3.5. Les deux
régions intermédiaires centrées en ±2Φ admettent un IPR moyen évoluant entre 5.5 et 7.3 . Et
les régions périphériques centrées en ±

√
8Φ ont quant à elles un IPR moyen qui s’étend entre

6.8 et 8.8. Ces résultats montrent l’existence d’une scission entre la région centrale du spectre
et les autres régions. En effet, le centre du spectre présente en moyenne des états dont l’ex-
tension spatiale est deux à trois fois plus faible que celle des autres régions du spectre. Cette
propriété est aussi captée dans la densité des IPR présentée sur la partie droite du graphe. On
observe clairement que la valeur moyenne globale 〈IPR〉 = 4.5 sépare deux régions. D’une
part nous observons une zone d’états faiblement étendus représentée par un lobe de la den-
sité d’IPR piquée autour de la valeur 2. D’autre part, nous observons une zone d’états plus
fortement étendus représentée par un second lobe de la densité piquée autour de la valeur 6.5.

Figure 7.6 – Taux de décroissance moyen local 〈γ(ω)〉 du système avec Γ = W = 1Φ.

La distribution spectrale des taux de décroissance dans la configuration P1 est illus-
trée sur la figure 7.6. Le nuage de points noirs représente l’ensemble des résultats accu-
mulés lors du tirage des 4000 configurations de désordre, et les cercles rouges caractérisent
la moyenne 〈γ(ω)〉. Nous avons représenté en vert le taux de décroissance moyen global
〈γ〉 = Γ/NS = 4.76×10−2Φ. Le panneau sur la partie droite du graphe illustre la distribution
des γ en ordonnée.

La moyenne 〈γ(ω)〉 est très différente d’une région à l’autre du spectre. Ainsi, au centre
du spectre cette dernière évolue typiquement entre ∼ 10−4Φ et 〈γ〉. Sur les régions centrées
en ±2Φ, 〈γ(ω)〉 varie entre ∼ 2× 10−3Φ et ∼ 6× 10−3Φ. Les régions périphériques centrées
sur ±Φ

√
8 présentent quant à elles un taux de décroissance évoluant entre ∼ 2 × 10−1Φ et

∼ 3 × 10−1Φ. L’existence d’une différence de plusieurs ordres de grandeur entre ces valeurs
moyennes montre une certaine inhomogénéité des taux de décroissance dans le spectre.

Cette inhomogénéité est aussi marquée lorsque l’on observe la densité des taux de dé-
croissance. En l’occurrence, nous observons deux régions distinctes. La première définie par
γ < 1.8 × 10−1Φ est marquée par un lobe de densité croissant lorsque l’on tend vers zéro.
Cette région contient les valeurs de taux de décroissance les plus probables et englobe une
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grande majorité des états propres. Les valeurs de forte probabilité sont faibles et situées dans
la tranche [10−5Φ, 10−10Φ] (non-représentée sur le graphe). La seconde région définie par
γ > 1.8 × 10−1Φ présente deux lobes consécutifs centrés sur les valeurs γ = 2.5 × 10−1Φ et
γ = 4×10−1Φ. Ces lobes dénotent l’existence d’une très faible portion d’états présentant des
taux de décroissance plus grands que ceux rencontrés précédemment. Nous avons estimé que
ces états étaient au nombre de 3, l’un situé au centre de la bande spectrale et les deux autres
situés sur chacune des deux régions périphériques du spectre.

Pour conclure, remarquons qu’en moyenne chaque état présente un taux de décroissance
non-nul, ce qui est fondamentalement différent des observations faites en absence de désordre
(i.e. W = 0).

c Configuration P2 (Γ = 40Φ,W = 1Φ) : faible désordre, fort piégeage

Comme l’illustre la figure 7.7, l’augmentation de l’amplitude de piégeage engendre d’im-
portants changements dans la distribution spectrale. La densité 〈DOS(ω)〉 présente mainte-
nant 3 bandes centrées respectivement en zéro et ±2Φ, les bandes périphériques en ±

√
8Φ

ayant disparu. Cependant, l’intégration numérique des bandes en ±2Φ montre que ces régions
comptent chacune 4 états en moyenne, soit un état de plus que dans le cas P1.
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Figure 7.7 – Densité moyenne 〈DOS(ω)〉 du système avec Γ = 40Φ et W = 1Φ.

Pour comprendre ce phénomène nous avons réalisé plusieurs simulations numériques pour
des Γ intermédiaires. Ces dernières ont montré que les bandes périphériques tendaient à se
rapprocher des bandes intermédiaires en ±2Φ pour finalement fusionner. Le spectre réel se
rétrécit et passe alors d’une largeur de ∆ω = 2Φ

√
8 à ∆ω = 4Φ. Remarquons que ce phéno-

mène rappelle énormément le processus de rétrécissement spectral observé au cours de notre
précédente étude en absence de désordre (voir figure 6.8b).

Comme le montre la figure 7.8, l’augmentation de l’amplitude de piégeage est aussi source
de changements de l’IPR. L’estimation de l’IPR moyen global est ici de 〈IPR〉 = 3.35 soit
une valeur plus faible que dans le cas P1. La région centrale du spectre présente une moyenne
〈IPR(ω)〉 variant entre ∼ 1.6 et ∼ 2.3. Les deux régions annexes admettent quant à elles un
IPR moyen local évoluant entre 〈IPR〉 et ∼ 6. De la même façon que pour la configuration
P1, nous remarquons une scission entre les différentes régions du spectre avec une région
centrale comptant des états de faible extension et deux régions annexes contenant des états
plus étendus.
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Figure 7.8 – IPR moyen local 〈IPR(ω)〉 du système avec Γ = 40Φ et W = 1Φ.

Cette scission est bien visible lorsque l’on observe la densité des IPR. La densité présente
4 pics dénotant des valeurs fortement probables. Deux de ces pics, situés au dessus de la
moyenne globale 〈IPR〉 = 3.35, apparaissent pour des valeurs de IPR = 3.6 et IPR = 6.1.
Ces deux lobes sont représentatifs des états des bandes en ±Φ

√
8. Les deux autres pics, situés

en deçà de 〈IPR〉, apparaissent pour des valeurs de IPR = 2 et IPR = 1. Ces lobes sont
représentatifs de la région centrale du spectre. On remarque un comportement très singulier
marqué par un pic abrupte en IPR = 1 qui se détache de la courbe de densité globale. L’in-
tégration numérique révèle que ce pic singulier représente un unique état propre appartenant
au centre du spectre. Pour mieux comprendre ce comportement, nous avons réalisé plusieurs
simulations avec des Γ intermédiaires. Ces dernières ont montré que l’augmentation de Γ
s’accompagnait de l’apparition d’un pic dans la densité de l’IPR se séparant peu à peu de
la courbe globale pour migrer vers une valeur finale IPR = 1. Il s’agit là d’un état propre
singulier qui se localise sur le cœur du graphe (i.e. le piège).

Figure 7.9 – Taux de décroissance moyen local 〈γ(ω)〉 du système avec Γ = 40Φ et W = 1Φ.
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La figure 7.9 représente la distribution spectrale des taux de décroissance pour la configu-
ration P2. Le taux de décroissance moyen global est 〈γ〉 = Γ/NS = 1.9Φ. La moyenne locale
〈γ(ω)〉 montre ici encore que les différentes régions du spectre réel admettent un comporte-
ment très différent. Au centre du spectre, la moyenne locale évolue entre 〈γ〉 et ∼ 40Φ. On
notera que dans cette région le nuage de point est scindé en deux zones distinctes séparées
d’une distance ∼ 40Φ. Cette scission des taux de décroissance montre l’existence de deux
types d’états à longue et courte durée de vie. Dans les régions annexes situées en ±2Φ, la
moyenne locale évolue typiquement entre ∼ 4× 10−2Φ et ∼ 6× 10−2Φ. Dans le cas présent,
la moyenne locale est peu représentative du comportement général des états du centre du
spectre.

Pour mieux comprendre les propriétés du système, la distribution des taux de décroissance
sur la droite du graphe est d’une grande aide. En effet, cette dernière montre l’existence de
deux régions distinctes : une zone d’états à faible taux de décroissance située en deçà de la
valeur moyenne γ < 〈γ〉, et une zone d’états à fort taux de décroissance avec γ > 〈γ〉. Pour la
première zone, les valeurs de plus fortes probabilités sont situées dans des régions γ < 10−2Φ.
En observant les nuages de points, nous voyons qu’il s’agit ici d’un ensemble d’états situés
au centre du spectre. L’intégration numérique locale montre que ces états sont au nombre
de 13. Par ailleurs, dans cette région de faible taux de décroissance, nous voyons apparaître
une valeur secondaire de forte probabilité située en γ = 4.7× 10−2Φ. Ce pic est représentatif
des deux régions annexes du spectre réel localisées en ±2Φ. L’intégration numérique sur
l’ensemble de la zone γ < 〈γ〉 montre que 20 états propres peuplent ces régions. Ainsi, si l’on
s’intéresse au pic singulier situé dans la zone γ > 〈γ〉, nous comprenons qu’il s’agit d’un unique
état qui dans son comportement s’extrait du reste du groupe. Des simulations numériques
pour des Γ intermédiaires ont montré qu’il s’agissait là du même état qui générait aussi un
pic singulier dans la distribution des IPR vue précédemment. Le comportement limite de ce
pic étant ici d’adopter un taux de décroissance de l’ordre de Γ pour des grandes amplitudes
de piégeage.

c Configuration P3 (Γ = 1Φ,W = 40Φ) : faible piégeage, fort désordre
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Figure 7.10 – DOS moyenne 〈DOS(ω)〉 du système avec Γ = 1Φ et W = 40Φ.

Comme l’illustre la figure 7.10, l’augmentation de l’amplitude du désordre engendre un
changement drastique dans la distribution spectrale des états. Cette dernière présente main-
tenant une forme compacte de fonction porte s’étendant sur une plage [−20Φ,+20Φ]. On
notera ici que la largeur du spectre est typiquement du même ordre que celle du désordre soit
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W = 40Φ. Sur cette plage, la densité d’états présente une hauteur quasi constante, signa-
ture d’une distribution équiprobable des états générés. L’effet du désordre est donc double :
d’une part il altère la forme initiale du spectre, et d’autre part il élargit globalement le spectre.

Lorsque l’on s’intéresse aux effets d’un fort désordre, l’IPR des états propres admet aussi
des comportements différents de ceux observés précédemment. Comme le montre la figure
7.11, l’IPR moyen local 〈IPR(ω)〉 est quasi-constant sur l’ensemble du spectre et se confond
quasiment avec l’IPR général moyen avec 〈IPR(ω)〉 ' 〈IPR〉 ' 1.3.

Figure 7.11 – IPR moyen local 〈IPR(ω)〉 du système avec Γ = 1Φ et W = 40Φ.

Par ailleurs, la densité des IPR présentée sur la droite du graphe montre aussi quelques
caractéristiques intéressantes. En effet, la distribution des états admet comme valeur la plus
probable IPR = 1. Ce résultat montre que la présence d’un fort désordre tend fondamenta-
lement à localiser l’ensemble des états sur les sites. On notera aussi la présence d’une valeur
secondaire de forte probabilité en IPR = 2.

Figure 7.12 – Taux de décroissance moyen local 〈γ(ω)〉 du système avec Γ = 1Φ et W = 40Φ.

Concernant les taux de décroissance, un phénomène d’homogénéisation se retrouve aussi.
Comme l’illustre la figure 7.12, moyenne locale spectrale et moyenne globale se confondent
sur l’ensemble du spectre si bien que 〈γ(ω)〉 ' 〈γ〉 ' 4.76 × 10−2Φ. Dans le cas présent, la

161



CHAPITRE 7. INTERACTION ENTRE LE DÉSORDRE ET LA TRANSITION DE
SUPERRADIANCE

distribution des taux de décroissance montre que la région γ < 〈γ〉 est celle contenant les
valeurs des taux les plus probables. Ainsi, nous retrouvons ici l’existence d’une population
majoritaire d’états présentant un taux de décroissance faible. D’un autre coté, la région
γ > 〈γ〉 représente une faible portion des états propres du système. On notera dans cette
région l’existence d’une zone piquée autour d’une valeur secondaire de forte probabilité en
γ ∼ 1Φ. L’intégration numérique sur cette zone montre que ce dernier est représentatif d’un
unique état du système. Des recherches numériques ont montré qu’il s’agissait là d’un état
très fortement localisé sur le cœur central du graphe.

c Configuration P4 (Γ = 40Φ,W = 40Φ) : fort désordre et fort piégeage

Pour éviter d’alourdir notre discours, nous allons donner ici l’essentiel de nos observations
concernant le point P4 :
— La forme de 〈DOS(ω)〉 est identique à celle observée au point P3 pour un fort désordre

(fonction porte de largeur 40Φ).
— La moyenne locale des taux de décroissance 〈IPR(ω)〉 est constante sur l’ensemble du

spectre réel et se confond avec la valeur moyenne globale 〈IPR(ω)〉 = 〈IPR〉 ∼ 1.3.
C’est là le signe d’une forte localisation de l’ensemble des états propres du système.

— Seul un état possède un fort taux de décroissance de l’ordre de Γ, tous les autres
admettent des taux nettement plus faibles γ < 10−1. En l’occurrence, cet état singulier
est très fortement localisé au cœur du graphe.

Dans ce contexte, il est important de remarquer que la configuration P4 réunit toutes les
propriétés singulières observées sur les points P2 (localisation de l’état à fort taux de décrois-
sance sur le cœur du graphe) et P3 (largeur du spectre et homogénéisation des propriétés
physiques du système sur cette plage).

c Configuration C avec (ΓC = 6Φ,WC = 6Φ) : zone critique optimale
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Figure 7.13 – DOS moyenne 〈DOS(ω)〉 du système avec Γ = W = 6Φ.

Dans la zone d’optimisation du temps d’absorption, la DOS moyenne du système adopte
une forme très particulière. Comme le montre la figure 7.13, la densité spectrale n’est ni un
ensemble de bandes (comme dans les cas P1 et P2), ni une fonction porte (comme dans le
cas P3). La DOS présente ici une unique bande évasée s’étendant sur une plage de largeur
∼ 9Φ. La région centrale s’étalant approximativement dans l’intervalle [−2.8Φ,+2.8Φ] est la
plus peuplée.
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Figure 7.14 – IPR moyen local 〈IPR(ω)〉 du système avec Γ = W = 6Φ.

Dans cette région optimale, l’IPR présente des caractéristiques très intéressantes. Comme
le montre la figure 7.14, moyenne locale et moyenne globale se confondent quasiment pour
donner 〈IPR(ω)〉 = 〈IPR〉 = 3. On assiste de nouveau à un processus d’homogénéisation
des IPR sur le spectre rappelant celui observé précédemment dans les cas de fort désordre
(config. P3). La distribution des IPR est un lobe unique et continu avec un pic représentant
une valeur principale de forte probabilité de IPR = 2. On notera un fait intéressant ici qui est
que l’IPR moyen optimal correspond typiquement à la longueur du trajet que doit effectuer
l’exciton afin d’être absorbé au cœur du graphe.

Figure 7.15 – Taux de décroissance moyen local 〈γ(ω)〉 du système avec Γ = W = 6Φ.

Concernant les taux de décroissance, la figure 7.15 montre que moyenne locale et moyenne
globale se confondent sur l’ensemble du spectre. On retrouve ainsi 〈γ(ω)〉 = 〈γ〉 ' 0.29Φ. Ce
résultat dénote une fois de plus l’existence d’une homogénéisation des propriétés des états du
système quantique. Si l’on s’intéresse à la distribution des taux de décroissance on s’aperçoit
ici de l’existence de deux lobes rapprochés. Le lobe principal défini sur la région γ < 1Φ
contient l’ensemble des taux de décroissance les plus probables. La seconde région γ > 1Φ
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présente un unique lobe piqué en γ ∼ 4Φ. L’intégration numérique sur ce lobe montre qu’il
s’agit d’un unique état se détachant de la zone principale. Cet état étant celui présentant le
poids le plus important sur le cœur du graphe.

7.3 Discussion

Pour discuter de nos résultats, nous allons aborder les propriétés clés émergeant lorsque
l’on se déplace d’un point à l’autre de l’espace des paramètres.

7.3.1 Faible piégeage et faible désordre

La configuration P1 représente une situation où le graphe est faiblement perturbé par le
désordre local. Dès lors, l’effet principal engendré par le désordre est de briser l’invariance
rotationnelle du réseau. Cette rupture de symétrie produit d’importantes modifications des
états propres du système tant spectralement que structurellement. Tout d’abord, le désordre
perturbe légèrement l’ensemble des fréquences propres du système qui s’étendent autour des
valeurs obtenues pour W = 0. Par ailleurs, ces modifications affectent aussi tous les états qui
étaient dégénérés, ce qui se traduit par une levée de dégénérescence globale dans le spectre.
Autant de raisons qui expliquent pourquoi en P1 les cinq pics originels de la DOS en ω = 0,
ω = ±2Φ et ω = ±

√
8Φ acquièrent tous une largeur et se transforment en bandes spectrales.

Cette perturbation spectrale s’accompagne aussi d’une restructuration spatiale des états
propres. En effet, lors de nos simulations, nous avons remarqué que, de par la présence de
désordre, chaque état propre possédait un poids non-nul sur tous les sites du réseau. Ainsi,
les anciens états dégénérés, qui en l’absence de désordre étaient localisés sur la région péri-
phérique du graphe, accèdent, grâce au désordre, à des régions originellement interdites. Et
plus spécifiquement, le désordre permet à tous les état propres du système de s’étendre sur le
site absorbant central. Cette connexion au piège amène chaque état à participer au processus
d’absorption. Il s’agit là d’un point essentiel permettant d’expliquer pourquoi nous observons
un taux de décroissance 〈γ(ω)〉 non-nul sur l’ensemble du spectre. Ainsi, comparativement
au cas sans désordre, le fait que W 6= 0 permet d’étendre le nombre d’états actifs dans le
processus d’absorption excitonique de 3 à NS . Cet effet bénéfique est à l’origine du processus
d’absorption complète de l’onde excitonique donnant PA(∞) = 1.

L’efficacité de ces états pour transmettre la densité excitonique au cœur joue un rôle clé
dans l’optimisation du temps d’absorption. Cela explique pourquoi en P1 le temps d’absorp-
tion reste relativement élevé avec 〈τ〉 ∼ 280Φ−1. La raison est la suivante : en P1 la restruc-
turation des états propres reste trop faible pour permettre aux états initialement dégénérés
de se connecter efficacement au piège. En effet, comme le montre la distribution des taux de
décroissance, il subsiste toujours une scission entre les différents états propres du système.
En l’occurrence, seuls 3 états possèdent une durée de vie nettement inférieure à la moyenne
(représentés par les lobes en γ > 〈γ〉). En réalité, il s’agit d’un comportement reliquat du
système sans désordre. En effet, de multiples investigations numériques ont montré que ces
trois états situés dans le spectre en ω = ±

√
8Φ et en ω = 0 présentaient une répartition

spatiale sur le graphe très proche de celle connue en absence de désordre. On retrouve ici les
trois états propres associés au sous-espace du trimère (cf. Chapitre 6) faiblement perturbés
par le désordre. De la même façon, nous avons aussi observé que tous les états présentant
des taux de décroissance faibles s’étendent principalement sur les étoiles périphériques du
graphe. Ces derniers étant situés dans le spectre en ω = 0 et ω = ±2Φ, il s’agit donc bien là
des anciens états dégénérés perturbés par le désordre. Nous retrouvons ainsi les reliquats de
la localisation par dégénérescence spectrale associée à ces états. C’est là un biais conséquent
expliquant la lenteur du processus d’absorption en P1.
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7.3.2 Influence de l’intensité du piégeage

Lorsque Γ croît et que l’on passe de P1 à P2, le temps d’absorption atteint 〈τ〉 ∼ 1800Φ−1.
Cette augmentation est en réalité liée à une restructuration forte des trois états propres du
trimère faiblement perturbés par le désordre. En effet, un tel ralentissement de l’absorption
avait déjà été observé dans le cas de notre précédente étude (cf. Chapitre 6). Dans cette der-
nière, nous avions remarqué que l’augmentation drastique du paramètre Γ conduisait l’état
superradiant |ΨR

0 〉 à se localiser sur le site absorbant. De plus, les deux états subradiants
|ΨR
±〉 devenaient des superpositions cohérentes entre les cœurs des étoiles périphériques et les

sites périphériques du graphe. Ainsi, pour des Γ grands, l’état de cœur |ΨR
0 〉 ∼ |0, 0〉 deve-

nait un état propre singulier avec un taux de décroissance de l’ordre de Γ, et les états |ΨR
±〉

se localisaient sur les étoiles périphériques et présentaient un taux de décroissance nul ainsi
qu’une énergie ±Φ

√
N2.

Toute cette mécanique est similaire à ce que l’on retrouve au point P2. En effet, lorsque
l’on augmente Γ on assiste bien à un rétrécissement de la bande spectrale. Ce phénomène
est retranscrit sur la DOS qui ne compte plus que trois bandes au lieu de cinq en ω = 0
et ω = ±2Φ. De plus amples investigations numériques ont montré que chacune des deux
bandes en ω = ±2Φ contient respectivement un des deux états homogènes |ΨR

±〉 perturbés
par le désordre. Par ailleurs, la restructuration des états se retrouve aussi clairement lorsque
l’on analyse l’IPR. En effet, dans le cas du point P2 nous voyons clairement apparaître un
pic de distribution autour de la valeur IPR = 1 associé à un état du centre de la bande
spectrale (voir figure 7.8). Nos investigations numériques ont montré qu’il s’agit de l’état
|ΨR

0 〉 faiblement perturbé par le désordre qui se localise au cœur du graphe.

De la même façon, lorsque l’on s’intéresse aux taux de décroissance dans le spectre, nous
retrouvons aussi ce comportement singulier au centre de la bande. Un pic singulier appa-
raît dans la distribution des taux pour γ > 〈γ〉. Ce pic centré sur γ ∼ Γ s’associe bien au
nouvel état propre fortement localisé au cœur du graphe. Comparativement au cas P1, nous
observons aussi ici que l’ensemble des états propres différant de |0, 0〉 admettent des taux de
décroissance amoindris. En l’occurrence, l’apparition d’un état propre fortement localisé sur
le cœur du réseau monopolise l’action du piège. En effet, des simulations numériques annexes
ont montré que plus Γ augmentait et plus l’ensemble des autres états du système perdaient
leur extension sur le site absorbant. Ceci diminuant leur efficacité pour transmettre l’exciton
au cœur du graphe.

Ainsi, l’effet bénéfique amené par la présence d’un faible désordre s’atténue lorsque l’on
tend vers de fortes amplitudes de piégeage. Cette localisation de l’état de cœur indique le fait
que le système a dépassé la transition de superradiance et que la ségrégation entre les états
propres du système est déjà très avancée.

7.3.3 Influence de l’intensité du désordre

Lorsque W croît et que l’on passe de P1 à P3, on observe une explosion du temps d’ab-
sorption 〈τ〉 ∼ 6000Φ−1. Cependant, les changements se produisant ici sont différents de ceux
observés précédemment lors de la transition en P2. En effet, contrairement au piégeage fort,
la présence d’un désordre fort altère énormément l’ensemble des états du système sans excep-
tion. Le désordre engendre une brisure de symétrie si grande que chaque nœud du réseau se
singularise : on voit émerger une localisation forte des états propres. Ce phénomène n’étant
rien d’autre que la manifestation d’une localisation Anderson. [1]
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En effet, tous les états possèdent une extension commune fixée par 〈IPR〉 ∼ 1.3. Des
simulations annexes ont montré que cette moyenne tendait explicitement vers 〈IPR〉 = 1
lorsque W continuait d’augmenter. D’un point de vue purement spectral, cette localisation
possède une signature très intéressante : la densité d’états 〈DOS(ω)〉montre une équipartition
des énergies propres du système sur une largeur qui suit l’amplitude W = 40Φ. Cette forme
de la densité est en fait intimement liée à la distribution en énergie du désordre local. En effet,
les états locaux devenant états propres, leurs fréquences de Bohr deviennent les fréquences
propres du système. Raison pour laquelle, lorsque l’on migre vers un désordre fort, 〈DOS(ω)〉
tend à devenir une distribution uniforme de largeur W centrée en zéro.
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Figure 7.16 – Évolution de 〈DOS(ω)〉 en fonction de l’amplitude de désordre W avec Γ = 1Φ.

La figure 7.16 illustre ce comportement en retraçant l’évolution de 〈DOS(ω)〉 en fonction
de W (avec Γ = 1Φ). Les courbes vertes en pointillés représentent les fonctions ω = ±W/2.
La courbe rouge en pointillés représente la région critique où il est possible d’observer un
minimum local du temps d’absorption 〈τ〉. Lorsque W = 0, la densité d’états 〈DOS(ω)〉 est
formée de 5 bandes spectrales distinctes. Dès lorsque queW augmente, chacune de ces bandes
tend peu à peu à s’étaler dans le spectre. Dans la région critique W ∼ WC , un comporte-
ment intéressant apparaît : l’étalement des cinq bandes les conduit à fusionner en une unique
bande. Après le passage de cette région critique, lorsque W > WC , le système tombe de plus
en plus dans un régime de fort désordre. La densité d’état suit alors la tendance définie par
les courbes vertes.

En conclusion, l’augmentation de l’intensité du désordre conduit à la formation d’une
localisation Anderson venant atténuer très fortement l’efficacité de l’absorption excitonique.
L’extension des modes propres étant drastiquement réduite, le transport d’une région à l’autre
du graphe est inhibé. Lorsque l’on concentre initialement un exciton sur un site périphérique,
ce dernier se trouve déjà dans un état très proche d’un état propre local du système. Ces
états n’interviennent que très faiblement dans le processus d’absorption. Autant de raisons
pour lesquelles on observe globalement de très faibles taux de décroissance pour ces états. A
l’exception d’un état fortement localisé sur le cœur dont on retrouve explicitement la signature
dans la distribution des γ. Il s’agit bien en effet du lobe proche de γ ∼ Γ = 1Φ (voir figure
7.12) décrivant les propriétés du site absorbant singularisé par le désordre fort.
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7.3.4 Région optimale d’absorption

La région critique est très intéressante car elle contient les configurations permettant
d’améliorer au maximum le processus d’absorption. Dans cette zone, la dynamique du sys-
tème présente une particularité importante : les paramètres de piégeage et de désordre sont
du même ordre de grandeur que la largeur spectrale associée au graphe en étoile d’étoiles
libre. L’identité dynamique du système devient donc plus complexe que dans les cas limites
étudiés précédemment. Ni Γ ni W ne peut être interprété comme une perturbation du sys-
tème : le contexte physique devient difficile à appréhender.

Pour comprendre la physique mise en jeu, nous allons décrire un scénario retraçant les
propriétés du système dans l’espace des paramètres sur un trajet partant du point P1 vers le
point C. Ainsi, au point P1 nous savons que le système présente des états reliquats de ce que
l’on connaît en l’absence de désordre. Dans le cas d’un état initial en périphérie, les anciens
états dégénérés jouent un rôle capital dans la dynamique excitonique. Or ces états sont très
faiblement couplés au cœur. Raison pour laquelle l’absorption est encore très lente.

Maintenant, partons du point P1 pour migrer vers une configuration où W →WC en pré-
servant Γ = 1Φ. Pour cette transition, le temps d’absorption moyen diminue pour atteindre
〈τ〉 ∼ 90Φ−1, soit une valeur environ 3 fois inférieure à celle obtenue en P1. L’augmentation
du désordre jusqu’à cette valeur seuil WC permet donc d’améliorer le processus d’absorption.
L’origine de ce phénomène est liée à une restructuration bénéfique des états propres du sys-
tème par le désordre. En effet, comme le montre la figure 7.16, l’amplitude WC marque une
transition importante pour laquelle les 5 bandes du spectre fusionnent. C’est là la signature
d’une perte de mémoire forte des états propres par rapport à leur structure originelle lorsque
W = 0. En l’occurrence, le désordre produit des quasi-résonances entre certains sites condui-
sant à la formation de nouveaux chemins à travers le réseau. Cette redéfinition des états
permet de créer des chemins plus efficaces entre le cœur et la périphérie du graphe favorisant
alors le transfert excitonique vers le piège. Le processus d’absorption excitonique est alors en
moyenne plus efficace que dans les cas à faible désordre.

En partant de cette configuration, fixons W = WC et réalisons la transition Γ→ ΓC pour
rejoindre le point C. Dans le cas présent, le temps moyen d’absorption diminue pour atteindre
〈τ〉 ∼ 50Φ−1, soit une valeur environ 2 fois inférieure à celle obtenue précédemment. Nous
arrivons ici à la configuration optimale d’absorption. En l’occurrence, augmenter l’amplitude
de piégeage engendre une transition de superradiance excitonique lorsque Γ = ΓC . Cette
transition marque la zone pour laquelle globalement la restructuration des états propres du
système généré par l’augmentation de Γ est bénéfique pour l’absorption. Au delà de cette
zone critique, i.e. lorsque Γ > ΓC , la singularisation du site absorbant altère le processus
d’absorption. En effet, comme l’avait montré l’étude de la configuration P2, l’augmentation
drastique du paramètre Γ conduit à la formation d’un état propre fortement localisé au cœur
du graphe. Ce dernier force alors les autres états propres à s’étendre uniquement sur les étoiles
périphériques, ce qui à terme entrave la propagation de l’exciton jusqu’au cœur du graphe.

Concernant la structure des états, il est intéressant de voir que dans cette zone d’absorp-
tion optimale l’IPR moyen des états propres évolue autour d’une valeur de 3 sur l’ensemble
du spectre. Nous supposons que cette donnée est importante dans le sens où la profondeur
du graphe 1 est elle aussi égale à 3. Dans ce contexte, nous pensons qu’il existe une majorité
d’états propres dont la "longueur" typique sur le réseau est de 3, d’où l’émergence de chemin
efficace entre la périphérie et le cœur du graphe.

1. le nombre de sites formant un chemin direct entre le cœur et la périphérie du graphe.
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7.3.5 Conclusion et ouverture

Ainsi, tous les résultats que nous avons présentés ici soulignent bien l’idée que la présence
d’un désordre, même très faible, peut permettre d’améliorer la qualité du processus d’absorp-
tion au cœur du graphe en étoile d’étoiles. La brisure de symétrie du réseau est ce qui permet
à la totalité de la population excitonique d’être captée par le piège. Dans ce contexte, nous
avons démontré numériquement que la rapidité du processus d’absorption était intimement
liée à l’interaction des deux paramètres physiques en jeu : Γ et W . Nous avons ainsi pu ob-
server l’existence d’une région critique dans l’espace des paramètres dans laquelle le temps
d’absorption 〈τ〉 est fortement minimisé. Cette région est la preuve directe de la possibilité
d’une interaction bénéfique entre le désordre et le piégeage.

Pour tenter de comprendre la physique émergeant dans cette région, nous nous sommes
essentiellement basés sur deux choses : nos connaissances du système en absence de désordre,
mais aussi tous les comportements observés aux différents points asymptotiques de l’espace
des paramètres. Ce faisant, nous pensons actuellement que des développements complémen-
taires pourraient permettre de préciser encore plus notre compréhension de cette région. Nous
prévoyons notamment d’étudier la décomposition des états propres entre la périphérie et le
cœur du graphe. Pour ce faire, nous essayons actuellement de développer des observables
pertinentes afin de caractériser la forme des états pour dépasser la mesure simple d’IPR. Par
ailleurs, nous prévoyons aussi d’entrer un peu plus dans l’étude du processus de ségrégation
des taux de décohérence que nous n’avons pas encore bien caractérisés.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude théorique concernant la marche quan-
tique excitonique sur des graphes moléculaires complexes en présence d’un environnement.
Dans ce contexte, deux projets de recherche ont été introduits. Le premier s’est essentielle-
ment concentré sur le concept de transfert d’information en présence de phonons. Le second
s’est focalisé plus particulièrement sur le transport et l’absorption d’énergie par un continuum
en présence, ou non, d’un désordre. Nous allons rappeler ici les points importants de ces deux
projets de recherche.

Transfert excitonique d’information en présence de phonons

Dans une première partie de ce mémoire, nous avons étudié le transfert d’information
quantique réalisé par un exciton évoluant sur un graphe complexe en présence de phonons
locaux. Nous nous sommes intéressés plus particulièrement à la décohérence quantique que
peut engendrer l’intrication exciton-phonon dans le cas du transfert d’un état excitonique
superposé. Pour réaliser cette étude, nous avons outrepassé les approches usuelles de type
"Born-Markov" de sorte à traiter sur un pied d’égalité exciton et phonons. Pour cela, nous
avons directement travaillé sur le Hamiltonien général du système en employant une approche
perturbative quasi-dégénérée opératorielle. Cette méthode, nous a permis de reformuler en-
tièrement le problème exciton-phonon sur réseau à travers l’expression d’un Hamiltonien
effectif encodant deux types de processus d’habillage. Le premier processus décrit l’habillage
de l’exciton par un nuage virtuel de phonons. Ce phénomène se traduit par la redéfinition des
états propres excitoniques. Le second processus représente l’habillage des phonons par des
transitions virtuelles excitoniques. Dans ce contexte, nous avons observé qu’à ce deuxième
habillage s’associait un tout nouvel opérateur encodant des processus de transport phono-
niques. Contrairement aux phonons nus qui décrivent des vibrations localisées, les phonons
habillés sont capables de se délocaliser entraînant l’apparition de modes étendus.

En nous basant sur cette approche, nous avons introduit une forme simplifiée de la théorie
perturbative appelée PT ∗. Cette théorie nous a permis de caractériser analytiquement la
forme du propagateur excitonique effectif : un opérateur central permettant de décrire le
transport excitonique en présence de phonons. Nous avons alors réalisé une étude complète
de la survie d’une information quantique initialement concentrée au cœur d’un graphe en
étoile. Les propriétés importantes que nous avons observées sont les suivantes :

I L’habillage de l’exciton se traduit essentiellement par une redéfinition des énergies
propres excitoniques non-perturbées. Cette propriété est la signature du fait que l’exci-
ton ne se comporte plus comme une particule libre. Il s’agit d’un polaron : un exciton
dont la dynamique est ralentie par le nuage phononique qui l’entoure.

I Les processus de sauts phononiques peuvent être formellement décrits par un réseau
dont la symétrie découle de celle du graphe en étoile. La symétrie de ce réseau permet
de dériver toutes les propriétés des nouveaux modes propres phononiques étendus.
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Ces propriétés nous ont permis d’interpréter toutes les caractéristiques singulières obser-
vées dans la dynamique excitonique. Aux temps courts, le comportement polaronique explique
pourquoi la dynamique se ralentit fortement. Aux temps longs, l’émergence d’une dynamique
non-markovienne est liée à l’évolution temporelle de chaque mode phononique étendu. Nous
avons notamment montré que la connaissance des pulsations propres associées à ces modes
représentait une donnée clé pour interpréter l’évolution de la décohérence, mais aussi l’appari-
tion de super-récurrences quantiques de l’information. Ces résultats ont révélé que la symétrie
d’un réseau complexe pouvait jouer un rôle fondamental dans la survie de l’information.

Tous les comportements observés sur le graphe en étoile ont ensuite été vérifiés grâce à
l’étude "PT ∗ vs. approche exacte" réalisée dans le but de connaître le domaine de validité de
PT ∗. Pour réaliser cette étude, nous avons tout d’abord introduit une méthode de référence,
appelée "approche exacte", dont le but était de construire numériquement le Hamiltonien
exciton-phonon dans la base locale. Ce faisant, la comparaison des deux méthodes a révélé
que PT ∗ représentait une très bonne approche pour décrire des transferts ne faisant pas appel
à des états excitoniques dégénérés. Au delà de définir le domaine de validité de PT ∗, cette
étude a aussi pu montrer une chose importante : l’utilisation de PT ∗ possède un avantage
pratique certain sur l’approche exacte. En effet, cette théorie permet d’obtenir des résultats
équivalents à ceux de l’approche exacte en un temps record. Par ailleurs, PT ∗ possède aussi
un second avantage : celui de nous renseigner précisément sur l’origine de la décohérence à
travers les processus d’habillage excito-phononiques. Propriétés qui ne sont pas directement
accessibles avec une approche numérique exacte.

Transport excitonique d’énergie et piégeage

Dans une seconde partie de ce mémoire, nous avons laissé derrière nous la notion de trans-
fert d’information pour nous concentrer sur un concept voisin : celui du piégeage excitonique.
Plus précisément, nous nous sommes intéressés au phénomène de transition de superradiance
émergeant dès lors que l’on considère un système excitonique couplé avec un continuum. Dans
ce contexte, nous avons considéré un graphe en étoile d’étoiles dont le cœur est en interaction
direct avec un continuum absorbant. L’étude menée a eu pour but de caractériser le proces-
sus d’absorption dans le cas d’un état excitonique initial en périphérie. Dans ce contexte, les
propriétés importantes que nous avons relevées sont les suivantes :

I La symétrie du réseau en étoile d’étoiles ne permet qu’à un nombre restreint d’états
de participer activement au processus d’absorption sur le graphe. Dans ces conditions,
la quantité maximale de population absorbée est toujours inférieure à un et ne dépend
que de la taille du réseau.

I La transition de superradiance apparaissant sur le réseau s’accompagne d’une restruc-
turation des états propres impliqués dans le piégeage. Dans ce contexte, en fonction de
la taille du réseau considéré, deux régimes optimaux peuvent exister. Dans un premier
cas, un régime super-optimal apparaît dès lors que la restructuration permet aux états
de s’étendre plus fortement sur le réseau. Dans un second cas, un régime sub-optimal a
été observé lorsque l’extension des états reste faible malgré leur restructuration.

Partant de ces résultats nous avons ensuite étendu cette étude au cas d’un graphe désor-
donné. L’idée était de caractériser les effets bénéfiques qu’un désordre local pouvait engendrer
afin d’améliorer le processus d’absorption au cœur du graphe. Au stade actuel, les premiers
résultats que nous avons obtenus sont prometteurs pour plusieurs raisons :

I Premièrement, nous avons montré que la présence d’un désordre, même très faible,
permet de créer un processus d’absorption dans lequel la totalité de la population
excitonique est absorbée. L’origine de ce phénomène est liée au fait que le désordre
brise la symétrie du réseau. Dans ces conditions, tous les effets de localisation par
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dégénérescence spectrale sont détruits. L’exciton peut alors se transférer au cœur du
graphe pour être absorbé.

I Deuxièmement, nous avons observé l’existence d’une région optimale d’absorption dans
l’espace des paramètres. Ce résultat montre clairement la possibilité d’une combinaison
positive entre la transition de superradiance et le désordre.

Perspectives de notre étude

Ainsi, les études que nous avons présentées tout au long de ce manuscrit ont permis d’in-
troduire divers concepts et idées intéressantes : l’apparition d’un processus de décohérence
quantique incomplet, l’émergence de super-récurrences quantiques, la possibilité d’accélérer
un processus d’absorption en jouant sur la taille d’un graphe . . . Tous ces résultats soulignent
très clairement la richesse des phénomènes émergeant sur les réseaux complexes de petites
tailles. Et ils encouragent à considérer ces réseaux comme de sérieux candidats pour le déve-
loppements de futures applications liées au transport quantique d’énergie et d’information.

Toutefois, il est important de garder à l’esprit que tous les développements réalisés ici
représentent une première étape théorique fondamentale devant s’ouvrir sur des recherches
plus complexes et réalistes. Pour conclure notre discussion, nous allons donc aborder les
possibles extensions que nous pourrions apporter aux modèles que nous avons employés.
Nous conclurons finalement ce manuscrit en présentant quelques idées d’études que nous
aimerions développer dans le futur.

Développement vers des modèles plus réalistes . . .

Dans nos approches, les modèles employés possèdent une certaine limite qu’il convien-
drait de dépasser pour pouvoir tendre vers une réalité physique plus forte. Par exemple,
dans le cadre de notre étude du transfert d’information en présence de phonons, l’approche
de Hosltein considère uniquement la présence de modes locaux de vibration harmoniques.
Or, pour se rapprocher des vibrations moléculaires plus réalistes, il pourrait être intéressant
d’étendre ce modèle de sorte à considérer l’existence de vibrations couplant les différents sites
du réseau. Pour ce faire, l’étude de modèles plus complexes (ex : Fröhlich . . . ) représenterait
une seconde étape importante pour caractériser les effets du couplage exciton-phonon. Par
ailleurs, pour chercher à atteindre un degré de réalisme plus avancé dans le modèle de Hol-
stein, il conviendrait aussi de dépasser l’approximation harmonique utilisée pour décrire les
modes de vibration des groupements moléculaires. Pour ce faire, nous pourrions par exemple
réévaluer la forme des potentiels en considérant l’existence d’anharmonicité. Dans ces condi-
tions, le Hamiltonien phononique changerait de forme et générerait de nouveaux mécanismes
multi-phononiques. Tous les effets de récurrence quantique pourraient alors évoluer vers de
nouveaux comportements qu’il serait intéressant de caractériser.

Dans un autre contexte, remarquons que les processus de récurrence quantique de l’infor-
mation observés dans nos étude avec PT ∗ se produisent sur des durées très longues devant
celles définissant la propagation excitonique sur le réseau. Ceci étant, il serait justifié de se
demander si de tels processus peuvent concrètement se produire connaissant le fait que, dans
la réalité, tout exciton possède une durée de vie finie (recombinaison optique . . . ). Pour tenir
compte de ces effets irréversibles, nous pourrions par exemple étendre le modèle de liaisons
fortes en considérant l’existence d’un réservoir global couplé avec l’ensemble des sites du
réseau. Pour ce faire, l’utilisation de méthodes de type équation maîtresse ou encore le déve-
loppement de Hamiltonien effectif pourrait permettre d’introduire concrètement les effets de
cet environnement dissipatif supplémentaire sur la dynamique de l’excitonique.
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Concernant l’étude des effets du désordre, certains points pourraient aussi être améliorés
pour atteindre un meilleur degré de réalisme. Par exemple, le modèle d’Anderson utilisé est
une approche très simple pour modéliser la présence de défauts sur un réseau moléculaire.
Pour étendre ce modèle, l’étape suivante pourrait être, par exemple, de considérer l’existence
de corrélations spatiales dans les fluctuations statistiques des énergies associées à chaque
site. De la même façon, il serait aussi possible de construire un modèle complet de désordre
en considérant par la même occasion des fluctuations sur les couplages dipôle-dipôle liant
l’ensemble des sites du réseau.

Des idées d’études futures . . .

Tous les résultats que nous avons présentés dans ce manuscrit ont suscité de nouvelles idées
d’études que nous souhaiterions potentiellement réaliser dans le futur. Nous allons conclure
notre discussion en présentant ces dernières.

La première idée est née du questionnement suivant : que pourrait produire la marche
quantique de plusieurs excitons interagissant entre eux sur un réseau moléculaire complexe ?
Cette idée repousse le contexte du sous-espace à un exciton dans lequel nous nous sommes
plongés précédemment. Pour étudier la question, des modèles de type Hubbard pour bosons
pourraient être utilisés afin de décrire de telles situations. Dans ces conditions, plusieurs as-
pects dynamiques pourraient être caractérisés. Par exemple, il serait intéressant d’étudier les
effets engendrés par les interactions multi-excitoniques dans le cadre d’un transport perturbé
par un ensemble de phonons. De la même façon, nous pourrions chercher à savoir si ces mêmes
interactions permettraient de produire un super-transfert d’énergie vers des sites absorbants
comme celui observé sur le graphe en étoile d’étoiles. Ou dans une toute autre mesure, il
serait intéressant d’étendre ces approches à un contexte de désordre . . .

La seconde idée est née de l’interrogation suivante : sur un réseau de faible dimension, quel
impact peut avoir la dynamique non-markovienne sur le processus d’absorption d’énergie ?
Pour répondre à cette question, nous pourrions construire une méthode théorique basée sur
les développements réalisés dans nos deux études pour décrire cette fois-ci les populations
excitoniques. Dans ce contexte, il conviendrait par exemple de dériver une nouvelle forme de
propagateur effectif pour décrire l’évolution de ces éléments en présence de phonons et d’un
continuum absorbant. Ce faisant, nous pourrions alors caractériser dans quelle mesure l’inter-
action exciton-phonon module l’absorption d’énergie sur des réseaux de faible dimension. Et
surtout, observer les modifications engendrées par les phonons sur les conditions d’apparition
de la transition de superradiance excitonique.

La troisième et dernière idée est liée à la question suivante : dans le cas du modèle de
Hosltein, dans quelle mesure le désordre peut-il moduler les effets de la décohérence ? Cette
interrogation est née de nos observations réalisées lors de notre étude "PT ∗ vs. approche
exacte". Dans ce contexte, nous savons que tous les effets de décohérence lors du transport
d’une information quantique sont encodés dans les propriétés des nouveaux modes propres
phononiques étendus. Ces modes étant intimement liés à la symétrie du réseau de départ. Ceci
étant, en présence de désordre, la brisure de symétrie engendrée a pour effet de restructurer
les états propres excitoniques du système et par extension les modes propres phononiques.
Dans ces conditions, il serait intéressant de savoir par exemple si ces modifications tendent à
annihiler ou encourager la destruction de l’information.
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Annexe A

Probabilités sur le graphe en étoile
d’étoiles

Lorsque Γ = 0, le Hamiltonien du graphe en étoile étendu peut être diagonalisé exacte-
ment. Dans ces conditions, nous avons évalué analytiquement la forme des expressions de la
densité excitonique dans le cas d’un état initial sur un site périphérique (`0 = 1, s0 = 1), soit
|Ψ(0)〉 = |`0, s0〉. Les résultats sont les suivants
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Les probabilités limites correspondantes sont
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RÉSUMÉ

Cette thèse théorique s’inscrit dans l’univers de l’Informatique quantique et celui du
transfert d’énergie. Nous étudions le transport quantique d’un exciton utilisé dans le but de
véhiculer une information quantique, ou de l’énergie, sur des graphes moléculaires complexes.
Dans ce contexte, nous nous intéressons aux effets de différents environnements quantiques
pouvant moduler le transport excitonique.

Une première partie du manuscrit porte sur le transport d’information quantique en pré-
sence d’un environnement de phonons locaux. Dans ce contexte, nous introduisons une ap-
proche théorique appelée PT ∗ permettant de traiter sur un pied d’égalité exciton et pho-
nons. Cette théorie est tout d’abord appliquée au cas particulier du graphe en étoile. Par
la suite, PT ∗ est comparée à des calculs exacts menés sur une collection de graphes variés.
Nous montrons ainsi que la théorie PT ∗ possède une très grande force de prédictibilité et
de multiples avantages théoriques et numériques (durée de simulation, interprétations liées à
l’intrication. . . ).

Dans une deuxième partie du manuscrit, nous étudions le transport quantique d’énergie
sur un graphe complexe en contact avec un système externe absorbant. Nous nous intéressons
tout particulièrement à la caractérisation du phénomène d’absorption énergétique et son opti-
misation (transition de superradiance). Nous mettons en évidence l’impact de la topologie du
réseau sur l’évolution du processus d’absorption. Pour étendre cette étude, nous considérons
ensuite la présence d’un désordre local brisant la symétrie du réseau de base. Nous montrons
alors que le désordre peut influencer positivement l’évolution du processus d’absorption.

SUMMARY

The scope of this PhD is twofold and can be integrated simultaneously in quantum infor-
mation theory and energy transport. We theoretically study the excitonic quantum transport
in order to transmit either quantum information or energy on complex molecular networks.
In this context, we pay a special attention to the modulations that different quantum envi-
ronments can generate on the excitonic transport.

In a first part of the manuscript, we focus on the quantum transport of information in
the presence of a local phononic environment. In this context, we introduce a theoretical
approach, named PT ∗, treating on an equal footing exciton and phonons. Firstly, this theory
is applied to a particular case : the star graph. Then, PT ∗ is compared to exact numerical
calculations realized on a collection of different graphs. In this context, we demonstrate that
the PT ∗ approach shows a very strong predictability but also several theoretical and numerical
advantages (simulation duration, entanglement interpretations. . . ).

In a second part of the manuscript, we study the quantum transport of energy on a
complex graph in contact with an external absorbing system. We focus on the optimisation
of the absorption process ("superradiance transition"). We demonstrate that the topology of
the considered network influences the absorption evolution. In order to extend this study, we
then consider the presence of a local disorder breaking the inner symetry of the graph. In
this context, we show that the disorder can benefically influence the absorption process.
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