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✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t q✉❛♥❞ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs

✢✉✐❞❡s s♦♥t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✐❞❡ ✭r✐❣✐❞❡ ♦✉ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✮✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡①❡r❝❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s s✉r

❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ s♦❧✐❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ♦✉ s❡ ❞é❢♦r♠❡ s♦✉s ❧❡✉rs ❛❝t✐♦♥s✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✮

❛✛❡❝t❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡✳

❉❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs

❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

✖ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✿ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥

❛✈❡❝ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡✱ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s❛♥❣ ❞❛♥s ❧❡s ✈❡✐♥❡s✱ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛✐r❡ ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ❞❛♥s ❧❡ s❛♥❣✱ ❡t❝✳✳

✖ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿ tr❛♥s♣♦rt ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ✢✉✐❞❡s t♦①✐q✉❡s✳

✖ ▲✬❛ér♦é❧❛st✐❝✐té ✿ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✐r ❛✉t♦✉r ❞✬❛✐❧❡s ❞✬❛✈✐♦♥s✳

✖ ❊♥ ❣é♥✐❡ ❝✐✈✐❧❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣♦♥t s✉s♣❡♥❞✉ s♦✉s ❧✬❡✛❡t

❞❡ ✈❡♥ts ❢♦rts ♦✉ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞❡ t✉❜❡s ✐♠♠❡r❣és ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡

ré❢r✐❣ér❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳

▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s♦♥t ♣❛r❢♦✐s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❞②s❢♦♥❝✲

t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ❝❛t❛str♦♣❤❡ ❞❡

❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ♣♦♥t ❞❡ ❚❛❝♦♠❛ ❡♥ 1940 ❛✉① ➱t❛s✲❯♥✐s ✓ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉✲

❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭❧❡ ✈❡♥t✮ q✉✐ ❛rr✐✈❡ s✉r ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ✭❧❡ ♣♦♥t✱ ✐❝✐✮ ❞é♣❛ss❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡

✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✱ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✧✢✉✐❞❡✲é❧❛st✐q✉❡✧ ♣❡✉t ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈✐❜r❛t♦✐r❡

❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡r ❧❛ ❞❡str✉❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭♣♦♥t✮ à ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✔ ❬✻✶❪✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ✢✉✐❞❡s ❡t s♦❧✐❞❡s ét❛✐❡♥t tr❛✐tés ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t s❡✉❧❡

❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✭✢✉✐❞❡ ♦✉ s♦❧✐❞❡✮ s✉r ❧✬❛✉tr❡ ét❛✐t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡

♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❬✹✾❪✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✉♥

♠♦②❡♥ ❞✬❛✐❞❡r à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❜✐♦✲

❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t❝✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠♦✉✈❡✲

♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡

❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡

✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❡st ❛✐♥s✐ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳



✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✸

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❡①✐st❡♥❝❡✱ ✉♥✐❝✐té✱ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✮✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛❞♦♣té❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✸✱ ✸✺✱ ✺✺✱ ✺✽✱ ✺✼❪✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❙♦✐t b ✉♥ ❞é♣❧❛✲

❝❡♠❡♥t ✏❛❞♠✐ss✐❜❧❡✑ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ rés♦✉t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t b ❝♦♠♠❡

❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ s❡r❛ ✉♥❡

❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é♣❧❛✲

❝❡♠❡♥t d✳ ❈❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ b✱ ❝✳✲à✲❞✳ d = S(b)✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❛❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞♦♣té❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❬✺✽✱ ✼✻✱ ✾✷✱ ✷✾❪✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts✱

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ✈✐sq✉❡✉① ❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ✉♥ s♦❧✐❞❡ r✐❣✐❞❡✱

♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❙❡rr❡ ❬✶✵✻❪✱ ❲❡✐♥❜❡r❣❡r ❬✶✶✶❪ ❡t ❏✉❞❛❦♦✈ ❬✻✼❪✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s r✐❣✐❞❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥

✢✉✐❞❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥✱ ✈✐sq✉❡✉① ❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✸✵❪✱ ❬✹✵❪✱❬✶✵✽❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ♦♥t ♣♦rté

s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ é❧❛st✐q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✸✶✱ ✶✸✱ ✽✽❪✮✳

❉❛♥s ❬✺✺❪✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❬✷✶❪✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡st

♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✶✼✱ ✼✹✱ ✾✹❪ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t ❬✺✻✱ ✹✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ é❧❛st✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❬✷✻✱ ✷✼❪ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t

❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡st ❞é♠♦♥✲

tré❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦✉♣❧é❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛r✐sé❡ ♦✉

à ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ t②♣❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ❉❛♥s ❬✺✵✱ ✺✶✱ ✶✶✷✱ ✽✻✱ ✾✶✱ ✶✵❪ ✉♥ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st

ét✉❞✐é✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❬✽✼❪ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧❛♥t

✉♥❡ str✉❝t✉r❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡

t②♣❡ ◆❛✈✐❡r ❡st ♣r♦✉✈é❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉♣❧és✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛t✐♦♥✲

♥❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✷✱ ✶✵✺✱ ✹✶✱ ✶✵✶❪✱ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs

s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦✉✲

♣❧és ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ ❝✐t❡ ❛✉ss✐ ▼❛✉r② ❬✽✹❪✱ ●❧♦✇✐♥s❦✐ ❬✺✹❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ◆♦❜✐❧❡ ❬✾✵❪ ❡t

❇❡rt♦❧✉③③❛ ❬✶✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡s r✐❣✐❞❡s✳



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡

♣ré❝✐s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s q✉✐ tr❛❞✉✐ss❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✉r ✉♥❡

♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t ♦✉ ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ à ❧❛

♣❛r♦✐✳

❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♥♦♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡

❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❛✉① ♣❛r♦✐s s♦❧✐❞❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛❝❝❡♣té❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦✲

s❝♦♣✐q✉❡✱ ♠❛✐s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✉♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s

s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ré❢ér♦♥s à ❬✼✺❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣❡rç✉❡ s✉r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❝❡♥t❡s q✉✐

♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❢♦rt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs✮ s✉r ❞❡s

♣❛r♦✐s s♦❧✐❞❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡ ❡st ❧✬

❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❤❛✉t❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❙❡rr✐♥ ❧✬❛ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡♥ 1959 ❞❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡

❬✶✵✼❪✳ P♦✉r ❞❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱

♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✾✸❪ ❡t ❬✻✹❪✳

❊♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ◆❛✈✐❡r ❬✽✾❪ ♣✉✐s ▼❛①✇❡❧❧ ❬✽✺❪ s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs q✉✐ ♦♥t ♣r♦♣♦sé

❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♥♦♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

vt = b
∂vt
∂z

, ✭✶✳✶✮

♦ù b ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❡t vt ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t b ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡

✈✐❡♥t s✬❛♥♥✉❧❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶

b = 0 b

z

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t b



✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✺

✶✳✶✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ♦♥t été ré❛❧✐sés ♣❛r ▲❡♦♥❛r❞ ❞❡ ❱✐♥❝✐ ❬✷✽❪✳

■❧ ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡

❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ ❝♦r♣s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❢✉r❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❆♠♦♥t♦♥s

❞❛♥s ❬✷❪ ♣✉✐s ❢♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❈♦✉❧♦♠❜ ❞❛♥s ❬✷✺❪✳

P❧✉s✐❡✉rs ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ s♦❧✐❞❡s ❡①✐st❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡t

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ❬✸✻❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❡s❝❛✱ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥

✢✉✐❞❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛r♦✐ Γ✳

▲♦✐ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✿

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❚r❡s❝❛ ❡st ✿




‖σt‖ ≤ g s✉r Γ

❙✐ ‖σt‖ < g ❛❧♦rs ut = 0 s✉r Γ

❙✐ ‖σt‖ = g ❛❧♦rs ut = −λσt s✉r Γ ❛✈❡❝ λ ∈ R+

♦ù σt ❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✉r Γ✱ ut ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡

❡t g✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Γ ❞❛♥s R+✱ ❝♦♥♥✉❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ σn✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛✱ ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡s

❡✛♦rts t❛♥❣❡♥t✐❡❧s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡ s❡✉✐❧ g✳ ▲❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡

s❡✉✐❧ ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❛♥❞ ‖σt‖ = g✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡

à ❧✬❡✛♦rt t❛♥❣❡♥t✐❡❧ ✭❛✈❡❝ s✐❣♥❡ ♦♣♣♦sé✮✳

g

−g

σt(u)

u

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ●r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❡s❝❛

❉❛♥s ❬✾✺❪ ❡t ❬✻✸❪ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞❡ ❚r❡s❝❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✉❥✐t❛ ❬✹✸✱ ✹✻✱ ✹✺✱ ✹✷❪ ✭♦ù ❧✬❛✉t❡✉r ét✉❞✐❡ ❧✬❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✮ ❡t ❞❡ ❙❛✐t♦ ❬✶✵✵❪ q✉✐ s✬❡st ✐♥tér❡ssé à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té

❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳ ❉❛♥s

❬✼✵❪✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡

❚r❡s❝❛ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❬✾✼✱ ✾✽✱ ✶✹✱ ✶✻✱ ✶✺❪✳

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥✲

♥❛✐r❡ ❡t ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✻✱ ✼✶✱ ✸✸✱ ✸✹✱ ✸✷✱ ✼✾✱ ✼✼✱ ✽✷✱ ✽✶✱ ✻✽❪✮✳

❉✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ❢❛✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦t✲

t❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❬✸✱ ✻✻✱ ✶✵✾❪ ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ◆❛✈✐❡r ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬✷✹✱ ✾✻❪

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳

✶✳✷ ❖❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝✲

t✉r❡ ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❛❞❤ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡

♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐✲

❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡✮✳ ▼❛✐s✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s❛♥❣ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rtèr❡ ❛t❤ér♦s❝❧ér♦sé❡✱ ✈♦✐r ❬✶✵✵✱ ✹✹❪✮ ✐❧

s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ♥é❣❧✐❣és ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❛✈❡❝

✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❛

str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é✱ ♦♥ ❢♦❝❛❧✐s❡r❛ ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥

s✉r ❧❡ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉① ❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✱ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✱ ❞♦♥t s❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐✲

t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t ♣❛r ❈✳

●r❛♥❞♠♦♥t ❞❛♥s ❬✻✵❪✱ ♦ù ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ♠♦♥tré ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s

❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳

P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❛✈❡❝



✶✳ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✼

✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

♠✐①t❡s✳ ❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❬✻❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✽❪✳

✶✳✸ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❡t ♦♥

✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ré❝r✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢❡r❡♥❝❡ ✭✐♥é❣❛❧✐té ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❡t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♠✐①t❡s à ✸ ❡t ✹ ❝❤❛♠♣s✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ✉♥ rés✉❧t❛t

❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✿

♦♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ❞♦♥t ♦♥ ♠♦♥tr❡

q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧■♥❢✲❙✉♣✧ ❞❡ ❇r❡③③✐✲❇❛❜✉s❦❛✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡r❛ ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♠✐①t❡s P1✲❜✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱

P1 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡t P1 ♣♦✉r ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ♥♦r♠❛❧ ❡t t❛♥❣❡♥t✐❡❧✱ ❡t ♦♥ ♠♦♥✲

tr❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ P♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

ré❣✉❧✐èr❡s✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❖♥ ✜♥✐r❛ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ♥✉✲

♠ér✐q✉❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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✶✵ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡

❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①

❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ♦♥ ♣ré❝✐s❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳

✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✷✳✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ Ω ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R2 ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡

❡t à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐♣s❝❤✐t✐③✐❡♥♥❡ ∂Ω✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ x ∈ R
2 s❡r❛ ♥♦té❡ |x|✳

❖♥ ♥♦t❡ L2(Ω) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Ω ❞❛♥s R à ❝❛rré

✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ‖.‖L2(Ω) s❛ ♥♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧

(p, q) =

∫

Ω

p(x)q(x) dx ∀(p, q) ∈ L2(Ω)× L2(Ω),

❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ‖.‖L2(Ω) ❡st

∀p ∈ L2(Ω), ‖p‖L2(Ω) =
( ∫

Ω

|p(x)|2 dx
)1/2

.

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t L2
0(Ω) ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡ L2(Ω) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

L2
0(Ω) =

{
p ∈ L2(Ω) ;

∫

Ω

p dx = 0

}
.

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : Γ ⊂ ∂Ω→ R t❡❧❧❡ q✉❡ g > 0 s✉r Γ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ L1
g(Γ) ✿

L1
g(Γ) =

{
θ: Γ→ R ; ‖θ‖L1

g(Γ)
=

∫

Γ

g(s)|θ(s)| dΓ < ∞

}
.

❡t s♦♥ ❞✉❛❧ L∞
g (Γ) [✹✸, Lemme 2.1] ♣❛r

L∞
g (Γ) =

{
θ: Γ→ R ; ‖θ‖∞ = s✉♣❡sss∈Γ

|θ(s)|

g(s)
< ∞

}
.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❢réq✉❡♠❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss✐q✉❡s Hm(Ω)✱ m ∈ N ✿

Hm(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω) ; Dαv ∈ L2(Ω) pour |α| =

2∑

i=1

αi ≤ m

}
,

♦ù α = (αi)i=1,2 ∈ N
2 ❡t Dα r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ∂α1

1 ∂α2
2 ❛✈❡❝ ∂i =

∂

∂xi
✳

Hm(Ω) ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖u‖Hm(Ω) =


 ∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖2L2(Ω)




1/2

.



✷✳ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✶✶

❖♥ ♥♦t❡ Hm
0 (Ω) ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ D(Ω) ❞❛♥s Hm(Ω) ♦ù D(Ω) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s Ω✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡s♣❛❝❡

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) ; u|∂Ω = 0

}
,

❡t s♦♥ ❞✉❛❧ H−1(Ω)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ●r✐s✈r❛❞ ❬✻✷❪✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ Hs(Ω) ❛✈❡❝ s ∈

R+ \ N✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Hs(Ω) =

{
u ∈ Hm(Ω) ;

|∂αu(x)− ∂αu(y)|

|x− y|1+σ
∈ L2(Ω× Ω) pour |α| = m

}
,

♦ù s = m + σ✱ m r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ s ❡t σ ∈ [0, 1] s❛ ♣❛rt✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲✬❡s♣❛❝❡ Hs(Ω) ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

‖u‖Hs(Ω) =


‖u‖2Hm(Ω) +

∑

|α|=m

∫

Ω

∫

Ω

|∂αu(x)− ∂αu(y)|2

|x− y|2+2σ
dxdy




1/2

,

♦ù ❧❡ t❡r♠❡

|u|m :=
∑

|α|=m

∫

Ω

∫

Ω

|∂αu(x)− ∂αu(y)|2

|x− y|2+2σ
dxdy,

❡st ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r Hs(Ω)✱ ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✳ ❖♥ ♥♦t❡

Ck(Ω) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s k✲❢♦✐s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s s✉r Ω✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Ck,η(Ω) ♣♦✉r k ≥ 0 ❡t η ∈]0, 1]✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s Ck(Ω)

t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s k✲è♠❡ s♦♥t η✲❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✿

Ck,η(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) ; ∃ ✉♥❡ ❝♦♥st❛t❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀x, y ∈ Ω |u(x)−u(y)| ≤ C|x−y|η}.

❙♦✐t Γ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ Ω✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ H1/2(Γ) ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s

r❡str✐❝t✐♦♥s à Γ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H1/2(∂Ω)✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

‖u‖H1/2(Γ) =

(
‖u‖2L2(Γ) +

∫

Γ

∫

Γ

|u(x)− u(y)|2

|x− y|2
dxdy

)1/2

. ✭✷✳✶✮

❖♥ ♥♦t❡ ϕ(x) = d(x, ∂Γ)✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r H1/2
00 (Γ) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s tr❛❝❡s s✉r Γ ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H1(Ω) ♥✉❧❧❡s s✉r ∂Ω \Γ ❬✼✷❪✳ H1/2
00 (Γ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛

♥♦r♠❡

‖u‖
H

1/2
00 (Γ)

=

(
‖u‖2H1/2(Γ) +

∫

Γ

|u(x)|2

ϕ(x)
dx

)1/2

. ✭✷✳✷✮

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ à ∂Ω ♣❛r ③ér♦ ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H1/2(∂Ω)✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ✱ ♥♦té❡ ψ✱ ❡st

ψ =

{
ψ s✐ x ∈ Γ,

0 s✐♥♦♥.



✶✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

❡t ψ ∈ H1/2
00 (Γ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ψ ∈ H1/2(∂Ω).

P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ tr❛❝❡✱ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à

❬✼✷❪✱ ❬✽✸❪ ❡t ❬✶❪✳

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r H−1/2(Γ) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t H−1/2
∗ (Γ)✮ ❧❡ ❞✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ H1/2(Γ)

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ H1/2
00 (Γ) ✮ ❡t ♣❛r < ., . > ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s

∀µ ∈ H−1/2(Γ), ‖µ‖H−1/2(Γ) = sup
v∈H1/2(Γ) ; v 6=0

< µ, v >

‖v‖H1/2(Γ)

,

∀µ ∈ H−1/2
∗ (Γ), ‖µ‖

H
−1/2
∗ (Γ)

= sup
v∈H

1/2
00 (Γ) ; v 6=0

< µ, v >

‖v‖
H

1/2
00 (Γ)

.

❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ k ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s

❡t s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✿

∀v = (v1, . . . , vk) ∈ (Hm(Ω))k, ‖v‖(Hm(Ω))k =
( k∑

i=1

‖vi‖
2
Hm(Ω)

)1/2
,

∀v ∈ (H1/2(Γ))k, ‖v‖
(H

1
2 (Γ))k

=
( k∑

i=1

‖vi‖
2
H1/2(Γ)

)1/2
,

∀v ∈ (H−1/2(Γ))k, ‖v‖(H−1/2(Γ))k =
( k∑

i=1

‖vi‖
2
H−1/2(Γ)

)1/2
,

∀A = (aij)i,j=1,2 ∈ (Hm(Ω))4, ‖A‖(Hm(Ω))4 =
( 2∑

i,j=1

‖aij‖
2
Hm(Ω)

)1/2
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦t♦♥s Hs(Ω) = (Hs(Ω))2 ♣♦✉r s ∈ R
∗, L

2(Ω) = (L2(Ω))2✱

(., .) = (., .)L2(Ω), (., .)Γ = (., .)L2(Γ),

❡t < ., . >1/2,Γ=< ., . >
H

1/2
00 (Γ)

.

✷✳✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❖♥ é♥♦♥❝❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s ❞♦♥t ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶ ❙✐ m > 1✱ ❡t s✐ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R
2✱ ❛❧♦rs Hm(Ω) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✿

s♦✐❡♥t A ∈ (Hm(Ω))4 ❡t B ∈ (Hm(Ω))4 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ K > 0 t❡❧ q✉❡

‖AB‖(Hm(Ω))4 ≤ K‖A‖(Hm(Ω))4‖B‖(Hm(Ω))4 .



✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✸

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ Hm(Ω)✱ ♣♦✉r m > 1✱ ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ H1(Ω) ✿ s✐ f ∈ Hm(Ω) ❡t

g ∈ H1(Ω) ❛❧♦rs fg ∈ H1(Ω) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

‖fg‖H1(Ω) ≤ C‖f‖Hm(Ω)‖g‖H1(Ω).

▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ▲❡♠♠❡s ✷✳✶✳✶ ❡t ✷✳✶✳✷ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❬✶❪✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❛✉ss✐ ❞✉

r❡s✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✽❪✱ ❬✷✵❪✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❙♦✐❡♥t E✱ F ❡t G tr♦✐s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

❙♦✐t B ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ E × F à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s G✳

❙✐ (un)n ⊂ E ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs u✱ ❡t s✐ (vn)n ⊂ F ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❡rs v✱

❛❧♦rs B(un, vn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs B(u, v) ❞❛♥s G✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✱ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s

❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝✉tr❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✮ ❙♦✐❡♥t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡

❇❛♥❛❝❤ ❡t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ E✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ F ❞❛♥s F t❡❧❧❡ q✉❡ T (F ) ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❆❧♦rs✱ ❚ ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t

✜①❡ ❞❛♥s F ✳

❖♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✺✷❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ❚❤ér♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❬✷✵❪ ❙♦✐❡♥t E✱ F ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r

T ∈ L(E; F ) ❡st ❝♦♠♣❛❝t s✐ T (BE) ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢♦rt❡✳ ❊♥

❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ❝♦♠♣❛❝t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡ (xn)n∈N ❞❛♥s E✱

❧❛ s✉✐t❡ (T (xn))n∈N ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✷✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ st❛✲

t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥

♣♦s❡r❛ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡

t②♣❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭❙❧✐♣✮✱ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥

✭▲❡❛❦✮✳ ▲❡ ✢✉✐❞❡ ❡st s✉♣♣♦sé ◆❡✇t♦♥✐❡♥✱ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✈✐sq✉❡✉① ❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❖♥

s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ s❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ❣r❛♥❞❡ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st très ♣❡t✐t❡ ❡t

s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❙❧✐♣ ♦✉ ▲❡❛❦✮ ✐♠♣♦sé❡s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Γ ❞✉ ❜♦r❞ ∂Ω ❞❡ Ω ⊂ R
2✳ ❈❡tt❡

♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛tér✐❡❛✉ é❧❛st✐q✉❡✱ s✉s❝❡t✐❜❧❡

❞❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡r s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡✳



✶✹ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

✷✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❙♦✐t Ω =]0, 1[2 ❧❡ ❝❛rré ✉♥✐té✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s

Γ ❡t ΓD t❡❧❧❡s q✉❡

∂Ω = Γ ∪ ΓD ❡t Γ ∩ ΓD = ∅.

▲❛ ♣❛rt✐❡ Γ =]0, 1[×{1} ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ΓD✱ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① tr♦✐s ❝♦tés ❞✉ ❝❛rré✱ ❡st s✉♣♣♦sé r✐❣✐❞❡✳ ❙♦✐❡♥t ff ∈ L
2(R2) ❡t fs ∈ L2(Γ)✱

❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❛❣✐ss❛♥ts s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✮✱ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s✱

✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✮✱

♦♥ ♥♦t❡ Ω̃(d) ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❞é❢♦r♠é ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞é❢♦r♠é❡✮✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡ Ω ♣❛r ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡✳

Φ(d)

Γ

Ω ΓD

Φ(d)(Γ)

Φ(d)(Ω) ΓD

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦sé❡s ❞❛♥s Ω̃(d) ✭❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❊✉❧❡r✐❡♥♥❡s✮✱ ❡♥

r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♦♥t é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❡♥

❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s✮✳ ❙♦✐❡♥t ν > 0 ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t g ∈ L2(Γ)✱ g > 0 ♣✳♣✳

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r v ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t

❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ♣❛r p s❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♣❛r d ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é

❡st ✿



✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✺

Pr♦❜❧è♠❡ ❙1

−ν∆v +∇p = ff ❞❛♥s Ω̃(d), ✭✷✳✸✮

div(v) = 0 ❞❛♥s Ω̃(d), ✭✷✳✹✮

v = 0 s✉r ΓD(d), ✭✷✳✺✮

v · ñ = 0 s✉r Γ̃(d), ✭✷✳✻✮

| (σf ñ) · t̃ |≤ g̃, (σf ñ) · t (v · t̃) + g̃|v · t̃| = 0 s✉r Γ̃(d), ✭✷✳✼✮

∂4xd = fs + (Tf (v, p))2 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✷✳✽✮

d(0) = d(1) = 0, ∂xd(0) = ∂xd(1) = 0, ✭✷✳✾✮

♦ù ñ ❡t t̃ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥ts ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡①tér✐❡✉r ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à Γ̃✳

❖♥ ♥♦t❡ σf ñ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❊✉❧❡r✐❡♥♥❡s

σf ñ = ν(∇v)ñ− pñ

❡t g̃ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡✉✐❧ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❊✉❧❡r✐❡♥♥❡s

g̃(x, 1 + d(x)) = g(x, 1).

▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v · ñ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r Γ̃(d)✱ ❝❡❝✐ tr❛❞✉✐t ❧❛ ♥♦♥ ♣é♥é✲

tr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ v · t̃ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❚r❡s❝❛ ✭✷✳✼✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ (Tf (v, p))2 ❞❛♥s ✭✷✳✽✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡①❡r❝é❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡ réé❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❙2

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✮✲✭✷✳✼✮ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s Pr♦❜❧è♠❡ ❙1✱ r❡s✲

t❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❡t s♦♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡s

∂2xd1 = f 1
s + (Tf (v, p))1 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✷✳✶✵✮

∂4xd2 = f 2
s + (Tf (v, p))2 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✷✳✶✶✮

d(0) = d(1) = 0, ∂xd2(0) = ∂xd2(1) = 0, ✭✷✳✶✷✮

♦ù d1 ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t d2 ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✶ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✲✭✷✳✶✷✮✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ❙✷ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❧✉s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✭✷✳✸✮✲✭✷✳✼✮✳



✶✻ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

Pr♦❜❧è♠❡ ▲❡❛❦

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ♣é♥étr❛✲

t✐♦♥ ✭✑❧❡❛❦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✑✱ ✈♦✐r ❬✹✸✱ ✶✵✵❪✮ ✐♠♣♦sé❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲

str✉❝t✉r❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ❡st ✿

−ν∆v +∇p = ff ❞❛♥s Ω̃(d), ✭✷✳✶✸✮

div(v) = 0 ❞❛♥s Ω̃(d), ✭✷✳✶✹✮

v = 0 s✉r ΓD(d), ✭✷✳✶✺✮

v · t̃ = 0 s✉r Γ̃(d), ✭✷✳✶✻✮

| (σf ñ) · ñ |≤ g̃, (σf ñ) · ñ (v · ñ) + g̃|v · ñ| = 0 s✉r Γ̃(d), ✭✷✳✶✼✮

∂4xd = fs + Tf (v, p) ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✷✳✶✽✮

d(0) = d(1) = 0, ∂xd(0) = ∂xd(1) = 0, ✭✷✳✶✾✮

♦ù ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲❡❛❦ ✭✷✳✶✻✮✲✭✷✳✶✼✮✱ ñ ❡t t̃ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥ts ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧

❡①tér✐❡✉r ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à Γ̃✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✷✳✶✻✮✲✭✷✳✶✼✮✱ ✐♠♣♦sé❡ s✉r

❧❡ ❜♦r❞ Γ̃(d)✱ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✖ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ v.̃t = 0✱

✖ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v · ñ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥

✭▲❡❛❦✮ ✿

⊲ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s σf ñ ❛tt❡✐♥t ❧❡ s❡✉✐❧

g̃✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣é♥ètr❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✬♦♣♣♦s❡ à ❧❛

✈✐t❡ss❡✳

⊲ ▲♦rsq✉❡ σf ñ ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s g̃✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦❧❧❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❛

✈✐t❡ss❡ ❡st ❛✐♥s✐ ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ̃(d)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ ♦♥ s✬✐♥t❡r❡ss❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ❙✶✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠èr✐q✉❡s ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s Pr♦❜❧è♠❡ ❙✶✱ Pr♦❜❧è♠❡ ❙✷ ❡t Pr♦❜❧è♠❡ ▲❡❛❦✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✷ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

s②♠étr✐sé σ = 2µe(v)− pI ❛✈❡❝ e(v) = 1/2(∇v+∇vt)✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

✭❬✹✸❪✮✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥ s②♠étr✐sé σ =

µ∇v − pI✱ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉ Ω̃(d) ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ré❢❡r❡♥❝❡ Ω s❡r❛ s✐♠♣❧✐✜é✳ ❈é♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡

r❡st❡ ♠♦✐♥s ✜❞è❧❡ à ❧❛ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡✳



✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✼

✷✳✷✳✶✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❆✜♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥♥✉✱ ♦♥ r❡é❝r✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭✷✳✸✮✲

✭✷✳✼✮ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Ω✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡ Φ ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t R ❞❡ ∂Ω s✉r Ω ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥é d✱ ❞é✜♥✐ s✉r Γ✱ ♦♥ ♣♦s❡ Φ(d)(x, y) = (x, y +

R(d)(x, y))✱ (x, y) ∈ Ω✱ ♦ù d ❛ été ♣r♦❧♦♥❣é ♣❛r 0 s✉r ΓD✳ ▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ Φ(d) s✉r Γ ❡st

é❣❛❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r (x, 1 + d(x))✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡

Φ(d)(Ω) = Ω̃(d) ❡t Φ(d)(Γ) = Γ̃(d).

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ dx̃ ❛✉ ♣♦✐♥t x̃ = Φ(x) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥ ❞é❢♦r♠é❡✱ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r dã ❛✉ ♣♦✐♥t ã = Φ(a) ❞✉ ❜♦r❞ ❞é❢♦r♠é Γ̃✱

❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✷✷❪ ✿

dx̃ = ❞❡t(∇(Φ(x))) dx,

ñ dã = ❝♦❢(∇(Φ(x)))n da,

dã = |Gn| da.

❖ù ñ ❡t t̃ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥ts ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡①tér✐❡✉r ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à Γ̃✱ n

❡t t s♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à Γ ❡t ❝♦❢(∇(Φ(x))) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦❢❛❝t❡✉rs

❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ∇(Φ(x)) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

❝♦❢(∇(Φ(x))) = ❞❡t(∇(Φ(x)))∇(Φ(x))−t.

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✿

−ν∆v +∇p = ff ❞❛♥s Ω̃.

❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Ω✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✿
∫

Φ(A)

ff dx̃+

∫

Φ(A)

div(ν∇v − pI) dx̃ = 0,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿
∫

A

(ff ◦ Φ)(x)❞❡t(∇(Φ(x))) dx+
∫

∂Φ(A)

(ν∇v − pI)ñ dã = 0,

♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
∫

A

(ff ◦ Φ)(x)❞❡t(∇(Φ(x))) dx+
∫

∂A

(ν∇v(Φ(x))− p(Φ(x)))❝♦❢(∇(Φ(x)))n da = 0,



✶✽ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿
∫

A

(ff◦Φ)(x)❞❡t(∇(Φ(x))) dx+
∫

∂A

(ν∇(v◦Φ)(x)∇(Φ(x))−1−(p◦Φ)(x))❝♦❢(∇(Φ(x)))n da = 0.

▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✿

w = v ◦ Φ, q = p ◦ Φ.

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t Σf ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✜♥✐t s✉r Ω ♣❛r ✿

Σf = −ν(F∇)w + q G.

❖ù G = ❝♦❢(∇(Φ)) ❡t F = ∇(Φ(x))−1G q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠ètr✐q✉❡✳

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Σf,n ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

Σf,n = Σfn.

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r (F∇) ♣❛r ✿

((F∇)w)l,i =
2∑

j=1

Fi,j∂jwl ♣♦✉r l, i = 1, 2.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ✿
∫

A

(ff ◦ Φ)(x)❞❡t(∇(Φ(x))) dx+
∫

∂A

(Σfn) da = 0,

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ A ét❛♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r Σf ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✲

✈❛♥t❡ ✿

−div(Σf ) = (ff ◦ Φ)❞❡t(∇Φ) ❞❛♥s Ω.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ div(v) = 0 ❞❛♥s Φ(Ω)✱ ♦♥ ❛ ✿
∫

Φ(A)

div(v) dx̃ =

∫

∂Φ(A)

v.ñ dã

=

∫

∂A

(v ◦ Φ).Gn da

=

∫

A

div(Gt
w) dx.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

div(Gt
w) = 0 ❞❛♥s Ω.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ✱ v · ñ = 0✱ ❡st ❛❧♦rs ✿

w.Gn = 0 s✉r Γ.



✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✾

❈❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ s✬é❝r✐t ❞és♦r♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡

❧♦❝❛❧❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
Gn

|Gn|
❡t s♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

Et

|Et|
✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t (gi,j)1≤i,j≤2 ❧❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ G✱ ♦♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt

t̃ dã =

(
ñ2

−ñ1

)
dã

=

(
0 1

−1 0

)(
ñ1

ñ2

)
dã

=

(
0 1

−1 0

)
Gn da

=

(
g2,2 −g2,1

−g1,2 g1,1

)(
ñ2

−ñ1

)
da

= ❝♦❢(G)tda.

❖♥ ♥♦t❡ E = ❝♦❢(G)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ dã = |Gn| da = |Et| da✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

t̃ =
Et

|Et|
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ (̃t, ñ) s✉r Γ̃ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡

s✉r Γ ❞é✜♥✐t ♣❛r

(
Et

|Et|
,
Gn

|Gn|

)
✳

Φ(d)

ñ
t̃

Φ(d)(Ω) ΓD

(0, 0) (1, 0)

(0, 1) (1, 1)

−→n −→
t

−→
Et

ΓD

−→
Gn

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▲❛ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ (Gn, Et)

❖♥ ♣❛ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✐♠♣♦✲

sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ Γ̃✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡



✷✵ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

σf ñ✱ réé❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Σf,n = Σfn✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
{
| (σf ñ) · t̃ | ≤ g̃

(σf ñ) · t̃ (v · t̃) + g̃|v · t̃| = 0

s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s✉r Γ ✿

(S)





| Σf,n.(
Et

|Et|
) | ≤ g

Σf .(
Et

|Et|
)w.(

Et

|Et|
) + g|w.(

Et

|Et|
)| = 0.

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ (S) ♣❛r
1

|Et|
❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t g t❡❧ q✉❡

g = ĝ|Et| ♦ù ĝ ∈ L2(Γ)✱ (S) ❞❡✈✐❡♥t ✿




| Σf,n.(Et) |

|Et|2
≤ ĝ

Σf,n.(Et)

|Et|2
w.(Et) + ĝ|w.(Et)| = 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r (w, q, d, α) t❡❧ q✉❡

−νdiv((F∇)w) + (G∇)q = (ff ◦ Φ)H(d)❞❛♥s Ω,

div(Gt
w) = 0 ❞❛♥s Ω,

w = 0 s✉r ΓD,

w.Gn = 0 s✉r Γ,
| Σf,n.(Et) |

|Et|2
|≤ ĝ,

Σf,n.(Et)

|Et|2
w.(Et) + ĝ|w.(Et)| = 0 s✉r Γ

∂4xd+ α = fs + [Σf,n]2 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✷✳✷✵✮

d(0) = d(1) = 0, ∂xd(0) = ∂xd(1) = 0 ✭✷✳✷✶✮
∫ 1

0

d(x) dx = 0, ✭✷✳✷✷✮

♦ùH(d) = ❞❡t(∇(Φ(d)))✱ α ∈ R ❡st ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✷✳✷✷✮✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ(d) ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ C1✲❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r

❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✳



✷✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✷✶

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✸ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ❝❛r

♦♥ ❛ ❛❥♦✉té✱ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞é❢♦r♠é❡ ❞û❡ à ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧té ❞✉ ✢✉✐❞❡✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❉✐✣❝✉❧tés

▲❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ♣♦s❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥s✲

tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡

♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ✭▲❡❛❦✮

♣♦sé❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡ t②♣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❞û❡s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

str✉❝t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉✐❞❡ s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❊✉❧❡r✐❡♥♥❡s ✭❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✜①❡ ❝❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ♦✉ s❡ ❞é♣❧❛❝❡✮ t❛♥✲

❞✐s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s✳ ❉✬✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉✲

❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ❣ér❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ tr❛✐t❡r

♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ?

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛ réé❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❙❧✐♣

❙♦✐t f ∈ L
2(Ω)✳ ❙♦✐❡♥t A✱ B ❡t C ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s 2 × 2 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✿

(P )





−νdiv((A∇)w) + (B∇)q = f ❞❛♥s Ω,

div(Bt
w) = 0 ❞❛♥s Ω,

w = 0 s✉r ΓD,

w.(Bn) = 0 s✉r Γ
| Σf,n.(Ct) |

|Ct|2
≤ ĝ,

Σf,n.(Ct)

|Ct|2
(w.(Ct)) + ĝ|w.(Ct)| = 0 s✉r Γ,

♦ù Σf,n = ν((A∇)w)n− q(Bn).

▲❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❛♣♣r♦♣r✐é à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ (P ) ❝♦♥s✐st❡ à



✷✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ VBn ❞❡ H
1(Ω) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

VBn = {u ∈ V ; u.(Bn)|Γ = 0},

♦ù

V = {u ∈ H
1(Ω) ; u|ΓD

= 0}.

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é Q ✿

Q = {µ ∈ L2(Γ) ; |µ| ≤ ĝ, ♣✳♣✳ ✳ s✉rΓ} ⊂ H−1/2
∗ (Γ).

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s a : VBn × VBn → R ❡t b : L2
0(Ω) × VBn → R ❡t ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♥♦♥✲❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ j : VBn × VBn → R+ ♣❛r ✿

a(w,v) =

∫

Ω

(A∇)w : ∇v dx,

b(q,v) = −

∫

Ω

div(Bt
v)q dx,

j(vCt) =

∫

Γ

ĝ|vCt| dΓ.

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(P )✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✶ ❚r♦✉✈❡r (w, q) ∈ VBn × L
2
0(Ω) t❡❧ q✉❡

(P1)





a(w,v) + b(v, q)− (Σ̃Ct(w), vCt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ VBn

b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2
0(Ω)

Σ̃Ct(w)

ĝ
∈ L∞(Ω), |Σ̃Ct(w)| ≤ ĝ ♣✳♣✳ s✉r Γ

Σ̃Ct(w)wCt + ĝ|wCt| = 0 ♣✳♣✳ s✉r Γ,

♦ù Σ̃Ct(w) :=
Σf,n.(Ct)

|Ct|2
✱ vCt := v.Ct✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ Σ̃Ct(w) ∈ L2(Γ) ❡t ❞♦♥❝ (Σ̃Ct(w), vCt)Γ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥ s❡♥s✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✷ ❚r♦✉✈❡r (w, q) ∈ VBn × L
2
0(Ω) t❡❧ q✉❡

(P2)





a(w,v −w) + b(v −w, q) + j(vCt)− j(wCt) ≥ (f ,v −w) ∀v ∈ VBn

b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2
0(Ω).

Pr♦❜❧è♠❡ ✸ ❚r♦✉✈❡r (w, (q, λ)) ∈ VBn × L
2
0(Ω)×Q t❡❧ q✉❡

(P3)





a(w,v) + b(v, q) + (λ, vCt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ VBn

b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2
0(Ω)

(µ− λ, wCt)Γ ≤ 0 ∀µ ∈ Q

.



✷✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✷✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

{
b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2

0(Ω)

(µ− λ,w)Γ ≤ 0 ∀µ ∈ Q,

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

b1((p− q, µ− λ),w) ≤ 0 ∀(p, µ) ∈ Λ

❛✈❡❝

b1((q, λ),w) = −(q, div(Bt
w)) +

∫

Γ

λwCt dΓ,

❡t Λ = L2
0(Ω)×Q✱ ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é ❞❡ L2

0(Ω)× L
2(Γ)✳

❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✳ ❙✐ (w, q) ∈ H
2(Ω)×H1(Ω) t❡❧s q✉❡ div(Bt

w) = 0 ❡t w|ΓD
= 0

❛❧♦rs ♣❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

(−ν(A∇)w + (B∇)q,v) = a(w,v) + b(v, q)−

∫

Γ

Σf,n.v dΓ ∀v ∈ V. ✭✷✳✷✸✮

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ✭✷✳✷✸✮ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Σf,n ∈

H
1/2
00 (Γ) ⊂ L

2(Γ)✳ ▼❛✐s✱ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (w, q) ❡st ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ t②♣❡ H
1(Ω) × L2(Ω)

❛❧♦rs Σf,n ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ H−1/2
∗ (Γ) ❡t ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥

s✉✐✈❛♥t❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❙♦✐t (w, q) ∈ H
1(Ω)× L2(Ω) t❡❧s q✉❡ div(Bt

w) = 0 ❡t w|ΓD
= 0✳

❖♥ ❞é✜♥✐t Σf,n = (Σ̃Ct, Σ̃Bn) ∈ H
−1/2
∗ (Γ) ♣❛r ✿

< Σf,n,v > = a(w,v) + b(v, q)− (f ,v) ∀v ∈ V.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

< Σ̃Ct, vCt > = a(w,v) + b(v, q)− (f ,v) ∀v ∈ VBn,

< Σ̃Bn, vBn > = a(w,v) + b(v, q)− (f ,v) ∀v ∈ VCt,

♦ù Σ̃Bn =
Σf,n.Bn

|Bn|2
❡t VCt = {u ∈ H

1(Ω) ; u|ΓD
= 0, u.(Ct)|Γ = 0}.

❖♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶ ❖♥ ❛

Q = {µ ∈ L2(Γ) ;

∫

Γ

µψ dΓ−

∫

Γ

ĝ | ψ | dΓ ≤ 0 ∀ψ ∈ L2(Γ)} ✭✷✳✷✹✮



✷✹ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

Pr❡✉✈❡✳ ❱♦✐r ❛♥♥❡①❡✳ �

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s (P1)✱ (P2) ❡t (P3) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

(a) (w, q) ∈ VBn × L
2
0(Ω) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P1) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (w, q) ❡st ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P2)✳

(b) ❙✐ (w, (q, λ)) ∈ VBn × L
2
0(Ω) × Q ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P3) ❛❧♦rs (w, q) ❡st ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P2)✳

(c) ❙✐ (w, q) ∈ VBn×L
2
0(Ω) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P2) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ λ ∈ Q

t❡❧ q✉❡ (w, q, λ) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P3)✳

Pr❡✉✈❡✳

(a) ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (w, q) ∈ VBn × L
2
0(Ω) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P1) ✿

♦♥ ❛

a(w,v) + b(v, p)− (Σ̃Ct(w), vCt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ VBn. ✭✷✳✷✺✮

❙♦✐❡♥t w ❡t v ∈ VBn✱ ♣♦s♦♥s I =
∫
Γ
Σ̃Ct(vCt − wCt)✱ ♦♥ ❛ ✿

I =

∫

Γ

Σ̃Ct(vCt − wCt) +

∫

Γ

ĝ(|vCt| − |wCt|)−

∫

Γ

ĝ(|vCt| − |wCt|),

=

∫

Γ

Σ̃CtvCt +

∫

Γ

ĝ|vCt| −

∫

Γ

ĝ(|vCt| − |wCt|) ✭❝❛r Σ̃CtwCt + ĝ|wCt| = 0✮✱

=

∫

Γ

Σ̃CtvCt +

∫

Γ

ĝ|vCt| − j(vCt) + j(wCt).

❈♦♠♠❡
∫

Γ

Σ̃CtvCt ≥ −

∫

Γ

|Σ̃Ct||vCt|

≥ −

∫

Γ

ĝ|vCt|

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ∫

Γ

Σ̃CtvCt +

∫

Γ

ĝ|vCt| ≥ 0 ∀v ∈ VBn

❞♦♥❝

I =

∫

Γ

Σ̃Ct(vCt − wCt) ≥ j(wCt)− j(vCt) ✭✷✳✷✻✮

❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t v ♣❛r v−w ❞❛♥s (2.25) ❡t ❞✬❛♣rès (2.26)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P2)✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P2) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ (P1)✳



✷✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✷✺

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❛♥s ❬✹✹❪✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ (w, q) ∈ VBn × L
2
0(Ω) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡





a(w,v −w) + b(v −w, q) ≥ (f ,v −w)− j(vCt) + j(wCt) ∀v ∈ VBn

b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2
0(Ω).

✭✷✳✷✼✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ✿

< Σ̃Ct, vCt >= a(w,v) + b(v, q)− (f ,v) ∀v ∈ VBn. ✭✷✳✷✽✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t (2.28)✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✷✳✷✼✮ s❡ ré❞✉✐t à




❚r♦✉✈❡r (w, q) ∈ VBn × L
2
0(Ω) t❡❧ q✉❡

< Σ̃Ct, vCt − wCt > +j(vCt)− j(wCt) ≥ 0 ∀v ∈ VBn

b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2
0(Ω).

✭✷✳✷✾✮

❉✬❛♣rès (2.29)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ VBn

− < Σ̃Ct, vCt − wCt >≤ j(vCt)− j(wCt) ≤

∫

Γ

ĝ|vCt − wCt|, ✭✷✳✸✵✮

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r v +w ∈ VBn✱ ♦♥ ❛

− < Σ̃Ct, vCt >≤

∫

Γ

ĝ|vCt| ∀v ∈ VBn,

♦r vCt ∈ H
1/2
00 (Γ) ❛❧♦rs ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✶

∀α ∈ H
1/2
00 (Γ) − < Σ̃Ct, α >≤

∫

Γ

ĝ|α|, ✭✷✳✸✶✮

❞✬♦ù

∀α ∈ H
1/2
00 (Γ) | < Σ̃Ct, α > | ≤

∫

Γ

ĝ|α| ✭✷✳✸✷✮

❉✬❛♣rès (2.32)✱ ♦♥ ❛ ✭✈♦✐r ❋✉❥✐t❛ ❬✹✹❪✮

|Σ̃Ct| ≤ ĝ ♣✳♣✳ s✉r Γ.

❊♥✜♥✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿

Σ̃CtwCt + ĝ|wCt| = 0.

✶✳ ✭✷✳✸✶✮ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ H
1/2
00

(Γ)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t v ∈ VBn ✈ér✐✜❛♥t vCt = α✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2✳



✷✻ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

❙✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡✱ ❞❛♥s ✭2.29✮✱ v = 0 ♣✉✐s v = 2w✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

Γ

Σ̃CtwCt +

∫

Γ

ĝ|wCt| = 0. ✭✷✳✸✸✮

❈♦♠♠❡

| Σ̃Ct |≤ ĝ ♣✳♣✳ s✉r Γ ✭✷✳✸✹✮

❛❧♦rs✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✷✳✸✹✮ ♣❛r |wCt|✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

|Σ̃CtwCt| ≤ ĝ|wCt| ♣✳♣✳ s✉r Γ✱

❞✬♦ù

Σ̃CtwCt + ĝ|wCt| ≥ 0 ♣✳♣✳ s✉r Γ✱

♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ✭✷✳✸✸✮ ❡t ✭✷✳✸✹✮

Σ̃CtwCt + ĝ|wCt| = 0 ♣✳♣✳ s✉r Γ✳

(b) ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (w, (q, λ)) ∈ VBn × L2
0(Ω) × Q ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡

(P3)✳ ❖♥ ❛

a(w,v −w) + b(v −w, q) + j(vCt)− j(wCt)− (f , v −w)

= −(vCt, λ)Γ + j(vCt)︸ ︷︷ ︸
≥0

+(wCt, λ)Γ − j(wCt).

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (wCt, λ)Γ − j(wCt) ≥ 0 ✿

♦♥ ❛ (µ − λ, wCt)Γ ≤ 0 ∀µ ∈ Q✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r µ = ĝ sign(wCt) ∈ Q✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t

(ĝ, | wCt |)Γ = j(wCt) ≤ (λ, wCt)Γ,

❞✬♦ù

a(w,v −w) + b(v −w, q) + j(vCt)− j(wCt)− (f , v −w) ≥ 0.

(c) ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (w, q) ∈ VBn×L
2
0(Ω) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P2)✳ ❉✬✉♥❡

♣❛rt ♦♥ ❛

a(w,v −w) + b(v −w, q) ≥ (f ,v −w)− j(vCt) + j(wCt) ∀v ∈ VBn.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ±v +w ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

a(w,v) + b(v, q) + j(vCt) = (f ,v) ∀v ∈ VBn



✷✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✷✼

❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès (a)✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P2) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P1)✱

♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✿

a(w,v) + b(v, q)− (Σ̃Ct(w), vCt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ VBn.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ j(vCt) = −(Σ̃Ct, vCt)Γ✱ ❛✈❡❝

Σ̃Ct

ĝ
∈ L∞(Γ), |Σ̃Ct| ≤ ĝ ♣✳♣✳ s✉r Γ ✱

♦♥ ♣♦s❡ ❛✐♥s✐ λ = −Σ̃Ct ∈ L
2(Γ)✱ ❛✈❡❝ |λ| = |Σ̃Ct(u)| ≤ ĝ ♣✳♣✳ s✉r Γ✱ ❡t ❞✬♦ù

❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ λ ∈ Q ✈ér✐✜❛♥t

a(w,v) + b(v, q) + (λ, vCt)L2(Γ) = (f ,v) ∀v ∈ VBn

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ (µ− λ, wCt)Γ ≤ 0 ∀µ ∈ Q✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

a(w,v) + b(v, q) + (λ, vCt)L2(Γ) = (f ,v) ∀v ∈ VBn

❡t

a(w,v −w) + b(v −w, q) ≥ (f ,v −w)− j(vCt) + j(wCt) ∀v ∈ VBn

❖♥ ♦❜t✐❡♥t

−(λ, vCt − wCt)Γ ≤ j(wCt)− j(vCt) =

∫

Γ

ĝ(|wCt| − |vCt|) ∀v ∈ VBn

❡♥ ♣r❡♥❛♥t v = 2w ∈ VBn✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

(λ, wCt)Γ ≥ j(wCt). ✭✷✳✸✺✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✸✺✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

♣♦✉r µ ∈ Q ♦♥ ❛

(µ− λ, wCt)Γ = (µ,wCt)Γ − (λ, wCt)Γ

≤ (µ,wCt)Γ − j(wCt),

♦r ❝♦♠♠❡ µ ∈ Q✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐
∫

Γ

µψ −

∫

Γ

ĝ|ψ| ≤ 0 ∀ψ ∈ L2(Γ),

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ψ = wCt✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Γ

µwCt ≤

∫

Γ

ĝ|wCt|.

❉✬♦ù

(µ,wCt)Γ − j(wCt) ≤ 0.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

(µ− λ, wCt)Γ ≤ 0 ∀µ ∈ Q.



✷✽ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és

�

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ L s✉r VBn × Λ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L(w, (q, λ)) =
1

2
a(w,w)−

∫

Ω

div(Bt
w)q +

∫

Γ

µwCt − L(w).

❖♥ ❞✐t q✉❡ (w, (p, λ)) ∈ VBn × Λ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡ ❞❡ L s✉r VBn × Λ s✐

L(w, (q, µ)) ≤ L(w, (q, λ)) ≤ L(v, (q, λ)), ∀v ∈ VBn, ∀(q, µ) ∈ Q. ✭✷✳✸✻✮

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ (w, (q, λ)) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ 3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (w, (q, λ))

❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡ ❞❡ L s✉r VBn × Λ✳

�



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ✷❉ ✲ str✉❝t✉r❡ ✶❉

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛

❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✷ ❈❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡t rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
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✸✳✺ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦✲
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✸✵ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ tr❛ît❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ✭♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♣♦✉tr❡ 1D✮ ❡t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉① ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✭♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s

2D✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙1

✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝❡❞❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛♣rès ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ré❢❡r❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

s✬é❝r✐t ✿

❚r♦✉✈❡r (w, q, d, α) t❡❧ q✉❡

−νdiv((F (d)∇)w) + (G(d)∇)q = f ❞❛♥s Ω, ✭✸✳✶✮

div(G(d)tw) = 0 ❞❛♥s Ω, ✭✸✳✷✮

w = 0 s✉r ΓD, ✭✸✳✸✮

w.(G(d)n) = 0 s✉r Γ ✭✸✳✹✮
| Σf,n.(E(d)t) |

|E(d)t|2
≤ ĝ s✉r Γ ✭✸✳✺✮

Σf,n.(E(d)t)

|E(d)t|2
(w.(E(d)t)) + ĝ|w.(E(d)t)| = 0 s✉r Γ, ✭✸✳✻✮

∂4xd+ α = fs + [Σf,n]2 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✸✳✼✮

d(0) = d(1) = 0, ∂xd(0) = ∂xd(1) = 0 ✭✸✳✽✮
∫ 1

0

d(x) dx = 0, ✭✸✳✾✮

♦ù

F (d) = ∇(Φ(d))−1❝♦❢(∇(Φ(d))), G(d) = ❝♦❢(∇(Φ(d))),

E(d) = ❝♦❢(G(d)), H(d) = ❞❡t(∇(Φ(d))),

❡t Σf,n = (ν(F (d)∇)w)n−q(G(d)n) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s

❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✸✳✷ ❈❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡t rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✾✮ s❡r❛ ♠♦♥tré❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s F (d)✱G(d)✱



✸✳ ❈❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡t rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✸✶

E(d) ❡t H(d) ✐ss✉❡s ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❛ ré❣✉❧❛r✐té ❡st ❛❧♦rs ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡

s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ(d) s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ C1✲❞✐✛é♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

Φ(d)(x, y) = (x, y +R(d)(x, y)) ∀(x, y) ∈ Ω.

❖♥ ✈❡rr❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r q✉❡ Φ(d) s♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s❡r❛ ❞❡

❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d t❡❧ q✉❡ s♦♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t R(d) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡

C1(Ω)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ H2+η(Ω) ❛✈❡❝ η > 0✳

▲❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❛♣♣r♦♣r✐é à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ str✉❝t✉r❡ ✭✸✳✼✮✲✭✸✳✾✮ ❝♦♥s✐st❡

❞♦♥❝ à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ❞❡ H3/2+η(∂Ω)∩

H2
0 (Γ) ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✻✮✱ ❞❛♥s H1(Ω)× L2

0(Ω)✳

❙♦✐t 1/2 < η < 1 ❡t s♦✐t R ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ H3/2+η(∂Ω) s✉r

H2+η(Ω)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ H3/2+η(∂Ω) ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ d ✿

Xη = {b ∈ H3/2+η(0, 1) ∩H2
0 (0, 1) / ‖b‖H3/2+η(0,1) ≤M(η)}.

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ M(η) ❡st ❢❛✐t ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ(d) =

I + R(d) s♦✐t ✉♥ C1✲❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✈♦✐r ❬✺✺❪✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s F (b)✱ G(b)✱ E(b)✱

H(b) ❡t J(b) ✭J(b) = G(b)−1✮ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r t♦✉t b ∈ Xη✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s F : b 7→ F (b)✱ G : b 7→ G(b)✱ E : b 7→ E(b) ❡t J : b 7→ J(b) s♦♥t ❞❡

❝❧❛ss❡ C∞ ✭✈♦✐r ❬✺✺❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ F s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r

Xη ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β(η) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s

F (b)(x, y) ≥ β(η)I, ∀b ∈ Xη, ∀(x, y) ∈ Ω.

❖♥ ♥♦t❡r❛ DF (b)✱ DG(b)✱ DH(b)✱ DE(b) ❡t DJ(b) ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ F ✱ G✱ H✱ E

❡t J ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

|||F ||| = sup
b∈Xη

‖DF (b)‖
L(H3/2+η(0,1),(H1+η(0,1))4)

,

|||G||| = sup
b∈Xη

‖DG(b)‖
L(H3/2+η(0,1),(H1+η(0,1))4)

.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝✲

t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

Φ ✭✈♦✐r ❬✺✼❪✱ ❬✺✾❪✮ ✿

Φ(d)(x, y) = (x, y(1 + d(x))) ∀(x, y) ∈ Ω.

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s F (d) ❡t G(d) s♦♥t ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

F (d) =
1

1 + d(x)

(
(1 + d(x))2 −y∂xd(x)(1 + d(x))

−y∂xd(x)(1 + d(x)) (y∂xd(x))
2 + 1

)
,



✸✷ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❡t G(d) =

(
1 + d(x) −y∂xd(x)

0 1

)
.

❉✬❛♣rès ❬✺✼❪ ✐❧ s✉✣r❛✐t q✉❡ d ∈ H2
0 (0, 1) t❡❧ q✉❡ 1/d ∈ L∞(0, 1) ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦✐t ré❣✉❧✐❡r✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛✱

♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❝❤♦✐① d ∈ H3/2+η(0, 1) ∩H2
0 (0, 1) ❛✈❡❝ 1/2 < η < 1✳

�

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥t ff ∈ L
2(R2)✱ fs ∈ H−1/2(Γ) ❡t g ∈ L2(Γ)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ s✐

‖fs‖H−1/2(Γ) + ‖ff‖L2(R2) + ‖g‖L2(Γ) ≤ C,

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (w, q, d, α) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é (3.1)− (3.6)✲(3.7)− (3.9) t❡❧❧❡

q✉❡ w ∈ H
1(Ω)✱ q ∈ L2(Ω)✱ d ∈ H7/2(0, 1) ∩Bη ❡t α ∈ R ❛✈❡❝

Bη = {b ∈ Xη / ‖b‖H3/2+η(0,1) ≤M0},

♦ù M0 ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s F ✱ G✱ E ❡t J ✳

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ν ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✱ ff ❡st ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❛

❢♦r❝❡ ff ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ g s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

‖ff‖L2(R2) + Cl + ||g||L2(0,1) << 1,

♦ù Cl ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ ff ✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❡st ❞é♠♦♥tré ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝♦✉♣❧é❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡

à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①❡ ♣✉✐s à ❞ét❡r♠✐♥❡r s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❡t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ s♦✉♠✐s

❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✢✉✐❞❡✱ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ P♦✉r ré❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱

♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s

❡①tér✐❡✉r❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♦♥

ét✉❞✐❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✻✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡

❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❞ér♥✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ét❛❜❧✐❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳



✸✳ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✸✸

✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡

❙♦✐t f ∈ L2(Ω)✳ ❙♦✐❡♥t A✱ B ❡t C ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s 2 × 2 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥

s✬✐♥t❡r❡ss❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❣é♥ér❛❧✐sé s✉✐✈❛♥t ✿

−νdiv((A∇)w) + (B∇)q = f ❞❛♥s Ω, ✭✸✳✶✵✮

div(Bt
w) = 0 ❞❛♥s Ω, ✭✸✳✶✶✮

w = 0 s✉r ΓD, ✭✸✳✶✷✮

w.(Bn) = 0 s✉r Γ ✭✸✳✶✸✮
| Σf,n.(Ct) |

|Ct|2
≤ ĝ,

Σf,n.(Ct)

|Ct|2
(w.(Ct)) + ĝ|w.(Ct)| = 0 s✉r Γ, ✭✸✳✶✹✮

♦ù Σf,n = ν((A∇)w)n− q(Bn)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✺✺❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(H1) (a) A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ (H1+η(Ω))4 ❛✈❡❝ η > 0✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ζ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ A ≥ ζI✱

(b) B ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ (H1+η0(Ω))4 ❛✈❡❝ η0 > 0✳ ❙✐ η0 < 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ψ ∈ H
2+η0(Ω) t❡❧ q✉❡ B = ❝♦❢(∇ψ)✱

(c) ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ C = ❝♦❢(B)✳

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(H2) ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s A✱ B✱ B−1 ❡t C s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s (H1+η(Ω))4✳

◆♦t❡r q✉❡ (H1)(c) ❛ss✉r❡ Bn.Ct = 0✱ ✐✳❡✳✱ (Bn, Ct) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡

♥♦♥✲✉♥✐t❛✐r❡ s✉r Γ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶ ✖ P♦✉r η > 0✱ H1+η(Ω) s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s L∞(Ω)✳

✖ ❙✐ (w, q) ∈ H
1(Ω)×L2

0(Ω) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts

(A∇)w ❡t qB s♦♥t ❞❛♥s (L2(Ω))4✳

�

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ VBn ❡t ❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ Q s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

VBn = {u ∈ (H1(Ω))2 : u|ΓD
= 0, u.(Bn)|Γ = 0},

Q = {µ ∈ L2(Γ) : |µ| ≤ ĝ, ♣✳♣✳ s✉r Γ}.

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✵✮✲✭✸✳✶✹✮ ❡st

❛❧♦rs ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✻❪✮ ✿



✸✹ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❚r♦✉✈❡r (w, (q, λt)) ∈ VBn × (L2
0(Ω)×Q) t❡❧ q✉❡





a(w,v) + b(q,v) + (λt, vCt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ VBn

b(r,w) = 0 ∀r ∈ L2
0(Ω)

(µ− λt, wCt)Γ ≤ 0 ∀µ ∈ Q

❛✈❡❝

a(w,v) =

∫

Ω

ν(A∇)w : ∇v dx,

b(r,v) = −

∫

Ω

div(Bt
v)r dx,

(λt, vCt)Γ =

∫

Γ

λtvCt dΓ ♦ù vCt = v.(Ct).

P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B✱

♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ λn✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ (u.(Bn)|Γ = 0)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✵✮✲✭✸✳✶✹✮ ✭✈♦✐r ❬✻✸❪✮

❝♦✉♣❧❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs λn ❡t λt✳

❙♦✐t ❧✬ ❡s♣❛❝❡

VΓD
= {u ∈ H

1(Ω) : u|ΓD
= 0}.

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

❚r♦✉✈❡r (w, (q,λ)) ∈ VΓD
× L2

0(Ω)× (H
−1/2
∗ (Γ)×Q) ❛✈❡❝ λ = (λn, λt) t❡❧ q✉❡

(PV )





a(w,v) + b(q,v)+ < λn, vBn > +(λt, vCt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ VΓD

b(r,w)+ < µn, wBn > = 0 ∀r ∈ L2
0(Ω), µn ∈ H

−1/2
∗ (Γ)

(µt − λt, wCt)Γ ≤ 0 ∀µt ∈ Q

❖♥ ❞é✜♥✐t h ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❘✐❡s③

h : H
1/2
00 (Γ)→ H

−1/2
∗ (Γ).

P♦✉r t♦✉t µ = (µn, µt) ∈ H
−1/2
∗ (Γ) ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H

1/2
00 (Γ) ♦♥ ❞é✜♥✐t

< µ,v >=< µn, vBn > +(µt, vCt)Γ.

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ (PV )✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥

❞❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶ ❙♦✐❡♥t u ∈ H
1/2
00 (0, 1) ❡t ψ ∈ C0,η([0, 1])✳ ❙✐ η > 1/2✱ ❛❧♦rs uψ ∈

H
1/2
00 (0, 1)✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

‖uψ‖
H

1/2
00 (0,1)

≤ C̃‖u‖
H

1/2
00 (0,1)

. ✭✸✳✶✺✮

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ψ ∈ C0,η([0, 1])✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ψ ∈ C0([0, 1])✱ ❞♦♥❝ ψ ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r

[0, 1]✱ ❝✳✲à✳❞ ✐❧ ❡①✐st❡ M > 0 t❡❧ q✉❡ |ψ(x)| ≤ M ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [0, 1]✳ ❉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ H1/2
00 ✭✈♦✐r ✭✷✳✷✮✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ♦♥ ❛

‖uψ‖2
H

1/2
00 (0,1)

= ‖uψ‖2H1/2(Γ) + ‖(uψ)ϕ
−1/2‖2L2(0,1),

❛✈❡❝ ϕ(x) = d(x,Γ)✳

❊st✐♠♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ‖(uψ)ϕ−1/2‖2L2(0,1)✳ ❈♦♠♠❡ ψ ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r [0, 1] ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡

M ✱ ❛❧♦rs

‖ψ(ϕ−1/2u)‖L2(0,1) ≤M‖ϕ−1/2u‖L2(0,1)

❡t

‖ψu‖L2(0,1) ≤M‖u‖L2(0,1).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❡t r❡tr❛♥❝❤❛♥t ψ(x)u(y) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (a + b)2 ≤

2(a2 + b2)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

(0,1)

∫

(0,1)

|ψ(x)u(x)− ψ(y)u(y)|2

|x− y|2
dx dy ≤ 2

( ∫

(0,1)

∫

(0,1)

|ψ(x)(u(x)− u(y))|2

|x− y|2
dx dy

+

∫

(0,1)

∫

(0,1)

|u(x)(ψ(x)− ψ(y))|2

|x− y|2
dx dy

)

≤ 2M

∫

(0,1)

∫

(0,1)

|u(x)− u(y)|2

|x− y|2
dx dy

+2

∫

(0,1)

∫

(0,1)

|u(x)(ψ(x)− ψ(y))|2

|x− y|2
dx dy

❈♦♠♠❡ ψ ❡st ❞❛♥s C0,η([0, 1])✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

∫

(0,1)

∫

(0,1)

|u(x)(ψ(x)− ψ(y))|2

|x− y|2
dx dy ≤ Λ2

∫

(0,1)

∫

(0,1)

1

|x− y|2−2η
dy |u(x)|2 dx

≤ Λ2

∫

(0,1)

∫

|z|<1

1

|z|2−2η
dz |u(x)|2 dx

≤ Ĉ‖u‖2L2(0,1),

♦ù Ĉ = Λ2

∫

|z|<1

1

|z|2−2η
dz ❡t Λ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡ ❞❡ ψ✳ ❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡

❢❛✐t q✉❡
∫

|z|<1

1

|z|2−2η
dz ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✐ η > 1/2✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✐♥s✐

‖ψu‖
H

1/2
00 (0,1)

≤ C̃‖u‖
H

1/2
00 (0,1)

.
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�

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷ P♦✉r t♦✉t λ ❞❛♥s H
1/2
00 (Γ)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t v ❞❛♥s VBn t❡❧ q✉❡

v.Ct = λ sur Γ ❡t ‖v‖H1(Ω) ≤ α‖λ‖H1/2(Γ),

♦ù α ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t w ❞é✜♥✐ ♣❛r w =
λCt

|Ct|2
✳ ❱ér✐✜♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ w ∈ H

1/2
00 (Γ) ✿

✖ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

|Ct|2 = C2
11|Γ + C2

21|Γ.

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡s✱ Ci1 ∈ H1+η(Ω)✱ ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❞♦♥❝ Ci1|Γ ∈ H1/2+η(0, 1)✱ ♦r

❝♦♠♠❡ H1/2+η(0, 1) ⊂ C0,η([0, 1]) ♣♦✉r 0 < η < 1 ❬✻✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✹✳✶❪✱ ❛❧♦rs

Ci1|Γ ∈ C0,η([0, 1]), i = 1, 2.

■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ |Ct|2 ∈ C0,η([0, 1])✱ ❛✐♥s✐
1

|Ct|2
∈ C0,η([0, 1])✳

✖ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ λCt ❡st ❞❛♥s H1/2
00 (0, 1)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ λCt ♣❛r
1

|Ct|2
❡st ❞❛♥s H1/2

00 (0, 1)✱ ❝❛r ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐

η > 1/2✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ w ∈ H
1/2
00 (0, 1)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ s✉r❥é❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

tr❛❝❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r VΓD
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s H1/2

00 (Γ) ❬✼✷❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ v ❞❛♥s VΓD
t❡❧ q✉❡

v|Γ = w.

■❧ ✈✐❡♥t q✉❡
v.Bn

|Bn|2
Bn+

v.Ct

|Ct|2
Ct =

λ

|Ct|2
Ct s✉r Γ

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐

v.Bn = 0 et v.Ct = λ s✉r Γ.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐

‖v‖H1(Ω) ≤ γ ‖
λCt

|Ct|2
‖H1/2(0,1)

≤ γ C̃‖C‖(H1+η(Ω))4‖λ‖H1/2
00 (Γ)

.

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é ❛✈❡❝ α = α(C) = γ C̃‖C‖(H1+η(Ω))4 ✳ �

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ P♦✉r t♦✉t µ = (µn, µt) ∈ H
−1/2
∗ (Γ)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡

sup
v∈VΓD

< µn, vBn > +(µt, vCt)Γ
‖v‖H1(Ω)

≥ δ‖µ‖
H

−1/2
∗ (Γ)

, ✭✸✳✶✻✮

♦ù δ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s B ❡t C✳

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ✭✸✳✶✻✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❢✲s✉♣ s✉✐✲

✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✻✺❪✮ ✿

i)

∃δ1 > 0 ; sup
v∈VΓD

< µn, vBn >

‖v‖H1(Ω)

≥ δ1‖µn‖H−1/2
∗ (Γ)

∀µn ∈ H
−1/2
∗ (Γ), ✭✸✳✶✼✮

ii)

∃δ2 > 0 ; sup
v∈V 1

(µt, vCt)Γ
‖v‖H1(Ω)

≥ δ2‖µt‖H−1/2
∗ (Γ)

∀µt ∈ H
−1/2
∗ (Γ), ✭✸✳✶✽✮

♦ù V 1 = {v ∈ VΓD
; < µn, vBn >= 0 ∀µn ∈ H

−1/2
∗ (Γ)}.

✖ ▼♦♥tr♦♥s ✭✸✳✶✼✮✳ ❙♦✐t µn ∈ H
−1/2
∗ (Γ)✱ ♦♥ ❛ h−1(µn) ∈ H

1/2
00 (Γ)✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ VΓD
à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s

H
1/2
00 (Γ) ✭✈♦✐r ❬✼✷❪✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ w ∈ VΓD

t❡❧ q✉❡ w|Γ.n =

h−1(µn)✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t

‖w‖H1(Ω) ≤ C‖h−1(µn)‖H1/2
00 (Γ)

.

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à w✱ ✉♥ ŵ ∈ VΓD
t❡❧ q✉❡ Bt

ŵ|Γ = w|Γ✱ ✈ér✐✜❛♥t

ŵ.Bn = h−1(µn) s✉r Γ,

❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

‖ŵ‖H1(Ω) = ‖B
−t
w‖H1(Ω) ≤ ‖B−t‖(H1+η(Ω))4‖w‖H1(Ω)

≤ C‖B−t‖(H1+η(Ω))4‖h
−1(µn)‖H1/2

00 (Γ)
.

■❧ ✈✐❡♥t q✉❡

sup
v∈VΓD

< µn, vBn >

‖v‖H1(Ω)

≥
< µn, ŵ.Bn >

‖ŵ‖H1(Ω)

≥
1

C‖B−t‖(H1+η(Ω))4
‖µn‖H−1/2

∗ (Γ)
.

❖♥ ♥♦t❡ δ1 =
1

C‖B−t‖(H1+η(Ω))4
✳
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✖ ▼♦♥tr♦♥s ✭✸✳✶✽✮✳ ❙♦✐t µt ∈ H
−1/2
∗ (Γ)✳ ❈♦♠♠❡ h−1(µt) ∈ H

1/2
00 (Γ)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès

❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ u ∈ VΓD
t❡❧ q✉❡ u.Bn = 0 s✉r Γ✱ u.Ct = h−1(µt) ❡t

✈ér✐✜❛♥t

‖u‖H1(Ω) ≤ α‖h−1(µt)‖H−1/2
∗ (Γ)

,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ α ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✸✳✶✺✮✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

sup
v∈V 1

< µt, vCt >

‖v‖H1(Ω)

≥
< µt,u.Ct >

‖u‖H1(Ω)

≥
1

α
‖µt‖H−1/2

∗ (Γ)
,

♦♥ ♥♦t❡ δ2 =
1

α
✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ δ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s B ❡t C t❡❧❧❡ q✉❡

sup
v∈VΓD

< µn, vBn > +(µt, vCt)Γ
‖v‖H1(Ω)

≥ δ‖µ‖
H

−1/2
∗ (Γ)

.

❉❛♥s ❬✻✺❪✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ δ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

δ =
c

4(1 + 2ω/c)
,

♦ù ω ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ (µt, vCt)Γ ❡t c = min(δ1, δ2)✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ω = ‖Ct‖(H1+η(Ω))4 ✳

�

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ P♦✉r t♦✉t (q,µ) ∈ L2
0(Ω)×H

−1/2
∗ (Γ)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

sup
v∈VΓD

b(q,v)+ < µn, vn > +(µt, vCt)Γ
‖v‖H1(Ω)

≥ α(‖q‖L2(Ω) + ‖µ‖H−1/2
∗ (Γ)

) ✭✸✳✶✾✮

♦ù α ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s B ❡t C✳

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥❢✲s✉♣ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

i)

∃ c1 > 0 ; sup
v∈V 2

b(v, q)

‖v‖H1(Ω)

≥ c1 ‖q‖L2(Ω) ∀q ∈ L
2
0(Ω),

♦ù V 2 = {v ∈ VΓD
; < µ,v >= 0 ∀µ ∈ H

−1/2
∗ (Γ)}.



✸✳ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✸✾

ii)

∃ c2 > 0 ; sup
v∈VΓD

< µ,v >

‖v‖H1(Ω)

≥ c2‖µ‖
H

−1/2
∗ (Γ)

∀µ ∈ H
−1/2
∗ (Γ) ✭✸✳✷✵✮

✖ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ γ > 0 t❡❧ q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✹❪✮

sup
v∈H1

0(Ω)

b(q,v)

‖v‖H1(Ω)

≥ γ ‖q‖L2(Ω) ∀q ∈ L
2
0(Ω).

❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t q ∈ L2
0(Ω)✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✧❞✐✈✧ ❞é✜♥✐❡ ❞❡

H
1
0(Ω) s✉r L

2
0(Ω)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ z ❞❛♥s H1

0(Ω) t❡❧ q✉❡

div(z) = q et ‖z‖(H1
0 (Ω))2 ≤ C‖q‖L2(Ω).

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à z✱ û t❡❧ q✉❡ Bt
û = z ❛✈❡❝ û ∈ H

1
0(Ω)✱ ✈ér✐✜❛♥t

div(Bt
û) = q

❡t

‖û‖H1(Ω) ≤ C‖B−t‖(H1+η0 (Ω))4‖q‖L2(Ω),

❞✬♦ù (i) ❛✈❡❝ c1 = γ =
1

C‖B−t‖(H1+η(Ω))4
✳

✖ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ ✭✸✳✷✵✮ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ❞♦♥❝ c2 = δ✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α > 0 q✉✐

❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Bt ❡t ❞❡ B−t t❡❧❧❡ q✉❡

sup
v∈V

b(q,v)+ < µ,v >

‖v‖H1(Ω)

≥ α(‖q‖L2(Ω) + ‖µ‖H−1/2
∗ (Γ)

).

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ α ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

α =
c

4(1 + 2ω/c)
,

♦ù c = min(c1, c2) ❡t ω ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥✐é❛✐r❡ b(q,v)✱

❞♦♥❝ ω = ‖Bt‖(H1+η(Ω))4 ✳

❙✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (H2) ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ α ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳

�

❖♥ é♥♦♥❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

♠✐①t❡ (PV ) s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸ ❙✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s (H1) s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

(w, q,λ) ❞❡ (PV ) ❞❛♥s VΓD
× L2

0(Ω)× (H
−1/2
∗ ×Q)✳

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (H2) ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C1 > 0 ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s A✱ Bt✱ B−t ❡t Ct t❡❧❧❡ q✉❡

ν‖w‖H1(Ω) + ‖q‖L2(Ω) + ‖λ‖H−1/2
∗ (Γ)

≤ C1(‖f‖L2(Ω) + ‖ĝ‖L2(Γ)) ✭✸✳✷✶✮



✹✵ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ b2 ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

b2((q, λn, λt),v) = b(q,v)+ < λn, vBn > +(λt, vCt)Γ.

▲❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s a(·, ·) ❡t b2(·, ·) s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ❛

a(w,v) ≤ ν‖A∇w‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ ν‖A‖(L∞(Ω))4‖∇w‖(L2(Ω))4‖v‖H1(Ω)

≤ ν‖A‖(H1+η(Ω))4‖w‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω)

❞❡ ♠ê♠❡

b2((q, λn, λt),v) ≤ max(‖Bt‖(H1+η(Ω))4 , ‖C
t‖(H1+η(Ω))4)

(‖q‖L2(Ω) + ‖λn‖H−1/2
∗ (Γ)

+ ‖λt‖H−1/2
∗ (Γ)

)‖v‖L2(Ω).

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦❡r✲

❝✐✈✐té ❞❡ a(·, ·)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

a(w,w) ≥ νζ‖∇w‖2L2(Ω)

≥ νCΩζ‖w‖
2
H1(Ω) ∀ w ∈ VΓD

.

■❧ ❡♥ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ ✭✸✳✶✾✮ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ (PV ) ❛❞♠❡t ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❛♥s VΓD
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s f ✱ ĝ ❡t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

A✱ Bt✱ Ct ❡t B−t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛

a(w,v) + b(q,v)+ < λn, vBn > +(λt, vCt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ VΓD
,

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r v = w✱ ❛✈❡❝ w ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (PV )✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

a(w,w) = (f ,w)− (λt, wCt)Γ ✭✸✳✷✷✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ a(·, ·) ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡

❞❡ ✭✸✳✷✷✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

ν CΩζ‖w‖H1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) + ‖C
t‖(H1+η(Ω))4‖ĝ‖L2(Γ) ✭✸✳✷✸✮

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ (q, λn, λt)✱ ♦♥ ❛ ✿

b(q,v)+ < λn, vBn > +(λt, vCt)Γ
‖v‖H1(Ω)

=
a(w,−v) + (f ,v)

‖v‖H1(Ω)

∀v ∈ VΓD
; v 6= 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ ✭✸✳✶✾✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡

a(., .) ❡t (f , .) ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

‖q‖L2(Ω) + ‖λ‖H−1/2
∗ (Γ)

≤ γ(‖f‖L2(Ω) + ‖ĝ‖L2(Γ)) ✭✸✳✷✹✮



✸✳ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✹✶

♦ù γ =
1

α
max(

1

CΩζ
‖A‖(H1+η(Ω))4 + 1,

1

CΩζ
‖A‖(H1+η(Ω))4‖C

t‖(H1+η(Ω))4)✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✷✸✮ ❡t ✭✸✳✷✹✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ (H2) ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱

❞✬♦ù ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r (w, q,λ)✳

�

✸✳✹ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣♦✉r b ✜①é ❞❛♥s Xη✱ ♦♥ ét✉❞✐❡

❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

❚r♦✉✈❡r (d(b), α(b)) ∈ H2
0 (0, 1)× R t❡❧ q✉❡





∫
(0,1)

∂2x(d(b))∂
2
xδdx+ α(b)

∫
(0,1)

δdx =
∫
(0,1)

Fs(b)δdx ∀ δ ∈ H
2
0 (0, 1),

∫
(0,1)

d(b)dx = υ.

✭✸✳✷✺✮

❛✈❡❝ Fs(b) ∈ H
−1/2(0, 1) ✭q✉✐ s❡r❛ ♣r❡❝✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ❡t υ ∈ R✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✺✮ ❞❛♥s (H7/2(0, 1)∩H2
0 (0, 1))×R✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C2 > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ b✱ Fs(b) ❡t υ✱ t❡❧❧❡ q✉❡

‖d(b)‖H7/2(0,1) + |α(b)| ≤ C2(‖Fs(b)‖H−1/2(0,1) + |υ|). ✭✸✳✷✻✮

Pr❡✉✈❡✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (d(b), α(b)) ∈ H2
0 (0, 1) × R ❞❡ ✭✸✳✷✺✮ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ β2 > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ b ❡t υ t❡❧❧❡ q✉❡

inf
α∈R

sup
d∈H2

0 (0,1)

∫

(0,1)

αd(x) dx ≥ β2|α|‖v‖H2(0,1). ✭✸✳✷✼✮

▼♦♥tr❡r ✭✸✳✷✼✮ r❡✈✐❡♥t à ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d1 ∈ H2
0 (0, 1) t❡❧ q✉❡

∫ 1

0

αd1(x)dx = α2 ❡t ‖d1‖H2
0 (0,1)

≤ C|α|.

❙♦✐t d1 ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 4 ✿

d1(x) = ax4 + bx3 + cx2 + ex+ f,



✹✷ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a✱ b✱ c✱ e ❡t f ❞❡ t❡❧❧❡s s♦rt❡ q✉❡

d1(0) = d1(1) = 0 ✭✸✳✷✽✮

d
′

1(0) = d
′

1(1) = 0 ✭✸✳✷✾✮

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✷✽✮ ❡t ✭✸✳✷✾✮ ♥♦✉s ❛♠è♥❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿




e = f = 0

a+ b+ c+ e = 0

4a+ 3b+ 2c = 0

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿ 



e = f = 0

a = c

b = −2c

c ∈ R.

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ d1 ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r

d1(x) = cx4 − 2cx3 + cx2.

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts c ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ ✈ér✐✜❡r
∫
(0,1)

d1(x) = α✱ ❝✳✲à✲❞✳✱ c = 30α✳ ❆✐♥s✐✱

‖d1‖H2
0 (0,1)

= κ|α|✱ ♦ù κ ≈ 24.4714✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ ✭✸✳✷✼✮✱ ❞✬♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞❛♥s H2
0 (0, 1)× R ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✷✺✮✳

▲❛ r❡❣✉❧❛r✐té H7/2(0, 1) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❤❛r✲

♠♦♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ Fs(b) ❞❡ ✭✸✳✷✺✮1 ❡st ❞❛♥s H−1/2(0, 1) ❛❧♦rs

d(b) ∈ H−1/2+4(0, 1) = H7/2(0, 1) ✭✈♦✐r ❬✻✷❪✮✳

�

✸✳✺ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐✲

❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é

✸✳✺✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❡♠♠❡s ✸✳✸✳✸ ❡t ✸✳✹✳✶

❙♦✐t

Bη = {b ∈ Xη / ‖b‖H3/2+η(0,1) ≤M0}.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✿

Xη = {b ∈ H3/2+η(0, 1) ∩H2
0 (0, 1) / ‖b‖H3/2+η(0,1) ≤M(η)}.



✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✹✸

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ M0 s❡r❛ ♣ré❝✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

P♦✉r b ✜①é ❞❛♥s Xη✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✭✸✳✶✵✮✲✭✸✳✶✹✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ 1.3 ❛✈❡❝

A = F (b), B = G(b), C = E(b),

et f = (ff ◦ Φ(d))H(d).

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s (H1) s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

(w(b), q(b)) ❞❛♥s VBn×L
2
0(Ω)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞és♦r♠❛✐s ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à ❧❛ tr❛❝❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡

Σf = −(F (b)∇)w(b) + q(b)G(b) ❞❛♥s H−1/2(0, 1)✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡①❡r❝é❡

s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭✸✳✷✺✮ ❛❞♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶

✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (d(b), α(b)) ∈ H7/2(0, 1)× R✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ (w(b), q(b)) q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱

♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (H2)✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❤♦✐s✐r b ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r ✿

‖I − F (b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ C0

‖I −G(b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ C0

‖I − J(b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ C0

‖I − E(b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ C0

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F ✱ G✱ J ❡t E s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❛✉ ✈♦✐s✐❣♥❛❣❡ ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ Xη

❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ F (0) = G(0) = J(0) = E(0) = I✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

‖I − F (b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ |||F ||| ‖b‖H3/2+η(0,1)

‖I −G(b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ |||G||| ‖b‖H3/2+η(0,1)

‖I − J(b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ |||J ||| ‖b‖H3/2+η(0,1)

‖I − E(b)‖(H1+η(Ω))4 ≤ |||E||| ‖b‖H3/2+η(0,1)

❙✐ M0 ❡st ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡ max(|||G|||, |||J |||, |||E|||, |||F |||)M0 ≤ C0✱ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

(H2) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r b ∈ Xη ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

(w(b), q(b)) ❞❛♥s H1(Ω)× L2(Ω) ✿

ν‖w(b)‖H1(Ω) + ‖q(b)‖L2(Ω) ≤ C1(‖(ff ◦ φ(b))H(b)‖L2(Ω) + ‖ĝ‖L2(0,1))

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✶ ✖ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t❡ q✉❡

‖F (b)‖(H1+η0 (Ω))4 ≤ ‖I − F (b)‖(H1+η0 (Ω))4 + ‖I‖(H1+η0 (Ω))4 ,



✹✹ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ F (b) ❡st ❜♦r♥é❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

❧❡s ❛✉tr❡s ♠❛tr✐❝❡s G(b)✱ J(b) ❡t E(b) s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (H2)✳

✖ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ‖ĝ‖L2(0,1) ❡st ❡st✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ‖g‖L2(0,1) ✭ĝ =
g

|Et|
✮ ✿

❝♦♠♠❡
1

|Et|
∈ C0([0, 1])✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ N0 > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

|
1

|Et|
| ≤ N0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [0, 1],

✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ‖ĝ‖L2(0,1) ≤ N0‖g‖L2(0,1)✳

�

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

‖(ff ◦ φ(b))H(b)‖L2(Ω) ≤ h(η, C0, CI)‖ff‖L2(R2) ✭✸✳✸✵✮

❛✈❡❝

h(η, C0, CI) = CI(
C0|||H|||

max(|||G|||, |||J |||, |||E|||, |||F |||)
+ |Ω|)1/2,

♦ù CI ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ H1+η(Ω) ❞❛♥s

L∞(Ω)✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

ν‖w(b)‖H1(Ω) + ‖q(b)‖L2(Ω) ≤ h̃(η, C0, CI)(‖ff‖L2(R2) + ‖g‖L2(0,1)) ✭✸✳✸✶✮

♦ù h̃(η, C0, CI) = C1 max(h(η, C0, CI), N0)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ [ν(F (b)∇)w(b).n + G(b)q(b).n]2 ∈ H−1/2(0, 1)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦❧✐❞❡ ✭✸✳✷✺✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (d(b), α(b)) ∈

H7/2(0, 1)× R ♣♦✉r

v = 0, ❡t Fs(b) = fs − [ν(F (b)∇)w(b).n+G(b)q(b).n]2,

❡t ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

‖d(b)‖H7/2(0,1) + |α(b)| ≤ C2‖Fs(b)‖H−1/2(0,1).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✿

‖ν(F (b)∇)w(b).n+G(b)q(b).n‖H−1/2(0,1) ≤ C ′(‖(ff ◦ φ(b))H(b)‖L2(Ω)

+‖νF (b)∇w(b) +G(b)q(b)‖(L2(Ω))4),

♦ù C ′ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γn ✭❧❛ tr❛❝❡ ♥♦r♠❛❧❡✮ ❞é✜♥✐❡

❞❡ Hdiv = {v ∈ (L2(Ω))4 ; div(v) ∈ L
2(Ω)} ❞❛♥s H−1/2(∂Ω)✳



✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✹✺

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s F (b) ❡t G(b) s♦♥t ❜♦r♥é❡s✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡

H1+η(Ω) ❞❛♥s L∞(Ω) ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✵✮ ❡t ✭✸✳✸✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖[ν(F (b)∇)w(b).n+G(b)q(b).n]2‖H−1/2(0,1) ≤ C3(‖ff‖(L2(R2))2 + ‖g‖L2(0,1))

♦ù C3 = C ′(h(η, C0, CI) + (C0 + ‖I‖(H1+η0 (Ω))4)h̃(η, C0, CI))✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐

‖d(b)‖H7/2(0,1) + |β(b)| ≤ C4(‖fs‖H−1/2(0,1) + ‖ff‖(L2(R2))2 + ‖g‖L2(0,1)). ✭✸✳✸✷✮

❛✈❡❝ C4 = C2 max(C3, 1).

�

✸✳✺✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S✱ q✉✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ b ∈ Bη✱ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t d(b) ∈ H3/2+η(0, 1)✱ ♦ù d(b) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✺✮✳

▼♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S✳ ❱ér✐✜♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ S s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✮ ✿

i) S(Bη) ⊂ Bη✱

ii) S ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢♦rt❡ ❞❡ H3/2+η(0, 1)✱

iii) S(Bη) ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ H3/2+η(0, 1)✳

✖ ❱ér✐✜♦♥s i)✱ ♦♥ ❛ ❞é❥à ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ Bη✱ d(b) ❡st ♠❛❥♦ré ✭✈♦✐r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮✮ ❡t ♦♥ ❛

‖d(b)‖H7/2(0,1) ≤ C4(‖fs‖H−2(0,1) + ‖ff‖L2(R2) + ‖ĝ‖L2(Γ)).

❉♦♥❝ ♣♦✉r q✉❡ d(b) r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ Bη✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r fs✱ ff ❡t ĝ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡

q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧✬ ✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

C4(‖fs‖H−2(0,1) + ‖ff‖L2(R2) + ‖ĝ‖L2(Γ)) ≤ min(M(η),M0).

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ Bη ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S✳

✖ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ii)✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (bm)m∈N ❞❛♥s Bη q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs b

❞❛♥s H3/2+η(0, 1)✳

●râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✱ (w(bm), q(bm), λ(bm)) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H
1(Ω) ×

L2(Ω) ×H
−1/2
∗ (Γ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ m✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

s♦✉s s✉✐t❡ (w(bml
), q(bml

), λ(bml
))l∈N t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

w(bml
) ⇀ w dans (H1(Ω))2 quand l → ∞

q(bml
) ⇀ q dans L2(Ω) quand l → ∞

λ(bml
) ⇀ λ dans H

−1/2
∗ (Γ) quand l → ∞.



✹✻ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮✱ ❧❛ s✉✐t❡ (d(bm), β(bm)) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s

H7/2(0, 1)×R✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ (d(bml
))l∈N q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐✲

❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H7/2(0, 1) ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s H3/2+η(0, 1)✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠✲

♣❛❝t❡ ❞❡ H7/2(0, 1) ❞❛♥s H3/2+η(0, 1) ✭✈♦✐r ❬✻✷❪✱ ♣❛❣❡ 38✮✱ ❡t α(bml
) q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡

✈❡rs α ❞❛♥s R✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ d ∈ H7/2(0, 1) ❡t β ∈ R t❡❧ q✉❡ ✿

d(bml
) ⇀ d dans H7/2(0, 1) quand l → ∞

d(bml
) → d dans H3/2+η(0, 1) quand l → ∞

α(bml
) → α dans R quand l → ∞.

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (d, α) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧

✭✸✳✷✺✮ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ S(bm) ✈❡rs S(b)

✭q✉❛♥❞ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡r❛✐t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ S✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✭✈ér✐✜é❡ ♣❛r (w(bml
), q(bml

), λ(bml
))✱ ♣✉✐s ❝❡❧❧❡

❞✉ s♦❧✐❞❡ ❞♦♥t (d(bml
), β(bml

)) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s F ✱ G✱ H ❡t E s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r Xη✱ ❧❡s t❡r♠❡s

F (bm)✱ G(bm)✱ H(bm) ❡t E(bm) ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❡rs F (b)✱

G(b)✱ H(b) ❡t E(b) ❞❛♥s (H1+η(Ω))4✳

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ff ◦ Φ(bm)H(bm)✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✻✵❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✳✶ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ff ∈ L
2(R2)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Xη → L2(Ω)

b 7→ ff ◦ Φ(b)H(b)

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

�

▲❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✺✳✶ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s F ✱ G✱ H ❡t E ♥♦✉s ♣❡r✲

♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r (w(bml
), q(bml

), λ(bml
)) ✿





a(w(bml
),v) + b(v, q(bml

))+ < λn(bml
),v.G(bml

)n >

+(λt(bml
),v.E(bml

)t)Γ

= (ff ◦ Φ(bml
)H(bml

),v) ∀v ∈ VΓD

b(w(bml
), p)+ < µn,w(bml

).G(bml
)n >= 0 ∀p ∈ L2

0(Ω), µn ∈ H
−1/2
∗ (Γ)

(µt − λt(bml
),w(bml

).E(bml
)t)Γ ≤ 0 ∀µt ∈ Q



✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✹✼

• ➱t✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (µt − λt(bml
),w(bml

).E(bml
)t)Γ

▲❛ s✉✐t❡ E(bm)tw(bm).t ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H
1
2 (0, 1)✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

‖E(bm)
t
w(bm).t‖H1/2(0,1) ≤ ‖E(bm)

t
w(bm)‖H1/2(0,1)

≤ Cc ‖E(bm)
t
w(bm)‖H1(Ω)

≤ CcC ‖E(bm)
t‖(H1+η(Ω))4‖w(bm)‖H1(Ω),

♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛❝❡ ❞é✜♥✐❡

❞❡ H
1(Ω) ❞❛♥s H1/2(Γ)✱ ❡t à ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ w(bm) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1(Ω) ❡t ❧❛ s✉✐t❡ E(bm)t ❡st ❜♦r♥é❡

❞❛♥s (H1+η(Ω))4 ✭❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s

❞❡✉① t❡r♠❡s ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥sH1(Ω)✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡

E(bml
)tw(bml

).t ✈❡rs ϕ.t ❞❛♥s H1/2(0, 1)✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ϕ.t = E(b)tw.t✳

❖♥ ❛

w(bml
) ⇀ w dans H

1(Ω) quand l →∞

E(bml
)t → E(b)t dans (H1+η(Ω))4 quand l →∞,

❞✬❛♣rès ✭❬✶✽❪✱ ❬✷✵❪✮✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡

E(bml
)tw(bml

)⇀ E(b)tw dans H
1(Ω) ✭✸✳✸✸✮

♣❛rs✉✐t❡

E(bml
)tw(bml

).t⇀ E(b)tw.t dans H1/2(0, 1).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ϕ.t = E(b)tw.t✳

▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ H
1
2 (0, 1) ❞❛♥s L2(0, 1) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

E(bml
)tw(bml

).t→ E(b)tw.t dans L2(0, 1). ✭✸✳✸✹✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ λt(bml
) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(0, 1)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs λt ∈ L2(0, 1)✱ t❡❧

q✉❡ ✿

λt(bml
)⇀ λt. ✭✸✳✸✺✮

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✸✹✮✱ ✭✸✳✸✺✮ ❡t ❬✷✵❪ ✿

(µt − λt(bml
), w(bml

).E(bml
)t)Γ → (µt − λt,w.E(b)t)Γ

• ➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ < λn(bml
),v.G(bml

)n > ♣♦✉r v ∈ VΓD
✳

▲❛ tr❛❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ G(bml
)tv ❡st ❞❛♥s H

1/2
00 (Γ) ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬✉♥

é❧é♠❡♥t ❞❛♥s VΓD
✭❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ G(bml

)t q✉✐ ❡st ❞❛♥s (H1+η(Ω))4 ❡t ❞❡ v q✉✐



✹✽ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ VΓD
✱ ❡st ❞❛♥s VΓD

✮✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ G(bml
)tv.n ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❡rs G(b)tv.n

❞❛♥s H1/2
00 (Γ)✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

‖(G(bml
)t −G(b)t)v.n‖

H
1/2
00 (Γ)

≤ ‖(G(bml
)t −G(b)t)v‖

H
1/2
00 (Γ)

≤ Ctr‖(G(bml
)t −G(b)t)v‖H1(Ω)

≤ CCtr‖G(bml
)t −G(b)t‖(H1+η(Ω))4‖v‖H1(Ω),

♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛❝❡ ❞é✜♥✐❡

❞❡ H
1/2
00 (Γ) ❞❛♥s VΓD

✭✈♦✐r ❬✼✷❪✮✳

▲❛ s✉✐t❡ G(bm) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❡rs G(b) ❞❛♥s (H1+η(Ω))4 ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s s✉✐t❡ G(bml
)t ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ s✉✐t❡ λn(bml
) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs λn ❞❛♥s H−1/2

∗ (Γ)✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡< λn(bml
),v.G(bml

)n > ✈❡rs< λn,v.G(b)n >✳

• ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ < µn,w(bml
).G(bml

)n > ♣♦✉r µn ∈ H
−1/2
∗ (Γ)✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ w(bml
).G(bml

)n ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs w.G(b)n ✿

♦♥ ❛

(G(bml
)tw(bml

)−G(b)tw).n = (G(bml
)t−G(b)t)w(bml

).n+G(b)t(w(bml
)−w).n

❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ s✉✐t❡ (G(bml
)t−G(b)t)w(bml

).n ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❡rs 0 ❞❛♥s

H
1/2
00 (Γ) ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

‖(G(bml
)t −G(b)t)w(bml

).n‖
H

1/2
00 (Γ)

≤ ‖(G(bml
)t −G(b)t)w(bml

)‖
H

1/2
00 (Γ)

≤ C‖G(bml
)t −G(b)t‖(H1+η(Ω))4‖w(bml

)‖H1(Ω)

❈♦♠♠❡ w(bml
) ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1(Ω) ❡t ❧❛ s✉✐t❡ G(bml

)t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t

✈❡rs G(b)t ❞❛♥s (H1+η(Ω))4✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈♦✉❧✉❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ s✉✐t❡ G(b)t(w(bml
) − w).n ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs 0 ❞❛♥s

H
1/2
00 (Γ)✱ ❝❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s s✉✐t❡

w(bml
) ✈❡rs ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ w ❞❛♥s H1/2

00 (Γ)✳

❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿




a(w,v) + b(v, q)+ < λn,v.G(b)n >

+(λt,v.E(b)t)Γ = (ff ◦ Φ(b)H(b),v) ∀v ∈ VΓD

b(w, p)+ < µn,w.G(b)n >= 0 ∀p ∈ L2
0(Ω), ∀µn ∈ H

−1/2
∗ (Γ)

(µt − λt, w.E(b)t)Γ ≤ 0 ∀µt ∈ Q



✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✹✾

▲❡ tr✐♣❧❡t (w, q, λ) ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ ❛✉ (w(b), q(b), λ(b)) q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ (PV )✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ❞❛♥s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r (d(bml
), α(bml

))✱ q✉❛♥❞ l t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡♥ t❡♥❛♥t

❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t❡ q✉❡ w = w(b) ❡t q = q(b)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t





∫
(0,1)

∂2x(d)∂
2
xδ dx+ α

∫
(0,1)

δ dx =
∫
(0,1)

(
fs + ((F (d)∇)w.n+G(d)q.n)2

)
δ dx

∀δ ∈ H2
0 (0, 1),

∫
(0,1)

d dx = 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ d = d(b) = S(b)✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ S✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ [νF ((bml
))∇)w(bml

).n − G((bml
))q(bml

).n]2 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐✲

❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H− 1
2 (0, 1) ✈❡rs [νF ((b))∇)w(b).n−G((b))q(b).n]2✳

❖♥ ❛ ✿

div(ν(F (d)∇)w +G(d)q) = ff ∈ L
2(Ω)

ν(F (d)∇)w +G(d)q ∈ (L2(Ω))4

❞❡ ♣❧✉s✱

< νF ((bml
))∇)w(bml

).n−G((bml
))q(bml

).n,v >

=

∫

Ω

−G((bml
))q(bml

)∇v +

∫

Ω

νF (bml
)∇w(bml

)∇v +

∫

Ω

ffv ∀ v ∈ H
1(Ω).

❈♦♠♠❡

q(bml
) ⇀ q(b) dans L2(Ω)

w(bml
) ⇀ w(b) dans H

1(Ω)

F (bml
) → F (b) dans (H1+η(Ω))4, donc dans (L∞(Ω))4

G(bml
) → G(b) dans (H1+η(Ω))4, donc dans (L∞(Ω))4,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈♦✉❧✉❡✳

✖ P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ iii) ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❈♦♠♠❡ (bm)

❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ Bη✱ S(bml
) ❡st ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H7/2(0, 1) ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ m✳ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H7/2(0, 1) ❞❛♥s H3/2+η(0, 1) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✱

❞♦♥❝ S(Bη) ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s H3/2+η(0, 1)✳



✺✵ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✐♥s✐✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s i)✱ ii) ❡t iii)✱ q✉❡ S ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t

✜①❡ ❞❛♥s Bη✳

�

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

✸✳✺✳✸ ❯♥✐❝✐té

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ν ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r

❧✬✉♥✐❝✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ S ❛❞♠❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s d1 ❡t d2 ❞❛♥s Bη✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛

♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✭✸✳✶✮✲✭✸✳✻✮✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s (w(di), q(di))✱ i = 1, 2✱ s♦♥t

❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙t♦❦❡s ♠♦❞✐✜és ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r Γ ✭✈♦✐r ❬✶✵✵❪✱ ❬✾✾❪✮✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s

❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s

❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✱ q✉❡ d1 = d2✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❛❧♦rs

q✉❡ w(d1) = w(d2) ❡t q(d1) = q(d2)✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ S ❞❛♥s Bη ✿ di✱ i = 1, 2✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r i = 1✱ 2✱

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①❡ ✿

(PVi)





a(w(di),v) + b(v, q(di)) = − < λn(di),v.G(di)n >

−(λt(di),v.E(di)t)Γ

+(ff ◦ Φ(di)H(di),v) ∀v ∈ VΓD

b(w(di), p)+ < µn(di),w.G(di)n >= 0 ∀p ∈ L2
0(Ω), ∀µn ∈ H

−1/2
∗ (Γ)

( µt − λt(di),w(di).E(di)t)Γ ≤ 0 ∀µt ∈ Q,

❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✿





∫
(0,1)

∂2x(di)∂
2
xδ dx+ α(di)

∫
(0,1)

δ dx =
∫
(0,1)

(Σi(di).n)2δ dx ∀ δ ∈ H
2
0 (0, 1),

∫
(0,1)

di dx = υ,

♦♥ ♥♦t❡ Σi(di) = −ν((F (di)∇)w(di) +G(di)q(di)✱ ♣♦✉r i = 1✱ 2✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ γ < 1 t❡❧❧❡ q✉❡

‖S(d1)− S(d2)‖H7/2(0,1) ≤ γ‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1). ✭✸✳✸✻✮

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✻✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ di ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ S✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

d1 = d2✳

• ❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖S(d1)− S(d2)‖H7/2(0,1) = ‖d1 − d2‖H7/2(0,1)✳



✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✺✶

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r (d1, α(d1))

❡t (d2, α(d2))✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ d1 − d2 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧




∫
(0,1)

∂2x(d1 − d2)∂
2
xδ dx+ (α(d1)− α(d2))

∫
(0,1)

δ dx =
∫
(0,1)

g̃2δ dx ∀ δ ∈ H
2
0 (0, 1),

∫
(0,1)

(d1 − d2) dx = 0.

❖ù g̃2 = ((Σ1(d1)− Σ2(d2)).n)2✳

❱ér✐✜♦♥s q✉❡ g̃2 ∈ H−1/2(0, 1)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ Σ1(d1) − Σ2(d2) ∈ (L2(Ω))4 ❡t

div(Σ1(d1) − Σ2(d2)) = (ff ◦ φ(d1))H(d1) − (ff ◦ φ(d2))H(d2) ∈ L
2(Ω)✱ ❞♦♥❝

Σ1(d1)− Σ2(d2) ∈ Hdiv(Ω)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✱ ♦♥ ❛

‖d1 − d2‖H7/2(0,1) ≤ C‖g̃2‖H−1/2(0,1). ✭✸✳✸✼✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❬✶✶✵❪✱ ♦♥ ❛

‖(Σ1(d1)− Σ2(d2)).n‖H−1/2(0,1) ≤ ‖Σ1(d1)− Σ2(d2)‖(L2(Ω))4

+‖(ff ◦ φ(d1))H(d1)− (ff ◦ φ(d2))H(d2)‖L2(Ω).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ g̃2

‖g̃2‖H−1/2(0,1) ≤ ‖(ff ◦ φ(d1))H(d1)− (ff ◦ φ(d2))H(d2)‖(L2(Ω))4

+‖ν(F (d1)∇)(w(d1)−w(d2))‖(L2(Ω))4

+‖G(d1)(q(d1)− q(d2))‖(L2(Ω))4

+‖ν(F (d1)− F (d2))∇)w(d2)‖(L2(Ω))4

+‖q(d2)(G(d1)−G(d2))‖(L2(Ω))4

≤ ‖(ff ◦ φ(d1))H(d1)− (ff ◦ φ(d2))H(d2)‖(L2(Ω))4

+ν‖F (d1)‖(L∞(Ω))4‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω)

+‖G(d1)‖(L∞(Ω))4‖q(d1)− q(d2)‖L2(Ω)

+ν‖F (d1)− F (d2)‖(L∞(Ω))4‖w(d2)‖H1(Ω)

+‖G(d1)−G(d2)‖(L∞(Ω))4‖q(d2)‖L2(Ω).

• ❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω) ❡t ‖q(d1)− q(d2)‖L2(Ω) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1)✳

▲✬✐❞é❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡

(PVi) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✻✵❪✱ ♦r ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❬✶✵✵❪ ❡t ❬✾✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ s❡



✺✷ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s

❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (w(di), q(di)) ❞❡ (PVi) q✉✐ ❡st ❞❛♥s H1(Ω)×L2
0(Ω) ❝♦♠♠❡

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t

♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡ s✉✐✈❛♥t

(P ′
i )





−div(ν(F (di)∇)w(di)) + (G(di)∇)q(di) = ff ◦ Φ(di)H(di) ❞❛♥s Ω

div(G(di)
t
w(di)) = 0 ❞❛♥s Ω

w(di) = ξi, s✉r ∂Ω

❛✈❡❝

ξi =

{
0 s✉r ΓD

βi s✉r Γ,

♦ù βi = w(di)|Γ✳ ◆♦t❡r q✉❡ βi ✈ér✐✜❡ βi.G(di)n = 0 ❡t

‖βi‖H1/2(Γ) ≤ Cc‖w(di)‖H1(Ω),

♦ù Cc ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛❝❡ ❞❡H1(Ω) ❞❛♥sH1/2(Γ)✳

❆✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω) ❡t ‖q(d1)− q(d2)‖L2(Ω)

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1)✱ ♦♥ ✈❛ s♦✉str❛✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡ (P
′

i )

✈ér✜é❡s ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (w(d1), q(d1)) ❡t ❝❡❧❧❡s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r (w(d2), q(d2))✳ ❖♥

♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs✱ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (w(d1)−w(d2), q(d1)−q(d2)) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❙t♦❦❡s s✉✐✈❛♥t

(P ′
1 − P

′
2)





−div(ν(F (d1)∇)(w(d1)−w(d2)))

+(G(d1)∇)(q(d1)− q(d2)) = f̃ ❞❛♥s Ω

div(G(d1)
t(w(d1)−w(d2))) = χ ❞❛♥s Ω

w(d1)−w(d2) = ξ̃ s✉r ∂Ω

❛✈❡❝

f̃ = ff ◦ Φ(d1)H(d1)− ff ◦ Φ(d2)H(d2)− div(ν((F (d1)− F (d2))∇)(w(d2))

+((G(d1)−G(d2))∇)q(d2) ∈ H
−1(Ω),

χ = div((G(d2)
t −G(d1)

t)w(d2)),

ξ̃ = ξ1 − ξ2.

❈♦♠♠❡ w(di).G(di)n = 0 ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❛❧♦rs

(β1 − β2).G(d1)n = (w(d1)−w(d2)).G(d1)n

= w(d2).(G(d2)−G(d1))n,



✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✺✸

❡t ❞♦♥❝✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ (P ′
1 − P

′
2) ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❝✳✲à✲❞✳

∫

Ω

χ =

∫

∂Ω

ξ̃.G(d1)n =

∫

Γ

(β1 − β2).G(d1)n.

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❞❛♥s

❬✻✵✱ ✺✺❪✱ ♦♥ ❛

ν‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω)

+‖q(d1)− q(d2)‖L2(Ω) ≤ C2[‖f̃‖H−1(Ω) + ‖χ‖L2(Ω) + ‖ξ̃‖H1/2(∂Ω)] ✭✸✳✸✽✮

• ❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖f̃‖H−1(Ω)✱ ‖χ‖L2(Ω) ❡t ‖ξ̃‖H1/2(∂Ω)

P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖f̃‖H−1(Ω)✱ ♦♥ ❛ ✿

‖f̃‖H−1(Ω) ≤ ‖(ff ◦ φ(d1))H(d1)− (ff ◦ φ(d2))H(d2)‖L2(Ω)

+CIν‖F (d1)− F (d2)‖(H1+η(Ω))4‖w(d2)‖H1(Ω)

+CI‖G(d1)−G(d2)‖(H1+η(Ω))4‖q(d2)‖L2(Ω)

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ff ❡st ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡ ✭♦♥ ♥♦t❡ Cl s❛ ❝♦♥st❛♥t❡

❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❛✐♥s✐ ✈ér✐✜é❡

‖(ff ◦ φ(d1))H(d1)− (ff ◦ φ(d2))H(d2)‖L2(Ω)

≤ Cl‖H(d1)‖(L∞(Ω))4‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1) + CI‖H(d1)−H(d2)‖(H1+η(Ω))4‖ff‖L2(R2)

♦r

‖H(d1)‖(H1+η(Ω))4 ≤ h(η, C0, CI)

‖H(d1)−H(d2)‖(H1+η(Ω))4 ≤ |||H||| ‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

‖(ff ◦ φ(d1))H(d1)− (ff ◦ φ(d2))H(d2)‖L2(Ω)

≤ C5[‖ff‖L2(R2) + Cl]‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1) ✭✸✳✸✾✮

❛✈❡❝ C5 = max(h(η, C0, CI), CI |||H|||).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ di ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Bη ❛❧♦rs w(di) ❡t q(di) s❛t✐s❢♦♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸✱

ν‖w(di)‖H1(Ω) + ‖q(di)‖L2(Ω) ≤ C1(‖ff‖L2(R2) + ||g||L2(Γ)). ✭✸✳✹✵✮

❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s s✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s F ❡t

G✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖f̃‖(H−1(Ω))2 ≤ C6[‖ff‖L2(Ω) + ||g||L2(Γ) + Cl]‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1) ✭✸✳✹✶✮



✺✹ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

♦ù C6 = C5 + CI C1(|||F |||+ |||G|||)✳

P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖χ‖L2(Ω) ♦♥ ❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱

‖χ‖L2(Ω) ≤ ‖(G(d1)−G(d2))
t
w(d1)‖H1(Ω)

≤ ‖G(d1)−G(d2)‖(H1+η(Ω))4‖w(d1)‖H1(Ω)

≤ |||G||| ‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1)‖w(d1)‖H1(Ω)

≤
C1

ν
|||G||| (‖ff‖L2(R2) + ||g||L2(Γ))‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1). ✭✸✳✹✷✮

P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖ξ̃‖H1/2(∂Ω)✱ ♦♥ ❛ ✿

‖ξ̃‖H1/2(∂Ω) ≤ ‖β1 − β2‖H1/2(Γ) ≤ Cc‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω). ✭✸✳✹✸✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✸✽✮✱ ✭✸✳✹✶✮✱ ✭✸✳✹✷✮ ❡t ✭✸✳✹✸✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

ν‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω) + ‖q(d1)− q(d2)‖L2(Ω) ≤ C2[(C6 +
C1

ν
|||G|||) [‖ff‖L2(Ω)

+‖g‖L2(Γ) + Cl] ‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1)]

+C2Cc‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω).✭✸✳✹✹✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ν > C2Cc✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

C̃ ′
1‖w(d1)−w(d2)‖H1(Ω) + ‖q(d1)− q(d2)‖L2(Ω)

≤ C2 (C6 +
C1

ν
|||G|||)

(
‖ff‖L2(Ω) + ‖g‖L2(0,1) + Cl

)
‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1),✭✸✳✹✺✮

♦ù C̃ ′
1 = ν − C2Cc✳

• ❊t❛♣❡ ✹ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝❡❞❡♥t❡s ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s s✉r

❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s F ❡t G✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖d1 − d2‖H7/2(0,1) ≤ C7(η, ν, C0)(
(
‖ff‖L2(Ω) + Cl + ‖g‖L2(0,1)

)
‖d1 − d2‖H3/2+η(0,1),

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ff ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ g s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❛ss❡③ ♣❡t✐ts ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧s

✈ér✐✜❡♥t

C7(η, ν, C0)
(
‖ff‖L2(Ω) + Cl + ‖g‖L2(0,1)

)
< 1.

❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✻✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

�



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t

❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐

❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ✻✶

✹✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✺



✺✻ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s

♣ré❝é❞❡♥ts✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t

❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺❪✱ ❬✻❪✱ ❬✹✽❪✱

❬✻✾❪✱ ❬✼✾❪✮✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s✱ ❞❛♥s

✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ◆❛✈✐❡r✲

❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛ ✭❬✻❪✱ ❬✹✽❪✱ ❬✻✾❪✱ ❬✼✾❪✱ ❬✼✽❪✱ ❬✽✵❪✮✳

❉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙t♦❦❡s

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬❯③❛✇❛ ✭❬✹✽❪✱ ❬✼✾❪✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♠✐①t❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s

❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

✈✐t❡ss❡ w.n s✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❬✻❪

✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s✮ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡

w.n ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❝♦✉♣é ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❆♣rès ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐s❛♥t

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❬✻✸❪ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❇r❡③③✐✲❇❛❜✉s❦❛ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P1✲❜✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ P1 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥

❡t P1 ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ λn ❡t λt ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❬✻❪✳

✹✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉

❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ R2✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ∂Ω ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s

♦✉✈❡rt❡s ❡t ❞✐s❥♦✐♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡

∂Ω = Γ ∪ ΓD ❡t Γ ∩ ΓD = ∅.

❙✉r ΓD✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r Γ✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞❡ ❚r❡s❝❛ ❡st ✜①é❡✳

❙♦✐t f ∈ L
2(Ω) ❡t g ∈ L2(Γ) t❡❧❧❡ q✉❡ g > 0✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
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♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t

(P )





−div(2νε(w)) +∇q = f ❞❛♥s Ω,

div(w) = 0 ❞❛♥s Ω,

w = 0 s✉r ΓD,

w.n = 0 s✉r Γ,

| Σn.t |≤ g, (Σn.t)w.t+ g|w.t| = 0 s✉r Γ,

✭✹✳✶✮

♦ù n ❡t t s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ∂Ω

n = (n1, n2)
t, t = (n2,−n1)

t.

❖♥ ♥♦t❡ ε(w) ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé

ε(w) =
1

2
(∇w + (∇w)t),

❡t ♣❛r Σ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞é✜♥✐ ♣❛r

Σ = 2νε(w)− qδ,

♦ù δ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ✐❞❡♥t✐té✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Σn ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Σn = Σn,

❡t ♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦r♠❛❧❡ ❡t t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ wn ❡t wt ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r

wn = w.n, wt = w.t.

✹✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥ts

V = {u ∈ H
1(Ω) ; u = 0 sur ΓD},

Vn = {u ∈ V ; un = 0 sur Γ}.

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P ) ✭❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✵✵❪ ❡st ✿

(FV )





❚r♦✉✈❡r (w, q) ∈ Vn × L2
0(Ω) t❡❧ q✉❡

a(w,v −w) + b(v −w, q) ≥ (f ,v −w)− j(vt) + j(wt) ∀v ∈ Vn,

b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2
0(Ω),



✺✽ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

♦ù a ✿ Vn × Vn → R ❡t b ✿ L2
0(Ω) × Vn → R s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s

❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

a(w,v) =

∫

Ω

2νε(w) : ε(v) dx,

b(q,v) = −

∫

Ω

div(v)q dx.

▲❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❚r❡s❝❛ ❡st

❞♦♥♥é ♣❛r

j(vt) =

∫

Γ

g|vt| dΓ.

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (P ) à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s ✭✈♦✐r ❬✺✱ ✻❪✮✱

q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r (w, (q, λt)) ∈ Vn × L2
0(Ω)×Q ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s





a(w,v) + b(v, q) + (λt, vt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ Vn,

b(w, p) = 0 ∀p ∈ L2
0(Ω),

(µt − λt, wt)Γ ≤ 0 ∀µt ∈ Q,

♦ù Q ❡st ❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é ❞❡ L2(Γ) ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

Q = {µ ∈ L2(Γ) ; | µ |≤ g ♣✳♣ s✉r Γ}.

▲❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ λt ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ré❣✉❧❛r✐s❡r ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲

t✐❛❜❧❡ j✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭wn = 0

s✉r Γ✮ ❬✽❪✱ ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r

❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ λn ❞é✜♥✐t s✉r Γ ❡t ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ✭✈♦✐r ❬✻✸❪✮ ✿

(PV0)





❚r♦✉✈❡r (w, q, (λn, λt)) ∈ V × L2
0(Ω)× (H

−1/2
∗ (Γ)×Q) t❡❧ q✉❡

a(w,v) + b(v, q)+ < λn, vn > +(λt, vt)Γ = (f ,v) ∀v ∈ V,

b(w, p)+ < µn, wn >= 0 ∀(p, µn) ∈ L
2
0(Ω)×H

−1/2
∗ (Γ),

(µt − λt, wt)Γ ≤ 0 ∀µt ∈ Q.
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❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (PV0) ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (w, (q, λn, λt))

❞❛♥s V × L2
0(Ω)× (H

−1/2
∗ (Γ)×Q) ❛❧♦rs (w, q) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (FV )✳

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ (w, q) ∈ Vn×L2
0(Ω) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (FV ) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

✉♥✐q✉❡ (λn, λt) ∈ H
−1/2
∗ (Γ) × Q t❡❧❧❡ q✉❡ (w, (q, λn, λt)) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(PV0) ❬✻✸❪✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ (PV0)✱ ♥♦té❡ (PV0)1✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

λn = −Σn.n ❡t λt = −Σn.t s✉r Γ.

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès (PV0)1
∫

Ω

2νε(w) : ε(v)−

∫

Ω

div(w)q+ < λn, vn > + < λt, vt > = (f ,v) ∀v ∈ V

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

Ω

(−div(2νε(w)) +∇q − f)v+ < λn + Σn.n, vn > +(λt + Σn.t, vt)Γ = 0 ∀v ∈ V

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r v ∈ H
1
0(Ω)✱ ♦♥ ❛ −div(2νε(w)) +∇q = f ♣✳♣✳ s✉r Γ✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

< λn + Σn.n, vn >= 0 ❡t (λt + Σn.t, vt)Γ = 0, ∀v ∈ V

❞✬♦ù

λn = −Σn.n ❡t λt = −Σn.t s✉r Γ.

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✈❛ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ (PV0)✳

✹✳✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té

❖♥ réé❝r✐t (PV0) ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿

(PV
′

0 )





❚r♦✉✈❡r (w, q, (λn, λt)) ∈ V × L2
0(Ω)× (H

−1/2
∗ (Γ)×Q) t❡❧ q✉❡

a(w,v) + b1(v, (q, λn, λt)) = (f ,v) ∀v ∈ V,

b1(w, (p− q, µn − λn, µt − λt)) ≤ 0 ∀(p, (µn, µt)) ∈ L
2
0(Ω)× (H

−1/2
∗ (Γ)×Q).

❆✈❡❝

b1(v, (q, µn, µt)) = b(v, q)+ < µn, vn > +(µt, vt)Γ.



✻✵ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

P♦✉r t♦✉t µ = (µn, µt) ∈ H
−1/2
∗ (Γ) ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H

1/2
00 (Γ) ♦♥ ❞é✜♥✐t

< µ,v >=< µn, vn > +(µt, vt)Γ.

❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ Λ = H
−1/2
∗ (Γ)×Q ❡t M = L2

0(Ω)× Λ✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (PV
′

0 )✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r

q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶ P♦✉r t♦✉t (q,µ) ∈M ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

sup
v∈V

b1(v, (q,µ))

‖v‖H1(Ω)

≥ β(‖q‖L2(Ω) + ‖µ‖H−1/2
∗ (Γ)

). ✭✹✳✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✶ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✱ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✻✸❪✳ ❖♥

♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ ✭✹✳✷✮✳

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ■♥❢✲❙✉♣ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(i)

∃ γ > 0 ; sup
v∈V 1

b(v, q)

‖v‖H1(Ω)

≥ γ ‖q‖L2(Ω) ∀q ∈ L
2
0(Ω).

❖ù V 1 = {v ∈ V ; < µ,v >= 0 ∀µ ∈ Λ}✳

(ii)

∃ γ̃ > 0 ; sup
v∈V

< µ,v >

‖v‖H1(Ω)

≥ γ̃‖µ‖
H

−1/2
∗ (Γ)

∀µ ∈ Λ.

✖ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ γ > 0 ✈ér✐✜❛♥t

sup
v∈H1

0(Ω)

b(v, q)

‖v‖H1(Ω)

≥ γ ‖q‖L2(Ω) ∀q ∈ L
2
0(Ω),

❝❡❝✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✧❞✐✈✧ ❞é✜♥✐❡ ❞❡H1
0(Ω) ❞❛♥s L

2
0(Ω)✱

❞✬♦ù (i)✳

✖ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (ii)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r h ❞❡ ❘✐❡s③ ✿

h : H
1/2
00 (Γ)→ H

−1/2
∗ (Γ).

P♦✉r h−1(µ) ∈ H
1/2
00 (Γ) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛❝❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡

H
1/2
00 (Γ) ❞❛♥s V ✭✈♦✐r ❬✼✷❪✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u ❞❛♥s V ✈ér✐✜❛♥t

u|Γ = h−1(µ), ❡t ‖u‖H1(Ω) ≤ C‖h−1(µ)‖
H

1/2
00 (Γ)

.



✹✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ✻✶

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

sup
v∈V

< µ,v >

‖v‖H1(Ω)

≥
< µ,u >

‖u‖H1(Ω)

≥
< µ, h−1(µ) >

‖u‖H1(Ω)

=
< h−1(µ), h−1(µ) >1/2,Γ

‖u‖H1(Ω)

≥
‖h−1(µ)‖2

H
1/2
00 (Γ)

C‖h−1(µ)‖
H

1/2
00 (Γ)

=
1

C
‖µ‖

H
−1/2
∗ (Γ)

.

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ (i) ❡t (ii)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❬✻✺❪✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ ✭✹✳✷✮✳

�

✹✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❞✬❡rr❡✉r

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (PV
′

0 )✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ s❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r

❧❛ s✉✐t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✹✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

✹✳✸✳✶✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st s✉♣♣♦sé ♣♦❧②❣♦♥❛❧✱ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳

P♦✉r t♦✉t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ h > 0✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡

Th ❞❡ Ω✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ t❡❧❧❡ q✉❡

Ω =
⋃

K∈Th

K,

❡t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∀K, K
′

∈ Th, K ∩K
′

=





s♦✐t ∅

s♦✐t ✉♥ s♦♠♠❡t ❝♦♠♠✉♥

s♦✐t ✉♥ ❝♦té ❝♦♠♠✉♥



✻✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ h ❞és✐❣♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

h = max
K∈Th

hK

♦ù hK ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❡r❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t K✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ Γ ❤ér✐t❡ ❞✬✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ Th|Γ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ s✉❜❞✐✲

✈✐s✐♦♥ (xi)0<i<I ❡t ❞♦♥t ❧❡s (ei =]xi, xi+1[)0<i<I s♦♥t s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐

q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s ❞❡ Γ s♦✐❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts

❝♦♠♠✉♥s ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts

Vh = {vh ∈ C0(Ω) ; vh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th, vh|ΓD
= 0},

♦ù P1(K) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à 1 s✉r K✳

❙♦✐t B ❧✬❡s♣❛❝❡

B =
⊕

K∈Th

BK ,

❛✈❡❝ BK ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✉❧❧❡s ✶ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ K✳

P♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r V ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

Vh = [Vh + B]2.

❆✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❚r❡s❝❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t s✉r Γ✱ ♦♥

✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✿

❲h = Wh ×Wh,

❛✈❡❝

Wh = {µh ∈ C0(Γ) ; µh|e ∈ P1(e) ∀e ∈ Th|Γ}.

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✉t✐❧✐sé s✉r Ω ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Lh = {qh ∈ C0(Ω) ; qh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th} ∩ L
2
0(Ω).

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

Wh = {vh|Γ ; vh ∈ Vh}.

✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✉❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r K✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s

❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❡t ✈❛✉t 0 s✉r ∂K ✭❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ K✮✳



✹✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ✻✸

❖♥ ♥♦t❡ ✿

Qh = {µh ∈ Wh,

∫

Γ

µhψh −

∫

Γ

g|ψh| ≤ 0 ∀ψh ∈ Wh},

Mh = Lh ×Wh ×Qh.

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✐s❝r❡t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ (PV
′

0 ) s✬é❝r✐t ✿

(PV
′

0 )h





❚r♦✉✈❡r (wh, (qh, λn,h, λt,h)) ∈ Vh ×Mh t❡❧ q✉❡

a(wh,vh) + b1(vh, (qh,λh)) = (f ,vh) ∀vh ∈ Vh,

b1(wh, (ph − qh,µh − λh)) ≤ 0 ∀(ph,µh) ∈Mh.

❖ù b1(wh, (qh,µh)) = b(qh,wh)+ < µh,wh >✳

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✲

♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ L2(Γ)✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s

❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐s❝r❡ts✱ ❝❡s rés✉❧t❛s ✈♦♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r✳

❙✐ Ih ❡t ih ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ s✉r Vh

❡t Wh ✿

Ih : C0(Ω)→ Vh, ih : C0(Γ)→ Wh,

❛❧♦rs ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✾❪✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ h✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H
2(Ω)

❡t ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ H3/2(Γ)✱ ♦♥ ❛ ✿

‖v − Ihv‖H1(Ω) ≤ Ch‖v‖H2(Ω). ✭✹✳✸✮

‖ψ − ihψ‖L2(Γ) ≤ Ch3/2‖ψ‖H3/2(Γ). ✭✹✳✹✮

❊♥s✉✐t❡✱ s♦✐t Πh ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ L2(Ω) s✉r Lh ✿

Πhq ∈ Lh, ❡t
∫

Ω

(q − Πhq)qh = 0 ∀qh ∈ Lh ✭✹✳✺✮

❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❈ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❤✮ t❡❧❧❡ q✉❡

‖q − Πhq‖L2(Ω) ≤ Ch‖q‖H1(Ω) ∀q ∈ H
1(Ω). ✭✹✳✻✮



✻✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ πh ❞❡ L2(Γ) ❞❛♥s Wh ✿

∀µ ∈ L2(Γ) πhµ ∈ Wh

∫

Γ

(µ− πhµ)µh = 0 ∀µh ∈ Wh. ✭✹✳✼✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ πh ✈ér✐✜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✼✷❪ ✿

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ h t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ Hη+ 1
2 (Γ) ❛✈❡❝ η ∈ [0, 1]

❡t ♣♦✉r t♦✉t ν ≤
1

2
✱ ♦♥ ❛ ✿

‖v − πhv‖Hν(Γ) ≤ Chη+
1
2
−ν‖v‖

Hη+1
2 (Γ)

. ✭✹✳✽✮

❖♥ ❞é✜♥✐t π̃h ❞❡ L
2(Γ) ❞❛♥s Wh ♣❛r

π̃h = πh × πh.

❙♦✐t Lh ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ❞é✜♥✐ ❞❡ Wh ❞❛♥s Vh × Vh ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s

♣r♦♣r✐été❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✶✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ 5.1❪✮

• Lh(vh)|Γ = vh,

• ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ h✮ t❡❧❧❡ q✉❡

∀vh ∈Wh, ‖Lh(vh)‖H1(Ω) ≤ C‖vh‖H1/2(Γ) ✭✹✳✾✮

❊♥✜♥✱ s✐ (w, (q, λn, λt)) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ (PV
′

0 ) t❡❧❧❡ q✉❡ w ∈ H
2(Ω) ❡t q ∈ H1(Ω)

❛❧♦rs ♦♥ ❛

‖λt‖H1/2(Γ) ≤ C‖w‖H2(Ω), ✭✹✳✶✵✮

‖λn‖H1/2(Γ) ≤ C(‖w‖H2(Ω) + ‖q‖H1(Ω)). ✭✹✳✶✶✮

✹✳✸✳✶✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ ❞✐s❝rèt❡

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (PV
′

0 )h ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶ P♦✉r t♦✉t (qh,λh) ∈ Mh✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β > 0 q✉✐ ♥❡ ❞❡♣❡♥❞

♣❛s ❞❡ h✱ t❡❧❧❡ q✉❡

sup
vh∈Vh

b1(vh, (qh,λh))

‖vh‖H1(Ω)

≥ β(‖qh‖L2(Ω) + ‖λh‖H−1/2(Γ)). ✭✹✳✶✷✮
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Pr❡✉✈❡✳

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β1 > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

sup
vh∈V

1
h

b(vh, qh)

‖vh‖H1(Ω)

≥ β1 ‖qh‖L2(Ω) ∀qh ∈ Lh ✭✹✳✶✸✮

♦ù

V 1
h = {vh ∈ Vh ; < µh,vh >= 0 ∀µh ∈Wh},

♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ {vh ∈ Vh ; vh|Γ = 0} ⊂ V 1
h ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ ❞✐s❝rèt❡

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✸❪✱❬✸✼❪✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✭✹✳✶✸✮✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β2 > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

sup
vh∈Vh×Vh

< µh,vh >

‖vh‖H1(Ω)

≥ β2‖µh‖H−1/2(Γ) ∀µh ∈Wh ✭✹✳✶✹✮

❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t µh ∈Wh✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ψ ∈ H
1/2(Γ) ❀ ‖ψ‖H1/2(Γ) = 1✱ ✈ér✐✜❛♥t

(µh, ψ)Γ = (µh, π̃hψ)Γ = ‖µh‖H−1/2(Γ).

P♦✉r π̃hψ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t uh ❞❛♥s Vh × Vh t❡❧ q✉❡

uh = Lh(π̃hψ),

♦ù Lh ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡❧é✈❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ✭✹✳✾✮✱ ❞❡ ♣❧✉s uh s❛t✐s❢❛✐t

uh|Γ = π̃hψ, ❡t ‖uh‖H1(Ω) ≤ C‖π̃hψ‖H1/2(Γ) ≤ C‖ψ‖H1/2(Γ).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ s✉✐✈❛♥t❡

sup
vh∈Vh×Vh

< µh,vh >

‖vh‖H1(Ω)

≥
< µh,uh >

‖uh‖H1(Ω)

≥
1

C
< µh, π̃hψ >

=
1

C
‖µh‖H−1/2(Γ)

❈♦♠♠❡ Vh × Vh ⊂ Vh✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

sup
vh∈Vh

< µh,vh >

‖vh‖H1(Ω)

≥ sup
vh∈Vh×Vh

< µh,vh >

‖vh‖H1(Ω)

≥
1

C
‖µh‖H−1/2(Γ).

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ■♥❢✲❙✉♣ ❞✐s❝rèt❡s ✭✹✳✶✸✮ ❡t ✭✹✳✶✹✮ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❞✬❛♣rès ✭❬✻✺❪✮✱ ♦♥ ❛

✭✹✳✶✷✮✳

�



✻✻ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

✹✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❞❡

♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à 1 ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡✉✐❧ g ❡st ❞❛♥s

H1/2(Γ)✳ ❯♥ tr❛✈❛✐❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❬✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✬❡rr❡✉r ❞✬♦r❞r❡ 3/4 ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à tr♦✐s

❝❤❛♠♣s ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ g ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Γ)✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷ ❙♦✐❡♥t (w, q, (λn, λt)) ❡t (wh, qh, (λn,h, λt,h)) s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (PV
′

0 ) ❡t ❞❡

(PV
′

0 )h✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (vh, ph, (µn,h, µt,h)) ∈ Vh ×Mh✱ ♦♥ ❛ ✿

a(w −wh,w −wh) ≤ a(w −wh,w − vh) + b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),wh −w)

+b1((q, λn, λt)− (qh, λn,h, λt,h),w − vh)

+b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),w)

+b1((qh, λn,h, λt,h)− (q, λn, λt),w)

Pr❡✉✈❡✳

❙♦✐t vh ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Vh✱ ♦♥ ❛ ✿

a(w −wh,w −wh) = a(w −wh,w − vh) + a(w −wh,vh −wh).

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ (PV
′

0 ) ❡t ❞❡ (PV
′

0 )h✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t

a(w −wh,vh −wh) = a(w,vh −wh)− a(wh,vh −wh),

= (f ,vh −wh)− b1((q, λn, λt),vh −wh)− (f,vh −wh)

+b1((qh, λn,h, λt,h),vh −wh)

= b1((q, λn, λt),wh − vh) + b1((qh, λn,h, λt,h),vh −wh).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐

a(w −wh,w −wh) = a(w −wh,w − vh) + b1((q, λn, λt),wh − vh) + b1((qh, λn,h, λt,h),vh −wh).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

a(w −wh,w −wh) = a(w −wh,w − vh) + b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),wh −w)

+b1((q, λn, λt)− (qh, λn,h, λt,h),w − vh)

+b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),w)

+b1((qh, λn,h, λt,h)− (q, λn, λt),w)

+b1((ph, µn,h, µt,h)− (qh, λn,h, λt,h),wh).



✹✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ✻✼

❉✬❛♣rès (PV
′

0 )h✱ ♦♥ ❛

b1((ph, µn,h, µt,h)− (qh, λn,h, λt,h),wh) ≤ 0, ∀(ph, µn,h, µt,h) ∈Mh,

❞✬♦ù ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳

�

❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛

✈✐t❡ss❡ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs q ❡t λ = (λn, λt)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ❙♦✐❡♥t (w, (q, λn, λt)) ❡t (wh, (qh, λn,h, λt,h)) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (PV
′

0 ) ❡t

❞❡ (PV
′

0 )h✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ w ∈ H
2(Ω)✱ q ∈ H1(Ω) ❡t g ∈ H1/2(Γ)✳ ❆❧♦rs

‖w −wh‖
2
H1(Ω) ≤ C

(
h2 + h‖λ− λh‖H−1/2(Γ) + h‖q − qh‖L2(Γ)

)
,

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ‖w‖H2(Ω)✱ ‖q‖H1(Ω) ❡t ‖g‖H1/2(Γ)✳

Pr❡✉✈❡✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (vh, (ph, µn,h, µt,h)) ∈ Vh ×Mh t❡❧ q✉❡





a(w −wh,w − vh) ≤ C(u)h‖w −wh‖H1(Ω)

b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),wh −w) ≤ C(w)h‖w −wh‖H1(Ω)

b1((qh, λn,h, λt,h)− (q, λn, λt),w − vh) ≤ Ch(‖w −wh‖H1(Ω) + C(q)h+ C(w)h)

b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),w) ≤ C(w)h2

b1((qh, λn,h, λt,h)− (q, λn, λt),w) ≤ C(w)(h‖λt − λt,h‖H−1/2(Γ) + C(w)h2 + C(g)h2)

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t vh = Ihw✱ ph = Πhq✱ µh = (µn,h, µt,h) = π̃hλ = (πhλn, πhλt).

✐✮ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡

a(., .)✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ vh ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✹✳✸✮ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Ih

a(w −wh,w − vh) ≤ C‖w −wh‖H1(Ω)‖w − vh‖H1(Ω)

≤ C(w)h‖w −wh‖H1(Ω)



✻✽ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

✐✐✮ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✮✱ ✭✹✳✽✮✱ ✭✹✳✶✵✮ ❡t ✭✹✳✶✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),wh −w) = −(q − ph, div(wh −w))+ < λn − µn,h,wn,h −wn >

+ < λt − µt,h,wt,h −wt >

≤ C[‖q − ph‖L2(Ω) + ‖λn − µn,h‖H−1/2(Γ)

+ ‖λt − µt,h‖H−1/2(Γ)]|w −wh‖H1(Ω)

≤ C(w, q)h‖w −wh‖H1(Ω).

✐✐✐✮ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

b1((q, λn, λt)− (qh, λn,h, λt,h),w − vh) = −(q − qh, div(w − vh))+ < λn − λn,h,wn − vn,h >

+ < λt − λt,h,wt − vt,h >,

≤ C[‖q − qh‖L2(Ω) + ‖λn − λn,h‖H−1/2(Γ)

+‖λt − λt,h‖H−1/2(Γ)]‖w − vh‖H1(Ω) ∀vh ∈ Vh

≤ Ch[‖q − qh‖L2(Ω) + ‖λn − λn,h‖H−1/2(Γ)

+‖λt − λt,h‖H−1/2(Γ)]

✐✈✮ ❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),w)✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

✭✹✳✼✮ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ πh ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ✿

b1((q, λn, λt)− (ph, µn,h, µt,h),w) =

∫

Γ

(λt − µt,h)wt dΓ, ∀µt,h ∈ Wh,

=

∫

Γ

(λt − πhλt)wt dΓ,

=

∫

Γ

(λt − πhλt)wt dΓ +

∫

Γ

(λt − πhλt)πhwt dΓ,

=

∫

Γ

(λt − πhλt)(wt − πhwt) dΓ,

≤ ‖λt − πhλt‖L2(Γ)‖wt − πhwt‖L2(Γ),

≤ C(w)h2.

✈✮ P♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ♣♦✉r λt,h ∈ Qh✱ ♦♥ ❛
∫

Γ

(λt,hπhwt − g|πhwt|) dΓ ≤ 0 ✭✹✳✶✺✮

❡t

λtwt − g|wt| = 0 pp sur Γ. ✭✹✳✶✻✮

❖♥ ❛

b1((qh,λh)− (q,λ),w) = b(qh − q,w)+ < λn − λn,h, wn > +(λt − λt,h, wt)Γ

=

∫

Γ

(λt,h − λt)wt dΓ,
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♦ù b(qh− q,w)+ < λn−λn,h, wn >= 0 ♣✉✐sq✉❡ qh− q ∈ L2
0(Ω) ❡t λn−λn,h ∈ H

−1/2
∗ (Γ)✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✻❪

❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ πh ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ih✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✻❪✳

b1((qh,λh)− (q,λ),w) =

∫

Γ

(λt,h − λt)(wt − πhwt + πhwt) dΓ

=

∫

Γ

(λt,h − λt)(wt − πhwt) dΓ +

∫

Γ

(λt,h − λt)πhwt dΓ

+

∫

Γ

(λtwt − g|ut|) dΓ

=

∫

Γ

(λt,h − λt)(wt − πhwt) dΓ +

∫

Γ

(λt,hπhwt − g|wt|) dΓ

+

∫

Γ

(λt(wt − πhwt)) dΓ.

• ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡st✐♠❡r ❧❡ t❡r♠❡
∫
Γ
(λt,h − λt)(wt − πhwt) dΓ ✿

∫

Γ

(λt,h − λt)(wt − πhwt) dΓ = < λt,h − λt, wt − πhwt >

≤ ‖λt,h − λt‖H−1/2(Γ)‖wt − πhwt‖H1/2(Γ).

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✹✳✽✮ ✿

‖wt − πhwt‖H1/2(Γ) ≤ Ch‖w‖H2(Ω).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
∫

Γ

(λt,h − λt)(wt − πhwt) dΓ ≤ C(w)h‖λt,h − λt‖H−1/2(Γ).

• ❖♥ ❛
∫

Γ

(λt,hπhwt − g|wt|) dΓ =

∫

Γ

(λt,hπhwt − g|πhwt|+ g|πhwt| − g|wt|) dΓ.

❉✬❛♣rès ✭✹✳✶✺✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Γ

(λt,hπhwt − g|wt|) dΓ ≤

∫

Γ

g(|πhwt| − |wt|) dΓ

≤

∫

Γ

g|πhwt − wt| dΓ
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❞✬♦ù ∫

Γ

(λt,hπhwt − g|wt|) dΓ ≤ ‖πhwt − wt‖H−1/2(Γ)‖g‖H1/2(Γ).

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✹✳✽✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖πhwt − wt‖H−1/2(Γ) ≤ Ch2‖w‖H2(Ω).

❉♦♥❝
∫

Γ

(λt,hπhwt − g|wt|) dΓ ≤ Ch2‖w‖H2(Ω)‖g‖H1/2(Γ).

• ❊st✐♠♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
∫
Γ
λt(wt − πhwt) dΓ✱ ♦♥ ❛

∫

Γ

λt(wt − πhwt) dΓ = < wt − πhwt, λt >

≤ ‖wt − πhwt‖H−1/2(Γ)‖λt‖H1/2(Γ),

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✮ ❡t ✭✹✳✶✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Γ

λt(wt − πhwt) dΓ ≤ Ch2‖w‖H2(Ω).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t

b1((qh, λn,h, λt,h)− (q, λn, λt),w) ≤ C(w)h‖λt − λh,t‖H−1/2(Γ) + C(w)h2‖g‖H1/2(Γ)

+C(w)h2

≤ C1[h‖λt − λt,h‖H−1/2(Γ) + h2],

♦ù C1 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ w ❡t ❞❡ g✳

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❛♥t❡s ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ V ✲❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❜✐❧✐♥é❛✐r❡ a(., .)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

‖w −wh‖
2
H1(Ω) ≤ C

(
h‖λ− λh‖H−1/2(Γ) + h‖q − qh‖L2(Γ) + h‖w −wh‖H1(Ω)

)
+ Ch2.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t A > 0

Ch‖w −wh‖H1(Ω) ≤ C

(
Ah2 +

1

A
‖w −wh‖

2
H1(Ω)

)
.

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ A t❡❧ q✉❡
C

A
< 1 ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳

�

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡s ♣❛r ❧❛

♣r❡ss✐♦♥ ❡t ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ λn ❡t λt ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ❡t ❞❡

❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳
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▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹ ❙♦✐❡♥t (w, (q,λ)) ❡t (wh, (qh,λh)) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (PV
′

0 ) ❡t ❞❡ (PV
′

0 )h✱

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ w ∈ H
2(Ω)✱ q ∈ H1(Ω) ❡t g ∈ H1/2(Γ)✳ ❆❧♦rs

‖qh − q‖L2(Ω) ≤ C[h+ ‖w −wh‖H1(Ω)]. ✭✹✳✶✼✮

Pr❡✉✈❡✳

❈♦♠♠❡ (w, (q,λ)) ❡t (wh, (qh,λh)) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (PV
′

0 ) ❡t ❞❡ (PV
′

0 )h✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r

t♦✉t vh ∈ Vh✱ ♦♥ ❛ ✿

a(w,vh)− (q, div(vh))+ < λn, vn,h > +(λt, vt,h) = 0

a(wh,vh)− (qh, div(vh))+ < λn,h, vn,h > +(λt,h, vt,h)Γ = 0

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ ∀vh ∈ Vh✱

a(w −wh,vh)− (q − qh, div(vh))+ < λn − λn,h, vn,h > +(λt − λt,h, vt,h)Γ = 0. ✭✹✳✶✽✮

❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t vh ∈ V
0
h = {vh ∈ Vh ; vh|Γ = 0} ❛❧♦rs ✭✹✳✶✽✮ ❞❡✈✐❡♥t

a(w −wh,vh)− (q − qh, div(vh)) = 0 ∀vh ∈ V
0
h ✭✹✳✶✾✮

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t Πhq ❞❛♥s ✭✹✳✶✾✮ ✿

−(Πhq − qh, div(vh)) = −a(w −wh,vh) + (q − Πhq, div(vh)) ∀vh ∈ V
0
h

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐

−(Πhq − qh, div(vh)) ≤ C‖vh‖H1(Ω)(‖w −wh‖H1(Ω) + h) ∀vh ∈ V
0
h

❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ✭✹✳✶✸✮✱ ♦♥ ❛ ✿

β‖qh − Πhq‖L2(Ω) ≤ sup
vh∈V

0
h

−(Πhq − qh, div(vh))

‖vh‖H1(Ω)

≤ C(‖w −wh‖H1(Ω) + h).

▲✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡

‖qh − q‖L2(Ω) ≤ ‖qh − Πhq‖L2(Ω) + ‖Πhq − q‖L2(Ω)

❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❛♥t❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✳

�

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺ ❙♦✐❡♥t (w, (q,λ)) ❡t (wh, (qh,λh)) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (PV
′

0 ) ❡t ❞❡ (PV
′

0 )h✱

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ w ∈ H
2(Ω)✱ q ∈ H1(Ω) ❡t g ∈ H1/2(Γ)✳ ❆❧♦rs

‖λh − λ‖H−1/2(Γ) ≤ C[h+ ‖w −wh‖H1(Ω)]



✼✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r

Pr❡✉✈❡✳

❖♥ ❛

a(w−wh,vh)− (q− qh, div(vh))+ < λn− λn,h, vn,h > +(λt− λt,h, vt,h)Γ = 0 ∀vh ∈ Vh,

❞✬♦ù

< λh − λ,vh >= a(w −wh,vh)− (q − qh, div(vh)) ∀vh ∈ Vh, ✭✹✳✷✵✮

❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❡t ❡♥ r❡tr❛♥❝❤❛♥t π̃hλ ❞❛♥s ✭✹✳✷✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

< λh − π̃hλ,vh > = a(w −wh,vh)− (q − qh, div(vh))− < π̃hλ− λ,vh >, ∀vh ∈ Vh.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t vh ∈ Vh ✿

< λh − π̃hλ,vh > ≤ C(‖w −wh‖H1(Ω) + ‖q − qh‖L2(Ω)

+‖λ− π̃hλ‖H−1/2(Γ))‖vh‖H1(Ω).

P♦✉r t♦✉t vh ∈ Vh✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

< λh − π̃hλ,vh >

‖vh‖H1(Ω)

≤ C(‖w −wh‖H1(Ω) + ‖q − qh‖L2(Ω) + h)

≤ C(‖w −wh‖H1(Ω) + h).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❢✲s✉♣ ❞✐s❝rét❡ ✭✹✳✶✹✮ ❞♦♥♥❡

sup
vh∈Vh

< λh − π̃hλ,vh >

‖vh‖H1(Ω)

≥ β‖λh − π̃hλ‖H−1/2(Γ)

❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖λh − π̃hλ‖H−1/2(Γ) ≤ C(‖w −wh‖H1(Ω) + h). ✭✹✳✷✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡

‖λ− λh‖H−1/2(Γ) ≤ ‖λ− π̃hλ‖H−1/2(Γ) + ‖λh − π̃hλ‖H−1/2(Γ),

❞✬❛♣rès ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✹✳✽✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ ✜♥❛❧❧❡♠❡♥t à ❡st✐♠❡r ‖λ −

λh‖H−1/2(Γ) ✿

‖λ− λh‖H−1/2(Γ) ≤ C(h+ ‖w −wh‖H1(Ω)).

�

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ▲❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ▲❡♠♠❡s

✹✳✸✳✸✱ ✹✳✸✳✹ ❡t ✹✳✸✳✺✳



✹✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ✼✸

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✻ ❙♦✐❡♥t (w, (q,λ)) ❡t (wh, (qh,λh)) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (PV
′

0 ) ❡t ❞❡ (PV
′

0 )h✱

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ w ∈ H
2(Ω)✱ q ∈ H1(Ω) ❡t g ∈ H1/2(Γ)✳ ❆❧♦rs

‖w −wh‖H1(Ω) + ‖q − qh‖L2(Ω) + ‖λ− λh‖H−1/2(Γ). ≤ Ch

Pr❡✉✈❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✹✳✸✳✸✱ ✹✳✸✳✹ ❡t ✹✳✸✳✺ ✿

‖w −wh‖
2
H1(Ω) ≤ C(h2 + h‖λ− λh‖H−1/2(Γ) + h‖q − qh‖L2(Ω))

≤ Ch2 + Ch(h+ ‖w −wh‖H1(Ω))

≤ C(h2 + h‖w −wh‖H1(Ω))

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ A > 0 t❡❧ q✉❡

h‖w −wh‖H1(Ω) ≤ Ah2 +
1

A
‖w −wh‖

2
H1(Ω)

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

(1−
C

A
)‖w −wh‖

2
H1(Ω) ≤ C (1 + A)h2,

♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ A t❡❧ q✉❡ 1−
C

A
> 0 ❞✬♦ù

‖w −wh‖H1(Ω) ≤ C
′

h.

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s

‖q − qh‖L2(Ω) ≤ C
′

h ‖λ− λh‖H−1/2(Γ) ≤ C
′

h

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉✳

�



✼✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r
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▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
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✼✻ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❙1✱ Pr♦❜❧è♠❡ ❙2

❡t ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ▲❡❛❦ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 1✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ s❡❝t✐♦♥s ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥

÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❡t

❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é✱

❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❚r❡s❝❛✱ ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲❡❛❦✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ❙1 ✭r❡s♣✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❙2✮ ❡st ❞❡

❝❤❡r❝❤❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ♦✉

❡♥❝♦r❡ s♦♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞é❢♦r♠é❡

Ω̃(d) ✿

−ν∆v +∇p = ff ❞❛♥s Ω̃(d), ✭✺✳✶✮

div(v) = 0 ❞❛♥s Ω̃(d), ✭✺✳✷✮

v = 0 s✉r ΓD(d), ✭✺✳✸✮

v · ñ = 0 s✉r Γ̃(d), ✭✺✳✹✮

| (σf ñ) · t̃ |≤ g̃, (σf ñ) · t (v · t̃) + g̃|v · t̃| = 0 s✉r Γ̃(d), ✭✺✳✺✮

♦ù ff ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t g̃ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✭✺✳✹✮ ❡t ✭✺✳✺✮✱ ñ ❡t t̃ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥ts ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧

❡①tér✐❡✉r ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à Γ̃ ❀ σf ñ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡①♣r✐♠é❡

❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❊✉❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ σf ñ = ν(∇v)ñ− pñ✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛✲

t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❡♥❝❛stré❡✳

❖♥ tr❛✐t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✉✐✲
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✈❛♥t ✿

∂4xd2 = fs + (Tf (v, p))2 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✺✳✻✮

d2(0) = d2(1) = 0, ∂xd2(0) = ∂xd2(1) = 0, ✭✺✳✼✮

❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∂2xd1 = f 1
s + (Tf (v, p))1 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✺✳✽✮

∂4xd2 = f 2
s + (Tf (v, p))2 ❞❛♥s ]0, 1[, ✭✺✳✾✮

d(0) = d(1) = 0, ∂xd2(0) = ∂xd2(1) = 0, ✭✺✳✶✵✮

♦ù fs✱ f 1
s ❡t f 2

s s♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉rs ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

(Tf (v, p))1 ❡t (Tf (v, p))2 ❞❛♥s ✭✺✳✽✮ ❡t ❞❛♥s ✭✺✳✾✮ ✭r❡s♣✳ ✭✺✳✻✮✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t

❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡①❡r❝é❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡

❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s✳

✺✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r

❧✬✐♥st❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ✿ Ω =]0, 1[2✳

✺✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐①t❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡

P♦✉r t♦✉t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ h > 0✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ré❣✉✲

❧✐èr❡ Th ❞❡ Ω✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ h ❞és✐❣♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ❙♦✐t B ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

B =
⊕

K∈Th

BK ,

❛✈❡❝ BK ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✉❧❧❡s✳

✖ Vh = [Vh + B]2✱

♦ù Vh = {vh ∈ C0(Ω) ; vh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th, vh|ΓD
= 0}✳

✖ Wh = {µh ∈ C0(Γ) ; µh|e ∈ P1(e) ∀e ∈ Th|Γ}✱

♦ù Th|Γ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ (xi)0<i<I ❡t ❞♦♥t ❧❡s (ei =]xi, xi+1[)0<i<I

s♦♥t s❡s é❧é♠❡♥ts✳

✖ Lh = {qh ∈ C0(Ω) ; qh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th} ∩ L
2
0(Ω)✳
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✖ Qh = {µh ∈ Wh ; |µh| ≤ g}✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦sé ❞❛♥s Ω ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

(PV0)h





❚r♦✉✈❡r (uh, ph, (λn,h, λt,h)) ∈ ❱h × Lh × (Wh ×Qh) t❡❧ q✉❡

a(uh,vh) + b1((ph, λn,h),vh) + (λt,h, vt,h)Γ = (ff ,vh) ∀vh ∈ Vh

b1((qh, µn,h),uh) = 0 ∀(qh, µn,h) ∈M
h
0

(µt,h − λt,h, ut,h)Γ ≤ 0 ∀µt,h ∈ Wh

❛✈❡❝

b1((qh, µn,h),vh) = −(div(vh), qh) + (µn,h, vn,h)Γ,

a(uh,vh) =

∫

Ω

ν∇uh : ∇vh.

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐①t❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ (PV0)h ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉✲

❧❛t✐♦♥ (PV
′

0 )h ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❞♦♥t ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲❙✉♣ ❞✐s❝rèt❡✳

✺✳✷✳✷ ❋♦r♠❡ ❛❧❣è❜r✐q✉❡

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ T ∈ Th✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✉❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ϕT ♣❛r

ϕT =
3∏

i=1

λi(x) ∀x ∈ T,

♦ù λi ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❛♥s T ✳

✖ ❙♦✐t {(λi)1≤i≤Ns , (ϕTi
)1≤i≤Nt} ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t [Vh + B]✱

❛✈❡❝ Ns ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡t Nt ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ Th✳

▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ Vh ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

{(λi, 0)1≤i≤Ns , (ϕTi
, 0)1≤i≤Nt , (0, λi)1≤i≤Ns , (0, ϕTi

)1≤i≤Nt}.

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r uh = (u1h, u
2
h)

T
∈ Vh s❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uih =
Ns∑

k=1

uih(xk)λk +
Nt∑

k=1

uih|Tk
ϕTk

, ♣♦✉r i = 1, 2.
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✖ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ Lh ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r (λi)1≤i≤Ns ✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ph ∈ Lh✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

ph =
Ns∑

k=1

ph(xk)λk.

✖ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ Wh ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❞❡❣ré 1 s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ei =]xi, xi+1[ ❡t q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

ϕ̂i(xj) = δij.

❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t λh ❞❡ Wh s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✿

λh =

NΓ∑

i=1

λh(xi)ϕ̂i,

♦ù NΓ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t

❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

uik := uih(xk), ∀k ∈ {1, · · · , Ns},

βi
k := uih|Tk

, ∀k ∈ {1, · · · , Nt},

pk := ph(xk) ∀k ∈ {1, · · · , Ns},

λn,k := λn,h(xk) ❡t λt,k := λt,h(xk) ∀k ∈ {1, · · · , NΓ}.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿




❚r♦✉✈❡r (u, p̃, λt) t❡❧ q✉❡

Au+
[
B̃ C

]( p̃

λt

)
= F

(
q − p̃

µ− λt

)t [
B̃t

Ct

]
u ≤ 0 ∀(q, µ) ∈ R

Ns+NΓ × R
NΓ ; |µ| ≤ g.

✭✺✳✶✶✮

♦ù B̃ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r B̃ =
[
B D

]
✱ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r p̃ ❡st ❝♦♥s✐t✉é ♣❛r

p̃ = (p, λn)✳

▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s u✱ p✱ λn ❡t λt✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✶✶✮✱ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

u =
(
u1, u2

)T
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❛✈❡❝ ui =
(
ui1, . . . , u

i
Ns
, βi

1, . . . , β
i
Nt

)T
∈ R

Ns+Nt , ♣♦✉r i = 1, 2,

p = (p1, . . . , pNs)
T ∈ R

Ns ,

λn = (λn,1, . . . , λn,NΓ
)T ∈ R

NΓ ,

λt = (λt,1, . . . , λt,NΓ
)T ∈ R

NΓ .

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s A✱ B✱ C✱ D ❡t F s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✖ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥✐é❛✐r❡ a(. , .) ✿

A ∈M2(Ns+Nt)×2(Ns+Nt) t❡❧❧❡ q✉❡ A =

(
A1 0

0 A2

)

❛✈❡❝ Ai =




(
∫
Ω
∇λk∇λj)1≤k,j≤Ns (

∫
Ω
∇ϕTk

∇λj)1≤k≤Nt, 1≤j≤Ns

(
∫
Ω
∇λk∇µj)1≤k≤Ns, 1≤j≤Nt (

∫
Ω
∇ϕTk

∇µj)1≤k,j≤Nt




✖ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ b(. , .) ✿

B ∈M2(Ns+Nt)×Ns , t❡❧❧❡ q✉❡ B =

(
B1

B2

)

❛✈❡❝ Bi =




(
∫
Ω
∂xi
λkλj)1≤k,j≤Ns

(
∫
Ω
∂xi
ϕTk

λj)1≤k≤Nt 1≤j≤Ns


 .

✖ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à
∫
Γ
λtvt✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ D✱ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡

à
∫
Γ
λnvn ✿

D, C ∈MNΓ×2(Ns+Nt), t❡❧❧❡s q✉❡ C =
(

0 C1 0 C2 0
)
,

❡t D =
(

0 D1 0 D2 0
)
,

♦ù ♣♦✉r i = 1✱ 2✱ ♦♥ ❛ ✿

Ci, Di ∈MNΓ×NΓ
, t❡❧❧❡s q✉❡ (Ci)k,j =

∫

sup(ϕ̂k)∩sup(ϕ̂j)

ϕ̂kϕ̂jti,

et (Di)k,j =

∫

sup(ϕ̂k)∩sup(ϕ̂j)

ϕ̂kϕ̂jni, ♣♦✉r 1 ≤ k, j ≤ NΓ.
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✖

F ∈ R
2(Ns+Nt), Fi =

∫

Ω

ffϕ

♣♦✉r ϕ ∈ {(λi, 0)1≤i≤Ns , (ϕTi
, 0)1≤i≤Nt , (0, λi)1≤i≤Ns , (0, ϕTi

)1≤i≤Nt}.

✺✳✷✳✸ ▼✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠❡r u ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥✲

♥✉❡s p̃ ❡t λt✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✺✳✶✶✮1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

u = A−1

(
F −

[
B̃, C

]( p̃
λt

))
, ✭✺✳✶✷✮

❞❛♥s ✭✺✳✶✶✮2✱ ♦♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ u ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✺✳✶✷✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t (q, µ) ∈ R
Ns+NΓ × R

NΓ ; |µ| ≤ g ♦♥ ❛

(
q − p̃

µ− λt

)t(
B̃t

Ct

)(
F −

[
B̃ C

]( p̃

λt

))
. ≤ 0 ✭✺✳✶✸✮

❙♦✐t J ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é Kh ❞❡ R
2NΓ+Ns ♣❛r ✿

J(π) =
1

2
πt

(
B̃t

Ct

)
A−1

[
B̃, C

]
π −

(
B̃t

Ct

)
A−1Fπ

❛✈❡❝

Kh = {X ∈ R
2NΓ+Np ; |Xi| ≤ gi ∀1 ≤ i ≤ NΓ},

♦ù gi ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ g ❛✉ ♥♦❡✉❞ xi ❞✉ ❜♦r❞ Γ =]0, 1[✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✺✳✶✸✮ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐✲

s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ J




❚r♦✉✈❡r u ∈ Kh ;

J(u) = minv∈Kh
J(v)

✭✺✳✶✹✮

❊♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✹✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

(
p̃

λt

)
✱

❡♥s✉✐t❡ u ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t

Au = F −
[
B̃, C

]( p̃
λt

)
.

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✷ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✭✺✳✶✹✮✱ ❛ été

❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬✼✸❪✳
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✺✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡t ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♠✐s❡s ❞❛♥s

❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✺✮ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①❡✳ ❉❛♥s ❧❡s

❝❛s t❡sts s✉✐✈❛♥ts✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❛rré Ω =]0, 1[2 ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡

∂Ω t❡❧❧❡ q✉❡

∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4,

♦ù Γ1 =]0, 1[×{0}✱ Γ2 = {1} × [0, 1]✱ Γ3 =]0, 1[×{1} ❡t Γ4 = {0} × [0, 1]✳

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

(0, 0) (1, 0)

(0, 1) (1, 1)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡

P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

e0
u
= ‖u− uh‖L2(Ω), e1

u
= ‖u− uh‖H1(Ω),

e0p = ‖p− ph‖L2(Ω), e0λn
= ‖λn − λn,h‖L2(0,1),

❡t e0λt
= ‖λt − λt,h‖L2(0,1),

✺✳✷✳✹✳✶ ❚❡st 1

❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s t❡st ✭✈♦✐r ❬✹✽❪✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱

❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡s λn ❡t λt ♦❜t❡♥✉s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t

♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ ✭h = 1/256✮ ❛✉① ❝❤❛♠♣s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

h ∈ {1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128}✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ h ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥

♣r♦✜❧ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r❞s ❞✉ ❝❛rré Γ4 = {0}×[0, 1] ❡t Γ2 = {1}×[0, 1] t❡❧s q✉❡

u|Γ4 = u|Γ2 =

(
y(1− y)

−y(1− y)

)
,
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❡t ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ s✉r Γ1 ❡t Γ3✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✭u✱ p✱ λn✱ λt✮ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✺✮✱ tr♦✉✈é❡

♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ h = 1/256✳

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① 5.1 ❡t 5.2 ❞♦♥♥❡♥t✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s

❝♦♠♠✐s❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ H
1 ❡t L2✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❡t ♣♦✉r ❧❡s

❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs λn ❡t λt ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✳

h e0
u

e1
u

e0p

1/8 1.1072× 10−2 3.2437× 10−1 5.2259× 10

1/16 2.9897× 10−3 1.5227× 10−1 2.4140× 10

1/32 8.1016× 10−4 7.3361× 10−2 1.1508× 10

1/64 2.1356× 10−4 3.3180× 10−2 5.9852

1/128 5.0087× 10−5 1.6984× 10−2 1.6980

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0
u
✱ e1

u
❡t e0p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✶✮✳

h e0λn
e0λt

1/8 8.9884× 10 2.6049× 10

1/16 7.2850× 10 1.7532× 10

1/32 5.7133× 10 1.2500× 10

1/64 4.5410× 10 8.1084

1/128 4.4014× 10 ✺✳✻✵✼✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0λn
❡t e0λt

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✶✮✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s 5.2 ❡t 5.3 s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞é❝r✐✈❛♥t

❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ e0
u
✱ e1

u
✱ e0p✱ e

0
λn

❡t e0λt
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h✳

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

h

e
rr

e
u
r

e
0

w

e
1

w

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
0

10
1

10
2

h

e
0 q

e
0

q

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs e0
u
✱ e1

u
❡t e0p ✭❚❡st ✶✮✳
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10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1.7

10
1.8

10
1.9

h

e
0 λ
n

e
0

λn

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
0

10
1

10
2

h

e
0 λ
t

e
0

λt

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs e0λn
❡t e0λt

✭❚❡st ✶✮✳

❊♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ h✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠é✲

r✐q✉❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶ ❡t ✺✳✷✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣rès ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs✳

P♦✉r ❧✬❡rr❡✉r e0
u
✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ ✿

log(e0
u
) = 1.938 log(h)− 0.439,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L
2 ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 2✳

P♦✉r ❧✬❡rr❡✉r e1
u
✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ ✿

log(e1
u
) = 1.048 log(h) + 1.036,

♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ H
1 ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ e0p✱ ❧✬♦r❞r❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t 6/5 ✭❧❛

♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st 1.189✮✳

P♦✉r ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs λn ❡t λt✱ ❧✬♦r❞r❡ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1/3 ✭❧❛ ♣❡♥t❡

❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡st 0.27✮ ❡t 2/3 ✭❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st 0.55✮✳

✺✳✷✳✹✳✷ ❚❡st 2 ❛✈❡❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡

❈❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s t❡st ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❛✉①

❝❤❛♠♣s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r h ∈ {1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128, 1/256}✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ s✉✐✈❛♥t

(P e)





−ν∆u+∇p = f
e ❞❛♥s Ω,

div(u) = 0 ❞❛♥s Ω,

u = u
e
b s✉r Γ2,

u = 0 s✉r Γ4,

u.n = 0 s✉r Γ1 ∪ Γ3,

| Σn.t |≤ ge, (Σn.t)u.t+ ge|u.t| = 0 s✉r Γ1 ∪ Γ3

✭✺✳✶✺✮



✺✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✽✺

♦ù ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ν ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st é❣❛❧❡ à 0.1✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ f
e = (f e1 , f

e
2 )

t ❡t u
e
b =

(0, ue
b,2)

t s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

f
e
1 = ν(6x− 2)(−10y3 + 18y2 − 7) + ν(x3 − x2)(−60y + 36),

f
e
2 = ν(2− 6x)(10y3 − 18y2 + 7y) + ν(x2 − x3)(60y − 36) + 2(2y − 1),

u
e
b,2 = −2.5y4 + 6y3 − 3.5y2.

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ge s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ1✱ ❡t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ3

ge ❡st é❣❛❧❡ à λet ✭q✉✐ s❡r❛ ♣ré❝✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✹ ❡t ✺✳✺ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❡s ✐s♦✈❛❧❡✉rs ❞❡

❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (P e) ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

h = 1/16✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r

Γ1 ✭❧❡ s❡✉✐❧ ge ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✮ ❡t s✉r Γ3✱ ✐❧ ② ❛ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st

♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ■s♦✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝❛❧✲

❝✉❧é❡

▲❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s f e✱ ue
b ❡t λt s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

(ue, pe) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P e) s♦✐t





u
e
1 = (x2 − x3)(−10y3 + 18y2 − 7y),

u
e
2 = (3x2 − 2x)(−2.5y4 + 6y3 − 3.5y2),

pe = (2x− 1)(2y − 1).

✭✺✳✶✻✮

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✭✺✳✶✻✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ h = 1/16✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ (ue, pe)

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✺✳✶✻✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λet = −Σn.t ❡t λen = −Σn.n s✉r

Γ1 ❡t Γ3 ✿

λet|Γ1
= 7ν(x2 − x3),

λet|Γ3
= ν(x2 − x3),

λen|Γ1
= −(2x− 1),

λen|Γ3
= −ν(3x2 − 2x) + (2x− 1).

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✸ ✖ ❙✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ3✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛tt❡✐♥t ✈✉

❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ge ✭ge = λet s✉r Γ3✮ ✿

ge < max
Γ3

|Σn.t|.

✖ P♦✉r q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ1✱ g
e ❡st ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡

ge ≥ max
Γ1

|Σn.t| =
14

135
.

◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① 5.3 ❡t 5.4 ❧❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s



✺✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✽✼

h e0
ue e0pe e1

ue

1/8 1.1594× 10−2 1.8030× 10−2 4.7084× 10−1

1/16 2.8795× 10−3 6.6585× 10−3 2.3072× 10−1

1/32 7.1677× 10−4 1.9494× 10−3 1.1451× 10−1

1/64 1.7879× 10−4 6.0922× 10−4 5.7119× 10−2

1/128 4.4656× 10−5 2.0847× 10−4 2.8538× 10−2

1/256 1.1159× 10−5 6.7753× 10−5 1.4266× 10−2

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0
ue ✱ e0pe ❡t e1

ue ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✷✮✳

h e0λe
n|Γ3

e0λe
n|Γ1

e0λe
t|Γ1

1/8 1.4770× 10−1 1.5177× 10−1 4.4729× 10−1

1/16 1.0126× 10−1 1.0269× 10−1 3.4294× 10−1

1/32 7.0602× 10−2 7.1106× 10−2 2.6547× 10−1

1/64 4.9554× 10−2 4.9719× 10−2 2.1249× 10−1

1/128 3.4899× 10−2 3.4956× 10−2 1.7903× 10−1

1/256 2.4627× 10−2 2.4657× 10−2 1.5936× 10−1

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0λe
n
❡t e0λe

t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✷✮✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s 5.7 ❡t 5.8 s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s

❡rr❡✉rs e0
u
✱ e1

u
✱ e0pe ✱ e

0
λe
n|Γ1

✱ e0λe
n|Γ3

❡t e0λe
t|Γ1

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ h✳
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u
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u
❡t e0pe ✭❚❡st ✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs e0λe
n
❡t e0λe

t
✭❚❡st ✷✮✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① 5.3 ❡t 5.4 ✿

P♦✉r ❧✬❡rr❡✉r e0
u
✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ ✿

log(e0
u
) = 2.00 log(h)− 0.29,

❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L
2 ❡st ❛❧♦rs 2✳

P♦✉r ❧✬❡rr❡✉r e1
u
✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ ✿

log(e1
u
) = 1.00 log(h) + 1.33,

❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ H
1 ❡st ❞♦♥❝ 1✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ e0p✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st

1.63✱ ❧✬♦r❞r❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t 5/3✳

P♦✉r ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs λn ❡t λt ✿ ❧✬♦r❞r❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1/2 ✭❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡st

0.52✮ ♣♦✉r e0λn|Γ3
❡t e0λn|Γ1

✱ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1/3 ✭❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡st 0.30✮ ♣♦✉r e0λt|Γ1
✳

✺✳✷✳✹✳✸ ❚❡st 3

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s t❡st✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥

s❡✉✐❧ g ❞❛♥s L2(0, 1) ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à H1/2(0, 1)✳

❙♦✐t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

g(x) =





10
∣∣∣∣x−

1

2

∣∣∣∣
(1/4)

s✐ x ∈ [0, 1] \

{
1

2

}

+∞ s✐ x =
1

2
.

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s t❡st✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭u✱ p✱ λn✱ λt✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P ) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r h = 1/256✳



✺✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✽✾

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✾ ❡t ✺✳✶✵ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r λt
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γ3 ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

✭✺✳✶✮✲✭✺✳✺✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ▲❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r λt ✿ λt = −Σn.t ♣♦✉r h = 1/256 ✭❚❡st ✸✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r h = 1/256 ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣s

❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r h = 1/16 ✭❚❡st ✸✮✳

▲❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① 5.5 ❡t 5.6 s✉✐✈❛♥ts



✾✵ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

h e0
u

e0p e1
u

1/8 1.4837× 10−2 6.2529× 10 3.1723× 10−1

1/16 8.0583× 10−3 3.5358× 10 1.7015× 10−1

1/32 4.7837× 10−3 2.5556× 10 1.0020× 10−1

1/64 2.6524× 10−3 2.1905× 10 6.2407× 10−2

1/128 1.1309× 10−3 2.0414× 10 3.9288× 10−2

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0
u
✱ e0p ❡t e1

u
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✸✮✳

h e0λn
e0λt

1/8 8.9226× 10 8.7172× 102

1/16 6.6423× 10 5.8839× 102

1/32 5.1588× 10 3.7915× 102

1/64 4.2260× 10 2.2287× 102

1/128 3.9805× 10 1.0108× 102

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0λn
❡t e0λt

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✸✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✶ ❡t ✺✳✶✷ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡

♠❛✐❧❧❛❣❡ h ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❡♥t❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 0.903 ♣♦✉r e0
u
❡t ❞❡ 0.747

♣♦✉r e1
u
✱ 0.392 ♣♦✉r e0p ❡t ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à 0.298 ♣♦✉r e0λn

❡t 0.762 ♣♦✉r e0λt
✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs e0λn
❡t e0λt

s✉r Γ3 ✭❚❡st ✸✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✹ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ H
1

❡t ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r λt ❡st à ♣❡✉ ♣rès é❣❛❧❡ à 3/4✱ ❝❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r

t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❬✻❪✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t 2/5 ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r λn✱ ❧✬♦r❞r❡

❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1/3✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ g ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡r✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✺✮ ❞✐♠✐♥✉✳

�

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

✺✳✸ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ d1 ♠♦❞é❧✐sé

♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❙1 ✿ d1 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

EI ∂4xd2 = fs ❞❛♥s ]0, 1[,

d2(0) = d2(1) = 0, ∂xd2(0) = ∂xd2(1) = 0,

❉❛♥s ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❙2✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ d1 ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✲

✈❡rs❛❧ d2 ✈ér✐✜❛♥t

−ESe ∂
2
xd1 = f 1

s s✉r ]0, 1[

EI ∂4xd2 = f 2
s s✉r ]0, 1[

d(0) = d(1) = 0 ❡t ∂xd2(0) = ∂xd2(1) = 0.



✾✷ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❆✈❡❝ E ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣✱ I ❡st ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡t Se ❡st ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✳

▲❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

(PV1)





❚r♦✉✈❡r d2 ∈ H
2
0 (]0, 1[) t❡❧ q✉❡

ã2(d2, v) = (fs, v) ∀v ∈ H
2
0 (]0, 1[)

(PV2)





❚r♦✉✈❡r (d1, d2) ∈ H
1
0 (]0, 1[)×H

2
0 (]0, 1[) t❡❧ q✉❡

ã1(d1, v) = (f 1
s , v) ∀v ∈ H

1
0 (]0, 1[)

ã2(d2, v) = (f 2
s , v) ∀v ∈ H

2
0 (]0, 1[)

❛✈❡❝

ã1(u, v) =

∫ 1

0

ESe ∂xu ∂xv,

❡t ã2(u, v) =

∫ 1

0

EI ∂2xu ∂
2
xv.

❖♥ ✈ér✐✜t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s (PV1) ❡t (PV2) ♣♦s✲

sè❞❡♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✺✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❖♥ ❢❛✐t✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ r❡❝♦✉rs à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é✲

♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ d1 ❡t d2✳ ❙♦✐t h ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t

♣♦s✐t✐❢✱ ❝❡♥sé t❡♥❞r❡ ✈❡rs ③ér♦✱ ❡t s♦✐❡♥t V h
1 ❡t V h

2 ❞❡✉① s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ H1
0 (]0, 1[) ❡t H2

0 (]0, 1[) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✐s❝r❡t s✉✐✈❛♥t ✿

(PVh)





❚r♦✉✈❡r (dh1 , d
h
2) ∈ V

1
h × V

2
h t❡❧ q✉❡

ã1(d
h
1 , v) = (g̃1, v) ∀v ∈ V

h
1

ã2(d
h
2 , v) = (g̃2, v) ∀v ∈ V

h
2

✭✺✳✶✼✮

✖ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ✿

❖♥ ♠❛✐❧❧❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣♦sé✱ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[0, 1] ❡♥ N +1 s♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦ù N ∈ N
∗✱ ♦♥ ♣♦s❡ h =

1

N + 1
❧❡ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❡t xi = ih✱ ∀ 0 ≤ i ≤ N + 1 ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳



✺✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✾✸

✖ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿

• P♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d1✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✬é❧é♠❡♥t ✜♥✐s ❞❡

❝❧❛ss❡ C0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ V h
1 s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r [0, 1]✱

❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ♥✉❧❧❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts 0 ❡t 1✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ V h
1 ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ♣❛r

V h
1 = {vh ∈ V

h

1 ; vh(0) = vh(1) = 0},

❛✈❡❝ V
h

1 = {vh ∈ C
0([0, 1]) ; vh|]xi,xi+1[ ∈ P1 ∀0 ≤ i ≤ N + 1}, ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

(ϕ̂i)1≤i≤N+2 ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V h
1 ✱ d

h
1 s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

dh1 =
N+2∑

i=1

dh1,iϕ̂i, ✭✺✳✶✽✮

♦ù dh1,i := dh1(xi)✳

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ dh1 ✭✺✳✶✽✮ ❞❛♥s (PVh)1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

s✉✐✈❛♥t ✿




❚r♦✉✈❡r X1 = (dh1,i)1≤i≤N+2 ;

A1X1 = B1

❆✈❡❝

(A1)i,j = ã1(ϕ̂i, ϕ̂j),

❡tBi = (f 2
s , ϕ̂i).

• P♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d2✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧✬é❧é♠❡♥t ✜♥✐s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ V h
2 s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[0, 1]✱ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré tr♦✐s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ♥✉❧❧❡s ❡♥ 0 ❡t ❡♥ 1✳ ❧❡ s♦✉s

❡s♣❛❝❡ V h
2 ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐t ♣❛r

V h
2 = {vh ∈ V

h

2 ; vh(0) = vh(1) = 0, ∂xvh(0) = ∂xvh(1) = 0},

❛✈❡❝ V
h

2 = {vh ∈ C
1([0, 1]) ; vh|]xi,xi+1[ ∈ P3 ∀0 ≤ i ≤ N + 1}, ♦ù P3 ❞és✐❣♥❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré tr♦✐s✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ V h
2 s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✬❡❧❧❡s

♣r❡♥♥❡♥t ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ xi ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ❡♥ xi✱ ♣♦✉r t♦✉t

0 ≤ i ≤ N + 1✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ V h
2 ❡st ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é❡ ♣❛r w0

i ❡t w1
i ✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t

❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

w0
i (xj) = δi,j et ∂xw

0
i (xj) = 0 ∀0 ≤ j ≤ N + 1

w1
i (xj) = 0 et ∂xw

1
i (xj) = δi,j ∀0 ≤ j ≤ N + 1



✾✹ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

dh2 s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

dh2 =
N+2∑

i=1

dh2,iw
0
i +

N+2∑

i=1

∂xd
h
2,iw

1
i ,

♦ù ♦♥ ❛ ♣♦sé dh2,i := dh2(xi) ❡t ∂xd
h
2,i = ∂xd

h
2(xi)✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿





❚r♦✉✈❡r X2 = (dh2,i, ∂xd
h
2,i)0≤i≤N+1 ;

A2X2 = B2

✺✳✹ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s❡

❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❬✽❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✐♥s✐

❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♣♦sé❡s ❞❛♥s Ωd ✭❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❞é❢♦r♠é❡✮

✷✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦sé❡s s✉r ]0, 1[= Γ✳

✸✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ Ωd ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡①❡r❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✿

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✢✉✐❞❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r σf ✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡

♣♦sé ❞❛♥s ]0, 1[2✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡

à ❝♦✉♣❧❡r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ σf ❡t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❞é❢♦r♠é✳ ❖♥ ✜♥✐r❛ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳

✺✳✹✳✶ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✢✉✐❞❡

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σf ❡①❡r❝é❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡✱ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡r♠❡

❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✢✉✐❞❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ▲❛❣r❛♥✲

❣✐❡♥♥❡s ✿

σf = −λnñ− λtt̃,

♦ù ñ ❡t t̃ ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ ❞é❢♦r♠é ❞❡ Γ✱ λn
❡t λt s♦♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ q✉✐ s✬✐❞❞❡♥t✐✜❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à −σf .ñ ❡t

−σf .̃t✳



✺✳ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✾✺

▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ ñ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ d = (d1, d2) s✉r

Γ ♣❛r ✿

ñ = (−∂xd2, 1 + ∂xd1),

❡t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ t̃ ❡st é❣❛❧❡ à (ñ2,−ñ1)✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ réé❝r✐t s✉r Γ✱ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Tf =

(
λn ◦ Φ(x) ∂xd2(x)− λt ◦ Φ(x) (1 + ∂xd1(x))

−λn ◦ Φ(x) (1 + ∂xd1(x))− λt ◦ Φ(x) ∂xd2(x)

)

♦ù Φ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r Tf ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (t,n) = ((1, 0), (0, 1))✱

♦ù t ❡t n s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ♥♦♥ ❞é❢♦r♠é❡ ❞❡ Γ✱ s♦♥t

❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

{
(Tf )1 = λn∂xd2(x)− λt(1 + ∂xd1(x))

(Tf )2 = −λn(1 + ∂xd1(x))− λt∂xd2(x)

➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λn ❡t λt ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

✢✉✐❞❡ ❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✿

((Tf )1, v), ♣♦✉r v ∈ V h
1 , ❡t ❞❡ ((Tf )2, v) ♣♦✉r v ∈ V h

2 .

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹✳✶ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t

❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ d2 ✭✐✳❡✳ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✻✮✲✭✺✳✼✮✮✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ñ✱

❡①♣r✐♠é❡ s✉r Γ✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ñ = (−∂xd2, 1).

✺✳✹✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

P♦✉r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t b ✜①é✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ✉♥❡

✐♥❝♦♥♥✉❡ µ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r

∫ 1

0

d2ñ(b)2 = 0,



✾✻ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs d(b) =

(d1(b), d2(b)) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

−ESe ∂
2
xd1(b) + µ(b)ñ(b)1 = f 1

s + (Tf (b))1 sur ]0, 1[

EI ∂4xd2(b) + µ(b)ñ(b)2 = f 2
s + (Tf (b))2 sur ]0, 1[

d(0) = d(1) = 0, ∂xd2(0) = ∂xd2(1) = 0
∫ 1

0

d2ñ(b)2 = 0

❖♥ ♥♦t❡ ñ(b)1 ❡t ñ(b)2 ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ñ(b)

à ❧❛ ❞é❢♦r♠é❡ ❞❡ Γ✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ d(b)h ❞❡ d(b)✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

d(b)h = dh + µ(b)dh, ✭✺✳✶✾✮

❛✈❡❝ dh ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

−ESe ∂
2
xdh,1 = f 1

s + (Tf (b))1 sur ]0, 1[

EI ∂4xdh,2 = f 2
s + (Tf (b))2 sur ]0, 1[

dh(0) = dh(1) = 0, ∂xdh,2(0) = ∂xdh,2(1) = 0,

❡t dh ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐ ❞❡ss♦✉s ✿

−ESe ∂
2
xdh,1 = −ñ(b)1 sur ]0, 1[

EI ∂4xdh,2 = −ñ(b)2 sur ]0, 1[

dh(0) = dh(1) = 0, ∂xdh,2(0) = ∂xdh,2(1) = 0,

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r µ(b) t❡❧ q✉❡

µ(b)

∫ 1

0

dh,2ñ(b)2 = −

∫ 1

0

dh,2ñ(b)2.

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹✳✷ ✖ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ d(b)h s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ ✭✺✳✶✾✮ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✻✵❪✳

✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭✺✳✻✮−✭✺✳✼✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ∫ 1

0

d2(b) = 0.



✺✳ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✾✼

✺✳✹✳✸ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞é❢♦r♠é

▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω =]0, 1[2 s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Φ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱ ❡t ❞♦♥♥é❡

♣❛r Φ = I + δ✱ ♦ù δ ❡st ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d = (d1, d2)✱

q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r Rd✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(P )





−∆δ = 0 dans Ω

δ = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ4

δ = d sur Γ3

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (P ) s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳

Φ

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞é❢♦r♠é

✺✳✹✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

S✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t b✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d(b) ♦ù d(b) ❡st

♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉✐ s✉❜✐t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r ❧❡

✢✉✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ (dm)m∈N✱ ❞é✜♥✐❡



✾✽ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

♣❛r ✿

dm+1 = S(dm), ∀ m ≥ 0

♦ù d0 = 0✳

❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (dm)m∈N ✿

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t dm+1✱ ♦♥ rés♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡

❛❧❣è❜r✐q✉❡ ✭✺✳✶✶✮✱ ♣♦sé ❞❛♥s Ωdm q✉✐ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❧❡ ❝❛rré ✉♥✐té✮ ♣❛r

❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ I +Rd
m
♦ù dm ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ m✲è♠❡ ét❛♣❡✳ ❆✈❡❝ ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♦❜t❡♥✉❡ (ud
m
, pd

m
, λd

m

n , λd
m

t )✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✢✉✐❞❡ ❡①❡r❝é❡ s✉r

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ♦♥ ✜♥✐t ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t dm+1✳

❈❡s ét❛♣❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❙♦✐t Φdm ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❧❛ ♠✲è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Φdm = I + δd
m

,

❛✈❡❝ δd
m
= Rd

m
❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ (P )✳

P♦✉r ǫ ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ❛

✖ ♣♦✉r m = 0✱ d0 = (0, 0)✱ Ω0 =]0, 1[×]0, 1[

✖ ❘é♣ét❡r ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ dm+1 ✿

✶✳❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ Ωdm = Φdm(Ω0)

✶✳❜ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❞❛♥s Ωdm ✿ (ud
m
, pd

m
, λd

m

n , λd
m

t )

✶✳❝ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✢✉✐❞❡ Tm
f ✳

✶✳❞ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✿ dm+1

✷✳ ✭t❡st ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ✿ ‖dm+1 − dm‖ ≤ ǫ s✐♥♦♥ m← m+ 1

❡t r❡✈❡♥✐r à 1✳

�

✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦✉s ▼❛t❧❛❜ ❞❡ ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳



✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✾✾

P♦✉r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω =]0, 1[2✳

P♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ✈✐s❝♦s✐té ν = 100✱ ff = (0, 0) ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t

♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦✜❧ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s Γ2 ❡t Γ4

❞é✜♥✐ ♣❛r

w|Γ2 = w|Γ4 =

(
y(1− y)

−y(1− y)

)
.

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣r♦✜❧ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦tés ❞✉ ❝❛rré ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡♥✲

❢♦r❝❡r ❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡✮✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲❡❛❦✮ ❡st ✐♠♣♦sé❡ s✉r Γ1 ❡t Γ3✳

P♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭♣♦✉tr❡✮✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ Se ❡t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ I s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

Se = b× h, I =
b× h3

12
,

♦ù h ❡st ❧✬❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡t b ❡st s❛ ❧❛r❣❡✉r✱ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t h = 0.5 ❡t b = 1✳

b

h ❆❜s❝✐ss❡ ①

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ▲❛ ♣♦✉tr❡

▲❡s t❡sts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s❡✉✐❧ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t

h = 1/50✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ g✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❡st

❛tt❡✐♥t ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦ù ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮✳

✺✳✺✳✶ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ❙1



✶✵✵ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❚❡st ✶ ✿ ❈❡ ❝❛s t❡st ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù E = 200✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✺ ❡t ✺✳✶✻ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r g = 150 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣♦✉r g = 1500 ✭à
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳



✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✶
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ▲❛ ✜❣✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 150 ✿

|d| = 0.0374✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 1500✱

|d| = 0.0390✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ 5.17✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ s❡✉✐❧

g ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✳

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04
v

t
 sur Γ

3

v
t
 sur Γ

1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✕ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r Γ3 ❡t s✉r Γ1 ♣♦✉r g = 150✳ |vt|Γ1 | = 0.1148 ❡t

|vt|Γ3 | = 0.0854✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ 5.18✱ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ Γ3✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❣❧✐ss❡

♠♦✐♥s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ q✉❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ r✐❣✐❞❡ Γ1✳



✶✵✷ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❚❡st ✷ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s t❡st✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t E = 500✳

▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ✿
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✕ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r g = 150 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣♦✉r g = 1500 ✭à
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳



✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✸
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ✕ ▲❛ ✜❣✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 150 ✿

|d| = 0.0134✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 1500✱

|d| = 0.0154✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✕ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r Γ3 ❡t s✉r Γ1 ♣♦✉r g = 150✳ |vt|Γ1 | = 0.1147 ❡t

|vt|Γ3 | = 0.1043✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ 5.22✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✮ s✉r ❧❡

❜♦r❞ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ Γ3 s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ r✐❣✐❞❡ Γ1✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉① ♣❡t✐ts

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳



✶✵✹ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

✺✳✺✳✷ ❚❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ❙2

❈❡ ❝❛s t❡st ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù E = 40× 103 ❡t h = 0.1✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ ✕ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r g = 150 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣♦✉r g = 1500 ✭à
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳



✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✺
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ✕ ▲❛ ✜❣✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 150 ✿ d2
❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❡t d1 ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ |d| = 0.0264✳ ▲❛

✜❣✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 1500✱ |d| = 0.0287✳

P♦✉r ✈♦✐r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts d1 ❡t d2 ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s g = 150 ❡t g = 1500 ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ✕ ▲❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳



✶✵✻ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ ✕ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r Γ3 ❡t s✉r Γ1 ♣♦✉r g = 150✳ |vt|Γ1 | = 0.1148 ❡t

|vt|Γ3 | = 0.0971✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s 5.25 ❡t 5.26✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❞❡✉①

✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ s❡✉✐❧ g✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d = (d1, d2) ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭❡♥

♥♦r♠❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ q✉❛♥❞ ❧❡ s❡✉✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ g ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡

❡①❡r❝❡ ❞❡s ❡✛♦rts ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣❧✉s

✐♠♣♦rt❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ 5.27✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡

❞é❢♦r♠❛❜❧❡ Γ3 ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ r✐❣✐❞❡ Γ1✳



✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✼

✺✳✺✳✸ ❚❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ▲❡❛❦

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s t❡sts ♣♦✉r

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t E = 200 ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉①

❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦sé❡ s✉r Γ1 ❡t Γ3✳

▲❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ✿
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡

♣♦✉r g = 150 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣♦✉r g = 1500 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳



✶✵✽ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−3

d pour g=150

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10
x 10

−3

d pour g=1500

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ✕ ▲❛ ✜❣✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 150✱

|d| = 0.0255✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 1500✱

|d| = 0.0390✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✾✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✉

s❡✉✐❧ g✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ g = 1500 ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ♣❧✉s

❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✽✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✺✳✶ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✢✉✐❞❡ ❛ ♣❧✉s ❞✬❡✛❡t s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

q✉❡ s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✮✳
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0
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v
n
 sur le bord 3

v
n
 sur le bord 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ ✕ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✉r Γ3 ❡t s✉r Γ1 ♣♦✉r g = 150✳

|vn|Γ1 | = 0.2273 ❡t |vn|Γ3 | = 0.2238✳



✺✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✾

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✵✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❢♦r♠é❡ Γ3 ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❝❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ r✐❣✐❞❡ Γ1✳



✶✶✵ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ✈✐sq✉❡✉① ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s 2❉ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❡t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ 1❉✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❝♦✉♣❧és ✈✐❛

✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té

♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✬❡st ❛✈éré❡ êtr❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é✳

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✿ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é♠♦♥tré ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é✱ ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛ été ❝♦♥s✐✲

❞éré ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♠✐①t❡s à q✉❛tr❡ ❝❤❛♠♣s ✿

♦♥ ❛ ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s t❡sts

♥✉♠ér✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥trés t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❡t ♥♦✉s

❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲❡❛❦✳

P❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥✲

t♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ✿

✖ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❙❧✐♣ ♦✉ ▲❡❛❦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✱

s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ✭✈♦✐r Pr♦❜❧è♠❡ ❙2✮✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧

q✉✬♦♥ ❛ ❞é❥à ❝♦♠♠❡♥❝é à ❧❡ tr❛✐t❡r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s ♣❛r ❝❡❧❧❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡t à

❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t

✶✶✶



✶✶✷ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

✖ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t

❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛✱ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡r❛ ❞♦♥❝ à ét✉❞✐❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❢❛✐r❡ ❧✬ét✉❞❡

❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲

❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❚r❡s❝❛✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①

❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉♣❧és ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡

t②♣❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳



❆♥♥❡①❡ ❆

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶

❖♥ ♥♦t❡

χ := {µ ∈ L2(Γ) ;

∫

Γ

µψ dΓ−

∫

Γ

ĝ | ψ | dΓ ≤ 0 ∀ψ ∈ L2(Γ)}.

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ Q = χ.

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ χ ⊂ Q✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

s♦✐t µ ∈ L2(Γ) t❡❧ q✉❡
∫
Γ
µψ dΓ ≤

∫
Γ
ĝ | ψ | dΓ ∀ψ ∈ L2(Γ)✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ✿

✖ ∫

Γ

(µ− ĝ)ψ dΓ ≤ 0 ∀ψ ∈ L2(Γ) t❡❧ q✉❡ ψ ≥ 0,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

µ− ĝ ≤ 0 ♣✳♣ s✉r Γ. ✭❆✳✶✮

✖ ∫

Γ

(µ+ ĝ)ψ dΓ ≤ 0 ∀ψ ∈ L2(Γ) t❡❧ q✉❡ ψ ≤ 0,

✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

µ+ ĝ ≥ 0 ♣✳♣ s✉r Γ. ✭❆✳✷✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ✭❆✳✶✮ ❡t ✭❆✳✷✮ ✿

| µ |≤ ĝ ♣✳♣ s✉r Γ,

♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ χ ⊂ Q✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ Q ⊂ χ✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

s♦✐t µ ∈ Q✱ ♣♦✉r ψ ∈ L2(Γ) ♦♥ ❛

| µψ |≤ ĝ | ψ | ♣✳♣ s✉r Γ,

✶✶✸



✶✶✹ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

µψ ≤ ĝ | ψ | ♣✳♣ s✉r Γ,

❞✬♦ù ∫

Γ

µψ ≤

∫

Γ

ĝ | ψ |,

♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ Q ⊂ χ✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✈♦✉❧✉❡✳

�



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t b ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✷ ●r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷✳✶ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷ ▲❛ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ (Gn, Et) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✺✳✶ ❉♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✷ ❈♦✉r❜❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs e0
u
✱ e1

u
❡t e0p ✭❚❡st ✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✸ ❈♦✉r❜❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs e0λn
❡t e0λt

✭❚❡st ✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✹ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❝❛❧❝✉❧é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✺ ■s♦✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✻ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ (ue, pe) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✼ ❈♦✉r❜❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs e0
u
✱ e1

u
❡t e0pe ✭❚❡st ✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✽ ❈♦✉r❜❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs e0λe
n
❡t e0λe

t
✭❚❡st ✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✾ ▲❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r λt ✿ λt = −Σn.t ♣♦✉r h = 1/256 ✭❚❡st ✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✶✵ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✶✶ ❈♦✉r❜❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs e0
u
✱ e0p ❡t e1

u
✭❚❡st ✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✷ ❈♦✉r❜❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs e0λn
❡t e0λt

s✉r Γ3 ✭❚❡st ✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶✸ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞é❢♦r♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶✹ ▲❛ ♣♦✉tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✶✺ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r g = 150 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣♦✉r g = 1500 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ✶✵✵

✺✳✶✻ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✶✼ t❡st 1 ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✶✽ t❡st 1 ✿ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✶✾ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r g = 150 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣♦✉r g = 1500 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ✶✵✷

✺✳✷✵ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✷✶ t❡st 2 ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✷✷ t❡st 2 ✿ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✷✸ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r g = 150 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣♦✉r g = 1500 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ✶✵✹

✶✶✺



✶✶✻ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✺✳✷✹ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✷✺ ▲❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts d1 ❡t d2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✷✻ ▲❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r g = 150 ❡t ♣♦✉r g = 1500✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✷✼ t❡st 1 ✿ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✷✽ ❈❛s ▲❡❛❦ ✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❢♦r♠é ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡

✈✐t❡ss❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✷✾ ❈❛s ❧❡❛❦ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✺✳✸✵ ❈❛s ❧❡❛❦ ✿ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✺✳✶ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0
u
✱ e1

u
❡t e0p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✷ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0λn
❡t e0λt

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✸ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0
ue ✱ e0pe ❡t e1

ue ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✹ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0λe
n
❡t e0λe

t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✺ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0
u
✱ e0p ❡t e1

u
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✻ ❊rr❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s e0λn
❡t e0λt

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✭❚❡st ✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✶✶✼



✶✶✽ ▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❆❉❆▼❙✱ ❘✳❆✳ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ◆❨✱ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❈❆✱

▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✼✺✳

❬✷❪ ❆♠♦♥t♦♥s✱ ●✳ ❉❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❝❛✉sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❛♥t ♣❛r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts

❞❡s ♣❛rt✐❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✱ q✉❡ ♣❛r ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s ❝♦r❞❡s q✉✬♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡✱ ❡t ❧❛

♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡✳ ▼é♠♦✐r❡s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞✁❡♠✐❡ ❘♦②❛❧❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s✱

P❛r✐s✱ ✶✻✾✾✳

❬✸❪ ❆♠r♦✉❝❤❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ❙❡❧♦✉❧❛✱ ◆✳❊✳❍✳ ❖♥ t❤❡ ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲

t②♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✳ ✸✱ ✺✽✶✲✻✵✼✱

✷✵✶✶✳

❬✹❪ ❆st♦r✐♥♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ●r❛♥❞♠♦♥t✱ ❈✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t

s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❬✺❪ ❆②❛❞✐✱ ▼✱ ●❞♦✉r❛✱ ▼✳❑✳✱ ❛♥❞ ❙❛ss✐✱ ❚✳ ▼✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ ❚r❡s❝❛ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❈✳❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱ ❙❡r✳ ■ ✹✸✺ ✸✹✽✱ ✶✵✻✾✲✶✵✼✷✱ ✷✵✶✵✳

❬✻❪ ❆②❛❞✐✱ ▼✳✱ ❇❛❢❢✐❝♦✱ ▲✳✱ ●❞♦✉r❛✱ ▼✳❑✳✱ ❙❛ss✐✱ ❚✳ ❊rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r
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❬✺✵❪ ●ér❛r❞✲❱❛r❡t✱ ❉ ❛♥❞ ❍✐❧❧❛✐r❡t✱ ▼✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ✉♣ t♦ ❝♦❧❧✐✲

s✐♦♥ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ s❧✐♣✳ ❈♦♠♠✳ P✉r❡ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✻✼✭✶✷✮ ✿✷✵✷✷✲

✷✵✼✺✱ ✷✵✶✹✳
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❙t♦❦❡s ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✾✳

❬✺✹❪ ●❧♦✇✐♥s❦✐✱ ❘✳✱ P❛♥✱ ❚✳ ❲✳✱ ❍❡s❧❛✱ ❚✳ ■✳✱ ❏♦s❡♣❤✱ ❉✳ ❉✳ ❛♥❞ P❡r✐❛✉①✱ ❏✳

❆ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ♣❛st ♠♦✈✐♥❣ r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛t❡ ✢♦✇✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
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t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■✱ ✶✾✾✽✳

❬✻✶❪ ●r❛♥❣❡r✱ ❙✳ ❈♦♠♠❡♥t é✈✐t❡r ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞✉ P♦♥t ❞❡ ❚❛❝♦♠❛ ❄✱ ❉❊❘✴❈❤❡r✱ ■◆■❙✲

❋❘✲✶✵✹✳

❬✻✷❪ ●r✐s✈❛r❞✱ P✳ ✿ ❊❧❧✐♣t✐❝ Pr♦❜❧❡♠s ✐♥ ◆♦♥s♠♦♦t❤ ❉♦♠❛✐♥s✱ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❙t✉✲

❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✹✳ P✐t♠❛♥ ✭❆❞✈❛♥❝❡❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ Pr♦❣r❛♠✮✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❆✱

✶✾✽✺✳

❬✻✸❪ ❍❛s❧✐♥❣❡r✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙t❡❜❡❧✱ ❏✳ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❧✐♣
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