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Résumé

Cette thése est consacrée a ’analyse mathématique et numérique d’un probléme
d’interaction fluide-structure stationnaire, couplant un fluide newtonien, visqueux et
incompressible, modélisé par les équations de Stokes 2D et une structure déformable,
décrite par les équations d’une poutre 1D. Le fluide et la structure sont couplés via
une condition aux limites de type frottement a l'interface. Dans ’étude théorique, nous
montrons un résultat d’existence et unicité de solutions faibles, dans le cadre de petits
déplacements, du probléme de couplage fluide structure avec une condition de glissement,
de type Tresca en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder. Dans I’analyse numé-
rique, nous étudions d’abord, 'approximation du probléme de Stokes avec la condition
de Tresca par une méthode d’éléments finis mixtes a quatre champs. Nous montrons
ensuite une estimation d’erreur a priori optimale pour des données réguliéres et nous
réalisons des tests numériques. Enfin, nous présentons un algorithme de point fixe pour
la simulation numérique du probléme couplé avec des conditions aux limites non li-

néaires.

Mots-clés : Interaction fluide-structure, loi de Tresca, probléme de Stokes, estimations
d’erreur a priori, éléments finis mixtes, condition Inf-Sup, théoréme de point fixe de

Schauder.






Abstract

This PHD thesis is devoted to the theoretical and numerical analysis of a stationary
fluid-structure interaction problem between an incompressible viscous Newtonian fluid,
modeled by the 2D Stokes equations, and a deformable structure modeled by the 1D
beam equations. The fluid and structure are coupled via a friction boundary condi-
tion at the fluid-structure interface. In the theoretical study, we prove the existence of
a unique weak solution, under small displacements, of the fluid-structure interaction
problem under a slip boundary condition of friction type (SBCF) by using Schauder
fixed point theorem. In the numerical analysis, we first study a mixed finite element
approximation of the Stokes equations under SBCF. We also prove an optimal a prior:
error estimate for regular data and we provide numerical examples. Finally, we present
a fixed point algorithm for numerical simulation of the coupled problem under nonlinear

boundary conditions.

Key-Words : Fluid-structure interaction, slip boundary condition of friction type,
Stokes equations, a priori error estimate, mixed finite element, Inf-Sup condition, Schau-

der fixed point theorem.
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2 Introduction

1.1 Motivations

Les problémes d’interaction fluide-structure se présentent quand un ou plusieurs
fluides sont en contact avec un solide (rigide ou déformable). L’évolution de chaque
milieu continu est dépendante de celle de 'autre. En effet, le fluide exerce des forces sur
I'interface fluide-solide et donc le solide se déplace ou se déforme sous leurs actions.
Réciproquement, le mouvement de la structure (le déplacement ou la déformation)
affecte ’écoulement du fluide.

De multiples problémes d’interaction fluide-structure sont présents dans plusieurs
disciplines, par exemple

— La recherche en biomécanique : déformations des vaisseaux sanguins en liaison

avec le cycle cardiaque, écoulement du sang dans les veines, écoulement particu-
laire des globules rouges dans le sang, etc..

— L’environnement : transport des produits fluides toxiques.

— L’aéroélasticité : I'écoulement de I'air autour d’ailes d’avions.

— En génie civile : le probléme de l'instabilité d’un pont suspendu sous l'effet

de vents forts ou le probléme de vibrations de tubes immergés dans un fluide

réfrigérant dans des centrales nucléaires.

Les phénoménes d’interaction fluide-structure sont parfois a 'origine de dysfonc-
tionnement de certains systémes. Rappelons a titre d’exemple la célébre catastrophe de
la rupture du pont de Tacoma en 1940 aux Etas-Unis « lorsque la vitesse de 1’écou-
lement du fluide (le vent) qui arrive sur l'obstacle (le pont, ici) dépasse une certaine
valeur critique, ce couplage "fluide-élastique” peut déstabiliser le mouvement vibratoire
en générant des oscillations de grande amplitude susceptibles d’entrainer la destruction
de la structure (pont) a plus ou moins court terme » [61]. La prédiction des problémes

d’instabilités provoqués par ces phénomeénes est donc d’une importance capitale.

Dans le passé, fluides et solides étaient traités d’une facon indépendante et seule
l'action d’un milieu (fluide ou solide) sur I'autre était prise en compte. Ce type de
prédiction peut introduire des erreurs considérables dans les résultats de la simulation
[49], d’ott I'importance de la modélisation des interactions entre les deux milieux.

Le développement de modéles mathématiques et numériques peut alors étre un
moyen d’aider a la compréhension de certains phénoménes physiques, mécaniques, bio-
logiques, etc.

La modélisation mathématique de ces problémes se fait dans le cas ou le mouve-
ment du solide est assez important de telle sorte que la déformation du domaine fluide
est considérée comme non négligeable. Le domaine occupé par le fluide est alors une

inconnue et le probléme couplé est ainsi non linéaire.
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Dans ’étude théorique (existence, unicité, régularité de solutions), une procédure
de point fixe est souvent adoptée (voir par exemple [23, 35, 55, 58, 57]), ce qui permet
de découpler les deux systémes, par exemple, de la maniére suivante : Soit b un dépla-
cement “admissible” de la structure. On résout, en utilisant le déplacement b comme
donnée, le probléme fluide. Ensuite, la solution obtenue du probléme fluide sera une
donnée pour la résolution du probléme structure, ce qui nous donne un nouveau dépla-
cement d. Ce déplacement est alors fonction de b, c.-a-d. d = S(b). Si 'application S
est bien définie et admet un point fixe alors, le probléme d’interaction fluide-structure
admet une solution. Dans le cadre de I'approximation numérique d’un probléme d’in-
teraction fluide-structure, la méme stratégie peut étre adoptée, c.-a-d. 'utilisation d’un
algorithme de point fixe pour chaque pas de temps [58, 76, 92, 29|.

Il existe une littérature importante concernant ’analyse mathématique et I’approxi-
mation numérique des problémes de couplage fluide-structure. Les premiers résultats,
dans le cas ot le fluide est visqueux et incompressible et la structure est un solide rigide,
ont été obtenus par Serre [106|, Weinberger [111] et Judakov [67]. Plusieurs travaux de
recherche se sont aussi intéressés a 1’étude des solides rigides en mouvement dans un
fluide newtonien, visqueux et incompressible dont le comportement est décrit par les
équations de Navier-Stokes (voir, par exemple, [30], [40],[108]). D’autres études ont porté
sur I'interaction entre un fluide et une structure élastique (par exemple, [31, 13, 88]).
Dans [55], I'existence d’une solution forte d’un probléme couplé fluide-structure, dans le
cas stationnaire, a été démontrée ou encore dans [21], Pexistence de solutions faibles est
prouvée pour un fluide couplé a une plaque en flexion. On peut citer [17, 74, 94] dans
le cas instationnaire, et |56, 47| dans le cas stationnaire, pour le probléme d’interaction
d’un fluide avec une structure tridimensionnelle élastique. Dans [26, 27| I'existence et
I'unicité d’une solution forte en temps petit pour des données réguliéres est démon-
trée pour les équations de Navier-Stokes couplées & celles de I’élasticité linéarisée ou
a un matériau de type Saint-Venant Kirchhoff. Dans [50, 51, 112, 86, 91, 10] un pro-
bléme d’interaction fluide-solide avec condition de glissement de type frottement est
étudié. Récemment, dans [87] 'existence d’une solution faible d’un probléme couplant
une structure élastique et un fluide incompressible avec une condition de glissement de

type Navier est prouvée.

En ce qui concerne ’analyse numérique des problémes couplés, dans le cas instation-
naire, on peut citer les travaux de [38, 39, 103, 104, 102, 105, 41, 101], ou les auteurs
se sont intéressés a la discrétisation en temps et en espace de ce type de systémes cou-
plés fluide-structure. On cite aussi Maury [84], Glowinski [54] ou encore Nobile [90] et

Bertoluzza [12] dans le cas d'un probléme d’interaction fluide-solides rigides.
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1.1.1 Conditions aux limites de glissement

Pour décrire I’écoulement d’un fluide dans une situation donnée, il est nécessaire de
préciser des conditions aux limites qui traduissent le comportement du fluide sur une
paroi solide, comme, par exemple, la condition de non-glissement ou d’adhérence a la
paroi.

Dans les problémes d’interaction fluide-structure, on impose souvent la condition
aux limites de non glissement au niveau de l'interface fluide-structure, qui caractérise
I’adhérence du fluide aux parois solides. Cette condition est acceptée a 1’échelle macro-
scopique, mais a 1’échelle microscopique, un glissement peut avoir lieu dans certaines
situations. Nous nous référons a [75] pour une apergue sur des expériences récentes qui
montrent la forte possibilité de glissement (dépendant de plusieurs facteurs) sur des
parois solides. Un autre exemple ol la condition d’adhérence n’est plus valide est I’
aérodynamique en haute altitude, comme Serrin ’a mentionné en 1959 dans son livre
[107]. Pour des justifications physiques des différents types de conditions de glissement,
on peut citer [93] et [64].

En hydrodynamique, Navier [89] puis Maxwell [85] sont les premiers qui ont proposé
de remplacer la condition aux limites de non glissement par la condition aux limites

plus générale suivante :
a'Ut
vy = b—, 1.1
! 0z (1.1)
ou b est la longueur de glissement, et v; est la composante tangentielle de la vitesse.
[’équation (1.1) peut étre vue comme une position effective de I'interface. La longueur
de glissement b est la distance a laquelle I'extrapolation linéaire du profil de vitesse

vient s’annuler, comme le montre la figure 1.1

\

b=20 7/11)

FIGURE 1.1 — La longueur de glissement b
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1.1.2 Condition aux limites de glissement de type frottement

Les premiers travaux sur le frottement ont été réalisés par Leonard de Vinci [28].
Il donne ainsi la premiére valeur du coefficient de proportionnalité entre la force de
frottement et le poids du corps. Ces travaux furent ensuite développés par Amontons
dans [2] puis formalisées par Coulomb dans [25].

Plusieurs lois de frottement entre solides existent, par exemple la loi de Coulomb et
la loi de Tresca [36]. Nous allons énoncer la loi de Tresca, adaptée au glissement d’un
fluide sur une paroi I'.

Loi de Tresca :

La condition de frottement de Tresca est :

(o <g surT

Si ||o¢]] < g alors u; =0 sur I'

| Si ||ov]| =g alors uy = —Aoy sur I avec A € Ry

oll g, est la contrainte tangentielle du fluide sur I, u; est la vitesse tangentielle du fluide
et g, le seuil de glissement, est une fonction de I' dans R, connue et indépendante
de la contrainte normale du fluide 0,. Dans la condition de Tresca, la magnitude des
efforts tangentiels ne peut pas dépasser le seuil g. Le glissement se produit lorsque le
seuil est atteint, c.-a-d. quand ||oy|| = g. La vitesse tangentielle est alors proportionnelle

a l'effort tangentiel (avec signe opposé).

A oy(u)

FIGURE 1.2 — Graphique de la loi de Tresca

Dans [95] et [63] d’autres conditions aux limites de type frottement sont présentées.
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En ce qui concerne 'analyse mathématique du probléme de Stokes avec la condition
de Tresca, on peut citer les travaux de Fujita [43, 46, 45, 42| (ou 'auteur étudie 1’exis-
tence de solutions faibles) et de Saito [100| qui s’est intéressé a I’étude de la régularité
de la solution faible pour le méme type de probléme (dans le cas stationnaire). Dans
[70], Pexistence d’une solution forte du probléme de Navier-Stokes avec la condition de
Tresca a été démontrée. Nous citons aussi [97, 98, 14, 16, 15].

Dans I’étude numérique, plusieurs travaux ont porté sur I'approximation numérique du
probléme de Stokes et de Navier-Stokes avec la condition de Tresca en régime station-
naire et instationnaire (voir, par exemple, |6, 71, 33, 34, 32, 79, 77, 82, 81, 68]).

D’autres études ont été faites avec un glissement donné par différentes lois de frot-

tement, nous citons [3, 66, 109] ou la loi de Navier a été considérée, ou encore [24, 96]

dans le cas de la loi de Coulomb.

1.2 Objectif de la thése

La plupart des travaux mathématiques sur les problémes d’interaction fluide-struc-
ture ont considéré une condition aux limites de type adhérence a la frontiére déformable
pour les champs de vitesses du fluide (c.-a-d. une condition aux limites de type Diri-
chlet homogéne ou non-homogéne). Mais, dans certaines applications (par exemple,
dans I'étude de I'écoulement du sang dans une artére athérosclérosée, voir [100, 44]) il
serait possible d’imposer d’autres type de conditions aux limites, comme les conditions
de glissement de type frottement, afin de pouvoir tenir compte d’autres phénomeénes
physiques qui sont négligés avec la condition d’adhérence.

Ainsi, on étudiera dans cette thése un probléme d’interaction fluide-structure avec
une condition de frottement de type Tresca au niveau de l'interface entre le fluide et la
structure. Compte tenu de la complexité du systéme couplé, on focalisera notre attention
sur le cas stationnaire et on considérera un fluide visqueux et incompressible, dont le
mouvement est régi par les équations de Stokes en dimension deux, et une structure en
dimension un, dont ses déplacements sont décrits par ’équation d’une poutre.

L’objectif de cette thése est 'analyse mathématique et 'approximation numérique
d’un probléme de couplage fluide structure stationnaire avec des conditions aux limi-
tes non linéaires. Pour la partie théorique, cette thése s’inspire du travail fait par C.
Grandmont dans [60], o I'auteur a montré un théoréme d’existence et unicité d’une
solution forte d’un probléme de couplage stationnaire entre les équations de Stokes
bidimensionnelle et les équations d’une poutre monodimensionnelle, en imposant une
condition de Dirichlet homogéne sur I'interface fluide-structure.

Pour la partie numérique, on étudie d’abord 'approximation du probléme fluide avec
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une condition aux limites de type frottement en utilisant une méthode des éléments finis
mixtes. En s’inspirant de [6], on obtient une estimation a priori optimale de Perreur
d’approximation. Ensuite, pour la résolution du probléme d’interaction fluide-structure

stationnaire, on utilise une méthode de point fixe comme dans [§].

1.3 Plan de la thése

Dans le chapitre 2, on présentera le probléme mathématique qu’on va étudier et on
introduira les différentes formulations variationnelles du probléme de Stokes avec une
condition de Tresca récrit dans une configuration de réference (inégalité variationnelle
et formulations variationnelles mixtes a 3 et 4 champs)

Dans le chapitre 3, on montrera, en utilisant un argument de point fixe, un résultat
d’existence et d’unicité d’une solution faible du probléme d’interaction fluide-structure
introduit dans le chapitre 2. .

Le chapitre 4 est consacré a 1’étude de 1'estimation d’erreur a priori de ’approxima-
tion par la méthode des éléments finis du probléme Stokes avec condition de Tresca :
on présentera une formulation variationnelle mixte & quatre champs dont on montre
qu’elle vérifie la condition "Inf-Sup" de Brezzi-Babuska, ensuite on approchera le pro-
bléme fluide continu par une méthode des éléments finis mixtes P;-bulle pour la vitesse,
Py pour la pression, et P; pour les multiplicateurs normal et tangentiel, et on mon-
trera par la suite que le probléme discret ainsi obtenu est bien posé. Pour des données
réguliéres, une estimation a priori optimale est obtenue.

Le chapitre 5 est consacré a la présentation de simulations numériques du probléme
de couplage fluide-structure stationnaire avec des conditions aux limites non linéaire
de type frottement, ainsi que I’étude numérique de l'ordre de convergence de lerreur
d’approximation de la méthode des éléments finis présentée dans le chapitre 4.

On finira par présenter quelques problémes, encore ouverts, concernant I’étude nu-

meérique et théorique de ce type de probléme.
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10 Présentation des problémes étudiés

Dans ce chapitre, on présente les problémes auxquels on s’intéresse dans le cadre de
cette thése. Pour commencer, on rappelle quelques notions et résultats fondamentaux

d’analyse fonctionnelle utilisés dans ce travail et on précise quelques notations.

2.1 Notations et préliminaires

2.1.1 Notations

Dans ce qui suit, Q désigne un domaine borné de R? muni de la mesure de Lebesgue
et & frontiére lipschitizienne 9€2. La norme euclidienne de z € R? sera notée |x|.
On note L?(2) l'espace classique de Lebesgue des fonctions de  dans R a carré

intégrable et [|.||;2(q) sa norme induite par le produit scalaire usuel

(7 q) = / p(e)a(x) de ¥(p,q) € IA(Q) x L*(Q),

la norme associée ||.||2(q) est
e ), ol = ([ o)l )"
On introduit L2(2) le sous espace fermé de L?(€2) défini par :
L3(Q) = {p c L*(Q); /dex = 0} .
Pour une fonction g : I' C 92 — R telle que g > 0 sur I', on définit ’espace L;(F) :
L)) = {e; PR 0l = /Fg(s)|9(s)| dr < oo} |

et son dual Ly°(T) [43, Lemme 2.1] par

9

L) = {6’: ' =R ; [|0]|cc = supess,cp 16(s)] < oo} .

On utilisera fréquement les espaces de Sobolev classiques H™(€2), m € N :
H™(Q) = {v € L*(Q); D*v € L*(Q) pour |a| = Zal < m}

. : 0
o a = (;)i=12 € N? et D* représente la dérivée partielle 97 95? avec 9; = Ere
L

H™(Q) est muni de la norme suivante :
1/2

lullmey = | D ID%ulfaq

0<|a|<m
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On note H{'(§2) Padhérence de D(2) dans H™(2) ou D(Q2) est 'espace des fonctions
indéfiniment différentiables a support compact dans €.

On considére en particulier I'espace
Hy(Q) ={ue H(Q); upo =0},
et son dual H~1(Q).

Comme dans Grisvrad [62], 'espace de Sobolev d’ordre fractionnaire H*({2) avec s €
R, \ N, est défini par :

HS(Q) — {u e Hm<Q) ; |8°‘u(m) B aau(y)’

vy € L*(Q2 x Q) pour |a| = m} ,

ol s = m + o, m représente la partie entiére de s et o € [0, 1] sa partie fractionnaire.

L’espace H*(Q2) est muni de la norme

1/2
_ 2 |0°u(z) — 0“u(y)|*
Hﬂmm—HWmm+%;Lé ey |
ol le terme 0%u(x) — 0uy)P
“u(xr) — 0%u(y
Uy = dxdy,
om X[ s

|a|=m
est la semi-norme sur H*(f2), connue comme la semi-norme de Gagliardo. On note
C*(Q) I'espace des fonctions k-fois continiment différentiables sur (2.
On désigne par C*7(Q) pour k > 0 et n €]0, 1], I'espace des fonctions dans C*(€2)

telles que leurs dérivées k-éme sont n-holdérienne, c.-a-d. :
Ck1(Q) = {u € C*(Q) ; T une constate C' > 0 telle que Va, y € Q |u(z)—u(y)| < Clz—y|"}.

Soit I une partie du bord de Q, on définit I'espace H'/?(I') comme I'espace des

restrictions & I' des fonctions de H'/2(9€2), muni de la norme

/2
|u(z) — u(y)l? 1
follry = (e + [ [ =20 away) 1)
rJr |z =yl

On note ¢(z) = d(z,dl'), on désigne par HééQ(I‘) I'espace des traces sur I' des
fonctions de H'(€) nulles sur 9Q \ T [72]. Hégz(f‘) est un espace de Sobolev muni de la

norme
A u(z)?
wmﬁm—(mmwm+éz@yw

Une fonction de cet espace peut s’étendre & JQ par zéro en un élément de H'/2(99).

1/2
. (2.2)

L’extension d’une fonction 1), notée 1, est

@:{w si zel,

0 sinon.
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et ¢ € HY*(T) si et seulement si ¢ € H/2(99).
Pour une présentation détaillée des opérateurs et des espaces de trace, on se référe a
[72], |83] et [1].

On note par H-Y2(T) (respectivement H, /*(I')) le dual topologique de HY2(T')
(respectivement de HS({Q(F) ) et par < .,. > le crochet de dualité.

On introduit les normes suivantes

_ < W, >
Vae HPW), pllgoee = swp i
veH/2(T) ; v£0 ||U||H1/2(r)

< v >
Va€ H'PD), Nllyomg = swp e
* veHl/Q( T) ; v£0 ||U||H1/2 )
On définit également les normes sur les espaces produits cartésien de k espaces vectoriels

et sur les matrices :

2

m 1/2

Vv = (o1, o) € (H™Q)S IVIlam@ps = (D loillfme)
i=1

1/2
Yo & (Y00, Vs Z o) 72
- /
_ 1/2
Vv € (H 1/2(1—‘))!“7 HV”(H—I/Q(F))k = (Z HUZ'H?_I,UQ(F)) ,
=1

2
m 1/2
VA = (a;)ijm12 € (H™()Y [Allgm@p = (D laiilime) o

ij=1

Finalement, notons H*(Q2) = (H*(Q2))? pour s € R*, L2*(Q) = (L*(Q))?,

() =)z, ()r = ()2,

et <.,. >127=< .. > 362(F) .

2.1.2 Quelques résultats préliminaires

On énonce quelques résultats utiles dont on aura besoin dans la suite :

Lemme 2.1.1 Sim > 1, et si Q est un ouvert de R?, alors H™(Q)) est une algébre :
soient A € (H™(Q))* et B € (H™(Q))?* alors il existe K > 0 tel que

|AB(zm @y < K[| Al zm @) 1Bl (zm @y
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Lemme 2.1.2 H™(Q), pour m > 1, est un multiplicateur de H*(Q) : si f € H™(Q) et
g € HY(Q) alors fg € HY(Q) et il existe une constante C > 0 telle que :

I fallar@y < Clfllam@llalla@)-

Les preuves des Lemmes 2.1.1 et 2.1.2 se trouvent dans [1]. On aura besoin aussi du
resultat suivant (voir [18], [20])

Proposition 2.1.1 Soient E, F et G trois espaces de Banach.
Soit B une fonction bilinéaire continue de E X F' & valeurs dans G.
Si (up)n C E converge faiblement vers u, et si (v,), C F converge fortement vers v,

alors B(uy,v,) converge faiblement vers B(u,v) dans G.

Finalement, on énonce le Théoréme de point fixe de Schauder, qui sera utilisé dans

la preuve d’existence d’une solution du probléme couplé fluide-strucutre :

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de point fixe de Schauder) Soient E un espace de
Banach et F' un ensemble fermé convexe et non vide de E. Soit T une application

continue de F dans F telle que T(F') est relativement compacte. Alors, T a un point
fixe dans F.

On renvoie a [52] pour plus de détails sur le Théroréme 2.1.1.

Définition 2.1.1 [20] Soient E, F deuz espaces de Banach, on dit qu’un opérateur
T € L(E; F) est compact si T(Bg) est relativement compact pour la topologie forte. En
d’autres termes, on dit que T est compact si, pour toute suite bornée (x,)nen dans E,

la suite (T(xy,))nen admet une sous-suite qui converge.

2.2 Problémes d’interaction fluide-structure avec condi-

tions non linéaires

On commence par introduire le probléme couplé d’interaction fluide-structure sta-
tionnaire avec des conditions aux limites non linéaires de type frottement. D’abord, on
posera deux problémes d’interaction fluide-structure avec des conditions aux limites de
type glissement (Slip), ensuite un probléme avec des conditions de type pénétration
(Leak). Le fluide est supposé Newtonien, homogeéne, visqueux et incompressible. On
suppose aussi que sa viscosité est grande ou la vitesse d’écoulement est trés petite et
son comportement est donc gouverné par les équations de Stokes avec les conditions
non linéaires (Slip ou Leak) imposées sur une partie I' du bord 9Q de Q C R2. Cette
partie du bord représente 'interface de contact avec un matérieau élastique, suscetible
de se déformer sous l'effet des forces extérieures et des contraintes exercées par le fluide.

La structure est monodimensionnelle et décrite par les équations d’une poutre.
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2.2.1 Présentation des problémes

Soit 2 =]0, 1[* le carré unité, de frontiere OQ constituée par deux parties disjointes

I' et I'p telles que

La partie I' =]0, 1[x{1} est constituée d’un matériau élastique, tandis que I'p, qui
correspond aux trois cotés du carré, est supposé rigide. Soient f; € L?(R?) et f, € L*(I),
les champs de forces extérieures agissants sur le fluide et la structure, respectivement.
Le mouvement de la structure (déplacement de la structure), sous I'effet de ces forces,
induit un changement de la frontiére du domaine fluide (déplacement de 'interface),
on note Q(d) le domaine fluide déformé (configuration déformée), image de € par une

application dépendant du déplacement du matériau élastique.

©(d)
T Ty 7
1.1) I ?(d)(F{)/ :
Q o o(d)(Q)  |Tp

(0,0) (1,0)

FIGURE 2.1 — Le domaine de référence et le domaine déformé

Les équations du fluide sont donc posées dans Q(d) (en coordonnées Euleriennes), en
revanche les équations de la structure sont écrites dans la configuration de référence (en
coordonnées Lagrangiennes). Soient v > 0 la viscosité du fluide et g € L*(T'), g > 0 p.p.
la fonction seuil pour la condition de Tresca. On désigne par v la vitesse de I’écoulement
du fluide, par p sa pression et par d le déplacement du matériau. Le systéme couplé

est :
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Probléme S1

15

—vAV + Vp f; dans Q(d), (2.3)
div(v) 0 dans Q(d), (2.4)

v 0 sur I'p(d), (2.5)

v-n 0 sur I'(d), (2.6)

| (/D) -t |< 7, (o) -t (v-t)+glv-t| =0 sur [(d), (2.7)
= fs +(T3(v.p))2 dans]0,1], (2.8)

d(0) = d(1) = 0, 8,d(0) = 9,d(1) =0, (2.9)

ol n et t sont respectivements le vecteur normal extérieur et le vecteur tangent a I'.

On note on la contrainte normale du fluide exprimée en coordonnées Euleriennes
om=v(Vv)n—pn
et ¢ la fonction seuil en coordonnées Euleriennes

g(x,1+d(x)) =g(z,1).

La composante normale de la vitesse v - n est nulle sur f(d), ceci traduit la non péné-
tration du fluide dans la structure, et la composante tangentielle v -t satisfait la loi de
Tresca (2.7). Finalement, (77(v, p))2 dans (2.8) représente la composante verticale de la
contrainte exercée par le fluide sur le matériau élastique réécrite dans la configuration
de référence.

Probléme S2
Les équations (2.3)-(2.7) qui modélisent le fluide, introduites dans Probléme S1, res-

tent inchangées et sont couplées avec les équations de la structure suivantes

02d, '+ (T¢(v,p)): dans]0,1], (2.10)
dady = f2+ (Ty(v,p))2 dans]0,1], (2.11)
d(0) =d(1) =0, 0,d2(0) = 9,do(1) = 0, (2.12)

ol d; est le déplacement longitudinal et do est le déplacement transverse.

Remarque 2.2.1 Si on considére les équations (2.10)-(2.12), I’étude de ’existence de
la solution du Probléme S2 nécessite dans ce cas, plus de réqularité sur la solution du
probléme fluide (2.3)-(2.7).
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Probléme Leak
On considére dans ce systéme couplé, une condition aux limites de type pénétra-
tion ("leak boundary condition”, voir [43, 100]) imposée au niveau de Uinterface fluide-

structure. Le systéme couplé est :

—VAV +Vp = f; dans Q(d), (2.13)
div(v) = 0 dans Q(d), (2.14)

v = 0 sur I'p(d), (2.15)

v-t = 0 sur I'(d), (2.16)

| (o/n) -n|< 7, (o/R)-0(v-0)+glv-al=0 sur I(d), (2.17)
did = f+ Ts(v,p) dans]0,1], (2.18)

d(0) =d(1) =0,  9,d(0) = d,d(1) =0, (2.19)

ot dans la condition Leak (2.16)-(2.17), 1 et t sont respectivements le vecteur normal
extérieur et le vecteur tangent a I'. La condition aux limites (2.16)-(2.17), imposée sur
le bord T'(d), est décrite de la facon suivante :

— une condition de non glissement du fluide v.t =0,

— la composante normale de la vitesse v - n satisfait la condition de pénétration
(Leak) :

> Lorsque la composante normale du vecteur des contraintes on atteint le seuil
g, le fluide pénétre dans la structure et la contrainte normale s’oppose a la

vitesse.

> Lorsque oyn n’atteint pas g, le fluide colle a la paroi de la structure et la

vitesse est ainsi nulle sur le bord I'(d).

Dans le chapitre 3, on s’interesse a ’étude de I'existence et I'unicité de la solution
du Probléme S1, et dans le chapitre 4, on présente les simulations numériques des
problémes Probléme S1, Probléme S2 et Probléme Leak.

Remarque 2.2.2 La condition de glissement de Tresca utilise le tenseur de contraintes
symétrisé o = 2pe(v) — pl avec e(v) = 1/2(Vv + VV?'), le tenseur tauz de déformation
([43]). Ici, on a choisi de travailler avec le tenseur de contraintes non symétrisé o =
uNv —pl, car, comme on vera par la suite, le changement de variable pour passer du
domaine inconnu @(d) au domaine de réference ) sera simplifié. Cépendant, ce modéle

reste moins fidele a la réalité physique.
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2.2.1.1 Changement de variable

Afin de travailler dans un domaine connu, on reécrit les équations du fluide (2.3)-
(2.7) dans la configuration de référence €. Pour cela, on utilise un changement de
variable ® défini a 'aide d’un opérateur de relévement R de OS2 sur €2 de la maniére
suivante : pour un déplacement donné d, défini sur ', on pose ®(d)(z,y) = (z, y +
R(d)(z,y)), (z, y) € Q, ou d a été prolongé par 0 sur I'p. La trace de ®(d) sur I' est

égale au vecteur (z, 1+ d(x)). On note que
(d)(Q) = Q(d) et ®(d)(I) = I(d).

On introduit dans ce qui suit 1’élément de surface dz au point T = ®(x) de la confi-
guration déformée, et I’élément de longueur da au point @ = ®(a) du bord déformé T,

donnés par les formules classiques suivantes [22] :
dz = det(V(®(z)))dz,
nda = cof(V(®(z)))nda,
da = |Gn|da.
Ou 11 et t sont respectivements le vecteur normal extérieur et le vecteur tangent a f, n

et t sont la normale et la tangente & I" et cof(V (P (z))) désigne la matrice des cofacteurs

de la matrice V(®(z)) donnée par
Cof(V(0(x))) = det(V(®(2)))V(B(x)) .

On commence par faire le changement de variable sur la premiére équation du pro-
bléme fluide :
—VAV + Vp = f; dans Q.

Soit A un sous domaine de €2, on en déduit de la formule de changemet de variable

et du théoréme de la divergence :

/ ffdf+/ div(vVv —pl)dz =0,
B(A) B(A)

ce qui implique :

/(ffocb)(x)det(V(CD(x)))dx+/ (vVv —pl)nda =0,
A dD(A)

on a donec :

[0 @V @@) o+ | @IV@() - p(B)eol( T (@(2))nda =0,

0A
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on obtient ainsi :

/A (£0®) (2)det (V (B(z))) da+ / (W (vod) (2)V(®(x)) " = (pod) ())cof (V(P(x)))n da = 0.

0A

Les nouvelles variables sont alors :
w=vo®d g=pod.
On introduit X le tenseur de contrainte définit sur €2 par :
Y= —-v(FV)w+qG.

Ou G = cof(V(®)) et F =V (®(z))"'G qui est une matrice symétrique.

Le vecteur contrainte Xy, est donné par
Eﬁn = Zfl’l.

On définit 'opérateur (F'V) par :
2
(FV)w);; = Z F; ;0w pourl, i =1, 2.
j=1

On obtient d’aprés ce qui précéde :
/ (£} 0 ) (2)det (V(D(x))) dz + / (=) da = 0,
A 0A

le domaine A étant arbitraire et ceci implique que le tenseur ¥y vérifie I’équation sui-

vante :

—div(Xy) = (ff o ®)det(VP) dans .

Maintenant pour le terme div(v) = 0 dans ®(£2), on a :

/ div(v)dz = v.nda

o(A) D(A)
(vo®).Gnda

A

div(G'w) dz.

I
T—— o

On obtient ainsi :
div(G'w) = 0 dans €.

La condition de non pénétration du fluide imposée sur le bord I', v-n = 0, est alors :

w.Gn =0 sur I.
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Chaque vecteur défini sur le bord I' s’écrit désormais dans une base orthonormée

n Et
Gnl et son orthogonal Et) En effet, soit (g;;)1<ij<2 les

composantes de la matrice G, on a d’une part

locale formée par le vecteur

n,

tda = N )da

0 1 n

} ) ( . ) .
-1 0 115))
0 1

= >Gnda

-1 0

922 —G21 ny
= = da
—012 911 ) ( -1 )

= cof(G)tda.

On note E = cof(G). D’autre part, comme da = |Gn|da = |Et|da, il vient que

o Bt
Bt

On en déduit que la base (]:v, n) sur I se transforme en une base locale orthonormée

Et
sur I' définit par (_|Et| , —éi,)
®(d)

n VY
1 1) > /
(O, 1) \ ( ’ \(L / /IZ/ &
Nl
-ﬁt
I'p o(d)(2) |I'p
(0,0) (1,0)

FIGURE 2.2 — La base locale (Gn, Et)

On passe maintenant au changement de variable de la condition de glissement impo-

sée sur la partie déformable I'. On a déja montré que I'expression du vecteur contrainte
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osn, réécrit dans la configuration de référence, est donnée par le vecteur ¥, = 3n.

La condition
(om) T <3
(afﬁ) t(v-t)+glv-t] = 0
s’écrit alors sur I :

Bt
Y=
Rl

IA
@

(S) Et Et Et
Ef~(@)w~(@) +9|W-(@)|

1
En multipliant la premiére équation du systéme (S) par —— et en choisissant g tel que

|Et]
g=g|Et| ou g e L*(T), (S) devient :
| S0 (EY) | .
g~ 7 <
|Et|2 =~ g
Y- (E1) .
———— w.(Et (Et)] = 0.
220w (B) + i (B0)

On obtient ainsi le probléme couplé suivant :

Trouver (w, q,d, ) tel que

—vdiv((FV)w) + (GV)q = (f; o ®)H (d)dans €,
div(G'w) = 0 dans ©,

w =0 sur ['p,

w.Gn = 0 sur I,

| 2f,n‘(E]t) | ’S g) Ef,n‘(Ejt)

EtP AP w.(Et) + glw.(Et)| =0sur T
did+a = fo+[Spa)2 dans |0, 1], (2.20)
d(0) = d(1) = 0, 9,d(0) = 0,d(1) =0 (2.21)

/1d(:1:)dx = 0, (2.22)

ou H(d) = det(V(®(d))), a € R est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte
de conservation de volume (2.22). Les matrices provenant du changement de variable
sont bien définies si la transformation ®(d) est au moins un C!-diffeomorphisme pour

des déplacements choisis dans des espaces convenables.
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Remarque 2.2.3 Noter que la constante additive de la pression est déterminée, car
on a ajouté, au probléme de la structure, la condition (2.22) qui permet d’assurer la

conservation du volume de la cavité déformée die a lincompressibilté du fluide.

2.2.1.2 Difficultés

Le systéme couplé pose des difficultés du point de vue de 'analyse mathématique
ainsi que de I'implémentation numeérique. La difficulté majeure réside dans la démons-
tration de I'existence de solution car le systéme est non-linéaire. Il existe deux types de
non-linéarités : la condition aux limites de type Tresca ou de type pénétration (Leak)
posée au niveau de I'interface fluide-structure et les non-linéarités de type géométrique
dies au fait que le domaine fluide est une inconnue et dépend du déplacement de la
structure. En effet les équations de fluide sont écrites en coordonnées Euleriennes (le
domaine du fluide n’est donc pas fixe car la structure se déforme ou se déplace) tan-
dis que les équations de la structure sont écrites en coordonnées Lagrangiennes. D’un
point de vue numérique, la difficulté vient également des non-linéarités, plus particu-
liérement, comment peut-on gérer l'interface déformable et comment peut-on traiter
numériquement la condition aux limites non-linéaire ?

Dans la section suivante, on présente les différentes formulations variationnelles du
probléme fluide avec la condition aux limites de type Tresca réécrite dans la configura-

tion de référence.

2.3 Formulations variationnelles du probléme de Stokes

avec conditions Slip

Soit f € L%*(Q). Soient A, B et C' des matrices 2 x 2 & coefficients variables. On

considére le probléme de Stokes généralisé avec condition de glissement de Tresca :

([ —vdiv((AV)w) + (BV)q = f dans Q,
div(B'w) = 0 dans Q,
(P) w = 0 sur FD,
w.(Bn) = 0 sur
[ X (CE) | _ Y- (Ct) s
’ < : (Ct (Ct)| = r
0 <5, 2 w(Ct) + gw(Col =0 surT

ou Xy, =v((AV)w)n — ¢(Bn).

Le cadre fonctionnel approprié a la résolution du probléme fluide (P) consiste a
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travailler dans un sous espace Vg, de H*(Q) défini par :
Ve, ={u €V ; u(Bn)|r =0},
ou
V={ueH(Q) ; ur, =0}
On introduit le convexe fermé (@) :
Q={neL*); [ul <G, pp. . surl} C HVA(T).

On définit les formes bilinéaires a : Vg, x Vg, — Ret b : L3(2) x Vg, — R et la

fonctionnelle convexe et non-différentiable 7 : Vg, x Vg, — R, par :

a(w,v) = /Q(AV)W : Vvdz,
b(q,v) = —/Qdiv(Btv)q dz,

i(ven) = / Glvea] dT.
T

Dans ce qui suit, on présente les différentes formulations variationnelles du probléme
().

Probléme 1 Trouver (w,q) € Vg, x LZ(Q) tel que

(a(w,v)+b(v,q) — (Sce(w),vee)r = (£,v) Yo € Va,
b(w,p) = 0 Vp € L§(Q)

P) D -
. % €L*(Q), [EBa(w)] < g p.p. sur I
\ ict(w)wct + glwet] = 0 p.p. sur I,
= Y (Ct
ol Yey(w) = %, vor := v.Ct.

On note que Sey(w) € L2(T) et done (Sce(w), ver)r a ainsi un sens.

Probléme 2 Trouver (w,q) € Vg, x L%(Q) tel que
a(w,v—w)+b(v—w,q)+j(vey) — j(wey) > (£,v—w) Vv eV,
(P2)
b(w,p) = 0 Vp € LL(Q).
Probléme 3 Trouver (w, (q,\)) € Vg, x L3(Q) x Q tel que
a(w,v)+b(v,q) + (Nver)r = (£,v) Vv e Vg,
(Ps3) bw,p) = 0 Vp € L5(9) -
(w—=Awe)r < 0 Ve



2. Formulations variationnelles du probléme fluide 23

Remarque 2.3.1 La condition :

b(w,p) = 0 Vpe L§()
(w=Aw)p < 0 VueQ@,

est équivalente a la condition :

bi((p—qgp—A),w) < 0  V(ipu €A

avec
bi((g,\), w) = —(q, div(B'w)) + / Ao dT,

r
et A= L3(Q) X Q, un conveze fermé de L3(Q2) x L*(T).

Formule de Green. Si (w,q) € H*(Q) x H*(Q) tels que div(B'w) =0 et wir, =0

alors par integration par partie, on obtient :
(—v(AV)w + (BV)q,v) = a(w,v)+b(v,q) — / Yrpvdl Vv eVl (2.23)
r

L’intégrale qui apparait dans (2.23) est bien définie car le vecteur contrainte X, €
H,/*(T') ¢ L4(T'). Mais, si la solution (w, q) est de régularité de type H'(Q) x L2(Q)
alors X ¢,, est vu comme un élément de 'espace dual H;UQ(F) et il est défini de la fagon

suivante

Définition 2.3.1 Soit (w,q) € H'(Q) x L*(Q) tels que div(B'w) =0 et wyr,, = 0.
On définit Xy, = (icu f]Bn) € HIUQ(F) par :

< Ty = a(w,v) +b(v.q) ~ (V) W eV,
En particulier,

< zN]Ctyth > = CL(WvV) + b(V, q) - (f7 V) Vv e VB”’
< i/]Bn;UBn > = CL(WaV) + b(V, Q) - (f7 V) Vv e VCt’

L= me.Bn
oU Xp, = | Bnf?

et Vor ={ue€ H(Q); ulr, =0, u.(Ct)|r =0}.
On énonce le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 On a

Q={nel’); /FuwdF—/Fﬁlw! A <0vpeI?(M))  (2.24)
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Preuve. Voir annexe. 0
Le résultat suivant, met en évidence I’équivalence entre les différentes formulations

variationnelles.

Théoréme 2.3.1 les problémes (Py), (P) et (Ps) sont équivalents dans le sens suivant :

(a) (w,q) € Vg, x L3(Q) est une solution de (Py) si et seulement si (w,q) est une
solution de (Py).

(b) Si (w,(q,\) € Vg, x LE(Q) x Q est une solution de (P3) alors (w,q) est une
solution de (Py).

(c) Si(w,q) € Vg, x L3(QQ) est une solution de (Py) alors il existe une unique \ € Q
tel que (w,q,\) est une solution de (Ps).

Preuve.

(a) On suppose que (w,q) € Vg, x L3() est une solution du probléme (P) :
on a
a(w,v) +b(v,p) — (Zce(W),vee)r = (£, v) Vv € Vp,. (2.25)

(
Soient w et v € Vg, posons I = [, iCt(th — wey), on a :
- / Ferver — wer) + / 3(Jver] — [werl) — / 3(Jver] — [wed),
— [ Sewei+ [Ghveil - [ Flvel ~ e (car Ecvin + 3hwcd <o)
= /riCtUCt + /F/g\|UCt’ — j(ver) + j(wey).

Comme

/ Scwer > — [ [Solved]
T

Par conséquent
/iotUCt + /§|U0t| >0 Vv e Va,
r r

donc
I= [ Seutver - we) 2 jlwen) - j(vey) (2.26)
r
en remplacant v par v — w dans (2.25) et d’aprés (2.26), on obtient I'inéquation
du probléme (FP).

Réciproquement, montrons que la solution du probléme (P,) est une solution du
probléme (P).
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La preuve est similaire a celle qui a été faite dans I’article dans [44]. On suppose

que (w,q) € Vg, x L3(Q) est une solution de

a(w,v = W)+ b(v = w,q) > (£,v = w) — j(ver) + j(wer) W € Vi,

b(w,p) = 0Vp € Lj(Q).

(2.27)
D’apreés la Définition 2.3.1, on a :
< Sy, ver >=a(w,v) + b(v,q) — (£,v) Vv € Vg, (2.28)
En utilisant (2.28), I'inégalité variationnelle (2.27) se réduit a
Trouver (w,q) € Vg, x L3(Q) tel que
< e, Vor — Wey > +j(ver) — jlwey) > 0 Vv € Vg, (2.29)
| b(w,p) = 0Vp € L§(Q).
D’aprés (2.29), on obtient pour tout v € Vg,
— < Sepvor — wep > < Jj(ver) — j(wey) < /F§|th — wey, (2.30)
en particulier, pour v+ w € Vp,, on a
— < S v > < /F§|v0t| Vv € Vg,
or vey € HY*(T) alors on en déduit
Va € HYAT) — < Sopa>< /F§|a|, (2.31)
d’ou
Va € H)*(T) | < S, > | < /nga| (2.32)

D’aprés (2.32), on a (voir Fujita [44])
Xcel <G pposurT.

Enfin, montrons que :

Yorwer + /g\|w0t| =0.

1. (2.31) vient du fait que pour tout a € H(%Q(l"), il existe un élément v € Vp,, vérifiant vey = .

La preuve de ce résultat est faite dans le chapitre 2.
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Si on utilise, dans (2.29), v = 0 puis v = 2w, on obtient :

/ithCt + /§|w0t| = 0. (233)
r r
Comme

| St [<G pop.sur T (2.34)
alors, en multipliant (2.34) par |wcy|, on obtient

Scrwer| < Ghwer| pop. sur T,
d’ou
Yerwer + glwee] > 0 p.p.sur I,

on conclut alors d’aprés (2.33) et (2.34)
Sorwer + glweel =0 p.p. sur T.

(b) On suppose que (w,(q,A\)) € Vg, x L3(2) x @ est une solution de probléme
(Pg) On a

a(w,v—w)+b(v—w,q)+ j(vet) — j(wer) — (£, v —w)
(ver, M+ j(ver) Hwer, ANr — jlwer).-

N S
-~

>0

Montrons que (wet, AN)r — j(wee) > 0
ona (u— ANwey)r <0 Vu € Q. En particulier pour u = gsign(we:) € @, on
obtient

(@, [ wer r = jwer) < (A, wer)r,

d’ou
a(w,v—w)+bv—-—w,q)+ jver) — j(wer) — (£, v—w) > 0.

¢) On suppose que (W, q) € Vg, x L2(Q) est une solution du probléme (). D'une
0

part on a

alw,v—w)+bv—-—w,q > (f,v—w)—j(ve:)+ j(wee) Vv € Vp,.
En prenant +v + w comme fonction test, on obtient :

a(w,v)+b(v,q) +jlvey) = (£,v)VveVg,
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d’autre part, d’aprés (a), la solution de (P;) est une solution du probléme (P),

on a ainsi :
a(w,v) +b(v,q) — (Sce(w),ve)r = (£,v) Vv € Va,.
On en déduit alors que j(vey) = —(ECt,th)p, avec

5 ~ .
% € L), |Xct| <g pp.sur T,

on pose ainsi A = —Y¢y; € L*(T), avec [\ = |§Ct(u)| < g p.p. sur I', et don
Iexistence d’un A € () vérifiant
a(w,v) +b(v,q) + (N ver) 2y = (£,v) Vv e Vg,
I1 reste a montrer que (p — A\, wey)r < 0V € Q. En effet, on a
a(w,v) +b(v,q) + (N ver) ey = (£,v) Vv e Vg,
et
a(w,v—w)+bv—w,q) > (f,v—w)—j(ve) + jlwee) Vv € Vg,
On obtient

v —wedr < jlwer) — j(ver) = / G(|wer] — |vea]) W € Vi
T

en prenant v = 2w € Vp,, il vient que

(A wer)r > j(wey). (2.35)

On en déduit ainsi, d’aprés (2.35), l'inégalité suivante :

pour i € Q on a

(H - )‘? th)F = (,ua th)F - ()\7 th)I‘

IN

(1 wee)r — jlwer),

or comme /4 € (), on a ainsi

/uw - /mw\ <0V e IA(T),
T T

en particulier pour 1) = w¢y, on obtient
/MWCt < /§|w0t|-
r r

(Ma th)F - j(th) <0.

D’ou

Par conséquent
(1~ A\ we)r <0V € Q.
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O
Définition 2.3.2 On définit le Lagrangien L sur Vg, X A par la relation suivante :
1
Llw.(@.3) = golwow) — [ div(Bw)g+ [ o~ Lw).
Q r
On dit que (W, (p,\)) € Vg, x A est un point selle de L sur Vg, x A si
L(w,(q,p1)) < L(w,(q,A) < L(v, (g A), Vv € Vg, Y(g,p) € Q. (2.36)

Théoréme 2.3.2 (w, (q,\)) est une solution du Probléme 3 si et seulement si (w, (g, \))
est lunique point selle de L sur Vg, x A.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on traite le probléme de 'existence d’une solution faible du pro-
bléme d’interaction entre une structure déformable (modélisée par I'équation d’une
poutre 1D) et un fluide visqueux incompressible (modélisé par les équations de Stokes
2D) avec la condition aux limites non linéaire de type Tresca. Il s’agit du probléme S1
introduit dans le chapitre précedent.

Dans ce méme chapitre, aprés changement de variable, on introduit les équations
du probléme fluide dans le domaine de réference. Le probléme couplé fluide-structure
s’écrit :

Trouver (w, q,d, ) tel que

—vdiv((F(d)V)w) + (G(d)V)q = f dans Q, (3.1)
div(G(d)'w) = 0 dans €, (3.2)
w = 0 surI'p, (3.3)
w.(G(d)n) = 0 surT (3.4)
| Y- (E(d)) | -

f]E(d)t]Q < gsur (3.5)

Yin(E(d)t) N B
W(w.(]ﬂ(d)t)) +glw.(E(d)t)] = OsurT, (3.6)
ord+a = f,+[Ssn)e dans |0, 1], (3.7)
d(0) =d(1) =0, 0,d(0) = 0,d(1) =0 (3.8)

/1 d(z)de = 0, (3.9)
F(d) = V(2(d)) 'cof(V(®(d)),  G(d) = cof(V(®(d))),
E(d) = cof(G(d)), H(d) = det(V(®(d))),

et Xr, = (V(F(d)V)w)n—q(G(d)n) est le vecteur de contrainte normale du fluide dans
I

la configuration de référence.

3.2 Cadre fonctionnel et résultat principal

L’existence d’une solution du probléme couplé (3.1)-(3.9) sera montrée grace a une
méthode de point fixe. Pour pouvoir effectuer cette procédure, il faut que le déplacement

de la structure posséde une régularité qui nous permet de définir les matrices F'(d), G(d),
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E(d) et H(d) issues du changement de variable. La régularité est alors choisie de telle

sorte que la transformation ®(d) soit au moins un C!-diffémorphisme. Rappelons que
(d)(z,y) = (z,y + R(d)(x,y)) V(z,y) €

On verra par la suite, une maniére pour que ®(d) soit d’abord de classe C! sera de
chercher le déplacement d tel que son relévement R(d) appartient & un sous espace de
CL(Q). D'ott le choix de H**"(Q) avec n > 0.
Le cadre fonctionnel approprié a la résolution du probléme structure (3.7)-(3.9) consiste
donc & travailler dans un sous ensemble (que I’on définira par la suite) de H>/>*7(9Q) N
HZ(T') et pour le probléme fluide (3.1)-(3.6), dans H*(Q) x LZ(Q).

Soit 1/2 < n < 1 et soit R un relévement linéaire continu de H3/2t7(98)) sur
H* (). On définit la boule fermée de H3/2t(9Q) dans laquelle on va chercher le

déplacement transverse d :
X" = {be H*71(0,1) N H(0,1) / [|bllz3/24n0,1) < M (1)}

Le choix de la constante M(n) est fait de telle sorte que la transformation ®(d) =
I + R(d) soit un C'-difféeomorphisme (voir [55]). Ainsi, les matrices F(b), G(b), E(b),
H(b) et J(b) (J(b) = G(b)~!) sont définies pour tout b € X".

Les applications ' : b +— F(b), G : b~ G(b), E : b+ E(b) et J: b~ J(b) sont de
classe C™ (voir [55]). De plus, F satisfait une condition d’ellipticité uniformément sur

X" : il existe une constante 5(n) > 0 telle que, au sens des matrices symétriques
FO)(z,y) > B,  Vbe X" V(z,y) € L

On notera DF(b), DG(b), DH(b), DE(b) et DJ(b) les différentielles de F', G, H, E
et J, on définit :

I = 590 IDFO ey oy
H|GH| = bSGLAIXI)T] ||DG(b)||L(H3/2+'V](0’1)7(H1+7](071)>4)'

Remarque 3.2.1 Dans le cas de déplacements de la structure seulement dans la direc-

tion transversale il est possible de donner une expression explicite de la transformation
O (voir [57], [59]) :

O(d)(z,y) = (z,y(1 +d(x))) Y(z,y) € Q.
Les matrices F(d) et G(d) sont donc données par

1 ( (1+ d(z))? —yamd<x><1+d<x>>)

POZT500) \ —yond@)+dw) (od@)? +1
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1+d —y0,d

y G(d):< +d(@) —y <x>>.
0 1

D’apres [57] il suffirait que d € HZ(0,1) tel que 1/d € L>(0,1) pour que le changement

de variable soit réqulier. On verra par la suite que, a cause de la condition de Tresca,

on aura besoin du choiz d € H>*(0,1) N H2(0,1) avec 1/2 < n < 1.

O

Maintenant, on peut énoncer le résultat principal sur ’existence d’une solution faible

du probléme couplé :

Théoréme 3.2.1 Soient f; € L*(R?), f, € HY2(T) et g € L*(T). Il existe une
constante C' > 0 telle que si

I fsll =12y + [[frllL2 ey + ll9ll2@y < C,

alors il existe une solution (w,q,d, &) du probléme couplé (3.1) —(3.6)-(3.7) — (3.9) telle
que w € HY(Q), ¢ € L*(Q), d € H/?(0,1) N B" et a € R avec

BT={be X" / |Ibllga/2tn0,1) < Mo},

ot My une constante qui dépend des applications F', G, E et J.
Si de plus, on suppose que la viscosité v est assez grande, 5 est contractante et que la

force £ et le seuil g sont choisis de sorte que
[£¢lleoe2) + Co+ llgll2oy << 1,
ot Cp est la constante de Lipschitz de £, alors la solution est unique.

Le Théoréme 3.2.1 est démontré par une méthode découplée. Cette méthode consiste
a résoudre le probléme fluide posé dans un domaine fixe puis & déterminer ses contraintes
et les utiliser comme données lors de la résolution du probléme de la structure, soumis
aux contraintes fluide, pour en déduire le déplacement. Pour récoupler le probléme,
on utilise une procédure de point fixe en imposant certaines conditions sur les forces
extérieures appliquées.

La preuve de ce théoréme est donc présentée en trois étapes. Dans la premiére, on
étudie des équations de méme type que (3.1)-(3.6). La deuxiéme est consacrée a I'étude
de la structure, et dans la dérniére étape, on montre d’abord l'existence d’une solution
du probléme couplé grace au théoréme de point fixe de Schauder. L’unicité de cette

solution est établie sous des hypothéses supplémentaires.
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3.3 Etude du probléme fluide

Soit £ € L?(Q). Soient A, B et C' des matrices 2 x 2 & coefficients variables. On

s’interesse a ’existence de la solution faible du probléme de Stokes généralisé suivant :

—vdiv((AV)w) + (BV)q = f dans €, (3.10)
div(B'w) = 0 dans Q, (3.11)
w = 0 surI'p, (3.12)
w.(Bn) = 0 sur I’ (3.13)
| Efn-<0t) | ~ Ef n(Ct)
1=/ 1~ AL S
ot Y Ct]? (3.14)

ot Xy, = v((AV)w)n — ¢(Bn).

Comme dans [55], on considére les hypothéses suivantes :

(Hy) (a) A est une matrice symétrique définie positive de (H'*(Q))* avec n > 0.
Il existe une constante ¢ > 0 telle que A > (I,

(b) B est une matrice inversible de (H'*™(Q))* avec 1y > 0. Si 19 < 1, il existe
un ¢ € H*™(Q) tel que B = cof(V1),

(¢) La matrice C' est définie telle que C' = cof(B).
De plus on a besoin de ’hypothése suivante :
(Hy) Les matrices A, B, B~! et C sont bornées dans (H'*7(2))*.
Noter que (Hy)(c) assure Bn.C't = 0, i.e., (Bn,Ct) est une base orthogonale locale

non-unitaire sur I.

Remarque 3.3.1 — Pourn > 0, H'(Q) s’injecte de fagon continue dans L ().

— Si (w,q) € HY(Q) x L3(Q) est une solution du probleme fluide alors les produits
(AV)w et ¢B sont dans (L*(2))*.

O

On rappelle que 'espace Vg, et le convexe () sont définis par
Vo ={uec (H'(Q))? : ulr, =0, u.(Bn)|r =0},

Q={ne L) : |ul <G, pp.sur I'}.

La formulation variationnelle mixte a trois champs du probléme (3.10)-(3.14) est

alors (voir, par exemple, [6]) :
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Trouver (w, (g, \)) € Vg, x (L3(R2) x Q) tel que

a(w,v) +b(q,v) + (M, vee)r = (f,v) Vv € Vg,
b(r,w) = 0 Vr e L3(Q)
(= A, wee)r <0 Ve Q

avec

a(w,v) = /QV(AV)W : Vvdz,
b(r,v) = —/QdiV(BtV)T dz,

()\t,UCt)[‘ :/)\tvc’t dI' ou Vot :V(Ot)
r

Pour éviter de travailler avec un espace de fonctions tests qui dépend de la matrice B,
on introduit un autre multiplicateur de Lagrange, qu’on note \,, associé a la condition
de non pénétration du fluide dans la structure (u.(Bn)|r = 0). On obtient ainsi une
formulation variationnelle mixte a quatre champs du probléme (3.10)-(3.14) (voir [63])

couplant la vitesse, la pression et les deux multiplicateurs A, et ;.

Soit 1" espace
Vi, = {ue H'(Q) : u|r, = 0}.

Le probléme variationnel s’écrit alors :

Trouver (w, (¢, A)) € Vp, X L3(Q) x (H,V2(I) x Q) avee A = (A, Ar) tel que

a(w,v) +b(q,v)+ < \y,vpn > +(A,ve)r = (£,v) Vv e Vr,
(PV) b(r, w)+ < fin, wg, > 0 Vr € L3(Q), p, € H, V(D)
(e = Aswer)r <0 Ve € Q

On définit h 'opérateur de Riesz
ho: Hy*(T) — H; V(D).
Pour tout p = (i, 1) € H;l/z(F) et pour tout v € H(l)éQ(F) on définit
< U,V >=< [in, Uy > + (e, Vor)r-

Pour montrer 'existence d’une solution du probléme variationnel (PV'), on aura besoin

des lemmes suivants.
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Lemme 3.3.1 Soient u € H01(<2(O,1) et v € CO([0,1]). Sin > 1/2, alors wp €
Héf(o, 1). De plus on a

||u¢||HééQ(071) < CHUHH%Q(OJ)' (315)

Preuve. Comme ¢ € C%([0,1]), alors on a ¢ € C°([0,1]), donc ¥ est bornée sur

[0, 1], c.-a.d il existe M > 0 tel que |¢(x)| < M pour tout z € [0,1]. De la définition

de la norme de Hy? (voir (2.2), Chapitre 2), on a

Il 2y = Iy + 1)
avec ¢(z) = d(z,I").
Estimons maintenant || (u)e /2 HL2 (0.1)- Comme ¢ est bornée sur [0, 1] par la constante
M, alors

1™ 2u) | 12001y < Ml 2ul| 1201
et
[YullL20,1) < Mlullz2(,)-
De plus, en ajoutant et retranchant v (z)u(y) et en utilisant le fait que (a + b)?
2(a* + 1?), on obtient

— Y(y)uy)? ¥ (@) (u(z) — u(y))?

/01 /01 |=’17—?J|2 dody = 2(/(0,1) /(0,1) |z —y|? drdy
|u(z)(P(z) — ¥ (y))?

Lok =

|z — y|?

u(z) — u(y)”
2M — 2 dxd
/(0,1) /(0,1) [z —y|? Y
|u(@) (¥ (z) = Y(y)?
2 dx d
* /(0,1) /( ) !

VAN

Comme 9 est dans C®"([0,1]), on a alors

2
. 1
/ / ;b(y))\ dedy < A2/ / ————- dy |u(z)] dz
0,1) J(0,1) \x — (0,1) J(0,1) |z — y[2=2n
1
< AQ/ / ——dz |u(w)|2dx
©01) J)z1<1 1212720

< CHUH%Q(O,I)a

A 1
ou C = A2/ N dz et A désigne la constante holdérienne de . On a utilisé le
|z|<1

fait que W dz est intégrable si n > 1/2. On conclut ainsi

|z|<1 |Z

‘|¢ul|HéO/2(0,1) < CHu”HéD/Q(O,l)'
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Lemme 3.3.2 Pour tout A dans H&é2(F), il existe un élément v dans Vg, tel que
v.Ct =X sur T' et |v|m) < alAlgem),

ol v est une constante positive qui dépend de la matrice C.

ACt

i Vérifions d’abord que w € H(l)éQ(F) :

Preuve. Soit w défini par w =
— d’une part, on a
|Ct]* = 0121\1“ + 0221\1“'
Par hypothéses, C;; € H™(Q), pour i = 1,2, donc Cyyr € HY*(0,1), or
comme HY2t1(0,1) ¢ C®"([0,1]) pour 0 < n < 1 [62, Théoréme 1.4.4.1], alors

Ciyr € C*7([0, 1]), i=1,2.

Il vient que |Ct|? € C®7([0,1]), ainsi e C([0,1]).

1
|Ct[?

— d’autre part, on vérifie que A\C't est dans H(l)[/)Q(O, 1).

D’aprés le Lemme 3.3.1, le produit de AC't par

n>1/2.
Maintenant, comme w € Héé2(0, 1), alors d’aprés la surjéctivité de 'application

1
I est dans H(l)éQ(O, 1), car on a choisi

trace définie sur Vp,, a valeurs dans H[IJ(/)Q(F) [72], il existe un v dans Vi, tel que

V|F = W.
Il vient que
v.Bn v.Ct A
e ——Ct=—-=Ct% r
Bup " o T o

et on obtient ainsi
v.Bn =0 et v.Ct =\ sur I
Finalement, en utilisant I’estimation (3.15), on a aussi
ACt
Vi@ < v ||WHH1/2(O,1)
< 75|’C||(H1+ﬂ(ﬂ))4||)\||H3(§2(p)-

Le résultat est donc vérifié avec a = a(C) = v 5||C||(H1+n(g))4. O
Pour démontrer que le probléme variationnel est bien posé, on a besoin de montrer

que la condition inf-sup suivante est vérifiée :
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Proposition 3.3.1 Pour tout g = (fin, p) € H;l/Q(F), il existe 6 > 0 tel que

< Hny UBn > +(,ut7’UCt)F
sup

> Ol pllggorrz ) (3.16)
VeV, [Vl o) Hm

ol ¢ est une constante qui dépend des matrices B et C.

Preuve. Pour montrer (3.16), il suffit de prouver les deux conditions inf-sup sui-
vantes (voir [65]) :

i)

< Mn, UBn

> _
36, >0; sup > (51HMnHH;1/2(p) Vi, € H7 VXD, (3.17)

vevip,  IVIE (9
i)

39, > 0; sup —(M’th)F
veVvl ||V||H1(Q)

onVl={veVr, ; <pnvp, >=0u, € H,V2(D))}.
— Montrons (3.17). Soit u, € Hy /*(T'), on a h=Y(,) € HSéQ(F).

En utilisant la surjectivité de la trace normale définie de V-, a valeur dans

> 8ol el ey Vie € HIVA(D), (3.18)

HééQ(F) (voir [72]), on en déduit l'existence d'un w € Vp, tel que wir.n =

h=' (1), et vérifiant
Il < I () e
On associe & w, un w € Vp,, tel que B*Wr = wyp, vérifiant
W.Bn = h™*(u,) sur T,
de plus on a

IWlla @ = 1B~ Wlmi@ < B @n@)plwila e

< CUB  Nan=a@ys b~ ()l a2 -

Il vient que

sup < i, VBn > < fin, W.Bn >
vevip,  IVIE@ Wm0
1

C||B_t||(H1+”I(Q))4 ||/~Ln||H*—1/2(p).

1

On note 6; = .
L CIB gy
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— Montrons (3.18). Soit p; € H;l/z(f‘). Comme h=*(py) € H(%Q(F), alors d’aprés
le Lemme 3.3.2, il existe un u € Vi, tel que u.Bn =0 sur I, u.C't = h (1) et

vérifiant
ey < allA™ ()l v

ol la constante a est donnée dans (3.15).
On obtient donc

< Ut, Vot > < /,Lt,u.Ot >

v

sup
vevl HV||H1(Q) ||u||H1(Q)
1

EHMtHH*—l/?(F)v

v

1
on note dy = —.

Q@
On en déduit ainsi la condition Inf-Sup suivante :

Il existe une constante 6 qui dépend des matrices B et C telle que

sup < ,un7UBn > +(Mtath)F
veVi, ]| a0

> 5”“”1_1:1/2@)'

Dans [65], la constante J est donnée par

4(142w/c)’

ol w est la constante de continuité de la forme bilinéaire (u, voy)r et ¢ = min(dy, ds).
Dans notre cas w = ||C*||(g1+n(q))-
O

La condition inf-sup présentée ci-dessous découle de la Proposition 3.3.1.

Proposition 3.3.2 Pour tout (q,p) € L3(Q2) X H*_I/Q(FL il existe a > 0 telle que

b(q, v)+ < fin, Un > +(fe, Vor)r
sup

> a(llgllz@ + Illg-r2py)  (3.19)
VeV [V o) @) H, /7(T)

oll o est une constante qui dépend des matrices B et C.
Preuve. Pour montrer la Proposition 3.3.2, on a besoin de prouver les conditions
inf-sup suivantes :
i)
Jec; >0 sup M

vev? | V[a (o)

o V2i={veW, ; <uv>=0vueH D)}

>c1 gl Vg € L3(9),



3. Etude du probléme fluide 39

i)
< v o> _
Tep> 05 sup T > gy Ve AT (3.20)
vevi,, [IVI[E1 @) -
— On sait qu’il existe v > 0 tel que (voir [4])

b(q,v)

> |lgllzz@) Ya € Lg(Q).
veH}(Q) [Vl (o)

En effet, soit ¢ € LZ(Q2), d’aprés la surjectivité de Papplication "div" définie de
H} () sur L3(9), il existe un z dans H{ () tel que
div(z) = q et 2l < Clalio
On associe & z, U tel que B'u = z avec u € H}(Q), vérifiant
div(Bf) = ¢
et

[a[mr o) < CHB’t\|(H1+nO(Q))4HqHLz(Q),
B 1
C||B_t”(H1+n(Q))4'
— La condition inf-sup (3.20) est démontrée dans la Proposition 3.3.1, donc ¢ = 6.

d’ou (i) avec ¢; =~

On en déduit alors la condition inf-sup suivante : Il existe une constante o > 0 qui
dépend des matrices B! et de B~ telle que

b(q,v)+ < p, v >
> - .
S ol 2 AUl + lelyoeg)

La constante « est donnée par

4(142w/c)’

ol ¢ = min(cy,c2) et w est la constante de continuité de la forme biliniéaire b(q,v),
donc w = HBtH(HHn(Q))4.
Si Phypothése (Hy) est vérifiée, alors la constante «v est indépendante des matrices.
O
On énonce maintenant, le résultat d’existence d’une solution faible pour le probléme
mixte (PV') suivant :

Lemme 3.3.3 Si les hypotheéses (Hy) sont vérifiées alors, il existe une unique solution
(w,q,A) de (PV) dans Vi, x L2(Q) x (H, ' x Q).

Si de plus, Uhypothése (Hy) est vérifiée alors, il existe une constante Cy > 0 indépen-
dante des matrices A, Bt, B~' et C* telle que

vwlla @) + llallz2@ + 1M g2y < Cilllfllzze) + 19ll2w) (3.21)
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Preuve. On note by la forme bilinéaire définie par :
ba((q, Any Ae), V) = b(q, V)+ < A, vBn > +(A, vor)r.
Les formes bilinéaires a(-,-) et by(-, ) sont continues, on a
a(w,v) < v[AVW 2 q)lvirz e

< V|| Al ze @) I VW 22t V][ a0

< V[|Al @y Wl @)l Ve

de méme

b2((¢: Any Ar), v) - < max([|BY| arenqye, 1€ rren o))
(lallzzy + DAl vzey + el vz IV L2
Compte tenu de Dellipticité de la matrice A, on peut facilement démontrer la coer-
civité de a(-, ). En effet, grace a I'inégalité de Poincaré, on obtient
a(w,w) > (|| Vw72
> VCQCHWH%_Il(Q) Vwelr,.

Il en suit de la condition inf-sup (3.19) que le probléme variationnel (PV') admet une
solution et une seule dans Vi, avec une dépendance des données f, g et des matrices
A, Bt, C' et B~'. En effet, comme on a

a(w,v)+b(q,v)+ < A, vpn > +(A,vee)r = (£,v) Vv €V,
en particulier pour v = w, avec w est la solution de (PV'), on obtient
a(w,w) = (f,w) — (A\r, wer)r (3.22)

en utilisant I'éllipticité de la forme bilinéaire a(-,-) et la continuité du second membre
de (3.22), on trouve

v Collwllm@ < [[fllea@) + 10 a9l 2y (3.23)
En ce qui concerne I'estimation de (g, A, A;), on a :

b(q, v)+ < M\, UBn > +( A, ve)r  alw,—v) + (f,v)

[Vl B V|l

Vv eVr,; v#0.

On en déduit d’aprés la condition inf-sup (3.19), 'estimation (3.23) et la continuité de

a(.,.) et (f,.) Pinégalité suivante

lallza@) + 1M g2y < YIEllee@) + 191lz2w)) (3.24)
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1 1 1
ol v = a max(C—QCHA”(HHn(Q)y =+ 1, G—QCHAH(HHU(Q))4HCtH(H1+n(Q))4>.

On obtient ainsi d’aprés (3.23) et (3.24), 'estimation (3.21).
L’hypothése (Hy) permet alors de trouver une constante indépendante des matrices,
d’ott Pestimation uniforme pour (w, ¢, ).
O

3.4 Etude du probléme de la structure

On considére maintenant le probléme structure, pour b fixé dans X", on étudie

I’existence de la solution de la formulation varitionnelle mixte de ce probléme :

Trouver (d(b), (b)) € HZ(0,1) x R tel que

S 92(d(b))070dz + (D) [,y 0dx = [y Fis(b)ddz V6 € H(0,1),
(3.25)
f(O,l) db)dz = w.

avec F,(b) € HY/2(0,1) (qui sera precisé par la suite) et v € R.
On énonce le résultat d’existence suivant :

Lemme 3.4.1 Il existe une unique solution de (3.25) dans (H/?(0,1) N H2(0,1)) x R.
De plus, il existe une constante Co > 0 indépendante de b, Fy(b) et v, telle que

1d®) 77201y + |(0)] < Co(|Fs(O) | 17201y + [0])- (3.26)

Preuve. Lexistence de la solution (d(b),a(b)) € HZ(0,1) x R de (3.25) repose sur la

condition inf-sup suivante : il existe S5 > 0 indépendante de b et v telle que

inf  sup / ad(z)de > Bolall|v]l s (3.27)
(0,1)

€R geH2(0,1)

Montrer (3.27) revient & prouver l'existence d’un déplacement d; € HZ(0,1) tel que

1
/ ody (2)dz = o® et da| o) < Clal.
0

Soit d; un polynéme de degré 4 :

di(z) = az* + ba® + ca® +ex + f,
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on cherche a trouver les coefficients a, b, ¢, e et f de telles sorte que

d(0) = d,(1)=0 (3.29)

les conditions (3.28) et (3.29) nous aménent a résoudre le systéme linéaire suivant :

e=f=0
a+b+c+e=0
4a+3b+2c=0

on obtient ainsi :

Le polynoéme d; est alors donné par
dy(z) = cx* — 2ca® + ca®.

Le coefficients ¢ est choisi de maniére a vérifier f( di(x) = a, c.-a-d., ¢ = 30a. Ainsi,

0,1)
HleHg(o,n = klal, ol k &~ 24.4714.

On en déduit ainsi la condition inf-sup (3.27), d’on 'existence d’une unique solution
dans HZ(0,1) x R du probléme (3.25).
La regularité H7/2(0,1) est obtenue avec le résultat de regularité du probléme bihar-
monique, en effet comme le second membre Fy(b) de (3.25), est dans H~/2(0,1) alors
d(b) € H=Y/274(0,1) = H7/2(0,1) (voir [62]).

Il

3.5 Démonstration du Théoréme d’existence et uni-

cité du probléme couplé

3.5.1 Application des Lemmes 3.3.3 et 3.4.1

Soit
BT] == {b € )(77 / ||b||H3/2+7’(O,1) S MO}

On rappelle que :

X" = {be H*(0,1) N HG(0,1) / [[bll /20 (01) < M ()}
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Le choix de M, sera précisé par la suite.

Pour b fixé dans X", on considére le probléme fluide (3.10)-(3.14) introduit dans la
section 1.3 avec

A=F(b), B=G(b), C=Eb),
et £ = (f; o (d))H(d).

On vérifie que les hypothéses (H;) sont satisfaites. Il existe alors une unique solution
(w(b), q(b)) dans Vg, x L(€2). On peut désormais donner un sens a la trace normale de
Y = —(F(b)V)w(b) + q(b)G(b) dans H2(0,1), qui représente la contrainte exercée
sur la structure. L’équation de la structure (3.25) admet alors d’aprés le Lemme 3.4.1
une unique solution (d(b), a(b)) € H/2(0,1) x R.

Maintenant, pour avoir une estimation de (w(b), ¢(b)) qui ne dépend pas des matrices,

on doit vérifier 'hypothése (Hs). On souhaite choisir b de facon a avoir :

11 = F@)[[gen@ps < Co
[ = GOl < Co
11— JO) @y < Co
I = E®)|| @@y < Co

Comme les fonctions F', G, J et E sont de classe C* au voisignage de tout point de X"
et en remarquant que F'(0) = G(0) = J(0) = E(0) = I, on obtient ainsi, en appliquant

I'inégalité des accroissements finis, les estimations suivantes

1 = F®O)l[en@ps < FI] 10l /20 0,1y
11 = GO)l[gren@ps < MG 10l marzngony
11 = JO) @@y < INHIbN prssz4n0,1)
11 = EO) @@y < ENHIB] rsr2000,1)

Si My est choisi tel que max(|||G||[, |||/||l, I|E|l], [||F]]]) Mo < Co, alors 'hypothése
(Hy) du lemme 3.3.3 est vérifiee pour b € X" et on obtient donc une estimation de
(w(b), q(b)) dans HY(Q) x L*(Q) :

v[[wO)lla o) + a2 < Culll(Er 0 (0) H(b)|[L2@) + 19]l20.1)

Remarque 3.5.1 — FEn utilisant le faite que

[EO) | r+mo s < 1 = F O+ @yys + 1] 0 s
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on montre que la matrice F(b) est bornée. De la méme maniére, on montre que
les autres matrices G(b), J(b) et E(b) sont bornées. Done, I'hypothése (Hy).

— Dans ce qui suit, HEJ\HL2(0,1) est estimée en fonction de H9HL2(0,1) (9= ’gt‘) g

1
comme @ € C°([0,1]), il existe alors une constante Ny > 0 telle que
1

Ew

| < Ny pour tout x € [0, 1],

il vient que |9 20,1y < Nollgllz2(0,1)-

On vérifie que
1(£7 0 d(0))H (D) [L2() < h(n, Co, Cr)ffl|r2m2) (3.30)

avec

Colll H]1l
max(|[|GI[[, [[[711]; £ [T
ou C; désigne la constante de continuité de linjection compacte de H'™(Q) dans
L>(Q).

On a done

h(n, Co, Cr) = Ci( + |Q|)1/27

v[[w(d)|[a) + [0 2@ < R(n, Gy, Cr)(IfrllLz@ey + 9ll20))  (3:31)

ot h(n, Cy, C) = Cy max(h(n, Cy, Cr), Ny).

De plus, comme [v(F(b)V)w(b).n + G(b)q(b).m]y, € H~2(0,1), alors d’aprés le
Lemme 3.4.1, le probléme solide (3.25) posséde une unique solution (d(b), «(b)) €
H7/2(0,1) x R pour

v=0, et Fy(b)=fs — [V(F(b)V)w(b).n+ G(b)q(b).n]s,
et on a I'estimation suivante
1d(O) | 2177201y + [(0)] < Col|Fo(b) || zr-12(0,1)-
D’autre part, on a :

[V (F()V)w(b)n+ G(b)q(0) nllg-1201) < C'([[(Ef 0 6(0)) H(b)[|L2(e)
+HvE@)Vw(b) + G(0)q(b) [l (2204,

ou C” désigne la constante de continuité de I'application 7, (la trace normale) définie
de Hgiy = {v € (L2(Q))*; div(v) € L3(Q)} dans HY/2(99Q).
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En utilisant le fait que les matrices F'(b) et G(b) sont bornées, 'injection continue de
H™1(Q) dans L>®(Q) les estimations (3.30) et (3.31), on obtient

[ (F(b)V)W(b).n + G(b)q(b) 0ol g-1/2¢0,1) < Ca(lIfsll 22y)2 + 19l z2(0,1))

ol 03 = O/(h(n, O(), O]) + (C() + ||]||(H1+"0(Q))4>h(na 00, O])), on obtient ainsi

1) 572001y + 18O < Calll fsll 12000y + I Erllz2meyz + Mlgllz20,1))- (3.32)

avec Cy = Cy max(Cs, 1).
U

3.5.2 Procédure de point fixe

On considére I'application S, qui pour chaque b € B", associe un nouveau déplace-
ment d(b) € H3/*(0,1), ott d(b) est 'unique solution de (3.25).
Montrer 'existence d’une solution du probléme couplé est équivalent & prouver l’exis-
tence d’un point fixe de I'application S. Vérifions donc que S satisfait les conditions du
théoréme de point fixe de Schauder (voir Chapitre 2, Théoréme 2.1.1) :

i) S(B") C B",

ii) S est continue pour la topologie forte de H3/2*7(0, 1),

iii) S(B") est un compact dans la topologie de H3/2+7(0, 1).

— Vérifions 7), on a déja montré que pour tout b € B", d(b) est majoré (voir

I'estimation (3.32)) et on a

1d®) 20,1y < Calllfsllz—=0.0) + [[ErllLae2) + 19llz2m))-

Donc pour que d(b) reste dans la boule B", il faut choisir f, f; et g de telle sorte

qu’elles vérifient 1’ inégalité suivante

Callfsll =) + Ifrlleze2) + 19l 2r) < min(M(n), Mo).

Sous cette condition, B" est stable par I'application S.

— Pour montrer i), on considére une suite (b,,)nmen dans B qui converge vers b
dans H3/**(0,1).
Grace a Pestimation (3.21), (W(by), ¢(bm), A(by)) est bornée dans H!(Q) x
L*(Q) x HIl/z(F) indépendamment de m, on en déduit alors 'existence d’une

sous suite (W(bm,), q(bm,), A(bm,))en telle que :
bm,) — W dans (H'(Q))* quand | — oo

(
q(bm,) — q dans L*(Q) quand | — oo
Abp) — X dans HY*T) quand | — oo.

w
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De méme, d’aprés Pestimation (3.32), la suite (d(by,), 5(bm)) est bornée dans
H7/2(0,1) x R, on peut alors extraire une sous suite (d(b,,,))ien qui converge fai-
blement dans H7/2(0,1) et fortement dans H*/>*7(0,1), d’aprés l'injection com-
pacte de H7/2(0,1) dans H3/277(0, 1) (voir [62], page 38), et a(b,,,) qui converge
vers a dans R. Il existe donc d € H/2(0,1) et 3 € R tel que :

d(by,) — d dans H"*(0,1) quand | — oo
d(bm,) d dans H***(0,1) quand | — oo

%
a(by,) —

a dans R quand | — oo.

L’objectif est de montrer que (d,@) est une solution du probléme variationnel
(3.25) et en déduire ensuite la convergence de toute la suite S(b,,) vers S(b)
(quand m tend vers I'infini), ce qui prouverait la continuité de S.

Pour montrer cela, on passe d’abord a la limite dans la formulation variation-
nelle mixte du probléme fluide (vérifiée par (w(b,,), ¢(bm,), A(bm,)), puis celle
du solide dont (d(by,, ), B(bm,)) est la solution.

On rappelle que les applications F', G, H et E sont continues sur X", les termes
F(bm), G(by,), H(by,,) et E(b,,) convergent fortement respectivement vers F(b),
G(b), H(b) et E(b) dans (H'™(Q))*.

Pour le terme ff o ®(b,,) H(by,), on utilise le lemme suivant démontré dans [60].

Lemme 3.5.1 FEtant donné f; € L*(R?), Uapplication

X" - L*Q)
b — ffo<I>(b)H(b)
est continue.

O

Le Lemme 3.5.1 et la convergence forte des applications F', G, H et E nous per-

mettent de passer a la limite dans la formulation faible satisfaite par (w(by,), q(bm,), A(bm,)) :

(

a(W(bm, ), v) + b(v, q(bm,))+ < An(bm,), v.G (b, )1 >
+(At(bim,), V. E (b, )t)r
= (ff © (I)(bml)H<bmz)7V) Vv e VFD

b(W (B, )s D)+ < iy W (b, )G (b )1 >= 0 Vp € L3(Q), € H V(D)

(:ut - )‘t(bmz>7w(bmz>'E(bml>t)F <0 vﬂt € Q
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e Etudions la convergence de (i — A¢(bm, ), W(bm, ). E (b, )1
La suite E(by,)w(by).t est bornée dans Hz(0,1), en effet, on a

IEbm) W () tl 1201y < 1E b)) W(bin) [l 0,1y
< CIE () w(bm) 110
< CeCILEbm) | arenieys W (bm) 12 (),

ol on a utilisé a la deuxiéme ligne la continuité de ’application trace définie
de H'(Q) dans H'/2(T"), et & la troisiéme ligne le Lemme 2.1.2.

Comme la suite w(b,,) est bornée dans H'(Q) et la suite F(b,,)! est bornée
dans (H'(Q2))* (car il s’agit d’une suite convergente), alors le produit des
deux termes est borné dans H'(2), d’ott la convergence faible d’une sous suite
E(by,)w (b, ).t vers B.t dans H/2(0,1).

Montrons maintenant que p.t = E(b)'W.t.

On a

) = W dans H'(Q) quand [ — oo
E(by,)" — E(®) dans (H'(Q))* quand 1 — oo,
d’aprés ([18], [20]), il en résulte
E(by,)'w(by,) — E(b)'W dans H'(Q) (3.33)

parsuite

E(bp,)'w(bm,).t — E(b)'W.t dans HY?(0,1).
On obtient par unicité de la limite 3.t = F(b)'w.t.
L’injection compacte de H%(O, 1) dans L*(0,1) nous donne :

E(by,)'w(by,)t — E(b)'W.t dans L*(0,1). (3.34)

D’autre part, \;(b,,,) est bornée dans L?(0, 1), il existe alors \; € L?(0, 1), tel
que :
At(bmy) — Ae. (3.35)

On conclut ainsi, d’aprés (3.34), (3.35) et [20] :
(1 = Aulbn ), (BBl JO)r = (s — 2, W.EB)O)r

e Etudions maintenant la convergence de < A, (b, ), v.G(by,)n > pour v € Vi, .
La trace du terme G(by,,)"v est dans H(l)(/f(F) car il s’agit de la trace d’un
éléement dans Vr, (le produit de G(b,,, ) qui est dans (H'™(Q))* et de v qui
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est un élément de Vr,, est dans Vr,).

On vérifie de plus que la suite G(b,,,)'v.n converge fortement vers G(b)"

dans HééQ(F), en effet :

v.n

A

(G (bm)" = GO )vnll gy < 1(GOm)" = GO Vg2,
< Cull(G(bm,)" — G(b)! )VHH1
< CCW||G(bm,)" = GO) Il (ar+n@e IVIIE (9),

A\

oll on a utilisé a la deuxiéme ligne la continuité de I’application trace définie

de HY)*(T) dans Vi, (voir [72]).

La suite G(b,,) converge fortement vers G(b) dans (H'™(Q))* d’ou la conver-
gence forte de la sous suite G(by,,)" vers la méme limite.

D’autre part, la suite \,(b,,,) converge faiblement vers ), dans H, V2.

On en déduit ainsi la convergence de < A, (b, ), V.G (b, ) > vers < \,, v.G(b)n >

e La convergence du terme < pi,, W(by, ).G(by, )0 > pour p,, € H[l/Z(F).
Montrons que W (b, ).G (b, )n converge faiblement vers w.G(b)n

(G (bm,) W (b)) =G (0)'W).0 = (G (bm,)' =G (5) )W (b, ) 0+ G (D) (W (b, ) —W) .10

D’une part la suite (G (b, ) — G(b)")w (b, ).n converge fortement vers 0 dans

HJ*(T) d’ot la convergence faible, en effet :

(G 0n) = GOOW )l ey < (G m) = GO ) g
< ClGOm)" = GO Nl 1w (om) @)
Comme w(b,,,) est bornée dans H'(Q) et la suite G(b,)" converge fortement
vers G(b)" dans (H'™(€2))*, on obtient alors la convergence voulue.
D’autre part, la suite G(b)'(w(b,,,) — W).n converge faiblement vers 0 dans

Héf(l“), cela provient de la convergence faible de la trace de la sous suite
W (by,) vers la trace de W dans H1/2(F).

En passant a la limite, on obtient donc :

a(W,v) +b(v,q)+ < A, v.G(b)n
+(M\, v.E(b)t )1" = (fy o ®(b)H (D), V) Vv € V1,

HW, D)+ < po WG >= 0 Yp € L§(), Vo € HIVA(T)

L (/Lt — Xt, WE(b)t)F S 0 V/,Lt S Q
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Le triplet (W, ¢, \) est donc égale au (w(b), ¢(b), A\(b)) qui est l'unique solution
de (PV).

On peut également passer a la limite faible (sous forme variationnelle), dans
I'équation satisfaite par (d(by,), a(bm,)), quand [ tend vers Uinfini, en tenant

compte du faite que w = w(b) et ¢ = ¢(b), on obtient

Jiom P25 dx + a [y 6de = [io ) (fs + (F(d)V)W.n+ G(d)gn),)d dz
V5 € H2(0,1),

Jopddz = 0.
On obtient par unicité de la solution d = d(b) = S(b), d’ou la continuité de S.

En effet, vérifions que [VE((by,)) V)W (b)) 0 — G((bm,;))q(bp, )12 converge fai-
blement dans H~2(0,1) vers [vF((b))V)w(b).n — G((b))q(b).n].
On a:

div(v(F(d)V)w + G(d)q) = fr € L*(Q)
v(F(d)V)w+G(d)g € (L*(Q))"

de plus,

< VE((bny))V)W (b ) 1 = G((bm,))q () 11, v >
= /Q—G((bml))q(bml)Vv + / VE (by, ) VW (b, ) VV + / frv VveHY(Q).

Comme
q(bm,) — q(b) dans L*(Q)
w(b,,) — w(b) dans H'(Q)
F(by,) — F(b) dans (H"™(Q))*, donc dans (L*°(Q2))*
G(by,) — G(b) dans (H™(Q))*, donc dans (L=(Q))*,

on obtient alors la convergence voulue.

— Pour la démonstration de 7ii) on procéde de la maniére suivante : Comme (b,,)
est une suite de B", S(b,,,) est donc bornée dans H7/2(0, 1) par une constante qui
ne dépend pas de m. L’injection de H7/2(0,1) dans H*?%7(0,1) est compacte,

donc S(B") est relativement compacte dans H3/2t(0, 1).
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On conclut ainsi, sous les conditions i), ii) et iii), que S posséde au moins un point
fixe dans B".
O

Dans le paragraphe suivant, on s’intéresse a I'unicité du point fixe.

3.5.3 Unicité

On se place dans le cas ou la viscosité du fluide v est assez grande. Pour montrer
I'unicité, on suppose que S admet deux points fixes d; et do dans B”. En raison de la
non linéarité du probléme fluide (3.1)-(3.6), les fonctions (w(d;),q(d;)), i = 1,2, sont
considérées comme solutions de deux problémes de Stokes modifiés avec des conditions
de Dirichlet non homogéne sur I' (voir [100], [99]). En faisant la soustraction de ces
deux problémes linéaires, on peut montrer, en supposant certaines hypothéses sur les
forces extérieures, que d; = dy. L’unicité du probléme fluide permet de conclure alors
que w(dy) = w(ds) et q(d1) = q(da).

On considére deux points fixes de S dans B" : d;, © = 1,2, on a alors pour ¢ = 1, 2,

les équations du probléme fluide posées dans un domaine fixe :

¢

a(w(d;),v)+b(v,q(d;)) = — < \u(d;), v.G(d;)n >
—(M\e(dy), v.E(d;)t)r
+(ff o ®(d;)H(d;),v) Vv e Vp,
(PV5)
b(w(di),p)+ < pn(di), w.G(di)n >=0 Vp € L%(Q)v Vin € H*_l/z(r)

(e — Meldi), w(d;). E(d;)t)r <0 YV € Q,

\

et le probléme de la structure :

‘[.(071) ag(dz)f)%é dz —+ O[(dl> f(O,l) odr = f(071)(21(d1)n)2(5 dox V ) € HOQ(O, 1)7

f(0,1) dide = v,

on note ¥;(d;) = —v((F(d;)V)w(d;) + G(d;)q(d;), pour i = 1, 2.

Notre objectif est de montrer qu’il existe une constante v < 1 telle que

1S5(dv) = S(d2) | grr201) < Vlldi — dall gsrzeno,1)- (3.36)

L’inégalité (3.36), en utilisant que d; est un point fixe de S, permet de montrer que
dl = d2.

e Etape 1 : Estimation de ||S(dy) — S(da)||g7/20.1) = ldi — dal| grr2(0,1)-
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En faisant la soustraction des équations de la structure vérifiées par (dy, a(dy))

et (dy, a(dz)), on obtient que d; — dy est solution du probléme variationnel

f( 82(d1 - dg)(’?ﬁé dx + (a(dl) - Oz(dg)) f(O,l) odr = f(O,l) 52(5 dz V ) S HS(O, 1),

0,1) 7z

f(071)<d1—d2)d$ = 0.

Ot g2 = ((X1(d1) — E2(d2))-m)2.

Vérifions que g, € H~/2(0,1). En effet, on a Xi(dy) — Sa(ds) € (L*(Q))* et
div(S(dy) — Sa(de)) = (£ 0 ¢(dy)H(dy) — (£ 0 ¢(ds))H(ds) € L*(Q), done
Yi(dy) — Xo(dy) € Hyin(9).

D’apreés le Lemme 3.4.1, on a

Hdl - d2”H7/2(0,1) < C||§2||H—1/2(0,1)' (3-37)

De plus, d’apres le théoréme de la trace normale [110], on a

[(X1(d1) — Ba(d2))nllg-1/2001) < [[X1(dr) — Ea(da)ll (2
+|(£r 0 ¢(d1))H(d1) — (£ o ¢(d2)) H(d2)]|L2(0)-

On obtient ainsi I'estimation suivante pour le second membre g,

N

192]l 17201y < (£ 0 (dr))H(dr) — (£r 0 ¢(d2)) H (da)||(12(02))s
v (F(d)V)(w(di) — w(d2))|l(r2(0))s
+[|G(dr)(q(dr) — q(d2)) [l z2())

+v(F(dr) = F(d2))V)W(da) | (£2(0)s
+la(d2)(G(dr) — G(da)) |2

[(£7 0 ¢(d1))H (dr) — (7 0 ¢(d2)) H (d2) | (r2(0))s
V|| F(di) ||z @) [[W(di) — W(da)[m o)
+G(d) =@ lla(di) — q(d2) 220
+v|[F(di) — F(da)l| (oo (@)W (d2) [ (0
+|G(d1) — G(d2) | zoo @ la(d2) | 2(0)-

IN

e Btape 2 : Estimation de ||w(dy) — w(da)||m () et [lq(di) — q(d2)| 2 en fonction
de [|dy — da|[g3/24n(0,1)-
L’idée naturelle pour trouver cette estimation est de faire la soustraction de
(PV;) comme dans [60], or cela n’est pas possible a cause de la non-linéarité
du probléme. Cependant, dans [100] et [99], les auteurs, pour montrer que le

probléme de Stokes avec la condition de Tresca posséde une solution forte, se
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sont basés sur le fait que la solution faible satisfait aussi un probléme de Stokes
avec des conditions de Dirichlet non-homogénes. En s’inspirant de cette idée, on
considére la solution (w(d;), ¢(d;)) de (PV;) qui est dans H'(Q) x LZ()) comme
la solution d’'un probléme de Stokes généralisé avec la condition de Dirichlet

non-homogeéne suivant

—div(v(F(d)V)YW(dy)) + (G(d:)V)q(d;) = fyo®(d;)H(d;) dans Q

(P)) div(G(d;)'w(d;)) = 0 dans
w(d) = &, sur 0f)
avec
¢ — 0 sur I'p
"1 B swl,

ot B; = w(d;)r. Noter que f3; vérifie 5;.G(d;)n = 0 et

1Billazay < Cellw(ds) || a1 (o

oil C, est la constante de continuité de I’application trace de H!(£2) dans HY/2(T").

Afin de trouver une estimation de ||w(d;) — w(dz)||a1 (o) et |[q(di) — q(d2)| 220
en fonction de ||dy — da| gs/2+n(,1), On va soustraire les équations du fluide (P)
vérfiées par la solution (w(d;),q(dy)) et celles vérifiees par (w(dz),q(dz)). On
obtient alors, que le couple (w(d;)—w(ds), q(d1)—q(ds)) est solution du probléme

de Stokes suivant

—div(v(F(d1)V)(w(dy) — w(dy))) B
(P — P)) +(G(d1)V)(q(dr) —q(d2)) = f dansQ
1 ’ div(G(dy)"(w(dy) — w(dy))) = x dans
w(di) —w(dy) = 5 sur 0

f = fro®(d)H(dy) —froP(do)H(dy) — div(v((F(dy) — F(d2))V)(w(dy))
+((G(d1) — G(d2))V)a(dz) € H(Q),
X = div((G(d2)" — G(d1)" )w(dz)),
£ = & —&.
Comme w(d;).G(d;)n =0 pour i = 1,2, alors

(51 — 62)G(d1)1’1 = (W(dl) — W(dg))G(d1>n
= w(dz).(G(dz) — G(d1))n,
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et donc, la condition de compatibilité de (P] — Py) est vérifiée, c.-a-d.

[x= [ €cam= [ -m).cam

Donc, d’aprés le résultat d’existence de la solution du probléme de Stokes dans
|60, 55], on a
vl[w(dy) — w(da)llm
+llg(di) — q(do)llr2@) < Colllfllm—1) + IxlIz2@) + 1§l m1200)] (3-38)

e Etape 3 : Estimation de ||ff||H71(Q), x| 220 et ||a|H1/z(aQ)

Pour Pestimation de ||/i:|]H_1(Q)7 on a :
[Ell-r0) < [I(F 0 d(ch))H(dr) — (£7 © ¢(da)) H (d2) Lo
+Cv||F(dv) — F(do) || (zr1+n(0)a [|W(d2) |11 ()
+C1||G(dr) = G(da)||(rren (@) lla(da)] 12

D’une part, comme, par hypothése, f; est contractante (on note C; sa constante

de Lipschitz), Pestimation suivante est ainsi vérifiée

(£ 0 ¢(d1))H(dr) — (£ o ¢(d2))H(d2)HL2(Q)
< GllH(d)|ze@prlldi = dall gsrzengo1y + Crl|H (dr) — H(do)l| zr+n()a |7 |lL2ze)

or

| H (dy) || (zr4n(e)yr < h(n, Co, C)
| H (dr) — H(do)l|zrrenyyr < NHI|] [|dr = dall gra/zn (0,1
On a donc :
(5 0 ¢(d1))H(dr) — (£f5 0 ¢(da)) H (d2)]|L2()
< Cs[llfsllLemey + Cillldr — da|l gra/2n (0.1 (3.39)

avec C5 = max(h(n, Co, Cr), Cr|||H]|])-
D’autre part, comme d; appartient a B" alors w(d;) et ¢(d;) satisfont 'estimation
du Lemme 3.3.3,

vlw(di)|lar @) + la(di)l 22 < Cr(llfflleey + [lgllz2@y)- (3.40)

Ensuite, en utilisant 'inégalité des accroissements finis sur les applications F et
G, on obtient :

[Ellrr@e < CollErluaw + Nallzay + Cllldi = dalls/zino) (3:41)
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ot Cs = C5 + Cr Cy(|[|FI|| + [|G]1])-

Pour I'estimation de ||x|/z2(q) on a de maniére analogue,

IxXlz2@) < I(G(di) = G(d)) W (d)lr (o)

< ||G(dr) = G(do) || 1+ [|W(di) |l
< |GIldy = dal| grs/2n0,1) W (d1) |11 (@)
C
< 71H|GH| (IIfsllL2@ey + lgll2@)lldy — dallgarzen(o ). (3.42)

Pour l'estimation de ||§||H1/2(6Q), on a :
HfHHl/Z(aQ) < |18 - 52HH1/2(F) < Cflw(dy) — W(dZ)HHl(Q)- (3.43)

En utilisant (3.38), (3.41), (3.42) et (3.43) on obtient alors

C
v[w(d) — w(ds) |l o) + 1lq(di) — q(d2)|[2) < Cal(Cs + 71 G [1ffllee2 o
+gllze ey + Cil |1 — da|| gr3/240(0,1))]

On suppose que v > Cy C,, on peut ainsi conclure que

Cillw(dh) = w(do)|lms o) + lla(dr) — alde) 120
C
< Gy (Cs+ 71 G (fllzzc@) + I9llz200) + Cr) lldi = doll gra/zn (0 (3-45)

ol 5{ =v—0yC..
e Etape 4 : Estimation (3.36)

En utilisant les estimations précedentes et I'inégalité des accroissements finis sur

les applications F' et (G, on obtient

ldi = dall y720,1) < Cr(n,v, Co)((Ifr Iz + Cr+ llgllz20) 1 = dallrza0,1),

Comme la force ff et le seuil g sont choisis assez petits on peut supposer qu’ils

vérifient
Cr(n,v, Co) (I llL2) + Ci + |9l r200.1)) < 1.

et donc 'inégalité (3.36) est vérifice.
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4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de contribuer a 'analyse numérique du probléme de
Stokes avec des conditions aux limites de type Tresca considérées dans les chapitres
précédents. [’approximation de ces conditions aux limites non linéaires a fait I'objet
de plusieurs travaux sur le plan théorique et numérique (voir par exemple [5], [6], [48],
[69], [79]). Sur le plan théorique, des estimations d’erreur optimales sont établies, dans
un contexte d’éléments finis, pour la résolution des problémes de Stokes et Navier-
Stokes avec des conditions de glissement de type Tresca (|6], [48], [69], [79], [78], [80]).
Des réalisations numériques ont été effectués essentiellement sur le probléme Stokes
utilisant la méthode itérative d’Uzawa ([48], [79]).

Dans ce chapitre, il s’agit d’approcher un probléme de Stokes avec des conditions
aux limites de type glissement par une méthode d’éléments finis mixte a quatre champs
en introduisant un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte d’adhérence de la
vitesse w.n sur la zone de glissement. On utilise les techniques de démonstration de [6]
(approximation par éléments finis a trois champs) en tenant compte des spécificités de

w.n pour établir une estimation d’erreur optimale.

Le chapitre est découpé comme suit. Aprés la présentation des équations modélisant
le probléme de Stokes avec des conditions aux limites de type Tresca, on introduit une
formulation variationnelle & quatre champs du probléme continu [63] et on montre que
la condition Inf-Sup continue de Brezzi-Babuska est satisfaite. On présente ensuite le
probléme approché par des éléments finis P;-bulle pour la vitesse, IP; pour la pression
et P; pour les deux multiplicateurs de Lagrange A, et )\; associés respectivement a la
composante normale et tangentielle du vecteur vitesse. Enfin, on établit une estimation

d’erreur a priori optimale d’ordre 1 améliorant le résultat obtenu dans [6].

4.2 Probléme continu

Soit 2 un ouvert borné de R?, de frontiére réguliére 92 constituée par deux parties

ouvertes et disjointes telles que
Sur I'p, on impose une condition de Dirichlet homogéne tandis que sur I', une condition

de Tresca est fixée.

Soit f € L2(Q) et g € L*(T") telle que g > 0, nous nous intéressons & la résolution du
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probléme non linéaire suivant

([ —div(2ve(w))+ Vg = f dans Q,
diviw) = 0 dans ,
(P) w = 0 sur I'p, (4.1)
wn = 0 sur I
| Xt < g, (Ept)wt+glwt| =0 surl,

\

ol n et t sont respectivement la normale extérieure unitaire et la tangente a 0f2
n=(n;,n)", t=(ngy,—ny)
On note ¢(w) le tenseur de taux de déformation linéarisé
1 t
e(w) = E(VW + (Vw)"),
et par X le tenseur de contrainte de Cauchy défini par
Y =2ve(w) — ¢,

ol 0 est le tenseur identité.

On désigne par Y, le vecteur contrainte donnée par
Y, = 2n,
et on définie les composantes normale et tangentielle w,, et w; de la vitesse par

W, = W.I, wy = W.t.

4.2.1 Formulation variationnelle mixte & quatre champs

On introduit, tout d’abord, les espaces de fonctions suivants
V={ueH(Q); u=0 sur I'p},

Vo={ueV;u,=0surl}.

La formulation variationnelle du probléme (P) (du point de vue inéquation variation-
nelle), introduite dans [100] est :

[ Trouver (w,q) € V,, x L3() tel que

(FV) a(w,v—w)+bv—-—w,q) > (f,v—w)—j(v) + j(w) Yo € V,,

| b(w,p) = 0Vp e L§(Q),
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ona:V,xV,—=Retb: L) x V, — R sont respectivement les formes bilinéaires

définies par :
a(w,v) = / 2ue(w) @ e(v) dz,
Q
b(q,v) = —/ div(v)gdx.
Q

Le terme non linéaire et non différentiable qui représente le frottement de Tresca est

donné par
J(vy) —/g]vt]df.
r

On introduit une autre formulation variationnelle de (P) & trois champs (voir [5, 6]),

qui consiste a trouver (w, (¢, \r)) € V,, x L4(Q) x Q vérifiant les équations suivantes

[ a(w,v) +b(v,q) + A, v)r = (£,v) Vv €V,

q b(w,p) =0Vp e L§(Q),

(g — A, w)r <0V € Q,

\

ol Q est le convexe fermé de L?(T") définit par :

Q={neLl’(T);|pn|<gppsurT}.

Le multiplicateur de Lagrange \; est introduit pour régulariser le terme non différen-
tiable 7.

La formulation variationnelle mixte a trois champs présente des difficultés au niveau
de I'implémentation numérique de la condition de non pénétration du fluide (w, = 0
sur I') [8], pour surmonter cette difficulté, on propose d’ajouter un autre multiplicateur
de Lagrange )\, définit sur I" et associé a cette condition. On obtient ainsi une nouvelle

formulation variationnelle mixte a quatre champs (voir [63]) :

(

Trouver (w,q, (An, M) € V x L2(Q) x (H, '*(T') x Q) tel que
CL(W,V) + b(V7Q)+ < )\navn > +<)‘tavt>F = (f,V) Vv e ‘/7

b(W,p)+ < fin, Wy >= 0 Y(p, ) € LF(Q) x H/(I),

(e — Aty we)r <0V € Q.
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Si on suppose que le probléme (PV;) posséde une unique solution (w, (g, An, A¢))
dans V' x L(Q) x (H[l/Q(F) x ) alors (w, q) est la solution du probléme (FV).
Inversement, si (w,q) € V,, x L2(£2) est la solution du probléme (FV') alors il existe une
unique (A,, \¢) € H*_l/Q(F) x @ telle que (w, (¢, A\n, Ar)) est une solution du probléme
(PVs) [63].

En appliquant la formule de Green a la premiére équation de (PV}), notée (PVy);,
on obtient :
Ap=—2p,n et Ay =—2,.t sur .

En effet, on a d’aprés (PV),

/ 2ue(w) 1 (V) — / div(w)g+ < A\p,vp >+ < Ay > = (£,v) VweV
Q Q

En utilisant la formule de Green, on obtient :
/(—div(Zua(w)) +Vg—f)iv+ < A\, + 3, n,0, >+ +E,t,0)r = 0VWweV
Q

En particulier pour v € H}(Q2), on a —div(2ve(w)) + Vg =f p.p. sur T

Par conséquent
<A +E.mu, >=0et (M+X,t,0)r=0, VWweV

d’ou
A= —2p,n et Ny =2, tsurl.

Dans ce qui suit, on va travailler avec la formulation variationnelle (PVj).

4.2.2 Existence et unicité

On réécrit (PV) d’une fagon équivalente au probléme variationnel suivant :

Trouver (W, q, (An, Ai)) € V x L2(Q) x (H,Y2(T) x Q) tel que

(PVy)q a(w,v)+bi(v, (g, A\, \e)) = (£, v) Vv €V,

[ 00w, (= @ ptn = Ao e = M) S OV(p, (11, 1)) € LE(Q) x (H, () % Q).
Avec
bl(v7 (qnuﬂn/l’t)) = b<V7Q)+ <, Up > +(/,Lt,’l}t)r.
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Pour tout o = (pn, p1t) € H;1/2(F) et pour tout v € Hé(/f(l“) on définit
<y V >=< fip, Uy > + (g, v¢)r-

On note dans la suite A = H;, *(I) x Q et M = L3(02) x A.

Pour montrer I'existence et 'unicité du probléme (PV,), il est suffisant de vérifier
que cette condition Inf-Sup est satisfaite :

Lemme 4.2.1 Pour tout (¢, ) € M, il existe une constante > 0 telle que :

bi(v,(q, )

> BUlgllr2) + || 1] x-1/2 . 4.2

Remarque 4.2.1 un résultat similaire au Lemme 4.2.1, a été démontré dans [63]. On

présente dans ce qui suit, une autre méthode pour montrer la condition Inf-Sup (4.2).

Preuve. Pour montrer le Lemme 4.2.1, on a besoin de prouver ’existence des condi-

tions Inf-Sup suivantes :
(2)

b
vevt [Vlm e

OuVl={veV ; <puv>=0Vue A}
(i2)

> |lgllz2) Vg € LE(Q).

_ < @, v o>
34 >0 ; sup ®

> ~1/ Y € A.
vey |VHH1(Q) ’YHH’HH*I 2(F) l’l’

— On sait qu’il existe v > 0 vérifiant

b
sup (v.q)

> 2@ Va € L(9),
veH}(Q) HVHHl(Q)

ceci provient de la surjectivité de 'application "div" définie de H{(2) dans L(2),
d’ou (7).

— Afin de montrer la condition (i7), on définit 'opérateur h de Riesz :
ho HYAT) — HOVA(T).

Pour h™!(u) € H(l)éQ(F) et d’aprés la surjectivité de I'application trace définie de
H_/*(T') dans V (voir [72]), il existe u dans V vérifiant

we =), et [l < ClR () gy
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On obtient ainsi :
< @,V > < p,u >
sup ——— 2
vev [Vl [l (o)

< p,hH(p) >

[ule ()
_<hTH ), PN (p) >1p0p
lallg (o)
Hh‘l(u)llf{%z

02 (D)
Cllh=t(p)

”Héé%r)

1
= E”“’HH:UZ(F)‘

A partir de (i) et (i7), on en déduit alors d’aprés [65], la condition Inf-Sup (4.2).
U

4.3 Approximation par éléments finis et estimations

d’erreur

Dans cette partie, on s’intéresse a 'approximation par la méthode des éléments finis

N ! . . . s . ,
du probléme (PV;). On commence par introduire sa discrétisation pour démontrer par
la suite l'existence d’une solution unique du probléme discret. Ensuite, on donne une

estimation d’erreur a priori correspondante.

4.3.1 Approximation par éléments finis

4.3.1.1 Probléme discret

Le domaine €2 est supposé polygonal, partitionné en un nombre fini de triangles.
Pour tout paramétre de discrétisation h > 0, on considére une triangulation réguliére

Ty de Q, constituée d’éléments triangulaires, telle que

KeTh
et qui satisfait les hypothéses suivantes :
([ soit ()
VK, K €T, KNK ={ soit un sommet commun

\ solt un coté commun
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Le parameétre h désigne dans ce cas la taille du maillage, et il est défini de la maniére
suivante :

h = max hx
KeTy

ol hg est le diamétre du plus petit cercle contenant I’élément K.

La partie du bord I' hérite d’une triangulation réguliére 7Ty, définie par la subdi-
vision (x;)o<i<s et dont les (e; =|x;, z;41])o<i<sr sont ses éléments. On suppose aussi
que le maillage est construit de sorte que les points extrémes de I' soient des sommets

communs de la triangulation.

On introduit les espaces d’approximation suivants
Vh = {Uh S Co(ﬁ) ) Uh|K € Pl(K> VK € 77” Uh\FD = 0},

ou Py (K) est I'espace des polynomes de degré inférieur ou égale a 1 sur K.

B = P Bx.

KeTy

Soit B I'espace

avec By 'espace des fonctions bulles! définies sur le triangle K.

Pour approximer V', on définit :
V;, = [V, + B

Afin d’exprimer la condition de glissement de type Tresca dans le cas discret sur I', on

introduit les espaces des multiplicateurs de Lagrange :
W, =W, x W,

avec

Wy = {un € C°(T) ; pnpe € Pi(e) Ve € Ty}

L’espace des fonctions de type éléments finis utilisé sur €2 pour approcher la pression

est donné par :
Ly = {qgn € C°() ; g € P1(K) VK € Tp} N L(Q).

On vérifie que

Wi = {vgr ; vn € Vi)

1. Une fonction bulle est une fonction continue sur K. Elle est définie sur K en fonction de ses

coordonnées barycentriques et vaut 0 sur K (le bord de K).
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On note :

Qn = {pn € Wh, /Mh% — /9|1/1h| < 0V, € Wi},
r r

Mh:LhX Wh XQh-
Le probléme variationnel discret associé a la formulation variationnelle (PV,) s’écrit :

Trouver (Wp, (qn, Aphs Aen)) € Vi X My, tel que

(P‘/E)>h CL(W}Lv Vh) + bl(vha <Qh7 Ah)) - (f7 Vh) \V/Vh c Vh7

L b1 (W (Ph — qny iy, — An)) < 0 V(pr, ) € M.
Ou bl(wh7 (q}u #’h)) = b(Qh,Wh)+ < Hp, Wp >.

On présente maintenant, quelques résultats d’approximation de I'opérateur d’inter-
polation de Lagrange et de 'opérateur de projection (au sens de L?(T")) entre les espaces
continus et les espaces discrets, ces résultas vont étre utilisés par la suite dans le calcul
des estimations d’erreur.

Si I, et 4, désignent respectivement les opérateurs d’interpolation de Lagrange sur V,,

et Wh :
I, : Co(ﬁ) —)Vh, ih - CO<F) — Wh,

alors les estimations d’erreur suivantes sont vérifiées (voir par exemple [19]).
Il existe une constante C' > 0 qui ne dépend pas de h, telle que pour tout v € H?*(Q)
et pour tout ¢ € H*?(T), on a :

I~ int ey < OB ey (4.4)

Ensuite, soit ITj, Popérateur de projection de L*(2) sur Ly, :

II,q € Lh, et /(q — th)qh =0 th e, (45)
Q
alors, il existe une constante C (indépendante de h) telle que

lg - Mgl < Chllglin Vo€ H'(Q). (4.6)
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On introduit maintenant 'opérateur de projection mj, de L*(T') dans W), :

Vu e L*(T) it € W

/(/L— Whu)uh = 0 V,uh € Wh. (47)
I

L’opérateur de projection 7, vérifie 'estimation suivante [72] :

Il existe une constante indépendante de h telle que pour tout v € H™"z(T') avec 5 € [0, 1]

1
et pour tout v < 5 on a :

lv = mpollaeey < CRTH27|jo] (4.8)

H7E ()
On définit 7, de L*(T") dans W, par
;Tfh = Ty X Th.

Soit Lj l'opérateur de relévement discret défini de Wy, dans Vj, x V}, vérifiant les

propriétées suivantes (voir [11, Théoréme 5.1|)

o Ly(Vi)r = Vi,

e il existe une constante C' (indépendante de h) telle que
Vv, € Wi, [[La(vi) [ @) < Cllvallgzm (4.9)

Enfin, si (w, (¢, \n, A¢)) est la solution du (PV,) telle que w € H?(Q) et ¢ € H'(Q)

alors on a

Al gz < Cllwllez@), (4.10)

[Aallzizey < ClIwlaze) + lallm@)- (4.11)
4.3.1.2 Existence : Condition Inf-Sup discréte
Pour montrer que le probléme (PV,);, est bien posé, on montre le lemme suivant :

Lemme 4.3.1 Pour tout (qn, A\n) € My, il existe une constante f > 0 qui ne depend
pas de h, telle que

sup b1 (Vi (qn, An))

> Bllanllze) + IAnlla-172(r))- (4.12)
vievi, [Vl @)
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Preuve.

D’une part, on vérifie qu’il existe une constante 3; > 0 telle que

sup b(Vh, Qh)

> B llanllzz) Yan € L (4.13)
viEV) ||Vh||H1(Q)

ou
Vhl ={v, €V, ; <pp,vy>=0u, € Wy},

on note que {vy, € Vi, ; wvup =0} C VI et a partir de la condition Inf-Sup discréte
du probléme de Stokes classique (voir par exemple [53],[37]), on en déduit (4.13).

D’autre part, on montre qu’il existe une constante 8 > 0 telle que

< l’l’hﬂvh >
sup @———(——

> Bolltplla-12y Vo, € Wi, (4.14)
vieVixVi [VallE1 (9

En effet, soit p;, € Wy, il existe un ¢ € HY2(T); [|¢)[|gr/2r) = 1, vérifiant

(1, V) = (W, Tht))r = ||IJ’hHH*1/2(F)'

Pour 7,1, on définie un élément u;, dans Vj, x V}, tel que

uy, = Lp(The)),

ot Ly, est I'opérateur de relévement discret (4.9), de plus uy, satisfait

wyr =, et |lunllme) < Cllmllaee < ClYllae @

On obtient ainsi la condition Inf-Sup suivante
<l'l’h7Vh> </th,Uh>

sup

vREVL XV, HVh”Hl(Q) HuhHHl(ﬂ)

1 ~
Z E < uhaﬂ_hq/} >
1
= 5||Mh||H—1/2(F)

Comme V), x V;, C V},, on a alors :

< Uy, Vp > < My, Vp >
sup —m > sup @ —m———
vREV] ||VhHH1(Q) VR EVE X V), ||Vh||H1(Q)
1
> EHuh‘|H*1/2(F)'

Les conditions Inf-Sup discrétes (4.13) et (4.14) sont satisfaites, d’aprés ([65]), on a
(4.12).
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4.3.2 Estimation d’erreur

Dans cette partie, notre objectif est d’établir une estimation d’erreur optimale et de
montrer que son ordre de convergence est égale a 1 lorsque la fonction seuil g est dans
HY2(T). Un travail similaire a été fait dans [6], les auteurs ont montré une estimation
d’erreur d’ordre 3/4 en travaillant avec une formulation variationnelle mixte a trois

champs et en supposant que la donnée g est seulement dans L?(T).

On commence par introduire un outil de base de cette étude.

Lemme 4.3.2 Soient (W, q, (An, At)) €t (Wh, @hy (Anns Aep)) solutions de (PVy) et de
(PVy)n. Alors pour tout (i, pr, (ttan, tten)) € Vi, X My, on a :
a(W —wp, W —Wp) < a(W—wWp,W—=V3)+b1((¢; An, Ae) = (Phs s p1a,0), Wh — W)
+01((¢: Ay M) = (Ghs Ay An), W — Vi)
+1((g Ay M) = (Phs Hnps e n)s W)
+01((qhs Anps Aen) — (@, Ay At), W)

Preuve.
Soit v, un élément de Vy,, on a :

a(w—wp,w—wy) = a(w—w,,w—vy)+a(wW—wp, vy, —Wp).
En faisant la soustraction entre les premiéres équations du (PVj) et de (PVj), on
obtient
a(w —wp, vy, — W) = a(w,v, —wy) — a(Wp, Vi, — Wp),
= (f7 vy — Wh) - bl((qv )"m /\t)y Vi — Wh) - (fv Vi — Wh)
+01((qhs Anhs Abn)s Vie — Wp)
= bi((q, Ans At), Wi — Vi) + b1 ((qn, Anpy M)y Vi — Wa).
On en déduit ainsi
a(w—wp,w—wp) = a(w—wp, W —vy)+b1((q A\ \t), Wn — Vi) + b1((qn, Anps Atp), Vi — Wi).

Finalement on obtient

a(w —wp,w—wy) = a(w—wu,W—vy)+bi((q,An; \e) = (Phs thnps ), Wi — W)
+01((¢: Ans M) = (@hs A M), W — Vi)
+01((q; Any At) = (P Hon s Hit 1), W)

b1((qns Anny Atp) = (@5 Any M), W)

+01((Phs s Btn) = (Qhs Ay Adtn)s Wh).-

+
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D’aprés (PV;),, on a

b1((Phs tonhs ft.1) — (Qy A Aep)s Wa) < 0, V(Dh, fonhs fitn) € Mp,

d’oul 'estimation voulue.
O

Dans le lemme suivant, on établit une relation entre I'estimation d’erreur de la

vitesse et I'estimation d’erreur des multiplicateurs g et A = (A, Ay).

Lemme 4.3.3 Soient (W, (q, Ay, \¢)) et (Wh, (qn, Aun, M) les solutions de (PVy) et
de (PVy)n, on suppose que w € H2(Q), g € H'(Q) et g € HY*(T'). Alors

[w — Wh||%{1(sz) <C <h2 + hl[A — >‘h||H—1/2(F) + hllq - Qh||L2(r)) )
oi C est une constante qui ne dépend que de [|W|[uzq), [lqllm@) et |9l m2m)-
Preuve.
On montre qu'il existe (v, (Dh, fhnhs fen)) € Vi X My, tel que
a(w—wp,w—uv,) < Cu)h|w —wpllm o)
b1((q, Ans Ae) = (Prs s i), Wi — W) < C(W)h||w — wh ||

b1((qns Anps i) = (@ Ans M), W —vi) < Ch(||lw — wy|lu1 o) + C(q)h + C(w)h)

IA

b1((q; Ans At) — (Phs s Hoth), W) C(w)h?

b1((qh, Anps Arn) = (@ Ans Ae), W) < C(W) (A = Aenllg-1r2ry + C(W)R? + C(g)h?)

En effet, en prenant v, = Iw, pp, = Inq, py, = (tn,n, ten) = Thd = (T, Tar).

i) La premiére inégalité est obtenue en utilisant la continuité de la forme bilinéaire

a(.,.), la construction de vy, et la propriété (4.3) de opérateur I,

a(w—=wp,w—vy) < Clw—wpllaolw— vulaw
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ii) Les estimations (4.6), (4.8), (4.10) et (4.11) impliquent

b1((q, Ay Ar) — (Phs fnps fiep), W — W) = —(q — pp, div(Wy, — W)+ < Ny — i, Wiy — Wy >
+ <N — fip, Wep — Wy >

< Clllg = pullrz@) + 1A = tnpll -2
+ A — Mt,h||H—1/2(r)]|W - Wh||H1(Q)
< C(w,q)hl|lw — wp|[m1 ()

iii) La troisiéme inégalité est obtenue comme suit :

bl((Q? )\na )\t) - (Qha )\n,ha )\t,h>7 W — Vh) = _(q — {4, le(W - Vh))"_ < )\n - )\n,ha W, — Vn,h >

+ <A = Aph, Wy — Vi >,

IN

O[Hq - QhHLQ(Q) + H>\n - /\n,hHH—l/Q(F)
+lAe = At,h”Hﬂ&(r)]HW - Vh”Hl(Q) Vv € Vy

IN

Ch[Hq - Qh||L2(Q) + ||)\n - An,h”H*l/?(F)
A = Al =120y

iv) Afin d’estimer le terme by ((q, An, At) — (Ph, fonhs fit.n), W), on utilise la définition
(4.7) de lopérateur de projection 7, et I'estimation (4.10) :

bl((Q7 >\n7 )\t) - (ph7 Mo,y ,ut,h)7 W) = /()\t - ,ut,h)wt dra v,Ut,h € Wha
r
= /()\t - 7Th)\t>wt dF,
T
= /()\t — ThAt)/LUt dF + /()\t — 7Th)\t>7rhwt dF,
r

r

= /()\t - Wh)\t)(wt — tht) dF,
r

< ||)\t - 7Th/\tHL2(F)Hwt - thtHL2(F)7
< O(w)h®
v) Pour la derniére estimation, on note que pour A\, € Qp, on a
/ Oewmnw — glmpw]) dL < 0 (4.15)
r
et
Awy — glwg| =0 pp sur T (4.16)
On a

bl((Qha Ah) - (Q7 A),W) = b(Qh - q7W)+ < >\n - )\n,hawn > +()\t - /\t,hawt>F

= /(At,h — )\t)wt dF,
r



4. Approximation par éléments finis et estimations d’erreur 69

ot b(gn — q, W)+ < Ay — A, wy, >= 0 puisque g, —q € L2(Q) et A\, — Ao € H{l/Q(F).

La suite de la démonstration reprend le cheminement de la preuve présentée dans [6]
en faisant intervenir 'opérateur de projection 7, au lieu de I'opérateur d’interpolation

de Lagrange ij,. Ceci nous permet d’améliorer I’estimation trouvée dans [6].

b1((qn, An) — (¢, A),w) = /F()\t’h — M) (wy — mpwy + mhwy) AT

= /()\t7h — )\t)(wt — tht) dF + /()\t’h - )\t)’ﬂ'hwt dF
r r

‘|‘/(/\twt - 9|Ut|) dr
r

_ / s — M) (wy — mwy) T + / e pnts — glun]) dT
T

r

+ /F (\(w; — ) dT.

e On commence par estimer le terme fr(At,h — A)(wy — mpwy) dI
/1“<>\t’h — M) (w — mpwy) Al = < Ay — Ay wy — mpwy >
< Aen = Adll g2 llwe — mawell gz o).
D’aprés la propriété (4.8) :
lwe = mwe|| g2y < Chl|w[m20)-
On a donc :
/F e = A)(wp — myw)) AT < C)hl A — Adllrvvzqoy

e On a

/()\t,hﬂ'hwt - g\wt’) dI' = /()\t,hﬂhwt - gfﬂhwt| + 9|7Thwt‘ - g|wt|) dr.
r r
D’aprés (4.15) on obtient
[ O = gl ar < [ gliman] = fu)dr
r r

< /g[ﬂhwt—wt|dF
r
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/ Ovamnwe — glw) dT < [l — well v 19l vor.
T

D’aprés la propriété (4.8) on obtient
[mhws = will -2y < OR?|[wllm2o)-
Donc
[ O =gl AU < CH [l gl
e [Estimons maintenant fr M(wy — mpwy) AT, on a
//\t(wt —maw)dl = < wp — mwe, Ay >
r
< Jwe = thtHH—l/?(r)H/\tHHl/?(r)a
en utilisant de nouveau les estimations (4.8) et (4.10), on obtient
/F)\t(wt — muwy)dl’ < C’h2||WHH2(Q).
Finalement

O ((qns Ay Aen) = (4 A, M), W) < C(W)AIXe = Ml 120y + COW)R? gl ey
+C(w)h?
< Cilh||Ae = Ae

172y + 1],
ot (] est une constante qui dépend uniquement de w et de g.
En regroupant les estimations précédantes et d’aprés la V-ellipticité de la forme
bilinéaire af(.,.), on trouve

Iw = Walln oy < € (RIA = Mg vy + Blla = aallize) + hllw = Wil @) + CH2

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient pour tout A > 0

1
ChHW - WhHHl(Q) S C (Ah2 + ZHW - Wh”%.[l(ﬂ)) .

Le choix de A tel que % < 1 nous améne a 'estimation voulue.
O
Dans les deux lemmes suivants, on établit des estimations d’erreur commises par la
pression et par les deux multiplicateurs de Lagrange )\, et A\; en fonction de h et de

I’erreur d’approximation de la vitesse.
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Lemme 4.3.4 Soient (w, (q, ) et (W, (qn, M) les solutions de (PVy) et de (PVy)n,
on suppose que w € H2(Q), g € HY(Q2) et g € HY*(T'). Alors

lan — allz2@) < Clh+ [[W — Wi [m1 @) (4.17)

Preuve.
Comme (W, (¢, X)) et (W, (gn, An)) sont solutions de (PV;) et de (PV,)y, alors pour

tout vy, € Vp, on a :
a(w,vp) — (¢, div(va))+ < Ay, Unn > +(A, ) =0

a(wp, vi) — (qn, div(vp))+ < Aop, Unp > +(Aep, ven)r =0

En faisant la soustraction des deux équations, on obtient : Vv, € V,,

a(w — wp,vy) — (¢ — qn, div(vp))+ < Ay — Aups Unn > (At — Aep, ven)r = 0. (4.18)
Si on choisit v, € V), = {v), € V}, ; vyr =0} alors (4.18) devient

a(w —wp,vi) — (¢ — qn, div(vy)) =0 Vv, € VY (4.19)
Ensuite, on introduit I1,q dans (4.19) :
— (g — qn, div(vy)) = —a(w — wp, vi,) + (¢ — g, div(vy)) Vv, € V)
En utilisant (4.6) on obtient ainsi
—(Thg — gn, div(va)) < Cllvalla @ (W — willmi @) + h) ¥vi € V),

D’aprés la condition Inf-sup (4.13), on a :

—(IThg — g, div(vy
Bllan — gl 2@y < sup ( (vi)
S [valla @)

L’inégalité triangulaire
lan — allz2) < llan — Hrallz2@) + 11hg — gl 22

et Pestimation précédante conduisent a l'estimation (4.17).

O

Lemme 4.3.5 Soient (w, (q, X)) et (W, (qn, M) les solutions de (PV,) et de (PVy)p,
on suppose que w € H?(Q), g € H(Q) et g € HY*(T). Alors

[An = Alla-172ry < Clh A+ [|w = Wi [e @)
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Preuve.
On a

a(w — Wy, Vh) — (q —qh, diV(Vh))—i— < )\n — )\mh, Un,h > +()\t — )\t7h’ vt,h)F =0 VVh € Vh,

d’ou
<A = A vy >=a(w — wp,vp) — (¢ — qn, div(vy)) Vv € Vi, (4.20)

en ajoutant et en retranchant T, A dans (4.20), il vient que
< Ah — Aﬂ:hA, Vp > = CL(W — Wh,Vh) — (q — qh,div(vh))— < %hA — A, Vi >, VV}L €V,
On obtient ainsi pour tout v, € Vy, :

<A =M A v > < O(|w = wallm ) + llg — anllzz@
A = TR 120 Va1 ©)-

Pour tout v, € Vy, on en déduit I'inégalité suivante

<A — %hA,Vh >

IN

Cllw — wallave) + g — anllr2@) + 1)
||Vh||H1(Q)

D’autre part, la condition d’inf-sup discréte (4.14) donne

< Ah — %hA,Vh >

sup

> Bl An = TrA g2
VLEV) HVh||H1(Q) ®

Ceci conduit a l'estimation suivante :
IAn = FiM -2y < CUIW = Wil oy + h). (4.21)
En utilisant I'inégalité triangulaire
A= Anllg-12y <A = T2y + (| An = T 112y,

d’aprés Uestimation (4.21) et la propriété (4.8), on arrive finallement & estimer |[|[A —

)‘hHHfl/Q(F) :
IA = Nl < Clh+ [w = Wil ).

O
Le résultat du Lemme suivant découle des estimations données dans les Lemmes
4.3.3, 4.3.4 et 4.3.5.
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Lemme 4.3.6 Soient (w, (q, X)) et (W, (qn, M) les solutions de (PV,) et de (PVy)n,
on suppose que w € H2(Q), ¢ € HY(Q) et g € HY*(T'). Alors

W — Wl + 1¢ — gnllz2@ + A = Aullg-1/2(r). < Ch

Preuve.
D’apreés les Lemmes 4.3.3, 4.3.4 et 4.3.5 :

[w — Wh“%{l(g) < C(h2 + hl|A - )‘hHH*1/2(I‘) + hllg - QhHLQ(Q))
< OW + Ch(h + |[w — Wil (o)

S C(h2 + h”W — Wh”Hl(Q))
D’aprés l'inégalité de Young : il existe A > 0 tel que
2, 1 2
hllw — wp [l @) < AR” + ZHW — Wil (o)

ce qui nous donne

C
(1- Z)HW - Wh||%11(9) <C(1+A)n%

C
on peut trouver un A tel que 1 — 1 > (0 d’ou

/
HW — Wh”Hl(Q) S C h
On peut en déduire ainsi les estimations d’erreurs suivantes

g = anllrz) < C'h A= Anllgorzy < C'h

ce qui montre le résultat voulu.
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5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation d'un algorithme de point fixe pour la
résolution numérique d’un probléme stationnaire de couplage fluide structure avec des
conditions aux limites non linéaires. Nous traitons le Probléme S1, Probléme S2

et le Probléme Leak introduits dans le chapitre 1.

Ce chapitre est divisé en quatre sections : dans la premiére, on présente la mise en
ceuvre de Iapproximation par la méthode des éléments finis de la formulation varia-
tionnelle mixte a quatre champs du probléme fluide et on évalue I'ordre de convergence
obtenu par cette méthode numérique, la seconde partie est consacrée a la discrétisation
du probléme de la structure. Dans la troisiéme section, on s’intéresse a la construction
d’un algorithme de couplage entre les équations du fluide et celles de la structure, et
dans la derniére section, on présente des simulations numériques du probléme couplé,
d’abord avec la condition de glissement de Tresca, ensuite avec la condition Leak.
L’objectif des simulations numériques du Probléme S1 (resp. Probléme S2) est de
chercher l'effet de la condition de glissement sur la déformation du domaine fluide ou

encore son effet sur le déplacement de la structure.

On reprend les équations du probléme fluide posées dans la configuration déformée
Q(d) :

—VAvV+Vp = f; dans Q(d),
div(v) = 0 dans Q(d

v = 0 sur'p(d

v-n = 0 sur [(d),

(o) E1<5  (ogf)-t(v-B)+Gv-T =0 sur[(d),

~

Y

(5.1)
(5.2)
, (5.3)
(5:4)
(5.5)

~—

ou f; est le champ de force agissant sur le systéme et g est la fonction seuil pour la
condition de Tresca.
Dans la condition de Tresca (5.4) et (5.5), Tn et t sont respectivements le vecteur normal
extérieur et le vecteur tangent a f; osn est la contrainte normale du fluide exprimée
en coordonnées Eulériennes, c.-a-d. o = v(Vv)n — pn.

Ce probléme fluide est couplé avec une structure déformable, modélisée par les équa-
tions d’une poutre encastrée.
On traite numériquement, dans un premier temps, le modéle de Navier-Bernoulli sui-
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vant :

Oidy = fo+ (T¢(v,p))2 dans |0, 1], (5.6)

et dans un second temps, on considére le modéle suivant :

Pdy = fl+ (Ty(v,
Opdy = f24 (Ty(v,
d0) = d(1) =0,  :ds(0) = Bydy(1) = O, (5.10)

ou fs, f1 et f2sont les champs de forces extérieurs agissant sur la structure. Finalement,
(T¢(v,p))1 et (Tf(v,p))s dans (5.8) et dans (5.9) (resp. (5.6)) représentent la premicre et
la deuxiéme composante de la contrainte exercée par le fluide sur le matériau élastique

exprimée en coordonnées Lagrangiennes.

5.2 Discrétisation du probléme fluide

Dans cette section, on s’intéresse a la partie fluide du probléme. On suppose pour

I'instant que le domaine fluide est connu : Q =]0, 1[%.

5.2.1 Formulation mixte approchée

Pour tout paramétre de discrétisation h > 0, on considére une triangulation régu-
liere Ty, de €2, constituée d’éléments triangulaires. Le paramétre h désigne dans ce cas

la taille du maillage.

On rappelle les espaces d’approximations suivants :

B = P Bk,

KeTy

— Soit B 'espace défini par

avec B l'espace des fonctions bulles.
— V5, = [V, + B
ou Vi, = {vy, € CUQ) ; vpie € P1(K) VK € Ty, vprp = 0}
— Wi ={un € C°T) ; punpe € Pi(e) Ve € Ty},
ot Ty est définie par la subdivision (z;)o<i<r et dont les (e; =]x;, Zi1])o<icr
sont ses éléments.

— Ly ={qn € C°(Q) ; qnx € P1(K) VK € T} N LE(Q).
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— Qn=A{un € Wi ; || < g}

La formulation variationnelle mixte approchée du probléme fluide posé dans € est
donnée par :

Trouver (un, pr, (Ann, Aen)) € Vi x Ly, x (W), x Q) tel que
a(up, vi) + 0" ((phs Aan), Vi) + Aeps ven)r = (£, vi) Yo, € V),

b ((qn, pnn)san) = 0V (qn, pinn) € MY

(e, — Aeps uep)r < 0 Ve € Wy,

avec

bl((Qh?Nn,h)a Vh) = _(diV(Vh); Qh) + (Mn,h, Un,h)l_‘u

a(up, vy) = / vVuy, : Vvy,.
Q

Remarque 5.2.1 La formulation mizte approchée (PVy)y, est équivalente a la formu-
lation (PVOI)h présentée dans le troisiéme chapitre et dont on a montré qu’elle satisfait
la condition Inf-Sup discrete.

5.2.2 Forme algébrique

Pour chaque T' € 7T, on définit la fonction bulle associée ¢ par

3
or = [[ M) Vo e T,
=1

ou \; désigne la i-éme coordonnée barycentrique dans 7'.

— Soit {(\i)1<i<n., (o1)1<i<n, } les fonctions de base de 'espace discret [V, + B,
avec Ny est le nombre de sommets de la triangulation et Ny est le nombre de
triangles de 7p,.

La base de V, est alors donnée par

{(Ni 0)1<i<n,, (0135 0)1<i<nv,s (0, Ai)i<i<n,, (0,¢1,)1<i<n, }-

T .
Dans cette base, chaque composante du vecteur u, = (u}, u3) € Vj, se décom-
pose de maniére unique sous la forme

N Nt

ub = ub (1) A + ZU;LIT/QSOTM pour i =1, 2.
k=1 k=1
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— La base de L, est donnée par (\;)1<i<n,.

Pour chaque élément p;, € L, on a la décomposition suivante

N
Ph = Z ph(ﬂik)/\k-
k=1

— La base de W}, est constituée par une famille de fonctions polynomiales par

morceaux de degré 1 sur chaque élément e; =|x;, z;41] et qu’on définit par :
Pilx;) = bij-

Chaque élément A\, de W), s’écrit alors d’une facon unique :

Nr
A= (@)@,
i=1
ou Nr désigne le nombre des noeuds sur le bord I'.

Pour simplifier les termes apparaissant dans la projection de Galerkin, on introduit

les notations suivantes :
uz = U;L(xlC)? vk € {17 e 7NS}7
6]1, = U’ZITk, Vk € {1, cee 7Nt}7
Pe = ph(xk’) VkE {17 7NS}7
)\nk = /\n,h(xk> et )‘tk = )\t,h(«rk) Vk € {1, oo ,NF}.

)

On obtient ainsi le systéme linéaire suivant :

( Trouver (u, p, \;) tel que

Au + [E C’} ( i ) = F (5.11)

\ t

q—p

AN Au
oit B est une matrice par bloc définie par B= [B D}, et le vecteur p est consitué par

p=(p, M)
Les inconnues u, p, A\, et \;, présentées dans le systéme (5.11), sont définies comme

Et

Ct < 0 V(g p) € RVANT RN ] < g.

suit :

u= (ul,u2)T
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. . . . . \T .
T __ 7 7 % i Ns+N; _
avec u' = (ul,...,uNs,Bl,...,BNt) e RV pour i =1, 2,

p = (plv"'apNs)TeRNsa
A = Mntsee o Ang)” € RAT,
AN o= Mg hny)” € R

Les matrices A, B, C, D et F sont définies de la facon suivante :

— La matrice A est la matrice associée a la forme biliniéaire af(. , .) :

A 0
A € Myn,+n)x2(No+n,) telle que A= !
0 A,

(Jo VAV ) 1<k j<n, (Jo Vor,VAj)i<k<n, 1<j<n.

avec A; =
(Jo VAV 1) 1<k<n,, 1<<, (Jo Veor,Vi)ick<n,

— La matrice B est la matrice associée & la forme bilinéaire b(. , .) :

B
B € My, +n)xn,, telleque B = ( Bl )
2

(Jo O MeXj) 1<k j< N,
avec B; =

(Jq Oz, 01, M) 1<k<N, 1<j<N,

— La matrice C est la matrice associée a fr vy, et la matrice D, est celle associée
a fF AnUn :

D, C € Mpy.xowv,+n,), telles que C'= ( 0 ¢y 0 Cy O ),

et D:(o D, 0 D, 0),

oupouri=1,2 0ona:

Ci, Di € Mpxny, telles que (Cy)p; 2/ PrPits,

sup(Pr)Nsup(@;)

et (Dy)r; = / Prpini, pour 1 <k,j < Nr.
sup(@x)Nsup(@;)
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F e RPN F — / fro
Q

pour ¢ € {(Ai,0)1<i<n,, (973, 0)1<i<ne, (0, X)1<i<n,, (0,97 )1<i<n, }-

5.2.3 Mise sous forme de probléme de minimisation

Comme la matrice A est inversible, on peut alors exprimer u en fonction des incon-

nues p et A\, A partir de la premiére ligne du systéme linéaire (5.11),, on obtient la

u= A" (F— [é, C] (i)) , (5.12)

dans (5.11),, on injecte I'expression de u donnée dans (5.12) et on obtient I'inégalité

relation suivante :

suivante : pour tout (g, ) € RNTNt x RNt |4 < g on a

(ﬁi)t(gz)(“[é C}@))SO (5.13)

Soit J la fonctionnelle définie sur un convexe fermé Kj de R*Vt+Ns par -

1, ( B - B!
J(m) = §7Tt ( o ) At [B, C’] T— ( o ) A7'Fr

Ky ={X e R*"™Vr . |X;| < g; V1 <i < Ny},

avec

ol g; est la valeur de g au noeud z; du bord I' =]0, 1].

L’inégalité (5.13) peut se réécrire d’une fagon équivalente au probléme de minimi-

sation sous contrainte de la fonctionnelle J

Trouver u € K, ;
(5.14)

J(u) = minyeg, J(V)

En résolvant le probléme d’optimisation (5.14), on trouve ainsi le vecteur ( b ),
t

ensuite u est obtenu en résolvant le systéme linéaire suivant

Au=F — [B’, c} (p) |
At
Remarque 5.2.2 Le code de calcul, utilisé pour résoudre numériquement (5.14), a été
développé dans [75].
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5.2.4 Calcul des erreurs et ordre de convergence

L’objet de cette partie est d’évaluer 'ordre de convergence des erreurs commises dans
la simulation numérique du probléme fluide (5.1)-(5.5) dans un domaine fixe. Dans les
cas tests suivants, ce probléme est posé dans un domaine carré 0 =|0, 1[? de frontiére
o€ telle que

0N =T1UlUl3Uly,

oit Ty =]0, 1[x{0}, Ty = {1} x [0, 1], T3 =]0, 1[x{1} et Ty = {0} x [0, 1].

(0,1) I's (1,1)
F4 FQ
(070) 111 (170)

FIGURE 5.1 — Domaine fluide

Pour le calcul des ordre de convergence, nous introduisons les erreurs numériques

suivantes :

e = u—wlla), ey =lu—wlm@,

en = p—pullrze). €, = 1A = Aunllz200),

et 6(,)\t = ||\ — )\t,hHL2(0,1)7

5.2.4.1 Test 1

Dans ce premier cas test (voir [48]), nous allons comparer le champ de vitesse,
la pression et les deux multiplicateurs de Lagranges A\, et \; obtenus numériquement
pour un maillage fin (h = 1/256) aux champs obtenus pour des différentes valeurs de
he{1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128}. On rappelle que h désigne la taille du maillage.

Pour les conditions aux limites utilisées dans la résolution numérique, on choisit un

profil parabolique sur les deux bords du carré I'y = {0} x [0, 1] et 'y = {1} %0, 1] tels que

ar :uF:< y(l—y)>
TR -y )
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et on impose la condition de Tresca sur I'; et I's.
On désigne par (u, p, A,, Ar) la solution de référence du probléme (5.1)-(5.5), trouvée
numériquement, pour un pas du maillage h = 1/256.

Les tableaux 5.1 et 5.2 donnent, pour différentes valeurs de h, les erreurs numériques
commises pour la vitesse en norme H! et L2, pour la pression en norme L? et pour les

deux multiplicateurs \, et \; en norme L2.

h eV el e

1/8 | 1.1072 x 1072 | 3.2437 x 107! | 5.2259 x 10
1/16 | 2.9897 x 1073 | 1.5227 x 10~ | 2.4140 x 10
1/32 | 8.1016 x 107* | 7.3361 x 1072 | 1.1508 x 10
1/64 | 2.1356 x 10~ | 3.3180 x 1072 5.9852

1/128 | 5.0087 x 1075 | 1.6984 x 1072 1.6980

TABLE 5.1 — Erreurs calculées e, e, et e) en fonction de h (Test 1).

IR S|
1/8 8.9884 x 10 | 2.6049 x 10
1/16 7.2850 x 10 | 1.7532 x 10
1/32 5.7133 x 10 | 1.2500 x 10
1/64 4.5410 x 10 8.1084

1/128 4.4014 x 10 5.6072

TABLE 5.2 — Erreurs calculées €} et e} en fonction de h (Test 1).

Sur les figures 5.2 et 5.3 sont représentées en échelle logarithmique les courbes décrivant

1 0 0

. . 0 0 .
les variations de ey, €, €,, €5 et ), en fonction de h.

% 10"k

FIGURE 5.2 — Courbe des erreurs €, e, et e) (Test 1).
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18 2
ot 107 g o2 10"k

. L 10° —
10° 10” 10° 10 10° 10” 107

FIGURE 5.3 — Courbe des erreurs €} et €} (Test 1).

En représentant graphiquement, en fonction du pas de maillage h, les valeurs numé-
riques des erreurs reportées dans les tableaux 5.1 et 5.2, il est possible aprés interpolation
linéaire de déterminer I'ordre de ces erreurs.

Pour l'erreur €Y, la droite d’interpolation a pour équation :
log(el) = 1.938 log(h) — 0.439,

ce qui nous permet de conclure que 'ordre de Ierreur en norme L? est d’environ 2.

Pour lerreur e}, la droite d’interpolation a pour équation :
log(ey) = 1.048 log(h) + 1.036,

on conclut ainsi que lerreur de la vitesse en norme H! est d’environ 1.
En ce qui concerne l'erreur de la pression 62, lordre est approximativement 6/5 (la
pente de la droite d’interpolation est 1.189).

Pour les multiplicateurs A, et \;, I'ordre est respectivement d’environ 1/3 (la pente
de la droite est 0.27) et 2/3 (la pente est 0.55).

5.2.4.2 Test 2 avec solution exacte

Ce deuxiéme cas test consiste a comparer la solution exacte du probléme fluide aux
champs obtenus pour h € {1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128, 1/256}.

On considére le probléme fluide suivant

([ —vAu+Vp = f¢ dans (,
div(u) = 0 dans €,
(P°) u = uy sur I'y, (5.15)
u = 0 sur Iy,
u.n = 0 sur Ul
L 2t [< g5 (X, t)ut + glut| =0sur Iy UT,



5. Discrétisation du probléme fluide 85

ou la viscosité v du fluide est égale a 0.1, la force volumique f¢ = (ff, £5) et uj =

(0, ug,)" sont donnés par :

f¢ = v(6r —2)(—10y> + 18y* — 7) + v(2® — 2?)(—60y + 36),
fs = v(2-62)(10y° — 18y* + Ty) + v(2* — 2*)(60y — 36) + 2(2y — 1),
uy, = —2.5y"+6y° —3.5/%

)

On choisit une grande valeur du seuil de glissement ¢° sur le bord I'y, et sur le bord I's
g° est égale & \¢ (qui sera précisé par la suite).

Sur les figures 5.4 et 5.5 sont représentés le champ de vitesse et les isovaleurs de
la pression obtenus en résolvant numériquement le probléme (P€) pour un maillage
h = 1/16. Comme nous pouvons le constater sur la figure 5.4, la vitesse est nulle sur

I['; (le seuil g° n’est pas atteint) et sur I's, il y a glissement (la vitesse tangentielle est

non nulle).
1.2 1
Q{ // \d o \0
< y =} &
L~ b © B %
0.9 y o .
1r - - T T T T T /Q-%/ /Q
ST T T T T T s 08l
ST =N N
08 S LTI I TN 0.7}
N
" ‘\\il 02 02
R AN \ 0.6
0.61 [ . j j
L T R U S , 05 0 0 0
0al NN ; fj
: :::\”’/ /o 04F N
N - s sy 1 02 Q-
0.2 e 0.3
- - - - - - - . L b<
S 02/ N ng
0.1k % & o
N O - 1 / QQ
0 % W W / /
0.2 0.4 0.6 0.8

-0.2
-0.2

FIGURE 5.4 — Champ de vitesses

calculé

Les termes sources f¢, uy et \; sont choisis de telle sorte que la solution analytique

0

0.2

(u®, p¢) du probléme (P¢) soit

Nous présentons sur la figure 5.6 la solution exacte (5.16) pour un maillage h = 1/16.

culée

FIGURE 5.5 — Isovaleurs de la pression cal-

ug (2% — 2%)(=10y" + 18y* — Ty),
us = (32? — 2x)(—2.5y" + 6y — 3.59?), (5.16)
e (2x —1)(2y — 1).
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1.2 T T T T T T 1 3 3 T T 5
ST o % o
0of” yd o N
i DIttt 1 - s 2 ¢
: SCoIoIIToTIT 0.8 o -
08r LTI T TN ] 07t 0.4
BRI 02 .
[ A A S L= 2
06 :::,,,,‘ AR b 06
NN o5 0 o
04f NN A E
RV 0.4 -0.27
SN SRR 02 "
0.2 - ZZIZoon 1 03104 1
B 02} s o
ot il "
0.1 N 2 //

0.2 : : : : : : o\% _ w ‘ S QC‘b/
h -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
FIGURE 5.6 — La solution exacte (u®, p°)

A partir de (5.16), nous en déduisons les valeurs de \f = —3,,.t et \¢ = —%,.n sur
Fl et Fg :

e _ 2 3
t|F1 - 71/('7: - )7
e _ 2 3
tng - ]/(x - T )7
e —

)\n|F1 - _(21: - 1)’
e _ 2
ars = —V(3r7 —2z) + (22 - 1).

Remarque 5.2.3

le choiz de g° (g° = N\ sur ') :

g° < max |%,.t|.
I's

— Sur le bord I's, le seuil de glissement est toujours atteint vu

— Pour que le seuil ne soit pas atteint sur le bord I'y, g° est choisi tel que

14
€ > Yt = ——.
g = H%?X’ =135

Nous trouvons dans les tableaux 5.3 et 5.4 les erreurs numériques suivantes
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h ebe e Cue

1/8 | 1.1594 x 1072 | 1.8030 x 1072 | 4.7084 x 10~*
1/16 | 2.8795 x 1073 | 6.6585 x 1073 | 2.3072 x 107!
1/32 | 7.1677 x 107* | 1.9494 x 1073 | 1.1451 x 107*
1/64 | 1.7879 x 107* | 6.0922 x 10~ | 5.7119 x 102
1/128 | 4.4656 x 107> | 2.0847 x 107* | 2.8538 x 1072
1/256 | 1.1159 x 1075 | 6.7753 x 107 | 1.4266 x 1072

TABLE 5.3 — Erreurs calculées

87

eV, €Y et el. en fonction de h (Test 2).

u¢r» -p

h Ry Za R,

1/8 | 14770 x 1071 | 1.5177 x 107! | 4.4729 x 107!
1/16 | 1.0126 x 107! | 1.0269 x 107! | 3.4294 x 10~!
1/32 | 7.0602 x 1072 | 7.1106 x 1072 | 2.6547 x 107!
1/64 | 4.9554 x 1072 | 4.9719 x 1072 | 2.1249 x 107!
1/128 | 3.4899 x 1072 | 3.4956 x 10~2 | 1.7903 x 10~*
1/256 | 2.4627 x 1072 | 2.4657 x 1072 | 1.5936 x 10~

TABLE 5.4 — Erreurs calculées €. et egg en fonction de h (Test 2).

Sur les figures 5.7 et 5.8 sont représentées en échelle logarithmique les courbes des

erreurs e, e

0o ,1 0 0
w Epes 6)\2

0 0
y €xe €t €

n|T3

F1GURE 5.7 — Courbes des erreurs ¢

T

en fonction du pas de maillage h.

1

o5 107k

u’

ey, et e, (Test 2).
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s
AT 04l AT

0
- %*ez:\r‘

erreur
>
Q
|

FIGURE 5.8 — Courbes des erreurs e, et e, (Test 2).

On en déduit ainsi I'ordre des erreurs reportées dans les tableaux 5.3 et 5.4 :

Pour l'erreur €Y, la droite d’interpolation a pour équation :
log(€Y) = 2.00 log(h) — 0.29,

Pordre de erreur en norme L? est alors 2.

Pour lerreur e}, la droite d’interpolation a pour équation :
log(ey,) = 1.00 log(h) + 1.33,

I'erreur de la vitesse en norme H! est donc 1.
En ce qui concerne 'erreur de la pression 627 la pente de la droite d’interpolation est
1.63, lordre est approximativement 5/3.

Pour les multiplicateurs A, et A, : 'ordre est d’environ 1/2 (la pente de la droite est

0

0.52) pour €% et e . » est d’environ 1/3 (la pente de la droite est 0.30) pour e} . .
n|l'g n|l'y 1

5.2.4.3 Test 3

Dans ce cas test, nous allons calculer les estimations d’erreurs en travaillant avec un
seuil ¢ dans L?(0,1) mais qui n’appartient pas a H'/2(0,1).

Soit g la fonction donnée par :

( 10 .
N0 siz € [0, 1}\{—}
m_—
g(z) = 2
S
\ +00 Sll’—§.

On choisit les mémes conditions aux limites que dans le premier cas test. La solution
de référence (u, p, \,, \;) du probléme (P) est calculée pour h = 1/256.
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Sur les figures 5.9 et 5.10 sont représentés la vitesse tangentielle, le multiplicateur A

sur le bord I'; et le champ de vitesse obtenus en résolvant numériquement le probléme
(5.1)-(5.5).

40 f 3500 :
] A, sur [0, 1] M1R2)
a0l // ] 3000

—

Q 2500
o ‘ 1

| i
] ——hgur[0,172] 2000F
. .

0.1 0.2 0.3 0.4 0.

o

1500
40
| ——asuri 1) 1000
30\ 3
500
20t 1

0 I I I I _500 I I I I

FIGURE 5.9 — Le multiplicateur \; : \; = —X,,.t pour h = 1/256 (Test 3).

0.16 1.2
Vur3
0.14F
L
0.12f
0.8r
ot \\\4,—///////,.“\\\
R P Sy
0.08f 06 \ixﬂ”////””””*xi\
\\ﬂ/////////,‘,\\
0.061 4 04f \\‘.»////////ﬂ\\
8 \\‘4,)///////)‘,\\\
004 ] NNTTTTTTT T TTTINN
\\\\ N \
02r G e e e e O]
0.02f S
0,
ot
-0.02 . - L L ~02 I | | | . !
0 0.2 04 0.6 0.8 1 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

FIGURE 5.10 — La composante tangentielle de la vitesse pour h = 1/256 et le champs
de vitesse pour h = 1/16 (Test 3).

Les erreurs numériques sont présentées dans les tableaux 5.5 et 5.6 suivants
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h el e e

1/8 | 1.4837 x 1072 | 6.2529 x 10 | 3.1723 x 107!
1/16 | 8.0583 x 1073 | 3.5358 x 10 | 1.7015 x 10~}
1/32 | 4.7837 x 1073 | 2.5556 x 10 | 1.0020 x 10!
1/64 | 2.6524 x 1072 | 2.1905 x 10 | 6.2407 x 102

1/128 | 1.1309 x 1073 | 2.0414 x 10 | 3.9288 x 102

TABLE 5.5 — Erreurs calculées e, e et e}, en fonction de h (Test 3).

h e e,

1/8 |8.9226 x 10 | 8.7172 x 102
1/16 | 6.6423 x 10 | 5.8839 x 102
1/32 | 5.1588 x 10 | 3.7915 x 102
1/64 | 4.2260 x 10 | 2.2287 x 102
1/128 | 3.9805 x 10 | 1.0108 x 10?

TABLE 5.6 — Erreurs calculées €) et ¢} en fonction de h (Test 3).
)\VL >\t

Nous présentons sur les figures 5.11 et 5.12 les courbes d’erreurs en fonction du pas de
maillage h en échelle logarithmique. La pente est de 'ordre 0.903 pour €2 et de 0.747
pour ey, 0.392 pour € et elle est égale a 0.298 pour €3 et 0.762 pour €Y.

erreur
0
q

FI1GURE 5.11 — Courbes des erreurs e°

u’

e) et e, (Test 3).
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FIGURE 5.12 — Courbes des erreurs €3 et €} sur I'y (Test 3).

Remarque 5.2.4 Nous remarquons que l’ordre de lerreur de la vitesse en norme H!
et du multiplicateur N, est a peu prés égale o 3/4, ce qui vérifie Uestimation d’erreur
théorique et le résultat du test numérique obtenus dans [6], en revanche, lordre de
Uerreur de la pression est approrimativement 2/5 et pour le multiplicateur \,, Uordre

est d’environ 1/3.

Nous concluons ainsi que pour un choix du seuil g moins régulier, ’ordre de conver-
gence de 'erreur de la solution du probléme (5.1)-(5.5) diminu.

O

Dans la section suivante, nous cherchons a approximer la solution du probléme de

la structure monodimensionnel.

5.3 Discrétisation du probléme de la structure

On cherche a trouver une solution approchée du déplacement vertical d; modélisé
par les équations d’une poutre décrite dans le Probléme S1 : d; est une solution du

probléme suivant

EId%d, = f, dans]0,1],
dy(0) = dy(1) = 0, 0, dy(0) = D,dy(1) = 0,

Dans le Probléme S2, on cherche le déplacement vertical d; et le déplacement trans-
versal dy vérifiant
~ES,0%d, = flsur]o,1]
EI9, = f?sur]0,1]
d(0) =d(1) =0 et 0,d2(0) = 0.dy(1) = 0.
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Avec FE est le module d’Young, I est le moment d’inertie et S, est la section de la poutre.

Les formulations variationnelles sont données par :

Trouver dy € HZ(]0,1]) tel que
(PV1)
az(dz, v) = (fs,0) Vo € Hi(]0,1])

Trouver (dy,ds) € Hy(]0,1]) x HZ(]0,1[) tel que

(PVa) § di(di,v) = (f;,v) Vv € Hy(]0,1])

52(d27v) - ( 3277}) Vv e HS(]Ov 1[)

1
Zil(u,v):/ ES, 0 u0,v,
0

1
et az(u,v) :/ EIJud?v.
0

On vérifit d’aprés le théoréme de Lax-Milgram que les problémes (PV;) et (PV3) pos-

sédent une unique solution.

5.3.1 Approximation par éléments finis

On fait, maintenant, recours a ’approximation numérique par la méthode des élé-
ments finis pour chercher une solution approchée de d; et ds. Soit h un réel strictement
positif, censé tendre vers zéro, et soient V/* et V' deux sous espaces vectoriels res-
pectivement de Hj(]0,1[) et HZ(]0,1[) de dimension finie. On considére le probléme

variationnel discret suivant :

(

Trouver (dt, db) € V! x V;2 tel que

(PVh)  @ld,v) = (g1,v) Vv € V! (5.17)

52(d§,v) = (§2,U) VU € Véh

\

— maillage de la poutre :
On maille le domaine dans lequel le probléme est posé, en subdivisant l'intervalle

1
[0,1] en N +1 sous intervalles ou N € N*, on pose h = N

1 le pas du maillage
et x; =1h, V0 <7< N +1 les noeuds du maillage.
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— Choix de ’approximation :

e Pour le déplacement d;, on choisit comme approximation 1’élément finis de
classe C°. Dans ce cas les fonctions de V" sont des fonctions continues sur [0, 1],

affines par morceaux et nulles aux points 0 et 1. L’espace V" est donc défini par
—h
Vi = {vn € Vi 5 0(0) = va(1) = 0},

avec Vi = {v, € C°[0,1]) ; Vaoara] € P1 V0 < i < N + 1}, la famille
($1)1<i<n12 forme une base de V", d? s’écrit alors :

N+2

di =Y d @i, (5.18)
=1

ou di ;== dl(x;).
En injectant 'expression de d? (5.18) dans (PV})1, on obtient le systéme linéaire

suivant :

—_ (Jh .
Trouver Xy = (df ;)1<i<n+2 ;

A1X1 = Bl

Avec
(A1) = a1(Pi, ),
et B; = (f7, %))
e Pour le déplacement dy, on choisit I’élément finis de classe C!. Dans ce cas, les
fonctions de V' sont des fonctions contintiments différentiables sur l'intervalle

[0, 1], polynémiales de degré trois par morceaux et nulles en 0 et en 1. le sous

espace V' est donc définit par
VI = {up € Vo s 0p(0) = va(1) = 0, 9,0n(0) = Byup(1) = 01,

avec V; = {vn, € CH[0,1]) ; Vizizia[ € P3 VO < i < N + 1}, ot P3 désigne
I’espace des polyndmes de degré trois.

Les fonctions de VJ' sont complétement déterminées par les valeurs qu’elles
prennent aux noeuds du maillage x; ainsi que leurs dérivées en z;, pour tout
0 <4 < N+ 1. La base de V! est ainsi formée par w) et w!, ces fonctions sont

définies par :

w)(z;) = 6; et Opwd(r;)=0V0<j<N+1

i

w)(z;) =0 et dpw}(r;) =0;; VO<j<N+1
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dl s’écrit alors :
N+2 N+2

h b0 hoo1
dy = E dy w; + E :8$d2,iwi7
i—1 i—1

ol on a posé df; := di(x;) et Dpdy; = Opdy(;).

On obtient ainsi le systéme linéaire suivant :

_ (h h .
Trouver Xy = (d3;, 0,dy;Jo<i<n+1 ;

A2X2 = BQ

5.4 Couplage fluide-structure

La recherche d’une solution approchée du probléme de couplage fluide-structure se
fait par la construction d’un algorithme de point fixe [8]. Cet algorithme comporte ainsi

les trois étapes suivantes :

1. Résolution numérique des équations du fluide posées dans Q¢ (la configuration

déformée)
2. Résolution numérique des équations de la structure posées sur |0, 1[=T.

3. Le couplage : recherche de Q7 et de la force que le fluide exerce sur la structure :

contrainte fluide qu’on note par oy.

Dans les deux sections précédentes, on a présenté la discrétisation du probléme fluide
posé dans ]0, 1[2, et celle du probléme de la structure. Dans cette partie, on s’intéresse
a coupler ces deux problémes en calculant le terme de couplage o et en cherchant le

domaine fluide déformé. On finira par présenter 'algorithme de couplage.

5.4.1 La contrainte fluide

La contrainte o, exercée par le fluide sur le matériau élastique, représente un terme
de couplage et elle est égale aux contraintes fluides exprimées en coordonnées Lagran-
giennes :

o; = =0 — A,

ol 11 et t désignent respectivement la normale et la tangente a la déformé de T, A,

et A sont les multiplicateurs de Lagrange qui s’iddentifient respectivement & —o .1 et

—O'f.t.
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La normale n est exprimée en fonction du déplacement de la structure d = (dy, d) sur
I' par :
n= (_axd27 1+ axdl)a

et la tangente t est égale a (ng, —n;).
[’expression du vecteur contrainte, réécrit sur I', est alors donnée par la relation

suivante :

7o [ Ano (@) Beda(z) = Av o @(2) (14 Oeda())
F7 oM 0 0@) (14 0udi (1) — Ao 0(2) Dud (x)

ol ® est une application qui décrit la déformation du domaine fluide.

La premiére et la deuxiéme composante du vecteur 7y dans la base (t,n) = ((1,0), (0, 1)),
ol t et n sont respectivement la tangente et la normale & la non déformée de I', sont

données par les expressions suivantes

(TP)r = MBada(z) — Ae(1 + Bydy (7))
(Tr)2 = =Au(1 4 Ozdi(2)) — MOpda()

A partir des valeurs de )\, et \; obtenues en résolvant numériquement le probléme de
fluide et a l'aide de la formule d’approximation de Simpson, on arrive a calculer les

valeurs approchées des seconds membres du probléme de la structure :
((Ty)1,v), pourv e VI et de ((Ty)z,v) pourv € Vi

Remarque 5.4.1 Dans le cas ot le déplacement considéré de la structure est seulement
le déplacement wvertical dy (i.e. on considére le probléme (5.6)-(5.7)), la normale n,

exprimée sur I', est donnée par :

ﬁ == (—8xd2, 1)

5.4.2 Equations de la structure avec contrainte de volume

Pour un déplacement b fixé, on ajoute aux systémes d’équations de la structure, une

inconnue g associée a la condition de conservation de volume traduite par

1
/ dfi(b)s = 0,
0
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cette condition provient du faite que le fluide est incompressible, on cherche alors d(b) =

(dy1(b),d2(b)) vérifiant le systéme suivant :

—ES.92d,(b) + u(d)n(b), = fl+ (Ts(b))1 sur]0,1]
EI9}dy(b) + pu(b)n(b)y = f2+ (Tf(b))2 sur]0,1]
d(0) =d(1) =0, 0,dy(0) = 0,dy(1) = 0

A d2n(b)2

On note n(b); et n(b) la premiére et la deuxiéme composante du vecteur normal n(b)

A la déformée de T'.

On cherche une solution approchée d(b); de d(b), par la méthode des éléments finis,

sous la forme

d(b), = dn + (b)dy, (5.19)

avec d, est une solution du probléme suivant :

—ES.9dny = f, + (Ty(b))1 sur ]
EIOydns = fI+ (Ty(b))2 sur]

.|
1
dn(0) = dn(1) =0, 02 2(0) = Opdp2(1) =

0
0 [

et d; est une solution du probléme ci dessous :

—ES.92dy,, = —1n(b); sur]0,1]
El0,d,, = -n(b)ssur]0,1]
dy(0) = dn(1) =0, Oadly, 5(0) = Opdy, (1) = 0,

Ensuite, on cherche le multiplicateur u(b) tel que
1 1
n0) [ dyilts =~ [ Gai(t)
0 0
Remarque 5.4.2 — La méthode utilisée pour chercher la solution d(b), sous la

forme (5.19) est inspirée de [60)].

— Dans le cas du probléme de la structure (5.6) —(5.7), la condition de conservation

/01 dy(b) = 0.

de volume se traduit par
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5.4.3 Maillage déformé

La déformation du domaine 2 =|0, 1[? se fait par la construction d’une application
® qui décrit le déplacement de tous les noeuds du maillage du domaine €2, et donnée
par ® = [ 4§, ot 0 est le relévement du prolongement du déplacement d = (d;, ds),
qu’on note par Rd.

La construction de la transformation ® se traduit par la résolution par la méthode des

éléments finis en dimension deux du probléme de Laplace suivant :

([ _AS =0 dans

(P)S 0=0 sur TZWUILUTy

\ 0=d sur I's

La résolution de (P) se fait par la méthode de pénalisation.

)

N/
NN
e
NN
NN

FIGURE 5.13 — Maillage déformé

5.4.4 Algorithme de couplage

La solution du probléme couplé fluide-structure est un point fixe d’une application
S, qui associe pour chaque déplacement b, un nouveau déplacement d(b) ou d(b) est
obtenue en résolvant le probléme de la structure qui subit les forces exercées par le

fluide. Dans 1'ordre de trouver ce point fixe, on construit une suite (d™)en, définie
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par :
d™ = S(d™), YVm >0
ou d’ = 0.
Examinons maintenant la construction de la suite (d")en :
Pour obtenir le déplacement d™*!, on résout d’abord le probléme fluide écrit sous forme
algeébrique (5.11), posé dans Q4" qui est 'image du maillage initial (le carré unité) par

la transformation I + Rd " ot d™ est le déplacement obtenu a la m-éme étape. Avec la

d dTYL Ad"l Ad’"l,

. . R m . . .
solution discréte obtenue (u®,p® ; A%" A¢"), on calcule la contrainte fluide exercée sur

la structure et on finit par résoudre le probléme de la poutre pour obtenir le nouveau
déplacement d™t!.

Ces étapes sont présentées dans ’algorithme de couplage fluide-structure suivant :

Soit ®9" 1a déformation du domaine & la m-éme itération donnée par
Q" =T 4+ 5",

avec 09" = Rd" est la solution approchée du probléme harmonique (P).

Pour € une tolérance donnée, on a

— pour m =0, d° = (0,0), Q° =]0, 1[x]0, 1]

— Reépéter jusqu’a la convergence

1. Calcul de ™+ :
1.a déformation du domaine : Q4" = 4" (Q°)
1.b Résolution du probléme de Stokes dans Q4" : (u?™, pd™ A2" \I™)
1.c Calcul de la contrainte fluide 77"

1.d Résolution des équations de la structure : d™*!

2. (test de convergence) : ||d™! — d™|| < e sinon m < m + 1

et revenir a 1.

5.5 Reésultats numériques

Dans cette section, on s’occupe de I'implémentation numérique sous Matlab de 1’al-
gorithme de couplage.
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Pour les tests numériques, on choisit 'exemple d’un domaine Q =]0, 1[2,
Pour le fluide, on choisit une viscosité v = 100, f; = (0,0) et une condition de Dirichlet

non-homogeéne pour la vitesse donnée par le profil parabolique sur les bords I's et T'y

Wi — Wi :< y(1—y) )
T2 T4 —y(l—y) .

Le choix du profil parabolique sur les deux cotés du carré est fait dans le but de ren-

défini par

forcer le glissement du fluide au niveau de linterface fluide-structure (respectivement
la pénétration du fluide).

La condition de Tresca (respectivement la condition Leak) est imposée sur I'y et T's.
Pour la structure (poutre), la section S, et le moment d’inertie I sont donnés par

b x h3
e=bxh, [I= ;
Se =bx 12

ou h est 'hauteur de la poutre et b est sa largeur, dans ce qui suit A = 0.5 et b = 1.

B | Abscisse x

FIGURE 5.14 — La poutre

Les tests suivants sont faits dans le cas ot le seuil g est une fonction constante et
h = 1/50. On choisit deux différentes valeurs de g, une valeur pour laquelle le seuil est
atteint et une autre ou il n’est pas atteint par la composante tangentielle du vecteur

contrainte (resp. la composante normale du vecteur contrainte).

5.5.1 Tests numériques du Probléme S1
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Test 1 : Ce cas test est fait dans le cas ou F = 200.
Sur les figures 5.15 et 5.16 sont représentés le champ de vitesse et la déformation du

domaine fluide.

0.6f

04r

0F 1 0
02 . . . . . . 02 . . . . . .
-0.2 0 0.2 04 0.6 08 1 12 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 1 12

FIGURE 5.15 — Le champ de vitesse pour g = 150 (a gauche) et pour g = 1500 (a
droite).

1.2 12
1 % 1
=
08 08
06 0.6
04 04
02 0.2
0 0
02 ) ) ) ) 202 ) ) ) )
0.2 0.4 06 08 1 0 0.2 04 0.6 08 1

FIGURE 5.16 — Maillage du domaine déformé pour g = 150 et pour g = 1500.
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x10 x10
10 T T T 10
d pour g=150 d pour g=1500
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
2 -2
4 -4
-6 ] -6
8 . . . . 8
0 0.2 0.4 06 08 1 0 0.2 0.4 06 08 1

FIGURE 5.17 — La figure & gauche : le déplacement de la structure pour g = 150 :
|d| = 0.0374. La figure a droite : Le déplacement de la structure pour g = 1500,
|d| = 0.0390.

Dans la figure 5.17, le déplacement transversal augmente légérement quand le seuil

g n’est pas atteint.

0.04

v, sur 1"3
0.035F ———V,sur F1

0.03f

0.025

0.02F

0.015

_0005 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 5.18 — La vitesse tangentielle sur I's et sur I'y pour g = 150. |vyr,| = 0.1148 et
[vgr, | = 0.0854.

Dans la figure 5.18, sous l'effet de la déformation de la structure I's, le fluide glisse

moins sur le bord déformable que sur le bord rigide T';.
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Test 2 : Dans ce cas test, on choisit £ = 500.

La déformation du domaine est plus petite que le premier test :

0.61

0.4r

02 . . . . . .

20.2 0 02 04 06 08 1

FIGURE 5.19 — Le champ de vitesse
droite).

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8

~02 . . . . . .
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

pour g = 150 (a4 gauche) et pour g = 1500 (a

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 5.20 — Maillage du domaine déformé pour g = 150 et pour g = 1500.
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-3

x 10 x10°
4

T T T 4
d pour g=150 d pour g=1500

ot

ot p al

3 . . . . 4

FIGURE 5.21 — La figure & gauche : le déplacement de la structure pour g = 150 :
|d| = 0.0134. La figure a droite : Le déplacement de la structure pour g = 1500,
|d| = 0.0154.

0.04
v surly

0.035F ———V,sur F1

0.03f

0.025¢

0.02F

0.015

0.01f

_0005 L L L L
0 0.2 0.4 06 0.8 1

FIGURE 5.22 — La vitesse tangentielle sur I'3 et sur I'; pour g = 150. ]vt|p1| =0.1147 et
vy, | = 0.1043.

Dans la figure 5.22; la vitesse d’écoulement du fluide (la vitesse tangentielle) sur le
bord déformable I's s’approche de celle sur le bord rigide I'y, et ceci est di aux petits

déplacements.
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5.5.2 Test numérique du Probléme S2

Ce cas test est fait dans le cas ot £ =40 x 103 et h = 0.1.

1.2 12
1 1 1
08F 1 08f
06 1 06f
0.4F 1 04+
0.2 1 02f
0r 1 0r
_0;20.2 6 0‘.2 0i4 O.‘G 0‘.8 1‘ 12 _Oi20.2 6 0‘.2 O.‘4 0‘.6 oia 1‘ 12

FIGURE 5.23 — Le champ de vitesse pour g = 150 (a gauche) et pour g = 1500 (a
droite).

12 12
1 ; e 1 o g
08 08 2 -

065 06

04 04

02 02

0 0

2 02 04 06 08 1 2 02 04 06 08 1

FIGURE 5.24 — Maillage du domaine déformé pour g = 150 et pour g = 1500.
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x10 x10°
6 T T T T 6 T
d2 d2
S —dt
4 4
2F 2
0 0
ot -2
4t 1 4t
5 . . . . %
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 038 1

FIGURE 5.25 — La figure a gauche : le déplacement de la structure pour g = 150 : ds
est le déplacement transversal et d; est le déplacement longitudinal, |d| = 0.0264. La

figure a droite : Le déplacement de la structure pour g = 1500, |d| = 0.0287.

Pour voir Peffet du glissement sur le déplacement de la structure, on illustre les

déplacements d; et do dans les cas g = 150 et g = 1500 dans la méme figure.

3

6 x10
d2 pour g=1500
—— d2 pour g=150 VRN

/ -2t \
25} ] \
4l . ] -4t

——d1 pour g=1500
— d1 pour g=150 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.2 04 0.6 08 1 0 0.2 04 06 0.8 1

FIGURE 5.26 — Les déplacements de la structure pour g = 150 et pour g = 1500.
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0.04
v, sur le bord 3

0.035- v, sur le bord 1

0.031

0.025

0.02f

0.015

0.01F

_0005 L L L L
0 0.2 04 0.6 0.8 1

FIGURE 5.27 — La vitesse tangentielle sur I's et sur I'; pour g = 150. |vt‘p1] =0.1148 et
vy, | = 0.0971.

Sur les figures 5.25 et 5.26, on a représenté le déplacement de la structure pour deux
valeurs différentes du seuil g. Comme prévu, le déplacement d = (d;, dy) augmente (en
norme Euclidienne) quand le seuil n’est pas atteint, en effet, quand g augmente, le fluide
exerce des efforts plus importantes sur la structure, ce qui induit de déplacements plus
importants.

Dans la figure 5.27, la vitesse tangentielle sur la partie du bord susceptible d’étre

déformable I's diminue par rapport a la vitesse tangentielle sur le bord rigide T'y.
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5.5.3 Test numérique du Probléme Leak

On considére les mémes paramétres présentés dans les deux premiers cas tests pour
le probléme fluide et on choisit £/ = 200 pour I’équation de la poutre. La condition aux
limites de type pénétration est imposée sur I'; et I's.

Les figures suivantes sont obtenues :

1 1
08
0.6 06
04 04
0.2 02

0 0

-0.2 ; : ; ; -02 ! : ; !
02 04 0.6 08 1 0 0.2 04 06 08 1

12 12

08r 08F

06

0.4

0.4r

0.2r 0.2F

02 . . . . . . 02 . . . . . .
-02 0 02 04 06 0.8 1 12 -0.2 0 0.2 04 06 08 1 12

FIGURE 5.28 — Représentation du maillage du domaine déformé et du champ de vitesse

pour g = 150 (a gauche) et pour g = 1500 (a droite).
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3 -3

x10° x 10
6

T T T 10
d pour g=150 d pour g=1500

4+

-6 L L L L -8

FIGURE 5.29 — La figure a gauche : le déplacement de la structure pour g = 150,
|d| = 0.0255. La figure a droite : Le déplacement de la structure pour g = 1500,
|d| = 0.0390.

Sur la figure 5.29, le déplacement de la structure est présenté pour deux valeurs du
seuil g. On constate que le déplacement augmente quand g = 1500 ce qui induit plus

de déformation sur le domaine fluide comme le montre la figure 5.28.

Remarque 5.5.1 La contrainte fluide a plus d’effet sur le déplacement longitudinal

que sur le déplacement vertical (voir figure 5.18).
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FIGURE 5.30 — La vitesse normale sur I's et sur I'; pour g = 150.
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Dans la figure 5.30, la vitesse normale sur la partie déformée I's diminue par rapport a

celle sur la partie rigide I';.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a l'analyse d’un probléme d’inter-
action fluide-structure stationnaire dans le cas ou le fluide est visqueux incompressible
gouverné par le systéme de Stokes 2D et la structure est déformable et décrite par
les équations d’une poutre 1D. Les systémes d’équations considérés sont couplés via
une condition aux limites non linéaire de type frottement a l'interface. La non-linéarité
provenant de cette condition s’est avérée étre une difficulté majeure pour montrer I’exis-

tence et 'unicité de la solution du probléme couplé.

Les contributions de cette thése recouvrent deux aspects : analyse mathématique et
simulation numérique. Nous avons tout d’abord démontré un résultat d’existence d'une
unique solution faible du probléme couplé, ot le modéle de Navier-Bernoulli a été consi-
déré pour la structure, en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder. Ensuite, nous
avons étudié 'estimation d’erreur a priori de approximation du probléme de Stokes
avec la condition de Tresca par la méthode des éléments finis mixtes & quatre champs :
on a établi une estimation d’erreur optimale d’ordre 1 et nous avons réalisé des tests
numeériques validant les résultats démontrés théoriquement. Enfin, nous avons présenté
un algorithme de point fixe pour la résolution numérique du probléme couplé et nous
avons réalisé des simulations numériques pour le probléme d’interaction fluide-structure

avec la condition de Tresca et la condition Leak.

Plusieurs perspectives de développement restent encore envisageables. Nous présen-

tons certains :

— Sur le plan théorique, il serait intéressant d’étudier ’existence d’une solution
réguliére du probléme couplé avec la condition Slip ou Leak dans le cas ol les
déplacements de la structure, un déplacement vertical et un autre transversal,
sont modélisées par les équations d’une poutre (voir Probléme S2), un travail
qu’on a déja commencé & le traiter. Nous pouvons aussi étudier le méme type de
probléme en remplacant les équations de Stokes par celles de Navier-Stokes et a

considérer d’autres modeéles pour la structure dans les deux cas stationnaire et
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instationnaire.

D’un point de vue numeérique, nous avons seulement présenté la discrétisation et
la simulation numérique par la méthode des éléments finis du probléme couplé
avec la condition de Tresca, I’étape suivante consistera donc a étudier I’estimation
d’erreur a priori de ce probléme couplé. Nous pouvons également refaire I’étude
de D'estimation d’erreur du chapitre 4, en considérant les équations de Navier-
Stokes avec la condition de Tresca. Un autre développement possible des travaux
de cette thése est I’analyse numérique des problémes couplés instationnaires pour
lesquels le domaine fluide dépend du temps, avec des conditions aux limites de

type frottement a 'interface.



Annexe A

Preuve du Lemme 2.3.1

On note

X = {MeLQ(F);/WdF—/mwdrg()\weL?(r)}.
r r

Montrons que ) = x.

D’une part, on a y C @, en effet :
soit € L*(T) tel que [p¢dl < [ g || dI' Vi € LA(T).
En particulier, on a :

/(u—ﬁ)zpdl“ <0 Vi € L*(T) tel que ¢ > 0,
T

ce qui implique

u—g<0 p.psur I,

/(u+§)wdrgo Vi € L*(T) tel que v <0,
r

il vient que

w+g>0 ppsur I.
On en déduit ainsi d’aprés (A.1) et (A.2) :
| n|<g ppsurT,

on montre alors que y C Q.
D’autre part, on vérifie que ) C Y, en effet :
soit € @, pour ¢ € L*(T") on a

lp |<glv¢| ppsurl,
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ce qui implique
p<gl¢| ppsurl,

/Fws/rww,

On obtient alors, d’aprés ce qui précéde, 1’égalité voulue.

d’ou

on montre ainsi que ) C .
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