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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le transport maritime constitue l'un des plus anciens vecteurs d'interaction de la planète. En
e�et, dès que l'être humain a su creuser dans les troncs d'arbres, assembler les morceaux de bois ;
il a compris que la voie d'eau pourrait servir pour transporter les personnes et les marchandises.
Selon la CNUCED (Conférence des Nations Unies sur le Commerce et le Développement), 50
000 navires ont navigué dans le monde entier en 2012, transportant 9 milliards de tonnes,
représentant un marché de 1500 milliards d'euros et faisant du transport maritime le moyen de
transport le plus important dans le commerce mondial, en termes de capacité. En 2015, plus
de 10 milliards de tonnes ont été transportées à travers des axes maritimes, ce qui représente
80% du commerce mondial en volume. Actuellement, le transport maritime représente 90% du
commerce mondial et malgré un ralentissement dû à la crise économique, ce marché devrait
continuer de croître pour atteindre 2000 milliards d'euros en 2020.

Figure 1 � Principales routes maritimes d'après les trajets des navires en juillet 2011 équipés
du système AMVER (source [27])
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

En France, les �ux de marchandises sont responsables de plus de 40% des émissions de CO2

dans le secteur des transports et de plus de 10% des émissions totales de la France (tous sec-
teurs confondus). Alors que les émissions de CO2 baissent considérablement dans les industries
et dans l'agriculture, elles augmentent dans le domaine du transport.
La route reste le moyen le plus �exible, le plus �able, et le plus réactif (87% des transports
s'e�ectue par le mode routier, 11% par le mode ferroviaire et 2% par le mode �uvial) malgré son
prix au km parcouru qui est de plus en plus onéreux compte tenu de l'augmentation du prix du
gazole. L'utilisation massive de ce mode de transport a entraîné la saturation de plusieurs axes
majeurs de circulation qui sont devenus de véritables goulots d'étranglement et a augmenté
l'émission de CO2.

Le Grenelle de l'Environnement a �xé comme objectif de réduire de 20% les émissions de
CO2 liées au transport à l'horizon 2020. Il est donc important que les transporteurs et les char-
geurs puissent utiliser les modes de transport les moins émetteurs en CO2 . Le transport routier
restera le mode de transport privilégié en raison de sa �exibilité et de son atout à pouvoir livrer
les marchandises destinées aux clients �naux sur le dernier kilomètre. Il est donc primordial de
raisonner en terme de complémentarité des di�érents modes de transport et non en terme de
concurrence ou d'opposition modale, puisque cette complémentarité entre les modes de trans-
port est nécessaire dans le but de diminuer le coût économique et environnemental du transport
de marchandises. En plus, le choix d'un transport multimodal est le résultat d'une démarche
stratégique de chaque entreprise dans le cadre de la contribution au développement durable et
le respect de l'environnement.

Particulièrement, si nous prenons comme exemple le Grand Port Maritime du Havre (GPHM)
qui représente le 1er port à conteneurs en France, 5e en Europe et 65e au niveau mondial, il a
des connexions avec plus de 500 ports dans le monde qui sont repartis dans tous les continents.
Aussi, il reçoit plus de 6000 escales annuels dont 40% de porte-conteneurs, 35% de vraquiers,
10% de ferries, 10% de navires rouliers. En 2017, le tra�c dans le Grand Port Maritime du
Havre a atteint plus de 72 millions de tonnes (contre 66 millions de tonnes en 2016) dont à peu
près la moitié est transportée dans des conteneurs.

Au vu de la quantité de marchandises à transporter et de sa complexité à l'acheminer, il
est absolument nécessaire de s'intéresser à l'ensemble de la chaîne logistique liées aux transport
de ces marchandises. Celle-ci se compose principalement par le chargement dans un moyen de
transport (maritime ou aérien), le transport du lieu de production vers un terminal portuaire,
puis le transfert vers un nouveau mode de transport (voie ferrée, �uviale ou routière) pour un
acheminement vers l'hinterland et le déchargement dans un lieu de consommation. Dans cette
thèse, nous nous sommes intéressés à l'acheminement des conteneurs vers l'hinterland (dans les
deux sens : exportation ou importation).

Les modes d'organisation, de la plani�cation et de la gestion du passage portuaire et d'éva-
cuation des conteneurs vers l'hinterland sont en cours d'évolution dans tous les grands ports
maritimes, avec en particulier une réorganisation des modes de post-acheminement. Grâce à
l'axe seine et son importance au niveau national, les ports de Paris et les grands ports maritimes
de Rouen et du Havre se sont réunis, depuis 2009, dans un Groupement d'Intérêt Économique
appelé HAROPA. Ce dernier se positionne comme le quatrième port Nord-Européen et dessert
un vaste hinterland dont le c÷ur se situe sur la vallée de la Seine et l'Île-de-France.
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Figure 2 � Terminal de Normandie MSC (source [26])

Vu le �ux considérable de conteneurs passant par le Grand Port Maritime du Havre et l'évo-
lution croissante de ce �ux, la combinaison de di�érents modes de transport devient nécessaire
pour optimiser le passage portuaire de conteneurs. HAROPA a décidé en 2016 de construire une
plate-forme multimodale connectée aux principaux terminaux. Le complexe portuaire HAROPA
dispose de connexions intermodales qui permettent d'o�rir le plus large service en matière de
choix du mode de transport des marchandises, vers ou au départ des ports de l'axe Seine. Le
transport routier chez HAROPA est un mode de transport performant et �exible, parfaitement
intégré à l'organisation logistique multimodale. Il assure une connexion en moins de 10 mi-
nutes aux réseaux autoroutiers européens via les A131 et A29 et une connexion directe avec
le sud-ouest ainsi qu'avec l'Espagne et le Portugal via l'A28. Le réseau ferroviaire HAROPA a
pour objectif de maîtriser sa desserte terrestre tout en développant la multimodalité. Il compte
plus de 10 000 trains par an et assure la desserte ferroviaire des terminaux maritimes et conti-
nentaux par une dizaine de navettes régulières sur la France et l'Allemagne en assurant une
liaison directe avec Paris. L'hinterland �uvial HAROPA, sécurisé, éco-responsable et compé-
titif, s'étend tout le long de l'axe Seine sur plus de 500 km de voies navigables (s'étendant
jusqu'à la Champagne-Ardenne et la Bourgogne), jusqu'au c÷ur d'un marché de 25 millions de
consommateurs et au-delà.

Pour éviter une saturation des axes routiers, le développement de nouvelles dessertes �u-
viales et ferroviaires au sein du Grand Port Maritime du Havre devient impératif. Nous nous
intéressons donc à l'organisation d'un port étendu au niveau opérationnel, en particulier à une
réorganisation des modes de post-acheminement. On tend ainsi à encourager et à développer
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

les modes alternatifs à la route :
• le mode �uvial,
• le mode ferroviaire.

Cette organisation doit faciliter et accélérer le passage de marchandises d'un mode de transport
à un autre de telle sorte que le transport de conteneurs reste rapide et �able.

Pour la plateforme multimodale havraise, un exemple d'illustration est présenté dans la �-
gure 3. Les deux images à gauche représentent, respectivement, un terminal portuaire havraise
et un entrepôt et celles de droite représentent la plateforme multimodale du Havre et le port
de Paris. Pour livrer un conteneur depuis ce terminal vers cet entrepôt, le transporteur dispose
de plusieurs possibilités. Il peut l'envoyer directement par camion ce qui peut avoir comme
inconvénient un prix plus élevé mais le processus de livraison va prendre moins de temps par
rapport aux autres choix ; Il peut aussi le transporter par un train ou une une barge ce qui
coûtera moins cher et répond mieux aux exigences écologiques. Pour ces deux derniers choix, le
conteneur doit passer par la plateforme collaborative havraise de nouvelle génération, qui per-
met aux acteurs de la chaîne logistique de �uidi�er au niveau national l'ensemble des échanges
liés au commerce extérieur.

Le problème de transport intervient dans de nombreuses problématiques. Il consiste sim-
plement à organiser les �ux dans un réseau en minimisant les coûts d'acheminement de ces
di�érents �ux. Cependant, pour la plupart des problématiques de transport rencontrées dans le
monde industriel, de nombreuses contraintes techniques doivent souvent être prises en compte.
• contraintes de gestion temporelle : ne pas dépasser une durée maximale de transport,
respecter l'ordonnancement et les horaires de livraison,
• contraintes de gestion de ressources : utiliser seulement les moyens (humains et matériels)
disponibles, allouer de nouveaux moyens aux di�érents �ux,
• contraintes de gestion de �ux multiples : gérer plusieurs �ux en même temps, prendre
en compte les con�its éventuels entre produits
• contraintes de tournées : former des circuits de distribution de marchandises, gérer les
retours aux dépôts des véhicules de transport, gérer le retour des produits défectueux,
• contraintes d'incertitudes : gérer des données (demandes ou capacités) aléatoires ou
dynamiques, gérer les éventuels défaillances.

Les critères utilisés pour ce problème sont très variables en fonction des objectifs recherchés :
minimisation des coûts ; ou maximisation du pro�l engendré par le �ux transporté (en maximi-
sant le �ot transporté par des ressources limitées).

En pratique, plusieurs acteurs de transport interviennent dans le processus de livraison des
conteneurs (pour chaque mode de transport, un ou plusieurs acteurs interviennent). Chaque
acteur optimise ses tournées et propose des prix de transport et des éventuels horaires de trajet
en fonction des demandes. Cependant, le prix total du transport pourra s'élever en l'absence
d'une coopération entre ces acteurs a�n d'optimiser l'ensemble des coûts intervenant dans la
chaîne de transport. D'où la nécessité d'une étude globale du processus d'acheminement.
La �gure 4 donne une vision sur la compétitivité du transport combiné barge-camion, et le
transport routier sur l'import de conteneurs 20'DRY depuis le port �uvial de Gennevilliers. Le
tableau 1.1 donne, aussi, une idée de la structure du coût de transport d'un conteneur depuis
Le Havre vers l'Île-de-France, selon que l'on opte pour la voie routière ou �uviale-ferroviaire.
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Figure 3 � Les acteurs en jeu : port, plateforme, entrepôt
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Figure 4 � Exemple de di�érences des tarifs entre le transport combiné et le mode routier

Terrestre Fer/Fleuve

Manutention, livraison �nale et retour des
conteneurs vides en Île-de-France

230e

Transport Le Havre → Île-de-France 450e 170e
Manutention et transfert au Havre 50e
Total 450 e 450 e

Tableau 1.1 � Structure des coûts de transport multimodal. (source GPMH)

Au cours du chapitre 2, nous allons présenter un état de l'art regroupant des travaux qui
s'intéressent à des problèmes similaires, classés suivant la nature structure du réseau de trans-
port (multimodal ou non) avec la présence ou l'absence des n÷uds de transbordements et/ou
de stockage (plateformes multimodales), ainsi que le niveau d'étude (stratégique, tactique ou
opérationnel). Dans le chapitre 3, nous allons formuler le problème et construire un modèle
mathématique réaliste qui prend en considération les di�érents aspects liés au transport et au
stockage des conteneurs. L'objectif de notre modèle est de minimiser le coût global de transport
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de conteneurs (coût de transport, de stockage et de manutention) tout en assurant une gestion
optimale (en terme de coût) de l'ensemble de véhicules (camions, trains et barges). Dans le
chapitre 4, nous allons construire un modèle agrégé qui prend en considération les principales
spéci�cités du problème et nous allons montrer, sous certaines hypothèses, des liens entre les
deux modèles mathématiques (toute solution du problème initial, induit une solution du pro-
blème agrégé ; et la fonction objectif du problème agrégé est inférieure à celle du problème
initial). Ainsi, à l'aide de ce problème agrégé, nous allons obtenir deux bornes : une borne
duale et une borne primale de notre problème initial à partir de ce même modèle agrégé. Pour
conclure, nous allons réaliser une synthèse des travaux et résultats trouvés et �nir par quelques
perspectives de recherche.

13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

14



CHAPITRE 2

REVUE DE LITTÉRATURE ET CONTEXTE
DU PROBLÈME

La gestion de la chaîne logistique globale nécessite un programme de transport optimal
capable de gérer les déplacements de marchandises et leurs di�érents moyens de transport de-
puis leur conception jusqu'au client �nal. Pour ce faire, et pour améliorer la performance de
la chaîne logistique globale, les acteurs de cette chaîne utilisent le transport multimodal qui
n'est autre que la combinaison d'au moins deux modes de transport. Ce mode de transport
considère le contenant et le contenu comme un élément indissociable entre le point de départ et
la destination �nale et nécessite, dans la plupart de cas, un stockage temporaire dans une zone
de stockage dite � plateforme multimodale �. Les plateformes multimodales constituent des
n÷uds du réseau de transport permettant le passage des marchandises d'un mode à un autre
mais pouvant aussi être des lieux privilégiés d'activités logistiques à valeur ajoutée. La gestion
de ces plateformes multimodales devient une priorité et un objectif principal pour faciliter le
passage de marchandises d'un mode de transport à un autre. Nous rappelons la distinction
entre les deux termes multimodal et intermodal. Malgré qu'ils désignent tout les deux la pré-
sence d'au moins deux modes de transport, le premier terme sous entend qu'il peut y avoir
d'empotage et de dépotage de conteneurs contrairement au second terme.

Le Problème de Gestion du Flot de Conteneurs dans un Réseau Multimodal (PGFCRM) a
intéressé plusieurs chercheurs bien que les travaux de recherche développés dans ce domaine ne
soient pas nombreux. Dans cette thèse nous présentons un nouveau modèle mathématique qui
tient compte de la plupart des contraintes réelles existantes. Nous présentons, dans la première
partie de ce chapitre, un état de l'art regroupant des travaux qui s'intéressent à des problèmes
similaires, un tableau classi�ant les di�érentes études suivant la structure du réseau de trans-
port (multimodal ou non) avec la présence ou l'absence des n÷uds de transbordements et/ou
de stockage (plateformes multimodales), ainsi que le niveau d'étude (stratégique, tactique ou
opérationnel). Dans la deuxième partie, nous présentons le contexte de notre problème.

Dans le domaine de transport et de la logistique, les prises de décisions sont classées selon
leurs types : stratégique, tactique ou opérationnel. Cette classi�cation peut être illustrée par la
logistique ferroviaire par les exemples suivants.
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• Les décisions stratégiques : ce sont les décisions d'avenir lointain qui concernent les
orientations générales de l'entreprise et qui dé�nissent sa stratégie, ses relations avec
son environnement, son organisation à long terme (missions, vision, objectifs, valeurs)
et le choix des moyens/ressources à mettre en ÷uvre pour atteindre les objectifs �xés et
réaliser la stratégie dé�nie. Exemple : lancement d'un nouveau produit, abandon d'une
activité, fusion avec une autre entreprise, construction de nouvelles infrastructures (lignes
de trains ou bâtiments,...), dimensionnement du réseau ou la politique d'investissement
(matériel ou humain). Elles sont prises par la direction générale de l'entreprise.
• Les décisions tactiques : ce sont les décisions à moyen termes relatives à la gestion des
moyens dé�nis par les décisions stratégiques (ressources humaines, matérielles, �nan-
cières et technologiques) et qui ont une des conséquences importantes pour l'entreprise.
Exemples : lancement d'une campagne publicitaire, acquisition de matériel de produc-
tion, recrutement d'un cadre dirigeant, plani�cation des chemins empruntés par les trains
ou la prévention des e�ectifs pour assurer un bon fonctionnement du réseau lors des pé-
riodes d'a�uence. En général, ces décisions sont prises par le personnel d'encadrement
de l'entreprise.
• Les décisions opérationnelles : ce sont les décisions nécessaires au bon fonctionnement
quotidien qui ont une portée limitée et comportent un risque mineur. Exemples : achat
de fournitures de bureau, plani�cation des horaires journaliers des équipes et des équipe-
ments en fonction des imprévus (trains en panne, personnels malades, augmentation des
demandes). En général, elles sont prises par le personnel d'encadrement ou les employés.

Dans le tableau2.1, nous présentons les spéci�cités de chaque niveau d'étude. En particulier,
pour notre problème, nous nous intéressons à un niveau d'étude opérationnelle. Ainsi, dans la
revue de littérature, nous présentons les di�érents problèmes existants dans la littérature suivant
leur niveau de décision.

Niveau de
décision

décision stratégique décision tactique décision opération-
nelle

Prise de
décision

décisions prises à un
haut niveau hiérar-
chique

décisions liées au fonc-
tionnement du quoti-
dien

décisions consistant à
ré-optimiser les déci-
sions tactiques

Horizon
temporel

long terme (décennies-
années)

moyens termes (mois-
semaines)

court terme (jours-
heures)

Risque élevé moyen faible
Niveau
d'incerti-
tude

décisions prises selon
di�érents scénarios

décision prises en
fonction de données
moyennes

gestion de données dy-
namique

Exemples
de déci-
sions

plani�cation d'une
stratégie future,
conception de réseau
complexes, inves-
tissement dans une
entrepris,...

plani�cation de dé-
cisions périodiques,
gestion d'emploi
du temps et des
ressources, mise en
application des déci-
sions stratégiques,...

plani�cation d'une so-
lution technique, ré-
ajustement des déci-
sions tactiques, opti-
misation des décisions
liées aux imprévus,...

Tableau 2.1 � Les di�érents niveaux de décision (stratégique, tactique, opérationnel)

16
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années mois semaines jours heures

stratégique tactique opérationnelle temps

2.1 Revue de littérature pour le niveau stratégique

Plusieurs chercheurs se sont intéressés au problème de transport de conteneurs au niveau
stratégique. En revanche, nous présentons un seul papier qui s'est intéressé à un problème ayant
un réseau de transport similaire à celui du nôtre.

Zhi-Hua Hu a étudié dans [20] un problème de plani�cation du transport multimodal (basé
sur le modèle d'a�nité immunitaire pour les secours d'urgence). Son modèle est proposé pour
des situations d'urgences. En revanche, il est applicable pour une vision stratégique. Il propose
un modèle mathématique multi-objectif pour la sélection d'un chemin d'approvisionnement.
Il s'est intéressé au calcul du plus court chemin, en terme de coût de transport, entre deux
sommets S et E. Son objectif est de minimiser les di�érents coûts. Les sommets intermédiaires
représentent des plateformes (au sein desquelles on peut passer d'un mode de transport à un
autre). La décision d'utiliser ces n÷uds de transbordement pour des situations d'urgences est
équivalente, dans une vision stratégique, à la décision de construire des plateformes multimo-
dales dans des emplacements potentiels.

Le réseau de transport auquel nous nous intéressons a la même structure et la même nature
des n÷uds de transbordements que le réseau considéré par Zhi-Hua Hu dans cette étude. Ce-
pendant, l'aspect dynamique et plusieurs contraintes techniques sont absentes dans son modèle
qui s'intéresse plutôt à un niveau stratégique du problème.

2.2 Revue de littérature pour le niveau tactique

Dans le papier [4], le travail réalisé par T-S. Chang était concentré sur le choix de meilleurs
itinéraires routiers pour l'expédition de marchandises via un réseau international et intermodal.
Il formule le problème sous forme d'un problème multi-objectif multimodal de �ux (MMMFP)
avec des fenêtres de temps. Il prend, donc, en considération les modes de transport programmés
et les délais de livraison demandés. Le coût total de transport ainsi que le temps de livraison
sont à minimiser. Le problème est NP-di�cile. Ainsi, il propose une heuristique basée sur les
techniques de relaxation et de décomposition. Le problème initial est divisé en une suite de
sous-problèmes de dimensions plus petites et plus faciles à résoudre.

Il a étudié le problème de transport au niveau tactique pour un réseau international et il
a considéré les deux modes : maritime et aérien. Par rapport à notre modèle, il ne considère
pas la gestion du stock, la gestion des lieux de transbordement et la gestion des véhicules (ca-
mions, avions, bateaux ou barges selon les modes de transports considérés). En e�et, le niveau
décisionnel de notre problème nous oblige à considérer les di�érents critères qui entrent en jeu
dans le processus de livraison.

L. Moccia, J-F. Cordeau, G. Laporte, S. Ropke et M. P. Valentini se sont intéressés dans
[7], à la modélisation et la résolution du problème de routage multimodal avec des horaires et

17



CHAPITRE 2. REVUE DE LITTÉRATURE ET CONTEXTE DU PROBLÈME

des fenêtres de temps. Ils considèrent un ensemble de marchandises à livrer avec des fenêtres
de temps de prise en charge et des fenêtres de temps pour la livraison. Ainsi, ils ont créé un
graphe �ctif qui modélise les di�érentes possibilités de livraison en a�ectant à ses arcs des
poids qui représentent les coûts de transport et les durées nécessaires pour les parcourir. Ils ont
construit, ensuite, un modèle mathématique a�n d'optimiser les coûts des chemins parcourus
pour la livraisons de l'ensemble des demandes tout en respectant les contraintes temporelles
et techniques liées au problème de routage et ils utilisent, comme méthode de résolution, la
génération des colonnes.

Contrairement à notre modèle, ils ont étudié le problème de routage (dans le but d'obtenir
des chemins optimaux pour la livraison de marchandises) sur un niveau tactique. Ce qui rend
les deux problèmes di�érents structurellement.

2.3 Revue de littérature pour le niveau opérationnel

Wen Fei Wang et Won Young Yun dans [1] ont proposé une combinaison de modes routier
et ferroviaire dans leur modèle mathématique. Ils ont réalisé une classi�cation des conteneurs
suivant quatre types : la direction du conteneur (entrant ou sortant) et l'état du conteneur (plein
ou vide). Ils considèrent aussi un éventuel changement de mode de transport dans un terminal
ou dans une gare. Ils ont construit un graphe étendu dont les sommets sont les conteneurs
et les points de dépôts. Pour construire les arcs de ce graphe, ils ont dé�ni une structure
de connectivité qui dépend de la nature de l'origine (point de départ) et de l'extrémité (la
destination) de chaque arc. Ainsi, ils ont transformé le problème en un problème de connectivité
du graphe. Ils ont construit un modèle quadratique ayant deux types de variables :
• variables binaires indexées par les arcs du graphe étendu et par les trains,
• variables continues (qui représentent le temps) indexées par les sommets.

Leur objectif est de minimiser le coût global de transport (routier et ferroviaire). Ils ont utilisé
une méthode de recherche de tabou hybride et ils arrivent à résoudre, par exemple, des ins-
tances de 40 conteneurs, de 20 clients, de 5 trains d'importation et de 5 trains d'exportation
en 3 heures. Et pour la résolution exacte de CPLEX, ils arrivent, par exemple, à résoudre des
instances de seize conteneurs, de dix clients et de trois trains, dont chacun à une capacité de 3
conteneurs, en dix heures.

Contrairement à notre modèle, celui-ci s'intéresse plutôt à des problèmes ayant un nombre
assez restreint de conteneurs et dont le niveau de décision se limite au niveau routier (les dates
de départ et celles d'arrivée des trains sont données). De plus, il ne prend pas en compte ni les
coûts de transbordement ni ceux de stockage. Les auteurs n'ont pas intégré le mode de transport
�uvial et n'ont pas considéré les di�érents types de conteneurs ainsi que les incompatibilités
entre marchandises.

S. Bock propose dans [2] une approche de contrôle en temps réel, en intégrant des chaînes
de transport multimodales, a�n de minimiser les déplacements des véhicules vides et de gérer
les aléas et les perturbations dynamiques. Cette approche intègre le transport multimodal et les
transbordements multiples pour la première fois. Une procédure d'optimisation qui adapte les
processus de transport est continuellement appliquée. L'arrêt ou la décélération des véhicules
sont des possibles scénarios de perturbation. Les restrictions relatives à la réglementation des

18



2.4. TABLEAU RÉCAPITULATIF DE LA REVUE DE LITTÉRATURE

temps de conduite et de repos pour les conducteurs sont omises. Cependant, ces restrictions
sont intégrées dans la plani�cation de la tournée de véhicules programmée. L'auteur propose,
ainsi, une structure de voisinage locale pour étudier les éventuelles perturbations.

Il présente un modèle dynamique qui dé�nit le problème d'optimisation temporaire du coût
de transport des marchandises. Il considère que, pour les modes de transport, autres que la
route, les prix du transport sont prédé�nis ainsi que les dates éventuelles de prise en charge et
de livraison. Les décisions à prendre seront, donc, au niveau routier uniquement. Cette vision
partiale du problème constitue la grande di�érence avec notre modèle mathématique proposé.

Zhang, Ruiyou, Yun, Won Young et Moon examinent, dans [3] le problème rencontré par
les entreprises qui transportent des conteneurs par camion dans un environnement avec des
contraintes de ressources. La zone considérée est axée sur l'exportation. Par conséquent, il
existe trois types de mouvements des conteneurs, conteneurs entrants pleins, sortants pleins et
entrants vides. Les temps passés au terminal et chez les clients ainsi que le temps de parcours
des arcs sont à prendre en considération. Outre les camions et les conteneurs vides sont égale-
ment considérés comme deux types de ressources. L'objectif est de minimiser le temps total, y
compris le temps d'attente de tous les camions en fonctionnement.
Le problème est modélisé mathématiquement sur la base des graphes. Il est considéré comme
de multiples problèmes de voyageurs de commerce avec fenêtres de temps (m-TSPTW) avec
des contraintes de ressources.
Un algorithme basé sur la recherche de tabou réactif (RTS) est développé pour résoudre ce pro-
blème. Un certain nombre d'exemples générés aléatoirement indiquent que l'algorithme peut
être appliqué sur des données réelles dont, en revanche, le nombre de conteneurs et celui des
camions ne dépassent pas 20 et le temps de résolution peut dépasser 7h pour CPLEX. Par
contre, pour le RTS proposé, le temps de résolution est très court (moins de vingt minutes)
avec un GAP au dessous de 5% pour les instances résolues avec CPLEX.

Ce problème intègre l'aspect opérationnel de transport de marchandises et la possibilité de
changement de véhicules au niveau des terminaux. En revanche, il ne prend en considération
qu'un seul mode de transport qui est le transport routier.

Julia Funke et Herbert Kopfer proposent dans [6] un programme linéaire multi-objectif
(PLM) avec deux objectifs :
• minimisation de la distance totale de déplacement des camions,
• minimisation du temps de fonctionnement des camions.

Les auteurs ont fait une extension du problème étudié par Zhang, Ruiyou, Yun, Won Young
et Moon dans [3] en considérant deux types de conteneurs (20 et 40 pieds). En revanche, ils
s'intéressent toujours à des demandes de très petites quantités de conteneurs et n'intègrent,
dans leur modèle, qu'un seule mode de transport qui est le mode routier.

2.4 Tableau récapitulatif de la revue de littérature
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Titre Auteurs &
année

Multimodal Plateformes
multimo-
dales

niveau Remarques

Scheduling for
inland container
truck and train
transportation

Wen Fei
Wang,
Won
Young Yun
2013

√ √
O.

minimisation
de la distance
totale de dé-
placement et
minimisation
du temps de
fonctionnement
des camions

Real-time
control of
freight forwar-
der transporta-
tion networks
by integrating
multimodal
transport chains

Stefan
Bock 2009 √ √

O.

Les décisions
à prendre sont
pour le mode
routier unique-
ment

Modeling and
optimization
of a container
drayage problem
with resource
constraints

R. Zhang,
W. Y. Yun,
I. K. Moon
2010

× × O.

Ce modèle n'in-
tègre que le
mode de trans-
port routier

A model for
a multi-size
inland container
transportation
problem

Julia
Funke,
Herbert
Kopfer
2016

× × O.

minimisation
de la distance
totale de dé-
placement et
minimisation
du temps de
fonctionnement
des camions

Developing
a model for
measuring the
resilience of a
port-hinterland
container trans-
portation net-
work

Hong
Chen,
Kevin
Cullinane,
Nan Liu.
2017

√ √

(ports à
sec)

O.

Construction
d'un modèle
quadratique qui
mesure le niveau
de résilience
(capacité des
infrastructures
à s'adapter au
perturbations)
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Best routes
selection in
international
intermodal
networks

T-S.
Chang
2007

√ √
T.

Il prend en
considération
plusieurs aspects
de notre pro-
blème mais au
niveau tactique.

A local search
heuristic for the
pre- and end-
haulage of inter-
modal container
terminals

A. Ca-
ris, G.K.
Janssens
2009

× × T.

C'est un pro-
blème de ra-
massage et de
livraison par des
camions avec
des fenêtres de
temps

Modeling and
solving a mul-
timodal routing
problem with
�exible-time
and schedules
services

L. Moc-
cia, J-F.
Cordeau,
Gilbert
Laporte, S.
Ropke, M.
P. Valentin
2011

√ √
T.

A�ectation de
chaque demande
à un chemin
a�n de minimi-
ser le coût de
transport

Multi-port vs.
Hub-and-Spoke
port calls by
containerships

A. Imaia,
K. Shin-
tanib,
Stratos
Papadi-
mitriouc.
2009

√ √
T.

Le réseau est
constitué de
plusieurs ports
et le but est
d'optimiser la
tournée des
navires.

Computer assis-
ted routing of
intermodal ship-
ments

B.S.
Board-
man, E.M.
Malstrom,
... 1997

√ √
T.

Description d'un
système aidant
au choix d'iti-
néraires moins
coûteuses à par-
tir d'une base
de données des
chemins entres
les pairs de
sommets (orig.,
dest.).
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A container
multimodal
transportation
scheduling ap-
proach based
on immune af-
�nity model for
emergency relief

Zhi-Hua
Hu. 2011 √ √

S.

le réseau est si-
milaire au notre.
Son but est de
trouver le plus
court chemin (en
terme de coût)
entre les som-
mets : origine et
destination d'un
�ux d'approvi-
sionnement.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons cité quelques références bibliographiques traitant des problèmes
similaires aux niveaux tactique et stratégique. Nous nous sommes focalisés sur les travaux
traitant le même problème au niveau opérationnel.
Dans la littérature, nous ne trouvons pas un modèle mathématique qui modélise le problème de
transport de conteneurs dans un réseau multimodal, au niveau opérationnel et dont le niveau
de décision s'étale sur les di�érents modes de transport. De plus, les chercheurs qui ont étudié
le problème au niveau opérationnel et dont le champ décisionnel se limite au mode routier,
n'arrivent à traiter qu'un nombre assez restreint de conteneurs.

2.6 Présentation du �ot, du réseau et des ressources

2.6.1 Le �ux étudié

Nous nous intéressons dans notre problème aux marchandises conteneurisées. Dans la pra-
tique, il existe di�érentes dimensions de conteneurs : standard 20', standard 40', 45' high cube
(une spécialité du groupe CMA CGM). Pour des raisons de simplicité, et vu que les conteneurs
45' high cube sont moins fréquents, nous ne considérons, dans notre problème, que deux types
de conteneurs : les standards 20' et les standards 40'.
En pratique, les prix, proposés par les transporteurs, pour l'acheminement des conteneurs 40'
n'est pas le double de celui des conteneurs 20'. Cependant, la capacité des véhicules reste pro-
portionnelle aux type des conteneurs (capacité en 40' est égale à la moitié de la capacité en
20'). Dans la section 3.1 du chapitre suivant nous allons dé�nir un coe�cient pour chaque type
de conteneurs.

En cas de transport de marchandises dangereuses (MD), les conteneurs doivent respecter la
réglementation relative au transport maritime des marchandises dangereuses (Code IMDG). En
France, le transport de marchandises dangereuses est réglementé par un texte unique compor-
tant plusieurs annexes : l'arrêté consolidé du 29 mai 2009 relatif au transport de marchandises
dangereuses par voie terrestre(dit "Arrêté TDM"). Cet arrêté s'applique au transport de MD
par route, par voies ferrées et par voies de navigation intérieures e�ectué en France, y compris
aux opérations de chargement/déchargement, au transfert d'un mode de transport vers un autre.
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2

3

4

1

5

Figure 2.6.1 � Exemple du réseau initial

Les demandes seront classées suivant le type de conteneurs d'une part et suivant les ca-
tégories d'autre part : conteneurs vides, produits secs, frigori�ques et Matières Dangereuses
(chimiques, radioactifs, explosifs,...). Le transport de ces dernières génère des contraintes d'in-
compatibilités, et des limitations de capacités des véhicules suivant les réglementations en vi-
gueur.

2.6.2 Le réseau

Nous disposons d'un graphe simple orienté, comme par exemple le réseau de la �gure 2.6.1
où les n÷uds peuvent représenter des terminaux portuaires ou des entrepôts de stockage de
départ ou d'arrivée des conteneurs, des lieux de transit et les "traits" représentent les arcs
(routiers, ferroviaires et �uviaux) entre ces di�érents lieux. Les n÷uds 1 et 5 représentent les
sites origines et destination des demandes (terminaux portuaires, entrepôts, ...) et les n÷uds 2,
3, 4 représentent les plateformes multimodales. Trois types d'arcs sont possibles :
• les routes (symbolisées par des doubles trais),
• les �euves (symbolisés par des pointillés),
• les rails (symbolisés par des lignes courbes).
Dans la pratique, les routes ou les rails ne sont pas toujours à deux voies, les ponts, tunnels

ou écluses peuvent n'être utilisés que dans un seul sens à la fois, alors les durées des trajets dans
un sens peuvent être très di�érentes des durées de l'autre sens ainsi que les coûts de transport
qui peuvent être di�érents. Dans ce cas nous pouvons remplacer certaines arêtes par deux arcs
(ou même un seul).

2.6.3 Les ressources

Nous disposons d'un ensemble de ressources (humaines et matérielles). Les ressources ma-
térielles comprennent les véhicules (camions, trains, barges), les portiques (au niveau de pla-
teformes multimodales). La limitation de ces ressources génère des contraintes techniques que
nous allons présenter dans le chapitre suivant.
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routier

2c

3c

4c

1c

5c

ferroviaire

2t

3t

4t

�uvial

2b

3b

4b

Figure 2.6.2 � Exemple d'un réseau multimodal (vision multicouches)
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CHAPITRE 3

MODÈLE MATHÉMATIQUE DU PGFCRM

Dans le chapitre précédent, nous avons vu l'importance du transport multimodal et la
nécessité d'une étude qui englobe le processus d'acheminement des conteneurs. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons à l'organisation d'un port étendu au niveau opérationnel, en particulier à
une réorganisation des modes de post-acheminement. On tend ainsi à encourager et à développer
les modes alternatifs à la route :
• le mode �uvial,
• le mode ferroviaire.

Cette organisation doit se faire de telle sorte que le transport reste rapide et �able. Le choix
des modes de transport à utiliser, des quantités stockées et transitant dans les plateformes
multimodales devient ainsi un problème opérationnel de premier ordre quant à la circulation
des conteneurs.
L'optimisation du transport des marchandises et le dimensionnement des plateformes multi-
modales nécessitent l'utilisation optimale des infrastructures et des ressources en choisissant
les modes de transport et les services associés, l'a�ectation des capacités aux demandes et la
plani�cation de leurs itinéraires et fréquences.
Nous proposons une modélisation mathématique réaliste du problème de gestion de �ot de
conteneurs dans un réseau multimodal (PGFCRM). Ce modèle peut montrer aux transpor-
teurs le gain potentiel en se partageant les ressources �uviales et ferroviaires. Il peut être utilisé
par les décideurs pour choisir l'acheminement des marchandises à travers les di�érentes plate-
formes. A savoir, il existe toujours une solution réalisable au problème où toute la marchandise
passe par la route. Pour bien décrire le modèle mathématique, nous commençons par présenter
les données du problème étudié, suivies par les variables de décision, les contraintes, et en�n
l'objectif à atteindre.
L'objectif du problème consiste à minimiser le coût global de transport en respectant les di�é-
rentes spéci�cités liées au transport et au stockage des conteneurs. Plusieurs contraintes sont à
considérer. Tout d'abord, nous devons satisfaire la demande entre les sites (origine et destina-
tion de chaque demande). Pour chaque demande, nous devons respecter une fenêtre de temps
pour la prise en charge et une fenêtre de temps pour la livraison. La circulation peut être limi-
tée ou même arrêtée sur certains arcs dans des plages horaires spéci�ques (règles de circulation
imposant la priorité de certains navires ou trains, des interdictions de circulation la nuit ou le
week-end dans certaines villes, etc.). De plus, pour le mode �uvial et le mode ferroviaire, la ca-
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pacité de transport est limitée. Également, au niveau des plateformes multimodales, nous avons
une capacité de stockage et une productivité limitée. On considère aussi des contraintes sup-
plémentaires dues à l'incompatibilité entre marchandises (dangereuses-alimentaires, chimiques-
explosifs, etc.).

3.1 Les données du problème

Les données du problème incluent l'horizon temporel de plani�cation, les infrastructures
existantes, les ressources, les demandes ainsi que toutes les informations liées à ces types de
données. Dans cette section, nous présentons les données nécessaires du problème.

3.1.1 L'horizon temporel

Nous disposons d'un intervalle de temps T = Jt0, τK. Cet intervalle représente la plage tem-
porelle de plani�cation. t0 représente la date de début du processus de livraison et τ représente
la date à laquelle toutes les demandes doivent être livrées et les véhicules doivent être revenus
à leurs positions initiales. ∆t est le pas de discrétisation du temps (en pratique, nous prenons
∆t = 60 minutes). L'horizon a une longueur τ−t0

∆t
qui est égale au nombre total de périodes.

3.1.2 Les moyens de transport

Dans le modèle mathématique, nous pouvons considérer plusieurs modes de transport. Et
puisque nous nous intéressons à l'Axe Seine, nous allons nous contenter des trois modes de
transport existants. Notons, M = {b, c, t}, où
• b représente le mode �uvial ou la barge,
• c représente le mode routier ou le camion,
• t représente le mode ferroviaire ou le train.

3.1.3 Les catégories des demandes

Nous avons détaillé dans la section 2.6.1 du chapitre précédent les di�érents types de conte-
neurs à transporter et les di�érents types de marchandises conteneurisées. Nous disposons donc
d'un ensemble Θ de catégories de demandes. Nous pouvons partitionner cet ensemble de deux
manières di�érentes :
• une partition suivant le type du conteneur (20 pieds ou 40 pieds) :

Θ = Θ20 ∪Θ40.

• une partition suivant la catégorie de la marchandise transportée :
. produits secs,
. conteneurs vides,
. matières frigori�ques (elles sont transportées dans des conteneurs à température di-
rigée),

. matières dangereuses (chimiques, explosives, radioactives,...).

Θ = ΘPS ∪ΘCV ∪ΘMF ∪ΘMD.
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La présence des Matières Dangereuses (MD) génère des contraintes supplémentaires liées à la
réglementation (voir la section 2.6.1) et présentées dans la section 4.3.4.

Chaque catégorie θ ∈ Θ est caractérisée par un coe�cient qθ qui représente la proportion-
nalité de la capacité du véhicule perdue en transportant ce type de marchandise.
Par exemple, si la catégorie θ correspond à des conteneurs vides de 20 pieds, ou de produits
secs le coe�cient qθ sera égal à 1 ; et si les conteneurs sont de 40 pieds ce coe�cient sera égal
à 2 (la capacité d'un véhicule en nombre de conteneurs de 20 pieds est le double de la capacité
de ce véhicule en conteneurs de 40 pieds).

De même, si la catégorie θ représente une matière dangereuse dans des conteneurs de 20
pieds, qθ > 1. Cette capacité perdue est due à la distance de sécurité à respecter en transformant
ce type de marchandise.

3.1.4 Le réseau du transport

Considérons un graphe initial G = (S,A) qui modélise le réseau de transport. où
• S est l'ensemble des sites (terminaux portuaires, plateformes multimodales, entrepôts...).
Par exemple dans la �gure 2.6.1, ces sites sont présentés par les n÷uds {1, 2, 3, 4, 5}.
Chaque site i ∈ S (multimodal ou non) est caractérisé par un sous ensemble de modes
de transport auxquels il est connecté. Notons

Mi ⊆M,

l'ensemble des modes de transports connectés au site i.
On note aussi δ+(i) l'ensemble des arcs sortants du site i ∈ S, et δ−(i) l'ensemble des
arcs entrants en i.
• H ⊂ S est l'ensemble des plateformes multimodales (présentées, par exemple, dans la
�gure 2.6.1 par les noeuds {1, 5}). Chaque plateforme h ∈ H est caractérisée par :
� Une productivité νh,t (en evp/∆t) qui dépend du nombre de portiques, du nombre
de quais de chargement/déchargement, du nombre de personnels au sein de cette
plateforme à chaque instant, de la productivité de chaque portique, des conditions
climatiques à cet instant,...
Pour des raisons de simplicité, nous supposons que chaque plateforme ne peut traiter
qu'un nombre bien limité de conteneurs par unité de temps.
� Une capacité de stockage Ch (en evp).
� Un coût de stockage Φstk

h,θ,t (en euro, par conteneur, par type de marchandise et
par unité de temps) et un coût de manutention Φman

h,θ,t (en euro, par conteneur, par
type de marchandise et par unité de temps) où θ ∈ Θ représente la catégorie de la
demande. Un exemple de ces coûts est donné dans le tableau 1.1.

• A est l'ensemble des arcs. Ils peuvent être classi�és selon leur mode de transport (ter-
restre, �uvial ou ferroviaire). Par exemple, la �gure 2.6.2 présente une vision par couche
ou par mode de transport du réseau initial présenté dans la �gure 2.6.1.
L'ensemble des arcs A est partitionné selon les modes de transport :

A = Ac ∪ At ∪ Ab,

où
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. Ac est l'ensemble des arcs routiers,

. At est des arcs ferroviaires,

. Ab est l'ensemble des arcs �uviaux.
Pour chaque mode de transport m ∈M et pour chaque site i ∈ S (multimodal ou non),
un arc �ctif (ou une boucle) est créé ai = (i, i). Le parcours de cet arc par un véhicule
(chargé ou non) représente le stationnement de ce véhicule en ce site pendant une unité
de temps.
On note alors, l'ensemble de ces arcs Af ⊂ A :

Af = Acf ∪ Atf ∪ Abf ,

où
/ Acf ⊂ Ac,
/ Atf ⊂ At,
/ Abf ⊂ Ab.

Chaque arc a ∈ A est caractérisé par :
∗ le mode de transport ma ∈M utilisé sur cet arc,
∗ un coût variable Φvar

a,θ,t de transport d'un conteneur avec θ ∈ Θ,
∗ un coût �xe Φfix

a,t de l'utilisation de l'arc a par un véhicule (coût de déplacement
d'un véhicule vide sur cet arc),
∗ une durée ta (en ∆t) nécessaire pour le parcourt de cet arc par un véhicule (pour
les arcs �ctifs, la durée de parcours est égale à une unité de temps),
∗ une capacité Ca,t (en nombre de véhicules). Cette capacité varie en fonction du
temps. Elle pourra même s'annuler à certains instants (règles d'interdiction de cir-
culation la nuit, le week-end, ou les heures de travail).

Nous supposons que le réseau routier est complet et que les sous graphes induits par At

et Ab sont connexes.

3.1.5 Les véhicules

Nous disposons d'un ensemble de véhicules partitionnés selon le mode de transport. Notons

V = V c ∪ V t ∪ V b,

où
. V c est l'ensemble des camions,
. V t est l'ensemble des trains,
. V b est l'ensemble des barges.

Chaque véhicule v ∈ V est caractérisé par :
∗ son mode de transport mv ∈M ,
∗ sa capacité Qv (en evp),
∗ sa position initiale pv ∈ S,
∗ son coût �xe d'utilisation Φv.

On note Sc ⊂ S l'ensemble des positions initiales pour les camions. Pour tout l ∈ Sc, on note
Nl le nombre de camions ayant l comme position initiale. Le coût d'activation des camions est
supposé identique pour tous les camions et il est noté Φc.

28



3.2. LES VARIABLES DE DÉCISION

3.1.6 Les demandes

Nous disposons d'un ensemble de demandes K où chaque demande k ∈ K est caractérisée
par :
• son origine Ok∈S,
• sa destination Dk∈S,
• sa quantité dk(en evp),
• sa catégorie θk ∈ Θ,
• une fenêtre de temps T k = Jtkmin, tkmaxK ⊆ T dans laquelle elle peut être traitée.

3.2 Les variables de décision

3.2.1 Les variables de �ot envoyé sur les arcs

Variables de �ot sur les arcs �uviaux et ferroviaires

Pour toute demande k ∈ K, pour tout arc a ∈ At ∪ Ab, pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et
pour tout instant t ∈ T k avec (t+ ta) ∈ T k et ma = mv, notons

xka,v,t =

{
la quantité de �ot envoyé sur l'arc a dans le véhicule v
à l'instant t pour livrer la demande k,

∈ N.

Ces variables sont dé�nies uniquement si les deux conditions (t + ta) ∈ T k et ma = mv

sont véri�ées. En e�et, la première condition est nécessaire puisque la demande k, ne doit être
traitée que dans la fenêtre de temps T k. On ne doit l'envoyer donc que si elle va arriver avant
l'achèvement de sa fenêtre de traitement (il faut prévoir le temps ta pour parcourir l'arc a). La
deuxième condition sert tout simplement à ce que les modes de transports du véhicule et de
l'arc soient identiques.

Variables de �ot sur les arcs routiers

Contrairement aux trains et aux barges, les camions sont de l'ordre de grandeur des quantités
des demandes. Il n'est pas judicieux de dé�nir les variables de �ot pour chaque camion. On
dé�nit ces variables de la manière suivante.
Pour toute demande k ∈ K, pour tout arc a ∈ Ac, pour toute position l ∈ Sc (ensemble des
positions initiales des camions) et pour tout instant t ∈ T k avec (t+ ta) ∈ T k, notons

xka,l,t =

{
la quantité de �ot envoyé sur l'arc a dans les camions
initialement positionnés en l à l'instant t pour livrer la demande k,

∈ N.

3.2.2 Les variables d'activation des véhicules

Variables d'activation des trains et des barges

Pour tout arc a ∈ At ∪ Ab, pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T , avec
ma = mv et (t+ ta) ∈ T , notons

ya,v,t =

{
1 si le véhicule v débute sur l'arc a à l'instant t,
0 sinon.
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La condition (t+ ta) ∈ T est nécessaire pour qu'à la �n de l'horizon, on ne se trouve pas dans
une situation où le véhicule est en déplacement. On exige même dans les contraintes (3.3.3)
qu'il soit revenu à sa position initiale.

Variables d'activation des camions

Pour tout arc a ∈ Ac, pour toute position l ∈ Sc et pour tout instant t ∈ T avec (t+ta) ∈ T ,
notons

ya,l,t =

{
le nombre de camions initialement positionnés en l
qui débutent sur l'arc a à l'instant t,

∈ N.

Variable d'activation des trains et des barges depuis leurs positions initiales

Pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b, pour tout instant t ∈ T , notons

αv,t =

{
1 si le véhicule v quitte la première fois sa position initiale pv à l'instant t,
0 sinon.

Variable d'activation des camions depuis leurs positions initiales

Pour tout instant t ∈ T , pour toute position l ∈ Sc, notons

αl,t =

{
le nombre de camions qui quittent pour la première fois
leur position initiale l à l'instant t,

∈ N.

Variable de libération des trains et des barges

Pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b, pour tout instant t ∈ T , notons

βv,t =

{
1 si le véhicule v est libéré à l'instant t,
0 sinon.

Variables indiquant le nombre de camions libérés à chaque instant

Pour tout instant t ∈ T , pour toute position l ∈ Sc, notons

βl,t =

{
le nombre de camions initialement positionnés en l
et qui sont libérés à l'instant t,

∈ N.

Variables indiquant la présence ou non de MD dans un véhicule

Pour tout θ ∈MD, pour tout v ∈ V t ∪ V b, et pour tout t ∈ T , notons

γθv,t =

{
1 si la Matière Dangereuse θ est envoyée dans le véhicule v à l'instant t,
0 sinon.

3.2.3 Les variables de �ot transitant dans les plateformes multimo-
dales

Trois types de variables entières liées au déchargement, au chargement et au transfert sont
dé�nies.
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Variables de �ot déchargé des trains et des barges pour être stocké dans les plate-
formes multimodales

Pour toute demande k ∈ K, pour toute plateforme h ∈ H , pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b,
et pour tout instant t ∈ T k avec mv ∈Mh, notons

ukh,v,t =

{
la quantité de la demande k déchargée du véhicule v
à l'instant t pour être stockée dans la plateforme h.

∈ N.

Variables de �ot déchargé des camions pour être stocké dans les plateformes mul-
timodales

Pour toute demande k ∈ K, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position l ∈ Sc, et
pour tout instant t ∈ T k, notons

ukh,l,t =

{
la quantité de la demande k déchargée, à l'instant t, des camions
initialement positionnés en l pour être stockée dans la plateforme h.

∈ N.

Variables de �ot chargé depuis le stock des plateformes sur les trains et les barges

Pour toute demande k ∈ K, pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b, pour toute plateforme h ∈ H
et pour tout instant t ∈ T k avec mv ∈Mh, notons

zkh,v,t =

{
la quantité de la demande k chargée depuis le stock
de la plateforme h sur le véhicule v à l'instant t.

∈ N.

Variables de �ot chargé depuis le stock des plateformes sur les camions

Pour toute demande k ∈ K, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position l ∈ Sc et
pour tout instant t ∈ T k, notons

zkh,l,t =

{
la quantité de la demande k chargée, à l'instant t, depuis le stock
de la plateforme h sur les camions initialement positionnés en l.

∈ N.

Variables de �ot transféré entre les trains et les barges au niveau des plateformes

Pour toute demande k ∈ K, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout véhicule v, v′ ∈ V t∪V b,
pour tout instant t ∈ T k, tels que v 6= v′ et mv,mv′ ∈Mh, notons

qkh,v,v′,t =

{
quantité de la demande k transférée dans la plateforme h
du véhicule v vers le véhicule v′ à l'instant t.

∈ N.

Variables de �ot transféré entre les camions d'un côté et les trains et les barges
d'autre côté au niveau des plateformes

Pour toute demande k ∈ K, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position l ∈ Sc, pour
tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T k, tel que mv ∈Mh, notons

qkh,l,v,t =


la quantité de la demande k transférée, à l'instant t,
dans la plateforme h, des camions initialement
positionnés en l vers le véhicule v.

∈ N.
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et

qkh,v,l,t =


quantité de la demande k transférée, à l'instant t,
dans la plateforme h du véhicule v vers
les camions initialement positionnés en l.

∈ N

Variables de �ot transféré entre les camions

Pour toute demande k ∈ K, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout instant t ∈ T k et pour
toutes positions l, l′ ∈ Sc telles que l 6= l′, notons

qkh,l,l′,t =


la quantité de la demande k transférée à l'instant t, dans
la plateforme h des camions initialement positionnés en l
vers ceux initialement positionnés en l′

∈ N.

3.3 Contraintes du problème

Nous pouvons modéliser ce problème comme un problème de �ot transitant dans un graphe
multimodal pondéré.

3.3.1 Contraintes liées aux plateformes multimodales

Pour mieux exprimer les contraintes au niveau des plateformes, nous avons besoin de dé�nir
certaines grandeurs.
Dans cette section, on considère une plateforme h ∈ H, une demande k ∈ K, un véhicule
v ∈ V t∪V b et un instant t ∈ T k avec mv ∈Mh, où mv est le moyen de transport du véhicule v.

Le �ot sortant des plateformes

On pose

F sort,kh,v,t =

{
la quantité de la demande k sortante de la plateforme h
sur le véhicule v à l'instant t,

Cette grandeur s'exprime en fonction des variables de décisions dé�nies dans la section 3.2 par :

F sort,kh,v,t =
∑

a∈δ+(h):
ma=mv ,
t+ta≤tkmax

xka,v,t. (3.3.3.1)

La condition t + ta ≤ tkmax est nécessaire pour que le �ot envoyé sur l'arc a arrive avant
l'achèvement de la fenêtre de traitement de la demande k.

Le �ot entrant dans les plateforme

On pose

F ent,kh,v,t =

{
la quantité de la demande k entrante dans la plateforme h
sur le véhicule v à l'instant t,
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Cette quantité s'exprime en fonction des variables de décision par :

F ent,kh,v,t =
∑

a∈δ−(h):
ma=mv ,
tkmin≤t−ta

xka,v,t−ta . (3.3.3.2)

Le �ot transféré vers les autres véhicules

On pose

F transOut,kh,v,t =

{
la quantité de la demande k transférée dans la plateforme h
du véhicule v vers les autres véhicules à l'instant t,

Elle s'exprime en fonction des variables de décision par :

F transOut,kh,v,t =
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qkh,v,v′,t. (3.3.3.3)

Le �ot transféré depuis les autres véhicules

On pose

F transIn,kh,v,t =

{
la quantité de la demande k transférée dans la plateforme h
vers le véhicule v depuis les autres véhicules à l'instant t,

Elle s'exprime en fonction des variables de décision par :

F transIn,kh,v,t =
∑
l∈Sc

qkh,l,v,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qkh,v′,v,t. (3.3.3.4)

La contrainte de conservation du �ot

La loi du conservation de �ot s'exprime pour les trains et les barges par la contrainte suivante
(on prend en compte le �ot qui entre ou sort, le �ot qui est chargé ou déchargé et le �ot qui
transite depuis ou vers les autres véhicules)

∀k ∈ K, ∀h ∈ H,∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T k, avec mv ∈Mh,

F sort,kh,v,t = F ent,kh,v,t

+ zkh,v,t − ukh,v,t
+ F transIn,kh,v,t −F transOut,kh,v,t .

(3.3.3.5)

Et en utilisant les égalités (3.3.3.1), (3.3.3.2), (3.3.3.3) et (3.3.3.4), on réécrit la contrainte
(3.3.3.5) de la manière suivante.

∀k ∈ K, ∀h ∈ H,∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T k, avec mv ∈Mh,
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∑
a∈δ+(h):
ma=mv ,
t+ta≤tkmax

xka,v,t =
∑

a∈δ−(h):
ma=mv ,
tkmin≤t−ta

xka,v,t−ta

+ zkh,v,t − ukh,v,t
+

∑
l∈Sc

qkh,l,v,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qkh,v′,v,t

−
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t −
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qkh,v,v′,t.

(3.3.3.6)

Et pour les camions, la loi de conservation de �ot au niveau des plateformes multimodales
s'exprime par la contrainte suivante

∀k ∈ K, ∀h ∈ H,∀l ∈ Sc,∀t ∈ T k,∑
a∈δ+(h)∩Ac:
t+ta≤tkmax

xka,l,t =
∑

a∈δ−(h)∩Ac:
tkmin≤t−ta

xka,l,t−ta

+ zkh,l,t − ukh,l,t
+

∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l′,l,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,v,l,t

−
∑

l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t −
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t.

(3.3.3.7)

La contrainte de positivité du stock

Pour chaque plateforme h ∈ H, pour chaque demande k ∈ K et à chaque instant t ∈ T k, le
stock au niveau de la plateforme h de la demande k à l'instant t doit être positif. Pour simpli�er
l'écriture, on va d'abord exprimer le stock au niveau de la plateforme. On pose

FStockEnt,kh,t =

{
la quantité de la demande k déchargée des véhicules pour être stockée
dans la plateforme h depuis le début du processus jusqu'à l'instant t,

et

FStockSort,kh,t =

{
la quantité de la demande k chargée dans les véhicules du stock
de la plateforme h depuis le début du processus jusqu'à l'instant t.

Ces deux grandeurs s'expriment à l'aide des variables de décisions par :

FStockEnt,kh,t =
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
t′≤t:
t′∈Tk

ukh,v,t′ +
∑
l∈Sc

∑
t′≤t:
t′∈Tk

ukh,l,t′ , (3.3.3.8)

et
FStockSort,kh,t =

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
t′≤t:
t′∈Tk

zkh,v,t′ +
∑
l∈Sc

∑
t′≤t:
t′∈Tk

zkh,l,t′ . (3.3.3.9)
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La contrainte de positivité du stock dans les plateformes multimodales s'écrit par l'expression
suivante.

FStockEnt,kh,t −FStockSort,kh,t ≥ 0, ∀h ∈ H,∀k ∈ K, ∀t ∈ T k.

Et en utilisant les égalités (3.3.3.8) et (3.3.3.9), la contrainte se réécrit à l'aide des variables de
décisions de la manière suivante :

∀h ∈ H,∀k ∈ K, ∀t ∈ T k,

∑
t′≤t
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b,
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) ≥ 0. (3.3.3.10)

La contrainte de capacité de stockage au niveau des plateformes

Pour chaque plateforme h ∈ H, et à chaque instant t ∈ T , le stock de la plateforme h ne
doit pas dépasser sa capacité de stockage (notée Ch). En utilisant les grandeurs dé�nies dans
(3.3.3.8) et (3.3.3.9), on obtient donc la contrainte suivante.∑

k∈K:
t∈Tk

qθ
k(FStockEnt,kh,t −FStockSort,kh,t

)
≤ Ch, ∀h ∈ H,∀t ∈ T.

Et à l'aide des variables de décisions :

∀h ∈ H,∀t ∈ T,

∑
k∈K:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) ≤ Ch. (3.3.3.11)

Contraintes de respect de la productivité des plateformes

Chaque plateforme multimodale a une productivité limitée qui dépend du nombre de por-
tiques et de leurs productivités, du nombre de quais de chargement/déchargement, du nombre
de personnels, ... Elle ne peut donc traiter qu'un nombre bien limité de conteneurs par unité
de temps.

Pour chaque plateforme h ∈ H, pour chaque instant t ∈ T , on pose

FStockEntInstanth,t =

{
le �ot déchargé des véhicules pour être stocké
dans la plateforme h à l'instant t,

FStockSortInstanth,t =

{
le �ot chargé dans les véhicules du stock
de la plateforme h à l'instant t,

et

F transInh,t =

{
le �ot transitant dans la plateforme h
à l'instant t pour changer de véhicule.

35



CHAPITRE 3. MODÈLE MATHÉMATIQUE DU PGFCRM

En utilisant les variables de décisions, nous pouvons exprimer ces grandeurs par les expressions
suivantes.

FStockEntInstanth,t =
∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 , (3.3.3.12)

FStockSortInstanth,t =
∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t +
∑
l∈Sc

ukh,l,t

 , (3.3.3.13)

et

F transInh,t =
∑
k∈K:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t


+

∑
k∈K:
t∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

 ∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
i∈Sc

qkh,v,l,t


(3.3.3.14)

Le respect de la productivité des plateformes se traduit par :

FStockEntInstanth,t + FStockSortInstanth,t + F transInh,t ≤ νh,t, ∀h ∈ H,∀t ∈ T.

Et avec les variables de décisions, cette contrainte s'écrit :

∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 +
∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t +
∑
l∈Sc

ukh,l,t


+

∑
k∈K:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t


+

∑
k∈K:
t∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

 ∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t


≤ νh,t, ∀h ∈ H,∀t ∈ T.

(3.3.3.15)

3.3.2 La conservation du �ot de conteneurs au niveau des sites

Nous avons deux types de �ot : le �ot de conteneurs et le �ot de véhicules. Dans cette
section on va présenter les contraintes de conservation de �ot des conteneurs au niveau des sites
uni-modaux (S \H).
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La conservation du �ot des conteneurs au niveau des origines des demandes s'exprime par
les inégalités suivantes

∑
l∈Sc


∑

a∈δ+(Ok)

∑
t′≤t:

t′≥tkmin,
t′+ta≤tkmax

xka,l,t′ −
∑

a∈δ−(Ok)

∑
t′≤t:

tkmin≤t′−ta

xka,l,t′−ta

 ≤ dk, ∀k ∈ K, ∀t ∈ T k.

(3.3.3.16)
La condition inférieure ou égale, n'exige pas d'envoyer toute la quantité disponible d'une de-
mande donnée. Sauf que les contraintes de conservation de �ot au niveau des autres n÷uds du
réseau vont exiger l'envoi de toute la quantité disponible de la demande.

La conservation du �ot de conteneurs au niveau des destinations des demandes s'exprime
quant à elle par les contraintes suivantes

∑
l∈Sc

 ∑
a∈δ−(Dk)

∑
t∈Tk:

tkmin≤t−ta

xka,l,t−ta −
∑

a∈δ+(Dk)

∑
t∈Tk:

t+ta≤tkmax

xka,l,t

 = dk, ∀k ∈ K. (3.3.3.17)

Dans les contraintes (3.3.3.16), nous avons exigé de ne pas dépasser la quantité de la de-
mande à chaque instant a�n d'éviter d'envoyer une quantité qui n'existe pas. En e�et, si on
avait fait la somme des di�érences entre le �ot sortant et le �ot entrant sur toute la durée de
traitement de la demande, nous pouvons envoyer un �ot supérieur à la quantité de la demande
à un instant t1 ∈ T k et récompenser cet excès, par un �ot entrant, à un instant t2 > t1 où
t2 ∈ T k.
En revanche, pour les contraintes (3.3.3.17), on a fait la somme des di�érences entre le �ot
entrant et le �ot sortant sur toute la période de traitement de la demande, car, à l'aide de la
loi de conservation de �ot dans chaque n÷ud du réseau, il n'y aura pas de �ux supérieur à la
quantité de la demande dans tout le réseau.

La conservation du �ot de conteneurs au niveau des sites di�érents de l'origine et de la
destination d'une demande s'exprime par les inégalités suivantes.

∀k ∈ K, ∀i ∈ S \
(
H ∪ {Ok, Dk}

)
, ∀l ∈ Sc,∀t ∈ T k,∑

a∈δ+(i):

t+ta≤tkmax

xka,l,t −
∑

a∈δ−(i):

tkmin≤t−ta

xka,l,t−ta = 0,

3.3.3 Contraintes liées aux véhicules

Contraintes limitant les quantités déchargées des véhicules

Chaque véhicule doit contenir, au moins, la quantité qui en sera déchargée pour être stockée
ou transférée vers un autre véhicule dans une plateforme multimodale.
Pour les trains et les barges, on obtient les contraintes suivantes.

∀k ∈ K, ∀v ∈ V t ∪ V b,∀h ∈ H,∀t ∈ T k avec mv ∈Mh,
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ukh,v,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t ≤
∑

a∈δ−(h):
ma=mv ,
tkmin≤t−ta

xka,v,t−ta . (3.3.3.18)

Et pour les camions,
∀k ∈ K, ∀l ∈ Sc,∀h ∈ H,∀t ∈ T k,

ukh,l,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t +
∑

l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t ≤
∑

a∈δ−(h)∩Ac:
tkmin≤t−ta

xka,l,t−ta . (3.3.3.19)

Respect de la capacité des arcs en nombre de véhicules

Le respect de la capacités des arcs �uviaux et ferroviaires s'exprime par les contraintes
suivantes. ∑

v∈V t∪V b:
mv=ma

ya,v,t ≤ Ca,t, ∀a ∈ At ∪ Ab,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T. (3.3.3.20)

Et pour les camions, le respect de la capacité des arcs routiers se traduit par les contraintes
suivantes. ∑

l∈Sc
ya,l,t ≤ Ca,t, ∀a ∈ Ac,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T. (3.3.3.21)

Le passage (ou départ) des véhicules par (ou depuis) leurs positions initiales

Soit v ∈ V et t ∈ T .
Le véhicule v, ne peut quitter sa position initiale à l'instant t que dans deux situations :
• à l'instant t, on décide d'activer le véhicule v. Dans ce cas la variable αv,t sera égale à 1
et la variable de libération du véhicule v, βv,t est nulle.
• le véhicule v a été déjà activé et vient juste de passer par sa position initiale pv et dans
ce cas ∑

a∈δ−(pv):
mv=ma,
(t−ta)∈T

ya,v,t−ta = 1.

Nous avons alors les contraintes suivantes pour les trains et les barges :

∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T avec mv = ma,∑
a∈δ+(pv):
mv=ma,
(t+ta)∈T

ya,v,t −
∑

a∈δ−(pv):
mv=ma,
(t−ta)∈T

ya,v,t−ta = αv,t − βv,t. (3.3.3.22)

La contrainte (3.3.3.22) , oblige aussi le véhicule v, s'il passe par sa position initiale, à rester
activé en l'obligeant de parcourir l'un des arcs sortant (y compris l'arc �ctif) ou bien être libéré.

Et pour les camions :
∀l ∈ Sc,∀t ∈ T,
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∑
a∈δ+(l)∩Ac:

(t+ta)∈T

ya,l,t −
∑

a∈δ−(l)∩Ac:
(t−ta)∈T

ya,l,t−ta = αl,t − βl,t. (3.3.3.23)

De plus, nous avons d'autres contraintes qui exigent qu'on ne peut activer les véhicules
qu'une seule fois.
Pour les trains et les barges, nous avons :∑

t∈T

αv,t ≤ 1. ∀v ∈ V t ∪ V b. (3.3.3.24)

Et pour les camions : ∑
t∈T

αl,t ≤ Nl. ∀l ∈ Sc. (3.3.3.25)

Le passage des véhicules par des sites di�érents de leurs positions initiales

Ces contraintes modélisent la loi de conservation des véhicules au niveau des sites di�érents
de leurs positions initiales. Pour les trains et barges, nous avons les contraintes suivantes :

∀v ∈ V t ∪ V b,∀h ∈ H \ {pv}, ∀t ∈ T avec mv ∈Mh,∑
a∈δ+(h):
ma=mv ,
(t+ta)∈T

ya,v,t =
∑

a∈δ−(h):
ma=mv ,
(t−ta)∈T

ya,v,t−ta . (3.3.3.26)

Et pour les camions,
∀l ∈ Sc, ∀i ∈ S \ {l},∀t ∈ T,∑

a∈δ+(i)∩Ac:
(t+ta)∈T

ya,l,t =
∑

a∈δ−(i)∩Ac:
(t−ta)∈T

ya,l,t−ta . (3.3.3.27)

3.3.4 Contraintes liées aux capacités des véhicules et aux matières
dangereuses

Respect de la capacité des véhicules

Le respect de la capacité des trains et des barges est modélisé par les contraintes suivantes

∀v ∈ V t ∪ V b,∀a ∈ At ∪ Ab,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T et mv = ma,∑
k∈K

qθ
k

xka,v,t ≤ Qvya,v,t. (3.3.3.28)

Et pour les camions :
∀l ∈ Sc,∀a ∈ Ac,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T,∑

k∈K

qθ
k

xka,l,t ≤ Qcya,l,t. (3.3.3.29)
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Contraintes sur le �ot de matières dangereuses dans les véhicules

Les matières dangereuses sont très contrôlées et leur quantités est limitée dans les véhicules.
En plus, si nous avons une quantité de �ot de matière dangereuse envoyé à un instant donné
dans un véhicule donné, les variables indiquant la présence de cette catégorie à cet instant ne
peuvent pas être nulles.∑

a∈At∪Ab:
ma=mv

∑
k∈K,

mv=ma,
θk=θ

qθxka,v,t ≤ Qvγ
θ
v,t, ∀v ∈ V, t ∈ T,∀θ ∈ ΘMD. (3.3.3.30)

Les incompatibilités entre marchandises

Ces contraintes seront considérées pour les trains et les barges spéci�quement. En e�et, pour
les camions, les problèmes d'incompatibilité ne se posent pas du fait de leur petite capacité (2
evp).
Nous avons donc les contraintes suivantes :

γθv,t + γθ
′

v,t ≤ 1, ∀θ, θ′ ∈ ΘMD, ∀v ∈ V, ∀t ∈ T. (3.3.3.31)

De plus, une matière dangereuse ne peut être envoyée sur un véhicule que si ce dernier est
activé. Nous avons donc les contraintes suivantes :

γθv,t ≤
∑

a∈At∪Ab:
ma=mv

ya,v,t, ∀θ ∈ ΘMD,∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T. (3.3.3.32)

3.4 L'objectif du problème

L'objectif du PGFCRM est de minimiser le coût global d'acheminement des conteneurs.
A�n d'avoir une vision globale du transport, tous les coûts liés à ce dernier sont pris en compte.
Nous pouvons distinguer cinq types de coût dont trois sont liés aux conteneurs (transport,
stockage et manutention) et deux aux véhicules. L'objectif du PGFCRM est donc de minimiser
le coût global de transport :

min
(
Φtrans. + Φstock. + Φman. + Φd.v.v. + Φac.veh.

)
,

où Φtrans.,Φstock.,Φman.,Φd.v.v. et Φac.veh sont donnés ci-dessous par (3.3.4.33), (3.3.4.34), (3.3.4.35),
(3.3.4.36), et (3.3.4.37).

3.4.1 Le coût de transport

Il représente le coût total de déplacement des conteneurs sur les arcs routiers, �uviaux et
ferroviaires. Nous ne considérons pas dans son expression les coûts �xes associés aux arcs. Ce
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coût est donné par l'expression suivante.

Φtrans. =
∑
k∈K

 ∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

Φvar
a,θk,tx

k
a,v,t


︸ ︷︷ ︸

coût de transport �uvial-ferroviaire

+
∑
k∈K

∑
a∈Ac

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

∑
l∈Sc

Φvar
a,θk,tx

k
a,l,t


︸ ︷︷ ︸

coût de transport routier

.

(3.3.4.33)

3.4.2 Le coût de stockage

Pour chaque plateforme multimodale, pour chaque demande et à chaque instant, la quantité
en stock dans cette plateforme est déjà exprimée dans la contrainte (3.3.3.10). Pour exprimer
le coût total de stockage, il su�t de multiplier la quantité stockée à chaque instant par le
coût généré et faire la somme sur toutes les périodes, sur toutes plateformes et sur toutes les
demandes. On obtient donc l'expression suivante :

Φstock. =
∑
k∈K

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φstk
h,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t − zkh,v,t

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t − zkh,l,t

) . (3.3.4.34)

3.4.3 Le coût de manutention

Il représente le coût des déplacements des conteneurs au sein des plateformes multimodales.
Il comprend les coûts des chargements, les coûts des déchargements et ceux des transferts des
conteneurs entre les véhicules (camions trains et barges). Nous avons exprimé ces trois �ux
dans la contrainte (3.3.3.15). Il su�t juste de multiplier le �ot instantané transitant dans les
plateformes par le coût de manutention associé à ces plateformes et faire la somme sur les
périodes et sur les demandes. On obtient donc l'expression suivante :

Φman. =
∑
k∈K

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t + zkh,v,t +
∑

v′∈V \{v}:
mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t



+
∑
k∈K

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
l∈Sc

ukh,l,t + zkh,l,t +
∑

l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑
v′∈V :

mv′∈Mh

qkh,l,v,t

 .

(3.3.4.35)

3.4.4 Le coût de déplacement des véhicules

Les coûts considérés dans cette expression représentent les coûts résultants des déplacements
des véhicules (camions trains et barges) sur tout le réseau. Il su�t juste de faire la somme des
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coûts �xes sur les arcs utilisés par les véhicules (chargés ou vides). On obtient donc l'expression
suivante :

Φd.v. =
∑

v∈V t∪V b

∑
a∈At∪Ab,
ma=mv

∑
t∈T,

(t+ta)∈T

Φfix
a,t ya,v,t +

∑
l∈Sc

∑
a∈Ac

∑
t∈T,

(t+ta)∈T

Φfix
a,t ya,l,t. (3.3.4.36)

3.4.5 Le coût d'activation des véhicules

Le transporteur a intérêt à utiliser le moins possible de véhicules. Le coût d'activation des
véhicules est donné par l'expression suivante :

Φac.veh. =
∑
t∈T

( ∑
v∈V t∪V b

Φvαv,t +
∑
l∈Sc

Φcαl,t

)
. (3.3.4.37)

3.5 Résultats numériques

Dans les sections précédentes, nous avons construit un modèle mathématique qui prend en
considération les di�érents aspects et problématiques liés à la gestion du �ot de conteneurs et
de véhicules. Ce modèle sera appelé dans la suite le modèle initial. Nous allons présenter dans
cette section des résultats numériques a�n de tester ce modèle et voir ses limites en terme de
taille des instances. Nous utilisons, dans toutes les simulations, une machine simple de 6 c÷urs
(CPU 2.8Ghz × 6) et la version 18.1 de ILOG IBM CPLEX et le code est développé en C++.
Le temps de calcul, pour cette première partie de résultats numérique est limité à 2000 secondes
(environ 33 minutes).

3.5.1 Génération et présentation des instances

Toutes les instances sont générées aléatoirement en s'inspirant du réel. Nous présentons dans
cette sous section les di�érentes instances du problème initial.

Instance 1

Cette instance est caractérisée par sa petite taille pour tester le modèle initial. Certains
paramètres serons générés aléatoirement et les grandeurs qui dé�nissent la taille de l'instance
sont données par le tableau suivant :

|S| |H| |Sc| |Ac| |At| |Ab| |D| |ΘMD| |Θ| |T | NSc |V t| |V b| Φc Qc

4 2 2 16 4 4 5 2 5 10 500 1 1 200 2

où |S| est le nombre de sites (uni-modaux et multimodaux), |H| le nombre de plateformes
multimodales, |Sc| le nombre de positions initiales des camions, |Ac| le nombre d'arcs routiers
(on suppose que le sous graphe routier est complet avec des boucles associées à chaque site),
|At| le nombre d'arcs ferroviaires (dans notre cas les deux arcs qui relient les deux plateformes
multimodales et les deux arcs �ctifs associés aux plateformes), |At| le nombre d'arcs �uviaux,
|D| le nombre de demandes, |ΘMD| le nombre de matières dangereuses, |Θ| le nombre de caté-
gories, |T | le nombre de périodes, NSc le nombre de camions, |V t| le nombre de trains, |V b| le
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nombre de barges, Φc le coût d'activation d'un camion, Qc la capacité (en 20 pieds) d'un camion.

Le nombre de camions associés à chaque site est généré aléatoirement pour les deux sites
uni-modaux dans l'intervalle dé�ni par le nombre de camions divisé par le nombre de positions
initiales +- 5%. Pour les deux plateformes multimodales, les capacités de stockage sont respec-
tivement 300 et 500, les productivités sont générées aléatoirement pour chaque instant entre
40 evp et 50 evp. Pour les arcs routiers �ctifs, dont le temps de parcours est toujours égale à
une unité de temps, leurs capacité est générée aléatoirement entre 20 et 40 camions par unité
de temps. Le temps de parcours des arcs routiers non �ctifs est généré aléatoirement entre 1
et 4 unités de temps. Pour les arcs routiers qui relient les sites et les plateformes entre eux, les
capacités sont générées entre 50 camions par unité de temps et 60 camions par unité de temps.
Pour les arcs �uviaux et ferroviaires, les capacités sont générées entre 1 et 3 véhicules par unité
de temps.

Les coûts de manutention sont générés pour chaque plateforme, à chaque instant et pour
chaque catégorie entre 40 et 60e. Les coûts �xes des arcs routiers �ctifs sont générés aléatoi-
rement pour chaque instant entre 1e et 4e. Pour les arcs routiers qui relient les sites et les
plateformes entre eux, les coûts �xes sont générés aléatoirement à chaque période entre 400 et
800e sauf pour les arcs (s1, h1), (h1, s1), (s2, h2) et (h2, s2) dont les coûts �xes sont générés à
chaque instant entre 30 et 60e. En e�et, nous supposons que la plateforme h1 est proche, en
terme de coût, au site s1 et que la plateforme h2 est proche au site s2. Pour les arcs �uviaux et
ferroviaires les coûts �xes sont générés entre 500 et 2000e et les capacités entre 1 et 3 véhicules
par unité de temps. Les coûts variables associés aux arcs sont proportionnels aux coûts �xes
suivant les catégories des demandes.

Les grandeurs associées aux demandes sont données par le tableau suivant :

demand indexOrig indexDest tmin tmax category quantity q

d1 s1 s2 0 9 0 100 1
d2 s1 s2 3 9 1 150 2
d3 s2 s1 2 9 2 200 1
d4 s1 s2 4 9 3 50 1.5
d5 s2 s1 1 8 4 10 3.2

Remarquons bien que nous nous disposons, pour cette instance, de 500 camions ce qui nous
garantie l'existence d'une solution routière.

Instance 2

Elle est construite de la même manière que l'instance 1. Elles ont les mêmes grandeurs qui
dé�nissent la taille de l'instance sauf pour le nombre de périodes qui vaut 48, par conséquent
les fenêtres de traitement des demandes sont réadaptées ainsi que les coûts et les capacités qui
varient au cours du temps suivant la nouvelle plage horaire.

Instance 3

Similairement à l'instance 1, celle-ci est générée aléatoirement et les grandeurs qui dé�nissent
la taille de l'instance sont données par le tableau suivant :
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|S| |H| |Sc| |Ac| |At| |Ab| |D| |ΘMD| |Θ| |T | NSc |V t| |V b| Φc Qc

8 3 5 64 9 7 8 2 5 24 500 2 2 200 2

Et par rapport aux grandeurs associées aux demandes, elles sont données par le tableau
suivant :

demand indexOrig indexDest tmin tmax category quantity q

d1 s1 s2 0 9 0 100 1
d2 s2 s4 3 9 1 150 2
d3 s3 s4 8 23 2 200 1
d4 s3 s5 2 18 2 200 1
d5 s4 s2 5 22 2 200 1
d6 s4 s5 9 23 3 60 1.5
d7 s5 s4 4 9 3 50 1.5
d8 s2 s1 1 8 4 10 3.2

Instance 4

Cette instance est construite à partir de l'instance 3 tout en gardant les même grandeurs
qui dé�nissent la taille du problème sauf pour le nombre de périodes qui est égale à 48 au lieu
de 24 dans l'instance 3. La nature de génération des coûts est la même dans les deux problèmes
et les fenêtres de traitement des demandes sont générées aléatoirement dans le nouvel horizon
temporel.

3.5.2 Résultats numériques

Le nombre de contraintes, après la réduction de CPLEX, pour l'instance 1 est de 845, le
nombre de variables entières est de 1681 et le nombre de variables binaires est 72 (avec une
réduction de 608 contraintes et 2153 variables soit une pourcentage de 41% pour les contraintes
et 55% pour les variables). Cette instance est résolue exactement en 4.16 secondes avec environ
5982 n÷uds exploités dans l'arbre de branchement de l'algorithme de Branch & Cut ; bien qu'au
bout d'une seconde, CPLEX arrive déjà à trouver des solutions avec un gap de moins de 1%.
Si nous exigeons l'utilisation du mode routier uniquement, la valeur de l'objectif passe de
489080eà 582075e (soit une di�érence de 92995). Les mouvements du �ot de conteneurs trans-
portés par le train et la barge dans la solution trouvée sont donnés dans le tableau suivant :

Demande Instant Véhicule Départ Destination Quantité transportée

d1 2 train H1 H2 43
d2 5 barge H1 H2 41

Pour l'instance 2, et après la réduction de CPLEX, le nombre de contraintes est de 5513, le
nombre de variables entières est 11814 et celui des variables binaires est 528 (avec une réduction
de 2645 contraintes et 9545 variables soit une pourcentage de 32% pour les contraintes et 43%
pour les variables). En limitant le temps de résolution pour CPLEX à 2000 secondes (environ
33 minutes), le solveur arrive à avoir 53 solutions réalisables avec un gap de 0.05% bien qu'il
arrive à avoir des solutions au bout de 83 secondes avec un gap de 0.42%.
En exigeons l'utilisation du mode routier uniquement, la valeur de l'objectif passe de 222251e
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à 567584e (soit une di�érence de 345333e).

Pour l'instance 3, après la réduction de CPLEX, le nombre de contraintes est de 9784, le
nombre de variables entières est 26460 et celui des variables binaires est 560 (avec une réduction
de 7798 contraintes et 42807 variables soit une pourcentage de 44% pour les contraintes et 61%
pour les variables). Au bout de 25 secondes, le solveur arrive déjà à résoudre le problème en
atteignant l'optimum, 32 solutions réalisables sont trouvées.
Si nous exigeons l'utilisation du mode routier uniquement, la valeur de l'objectif passe de
873674e à 949725e (soit une di�érence de 76051e).

En ce qui concerne l'instance 4, la taille du problème est donnée par les chi�res suivants :
32172 contraintes, 118902 variables entières et 1589 variables binaires (avec une réduction de
10228 contraintes et 70728 variables soit une pourcentage de 24% pour les contraintes et 36%
pour les variables). Une solution de la relaxation linéaire n'est obtenue qu'au bout de 52 se-
condes et après 33 minutes de résolution, le gap est toujours supérieur à 1.4%. Si nous exigeons
l'utilisation du mode routier uniquement, la valeur de l'objectif passe de 532072e à 806955e
(soit une di�érence de 274883e).

Le tableau suivant montre la di�érence entre le coût de transport en exigeant une solution
routière et le coût de transport donné par le modèle mathématique combinant les di�érents
modes de transports pour ces quatre instances.

Instance valeur de l'objectif coût du tout route gain pourcentage

1 489080 e 582075 e 92995e 15,97%
2 222251 e 567584 e 345333e 60,84%
3 873674 e 949725 e 76051e 8%
4 532072 e 806955 e 274883e 34.06%

Nous pouvons ainsi conclure de ce qui précède que la di�érence entre le coût de transport
en partageant les ressources (trains barges et plateformes multimodales) et celui de transport
en se limitant au mode routier uniquement peut être assez important (comme, par exemple, le
cas de l'instance 2). Nous arrivons bien à résoudre e�cacement les petites instances dans un
temps raisonnable mais le temps de résolution d'un n÷ud augmente rapidement. Comme nous
voudrions appliquer notre modèle sur des instances de taille réelle (comme l'Axe Seine) dont la
taille des données est supérieure à celle de l'instance 4, il semble nécessaire de développer des
nouvelles techniques a�n de mieux résoudre notre problème et répondre à notre problématique.

Nous pouvons avoir des situations, comme par exemple, celles présentées dans la �gure 3.5.1
où il y a deux demandes qui partagent le même train et chacun emprunte deux chemins dif-
férents. Dans cet exemple nous avons deux demandes ayant comme origine le site uni-modal
s1 et comme destination le site s2. Les demandes d1 et d2 ont la même quantité qui est égale
à quatre conteneurs ; par contre, les catégories de ces deux demandes sont di�érentes (car le
type de conteneurs de d1 est 40 pieds et celui de d2 est 20 pieds). Trois conteneurs de d1 et
deux conteneurs de d2 sont envoyés dans des camions directement vers leurs destinations ; et
un conteneur de d1, deux de d2 sont envoyés dans des camions depuis leurs origines vers la
plateforme multimodale H1, ils sont transférés des camions au train à destination la plateforme
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multimodale H2 pour être transférés après vers des camions allant de H2 vers s2 (destination
des deux demandes).

Figure 3.5.1 � Exemple de deux demandes qui partagent le même train

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit un modèle mathématique qui prend en considération
les di�érentes spéci�cités liées au transport des conteneurs et à la gestion de leur stock au
seins des plateformes multimodales. L'objectif de notre modèle est de minimiser le coût global
d'acheminement tout en respectant les di�érentes contraintes techniques et celles exigées par
la réglementation en vigueur.

Ce modèle peut montrer aux transporteurs le gain potentiel en se partageant les ressources
�uviales et ferroviaires. Il peut être utilisé par les décideurs pour choisir l'acheminement des
marchandises à travers les di�érentes plateformes.

Notre modèle mathématique donne des résultats acceptables (en terme de nombre de conte-
neurs et de camions traités) par rapport à la littérature (niveau de décision opérationnel : par
exemple [1] et [3]) et avec un champ décisionnel plus large. Cependant, nous remarquons bien
que sa résolution pour des instances de taille moyenne (par rapport à notre objectif de résolu-
tion) reste peu satisfaisante. Notre idée est d'utiliser l'e�cacité de la résolution du modèle sur
de petites instances mais appliquer à des instances plus grandes ; il nous semble donc important
d'utiliser la structure du graphe associé au problème a�n de réduire la taille de ce dernier pour
une résolution plus e�cace.
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CHAPITRE 4

MODÈLE AGRÉGÉ ET BORNES (PRIMALE
ET DUALE)

Nous avons présenté, dans le chapitre précédent un modèle mathématique qui prend en consi-
dération les di�érentes spéci�cités liées au transport des conteneurs. En revanche, dans le but de
résoudre des instances de taille réelle, nous allons réduire la taille du problème en construisant
un nouveau modèle mathématiques qui modélisera le problème d'une manière plus macrosco-
pique. En se basant sur ce modèle, une borne duale (borne inférieure) et une borne primale
(borne supérieure) pourront être construites. Nous allons négliger certains coûts et certaines
contraintes du problème initial. En pratique, il existe des zones industrielles qui contiennent
plusieurs sites et cette répartition des sites est prise en considération dans la génération des
instances pour ce chapitre. On appelle zone industrielle un ensemble de sites uni-modaux dont
le coût de transport des arcs entre eux est relativement petit.

Nous présentons, dans ce chapitre, un modèle mathématique agrégé qui prend en compte
les principales spéci�cités du problème initial. Pour la dé�nition de ce modèle agrégé, nous
pouvons faire sans perte de généralité l'hypothèse suivante :

H1. Il existe au moins une zone qui contient au moins deux sites.

Cette hypothèse est nécessaire pour la construction du modèle agrégé. En e�et, si les zones
ne contiennent qu'un seul site, les deux problèmes sont identiques.

4.1 Construction des données

Dans cette section, nous présentons les di�érentes données du problème agrégé. Ces données
seront construites à partir de celles du problème initial (présentées dans la section 3.1).
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4.1.1 L'horizon temporel

Dans le problème agrégé, nous gardons le même horizon temporel et le même pas de discré-
tisation du problème initial. Nous avons donc :

TAg = T = Jt0, τK

4.1.2 Les moyens de transport

Nous gardons aussi, dans le problème agrégé les mêmes modes de transport du problème
initial. En pratique, ces modes sont M = {b, c, t}, où
• b représente le mode �uvial,
• c représente le mode routier,
• t représente le mode ferroviaire.

4.1.3 Les catégories des demandes

Dans le problème agrégé, certaines demandes seront supprimées (voir section 4.1.6). Nous
pouvons donc réadapter les catégories des demandes en fonction des demandes qui seront gar-
dées.

ΘAg = {θk : k ∈ KAg} ⊆ Θ,

où KAg est l'ensemble des demandes du problème agrégé (présenté dans la sous section 4.1.6).

4.1.4 Le réseau du transport

En pratique, le réseau routier, composé des n÷uds et des routes, a une densité beaucoup
plus élevée par rapport à celle du réseau �uvial ou ferroviaire. L'agrégation du réseau sera donc
au niveau routier uniquement. Notons GAg = (SAg, AAg) le graphe qui modélise le réseau de
transport pour le problème agrégé.

I SAg est l'ensemble des zones industrielles et des plateformes multimodales.

SAg = Z ∪H,

où Z est l'ensemble des zones industrielles (par exemple, dans la �gure 4.1.1, ces zones
sont présentées par z1 et z2) et H est l'ensemble des plateformes multimodales présenté
dans la section 3.1.4 et dans l'exemple de la �gure 4.1.1, elles sont présentées par les
n÷uds h1 et h2. Notons bien que les plateformes multimodales du problème agrégé sont
identiques à celles du problème initial et que chaque site i ∈ S \H (ensemble des sites
uni-modaux) est contenu dans une zone industrielle z ∈ Z.
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1
2

3
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h1 h2

Zone 2
Zone 1

Figure 4.1.1 � Exemple d'agrégation du réseau

z2z1

h1 h2

Figure 4.1.2 � Exemple du réseau agrégé

I AAg est l'ensemble des arcs du réseau agrégé. Ces arcs ont été classi�és, dans le pro-
blème initial, suivant leur mode de transport. Le réseau �uvial et le réseau ferroviaire,
qui relient les plateformes multimodales, constituent une structure �xe du réseau pour
les deux problèmes. En revanche, l'agrégation s'e�ectue au niveau du réseau routier. Les
arcs dont les sommets sont contenus dans la même zone industrielle seront supprimés et
ceux dont l'un des sommets est contenu dans une zone industrielle seront remplacés par
d'autres arcs suivant les règles suivantes.

AAg = Ac,Ag ∪ At ∪ Ab,
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où At et Ab représentent les mêmes ensembles de la section 3.1.4 (arcs �uviaux et ferro-
viaires entre les plateformes multimodales), et Ac,Ag est l'ensemble des arcs routiers du
problème agrégé.

Ac,Ag = AZZ ∪ AZH ∪ AHZ ∪ Ac,HH .
. Ac,HH est l'ensemble des arcs routiers entre les plateformes multimodales qui gardent
les mêmes caractéristiques de ceux du problème initial. Notons bien que pour tout
h ∈ H, les arcs �ctifs dans le problème initial sont gardés dans le problème agrégé
avec les mêmes caractéristiques.

. AZZ représente l'ensemble des arcs entre les zones industrielles. Par exemple, dans la
�gure 4.1.2, les arcs AZZ sont présentés par les arcs (z1, z2) et (z2, z1) qui remplacent

respectivement les ensembles
{

(1, 6), (2, 6), ..., (5, 6)
}
et
{

(6, 1), (6, 2), ..., (6, 5)
}
pré-

sentés dans la �gure 4.1.1. En plus de ces arcs, on crée des arcs �ctifs qui remplacent
l'ensemble des arcs {(i, i) : i ∈ S}. Pour tout z ∈ Z, l'arc �ctif associé à z est noté
(z, z).

Souhaitant que le problème agrégé fournisse une borne inférieure valide, nous choi-
sissons pour chacun des nouveaux arcs routiers, le coût minimum parmi les coûts
possibles. Et pour ne pas perdre la réalisabilité du problème, nous choisissons aussi
pour chacun des nouveaux arcs routiers, le temps de parcours minimum parmi les
temps de parcours possibles et on prend une capacité égale à la somme des capacités
des arcs possibles.

Pour chaque arc a = (z1, z2) ∈ AZZ , pour chaque catégorie θ ∈ ΘAg et à chaque
instant t ∈ T , on dé�nit les grandeurs qui sont associées à l'arc a.

� Le coût variable Φvar
a,θ,t de transport d'un conteneur de catégorie θ.

Si z1 6= z2,
Φvar
a,θ,t = min

(i,j)∈z1×z2
Φvar

(i,j),θ,t. (4.4.1.1)

Et si z1 = z2,
Φvar
a,θ,t = 0. (4.4.1.2)

� Le coût �xe Φfix
a,t de l'utilisation de l'arc par un camion (coût de déplacement

d'un camion vide sur cet arc). Si z1 6= z2,

Φfix
a,t = min

(i,j)∈z1×z2
Φfix

(i,j),t. (4.4.1.3)

Et si z1 = z2,
Φfix
a,t = 0. (4.4.1.4)

� la durée ta (en ∆t) nécessaire pour parcourir cet arc par un camion

ta = min
(i,j)∈z1×z2

t(i,j). (4.4.1.5)

� la capacité de l'arc Ca,t (en nombre de véhicules).
Si z1 6= z2,

Ca,t =
∑

(i,j)∈z1×z2

C(i,j),t. (4.4.1.6)
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Et si z1 = z2 = z, on dé�nit la capacité de l'arc (z, z) de façon à ce qu' on
peut envoyer, sur cet arc, tous les camions que peut contenir la zone z dans le
problème initial (pour mieux comprendre son expression, il faut se référer à la
démonstration du théorème 4.5.1).

Ca,t =
∑
i∈z

∑
j∈z

t∑
t′=t−t(i,j)+1

C(i,j),t′

+
∑
h∈H

∑
i∈z

t∑
t′=t−(t(i,h)−t(z,h))+1:

t(i,h)−t(z,h)>0

C(i,h),t′

+
∑
h∈H

∑
i∈z

t+(t(h,i)−t(h,z))∑
t′=t+1:

t(h,i)−t(h,z)>0

C(h,i),t′−t(h,i)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+(t(i,j)−t(z′,z))∑
t′=t+1:

t(i,j)−t(z′,z)>0

C(i,j),t′−t(i,j) .

(4.4.1.7)

. AZH l'ensemble des arcs allant des zones industrielles vers les plateformes multimo-
dales. Par exemple, dans la �gure 4.1.2,

A(ZH) =
{
{(z1, h1), (z1, h2), (z2, h1), (z2, h2)

}
.

Pour chaque arc a = (z, h) ∈ AZH , où z ∈ Z et h ∈ H, on dé�nit de la même manière
que dans le paragraphe précédent les grandeurs qui lui sont associées.
� la durée ta (en ∆t) nécessaire pour parcourir cet arc par un camion

ta = min
i∈z

t(i,h). (4.4.1.8)

Pour tout i ∈ z, on dé�nit ∆(i,h) par l'expression suivante :

∆(i,h) = t(i,h) − t(z,h) ≥ 0.

Elle représente la di�érence entre le temps de parcours de l'arc initial et celui
agrégé qui le remplace.
� Le coût variable Φvar

a,θ,t de transport d'un conteneur de catégorie θ ∈ Θ à un
instant t ∈ T .

Φvar
a,θ,t = min

i∈z
Φvar

(i,h),θ,t−∆(i,h)
. (4.4.1.9)

� Le coût �xe Φfix
a,t d'utilisation de l'arc par un camion,

Φfix
a,t = min

i∈z
Φfix

(i,h),t−∆(i,h)
. (4.4.1.10)

� la capacité de l'arc Ca,t(en nombre de véhicules).

Ca,t =
∑
i∈z

C(i,h),t−∆(i,h)
. (4.4.1.11)
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. AHZ l'ensemble des arcs allant des plateformes multimodales vers les zones indus-
trielles. Par exemple, dans la �gure 4.1.2,

A(HZ) =
{
{(h1, z1), (h1, z2), (h2, z1), (h2, z2)

}
.

Pour chaque arc a = (h, z), où h ∈ H et z ∈ Z, on dé�nit de la même manière que
dans le paragraphe précédent les grandeurs qui lui sont associées.
� la durée ta (en ∆t) nécessaire pour parcourir cet arc par un camion

ta = min
i∈z

t(h,i). (4.4.1.12)

� Le coût variable Φvar
a,θ,t de transport d'un conteneur de catégorie θ ∈ Θ à un

instant t ∈ T .
Φvar
a,θ,t = min

i∈z
Φvar

(h,i),θ,t. (4.4.1.13)

� Le coût �xe Φfix
a,t d'utilisation de l'arc par un camion,

Φfix
a,t = min

i∈z
Φfix

(h,i),t. (4.4.1.14)

� la capacité de l'arc Ca,t (en nombre de véhicules).

Ca,t =
∑
i∈z

C(h,i),t. (4.4.1.15)

4.1.5 Les véhicules

Nous gardons l'ensemble des véhicules du problème initial et nous allons changer juste les
positions initiales des camions.
Dans le problème initial, nous avons un ensemble de véhicules

V = V c ∪ V t ∪ V b.

Alors, dans le problème agrégé, on dé�nit

V Ag = V c,Ag ∪ V t ∪ V b.

On note Sc,Ag ⊂ SAg l'ensemble des positions initiales des camions. Les positions initiales
d'une même zone sont agrégées en une seule position r. En revanche lorsque la position initiale
est une plateforme, elle reste inchangée et est aussi notée r. Et pour tout r ∈ Sc,Ag, on note Nr

le nombre de camions ayant r comme position initiale.

Nr =
∑
l∈r

Nl,

avec Nl le nombre de camions ayant l ∈ Sc comme position initiale dans le problème initial
(rappelons que comme r peut être une zone ou une plateforme, l, par conséquent, peut être un
site uni-modal ou une plateforme).
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4.1.6 Les demandes

Chaque demande ayant son origine et sa destination dans une même zone industrielle sera
supprimée dans le problème agrégé. Ainsi, les demandes ayant une origine dans une zone et une
destination dans une autre zone sont gardées.
Les demandes initiales Kz1,z2,θ ⊂ K ayant leur origine dans une zone z1 ∈ Z et leur destination
dans une zone z2 ∈ Z et ayant la même catégorie θ ∈ ΘAg sont remplacées, dans le problème
agrégé, par une seule demande k ∈ KAg. L'origine de cette demande est z1, sa destination est z2

et sa catégorie est θ. On dé�nit, ainsi, la fenêtre de traitement et la quantité de cette demande
de la manière suivante.

T k = Jtkmin, t
k
maxK,

où

tkmin = min
k′∈Kz1,z2,θ

tk
′

min,

et

tkmax = max
k′∈Kz1,z2,θ

tk
′

max.

En ce qui concerne la quantité de la demande, elle sera dé�nie à l'aide de deux fonctions
temporelles. Pour mieux exprimer ces fonctions, on dé�nit pour chaque demande initiale k′ ∈
Kz1,z2,θ, deux fonctions temporelles qui représentent la quantité maximale sortante à chaque
instant (resp. minimale entrante à chaque instant) de l'origine (resp. dans la destination).

dk
′

s (t) = dk
′
1Tk′ (t),

respectivement

dk
′

e (t) = dk
′
1Jtk′max,τK

(t).

où 1Tk′ est la fonction indicatrice de la fenêtre de traitement de la demande k′ et 1Jtk′max,τAgK
est

la fonction indicatrice de l'intervalle Jtk′max, τK.

Nous dé�nissons alors la fonction temporelle qui limite la quantité sortante de l'origine z1

de la demande k par :

dks(t) =
∑

k′∈Kz1,z2,θ

dk
′

s (t), (4.4.1.16)

et celle qui limite la quantité entrante dans la destination z2 est donnée par :

dks(t) =
∑

k′∈Kz1,z2,θ

dk
′

e (t). (4.4.1.17)

Par exemple, dans la �gure 4.1.3, nous avons trois demandes initiales ayant la même catégo-
rie et dont les origines appartiennent à une seule zone ainsi que les destinations. Alors, ces trois
demandes sont agrégeables en une seule demande dont la fonction qui limite la quantité sortante
de l'origine est présentée dans la �gure 4.1.4 et la fonction qui limite la quantité entrante dans
la destination est présentée dans la �gure 4.1.5.
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t

d

t1min t1maxt2min t2max t3min t3max

d1

d2

d3

d1(t)

d2(t)

d3(t)

d1(t) d2(t) d3(t)

Figure 4.1.3 � Exemple de trois demandes initiales agrégeables en une seule demande

54



4.1. CONSTRUCTION DES DONNÉES

t

d

t1min t1maxt2min t2max t3min t3max

d1

d2

d3

ds(t)

Figure 4.1.4 � Représentation graphique d'une fonction de quantité de demande sortante
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t

d

t1min t1maxt2min t2max t3min t3max

d2

d1

d3

de(t)

Figure 4.1.5 � Représentation graphique d'une fonction de quantité de demande entrante

4.2 Variables de décision

Dans cette section, nous allons passer en revue les variables utilisées dans le modèle agrégé.
Les variables de �ot liées au demandes agrégées sont similaires au problème initial exceptée de
celles liées au nouveau graphe routier. Les variables d'activation des trains et des barges sont
identiques pour les deux modèles et celles d'activation des camions sont réadaptées.

4.2.1 Les variables de �ot envoyé sur les arcs

Variables de �ot envoyé sur les arcs �uviaux et ferroviaires

Pour toute demande k ∈ KAg, pour tout arc a ∈ At ∪Ab, pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et
pour tout instant t ∈ T k, avec (t+ ta) ∈ T k, et ma = mv, notons

xka,v,t =

{
la quantité de �ot envoyée sur l'arc a dans le véhicule v
à l'instant t pour livrer la demande k.

∈ N
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Variables de �ot envoyé sur les arcs routiers

Pour toute demande k ∈ KAg, pour tout arc a ∈ Ac,Ag, pour toute position r ∈ Sc,Ag, et
pour tout instant t ∈ T k, avec (t+ ta) ∈ T k, notons

xka,r,t =

{
la quantité de �ot envoyée sur l'arc a dans les camions initialement
positionnés en r à l'instant t pour livrer la demande k,

∈ N.

4.2.2 Les variables d'activation des véhicules

Variables d'activation des trains et des barges

Pour tout arc a ∈ At ∪Ab, pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b, et pour tout instant t ∈ T , avec
ma = mv et (t+ ta) ∈ T , notons

ya,v,t =

{
1 si le véhicule v débute sur l'arc a à l'instant t,
0 sinon.

Variables d'activation des camions

Pour tout arc a ∈ Ac,Ag, pour toute position r ∈ Sc,Ag, et pour tout instant t ∈ T , avec
(t+ ta) ∈ T , notons

ya,r,t =

{
le nombre de camions initialement positionnés en r
qui débutent sur l'arc a à l'instant t,

∈ N.

Variable d'activation des trains et des barges depuis leurs positions initiales

Pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b, pour tout instant t ∈ T , notons

αv,t =

{
1 si le véhicule v quitte la première fois sa position initiale pv à l'instant t,
0 sinon.

Variable d'activation des camions depuis leurs positions initiales

Pour tout instant t ∈ T , pour toute position r ∈ Sc,Ag, notons

αr,t =

{
le nombre de camions qui quittent pour la première fois
leur position initiale r à l'instant t,

∈ N.

Variable de libération des trains et des barges

Pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b, pour tout instant t ∈ T , notons

βv,t =

{
1 si le véhicule v est libéré à l'instant t,
0 sinon.

Variables indiquant le nombre de camions libérés à chaque instant

Pour tout instant t ∈ T , pour toute position r ∈ Sc,Ag, notons

βr,t =

{
le nombre de camions initialement positionnés en r
et qui sont libérés à l'instant t,

∈ N.
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Variables indiquant la présence ou non de MD dans un véhicule

Pour tout θ ∈MDAg, pour tout v ∈ V t ∪ V b, et pour tout t ∈ T , notons

γθv,t =

{
1 si la Matière Dangereuse θ est envoyée dans le véhicule v à l'instant t,
0 sinon.

4.2.3 Les variables de �ot transitant dans les plateformes multimo-
dales

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H , pour tout véhicule v ∈ V t∪V b,
et pour tout instant t ∈ T k avec mv ∈Mh, notons

ukh,v,t =

{
la quantité de la demande k déchargée du véhicule v
à l'instant t pour être stockée dans la plateforme h.

∈ N.

Variables de �ot déchargé des camions pour être stocké dans les plateformes mul-
timodales

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position r ∈ Sc,Ag,
et pour tout instant t ∈ T k, notons

ukh,r,t =

{
la quantité de la demande k déchargée, à l'instant t, des camions
initialement positionnés en r pour être stockée dans la plateforme h.

∈ N.

Variables de �ot chargé depuis le stock des plateformes sur les trains et les barges

Pour toute demande k ∈ KAg, pour tout véhicule v ∈ V t∪V b, pour toute plateforme h ∈ H
et pour tout instant t ∈ T k, avec mv ∈Mh, on note

zkh,v,t =

{
quantité de la demande k chargée depuis le stock
de la plateforme h sur le véhicule v à l'instant t.

∈ N.

Variables de �ot chargé depuis le stock des plateformes sur les camions

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position r ∈ Sc,Ag
et pour tout instant t ∈ T k, notons

zkh,r,t =

{
la quantité de la demande k chargée, à l'instant t, depuis le stock
de la plateforme h sur les camions initialement positionnés en r.

∈ N.

Variables de �ot transféré entre les trains et les barges au niveau des plateformes

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout véhicule v, v′ ∈
V t ∪ V b, pour tout instant t ∈ T k, tels que v 6= v′ et mv,mv′ ∈Mh, notons

qkh,v,v′,t =

{
quantité de la demande k transférée dans la plateforme h
du véhicule v vers le véhicule v′ à l'instant t,

∈ N.
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4.3. CONTRAINTES DU PROBLÈME

Variables de �ot transféré entre les camions d'un côté et les trains et les barges de
l'autre côté au niveau des plateformes

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position r ∈ Sc,Ag,
pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T k, tel que mv ∈Mh, notons

qkh,r,v,t =

{
la quantité de la demande k transférée, à l'instant t, dans la plateforme h
des camions initialement positionnés en r vers le véhicule v,

∈ N.

Et

qkh,v,r,t =

{
quantité de la demande k transférée, à l'instant t, dans la plateforme h
du véhicule v vers les camions initialement positionnés en r,

∈ N.

Variables de �ot transféré entre les camions

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout instant t ∈ T k, et
pour toutes positions r, r′ ∈ Sc,Ag telles que r 6= r′, notons

qkh,r,r′,t =


la quantité de la demande k transférée à l'instant t
dans la plateforme h des camions initialement positionnés en r
vers ceux initialement positionnés en r′

∈ N.

4.3 Contraintes du problème

Les contraintes de conservation de �ot pour les trains et les barges sont identiques dans les
deux modèles et les autres contraintes sont réadaptées suivant la nouvelle structure de graphe
et de données agrégées.

4.3.1 Contraintes liées au plateformes multimodales

La conservation du �ot au niveau des plateformes multimodales

• La conservation de �ot pour les trains et les barges

∀k ∈ KAg, ∀h ∈ H,∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T k, avec mv ∈Mh,∑
a∈δ+(h):
ma=mv

t+ta≤tkmax

xka,v,t =
∑

a∈δ−(h):
ma=mv ,
tkmin≤t−ta

xka,v,t−ta

+ zkh,v,t − ukh,v,t
+

∑
r∈Sc,Ag

qkh,r,v,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v}

qkh,v′,v,t

−
∑

r∈Sc,Ag
qkh,v,r,t −

∑
v′∈V t∪V b\{v}

qkh,v,v′,t.

(4.4.3.18)

• La conservation de �ot pour les camions

∀k ∈ KAg, ∀h ∈ H,∀r ∈ Sc,Ag,∀t ∈ T k,
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∑
a∈δ+(h)∩Ac,Ag :

t+ta≤tkmax

xka,r,t =
∑

a∈δ−(h)∩Ac,Ag :

tkmin≤t−ta

xka,r,t−ta

+ zkh,r,t − ukh,r,t
+

∑
r′∈Sc,Ag\{r}

qkh,r′,r,t +
∑

v′∈V t∪V b,
mv∈Mh

qkh,v,r,t

−
∑

r′∈Sc,Ag\{r}

qkh,r,r′,t −
∑

v∈V t∪V b,
mv∈Mh

qkh,r,v,t.

(4.4.3.19)

La contrainte de positivité du stock

∀h ∈ H,∀k ∈ KAg,∀t ∈ T k,

∑
t′≤t
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑

r∈Sc,Ag

(
ukh,r,t′ − zkh,r,t′

) ≥ 0. (4.4.3.20)

La contrainte de capacité de stockage au niveau des plateformes

∀h ∈ H,∀t ∈ TAg,

∑
k∈KAg :
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑

r∈Sc,Ag

(
ukh,r,t′ − zkh,r,t′

) ≤ Ch. (4.4.3.21)

Contraintes de respect de la productivité des plateformes

∑
k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑

r∈Sc,Ag
zkh,r,t

 +
∑

k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t +
∑

r∈Sc,Ag
ukh,r,t



+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

 ∑
r′∈Sc,Ag\{r}

qkh,r,r′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,r,v,t



+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

 ∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
r∈Sc

qkh,v,r,t


≤ νh,t, ∀h ∈ H,∀t ∈ T.

(4.4.3.22)
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4.3.2 La conservation du �ot des conteneurs au niveau des sites

La conservation du �ot des conteneurs au niveau des origines des demandes s'exprime par
les inégalités suivantes

∑
r∈Sc,Ag


∑

a∈δ+(Ok)

∑
t′≤t:

t′≥tkmin,
t′+ta≤tkmax

xka,r,t′ −
∑

a∈δ−(Ok)

∑
t′≤t:

tkmin≤t′−ta

xka,r,t′−ta

 ≤ dks(t), ∀k ∈ KAg, ∀t ∈ T k.

(4.4.3.23)
La conservation du �ot des conteneurs au niveau des destinations des demandes s'exprime quant
à elle par les contraintes suivantes

∑
r∈Sc,Ag

 ∑
a∈δ−(Dk)

∑
t∈Tk:

tkmin≤t−ta

xka,r,t−ta −
∑

a∈δ+(Dk)

∑
t∈Tk:

t+ta≤tkmax

xka,r,t

 ≥ dke(t), ∀k ∈ KAg,∀t ∈ T k.

(4.4.3.24)
La conservation du �ot des conteneurs au niveau des zones di�érentes de l'origine et de la

destination d'une demande s'exprime par les inégalités suivantes

∀k ∈ KAg,∀z ∈ Z \
(
{Ok, Dk}

)
,∀r ∈ Sc,Ag,∀t ∈ T k,∑

a∈δ+(z):

t+ta≤tkmax

xka,r,t −
∑

a∈δ−(z):

tkmin≤t−ta

xka,r,t−ta = 0.

4.3.3 Contraintes liées aux véhicules

Contraintes limitant les quantités déchargées des véhicules

Chaque véhicule doit contenir, au moins, la quantité qui en sera déchargée pour être stockée
ou transférée vers un autre véhicule dans une plateforme multimodale.
Pour les trains et les barges, on obtient les contraintes suivantes.

∀v ∈ V t ∪ V b, ∀h ∈ H,∀k ∈ KAg,∀t ∈ T k avec mv ∈Mh,

ukh,v,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑

r∈Sc,Ag
qkh,v,r,t ≤

∑
a∈δ−(h):
ma=mv ,
tkmin≤t−ta

xka,v,t−ta . (4.4.3.25)

Et pour les camions,
∀r ∈ Sc,Ag,∀h ∈ H,∀k ∈ KAg,∀t ∈ T k,

ukh,r,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,r,v,t +
∑

r′∈Sc,Ag\{r}

qkh,r,r′,t ≤
∑

a∈δ−(h)∩Ac,Ag :

tkmin≤t−ta

xka,r,t−ta . (4.4.3.26)
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Respect de la capacité des arcs en nombre de véhicules

Le respect de la capacité des arcs �uviaux et ferroviaires s'exprime par les contraintes
suivantes ∑

v∈V t∪V b:
mv=ma

ya,v,t ≤ Ca,t, ∀a ∈ At ∪ Ab,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T. (4.4.3.27)

Et pour les camions, le respect de la capacité des arcs routiers se traduit par les contraintes
suivantes ∑

r∈Sc,Ag
ya,r,t ≤ Ca,t, ∀a ∈ Ac,Ag,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T. (4.4.3.28)

Le passage (ou départ) des véhicules par (ou depuis) leurs positions initiales

Pour les trains et les barges, nous avons les contraintes suivantes :

∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T,∑
a∈δ+(pv):
mv=ma,
(t+ta)∈T

ya,v,t −
∑

a∈δ−(pv):
mv=ma,
(t−ta)∈T

yb,v,t−ta = αv,t − βv,t. (4.4.3.29)

Et pour les camions :
∀r ∈ Sc,Ag,∀t ∈ T,∑

a∈δ+(r)∩Ac,Ag :
(t+ta)∈T

ya,r,t −
∑

a∈δ−(r)∩Ac,Ag :
(t−ta)∈T

ya,r,t−ta = αr,t − βr,t. (4.4.3.30)

De plus, nous avons d'autres contraintes qui exigent qu'on ne peut activer les véhicules qu'une
seule fois. Pour les trains et les barges, nous avons :∑

t∈T

αv,t ≤ 1. ∀v ∈ V t ∪ V b. (4.4.3.31)

Et pour les camions : ∑
t∈T

αr,t ≤ Nr =
∑
l∈r

Nl. ∀r ∈ Sc,Ag. (4.4.3.32)

Le passage de véhicules par des sites di�érents de leurs positions initiales

Pour les trains et barges, nous avons les contraintes suivantes :

∀v ∈ V t ∪ V b,∀h ∈ H \ {pv},∀t ∈ T, avec mv ∈Mh,∑
a∈δ+(h):
ma=mv ,
(t+ta)∈T

ya,v,t =
∑

a∈δ−(h):
ma=mv ,
(t−ta)∈T

ya,v,t−ta . (4.4.3.33)

Et pour les camions,
∀r ∈ Sc,Ag, ∀i ∈ SAg \ {r},∀t ∈ T,∑

a∈δ+(i)∩Ac,Ag :
(t+ta)∈T

ya,r,t =
∑

a∈δ−(i)∩Ac,Ag :
(t−ta)∈T

ya,r,t−ta . (4.4.3.34)
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4.3.4 Contraintes liées aux capacités des véhicules et aux matières
dangereuses

Respect de la capacité des véhicules

Le respect de la capacité des trains et des barges est traduit par les contraintes suivantes :

∀v ∈ V t ∪ V b,∀a ∈ At ∪ Ab,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T et mv = ma,∑
k∈KAg

qθ
k

xka,v,t ≤ Qvya,v,t. (4.4.3.35)

Et pour les camions :

∀r ∈ Sc,Ag,∀a ∈ Ac,Ag,∀t ∈ T avec (t+ ta) ∈ T,∑
k∈KAg

qθ
k

xka,r,t ≤ Qcya,r,t. (4.4.3.36)

Contraintes sur le �ot de matières dangereuses dans les véhicules

∑
a∈At∪Ab:
ma=mv

∑
k∈KAg ,
mv=ma,
θk=θ

qθxka,v,t ≤ Qvγ
θ
v,t, ∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T,∀θ ∈ ΘMD,Ag. (4.4.3.37)

Les incompatibilités entre marchandises

Ces deux contraintes sont identiques à celles présentées dans le modèle initial avec un
ensemble de matières dangereuses adapté suivant l'agrégation des demandes.

γθv,t + γθ
′

v,t ≤ 1, ∀θ, θ′ ∈ ΘMD,Ag,∀v ∈ V t ∪ vb, ∀t ∈ T. (4.4.3.38)

De plus, une matière dangereuse ne peut être envoyée sur un véhicule que s'il est activé. Nous
avons donc les contraintes suivantes :

γθv,t ≤
∑

a∈At∪Ab:
ma=mv

ya,v,t, ∀θ ∈ ΘMD,Ag,∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T. (4.4.3.39)

4.4 L'objectif

L'objectif reste de minimiser le coût global d'acheminement de conteneurs. Nous retrouvons
les 5 types de coûts. Pour les coûts de transport sur les arcs �uvio-ferroviaires, de chargement
et de déchargement des trains et des barges, nous gardons les même coûts et ce qui change
c'est l'ensemble de demandes. Les coûts de transport sur les arcs routiers changent suivant le
nouveau graphe agrégé et les nouvelles positions initiales des camions.
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Le coût de transport

Φtrans.
Ag =

∑
k∈KAg

 ∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

Φvar
a,θk,tx

k
a,v,t


︸ ︷︷ ︸

coût de transport �uvial-ferroviaire

+
∑
k∈KAg

 ∑
a∈Ac,Ag

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

Φvar
a,θk,tx

k
a,r,t


︸ ︷︷ ︸

coût de transport routier

.

(4.4.4.40)

Le coût de stockage

Φstock.
Ag =

∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φstk
h,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t − zkh,v,t

)
+
∑

r∈Sc,Ag

(
ukh,r,t − zkh,r,t

) . (4.4.4.41)

Le coût de manutention

Φman.
Ag =

∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t + zkh,v,t +
∑

v′∈V \{v}:
mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑

r∈Sc,Ag
qkh,v,r,t



+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
i∈Sc,Ag

ukh,r,t + zkh,r,t +
∑

r′∈Sc,Ag\{r}

qkh,r,r′,t +
∑
v′∈V :

mv′∈Mh

qkh,r,v,t

 .

(4.4.4.42)

Le coût de déplacement des véhicules

Φd.v.
Ag =

∑
v∈V t∪V b

∑
a∈At∪Ab:
ma=mv

∑
t∈T :

(t+ta)∈T

Φfix
a,t ya,v,t +

∑
r∈Sc,Ag

∑
a∈Ac,Ag

∑
t∈T :

(t+ta)∈T

Φfix
a,t ya,r,t. (4.4.4.43)

Le coût d'activation des véhicules

Φac.veh.
Ag =

∑
v∈V t∪V b

∑
t∈T

Φvαv,t +
∑

r∈Sc,Ag

∑
t∈T

Φcαr,t. (4.4.4.44)

64



4.4. L'OBJECTIF

Le coût global d'acheminement des conteneurs

L'objectif est de minimiser le coût global de transport :

min
(
Φtrans.
Ag + Φstock.

Ag + Φman.
Ag + Φd.v.v.

Ag + Φac.veh.
Ag

)
,

où Φtrans.
Ag ,Φstock.

Ag ,Φman.
Ag ,Φd.v.v.

Ag et Φac.veh
Ag sont donnés par (4.4.4.40), (4.4.4.41), (4.4.4.42), (4.4.4.43),

et (4.4.4.44).
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4.5 Construction d'une borne duale au problème initial

En pratique, comme un camion ne peut transporter qu'un, voir deux conteneurs, et qu'il
est plus sûr que ça soit le même camion qui fasse le transport de bout en bout, il y a très peu
d'échanges de conteneurs entre camions en particulier ci leurs positions initiales sont proches
entre eux en terme de coûts.
Ainsi nous faisons l'hypothèse suivante :

H2. Pour le problème initial, dans chaque plateforme multimodale, il n'y a pas d'échange de
�ot entre les camions initialement positionnés dans la même zone industrielle.

Sous cette hypothèse, nous allons démontrer le théorème 4.5.1 et, par conséquent, la ré-
solution optimale du problème agrégé, ou plus généralement, toute borne duale du problème
agrégé fournit une borne duale au problème initial (c'est-à-dire une borne inférieure sur la
valeur optimale de la fonction objective). On annonce ainsi le théorème suivant.

Théorème 4.5.1.
Sous l'hypothèse H2, nous avons les deux points suivants :

1. Chaque solution réalisable du problème initial induit une solution du problème agrégé.

2. La valeur de la fonction objectif du problème agrégé est inférieure à celle du problème
initial.

La démonstration de ce théorème comprend toutes les sous sections 4.5.1, 4.5.2 (pour le
premier point du théorème) et 4.5.3 (pour le deuxième point).

Démonstration. Soit S = (x, y, α, β, γ, u, z, q, ) une solution du problème initial.

4.5.1 Construction d'une solution S ′ du problème agrégé induite par
la solution S du problème initial

Dans cette section, nous construisons une solution S ′ = (x′, y′, α′, β′, γ′, u′, z′, q′) à partir
de la solution S. Nous gardons les même valeurs pour variable d'activation et de libération
des trains et des barges et on somme sur les demandes agrégeables pour les variables de �ot
associés aux trains et aux barges. Pour les variables liées aux camions, nous faisons la somme
sur les positions initiales appartenant à une même zone industrielle. Et vu que les temps de
parcours changent, nous envoyons le �ot arrivant avant sa date sur les arcs �ctifs associés au
zones industrielles.

Fixation des variables de �ot envoyé sur les arcs

Soient k ∈ KAg, a ∈ AAg, r ∈ Sc,Ag, v ∈ V t ∪ V b, t ∈ T k.

Pour chaque type d'arc (mode de transport, nature des extrémités), nous allons �xer les
variables de �ot qui lui sont associées. Et pour des raisons de simpli�cation d'écriture, nous
utilisons la notation k′ ∈ k, pour désigner k′ ∈ KOk,Dk,θk .

I Si a ∈ AHH (réseaux identiques dans les deux problèmes), i.e. : a = (h, h′) avec h, h′ ∈ H.
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∗ Si a ∈ Ac,HH ,
on pose

x′
k
a,r,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

xk
′

a,l,t. (4.4.5.45)

∗ Si a ∈ At ∪ Ab et ma = mv,
on pose

x′
k
a,v,t =

∑
k′∈k

xk
′

a,v,t. (4.4.5.46)

I Si a ∈ AZH , i.e. : a = (z, h) avec z ∈ Z et h ∈ H.
Nous calculons le �ot de conteneurs provenant de la zone z qui doit arriver à la plateforme
h à l'instant t+t(z,h). Donc, pour i ∈ z, le �ot envoyé depuis le site i et qui doit arriver à la
plateforme h à l'instant t+t(z,h) est celui envoyé depuis i vers h à l'instant t+t(z,h)−t(i,h).
Or,

t+ t(z,h) − t(i,h) = t− (t(i,h) − t(z,h)) = t−∆(i,h).

on pose donc :
x′
k
a,r,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

xk
′

(i,h),l,t−∆(i,h)
. (4.4.5.47)

I Si a ∈ AHZ , i.e. : a = (h, z) avec h ∈ H et z ∈ Z.
on pose

x′
k
a,r,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

xk
′

(h,i),l,t. (4.4.5.48)

I Si a ∈ AZZ , i.e. : a = (z, z′) avec z, z′ ∈ Z. Nous avons deux cas :
. si z 6= z′,
on pose

x′
k
a,r,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z′

xk
′

(i,j),l,t. (4.4.5.49)

. Si a = (z, z), avec z ∈ Z,
On �xe les variables du �ot des conteneurs qui prend l'arc �ctif a de la manière
suivante.
Pour mieux exprimer la valeur de x′ka,r,t, nous dé�nissons quelques grandeurs.

(a) Le �ot des demandes agrégeables en k circulant dans la zone z.
On dé�nit :

Fk,z,zr,t =

{
le �ot de demandes agrésgeables en k, envoyé sur les camions
associés à r, présent à l'instant t, sur les arcs d'extrémités dans z.

Ce �ot s'exprime à l'aide des valeurs de x de la solution S par :

Fk,z,zr,t =
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z

t∑
t′=t−t(i,j)+1

xk
′

(i,j),l,t′ . (4.4.5.50)

Notons bien que le �ux envoyé sur les arcs �ctifs associés aux sommets agrégeables
en z est inclus dans cette expression.
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(b) Le �ot envoyé depuis les sites de la zone z vers les plateformes et qui va arriver
après sa date, s'il aurait été envoyé directement sur les arcs agrégés allant de la
zone z vers ces plateformes.

Pour h ∈ H, dans l'égalité (4.4.5.58), nous avons décidé d'envoyer sur l'arc agrégé
(z, h) le �ot envoyé depuis les sites de la zone z, et qui arrive à la plateforme
h à l'instant t + t(z,h). En revanche pour qu'il n'y ait pas une perte de �ux,
on décide d'envoyer sur l'arc �ctif (z, z) le �ux qui, à l'instant t, est en route
vers la plateforme h et qui va arriver après l'instant t+ t(z,h). Sur l'ensemble des
plateformes multimodales, ce �ux est noté Fk,z,Hr,t et donné, en fonction des valeurs
des variables de �ot de la solution S, par l'égalité suivante :

Fk,z,Hr,t =
∑
h∈H

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)+1:

∆(i,h)>0

xk
′

(i,h),l,t′ . (4.4.5.51)

(c) Le �ot provenant des plateformes susceptible d'arriver à la zone z avant sa date
prévue.
Analogiquement au point (b), on décide d'envoyer sur l'arc �ctif (z, z), le �ot
envoyé des plateformes multimodales vers les sites de la zone z, et qui va faire
un trajet supérieure à celui de l'arc (h, z), où h ∈ H. En considérant ce �ot pour
l'ensemble des plateformes, on utilise la notation Fk,H,zr,t . En fonction des valeurs
des variables de �ot de la solution S, ce �ot est donné par l'égalité suivante :

Fk,H,zr,t =
∑
h∈H

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t+1:

∆(h,i)>0

xk
′

(h,i),l,t′−t(h,i) . (4.4.5.52)

(d) Le �ot provenant des autres zones et qui fait, dans le problème initial, un trajet
supérieur à celui des arcs agrégés
Similairement au point (c), on dé�nit Fk,Z,zr,t de la manière suivante :

Fk,Z,zr,t =
∑

z′∈Z\{z}

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

xk
′

(i,j),r,t′−(t(i,j))
. (4.4.5.53)

Alors, on pose �nalement

x′
k
a,r,t = Fk,z,zr,t + Fk,z,Hr,t + Fk,H,zr,t + Fk,Z,zr,t , (4.4.5.54)

où Fk,zz,r,t, F
k,z,H
r,t , Fk,H,zr,t et Fk,Z,zr,t sont donnés par les équations (4.4.5.50), (4.4.5.51),

(4.4.5.52) et (4.4.5.53).
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Et en fonction des valeurs des variables de �ot de la solution S, nous avons :

x′ka,r,t =
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z

t∑
t′=t−t(i,j)+1

xk
′

(i,j),l,t′

+
∑
h∈H

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)+1:

∆(i,h)>0

xk
′

(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t+1:

∆(h,i)>0

xk
′

(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

xk
′

(i,j),l,t′−(t(i,j))
.

(4.4.5.55)

Notons bien que k, a, r, v et t sont arbitraires et respectivement dans KAg, AAg, Sc,Ag, V t ∪ V b

et T k. Donc, nous pouvons généraliser les expressions précédentes.

Fixation des variables d'activation des véhicules sur les arcs

Similairement à ce qui a été fait pour les variables du �ot des conteneurs sur les arcs, nous
dé�nissons les valeurs des variables d'activation des véhicules sur les arcs de façon à ce que les
deux types de variables soit synchronisés (c'est à dire les véhicules serons envoyés au même
instant que le �ot de conteneurs qu'il transportent).

Soient a ∈ AAg, r ∈ Sc,Ag, v ∈ V t ∪ V b, t ∈ T avec t+ ta ∈ T .
I Si a ∈ AHH , i.e. : a = (h, h′) avec h, h′ ∈ H.
∗ Si a ∈ Ac,HH ,
on pose

y′a,r,t =
∑
l∈r

ya,l,t. (4.4.5.56)

∗ Si a ∈ At ∪ Ab et ma = mv, on pose

y′a,v,t = ya,v,t. (4.4.5.57)

I Si a ∈ AZH , i.e. : a = (z, h) avec z ∈ Z et h ∈ H,
On pose

y′a,r,t =
∑
i∈z

∑
l∈r

y(i,h),l,t−∆(i,h)
. (4.4.5.58)

I Si a ∈ AHZ , i.e. : a = (h, z), avec z ∈ Z, h ∈ H.
On pose

y′a,r,t =
∑
l∈r

∑
i∈z

y(h,i),l,t. (4.4.5.59)

I Si a ∈ AZZ , i.e. : a = (z, z′) avec z, z′ ∈ Z.
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. Si z 6= z′, on pose

y′a,r,t =
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z′

y(i,j),l,t. (4.4.5.60)

. Si a = (z, z),

Similairement à ce qu'on a fait pour la �xation des variables de �ot sur les arcs �ctifs
(dans l'égalité (4.4.5.55)), on �xe les variables d'activation des camions sur l'arc a de
la manière suivante.

y′a,r,t =
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z

t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)+1:

∆(i,h)>0

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t+1:

∆(h,i)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .

(4.4.5.61)

Fixation des variables d'activation des trains et des barges depuis leurs positions
initiales

Pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T ,
on pose

α′v,t = αv,t. (4.4.5.62)

Fixation des variables de libération des trains et des barges

Pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T ,
on pose

β′v,t = βv,t. (4.4.5.63)

Fixation des variables d'activation des camions depuis leurs positions initiales

Pour toute position initiale r ∈ Sc,Ag et pour tout instant t ∈ T ,
on pose

α′r,t =
∑
l∈r

αl,t. (4.4.5.64)
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Fixation des variables de libération des camions

Pour toute position initiale r ∈ Sc,Ag et pour tout instant t ∈ T ,
on pose

β′r,t =
∑
l∈r

βl,t. (4.4.5.65)

Fixation des variables indiquant la présence ou non de MD dans un véhicule

Pour tout θ ∈ ΘMD, pour tout v ∈ V t ∪ V b, et pour tout t ∈ T , on pose

β′
θ
v,t = βθv,t. (4.4.5.66)

Fixation des variables de �ot déchargé des camions pour être stocké dans les pla-
teformes multimodales

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position r ∈ Sc,Ag,
et pour tout instant t ∈ T k,
on pose

u′
k
h,r,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

uk
′

h,l,t. (4.4.5.67)

Fixation des variables de �ot déchargé des trains et des barges pour être stocké
dans les plateformes multimodales

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout véhicule v ∈ V t∪V b

et pour tout instant t ∈ T k, avec mv ∈Mh,
on pose

u′
k
h,v,t =

∑
k′∈k

uk
′

h,v,t. (4.4.5.68)

Fixation des variables de �ot chargé depuis le stock des plateformes sur les camions

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position r ∈ Sc,Ag,
et pour tout instant t ∈ T k,
on pose

z′
k
h,r,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

zk
′

h,l,t. (4.4.5.69)

Fixation des variables de �ot chargé depuis le stock des plateformes sur les trains
et les barges

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout véhicule v ∈ V t∪V b,
et pour tout instant t ∈ T k, avec mv ∈Mh,
on pose

z′
k
h,v,t =

∑
k′∈k

zk
′

h,v,t. (4.4.5.70)
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Fixation des variables de �ot transféré entre les trains et les barges au niveau des
plateformes

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout véhicule v, v′ ∈
V t ∪ V b, pour tout instant t ∈ T k, tels que v 6= v′ et mv,mv′ ∈Mh, on pose

q′
k
h,v,v′,t =

∑
k′∈k

qk
′

h,v,v′,t. (4.4.5.71)

Fixation des variables de �ot transféré entre les camions d'un côté et les trains et
les barges de l'autre côté au niveau des plateformes

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour toute position r ∈ Sc,Ag,
pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T k, tel que mv ∈Mh, on pose

q′
k
h,r,v,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

qk
′

h,l,v,t, (4.4.5.72)

et

q′
k
h,v,r,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

qk
′

h,v,l,t. (4.4.5.73)

Fixation des variables de �ot transféré entre les camions

Pour toute demande k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour toutes positions r, r′ ∈
Sc,Ag, avec r 6= r′, pour tout instant t ∈ T k, on pose

q′
k
h,r,r′,t =

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
l′∈r′

qk
′

h,l,l′,t. (4.4.5.74)

4.5.2 Véri�cation de la réalisabilité de la solution agrégée construite
à partir de la solution initiale

Dans cette section, nous allons montrer que la solution S ′ , construite dans la sous-section
précédente (sous-section 4.5.1), satisfait toutes les contraintes du problème agrégé. Nous utili-
sons la structure du graphe agrégé et les contraintes du problème initial et nous en déduisons
les contraintes du problème agrégé.

Véri�cation des contraintes de conservation du �ot des conteneurs au niveau des
plateformes

• La conservation du �ot des conteneurs pour les trains et des barges
Soient k ∈ KAg, h ∈ H, v ∈ V t ∪ V b, t ∈ T k avec mv ∈Mh.
On sait que S est solution du problème initial, donc, x véri�e la contrainte (3.3.3.6). Nous
avons donc,
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pour tout k′ ∈ k,

∑
a∈δ+(h):
ma=mv ,

t+ta≤tk
′
max

xk
′

a,v,t =
∑

a∈δ−(h):
ma=mv ,

tk
′
min≤t−ta

xk
′

a,v,t−ta

+ zk
′

h,v,t − uk
′

h,v,t

+
∑
l∈Sc

qk
′

h,l,v,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qk
′

h,v′,v,t

−
∑
l∈Sc

qk
′

h,v,l,t −
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qk
′

h,v,v′,t.

(4.4.5.75)

Dans le problème initial, les variables xk
′
, uk

′
, zk

′
, qk

′
ne sont pas dé�nies pour t > tk

′
max

ou t < tk
′
min.

On pose alors, pour tout t ∈ T k ∩
(
Jt0, tk

′
minJ∪Ktk′max, τK

)
, pour tout v′ ∈ V t ∪ V b \ {v} et

pour tout r ∈ Sc,Ag,

xk
′

a,v,t = uk
′

h,v,t = zk
′

h,v,t = qk
′

h,v,v′,t = qk
′

h,v′,v,t = qk
′

h,r,v,t = qk
′

h,v,r,t = 0.

En faisant la somme sur k′ de l'égalité (4.4.5.75), on obtient :

∑
k′∈k

∑
a∈δ+(h):
ma=mv ,

t+ta≤tk
′
max

xk
′

a,v,t =
∑
k′∈k

∑
a∈δ−(h):
ma=mv ,

tk
′
min≤t−ta

xk
′

a,v,t−ta

+
∑
k′∈k

zk
′

h,v,t −
∑
k′∈k

uk
′

h,v,t

+
∑
k′∈k

∑
l∈Sc

qk
′

h,l,v,t +
∑
k′∈k

∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qk
′

h,v′,v,t

−
∑
k′∈k

∑
l∈Sc

qk
′

h,v,l,t −
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qk
′

h,v,v′,t.

Or, l'ensemble de positions initiales des camions du problème initial Sc est partitionné
en Sc,Ag : ensemble de positions initiales des camions du problème agrégé. Nous pouvons
donc décomposer la somme l ∈ Sc en deux sommes r ∈ Sc,Ag et l ∈ r. On obtient alors
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l'égalité suivante :

∑
k′∈k

∑
a∈δ+(h):
ma=mv ,

t+ta≤tk
′
max

xk
′

a,v,t =
∑
k′∈k

∑
a∈δ−(h):
ma=mv ,

tk
′
min≤t−ta

xk
′

a,v,t−ta

+
∑
k′∈k

zk
′

h,v,t −
∑
k′∈k

uk
′

h,v,t

+
∑
k′∈k

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

qk
′

h,l,v,t +
∑
k′∈k

∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qk
′

h,v′,v,t

−
∑
k′∈k

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

qk
′

h,v,l,t −
∑

v′∈V t∪V b\{v}:
mv′∈Mh

qk
′

h,v,v′,t.

Or, v ∈ V t∪V b, donc pour tout a ∈ δ+(h)∪δ−(h), sima = mv, alors a ∈ AHH (en e�et, les
sites di�érents des plateformes multimodales sont connectés uniquement au mode routier).

Et en utilisant, alors, les égalités (4.4.5.46), (4.4.5.68), (4.4.5.70), (4.4.5.73) et (4.4.5.72),
et en utilisant l'extension de la dé�nition des variables de �ot sur toute la fenêtre de
traitement de la demande k, on obtient :

∑
a∈δ+(h):
ma=mv ,
t+ta≤tkmax

x′
k
a,v,t =

∑
a∈δ−(h):
ma=mv ,
tkmin≤t−ta

xk
′

a,v,t−ta

+ z′kh,v,t − u′
k
h,v,t

+
∑

r∈Sc,Ag
q′
k
h,r,v,t +

∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

q′
k
h,v′,v,t

−
∑

r∈Sc,Ag
q′
k
h,v,r,t −

∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

q′
k
h,v,v′,t.

(4.4.5.76)

Or, k, h, v, et t sont arbitraires dans KAg, H, V t∪V b et T k, on peut alors conclure, d'après
l'égalité (4.4.5.76), que S ′ satisfait bien les contrainte (4.4.3.18).

• La conservation du �ot des conteneurs pour les camions
Soient k ∈ KAg, h ∈ H, r ∈ Sc,Ag et t ∈ T k.
On sait que S est une solution du problème initial, donc, x véri�e la contrainte (3.3.3.7).
Nous avons donc,
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Pour tout k′ ∈ k, pour tout l ∈ Sc,∑
a∈δ+(h)∩Ac:
t+ta≤tk

′
max

xk
′

a,l,t =
∑

a∈δ−(h)∩Ac:
tk
′
min≤t−ta

xk
′

a,l,t−ta

+ zk
′

h,l,t − uk
′

h,l,t

+
∑

l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l′,l,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qk
′

h,v,l,t

−
∑

l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l,l′,t −
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qk
′

h,l,v,t.

En faisant la somme k′ ∈ k et la somme l ∈ r, on obtient :∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ+(h)∩Ac:
t+ta≤tk

′
max

xk
′

a,l,t =
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ−(h)∩Ac:
tk
′
min≤t−ta

xk
′

a,l,t−ta

+
∑
k′∈k

∑
l∈r

zk
′

h,l,t −
∑
k′∈k

∑
l∈r

uk
′

h,l,t

+
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l′,l,t +
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qk
′

h,v,l,t

−
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l,l′,t −
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qk
′

h,l,v,t.

(4.4.5.77)

Exprimons chaque terme de l'égalité (4.4.5.79).
(a) Le �ot sortant

En séparant le voisinage sortant en deux types de voisinages : sortant vers les plate-
formes et sortant vers les zones, on a :∑

k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ+(h)∩Ac:
t+ta≤tk

′
max

xk
′

a,l,t =
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
h′∈H:

t+t(h,h′)≤tk
′
max

xk
′

(h,h′),l,t

+
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈S\H:

t+t(h,i)≤tk
′
max

xk
′

(h,i),l,t.

Or, l'ensemble S \H (ensemble des sites uni-modaux) est partitionné en Z (ensemble
des zones). Nous avons alors :∑

k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ+(h)∩Ac:
t+ta≤tk

′
max

xk
′

a,l,t =
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
h′∈H:

t+t(h,h′)≤tk
′
max

xk
′

(h,h′),l,t

+
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
z∈Z

∑
i∈z:

t+t(h,i)≤tk
′
max

xk
′

(h,i),l,t.
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Et en utilisant l'extension de la dé�nition des variables de �ot, on obtient :∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ+(h)∩Ac:
t+ta≤tk

′
max

xk
′

a,l,t =
∑
h′∈H:

t+t(h,h′)≤tkmax

∑
k′∈k

∑
l∈r

xk
′

(h,h′),l,t

+
∑
z∈Z:

t+t(h,z)≤tkmax

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

xk
′

(h,i),l,t.

En injectant alors les égalités (4.4.5.45) (4.4.5.48) et en regroupant les deux sous-
ensembles du voisinage sortant de h, on obtient :∑

k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ+(h)∩Ac:
t+ta≤tk

′
max

xk
′

a,l,t =
∑

a∈δ+(h)∩Ac,Ag :

t+ta≤tkmax

x′
k
a,r,t. (4.4.5.78)

(b) Le �ot entrant
Pour le voisinage entrant, nous pouvons aussi le décomposer en deux types de voisi-
nages (entrant des plateformes multimodales et entrant des zones).
Nous avons alors, en utilisant aussi l'extension de la dé�nition des variables de �ot :∑

k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ−(h)∩Ac:
tkmin≤t−ta

xk
′

a,l,t−ta =
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
h′∈H:

tkmin≤t−t(h′,h)

xk
′

(h′,h),l,t−t(h′,h)

+
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈S\H:

tkmin≤t−t(i,h)

xk
′

(i,h),l,t−t(i,h)

(4.4.5.79)

Or, d'après la dé�nition des variables de �ot associées aux arcs routiers entre les
plateformes qui est donné par l'égalité (4.4.5.45),∑

k′∈k

∑
l∈r

∑
h′∈H:

tkmin≤t−t(h′,h)

xk
′

(h′,h),l,t−t(h′,h) =
∑
h′∈H:

tkmin≤t−t(h′,h)

x′
k
(h′,h),r,t−t(h′,h) . (4.4.5.80)

De plus, on sait que l'ensemble des sites uni-modaux S \H est partitionné en Z. Nous
pouvons donc réécrire le deuxième terme de l'expression du �ot entrant comme suit :∑

k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈S\H:

tkmin≤t−t(i,h)

xk
′

(i,h),l,t−t(i,h) =
∑
z∈Z:

tkmin≤t−t(z,h)

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

xk
′

(i,h),l,t−t(i,h)

=
∑
z∈Z:

tkmin≤t−t(z,h)

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

xk
′

(i,h),l,(t−t(z,h))−∆(i,h)

Et si on injecte la dé�nition des variables de �ot de conteneurs du problème agrégé
sur les arcs allant des zones vers les plateformes qui est donnée par l'égalité (4.4.5.47),
on obtient :∑

k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈S\H:

tkmin≤t−t(i,h)

xk
′

(i,h),l,t−t(i,h) =
∑
z∈Z:

tkmin≤t−t(z,h)

x′
k
a,r,t−ta . (4.4.5.81)

76



4.5. CONSTRUCTION D'UNE BORNE DUALE AU PROBLÈME INITIAL

Finalement, en faisant la somme de (4.4.5.80) et (4.4.5.81), on obtient :∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
a∈δ−(h)∩Ac,
tk
′
min≤t−ta

xk
′

a,l,t−ta =
∑

a∈δ−(h)∩Ac,Ag :

tkmin≤t−ta

x′
k
a,r,t−ta . (4.4.5.82)

(c) Le �ot déchargé des camions pour être stocké et celui chargé depuis le stock.

D'après la dé�nition des variables de �ot déchargé pour être stocké et chargé depuis
le stock, qui est donné par les égalités (4.4.5.69) et (4.4.5.67), nous avons :∑

k′∈k

∑
l∈r

zk
′

h,l,t −
∑
k′∈k

∑
l∈r

uk
′

h,l,t = z′
k
h,r,t − u′

k
h,r,t. (4.4.5.83)

(d) Le �ot transféré vers les camions associés à r.

En utilisant le fait que l'ensemble des positions initiales des camions dans le problème
initial Sc est partitionné en Sc,Ag, nous avons :

∑
k′∈k

∑
l∈r

 ∑
l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l′,l,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qk
′

h,v,l,t

 =
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
r′∈Sc,Ag

∑
l′∈r′\{l}

qk
′

h,l′,l,t

+
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

∑
l∈r

qk
′

h,v,l,t

=
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
r′∈Sc,Ag\{r}

∑
l′∈r′

qk
′

h,l′,l,t

+
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
l′∈r\{l}

qk
′

h,l′,l,t︸ ︷︷ ︸
= 0, (d'après H2)

+
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

∑
l∈r

qk
′

h,v,l,t.

Ainsi, en utilisant les dé�nitions des variables de �ot transféré entre les camions (donné
par l'égalité (4.4.5.74)) et celui transféré depuis les trains et les barges vers les camions
(donné par l'égalité (4.4.5.73)), on obtient :

∑
k′∈k

∑
l∈r

 ∑
l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l′,l,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qk
′

h,v,l,t

 =
∑

r′∈Sc,Ag\{r}

q′
k
h,r′,r,t +

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

q′
k
h,v,r,t.

(4.4.5.84)
(e) Le �ot transféré depuis les camions associés à r.

Similairement à ce qu'on a fait pour le �ot transféré vers les camions associés à r, on
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montre que

∑
k′∈k

∑
l∈r

 ∑
l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qk
′

h,l,v,t

 =
∑

r′∈Sc,Ag\{r}

q′
k
h,r,r′,t +

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

q′
k
h,r,v,t.

(4.4.5.85)
Finalement, en injectant les égalités (4.4.5.78), (4.4.5.82), (4.4.5.83), (4.4.5.84) et (4.4.5.85)
dans l'égalité (4.4.5.79), on obtient :∑

a∈δ+(h)∩Ac,Ag :

t+ta≤tkmax

x′
k
a,r,t =

∑
a∈δ−(h)∩Ac,Ag :

tkmin≤t−ta

x′
k
a,r,t−ta

+ z′kh,r,t − u′
k
h,r,t

+
∑

r′∈Sc,Ag\{r}

q′
k
h,r′,r,t +

∑
v∈V t∪V b,
mv∈Mh

q′
k
h,v,r,t

−
∑

r′∈Sc,Ag\{r}

q′
k
h,r,r′,t −

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

q′
k
h,r,v,t.

Or, k, h, r, et t sont arbitraires dans KAg, H, Sc,Ag et T k. Donc la solution S ′ satisfait bien
les contraintes (4.4.3.19).

Véri�cation des contraintes de positivité du stock

Soient k ∈ KAg, h ∈ H et t ∈ T k
On sait que la solution S satisfait les contraintes (3.3.3.10), alors pour tout k′ ∈ k,

∑
t′≤t:
t′∈Tk′

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
uk
′

h,v,t′ − zk
′

h,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
uk
′

h,l,t′ − zk
′

h,l,t′

) ≥ 0.

En faisant la somme sur k′ et en utilisant le fait que l'ensemble des positions initiales des
camions dans le problème initial Sc est partitionné en Sc,Ag, nous avons :

∑
k′∈k

∑
t′≤t:
t′∈Tk′

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
uk
′

h,v,t′ − zk
′

h,v,t′

)
+
∑

r∈Sc,Ag

∑
l∈r

(
uk
′

h,l,t′ − zk
′

h,l,t′

) ≥ 0.

Et en utilisant l'extension de la dé�nition des variables de �ot ( uk
′
et zk

′
sont nulles pour tout

t′ /∈ T k′), nous avons :

∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

(
uk
′

h,v,t′ − zk
′

h,v,t′

)
+
∑

r∈Sc,Ag

∑
k′∈k

∑
l∈r

(
uk
′

h,l,t′ − zk
′

h,l,t′

) ≥ 0.
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On injecte alors les égalités (4.4.5.70), (4.4.5.68), (4.4.5.69) et (4.4.5.67) et on obtient :

∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
u′
k
h,v,t′ − z′

k
h,v,t′

)
+
∑

r∈Sc,Ag

(
u′
k
h,r,t′ − z′

k
h,r,t′

) ≥ 0.

Or, k, h et t étant arbitraires dans KAg, H et T k, donc S ′ satisfait bien les contraintes (4.4.3.20).

Véri�cation des contraintes de capacité de stockage des plateformes

Soient h ∈ H et t ∈ T . On sait que S est solution du problème initial. Elle satisfait donc
les contraintes (3.3.3.11). Nous avons alors :

∑
k∈K:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) ≤ Ch. (4.4.5.86)

Or,
∀k ∈ KAg, {k′ ∈ k} = {k′ ∈ KOk,Dk,θk} ⊆ K.

Donc, ⋃
k∈KAg

{k′ ∈ k} ⊆ K.

On pose
K ′ =

⋃
k∈KAg

{k′ ∈ k}.

Nous réécrivons donc le terme qui représente le stock de la plateforme h à l'instant t (terme de
gauche de l'inéquation (4.4.5.86)) sous cette forme :

∑
k∈K:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

)

=
∑
k∈K:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

)

+
∑

k∈K\K′:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) .

(4.4.5.87)

Or, on sait que S est solution du problème initial. Alors, elle satisfait les contraintes de positivité
du stock de la plateforme h à l'instant t, pour toute demande k ∈ K\K ′ (contraintes (3.3.3.10)).
Nous avons alors,

∀k ∈ K \K ′,
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∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) ≥ 0.

On multiplie par le coe�cient qθ
k
et on fait la somme k ∈ K \K ′ sous condition que l'instant

t soit contenu dans la fenêtre de traitement de la demande k (T k). On obtient donc :

∑
k∈K\K′:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) ≥ 0. (4.4.5.88)

Nous avons donc, d'après l'égalité (4.4.5.87) et l'inégalité (4.4.5.88),

∑
k∈K′:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

)

≤
∑
k∈K:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) .

(4.4.5.89)

Nous avons ainsi, d'après les inégalités (4.4.5.86) et (4.4.5.89) :

∑
k∈K′:
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t′ − zkh,v,t′

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t′ − zkh,l,t′

) ≤ Ch.

Alors, en utilisant le fait que l'ensemble des positions initiales des camions dans le problème
initial Sc est partitionné en Sc,Ag (ensemble des positions initiales des camions dans le pro-
blème agrégé) et que l'ensemble des demandes K ′ est partitionné en KAg et en utilisant aussi
l'extension de la dé�nition des variables de �ot de chaque demande k ∈ K ′, on obtient :

∑
k∈KAg :
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

(
uk
′

h,v,t′ − zk
′

h,v,t′

)
+
∑

r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

(
uk
′

h,l,t′ − zk
′

h,l,t′

) ≤ Ch.

Ainsi, en injectant les dé�nitions des variables du �ot chargé et du �ot déchargé pour le problème
agrégé, qui sont données par les égalités (4.4.5.70), (4.4.5.68), (4.4.5.69) et (4.4.5.67), on obtient :

∑
k∈KAg :
t∈Tk

qθ
k
∑
t′≤t:
t′∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b,
mv∈Mh

(
u′
k
h,v,t′ − z′

k
h,v,t′

)
+
∑
r∈Sc

(
u′
k
h,r,t′ − z′

k
h,r,t′

) ≤ Ch.

Or, h et t sont arbitraires dans les ensembles H et T . Donc, S ′ satisfait bien les contraintes
(3.3.3.11).
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Véri�cation des contraintes de respect de la productivité des plateformes

Soient h ∈ H et t ∈ T . On sait que S est solution de problème initial. Donc elle satisfait les
contraintes (3.3.3.15). Nous avons alors,

∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 +
∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t +
∑
l∈Sc

ukh,l,t



+
∑
k∈K:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t



+
∑
k∈K:
t∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

 ∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t


≤ νh,t.

(4.4.5.90)
Dans cette sous section, nous allons développer, ré-exprimer et minorer chaque terme de

l'inéquation (4.4.5.90). Similairement à ce qu'on a fait pour la véri�cation des contraintes de
capacité de stockage des plateformes dans la sous section précédente, on pose

K ′ =
⋃

k∈KAg

{k′ ∈ k} ⊆ K

(a) Le �ot chargé du stock de la plateforme h à l'instant t.
En décomposant la somme sur l'ensemble des demandes initiales K en deux sommes :
sur K ′ et sur K \K ′, nous avons :

∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 =
∑
k∈K′:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t



+
∑

k∈K\K′:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 .

Or, les variables du �ot chargé sont positives. Nous avons donc :

∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 ≥ ∑
k∈K′:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 .

De plus, l'ensemble K ′ est partitionné en KAg et l'ensemble des positions initiales des ca-
mions Sc est partitionné en Sc,Ag. En prenant en considération l'extension de la dé�nition
des variables de �ot chargé depuis le stock, nous avons alors :
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∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 ≥ ∑
k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

zk
′

h,v,t +
∑

r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

zk
′

h,l,t

 .

En utilisant alors les dé�nitions des variables de �ot chargé depuis le stock pour le
problème agrégé qui sont données par les égalités (4.4.5.70) et (4.4.5.69), nous avons :

∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑
l∈Sc

zkh,l,t

 ≥ ∑
k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

z′
k
h,v,t +

∑
r∈Sc,Ag

z′
k
h,r,t

 . (4.4.5.91)

(b) Le �ot déchargé pour être stocké
Similairement à ce qu'on a fait pour le �ot chargé du stock, nous avons :

∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t +
∑
l∈Sc

ukh,l,t

 ≥ ∑
k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

uk
′

h,v,t +
∑

r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

uk
′

h,l,t

 .

Et en utilisant les dé�nitions des variables de �ot déchargé des véhicules pour être
stocké dans la plateforme h à l'instant t pour le problème agrégé, qui sont données par
les égalités (4.4.5.68) et (4.4.5.67), nous avons :

∑
k∈K:
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t +
∑
l∈Sc

ukh,l,t

 ≥ ∑
k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

u′
k
h,v,t +

∑
r∈Sc,Ag

u′
k
h,r,t

 . (4.4.5.92)

(c) Le �ot transféré depuis les camions
On sait que K ′ ⊆ K. En utilisant alors, l'extension de la dé�nition des variables de �ot
transféré des camions, nous avons :

∑
k∈K:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t

 ≥ ∑
k∈K′:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t

 .

(4.4.5.93)
Or, l'ensemble des demandes K ′ est partitionné en KAg et l'ensemble des positions
initiales des camions Sc est partitionné en Sc,Ag. Nous pouvons donc, décomposer le
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terme de gauche de l'inéquation (4.4.5.93) de la manière suivante :

∑
k∈K′:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t

 =
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

∑
r′∈Sc\{r}

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
l′∈r′

qk
′

h,l,l′,t

+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
l′∈r\{l}

∑
k′∈k

qk
′

h,l,l′,t︸ ︷︷ ︸
= 0, (d'après H2)

+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

∑
l∈r

qk
′

h,l,v,t.

Et utilisant alors les dé�nitions des variables de �ot transféré entre les camions et celui
transféré depuis les camions vers les trains et les barges qui sont données par les égalités
(4.4.5.74) et (4.4.5.72), on obtient :

∑
k∈K′:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t

 =
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

∑
r′∈Sc\{r}

q′
k
h,r,r′,t

+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

q′
k
h,r,v,t.

(4.4.5.94)
Ainsi, en injectant l'égalité (4.4.5.94) dans l'inégalité (4.4.5.93), on obtient :

∑
k∈K:
t∈Tk

∑
l∈Sc

 ∑
l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,l,v,t

 ≥
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

∑
r′∈Sc\{r}

q′
k
h,r,r′,t

+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

q′
k
h,r,v,t.

(4.4.5.95)
(d) Le �ot transféré depuis les trains et les barges

Similairement, et en utilisant les dé�nitions (4.4.5.71) et (4.4.5.73), on montre que

∑
k∈K:
t∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

 ∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t

 ≥
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

q′
k
h,v,v′,t

+
∑
k∈KAg

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
r∈Sc,Ag

q′
k
h,v,r,t.

(4.4.5.96)
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Finalement, en injectant les inégalités (4.4.5.91), (4.4.5.92), (4.4.5.95) et (4.4.5.96) dans l'in-
égalité (4.4.5.90), on obtient :

∑
k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

zkh,v,t +
∑

r∈Sc,Ag
zkh,r,t

 +
∑

k∈KAg :
t∈Tk

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t +
∑

r∈Sc,Ag
ukh,r,t



+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
r∈Sc,Ag

 ∑
r′∈Sc\{r}

qkh,r,r′,t +
∑

v∈V t∪V b:
mv∈Mh

qkh,r,v,t



+
∑

k∈KAg :
t∈Tk

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

 ∑
v′∈V t∪V b\{v}:

mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑

r∈Sc,Ag
qkh,v,r,t


≤ νh,t.

Or, h et t sont arbitraires dans H et T . Donc, nous pouvons conclure que S ′ satisfait bien
les contraintes (4.4.3.22).

Véri�cation des contraintes de conservation du �ot des conteneurs au niveau des
sites

• Conservation de �ot au niveau des origines des demandes.
Soient k ∈ KAg et t ∈ T k. La solution S satisfait les contraintes (3.3.3.16). Alors, pour
tout k′ ∈ KOk,Dk,θk , ∀t ∈ T k′ ,

∑
l∈Sc


∑

a∈δ+(Ok
′ )

∑
t′≤t:

t′≥tk′min,
t′+ta≤tk

′
max

xk
′

a,l,t′ −
∑

a∈δ−(Ok′ )

∑
t′≤t:

tk
′
min≤t′−ta

xk
′

a,r,t′−ta

 ≤ dk
′
1Tk′ (t). (4.4.5.97)

Pour tout i ∈ S, pour tout t′ ∈ T k et pour tout a ∈ δ+(i), si t′ + ta > tk
′
max, on pose

xa,l,t′ = 0.
Et pour tout t′ ∈ T k, pour tout a ∈ δ−(i), si t′ − ta < tk

′
min, on pose xa,l,t′−ta = 0.

On note
F si,l,t′ =

∑
a∈δ+(i)

xk
′

a,l,t′ ,

et
F ei,l,t′ =

∑
a∈δ−(i)

xk
′

a,l,t′−ta .

On peut alors, réécrire l'inégalité (4.4.5.97), sous cette forme.∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
t′≤t

(
F s
Ok
′
,l,t′
−F e

Ok
′ ,l,t′

)
≤ dk

′
1Tk′ (t).
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En faisant la somme sur k′, on obtient :

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
t′≤t

∑
k′∈k

(
F s
Ok′ ,l,t′

−F e
Ok′ ,l,t′

)
≤ dks(t). (4.4.5.98)

Or, la solution S satisfait aussi les contraintes (3.3.3.18). Alors pour tout i ∈ Ok \ {Ok′},∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
t′≤t

∑
k′∈k

∑
i∈Ok\{Ok′}

(
F si,l,t′ −F ei,l,t′

)
= 0. (4.4.5.99)

En e�et, d'après la construction du modèle agrégé, la destination de chaque demande
k′ ∈ k n'appartient pas à la zone à laquelle appartient son origine.
En faisant la somme de (4.4.5.98) et de (4.4.5.100), on obtient :∑

r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
t′≤t

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

(
F si,l,t′ −F ei,l,t′

)
≤ dks(t). (4.4.5.100)

Et Soit r ∈ Sc,Ag, t′ ∈ T k.
• Le �ot sortant de l'origine Ok

le �ot envoyé sur l'arc �ctif par les camions associés à r à l'instant t′ est donné par
l'expression suivante :

F sOk,r,t′ = F s,O
k

Ok,r,t′
+ F s,H

Ok,r,t′
+ F s,Z

Ok,r,t′
.

Pour t′, t′ + 1 ∈ T k,

F s,O
k

Ok,r,t′
=

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

t′∑
t′′=t′−t(i,j)+1

xk
′

(i,j),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′∑
t′′=t′−∆(i,h)+1

xk
′

(i,h),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′+∆(h,i)∑
t′′=t′+1

xk
′

(h,i),l,t′′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Ok

t′+∆(i,j)∑
t′′=t′+1

xk
′

(i,j),l,t′′−(t(i,j))
.

En rajoutant le �ot envoyé vers les plateformes H ′ tel que :

t′, t′ + t(Ok,h) ∈ T k, ∀h ∈ H ′.

Ce �ot est donné, pour chaque arc, par l'égalité (4.4.5.47)
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F s,O
k

Ok,r,t′
+ F s,H

Ok,r,t′
=

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

t′∑
t′′=t′−t(i,j)+1

xk
′

(i,j),l,t′′

+
∑
h∈H′

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′∑
t′′=t′−∆(i,h)

xk
′

(i,h),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′+∆(h,i)∑
t′′=t′+1

xk
′

(h,i),l,t′′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Ok

t′+∆(i,j)∑
t′′=t′+1

xk
′

(i,j),l,t′′−(t(i,j))
.

En rajoutant le �ot envoyé vers les zones Z ′ tel que :

t′, t′ + t(Ok,z) ∈ T k, ∀z ∈ Z ′.

Ce �ot est donné, pour chaque arc, par l'égalité (4.4.5.49)

F s,O
k

Ok,r,t′
+ F s,H

Ok,r,t′
+ F s,Z

Ok,r,t′
=

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

t′∑
t′′=t′−t(i,j)+1

xk
′

(i,j),l,t′′

+
∑
h∈H′

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′∑
t′′=t′−∆(i,h)

xk
′

(i,h),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′+∆(h,i)∑
t′′=t′+1

xk
′

(h,i),l,t′′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Ok

t′+∆(i,j)∑
t′′=t′+1

xk
′

(i,j),l,t′′−(t(i,j))

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈Ok

∑
j∈z

xk
′

(i,j),l,t′ .

• Le �ot entrant dans l'origine Ok.

F eOk,r,t′ = F e,O
k

Ok,r,t′
+ F e,H

Ok,r,t′
+ F e,Z

Ok,r,t′
.
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Pour t′, t′ − 1 ∈ T k,

F e,O
k

Ok,r,t′
=

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

t′−1∑
t′′=t′−t(i,j)

xk
′

(i,j),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′−1∑
t′′=t′−∆(i,h)

xk
′

(i,h),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′+∆(h,i)−1∑
t′′=t′

xk
′

(h,i),l,t′′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Ok

t′+∆(i,j)−1∑
t′′=t′

xk
′

(i,j),l,t′′−(t(i,j))
.

En rajoutant le �ot provenant des plateformes H ′e tel que :

t′, t′ − t(Ok,h) ∈ T k, ∀h ∈ H ′e.

Ce �ot est donné, pour chaque arc, par l'égalité (4.4.5.48)

F e,O
k

Ok,r,t′
+ F e,H

Ok,r,t′
=

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

t′−1∑
t′′=t′−t(i,j)

xk
′

(i,j),l,t′′

+
∑
h∈H′

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′−1∑
t′′=t′−∆(i,h)

xk
′

(i,h),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′+∆(h,i)∑
t′′=t′

xk
′

(h,i),l,t′′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Ok

t′+∆(i,j)−1∑
t′′=t′

xk
′

(i,j),l,t′′−t(i,j) .

On rajoute le �ot provenant des zones Z ′e véri�ant :

t′, t′ − t(Ok,z) ∈ T k, ∀z ∈ Z ′.

Ce �ot est donné, pour chaque arc, par l'égalité (4.4.5.49).
Pour que ce �ot arrive, à l'instant t′ à la zone Ok, il est envoyé à l'instant t′− t(z, Ok).
Pour i ∈ z et j ∈ Ok,

t′ − t(z,Ok) = t′ −
(
t(z, Ok) + ∆(i,j)

)
+ ∆(i,j)

= t′ − t(i,j) + ∆(i,j).

On obtient donc,
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F e,O
k

Ok,r,t′
+ F e,H

Ok,r,t′
+ F e,Z

Ok,r,t′
=

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

t′−1∑
t′′=t′−t(i,j)

xk
′

(i,j),l,t′′

+
∑
h∈H′

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′−1∑
t′′=t′−∆(i,h)

xk
′

(i,h),l,t′′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

t′+∆(h,i)∑
t′′=t′

xk
′

(h,i),l,t′′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Ok

t′+∆(i,j)∑
t′′=t′

xk
′

(i,j),l,t′′−t(i,j) .

En faisant la soustraction F s
Ok,r,t′ −F

s
Ok,r,t′ , on obtient :

F s
Ok,r,t′ −F

e
Ok,r,t′ =

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

xk
′

(i,j),l,t′

−
∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈Ok

xk
′

(i,j),l,t′−t(i,j)

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

xk
′

(i,h),l,t′

−
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

xk
′

(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Ok

∑
j∈z

xk
′

(i,j),l,t′

−
∑

z∈Z\{Ok}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Ok

xk
′

(i,j),l,t′−t(i,j) .

Alors, en faisant les sommes t′ ≤ t et r ∈ Sc,Ag et en utilisant l'inégalité (4.4.5.100), on
peut conclure que S ′ satisfait les contraintes (4.4.3.23).

• Conservation du �ot au niveau des destinations des demandes
Soient k ∈ KAg et t ∈ T k.
On sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.17). Alors, pour tout k′ ∈ k,

∑
t′∈Tk′

∑
l∈Sc

 ∑
a∈δ+(Dk

′
):

t′+ta∈Tk
′

xk
′

a,l,t′ −
∑

a∈δ−(Dk
′
):

t′−ta∈Tk
′

xk
′

a,l,t′−ta

 ≥ dk
′
.

Ce que l'on peut réécrire, en utilisant l'extension de la dé�nition des variables de �ot sur
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la fenêtre de traitement de la demande k (T k) sous cette forme :

t∑
t′=tkmin

∑
l∈Sc

 ∑
a∈δ+(Dk

′
):

t′+ta∈Tk
′

xk
′

a,l,t′ −
∑

a∈δ−(Dk
′
):

t′−ta∈Tk
′

xk
′

a,l,t′−ta

 ≥ dk
′
1Jtk′max,tkmaxK(t) ∀t ∈ T k.

En faisant la somme sur k′, on obtient :

t∑
t′=tkmin

∑
l∈Sc

∑
k′∈k

 ∑
a∈δ+(Dk

′
),

t′+ta∈Tk

xk
′

a,l,t′ −
∑

a∈δ−(Dk
′
),

t′−ta∈Tk

xk
′

a,l,t′−ta

 ≥ dke(t), ∀t ∈ T k. (4.4.5.101)

On note Dk ⊆ Dk l'ensemble des destinations des demandes agrégeables en k.

On sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.18). Donc, pour tout i ∈ Dk \ Dk, pour tout
k′ ∈ k et pour tout l ∈ Sc,

∑
a∈δ+(i):

t′+ta∈Tk

xk
′

a,l,t′ −
∑

a∈δ−(i):

t′−ta∈Tk

xk
′

a,l,t′−ta = 0.

Et en faisant la somme sur k′, sur l, sur t′ et sur i, on obtient :

t∑
t′=tkmin

∑
k′∈k

∑
l∈Sc

∑
i∈Dk\Dk

 ∑
a∈δ+(i):

t′+ta∈Tk

xk
′

a,l,t′ −
∑

a∈δ−(i):

t′−ta∈Tk

xk
′

a,l,t′−ta

 = 0. (4.4.5.102)

On fait la somme de (4.4.5.101) et (4.4.5.102) et on a donc :

t∑
t′=tkmin

∑
k′∈k

∑
l∈Sc

∑
i∈Dk

 ∑
a∈δ+(i):

t′+ta∈Tk

xk
′

a,l,t′ −
∑

a∈δ−(i):

t′−ta∈Tk

xk
′

a,l,t′−ta

 ≥ dke(t). (4.4.5.103)

Or, d'après les mêmes démarches pour la véri�cation des contraintes de conservation de
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�ot au niveau des origines des demandes, nous avons :

F s
Dk,r,t′ −F

e
Dk,r,t′ =

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Dk

∑
j∈Ok

xk
′

(i,j),l,t′

−
∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Dk

∑
j∈Dk

xk
′

(i,j),l,t′−t(i,j)

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Dk

xk
′

(i,h),l,t′

−
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Dk

xk
′

(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{Dk}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈Dk

∑
j∈z

xk
′

(i,j),l,t′

−
∑

z∈Z\{Dk}

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

∑
j∈Dk

xk
′

(i,j),l,t′−t(i,j) ,

Et en faisant la somme sur t′, sur r, et en utilisant l'inégalité (4.4.5.103), on obtient :

t∑
t′=tkmin

∑
r∈Sc,Ag

 ∑
a∈δ+(Dk):

t′+ta∈Tk

x′
k
a,l,t′ −

∑
a∈δ−(Dk):

t′−ta∈Tk

x′
k
a,l,t′−ta

 ≥ dke(t).

De plus, k et t sont arbitraires dans KAg et T k. Donc, S ′ satisfait bien les contraintes
(4.4.3.24).

• Conservation du �ot au niveau des zones di�érentes des origines et des destinations des
demandes.
Démonstration identique à celle des contraintes de conservation du �ot au niveau des
origines et des destinations.

Véri�cation des contraintes limitant les quantités déchargées des véhicules

Soient k ∈ KAg, v ∈ V t ∪ V b, r ∈ Sc,Ag, h ∈ H, t ∈ T k, avec mv ∈Mh.
La solution S satisfait les contraintes (3.3.3.18). Donc, pour k′ ∈ k,

uk
′

h,v,t +
∑

v′∈V t∪V b\{v},
mv′∈Mh

qk
′

h,v,v′,t +
∑
l∈Sc

qk
′

h,v,l,t ≤
∑

a∈δ−(h)
ma=mv ,

t−ta≥tk
′
min

xk
′

a,v,t−ta =
∑
h′∈H:

m(h′,h)=mv ,
t−t(h′,h)

xk
′

(h′h),v,t−t(h′,h) .

En faisant la somme sur k′, en décomposant la somme de l ∈ Sc en deux sommes r′ ∈ Sc,Ag et
l ∈ r′, et en utilisant les égalités (4.4.5.68), (4.4.5.71), (4.4.5.73) et (4.4.5.46) , on obtient :

u′
k
h,v,t +

∑
v′∈V t∪V b\{v},

mv′∈Mh

q′
k
h,v,v′,t +

∑
r′∈Sc,Ag

q′
k
h,v,r′,t ≤

∑
a∈δ−(h)
ma=mv ,
t−ta≥tkmin

x′
k
a,v,t−ta .

Ce qui prouve que S ′ satisfait bien les contraintes (4.4.3.25).
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Ainsi, pour les camions, la démarche est identique en partant des contraintes (4.4.3.26) au
lieu de (4.4.3.25) et des égalités (4.4.5.45) au lieu de (4.4.5.46) et en conclursion, S ′ satisfait les
contraintes (4.4.3.26).

Véri�cation des contraintes de respect de la capacité des arcs en nombre de véhi-
cules

Pour les arcs �uviaux et ferroviaires, la véri�cation est évidente.
Nous allons alors véri�er que S ′ véri�e les contraintes de respect de la capacité pour les arcs
routiers.
Soient a ∈ Ac,Ag et t ∈ T .

• Si a ∈ AHH′ (a = (h, h′) avec h, h′ ∈ H),
On sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.21). Nous avons donc :∑

l∈Sc
ya,l,t ≤ Ca,t.

En séparant la somme l ∈ Sc en deux sommes (sur r ∈ Sc,Ag et l ∈ r) et en injectant
l'égalité (4.4.5.56), on obtient : ∑

r∈Sc,Ag
y′a,l,t ≤ Ca,t.

• Si a ∈ AHZ (a = (h, z) avec h ∈ H et z ∈ Z),
On sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.21). On a donc, pour tout i ∈ z,∑

l∈Sc
y(h,i),l,t ≤ C(h,i),t.

En séparant la somme sur Sc, on a∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

y(h,i),l,t ≤ C(h,i),t.

En faisant la somme i ∈ z et en injectant l'égalité (4.4.5.59), on obtient :∑
r∈Sc,Ag

y′(h,z),r,t ≤
∑
i∈z

C(h,i),t = C(h,z),t.

S ′ satisfait donc les contraintes (4.4.3.28).
• Si a ∈ AZH (a = (z, h) avec z ∈ Z et h ∈ H)
Pour tout i ∈ z, on a : ∑

l∈Sc
y(i,h),l,t−∆(i,h)

≤ C(i,h),t−∆(i,h)
,

car S satisfait les contraintes (3.3.3.21).
Alors, en séparant la somme l ∈ Sc, on obtient :∑

r∈Sc,Ag

∑
l∈r

y(i,h),l,t−∆(i,h)
≤ C(i,h),t−∆(i,h)

,
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Et en faisant la somme sur i et en injectant l'égalité (4.4.5.58) on obtient :∑
r∈Sc,Ag

y′(z,h),l,t =
∑

r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,h),l,t−∆(i,h)
≤
∑
i∈z

C(i,h),t−∆(i,h)
= C(z,h),t.

Alors, S ′ satisfait bien les contraintes (4.4.3.28).

Véri�cation des contraintes de respect de la conservation du �ot des véhicules au
niveau de leurs positions initiales

Pour les trains et les barges le résultat est évident. Nous allons alors, montrer que S ′ satisfait
ces contraintes pour les camions.
Soient r ∈ Sc,Ag et t ∈ T avec t+ 1 ∈ T .

• Si r ∈ H,
On sait que la solution S satisfait les contraintes (3.3.3.23). Nous avons donc :∑

a∈δ+(r)∩Ac:
(t+ta)∈T

ya,r,t −
∑

a∈δ−(r)∩Ac:
(t−ta)∈T

ya,r,t−ta = αr,t − βr,t. (4.4.5.104)

Or, ∑
a∈δ+(r)∩Ac:

(t+ta)∈T

y′a,r,t =
∑
h′∈H:

(t+t(h,h′))∈T

y′(h,h′),r,t

+
∑
z∈Z:

(t+t(h,z))∈T

y′(h,z),r,t.

Et en injectant les égalités (4.4.5.56) et (4.4.5.59), on obtient :∑
a∈δ+(r)∩Ac:

(t+ta)∈T

y′a,r,t =
∑
h′∈H:

(t+t(h,h′))∈T

y(h,h′),r,t

+
∑
z∈Z:

(t+t(h,z))∈T

y(h,z),r,t

=
∑

a∈δ+(r)∩Ac:
(t+ta)∈T

ya,r,t.

Similairement, on montre que :∑
a∈δ−(r)∩Ac:

(t−ta)∈T

y′a,r,t−ta =
∑

a∈δ−(r)∩Ac:
(t−ta)∈T

ya,r,t−ta .

Nous avons donc, d'après (4.4.5.104),∑
a∈δ+(r)∩Ac:

(t+ta)∈T

y′a,r,t −
∑

a∈δ−(r)∩Ac:
(t−ta)∈T

y′a,r,t−ta = αr,t − βr,t.

Et S ′ satisfait donc les contraintes (4.4.3.30).
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• Si r ∈ Z,
On exprime le �ot de camions sortant de r à l'instant t et celui entrant en r à l'instant
t et on calcule la di�érence.

F+
r,t =

∑
a∈δ+(r):
(t+ta)∈T

y′a,r,t =
∑
h∈H:

t+t(r,h)∈T

y′(r,h),r,t

+
∑

z∈Z\{r}:
t+t(r,z)∈T

y′(r,z),r,t

+ y′(r,r),r,t.

En utilisant alors les égalités (4.4.5.58), (4.4.5.60) et (4.4.5.61), on obtient :

F+
r,t =

∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,h),l,t−∆(i,h)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈z

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t

+
∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

t∑
t′=t−∆(i,h)+1:

∆(i,h)>0

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

t+∆(h,i)∑
t′=t+1:

∆(h,i)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .
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Alors, en regroupant le premier terme avec le cinquième terme, on obtient :

F+
r,t =

∑
z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈z

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t

+
∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

t∑
t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

t+∆(h,i)∑
t′=t+1:

∆(h,i)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .

(4.4.5.105)

De plus,

F−r,t =
∑

a∈δ−(r):
(t−ta)∈T

y′a,r,t−ta =
∑
h∈H:

t−t(h,r)∈T

y′(h,r),r,t−t(h,r)

+
∑

z∈Z\{r}:
t−t(z,r)∈T

y′(z,r),r,t−t(z,r)

+ y′(r,r),r,t−1.
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En utilisant les égalités (4.4.5.58), (4.4.5.60) et (4.4.5.61), on obtient :

F−r,t =
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,h),l,t−t(h,z)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈r

y(i,j),l,t−t(z,r)

+
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

t−1∑
t′=t−t(i,j)

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t−1

+
∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

t−1∑
t′=t−∆(i,h):

∆(i,h)>0

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

t+∆(h,i)−1∑
t′=t:

∆(h,i)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

t+∆(i,j)−1∑
t′=t:

∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .

On a donc,
F−r,t =

∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈r

y(h,i),l,t−t(h,i)+∆(h,i)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈r

y(i,j),l,t−t(i,j)+∆(i,j)

+
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

t−1∑
t′=t−t(i,j)

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t−1

+
∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

t−1∑
t′=t−∆(i,h):

∆(i,h)>0

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

t+∆(h,i)−1∑
t′=t:

∆(h,i)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

t+∆(i,j)−1∑
t′=t:

∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .

Alors, en regroupant le premier terme avec le sixième terme et le deuxième terme avec
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le septième terme, on obtient :

F−r,t =
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

t−1∑
t′=t−t(i,j)

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t−1

+
∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

t−1∑
t′=t−∆(i,h):

∆(i,h)>0

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

t+∆(h,i)∑
t′=t:

∆(h,i)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

t+∆(i,j)∑
t′=t:

∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .

(4.4.5.106)

En faisant alors la soustraction (4.4.5.105) moins (4.4.5.106), on obtient :

F+
r,t −F−r,t =

∑
z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈z

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

 t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t′ −
t−1∑

t′=t−t(i,j)

y(i,j),l,t′


+

∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t −
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t−1

+
∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

 t∑
t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t′ −
t−1∑

t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t′


+

∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

t+∆(h,i)∑
t′=t+1

y(h,i),l,t′−t(h,i) −
t+∆(h,i)∑
t′=t

y(h,i),l,t′−t(h,i)


+

∑
z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

t+∆(i,j)∑
t′=t+1

y(i,j),l,t′−t(i,j) −
t+∆(i,j)∑
t′=t

y(i,j),l,t′−t(i,j)

 .
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Nous avons alors :

F+
r,t −F−r,t =

∑
z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈z

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

(
y(i,j),l,t − y(i,j),l,t−t(i,j)

)
+

∑
l∈r

∑
i∈r

(
y(i,i),l,t − y(i,i),l,t−1

)
+

∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

y(i,h),l,t

−
∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

y(h,i),l,t−t(h,i)

−
∑

z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

y(i,j),l,t−t(i,j) .

Ce que l'on peut réécrire sous cette forme :

F+
r,t −F−r,t =

∑
z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈z

y(i,j),l,t

−
∑

z∈Z\{r}

∑
i∈z

∑
j∈r

∑
l∈r

y(i,j),l,t−t(i,j)

+
∑
i∈r

∑
h∈H

∑
l∈r

y(i,h),l,t

−
∑
h∈H

∑
i∈r

∑
l∈r

y(h,i),l,t−t(h,i)

+
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

y(i,j),l,t

−
∑
l∈r

∑
i∈r

∑
j∈r\{i}

y(i,j),l,t−t(i,j)

+
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t

−
∑
l∈r

∑
i∈r

y(i,i),l,t−1.
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Nous avons alors,

F+
r,t −F−r,t =

∑
z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
j∈z

y(i,j),l,t

+
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

y(l,i),l,t

−
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈r\{l}

y(i,j),l,t−t(i,j)

−
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,l),l,t−t(i,l)

+
∑
l∈r

∑
h∈H

∑
i∈r\{l}

y(i,h),l,t

+
∑
l∈r

∑
h∈H

y(l,h),l,t

−
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

y(h,i),l,t−t(h,i)

−
∑
h∈H

∑
l∈r

y(h,l),l,t−t(h,l)

+
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
j∈r\{i}

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
j∈r\{l}

y(l,j),l,t

−
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
j∈r\{l}

y(i,j),l,t−t(i,j)

−
∑
l∈r

∑
j∈r\{l}

y(l,j),l,t−t(l,j)

+
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

y(i,i),l,t

+
∑
l∈r

y(l,l),l,t

−
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

y(i,i),l,t−1

−
∑
l∈r

y(l,l),l,t−1.
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Ce que l'on peut réécrire par :

F+
r,t −F−r,t =

∑
z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
j∈z

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
h∈H

∑
i∈r\{l}

y(i,h),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
j∈r\{i}

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

y(i,i),l,t

−
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈r\{l}

y(i,j),l,t−t(i,j)

−
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

y(h,i),l,t−t(h,i)

−
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
j∈r\{l}

y(i,j),l,t−t(i,j)

−
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

y(i,i),l,t−1

+
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

y(l,i),l,t

+
∑
l∈r

∑
h∈H

y(l,h),l,t

+
∑
l∈r

∑
j∈r\{l}

y(l,j),l,t

+
∑
l∈r

y(l,l),l,t

−
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,l),l,t−t(i,l)

−
∑
h∈H

∑
l∈r

y(h,l),l,t−t(h,l)

−
∑
l∈r

∑
j∈r\{l}

y(l,j),l,t−t(l,j)

−
∑
l∈r

y(l,l),l,t−1.

Or, on sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.27). Alors, pour tout l ∈ r, et pour tout
i ∈ r \ {l}, on a : ∑

a∈δ+(i):
(t+ta)∈T

ya,l,t −
∑

a∈δ−(i):
(t−ta)∈T

ya,l,t−ta = 0.
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Alors, en faisant la somme sur i, on obtient :∑
i∈r\{l}

∑
a∈δ+(i):
(t+ta)∈T

ya,l,t −
∑
i∈r\{l}

∑
a∈δ−(i):
(t−ta)∈T

ya,l,t−ta = 0.

Et en faisant la somme sur l, on obtient :∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
a∈δ+(i):
(t+ta)∈T

ya,l,t −
∑
l∈r

∑
i∈r\{l}

∑
a∈δ−(i):
(t−ta)∈T

ya,l,t−ta = 0.

Et en injectant cette expression dans la dernière expression de F+
r,t −F−r,t, on obtient :

F+
r,t −F−r,t =

∑
z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

y(l,i),l,t

+
∑
l∈r

∑
h∈H

y(l,h),l,t

+
∑
l∈r

∑
j∈r\{l}

y(l,j),l,t

+
∑
l∈r

y(l,l),l,t

−
∑

z∈Z\{r}

∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,l),l,t−t(i,l)

−
∑
h∈H

∑
l∈r

y(h,l),l,t−t(h,l)

−
∑
l∈r

∑
j∈r\{l}

y(l,j),l,t−t(l,j)

−
∑
l∈r

y(l,l),l,t−1.

De plus, on sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.23). Donc, pour tout l ∈ r,∑
a∈δ+(l):
(t+ta)∈T

ya,l,t −
∑

a∈δ−(l):
(t−ta)∈T

ya,l,t−ta = αl,t − βl,t.

Et en faisant la somme sur l, on obtient∑
l∈r

∑
a∈δ+(l):
(t+ta)∈T

ya,l,t −
∑
l∈r

∑
a∈δ−(l):
(t−ta)∈T

ya,l,t−ta =
∑
l∈r

(αl,t − βl,t) .

Et en injectant cette égalité dans la dernière expression de F+
r,t −F−r,t, on obtient :∑

a∈δ+(r):
t+ta∈T

y′a,r,t −
∑

a∈δ−(r):
t−ta∈T

y′a,r,t−ta = α′r,t − β′r,t.

On peut alors en conclure que S ′ satisfait les contraintes (4.4.3.30).
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Véri�cation des contraintes limitant le nombre de véhicules activés

Pour les trains et les barges le résultat est évident.
Soit r ∈ Sc,Ag. On sait qu S satisfait les contraintes (3.3.3.25). Alors, pour tout l ∈ r, on a :∑

t∈T

αl,t ≤ V c
l .

Et en faisant la somme sur l, on obtient :∑
t∈T

∑
l∈r

αl,t ≤
∑
l∈r

V c
l = V c

r .

Et en utilisant l'égalité (4.4.5.64), on voit bien que S ′ véri�e les contraintes (4.4.3.32).

Véri�cation des contraintes sur le passage de véhicules par des sites di�érents de
leurs positions initiales

Pour les trains et les barges, le résultat est évident. On véri�e donc ces contraintes pour les
camions.

• La véri�cation au niveau des plateformes
Soient r ∈ Sc,Ag et h ∈ H
On pose

F+
r,t(h) =

∑
a∈δ+(h)∩Ac,

(t+ta)∈T

y′a,r,t.

Et
F−r,t(h) =

∑
a∈δ−(h)∩Ac,

(t−ta)∈T

y′a,r,t−ta .

Alors,
F+
r,t(h) =

∑
h′∈H:

t+th,h′∈T

y′(h,h′),r,t

+
∑
z∈Z:

t+th,z∈T

y′(h,z),r,t

Et en utilisant les égalités (4.4.5.56) et (4.4.5.59), on obtient :

F+
r,t(h) =

∑
h′∈H:

t+th,h′∈T

∑
l∈r

y(h,h′),l,t

+
∑
z∈Z:

t+th,z∈T

∑
i∈z

∑
l∈r

y(h,i),l,t

=
∑

a∈δ+(h)∪Ac:
t+ta∈T

∑
l∈r

ya,l,t.
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De plus

F−r,t(h) =
∑
h′∈H:

t−t(h′,h)∈T

y′(h′,h),r,t−t(h′,h)

+
∑
z∈Z:

t−tz,h∈T

y′(z,h),r,t−t(z,h) .

Et en utilisant les égalités (4.4.5.56) et (4.4.5.58), on obtient :

F−r,t(h) =
∑
h′∈H:

t−t(h′,h)∈T

∑
l∈r

y(h′,h),l,t−t(h′,h)

+
∑
z∈Z:

t−tz,h∈T

∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,h),r,t−t(z,h)−∆(i,h)

=
∑
h′∈H:

t−t(h′,h)∈T

∑
l∈r

y(h′,h),l,t−t(h′,h)

+
∑
z∈Z

∑
i∈z

∑
l∈r

y(i,h),r,t−t(i,h)

=
∑

a∈δ−(h)∪Ac:
t−ta∈T

∑
l∈r

ya,l,t−ta .

Donc,

F+
r,t(h)−F+

r,t(h) =
∑

a∈δ+(h)∪Ac:
t+ta∈T

∑
l∈r

ya,l,t −
∑

a∈δ−(h)∪Ac:
t−ta∈T

∑
l∈r

ya,l,t−ta

=
∑
l∈r

 ∑
a∈δ+(h)∪Ac:
t+ta∈T

ya,l,t −
∑

a∈δ−(h)∪Ac:
t−ta∈T

ya,l,t−ta


= 0,

car S satisfait les contraintes (3.3.3.27) pour tout l ∈ r.
Donc, S ′ satisfait bien les contraintes (4.4.3.34) au niveau des plateformes.
• La véri�cation au niveau des zones
Soit r ∈ Sc,Ag et soit z ∈ Z \ {r}.
On pose

F+
z,r,t =

∑
a∈δ+(z):
t+ta∈T

y′a,r,t.

Et

F−z,r,t =
∑

a∈δ−(z):
t−ta∈T

y′a,r,t−ta .
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On exprime chaque terme en fonction des valeurs données par la solution S.
Pour t+ 1 ∈ T ,

F+
z,r,t =

∑
h∈H:

t+t(z,h)∈T

y′(z,h),r,t

+
∑

z′∈Z\{z}:
t+t(z,z′)∈T

y′(z,z′),r,t

+ y′(z,z),r,t.

En utilisant les égalités (4.4.5.58), (4.4.5.60) et (4.4.5.61), on a :

F+
z,r,t =

∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,h),l,t−∆(i,h)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z′

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,j),l,t

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)+1:

∆(i,h)>0

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(i,h)∑
t′=t+1:

∆(i,h)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .
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Et en regroupant le premier terme avec le cinquième terme, on obtient :

F+
z,r,t =

∑
z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z′

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,j),l,t

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t+1:

∆(h,i)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .

(4.4.5.107)

De plus,

F−z,r,t =
∑
h∈H:

t−t(h,z)∈T

y′(h,z),r,t−t(h,z)

+
∑

z′∈Z\{z}:
t−t(z′,z)∈T

y′(z′,z),r,t−t(z′,z)

+ y′(z,z),r,t−1.
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Et en injectant les égalités (4.4.5.59), (4.4.5.60) et (4.4.5.61), on obtient :

F−z,r,t =
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

y(h,i),l,t−t(h,z)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

y(i,j),l,t−t(z′,z)

+
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

t−1∑
t′=t−t(i,j)

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,i),l,t−1

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t−1∑
t′=t−∆(i,h):

∆(i,h)>0

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)−1∑
t′=t:

∆(i,h)>0

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,h)−1∑
t′=t:

∆(i,h)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j) .

Or, pour tout h ∈ H, pour tout i ∈ z, t(h,z) = t(h,i) −∆(h,i). Et pour tout z′ ∈ Z \ {z},
pour tout i ∈ z′ et pour tout j ∈ z, t(z′,z) = t(i,j) −∆(h,i)

En regroupant, alors, le premier terme avec le sixième terme et le deuxième terme avec
le septième terme, on obtient :

F−z,r,t =
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

t−1∑
t′=t−t(i,j)

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,i),l,t−1

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t−1∑
t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t′

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t

y(h,i),l,t′−t(h,i)

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,h)∑
t′=t

y(i,j),l,t′−t(i,j) . (4.4.5.108)
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Alors, (4.4.5.107) moins (4.4.5.108) donne :

F+
z,r,t −F−z,r,t =

∑
z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z′

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,j),l,t

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t+1

y(h,i),l,t

+
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1:
∆(i,j)>0

y(i,j),l,t′−t(i,j)

−
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

t−1∑
t′=t−t(i,j)

y(i,j),l,t′

−
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,i),l,t−1

−
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t−1∑
t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t′

−
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t

y(h,i),l,t′−t(h,i)

−
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,h)∑
t′=t

y(i,j),l,t′−t(i,j) .
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En simpli�ant, on obtient :

F+
z,r,t −F−z,r,t =

∑
z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z′

y(i,j),l,t

+
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

t∑
t′=t−t(i,j)+1

y(i,j),l,t′

+
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,j),l,t

+
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)

y(i,h),l,t′

−
∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z\{i}

y(i,j),l,t−t(i,j)

−
∑
l∈r

∑
i∈z

y(i,i),l,t−1

−
∑
h∈H

∑
l∈r

∑
i∈z

y(h,i),l,t−t(h,i)

−
∑

z′∈Z\{z}

∑
l∈r

∑
i∈z′

∑
j∈z

y(i,j),l,t−t(i,j) . (4.4.5.109)

Or, la solution S satisfait les contraintes (3.3.3.27). Donc, pour tout l ∈ r, et pour tout
i ∈ z,

F+
i,l,t −F

−
i,l,t = 0, (4.4.5.110)

avec
F+
i,l,t =

∑
a∈δ+(i)

ya,l,t,

et
F−i,l,t =

∑
a∈δ−(i)

ya,l,t−ta .

Alors, en faisant les sommes i ∈ z et l ∈ r de l'égalité (4.4.5.110), et en injectant
l'expression dans l'égalité (4.4.5.109), on voit que la solution S ′ satisfait les contraintes
(4.4.3.34).

Véri�cation des contraintes liées aux capacités des véhicules et aux matières dan-
gereuses

• Véri�cation des contraintes de respect de la capacité des véhicules
Pour les trains et les barges, le résultat est évident. En utilisant le fait que S satisfait les
contraintes (3.3.3.28), et en utilisant les égalités (4.4.5.46), on conclut que S ′ satisfait
les contraintes (4.4.3.35).
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Véri�ons, donc, la contrainte pour les camions.
Soient r ∈ Sc,Ag, a ∈ Ac,Ag et t ∈ T avec t+ ta ∈ T .

(a) Si a ∈ Ac,HH (a = (h, h′) avec h, h′ ∈ H)
On sait que S véri�e les contraintes (3.3.3.29), alors pour tout l ∈ r,∑

k∈K

qθ
k

xka,l,t ≤ Qcya,l,t.

Or,
∀k ∈ KAg, {k′ ∈ k} ⊆ K.

Alors, ⋃
k∈KAg

{k′ ∈ k} ⊆ K.

Si on pose K ′ =
⋃

k∈KAg

{k′ ∈ k}, on a l'inégalité suivante

∑
k∈K′

qθ
k

xka,l,t ≤
∑
k∈K

qθ
k

xka,l,t ≤ Qcya,l,t.

Donc, ∑
k∈KAg

∑
k′∈k

qθ
k

xk
′

a,l,t ≤ Qcya,l,t.

En faisant la somme sur l, on obtient :∑
k∈KAg

qθ
k
∑
l∈r

∑
k′∈k

xk
′

a,l,t ≤ Qc

∑
l∈r

ya,l,t.

Et en utilisant les égalités (4.4.5.45) et (4.4.5.56), on obtient :∑
k∈KAg

qθ
k

x′
k
a,r,t ≤ Qcy

′
a,r,t.

Donc, S ′ véri�e bien les contraintes (4.4.3.36).

(b) Si a = (h, z) avec h ∈ H et z ∈ Z
La solution S satisfait les contraintes (3.3.3.29), alors pour tout l ∈ r et pour tout
i ∈ z, ∑

k∈KAg

∑
k′∈k

qθ
k

xk
′

(h,i),l,t ≤
∑
k∈K

qθ
k

xk(h,i),l,t ≤ Qcy(h,i),l,t.

Alors, en faisant les sommes sur i ∈ z et l ∈ r, on obtient∑
k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

xk
′

(h,i),l,t ≤ Qc

∑
l∈r

∑
i∈z

y(h,i),l,t.

Et en utilisant les égalités (4.4.5.48) et (4.4.5.59), on voit bien que S ′ véri�e les
contraintes (4.4.3.36).
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(c) Si a = (z, h) avec z ∈ Z et h ∈ H
On sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.29). Alors, pour tout l ∈ r, pour tout
i ∈ z, ∑

k∈KAg

∑
k′∈k

qθ
k

xk
′

(i,h),l,t−∆(i,h)
≤ Qcy(i,h),l,t−∆(i,h)

.

Et en faisant les sommes sur l ∈ r et i ∈ z et en utilisant les égalités (4.4.5.47) et
(4.4.5.58), on obtient : ∑

k∈KAg

qθ
k

x′
k
(z,h),r,t ≤ Qcy

′
(z,h),r,t.

Par suite, S ′ véri�e les contraintes (4.4.3.36).

(d) Si a = (z, z′) avec z ∈ Z et z′ ∈ Z \ {z}
La solution S satisfait les contraintes (3.3.3.29). Donc, pour tout l ∈ r, pour tout
i ∈ z et pour tout j ∈ z′, ∑

k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

xk
′

(i,j),l,t ≤ Qcy(i,j),l,t.

En faisant alors les sommes sur l ∈ r, i ∈ z et j ∈ z′, et en utilisant les égalités
(4.4.5.49) et (4.4.5.60), on montre que S ′ satisfait les contraintes (4.4.3.36).

(e) Si a = (z, z) avec z ∈ Z
On sait que S satisfait les contraintes (3.3.3.29). Donc, nous pouvons en déduire les
inégalités suivantes.

∑
k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

xk
′

(i,j),l,t′ ≤ Qcy(i,j),l,t′ , ∀(i, j) ∈ z × z,∀l ∈ r,∀t′ ∈ Jt− t(i,j) + 1, tK.

Et en faisant la somme sur (i, j) ∈ z × z, la somme sur l ∈ r et la somme sur
t′ ∈ Jt− t(i,j) + 1, tK, on obtient l'inégalité suivante :

∑
k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z

t∑
t′=t−ti,j+1

xk
′

(i,j),l,t′ ≤ Qc

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z

t∑
t′=t−ti,j+1

y(i,j),l,t′ .

(4.4.5.111)
De plus, pour tout l ∈ r, pour tout h ∈ H, pour tout i ∈ z tel que ∆(i,h) > 0 et pour
tout t′ ∈ Jt−∆(i,h) + 1, tK,∑

k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

xk
′

(i,h),l,t′ ≤ Qcy(i,h),l,t′ .

Et en faisant la somme sur l, la somme sur h, la somme sur i et la somme sur t′, on
obtient :∑

k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
h∈H

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)+1

xk
′

(i,h),l,t′ ≤ Qc

∑
l∈r

∑
h∈H

∑
i∈z

t∑
t′=t−∆(i,h)+1

y(i,h),l,t′ .

(4.4.5.112)

109



CHAPITRE 4. MODÈLE AGRÉGÉ ET BORNES (PRIMALE ET DUALE)

Nous avons aussi, pour tout l ∈ r, pour tout h ∈ H, pour tout i ∈ z tel que ∆(h,i) > 0
et pour tout t′ ∈ Jt+ 1, t+ ∆(h,i)K,∑

k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

xk
′

(h,i),l,t′−t(h,i) ≤ Qcy(h,i),l,t′−t(h,i) .

En faisant la somme sur l, la somme sur h, la somme sur i et la somme sur t′, on
obtient :

∑
k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
h∈H

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t+1

xk
′

(h,i),l,t′−t(h,i) ≤ Qc

∑
l∈r

∑
h∈H

∑
i∈z

t+∆(h,i)∑
t′=t+1

y(h,i),l,t′−t(h,i) .

(4.4.5.113)
En�n, pour tout i ∈ S \ z, pour tout j ∈ z, pour tout l ∈ r, et pour tout t′ ∈
Jt+ 1, t+ ∆(i,j)K tels que ∆(i,j) > 0,∑

k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

xk
′

(i,j),l,t′−t(i,j) ≤ Qcy(i,j),l,t′−t(i,j) .

Et en faisant les sommes sur i ∈ S \ z, j ∈ z, l ∈ r et t′ ∈ Jt + 1, t + ∆(i,j)K, on
obtient :

∑
k∈KAg

qθ
k
∑
k′∈k

∑
l∈r

∑
z′∈Z\{z}

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1

xk
′

(i,j),l,t′−t(i,j)

≤ Qc

∑
l∈r

∑
z′∈Z\{z}

∑
i∈z′

∑
j∈z

t+∆(i,j)∑
t′=t+1

y(i,j),l,t′−t(i,j) . (4.4.5.114)

En faisant la somme des inégalités (4.4.5.111), (4.4.5.112), (4.4.5.113) et (4.4.5.114).
Et en injectant l'égalité (4.4.5.55), on obtient :∑

k∈KAg

qθ
k

x′
k
(z,z),r,t ≤ Qcy

′
(z,z),r,t.

On peut donc en conclure que S ′ satisfait les contraintes (4.4.3.36). Et pour les contraintes
(4.4.3.38), la véri�cation est évidente.

Conclusion

Le vecteur S ′ dé�ni dans la section 4.5.1 est une solution du problème agrégé.

4.5.3 La comparaison des deux fonctions objectifs

Dans la section (4.5.1), nous avons dé�ni un vecteur S ′ à partir d'une solution réalisable
S arbitraire du problème initial. Nous avons, ensuite, démontré dans la section (4.5.2) que
S ′ dé�nit bien une solution réalisable du problème agrégé. Nous allons démontrer dans cette
section (4.5.3) le deuxième point du théorème (théorème 4.5.1). Pour ce faire, il su�t juste
de démontrer que le coût engendré par la solution S ′ (qui est dé�nie dans la section 4.5.1)
est inférieur à celui engendré par la solution S du problème initial (choisie arbitrairement).
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L'inégalité sera donc vraie pour la solution optimale du problème initial et puis que le problème
agrégé est un problème de minimisation nous aurons le deuxième point du théorème. Pour les
deux problèmes, l'expression de la fonction objectif est composé de cinq types de coûts. Nous
allons, donc, comparer chaque type de coût dans les deux fonctions objectifs.

Le coût de transport

Dans le problème initial, le coût de transport (donné par l'égalité (3.3.4.33)) est composé
de deux termes.
• Le coût de transport �uvial-ferroviaire
Il est donné par :

Φtrans.,1 =
∑
k∈K

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

xka,v,t

 .

Or, l'ensemble K ′ ⊆ K, avec :

K ′ =
⋃

k∈KAg

{k′ ∈ k}.

Nous avons, donc

∑
k∈K′

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

xka,v,t

 ≤ Φtrans.,1. (4.4.5.115)

De plus, ∑
k∈K′

x
∑

a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

xka,v,t



=
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk′ :

t+ta∈Tk
′

Φvar
a,θk

′
,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

xk
′

a,v,t

 .

Or, les arcs �uviaux et ferroviaires sont identiques dans les deux problèmes. Et en utili-
sant l'extension de la dé�nition des variables de �ot (nulles en dehors de leurs fenêtres
de traitements), nous avons :

∑
k∈K′

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

xka,v,t



=
∑
k∈KAg

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

∑
k′∈k

xk
′

a,v,t

 .
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Alors, en utilisant l'expression des variables de �ot de conteneurs envoyé sur les arcs
�uvio-ferroviaires (donnée par l'égalité (4.4.5.46)) , nous avons :

∑
k∈K′

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

xka,v,t



=
∑
k∈KAg

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

x′
k
a,v,t

 .

Nous avons donc, d'après l'inégalité (4.4.5.115),

∑
k∈KAg

∑
a∈At∪Ab

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
ma=mv

x′
k
a,v,t

 ≤ Φtrans.,1. (4.4.5.116)

• Le coût de transport routier

Dans le problème initial, ce coût est donné par :

Φtrans.,2 =
∑
k∈K

∑
a∈Ac

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

(∑
l∈Sc

xka,l,t

)

≥
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
a∈Ac

∑
t∈Tk′ :

t+ta∈Tk
′

Φvar
a,θk′ ,t

(∑
l∈Sc

xk
′

a,l,t

)
.

(4.4.5.117)

Pour des raisons de simplicité d'écriture, nous introduisons la notation suivante :

Γtrans =
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
a∈Ac

∑
t∈Tk′ :

t+ta∈Tk
′

Φvar
a,θk′ ,t

(∑
l∈Sc

xk
′

a,l,t

)
. (4.4.5.118)
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En décomposant Γtrans suivant le type des extrémités arcs routiers, nous avons :

Γtrans =
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
h∈H

∑
h′∈H

∑
t∈Tk′ :

t+t(h,h′)∈Tk
′

Φvar
(h,h′),θk′ ,t

(∑
l∈Sc

xk
′

(h,h′),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
h∈H

∑
i∈S

∑
t∈Tk′ :

t+t(h,i)∈Tk
′

Φvar
(h,i),θk′ ,t

(∑
l∈Sc

xk
′

(h,i),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
i∈S

∑
h∈H

∑
t∈Tk′ :

t+t(i,h)∈Tk
′

Φvar
(i,h),θk′ ,t

(∑
l∈Sc

xk
′

(i,h),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
i∈S

∑
j∈S

∑
t∈Tk′ :

t+t(i,j)∈Tk
′

Φvar
(i,j),θk′ ,t

(∑
l∈Sc

xk
′

(i,j),l,t

)

En utilisant alors l'extension des variables de �ot, en séparant les sommes sur S en
deux sommes (du fait que l'ensemble des sites S est partitionné en Z) et en séparant les
sommes sur Sc en deux sommes (du fait que l'ensemble de positions initiales des camions
Sc est partitionné en Sc,Ag), on obtient :

Γtrans =
∑
k∈KAg

∑
h∈H

∑
h′∈H

∑
t∈Tk:

t+t(h,h′)∈Tk

Φvar
(h,h′),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

xk
′

(h,h′),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
h∈H

∑
z∈Z

∑
t∈Tk:

t+t(h,z)∈Tk

∑
i∈z

Φvar
(h,i),θk,t︸ ︷︷ ︸

≥ Φvar
(h,z),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

xk
′

(h,i),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
z∈Z

∑
h∈H

∑
t∈Tk:

t+t(z,h)∈Tk

∑
i∈z

Φvar
(i,h),θk,t︸ ︷︷ ︸

≥ Φvar
(z,h),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

xk
′

(i,h),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
z∈Z

∑
z′∈Z\{z}

∑
t∈Tk:

t+t(z,z′)∈Tk

∑
i∈z

∑
j∈z′

Φvar
(i,j),θk,t︸ ︷︷ ︸

≥ Φvar
(z,z′),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

xk
′

(i,j),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
z∈Z

∑
t∈Tk:

t+t(z,z′)∈Tk

∑
i∈z

∑
j∈z

Φvar
(i,j),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

xk
′

(i,j),l,t

)
︸ ︷︷ ︸

≥ 0
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Nous avons donc :

Γtrans ≥
∑
k∈KAg

∑
h∈H

∑
h′∈H

∑
t∈Tk:

t+t(h,h′)∈Tk

Φvar
(h,h′),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

xk
′

(h,h′),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
h∈H

∑
z∈Z

∑
t∈Tk:

t+t(h,z)∈Tk

Φvar
(h,z),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
k′∈k

xk
′

(h,i),l,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
z∈Z

∑
h∈H

∑
t∈Tk:

t+t(z,h)∈Tk

Φvar
(z,h),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

∑
i∈z

xk
′

(i,h),l,t−∆(i,h)

)

+
∑
k∈KAg

∑
z∈Z

∑
z′∈Z\{z}

∑
t∈Tk:

t+t(z,z′)∈Tk

Φvar
(z,z′),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
i∈z

∑
j∈z′

xk
′

(i,j),l,t

)
.

Ainsi, en utilisant les dé�nitions des variables de �ot sur les arcs routiers pour le problème
agrégé qui sont données par les égalités (4.4.5.45), (4.4.5.48), (4.4.5.47) et (4.4.5.60), on
obtient :

Γtrans ≥
∑
k∈KAg

∑
h∈H

∑
h′∈H

∑
t∈Tk:

t+t(h,h′)∈Tk

Φvar
(h,h′),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

x′
k
(h,h′),r,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
h∈H

∑
z∈Z

∑
t∈Tk:

t+t(h,z)∈Tk

Φvar
(h,z),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

x′
k
(h,z),r,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
z∈Z

∑
h∈H

∑
t∈Tk:

t+t(z,h)∈Tk

Φvar
(z,h),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

x′
k
(z,h),r,t

)

+
∑
k∈KAg

∑
z∈Z

∑
z′∈Z\{z}

∑
t∈Tk:

t+t(z,z′)∈Tk

Φvar
(z,z′),θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

x′
k
(z,z′),r,t

)
.

Et puisque le coût sur les arcs �ctifs associés aux zones est supposé nul (d'après sa
dé�nition donné par l'égalité (4.4.1.4)), nous avons :

Γtrans ≥
∑
k∈KAg

∑
a∈Ac,Ag

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

x′
k
a,r,t

)
.

Ainsi, d'après la dé�nition (4.4.5.118) et l'inéquation (4.4.5.117), nous avons :∑
k∈K

∑
a∈Ac

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

(∑
l∈Sc

xka,l,t

)
≥
∑
k∈KAg

∑
a∈Ac,Ag

∑
t∈Tk:

t+ta∈Tk

Φvar
a,θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

x′
k
a,r,t

)
.

(4.4.5.119)
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Finalement, d'après les inégalités (4.4.5.116) et (4.4.5.119), nous avons :

Φtrans. ≥ Φtrans.
Ag , (4.4.5.120)

où Φtrans. est donné par l'égalité (3.3.4.33) qui représente le coût de transport des conteneurs
dans l'objectif du problème initial et Φtrans.

Ag est donné par l'égalité (4.4.4.40) qui représente le
coût de transport des conteneurs pour le problème agrégé.

Le coût de stockage

Pour le problème initial, le coût total de stockage est donné par l'égalité (3.3.4.34).

Φstock. =
∑
k∈K

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φstk
h,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
ukh,v,t − zkh,v,t

)
+
∑
l∈Sc

(
ukh,l,t − zkh,l,t

)

≥
∑
k∈KAg

∑
k′∈k

∑
t∈Tk′

∑
h∈H

Φstk
h,θk′ ,t

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
uk
′

h,v,t − zk
′

h,v,t

)
+
∑
l∈Sc

(
uk
′

h,l,t − zk
′

h,l,t

) .

En utilisant alors l'extension de la dé�nition des variables de �ot transitant dans la plateforme
multimodale (nulles en dehors de des fenêtres de traitement des demandes) et en utilisant
aussi le fait que l'ensemble des positions initiales des camions pour le problème initial Sc est
partitionné en Sc,Ag, nous avons :

Φstock. ≥
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φstk
h,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(∑
k′∈k

uk
′

h,v,t −
∑
k′∈k

zk
′

h,v,t

)
+

∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φstk
h,θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

(∑
l∈r

∑
k′∈k

uk
′

h,l,t −
∑
l∈r

∑
k′∈k

zk
′

h,l,t

))
.

Alors, en utilisant la dé�nition des variables de �ot déchargé des trains et des barges pour
être stocké dans les plateformes (donnée par l'égalité 4.4.5.68), la dé�nition des variables de
�ot chargé sur les trains et les barges depuis le stock des plateformes (donnée par l'égalité
(4.4.5.70)), la dé�nition des variables de �ot déchargé des camions pour être stocké dans les
plateformes (donnée par l'égalité (4.4.5.67)) et la dé�nition des variables de �ot chargé sur
les camions depuis le stock des plateformes (donnée par l'égalité (4.4.5.69)) pour le problème
agrégé, on obtient :

Φstock. ≥
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φstk
h,θk,t

 ∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

(
u′
k
h,v,t − z′

k
h,v,t

)
+

∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φstk
h,θk,t

( ∑
r∈Sc,Ag

(
u′
k
h,r,t − z′

k
h,r,t

))
.

Nous avons donc �nalement :
Φstock. ≥ Φstock.

Ag . (4.4.5.121)
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Le coût de manutention

Dans le problème initial, le coût total de manutention Φman. est donné par l'expression
(3.3.4.35). Nous avons donc :

Φman. =
∑
k∈K

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

ukh,v,t + zkh,v,t +
∑

v′∈V \{v}:
mv′∈Mh

qkh,v,v′,t +
∑
l∈Sc

qkh,v,l,t



+
∑
k∈K

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
l∈Sc

ukh,l,t + zkh,l,t +
∑

l′∈Sc\{l}

qkh,l,l′,t +
∑
v′∈V :

mv′∈Mh

qkh,l,v,t

 .

Or, l'ensemble K ′ =
⋃

k∈KAg

{k′ ∈ k} ⊆ K et l'ensemble des positions initiales des camions Sc est

partitionné en Sc,Ag. En utilisant alors l'extension de la dé�nition des variables de �ot transitant
dans les plateformes multimodales, nous avons :

Φman. ≥
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

uk
′

h,v,t

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
k′∈k

zk
′

h,v,t

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
v′∈V \{v}:
mv′∈Mh

∑
k′∈k

qk
′

h,v,v′,t

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

qk
′

h,v,l,t

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

uk
′

h,l,t

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
k′∈k

zk
′

h,l,t

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
r∈Sc,Ag

∑
r′∈Sc,Ag\{r}

∑
l∈r

∑
l′∈r′

∑
k′∈k

qk
′

h,l,l′,t

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
r∈Sc,Ag

∑
l∈r

∑
l′∈r

∑
k′∈k

qk
′

h,l,l′,t︸ ︷︷ ︸
= 0, d'après H2

+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
r∈Sc,Ag

∑
v′∈V :

mv′∈Mh

∑
l∈r

∑
k′∈k

qk
′

h,l,v,t.

Alors, en utilisant respectivement la dé�nition des variables du �ot déchargé des trains et des
barges pour être stocké dans les plateformes (donnée par l'égalité (4.4.5.68)), la dé�nition des
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variables de �ot chargé sur les trains et les barges depuis le stock des plateformes (donnée par
l'égalité (4.4.5.70)), la dé�nition des variables de �ot transféré dans les plateformes multimo-
dales entre les trains et les barges (donné par l'égalité (4.4.5.71)), la dé�nition des variables de
�ot transféré depuis les trains et les barges vers les camions (donnée par l'égalité (4.4.5.73)),
la dé�nition des variables de �ot déchargé des camions pour être stocké dans les plateformes
(donnée par l'égalité (4.4.5.67)), la dé�nition des variables de �ot chargé sur les camions depuis
le stock des plateformes (donnée par l'égalité (4.4.5.69)), la dé�nition des variables de �ot trans-
féré entre les camions dans les plateformes (donnée par l'égalité (4.4.5.74)) et la dé�nition des
variables de �ot transféré dans les plateformes depuis les camions vers les trains et les barges
(donnée par l'égalité (4.4.5.72)), nous avons :

Φman. ≥
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
v∈V t∪V b:
mv∈Mh

u′kh,v,t + z′
k
h,v,t +

∑
v′∈V \{v}:
mv′∈Mh

q′
k
h,v,v′,t +

∑
r∈Sc,Ag

q′
k
h,v,r,t



+
∑
k∈KAg

∑
t∈Tk

∑
h∈H

Φman
h,θk,t

∑
r∈Sc,Ag

u′kh,r,t + z′
k
h,r,t +

∑
r′∈Sc,Ag\{r}

q′
k
h,r,r′,t +

∑
v′∈V :

mv′∈Mh

q′
k
h,r,v,t

 .

Nous pouvons donc conclure que
Φman. ≥ Φman.

Ag . (4.4.5.122)

Le coût de déplacement des véhicules

Similairement à ce qu'on a fait pour le coût de transport, on montre que

Φd.v. ≥ Φd.v.
Ag . (4.4.5.123)

Le coût d'activation des véhicules

Ce coût est donné pour le problème initial par l'expression (3.3.4.37). Nous avons donc :

Φac.veh. =
∑

v∈V t∪V b

∑
t∈T

Φvαv,t +
∑
l∈Sc

∑
t∈T

Φcαl,t

=
∑

v∈V t∪V b

∑
t∈T

Φvαv,t +
∑

r∈Sc,Ag

∑
t∈T

Φc

∑
l∈r

αl,t.

En injectant alors la dé�nition des variables d'activation des camions dans le problème agrégé
(donnée par l'égalité (4.4.5.64)), on obtient :

Φac.veh. = Φac.veh.
Ag ≥ Φac.veh.

Ag . (4.4.5.124)

Nous pouvons alors conclure, en faisant la somme des inégalités (4.4.5.120), (4.4.5.121),
(4.4.5.122), (4.4.5.123) et (4.4.5.124) que la fonction objectif du problème agrégé est inférieure
à celle du problème initial.
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4.6 Construction d'une borne primale

Dans la section précédente, nous avons construit une borne duale du PGFCVRM à partir
du modèle agrégé. En-e�et, il a été montré que toute solution réalisable du modèle initial in-
duit une solution réalisable du modèle agrégé de coût inférieur, en particulier c'est vrai pour la
solution optimale et puisque le problème agrégé est un problème de minimisation, la solution
optimale du problème agrégé est inférieure ou égale à la solution optimale du problème initial.
Nous pouvons donc en déduire que toute borne duale du problème agrégé est une borne duale
aussi pour le problème initial.

Cependant, toute solution réalisable du problème agrégé n'est pas une solution réalisable
du problème initial. Nous allons présenter dans cette section une technique d'obtention d'une
solution réalisable au problème initial à partir d'une solution du modèle agrégé, ainsi nous au-
rons une borne primale (borne supérieure de la valeur optimale du problème initial).

Pour une instance initiale donnée, supposons que nous avons la solution du problème agrégé
correspondant. À partir de cette solution nous allons rajouter des égalités au modèle initial qui
rendent le problème plus facile à résoudre et par conséquent la solution obtenue constitue une
solution réalisable à notre problème initial.

À partir de la solution du problème agrégé, si nous �xons les décisions liées aux trains,
aux barges et au réseau routiers entre les plateformes multimodales, nous aurons les égalités
suivantes.

4.6.1 Égalités induites par les variables associées aux trains et aux
barges

Pour toute demande k ∈ KAg, pour tout arc a ∈ At ∪ Ab, pour tout v ∈ V t ∪ V b et pour
tout t ∈ T k, avec ma = mv, on rajoute l'égalité suivante :∑

k′∈k

xk
′

a,v,t = x′
k
a,v,t, (4.4.6.125)

et pour tout arc a ∈ V t ∪ V b, pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b, pour tout instant t ∈ T , avec
ma = mv et t+ ta ∈ T , on rajoute la contrainte :

ya,v,t = y′a,v,t. (4.4.6.126)

On �xe aussi les variables d'activation et de libération des trains et des barges. Nous avons
ainsi, pour tout véhicule v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T , on pose :

αv,t = α′v,t, et βv,t = β′v,t, (4.4.6.127)

et pour toute catégorie dangereuse θ ∈ ΘMD, on pose :

γθv,t = γ′
θ
v,t. (4.4.6.128)
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4.6.2 Égalités induites par les variables associées aux camions

Pour tout arc a ∈ Ac,HH , pour toute demande agrégée k ∈ KAg et pour tout instant t ∈ T k,
on rajoute l'égalité : ∑

k′∈k

∑
l∈Sc

xk
′

a,l,t =
∑

r∈Sc,Ag
x′
k
a,r,t. (4.4.6.129)

Et pour les variables d'activation des camions sur les arcs, nous rajoutons les égalités suivantes :
pour tout arc a ∈ Ac,HH , et pour tout instant t ∈ T ,∑

l∈Sc
ya,l,t =

∑
r∈Sc,Ag

y′a,r,t. (4.4.6.130)

4.6.3 Égalités induites par les variables de �ot transitant dans les
plateformes multimodales

Pour toute demande agrégée k ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, pour tout véhicule
v ∈ V t ∪ V b et pour tout instant t ∈ T k, avec mv ∈Mh, on rajoute l'égalité :∑

k′∈k

uk
′

h,v,t = u′
k
h,v,t, (4.4.6.131)

et ∑
k′∈k

zk
′

h,v,t = z′
k
h,v,t. (4.4.6.132)

Et pour les camions, nous pouvons rajouter les égalités suivantes.
Pour toute demande k′ ∈ KAg, pour toute plateforme h ∈ H, et pour tout instant t ∈ T k, on
pose ∑

k′∈k

∑
l∈Sc

uk
′

h,l,t =
∑

r∈Sc,Ag
u′
k
h,r,t, (4.4.6.133)

et ∑
k′∈k

∑
l∈Sc

zk
′

h,l,t =
∑

r∈Sc,Ag
z′
k
h,r,t. (4.4.6.134)

Finalement, pour les variables de �ot transféré entre les trains, les barges et les camions dans
les plateformes multimodales, nous pouvons rajouter les égalités suivantes :

∀k ∈ KAg,∀h ∈ H,∀v, v′ ∈ V t ∪ V b, ∀t ∈ T k, avec v 6= v′ et mv,mv′ ∈Mh,∑
k′∈k

qk
′

h,v,v′,t = q′
k
h,v,v′,t. (4.4.6.135)

∀k ∈ KAg,∀h ∈ H,∀v ∈ V t ∪ V b,∀t ∈ T k, tels que mv ∈Mh,∑
k′∈k

∑
l∈Sc

qk
′

h,v,l,t =
∑

r∈Sc,Ag
q′
k
h,v,r,t, (4.4.6.136)

et ∑
k′∈k

∑
l∈Sc

qk
′

h,l,v,t =
∑

r∈Sc,Ag
q′
k
h,r,v,t. (4.4.6.137)
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Finalement, nous pouvons aussi rajouter l'égalité suivante :

∀k ∈ KAg,∀h ∈ H,∀t ∈ T k,∑
k′∈k

∑
l∈Sc

∑
l′∈Sc\{l}

qk
′

h,l,l′,t =
∑

r∈Sc,Ag

∑
r′∈Sc,Ag\{r}

q′
k
h,r,r′,t. (4.4.6.138)

Notons bien que si on rajoute l'ensemble des égalités (4.4.6.125), (4.4.6.126), (4.4.6.127),
(4.4.6.128), (4.4.6.129), (4.4.6.130), (4.4.6.131), (4.4.6.132), (4.4.6.133), (4.4.6.134), (4.4.6.135),
(4.4.6.136), (4.4.6.137) et (4.4.6.138), nous pouvons perdre la réalisibilité pour le problème
initial, même si on suppose que nous avons su�samment de camions. En e�et, nous pouvons
retomber sur des situations où une quantité de �ot d'une demande initial k arrive dans un train
ou une barge v à une plateforme h à un instant t, avec

tkmax − t < t(h,Dk),

où Dk est le site destination de la demande k ; bien que le scénario était réalisable dans le
problème agrégé si la destination de cette demande est une zone zD

k
avec :

t
(h,zDk )

≤ tkmax − t < t(h,Dk), (∆(h,Dk) > 0).

Ce qui représente une violation du respect de la fenêtre de traitement de cette demande en
arrivant plus tard. Le même scénario est possible aussi au niveau de l'origine de cette demande.

En revanche, en supposant que nous avons su�samment de camions pour transporter tous
les conteneurs, en rajoutant uniquement les égalités (4.4.6.125), (4.4.6.126) et (4.4.6.127), on
est certain d'avoir une solution réalisable au problème initial et donc l'obtention d'une borne
primale.

4.7 Proposition d'une solution pour le problème de zonage

Dans la construction du réseau agrégé, nous avons considéré que les sites représentants les
n÷uds du réseau initial routier sont répartis dans des zones industrielles données. En revanche
nous pouvons dé�nir un problème d'optimisation pour dé�nir une meilleure répartition de ces
sommets et permettant de satisfaire l'hypothèse 2.

Nous pouvons transformer le graphe orienté qui représente le réseau routier initial (présenté
dans la section 3.1.4) en un graphe non orienté simple. Les informations utiles sur les arcs sont
uniquement les coûts �xes et ceux variables associés à ces arcs. On note ainsi

G0 = (S0, A0),

avec :
• S0 = S \H l'ensemble de sites uni-modaux,
• et A0 est un ensemble d'arêtes construites à partir de l'ensemble des arcs Ac \ Acf (en-
semble des arcs routiers non �ctifs du réseau initial) de la manière suivante.

Pour toute instance initiale, on dé�nit le paramètre suivant :

Φ = min
(h,θ,t)∈H×T×Θ

Φh,θ,t,
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qui représente le coût minimal de manutention pour les plateformes multimodales. Et
pour tout {i, j} ∈ S (avec i 6= j), on note :

Φ{i,j} = max
t∈T
{Φfix

(i,j),t,Φ
fix
(j,i),t}.

Nous dé�nissons ainsi une structure de connectivité pour le problème de partitionne-
ment :

{i, j} ∈ A0 ssi {(i, j) ∈ Ac \ Acf : Φ{i,j} ≤ Φ}.

Ainsi, pour tout i, j ∈ S, si {i, j} ∈ A0, alors il est plus cher de transférer un conteneur
d'un camion à un autre dans une plateforme multimodale que le déplacement d'un
camion vide entre les sites i et j.

En considérant le graphe G0, dé�ni dans la sous section précédente, on note Ḡ0 le graphe
complémentaire de G0. Alors, le problème de zonage n'est autre que le problème de coloration
du graphe Ḡ0. En e�et, en associant une zone à chaque couleur, la structure de connectivité
qu'on vient de dé�nir, justi�e l'hypothèse 2.

4.8 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques a�n de tester l'apport du mo-
dèle agrégé et des bornes qui en sont déduites. Nous avons construit dans le chapitre précédent
des instances pour tester le modèle initial ; sauf qu'elles ne satisfont pas les hypothèses H1 et
H2. Nous allons alors, construire des nouvelles instances qui satisfont ces hypothèses (le dépla-
cement d'un camion dans une zone industrielle coûte mois cher que le coût de manutention au
niveau des plateformes multimodales).

4.8.1 Génération et présentation des instances

Instance Ag1

Cette instance est de petite taille et sert principalement à tester l'apport des méthodes
proposées dans ce chapitre et elle est générée aléatoirement. Le tableau suivant donne les
grandeurs qui dé�nissent la taille de l'instance.

|S| |H| |Z| |Sc| |Ac| |At| |Ab| |D| |ΘMD| |Θ| |T | NSc |V t| |V b| Φc Qc

6 2 2 3 36 4 4 8 0 3 20 600 2 2 200 2

Remarquons que par rapport au types des instances présentées dans la section 3.5.1 du chapitre
précédent, nous avons une nouvelle grandeur |Z| qui représente le nombre de zones industrielles.
Nous avons donc, pour cette instance, deux zones dont chacune contient deux sites uni-modaux.
Les autres types de grandeurs sont présentés dans la section 3.5.1.

Instance Ag2 (Application à l'Axe Seine)

Supposons que nous avons 10 demandes à livrer dans 48 heures dont les origines et desti-
nations sont reparties dans 5 zones industrielles.
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• Une zone au Havre et ses alentours qui contient 3 sites uni-modaux dont 2 représentent
des positions initiales pour les camions (123 camions dans le premier et 116 dans le
second).
• Une zone à Rouen et ses alentours qui contient deux sites dont l'un d'entre eux est une
position initiale de 119 camions.
• Deux zones en Île-de-France dont la première contient trois sites uni-modaux et la
deuxième contient quatre. La première zone contient une position initiale de 124 ca-
mions et la seconde contient une position initiale de 118 camions (rappelons que tous
ces chi�res sont générés aléatoirement en l'absence de données réelles).
• Et une zone à Caen qui contient un seul site uni-modal.

La répartition des sites dans les zones industrielles est présenté dans la �gure 4.8.1.

Figure 4.8.1 � Répartition des sites dans les zones industrielles pour l'instance Ag 2

Nous avons aussi trois plateformes multimodales connectées aux trois modes de transport.
La taille de l'instance est donnée par le tableau suivant :

|S| |H| |Z| |Sc| |Ac| |At| |Ab| |D| |Θ| |T | NSc |V t| |V b| Φc Qc

16 3 5 5 256 7 7 10 3 48 600 2 2 200 2

Les quantités des demandes ainsi que leurs origines, leurs destinations, leurs fenêtres de traite-
ment et leurs catégories sont données par le tableau suivant :
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demande indiceOrig indiceDest tmin tmax catégorie quantité q

d1 s1 s2 2 20 1 31 1
d2 s2 s13 5 24 2 145 1.4
d3 s3 s8 4 40 3 152 2
d4 s5 s11 7 46 1 69 1
d5 s6 s3 10 39 2 118 1.4
d6 s9 s4 12 40 3 147 2
d7 s10 s5 8 45 1 99 1
d8 s11 s5 10 42 2 88 1.4
d9 s12 s4 7 32 3 88 2
d10 s12 s5 10 42 1 35 1

Instance Ag3 (Application à l'Axe Seine)

Nous gardons la même structure de l'instance précédente en rajoutant une zone industrielle
de plus, deux demandes de plus et neuf sites uni-modaux de plus.
• Une zone au Havre et ses alentours qui contient 4 sites uni-modaux dont 2 représentent
des positions initiales pour les camions (205 camions dans le premier et 193 dans le
second).
• Une zone à Rouen et ses alentours qui contient trois sites dont l'un d'entre eux est une
position initiale de 197 camions.
• Trois zones en Île-de-France dont la première contient cinq sites uni-modaux, la deuxième
contient trois et la troisième contient quatre. La première zone contient une position
initiale de 202 camions, la troisième contient une position initiale de 203 camions.
• Et une zone à Caen qui contient un trois sites uni-modaux.

Nous avons les mêmes plateformes multimodales présentées dans l'instance précédente. La taille
de l'instance est donnée par le tableau suivant :

|S| |H| |Z| |Sc| |Ac| |At| |Ab| |D| |Θ| |T | NSc |V t| |V b| Φc Qc

25 3 6 5 625 7 7 12 3 48 1000 2 2 200 2

Les quantités des demandes ainsi que leurs origines, leurs destinations, leurs fenêtres de traite-
ment et leurs catégories sont données par le tableau suivant :

demande indiceOrig indiceDest tmin tmax catégorie quantité q

d1 s1 s2 2 20 1 25 1
d2 s2 s14 5 24 2 73 1.4
d3 s3 s8 4 40 3 59 2
d4 s5 s17 7 46 1 74 1
d5 s6 s19 10 39 1 77 1
d6 s9 s4 12 40 3 133 2
d7 s10 s5 8 45 3 120 2
d8 s11 s5 10 42 2 158 1.4
d9 s12 s7 7 32 2 168 1.4
d10 s16 s21 10 42 1 112 1
d11 s19 s22 5 40 1 150 1
d12 s20 s3 8 38 2 20 1.4
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4.8.2 Résultats numériques

Nous désignons par modèle initial le modèle présenté dans le chapitre 3, le modèle agrégé
celui présenté dans les quatre premières sections du chapitre 4, le modèle primal par le modèle
initial avec le rajout de la meilleure borne duale du problème agrégé et la �xation des variables
binaires donnée par les égalités (4.4.6.125), (4.4.6.126) et (4.4.6.127). À l'aide de ce problème
primal, nous allons avoir des solutions de notre problème initial dont on évaluera la qualité.
Ainsi, L'approche bi-niveaux pour la résolution des grandes instances est donnée par le schéma
suivant.

Instance Ag1

Pour cette instance (qui est juste une instance test), nous présentons les résultats pour les
deux modèles : initial et agrégé. Elle est de petite taille et on arrive à la résoudre d'une manière
e�cace avec seulement le modèle initial. L'approche de résolution ne sera pas testé sur cette
instance. Le but est de voir juste le pourcentage de réduction du problème pour une instance
simple.
• Modèle initial
Après la réduction de CPLEX, nous avons pour cette instance 4615 contraintes, 14420
variables entières et 350 variables binaires. Après les 2000 secondes, le solveur n'arrive
pas à résoudre exactement cette instance. Il s'arrête avec un gap de 0.06% avec 839163
n÷uds exploités dans l'arbre de branchement et 5682,82 MB de mémoire utilisée. La
valeur de l'objectif pour la meilleure solution obtenue est 225313.
• Modèle agrégé
Dans le problème agrégé, nous avons 2692 contraintes (soit une réduction de 41%), 7645
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(soit une réduction de 47%) variables entières et 350 variables binaires. Une solution à
l'optimum est obtenu au bout de 3,88 secondes avec 10497 n÷uds exploités dans l'arbre
de branchement et 3,31 MB de mémoire utilisée. La valeur de l'objectif à l'optimum est
101239.

Instance Ag2

Les résultats sont présentés pour les di�érents modèles. Pour cette instance, le temps de
résolution est limité à 1500 secondes pour les deux modèles agrégé et primal et à 1600 secondes
(environ 27 minutes) pour le modèle initial.
• Modèle initial
Après la réduction de CPLEX, nous avons pour cette instance 88666 contraintes, 389535
variables entières et 1374 variables binaires. Pour résoudre la relaxation linéaire du pro-
blème, le solveur a besoin de 901,35 secondes. Après les 1600 secondes (limitation du
temps), le solveur n'arrive pas à résoudre exactement cette instance. Il s'arrête avec un
gap de 49,35% sans aucun n÷ud exploité dans l'arbre de branchement. La valeur de
l'objectif pour la meilleure solution obtenue est 683689e.
Et si nous limitons te temps à 3000 secondes (environ 50 minutes) au lieu de 1600, la
meilleur valeur de l'objectif est 391268e avec un gap de 11%, 13 n÷uds exploités dans
l'arbre de branchement et 0,01 MB de mémoire utilisé.
Si nous exigeons que le �ot de conteneurs emprunte le réseau routier uniquement, la
valeur de l'objectif est 485201e (avec un gap de 0,37% seulement).
• Modèle agrégé
Dans le problème agrégé, nous avons 27960 contraintes (soit une réduction de 68,46%),
102537 variables entières (soit une réduction de 73,67%) et 1345 variables binaires. La
solution de la relaxation linéaire est obtenue au bout de 53,32 secondes. Au bout de
500 secondes, une solution à l'optimum n'est toujours pas obtenue. En revanche le gap
de la meilleure solution obtenue vaut 7,58% avec 116 n÷uds exploités dans l'arbre de
branchement et 6,56 MB de mémoire utilisée. La valeur de l'objectif pour la meilleure
solution est 336575e. Ainsi, La meilleure borne duale obtenue est 311076e.
• Modèle primal
Le problème primal compte 82166 contraintes, 344242 variables entières et 0 variables
binaires. Une solution de la relaxation linéaire est obtenue au bout de 721,41 secondes.
Au bout de 1000 secondes, la meilleure valeur de l'objectif du problème primal pour
cette instance est 369584e (le gap avec la meilleure borne duale obtenue à partir du
modèle agrégé est de 23,13%) avec 88 n÷uds exploités dans l'arbre de branchement et
3,08 MB de mémoire utilisée.

En conclusion, pour cette instance, avec l'approche bi-niveau nous arrivons à résoudre cette
instance en 1500 secondes avec un objectif qui vaut 369584e et un gap réel (gap calculé entre
la valeur de l'objectif de la solution du modèle primal et la meilleure borne duale donné par
le modèle initial) égale à 5,77%. Alors que même dans 3000 secondes, la solution donné par
le modèle initial est toujours de mauvaise qualité (l'objectif est égale à 391268e et le gap est
égale à 11%).

Instance Ag3

Pour cette instance, nous ne limitons pas le temps de calcul.
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• Modèle initial
Après la réduction de CPLEX, nous avons pour cette instance 186911 contraintes, 998720
variables entières et 1362 variables binaires. La solution de la relaxation linéaire du
problème n'est obtenue qu'au bout de 8639 secondes (environ 2 heures et 23 minutes).
En revanche, après 20 heures de calculs, le gap est toujours supérieure à 34%. Et la
meilleure valeur de l'objectif est 674609e.
• Modèle agrégé
Nous avons 34612 contraintes (soit une réduction de 81,48%), 134382 variables entières
(soit une réduction de 86.54%) et 1331 variable binaire. Une solution de la relaxation
linéaire est obtenu en 105 secondes. Au bout de 500 secondes, une solution à l'optimum
n'est toujours pas obtenue. En revanche le gap de la meilleure solution obtenue vaut
13.41% (qui est toujours une solution multimodale) avec 48 n÷uds exploités dans l'arbre
de branchement et 8,68 MB de mémoire utilisée. La valeur de l'objectif pour la meilleure
solution est 446981e. Ainsi, La meilleure borne duale obtenue est 387040e.
• Modèle primal
Le problème primal compte 179039 contraintes, 942470 variables entières et 0 variables
binaires. Une solution de la relaxation linéaire est obtenue au bout de 7037 secondes
(environ 2 heures). Au bout de 9334 secondes, CPLEX arrive à trouver 42 solutions
dont la meilleure valeur de l'objectif est 481109e (le gap avec la meilleure borne duale
obtenue à partir du modèle agrégé est de 19,5%) avec 30 n÷uds exploités dans l'arbre
de branchement et 7,34 MB de mémoire utilisée.

En conclusion, pour cette instance, avec l'approche bi-niveau nous arrivons à résoudre cette
instance en 2 heures et 43 minutes avec un objectif qui vaut 481109e et un gap réel (gap cal-
culé entre la valeur de l'objectif de la solution du modèle primal et la meilleure borne duale
donné par le modèle initial) égale à 7.48%. Alors que même dans plus de 20 heures, la solution
donné par le modèle initial est toujours de mauvaise qualité (l'objectif est égale à 674609e et
le gap est égale à 34%).

D'après la résolution de ces instances (Ag 2 et Ag 3), nous remarquons bien que pour les
instances de taille importante, il est plus avantageux (en terme du rapport temps de calcul/
qualité de la solution) de passer par le modèle agrégé et l'heuristique donnée par la problème
primal (ou l'approche bi-niveau présentée dans ce chapitre) que de résoudre le modèle initial
proposé dans le chapitre précédent.

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons, tout d'abord, construit un modèle mathématique agrégé qui
s'intéresse au problème au niveau macroscopique. Nous avons démontré le théorème 4.5.1 qui
nous a permis d'obtenir une borne duale de notre problème initial. Nous avons ensuite proposé
une méthode de construction d'une borne primale à partir d'une solution du problème agrégé
et du modèle initial. Ensuite, nous avons réalisé des test numériques sur des instances générées
aléatoirement a�n de tester les méthodes de résolution proposées. Nous avons ainsi comparé les
trois modèles mathématiques (modèle initial qui est présenté dans le chapitre 3, modèle agrégé
qui est présenté au début de ce chapitre et modèle primal qui n'est autre que le modèle initial
avec le rajout de la borne duale et des �xations des variables binaires données par les égalités
(4.4.6.125), (4.4.6.126) et (4.4.6.127)). Pour les instances de petites tailles, nous pouvons nous
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contenter de la résolution du modèle initial. Par contre, pour les instances de taille importante
(Instance Ag2 et Instance Ag3), nous remarquons la di�culté de ce modèle initial à trouver des
solutions optimales d'où la nécessité du modèle agrégé qui nous a permis de réduire la taille du
problème et le résoudre d'une manière e�cace. Les résultats numériques prouvent l'e�cacité
de notre modèle agrégé et l'avantage de la résolution du problème primal.
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CHAPITRE 5

CONCLUSION GÉNÉRALE ET
PERSPECTIVES

Dans cette thèse, nous avons e�ectué tout d'abord un état de l'art sur le transport de mar-
chandises conteneurisées. Nous pouvons conclure de cette étude bibliographique que l'aspect
multimodal du transport de conteneurs n'a pas été pris en considération dans la plupart des
cas sur un niveau de décision opérationnel. En e�et, le niveau décisionnel de toutes les études
que nous avons rencontrées se limite au mode routier bien que certaines d'entre elles intègrent
l'aspect multimodal du transport tout en considérant que les horaires et trajets des véhicules
(autres que les camions) sont prédé�nis. De plus, sur le niveau opérationnel, les modèles ma-
thématiques existants, n'arrivent à traiter d'une manière exacte qu'un nombre assez restreint
de conteneurs. Ceci est dû, non seulement à la complexité du problème au niveau opérationnel,
mais aussi au fait que dans la plupart des modèles, nous rencontrons des variables binaires
associées aux conteneurs (qui peuvent avoir plusieurs types selon les cas). Ce qui fait exploser
les dimensions des polyèdres dé�nissant les ensembles de solutions.

Nous avons, ensuite, proposé un modèle mathématique réaliste qui prend en considération
les di�érents aspects liés au transport et au stockage des conteneurs. L'objectif de notre modèle
est de minimiser le coût global de transport de conteneurs (coût de transport, de stockage et de
manutention) tout en assurant une gestion optimale (en terme de coût) de l'ensemble de véhi-
cules (camions, trains et barges). Nous avons considéré, dans ce modèle, plusieurs contraintes.
Tout d'abord, nous devons satisfaire les demandes entre les sites (origines et destination des
demandes) et pour chaque demande, nous devons respecter une fenêtre de temps pour la prise
en charge et une fenêtre de temps pour la livraison. Nous respectons aussi la capacité des arcs
en nombre de véhicules qui dépend du temps (la circulation peut être limité ou même arrêtée
sur certaines arcs). De plus, au niveau des plateformes multimodales, nous avons une capacité
de stockage et une productivité limitée. On considère aussi des contraintes supplémentaires
dues à l'incompatibilité entre marchandises exigées par la réglementation en vigueur. Ce mo-
dèle peut montrer aux transporteurs le gain potentiel en se partageant les ressources �uviales et
ferroviaires. Il peut être utilisé par les décideurs pour choisir l'acheminement des marchandises
à travers les di�érentes plateformes.
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Dans le modèle mathématique initial, nous avons considéré que le réseau routier est complet
et que le nombre de camions est de l'ordre de grandeur du nombre de conteneurs à transporter.
Nous nous sommes intéressés aussi à l'application de notre modèle sur l'axe Seine. Nous par-
tons donc, de l'hypothèse que l'ensemble des sites est partitionné dans des zones industrielles,
malgré que le problème de zonage de nos instances pourra être traité dans un niveau d'étude
tactique ou même stratégique. Nous nous sommes alors, intéressés au problème au niveau ma-
croscopique (contracter le réseau départ en un réseau moins dense et alléger par conséquent
la taille du problème en allégeant le nombre de demandes à traiter en condensant la réparti-
tion des camions). Nous avons donc construit un modèle mathématique agrégé qui prend en
considération les principales spéci�cités du problème et nous avons montré certains liens entre
les deux modèles mathématiques (toute solution du problème initial, induit une solution du
problème agrégé ; et la fonction objectif du problème agrégé est inférieure à celle du problème
initial). À l'aide donc de ce problème agrégé, on obtient une borne duale de notre problème.
On a construit également une borne primale de notre problème à partir de ce même modèle
agrégé. Pour les instances de petites tailles, nous pouvons nous contenter de la résolution du
modèle initial. Par contre, pour les instances de taille importante, nous remarquons la di�culté
de ce modèle initial à trouver des solutions optimales d'où la nécessité du modèle agrégé qui
nous a permis de réduire la taille du problème et le résoudre d'une manière e�cace. Les résul-
tats numériques prouvent l'e�cacité de notre modèle agrégé et l'avantage de la résolution du
problème primal (dé�ni par le modèle initial et la technique de �xation de variables binaires à
leurs valeurs obtenues en résolvant le problème agrégé).

Nous donnons, en perspectives, quelques directions pour la poursuite de nos recherches.
Une première étape serait une résolution des instances réelles de grande taille. Et s'il y a
une nécessité, réduire encore la taille du problème primal qui permet l'obtention de la borne
supérieure de notre modèle de base. En e�et, nous avons �xer les variables liées au �ot de
véhicules sur le réseau �uvio-ferroviaires, et si nous arrivons à �xer aussi les variables de �ot
de conteneurs transportés dans ces véhicules (à l'aide des égalités proposées dans la section
4.6), le problème deviendra encore plus facile. La di�culté se pose surtout à la formulation
d'une nouvelle hypothèse justi�able sur les fenêtres de traitement des demandes sans perdre
de solutions intéressantes du problème agrégé. Il serai aussi intéressant d'intégrer l'aspect en-
vironnemental (soit dans l'objectif en rajoutant au coût �xe d'utilisation des arcs routiers un
coût environnemental, soit à l'aide de contraintes limitant la distance totale parcourue par les
camion).
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Résumé
Le but de ce travail est l'étude du problème de gestion de �ot de conteneurs et de
véhicules dans un réseau multimodal. Nous proposons une formulation du problème
sous forme d'un modèle mathématique réaliste qui prend en considération les di�érents
aspects liés au transport et au stockage des conteneurs et dont l'objectif est de
minimiser le coût global de transport. Pour la résolution des grandes instances
une approche de résolution bi-niveaux est proposée. Dans un premier niveau nous
construisons un modèle agrégé plus facile à résoudre pour en extraire les décisions
liées aux déplacements des trains et des barges ainsi qu'une borne duale de notre
problème de base. Ces informations sont utilisées dans un deuxième niveau pour avoir
des solutions de bonne qualité de notre problème par rapport aux solutions données
par CPLEX en résolvant directement le modèle de base. Des résultats numériques
sur des instances générées aléatoirement sont présentés et ils prouvent l'intérêt de
l'approche de résolution proposée dans cette thèse.

Mots clés : transport des conteneurs, transport multimodal, multi-�ots, gestion des
plateformes multimodales, routage de véhicules, gestion de �ot, agrégation

Abstract
The aim of this work is the study of the problem of managing the �ow of containers
and vehicles in a multimodal network. We propose a formulation of the problem
under the form of a realistic mathematical model that takes into account the di�erent
aspects related to container transport and storage and whose objective is to minimize
the overall cost of transport. For large-scale resolution, a two-level resolution approach
is proposed. In a �rst level we build an aggregated model easier to solve to extract
the decisions related to the movements of trains and barges as well as a dual terminal
of our basic problem. This information is used in a second level to have good quality
solutions of our problem compared to the solutions given by CPLEX by directly
solving the basic model. Numerical results on randomly generated instances are
presented and prove the value of the proposed resolution approach.

Key Words : container transport, multimodal transport, multi-�ow, multimodal plat-
form management, vehicle dynamics, �ow management, aggregation
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