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Avant-propos

Cette these est consacrée a I’étude de modeles stochastiques issus de la mécanique quan-
tique, et plus particulierement a ’analyse des marches quantiques ouvertes. L’objectif de
cette these est d’étudier ces marches en tant qu’extensions de marches aléatoires classiques.
En effet, elles apparaissent comme des analogues quantiques de ces derniéres.

Les marches aléatoires sont des objets mathématiques qui forment un champ d’investi-
gation théorique ouvrant de nombreuses pistes de recherche. Le modele de base correspond
a la marche aléatoire simple, introduite pour la premiére fois par G. Pélya en 1921 ([P6121]).
Dans celui-ci, un marcheur évolue sur un réseau en sautant a intervalles réguliers vers un de
ses plus proches voisins, de maniére équiprobable et indépendamment des pas précédents.
Au-dela de cette premieére modélisation, il peut étre pertinent d’introduire des regles plus
complexes que les simples sauts réguliers vers les plus proches voisins pour régir les pas
du marcheur. Il est donc judicieux d’étudier des modeles spécifiques de marches aléatoires,
et plus précisément des modeles introduisant des phénomenes de mémoire. Les marches
quantiques s’inscrivent dans cette réflexion.

Les marches quantiques décrivent 1’évolution d’une particule sur un réseau dont les
transitions sont sujettes a des phénomeénes quantiques. Ces phénomenes sont régis par un
parameétre que l'on nomme le degré interne de la particule. Les sauts successifs de site
en site sont décrits par un processus de Markov appelé trajectoire quantique. Plus pré-
cisément, une trajectoire quantique est la donnée de deux processus : le premier donne
la position du marcheur (position de la particule) et le deuxieéme représente le parameétre
quantique (évolution interne de la particule). Il est alors naturel de s’intéresser aux pro-
priétés usuelles permettant d’analyser la position du marcheur : irréductibilité, ergodicité,
etc. Néanmoins, contrairement aux marches aléatoires classiques, la composante quantique
introduit un effet de mémoire. Le processus représentant la position du marcheur n’est
alors pas nécessairement markovien. Les résultats sur les processus de Markov classiques
ne se transposent donc pas aux marches quantiques; c¢’est pourquoi les propriétés fines sur
ces modeles nécessitent des études spécifiques.

Il existe différentes extensions de marches aléatoires dans le cadre quantique, dont
l'une des premiéres fut introduite dans [ADZ93]. Les modeles les plus étudiés sont les
marches quantiques unitaires. Ce type d’évolutions inspire de nombreuses études théo-
riques ([Kem03, Kon02, Joyl1, Joy12]) et trouve de multiples applications en information
quantique ([AAKVO01, NC10]). Ces marches adoptent un comportement non standard a
Iinfini. En effet, elles satisfont un théoréme central limite mais la convergence est en "n'
au lieu d’étre en "y/n". De plus la distribution limite n’est pas gaussienne mais a une allure
de courbe en "baignoire" ([Kon02]).

Les marches quantiques autour desquelles s’articule cette these sont les marches quan-
tiques ouvertes.

Ces marches quantiques sont dites ouvertes car elles s’inscrivent dans 1’étude de la
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dynamique des systémes quantiques ouverts ([Att17, AJP06, BP02, Dav76]). Un systeme
quantique est qualifié d’ouvert s’il interagit avec un environnement extérieur (bain de cha-
leur, laser, ...). Les dynamiques qui découlent des systémes ouverts sont modélisées par
des évolutions hamiltoniennes et markoviennes ([BR12]). Les évolutions hamiltoniennes
décrivent le systeme de facon globale, c’est-a-dire le systeme d’étude couplé avec son en-
vironnement. Malheureusement, la complexité de 'environnement ne permet pas d’avoir
systématiquement acces a toutes les données du systeme global. Dans ce cas, I’environ-
nement est délaissé et les dynamiques du systeme d’étude sont régies par des évolutions
markoviennes. L’ensemble de mes travaux s’inscrit dans I'approche markovienne dans la-
quelle deux types d’évolutions se distinguent : celles a temps discret dirigées par des canaux
quantiques ([NC10, BZ17, Wol12]) et celles & temps continu guidées par des opérateurs de
Lindblad ([Lin76, GKS76]).

Les marches quantiques ouvertes a temps discret ont été introduites en 2012 par S.
Attal, F. Petruccione, C. Sabot et I. Sinayskiy ([APSS12]). Ces marches ont donné lieu &
diverses études théoriques décrivant la position du marcheur dans lesquelles un théoreme
central limite et un principe de grandes déviations ont été prouvés ([AGPS15, CP15]). Les
marches quantiques ouvertes étant des généralisations de marches aléatoires classiques, des
notions telles que I'irréductibilité et la périodicité ont été introduites ([CP16b]). Toujours
dans 'optique d’étudier les marches quantiques ouvertes a travers cette analogie, les temps
de sortie et d’atteinte ainsi que les problemes de Dirichlet ont été étudiés dans [BBP17].

Ces marches ont également inspiré des modeles a temps continu : les marches quan-
tiques ouvertes & temps continu définies par C. Pellegrini. Ces modeles, décrivant la dyna-
mique continue d’une particule sur un graphe, apparaissent naturellement comme limites
continues en temps de marches quantiques ouvertes discretes ([Pell4]). Les trajectoires
quantiques associées sont régies par des équations différentielles stochastiques avec sauts.
Contrairement au cas discret, le parametre interne évolue au cours du temps méme si le
marcheur reste immobile ; ’évolution est alors donnée par une équation différentielle déter-
ministe. Les temps de saut sont quant a eux aléatoires et dépendent de la position ainsi que
du parametre quantique. Les trajectoires quantiques sont donc des processus markoviens
déterministes par morceaux ([Dav84]).

D’autres modeles de limites continues ont été développés dans [BBT14], ou des limites
en temps et en espace ont été considérées. Dans cet article, les auteurs ont introduit la
notion de mouvement brownien quantique ouvert qui, comme son nom l’indique, est une
extension quantique du mouvement brownien.

L’objet de mes travaux de recherche est 1’étude des marches quantiques ouvertes a
temps continu (introduites dans [Pell4]). Nous étudions les propriétés classiques associées
aux chaines de Markov et les théorémes asymptotiques pour ce type de marches. J’ai no-
tamment démontré un théoreme central limite et un principe de grandes déviations pour
la position du marcheur ([Bril7]). Parmi les outils probabilistes employés pour prouver ces
résultats, on retrouve entre autres 1’équation de Poisson ([MS02]), le probleme de mar-
tingale ([EK86]), le théoréme central limite pour les martingales ([CP05]) et le théoréme
de Gartner-Ellis ([DZ10]). Nous avons également étudié les propriétés de récurrence et de
transience ([BBPP18]). Les objets manipulés dans ces articles sont des opérateurs a trace,
des semi-groupes de Markov quantiques et des équations différentielles stochastiques avec
sauts. Mes travaux actuels portent sur la théorie du potentiel associée a ces marches.

Nous proposons ci-dessous de décrire I'organisation du manuscrit de these. Il est consti-

tué de deux parties : la premiere est une présentation générale des marches quantiques
ouvertes alors que la seconde rassemble les articles rédigés au cours de cette thése.
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Détaillons brievement le contenu de la premiere partie.

La

Le premier chapitre donne une vue d’ensemble de la théorie des systémes quantiques
ouverts et justifie I'intérét des modeles décrits dans les autres chapitres. Le lecteur
pourra y trouver le bagage nécessaire afin de comprendre les axiomes mathéma-
tiques de la mécanique quantique. Plus particulierement, les dynamiques discretes et
continues des systémes quantiques ouverts sont exposées; elles sont respectivement
dirigées par des canaux quantiques et des opérateurs de Lindblad. Ces opérateurs
sont fondamentaux dans la définition des marches quantiques ouvertes.

Le deuxiéme chapitre rassemble les différents résultats sur les marches quantiques
ouvertes a temps discret ([APSS12]) : théoréme central limite [AGPS15], principe
de grandes déviations [CP15], irréductibilité [CP16b], temps d’atteinte [BBP17],
etc. Nous étudions particulierement le lien avec les modeles classiques ; plus précisé-
ment, nous montrons que les marches quantiques ouvertes sont des généralisations de
marches aléatoires classiques. Nous illustrons les notions étudiées a ’aide d’exemples
et nous donnons quelques idées de preuves qui sont réemployées pour les modeles
continus.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude des marches quantiques ouvertes a temps
continu ([Pell4]). Nous présentons les résultats établis dans cette theése ([Bril7,
BBPP18]) en illustrant notre propos avec des exemples et en faisant le lien avec le
modele discret, ainsi qu’en exposant les différences qui peuvent survenir. Nous étu-
dions également le lien avec les marches aléatoires classiques. Tres peu d’éléments
de preuves sont présents dans ce chapitre, nous exposons uniquement les outils pro-
babilistes utilisés dans les démonstrations.

Le quatriéme chapitre rassemble quelques perspectives qui font suite & cette these.
Une premiere piste de recherche consiste a s’intéresser au probleme de Dirichlet
pour les marches quantiques ouvertes & temps continu. La solution de ce probléme
permet notamment de calculer la loi du temps d’atteinte d’un certain domaine pour
le marcheur. La seconde piste, moins corrélée avec les travaux précédents, consiste
a établir des tests d’hypotheéses a partir de résultats asymptotiques sur les mesures
répétées non destructives.

seconde partie regroupe les articles rédigés durant cette thése.

Le cinquieme chapitre est dédié a la présentation de l'article "Central limit theo-
rem and large deviation principle for continuous time open quantum walks" accepté
aux Annales Henri Poincaré ([Bril7]). Il s’articule autour d’un théoréme central li-
mite et d’un principe de grandes déviations pour les marches quantiques ouvertes
continues. Les résultats sont exposés dans leur intégralité et sont illustrés par de
multiples exemples.

Le sixiéme chapitre est consacré a la présentation de 'article "Recurrence and tran-
sience of continuous time open quantum walks" qui est soumis aux Annales Henri
Poincaré et qui a été rédigé en collaboration avec I. Bardet, Y. Pautrat et C. Pel-
legrini [BBPP18]. Cet article aborde les questions d’irréductibilité, de transience
et de récurrence pour les marches quantiques ouvertes a temps continu. La dualité
récurrence-transience du cadre classique n’est plus vérifiée, néanmoins trois situa-
tions distinctes apparaissent dans le cadre des marches quantiques ouvertes.
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Chapitre 1

Systeme quantique ouvert
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L’objectif de ce chapitre est de présenter le cadre mathématique permettant d’étudier
les systémes quantiques ouverts ([BP02]).

Afin d’étudier un systéme quantique, on réalise des mesures de la quantité physique
(position, vitesse, énergie, ...) a laquelle on s’intéresse. Contrairement au cadre de la phy-
sique classique, le résultat d’'une mesure est aléatoire et affecte définitivement le systéme
quantique étudié. On peut toutefois prédire les probabilités des résultats selon 1’état du
systeme. Ces différentes propriétés sont décrites par les axiomes fondamentaux de la mé-
canique quantique (axiome de la mesure, réduction du paquet d’onde, ...). Néanmoins, les
mesures effectuées directement sur le systéme présentent un inconvénient. En effet, une
succession de mesures trop rapprochées fige le systeme, ce phénomeéne est appelé 'effet
Zénon quantique. C’est pourquoi, afin d’observer une dynamique significative, on couple le
systéme d’étude & un systeme auxiliaire sur lequel on effectue une mesure apres avoir laissé
interagir les deux systémes. En répétant cette procédure (couplage, interaction et mesure),
on obtient une suite de résultats de mesures tout en ne dégradant pas totalement le sys-
teme d’étude. De plus, grace au phénomene d’intrication, on peut récolter une information
partielle sur le systéeme étudié.

Le principe d’interactions répétées ([AP06]) est présent dans de nombreux domaines
de recherche ([BJM06, BJM10b, BJM14, BJM10a, ADP14, AJO7b, AJ07a]) notamment
en optique quantique ([Bar06, Har03]), en information quantique ([GP01]) ou encore en
thermodynamique quantique ([SSBE17]). Dans ce chapitre, nous présentons un cadre ma-
thématique permettant de décrire le principe de mesures indirectes répétées en mécanique
quantique. Celui-ci est au cceur de nombreux travaux de recherche en physique théorique
et en mathématiques ([ADP14, BBB13, BBB12, Bel99, BJPP18, HIPR17, TBB15, PP09,
Pel08]).



1.1 Les axiomes de la mécanique quantique

Dans cette partie, nous introduisons les bases de mécanique quantique permettant
I’étude des systémes quantiques ouverts. Nous énoncons les quatre axiomes principaux
de la mécanique quantique.

1.1.1 1°r axiome : les états

L’espace de tous les états possibles d’un systéme quantique est un espace de Hilbert
complexe séparable que I’on notera H.

Les états possibles sont appelés les fonctions d’onde de H. Une fonction d’onde est une
classe d’équivalence de vecteurs de H. Deux vecteurs sont dans la méme classe d’équivalence
si 'un est le multiple de 'autre par un scalaire non nul. On choisit ¢ un représentant de
norme 1 pour chaque fonction d’onde. Notons que pour tout § € R, ¢ et ¢4 représentent
le méme état. La fonction d’onde contient toute I'information sur le systéme en question.

Avant de présenter les autres axiomes, on rappelle la notation des Bras et des Kets
utilisée en physique.
Soit ¢ un vecteur de H, on définit le Ket |¢)) comme 'application linéaire :

lvy: C — H
A= Y.

Dans la suite, on identifie un vecteur 1) de H avec le Ket |¢) sans faire référence a appli-
cation linéaire correspondante.

On appelle Bra (1| la forme linéaire suivante :

W: H — C
y = ().

Ci-dessous quelques propriétés élémentaires sur les Bras et les Kets :

1. Les Bras (9| agissent sur les Kets |y) :

Wlly) = (¥, ).

2. Etant donnés u,v € H, un opérateur de la forme |u)(v| agit sur les Kets |y) de la
fagon suivante :

w)(vlly) = lu){v,y) = (v, y)u.

3. En particulier, si ||u|| = 1 alors |u)(u| est le projecteur orthogonal sur Vect(u).

1.1.2 2¢ axiome : mesure des observables

Toute quantité physique du systéme quantique qui peut étre mesurée (par exemple : la
position, la vitesse, I’énergie, ...) est représentée par un opérateur auto-adjoint sur H. Ces
opérateurs sont appelés observables du systeme.

Nous considérerons uniquement les observables X de spectre fini o(X) = {A1,..., \¢}
ou g € N*. L’étude des observables de spectre plus général est effectuée dans [CTDLCT79,
Att17]. On note P; les projecteurs orthogonaux sur les sous espaces propres de 1'observable
X, on a alors



Le résultat d’une mesure d’une observable X est un résultat aléatoire a valeurs dans o(X).
Plus précisément, lorsque ’état du systeme est |¢), le résultat de la mesure de X prend la
valeur \; € o(X) avec probabilité (1, P;) = [|P;¢||?. On notera

P(observer \;) = ||Ps]|?.

1.1.3 3¢ axiome : réduction du paquet d’onde

La mesure d’une observable transforme 1’état du systéme. Si I'on effectue une mesure
de X quand I'état du systéme est [)), et que cette mesure vaut \; alors I'état du systéme
devient

1P|
Remarque. Supposons que \; soit le résultat d’une premiére mesure de X, I’état du systeme
P,
devient alors [¢)') = i[¥) . Comme P,;P; = §;;P;, une deuxiéme mesure de X renvoie \;
[Pir) T

K3
avec probabilité 1. De plus, ’état du systeme reste inchangé suite a cette mesure.

FEzemple 1.1. Dans 'exemple suivant, nous illustrons le fait que l'ordre dans lequel les
mesures sont effectuées est important. Soit H = C? muni de la base canonique (e1,€2).
Supposons que ’état du systéme est 1)) = e; et considérons les observables

X = ler)(er] + 2[ea) (e2| = P1 + 2Py

€1+€2><€1+62 61—€2><€1—62
2 2 2 2

On réalise deux expériences : dans la premiere on effectue une mesure de X puis une
mesure de Y ; dans la deuxiéme 'ordre des mesures est inversé.

et

Y = |e1)(e2] + |e2)(e1] =

=Q — Q.

1. Si on obtient 1 lors d’une mesure de X et si ensuite on obtient 1 lors d’une mesure
de Y, alors le systéme devient

Qi P1]y) 1
W) = s = | —=(en +ea) )
QP V2
2. Si on obtient 1 lors d’une mesure de Y et si ensuite on obtient 1 lors d’une mesure
de X, alors le systeme devient

|¢/> — M — |€1>
[P1Q
On vient d’illustrer le fait suivant : lorsque I'on effectue une mesure de X et une mesure
de Y alors 'ordre dans lequel les mesures sont effectuées est important. Ce phénomene peut
étre observé des lors que les projecteurs spectraux des observables X et Y ne commutent
pas.

1.1.4 4° axiome : évolution temporelle du systéme

Soit H l'observable qui représente 1’énergie totale du systeme. Cette observable est
communément appelée hamiltonien et contrdle la facon dont le systéme évolue en fonction
du temps. La dynamique de I’état du systeme a l'instant ¢ est régie par

dl¢pr) = —iH|¢pr)de .

)



L’équation ci-dessus est appelée I'équation de Schridinger. On pose U; = e pour tout ¢
positif. Notons que (Uy)er forme un groupe d’opérateurs unitaires sur #. Si 1’état initial

du systéme est [1)), alors Pétat du systéme a l'instant ¢ est

[Ve) = Ugleo) -

Cette formulation concerne 1’évolution des états du systeme H, elle est appelée représen-
tation de Schrodinger.

Il existe une autre approche pour la dynamique : la représentation d’Heisenberg. Dans
cette représentation équivalente, ce sont les observables qui évoluent dans le temps et non
I’état du systeme. Si X désigne une observable, son évolution au cours du temps est donnée
par

X, = UiXU,.

Toutefois, nous utiliserons uniquement par la suite la représentation de Schrédinger. Nous
avons décrit les axiomes de la mécanique quantique pour des systemes fermés. Dans la
section suivante, nous généralisons ces axiomes dans le cadre des systémes ouverts.

1.2 Systéme quantique ouvert

Les modeles de cette thése sont motivés par des situations physiques dans lesquelles
un systéme quantique est en interaction avec un environnement extérieur (bain de chaleur,
laser, ...). La complexité de ’environnement ne permet pas d’avoir acces a toutes les données
du systeme global. On dit qu'un systéme est owwvert lorsqu’il subit une influence d’un
systeme quantique extérieur et fermé dans le cas contraire. Le lecteur pourra consulter les
ouvrages [AJP06, BP02, Dav76] pour obtenir plus de détails sur les systémes quantiques
ouverts.

1.2.1 Systéme couplé

Dans la suite, nous allons considérer un systéme quantique constitué de deux sous-
systémes quantiques. Pour cela, nous aurons besoin de la notion de produit tensoriel.

Définition - Proposition 1.1. Soient H1 et Ho deux espaces de Hilbert séparables. Soient
¢ € Hi et Y € Ho. On note ¢ Q3 la forme biantilinéaire sur Hy X Ho donnée par

d@ 1Y (¢, ¢) = (¢, ¢) x (¥, ).

On note E ’ensemble des combinaisons linéaires finies de formes biantilinéaires de la
sorte. Si on considére EE muni de la forme sesquilinéaire suivante :

(p@v, ¢ @) g = (¢, ¢') x (¥, ¢),

alors (E,(.,.)g) est un espace préhilbertien. On note H1®@Ha son complété que l’on appelle
produit tensoriel de Hy et de Hs.

Si les espaces d’états sont respectivement H et K, alors l'espace d’états du systéme
quantique bipartite est le produit tensoriel :

HRK.

Définition 1.1. On dit qu’'un état |¥) du systeme de H @ I est :
» séparable s’il existe |¢) et 1)) états de H et K respectivement, tels que |¥) = |¢)®|1)).

» intriqué sinon.



Remarque. Sil’état du systeme H ® K est séparable alors une mesure sur le second systeme
n’altére pas I’état du premier systéme. Pour un systeme dans un état intriqué, ce n’est plus
le cas. On illustre ce fait dans ’exemple suivant.

Ezemple 1.2. Soient H et K deux espaces de Hilbert tels que H = K = C? et soit (eq, e2)
une base orthonormale de C2. Alors

) ® |e1) ) @ |e)

1 1
—=le + —=|e
V2 V3
est un état intriqué de H ® K. La mesure de 'observable
X =1 (ler)(e1] + 2|ez)(e2])

renvoie 1 (resp. 2) avec probabilité £ et 'état du systéme devient |e1)®|e1) (resp. |e2)®|e2)).
La mesure effectuée sur KC affecte ’état sur le systeme H.

Nous pouvons a présent considérer les systemes bipartites, ces systemes sont fondamen-
taux dans la description des systémes quantiques ouverts.

1.2.2 Trace partielle

Notre but est d’introduire le moyen de décrire un systeme quantique H a partir de la
description du systeme H ® K. Pour cela nous aurons besoin de la notion de trace partielle.

Pour un espace de Hilbert séparable #H, on note Z;(#) l'espace vectoriel normé des
opérateurs a trace sur H muni de la norme ||.||; ou [.][1 = Tr(].]). Pour tout g dans un
espace de Hilbert séparable /C, on définit I’opérateur borné

l9hc: H — HRK
f - f®g.

Cet opérateur admet pour adjoint x(g| qui est 'unique opérateur borné sur H® K a valeurs
dans H tel que

k{gl(u®v) = (g,v)u,
pour tout u € H et v € K.

Définition - Proposition 1.2. Soient H et K deux espaces de Hilbert séparables et T €
T1(H ® K). Alors pour toute base orthonormale (gy)n de K, la série

ZIC<9n| T'|gn)x

est ||.||1-convergente et ne dépend pas de la base choisie. On définit ainsi l'opérateur
Tric: Ti(H®K) — Zi(H)
T = ZK<gn|T’gn>K '
Pour T € i(H®K), il s’avére que Tric(T) est l'unique opérateur d trace sur H qui vérifie
Tr(Trc(T)X) =T (T(X ®1)),
pour tout X € B(H).
Enoncons maintenant quelques propriétés de la trace partielle.

Proposition 1.1. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
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1. L’application T +— Tric(T") est une application linéaire de Z;(H ® K) dans Z; (H).
2.8 T=X®Y,avec X € ;(H) et Y € Z;(K) alors

Tric(T) =Tr(Y)X .

3. Pour tout 7' € 7; (H ® K),
Tr(Tr(T)) = Te(T) .

4. Pour tout T' € Z; (H ® K) et tout X € B(H),
Tr(T(X ®1)) =Tre(T)X .

La section suivante permet, grace a la trace partielle, de décrire H a partir de la des-
cription du systeme H ® K.

1.2.3 Matrices densité

Considérons un systeme quantique bipartite H ® K ou H est le systeme d’étude et IC est
Penvironnement extérieur. Malheureusement, ’état |¥) du systeme global H ® K n’est sou-
vent pas accessible car I’environnement est par exemple trop complexe. Néanmoins, nous
allons définir un opérateur p sur H permettant d’obtenir toutes les données souhaitées sur
le systéme étudié H.

Afin d’effectuer une mesure d’une observable X de H, nous devons considérer 1’obser-
vable X ® I de H ® K. On notera a nouveau P; les projecteurs orthogonaux sur les sous
espaces propres de X. Si |[¥) est Iétat du systeme de H ® K, alors

P(observer \;) = (U, (P;®1)¥)
= Te(JU)(Y|(P; @ 1))
Tr(Trxe (|W)(P[)P;)
= Tr(pP;) avec p = Tric(|W)(¥]).

La connaissance compléte de |¥) n’est pas nécessaire : la connaissance de p est suffisante.
En effet, si p est connu, on peut calculer toutes les probabilités associées a la mesure d’une
observable X de H.

On souhaite maintenant caractériser les opérateurs p construits comme ci-dessus. Le
lecteur trouvera la démonstration du théoréeme suivant dans [CTDLCT79, Att17].

Théoréme 1.1. Soit p un opérateur sur un espace de Hilbert séparable H. Les propositions
sutvantes sont équivalentes :
1. Il existe un espace de Hilbert séparable IC et un vecteur unitaire ¥ € H ® K tels que
p = Trc(|V)(¥]).
2. L’opérateur p est autoadjoint, positif et de trace égale a 1.
Dans ce cas la, l'opérateur p est appelé matrice densité.

Le théoreme ci-dessus permet de généraliser les axiomes de base au cas des systemes
quantiques ouverts. On explicite cette généralisation dans ce qui suit.

1.2.4 1°r axiome étendu : les états

Un état quantique sur un espace de Hilbert séparable H est un opérateur p auto-adjoint
positif de trace 1. De tels opérateurs sont appelés matrices densité. Il existe alors une base
hilbertienne (e;); de H telle que p = >, Aile;) (€] avec A; > 0 et >, A\; = 1. L’ensemble de
toutes les matrices densité de H est noté S(H).

Le cas ou p = |¥)(¥|, avec ¥ € H de norme 1, correspond au cas ou H est un systeme
quantique isolé. Dans ce cas la, on dira que p est un état pur.

Par ailleurs, on dit qu’'un état strictement positif est fidele.
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1.2.5 2¢ axiome étendu : mesure des observables

Soient H un systeme quantique dans I’état p et X une observable de H telle que

q
X =) AP,
i=1

ou P; sont les projecteurs orthogonaux sur les sous espaces propres. Alors si le systeme est
dans I’état p, la mesure de X prend la valeur \; avec probabilité Tr(pP;). On notera

P(observer \;) = Tr(pP;) .

1.2.6 3¢ axiome étendu : réduction du paquet d’onde

Voyons comment le postulat de la réduction du paquet d’onde est modifié lorsque ’'on
considere les systémes quantiques ouverts.

3¢ axiome étendu. Soient H un systéme quantique et X une observable de H telle que
q
X = Z AiP; avec P; les projecteurs orthogonaux sur les sous espaces propres.
i=1
Si on effectue une mesure de X et que cette mesure vaut \; alors I’état du systeme devient
, PipP;

P TPy

1.2.7 4° axiome étendu : évolution temporelle du systeme

Le postulat de I’évolution temporelle du systéme est lui aussi modifié lorsqu’on consideére
les systemes quantiques ouverts.

4° axiome étendu. Si un systeme quantique H est dans un état initial pg et si I'on note
H I'hamiltonien du systéme, alors 1’état du systéme vérifie I’équation différentielle suivante
dite de Liouville :

dpr = —i[H, p] dt.
L’évolution du systeme est donc de la forme :

Pt = UtPOU? )

ou U; = e ™ pour tout ¢ positif.
Remarque. On considére un modeéle complet d’interaction en introduisant I’hamiltonien H;

qui agit sur le produit tensoriel ; 'hamiltonien total d’interaction Hygx est décrit par
Hygxk =Hy ® I + I @ He + Hy,
ou Hy et Hx sont les hamiltoniens respectifs de H et K. Définissons alors une famille
d’opérateurs unitaires (U)e>o par Uy = e~ tHnex [évolution des états du produit tensoriel
H ® K est donc donnée par
pr = UpoUy .
La description de I’évolution sur H est obtenue a 'aide de la trace partielle

pr = Tric(pr) -
Le processus (p¢)¢>0 construit ci-dessus ne vérifie pas une équation différentielle de Liouville
contrairement au processus (p¢>0)-

Finalement, comme un systéme quantique n’est jamais isolé, nous adopterons la descrip-
tion suivante d’un systéme quantique (ouvert ou non) : un systéme quantique est modélisé
par un espace de Hilbert séparable H tel que les différents états du systéme sont représentés
par des matrices densité.



1.3 Interaction et évolution : cas discret

Dans cette section, nous définissons un cadre suffisamment général permettant de dé-
crire I’évolution d’un systéme quantique ouvert durant un laps de temps 7. Ce type d’évo-
lution modélise de nombreuses situations physiques dans lesquelles le systeme que 'on
cherche a étudier est en interaction avec un environnement extérieur. On verra que les
applications permettant de décrire I’évolution des systémes quantiques ouverts durant un
certain laps de temps admettent une écriture spécifique due & Kraus [Kra83]. Le Chapitre
2 sur les marches quantiques ouvertes discretes s’inspire des modeéles présentés ci-dessous.

1.3.1 Canal quantique

Rappelons le cadre des systemes quantiques ouverts. On étudie deux systemes quan-
tiques interagissant entre eux, que ’on note H et K respectivement. L’analyse présentée
dans cette section se limitera au cas discret. On s’intéresse a 1’évolution de ces deux sys-
temes durant un laps de temps 7. Ainsi, si 'hamiltonien du systéme couplé H ® K est noté
Hygx alors 'évolution du systeme est donnée par l'opérateur unitaire

U — e—iTHq.[@]C .

Par ailleurs, tout unitaire de H ® KC peut s’écrire sous la forme ci-dessus pour un certain
hamiltonien de H ® K.

Toute transformation de I’état d’un systeme quantique H est obtenue comme suit.

— Le systeme quantique H, d’état initial p, est couplé a un autre systeme quantique
K d’état w. L’état du systeme global H ® K est donc p @ w.

— Les deux systemes quantiques interagissent pendant un laps de temps 7 via 'opéra-
teur unitaire d’évolution U. Apres 'interaction, I’état du systeme sur H ® K devient
U(p @ w)U™.

— Le systeme K est délaissé, I’état du systéme sur H est alors donné par

Tric(U(p @ w)U™).

En raison de ces différents éléments, nous nous intéresserons aux canaux quantiques
définis ci-dessous.

Définition 1.2. Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle canal quantique toute
application linéaire T de la forme :

T: 11(7'[) — 11(7'[)
p — Tre(U(p @ w)U"),

ot Z1(H) est 'ensemble des opérateurs a trace sur H, I un espace de Hilbert séparable, w
un état sur K et U un opérateur unitaire sur H ® K.

Un canal quantique représente 1'archétype d’une évolution discrete d’un systeme quan-
tique bipartite. La section suivante expose une autre écriture possible pour un canal quan-
tique.

1.3.2 Représentation de Kraus

Nous allons voir dans cette partie que les canaux quantiques admettent une écriture
spécifique qui fait intervenir uniquement des opérateurs sur H. Cette écriture présente
I’avantage de ne plus expliciter le systéme quantique auxiliaire K.
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Théoréme 1.2 (Représentation de Kraus [Kra83]). Soient H et K deux espaces de Hilbert
séparables. Soient U un opérateur unitaire sur H ® K et w un état sur K. Soit T le canal
quantique tel que

T(X)=Trc(UX @w)U")
pour tout X € Iy(H). Alors il existe une famille dénombrable (M;)icr d’opérateurs bornés
sur H vérifiant
S MM =1
el

ot la série ci-dessus est ||.||oo-convergente, telle que

T(X)=> MXM; (1.1)
el

pour tout X € Iy (H), ot la série ci-dessus est ||.||1-convergente.
Le théoreme ci-dessus nous permet d’obtenir la définition suivante.

Définition 1.3. La décomposition (1.1) d’un canal quantique 7" est appelée décomposition
de Kraus du canal quantique.

Il existe également une réciproque du Théoréme 1.2, que I’on énonce dans le théoreme
ci-dessous.

Théoréme 1.3 (Stinespring [Stib5]). Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit T une
application linéaire sur I)(H) de la forme

T()=> M;. M
i€l

ot M; sont des opérateurs bornés sur H qui vérifient

S MM =1,
i€l

au sens de la convergence forte. Alors il existe un espace de Hilbert séparable K, une
fonction d’onde Y sur IC et un opérateur unitaire U sur H ® K tels que

T(X) = Tre(UX @ [$) () UY)
pour tout X € Ty(H).

Toute application de la forme (1.1) est alors un canal quantique. Illustrons sur un
exemple comment obtenir la décomposition de Kraus pour un canal quantique spécifique.

Ezemple 1.3. On exhibe ici un exemple pour lequel on trouve facilement une décomposition
de Kraus d’un canal quantique. Posons H un espace de Hilbert séparable, K = CP, |¢) une
fonction d’onde de K et U unitaire sur H ® K. Considérons le canal quantique suivant

T: Zl(H) — 11(7'[)
X Tre(UX @ [¢)()U7).

On pose Bx = (f1, f2, ..., fp) base orthonormale de K telle que f; = 1. L’opérateur unitaire
U de H ® K peut s’écrire par blocs

p
U= > Uye|fi)fl

i,j=1
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ou U;; € B(H) pour tout 1 <4,j < p. On obtient alors directement

T(X) = Tre(UX @[y)@)Uur)

= Tic | | D Uy @ lfalfil | (X @)l | D2 Uk @ |fi){fil

i,j=1 k=1

P
= Tre | Y. UaXUp @ 1£:){fl
ik=1

p
= ) UaXUj
=1

pour tout X € Z;(H). Le fait que U soit un opérateur unitaire entraine que

P
> UnUn=1.
i=1
On a donc une formule explicite pour la décomposition de Kraus de notre canal quantique.

La décomposition de Kraus existe pour des applications plus générales, plus parti-
culierement pour les applications complétement positives. Définissons a présent ce type
d’applications.

1.3.3 Applications complétement positives

Notre but est de caractériser mathématiquement la transformation la plus générale que
puisse subir un état quantique d’un systéme quantique H. Une transformation 7" de la sorte
doit impérativement respecter les propriétés suivantes :

1. T est linéaire de Z;(H) dans Z;(H) .
2. T préserve la positivité.
3. T préserve la trace.

De plus, la deuxiéme propriété peut étre renforcée. En effet, si I'on considere un systéme
auxiliaire K qui n’interagit pas avec H, on souhaite que Dapplication T = T ® I, qui est
I’extension naturelle de T sur H ® I, soit toujours une transformation d’états quantiques.
Les premiére et troisiéme propriétés vérifiées par T sont aussi verifiées pour T'. Cependant,
le fait que T préserve la positivité n’implique pas que T la préserve (voir Contre-exemple
1.1). Pour cela, il faut supposer que 7' est complétement positive, on définit donc cette
notion ci-dessous.

Définition 1.4. Soit 7" un opérateur sur Z;(H) ot H est un espace de Hilbert séparable.
Soit n € N*, Popérateur T(™) = T ® I,, sur Z; (H) ® M, (C) est défini par

n n
T3S Ay @lele| | = D0 T(Ay) @ lei)e;l
ij=1 ij=1
ol (€;)i=1,..n est la base canonique de C" et A; ; € Z;(H) pour tout 1 <4,j < n.
Un opérateur T est dit :
» n-positif si Popérateur T est positif.

» completement positif si 'opérateur T est n-positif pour tout n € N*.
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On s’intéressera donc aux applications 7' : Z;(H) — Z;(#H) qui sont linéaires, com-
pletement positives et qui préservent la trace. Ces applications sont dites CPTP pour
"Completely Positive and Trace Preserving". Une telle application est I'archétype de la
transformation que peut subir un état quantique.

Dans ’exemple qui suit, nous donnons une application positive qui n’est pas compléte-
ment positive.

Contre-ezemple 1.1. Soit H = C? muni de la base canonique (ey, e2). L’application
T : M3(C) — My(C)

qui a tout opérateur associe sa transposée est clairement 1-positive (c’est-a-dire positive)
mais n’est pas 2-positive. En effet,

A =ler)(e1| @ [er){e1] + [e1){ea| @ |e1){ea| + |e2)(e1] @ |e2)(e1| + [e2)(e2| @ [ez)(e2]
=le1®e; +ex®er)(el ®ep + ex ® eg]

est un opérateur positif. Cependant, son image par T® =T @ I, ci-dessous

T (A) = |e1)(er] @ ler){er] + |e2)(er] @ |er){ea] + |er)(ea] @ |ea)(e1| + |e2)(e2] ® |ea)(ea
= |€1 ® 61><€1 ® 61| + |€2 ® €1><€1 ® 62| + |€1 ® €2><€2 ® €1| + |€2 & €2><€2 & €2|

n’est pas positive car si on pose x = % (e1 ® e2 — ea ® e1), alors

(2T (A)|z) = ~1.

On énonce maintenant le théoreme de Kraus qui lie les canaux quantiques et les appli-
cations complétement positives qui préservent la trace. Le théoreme de Kraus résulte du
théoréme de Stinespring ([Stib5]).

Théoréme 1.4 (Théoreme de Kraus [Kra83]). Soient H un espace de Hilbert séparable et
T une application linéaire de Z,(H) dans I;(H) telle que T™ soit o-faiblement continue.
Alors T est complétement positive et préserve la trace si et seulement si T est de la forme

T(.)=> M. M
icl
ot M; sont des opérateurs bornés sur H qui vérifient
S MM =1,
i€l
au sens de la convergence forte.

Nous avons a présent défini les objets nécessaires pour expliquer le principe de mesures
quantiques répétées.

1.4 Mesures quantiques répétées

Dans ce modele, ’environnement qui interagit avec le systeme H est constitué d’une
chaine infinie de systémes quantiques. On suppose que ces systémes quantiques sont des
copies indépendantes d’un systeme K.

Chaque copie interagit avec H pendant un intervalle de temps. Lorsqu’une copie a
terminé son interaction, on effectue une mesure sur cette copie. On la considére ensuite
isolée de I'expérience, et la copie suivante vient interagir avec H et ainsi de suite.

Avant d’étudier le cadre général des mesures quantiques répétées, nous verrons pourquoi
la mesure est effectuée sur un systéme auxiliaire et non sur le systeme H directement.
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1.4.1 Effet Zénon quantique

Dans cette section, nous montrerons 'intérét d’un principe d’interactions pour étudier
I’évolution d’un systeme quantique. On va montrer qu’un systéme quantique soumis a une
succession de mesures tres rapprochées n’évolue pas dans le temps. Le systeme est alors
figé, on parle dans ce cas d’effet Zénon quantique. Nous illustrons ici 'effet Zénon quan-
tique ' & l’aide d’un exemple simple.

Soit H = C? un systéme quantique dans I’état

(10
Po=1\o0 o)

On suppose que 'hamiltonien du systéme est

1{1 1
H‘z@ J'

On réalise une expérience qui consiste, durant un laps de temps 7', a effectuer n mesures
a intervalles réguliers de 1’observable
10
X = .

On note Py et Py les projecteurs spectraux de X,

1 0 0 0
P1—<0 0> etP2—<0 1>.

L’état du systeme a l'instant % est égal a

_e_iZH eiZH_ 10 +£ 0 1 +Lz -1 0 +o i
PL = Po “\o o) "o \=1 o)/ T2 o 1 n?) "

La mesure a instant £ renvoie donc 1 avec probabilité
n

T2 1
ﬂ(mpgm)—l—mﬁ+oQﬂ>

et dans ce cas la, I’état du systeme devient

10
0 0/
Dans le cas ou la mesure renvoie effectivement 1, le systéme est alors dans ’état d’origine.

Le méme raisonnement nous permet d’obtenir la probabilité que les n mesures aux

instants =, 2L WTlﬁ et T renvoient toutes 1. Cette probabilité est égale a

n’mn’
2 n 2
(- o) -
n n

Quand le nombre de mesures tend vers l'infini, la probabilité que toutes les mesures ren-
voient 1 tend vers 1. De plus, la probabilité que I’état du systeme & l'instant T' soit égal

1. Voir [Kra81, IHBW90, BS92].
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a po tend vers 1. Si on effectue un "grand" nombre de mesures, alors I’état du systeme est
figé. C’est ce qu’on appelle Deffet Zénon quantique.

En conséquence, pour pouvoir étudier une dynamique significative, on fait interagir
le systéme H que l'on veut étudier avec un autre systeme K. On effectue ensuite une
mesure sur K afin d’extraire de I'information sur . La section suivante sur les trajectoires
quantiques s’inspire de cette manipulation.

1.4.2 Trajectoires quantiques discréetes

Cette partie est dédiée a la description du principe de mesures quantiques répétées.
Ces mesures successives donnent lieu & des processus que ’on appellera "trajectoires quan-
tiques". Dans la Section 2.4, nous étudions spécifiquement les trajectoires quantiques asso-
ciées aux marches quantiques ouvertes.

Exposons trés succinctement ’expérience effectuée. On couple notre systeme d’étude
‘H avec K1 une copie d’'un systéeme K. Ces deux systémes interagissent puis on mesure le
systeme K1, la réduction du paquet d’onde donne un nouvel état de H ® K. Ensuite, on
consideére le systéme K; isolé de I'expérience, on récupére uniquement 1’état sur H. Ce
nouvel état de H est alors couplé avec une nouvelle copie de K, et ainsi de suite.

On étudie maintenant ce procédé plus en détail. On considere une interaction entre
un systeme quantique H et une chaine infinie de copies d’un systéme quantique K de
dimension finie. On note (fi)ie(1,..p) une base orthonormale de K. Pour tout n € N*,
K, ~ K correspond a la n-iéme copie de K. On pose U l'opérateur unitaire qui décrit
I'interaction entre H et IC,,. On peut écrire U par blocs :

p
U= > Uy®|fi)fl
ig=1

ot U;; € B(H) pour tout 1 <i,j < p.

Hypotheéses :
On suppose, que chaque systéme quantique /C,, est dans I'état |f1)(f1| et que 'observable

X de K, est diagonale dans la base (f;)ie(1,...p}, donc de la forme
p
X =) AP
i=1

ol \; est une valeur propre de projecteur spectral P; = |f;)(f;| pour tout i dans {1,...,p}.

Remarque. Ces hypothéses peuvent étre relaxées (voir [BJPP18]), néanmoins ce cas spé-
cifique présente 'avantage d’obtenir des écritures plus simples et de motiver les modeles
présentés dans la Section 2.4 sur les marches quantiques ouvertes.

On note p I’état initial de H,

Interaction :
Le systeme H interagit avec le systeme ICy. L’état du systéme H ® Ky apres I'interaction
est donc

p
Up @ |/)(ANU* =D UapUs @ | fi){fil -

=1
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Mesure :
On mesure 'observable

P
I®X =) N{I®P;).
i=1
La mesure renvoie \; avec probabilité

Tr((I @ Pi)U(p @ | f1)(f1])U") = Tr(UipUj;) -

Notons que la somme des probabilités ci-dessus vaut bien 1 grice a la relation suivante :
p
> UnUa=1.
i=1

Apres I'observation de \;, 'état de H ® K1 est modifié et devient

Aui) = I @P)Up @ ) (ADUTT@P;)  UiapUj
! Tr(I@P)U(p@ [f)(ADUF)  Tr(UinpUj)

Récupération de I’état sur H :
On récupere 'état p;1(i) du systéeme H par l'intermédiaire de la trace partielle :

UinpUj

p1(i) = Tr, (p1(2)) = Tr (UnpUsy)

® [ fi){fil -

On répete ensuite cette manipulation (interaction-mesure-récupération) avec la copie
Ko et ainsi de suite.

Apres chaque interaction, le résultat de la mesure de la copie KC,, entraine une modi-
fication aléatoire de H. Cet aléa est régi par les mesures de probabilité P} ou p est I'état
initial du systeme. Plus particulierement, on définit P} sur P({1,...,p}") telle que

Po((i1, oin)) = Tr(Uiy1 . Ui p Ugy - UG o)

pour tout n € N et (i1, ...,7,) € {1, ..., p}". Notons que la famille des mesures de probabilité
P
{IP’Z}HN] est consistante. En effet, grace a la relation ) Uj;U;; = I, on a PQH(E) =PP(E)

> i=1
pour tout n € N et £ € P({1,...,p}"). Alors le théoreme de consistance de Kolmogorov

voir [@ks03] pour une preuve) nous permet d’étendre {P” a une unique mesure de
PJn>0
n>

probabilité P, sur ({1,...,p}, P({1,...,p}V)).

L’espace probabilisé ({1,...,p}, P({1, ...,p}N),IP’p) représente 1’ensemble des résultats
de mesures effectuées sur les systémes auxiliaires. A chaque suite de résultats de mesures,
on associe une trajectoire quantique discrete qui est la suite des états successifs de H. On
peut maintenant énoncer la proposition qui définit les trajectoires quantiques.

Proposition 1.2. Soit H un systéme quantique d’état initial p et K un systéeme quantique
de dimension p € N*. La trajectoire quantique discréte (p,,)nen est 'ensemble des variables
aléatoires définies sur ({1, ..., p}N, P({1, ..., p}),P,) & valeurs dans les états de H telles que
Uinl Ui11 pU;ll [ﬁ< 1

n

© Tr(Uiy1--Ui1 pUf - US )

pn(ila ceey ’Ln)

pour tout n € N, (i1, ...,43,) € {1,...,p}" et Uj; € B(H) pour tout i € {1,...,p} tels que

p
> UjUq =1.

=1
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La trajectoire quantique (pn)nen est une chaine de Markov telle que

P . UlleU;kl
P\ Pl = (U, 0U7,

Pn = 9) = Tr(U;0U},),

pour tout n € Net i € {1,...,p} .

Remarque. Si pg est un état pur alors p, est un état pur pour tout n € N.

Apres avoir présenté le modele discret, détaillons le modele continu.

1.5 Interaction et évolution : cas continu

Nous avons vu dans la Section 1.3 que la transformation la plus générale d’un systeme
quantique ouvert est donnée par une application complétement positive. Dans cette section,
on va s’intéresser aux semi-groupes d’applications complétement positives qui représentent
les transformations communes que subit un état quantique au cours du temps. Cela per-
mettra de dresser le cadre décrivant 1’évolution continue d’un systéme quantique ouvert H
et de motiver le Chapitre 3 sur les marches quantiques ouvertes a temps continu.

Le théoreme suivant décrit entiérement les semi-groupes d’évolution d’un systeme quan-
tique ouvert.

Théoréme 1.5 (Lindblad [GKS76, Lin76, Reb96]). Soient H un espace de Hilbert séparable
et (T¢)e>0 un semi-groupe d’opérateurs sur Ii(H). On suppose que :

1. Pour tout t positif, Ty est completement positif et T; est faiblement continu.
2. L’opérateur Ty = I et T; préserve la trace pour tout t positif.

3. L’application t — T} est fortement continue si l’on munit B(H) de la norme d’opé-
rateurs.

1l existe alors un opérateur auto-adjoint borné H et une famille d’opérateurs bornés
(Li)ier tels que la famille (Tt)t>0 admet un générateur L de la forme

L(X)=—i[H X]+ Y L XL} - %{L;‘Li, X} (1.2)
icl

pour tout X € Iy(H) (la série ci-dessus est fortement convergente). On note les opérateurs
(X, Y] =XY -YX et {X,Y} = XY +YX pour tout X etY dans B(H), ces opérateurs
sont appelés respectivement commutateur et anti-commutateur.

L’évolution d’un systéme quantique ouvert, traduite par 1’évolution de ses états, est
donc donnée par un semi-groupe (T});>o qui satisfait 7; = e**. Ainsi, si I'on note p; I'état
du systeéme a l'instant ¢, alors la famille (p¢)s>0 vérifie 'équation différentielle

dpe

L= L), (1.3)

La formulation de cette équation est due a Gorini, Kossakowski, Sudarshan [GKS76] et
Lindblad [Lin76]. On lappelle équation maitresse ou équation GKSL. L’opérateur £ qui
agit sur les états s’appelle le lindbladien du systeme.

Remarque. Le lindbladien admet une autre écriture qui nous sera utile par la suite. En effet,
cette écriture nous permet d’utiliser le développement de Dyson dans la Section 1.6.1. Si
I’on pose
1
Lo=—iH - N LiL;
el
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(o la série est fortement convergente), alors le lindbladien £ défini via I’équation (1.2)
peut s’écrire

L(X)=LoX + XLi+ Y L XL} pour tout X € Z;(H). (1.4)
el

On notera K(.) = Lo .+ . L et (.) = ZLi . L} de sorte que
el

L(X)=K(X)+ ®(X) pour tout X € Z;(H) . (1.5)

On s’intéresse dorénavant au lien entre les dynamiques discrétes et continues d’un sys-
teme quantique ouvert. Plus précisément, le modeéle continu est justifié car il peut étre
per¢u comme limite du modele discret ([AP06]). Le prochain théoréme stipule que, sous
certaines conditions, le générateur discret associé a la dynamique discréte converge vers le
lindbladien de la dynamique continue.

Théoréme 1.6. Soit n € N* [e paramétre temporel de l'interaction, on note

T = 3 Mi(n). M;(n)*

1€ IL0

le canal quantique associé a l’évolution discréte d’un systéme quantique H. On suppose que
la série Z M;(n)*M;(n) est fortement convergente pour tout n € N*.

i€
Supposons qu’il existe un opérateur auto-adjoint borné H et une famille d’opérateurs

bornés (L;)icr tels que ZL?L,- converge fortement et tels que
i€l
1
1. Mo(n) =1—L(iH+ Y LiL;)+o <>
il n
2. lim Y |VnMi(n) — Li||% = 0.
el

n—4o00 4
%

Alors, pour tout X € T1(H),

lim |n (T0)(X) - X) - £(X)||, =
Jim[n (00 = X) = £, =0
ot
. * 1 *
L(X)=—i[HX]+> LXL; - §{Li L, X}.
iel

Apres avoir défini la dynamique d’un état soumis a des interactions répétées continues,

on s’intéresse a I’évolution de ’état lorsque des mesures sont effectuées de fagon continue sur

le systéme auxiliaire. Ces évolutions sont données par les trajectoires quantiques continues
qui sont explicitées dans la section suivante.

1.6 Trajectoires quantiques continues

Nous allons a présent considérer un systeéme couplé H® K ot le systeme auxiliaire K est
soumis a une mesure continue. Dans ce cas, ’évolution aléatoire du systéeme H est décrite
par des équations différentielles stochastiques. Ces équations portent le nom d’équations
de Schrodinger stochastiques, équations maitresses stochastiques ou encore équations de
Belavkin ([BPZ98]). Les solutions de ces équations sont appelées trajectoires quantiques
continues ; elles décrivent 1’évolution de 1’état du systeme H.
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Les trajectoires quantiques ont été originellement introduites par Davies ([Dav76]). Il a
notamment décrit I’évolution d’un atome en présence d’un compteur de photons grace a des
équations différentielles stochastiques obtenues de facon informelle. Plus tard, ces équations
seront justifiées grace a la théorie du filtrage quantique ([Bar06, BL05, BGM04, BVHJ07]).
Néanmoins les outils employés dans ces articles sont complexes : algebre de Von Neumann,
espace de Fock, probabilité quantique, etc. C’est pourquoi, plus récemment, une approche
plus intuitive mais tout aussi rigoureuse a été exploitée. Cette approche consiste a décrire
les modeles continus a partir de limites de modeéles concrets basés sur des approximations
discretes (JAP06, BBB13, BBB12, Pell0a, Pell0b]).

Dans cette section, nous allons étudier deux approches différentes pour définir les tra-
jectoires quantiques continues, puis nous verrons que ces trajectoires peuvent étre obtenues
comme limite de trajectoires quantiques discretes. Dans la Section 3.5, nous étudierons les
trajectoires quantiques associées aux marches quantiques ouvertes.

1.6.1 Mesure sur les trajectoires quantiques

Le but de cette partie est de construire un espace probabilisé permettant de définir les
trajectoires quantiques continues.

A présent et jusqu’a la fin de ce chapitre, les systémes quantiques considérés sont de
dimension finie.

Soit H un systéeme quantique de lindbladien

LO)=K()+> ()
iel
ot I est un ensemble fini (car dim(#H) < oo). Commengons par définir ’'ensemble =! des

trajectoires quantiques jusqu’au temps t de la maniére suivante

== u =}
neN

ou
Sl =& = (i1, eyins t1, s tn) ET" X R 0 <t < ... < t, <t}.

On munit I'espace = de la o-algébre Xt et de la mesure v/ induite par 'application
suivante

Tt (1" X 0,6 P(I") x B([0,5)"),0" x HA) = (54,58 0t)
(ila"'»inuslv"'asn) = (ila'-~7i7173min7~-'75max)

ol ¢ est la mesure de comptage sur I et A\, est la mesure de Lebesgue sur [0,¢)" équipée
de la tribu borélienne B ([0,¢)™). On définit la o-algebre X! = o(X! n € N). Les mesures &
et A\, sont o-finies, on peut donc appliquer le théoréme d’extension de Carathéodory ? qui
nous permet de définir la mesure v* sur (£¢, %) telle que v* = v! sur (2%, 3%). L'espace
Zt des trajectoires quantiques est donc un espace mesuré.

Pour tout état initial p € S(H), on définit la mesure IP’tp sur I'espace =! des trajectoires
quantiques jusqu’au temps ¢ telle que, pour tout £ € 3,

PLE) = [ Tr (Wie (0) 01 (6)

2. Voir [Dool2] pour une preuve.
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ou ¢ = (il, veeybn, 11, ...,tn) S E,fL et
Wi (p) = KD, . 0615 (p).

La mesure Pf, est une mesure de probabilité. En particulier, grace au développement de
Dyson, on obtient :

et£(p) = i > / et g, elmtVK G, ot K(p)dt . dt, .
=0 (i1, amyeqn J O<t < <tn<t
D’ou
P! (ZY) = Tr (ew(p)) =1.
On peut aller plus loin et définir une mesure de probabilité P, sur 'ensemble des trajec-
toires quantiques. Notons que la famille des mesures de probabilité {PZ}DO est consistante.
En effet, PLH*(E) = P! (E) pour tout ¢, s positifs et £ € . Alors le théoréme de consis-

3

tance de Kolmogorov © nous permet d’étendre {IP’Z} a une unique mesure de probabilité

>0
P, sur (Z°°,%°°). On peut a présent définir les trajectoires quantiques continues.

Définition 1.5. Soit H un systéme quantique de dimension finie de lindbladien
L()=K()+ Z D,(.).
el

Soit (5°°,%°°,P,) 'espace probabilisé défini en amont. On considere (p;);>0 la famille de
variable aléatoire :

(pt)tZO : (Eoo’ Eoo’ ]Pp) — (S(H)7 T)
Wi enio ()
Tr (Wt,gm[o,t) (P))

ou p est I'état initial du systeéme, 7 est la tribu induite de Z; (H) sur S(H),

¢ —

t>0

EN0,8) = (i1, eeyiny b1y oy ty) pOur n = max{klty <t}

et
Wi enon (p) = e(tft")Kq)in Dy (p).

On dit que la famille de variables aléatoires (p;);>0 est une trajectoire quantique continue.

FEtudions a présent une autre maniere de définir les trajectoires quantiques.

1.6.2 Equation de Schrodinger stochastique avec processus de saut

On expose ici une autre facon de définir les trajectoires quantiques continues. Enongons
tout d’abord un théoreme qui garantit ’existence et I'unicité de la solution de I’équation
de Schrédinger stochastique avec processus de saut. On dit que cette solution est une
trajectoire quantique continue.

Théoréme 1.7 ([BBI1, Pell0al). Soient H un systéme quantique de dimension finie et L
un opérateur de Lindblad de la forme

L()=Lo.+.Li+> L;. L},
el

3. Voir [@ks03] pour une preuve.
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ot L; € B(H) pour tout i € I L0. Soit (Q,P,P) un espace de probabilité supportant une
famille de processus de Poisson indépendants (N*);cr sur R? et p un état sur H. L’équation
différentielle stochastique suivante

pe=p+ / Lops— + ps— Ly — ps— Tr(Lops— + ps—Lg) ds

t

'L,Os— i
+Z// (Tr zps—L*) —Ps—> ]10<y<Tr(Lips,Li*)N (dyvds) (1-6)

el
admet une unique solution (pt)i>0 d valeurs dans les états sur H.

Remarque. Les deux fagons de définir les trajectoires quantiques (Définition 1.5 et Théo-
réme 1.7) engendrent le méme processus. Tous les détails ne figurant pas ici, le lecteur peut
se référer aux articles [BB91, BGMO04] pour une justification rigoureuse du lien entre ces
deux approches. Il est toutefois important de noter que I’on peut construire les solutions de
I'équation différentielle stochastique (1.6) dans I’espace probabilisé (5°°, £°°,P,). En effet,
pour une trajectoire quelconque & = (iy,...,ipn,t1,...,t,) de Z¢, con31derons le processus
de comptage N*(t) qui dénombre les apparitions de i dans &. Soit (ps)¢>0 la trajectoire
quantique de la Définition 1.5. Il a été prouvé dans [BB91] que

t
(N'(t)) et //]10<y<Tr(Lips_L;)Ni(dy7dS)
0 R

ont la méme loi. De plus, on peut montrer que le processus (p¢); de la Définition 1.5 satisfait

dps = (I/O,Ot— + Pt—LS - pthl“(LOPtf Pth(jS)) de
iPt— T
E — pi— |AN*(1).
(Ir Lipe— L*) 8 ) "

Pour ces raisons, une unique notation désigne les trajectoires quantiques de cette section
et de la section précédente. Toutefois, les trajectoires quantiques continues ont été origi-
nellement obtenues comme limites de trajectoires quantiques discrétes.

1.7 Trajectoires quantiques : du discret au continu

Dans cette partie, nous allons justifier 'introduction des trajectoires quantiques conti-
nues étudiées dans la Section 1.6.2. Il s’avere en effet que les trajectoires quantiques du
modele discret convergent en loi vers 'unique solution de I’équation de Schrédinger stochas-
tique avec processus de saut. Pour montrer cela, nous utiliserons a nouveau les conditions
asymptotiques vues dans le Théoréme 1.6.

Rappelons la définition des trajectoires quantiques discrétes (Section 1.4.2) : (pg)keN
est une chaine de Markov a valeurs dans les états d’un systéme quantique H de dimension
finie, telle que

) Ua (n)8U% (n)
Fo ("""“ Tr (Usn ()80 (1)

pour tout k € N, i € {1,...,p} et U;1(n) € B(H) pour tout i € {1,...,p} et n € N* tels que
ZUH =1.
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Conditions asymptotiques :
On suppose qu’il existe un opérateur auto-adjoint borné H et une famille d’opérateurs
bornés (L;)ieqa,...py tels que

Uyi(n )_I—;<1H+ ZL* )—i—o(i) (1.8)

=2

1
et Uj1(n) = ) pour tout ¢ € {2,...,p}. (1.9)

1
— Lito|—
NLD vn
Nous avons maintenant introduit toutes les notations nécessaires pour énoncer le théo-
reme qui fait le lien entre les versions discréte et continue des trajectoires quantiques.

Théoréme 1.8 (Théoréme 14 de [Pell0a]). Soit (2, P,P) un espace de probabilité suppor-
tant une famille de processus de Poisson indépendants (Ni)iE{Q,...,p} sur R2. Soient T > 0,
n un entier naturel et (pjuy)o<i<t la trajectoire quantique discrete définie grice a l’équation
(1.7). Soit (pt)o<i<T la solution de I’équation différentielle stochastique suivante :

pt = po + / Lops— + ps— Ly — ps— Tr(Lops— + ps—Lg) ds

=

t
EPS—L* i

ol

Lo=— <1H+ ZL* )
=2

Supposons les asymptotiques (1.8) et (1.9), alors la trajectoire quantique discréte (P )o<i<T
converge en loi vers la trajectoire quantique continue (pi)o<i<T-

Remarque. Dans la Section 1.4.2, nous avons uniquement considéré des trajectoires quan-
tiques discretes associées a une observable diagonale. Pour une observable quelconque,
les processus construits comme limites de trajectoires quantiques discretes sont solutions
d’équations différentielles stochastiques diffusives avec sauts. Nous ne détaillerons pas le
cadre diffusif des équations de Schrodinger stochastiques ([Pel08]) car il n’y a pas de terme
de diffusion pour les marches quantiques ouvertes.

Ceci conclut le premier chapitre dont le but est de motiver les modeles stochastiques
présentés dans la suite. Nous pouvons a présent étudier les marches quantiques ouvertes.
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Chapitre 2

Marches quantiques ouvertes a
temps discret

Sommaire
2.1 Définitiondumodeéle . . ... ... ... ... 0 e, 25
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23 Exemple . . . .. .. o e e e 29
2.4 Trajectoires quantiques . . . . . . . . v v i i e e e e 30
2.5 Propriétés . . . . . .. e e e e e e e 34
2.6 Théorémes asymptotiques pour les marches quantiques ou-

vertes homogeénes sur Z% . . . . . . ... e e e 39

S. Attal, F. Petruccione, C. Sabot et I. Sinayskiy ont introduit un nouveau modele
de marches quantiques sur un graphe ([APSS12]). Ces marches quantiques prennent en
compte le comportement des systémes quantiques ouverts, c’est pourquoi elles sont nom-
mées marches quantiques ouvertes. Elles sont les analogues quantiques des chaines de
Markov classiques. Ces marches ont donné lieu a diverses études théoriques dans les-
quelles un théoréme central limite et un principe de grandes déviations ont été prouvés
([AGPS15, CP15]). Les marches quantiques ouvertes étant des généralisations de marches
aléatoires classiques, Y. Pautrat et R. Carbone ont introduit des notions telles que I'irréduc-
tibilité et la période ([CP16b]). Toujours dans l'optique d’étudier les marches quantiques
ouvertes en analogie avec les chalnes de Markov, Y. Pautrat, I. Bardet et D. Bernard
[BBP17] se sont intéressés a la probabilité de visiter un site donné en temps fini, mais aussi
au nombre moyen de visites d’un site. Les résultats sur les marches quantiques ouvertes sont
souvent semblables aux résultats sur les chaines de Markov classiques. Toutefois, les effets
quantiques engendrent parfois un comportement inhabituel. Le Chapitre 3 concernant le
modele continu s’inspire de la méthodologie et des résultats présentés ci-dessous.

2.1 Définition du modeéle

On se donne V un graphe avec un ensemble fini ou dénombrable de sommets et on
considere toutes les arétes orientées {(i,7),4,7 € V'}. Le but est de construire un analogue
quantique d’une marche aléatoire sur V. Pour tout site ¢ dans V', on se donne H; un espace
de Hilbert séparable. Il représente 1’espace des degrés internes de liberté associé au point
i. On note S(H,;) I'ensemble des états sur H,; :

S(Hi) ={p € B(Hi) | p* = p,p = 0,Tr(p) = 1}.
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Pour tout 4,5 dans V', posons Ag € B(Hi, H;), tels que pour tout ¢ dans V' :
Y AAl =1y, (2.1)
jev
ou la série ci-dessus converge fortement. A
Comme nous allons le voir, lopérateur A} représente l'effet issu du passage de i a j.
La contrainte ci-dessus doit étre interprétée comme '’ensemble des effets partant du site

i est égal a I3,". On retrouve la méme idée que pour les matrices de transitions associées
aux chaines de Markov : "la somme des probabilités de partir d’'un site ¢ est 1".

On pose K = @ H; ® |i) et on note D I'ensemble des états diagonaux sur K qui est un
eV
sous ensemble de Z;(K) ou Z; (K) est ’ensemble des opérateurs a trace sur K :

DZ{MEEM%MZE:MQ®WWW@2Q§)NMW=1}

eV eV
On définit aussi M D'application linéaire complétement positive sur Z; (K) telle que :

M: Ti(K) — Tu(K)

pwo = Y BluB
i,jeEV

ol ‘ '
B = A} ® 7).
L’opérateur Bg transcrit ’idée que 'on peut passer de i & j, et dans ce cas la, la transfor-
mation sur I'espace d’état interne est régie par Ag . En effet, si
p=p® i),

alors ' ' o
BluB]" = AlpAl" @ |5)(j] -

L’application M est une application complétement positive (voir Définition 1.4) qui pré-
serve la trace. En effet, soit u € Z;(K),

Tr(M() =Tr | Y BI Bl

i€V

=Tr (> (DAl Al @il | u
i€V %

= Tr(p).

En particulier, M préserve D. Nous avons désormais les objets nécessaires pour définir les
marches quantiques ouvertes.

Construisons a présent le modele de probabilité associé aux marches quantiques ou-
vertes. Celui-ci est relié a la mesure de la position sur le graphe. Supposons que I’état du
systeme /C soit sous la forme diagonale ! suivante :

=3 pli) @il

i€V

1. On s’intéresse uniquement aux états diagonaux car I’application M projette un état quelconque sur
D.
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Une mesure de la "position" sur V' donne la valeur ¢ avec probabilité

qo(2) = Tr(p(i)) -
Apres avoir appliqué M, I’état du systéme devient
M(p) =" (Z Alp A‘*) ® [i) (il .
i€V \jeVv
Une mesure de la "position" sur V' donne alors la valeur i avec probabilité
(@) =Tr [ Y Alp(j) AL
JEV

En mesurant la position pour I'itéré M™ (1), on construit une suite de distributions (gp )nen
sur V. Ces remarques nous ameénent au résultat suivant.

Proposition 2.1 ([APSS12]). Soient ;(*) un état de K et M une application linéaire
completement positive sur Z; (K) telle que :

M: T(K) - LK)
W = Y BluB!" (2:2)
1,jEV

ou

= A @ |j)(i] avec Al € B(Hi, H;).
Alors pour tout n € N*, les états
pb) = M ()

sont de la forme

i = 3 p" (i) @ Ji)i] € D.
eV
De plus,
n+1 Z Az (n) Az*
jev

La proposition ci-dessus nous permet de définir les marches quantiques ouvertes.

Définition 2.1. La suite d’états (u(”))neN est appelée marche quantique ouverte associée
au canal quantique M. Pour tout n € N* et ¢ € V, les quantités

4n (i) = Tr(p™ (i)

définissent une mesure de probabilité g, sur V. Celle-ci est appelée la distribution de la
marche quantique ouverte a 'instant n.

Dans la suite, nous confondrons une marche quantique ouverte et son canal quantique.
On notera donc, par abus, M une marche quantique ouverte.

Remarque. Contrairement a ’article originel sur le théoréme central limite pour les marches
quantiques ouvertes [AGPS15], on autorise le marcheur & "sauter sur place", c’est-a-dire
que l'opérateur B! peut étre non nul. Dans ce cas, le théoréme central limite (voir Section
2.5) est tres légerement modifié. On considére que le marcheur peut stagner afin d’obtenir
des limites de marches quantiques discrétes non triviales (voir Section 3.6).
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Remarque. La suite de distribution (gn)nen n’est pas markovienne, la donnée de ¢ n’est
pas suffisante pour déterminer ¢o par exemple. En effet, pour

p=">_pli)®i)i,
eV
M) = ( 5 A;'-A?;p(k)Ai*Aé*) & i)l
i€V \ j,keVvV

et donc, pour tout ¢ dans V,

@) =Tr | > ALA]p(k)AL A
Jj,kev

La quantité ci-dessus ne peut étre obtenue a partir de

o= X T (Ap()AY) |
Jev %
la connaissance de p est requise. Contrairement aux chaines de Markov classiques, les
distributions (¢, )nen ne peuvent pas se déterminer de proche en proche.

Néanmoins, il s’avere que, sous certaines conditions, les marches quantiques ouvertes
sont exactement des marches aléatoires classiques. Ce cas particulier est détaillé dans la
section suivante.

2.2 Lien avec les chaines de Markov classiques

Dans cette partie, nous allons remarquer que les marches quantiques ouvertes sont des
extensions de chaines de Markov classiques. Rappelons quune chaine de Markov (Y},)nen
sur V est définie par sa distribution initiale pg = (po(i));ev et par sa matrice de transition

P = (pij)ijev ou
pij = P(Y1 = j|Yo =1).

Proposition 2.2 ([APSS12]). Soient (Ug)mev € B(Hi,Hj)Vz une famille d’opérateurs
unitaires et P = (p;;); jey une matrice de transition. On pose, pour tout 7 et j dans V/,

A = .

Légalité Y Ag *Ag = [ est alors vérifiée pour tout 7 dans V. De plus, pour tout état initial
JEV

1@ =3"pO ) @ i)l
eV

les distributions (gn)nen de la marche quantique ouverte sont celles d’une chaine de Markov
classique sur V, de matrice de transition P = (p;;); jev et de distribution initiale po telle
que

po(i) = Tr(p"” (i) ,

pour tout ¢ dans V.

28



Démonstration. Tout d’abord, pour tout ¢ dans V', on a bien

ST AFAl = pUUl =1
JjeEV JjeEV

Par définition, go = pg. Calculons maintenant, pour ¢ dans V,

a1(i) = > Tr (45p 0 ()AT) = 3 piTr (UF U300 3)) = 3 pjipo(i)-
V% JjEV JjeEV

C’est-a-dire que ¢ (i) est la probabilité d’étre sur le site ¢ a ’étape 1 pour une chaine de
Markov classique sur V' de matrice de transition P = (p;;); jev et de distribution initiale
po. De méme, pour ¢ dans V,

@(i) =Tr | > ALA]p(k)AL A
J,kev
J,kev

= > pjipkjpo(k)
J,kev

est la probabilité d’étre sur le site ¢ a I’étape 2 pour une chaine de Markov classique sur
V' de matrice de transition P = (p;;)i jcv et de distribution initiale pg. L’itération de ce
procédé clot la démonstration. 1

Les chaines de Markov classiques sont donc des cas particuliers de marches quantiques
ouvertes. Cela justifie ’étude des propriétés communément associées aux chaines de Markov
(voir Section 2.5). Avant de passer a cette partie, illustrons notre propos par un exemple.

2.3 Exemple

Dans cette partie, nous illustrons les notions vues en amont. On se concentre sur les
marches sur V' = Z telles que H; = H; pour tout i, j € Z.

L’exemple le plus basique de marche quantique ouverte est la marche aléatoire sur 7Z
ou le marcheur peut stagner, sauter a droite ou sauter a gauche, ces transformations sont
régies par Ag, A1 ou A_; respectivement. On pose

B! = Ay ® |i){i| sij=i
=A@+  sij=i+1
—A@i—1) sij=i—1
=0 sinon,

tels que
ABAo%—ATAl%aAi1A71=:I.

Partant de I'état u(®) = p ®]0)(0|, & I'étape suivante on obtient :
p = A_1pA™ | @ [ = 1)(—1] + AopA§ ® [0)(0] + A1pAT @ [1)(1].
La distribution de probabilité de la marche quantique ouverte a son support dans {—1,0,1}

et pour ¢ € {—1,0,1}, ¢1(7) = Tr(A;pA}).
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A Détape 2, I’état devient :

pl? = A21pA% @ | - 2)(-2|
+(A—1 AopAGAL, + ApA_1pAZ 1 A) @ [ — 1) (1]
H(A1AIpATAL ) + AL A1 p AT AT + AGpAFT) ® |0)(0)
~|—(A1A0,0A6A>{ + A()AlpATAB) X |1><1‘
+A2pAT* ®(2)(2].

Le support de g2 est donc {—2, —1,0,1,2}. On peut itérer la procédure ci-dessus et générer
notre marche quantique ouverte sur Z.

Ezemple 2.1. Prenons un exemple concret, ot H; = C? pour tout i € Z,

1 1 (11 1 (1 0
Ag=—I, A} = — t A= — .
v ¢6<0 1>e ' \/5<1 1)

ASAO + ATAl + AilA_l =1.

8 (1)) ® 10)(0[, on obtient les distributions suivantes pour les

On a bien

En partant de 1'état p(9) = (

4 premiéres étapes :

=4 [=3) =2 |[-1) |0 1) 2) 3) 4)
@| O 0 0 0 1 0 0 0 0
| 0 0 0 01667 05 03333 0 0 0
| 0 0 0.0278 0.1667 0.3333 0.3333 0.1389 0 0
gs| 0 00046 0.0417 0.1481 0.25 0.3009 0.2083 0.0463 0
g4 | 0.0008 0.0093 0.0494 0.1296 0.2083 0.2685 0.2284 0.0926 0.0131

Les figures ci-dessous montrent les distributions obtenues aux étapes 3, 8 et 18.

=3 n=g n=18
4=-01 4=-01 — 4=-01
LSe-01 é 2. Se-01L { = Se-01 {
Se=-01 —E S=-01 —E SF=-01 —E
LSe-01 é 2. Se-01L { 2. Se-0l {
Ze-01 é Ze-01 é Ze-01 é
. Se=-01 —f 1.Se=-01 —f 1.S=-01 —f
le-o1 é 1le-o1 le-o1 é
Se-oz é Se-0z é Se-0z é
=00 ] r r r ] =00 . =00 3
1o -s ] s 10 1o -5 o = 10 1o s o = 1o

Sur ces simulations numériques, la distribution de la marche quantique ouverte semble
devenir gaussienne. Les propriétés asymptotiques seront étudiées plus en détail dans la Sec-
tion 2.6. Pour d’autres exemples, sur Z2? notamment, le lecteur pourra consulter [AGPS15]
et [CP15].

2.4 Trajectoires quantiques

Les trajectoires quantiques permettent de simuler les marches quantiques ouvertes. En
effet, une trajectoire quantique est une réalisation d’une marche quantique ouverte. Elle
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peut étre assimilée a un couple (pn, Xy )neny o X, est la position de la particule et py,
est 1’état quantique interne. Le processus (X, )nen est I'analogue d’une trajectoire d’une
chaine de Markov, c’est pourquoi on réalise une étude approfondie de ce processus par la
suite (voir Section 2.5.2 par exemple).

Le principe des trajectoires quantiques associées a une marche quantique ouverte est
le suivant : a partir de n’importe quel état initial u sur IC, on applique M et on effectue
une mesure sur V' de ce nouvel état. La réduction du paquet d’onde donne lieu a un état
aléatoire sur K. A partir de cet état aléatoire, on répete la procédure et ainsi de suite.

Plus particulierement, si p = p ® |7)(i| alors
M(p) =Y AlpAl" ® ) (il
JjeV

Considérons que M () est I'état du systeme, alors la mesure de la position de la particule
renvoie j avec probabilité Tr(AZpAJ"), et dans ce cas, I'état du systeme devient

— 7 @ |5)(j| avec probabilité Tr(AlpA?™).
Te(AlpAT) 17l (A7p477)
Al pAZ*
Te(AlpAT)
Plus précisément, construisons la mesure de probabilité sur Q = VN permettant de
définir les trajectoires quantiques. Pour tout état = > p(i) ® |7)(i| € D, on définit la
eV

On répéte la manipulation en considérant M (

® |j><j>7 ete.

mesure de probabilité P, a 'aide de ses restrictions sur yntl .

Pu(io, -y in) = Tr(A7_ AP p(io) AT AT ),
pour tout n € N, (ig, ..., i,) € VL.

L’équation (2.1) fournit la consistance de ces restrictions, et donc le théoreme d’exten-
sion de Kolmogorov assure que P, est bien définie et ce de facon unique.

Par abus, on notera P cette mesure (sans mentionner 1’état initial du systéme) et on
notera [E I'espérance associée. Par contre, si on s’intéresse a un état initial spécifique de
la forme p ® [i)(i], c’est-a-dire lorsque la particule est initialement sur le site ¢ munie du
parametre interne p, la probabilité correspondante P, sera notée P; ,. L’espérance associée
a P; , sera quant a elle naturellement notée E; ,.

Nous pouvons a présent énoncer la proposition qui définit les trajectoires quantiques.

Proposition 2.3 ([APSS12]). Soit x® = 3 pO(i) @ |i)(i| Pétat initial du systéme K.
eV
La mesure de la position sur V' via la réduction du paquet d’onde transforme 1’état en

wo = % ® |i){i| avec probabilité Tr(p® ()).

Soit M le canal quantique défini par 1’équation (2.2). On itére la procédure : transfor-
mation d’un état via ’application M puis mesure de la position sur V. Celle-ci engendre
une chaine de Markov (wy, )nen & valeurs dans les états de IC. Si I’état de la chaine a 'instant

n est w, = p ® |i)(i|, alors I’état de la chaine & l'instant n + 1 est

AlpA}”

7 7

Wnpt1 =
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En résumé, cela signifie que le processus (wy)nen satisfait (w, = pp @ [Xp)(Xn|), ey O
(Pn, Xn)nen est une chaine de Markov de distribution initiale :

0)(;
(im0 (3220 )) -

telle que si (pn, X5) = (p, 1) alors

AT p AT* o
s )7j> avec probabilité Tr(AgpAg ).

(Pnt1, Xnt1) = (W

De cette proposition découle la définition des trajectoires quantiques.

Définition 2.2. La chaine de Markov (wy,)nen est appelée trajectoire quantique associée a
la marche quantique ouverte M. Elle est la donnée de deux processus (pp)nen €t (Xpn)nen
qui représentent respectivement I’évolution du parametre interne et la trajectoire de la
position de la particule.

Remarque. Le processus (pp, X, )nen est une chaine de Markov mais les processus (pn )nen
et (X,)nen ne sont pas markoviens. En effet, pour n € N, la connaissance de X,, n’est
pas suffisante pour déterminer la distribution de X,,11. La donnée du couple (p,, X,,) est
requise pour obtenir la distribution de X,,+1. De méme, pour tout entier naturel n, la
distribution de p,+1 est déterminée par p, et X,,.

Illustrons notre propos a 'aide d'un exemple simple.

Ezemple 2.2. Considérons a nouveau I’Exemple 2.1. En analogie avec les chaines de Markov
classiques, on dresse ci-dessous le graphe associé a la marche quantique ouverte.

1 1 (11 1 1 0

La figure ci-dessous représente une simulation numérique d’une trajectoire quantique
ou l'axe des ordonnées représente la n-ieme étape et I’axe des abscisses renvoie la position
du marcheur X,,.
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Le résultat qui suit nous permet de faire le lien entre marches quantiques ouvertes et
les trajectoires quantiques associées.

Proposition 2.4. Soient (,u(”))neN la marche quantique ouverte définie dans la Proposition
2.1 et (wn = pp @ | Xn)(Xn|),en la trajectoire quantique associée définie dans la Proposition
2.3. Alors, pour tout n € N,
E(wp) = p™.
De plus, pour tout n € N, la distribution de X,, est égale a ¢,. C’est-a-dire
P(X, =1) = qu(i),
pour tout n € Net ¢ € V.
Démonstration. Soit n € N, alors
E(wn) = E(E(wn|wn-1)) = E(M(wn-1)) = M(E(wp-1))

= M"(E(wo))

= M)

= pu™
De plus, pourn e Net i € V,

gn (i) = Tr(u™ (T @ [i)(i])) = E(Tr(wn(I @ [§) (i) = E(lx,=) = P(X, = ).
O

Revenons brievement sur le cadre spécifique de la Section 2.2 ou les marches quantiques
ouvertes sont des marches aléatoires classiques. Les trajectoires quantiques vérifiant les
hypotheses de la Proposition 2.2 ont des comportements classiques. En effet, on remarque
que le processus (X, )nen est une chaine de Markov classique sur V. Plus précisément, s’il
existe (U); jev € B’(”;’-[,i,?-[j)v2 une famille d’opérateurs unitaires et P = (p;;); jev une
matrice de transition de sorte que, pour tout i et j dans V,

A = /P Ui,
alors le processus (X, )nen défini dans la Proposition 2.3 vérifie
P(Xp =) = Tr(p V() et P(Xpp1 = j| X5 = i) = pij ,
pour tout et i,7 € V et n € N.

On peut a présent étudier les propriétés associées au processus (X, )nen qui représente
la position du marcheur.
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2.5 Propriétés

L’irréductibilité, les temps de retour, le nombre de visites, etc... sont des notions spéci-
fiques aux chaines de Markov. Une marche quantique étant une généralisation d’une chaine
de Markov, il est alors intéressant de mettre ces notions en perspectives dans le cadre des
marches quantiques ouvertes. Les articles [BBP17, CP16b] ont apporté des contributions
majeures sur ces sujets.

2.5.1 Irréductibilité

En général, on s’intéresse aux chaines de Markov (Y},),en dites irréductibles c’est-a-dire
les chaines ou tous les points du graphe communiquent. Cela signifie que pour tout ¢ et
j dans V', il existe un entier n tel que P(Y,, = j|Yp = ¢) > 0. On s’intéresse également
aux chaines de Markov pour lesquelles il est possible d’accéder a tous les sites en n étapes
maximum. On parle alors de n-régularité pour la chaine. Nous essayons d’étendre ces
propriétés aux marches quantiques ouvertes. On définit ci-dessous les notions originelles
d’irréductibilité (introduite par Davies [Dav69]), d’ergodicité et de n-régularité.

Définition 2.3. Soit M une marche quantique ouverte, on dit que M :

» est irréductible si M n’admet aucune projection sous-harmonique non triviale. Rap-
pelons qu’une projection P € B(K) est dite sous-harmonique pour M si

M(P_'Zl(IC)P) - PIl(IC)P;

» est ergodique si pour tout pu € Z1(K), il existe t tel que e (u) > 0;
» améliore la positivité si pour tout p € Z1(K), M(un) > 0;

» est n-réguliere si M"™ améliore la positivité.

Remarque. L’ergodicité admet la formulation équivalente suivante : pour tout pu € Z;(K) et
pour tout ¢ > 0, e () > 0. Le fait que le support de e** (1) ne dépende pas de t constitue
le point clé de la démonstration. De plus, il s’avere que l'irréductibilité et I’ergodicité sont
des notions équivalentes (voir [CP16b]).

Dans le but d’obtenir des définitions en termes de trajectoires (comme dans le cadre
classique), on décrit les notions vues dans la Définition 2.3 & I’aide des opérateurs de Kraus.

Proposition 2.5 ([CP16b]). Soit M la marche quantique ouverte définie par 1’équation
(2.2). M :

» améliore la positivité si et seulement si pour tout x non nul dans K, 'espace vectoriel
engendré par {B/z, i,j € V} est dense dans K ;

» est n-régulier si et seulement si pour tout x non nul dans K, I’espace vectoriel en-
gendré par {B]"..B]'x, i1,...,in, j1,..., jn € V} est dense dans K;

1
» est irréductible si et seulement si pour tout x non nul dans K, I’ensemble (C[Bg |z est
dense dans K, ou C[B{] est ’ensemble des polyndémes en Bf, 1,7 € V.

De cette proposition découle une description trajectorielle de l'irréductibilité, de la n-
régularité et d’amélioration de la positivité. Nous devons tout d’abord introduire quelques
notations : pour i et j dans V', on appelle chemin de ¢ ¢ j une suite finie i, ..., i, d’éléments
de V telle que iy = i et i,, = j. Un tel chemin est dit de longueur n, et on note Py(i, )
I’ensemble des chemins de longueur n. On pose P(i, j) 'ensemble des chemins de longueur
quelconque, c’est-a-dire

P(Zvj) = UnENPn(iaj) :
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Pour des raisons de simplification d’écriture, on associe a chaque chemin
7= (10, -, in) € P(4,5)

Popérateur '
Y j
Ap = A LAY
dans B(H;, H;). On peut a présent énoncer le corollaire suivant qui découle directement de

la Proposition 2.5.
Corollaire 2.1 ([CP16b]). Soit M la marche quantique ouverte définie par I’équation
(2.2), M :

» améliore la positivité si et seulement si pour tout i, j dans V' et pour tout x non nul
dans H,;, l'espace vectoriel engendré par {AZxz} est dense dans H, ;

» est n-régulier si et seulement si pour tout 7,5 dans V et pour tout x non nul dans
M, I'espace vectoriel engendré par {Arx, m € Pp(i,j)} est dense dans H; ;
» est irréductible si et seulement si pour tout ¢, j dans V' et pour tout & non nul dans
H;, Pespace vectoriel engendré par {A,x, ™ € P(i,j)} est dense dans H;.
Remarque. "Améliorer la positivité" est une notion trés restrictive car elle implique que H;
soit de dimension 1 pour tout ¢ dans V et que A7 soit non nul pour tout i, j dans V.
De ce corollaire découle une définition d’irréductibilité en terme de chemins comme
dans le cadre des chalnes de Markov classiques.

Définition 2.4. Pour i et j dans V, on dit que j est accessible & partir de i (on note i — j)
si, pour tout z non nul, l'espace vectoriel engendré par {A,z, m € P(i,7)} est dense dans
H;. On dit que @ et j communiquent si ¢ — j et j — 7. Le Corollaire 2.1 stipule que M est
irréductible si et seulement si tous les points du graphe V' communiquent.

Nous allons illustrer les notions de cette section grace aux exemples suivants.

FEzemple 2.3. Nous exposons ici un exemple de marche quantique ouverte 3-réguliere mais
pas 2-réguliére. Considérons une marche quantique ouverte sur V= {0,1} avec Hg = H; =

CZ?, telle que
1 (1 0 1 (0 1

1 1
Bf = ﬁh@ |1)(1], et BY = 7

On donne ci-dessous la représentation graphique de cet exemple.
1 (01
V2 \1 0

1 (1 0 1,
valo 1 v

La marche quantique ouverte associée & M(u) = > Blj uBg* est irréductible et plus
1,j€V

I®|0)(1].

particulierement 3-réguliere.

1
Néanmoins, elle n’est pas 2-réguliere. En effet, pour x = <0) ® 1),

0 i3 pin,. i i s
y = <1> ® [0) ¢ Vect{Bii B;>x, i1,i2,i3 € V'}.
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FExzemple 2.4. Nous exposons ici un exemple de marche quantique ouverte non irréductible.

Considérons V = {0, 1}, Ho = H; = C?,

By = S51910/0]. B} = ((f 5) ® 10,

1_ 1

Bl = 51 @ (1] et B} = ;5 (? (1)> @ |0)(1] .

Graphiquement, cela donne la représentation suivante.
1 (o1
V2 \1 0
1
1 —1
. V2

1 (01
()

S

Pour z = (1) ® |0), alors

C[BI)x = Veet { G) ® |0), G) ® |1>} LK,

donc la marche quantique ouverte associée & M(u) = Bg ,uBZj * n’est pas irréductible.
i,jEV

De la méme maniére que dans le cas classique, on peut essayer de partitionner V' en
classes de sorte que la chaine de Markov restreinte a chaque classe soit irréductible. Ce
travail a été fait dans [CP16a]. Les mémes auteurs ont étudié la notion de période pour les
marches quantiques ouvertes dans larticle [CP16b]. Nous ne détaillerons pas ce point dans
ce manuscrit car la notion de période est moins pertinente pour les chaines de Markov a
temps continu, et donc moins pertinente également pour les marches quantiques ouvertes
a temps continu qui sont les modeles qui motivent cette these.

2.5.2 Transience et récurrence

La transience et la récurrence sont des propriétés classiques des chaines de Markov. On
rappelle qu’un site ¢ € V' d’une chaine de Markov (Y},)nen est transient (resp. récurrent)
si Ei(n;) < oo (resp. E;i(n;) = o0) ou n; = Y, 1y, —; est le temps de séjour de la chaine
sur le site i, P;(.) = P(.|Yp = i) et E;(.) = E(.|Yy = 4). Dans le cadre classique, ces notions
peuvent étre caractérisées par le premier temps d’atteinte 7; = inf{n > 1,Y,, = i}. En
effet, un site est transient (resp. récurrent) si P;(7; < oo) < 1 (resp. Pi(7; < o0) = 1).
Cette derniére propriété ne sera pas toujours vraie dans le cadre des marches quantiques
ouvertes.

On rappelle également que tous les sites d’une chaine de Markov irréductible sont
ou transients ou récurrents ([Nor98]). Dans le cadre quantique, la dichotomie transience-
récurrence sera remplacée par une trichotomie (voir [BBP17]). Dorénavant, on travaillera
principalement avec des marches quantiques ouvertes semi-finies que ’on définit ci-dessous.

Définition 2.5. On dit qu'une marche quantique ouverte est semi-finie si
dim(H;) < oo

pour tout ¢ dans V.
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On considere le processus (pp, Xpn)nen défini dans la Proposition 2.3, et on définit n; le
temps de séjour de (X, )nen sur le site i :

n; = Z 1x,—i

neN
et 7; le premier temps d’atteinte du site i pour (X, )nen :
7, = inf{n > 1, X,, =i}.

Le théoréeme suivant nous permettra de définir les notions de transience et de récurrence
pour les marches quantiques ouvertes.

Théoréme 2.1 (Corrolaire 3.10 de [BBP17]). Soit M une marche quantique ouverte ir-
réductible et semi-finie. Nous sommes dans une (et une seule) de ces situations :

1. la quantité E; ,(n;) est finie pour tout i,j dans V' et pour tout p € S(H;) ;
2. la quantité E; ,(n;) est infinie pour tout i,j dans V' et pour tout p € S(H;).

Définition 2.6. Une marche quantique ouverte semi-finie M est dite transiente si elle
satisfait la premiere propriété du Théoreme 2.1 et récurrente si elle satisfait la deuxieme
propriété.

Comme mentionné plus haut, contrairement au cas classique, on ne peut pas caractériser
la récurrence ou la transience d’une marche quantique ouverte grace aux premiers temps
d’atteinte 7;. Néanmoins, il existe une trichotomie qui permet de différencier trois cas
distincts.

Théoréme 2.2 (Théoreme 3.1 de [BBP17]). Soit M une marche quantique ouverte irré-
ductible et semi-finie. Nous sommes dans une (et une seule) de ces situations :

1. pour tout i,j dans V', pour tout p dans S(H;),

Eip(nj) =00 et P ,(15 < 00) =1;
2. pour tout i,j dans V', pour tout p dans S(H;),

E;,(nj) < oo et P; ,(1; < 00) < 1;

3. pour tout i,j dans V', pour tout p dans S(H;), E;p(n;) < oo, mais il existe i dans
Vet p,p' dans S(H;) (p nécessairement non fidéle) tels que

Pip(mi <o0)=1etP; y(r; <o0) <1.

Illustrons chaque situation du théoreme ci-dessus par des exemples.
Ezemple 2.5. Le n-iéme exemple illustre la n-iéme situation du Théoreme 2.2.

1. Sur £ = C® (C{O’l}, on considere une des marches quantiques les plus simples
caractérisée par les opérateurs :

Ay =A=1.

Le graphique associé est donné ci-dessous.

1
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Alors (X,,)nen est la chaine de Markov qui saute presque stirement de 1 &4 0 et de 0
al.

Toute marche quantique ouverte irréductible, semi-finie et de graphe V fini, se situe
dans la situation 1 du Théoreme 2.2.

. Sur K = C ® C%, on considére la marche quantique ouverte définie par

V3

. ) 1
A = T,A;_l = 5 pour tout i € Z.

Le résumé graphique de cet exemple est le suivant.

Le processus (X, )nen est une marche aléatoire classique ou la probabilité de sauter
vers la droite est égale a % et la probabilité de sauter vers la gauche est égale a i.

Une chaine de Markov sur V peut étre vue comme une marche quantique ouverte
sur C ® CV. Toutes les chaines de Markov transientes se trouvent dans la situation
2.

. La troisieme situation est la plus étonnante, elle n’apparait jamais en classique. On
reprend ’Exemple 5.2. de [BBP17]. Considérons la marche quantique ouverte définie
sur V =N avec Hg = C? et H; = C pour i > 1, et

o (01 1 o 1 (1
A _<0 0)"40_(1 0)”41—2\/5(1)’

i+l
APl =

3 : 1
{pouriZletAzlzzpouriZZ

Le résumé graphique qui suit est plus pertinent.

o

(o) 7
i @9 DO

C’est un exemple de marche quantique ouverte irréductible ou

0 0
P, (10 < 00) =1 pour p = (O 1)

et

Py (19 < 00) < 1 pour p' = (é 8) .
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2.6 Théoremes asymptotiques pour les marches quantiques
ouvertes homogénes sur Z‘

Dans cette partie, nous nous intéressons au théoreme ergodique, au théoréeme central
limite et au principe de grandes déviations pour un cas particulier de marches quantiques
ouvertes. Plus précisément, on étudie les marches quantiques ouvertes homogenes aux plus
proches voisins sur Z4.

Il s’avere que ces marches quantiques ont des comportements asymptotiques assez clas-
siques. En effet, on a déja remarqué que les distributions des marches quantiques ouvertes
semblent tendre vers des lois gaussiennes (voir Exemple 2.1).

Une légere extension est apportée a D'article originel [AGPS15], on considére que le
marcheur peut rester sur place (cela se traduit par l'introduction de I'opérateur Ag). La
Section 3.8 sur le modele continu s’inspire des résultats et des démonstrations présentés
ci-dessous.

Posons tout d’abord quelques notations : d € N*, {ey,...,eq} la base canonique de Z¢,
eqrr = —ep pour tout r € {1,...,d} et g = 0. On note x.y le produit scalaire usuel sur
R?, |z| la norme associée et enfin z, les coordonnées du vecteur z € R? dans la base
(er)reqi,...d} c'est-a-dire z, = z.e,.

Les marches quantiques ouvertes homogenes aux plus proches voisins sur Z% sont régies
par un canal quantique M de la forme :

M: T(HeCY) - L(HeCY)
M — > BluBl* (2.3)

i,jEZ4
ou H est un espace de Hilbert de dimension finie et
Bl =A,@|j)i| sij=i+e onrel0,.. 2d},

(2
=0 sinon,

avec A, € B(H) pour tout r € {0,...,2d} tel que
2d
S ArA. =1.
r=0

L’opérateur B] transcrit I'idée que 'on peut passer uniquement de i & un de ses voisins
i+ e,, et que dans ce cas, la transformation sur H est régie par A,.

Il s’avere que pour ce type particulier de marche quantique, le parametre interne ne
dépend pas de la position de la particule. Dorénavant, on notera M le canal quantique
associé a I’évolution moyenne du parametre interne :

M: 11(7‘[) — 1-1(7‘[)
2d

p — Z A pAy.
r=0

Nous donnons a présent la définition des trajectoires quantiques pour les marches quan-
. .. 12 s . d
tiques ouvertes aux plus proches voisins sur Z¢. Si ’état initial du systéme sur H @ CZ

est
PO =3 pO3) @ iyl

i€z
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les trajectoires quantiques associées a M sont données par la chaine de Markov (pp, Xy )nen
a valeurs dans S(H) x Z% de distribution initiale :

©)(;
p) 0)(;
P Xo) = | =—— =T
((Po, 0) (Tr(p(o)(i))’z>> r(p™ (i)
telle que pour tout n € N et r € {0, ..., 2d},
(i1, X )(A”)"A:X + ) babilité Tr(Ayppd?).  (2.4)
Prtls Xntl) = Tr(A, A7)0 e, | avec probabilité Tr(A,p,A)). )
2.6.1 Théoréme ergodique

Cette section est consacrée au théoreme ergodique tiré de I'article [KM04] de Kiimmerer
et Maassen.

Théoréme 2.3 (Théoreme 5 de [KMO04]). Soit (ppn, Xn)nen la chaine de Markov définie
grace a l’équation (2.4), alors

0l O est une variable aléatoire a valeurs dans les invariants de M appartenant & S(H).
En particulier, si M admet un unique état invariant noté pi., alors la moyenne de
Cesaro ci-dessus converge presque stirement vers Piny-

2.6.2 Théoréme central limite

Dans cette section, nous étudions le théoreme central limite tiré de l'article [AGPS15].
Tout d’abord, énoncons un lemme qui sera utile dans 1’énoncé et la démonstration du
Théoréme 2.5 qui est le résultat principal de cette section.

Lemme 2.1 ([AGPS15]). Supposons que M admette un unique invariant appartenant a

2d
S(H) noté piny. Posons m =Y. Tr(A,pineAt)e,. Alors, pour tout u € R, I"équation

r=1
~ 2d
Ly — M*(Ly) = (er.u)Af A, — (mau)l (2.5)
r=1

admet une solution et la différence de deux solutions quelconques de (2.5) est un multiple
de Uidentité.

On notera par la suite L,, la solution de (2.5) telle que Tr(L,,) = 0. De plus, si u = e,
alors on note plus simplement L, = L,. On remarque que

d
Ly=Y uL,.
r=1

Enongons a présent le théoréme central limite pour les martingales qui est fondamental
dans la démonstration du Théoréme 2.5.

Théoréme 2.4 (Corolaire 3.1 de [HH80]). Soit (My)nen une martingale réelle, centrée
et de carré intégrable pour la filtration (Fp)nen. Si, pour tout € > 0, les convergences en
probabilité suivantes sont vérifiées :

lim — > " E[(AM)*1ang, eyl Fr1] = 0 (2.6)
k=1
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et

o1& 2 2
S — I;E[(AMI@) | Fr—1] =0 (2.7)
pour un certain o > 0, alors :
M,
Tn £, N(0,02).

\/ﬁ n—+oo

Nous pouvons a présent formuler le théoreme central limite qui est le théoréme principal
de cette partie.

Théoréme 2.5 (Théoréme 5.2 de [AGPS15]). Soit (pn, Xn)nen la trajectoire quantique

définie via 'équation (2.4). Supposons que M admette un unique invariant de S(H) noté

Pinv, alors
X,—nm

\/ﬁ n—>—+>oo

2d
m = Z Tr( Ay pinv Ay )er

r=1

N(0,C)

ol

et C = (Crq)i<rg<d € Ma(C) avec
Crg = Org[ Tr(Arpiny AT) + Tr(Ar‘-i—dpinvAi—i-d)] — My
+Tr(Arpinv Ay Lq) + Tr(Agpine Ay Ly)
*TT(AHdPinvA;erLq) - TT(Aq+dPinvAZ+dLr)
—1y Tr(pinoLq) — Mg Tr(pinyLyr).

Démonstration. On donne ici un résumé tres succinct de la démonstration vue dans [AGPS15] ;
seules les grandes lignes de la preuve sont exposées. Dans un premier temps, on fixe u € R¢
et grace au Lemme 2.1, on trouve une solution de I’équation communément appelée équa-
tion de Poisson, c’est-a-dire qu’on trouve une fonction f sur S(H) x {e;},¢qo,..24) telle
que

(I —-P)f(p,x) =xu—mu, (2.8)

ou P est le générateur de la chaine de Markov (pn, AX,)nen+, plus précisément, on a
Pf(p,x) =E;,(f(p1, X1 — Xp)). Le lecteur pourra consulter [MS02] afin d’obtenir plus de
détails sur I’équation de Poisson pour les chaines de Markov.

Dans un deuxieme temps, nous allons décomposer la variable étudiée a l’aide d’une
martingale et d’un processus borné. Grace a ’équation de Poisson, on a

(Xp —mnm)u = Xou+ i((Xk — Xp1) —m)u
k=1

= Xou+ Y (I—P)f(pr, AXp)
k=1
= Xou+ f(p1,AX1) = Pf(pn, AXp) + Y (f(ors AXx) = Pf(pr—1, AXp 1))

k=2

On pose

n

My =>" (f(pe, AXy) — Pflpp—1, AXp_1))
k=2
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et
Ry, = Xou+ f(phAXl) - Pf(pnvAXn))

de sorte que

(X, —nm).u= M, + R, .

Le reste R, n’apporte aucune contribution au théoreme central limite. Il suffit alors d’ob-
tenir un théoréme central limite pour la martingale M,,.

Dans un troisiéme et dernier temps, on montre, grace au théoreme ergodique, que la
martingale (M,,)nen vérifie les hypotheses du Théoreme 2.4.
O

Illustrons le théoreme ci-dessus par I’Exemple 2.1 vu en amont.

Ezemple 2.6. On considére la marche quantique ouverte sur Z définie par ’équation (2.3),
ot H; = C? pour tout i € Z et

1 1 (11 1 (1 0
Ag=—I, A} = — t A= — .
v ¢6<0 1>e 1 ﬁ(* 1)

On remarque que cet exemple vérifie I'hypothese du Théoreme 2.5 avec

1 1 5 =2 7
pznv_z-[am_OaL_\/g<_2 _5)70_18

Le Théoreme 2.5 stipule donc que

X, r 7
7 nre (0.55)

Cette convergence justifie les allures observées dans I’Exemple 2.1.

Cet exemple clot la sous-section sur le théoréme central limite.

2.6.3 Principe de grandes déviations

Apres I'étude d’un théoréme central limite, la suite logique consiste a établir un principe
de grandes déviations. Cette partie est inspirée de I'article [CP15].

Afin de prouver le principe de grandes déviations, il est nécessaire d’introduire un canal
quantique déformé. Pour cela, on définit les opérateurs A&“) =e 2 A, pour tout u € R?
et tout r € {0,...,2d}. Pour tout u € R%, on note M, le canal quantique associé aux
opérateurs déformés Aﬁ“), c’est-a-dire,

./\;lu: Il(H) — 21(7'[)
2d

p — Z e A pAr.
r=0

Nous allons voir que la notion d’irréductibilité vue dans la partie 2.5.1 est requise pour
le principe de grandes déviations. On l'adapte ici dans le cadre des marches quantiques
ouvertes semi-finies aux plus proches voisins sur Z?.

Proposition 2.6. Soit ® un canal quantique associé aux opérateurs de Kraus (A ),¢qo,.... 24} -
Alors, ® est irréductible si et seulement si pour tout 2 non nul dans H Pensemble C[A, ]z
est égal a H, ou C[A,] est ’ensemble des polynomes en A,.
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Le théoréeme de Perron-Frobenius pour les applications compléetement positives sera
un outil nécessaire dans la démonstration du principe de grandes déviations, on I’énonce
ci-dessous. Le lecteur trouvera une démonstration dans [EHK78] ou dans [Sch00].

Proposition 2.7 ([EHK78]). Soient ® une application completement positive de Z; (H) et
A une valeur propre de @ telle que |\| = 7(®) (ou r(®) est le rayon spectral de @) alors :

» |\| est une valeur propre pour ® qui admet comme vecteur propre p un opérateur
strictement positif (que 'on peut renormaliser pour obtenir un élément strictement
positif de S(H)) ;

» si @ est irréductible alors dim(Ker(® — A\I)) = 1.

En particulier, si ® est irréductible, alors r(®) est une valeur propre de ¢ de multiplicité
géométrique égale a 1 et admet un vecteur propre qui est un élément strictement positif

de S(H).

Remarque. Si on suppose de plus que ® préserve la trace, alors r(®) = 1. Dans ce cas, si
est irréductible alors ® admet un unique état fidele qui est invariant par ®. La réciproque
est également vraie (voir section 7 de [CP16b]) : si @ admet un unique invariant strictement
positif de S(#H), alors ® est irréductible.

Nous allons maintenant énoncer deux lemmes, utiles dans la démonstration du théoréme
principal de cette partie, dont on trouvera les démonstrations dans [CP15]. Le premier
lemme illustre le lien entre M, et la fonction génératrice des moments de X,, — Xo, tandis
que le deuxiéme fournit des informations sur le rayon spectral de M,,.

Lemme 2.2 ([CP15]). Soit (pn, Xn)nen la trajectoire quantique définie via l’équation (2.4).

Pour tout u € R,
E (e (X X0)) = 37 1 (M (o™ (0))) -
i€z
Lemme 2.3 ([CP15]). Supposons que M soit irréductible. Alors, pour tout u € R?, le rayon
spectral de Mu, que l'on notera Ay, = r(/\;lu), est une valeur propre de M, de multiplicité
algébrique égale a 1, et admet un vecteur propre v, qui est un élément strictement positif de

S(H). De plus, la fonction X : u — Ay, peut étre prolongée analytiquement sur un voisinage
de RY.

Enon(;ons a présent une version particuliere du théoréeme de Géartner-Ellis. Ce résul-
tat constitue le coeur de la démonstration du Théoreme 2.7. Rappelons tout d’abord la
définition d’une bonne fonction de taux.

Définition 2.7. Une application I : R™ — R est dite une bonne fonction de taux si I # oo,
et si, pour tout a € R, {x € R%, I(x) > a} est un compact.

Théoréme 2.6 (Gartner-Ellis [DZ10]). Soit (Z,,)nen une famille de variables aléatoires sur
R?. Notons A, : u — log (E (e“’Z”)) le logarithme de la fonction génératrice des moments

de Z, pour tout n € N. 87l existe une fonction A : R? — R différentiable telle que, pour
tout u € RY,

lim lAn(nu) =A(u),

n—+oo N
alors (Zn)nen admet un principe de grandes déviations associé a la bonne fonction de taux :
A"z sup (. — A(u)).
UERd

Ezxplicitement, cela signifie que pour tout ensemble ouvert G et tout ensemble fermé F tels
que G C F C R4,

1 1
. *() < Tominf L <1 1 < _ “(r)
;IGIEA (x) < lér_rgggnlogp(Zn €eG)< lrllrgilg)nlogP(Zn €eF)< ;;Ielg“A (x)
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On peut dorénavant énoncer le théoréme de grandes déviations.

Théoréme 2.7 ([CP15]). Soit (pn, Xn)nen la trajectoire quantique définie via l’équation
(2.4). Si M est irréductible, alors (X";XO)nGN admet un principe de grandes déviations
associé a la bonne fonction de taux :

A" iz — sup (uz —log(\y)) .
u€Rd

Ezxplicitement, cela signifie que pour tout ensemble ouvert G et tout ensemble fermé F tels
que G C F C R?,

— inf A*(z) < liminf ! logP (XnXO € G)
n

zeCG n—-+00 nl X X
< limsup — log P (n_O € F) < — inf A%(x).

Remarque. De plus, si E(e“‘XO) < oo pour tout v € R? alors le principe de grandes
déviations est encore valable pour X, a la place de X, — Xj.

Démonstration. Par souci de simplicité, nous démontrons le théoréme uniquement dans le
cas ou il existe i € Z¢ tel que p(o) (i) > 0. En effet, la démonstration des autres cas est
similaire et ne présente pas d’intérét mathématique particulier. Nous invitons le lecteur a
consulter [CP15] s’il souhaite une démonstration exhaustive.

L’opérateur M étant irréductible, le Lemme 2.3 fournit I'existence d’un état fidele v, tel
que My, (vy) = Ayv, pour tout u € R Pour tout i € Z4, posons r,; = min(Sp(p®)(7))) et

0) (4 ;. ~ N ’ . . ’
Sui = %;(SZ)) (ot Sp(f) désigne le spectre de f). Gréace a la réduction simultanée de deux

formes hermitiennes définies positives, Sp(p(?) (i) —ry iv4) C RT et Sp(sy,ivu—p@ (i) C RT.
On obtient donc les inégalités suivantes :

0)/-
Tou iUy < P( )(Z) < Su,iVu

et donc 3
TuidyVu < MZ(p(O)(i)) < SuiAy Uy -

Grace au Lemme 2.2, la somme des traces de ’équation ci-dessus donne :
Z rus Al < E (eu.(Xn—Xo)) < Z S
i€z i€z

Les sommes de I'inégalité ci-dessus sont finies et strictement positives, donc

lim 2 log (IE (e“'(X”_XO))) = log( ). (2.9)

n——+oo n

Xn—X,
Si P'on note A, : u — log (E <e“' n 0)) le logarithme de la fonction génératrice des

moments de %, et A:u— log(\,) (qui est une fonction analytique d’apres le Lemme
2.3), on a montré que, pour tout u € R,

) 1
ngrfm EAn(nu) = A(u).
Le théoréme de Gértner-Ellis (Théoréeme 2.6) peut donc étre appliqué, ce qui fournit le
résultat attendu avec

A"z — sup (u.x —log(\y)) .
u€RY
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Illustrons le théoréme ci-dessus par ’Exemple 2.1 vu en amont.

Ezemple 2.7. On consideére la marche quantique ouverte sur Z définie par I’équation (2.3),
ot H; = C? pour tout i € Z et

1 1 (11 1 1 0
Ag=—F+=I, Ay =— et A1 =— :
Cove JB<0 1) 1 Vé(* 1)
L’unique état invariant de M est Pinv = %I . Cet état s’avere étre fidele, donc M est irréduc-
tible (cette implication est prouvée dans la section 7 de [CP16b]). Cet exemple vérifie donc

I’hypothése du Théoreme 2.7, c’est pourquoi (%)%N admet un principe de grandes
déviations avec A* comme bonne fonction de taux.

Essayons a présent d’exprimer la bonne fonction de taux. Dans ce but, pour tout u
dans R, nous écrivons M,, dans la base canonique de M3(C) :

et +e 43 e et e
AL — 1 —e U et +e "4+ 3 0 e
Y6 —e 0 e"+e "+ 3 e

e —e U —e Y e+e“+3

Par le calcul, on trouve :

Ay=1 4

N[
=

(e“ et (e et + Ve e £ 3)3

_ (eu +e U 4+ V e2u + e—2u + 3)-};) .

Afin de trouver une formule analytique pour
A o (A/)_1<:L‘)J,‘ — log()\(A/)fl(w))) y
d\, 1

il est nécessaire d’inverser la fonction A’ : v — Tn X I
u u

L’inversion de A’ étant trop complexe au regard de \,, nous allons plutot utiliser des
simulations numériques pour obtenir A*.
Ci-dessous, une simulation de la bonne fonction de taux A* associée a (
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Cet exemple clot le chapitre sur les marches quantiques ouvertes a temps discret. Ces
marches ont inspiré un modele a temps continu. Cette extension continue sera présentée
dans le chapitre suivant.

an_zXO )neN .
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Chapitre 3

Marches quantiques ouvertes a
temps continu
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Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a l’extension quantique naturelle des
chalnes de Markov a temps continu : les marches quantiques ouvertes da temps continu.
Ces marches sont qualifiées d’ouvertes car elles sont inspirées des modeles vus dans le Cha-
pitre 1 sur les systéemes quantiques ouverts. Elles ont été introduites comme limite des
marches quantiques ouvertes a temps discret par C. Pellegrini ([Pell4]).

Sans entrer dans les détails, on étudie I’évolution d’'un "marcheur" qui saute de site
en site a des moments aléatoires sur un graphe donné. Comme dans le cas classique, un
marcheur reste sur une position pendant un temps aléatoire (qui suit une loi exponentielle),
puis saute sur un autre site. Dans notre contexte, les temps de saut dépendent du parametre
interne. C’est pourquoi des comportements différents du contexte classique peuvent étre
observés.

Il est important de noter que, généralement, afin d’étudier une chaine de Markov a
temps continu, il suffit d’étudier la valeur du processus aux instants de saut. En particulier,
il est connu que les durées entre les sauts sont indépendantes et identiquement distribuées.
Par conséquent, le processus aux temps de saut peut étre considéré comme une chaine de
Markov a temps discret et toutes les propriétés de cette chaine (irréductibilité, récurrence,
...) sont transférées au processus & temps continu. Dans notre contexte, ce n’est pas le cas.
En effet, le processus aux temps de saut ne peut pas étre considéré comme une marche
quantique ouverte & temps discret. Une analyse spécifique est alors nécessaire pour étudier
les marches quantiques ouvertes a temps continu.
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3.1 Définition du modéle

Dans cette partie, nous allons introduire le cadre mathématique permettant de définir
les marches quantiques ouvertes a temps continu qui sont les analogues quantiques des
chaines de Markov a temps continu. Les notations de la Section 2.1 sont conservées.

On s’intéresse & des évolutions continues sur le systéme K = @ H; ®|i), qui préservent
iev

D= {/,L € Ti(K), =Y p(i) ® [i){il, p(i) > 0, tr(p(i)) = 1} :

icV eV
En particulier, ces dynamiques sont décrites par des lindbladiens. Dans ce chapitre, on se
concentre sur des opérateurs de Lindblad spécifiques.
Proposition 3.1. [Pell4] Soit £ le lindbladien suivant
L: 11<K:) — Il(]C)

T D
p = A H D (SIS = SASTS i) (3.1)
ijev
i#]
ol [X,Y] = XY —YX, {X,Y} = XY + YX, pour X,Y € B(K), et H, (57); jev sont des
opérateurs bornés de K tels que :

— H= > H; ®]|i)(i], ou H; sont des opérateurs auto-adjoints sur H,; ;
eV

— pour tout i et j distincts dans V, S/ = R/ @ |j)(i| ot R} € B(H;, H;) tels que

> sist

1,JeV
7]
converge fortement.
L’équation
d
—u® = £,® 3.2
M (1), (3.2)
avec condition initiale (%) = Zp(o) (i) ® |i)(i| € D admet une unique solution (u®);>o &

eV
valeurs dans D.

Plus précisément, u) est de la forme p®) = > pW (i) @ |i)(i] ot

2%
3P0 =il D]+ 3 (Rp ()RS — S{RIR]L 0V (0)}), (33)
Jjev
J#i

pour tout ¢ € V.
Cette proposition nous permet de définir les marches quantiques ouvertes continues.

Définition 3.1. L’évolution (3.2) est appelée marche quantique ouverte a temps continu
sur V. Cette évolution est régie par un semi-groupe de Markov quantique 7 = (ew(.)>t>0.
Pour tout ¢t > 0 et tout ¢« € V, les quantités ;

qu(i) = Tr(p" (i)

définissent une mesure de probabilité g; sur V' appelée "la distribution de probabilité de la
marche quantique ouverte a I'instant ¢".
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Introduisons a présent une nouvelle écriture, essentielle pour la suite (Section 3.4), de
lopérateur de Lindblad (3.1). Pour cela, on pose

1 .y
— iH- - J% G
G=—H-7 > sI's],

i,jev
i#]
ce qui donne ’expression suivante pour L :
LO)=G.+.G"+ Y s.s". (3.4)
1,jEV
i#]

Réciproquement, si on considere un lindbladien £ de la forme (3.4) alors £ admet une
écriture comme dans ’équation (3.1) si et seulement si

G+G + Y si*sl=o0. (3.5)
i,jeV
i#j
L’équation ci-dessus est cruciale car elle permet notamment au semi-groupe de préserver
la trace.

Gréace a la décomposition de H par blocs (H =Y H® |’L><Z|>, on peut écrire
%
G=> Gi®li)il
eV
ou .
G; = —iH; — 3 > RI'R!.
JEV
J#i
A l'aide des opérateurs (G)icy, on obtient une nouvelle écriture pour 'équation (3.3) :

d . . . ; N o
SP006) = Gip () + PO ()G + 3 RipVG)RY (36)
JjeVv
J#i
pour tout i € V. L’opérateur R{ décrit la transformation de I’espace d’état interne lorsque
la particule saute de i sur j. Dans le cas ou la particule située sur i reste sur place, I’évolution

sur ‘H; est dirigée par G;. L’égalité (3.5) se transcrit comme suit. Pour tout ¢ € V,

Gi+G;+ Y RI'R! =0.
JjeEV
J#i
On retrouve la méme condition que pour une matrice de taux de transition (g;;); jev d'une
chaine de Markov a temps continu :

Qi + Z qi; =0,
jev
J#i
pour tout i dans V. Plus précisément, nous allons voir dans ce qui suit que les marches
quantiques ouvertes continues sont des généralisations de marches aléatoires continues clas-
siques.
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3.2 Lien avec les chaines de Markov a temps continu

La prochaine proposition montre comment il est possible de construire une chaine de
Markov a temps continu classique a 1’aide une marche quantique ouverte. Rappelons qu’'une
chaine de Markov a temps continu (Y;)¢>0 sur V' est définie par sa distribution initiale py
et sa matrice de taux de transition

Q = (gij)ijev
ou g;; > 0 pour tout 7 et j distincts dans V' et ¢;; = — %ﬁ: gij pour tout ¢ € V.
J#i
Proposition 3.2 ([Pell4]). Pour tout i et j distincts dans V, soient Ug un opérateur

unitaire de B(H;, ;) et @ = (gij)ijev une matrice de taux de transition. On pose, pour
tout ¢ et j distincts dans V,

R = ;!

et, pour tout ¢ dans V,

Alors I’égalité o
Gi+G;*+ZR§*Rf =0
jev
J#i
est vérifiée pour tout i dans V. De plus, pour tout état initial
WO = 3 pO) @ Jiyil.
eV
les distributions (g¢);>0 de la marche quantique ouverte sont celles d’une chaine de Markov
& temps continu classique sur V, de distribution initiale pg telle que po(i) = Tr(p®(i))
pour tout ¢ dans V' et de matrice de taux de transition

Q = (gij)ijev -

Démonstration. Tout d’abord, pour tout ¢ dans V', on a bien

Gi+Gi+ ). RI'R] = quly, + > ;U U] = | qui + > g | In, = 0.
JEV JEV JEV
J# J# J#
Par définition, go = pp. On examine a présent les équations différentielles vérifiées par les
(¢1(7))iev qui découlent des équations (3.6) :

d . . .
aCIt(Z) = —quiqe (D) + Y 4ija:(j)
jev
J#

pour tout ¢ dans V. On obtient donc

d
a% = Qq,

ou @ = (gij)ijev est la matrice de taux de transition. Les distributions (g¢)¢>0 sont alors
dirigées par un semi-groupe de Markov classique 7 = (etQ(.)>t>O. Ceci conclut la démons-

tration. I

Les chaines de Markov & temps continu classiques sont donc des cas particuliers de
marches quantiques ouvertes. Avant d’aborder les trajectoires quantiques pour les marches
quantiques ouvertes, illustrons notre propos par un exemple.
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3.3 Exemple

Dans cette partie, les modeles définis en amont sont présentés a travers un exemple.
On se concentre en particulier sur les marches sur V' = Z telles que H; = Hg pour tout ¢ € Z.

L’une des marches quantiques ouvertes les plus basiques est donnée par la marche aléa-
toire sur Z ou le marcheur stagne, puis saute a droite ou saute a gauche. Ces transformations
sont régies par Gg, R; ou R_j respectivement. On pose

G; = Gy pour tout i € Z,

et
S) =R @i+ sij=i+1
=R ®i—1)] sij=i—1
=0 sinon,
tels que
Go+Gy+RRi+RR1=0. (3.7)

La marche quantique ouverte u*) est donc de la forme u® = 3= p® (i) ® i) (i| telle que
1EL

d . . N . N ) N
(0 = Gop (@) + pV()GG + Rup (i = DR} + Roap (i + DRE

pour tout i € Z.

Exemple 3.1. Prenons un exemple concret, ou H; = C? pour tout i € Z,

_3 0
G():(S 01>,R1=< )etR1:<1 >

L’équation (3.7) est bien vérifiée. En partant de I'état p(©) = <8 (1)> ® 10)(0[, on obtient

une approximation numérique pour les distributions qo, go.1, ¢1 €t qio0 :

= O
[esN NI
O Nl

=3 =2 -1 10) ) 2) 3)
o 0 0 0 1 0 0 0
goa1| 0  0.000375 0.023875 0.953125 0.02225 0.000375 0
g1 | 0.00175 0.037875 0.135375 0.660875 0.143625 0.01825 0.001625
qio | 0.082875  0.185  0.134875  0.194  0.101125  0.085  0.035625

L’évolution de la distribution de la marche aléatoire quantique est donnée ci-dessous.
L’axe X représente |i) la position sur Z (entre —5 et 5), 'axe Y représente t le temps (entre
0 et 10) et 'axe Z renvoie la probabilité g (7).
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Sur ces simulations numériques, la distribution de la marche quantique ouverte semble
devenir gaussienne. Les propriétés asymptotiques seront étudiées plus en détail dans la
Section 3.8.

Remarque. Contrairement au cas discret, le support de g; n’est pas restreint a {—1,0,1}.
Dans cet exemple, le support de g; est précisément égal a Z pour tout ¢ > 0.

Cette remarque met en avant la différence qui existe entre les modeles discret et continu.
Nous allons voir dans le Théoreme 3.1 que les notions d’irréductibilité et d’amélioration
de la positivité sont équivalentes pour le modele continu alors qu’elles ne le sont pas pour
le modele discret. Pour prouver cette équivalence, nous avons besoin d’introduire une ex-
pression pour la marche quantique ouverte a ’aide du développement de Dyson.

3.4 Développement de Dyson

Le but de cette section est d’obtenir une nouvelle expression de p® = etﬁ(u(o)) grace
au développement de Dyson. Rappelons que u(?) = Zp(o)(i) ® |i)(i| € D représente ’état
%
initial du systeme et que 'opérateur de Lindblad £ peut s’écrire

L=K+?, (3.8)

on K(.)=G.+ .G*, G € B(K) et ® une application complétement positive de sorte que
Tr(L(pn)) = 0 pour tout p € Z;(K).

Proposition 3.3. Soit ,u(t) = etﬁ(u(o)) la marche quantique ouverte définie dans la Pro-
position 3.1, avec £ = K + ® une décomposition de Lindblad comme dans 1’équation (3.8),
alors

o

0 = / oK @ (tn—ta- DK @ | (ta=t)K § oK (s, dt, . (3.9)
0

=0 0<t1<...<tn <t

Démonstration. Posons
Ft = 6_tK€tL .
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Cet opérateur vérifie I’équation différentielle suivante :
d
—r
at

pour tout pu € Z1(K). Sous forme intégrale, on obtient

(1) = e F @y (),

t
Ly(p) =Fo(u)+/0 e Kot N Ty, (n)dty

t t rt1
=+ / e M Epe K (1) dty + / / e B Qe Ko~ el2 Ky (1) dtydty
0 0 JO

oo
=u+ Z/ e K peltn—tn-1)K g e(tz‘*tl)K(I)eth(u)dtl...dtn.
1 Jo<ti<<ta<t

De cette décomposition découle une nouvelle expression pour p(t) = ew(,u(o)),

u = K (Mw)) +3 / et B peltn—tn-0)K  GettK(,(0yqs, _ dt, ,
ne1 J0<t1<...<tn<t

la série est bien convergente car le majorant ci-dessous est le terme d’une série convergente :

. 7| || et K] H“(O)H

1 n! 1

/ etE eltn—tn-DK et K (,(0)qe, . dt,
0<t1<<tn<t

O

Nous énoncons maintenant un corollaire découlant de la Proposition 3.3 qui donne une
expression de p® impliquant les opérateurs de transition du lindbladien.

Corollaire 3.1. Soit u¥ = e*(u(?)) la marche quantique ouverte définie dans la Pro-
position 3.1, ou L est 'opérateur de Lindblad (3.4) et ,u(o) est I’état initial du systeme,
alors

u(“=§: 3 / T(&,t) O (T(, )" dty...dt, (3.10)
0<t1<...<tp<t

n=014g,...,in€V
i F k41

ol
T(E = (i0; iy, oos ), 1) = €70GGI Gl eh@

= (=t gin  Rile"%0 @ |i,) (ig| .

In—1

La décomposition de Dyson sera cruciale dans la preuve du Théoreme 3.1 (Section
3.7.1) ainsi que dans la définition des trajectoires quantiques.

3.5 Trajectoires quantiques

A Dinstar des marches quantiques discrétes, les trajectoires quantiques continues sont
des objets stochastiques qui décrivent la distribution d’une marche quantique ouverte.
Ces trajectoires sont des processus markoviens ou la composante représentant la position
de la particule est une généralisation quantique des chaines de Markov a temps continu.
Formellement, les trajectoires quantiques modélisent 1’évolution de 1’état lorsqu’une mesure
continue de la position de la particule est effectuée. L’état a 'instant ¢ peut étre décrit par
un couple (ps, X¢)i>0 ot X; est la position de la particule et p; 1'état quantique interne
donné par le postulat de la réduction du paquet d’onde a I'instant ¢. Nous allons exposer
deux manieres équivalentes de définir les trajectoires quantiques.
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3.5.1 Mesure sur les trajectoires quantiques

Cette section a pour objet d’introduire de facon rigoureuse la mesure de probabilité
[P, sur I'ensemble des trajectoires possibles de la particule lorsque p € D est ’état initial
du systéme. Pour cela, nous nous inspirons de [BB91, BGM04, JPW14] en procédant en
deux étapes. Tout d’abord, on définira 'espace de probabilité (5, ¢, P},) associé aux tra-
jectoires quantiques jusqu’au temps t. Ensuite, nous étendrons cet espace afin d’obtenir
I'espace probabilisé (5°°, 3>, P,) qui permet de définir les trajectoires quantiques conti-
nues.

Commencons par définir ’ensemble =¢ des trajectoires jusqu’au temps ¢ :

=t _ =t
== =

neN

3

oll
EL={E= (10, orins tlyeon ty) € "X R, 0 <ty < .. < 1, < t}.
On munit I'espace =¢ de la o-algébre X! et de la mesure v/} induits par application
suivante :

ot (17X [0,6), P(I"™H) x B([0,)"),6" x hx,) = (Z¢,5¢ )
(i07'~~aina$1>-~75n) = (iOa---yinasminy---asmam)
ol § est la mesure comptage sur I et A, est la mesure de Lebesgue sur [0, )™ équipée de la

tribu borélienne B ([0,¢)™). On définit la o-algebre X! = o(XL, n € N). Les mesures § et A,
sont o-finies, on peut donc appliquer le théoréme d’extension de Carathéodory ! qui nous

permet de définir la mesure v! sur (2%, 3%) telle que v* = v/} sur (£}, %!). L’espace = des
trajectoires quantiques est donc un espace mesuré.
Pour tout état initial p € D, on définit la mesure IF’L sur l'espace =t des trajectoires

quantiques jusqu’au temps t telle que, pour tout £ € Xt
PL(E) = | Te(T(6 1) p (T(E, 1) )dv'(€)
E

N Z Z /0<t <. <Ltp<t ]léeE I (T(£7t) K (T(ﬁ, t))*) dtl”'dt" i (3-11)

n=0140,...,in €V
ON € = (ig, vy b1y s t) € ZE ct
T(£ = (i07 --winath 7tn)7t) - e(t_t")Gi" RiZ—l R:ﬁéethiO (024 |'Ln><20‘ .

Remarque. Les opérateurs de la forme R! sont nuls, cela signifie que le parametre interne
effectue des sauts uniquement si le marcheur se déplace.

La mesure IP’L est une mesure de probabilité. En particulier,

Pl (5") = Tr (e (n)) = 1.

On peut aller plus loin et définir une mesure de probabilité P, sur 'ensemble des trajec-

toires quantiques. Notons que la famille des mesures de probabilité {]P’Z}DO est consistante.

En effet, P"*(E) = P!,(E) pour tout ¢, s positifs et £ € X!. Alors le théoréme de consis-

2

tance de Kolmogorov “ nous permet d’étendre {IP’L} a une unique mesure de probabilité

>0
P, sur (£°°,3%). On peut & présent définir les trajectoires quantiques continues.

1. Voir [Dool2] pour une preuve.
2. Voir [@Pks03] pour une preuve.
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Définition 3.2. Soit p € D et £ un opérateur de Lindblad (3.4) d’une marche quantique
ouverte. Soit (£°°, >, P,,) 'espace probabilisé défini en amont. On définit (w;)¢>0 la famille
de variables aléatoires comme suit :

(Wt)tZ(): (E'oo,zoo’lpu) — (S(K:)vT)
T(¢t) 1 (T(0, 1)’
¢ (Tr<T<§t,t>u<T<&,t>>*>>t>o

ou T est la tribu induite de Z;(K) sur S(K),
& = (igy .oy in, t1, ...y ty) pour n = max{klty <t}

et
T(&,t) = %R Rile" %0 @ Jin) (io| -

tn—1

On dit que la famille de variable aléatoire (w)i>o est une trajectoire quantique continue
d’une marche quantique ouverte.

Par la suite, on s’intéresse uniquement au cas ou ’état initial est de la forme p ® i) (],
c’est-a-dire lorsque la particule est initialement sur le site ¢ munie du parametre interne p.
Dans ce cas, la probabilité correspondante P, sera notée par abus IP; ,. L’espérance associée
a P; , sera quant a elle naturellement notée E; ,.

3.5.2 Equation maitresse stochastique pour les marches quantiques ou-
vertes

On expose ici une autre facon de définir les trajectoires quantiques continues. Pour
cela, nous aurons besoin d’un espace de probabilité (Q2, F,P), dans lequel on considére des
processus de Poisson (N¥); jey indépendants sur R2. Le saut du site i au site j sera régi
par le processus de Poisson N%. Dans cette section, on considére uniquement les marches
quantiques ouvertes semi-finies, c’est-a-dire que H; est de dimension finie pour tout ¢ dans
V. La proposition suivante permet de définir les trajectoires quantiques pour les marches
quantiques ouvertes & temps continu grace aux processus de saut (N"); jev.

Proposition 3.4 ([Pel14]). Soit u) = e'*(u()) la marche quantique ouverte définie dans
la. Proposition 3.1, oti £ est I'opérateur de Lindblad (3.4) et pu© = 3 p@() @ |i)(i]
iev

est I’état initial du systeme. La trajectoire quantique décrivant la mesure continue de la
position de la particule est le processus de Markov (w)i>0 a valeurs dans D tel que

P (i)
Tr(p0)(0))

wo = ® |#)(i| avec probabilité Tr(p(o) (7))

et tel que

Sjws SJ* .,
Wy = w0+/IC ws—) ds + Z // (Tr SJLU _S]*) _w3—>]10<y<ﬂ(sgwssg’*)N J(dy, ds)

JEV
(3.12)

ou

Kw) = L) = Y (SIws!" - wTr(Sjws?)) = Gu + w6 - wTr(Gw + wG"),
i,jEV
i#j

pour tout w € D.
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Plus particulierement, le processus de Markov (w¢)¢>0 est de la forme
wr = pr @ | X)) (Xy]

pour t positif, X; € V et p; € S(Hx,), tel que

pr = pot+ > / (Gips_ + ps—G; — ps—Tr(Gips— + ps_GZ-‘))]le,:ids

iEVO
Rlps_ R g
+ Z //<*—Ps— Ix, =1 i pinNY(dy,ds),
L€V ) R Te(R}ps—R]") 0<y<Tr(Rips—Fi7)
]
X = Xo+ ), //j—z]lxs =i Ly er(rlp, Rj*)Nij(dy,ds)
?;V 0 R '
1]

0) (;
t Xo) = [ =229 _ ;| avec probabilité Tr(p(® (4)).

(p07 U) (Tr(p(o)(i)) ) p (p ( ))

Une trajectoire quantique est donc déterminée par une équation différentielle stochas-
tique. Décrivons brievement comment construire une telle évolution. Le point d’origine
(po, Xo) de notre trajectoire est obtenu en effectuant une mesure de la position, cette

(0) (4 . ep s .

P ) avec probabilité Tr (p9)(i)). Admettons que nous ayons ob-
Te (p() (7))

tenu Xo = i, on considere alors la solution (1:);>¢ de la partie déterministe de ’équation
différentielle stochastique, c’est-a-dire, pour tout ¢ > 0,

mesure renvoie

t
m=po+ /O (Gins + psGF = nyTx(Gins +nsG5) ) ds. (3.13)

On définit maintenant le premier temps de saut 77 = lI;éf {Tf } ou
YES)

— inf{t, N¥ (u, ylu € [0,],y € [0, Tr(RIn, Rl ")) > 1},

pour tout j # ¢. L'infimum est en fait un minimum car les processus de Poisson N 4 sont
indépendants, on note j 1'élément de V tel que 71 = TY. On peut maintenant définir la
trajectoire quantique jusqu’au temps 717 :

, Rlpr,_RI” .
Yt € [0,Th], (pr = m, Xy = 1) et (,OT1 = ml—u,XTl =3].
On résout ensuite I’équation différentielle

t
= pr, + /0 (Gims + 0G5 = nsTe(Gyme + 0G5 ) ds

qui nous permet de définir la trajectoire quantique jusqu’au deuxiéme temps de saut Ts et
ainsi de suite.

Remarque. Les deux fagons de définir les trajectoires quantiques engendrent le méme pro-
cessus. Tous les détails ne figurant pas ici, le lecteur peut se référer aux articles [BB91,
BGMO04] pour une justification rigoureuse du lien entre ces deux approches. Il est tou-
tefois important de noter que I’on peut construire 1’équation différentielle stochastique

56



(3.12) dans l'espace probabilisé¢ (=°°,X°°,P,). En effet, pour une trajectoire quelconque
€ = (g, oy in, t1, ..., tn) de =, considérons le processus de comptage N%(t) qui dénombre
les sauts de ¢ & j. Soit (w¢)i>0 la trajectoire quantique vue dans la Définition 3.2. Il a été
prouvé dans [BB91] que

t
(W90 et | [ [y s N (dyds)
0 R

ont la méme loi. De plus, on peut montrer que le processus (w;); de la Définition 3.2 satisfait

dwt = lC(wt)dt -+ Z
1,j€V
7]

( Sl S7*

: — —w,_ |dNY(2).
Tr(S{ws—S7™)

Pour ces raisons, une unique notation désigne les trajectoires quantiques de la Définition
3.2 et de la Proposition 3.4. Avant d’aborder les propriétés du processus (w¢)¢>0, étudions
des modeles tres particuliers.

3.5.3 Exemple et cas particuliers

Exemple

Etudions & présent un exemple de trajectoire quantique continue. Considérons & nou-
veau 'Exemple 3.1. Cet exemple est illustré par le graphe suivant.

Go Go Go
Rl I Rl Rl Rl
R,1 R_1 R71 R—l
On a H; = C? pour tout i € Z,

-3 0 1 0o 1
0 -3 0 )

Ci-dessous, une simulation numérique d’une trajectoire quantique ou le temps t est en
ordonnée et la position du marcheur X; est en abscisse.

= O
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Cas ou ’on retrouve une trajectoire classique

En examinant les trajectoires quantiques dans le cadre établi dans la Proposition 3.2, on
remarque que le processus (X;)¢>0 est une chaine de Markov a temps continu classique sur
V. Plus précisément, s’il existe (Uf )ijev € B(H, ’Hj)v2 une famille d’opérateurs unitaires
et @ = (gij)i jev une matrice de taux de transition telles que

R! = Ja;U7,

et
Gii
Gi = ngz )

pour tout ¢ et j distincts dans V, alors le processus (X¢)¢>0 défini dans la Proposition 3.4
est une chaine de Markov & temps continu classique sur V' de distribution initiale gg et de
matrice de taux de transition @ = (gsj)i jev-

Décrivons plus en détail le processus (X¢)¢>0. La position initiale Xy prend la valeur
1 avec probabilité 'IT(,O(O) (7)), et dans ce cas 1a, la particule reste sur ¢ durant un temps
exponentiel de parametre —g;; puis saute sur un nouvel état, en choisissant 1’état j avec
probabilité %. Ensuite, sans prendre en compte sa trajectoire passée, elle reste sur le site

7 durant un té;nps exponentiel de parametre —g;;, et ainsi de suite.

Cas ou le processus aux temps de sauts est une marche quantique

Il existe un autre cas intéressant qui est plus général que le cadre établi ci-dessus, pour
lequel le processus associé au temps de saut est une marche quantique ouverte a "temps
discret". On I’énonce dans la proposition ci-dessous.

Proposition 3.5. Soit 7 = (ew(.))t>0 la marche quantique ouverte définie dans la Pro-

position 3.1. Supposons qu'il existe une famille (r;);c1r de réels strictement positifs tels
que

r
Gi = _QZI'HZ 9
pour tout ¢ dans V. Alors le canal quantique

M: T(K) — Ti(K)

I > Z Bg,uBg* )
i,jEV

tel que Bg = }f—?]' ® |7)(i| pour tout i et j distincts dans V', définit une marche quantique
ouverte discrete. De plus, le processus aux instants de saut de la trajectoire quantique
continue est une trajectoire quantique discrete associée au canal quantique M. Les temps
de sauts sont alors indépendants et suivent une loi exponentielle de parametre r; lorsque
la particule est située sur le site ¢ € V.

Le cadre de la proposition ci-dessus est tres restrictif, il est donc souvent impossible de
considérer le processus aux temps de sauts comme une trajectoire quantique discrete.

3.5.4 Lien avec les marches quantiques ouvertes

Comme dans le cadre discret, on expose le lien entre les marches quantiques ouvertes
et les trajectoires quantiques continues.
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Proposition 3.6. Soit u(t) la marche quantique ouverte définie dans la Proposition 3.1 et
wr = pr ® | X¢)(X¢| la trajectoire quantique associée définie dans la Proposition 3.2. Alors,
pour tout t > 0,

E(w) = p®.

De plus, pour tout ¢ > 0, la distribution de Xy est égale a q;.

Démonstration. La premiére égalité est évidente au vu du développement de Dyson (Co-
rollaire 3.1 et Définition 3.2). Pour la deuxiéme partie, posons ¢t > 0 et i € V', alors

¢ (i) = Te(u (I @ [i)(i])) = E(Tr(w, (I @ [i)(i])) = E(Lx,=i) = P(X; =)
On a prouvé que X; a pour distribution ¢; pour tout ¢ > 0. O

Ceci clot la section sur les trajectoires quantiques continues. Ces trajectoires peuvent
étre pergues comme limites de trajectoires discretes (voir Proposition 3.8 dans la section
suivante).

3.6 Des marches quantiques ouvertes discrétes vers celles
continues

Nous avons défini les marches quantiques ouvertes continues a 1’aide d’un opérateur de
Lindblad spécifique (voir I’équation (3.1)). Néanmoins, ces modéles ont été originellement
introduits comme limite des marches quantiques ouvertes a temps discret par C.Pellegrini
([Pell4]). Nous rappelons ici les résultats de convergence qui lient les modeles discrets et
continus.

On notera h le parameétre temporel qui permet de faire le lien entre les marches aléatoires
a temps discret et celles a temps continu. Les conditions asymptotiques pertinentes pour
obtenir des limites non triviales sont :

lim Al =1 Gill =o, (3.14)
h—0 h
% [e%S)
; 2
J .
et lim ) Ai(h) - Rl =0. (3.15)
h=0 i,jeV \/E 00

Nous pouvons a présent énoncer la proposition suivante.
Proposition 3.7 ([Pel14]). Soient u(9) un état de K et M(h) un canal quantique tel que :

M(h): Ty(K) — T(K) A
1 — »_ Bl(h)uB/"(h) (3.16)
1,j€EV
Bj(h) = Aj(h) ® |j)(i] avec Aj(h) € B(Hi, H;),
tels que Z Bg*(h)Bg (h) converge fortement pour tout h strictement positif et tels que
ijev
les conditions asymptotiques (3.14) et (3.15) soient satisfaites. Alors la marche quantique

ouverte discréte <./\/l[%](h)(u(0)))t>0 converge, quand h tend vers zéro, vers la solution

(t)) de 'équati ftresse :
(,LL >0 e equa 1011 Mmaltresse

d

40— p,® 1
gt = L), (3.17)
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ou l'opérateur de Lindblad £ est de la forme :

L(p)=Gu+ pG*+ > Slusi*, (3.18)
1,5€V
i#£]
pour tout pu € Z;(K) avec

G= Z Gi ® |i)(i], G; € B(H;) pour tout i dans V',
eV
Sf = R{ ® |7) (], Rf € B(H;, H;) pour tout i, j distincts dans V',

et G+ G+ > 57*57 = 0 au sens de la convergence forte.
1,j€V
i#j
Par ailleurs, les trajectoires associées aux marches quantiques continues ont été, elles
aussi, construites comme limite de trajectoires quantiques discretes. Nous étudions cet as-
pect dans la proposition suivante, la démonstration repose sur la convergence du générateur
de Markov discret vers celui du processus continu.

Proposition 3.8 ([Pell4]). Considérons V un graphe fini. Soient (w[%])tzo la trajectoire
quantique discréte (voir Proposition 2.3) associée au canal quantique M (h) définie grace
a I’équation (3.16) et (w¢)¢>0 la trajectoire quantique continue définie dans la Proposition
3.4 de lindbladien £ de la forme (3.18). Si les conditions asymptotiques (3.14) et (3.15)
sont respectées, alors le processus (w[ 3 ])tzo converge en loi vers (w¢);>0 lorsque h tend vers
zéro.

Nous avons a présent les outils nécessaires afin d’étudier les propriétés associées a la
position du marcheur (X¢)¢>o.

3.7 Propriétés

Le but de cette section est d’introduire, pour les marches quantiques ouvertes a temps
continu, des notions généralement associées aux chaines de Markov telles que l'irréduc-
tibilité, la transience et la récurrence. En classique, les propriétés du modeéle continu se
déduisent du processus aux instants de sauts. Dans notre cas, le processus aux instants
de saut n’est pas forcément une marche quantique ouverte. Il est donc nécessaire de faire
une étude spécifique pour obtenir des résultats sur le modele continu. Dans cette partie,
nous allons mettre en avant les différences qu’il peut exister entre les marches quantiques
ouvertes discretes et continues.

3.7.1 Irréductibilité

Contrairement au cadre discret 3, la notion d’irréductibilité est équivalente & améliorer
la positivité pour les modeles continus. Ces notions sont définies ci-dessous.

Définition 3.3. On dit que la marche quantique ouverte de lindbladien £ :

» est irréductible §'il existe t positif tel que e’* n’admette aucune projection sous-

harmonique non triviale. Rappelons qu'une projection P € B(K) est dite sous-
harmonique pour e si et*(PZ(K)P) C PZ;(K)P.

» améliore la positivité s'il existe ¢ tel que pour tout u € T (K), e“(u) > 0.

3. Voir Exemple 2.3.
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Le théoreme ci-dessous stipule que, dans le cadre continu, l'irréductibilité et améliorer
la positivité sont des notions équivalentes. De plus, il donne une nouvelle formulation de
I'irréductibilité qui implique les opérateurs de transition du lindbladien.

Théoréme 3.1 ([BBPP18]). Soit T = (em(.)>t>o la marche quantique ouverte, définie

dans la Proposition 3.1, associée au lindbladien

L()=GCG.+ .G+ Y s§.80".
i,j€EV
i#]
Alors les propositions suivantes sont équivalentes.
1. T améliore la positivité.
2. Pour tout ¢ € K\{0}, l"ensemble C[L]p est dense dans K ot C[L] est I’ensemble
des polynomes en (e!“)(t > 0) et en S/ (i,j € V,i # j).
3. Pour tout ¢ € K\{0}, l’ensemble C[G,S]p est dense dans K o C[G,S] est l'en-
semble des polynomes en G et en S7 (i,5 € Vi # j).

4. T est irréductible.

Le corollaire suivant découle immédiatement du Théoréme 3.1. Il donne une définition
plus trajectorielle de I'irréductibilité. Notons =% (i, j) 'ensemble des trajectoires composées
de n sauts jusqu’au temps t allant de ¢ & j est noté

Eli,5) = {6 = (i Jot1y o tn) €MV XR™ 0 <ty < ... <t < t}.

Corollaire 3.2. Soit 7 = (etﬁ (.))t>0 la marche quantique ouverte, définie dans la Propo-

sition 3.1, associée au lindbladien

L()=G.+ .G+ > 8.5
1,jEV
i#]

Alors T est irréductible si et seulement si, pour tout ¢ et j dans V, pour tout x dans
H:\{0}, 'espace vectoriel engendré par

{RI(&,t)z, € € Z(i,5),t > 0,n € N}
est dense dans H; ou

Ri(f,t) _ e(t—tn)GjRj e(tn_tnfl)Gin_l e(tQ—tl)Gil R;l ethi :

tn—1
pour tout t >0, n € N et &€ = (i,41..,in—1,J, L1, -, tn) € ZL(3,7)-

La proposition ci-dessous fournit une condition suffisante pour qu’une marche quantique
ouverte soit irréductible.

Proposition 3.9. Soit T = (et‘:(.))t>o une marche quantique ouverte de lindbladien

L = K + ® ou ® est une application complétement positive et K(.) = G.+ .G* avec
G € B(K). Si ® est irréductible, alors T est irréductible.

Démonstration. La démonstration est évidente grace a la Proposition 2.5 et a la formulation
trajectorielle de I'irréductibilité vue dans le Théoreme 3.1. O
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Ezemple 3.2. Nous allons illustrer le fait qu’il n’y a pas équivalence dans la Proposition 3.9.
En effet, la condition "® est irréductible" n’est pas nécessaire pour obtenir I'irréductibilité de
la marche quantique ouverte. Considérons 7 = (ew(.))po une marche quantique ouverte

sur K = C? ® C?, ot la particule se déplace uniquemeﬁt sur deux sites. L’opérateur de
Lindblad est alors de la forme :

L(p) = Gu+ pG* + ®(p) ot ®(p) = STpST" + 385",
pour tout pu € Z;(K). Plus particulierement, considérons les opérateurs suivants :

1(-1 2 0 1 0 1
G:2(2 1><x><|1><1|+|2><2|>,s%:(1 0>®|2><1|ets;:<1 0>®|1><2'

Les opérateurs ci-dessus sont bien des opérateurs de transition d’un lindbladien car 1’équa-
tion

G+ G* 4 5387 + 83*S3 =0

est vérifiée. Le graphe associé a la position de la particule est donné ci-dessous.
0 1
10
(-1 2 (-1 2
290 1 2\-2 -1
0 1
10

On a C[G, S]¢ = K pour tout ¢ € K\{0}, mais
C[S](e1 @ e1) = Vect{e1 ® e1,e2a @ ea} # K.

On vient donc de présenter un exemple ou T est irréductible alors que @ ne ’est pas.

Cet exemple clot la section sur l'irréductibilité, la suite logique est alors ’étude de la
transience et de la récurrence d’une marche quantique ouverte.

3.7.2 Transience et récurrence

La transience et la récurrence sont des propriétés classiques pour les chaines de Markov
a temps continu. Elles sont des notions essentielles pour comprendre la structure globale
de la chaine. Un site i € V' d’une chaine de Markov (Y;);>0 est transient (resp. récurrent)
si
P; ({t > 0,Y; =i} borné) =1 (resp. 0).

On peut trouver une formulation équivalente a ’aide du temps de séjour de la chaine sur

le site 7 : .
n; = / 1y,—; dt.
0

En effet, le site i est transient (resp. récurrent) si et seulement si E;(n;) < oo (resp.
E;(n;) = 00). Dans le cadre classique, ces notions peuvent étre caractérisées par le premier
temps d’atteinte 7; = inf{t > T1,Y; = i} ou T} est le premier temps de saut. En effet, un
site est transient (resp. récurrent) si P;(7; < 00) < 1 (resp. P;(7; < o0) = 1). Cette derniére
propriété ne sera pas toujours vraie dans le cadre des marches quantiques ouvertes a temps
continu.

62



On rappelle également qu'une chaine de Markov irréductible voit tous ses sites étre
transients ou récurrents ([Nor98]). Nous avons remarqué dans la Section 2.5.2 sur le modele
discret que la dichotomie classique transience-récurrence est remplacée par une trichotomie.
Cette trichotomie sera aussi vérifiée pour le modele continu. Dorénavant, on travaillera avec
des marches quantiques ouvertes semi-finies (voir Définition 2.5).

Considérons (X¢)¢>0 le processus défini dans la Proposition 3.4. Soit T} le premier temps
de saut. On définit, pour tout i € V,

T, = inf{t > 11, |Xt = Z}

le premier temps d’atteinte du site i pour (X;);>0 et

o0
n; = /0 ]lXt:i dt

le temps passé par (X¢)s>o sur le site i. Le théoréme suivant nous permet de définir les no-
tions de transience et de récurrence pour les marches quantiques ouvertes a temps continu.

Théoréme 3.2 ([BBPP18]). Soit T = (etﬁ(.))t>0 une marche quantique ouverte irréduc-
tible et semi-finie. Une (et une seule) de ces situations est réalisée :

1. la quantité E; ,(n;) est finie pour tout i,j dans V' et pour tout p € S(H;) ;

2. la quantité E; ,(n;) est infinie pour tout i,j dans V' et pour tout p € S(H;).

Définition 3.4. Une marche quantique ouverte semi-finie 7 = (etﬁ (.))t>0 est dite tran-

siente si elle satisfait la premiére propriété du Théoréme 3.2 et récurrente si elle satisfait
la deuxieme propriété.

Comme mentionné plus haut, contrairement au cas classique, on ne peut pas caractériser
la récurrence ou la transience d’une marche quantique ouverte grace aux premiers temps
d’atteinte 7;. Néanmoins, il existe une trichotomie qui permet de différencier différents cas.

Théoréme 3.3 ([BBPP18]). Soit T = (etﬁ(.))po une marche quantique ouverte irréduc-
tible et semi-finie. Une (et une seule) de ces trois situations est réalisée :

1. pour tout i,j dans V', pour tout p dans S(H;),

Eip(nj) =00 et P;,(1; < 00) =1;
2. pour tout i,j dans V', pour tout p dans S(H;),

E;p(n;) < oo et P, (1 < o00) <1;

3. pour tout i,j dans V', pour tout p dans S(H;), E;p(n;) < oo, mais il existe i dans
V et p,p dans S(H;) (p nécessairement non fidéle) tels que

]P)i,p('ri < OO) =1cet ]P’Z-vp/(n < OO) <1.
Illustrons a présent le théoréeme énoncé ci-dessus.

FExemple 3.3. Le n-iéme exemple correspond a la n-ieme situation du Théoreme 3.3.

1. Pour V. ={0,1} et Hop = H1 = C, on consideére la marche quantique ouverte définie
par les opérateurs :

1
G0:G1:—§etR(1)IR(1)=1.

Le graphique associé est donné ci-dessous.
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Alors le processus (X¢)>0 est une chaine de Markov classique sur {0, 1}. Le marcheur
stagne alors sur un site durant un laps de temps de loi exponentielle de parametre
1, puis saute sur son site voisin et ainsi de suite.

. Pour V=7 et H; = C pour tout ¢ € Z, on considére la marche quantique ouverte
définie par les opérateurs :

1 3 1
G, = —5 R = \2[, R = 5 pour tout i € Z.

Le résumé graphique de cet exemple est le suivant.

Le processus (X¢)>0 est une chaine de Markov classique a temps continu sur Z ot le
marcheur ne bouge pas pendant un laps de temps de loi exponentielle de parametre

1, puis saute a droite avec probabilité % ou a gauche avec probabilité i.

. La troisieme situation est la plus étrange, elle n’apparait jamais en classique. On
l'illustre par une marche quantique ouverte définie sur V = N, telle que H; = C? et
Ho = H; = C pour tout ¢ > 2, munie des opérateurs de transition suivants :

GOZ_;,Rgz\}g (f) el :—%IQ,R({: (0 1),R=(1 0),
R§:2\1/§

Le résumé graphique qui suit est plus pertinent.

1 . 3 ' 1
G) ,Gi:—Q,R§+1:\2[pouri22et Rﬁflzipouriz&

C’est un exemple de marche quantique ouverte irréductible ou

0 0
P1,(m1 < 00) =1 pour p = (O 1)

et
(10
Py (11 < 00) <1 pour p' = (0 O) .
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Notons que les marches quantiques ouvertes correspondant & des chalnes de Markov clas-
siques (voir Section 3.2) se situent naturellement dans les deux premiers cas. Le troisieme
cas est celui qui differe du cadre classique.

La preuve du Théoréme 3.3 s’inspire du résultat originel en temps discret [BBP17].
L’un des points clés de la démonstration est le fait de pouvoir encadrer le temps moyen de
stationner sur un site. Ce point clé constitue I’objet du lemme suivant, les autres éléments
de la démonstration sont exposés dans [BBPP18].

Lemme 3.1 ([BBPP18]). Soit T = (etﬁ(.))t>0 une marche quantique ouverte irréductible

et semi-finie. On note T* le temps passé sur un site i € V avant le premier saut : T =
inf{u|X, # i}. Alors il existe des constantes strictement positives m et M telles que

pour tout p € S(H;) .

Démonstration. Calculons tout d’abord ]P’,-’p(T" > t) pour tout ¢ > 0. Pour cela, nous
aurons recours a nouveau? a la solution (1;);>0 de 'équation différentielle suivante :

t
n=p+ /0 (Giﬁs + 77st - nsTr(Gins + USG:»CZS'

En utilisant I'indépendance des processus de Poisson N impliqués dans la Proposition
3.4, on obtient

P o(T" > t) IP; ,( "aucun saut ne se produit avant le temps ¢” )

= Py (N7 (wyluc 0,4,y € [0, T (RInR]")|) = 0,v) #1)
= [P, (N"f (u,yyu €0,t),y € [O,Tr (R{nuRg’*)D - o)
J#i

S _ el R RO\
= HeffoiTr(Rfﬁst*)ds —e J%;Lfo r( i Ms Lt ) s

j#i
_ efot Tr((Gi+G)ns)ds (3.19)

L'égalité E; ,(T7) = [5°P; (T > t)dt permet d’obtenir la borne inférieure :

1

E; T > —
A1) 2 G T o

Essayons a présent d’obtenir la borne supérieure.
Supposons par 'absurde qu'il existe p € S(H;) tel que Gip + pG} = 0, alors

> Tr(RIpRI") =0
jev

et donc R{ pR{ * = 0 pour tout j dans V. Dans ce cas, p ® |i)(i| est un état invariant pour
T ce qui est en contradiction avec I’hypothese d’irréductibilité.

Donc Gip + pG¥ # 0 pour tout p € S(H;), de plus Tr(Gip + pG3) < 0. Etant donné
que S(H;) est un ensemble compact, il existe a > 0 tel que

i%f Tr (—(Gi +Gj)p) = .

4. Voir Section 3.5.2.
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L’équation (3.19) permet alors d’obtenir I'inégalité suivante :

. t . *
Pio(T" > t) =E;, (6 Jy Te(=(Gir MS)ds) <e .
De la méme maniere que pour la borne inférieure, on obtient

Ei,p(Ti) <

)

QIr

ce qui conclut la démonstration. O

3.8 Théorémes asymptotiques pour les marches quantiques
ouvertes sur Z‘

De méme que pour les modeles discrets, les marches quantiques a temps continu ont
des comportements asymptotiques assez classiques. Cette partie a pour but de présenter
un théoréme ergodique, un théoreme central limite et un principe de grandes déviations
pour un cas particulier de marches quantiques ouvertes a temps continu. Plus précisément,
on étudie les marches quantiques ouvertes homogenes aux plus proches voisins sur Z<.

Une marche quantique ouverte homogeéne aux plus proches voisins sur Z% est régie par
un opérateur de Lindblad £ de la forme :

£L: Ti(H®CE) — TI,(H & CE) o
U = Gu+pGr+ Y SISt (3.20)

i,jEZ4
ot ‘H est un espace de Hilbert de dimension finie, G = Gy ® I avec Gy € B(H) et

S =R, @i)i| sij=i+e onre{l,..,2d}
=0 sinon,

avec R, € B(H) pour tout r € {1, ...,2d} tels que
2d
Go+Gi+ Y RiR.=0.
r=1

L’opérateur Sg transcrit 'idée que 'on peut passer uniquement de ¢ a un de ses voisins
i+ e, et que dans ce cas, la transformation sur H est régie par R,. De plus, la forme de G
spécifie que I’évolution sur I’espace d’état interne ne dépend pas de la position du marcheur
et que cette évolution est dirigée par 'opérateur Gy.

Nous donnons a présent la définition des trajectoires quantiques dans le cadre spécifique
des marches quantiques ouvertes aux plus proches voisins sur Z¢. Si 1’état initial du systéme

sur H ® CZ* est
pO =3 pO) @ [yl
iez?
alors une trajectoire quantique associée a £ est donnée par une chaine de Markov (p¢, Xt)1>0
a valeurs dans S(H) x Z? de distribution initiale :

0)(;
P ((p0>X0) = <M72>> = Tr(p ()
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et vérifiant les équations différentielles stochastiques suivantes

dps = (GOPS— + ps—GS - pS—Tr(GOpS— + pS_GS))dS

rPs— R*
+Z / <Tr (Rope B Ps> Locy<tr(Rrp,r2)N" (dy, ds) (321)

2d
et dX, = Z / €r ]]-O<y<Tr(RTpS_R;§)NT(dyads)’
r:lyeR

ott (N"),¢q1,....24) sont des processus de Poisson indépendants sur R2.

On note A le générateur de Markov infinitésimal de (p¢, X¢)r>0 et D(A) son domaine.
Pour tout f € D(A), p € Sy et x € Z%, on a

Af(p,z) = pf(f( )

+Z [ ((T/:SR*) $+€T) — f(p,m)] Tr(RpRy), (3.22)

ou F(p) = Gop + pGyy — pTr(Gop + pGf) et D, f représente la différentielle partielle de f
par rapport a p.

Remarque. Dans la suite, il n’est pas nécessaire d’expliciter exactement le domaine de A.
Le générateur de Markov A est uniquement appliqué sur des fonctions C*.

Remarque. Pour ce modeéle particulier de marche quantique ouverte, le processus (p¢)i>0
est markovien. En effet, il ne dépend pas de la position de la particule (X)¢>o. L’évolution
du parametre interne est dirigée par I'opérateur de Lindblad £ suivant :

,CN : I1(H) — 11(7'[)
2d
p — Gop+pGh+ > RypR;.
r=1

Cet opérateur de Lindblad joue un role majeur dans ce qui suit.

3.8.1 Théoreme ergodique

Le résultat qui suit est tiré de 'article [KMO04] de Kiimmerer et Maassen, il est qualifié
de théoréme ergodique. Ce théoreme est crucial dans la démonstration du Théoréme 3.6.

Théoréme 3.4 ([KMO04]). Soit (pi, X¢)e>0 la chaine de Markov définie grace a l’équation

(8.21), alors
1
t/ peds 255 0

o1l O est une variable aléatoire d valeurs dans les invariants de £ appartenant d S(H).

En particulier, si L admet un unique état invariant noté pin,, alors la moyenne de
Cesaro ci-dessus converge presque stirement vers Piny-
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3.8.2 Théoréme central limite

Cette section est dédiée au théoreéme central limite. Nous ne détaillons pas tous les
éléments de Particle [Bril7], le lecteur peut consulter cet article dans la suite du manuscrit.
Néanmoins, nous indiquons la structure de la démarche. Afin d’obtenir un théoréme central
limite pour la position du marcheur (Théoréeme 3.6), le processus étudié est décomposé en
deux parties : une martingale et un processus borné. L’équation de Poisson (Lemmes 3.2
et 3.3) permet d’obtenir cette décomposition. Le processus borné n’ayant pas d’influence
asymptotiquement, il suffit d’obtenir un théoréme central limite pour la martingale afin
d’atteindre notre but. La fin de la démonstration consiste donc a vérifier si cette martingale
vérifie les hypothéses du théoréme central limite pour les martingales (Théoréme 3.5). Tout
d’abord, énongons le premier lemme associé a I’équation de Poisson.

Lemme 3.2 ([Bril7]). Supposons que £ admette un unique état invariant noté pin,. Posons

2d
o= Z Tr( Ry pinu Ry ey .

r=1

Alors, pour tout u € R, Iéquation

2d
LX(J,) = — (Z(er.u)R:RT - (a.u)1> (3.23)

r=1
admet une solution et la différence de deuz solutions quelconques de (3.23) est un multiple
de lidentité.

On notera par la suite J,, la solution de (3.23) telle que Tr(J,) = 0. De plus, si u = e,
alors on note plus simplement J, = .J.. On remarque que

d
Juy = Z UpJy .
r=1

Le Lemme 3.2 permet d’obtenir une solution de I’équation de Poisson. Cette solution est
explicitée dans le lemme suivant.

Lemme 3.3 ([Bril7]). Pour tout (p,z) € S(H) x Z¢ et u € R?, posons

fulp, ) = Tr(pJy) + z.u. (3.24)
Alors fy, est solution de ’équation de Poisson :
Afu(p,z) = cu. (3.25)

Avant d’énoncer le théoreme central limite pour les martingales & temps continu, nous
rappelons quelques notations pour une martingale (M;)¢>o cadlag de carré intégrable. On
note AMt = Mt — Mt,,

t
[M]; = M? — M2 — Q/Xs_dXS
0

et (M); 'unique processus croissant prévisible défini par le théoréme de décomposition de
Doob ([JS13]) tel que M2 — (M); soit une martingale par rapport a la filtration associée a
(Mi)¢>0. Ces trois quantités vérifient la relation suivante :

[M]y = (M)e + Y _(AM;)*.

Le lecteur pourra consulter [JS13] afin d’obtenir plus de détails sur la théorie des martin-
gales. Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme central limite pour les martingales a
temps continu qui est fondamental dans la démonstration du Théoréme 3.6.
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Théoréme 3.5 ([CP05]). Soit (M);>0 une martingale réelle, centrée et de carré intégrable
pour la filtration (Ft)i>0. Si les convergences en probabilité suivantes sont vérifiées :

1
lim E| — sup |[AM|| =0 (3.26)
t—o00 t Ossgt
et M
lim M _ 2 (3.27)
t—oo t
pour un certain o > 0, alors :
M,
R N N(0,0?).

\/E t—-+oo
Nous pouvons a présent formuler le théoreme central limite, élément principal de cette
partie.

Théoréme 3.6 ([Bril7]). Soit (p:, Xt)t>0 la chaine de Markov définie grace a l’équation

(8.21). Supposons que L admette un unique état invariant noté piny, alors

Xt —at L
i o NV
ot
2d
o= Z Tr(RypinvRy)er
r=1

et Ve My(R) telle que pour tout r,q € {1,...,d},

‘/rq = —OQq Tr(pinw]r) - Qp Tr(pianq)
+67"q ( Tr(RTpian:) + TT(Rr+dPian:+d))
+Tr(Rypino Ry Jr) + Tr(Rypine Ry Jy)
— Tr(Rqudpva;erJr) — Tr(Ryyapino Ry 4 Jy) -

Démonstration. L’intégralité de la démonstration se trouve dans l'article [Bril7]|, néan-
moins nous présentons ci-dessous les grandes lignes de la preuve. Dans un premier temps,
on fixe u € R? et grace au Lemme 3.2, il existe f, : S(H) x Z¢ — R telle que

Afu(p,x) = au.

Le générateur infinitésimal A étant celui du processus de Markov (p¢, X¢)¢>0, le processus
(My)>0 défini par

M,

t
Fulpes X0) = Fulpo, Xo) = [ Afulpse X2 )as
= (Xy —oat)u+Tr(pedy) — Tr(podu) — Xo.u

est une martingale locale par rapport a la filtration associée au processus (p¢, X¢)i>0 (pour
plus de détails sur les probléemes de martingales, voir [EK86, RY99)]).

Dans 'optique d’appliquer le Théoréme 3.5, nous devons justifier que (My):>0 est une
vraie martingale. Pour cela, il suffit > de prouver la condition suivante

E( sup \Ms\> < 00.

0<s<t

5. Voir [EK86].
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Cette condition a été vérifiée dans [Bril7], donc (M;)¢>0 est une martingale.

La premiére condition (équation (3.26)) du théoréme central limite pour les martingales
est aisément vérifiable car la taille maximale des sauts de (M;);>0 est bornée. La seconde
condition (équation (3.27)) demande, quant & elle, beaucoup plus de travail. Elle est tou-
tefois vérifiée, donc (My)¢>o satisfait un théoréme central limite.

Le théoreme central limite pour (X; — at) découle alors de celui pour (My)g>o car

(Tr(thu) — Tr(poJu) — Xo.u)

est borné, et ce indépendamment de ¢.

O

Terminons cette partie en illustrant le Théoreme 3.6 grace a I’Exemple 3.1 vu en amont.

Ezemple 3.4. On considére la marche quantique ouverte sur Z définie par 1’équation (3.20),
ou H; = C? pour tout i € Z,

_3 1 0o i

On remarque que cet exemple vérifie I'hypothese du Théoreme 3.6 avec

2

2 0 1 1 (-1 0 73
; = 5 . = —— = — . ‘/ = —
Pin (0 §>’0‘ 0! 10(0 1)’ 125°

Le Théoreme 3.6 stipule donc que

t
X+ —

10 £ 73
— = N(0,— | .
N = ( 125)
Cette convergence explique donc les distributions observées via les simulations numériques
(voir Exemple 3.1).

3.8.3 Principe de grandes déviations

Nous allons maintenant présenter un principe de grandes déviations pour les marches
quantiques ouvertes a temps continu (voir [Bril7]). Le lecteur peut consulter [DZ10] pour
le principe de grandes déviations dans le cadre des chaines de Markov classiques. C’est en
s’inspirant de la démarche classique que nous avons réussi a obtenir un principe de grandes
déviations pour nos modeles (Théoreme 3.8). De facon informelle, I’étude spectrale du gé-
nérateur déformé (Lemme 3.4) permet d’obtenir le résultat souhaité a 'aide du théoréme
de Gértner-Ellis (Théoreme 3.7). Détaillons plus en profondeur 'approche adoptée dans
[Bril7] pour obtenir le principe de grandes déviations.

Afin de prouver le principe de grandes déviations, il est nécessaire d’introduire un
opérateur de Lindblad déformé. Pour cela, on définit pour tout u € R% et r € {1, ...,2d}
les opérateurs

u.er

RW = ¢ R,.

()

Pour tout u € R%, on note £, le lindbladien associé aux opérateurs déformés Ry, c’est-a-
dire, ~
Ly: Ty (H) — I (H)
2d

p = Gop+ pGj + Z e RypR; .

r=1
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Nous énoncons ci-dessous la définition trajectorielle d’irréductibilité © pour un lindbladien
associé & une marche quantique ouverte semi-finie aux plus proches voisins sur Z¢.

Proposition 3.10. Soit Z un opérateur de Lindblad tel que

2d
Z=Go.+.Go+ Y R..R;.

r=1

Alors Z est irréductible si et seulement si pour tout « non nul dans H 'ensemble C[Gg, R, ]z
est égal & H, ot C[Gy, R,] est 'ensemble des polynomes en Gg et en R,.

Les deux prochains lemmes sont des éléments charnieres de la démonstration du principe
de grandes déviations. Plus précisément, le prochain lemme donne des informations sur la
plus grande partie réelle des valeurs propres du semi-groupe de Lindblad déformé {ewu He>o0-

Lemme 3.4 ([Bril7, JPW14]). Supposons que L soit irréductible. Posons
l, = max{Re(\),\ € Sp(L,)}.

Alors pour tout t > 0, la quantité ellv est une valeur propre algébriquement simple de
etfu | et le vecteur propre normé associé v, est un état strictement positif de H. De plus,
Uapplication w — 1, peut étre prolongée analytiquement sur un voisinage de R®.

Le prochain lemme décrit le lien entre la fonction génératrice des moments de X; — X
et le semi-groupe de Lindblad déformé {e'“u};>0.

Lemme 3.5 ([Bril7]). Soit (pt, Xt)i>0 la trajectoire quantique définie via l’équation (3.21).
Pour tout t > 0 et tout u € R%, on a

E(e“'(X”XO)) = Z Tr (etéu(p(o)(i))) .

i€z

La version discréte du théoreme de Géartner-Ellis a déja été énoncée dans le Théoreme

2.6. Nous énoncons ci-dessous la version continue qui est cruciale dans la démonstration
du Théoreme 3.8.

Théoréme 3.7 (Gartner-Ellis [DZ10]). Soit (Z;)i>0 une famille de variables aléatoires sur
R?. Notons A; : u — log (E (e“'Zt)> le logarithme de la fonction génératrice des moments

de Z; pour tout t > 0. Sl existe une fonction A : R — R différentiable telle que, pour
tout u € RY,

lim %At(tu) = A(u),

t—+o0

alors (Zi)e>0 admet un principe de grandes déviations associé da la bonne fonction de taux :

A"z sup (v — Au)) .
u€R?

Explicitement, cela signifie que pour tout ensemble ouvert G et tout ensemble fermé F tels
que G C F C R4,

1 1
. F() < Timinf L <1 1 <_ i “(r)
;221\ (x) < ltlgﬁgf ; logP(Z; € G) < lfgigop logP(Z; € F) < églfmA (x)

On peut a présent énoncer le théoréme principal de cette section.

6. Voir Corollaire 2.1 pour le cadre général.
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Théoréme 3.8 ([Bril7]). Soit (pt, Xt)i>0 la trajectoire quantique définie via l’équation
(3.21). Si L est irréductible, alors (t_()) admet un principe de grandes déviations
>0

associé a la bonne fonction de taux :

Az sup (uwz — 1)
u€ER?

Ezxplicitement, cela signifie que pour tout ensemble ouvert G et tout ensemble fermé F tels
que G C F C R?,

1 X —X
—inf A*(z) <liminf —logP (to € G)
zed t—+o0 ¢ t

1 X —X
< limsup — log P (to € F> < — inf A*(z).
t—+o00 t zeF

Remarque. De plus, si E(e“‘Xo) < oo pour tout v € R? alors le principe de grandes
déviations est encore valable pour X; a la place de X; — Xj.

Démonstration. La démonstration consiste a encadrer la fonction génératrice des moments
de X; — X, afin d’utiliser le Théoréme 3.7. Soit u € RY, lirréductibilité de £ engendre
celle de £, (trivial grace & la Proposition 3.10) et donc £, améliore la positivité d’apres le
Théoreme 3.1. Soit t > 0 et 0 < € < t, on a donc

eLr(p0(i)) > 0,

pour tout i € Z4. D’apres le Lemme 3.4, il existe un état fidele v, tel que e(t=u (vy) =
e(t=9luy,  Posons

Ty, = inf (Sp {665" (p(o) (z))D
et
Tr (e (p0)(i))

Tt = T g Sp(vy)

de sorte que
Ty iUy < e (P(O) (Z)) < Sy, iUy -

En appliquant e(t*)éu, on obtient
ry €My, < eLu (p(o)(i)) < 5y it Vuy, .

En prenant la trace de I'inégalité ci-dessus, le Lemme 3.5 fournit ’inégalité suivante :
e(t—e)lu Z T < E(eu‘(Xi_XO)) < e(t—e)lu Z Suii -
i€z i€Z?

Les sommes ci-dessus sont finies et strictement positives, on obtient donc

lim log (E(e"~<Xt—X0))) =1,.

t—+oo t

X
On pose Ay 1 u — log <IE <e“' K O>> le logarithme de la fonction génératrice des

moments de @ et A :u+— l,. Nous venons de montrer que

. 1
1121 gAt(tu) = A(u).

t—-+oo
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Comme A est une fonction analytique (Lemma 3.4), les conditions du théoreme de Gértner-
Ellis (3.7) sont vérifiées. On obtient alors le principe de grandes déviations attendu avec

A iz sup (uwx —1,).
u€Rd

Illustrons le théoréme ci-dessus par I’Exemple 3.1 vu en amont.

Ezemple 3.5. On considére la marche quantique ouverte sur Z définie par 1’équation (3.20),
ou H; = C? pour tout i € Z,

_3 1 o 1L
G0=<8 O1>,Rlz<9 2) etR—1:<1 6)

Le lecteur peut facilement vérifier que l'opérateur de Lindblad est irréductible grace a la

caractérisation vue en Proposition 3.10. Par conséquent, le processus (%) satisfait
>0

un principe de grandes déviations associé a la bonne fonction de taux A* : z — suf)(u.x—lu).
u€eR

Dans cet exemple, on est capable de calculer [, = max{R(\),\ € Sp(L,)}. En effet,
grice a la décomposition de £, dans la base canonique de M3(C) :

—6 0 0 2(e" + e )
fw 1 0 -5 2(e" +v/2e7") 0
-8 0 2(e" +/2e7¥) -5 0 ’
2(e" 4 2e7v) 0 0 —4

on obtient suite a des calculs fastidieux [,, = i (20 + /208 + 64e2v + 1286*2“). La figure

ci-dessous représente la bonne fonction de taux A*.

0.9
08 o
0.7
0.6
0.5
0.4 -
0.3
0.2

0l

Ceci conclut la section sur les théorémes asymptotiques.
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Chapitre 4

Perspectives

Sommaire
4.1 Probléme de Dirichlet . . . . . . . . .. . i e e 75
4.2 Mesures quantiques non destructives . .. ... ... ... ... s

Ce chapitre est composé de deux sous parties qui exposent des pistes de recherche
et des résultats partiels. La premiere section traite du probleme de Dirichlet pour les
marches quantiques ouvertes a temps continu alors que la deuxieme expose des résultats
asymptotiques sur les mesures quantiques non destructives. Ces deux sections sont tres
distinctes et font I'objet de travaux en cours avec différents collaborateurs.

4.1 Probléme de Dirichlet

Nous présentons ici un travail en cours sur le probléme de Dirichlet pour les marches
quantiques ouvertes a temps continu. Le probleme de Dirichlet classique permet en par-
ticulier de calculer les probabilités d’atteintes d’une chaine de Markov. Nous exposons
brievement quelques résultats, sans rentrer profondément dans les détails. Le probleme
de Dirichlet pour les marches quantiques ouvertes a temps discret a déja été traité dans
[BBP17].

Replagons-nous dans le cadre classique; soit (Y%):>0 une chaine de Markov a temps
continu sur V' de matrice de taux de transition @ = (g;;); jev. On note

T4 =inf{t > 0,|Y; € A}

le temps d’atteinte de la chaine pour le domaine A C V. Le but est a présent de calculer
les quantités
h,‘;q = IP)Z‘ (TA < OO)

ou ¢ € V. Ces quantités sont solutions du probléme dit de Dirichlet :
ht =1siic A,

> aqihi =0sii¢ A
JjeEV

Ces équations sont pratiques car leur résolution permet de calculer les probabilités de
temps d’atteintes (h{');cy pour tout A C V.

Plagons-nous a présent dans le cadre quantique, et plus précisément dans le cadre de
la Section 3.1. Soit (1®);>¢ une marche quantique ouverte de lindbladien £. On suppose
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dans toute cette partie que cette marche admet un unique état invariant fidele de S(K)
que I'on note 0. On définit sur B(K) le produit scalaire suivant :

(X,Y)y = Tr[o!/2X"02Y], o X,Y € B(K). (4.1)

Ce produit scalaire permet en particulier de définir la forme de Dirichlet pour notre pro-
cessus.

Définition 4.1. La forme de Dirichlet associée a la marche quantique ouverte irréductible
de lindbladien £ est la forme quadratique suivante :

E(X,Y) = —(X,L5(Y))g = —Tr [¢'2X "0 2L (Y)], ou X €B(K).  (42)

On note E(X) =E(X, X) et E,(X) =E(X) + « ||X||§ pour tout « positif et X € B(K).

On suppose dorénavant que £ vérifie la condition de balance détaillée (CBD) par rap-
port & o, c’est a dire que L* est auto-adjoint pour (., .),. Notons que cette condition entraine
la positivité de £.

Le théoréme suivant expose la résolution du probléme de Dirichlet pour les marches
quantiques ouvertes a temps continu.

Théoreme 4.1. Soient L un lindbladien, a un réel positif et A un ensemble non vide de
V. Alors, il existe une unique solution H2 € B(K) au probléme de Dirichlet :
X =1Ig, sur A,
" (aD2)
(al = L*)(X) =0k, sur VAA,

ott X € B(K). De plus, HZ est l'unique minimiseur sur Irc, + B(Kyn\a) de la forme de
Dirichlet &, c’est-a-dire

EL(HA) = inf E(X). 4.3
(Hy) XEIKATB(KV\A) (X) (4.3)

Le résultat précédent est une conséquence du théoréeme de Lax-Milgram !. Etudions &
présent le lien entre la solution du probléme de Dirichlet et le premier temps d’atteinte 74
pour la trajectoire quantique (X¢)¢>o.

Théoréme 4.2. Soit H(‘;‘ lUunique solution du probléme de Dirichlet (qDﬁ). Alors, pour
touti eV et pe S(Hi), on a :

Tr [(p @ [i)NHE | = Eiple™). (4.4)

Remarque. Notons que ce théoréme permet d’obtenir la fonction caractéristique de 74. La
solution du probléme de Dirichlet nous donne par conséquent la loi de 74.

Le point clé de la démonstration (Lemme 4.1) est la correspondance entre le probléme de
Dirichlet (qDé) et le probléme de Dirichlet classique lié & la trajectoire quantique associée
a la marche quantique ouverte :

fp,i)=1 pour tout i € A, p € S(H,), (cDA)
(af —A) f(p,i) =0 pour tout i € V\A, p € S(H,), @

ou l'inconnue f € D(A) avec A le générateur de Markov infinitésimal de (ps, X¢)¢>0 (voir
Section 3.5.2).

1. Voir [BCL99] pour une démonstration.
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Lemme 4.1. L’opérateur H2 est solution du probléme de Dirichlet (¢D2) si et seulement
si hid € B(K) est solution du probléme de Dirichlet (¢cD2), ot

hi(p,i) = Tr((p ® li) (i) HZ! |, (4.5)
pour tout i dans V et p dans S(H;).

Ces résultats sont issus d’un travail en cours avec différents collaborateurs.

4.2 Mesures quantiques non destructives

Nous étudions a présent les propriétés asymptotiques liées aux modeles de mesures
quantiques non destructives. Ces modeles sont décorrélés de ceux présentés jusqu'a pré-
sent, ils s’inscrivent néanmoins dans le cadre des systémes quantiques ouverts. Les mesures
quantiques non destructives ont été popularisées par des expériences concretes [Har03] ou
le nombre de photons dans une cavité a été mesuré sans détruire cette cavité. Le cadre phy-
sique auquel nous nous intéressons est constitué d’un systéme quantique S subissant une
succession de mesures indirectes. Plus précisément, le systéme S interagit avec une chaine
infinie de systemes auxiliaires identiques et indépendants de sorte que suite a chaque inter-
action entre S et une partie du systéme auxiliaire (appelée sonde), une mesure est effectuée
sur la sonde. Concernant le modéle spécifique des mesures de non-démolition quantique,
les premiers résultats de convergence ont été obtenus dans [BB11] et une généralisation
complete est fournie dans [BBB13]. En particulier, une estimation précise de la stabilité a
été établie.

Présentons brievement le cadre mathématique. Le systéme S est décrit par un espace
de Hilbert Hs muni d’une base orthonormale {|a),a € A} dont les éléments sont appelés
les états pointeurs. Soit ¢,(.) la distribution sur les états pointeurs de I’état de Hs apres
n interactions et n mesures. Dans [BBB13], il a été prouvé, sous une condition de non-
dégénérescence, que la séquence de distribution (g, (.)) converge vers une distribution dp(.)
ou I' est une variable aléatoire distribuée sur les états pointeurs {|a),« € A}. De plus, la
distribution de I' reproduit la mesure associée a la réduction du paquet d’onde qui aurait eu
lieu si une mesure directe avait été effectuée initialement sur S. Dans [BBB13], un résultat
plus précis est démontré en utilisant des techniques de martingales et en conditionnant
la valeur de I'état final I'. En particulier, les auteurs de cet article obtiennent une loi des
grands nombres de la forme

lim - log <ZZE§;> = S(T, )

pour une entropie explicite S. Un tel résultat est généralement affiné par un théoréme li-
mite central qui permet de spécifier la vitesse de convergence dans la loi des grands nombres.

Dans cette optique, on s’intéresse a un théoreme central limite pour les mesures quan-
tiques non destructives (Théoréme 4.5). On s’intéresse également a des estimations de
Berry-Esseen (Théoréme 4.6) qui permettent de donner une estimation de la vitesse de
convergence dans le théoréme central limite. En particulier, cela pourrait permettre de
développer un test d’hypotheses sur les états pointeurs, et ainsi d’obtenir de I'information
sur I'état du systéme S. De multiples tests statistiques pour les mesures quantiques non
destructives ont déja été étudiés dans la littérature [BGP18, SCIBT15].
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4.2.1 Modeéle

Dans cette partie, nous décrivons le modeéle et les objets associés aux mesures non
destructives. Notre systéme quantique est décrit par Hs que I'on munit d’une base ortho-
normale Vectaea(]a)). Le systéme est en interaction avec une suite infinie de systémes
quantiques donnée par

oo
& H,
k=1
olt Hy, = H = Vectiez(|i)) pour tout k > 1, avec H un espace de Hilbert de dimension finie.

Commencons par décrire la premiere interaction entre Hg et la premiere copie H; = H.
Considérons ¢g € Hs (représentant 1'état initial du systéme) et ¢ € H (représentant 1’état
de la sonde), alors ’état du systeéme bipartite, avant I'interaction, est ¢g ® 1. Le but de la
mesure indirecte est d’acquérir des informations sur Hs et notamment sur la distribution
de ¢g le long des états pointeurs. En particulier,

$o = (¢0, )|a)

acA

et donc la distribution (go(«))aca associée a la mesure de ¢ le long des états pointeurs
est définie par

QO(a) = |<¢)07 a>‘27

pour tout a € A.

Nous considérons une interaction usuelle pour les mesures quantiques non destructives
régie par I'opérateur unitaire :

U= |a)a|® U,
acA

ol (Uy)aca est une famille d’opérateurs unitaires sur H. Apres linteraction, I’état du
systéme ¢g ® ¥ devient

Ugo @) = D> (o, a)(Uah, i) o) @ |i).

a€Ai€T

Notons que si ¢g = |a) pour un certain «, alors

U(po @) = |a) @ Ugh.

C’est une caractéristique spécifique des mesures quantiques non destructives. En particu-
lier, si on prépare préalablement notre systéme dans un état pointeur, alors 'interaction
avec le systeme auxiliaire ne transforme pas le systéme d’étude.

On considere & présent une mesure indirecte le long de la base {|i) }icz. Commengons
par un cas particulier ou I’état initial du systéme est ¢g = |«). Dans ce cas, on note 7 (i|a)
la probabilité d’observer 1'état |i), c’est-a-dire

7(ila) = P["observer i”] = | (i, Us))|?.
Dans le cas général, la probabilité d’observer |i) est

m(i) = Y ¢, B)P1{Use, i)

BeA

= > q@)r(lB).

BeA
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La réduction du paquet d’onde nous informe alors que 1'observation de |i) projette ’état
du systéeme sur

> o, ) (Uath, i) |av)

acA

> o, ) (Uath, i) |ax)

acA

® 7).

Suite & l'observation de |i), le systéme sur Hg devient

> (B0, a)(Uatp, i) o)

o ($0, ) (Uath, i)
= =) " a).
S (60, 0) (Uaty iy o) | aer VD

acA

Notons que si ¢g = |«), alors on a toujours ¢ = |a).

Si le résultat de la mesure sur le systéme auxiliaire est ¢ € Z, alors la probabilité que le
systéme soit en |«) est

1(@) = lfgn, )P — gy T

Le vecteur ¢ (.) décrit la distribution le long des états pointeurs de ¢; suite a 'observation
deteT.

On itere ensuite la manipulation en faisant interagir une deuxieme sonde Ho dans 1’état
1) avec Hg, et ainsi de suite. L’évolution du systeme Hg est décrite par une suite aléatoire
d’états (dn)nen telle que

Z (fn, ) (Uath, i) )

acA

> (¢n, @) (Uat), i) |a)

acA

¢n+1 =

)

avec probabilité
(i) = au(B)7(ilB)
BeA
ot ¢ (B) = |{én, B)|?, pour tout B € A. La suite de distributions aléatoires (g, )nen sur A
satisfait donc
Gn+1(a) = qn(a)ﬂmo_é) avec probabilité 7, (i) = Z an(B) (1] B) .
7 (1) e

En particulier, si les n premiers résultats des mesures successives sont (i1, ..., i), alors

pour tout o € A.
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Définissons a présent ’espace de probabilité sur lequel on travaille. Posons tout d’abord
Q = 7N que 'on munit de I’algebre cylindrique. Plus précisément, on note

Ai17-~-,in = {w c Q|UJ1 = ’il, e, Wp = ’Ln}

un cylindre de taille n et F,, la o-algebre engendrée par I’ensemble des cylindres de taille
n. La tribu cylindrique est alors la o-algébre engendrée par tous les F,. On définit alors
une mesure de probabilité P sur les cylindres de taille n de sorte que

n

JP’[w c Q|w1 =11,...,Wp = Zn] = Z qo(a) H W(ik|04) .
acA k=1

La mesure définie ci-dessus s’étend en une unique mesure, que I’on note encore P sur la tribu
cylindrique grace au théoréme d’extension de Carathéodory 2. Notons que (€2, (Fy,)n, P) est
un espace de probabilité filtré.

On note (X,)nen« la suite de variables aléatoires décrivant les résultats des mesures
successives, alors F,, = 0(X1,...,X,) et

n

PX1 =i1,.... Xp = in) Z qo(a H (ig|a) . (4.6)

acA k=1

Le but est maintenant d’étudier le comportement asymptotique de gy,(.), ot gn(.) re-
présente la distribution résultant de la réduction du paquet d’onde lorsqu’une mesure est
effectuée sur S suite aux n mesures successives. Enongons un premier résultat.

Théoréme 4.3 ([BBB13]). La suite (qn)nen est une F,, martingale qui converge presque
stirement et dans L' vers une variable aléatoire ¢oo.
De plus, si
Va# B €A, JieZ, n(ila) # n(i]B), (4.7)

alors il existe une variable aléatoire T' a valeurs dans A telle que qoo(.) = or(.) et

pour tout o € A.

Remarque. Grace a ce théoreme, on peut montrer que

Notons que P[y = «] = go(«) correspond a la probabilité d’observer « lorsqu’une mesure
est effectuée directement sur le systeme initial. Cette remarque justifie le fait que l'on
puisse interpréter le comportement asymptotique des mesures quantiques non destructives
comme la réduction du paquet d’onde sur I’état initial.

Les preuves des théoremes asymptotiques qui vont suivre reposent sur des caractéris-
tiques concernant le changement de mesures qui ont été mises en évidence dans [BBB13].
Nous les exposons maintenant. Pour tout v € A, notons @, la probabilité définie via la
formule de changement de mesure

()
1@, = q0(7) ar.

2. Voir [Dool2] pour une preuve.
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On peut remarquer que

Qn(’)/)
¥n e N,dQ,z, = dp.
= 0(v)

De plus,

0 (4) = o, (1) = & (1220 ) = (G ) = palr =),

pour tout A dans la tribu cylindrique. On obtient donc la décomposition suivante :

P=Y PL=9PLT=9]=> oMQ,. (4.8)

yeA yEA

De plus, les mesures (Q)yca sont mutuellement singulieres et les variables aléatoires
(Xn)pen sont iid sous Q, pour tout vy € A. En effet,

@mgﬂazmnzggﬁmaﬁnzmn
IT 7 (ikl7)
== P(N_y{ Xy = ix})
5 qo(8) 11 =(ixl8)
BEA =

)

k=1

pour tout (iy,...,i,) € Z™.

La suite (X, )nen+ n’est pas markovienne en général mais si ces variables aléatoires
sont conditionnées par rapport a I', alors elles deviennent iid. Par ailleurs, si qo(y) = 1,
c’est-a-dire ¢g = |y), Pexpression (4.6) devient

n
P[Xp = in, Xn—1 = in-1,..., X1 = ir] = [[ w(ixlv)
k=1

qui correspond au terme obtenu dans la démonstration ci-dessus. Cela signifie, en particu-
lier, que conditionner par rapport a la valeur finale I est équivalent & considérer ’expérience
en partant de cette valeur.

Les mesures (Q),e4 sont primordiales dans les démonstrations des théorémes qui vont
suivre.

4.2.2 Loi des grands nombres

Enoncons a présent la loi des grands nombres associée aux mesures répétées non des-
tructives.

Théoréme 4.4 ([BBB13]). Pour tout a € A, la convergence suivante est vérifiée :

(318 . (25

€T
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Démonstration. Fixons n € N et o € A, focalisons-nous sur

-G

QO

n
ou Ny(i) = Y 1x,—;. Par conséquent,
k=1

o (12) o (88) e v () o

Comme (X,),,c sont iid sous Q», la loi des grands nombres fournit la convergence suivante :

1 . .
ENH(Z) =2 7(i]y) Qyp.s.. (4.10)
Gréce a la décomposition (4.8), on a
1 . . .
P (5800 5 76ID)) = X ()@, (380 = 7GID)) = X ao(y) =
n n—o0
yEA yEA
pour tout ¢ € Z. L’ensemble Z étant fini, on obtient

(s e () . Erm(38)) -1

i€ i€

Le théoreme découle alors de I’équation (4.9).
0

La section suivante consiste notamment a étudier le théoreme central limite qui permet
de spécifier la vitesse de convergence dans la loi des grands nombres.
4.2.3 Théoreme central limite et théoréme de Berry-Esseen

Nous étudions a présent le théoreme central limite et le théoreme de Berry-Esseen pour
les mesures quantiques non destructives.

Théoréme 4.5. Soit a € A, alors la convergence en loi

_ sty gn(a) IV e (i) o
P [nl & (%(F)) zeZI (i[T) log (7r(2|r)>} n—o00 v (a, I)N(0,1)

2
(i) 2 . (i)
est vérifice avec o%(a,T) = > m(il) (log (ﬂgz‘“ﬂg)) - (%:IW(MF) log (ﬂgill“g)) .

i€l
Démonstration. En conditionnant par les différentes valeurs possibles de I', on obtient

(%) - e, ()

yeA

=> aly IE(%(exp(ztf[ ZZ Ix,— —m ))log( Ei:j;)

yeA k=114l
1 qo(a)
+n10g<q0(fy)>]>) : (4.11)

82




Premiére méthode : Soient « et v € A, on introduit

Yilany) = 3 (Lxoes — 7(i7)) log (”“ﬁ'o‘)) ,

- m(ily)

pour tout k£ € N. Ces variables aléatoires sont centrées, de carrés intégrables, et iid sous
Q,. Le théoreme central limite classique fournit donc

it Zn: Yie(a,y) 2
Eg, | e N k=1 — e~z (@)

R n—00

ou o?(a,7) =Eg, (M1 (a,v))Q. Plus précisément,

o?(a,7) = Y Eq, (Ix,=i) (log( Z||a§> 2

i€l
G g )
+ (%;W(zh) log i

() (o)

Lorsque n tend vers l'infini, ’équation (4.11) devient
. it 7, —252(q,
I B () = 3 (570,
vE

le terme de droite étant la fonction caractéristique de Z ~ o(a, I')N(0,1).

Deuxiéme méthode : On pose T, = (1x,= — 7(i[7)), - Sous Qy, (Tn)nen sont des
variables aléatoires centrées, de carrés intégrables et iid. Alors le théoréme central limite
classique fournit une convergence en loi par rapport a Q. :

T, =5 T~ N(0,%)
—00

n

o ¥ = (%ij)ijer € Mz/(R). Plus précisément, pour tout i, j € Z,
ij = Bo, (Tn(i)Tn(j)) = —m(il)m(jly) + dijm (i) -

Notons V(a,v) = (log (:EZ‘I:‘D)ZGI pour tout v € A, alors

V(a,7). T =5 V(a,7).T ~ N(0,V(e,9)'SV (7))
Lorsque n tend vers U'infini, ’équation (4.11) donne

lim E (") = 3 qo(y)e~ TV (@S (@)

n—oo
yEA

De plus, V(a,7)'2V(a,y) = X n(i]v) (log (?21%))2 - (ZiGI 7(i|y) log (77: im))Q, c’est

€T

lim E (eitZ”) =E (eitz) .

n—oo

pourquoi
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On s’intéresse a présent au théoréme de Berry-Esseen pour les mesures quantiques non
destructives.

Théoréme 4.6. Soient o € A et n € N*. Posons

> _ VL (@) S~ e ()
P o) lnl g(qn@)qo(a)) 2 “F)lg(w(ur))}

i€l

alors

. a, Cherry
(2 <) —no)| < = (G20) - Gem

ou x € R, n est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, o(a,T) est
définie dans le Théoréme 4.5 et

et (i () )
s (s5mm (e (375))) (o (535
+2<§ i|T) log< (iI) )) ’

Démonstration. Soient a € A et n € N*, 'équation (4.9) fournit une nouvelle formulation
pour Z,

pla,T') =

Zp = QPIZYkQF

Pour tout x € R, on a donc

P(Z, <) —n(x) = Y a1 (Q, (20 < 2) — (@)

yeA
> Yi(a,7)
—%4(]0(7) Qy k:(la’w <z|-—n)

Les variables aléatoires (Yj(c,7)) sont centrées et identiquement distribuées sous Q.

keN~
Le théoréme de Berry-Esseen ? stipule que

. 3p(a,
P (2 <) -] < S0

ol pla, ) = E@W‘Yl(a,y)‘?’. Plus précisément,

plas) = | St) (108 (ZE'@‘))))S
3 (;mm (10 (Z5)) ) @mm log (frﬁ'ﬁ)))
+2 (iEZIw(zh log <7T(’L|’Y)>>
ce qui termine la preuve. O

3. Voir [Pro56] pour une preuve.
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Le théoréme central limite et le théoréme de Berry-Esseen sont a la base de multiples
tests statistiques, c’est pourquoi nous étudions les tests d’hypotheses dans la suite.

4.2.4 Tests d’hypotheéses

Cette section vise a étudier les tests d’hypothéses construits a partir des théoremes
asymptotiques vus en amont.

Nous voulons tester si, oui ou non, le systeme est asymptotiquement dans 1’état . Pour
ces raisons, I’hypothése considérée est

Hy:T'=1,

on la nomme ’hypothése nulle. L’autre hypotheése est appelée "alternative', ¢’est le contraire
de ’hypothese nulle. On la note :

Hy: T #~.

Habituellement, on cherche a désapprouver Hy. Lorsque Hy est rejetée, on dit que 'on
"rejette 'hypothese nulle'. Inversement, lorsque ’hypothese nulle n’est pas désapprouvée,
on dit que I’on "échoue a rejeter ’hypothése nulle". Afin de quantifier nos éventuelles erreurs,
nous introduisons deux types d’erreurs : 'erreur de type I (notée €;) lorsque I'hypothese
H est rejetée alors qu’elle est vraie et I'erreur de type II (notée €2) lorsque nous échouons
a rejeter ’hypothese Hy alors qu’elle est fausse.

‘ Hj est vraie Hj est vraie
€1 : Erreur de type I Rejet correct
Echec de rejet correct ey : Erreur de type 2

Rejet de Hy
Echec de rejet de H

Notre but est de construire des tests (T, )aca basés sur le Théoréeme 4.5, ces tests sont
appelés Z-tests. A partir de maintenant, on fixe o € A, et on considére la variable de

décision
o - L0 (310) - e 2

€T

Le théoreme 4.5 stipule que, sous Hy, la variable aléatoire Z, admet une distribution
asymptotique qui est gaussienne centrée et de variance

7*(a7) = ) (los (”“'O"))Q - (Zm’m log (:Em)f |

il m(ily) ieT

Cela induit la régle de décision suivante :

rejetée si|Z,| > oo, y)n~ (1 — <) ;
Hy est ! ] ‘ ”| (e ( 7)
non rejetée sinon.

ou 7 est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Ce test, noté Ty, est
asymptotique et d’erreur de type I égale a €.

On construit a présent un test non asymptotique a 1’aide du théoreme de Berry-Esseen
(Théoreme 4.6). Introduisons la nouvelle variable de décision :

> _ Vi b (@) N~ (T
o= ) [nl g(qn@)qo(a)) 2 ”F”g(w(ur))]'

€T
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Le but est de construire une regle de décision symétrique a partir de Zy, telle que lerreur
de type I soit égale a €1. C’est pourquoi nous voulons trouver z dans R de sorte que, sous
H07

~ €1 ~ €1

Cependant, le Théoréme 4.6 nous informe que

P@n<—@énvw%HMZn<—m—nvagmﬂw+Cz?,

et que
P(Zn > @) < 1—n(x) +[P(Zy > z) = (1 =n(2))] <1 —n(x) +

Comme n(—z) = 1 — n(z), en posant

_ €1 Cberr
et (125 4 )

les conditions (4.12) sont satisfaites. Cela induit la regle de décision suivante :
rejetée si|Z,| > n~! (1 -9+ Cbei::y) :

Hy est
non rejetee sinon.

Cette regle de décision régit un test, noté T, ,, non asymptotique et d’erreur de type I
égale a €.

Nous avons présenté deux tests mais de nombreuses questions subsistent. Il serait no-

tamment judicieux de comparer les erreurs de type II, afin de choisir ’état pointeur |«) de
sorte que Ty, soit le meilleur test. Ces remarques font I'objet de travaux en cours.
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Chapitre 5

Central limit theorem and large
deviation principle for continuous
time open quantum walks
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Open Quantum Walks (OQWs), originally introduced in [APSS12], are quantum gene-
ralizations of classical Markov chains. Recently, natural continuous time models of OQW
have been developed in [Pell4]. These models, called Continuous Time Open Quantum
Walks (CTOQWs), appear as natural continuous time limits of discrete time OQWs. In
particular they are quantum extensions of continuous time Markov chains. This article is
devoted to the study of homogeneous CTOQW on Z?. We focus namely on their associated
quantum trajectories which allow us to prove a Central Limit Theorem for the "position"
of the walker as well as a Large Deviation Principle.
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5.1 Introduction

Open Quantum Walks concern evolution on lattices driven by quantum operations.
They describe Markovian dynamics influenced by internal degrees of freedom. They have
been introduced originally by [2] (see also [15]). These OQWs are promising tools to model
physical problems, especially in computer science (see [24]). They can also model a variety
of phenomena, as energy transfer in biological systems ([20]).

Continuous time models have been developed as a natural continuous time limit of
discrete time models [21, 5]. In particular in [5], a natural extension of Brownian motion
called Open Quantum Brownian Motion has been constructed. In this article, we focus
on the continuous time open quantum walks (CTOQWs) model presented in [21]. More
precisely, we focus on CTOQWs on Z¢. Briefly speaking, CTOQWs on Z% concern the
evolution of density operators of the form

p=">" p(i)®|i)i| € HoCH (5.1)
A
where the "Z?component" represents the "position" of the walker and H is a Hilbert space
describing the internal degrees of freedom. In particular, if D denotes the set of density
operators of the form (5.1), CTOQWs are described by a semigroup {¢:} such that, ¢,
preserves D for all t > 0.
In the context of quantum walks, one is mainly interested in the position of the walker.
At time 0, starting with density matrix in D as (5.1), the quantum measurement of the
"position" gives rise to a probability distribution gy on Z%, such that, for all i € Z¢,

qo(7) = P("that the walker is in i”) = Tr(p(7)) .
As well, after evolution, if

e = () = Y V(i) @i} (i

i€Z4

then
(i) = P("that the walker, at timet, is in i) = Tr(p® (7)) .

In [21], it has been shown that usual classical continuous time Markov chains are particular
cases of CTOQWs. In particular one can easily construct models where the distribution g;
corresponds to the one of a classical continuous time Markov chain. Contrary to continuous
time Markov chains, the distribution g; of CTOQWSs cannot be in general recovered by the
knowledge of the initial distribution ¢g. One needs to have access to the full knowledge of
the initial state p. In this sense, this justifies the name quantum walks.

Our models of continuous time quantum walks are rather different from the usual models
of unitary quantum walks. An essential difference concerns the large time behaviour of the
corresponding distribution ¢;. Let () be a random variable of law ¢, in the unitary quantum
walk theory it has been shown that (@) satisfies a Central Limit Theorem of the type

@ 0.

t t—oo

where @ has distribution
dx

/1 —a?
Note that such behaviour is not usual in classical probability where usually one expects
speed in v/t and Gaussian law as limit in the Central Limit Theorem (CLT). In our context,
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the distributions (g;):>0 express a rather classical behaviour in large time in the sense that
a more usual CLT holds. In particular this paper is devoted to show that for CTOQWs
one has the following weak convergence

Qi—m — N(0,0%),
\/i t—o00

where N(0,02) denotes usual Gaussian law. Such phenomena have also been observed in
the discrete setting of OQWs [1]. A key point to show this result is the use of the quantum
trajectories associated to the CTOQWs. In general, quantum trajectories describe evolu-
tions of quantum system undergoing indirect measurements (see [3] for an introduction).
In the context of CTOQWSs, quantum trajectories describe the evolution of the states un-
dergoing indirect measurements of the position of the walker. In particular these quantum
trajectories appear as solution of jump-type stochastic differential equations called sto-
chastic master equations (see [21] for link between discrete and continuous time models
in the context of OQW, one can also consult [5] for such an approach in the context of
Open Quantum Brownian Motion). In the physic literature, note that such models appear
also naturally in order to describe non-Markovian evolutions. They are called non-Markov
generalization of Lindblad equations (see [6, 22, 4]).

After establishing the CLT, our next goal is to investigate a Large Deviation Principle
(LDP) for the position of the walker. In particular under additional assumptions, one can
apply the Géartner-Ellis Theorem in order to obtain the final result (one can consult [7] for
a similar result for discrete time OQWs).

The article is structured as follows. In Section 2, we present the model of CTOQWs
on Z®. Next we develop the theory of quantum trajectories which describe the continuous
measurement of the position. In Section 3, we present the Central Limit Theorem. Section
4 is devoted to the Large Deviation Principle (LDP). Finally in Section 5, we present some
examples which illustrate the CLT and the LDP.

5.2 Continuous Time Open Quantum Walks

5.2.1 Main setup

The models of Continuous Time Open Quantum Walks have been formalized in [21].
They arise as continuous limits of discrete time OQWs (we do not recall the discrete
time models and we refer to [2]). These limits processes are described by particular types
of Lindblad master equations. Originally, these equations appear in the "non-Markovian
generalization of Lindblad theory" from Breuer [6]. In this article, we focus on nearest
neighbors, homogeneous CTOQWs on Z.

In the sequel, H denotes a finite dimensional Hilbert space and Sy denotes the space
of density matrix on H :

Su={peB(H)|p"=p,p>0,Tr(p) =1}.

Weput Kg=H® CZ” where CZ” stands for the position of a particle while H corresponds
to the internal degree of freedom of this particle. We consider the canonical basis {eq, ...,eq}
of Z%, we set ey = 0g and eg4, = —e, for all r € {1,...,d}. The canonical basis of Cc% is
denoted by (|7));cza-

As announced we focus on particular diagonal density matrices of Kq :

icZd i€z

D= {u € B(Ka),n=Y_ p(i) ®i)(il, p(i) > 0, Y tr(p(i)) = 1} -
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In the sequel we shall consider evolutions on Ky which preserve D. To this end we consi-
der a family of operators {D,},—; 24 on B(H) and we define the operators {B] },=1,. 24
on B(Kq) such that B] = D, ® |i + e,)(i].

Now as announced the CTOQWs are generated by particular Lindblad master equa-
tions. Let M the following Lindblad operator on ‘H ® (CZd,

Me: BH&CE) — B(H®CE

2d

. T T% 1 % T
o — —i[H®I,u]+ Z Z(Bi:“Bi - §{Bi Binu})
iezd r=1

where H is a self-adjoint operator on H which is called the Hamiltonian.

Let us introduce the operator
1 2d
Dy =—iH — - D!D,.
0 2 7; r T

The next computation shows that M, preserves the set D.

2d
Me(u) =Y [— i[H, p(0)] @ i) (il + 3 Dep(i)D; @ [i + ) (i + ¢,
iezZd r=1

2d
_ %Z{D;“Dr,p(i)} ® [4) (il
r=1

2d
=D [(Dop(i) +p(i)Dg) @ [i) (i + Y Drp(i) Dy @ |i + er){i + 6r|]

i€z r=1
2d
-y (Dopm +p(i)Dy+ > Dopli - er>D:f) ® li)il,
i€Z4d r=1

for all = 3";cza p(i) @ |7) (7.
The following proposition describes precisely our model of CTOQWs.
Proposition 5.1. [21] Let (0 = Zp(o)(i) ® |i)(i|, the equation

i€z

d
t) — (t) 2
dt'u M (u'?), (5.2)

with initial condition 19 admits a unique solution (u(t))tzo with values in D.

More precisely, n® is of the form pu® = S p® (i) @ [i)(i| such that :
i€z

d o, . I . \
S00G) = Dop (i) + p (D) + 3 DopVi — e)D},
r=1

for alli € Z¢.

Definition 5.1. The evolution (5.2) is called a Continuous Time Open Quantum Walk on
A
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This definition is justified by the following. The operator B] transcribes the idea that
the particle localized in |i) can only jump to one of its nearest neighbors |i + e,), and
in this case, the transformation on H is governed by D,. In the case the particle stands
still, the evolution on H is governed by Dy. It is the exact analogue of the usual OQWs
for continuous time evolutions. An interesting fact has been pointed out in [21], usual
continuous time classical Markov chains can be realized within this setup.

Now let us describe the probability distributions associated to CTOQWs.

Definition 5.2. Let p(0) = Zp(o)(i) ® |i)(i]. Let p®) = Zp(t) (1) ®|)(i| be the solution
i€zd i€zd
of the equation

d
—® = (t)
o M (pt) .

We define
g:(i) = e[ (I @ i) (i) ] = Tr[p(0)] (5.3)
and we denote Q; the random variable on Z¢ of law ¢, that is
PlQ: = i] = q(i),
for all i € Z4.
As we can see in Section 3 and as it was announced in the introduction, the shape of
q+ seems to converge to Gaussian shape. This is exactly the result pointed out by the CLT

in Section 3. In order to prove this, we shall need the theory of quantum trajectories for
CTOQWs.

5.2.2 Quantum trajectories

As in the discrete case, quantum trajectories are essential tools for showing the CLT
and the LDP. The description of quantum trajectories is less straightforward than the one
in OQWs. It makes use of stochastic differential equations driven by jump processes. We
refer to [21] for the justification of the below description and the link between discrete and
continuous time models. One can also consult [6] where general indirect measurements for
non-markovian generalization of Lindblad equations have been developped.

Proposition 5.2. Let (0 = 3,740 (i) @ |i)(i| be an initial state on H @ CZ'. The
quantum trajectory describing the indirect measurement of the position of the CTOQWs
led by M. is modeled by a Markov process (w(t) =p® |Xt)(Xt\)t>0. This Markov process

1s valued in the set
P={p®|i)i],p € Sy,i € 2%}

such that

w® = M ® |i)(i| with probability Tr(p'® (i))
Tr(p0(i))

and such that the following differential equation is satisfied :

t
w® = O 4 / Dops— + ps—Dj = ps- T(Dops— + ps-Dj)) © | Xs-) (X, | ds

- Z/ / (n@f}s_m) ®|Xo + e )Xo + e

— ps— ® Xs)(X5|> Lo<y< (D, ps_ D) (dy, ds) (5.4)
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where {N"},.c1,... 24y are independent Poisson point processes on R2.

In particular the Markov process (pi, Xt)e>o0 s valued in Sy X 74 and satisfies

dps = (Dops, + ps— Dy — ps— Tr(Dops— + PstS))dS

2d D, ps_D?
+> /GR (Tr(]; sp 1;*) - Ps—> Locy<tr(Dyps_DxyN"(dy,ds),  (5.5)
r=1"Y TES==r

2d
dXs = Z /ER Er ]lo<y<Tr(Drps_D;§)Nr(dy,dS) (56)
Y

r=1

and (po, Xo) = (m,i) with probability Tr(p® (i)).

Remark : The second expression of the description of quantum trajectories is the exact
continuous time analogue of the one described in [1] for OQWs. Let us briefly explain how
the quantum trajectories evolve in time. To this end we introduce :

~ t
Vr e {1,..,2d}, N"(t) = /0 /R Locy<ts(Dy po Dy N"(dy, ds). (5.7)

The processes N” are Poisson processes with intensity fg Tr(D,ps—D;)ds. In particular the
processes

~ t
() — / Te(D,ps_D¥)ds
0

are martingales with respect to the filtration induced by (p¢, X¢)i>0. The evolution des-
cribed by (6.11) is deterministic and interrupted by jumps occurring at random time, it
is typically a Piecewise Deterministic Markov Process. The jumps are generated by the
Poisson processes (5.7). As we can check from Eq. (6.11), if w©® = p @ |i)(i| for some
p € Sy and i € Z% (that is | Xo) = [|i)), the deterministic evolution let the position un-
changed until a jump occurs. Since the Poisson processes N" are independent, only one
Poisson process is involved. If T denotes the time of the first jump and assume the process
N7 is involved, the internal degree of freedom is updated by pr = % and the
position is changed and becomes |i+e,). This means that the particle has jumped from the
position |i) to the position |i + e,). In other words we have | X;) = |i), for all 0 <t < T—
and |X7) = |i + e,). Next, the deterministic evolution starts again with the new initial
condition pr ® |i + e,)(i 4+ e,| until a new jump occur and so on.

The following result allows us to make the connection between CTOQWs and their
associated quantum trajectories.

Proposition 5.3. Let u the OQW defined in Proposition 5.1 and w® the associated
quantum trajectory defined in Proposition 6.2. Then we have

vt >0, Ew®) =p®.

Moreover, for all t > 0, the random wvariables X; and Q; have the same distributions
qt-

Proof. The first part is proved in [21]. For the second part, let ¢ a bounded continuous
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map on Z¢, we get :

E(6(Q) = Y. ¢(0)Tr(u (I ® [i)(i]))

i€z

=Y o) Tr(E@D) (I @ |i)(i])

i€Z4

= (i) (Tr WO ® i) |))>

i€z4d

= > (OE(Te(|Xe)(Xell3) (i)

i€z

—Z¢ ]1th

i€z

= E(¢(Xt)) )

and the result holds.

In the next section, we state the CLT.

5.3 Central Limit Theorem

This section is devoted to prove the Central Limit Theorem for CTOQWs. The result
holds under some assumption concerning the Lindblad operator on H. This operator is
defined below.

L: B(H) — B(H)
2d
p —  Dop+ pDj+ > DypD;.
r=1
Our main assumption for the CLT is the following.
— (H1) There exists a unique density matrix pj,, € Sy such that

L(pinv) =0.

In particular dim Ker(£) = 1.
Under the condition (H1), we have the following ergodic theorem which is a particular
case of the Ergodic Theorem of [18]. In particular this theorem shall be useful in the proof
of the CLT.

Theorem 5.1 ([18]). Assume (H1). Let (pt, Xt)t>0 the Markov process defined in Propo-
sition 6.2, therefore

Lt a.s,
E/O psds == piny -

Now, our strategy to show the CLT consists in reducing the problem to a CLT for mar-
tingales with the help of the solution of the Poisson equation. To this end let us introduce
the generator of the process (pt, Xt)i>0.

We denote A the Markov generator of the process (p¢, X¢)i>0 and D(A) its domain. For
all f € D(A), p € Sy and z € Z%, we get

Af(pz) = Df(F(p))
+Z{ (’”pf*),ﬁe,«) —f(p,x)] T(D,pDY)  (5.8)



where F(p) = Dop + pDg — pTr(Dop + pDg) for all p € Sy and where D, f denotes the
partial differential of f with respect to p.

Remark : Note that in the sequel we do not need to make precise the exact domain of A.
Actually we shall apply the Markov generator on C' functions.
We shall also need the following quantity,

2d
m= Z Tr(Dypine D)) ey -

r=1
The following lemma shall be used in the proof.
Lemma 5.1. For all u € R?, the equation

2d

£ 1) = =( D (erw)D; D, — (m.u)l ) (5.9)

r=1

admits a solution and the difference between any couple of solutions of (5.9) is a multiple
of the identity.

Proof. First, let us remark that

2d 2d
Tr (pinv (Z(GT‘U)D;DT - (mu)I>> = ZTI”(DTmeD:)(Gr.U) - (mu)Tr(pmv) = 07

r=1 r=1
2d
which implies that — (Z(er.u)D:Dr - (m.u)[) € {pinv}*. But by hypothesis, we have
r=1

{pinv}+ = Ker(L)*. Moreover, since Ker(£)* = Im(L*), we finally get that

2d
- (Z(eT'U)D:Dr - (m.u)I) € Im(L")

r=1
which proves the existence of the lemma. Now we prove the second part. To this end
consider J,, and J/, two solutions of (5.9) and set H, = J, — J,,. It is then clear that
L*(H,)=0.
Therefore H,, € Ker(L£*). Since dimKer(L) = 1, we get dim Ker(£*) = 1 and since

2d
L*(I)=Dg+ Do+ > DiD, =0,
r=1
the operator H, is necessarily a multiple of the identity.

From now on, for u € R?, we denote .J, the unique solution of (5.9) such that Tr(J,) = 0.
Moreover, if u = e,, then we simply write J, = J,.. Using the linearity of £*, one can notice
that :

d
Ju = Z UpJy
r=1

for all u = (u, ..., uq) € R
The next lemma concerns the Poisson equation in our context (see [19] for more details
on the Poisson equation).

104



Lemma 5.2. For all (p,x) € S x Z% and u € RY, let set
fulp,z) = Tr(pJy) + x.u. (5.10)
Then f, is solution of the Poisson equation :
Afu(p,z) =mau. (5.11)
Proof. For all (p,z) € S x Z¢ and u € R?, we complete the following computation :

Afu(p,x) = TI“(.F(/))JU)

2d
D, pD* .
+ Tgl Tr(TmJu> +xu+e.u—Tr(p,) — xu] Tr(D,pDy)

= Tr(Dngu + pDiJ, — Tr(Dop + ,ng),oJu)

2d
+ Zl Tr(D,pD;Jy,) + Tr(D,pD})(er.u) — Tr (Tr(DTpD;‘f)pJu)
r=

2d 2d
= Tr <p [JUDO +DiJy+ S DXJD, + 3. D;DT(er.u)D
r=1

r=1
= Tr(,o {ﬁ*(Ju) + QEdl D:Dr(er~u)]>
= Tr((m.u)p)

so fy is solution of the Poisson equation (5.11).
Now we have found the solution of the Poisson equation, we express the CLT for
martingales that we shall use.

Theorem 5.2 ([10]). Let (My)i>o0 be a real, cidlag, and square integrable martingale.
Suppose the following conditions :

1
lim E < sup |AMS|> =0 (5.12)
t—o0 t 0<s<t
and MM
lim 1M, M, _ o’ (5.13)
t—o00 t
for some o > 0, then
Mt L 2
Vi o N0

We shall also use the following lemma which is a straightforward consequence of the
law of large numbers for martingales (see [23]).

Lemma 5.3. Let Z; a real, cadlag, and square integrable martingale which satisfies
<Z7 Z>t < Kt

for a constant K, then

%%0.
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The last lemma below shall be useful in this part as well as in the next one. From now
on, we denote |u| the Euclidean norm of u € R<.

Lemma 5.4. For allt > 0 and all v € R?, we have

E [ sup | Xs — Xo|| < (2d)t and

0<s<t

E [ sup e (X0 | < oxp ((2d)t(e‘“| - 1)) .

0<s<t

Proof. Let t > 0 and u € R,

t
E S“POSsgteu'(Xs_Xo)} < E[e'“'fo X

E [exp (|u\ Z%dﬂ 5:0 yeR ]10<y<Tr(DerD;f)Nr(dya dU))}

IN

IN

E [exp (|u\ POl fylzo N"(dy, dv))] :

Since N" are independent Poisson point processes on R?, we get

IN

Xsfx())} E [exp (yu\ Je f—y NY(dy, dv))}zd

exp ((zd)t(e\ul - 1)) .

E {SUPogsgt et-(

IN

In the same way, one can prove that

E [ sup | Xs — Xo|| <E < (2d)t.

0<s<t

2d t 1
> [ N
r—1 Jv=0Jy=0

Now, we are in the position to state the main result of this section.

Theorem 5.3. Assume (Hy) holds. Let (pt, Xt)t>0 the Markov process defined in Proposi-
tion 0.2 then

Xt—tm L
i ooV,

where V€ My(R) such that for all r,q € {1,...,d},

V;”q = —My TT(,Omqu) — My Tr(pianq)
+57’q ( Tr(Drpim)D:) + TT(Dr+dpinvD:+d))
+ TT(Dqun'L}D;Jr) + TT(Der‘m;D; Jq)
- TT(Dq-i-dpinvD:;J,-d']T) - TT(DT—&-dpinvD:-i-d‘]q) :

Remark : Proposition 5.3 implies then the CLT for the process (Q¢)t>0 as it holds for
(Xt)>0-

Proof. As announced, the proof is a combination of Lemma 5.2 and Theorem 5.2. Let
u € R% and f, the C! function defined in Lemma 5.2. Since A is the generator of (pt, Xt)t>0,
following the theory of problem of martingale, the process (M;);>o defined by

t
My = fulpe X0) = Fulpo Xo) = [ Afu(pe, X )ds
= Tr(piJu) — Tr(podu) + Xiu — Xo.u — (m.u)t

is a local martingale with respect to the filtration F associated to (p¢, X¢):>0 (see [23, 13] for
more details on problem of martingale). In order to apply Theorem 5.2, we shall show that
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(M) is a true martingale. To this end it is sufficient to show that E(supogsgt M5|> < 00

(see [13] for more details). This way, since |Tr(pJy,)| < ||Ju]|co for all p € Sy, one can check
with the help of Lemma 5.4 that

E( sup |M3|> < 2||Julloo + 2d|ult + [m.ult .
0<s<t

Now we shall see that (M) fulfills the conditions of Theorem 5.2. The first one is the
easiest one. Indeed,

[AM| < [Tr(Apsu)| + |AXs ul < 2[[Julloc + [ul -

This shows that AMj is bounded independently of s and thus the condition (5.12) holds.
Now, we check that (M;) satisfies Equation (5.13). The bracket [M, M]; satisfies :

d[M7 M]s = d[u'Xv U'X]s +2 d[U-Xv Tl“(pJu)]s + d[Tr(pJu)v Tr(pJu)]s

2d . 2d Drpst;k -
r=1 r=1 rEsS="r
2d 2
r DTpS—D:: \TT
p D 2d B
-2 Z Tr (T‘S_D*) )Tr(ps )NT dS + Z Tr(ps ’LL) NT(dS)
T S r=1

2d 2
E D”'pS—D* 9 B
= T __ThEemTTr ” N T T NT
r_l( r<Tr(Dr,05_D;E)J> r(ps—Ju) ) (ds)

2d

Drps—D* o

—2Tr(ps_Jy) Z (Tr<** Ju) — Tr(ps_Ju) + (er.u)> N”(ds)
r—1 Tr(Dyps-Dy)

2d
D,.ps_D?
‘I‘Z(er QNT(dS +22 et ( rPs—Lr

r=1

Te(Dype DY) Ju> N"(ds).

Now we shall make the martingales Y"(t) = N"(t) — [¢ Tr(D,ps—D;)ds appear in the
first and the last term of the above expression. Concerning the second term, we recognize
dTr(psJy) and d(Xs.u) to get

d[M, M]S = Zl <Tr <mju) - TI'(,Ostu) > Yr(ds)

* 2
T Z ( (%J ) — Tr(PsJu)2> Tr(D,ps—D})ds
_ZTY(PS )(dTl“(szu) + d(Xs_u) _ Tf(]:(Psf)Ju)ds)

2d D p D*
. y?” d 2 _ TrEsS="r )yr d
+Z e s) + rzl erU (Tr(DrpSD;f)Ju (ds)

+Z(€’” D,ps_ i)ds—|—22(er.u)Tr(DTpS_D:Ju)ds. (5.14)
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One can remark that for h(p, ) := Tr(pJ,)?, we get for all (p,z) € Sy x Z% :

Ah(p, x) =2Tr( (p)Ju) Tr(pJu)
2
i Z ( (fgi)fm‘] ) - TT(PJU)2> Tr(DrpDy) . (5.15)

Since h € C!, the process (S}')i>0 defined by :

Sth = Tr(thu) — Tr( poJ / Ah(ps—, X

is a local martingale. Besides, since |Tr(pJy)| < ||Ju||oo for all p € Sy, one has

E( sup |S§|> <a+ft<oo

0<s<t

for all t > 0, so S} is actually a true martingale.
Now using Equation (5.15) in the second line of (5.14) and recognizing dM; in the third
one, we have

2
d[M, M] idj v Drps-Dr Tr(ps_Ju)? | Y7 (ds)
’ s = ' 7 e Yu — 1I{pPs—Ju s
—1 Tr(Dyps-Dy) g
+Ah(ps—, Xs—)ds — 2Tr(F (ps—)Ju) Tr(ps—Ju)ds
—2Tr(ps—Ju) (dMs + (m.u)ds — Tr(]-"(ps,)Ju)ds)
2d
Dyps_D*
+ er.u YT ds) + +2 er)Tr | = ], | Y"(ds
S ;; . (T}ul¢klw) s
+Z Er. U Dyps— ds + 22 Er.U Dy ps— D:Ju)ds

2d 2
Dyps— Dy ) 2 2
= > T ot du | = Tr(ps—Ju)” + (eru)
r=1 < (T‘I.(DrpS_DT)
Dyps— Dy T
—dSt — 2Tr(ps_ J,)dM; + d(Tr(psJu)?)

2d 2d
+'IT<,08_{ 2(m.u)Jy + > _(eru)?DiDy +2) (er.u DJDD
r=1 r=1

(5.16)

Let us denote by H] the term in front of Y (ds). Now, we shall apply Lemma 5.3. To this
end, recall that for all p € Sy, |Tr(pJy)| < ||Julloo, this implies the following estimates :

/H’"dYT / HTAYT Yy < (201 Jull?s + 1w + 2[ul || Julloo) | Di Dy |l oot »

2d
([ —21x(p.- w@/2ﬁme@¢mewHMmf@mmmm},
r=1

2d
(", 5"y < 64 Jull5 (Z IIDiDrloo> t
r=1
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(M, M]
t

Lemma 5.3 shows that only the last term of (5.16) contributes to lim L Applying

— 00

Theorem 5.1, we get

M M) L - 2y
tlgglof _tlllf?oZ ; Tr( ps— 72(m.u)Ju+;(eT.u) DD,

2d
+ 2 Z(er.u)D:JuDT] > ds
r=1

2d 2d
=Tr <pm [—2(m.u)Ju +> (eru)?DiDy +2 Z(er.u)D:JuDTD .

r=1 r=1

2d 2d
Now defining 02 = Tr <va [—Q(m.u)Ju + S (e,u)?DiD, +2 % (er.u)D:JuDr] ) , Theo-
r=1 r=1
rem 5.2 states that :
M, _ Xpu — (ma)t + Tr(pedy) — Tr(pody) — Xoou _é) N(0,02).
o0

Vi Vit t

Since (Tr(thu) — Tr(poJu) — Xo.u) is bounded independently of ¢, one can obviously

deduce that for all u = (ug, ..., uq) € R one has

Xiu— (mau)t ¢

2
\/_E t—)+OO N(()’ UU)7
where
2 d d 2
o= 2 % wtgmgTr(pin ) + zlur(ﬂ(Drme:)+ﬂ(DT+dme;;d>)
r,q= r=

d
12 % uTuq(Tr(quinvD;‘JT)—Tr(Dq+dpva;+dJr)).

r,q=1

d
Finally we can check that 02 = 3 wuuu,Vy, for all u = (ui, ..., ug) € R which ends the
r,qg=1
proof.

We finish this section by specifying the case d = 1. This is the simpler case where the
walker can only jump to the right or the left. The Markov process (p¢, Xt)i>0, with values
in Sy X Z, is defined by the following differential equations :

dps = (DOPsf + ps—Df — ps—Tr(Dops— + pstS))dS
+H{mi iy — P )N @9) + (g — o )V ()
and dX, = N'(ds)— N?(ds),
where Dy, D1, Dy € B(H) such that Dy + D§ + DiD; + D5Dy = 0.
Theorem 5.4. Suppose that the Lindblad operator
L(p) = Dop + pDy + D1pD7 + DapD5

admits a unique density matric pin, such that L(pin,) = 0.
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Set m = Tr(D1pinyD7) — Tr(DapineD3), and let J the unique solution of L*(J) =
—DiD1 + D3Dy +ml such that Tr(J) = 0.

Then, we have the following CLT

Xt —tm i}
\/g t—+o0
where 0% = Tr(piny[—2mJ + DDy + D3Dy + 2D5J Dy — 2D3J Dy)).

N(0,02)

5.4 Large Deviation Principle

Here, we study a Large Deviation Principle (LDP) for CTOQWs. Our proof is inspired
by strategies developed in [16, 7] which are essentially based on the application of the
Gartner-Ellis Theorem ([12]). In the following, one can notice that the Perron-Frobenius
Theorem for positive maps ([14]) is the main tool to apply the Géartner-Ellis Theorem.

In order to prove the LDP, we shall use a deformed Lindblad operator. From now on,
we define for all u € R?, the operators Dfnu) =7 D,,r €{0,...,2d}, and we denote £
the deformed Lindblad operator associated to the operators Dﬁu), that is,

2d
L™ (p) = Dop + pDjs + > " DypDy
r=1
for all p € Sy.
Now, defining
2d
¢ (p) =>_ e DppDy,
r=1

for all p € Sy and all u € R%, we can see that £*) is written in the usual Lindblad form,
that is £ (p) = Dop+ pDjs + ¢ (p). This way, the semi-group {etﬁ(ﬂ) }>0 is a completely
positive (CP) semi-group (see [9] for the proof). In a same way, we write L as :

L(p) = Dop + pD§ + ¢(p)

2d
for all p € Sy where ¢(p) = > D,pD}.
r=1
In this part, the notion of irreducibility is required. This notion was originally defined
in [11]. There are several equivalent definitions that the reader can find in [7, 8].

2d
Definition 5.3. The CP map ¢ : p — > D,pD7 is called irreducible if for any non-
r=1

zero © € H, the set C[D]z is dense in #H, where C[D] is the set of polynomials in D,
re{l,..,2d}.

In the sequel, we need {etﬁ(u) }+>0 to be positivity improving. This means that for all
t >0 and for all A >0, A € B(H), one has ete™ (A) > 0. The following lemma provides
an effective criterion for verifying that {ew(u)}tzo is positivity improving.

Lemma 5.5. If ¢ is irreducible, then ¢ is irreducible by a direct application of Definition
6.1 and therefore {etﬁ(“>}t20 is positivity improving ([16]).
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The next two lemmas are relevant in the proof of the main theorem of this part. In
particular, the following lemma describes the largest eigenvalue associated to the deformed
Lindblad semigroup {etﬁ(u) He>o-

Lemma 5.6. Lett > 0, suppose that ¢ is irreducible. Set
l, = max{Re(\),\ € Sp(L")}.
Then et is an algebraically simple eigenvalue of ew(u), and the associated eigenvector V,

is strictly positive (which can be normalized to be in Sy ). Besides, the map u— 1, can be
extended to be analytic in a neighbourhood of R%.

Proof. The first part has been proved in [16], the proof is based on the Perron-Frobenius
Theorem for CP maps ([14]). In particular, using such result, one get that e« is an geo-
metric simple eigenvalue of etf’(u), and the associated eigenvector V,, € B(H) is strictly
positive. It remains to show the algebraic simplicity of the eigenvalue e**«. To this end, we

introduce :

1

1 w 1 11
VX € B(H),¥(X) =V, 2et(£( )7lu)(vu2XVu2)Vu 2

1

Note that V4, ? is well defined since V;, is strictly positive. The irreducibility of ¢ involves
the positivity improving of ¥ (with Lemma 5.5), and one has that the diamond norm of ¥ is
equal to one since ¥(I) = I. Therefore, Theorem 2.2 in [16] implies that 1 is a geometrically
simple eigenvalue of W, and this holds for U* too. By applying Theorem 2.5. of [14], one
get that the associated eigenvector X7 of U* is positive. Assume by contradiction that 1
is not algebraically simple for ¥*. Then the Jordan decomposition shows that there exists
Xo such that U*(X3) = X; + X5. Besides ¥* is trace preserving since W (I) = I, therefore
Tr(X;) = 0, then X; = 0 which is impossible. This implies that e+ is algebraically simple
for e£™ . The analyticity of v — [, is a simple application of perturbation theory for
matrix eigenvalues (see Chapter II in [17]).

The next lemma describes the link between the moment generating function of (X;—Xj)
and the deformed Lindblad semigroup.

Lemma 5.7. For allt > 0 and all u € R?, one has

E(eu-(thXo)) — T,,.(etll(“) (E[po])) ]

Proof. The idea of the proof consists in rewriting E(e“'(xt_XO)) with the help of a Dyson

expansion. From now, we set v € R? and f : (p,x) — e%® € C'. Since A is also the
generator of (pt, Xy — Xo)¢>0, the process (Mtf)tzo defined by

t
M{ = f(pe, Xt — Xo) — f(po,0) — /0 Af(pt,—, Xe,— — Xo)dty

is a local martingale. Due to Lemma 5.4, one has the following upper bound.

E( sup |Msf|> < exp ((2d)t(e|“| — 1)) +1
0<s<t

2d
+ (e +1) (Z |D:DT||OO> exp ((2d)1(e - 1).

r=1
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Then ]E(supogsgt |Msf|) < 00, for all ¢ > 0 which implies that (Mtf)tzo is a true martin-

gale. This leads to
E(f(ﬂtht - Xo)) = E(f(ﬂo,o)) + E(/Ot Af(pr, X, — Xo)dtl)-

This way, we can develop E(e“'(xt’Xo)). For all ¢t > 0,

2d
}E(ew(Xt*XO)) 1 E(/t Z |:eu‘(Xz1*X0+€T) _ eu.(th—Xo)}Tr(DrphD;f) dt1>
0 =

t
=1+ E( | e [Tr(du) (o)
0

2d
- Tr(DUIOtl + ptlDS + Z DTptlD:)‘| dtl)

r=1

¢
=1+ E(/ e“'(thXO)Tr<E(“)(ptl)) dt1>

0

t
=1+ | Tr(ﬁ(“) (IE [e“(thX@ptl])) dty . (5.17)

In a similar way, we want to develop E{e“'(xtl ’Xo)ptl}. Let g : (p,z) = e“*p € C, the
process (M} );>o defined by

t
MY = g(pe, Xi — Xo) — 9(p0,0) — /0 Ag(pro—, Xiy— — Xo)dto

is a local martingale. One can also check that E(supogsgt |Msg|> < oo for all ¢ > 0, which

implies that (M]);>0 is a true martingale. And therefore, one has
1
E {eu.(th —Xo)ptl} — E(,Oo) + E(/ eu.(XtQ —Xo)f(pt2)dt2)
0
th 2 D, p, D
_ TPt
+]E / e’LL.(AX,g2 X0+e7«) 2
( 0 7; |: Tr(Dypt, D)
- e“‘(XtQ_XO)th] Tr(Drpr, Dy )dt2>
t1
= E(po) +E< / et-(Xz=X0) [Tr(ﬁ(“)(pm))
0
2d
- thTI‘ (DUPtQ + pt2D3 + Z DTthD:)] dt?)
r=1

= E(po) + /Otl Tr (ﬁ(“) (E [e“'(Xt2 Xo)thD> dty . (5.18)
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We plug (5.18) into (5.17) and we get, for all t > 0,
B(en Xm0 ) =14 1w (L0 (E[p0)) )

() el Jas

By iterating this procedure, we obtain

et 00) <t 325 (e ()

+1 B
+ /0<t,~< . TI“( (ﬁ(u))] (E [eu-(th+1 XO)Ptﬁ_lD) dtj+1...dt1 .

for all j € N. Now it is obvious that the first term converges to Tr (ew(u) (E[po])) when j

goes to infinity. In order to conclude it remains to prove that the second terms converges
to zero. Let us estimate its norm.

/0<tj<...<t Tr( (Z(U))j'i'l (E {6“-(Xt.7+1X0)pt]~+1D> dtjiq1...dtg

ti+1
<
—(+1)!

Finally, thanks to Lemma 5.4 and Jensen’s inequality,

/0<tj<...<tTr< (ﬁ(u))j'i‘l (E {eu-(th-o—l —Xo)ptﬁ_l})) dtj+1...dt1

it
<
— G+ 1)

which converges to 0 when j goes to infinity.

1

“ﬁ(u) H31'+1 OsgigtE{eu_(Xsto)} ]

1

HE(U) HjH 2d)t(elI=1)
1

Now, we can state the main result of this part.

Theorem 5.5. Let (pt, Xt)i>0 the Markov process defined in Proposition 6.2. Assume that
Xt

th) satisfies a Large Deviation Principle with a good
>0

¢ is irreducible. The process (

rate function A*.
Explicitly there exists a lower semicontinuous mapping A* : R — [0, +00] with compact

level sets {x|A*(z) < a}, such that, for all open set G and all closed set F with G C F C RY,
one has :

— inf A*(z) < liminf ! logP(M € G)
z€G t—+oo ¢ t

1 X —X
<limsup - logP| Z— 20 e | < — inf A (x).
t—4o00o © t zEF
Moreover, A* can be expressed explicitly,

Az sup (uwx — 1)
u€R?

where l,, is defined in Lemma 5.6.
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Remark : Moreover, if E(e“*?) < oo then the LDP holds for (X;);>¢ and not only for
(Xt — Xo)t>0. In this case, Proposition 5.3 allows us to have the LDP for (Q¢)¢>0.

Proof. The main tool of the proof is the Gértner-Ellis Theorem (GET) (see [12]). We focus
on the moment generating function which is involved in the GET. Let ¢ > 0 and u € R¢,
Lemma 5.7 implies that

E(eXi=X0)) = o (£ (Elpo]) ) = 3 T (e (p0(0)))
i€z

Set 0 < € < t. Due to Lemma 5.5, e has the property of positivity improving,
therefore <™’ (p19(4)) is strictly positive for all i € Z%.

Tr eea(w p(0>(i)
If we set r,; = inf <Sp [egc(w (p(o)(i))D >0 and s,,; = ( infSp((Vu) )) then

Sp [ed:(") (i) — eru} C R* and Sp {su,iVu — L™ (p© (z))} C RT, and thus

ruiVu < e (00(0) < suiVi

(t—e) L)

Since e preserves the positivity, we get

rugel =V, < 4 (p0(0)) < syielt Y,

Taking the trace, Lemma 5.7 yields
e(t—e)lu Z T < E(eu.(Xt—Xo)) < e(t—e)lu Z Suii -
A 1€Z%

The sums are finite and positive, then we have

1
: - ’I.L.(Xt—X()) _
t£+moo ; log (E(e )) =ly.
Xi—Xg
Now define A; : u — log (]E(e“' t )) the logarithm of the moment generating func-
tion of @, and A : u — [,. We have shown that

lim %At(tu) = A(u).

t—+o00

Since A is analytic (Lemma 5.6), Géartner-Ellis Theorem can be applied, this proves the
LDP and the associated good rate function is

Az sup (ux —1y).
u€R?

5.5 Examples

This section is devoted to the illustration of the CLT and LDP with concrete examples.

Let us first start with two examples in the case d = 1. Next, we provide an example for
d=2.

In the case d = 1, we obtain an open quantum walk on Z where the walker can stand
still some random time, jump to the right and jump to the left. These evolutions are
respectively governed by Dg, D1 and D>. We must have :

D0+D8+DTD1+D;D2=0.
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FI1GURE 5.1: Evolution of the distribution of the CTOQW starting from a state localized in
0. The i-axis stands for the position |i) on Z, the t-axis stands for the time and the Q-axis
returns the distribution g (7).

In the case d = 2, we shall need five operators (Dy),co,... 4} satisfying
4
Do+ Di+> DiD,=0.
r=1

Recall that we need to check condition (H;) for getting the CLT (Theorem 5.3) and we
need to check the condition of Definition 6.1 for obtaining LDP (Theorem 5.5).

1. The constraint above is respected in this concrete example :

1 1 (11 1 1 0
DO—*§I, Dl—\/§<0 1) andDQ—\/g(_l 1) .

This example falls within the scope of the CLT, in fact (H1) is checked with p;p, =
%I . We get

1 (-5 2
m= Tr(DlpinvDT) - Tr(DZPinvD;) =0 5 J = 6 ( 25 5> and (J'2 = —

Then the CLT states that
Xt L 8
TN <0’ 9> )

as it is illustrated by Figure 5.1.

One can check that the condition of Definition 6.1 is satisfied which implies that
¢ is irreducible. Hence the process (Xt;XO) - satisfies a LDP with a good rate
t

function A* : z + sup,cg(u.z —l,) (see Figure 5.2 for numerical computations).
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FIGURE 5.2: A* for the first example.

2. For the second example on Z, we consider the following operators

_3 1 0o 1
D0:< 8 01)71)1:(0 2) andD2=<1 8)
0 —3 0 )

Concerning the invariant state, after easy computations, we get

) |

N|—=

[esXSIN)

L(p) =0 < p-(

This implies that (H;) is satisfied with

Pinv = (

We can then compute the following quantities involved in the CLT :

g O

O v
gl O©

% X 1 1 (-1 0 73
m = Tr(D1piny D7) — Tr(D2pinvD3) = 10 J = 10 ( 0 1) ;o= 125"
The CLT yields :
t
Xitig e, <0, 73) ‘
Vit 125
The reader can easily check that the condition of Definition 6.1 is satisfied, then
¢ is irreducible. Hence the process (@) - satisfies a LDP with a good rate
t

function A* : 2 + sup,er(u.z — I,,). In this case we are able to compute explicitly
lu. Recall that I, = max{R(\), A € Sp(L™)}, where L") is given by :

—6 0 0 2(e* +e™")
rw_ 1 0 -5 2(e" +v/2e™") 0
8 0 2(e% + v/2e7¥) -5 0
2(e" +2e7") 0 0 —4
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Hence, tedious computations show that [, = 3—12(20 + /208 + 64e2u + 1286*2“).
Figure 5.3 displays the good rate function A*.

0.5 o
0.8 =
0.7 of
0.6 =
05 o
0.4 =
0.3
0.2 -

0.1

FIGURE 5.3: A* for the second example.

3. Now, we study an example of CTOQWs on Z?2. We choose the following five opera-

tors :
1
—= 0 1 1 1 1 01
J— 2 —_— — =
D0—<0 _g>,D1— 6(0 1>,D2 2\/§<0 1),

which satisfie

4
Do+ Di+> DiD,=0.

r=1

This case is illustrated numerically by Figure 5.4.
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FIGURE 5.4: Distribution of the CTOQW on Z? at time t = 3, 8 and 18.

e
Condition (H1) is satisfied with pj,, = (101

=)

). The quantities for the CLT are

—_
—

m_(15) g (52
“\220 22/ T332 5)°

J, — i —-13 -8 and V = 1 10651 —414
2=l -8 13 T 23058 \ —414 14661/ °
The Central Limit Theorem states then

Xt—mt L

Again, the conditon of Definition 6.1 is satisfied, then ¢ is irreducible. Therefore
the process (@) - satisfies a LDP with a good rate function A* : x +—
t>

sup,crd (u.z — ly,). In this case, the matrix L™ is given by :

A(—6+e"1 +e~u1 437 u2) dem dem deu1 43¢u2
L:(u) _ i —4e~"1 —21+4(e"1+4e 1) 0 4e"14-3e"2
24 —4e~ "1 0 —2144(e¥14e741) 4e¥14-3e"2

4e~ "1 —4e "1 —4e~ "1 —184-4e™%14-3e"2

We are not able to obtain an analytic expression of [,, we then plot an numerical
approximation of A* (see Figure 5.5).
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FIGURE 5.5: A* for the last example.
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Chapitre 6

Recurrence and transience of
continuous time open quantum
walks

In collaboration with Ivan Bardet, Yan Pautrat and Clément Pellegrini
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This paper is devoted to the study of continuous-time processes known as continuous-
time open quantum walks (CTOQWs). A CTOQW represents the evolution of a quantum
particle constrained to move on a discrete graph, but also has internal degrees of freedom
modeled by a state (in the quantum mechanical sense), and contain as a special case
continuous-time Markov chains on graphs. Recurrence and transience of a vertex are an
important notion in the study of Markov chains, and it is known that all vertices must be
of the same nature if the Markov chain is irreducible. In the present paper we address the
corresponding results in the context of irreducible CTOQWs. Because of the “quantum”
internal degrees of freedom, CTOQWs exhibit non standard behavior, and the classification
of recurrence and transience properties obeys a “trichotomy” rather than the classical
dichotomy. Essential tools in this paper are the so-called “quantum trajectories” which are
jump stochastic differential equations which can be associated with CTOQWs.
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Introduction

Open quantum walks (OQW) have been developed originally in [2, 3]. They are natural
quantum extensions of the classical Markov chain and, in particular, any classical discrete
time Markov chain on a finite or countable set can be obtained as a particular case of
OQW. Roughly speaking, OQW are random walks on a graph where, at each step, the
walker jumps to the next position following a law which depends on an internal degree of
freedom, the latter describing a quantum-mechanical state. From a physical point of view,
OQW are simple models offering different perspective of applications (see [28, 29]). From
a mathematical point of view, their properties can been studied in analogy with those of
classical Markov chain. In particular, usual notions such as ergodicity, central limit theorem,
irreducibility, period [1, 9, 10, 8, 11, 20] have been investigated. For example, the notions of
transience and recurrence have been studied in [5], proper definitions of these notions have
been developed in this context and the analogues of transient or recurrent points have been
characterized. An interesting feature is that the internal degrees of freedom introduce a
source of memory which gives rise to a specific non-Markovian behavior. Recall that, in the
classical context ([22]), an exact dichotomy exists for irreducible Markov chains : a point
is either recurrent or transient, and the nature of a point can be characterized in terms
of the first return time and the number of visits. In contrast, irreducible open quantum
walks exhibit three possibities regarding the behavior of return time and number of visits.
In this article, we study the recurrence and transience, as well as their characterizations,
for continuous-time versions of OQW.

In the same way that open quantum walks are quantum extensions of discrete-time
Markov chains, there exist natural quantum extensions of continuous-time Markov pro-
cesses. One can point to two different types of continuous-time evolutions with a structure
akin to open quantum walks. The first (see [6]) is a natural extension of classical Brownian
motion and is called open quantum brownian motion ; it is obtained by considering OQW
in the limit where both time and in space are properly rescaled to continuous variables.
The other type of such evolution (see [25]) is an analogue of continuous-time Markov chains
on a graph, is obtained by rescaling time only, and is called continuous-time open quantum
walks (CTOQW). In this article we shall concentrate on the latter.

Roughly speaking CTOQW represents a continuous-time evolution on a graph where
a “walker” jumps from node to node at random times. The intensity of jumps depends
on the internal degrees of freedom; the latter is modified by the jump, but also evolves
continuously between jumps. In both cases the form of the intensity, as well as the evolution
of the internal degrees of freedom at jump times and between them, can be justified from
a quantum mechanical model.

As is well-known, in order to study a continuous-time Markov chain, it is sufficient to
study the value of the process at the jump times. Indeed, the time before a jump depends
exclusively on the location of the walker, and the destination of the jump is independent
of that time. As a consequence, the process restricted to the sequence of jump times is
a discrete time Markov chain, and all the properties of that discrete time Markov chain
such as irreducibility, period, transience, recurrence, are transferred to the continuous-time
process. This is not the case for OQW. In particular, a CTOQW restricted to its jump times
is not a (discrete-time) open quantum walk. Therefore, the present study of recurrence and
transience cannot be directly derived from the results in [5]. Nevertheless, we can still adopt
a similar approach and, for instance, we study irreducibility in the sense of irreducibility for
quantum dynamical systems (as defined in [12], see also [18]). As in the discrete case, we
obtain a trichotomy, in the sense that CTOQW can be classified in three different possible
statuses, depending on the properties of the associated return time and number of visits.

The paper is structured as follows. In Section 1, we recall the definition of continuous-
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time open quantum walks and in particular we introduce useful classical processes attached
to CTOQW. Section 2 is devoted to the notion of irreducibility for CTOQW. In Section 3,
we address the question of recurrence and transience and give the classification of CTOQW

6.1 Continuous time open quantum walks and their associa-
ted classical processes

This section is devoted to the introduction of continuous-time open quantum walks
(CTOQW). In Subsection 6.1.1, we introduce CTOQW as a special instance of quantum
Markov semigroups (QMSs) with generators preserving a certain block structure. Subsec-
tion 6.1.2 is devoted to the exposition of the Dyson expansion associated to a QMS, which
will serve as a tool in all remaining sections. It also allows us to introduce the relevant pro-
bability space. Finally, in Subsection 6.1.3 we associate to this stochastic process a Markov
process called quantum trajectory which has an additional physical interpretation, and that
will be useful in its analysis.

6.1.1 Definition of continuous-time open quantum walks

Let V' denotes a set of vertices, which may be finite or countably infinite. CTOQWs
are quantum analogues of continuous-time Markov semigroups acting on the set L (V)
of bounded functions on V. They are associated to stochastic processes evolving in the

composite system

"=, (6.1)

%

where the b; are separable Hilbert spaces. This decomposition has the following interpreta-
tion : the label 7 in V represents the position of a particle and, when the particle is located
at the vertex i € V| its internal state is encoded in the space b; (see below). Thus, in some
sense, the space b; describes the internal degrees of freedom of the particle when it is sitting
at site ¢ € V. When h; does not depend on ¢, that is if h; ~ b, for all i € V', one has the
identification H ~ h®¢%(V) and then it is natural to write b; = h®|i) (we use here Dirac’s
notation where the ket |i) represents the i-th vector in the canonical basis of £°°(V), the
bra (i| for the associated linear form, and [i)(j| for the linear map f +— (j|f) |7)). We will
adopt the notation h; ® |i) to denote b; in the general case (i.e. when h; depends on i) to
emphasize the position of the particle, using the identification h; ® C ~ h;. We thus write :

H=hli. (6.2)

S

Last, we denote by Z;(K) the two-sided ideal of trace-class operators on a given Hilbert
space IC and by Sk the space of density matrices on I, defined by :

Sc={peLi(K) | p* = p,p > 0,Tr(p) = 1}.

A faithful density matrix is an invertible element of Sy, which is therefore a trace-class
and positive-definite operator. Following quantum mechanical fashion, we will use the word
“state” interchangeably with “density matrix”.

We recall that a quantum Markov semigroup (QMS) on Z;(K) is a semigroup 7 :=
(T¢)e>0 of completely positive maps on Z;(K) that preserve the trace. The QMS is said
to be uniformly continuous if lim; ,o||7; — Id|| = 0 for the operator norm on B(K). It is
then known (see [21]) that the semigroup (7¢):>0 has a generator £ = lim; oo (7; — Id)/t
which is a bounded operator on Z;(K), called the Lindbladian, and Lindblad’s Theorem
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characterizes the structure of such generators. One consequently has 7; = e~ for all t > 0,
where the exponential is understood as the limit of the norm-convergent series.

Continuous-time open quantum walks are particular instances of uniformly continuous
QMS on Z;(H), for which the Lindbladian has a specific form. To make this more precise,
we define the following set of block-diagonal density matrices of H :

D={peSH);p="> pli)eiil}.
eV
In particular, for p € D with the above definition, one has p(i) € Z1(h;), p(i) > 0 and
>icv Tr(p(i)) = 1. In the sequel, we use the usual notations [X,Y] = XY — Y X and

{X,Y} = XY +YX, which stand respectively for the commutator and anticommutator of
two operators X,Y € B(H).

Definition 6.1. Let H be a Hilbert space that admits a decomposition (6.1). A continuous-
time open quantum walk is a uniformly continuous quantum Markov semigroup on Z;(H)
such that its Lindbladian £ can be written :

L: 1-1(7‘[) — 11(7'[)
. T P
poooo SlHp Y Ty (SIS = ST ), (6:3)
i,jeEV
where H and (S7); ; are bounded operators on H that take the following form :

— H=3cy Hi®i)(1], with H; bounded self-adjoint operators on b;, iin V';

— for every i # j € V, SJ is a bounded operator on H with support included in b;
and with range included in b;, and such that the sum 3=, oy Sg *sY converges in
the strong sense. Consistently with our notation, we can write S} = R} ® |5)(i| for
bounded operators R! € B(h;,b;).

We will say that the open quantum walk is semifinite if dimb; < oo for all 1 € V.

From now on we will use the convention that S{ = 0, Ri = 0 for any i € V. As one can
immediately check, the Lindbladian £ of a CTOQW preserves the set D. More precisely,
for p1 = >y p(i) @ |i)(i| € D, denoting T¢(p) =: > ey p(i) @ |i)(i| for all t > 0, we have
foralli e V

i) = —lH )] + Y (R )RS — LRI pi)}).
JEV

6.1.2 Dyson expansion and associated probability space

In this article, our main focus is a stochastic process (X¢):>o that informally represents
the position of a particle or a walker constrained to move on V. In order to rigorously
define this process and its associated probability space, we need to introduce the Dyson
expansion associated to a CTOQW. In particular, this allows to define a probability space
on the possible trajectories of the walker. We will recall the result for general QMS as we
will use it in the next section. The application to CTOQW is described shortly afterwards.

Let (7¢)t>0 be a uniformly continuous QMS with Lindbladian £ on Z;(K) for some
separable Hilbert space K. By virtue of Lindblad’s Theorem [21], there exists a bounded
self-adjoint operator H € B(K) and bounded operators L; on K (i € I) such that for all
p eIy (IC>7

£00) = =ilH, 1) + 3 (L — AL )
i€l
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where [ is a finite or countable set and where the series is strongly convergent. The first
step is to give an alternative form for the Lindbladian. First introduce

. 1 «
G := —iH — EZLZ-Li,
i€l
so that for any pu € D,

L(p) = Gu+pG*+ LipL;. (6.4)
iel
Remark that G + G* + > ,c; Ly L; = 0, so that (6.4) is the general form of the generator
of a QMS, as given by Lindblad [21]. The operator —(G + G*) is positive semidefinite and
t — e'C defines a one-parameter semigroup of contractions on K by a trivial application of
the Lumer-Phillips theorem (see e.g. Corollary 3.17 in [15]). We are now ready to give the
Dyson expansion of the QMS.

Proposition 6.1. Let (7;)¢>0 be a QMS with Lindbladian £ as given above. For any initial
density matrix u € S, one has

T =Y X [ GG dn e, (6.5)

n=01i1,....in €l
where (&) = et C L, - Ly e G for &= (i1,...,in;t1,. .., tn).

We now turn to applying this to CTOQW. Due to the block decomposition of H and
of the Sji», one can write G =Y, G; ® |i)(i], where

1 e
Gi=—iH;— - Y  RI'R!. (6.6)
JEV\{i}

From Proposition 6.1 we then get the following expression for the Lindbladian : for all
p= ey p(i) @ [i)(i| in D,

L) =3 (Gipli) + p()CE + X2 R (i) RY) @ i)dil. (6.7)
= GHAIEV

Corollary 6.1. Let (T;)i>0 be a CTOQW with Lindbladian L given by (6.7). For any
initial density matriz p € D, one has

T = X [ T d O i)l (69

n=01g,....in €V
where, for &€ = (ig, ... in;t1,...,tn) With ig,...,in € V" and 0 <t; < ... <t, <t,
Ti(€) := elt7tn)Cin Rﬁ:il eltn=tn=)Cip_y ... olt2=t1)Giy RZé ehGio, (6.9)
Note the small discrepancy between & = (i1, ..., in;t1,...,t,) in (6.5) and & = (i, . . ., in;

t1,...,ty) in (6.8), where the additional index i¢ is due to the decomposition of p.

Remark. Equation (6.5) is also called an unravelling of the QMS. It was first introdu-
ced in [13, 30], with a heuristic interpretation as the average result of trajectory & =
(405 .- yin;t1, ..., ty) on the state p, averaged over all possible such trajectories. We dis-
cuss later connections with an operational interpretation of T;(§)p(i0)T¢(£)* in Remark
6.1.4.
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The decomposition described in (6.9) will allow us to give a rigorous definition of the
probability space associated to the evolution of the particle on V. The goal is to introduce
the probability measure P, that models the law of the position of the particle, when the
initial density matrix is u € D. The following is inspired by [4, 7, 19].

First define the set of all possible trajectories up to time t € [0,00] as Z; := I_INE,gn),
ne
(n)

where Z; 7 is the set of trajectories on V up to time ¢ comprising n jumps :

2 = L€ = (G0, - yinitly o tn) EVITLXRTY, 0 <ty <o <ty <t}
For t € R, the set Eﬁ”) is equipped with the o-algebra Egt) and with the measure Vt(n),
which is induced by the map

Ly s (VP x 0,0, PV x B([0,6)7), 5" x La,) — =M 5 M)
(405« 5003 815+ -5 Sn) = (05 -+ 5 9n; Smins - - - » Smax)

where ¢ is the counting measure on V, B([0,t)") is the Borel o-algebra on [0,t)" and
A is the Lebesgue measure on B([0,¢)") for all n > 0. These measures are o-finite and
this allows us to apply Carathéodory’s extension Theorem. We first define the o-algebra
3 = J(Egt),n € N) and the measure v on Z; such that v, = Vt(n) on Eﬁ"). For a given
f= Yy p(i) ® [i)(i] in D, one can then define the probability measure P!, on (=, ;)
such that, for all E € ¥,

PLE) = [ Tr(TE) e ) (©)

= i > /O<t ey oy LeEE Tr(T3(8)p(io)T2(£)") dty - - - dtn (6.10)

n=014g,....in€V

where & = (ig,...,In;t1,...,tn) and where T;(§) is defined by Equation (6.9). The measure
P!, is indeed a probability measure as one can check that P!,(Z;) = Tr(et“(n)) = 1. The

family of probability measures (P%,),., is consistent, as (6.10) and (6.9) show that

[ee]

LANCOEDINDS /0 o Meen TH(E (TS plio) Ti€)")) Aty -+ i = P ()

n=01g,...,in€V

for all t,s > 0 and E € X;. Hence, Kolmogorov’s consistency Theorem allows us to extend
(P%,)i>0 to a probability measure Py, on (Ea, Xoo) Where Yoo = (24,1 € Ry).

In most of our discussions below we will specialize to the case where pu is of the form
p = p® |i)(i|. In such a case, we denote by P; , the probability P,,.

6.1.3 Quantum trajectories associated to CTOQW

Quantum trajectories are another convenient way to describe the distribution of the
position process (X¢)¢>o associated to the CTOQW. Actually, the combination of quantum
trajectories and of the Dyson expansion will be essential tools for the main result of this
article. Formally speaking, quantum trajectories model the evolution of the state when a
continuous measurement of the position of the particle is performed. The state at time ¢
can be described by a pair (X¢, pr) with X; € V' the position of the particle at time ¢ (as
recorded by the measuring device) and p; € Sy the density matrix describing the internal
degrees of freedom, given by the wave function collapse postulate and thus constrained
to have support on h; alone. The stochastic process (X, pt)¢>0 is then a Markov process,
and this will allow us to use the standard machinery for such processes. However, their
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rigorous description is less straightforward than the one for discrete time OQWs. It makes
use of stochastic differential equations driven by jump processes. We refer to [25] for the
justification of the below description and for the link between discrete and continuous-
time models. Remark that we denote by the same symbol the stochastic process (X¢)¢>0
appearing in this and the previous section. This will be justified in Remark 6.1.4 below.

In order to present the stochastic differential equation satisfied by the pair (X, p;)
we need a usual filtered probability space (Q, F,(F)t,P), where we consider independent
Poisson point processes N/ i, j € V,i # j on R?. These Poisson point processes will govern
the jump from site ¢ to site j on the graph V.

Definition 6.2. Let (7;);>0 be a CTOQW with Lindbladian £ and let g = >";cy p(i) ®
|i)(i] be an initial density matrix in D. The quantum trajectory describing the indirect
measurement of the position of the CTOQW is the Markov process (f)¢>0 taking values
in the set D such that

po = po ® | Xo)(Xol,

where X and pg are random with distribution

P <(X0,p0) - (Z %)) — Te(p(i)) for all i € V

and such that puy =: py ® | Xy)(Xy| satisfies for all ¢ > 0 the following stochastic differential
equation :

_ Ml 14 Cr ST S " N
MKt = o +/0 (H’S*) 5+§/0 /1\{ Tr(SZMS_SZ*) — Ms— 0<y<Tr(Sng—Sg*) ( Y, 3)

(6.11)

where

M(p) = L) =3 (8! u S — pTe(S] nS7))
i

so that for u =3, p(i) ® |)(i| € D,

M) = (Gipli) + p()G; — p(i)Te(Gip(a) + p(i)G)) © [i)il

i

Remark. An interesting fact has been pointed out in [25] : continuous-time classical Markov
chains can be realized within this setup by considering h; ~ C for all 1 € V.

Let us briefly describe the evolution of the solution (u):of (6.11). Assume that Xy = ig
for some ip € V and consider pg a state on b;,. We then consider the solution, for all ¢ > 0,

t
ne = po + /O (Gigns + nsGy, — nsTr(Gigns + 1sGi,)) ds . (6.12)

We stress the fact that the solution of this equation takes value in the set of states of b;,
(this nontrivial fact is well known in the theory of quantum trajectories, see [24] for further
details). Now let us define the first jump time. To this end we introduce for j # ig

T) =inf {t >0; NI ({u,y|0 Su <t 0<y < Te(RLn,R.")}) >1}.
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The random variables T] are nonatomic, and mutually independent. Therefore, if we let
= inf ]#O{Tl} then there exists a unique j € V' such that Tj 7. In addition,

P(Ty <e¢) < Z P(T{ <)

_ Z Tr(R] nuR] )du)
J#io

< Z/ Tr( Rlonu )d

J#io
e
<e) R} R (6.13)
J#io
where the sums are over all j in V with j # ip. Now remark that our assumption that

i 57*57 converges strongly implies that the sum > ik | R7* RY|| is finite for all i in V/, so
that (6.13) implies P(77 > 0) = 1. On [0, T1] we then define the solution (X, p;); as

) .
Ri nn - Rg

X, pt) = (ig,m) for t € [0,71) and (Xp,pny) = (J, —
(X, pr) = (io, ne) [0,T1) (X1y,p17) = ( Rl BT

).
‘We then solve

¢
N = pr, -|-/0 (Gﬂ]s + nSG; —nsTr(Gyns + nSG;)) ds, (6.14)

and define a new jumping time 75 as above. By this procedure we define an increasing
sequence (71,), of jumping times. We show that 7" := lim,, 7, = +oo almost surely : we
introduce

AT N
Ny = Z (/0 /R]10<y<Tr(S{us_Sf*) NI (dy,ds))

(where the sum is over all 4, j with ¢ # j) which counts the number of jumps before ¢. In
particular N7, = p for all p € N. Now from the properties of the Poisson processes we have
for all p € N and all m € N,

mAT . . . .
E(Nrum) SE(WN) = S B( [ Te(Sfhua-S7)ds) <m 3157871
i#] 7]

Denoting C' = >, ., 157%S7|| (which is finite) the inequality pP(T, < m) < E(NT1,nm)
implies
P(T, <m) < —C.
p
This implies that P(lim,, 7;, < m) = 0 for all m € N so that lim,, T;, = +o00 almost surely.
Therefore, the above considerations define (X, p;) for all t € R..

6.1.4 Connection between Dyson expansion and quantum trajectories

The connection between the process (X¢, p:) defined in this section and the Dyson
expansion has been deeply studied in the literature. We do not give all the details of this
construction and instead refer to [4, 7] for a complete and rigorous justification. The main
point is that the process (X¢, pt) defined in Section 6.1.3 can be constructed explicitly on
the space (2°°, X% P), as we now detail.
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Recall the interpretation of & = (ig,...,in;t1,...,ty) as the trajectory of a particle,
initially at 79 and jumping to i; at time t;. First, on (2°°,X°,P) define the random
variable N;” by

N} (€) = card{k =0,...,n— 1| (ig, ix+1) = (4, )}

for £ = (ig,...,in;t1,...,t,) as above. Now, let
& ) iftp, <t<t
Xile) = { i et
n n = v
i (6.15)
5i(€) = T:(§)po T(§)
Tr(Ti(€)poTi(€)*)
(recall that T;(€) is defined in (6.9)) and
fie = P ® | Xe )Xol -
Differentiating (6.15), one can show that the process (/i;); satisfies
S7 . §i* L
djie = M(fi—) dt + 3 (=122 yaN (). (6.16)

i£j Tr(Sgﬂt_Sg*)

It is proved in [4] that the processes

o t .
(Ni)e and (/0 /R]lO<y<T\r(Sfusfsf*)Nl’J (dy, ds)),

(for (p); and N defined in the previous section) have the same distribution. Therefore,
(fit)¢ and (ue)¢ have the same distribution. For this reason, we will denote the random
variables 7}, Xt, ot by ne, Xy, pi, i.e. we identify the random variables obtained by the
construction in Section 6.1.3 and those defined by (6.15). In addition, from expression

(6.15) for p, X; we recover immediately that p; = pr @ | Xy)(Xy| satisfies

Epo (pe) = Te(p0)

where E,,; is the expectation with respect to the probability P, defined in Section 6.1.2.
This identity shows that the quantum Markov semigroup (7;); plays for the process (X, pt):
the same role as the Markov semigroup in the classical case. Because a notion of irreduci-
bility is naturally associated to such a semigroup (see [12, 17] for general considerations on
the irreducibility of Lindbladians), this will allow us to associate a notion of irreducibility
to a continuous-time open quantum walk.

Now note that expressions (6.15) give an interpretation of X; and p; in terms of quantum
measurement. Indeed, one can see the operator T;(§) for & = (ig,...,in;t1,...,ts) (or,
rather, the map p — T(§)pT:(€)*) as describing the effect of the trajectory where jumps
(up to time t) occur at times t1,...,t, and ig,. .. i, is the sequence of updated positions :
as long as the particle sits at i € V, the evolution of its internal degrees of freedom is
given by the semigroup of contraction (etGik )t>0 and, as the particle jumps to ig4q, it
undergoes an instantaneous transformation governed by R;Z“ (this T;(§) as the analogue
for continuous-time OQW of the operator L, of [5, 10]). Therefore, the expression for p;(§)
in (6.15) encodes the effect of the reduction postulate, or postulate of the collapse of the
wave function, on the state of a particle initially at 79 and with internal state pg.

This rigorous connection of the unravelling (6.9) to (indirect) measurement was first
described in [4] (see also [23, 24], as well as [14] for a connection to two-time measurement
statistics).

To summarize this section and the preceding one, we have defined a Markov process
(e)r as pe = pr @ | Xy X X|, where Xy € V and p; € tht, of which the law can be computed
in two ways : either by the Dyson expansion of the CTOQW as in (6.10) or by use of the
stochastic differential equation (6.11).
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6.2 Irreducibility of quantum Markov semigroups

In this section, we state the equivalence between different notions of irreducibility for
general quantum Markov semigroup. Our main motivation is the fact that we could not
find a complete proof in the case of an infinite-dimensional Hilbert space, as is required
e.g. for CTOQW with infinite V. We then discuss irreducibility for CTOQW.

Theorem 6.1. Let T := (T¢)i>0 be a quantum Markov semigroup with Lindbladian

L(p) =Gp+ pG* + ZLi wL}. (6.17)
iel

The following assertions are equivalent :

1. T is positivity improving : for all A € Z(K) with A > 0 and A # 0, there exists
t > 0 such that e"*(A) > 0.

2. For any ¢ € K\{0}, the set C[L] ¢ is dense in K where C[L] is the set of polynomials
in e'C fort >0 and in L; fori € 1.

3. For any ¢ € K\{0}, the set C[G, L]y is dense in IC where C[G, L] is the set of
polynomials in G and in the L; fori € 1.

4. T is irreducible, i.e. there exists t > 0 such that Ty admits no non-trivial projection

P € B(K) with T;(PZ(K)P) C PI(K)P.

From now on, any quantum Markov semigroup which satisfies any one of the equivalent
statements of Theorem 6.1 is simply called irreducible.

Remark. Positivity improving maps are also called primitive. We therefore call primitivity
the property of being positivity improving. Remark also that one can replace “there exists
t > 0” by “for all t > 0” in assertions 1. and 4. above to get another equivalent formulation
of irreducibility and primitivity. This follows from the observation that assertion 3. does
not depend of .

Proof. We first prove the equivalence 1. < 2. Note that 1. holds if and only if for every
©o # 0, there exists tg > 0 such that (o, e (Joo)Xpo|)e) > 0 for all ¢ # 0. Now remark
that from Equation (6.8),

<<p,et£(\<po><<po!)s0>=i > /0 {0, Ge(E)po) |* dty - - - b, (6.18)

n=0ig,...,inel * Ot <<tn <t

where & = (i1,...,0n;t1,...,tn). Assume 1. and fix pg # 0. If for some ¢ > 0, the left-
hand-side of (6.18) is positive for any ¢ # 0, then for any such ¢ # 0 there exists & with
(¢, Ct(&)po) # 0. Since (+(&)po € C[L]po and the latter is a vector space, this implies that
C[L]po is dense in K. Now assume 2. and fix ¢g # 0. Since C[L]pp is dense in K, for any
@ # 0 there exists an element ¢ = e*» @ L; --- L; 1 Cpq such that (@, ) # 0. However,
for t > s1 4+ ...+ sp, ¥ is of the form (,(&)po for some & = (i1,...,in;t1,...,tn). By
continuity of ¢ in t1,...,ty,, the right-hand side of (6.18) is positive and this proves 1.

To prove the equivalence 2. < 3., we use the fact that G = limt_m(etG —1d)/t, which
implies that for any ¢ € K\{0},

ClG, Lle C C[L]p C C[L]p.

Since €/ = lim,, 00 Y.t_o t*GF /K, for any ¢ € K\{0} we also have

C[L]y  C[G, L]y € C[G, L]p.
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Therefore, for any ¢ € K\{0},
C[L]¢ is dense in K <= C|G, L]y is dense in . (6.19)

The implication 1. = 4. is obvious. It remains to prove that 4. = 2.. To this end,
suppose that 7 is irreducible. Let ¢ € K\{0} and denote by P the orthogonal projection
on C[L]¢. The goal is to prove that P = Id. For all ¢ € K£\{0},

e E(PI) (W|P) = i > / G(E)PIY) (W[ PG(E) dty - - - dtn

70 g, el YOSt < <tn <t

-y ¥ |

n=0ig,...inel 7 O<t1<<tn

o Gt (&) P) (Ce(E) Pyldty - - - dty

Since (¢(&) € C[L] and P € C[L]p, we have (;(&) Py € C[L]¢ and thus
Te(Pl) (| P) = PTe(Pl) (| P)P.

The projection P being subharmonic for 7; which is irreducible by assumption, P is trivial.
As it is non-zero, P = Id. Since P is the orthogonal projection on C[L]p, this shows that
C[L]p is dense in K.

Remark. An immediate corollary of Theorem 6.1 is that a quantum Markov semigroup
T = (T¢)¢ is irreducible if and only if its adjoint 7* = (7;*); is irreducible.

We now introduce the notion of irreducibility of a CTOQW, focusing on the trajectorial
formulation. Let 7 := (7¢)i>0 be a CTOQW on a set V. For 7,5 in V and n € N, we denote
by P"(i,j) the set of continuous-time trajectories going from 7 to j in n jumps :

P (i,§) = {€ = (i0,- - -y in;t1, - tn) € EW Jig = 4, in = j}
and we set P(i,7) = UpenP"(4, ). For any & = (4,...,7;t1,...,t) in P(i, ), we recall that
the operator T;(§) from b; to b; is defined by

Ty (&) = e(t_t7b)GjR-’Zn71e(tn_t”ﬂfl)Gin—l o elta—t)Giy Rflethi )

The following proposition is a direct application of Theorem 6.1, and will constitute our
definition of irreducibility for continuous-time open quantum walks. The criterion here is
equivalent to any other formulation proposed in Theorem 6.1.

Proposition 6.2. The CTOQW defined by the quantum Markov semigroup 7 := (7;)t>0
is irreducible if and only if, for every ¢ and j in V and for any ¢ in h;\{0}, the set
{T:(§) o, t >0, £ € P(4,7)} is total in b;.

The proposition below gives a sufficient condition for irreducibility of a quantum Markov
semigroup. We recall (see [27]) that a map on Z;(K) of the form p — >, LiuL} is called
irreducible if for any g # 0, the set C[L]gy is dense in C (this is simply a discrete-time
analogue of the present notion of irreducibility).

Proposition 6.3. Let 7 := (7¢)t>0 be a quantum Markov semigroup with Lindbladian
L(p) =Gu+ uG* + ZLi pLy.

If ®(pu) =>,; Li p LY is irreducible, then T := (T¢)s>0 is irreducible as well.

Proof. This is obvious from Lemma 3.3 of [27] and the third characterization of irreducibility
in Theorem 6.1.
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One can compare the present notion of irreducibility with the usual one for classical
Markov chain. Actually if Q = (g;,j)i jev denotes the generator of a continuous-time Mar-
kov chain, then the irreducibility of the chain depends on the transitions (g;;,7 # 7). In
particular the Markov chain is irreducible if and only if for all 7,j there exists a path
i9 = %,%1,...,ip, = j such that g;,; X ... X ¢, _,4, > 0. Unfortunately in the case of
CTOQW only one implication is valid since one can find 7 := (7¢)s>0 irreducible where
the corresponding ® is not irreducible (see the example below).

Ezample 6.1. We focus on an example on H = C2® |1) + C2 ® |2), where the Lindbladian
is defined by (6.7) with :

1/-1 2 0 1
G12G2:2<—2 —1>’R%:R5:<1 0)‘

One can easily check that {R(£) , £ € P(i,75)} = b; for all i, j € {1,2} and ¢ € h;\ {0} but
the discrete OQW defined by R? and Rj is not irreducible. This is an example of CTOQW

where e'£ is irreducible even though ® is not.

6.3 Transience and recurrence of irreducible CTOQW

In the classical theory of Markov chains on a finite or countable graph, an irreducible
Markov chain can be either transient or recurrent. Transience and recurrence issues are cen-
tral to the study of Markov chains and help describe the Markov chain’s overall structure.
In the case of CTOQW, transience and recurrence notions are made more complicated by
the fact that the process (X;); alone is not a Markov chain.

In the present section, we define the notion of recurrence and transience of a vertex
in our setup and prove a dichotomy similar to the classical case, based on the average
occupation time at a vertex. However, compared to the classical case, the relationship
between the occupation time and the first passage time at the vertex is less straightforward.
Recall that the first passage time at a given vertex ¢ € V is defined as

T, = inf{t > T1|Xt = Z}

where T} is defined in Section 6.1.3. Similarly the occupation time is given by

00
n; :/ 1x,—; dt.
0

In the discrete-time and irreducible case (Theorem 3.1. of [5]), the authors prove that
there exists a trichotomy rather than the classical dichotomy. We state a similar result for
continuous-time semifinite open quantum walks (we recall that an OQW is semifinite if
dimb; < oo for all i € V).

Theorem 6.2. Consider a semifinite irreducible continuous-time open quantum walk. Then
we are in one (and only one) of the following situations :
1. For any i,j in'V and p in Sy,, one has E; ,(n;) = 0o and P; ,(1; < 00) = 1.
2. For anyi,j in'V and p in Sy,, one has E; ,(nj) < oo and IP; ,(1; < 00) < 1.
3. Foranyi,j inV and p in Sy,, one has E; ,(nj) < oo, but there exist i in'V and p, p’
in Sy, (p necessarily non-faithful) such that P; ,(1; < o0) = 1 and P; (73 < 00) < 1.

Note that in the sequel we only focus on semifinite case. Recall that when §; is one-
dimensional for all ¢ € V', we recover classical continuous-time Markov chains. In this case,
the Markov chain falls in one of the first two categories of this theorem ; that is, the third
category is a specifically quantum situation.
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The rest of this section is dedicated to the proof of Theorem 6.2. More precisely, in
Subsection 6.3.1 we prove the dichotomy between infinite and finite average occupation
time. This allows us to define transience and recurrence of CTOQW. We also give examples
of CTOQW that fall in each of the three classes of Theorem 6.2. In Section 6.3.2 we state
technical results that give closed expressions to the occupation time and the first passage
time. Finally, the proof of Theorem 6.2 is given in Subsection 6.3.3.

6.3.1 Definition of recurrence and transience

We begin by proving that for an irreducible CTOQW, the average occupation time
E; p(nj) of site j starting from site 7 is either finite for all 4, j or infinite for all 7, 5.

Proposition 6.4. Consider a semifinite irreducible continuous-time open quantum walk.
Suppose furthermore that there exist g, jo € V and pg € Sp,, such that E;; (nj,) = oo.
Then, for all i, j € V and p € S, one has E; ,(n;) = oc.

Proof. Fix i,j € V and p € Sy,. Then one has

Eip(n;) = /0 TP (X = ) di = /0 Tt (p @ i) (I @ 7)) dt

By hypothesis, (7;):>0 is irreducible and thus positivity improving by Theorem 6.1 ; by Re-
mark 6.2 the same is true of (7;*);>0. Therefore, since for any i € V', b; is finite-dimensional,
for any s > 0 there exist scalars «, 8 > 0 such that

e (p @ i)(i]) > & po ® lig)(io| and €™ (I @ [5)(j]) > B I ® |jo)(jol -
We then have, fixing s > 0,

Biplny) > [~ T8 (e i) ) e (1 @ 17) ) at

> a8 /0 (e (po © Jio)iol) (I @ o) o)) du
> 046 IE‘:io,po (njo) .

This concludes the proof.

The above proposition leads to a natural definition of recurrent and transient vertices
of V.

Definition 6.3. For any continuous-time open quantum walk, we say that a vertex ¢ in V'
is :

— recurrent if for any p € Sy, E; ,(n;) = 00;

— transient if there exists p € Sy, such that E; ,(n;) < oco.
Thus, by Proposition 6.4, for an irreducible CTOQW, either all vertices are recurrent or
all vertices are transient. Furthermore, in the transient case, E; ,(n;) < oo for all p in Sy, .

We conclude this section by illustrating Theorem 6.2 by simple examples. The n-th
example corresponds to the n-th situation in Theorem 6.2.

Example 6.2.
1. For V. = {0,1} and hy = h; = C, consider the CTOQW characterized by the
following operators :

1
Go=Ci=—3, Ry=R=1.

Then the process (X)i>0 is a classical continuous Markov chain on {0,1}, where
the walker jumps from one site to the other after an exponential time of parameter
1.
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2. For V.= 7 and h; = C for all ¢ € Z, consider the CTOQW described by the
transition operators :

V3

Giszj R’ZL+1: 2 5

: 1
Rz_l =5 foralli e Z.

The process (Xt)t>0 is a classical continuous Markov chain on Z where after an
exponential time of parameter 1, the walker jumps to the right with probability %
or to the left with probability %.

3. Consider the CTOQW defined by V = N with h; = C? and by = h; = C for i > 2,
and

Gy = —» 33:\}5@), Glz—%IQ,R(f:(O 1), ®=(10),

1 (1 1 , V3 ‘ 1
Rl =— Gi=—-, R =Zfori>2and R""' == fori>3.
2 2\/§<1>7 7 2a i 9 or 1 ~ an i 2OI‘Z_

This is an example of positivity improving CTOQW where, for p = (8 (1)), one

has
Pl,p(ﬁ < OO) =1

but
P; (15 < 00) <1

for any p' # (8 (1)) This example therefore exhibits “specifically quantum” beha-

vior. This example is inspired from [5].

6.3.2 Technical results

Proposition 6.5 below is essential, as it expresses the probability of reaching a site in
finite time as the trace of the initial state, evolved by a certain operator.

Proposition 6.5. For any continuous-time open quantum walk, there exists a completely
positive linear operator B; ; from Z(h;) to Z(h;) such that for every i,j € V and p € Sy,,

P; (75 < 00) = Tr(Bi;(p)) -
Furthermore, the map ‘B; ; can be expressed by :

oo

Pijlp) =
n=041,....in—1€V\{j}
i0=t,in=}j

/ R(€) p R(E)*dty ... dty
0<t1<...<tp<oo

where R(¢) = Rir_ elin~In-0)Cuy gin-1 Y tiGio for € = (ig,...,init1,. .., tn).

Tn—1 In—2
Note that we do not require the h; to be finite-dimensional here.

Proof. We have the trivial identity :

Pip(rj <t) = i > /0<t1<m<t ., Tr(e""E(R(€) p R(E)* @ [5)(j]))dty ... dty,

n=0 i1,....in_1€V\{j}
ioZi,in:j

(6.20)
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(t—tn)L

Then, since e is trace preserving,

Pip(rj <t)= > /Ot t tTr(R(g)pR(g)*)dtl...dtn
n=0 iy, . in_1€V\{j} 7Ot
10=1,tn=]

and since both sides of the identity are nondecreasing in ¢, taking the limit ¢ — +oo yields

]P)zp T < OO Z Z /O . . (R(g)l)R(ﬁ)*)dtl dt,
n=0 i1,...in—1€V\{j} <t1<..<tp<oo
10="1,in=7J

It remains to show that *B; ; is well defined. Let us denote by (V},)nen an increasing sequence
of subsets of V' such that |V,| = min(n, |V]) and U,ey Vi = V. For any X € Z(h;)\{0}
write the canonical decomposition X = X; — Xo +iX3 —iXy of X as a linear combination
of four nonnegative operators. We get

N
IDONDS
n=0 i1, in_1EVN\{j}
iozi,in:j

SiTrli >

m=1 n=0 i1,...,in—1€EVN\{j}

/ R(E) X R(E)*dty .. .dtn‘
0<t1<...<tn <N

/ R(E) X, R(E)" dt ...ty
0<t1<...<tn<N

iO:ivin:j
4 N X
< Tr X,,, / Tr(R T R(E)*)dty...dt,
- mgz:l nz:: 2 0<t1< . <ty <N (R(E) Tr(Xom) ©7) s

0 i1,in—1€VN\{7}
10=1,in=]

4
SZTerX]P Xm (Tj<N)

?Tr(Xm)

(alternatively apply Theorem 5.17 in [31] to X1 — X2 and X3 — X4). Then

sup Tr’Z Z

n=0 i1, in—1€VN\{j}
10="1,in=]

/ R(&) X R(¢)*dty .. .dtn‘ <oo.
0<t1<..<tpn<N

Consequently, by the Banach-Steinhaus Theorem, the operator on Z(h;) to Z(h;) defined

by
M= %

n=0 i1, in— 1€V\{]}
10=1%,in=]

/ R(¢) X R(¢)* dt - - - di
0<t1 <+ <tp<oo

is everywhere defined and bounded.

As a corollary, using the definition of the operator °B; ; for ¢, € V', we obtain a useful
expression for E; ,(n;) :

Corollary 6.2. For everyi,j € V and p € Sy,, we have
o0
Eip(nj) = > Tr(B}; o i) - (6.21)
k=0
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Proof. Let i,j € V and p € Sj,. Then

(o.¢]

Eipln) = [Py =) dt = [T o i) i) ad @ 1) ) d

:Tr(ZZ > > / TpT*dtl-..dtndt>,
0<t1 <<t <t

n=0k=0 m1,....,mEN i1, imy—1,imq+1r-im,—1€EV\{5}
my<--<mg=n . :

iOZivimlziMQZ”':lmk:]
where T = Rin eltn=tn-0)Ciy g gin-t . pimittp(bme1=tm )iy gl Rt Gig | The
n—1 tn—2 tmq tmq—1 0

above expression corresponds to a decomposition of any path from ¢ to j as a concatenation
of a path from ¢ to j and k paths from j to j which do not go through j. This yields (6.21).

The next corollary allows us to link the quantity P; ,(7; < o0) to the adjoint of the
operator B; ;. In particular, as we shall see, it is a first step towards linking the properties
of P; (15 < 00) and E; ,(n;).

Corollary 6.3. Let i and j be in V. One has

Pip(rj <o0) =1 = P/ ;(ld) = (I(;i 2) in the decomposition h; = Ran p @ (Ranp)=.

In particular, if there exists a faithful p in Sy, such that P; ,(17; < 00) =1, then
P; (15 < 00) =1
for any p’ in Sy, .

Proof. By Proposition 6.5, one has P; ,(1; < 0o) = Tr(p%; ;(Id)). Therefore, if P; ,(; <
00) = 1, then 7 ;(Id) has the following form in the decomposition h; = Ran p @ (Ran p)t

P;,(1d) = (Ij ;;) .

Besides, the fact that Id > B} ;(Id) forces A to be null. In particular, if p is faithful, then
7;(Id) = 1d and therefore P; ,/(7; < oo) = 1 for any p’ in Sy, .

6.3.3 Proof of Theorem 6.2

Let i and j be in V. As we can see in Corollary 6.3, if we suppose that IP; ,(7; < 00) =1
for a faithful density matrix p, we necessary have P; ;(Id) = Id. This will be used in the
following proposition, which in turn explains the statement regarding non-faithfulness in
the third category of Theorem 6.2.

Proposition 6.6. Let i be in V. If there exists a faithful p in Sy, such that P; ,(7; < 00) =1,
then one has E; ,(n;) = oo for any p’ in Sp,.

Proof. We set 71 = 7; and, for all n > 1, we define 7™

" as the time at which (X;);>0 reaches
1 for the n-th time :

Ti(") =inf{t > 7._,| X; =i and X, # i}.

From Corollary 6.3, one has P; y(7; < oo) = 1 for all p’ in Sy,. This implies that for all

n >0, Ti(n) is P; y-almost finite for any p’ € Sy,. For n > 0, let T be the occupation time
in 4 between 7, and 7, :
T, = inf{u| Xr(”)+u #i}
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(0)

with the convention that 7,7 = 0. Since we have

Eip(ni) 2 Bip (Y T3) 2 D inf Eip(T;),

n>1 n>1PES,;

it will be enough to obtain a lower bound for E; ;(77) which is uniform in n and in p. To
this end, we use the quantum trajectories defined in (6.11). We first compute P; 5(T?: > t)
for all ¢ > 0. To treat the case of n = 1 we consider the solution of

i —p+/ Ginl + ) G; =l Te(Ginf + 1) G})) ds. (6.22)

Using the independence of the Poisson processes N7 involved in (6.11) we get
P; ;(T{ > t) = P; 5(no jump has occurred before time t)
— Py (N ({u,y|0 <u<t,0<y<Te(RIPRI)Y) =0 V) # i)
=TI Pis (N ({u,y|0 <u<t,0<y<Te(RILRI)}) =0)

J#i

=TT ex Tr(RInPRI*) ds

]];[Z p{— / 1

= exp ( /O Tx((G; + G;) ) ds) (6.23)

where we used relation (6.6). Similarly, using the strong Markov property,
Pip(Th > t) = B p(L1risy)
=Eip(Eip; (11is))

= Em(exp (/Ot Tr((Gi + GY) nfTﬁ) ds))

> o tIGi+G I |

Now, using the fact that E; 5(T7) = [5°P; 5(T7 > t)dt, this gives us the expected lower
bound : 1
Eip(Th) > i
R
This concludes the proof.

The next proposition is connected to the first point of Theorem 6.2.

Proposition 6.7. Consider a semifinite irreducible continuous-time open quantum walk.
If there exist 4,7 in V and p € Sy, such that E; ,(nj) = oo, then one has P; (7; < 00) =1
for any p" in Sy .

Proof. By Proposition 6.2, there is no nontrivial invariant subspace of b; left invariant by
R(¢) for all £ € P(j,7). Since any such & is a concatenation of paths from j to j that
remain in V'\ {j} except for their start- and endpoints, there is also no nontrivial invariant
subspace of fj; left invariant by the operator 33, ; of Proposition 6.5. The latter is therefore a
completely positive irreducible map acting on the set of trace-class operators on h;. By the
Russo-Dye Theorem (see [26]), one has [|B; ;|| = |7 ;(Id)|| < 1, so that the spectral radius
A of P, ; satisfies A < 1. By the Perron-Frobenius Theorem of Evans and Hoegh-Krghn
(see [16] or alternatively Theorem 3.1 in [27]), there exists a faithful density matrix p’ on
h; such that P, ;(p’) = Ap'. If A < 1, then by Corollary 6.2 one has E; (n;) < oo, but then
Proposition 6.4 contradicts our running assumption that E; ,(nj) = co. Therefore A =1
and p’ is a faithful density matrix such that P; ,(7; < co) = Tr(B;;(p’)) = Tr(p') = 1. We
then conclude by Corollary 6.3.
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Proposition 6.8. Consider a semifinite irreducible continuous-time open quantum walk ; if
there exists i € V such that for all p’ € Sy, one has P; (73 < 00) = 1, thenP; ,(7; < 00) =1
for any j € V and p € S, .

Proof. Fix i and j in V. Observe first that, by irreducibility, for any p in Sy,, there exists

g: (i:Z.()aila"'ain*l?in:j;tlw"atn)

such that Tr(R(£)pR(€)*) > 0. We denote by () the element ¢, of €. Using the continuity
of Tr(R(§)pR(€)*) in p and the compactness of Sy,, we obtain a finite family &1, ..., &, of
paths, again going from 7 to j, such that

P2, TGP > 0

Let § > maxy—1 __,t(&). By continuity of each Tr(R(&)pR(&)*) in the underlying jump
times t1,...,t, and using expression (6.20), we have
a:= inf P; (75 <) >0.
pES), i,p(T5 < 0)
Now, if P; ,(7; < oo) =1 for all p in Sy,, then the discussion in Section 6.1.3 imply that
almost-surely one can find an increasing sequence (t,,), of times with ¢,, — co and z;, = i.
Choose a subsequence (f,(,))n such that ¢,y —t,,—1) > d for all n. Since never reaching

J means in particular not reaching j between ¢,y and ¢, 11y for n = 1,..., k, the Markov
property of (X, p¢)i>0 and the lower bound t,,) — t,,—1) > ¢ imply that for all p € Sy,

Pip(mj = 00) <P (VO <n <k, Vte [tom)tomen) Xt # j)
< (sup P (75 > 5))k
pED;
< (1—a)k.

Since the above is true for all k, we have P; ,(7; < c0) = 1.
Now we combine all the results of Section 6.3.2 to prove Theorem 6.2.

Proof (Proof of Theorem 6.2). Proposition 6.4 shows that either E; ,(n;) = oo for all i, j
and p, or E; ,(n;) < oo for all 4,j and p. Proposition 6.7 combined with Proposition 6.8
shows that in the former case, P; ,(7; < oo) = 1 for all 4,j and p as well. Proposition 6.6
shows that, in the latter case, P; ,(7; < co) = 1 may only occur for non-faithful p, and this
concludes the proof.
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Résumé : Cette these est consacrée a 1’étude de modéles stochastiques associés aux systémes
quantiques ouverts. Plus particuliérement, nous étudions les marches quantiques ouvertes qui
sont les analogues quantiques des marches aléatoires classiques. La premiére partie consiste
en une présentation générale des marches quantiques ouvertes. Nous présentons les outils
mathématiques nécessaires afin d’étudier les systémes quantiques ouverts, puis nous exposons
les modéles discrets et continus des marches quantiques ouvertes. Ces marches sont respec-
tivement régies par des canaux quantiques et des opérateurs de Lindblad. Les trajectoires
quantiques associées sont quant & elles données par des chaines de Markov et des équations
différentielles stochastiques avec sauts. La premiére partie s’achéve avec la présentation de
quelques pistes de recherche qui sont le probléme de Dirichlet pour les marches quantiques
ouvertes et les théorémes asymptotiques pour les mesures quantiques non destructives. La
seconde partie rassemble les articles rédigés durant cette thése. Ces articles traitent les sujets
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Abstract : This thesis is devoted to the study of stochastic models derived from open
quantum systems. In particular, this work deals with open quantum walks that are the
quantum analogues of classical random walks. The first part consists in giving a general
presentation of open quantum walks. The mathematical tools necessary to study open quan-
tum systems are presented, then the discrete and continuous time models of open quantum
walks are exposed. These walks are respectively governed by quantum channels and Lindblad
operators. The associated quantum trajectories are given by Markov chains and stochastic
differential equations with jumps. The first part concludes with discussions over some of the
research topics such as the Dirichlet problem for open quantum walks and the asymptotic
theorems for quantum non demolition measurements. The second part collects the articles
written within the framework of this thesis. These papers deal with the topics associated to
the irreducibility, the recurrence-transience duality, the central limit theorem and the large
deviations principle for continuous time open quantum walks.

Keywords : stochastic processes, stochastic differential equations, random walks, opera-
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