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Introduction générale

Pendant longtemps, les phénomeénes « électriques » et « magnétiques » ont été considérés
comme indépendants. Cette conception a toutefois changé au début du XIXe siecle, grace aux
expériences d’ Orsted, Ampere et Faraday, et aux interprétations qu’ils en ont faites. Ces expé-
riences ont prouvé que les forces « électrique » et « magnétique » peuvent étre en fait unifiées. En
1860, Maxwell a proposé une théorie générale de ’électromagnétisme classique pour la premiere
fois. Au début, cette théorie a consisté en vingt équations et vingt inconnues. Quelques années
plus tard, Heaviside a réécrit cette théorie sous la forme des quatre équations vectorielles aux
dérivées partielles que 'on connait maintenant comme « les équations de Maxwell ». Ces quatre

équations permettent de décrire tous les comportements électromagnétiques connus.

Apres environ deux cents ans de développement, I’électromagnétisme est depuis longtemps
étroitement associé a la vie quotidienne. Grand comme les moteurs électriques dans les navi-
gations aérospatiales, petit comme les récepteurs de communications dans nos portables, les
dispositifs utilisant 1’électromagnétisme sont aujourd’hui ommniprésents. A cause des champs
électromagnétiques qu’ils émettent, ces dispositifs sont malheureusement sources intrinseques
d’interférences électromagnétiques. Et avec les progres de la technologie, la densité de puissance
des appareils électriques augmente avec une vitesse importante. Ceci conduit également a une
augmentation des interférences électromagnétiques entre deux systémes d’électroniques de puis-
sance. Ces interférences peuvent engendrer des dysfonctionnements ou méme des dommages des
appareillages. Ce type de probleme est associé a la notion de compatibilité électromagnétique
(CEM).

Quel que soit le domaine d’application, il est obligatoire de respecter des normes en terme
de rayonnement parasite afin de pouvoir garantir un bon fonctionnement de I’ensemble des
équipements ainsi que d’assurer la sécurité des personnes. Actuellement les problématiques de
la CEM sont traitées apres le développement d’un nouveau prototype. Un ensemble de mesures
doit étre effectué, cherchant a vérifier que les normes de la CEM sont bien respectées. Ceci
conduit généralement a une modification du prototype, a travers ’ajout de filtres, de blindage.
Il est parfois nécessaire de produire un nouveau prototype afin de répondre aux contraintes
imposées. Ce processus empirique et itératif conduira a un surcoflit et une augmentation des
délais de fabrication importants dans le cycle de conception des systémes. Il est méme possible
que certains produits ne parviennent pas a respecter certaines normes du fait de leur conception.
Cette these a en fait pour objectif de résoudre une partie de ces problemes. L’idée est de calculer
des coefficients d’influence entre systémes (inductances mutuelles) en utilisant le développement
de modeles simples du rayonnement parasite en champ proche de systémes ou éléments d’un
systeme. Ceci permet de prendre en compte des contraintes CEM des la phase de conception.

Dans ce contexte, deux types de développement sont étudiés ces dernieres années. Le pre-
mier a été effectué notamment au Laboratoire GEEPS , qui consiste via un ensemble de mesures

ponctuelles en 3D & chercher un ensemble de sources équivalentes de type dipdles répartis sur
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une surface ou un volume [BPBT17]. La deuxi¢tme méthode consiste & modéliser la source de
perturbations comme un ensemble de multipoles localisés en un point. L’avantage de cette der-
niere méthode réside dans le nombre restreint de parametres a estimer qui est lié a la complexité
du systeme étudié, ce qui est a 'opposé de la méthode de dipdles répartis qui va dépendre de la
taille du systeme et va donner de bons résultats au prix de temps de calcul ou mesure important.
La deuxiéme méthode a aussi fait 'objet du projet ANR-14-CE22-009 JC « PolHar-CEM », qui

finance cette these.
Commencé au ler octobre 2014, ce projet comporte trois phases de recherche principales.

La premiére phase correspond a l’objectif de cette these, qui est d’exploiter les développe-
ments multipolaires, basés sur les développements en harmoniques sphériques. En étendant le
systéme de mesures aux ordres supérieurs (avant le début de ces travaux, les dispositifs de mesure
disponibles étaient limités a Pordre 4), il est possible de traiter les configurations dans lesquelles
des systemes sont proches ainsi que de prendre en compte le couplage entre éléments d’'un méme
systeme. Une étude de divers systemes classiques, ainsi que ’élaboration d’une bibliotheque de
composants permettra d’intégrer dans un logiciel de simulation de circuit, tel qu’INCA (Altair),
le couplage en champ proche magnétique inter et intra systéme. On s’intéresse ici au champ
proche du fait qu’aux fréquences de travail des systemes étudiés, f<20MHz, les dimensions du
systeme sont petites devant la longueur d’onde. Les systemes étudiés sont parcourus par de forts,

de ce fait les effets du champ magnétique sont prédominants devant ceux du champ électrique.

La seconde phase du projet porte sur le développement de nouveaux modeles toujours basés
sur des développements multipolaires, mais faisant appel a des développements en harmoniques
cylindriques puis & des harmoniques sphéroidales (ellipsoide de révolution). Ces travaux corres-
pondent & une autre theése qui est effectuée en méme temps par Frangois Tavernier. L’intérét
de I'étude de ces deux nouveaux modeles réside dans la limite du domaine de validité en har-
moniques sphériques. En effet certains cas ne peuvent étre correctement modélisés par un déve-
loppement multipolaire. Lorsque deux composants sont a une distance inférieure a la dimension
la plus grande d’un des composants et donc qui ne peuvent pas étre modélisés par des sources
équivalentes ponctuelles (exemple d’une bobine proche d’'un autre composant). Ce probléme
pourrait étre modélisé via un développement en harmoniques cylindriques. Le développement
en harmoniques sphéroidales offre encore plus de liberté et ’association de ces différents modeles

permettrait de traiter une palette de cas extrémement variés.

La troisieme phase de ce projet, aussi étudiée dans cette these, porte sur I’étude des impacts
et propagations des incertitudes. Premierement, ’augmentation en ordre du banc de mesure im-
plique une maitrise de la précision sur la réalisation du banc ainsi que sur les mesures. Chaque
mesure portera des incertitudes, il est important de déterminer les impacts de ces incertitudes
sur l'identification de la source de rayonnement inconnue. Deuxiémement, chaque composant
du commerce est réalisé avec une certaine précision sur ses caractéristiques. L’évaluation de
I'impact de cette imprécision et de la propagation de cette incertitude dans le calcul de I'induc-
tance mutuelle caractérisant le couplage entre deux composants doit étre réalisée afin d’établir
une enveloppe des valeurs des composantes du développement en harmonique d’une source de
rayonnement caractérisé. La bibliotheque de composants devra intégrer ce caractere incertain

des valeurs des composants.
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Ce mémoire de these porte sur la premiére et la troisiéme phase du projet, et s’articule autour

de cinqg chapitres.

Le chapitre 1 est consacré a la présentation précise du contexte dans lequel s’inscrivent ces
travaux. L’étude bibliographie est présentée, elle contient un rappel des bases de la compatibi-
lité électromagnétique. L’exemple d’un filtre CEM est proposé afin de mieux faire comprendre
I'importance de la CEM prédictive, traduite par la prise en compte de l'inductance mutuelle
entre les systémes ou entre les composants d’'un méme systéme des la phase de conception.
Enfin, I’évolution du banc de mesure dédié a 'identification du développement multipolaire est
présentée, du banc historique de 1989 jusqu’aux dernieres améliorations, proposées a 'EP-USP

(Sao Paulo) et par nous-mémes & Lyon.

Le chapitre 2 est consacré a la présentation de ’outil mathématique des développements
multipolaires en harmoniques sphériques. En introduction, nous présentons les bases physiques
(équations de Maxwell), leurs approximations en régime quasi-statique, et les potentiels qui
permettent de représenter les champs. Nous présentons ensuite une étude détaillée de la spire
circulaire de courant réalisée en circuit imprimé : c’est en effet un outil essentiel pour la partie
expérimentale de notre étude, parce qu’elle sert non seulement de capteur mesurant le flux ma-
gnétique a travers sa surface, mais aussi grace a sa symétrie parfaite a valider et calibrer le banc
de mesure. Il est important de présenter cette étude ici parce qu’elle permet clarifier les notions
liées au développement en harmoniques sphériques (HS). La construction des développements
en harmoniques sphériques (HS) est ensuite présentée, en partant de I’équation de Laplace. Les
caractéristiques de ces développements qui nous seront utiles par la suite, notamment les chan-
gements de reperes (rotation, translation...) sont exposées. Nous montrons enfin comment les

développements en HS peuvent nous servir pour le calcul de 'inductance mutuelle.

Le chapitre 3 complete le chapitre 2 en abordant deux problématiques liées au calcul de
I'inductance mutuelle. La premiere est le choix de I’ « origine » du développement : les coeffi-
cients du développement dépendent du choix du centre de ce développement. Nous détaillons
cette dépendance, ce qui permet d’interpréter I'importance du choix de ce centre; la méthode
de Nelder-Mead que nous présentons ensuite nous permet de trouver le centre optimal du déve-
loppement. La deuxiéme problématique concerne les « sources secondaires », tels que les champs
de réaction liés a des pieces massives ferromagnétiques ou conductrices faisant partie de I’'un ou
I’autre des dispositifs en interaction. Dans notre approche, ’expansion multipolaire de chaque
dispositif est obtenue par isolement, c’est-a-dire que chaque source est considérée comme « seule
au monde ». Seuls les phénomenes d’induit internes a une source sont pris en compte , pas les
phénomenes induits croisés entre deux sources. Ensuite, des études analytique et numérique sur
les effets des sources secondaires permettent de valider notre approche. Enfin, une méthode est

I & ur compenser l’erreur engendrée.
oposée pour compenser ’erreur engendrée

Le chapitre 4 introduit le probléme inverse et sa résolution, c¢’est-a-dire comment obtenir les
coefficients harmoniques a partir des résultats des mesures ou des modélisations. Les notions
de rang, conditionnement et résidu sont présentées, elles permettent d’une part de vérifier si le
probleme est bien posé, d’autre part de caractériser la qualité de la résolution faite. Ensuite, sur
la base de la méthode de moindres carrés, les facteurs essentiels de la résolution sont discutés et

étudiés : propagation des incertitudes, effets des choix de ’ordre maximal du développement et

3
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des positions de mesures, etc. Enfin, nous montrons comment utiliser de I'information a priori
dans la résolution du probléeme inverse. Plusieurs méthodes sont proposées pour rendre ces
informations utiles et quelques exemples sont étudiés pour illustrer 'intérét de cette approche.

Le chapitre 5 constitue une premiere validation expérimentale. Le nouveau banc de mesure
automatisé qui a été développé au Laboratoire Ampére pendant ce travail est présenté en détail,
avec ses instruments de mesure. Ensuite, plusieurs résultats de mesures en champ proche sont
présentés pour différentes sources, et utilisés pour construire les modeles équivalents en HS ; ces
résultats sont ensuite utilisés pour estimer les inductances mutuelles entre sources, et comparés a
la mesure directe. Pour ces quelques sources, ces résultats permettent de valider notre démarche

qui répond donc bien aux attentes mentionnées au chapitre 1.



CHAPITRE 1

Contextes et objectifs de ’étude

1.1 Introduction

Ce premier chapitre a pour objectif de préciser le contexte dans lequel s’inscrivent ces travaux.
Il commence par une bréve introduction de la CEM, y compris sa définition, les causes, les risques
et les mesures préventives.

Ensuite, le couplage inductif et les mesures a prendre pour éviter les problemes liés a la
CEM seront présentés et discutés. Un exemple concret de probleme CEM sera montré. Ceci
nécessite la mise en place du concept de la CEM prédictive. Cette approche est basée sur un
outil mathématique qui s’appelle le développement multipolaire avec 'idée de représenter la
source équivalente avec cet outil. Le couplage inductif peut étre calculé a partir de ces modeles
équivalents.

La caractérisation des coefficients multipolaires est basée sur le probleme inverse, dont les
entrées sont les mesures. Un banc pour réaliser ces mesures est donc nécessaire. Avant le début
de ce travail, le laboratoire disposait d’un tel banc; a la fin de ce chapitre, nous montrerons

comment nous ’avons fait évoluer.

1.2 Introduction de la compatibilité électromagné-
tique

Depuis le début des communications radio et télégraphiques, on savait qu’un éclateur peut
générer des ondes électromagnétiques riches en composantes fréquentielles. Ces ondes peuvent
provoquer des interférences avec divers dispositifs électroniques tels que les récepteurs radio.
De nombreuses autres sources d’émissions électromagnétiques telles que la foudre, les moteurs
électriques et les lampes fluorescentes peuvent aussi générer des interférences dans ces sys-
témes électroniques [CGLR14]. Ces interférences électromagnétiques (IEM) entre deux systémes
peuvent engendrer un dysfonctionnement des appareillages. Un systéme est compatible électro-
magnétiquement avec son environnement s’il satisfait a trois criteres [Pau06] [SLO6] :

- Il n’est pas sensible aux émissions d’autres systeémes.
- Il ne provoque pas d’interférence avec d’autres systémes.
- Il ne provoque pas d’interférence indésirable avec lui-méme.

La susceptibilité est la capacité d’un dispositif ou d’un circuit a réagir & une énergie élec-
tromagnétique indésirable (le bruit). Le contraire est 'immunité. Le niveau d’immunité d’un
circuit ou d’un dispositif permet de caractériser ’environnement électromagnétique dans lequel
I’équipement peut fonctionner de maniere satisfaisante, sans dégradation et avec une marge de

sécurité définie.



Chapitre 1 — Contextes et objectifs de I’étude

L’émission concerne le potentiel d’interférence d’un produit. L’objectif de la maitrise des
émissions est de limiter I’énergie électromagnétique émise et donc de contréler I’environnement
électromagnétique dans lequel d’autres dispositifs doivent fonctionner. Par conséquent, il est
désirable de contrdler ’émission afin d’assurer un environnement électromagnétique compatible.

Le couplage est le phénomene de propagation des perturbations qui se produit entre la source
et la victime.

Ces trois aspects sont les trois points importants pour traiter un probleme de CEM. Comme
illustré en Figure 1.1, une source (émetteur) produit ’émission, qui est transférée par un chemin
de transfert (couplage) vers un récepteur (victime). Cette transmission d’énergie conduit a un

comportement désiré ou indésirable, ce dernier est ce qu’on appelle 'interférence.

Source Couplage Victime

Emetteur Transfer Récepteur

FIGURE 1.1 — Schéma de principe de la CEM

1.2.1 Les sources de perturbation

Les sources de perturbation peuvent étre regroupées en trois catégories [Poul0] [Pau06] :

- les sources de perturbations intrinseques : elles proviennent de fluctuations aléatoires
dans les systemes physiques, tels que les bruits thermiques et mécaniques.

- les sources naturelles : ce sont les bruits causés par les perturbations naturelles telles
que la foudre et les taches solaires. Elles peuvent générer des champs électromagnétiques
ionisant comme les rayon X et également des champs électromagnétiques non ionisants
comme les champ électromagnétiques terrestres.

- les sources de perturbations artificielles : elles produisent des ondes électromagnétiques
indésirables, comme les moteurs électriques, les interrupteurs, les ordinateurs et les émet-
teurs radio [Lat07].

Les ondes électromagnétiques peuvent étre classées en plusieurs catégories selon leur fré-
quences comme montré en Figure 1.2. Dans ce document, on s’intéresse a la bande de fréquence
allant de 20 kHz a 20 MHz, celle-ci correspond a ’ensemble des domaines basse fréquence (BF),
moyenne fréquence (MF) et haute fréquence (HF) sur la Figure 1.2.

Comme le montre la Figure 1.1, la transmission des perturbations entre une source émettrice
et une victime réceptrice peut étre réduite en agissant a plusieurs niveaux :

o sur la source elle-méme, au travers de sa conception intrinseque, durant laquelle on cher-
chera a réduire son spectre d’émission ;

o sur la source et/ou le récepteur, en utilisant des boitiers qui réduisent émission ou récep-
tion par leurs propriétés de blindage ;

o enfin, sur le couplage lui-méme [Del01] : indépendamment de la conception propre des

deux systémes qui interagissent, le couplage dépend aussi de leurs positions relatives, et
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1.2. Introduction de la compatibilité électromagnétique
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FIGURE 1.2 — Le spectre électromagnétiques

méme de la position relative de certains de leurs sous-systémes (inductances, pistes, ...).

La conception doit utiliser ces trois approches, en prenant en compte aussi leurs conséquences

sur d’autres contraintes (poids, encombrement, cofits, esthétique, ...).

Ce travail s’attaque principalement aux méthodes qui doivent permettre d’intégrer les cou-

plages dans la phase de conception initiale des produits.

1.2.2 Le couplage entre systemes

Le couplage en CEM, qui représente le transfert de perturbations entre la source et la vic-
time, peut se faire de deux fagons : par couplage conduit ou rayonné comme illustré en Fi-
gure 1.3 [Lopl1]. Notons dés maintenant que, dans ce texte, "rayonné" signifie seulement que le
couplage existe sans contact galvanique, il ne nécessite pas pour autant une propagation d’onde,

nous y reviendrons plus loin.

Rayonné

| | Conduis

FI1GURE 1.3 — Deux modes de couplages électromagnétiques

Victime

1.2.2.1 Le couplage conduit

Le couplage conduit se produit lorsque la propagation entre la source et le récepteur se fait
par contact électrique direct avec un corps conducteur, par exemple une ligne de transmission,
un fil, un cable ou une enceinte métallique. Dans le cas du couplage par conduction, il existe deux

modes de propagation du signal parasite : le mode différentiel et le mode commun [Cha06a].
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Chapitre 1 — Contextes et objectifs de I’étude

1.2.2.1.1 Mode différentiel

Le mode différentiel (MD) est la fagcon normale de transmission de tous les signaux élec-
triques. On Dappelle aussi mode symétrique, mode série ou mode normal. Dans ce mode de
propagation, le plan de masse ne joue aucun role. Le bruit peut se produire entre deux lignes
quelconques du systeme. Dans un systéme monophasé, il peut s’agir de ligne de phase et de ligne
de neutre comme montré en Figure 1.4. Dans un systeme triphasé, il peut s’agir de la phase 1

et de la phase 2. Dans les systémes a courant continu, le bruit peut passer du plus au moins.

Uy D]: Equipement

FIGURE 1.4 — Schéma de principe de mode différentiel

Le bruit de mode différentiel est le résultat de composants parasites dans un circuit. Dans un
systeme électronique, il se produit habituellement a des fréquences inférieures et est couramment
associé a la fréquence de commutation d’une alimentation a découpage. Ces perturbations ne se
couplent que de facon tres faible sur les cables.

Puisque les perturbations de mode différentiel sont négligeables pour un équipement raison-
nablement cablé, ou se situe donc le probleme principal en CEM par conduction? La réponse

est presque toujours dans le mode commun.

1.2.2.1.2 Mode commun

Ivie/2 -
77777777 —
j{ Equipement
,,,,,,,,
Inve/2 . ;
Umc 0
Iyc T
Masse |

FIGURE 1.5 — Schéma de principe de mode commun

Le bruit peut également étre conduit a partir de n’importe quelle ligne dans le systeme vers
la terre. Comme illustré en Figure 1.5, le courant se propage sur tous les conducteurs dans le
méme sens et revient par la masse. Ce type de bruit est alors appelé bruit en mode commun.
On l'appelle aussi parfois mode parallele, mode longitudinal ou mode asymétrique. Ce type de
perturbations se produit souvent entre cables.

Le bruit en mode commun résulte de capacités parasites dans un systéme, qui se produisent

souvent entre les semi-conducteurs et les dissipateurs de chaleur. Il est souvent dominant en
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1.2. Introduction de la compatibilité électromagnétique

haute fréquence. Par exemple, les signaux des téléscripteurs étaient tres perturbés lorsqu’ils
utilisaient la terre comme conducteur de retour. Pour résoudre ce probléeme, les données ne sont

plus transmises en mode commun.

1.2.2.2 Le couplage rayonné

Le bruit peut non seulement se propager par contacts directs entre conducteurs, mais aussi
a travers lair (Figure 1.3). Une fois les signaux générés dans les systémes électriques et élec-
troniques, ils peuvent ensuite se propager a l'intérieur du systéme (intra-systéme) ou méme a
I'extérieur (inter-systéme) simplement suivant le chemin de moindre résistance. Cette pertur-
bation se transmet via les champs magnétique, électrique ou électromagnétique et peut donc
étre captée par d’autres équipements, sans contact électrique direct. Le fonctionnement de I'ap-
pareil doit étre satisfaisant lorsqu’il est dans ’environnement d’un champ électromagnétique
perturbateur, et les champs qu’il produit autour de lui ne doivent pas étre trop importants.

On peut distinguer deux modes de couplage rayonné : le couplage en champ proche et le
couplage en champ lointain. Comme indiqué par leurs noms, le couplage en champ proche signifie
que la source et la victime sont placés a proximité I'un de 'autre et le couplage en champ lointain
signifie que la distance entre eux est tres grande par rapport a leurs dimensions et la longueur
d’onde. Pour le coulage en champ lointain, la partie radiative de I’énergie de la source est
prédominante et on peut parler d’une onde électromagnétique sphérique qui se propage. Pour le
couplage en champ proche, on ne peut pas parler de rayonnement électromagnétique, puisqu’une
partie importante de 1’énergie électrique et magnétique n’est pas liée a une onde qui se propage.

La limite entre le champ proche en le champ lointain est un peu floue et dépend de la
fréquence et des dimensions de ’antenne. En général, on peut considérer qu’on est dans le cas
du couplage en champ proche lorsque la plus grande dimension D des source et victime, et la
distance L entre elles sont suffisamment petites devant la longueur d’onde A. La limite peut étre

définie par le critére suivant :

2D?
L << N (1.1)

Le couplage en champ proche peut encore étre regroupé en deux catégories :

- le couplage capacitif : il existe toujours des capacités partielles entre les parties conduc-
trices d’un ou plusieurs dispositifs. Une différence de potentiel variable entre deux dispo-
sitifs conduit a 'apparition d’un courant de déplacement a travers cette capacité, donc
d’un courant de conduction dans les dispositifs eux-mémes. Ce type de couplage apparait
la ou le champ électrique domine par rapport au champ magnétique. Pour cette raison,
il s’appelle aussi le couplage électrique.

- le couplage inductif : il existe toujours des inductances mutuelles entre les branches de
circuits électriques voisins. Un courant variable dans un dispositif induit un courant pa-
rasite dans I'autre. Cela peut étre modélisé par une inductance mutuelle. Au contraire
du couplage capacitif, ce type de couplage apparait plus souvent lorsque le champ ma-
gnétique domine par rapport au champ électrique. Pour cette raison, il s’appelle aussi le
couplage magnétique.

Dans ce document, on s’intéresse au couplage inductif, c’est-a-dire au calcul de I'inductance
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Chapitre 1 — Contextes et objectifs de I’étude

mutuelle entre deux systemes, qui sera détaillé dans le chapitre 2.

1.3 Prise en compte de la CEM dans la conception
d’EDP

Avant mise sur le marché d’un appareil électrique ou électronique, il est exigé qu’il se conforme
aux normes de la CEM. Les normes CEM définissent, pour chaque gamme de fréquence, la limite
de rayonnement acceptable pour prévenir les interférences avec les autres appareils. Les normes
internationales sont élaborées pour respecter les principes définis par ’OMC (Organisation mon-
diale du commerce). A 'origine, la plupart de ces normes venaient des secteurs militaires et de
I’aviation civile. Ensuite, 'utilisation des composants électronique s’est étendue a presque tous
les aspects de nos vies. Les systémes de transmissions et de communications sans fil sont devenus
de plus en plus courants, les exigences de CEM ont donc été développées dans d’autres secteurs.
De plus, étant donné que les systémes réglementaires varient d’un pays a l'autre, les systémes de
conformité dans chaque pays sont également tres différents : normes européennes, américaines,

chinoises, etc.

1.3.1 Solutions de minimisation des perturbations

Différents tests de validation sont nécessaires afin de vérifier le respect des normes de CEM
par un systeme donné. Ces tests nécessitent souvent des moyens d’essais spécifiques et coliteux.
En effet, pour réduire les réflexions et les bruits externes, les mesures doivent étre réalisées dans

une chambre anéchoique ou semi-anéchoique dont un exemple est présenté en Figure 1.6.

inéident

_ _matériai absorbant

L e e e e e e e e e e e e = |

FIGURE 1.6 — Chambre anéchoique

La partie orange représente la couche conductive, qui permet de bloquer les perturbations ve-
nant de 'extérieur. Les parois dans la chambre sont composées de série de cones, qui permettent
de limiter les réflexions directes vers la chambre en multipliant les réflexions locales entre cones
[ChaO6b]. En méme temps, les surfaces intérieures de la chambre anéchoique sont recouvertes
d’un matériau absorbant. Ainsi, une partie de ’énergie est absorbée a chacune de ces réflexions
locales. L’énergie finalement réfléchie vers la chambre est ainsi beaucoup plus faible que ’énergie

incidente vers la paroi.
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1.3. Prise en compte de la CEM dans la conception d’EDP

Si jamais apres les mesures, on trouve que les normes de CEM ne sont pas toutes respectées, le
produit ne peux pas étre mis sur le marché. Un nouveau cycle de conception doit étre lancé avec
quelques modifications sur le prototype afin d’essayer respecter les normes CEM. En Figure 1.7
[Lab10], ’enchainement des principales étapes de conception d’un produit, du cahier de charges
jusqu’a sa mise sur le marché, est présenté. Le processus complet de conception d’'un produit

comprend deux parties : la conception virtuelle et le test sur le dispositif réel.

Cahier de charges
| |

b 4
Contraintes Contraintes mécaniques
fonctionnelles, Contraintes CEM et thermiques,
normes cotuits
b 4

Conception sous containtes

Non Conditions

remplies

Conception virtuelle :
Outils CAO (électrique,
thermique, mécanique)

04
fEEEE RSN S EE S S S A S SN S NS S S S A NS NSNS NSNS NS SN SN S SN S SN EE SN S S EEEEEEEEEEEEEE -

PR T I
SR s EEEEEEEEEE SRS RS S S SRR EEEEEEEEEEEEEEEEE S

.
-

.

Prototype

Vérification fonctionnelle,
thermique, mécanique, CEM

sEEEEEEEEEEEEEEEsEEESEEEEEEEEEEEEEEEEE .,
SamsAEEEEEEsEEEsEEEEEsEEsEEssssmEmmmmmns®

Non Conditions
remplies
o Test sur le dispositif réel
Inductrialisation (électrique, thermique,
. mécanique) K

FIGURE 1.7 — Processus de conception d’un produit

Afin de minimiser les temps et les colits de développement, il est important de prendre en
compte les contraintes CEM le plus tot possible, c’est-a-dire des la phase de prototype virtuel
en méme temps que les contraintes fonctionnelles, thermiques, mécaniques, économiques... Pour
ce faire, il faut des outils logiciels non seulement dédiés a la CEM, mais aussi compatibles avec
les outils de conception déja existants. L’utilisation de ce type de logiciel comme COMSOL,

ANSYS et Flux exige beaucoup de ressources humaines et matérielles. Pour cette raison, un
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Chapitre 1 — Contextes et objectifs de I’étude

certain nombre d’entreprises ne commencent & prendre en considération les contraintes de la
CEM que lors des tests sur les dispositifs réels, ¢’est-a-dire lorsque le prototype est déja fabriqué.
Notre approche pour régler les problémes liés aux couplages inductifs, basée sur la construction
de modeles équivalents a partir de mesures, est détaillée en section 1.4.

Une fois que toutes les contraintes sont respectées dans la conception virtuelle, on peut donc
entrer dans la deuxiéme partie : test sur le dispositif réel, y compris bien sir les tests de la
CEM. Selon les résultats, il y a deux possibilités : soit les résultats obtenus sont conformes aux
attentes des normes et les processus de fabrication peuvent étre lancés, ou bien ils ne sont pas
conformes ; il faut alors modifier le prototype pour réduire les interférences.

11 existe trois voies pour réduire les interférences électromagnétiques (Figure 1.1) :

- Réduire les émissions indésirables de la source

- Rendre le récepteur moins sensible a I’émission

- Rendre le chemin de couplage le plus inefficace possible, ce qui est une combinaison des
deux méthodes précédentes

Afin de ne pas perturber le fonctionnement normal de l'instrument, il est souvent exigé

d’ajouter d’autres éléments d’atténuation sur les chemins de propagations.

1.3.2 Les filtres pour la CEM

Pour réduire les perturbations électromagnétiques, la solution la plus couramment utilisée
est d’ajouter un filtre, dont il existe de nombreuses variétés. Le choix du filtre résulte d’une
combinaison de plusieurs facteurs comme 'atténuation exigée et ’encombrement, le poids, le
prix etc.

Ces filtres peuvent également étre classés par leurs caractéristiques fréquentielles comme
[Sch01] :

- filtre passe-bas : garde les fréquences au-dessous d’une fréquence déterminée, appelée
fréquence de coupure, et atténue les autres (hautes fréquences).

- filtre passe-haut : garde les fréquences au-dessus d’une fréquence déterminée, et atténue
les autres (basses fréquences).

- filtre passe-bande : présente un gain relativement supérieur pour une certaine bande de
fréquences.

- filtre coupe-bande : est le complémentaire du passe-bande; il atténue une plage de fré-
quences.

- filtre déphaseurs : présente un gain identique sur toute la plage de fréquence utilisée, mais
la phase relative des fréquences qui composent le signal varie selon la fréquence.

- filtre en peigne : présente un gain ou une atténuation pour une fréquence et toutes ses
harmoniques.

A titre d’exemple, un convertisseur statique industriel est représenté en Figure 1.8.a (modéle
Schneider). Afin de garantir un bon fonctionnement du convertisseur, un filtre passe-bas est
intégré pour éviter les perturbations conduites de mode commun en hautes fréquences. Le filtre
possede trois composants électriques : une bobine torique et deux capacités. Le schéma électrique
de ce filtre en 7 est montré a droite. La performance de ce filtre est donnée sur la Figure 1.9 en
fonction de la fréquence [WLOO06] [ZBV110].
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FIGURE 1.8 — a)Convertisseur statique avec son filtre b)schéma électrique du filtre passe-bas
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FI1GURE 1.9 — Performance du filtre du convertisseur statique

D’apres la figure, on peut constater que la performance réelle du filtre (courbe "Base" sur la
figure) ne correspond pas parfaitement a la performance idéale d’un filtre passe-bas. Il y a deux
résonances qui se situent respectivement a 1 MHz et 30 MHz. Ces différences sont entourées
par les lignes pointillées sur la figure. La résonance a 30 MHz est due aux éléments parasites
des composants. En pratique, chaque composant du filtre comporte des éléments parasites in-
trinséques. Prenant le filtre en 7 sur la Figure 1.8 comme un exemple, la bobine torique et les
deux capacités possédent toutes une résistance, une inductance et une capacité intrinseques.
Ces éléments parasites intrinseques peuvent fortement influer sur le fonctionnement du filtre en

haute fréquence. Le lecteur trouvera plus de détails dans [WLOO06].

Comme expliqué dans la section 1.2.2.2, le couplage inductif se produit lorsqu’un courant
dans un conducteur génere un champ magnétique variable, ce dernier peut induire une force élec-
tromotrice dans le conducteur voisin. Il en résulte souvent un courant parasite dans le deuxiéme

conducteur, phénomeéne qui peut étre décrit par une inductance mutuelle. Dans ce filtre passe-
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Chapitre 1 — Contextes et objectifs de I’étude

bas, il existe trois inductances mutuelles :

- My, : Vinductance mutuelle entre L et C

- Mpc, : I'inductance mutuelle entre L et Cs

- Mc,c, : 'inductance mutuelle entre C7 et Co
Ces trois inductances mutuelles sont les responsables de la premiere résonance a environ 1 MHz
en Figure 1.9. Par conséquent, afin d’améliorer la performance de ce filtre, il faut prendre des
mesures pour réduire ces inductances mutuelles. Dans [WLOO04], quelques filtres typiques sont
étudiés et des mesures pour améliorer leur fonctionnement sont proposées. En Figure 1.9, la
premiére résonance a 1 MHz est éliminée en minimisant les couplages entre les composants.

Pour ce faire, il existe trois facons principales :

1. Blinder tous les composants du filtre. Cette approche est tres efficace pour réduire les
couplages entre les éléments si les blindages sont bien intégrés. Cependant, elle ne sera
jamais réalisable en pratique & cause de son prix extrémement élevé et de I'augmentation

du volume du filtre causée par ces blindages.

2. Maintenir les composants suffisamment loin les uns des autres pour réduire le couplage
inductif. Cette approche est certainement utile, mais I'inconvénient est qu’elle conduit a

une taille de filtre beaucoup plus grande.

3. Optimiser les orientations des composants. L’avantage de cette approche est qu’elle n’a
pas de cofit supplémentaire et elle n’augmente pas la taille du filtre. Son point faible est
que pour les filtres complexes avec beaucoup de composants, il est tres difficile ou méme
impossible de trouver une combinaison optimale pour que les inductances mutuelles entre

chaque paire de composants soient négligeables.

Ces trois approches ont toutes leur propres avantages et inconvénients, il faut donc bien choi-
sir une méthode selon la situation réelle pour réduire les couplages inductifs entre les composants
d’un filtre. Les approches 2 et 3 sont bien siir préférées pour leur prix et leur commodité. Dans
des circonstances normales, une combinaison des approches 2 et 3 est suffisante pour éliminer les
dysfonctionnements d’un filtre & cause du couplage inductif. Cependant, ’approche pour réduire
ces couplages inductifs est jusqu’a ce jour restée essentiellement empirique, et peut demander de
longs ajustements sur prototype lorsque le filtre est complexe. Pour résoudre ce probleme, une
méthode prédictive est proposée dans ce travail. Elle permet de déterminer a priori les induc-
tances mutuelles entre composants, et donc de les prendre en compte dans la conception, avant

fabrication d’une maquette.

1.4 La CEM prédictive

Dans la derniere section, on a vu que le couplage inductif entre les dispositifs est un sujet
trés important dans le domaine de la CEM. Les couplages inductifs entre les composants d’un
filtre de mode commun sont aussi cause de dysfonctionnements & basse fréquence. La réduction
du couplage inductif est tres importante que ce soit pour réduire les perturbations électroma-
gnétiques entre deux dispositifs, ou pour améliorer la performance d’un filtre. Néanmoins, ces
couplages inductifs sont souvent pris en considération durant la phase expérimentale. Si jamais

les tests sont négatifs, des modifications sur la maquette sont nécessaires. Ceci est souvent un
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1.5. L’évolution du banc de mesure

processus empirique et cyclique jusqu’a ce que les exigences soient satisfaites. Le cotit de 1’en-
semble du processus peut donc devenir extrémement important comme le montre la Figure 1.10
[Ott09].

Le nombre de Corit
techniques utilisables suplémentaire
Phase de Phase de Phase de
conception test productio

Echelle de temps

FIGURE 1.10 — Nombre de techniques utilisables et cotit supplémentaire pour résoudre les pro-
blemes de CEM en fonction du temps pendant le développement d’'un produit

Cette figure représente les relations entre le nombre de technologies utilisables et le cotit
supplémentaire pour résoudre les problemes de CEM, plus précisément les problemes de couplage
inductif et le temps de développement d’un produit. Plus t6t les problémes sont pris en compte,
plus les possibilités pour les résoudre sont nombreuses, moins le sur-cofit est élevé. L’idéal, bien
stir, est de les penser des la phase de conception comme déja mentionné dans la section 1.3.
Cette approche est appelée la CEM prédictive.

Le calcul de 'inductance mutuelle entre deux éléments électriques peut se faire a ’aide d’ou-
tils numériques tels que la méthode des éléments finis ou la méthode PEEC [AACT10] pour
les circuits imprimés. Cependant, le cofit de ces méthodes devient tres important lorsque les
systemes sont complexes. Une méthode a été proposée au Laboratoire Ampere, qui est complé-
mentaire et propose une solution dans le cas ou les systémes sont difficiles a modéliser par des
techniques numériques classiques. L’idée de la méthode proposée est d’établir pour chaque com-
posant (considéré comme "seul au monde") un modele de rayonnement, pour une large bande de
fréquences, a I'aide d’un développement harmonique multipolaire. Cette représentation présente
en particulier 'avantage de permettre un calcul direct des inductances mutuelles, en fonction de
la position relative des deux composants et des deux développements harmoniques. La méthode

et les outils mathématiques seront détaillés dans les chapitres 2 et 3.

1.5 L’évolution du banc de mesure

La méthode basée sur le développement multipolaire a été proposée et développée depuis

quelques années. L’avantage de cette approche est qu’elle demande trés peu de parameétres pour
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Chapitre 1 — Contextes et objectifs de I’étude

décrire le champ électromagnétique rayonné par un systéme. La partie la plus importante et la
plus difficile est de caractériser ces parametres. Ces coefficients peuvent, bien siir étre obtenus par
des simulations numériques. Cependant, la procédure devient difficile quand les systemes sont
complexes. Afin d’éviter des sur-coiits et des temps tres élevés dans les simulations (problemes
directs), on propose d’obtenir les coefficients du développement harmonique & partir de mesures
de champ ou de flux, en résolvant un probléme inverse. Depuis 1989, plusieurs systémes de

mesures ont été proposés et améliorés. Nous les décrivons ci-dessous.

1.5.1 Systeme LLA

Le systéeme LLA (Large Loop Antenna) a été proposé et construit en 1989 [BV89]. Le systéme

de mesure consiste en trois grandes antennes boucles orthogonales (voir Figure 1.11).

Equipment
under test

Coaxial
switch

\ 2
H(nilfle 7
L
Measuring g

equipment

[ —

Base and table: non-metallic
IEG 096707

Components
3: antenna slit

C: current probe
F: ferrite absorber

FIGURE 1.11 — Schéma de principe de systéeme de LLA [LLAO§]

Chaque boucle de mesure fait 1 m de rayon. L’'Equipement Sous Test (EST) est placé au
centre du systeme, sur un support non métallique. Le dispositif mesure le flux a travers les spires,
c’est-a-dire I'intégrale de I'induction magnétique. Les spires sont réalisées avec le cable coaxial, ce
qui permet de limiter I'effet du champ électrique [BV89]. Le courant circulant dans les boucles,
qui est quasiment proportionnel au flux magnétique a travers ces boucles, peut étre mesuré avec
des sondes de courant. Par rapport a la mesure ponctuelle qui est plus conventionnelle, cette
méthode intégrale possede deux avantages principaux. Le premier est qu’elle permet de réduire
I'impact des erreurs de positionnement du capteur et le bruit d’environnement [Zanl1], parce
que les mesures sont plus sensibles puisque les flux sont proportionnels a la surface de la boucle,

donc au carré de son rayon. Le deuxieme avantage est que les coefficients du développement
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1.5. L’évolution du banc de mesure

multipolaire peuvent directement étre déterminés a partir des mesures de flux magnétique.
Ensuite, quelques améliorations ont été réalisées sur le systeme LLA, par exemple les ballasts,
afin de rendre le systéme moins sensible a l'environnement électromagnétique [SGTS04]. Ce
systeme est fiable, commode et insensible au bruit d’environnement, par contre il est limité a la

détermination des 3 composants dipolaires, a ’exclusion de tout ordre supérieur.

1.5.2 Systeéme de filtre spatial en champ proche

Afin de décrire correctement le rayonnement d’un dispositif électrique typique, les coeflicients
dipolaires sont souvent insuffisants. Une méthode basée sur le principe de filtre spatial a donc été
proposée [VCST08] dans 1'objectif de mesurer directement les coefficients multipolaires d’ordres
supérieurs a 1. La conception du capteur reste la méme que celle de LLA, qui permet de mesurer
le flux magnétique a travers d’une boucle fermée. La seule différence est que cette fois, chaque
capteur est constitué de plusieurs spires. L’idée est que selon la forme du systéme, chaque spire
est sensible a une composante spécifique du développement multipolaire. Le principe est montré

en Figure 1.12.

FIGURE 1.12 — Schéma de principe de capteur de filtre spatial [Vin09]

Le principe est de faire des sommes ou des différences entre les flux mesurés. Ceci est sym-
bolisé (Figure 1.12) en dessinant en rouge les spires avec un flux positif, en bleu avec un flux
négatif. Cette étape permet d’exclure directement les composants d’ordre paire ou impaire se-
lon addition ou soustraction. Ensuite, les deux parametres (élévation () et azimut (65)) sont
calculés pour annuler les flux des autres composantes multipolaires, avec une hypothese tres im-
portante : les composantes multipolaires d’ordre supérieur a 4 sont négligées, ce qui impose de
procéder aux mesures a une distance "suffisante" du dispositif, et par la suite de ne pas exploiter
les résultats pour des distances inférieures. Les principes et calculs concrets seront expliqués au
Chapitre 4. Au final, les formes de huit capteurs pour les composants multipolaires d’ordre 1 et
2 sont présentées en Figure 1.13.

Comme sur la Figure 1.12, la couleur de bobine représente le sens du flux magnétique. n et
m sont les parametres des composants multipolaires, qui seront aussi détaillés dans le chapitre
2. Malheureusement, cette méthode de filtre spatial ne peut pas étre réalisée dans la pratique a
cause des formes exotiques des capteurs. Un autre systéme de mesure basé sur le méme principe,

mais n’utilisant comme capteurs que des combinaisons de boucles circulaires, a été concu et

17



Chapitre 1 — Contextes et objectifs de I’étude

. -«
S
@ POQH

FIGURE 1.13 — Huit capteurs pour identifier les deux premiers ordres [VCST10]

développé, qui est présenté dans la section suivante.

1.5.3 Systéme de capteurs rotatifs

Le dispositif de mesure montré en Figure 1.13 est tres difficile a construire. Il faut 3 fois
2 boucles pour les 3 composantes dipolaires (ordre n=1) et 18 boucles pour l'ordre 2, pour
réaliser en une fois les mesures jusqu’aux composantes quadripolaires... Les bobines ne sont pas
situées sur les surfaces planes et sont trop nombreuses & construire. Méme pour une identification
dipolaire simple, la solution reste tres difficile. Un simplification de cette configuration théorique
est donc nécessaire. Une méthode a été proposée, basée sur les rotations des capteurs en profitant
des propriétés des développement multipolaires. Une premiere version de banc de mesure a été

congue en 2010, elle est représentée en Figure 1.14 [VCSB10].

Sonde de courant

Source z-dipdle Capteur C'°

Capteur C20
Antenne boucle E—

inspirée de la norme

FI1GURE 1.14 — Prototype de mesure pour les deux premiers ordres

Cette approche est également basée sur ’hypothése que la source de rayonnement ne pos-
sede pas de composantes multipolaires d’ordres plus élevés que 4. Le banc de mesure consiste
en 5 capteurs sous forme de boucles et 'EST est placé au centre. Les coefficients de dévelop-
pement multipolaire peuvent étre déterminés apres quelques calculs. Néanmoins, I’identification
des coefficients multipolaires est limitée a 'ordre 2 de moment nul, c’est-a-dire uniquement

les composantes dipolaire et quadripolaire. Les rayonnements électromagnétiques des dispositifs
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1.5. L’évolution du banc de mesure

électriques sont souvent trés complexes et 'ordre 2 ne peut pas étre suffisant pour modéliser
ces rayonnements. Quelques modifications ont donc été réalisées sur le banc de mesure afin de

caractériser les composantes de moment non nul et d’ordre plus élevé.

Connecteur BNC

FI1GURE 1.15 — Prototype de mesure pour les quatre premiers ordres

La nouvelle version du banc de mesure est présentée en Figure 1.15 [HBV14]. Elle permet de
déterminer les coefficients multipolaires jusqu’a I'ordre 4. Le banc autorise deux rotations suivant
deux axes 0 et ¢. Le principe et I’hypothese sur 'ordre 4 restent les mémes que pour le banc limité
aux deux premiers ordres. Dans le banc précédent, tous les capteurs bobines sont court-circuités.
Ceci conduit a des effets de couplage magnétique entre capteurs lorsqu’une spire est mesurée.
Un post-traitement est donc nécessaire pour compenser les effets de ces couplages [Zanl1]|. Dans
ce nouveau banc de mesure, un seul capteur en court-circuit est utilisé pour chaque mesure,
toutes les autres bobines étant laissées en circuit ouvert (en utilisant le connecteur BNC). Plus
aucun effet de couplage indésirable n’intervient, le processus de calcul est donc moins complexe
et moins d’erreurs sont introduites. Les calculs pour déterminer les coefficients multipolaires a
partir des mesures seront détaillés dans le chapitre 4.

Cependant, avec ce banc de mesure, 'identification des 24 coefficients nécessaires jusqu’a
Iordre 4 nécessite 120 mesures de flux magnétiques, avec 25 orientations différentes de 'EST.
Ceci exige énormément de temps pour réaliser une série de mesure et ne peut pas étre mis
en ocuvre efficacement sans une automatisation avancée de ’ensemble du processus. Notons
aussi que les composantes du développement harmonique ne sont pas mesurées au méme instant
(puisqu’il faut changer 25 fois l'orientation relative entre dispositif et capteur). Des lors, des
questions comme les différences de phases entre composantes, a une fréquence donnée, seront

difficiles a appréhender.

1.5.4 Systéme de mesure automatisé du LMAG

Un banc de mesure automatisé est en cours de développement au LMAG (Ecole Polytech-
nique de I'Université de Sao Paulo) présenté sur la Figure 1.16 [BCK™*17].

Ce banc de mesure ressemble a celui de la Figure 1.14, parce qu’il utilise le méme systeme
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FIGURE 1.16 — Banc de mesure automatisé développé au LMAG [BCK'17]

de spires. L’EST est positionné au centre du systéme, dans une sphére qui permet les rotations

suivant deux axes via des moteurs pas & pas. La position précise est contrélée par une caméra,

avec un processus itératif de repositionnement. Afin d’éviter les perturbations des équipements,

les moteurs sont tous hors tension pendant les mesures magnétiques. Les éléments principaux

dans ce systeme sont :

1.

Raspberry Pi : 'ensemble du contréle des mouvements, de la collecte d’images et du trai-
tement des données. Il est assuré par un systéme informatique de Raspberry pi, utilisant

Python et les bibliotheques associées.

Cameéra de rétroaction visuelle : la caméra qui est actuellement utilisée a une résolution
de 640 x 480 pixels, ce qui donne une précision de 0,35 mm/px sur le dessus de la surface

de la sphére. Autrement dit, le systéme possede une précision d’environ 1°.

Marqueur fixe : un repére fixe permet a la caméra d’obtenir la position actuelle de 'EST.

. Sonde de courant : elle permet de mesurer le courant induit circulant dans les capteurs.

Avec cette mesure, le flux magnétique a travers les bobines peut étre déduit.

Sphere ’EST : EST est contenu et alimenté dans la sphere. L’idée est d’avoir un controle

de mouvement précis de 'EST suivant deux angles.

Capteur de boucle : le principe de ce type de capteur est déja présenté dans la section
1.5.3

Moteurs pas a pas : ils sont connectés & des poulies pour faire tourner la sphere de EST

suivant deux angles.

Ce systéme de mesure automatisé permet d’accomplir toutes les mesures mentionnées dans

la section 1.5.3. Il reste encore la calibration et la validation expérimentale a faire avant de le

mettre en application.
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1.6 Conclusion

Une bréve introduction de la compatibilité électromagnétique (CEM) est faite au début de
ce chapitre. La définition de la CEM est donnée, qui consiste en trois criteres : la susceptibilité,
I’émission et le couplage. Le couplage peut encore étre divisé en conduit et rayonné. Dans ce
travail de recherche, on se concentre sur le couplage rayonné, et nous nous limiterons au "champ
proche"; c’est-a-dire pour I’essentiel aux couplages inductifs.

Afin d’éviter les perturbations par les ondes électromagnétiques, de nombreuses normes de
la CEM sont proposées. Pour vérifier qu'un produit industriel respecte bien les normes CEM,
différents types de mesures sont nécessaires. Si jamais les mesures sont défavorables, un nouveau
cycle de conception et de mesure doit étre lancé pour tenter de réduire les problemes de CEM.
Ce processus itératif exige souvent beaucoup de temps et un coiit supplémentaire. Ceci est la
premiére motivation pour la recherche en CEM.

Le deuxiéme probléme se produit au niveau du filtre CEM. La solution la plus couramment
utilisée pour résoudre un probleme CEM est d’insérer un filtre CEM. Dans la section 1.3.2,
un exemple d’un filtre 7 de mode commun dans un convertisseur statique est présenté. Une
grande résonance apparait a cause des inductances mutuelles entre les éléments dans ce filtre.
Pour améliorer la performance du filtre, une approche efficace et peu cofiteuse est d’améliorer
les positions et les orientations relatives des composants électriques. Ceci est aussi une approche
empirique et itératif. On retrouve ainsi le premier probleme.

La CEM prédictive est proposée afin de résoudre les deux problemes ci-dessus. L’approche est
basée sur la modélisation du rayonnement des composants de systémes par des développements
harmoniques multipolaires. La caractérisation des coefficients multipolaires est fondée sur les
mesures de flux magnétiques.

L’évolution du banc de mesure est discutée a la fin du chapitre. Du systeme LLA en 1989,
jusqu’au nouveau systeme automatisé en cours de développement au Brésil, rien ne cesse de
progresser. Un nouveau banc de mesure automatisé est aussi concu, fabriqué, validé au Labora-
toire Ampeére. Sa conception sera détaillée au chapitre 5, et des résultats de mesures y seront
également présentés

Le chapitre suivant est consacré a la description de la méthode du développement multipo-
laire, y compris ses origines, ses caractéristiques et comment elle est utilisée dans le calcul de

I'inductance mutuelle.
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CHAPITRE 2

Développement en harmoniques

sphériques

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode pour construire les sources équivalentes
ponctuelles du rayonnement des systémes modélisés. Cela est basé sur un outil qui s’appelle le
développement en harmoniques sphériques. Nous illustrons l'origine et les caractéristiques de
de ces fonctions harmoniques et comment elles peuvent nous aider pour déterminer le couplage
inductif entre deux systémes.

Avant de détailler la méthode utilisée, ce chapitre commence par un bref rappel des bases

fondamentales en électromagnétisme.

2.2 Rappel des équations de Maxwell

Les quatre équations de Maxwell de forme intégrale permettent de décrire entierement le
comportement électromagnétique d’un systéme, qui relient les grandeurs électriques et magné-
tiques [Fit08] [Fle08] :

Equation de Maxwell-Ampeére :

H-dﬂzd//D-dst//st (2.1)
£y dt JJs S

e S est une surface avec une frontiere fermée 0.5

e H : l'intensité du champ magnétique

e D : I'induction électrique

e J : la densité de courant électrique

Cette équation relie le champ magnétique a ses sources et au champ électrique. Elle signifie
que la circulation du champ magnétique calculée sur un contour fermé quelconque est nulle, sauf
si le courant total (conduction et déplacement) qui passe & travers cette boucle n’est pas nul;
dans ce cas, la circulation du champ est égale a ce courant, qui peut de ce fait étre considéré
comme la source de la partie "rotationnelle” du champ, 1a ou se trouve le contour considéré.

Equation de Maxwell-Faraday :

gésE-de:—jt//SB.ds (2.2)

e E : le champ électrique
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e B : l'induction magnétique

La surface S et son contour étant ici aussi arbitraires, cette équation montre qu’a un champ
B variable dans le temps est associé un champ électrique dont la circulation "autour' de ce
champ est proportionnelle a I'intensité de ce champ et & sa vitesse de variation. Ce champ B
est de ce fait appelé (en frangais) champ d’induction magnétique. L’équation (2.2) décrit les
phénomenes d’induction.

Equation de Maxwell-Gauss

QQD-ds:///Qp-dV (2.3)

e :un volume fixe avec une surface de délimitation fermée OS2
e p: la densité volumique de charge électrique
Cette équation signifie que le flux du déplacement électrique sortant d’un volume arbitraire
est égal a la charge électrique totale contenue dans ce volume. Ce flux n’est donc pas "conservatif"
dans les régions de ’espace ou la densité de charge n’est pas nulle.

Equation du flux magnétique

B-ds=0 (2.4)
o0
Cette équation signifie que le flux magnétique total a travers toute surface fermée est nul.
C’est une propriété intrinseque de B qui montre que le champ magnétique ne peut pas diverger
depuis une région de l’espace, ou encore (par comparaison avec (2.3)), qu'il n’existe pas de
"charges magnétiques".
Les équations (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) nous permettent de décrire toutes les phénomenes

électromagnétiques. Elles sont souvent exprimées sous forme différentielle :

VxH=J+ 887]15) équation de Maxwell-Ampere (2.5a)
VxE= —%—]? équation de Maxwell-Faraday (2.5b)
V-D=p équation de Maxwell-Gauss (2.5¢)
V-B=0 équation du flux magnétique (2.5d)

Afin de compléter les équations de Maxwell, les lois constitutives des matériaux sont ajoutées.
Dans le vide, dans lair, et dans de nombreux matériaux, ces lois permettent d’écrire des liens
directs d’une part entre E et D (les grandeurs électriques), d’autre part entre H et B (les
grandeurs magnétiques).

En particulier dans le vide (et dans Dair, le plus souvent), on aura :

DZEO-E

(2.6)
B = Mo - H

o est la perméabilité de 'espace, qui égale a 47-10~7 H/m. g¢ est la permittivité de 'espace

libre qui égale & —— F/m, avec c la vitesse de la lumiére.
C7 o
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Dans un diélectrique, on pourra écrire :

avec € la permittivité électrique [F/m].
Dans un conducteur électrique :
J=0-E (2.8)
avec o la conductivité [(£2-m)~1].

Dans les milieux magnétiques, le lien entre B et H peut étre trés complexe, et dépend le plus
souvent de I'historique des sollicitations. Néanmoins, on peut souvent simplifier ces relations et
écrire :

B=u-H (2.9)

avec u la perméabilité magnétique [H/m].

Les équations de Maxwell (2.5), associées aux caractéristiques des matériaux et a leur géo-
métrie, a des conditions initiales bien posées et a la connaissance de la variation temporelle
des sources, permettent de déterminer les champs électromagnétiques. Cependant, les calculs

peuvent étre grandement facilités par 'introduction des potentiels.

2.3 Les potentiels électromagnétiques

2.3.1 Le potentiel électrique

On a vu en (2.5b) que le rotationnel de E dépend de la vitesse de variation de B. En
électrostatique, la circulation du champ E est indépendante du chemin suivi [Dul96]. On peut

donc définir une grandeur scalaire V' telle que :

B
/ E-dt=V(A) —-V(B) (2.10)
A

Cette grandeur V est appelée potentiel électrique et s’exprime en Volt. Puisque le champ
électrostatique vérifie le principe de superposition, le potentiel électrostatique est additif. C’est-
a-dire que le potentiel créé par la réunion de deux systémes de charges est la somme des potentiels
créés par chaque systéme. La relation entre E et V' peut étre exprimée autrement sous une forme

de gradient :
E=-grad V =-VV (2.11)

Le potentiel électrique V n’est pas unique, une constante arbitraire peut étre ajoutée. Pour
que V soit défini de maniére unique, il suffit de lui attribuer une valeur particuliére en un point
de 'espace. S’il n’y a pas de charge électrique en dehors d’un voisinage de la zone d’étude, on

peut aussi fixer ce potentiel & zéro a l'infini.
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2.3.2 Le potentiel vecteur magnétique

Si on commence a partir des équations de Maxwell pour déterminer le champ magnétique,
la résolution de ’équation différentielle de (2.5a) sera tres difficile. La divergence du rotationnel

d’un vecteur est toujours égale a zéro :

V.-VxX=0 (2.12)

avec X un vecteur quelconque.

B étant a divergence nulle (2.5d), on peut donc définir un nouveau vecteur A tel que :

B=VxA (2.13)

A est appelé le potentiel vecteur magnétique avec une unité en volt-seconde par meétre
(V- s- m~!). En combinant les équations (2.5b) et (2.13), les relations entre le potentiel vecteur
magnétique, le champ électrique et les courants de Foucault peuvent aussi étre établies [Sch06] :

0A

E=—"—— 2.14
5 VvV (2.14)

A se simplifie souvent par :
0A

B=—%

(2.15)

Cette derniére relation est un cas particulier ott on suppose que le potentiel scalaire électrique
est annulé (V' = 0) [Dul96, ES83]. Pour résumer, la connaissance du potentiel vecteur magnétique
donne directement le champ électrique, les courants de Foucault et le champ magnétique. Le
potentiel vecteur magnétique est donc le lien entre toutes grandeurs physiques. Afin de définir
complétement une fonction vectorielle, son rotationnel et sa divergence doivent étre définis. La
divergence de A peut étre choisie arbitrairement, ce qui conduit a des calculs incommodes. Pour
faciliter les calculs, des conditions supplémentaires sont proposés. Ces conditions sont appelées

les conditions de jauges. Les deux choix les plus courants sont :

La jauge de Lorentz :
1 oV

VAt oo =0 (2.16)

La jauge de Coulomb :
V-A=0 (2.17)

Pour la méthode des éléments finis, le potentiel vecteur magnétique est un moyen de calcul
robuste et précis [Luo97]. Cependant, il engendre un grand nombre d’inconnues du systéme a
résoudre et les problémes de jauge et de convergence se posent dans le cas d’une représentation
par des éléments mixtes. Afin de résoudre ce probleme, la notion du potentiel scalaire magnétique

a été proposé, elle sera détaillé dans §2.3.4.
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2.3.3 Approximations des régimes quasi-stationnaires

Il existe plusieurs régimes pour étudier les phénomenes électromagnétiques. Le régime sta-
tionnaire représente le cas ou le champ est invariant dans le temps, tels que électrostatique
et magnéto-statique. Dans ce régime, le champ électrique et le champ magnétique ne sont pas
couplés. Par contre, ce n’est pas le cas pour le régime de propagation (champ lointain).

Les régimes a variations lentes, appelés aussi approximations des régimes quasi-stationnaires
(ARQS) ou quasi-permanents, caractérisent les situations ou le systéme varie suffisamment len-
tement dans le temps. Autrement dit, la durée de propagation d’une modification d’un bout &
I’autre du dispositif peut étre négligée devant la durée caractéristique du régime variable. Cela
revient au méme de dire que la longueur d’onde est grande devant les dimensions du dispositif
étudié. Le phénomene de propagation peut alors étre négligée. Cependant, cette définition et as-
sez équivoque, les explications plus précise sont données dans [Maz13], [Jam05], [Sag13], [Vin09].

Si 'on considére un signal électrique sinusoidal de période T, la dimension caractéristique

du montage électrique L devra nécessairement étre tres inférieure a A (A représente la longueur

d’onde électromagnétique) pour que I'on puisse limiter les développements en En au plus bas

ordre non-nul, et envisager d’appliquer ’ARQS. Ceci se traduit par la condition :

Amin 3107

L A= L < =
< T R S

(2.18)

Pour la bande de fréquence considérée dans ce travail (20 kHz ~ 20 MHz), on obtient une
distance maximum d’environ 1.5 metre. Une analyse d’ordre de grandeur nous permet de mieux
comprendre quantitativement cette approximation [Vin09]. L’ordre de grandeur d’une quantité

physique X et noté X. L’analyse appliquée a I’équation (2.5b) donne :

E
IV xE|~— E B
L E B
~ — -~ — 2.19
HaB |~ B L T (2.19)
ot T T
L’analyse appliquée a I’équation (2.5a) donne :
H
IV x H|| ~ — (2.20)
L
oD, D
— |~ = 2.21
120~ 2 (2.21)

c représente la vitesse de la lumiere. Donc le rapport entre (2.20) et (2.21) dans le vide est :

12| _ copol| 5 | ~ 1 E L (2.22)
IVxH| [VxB| ¢ T B
Si on combine les équations (2.19) et (2.22), on a :
120 1 (LNP_ (AN
~_—.[=Z) =2 1 2.23
o~ (7) ~(2) < (223)
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La conclusion de I’équation (2.23) est que '’ARQS magnétique peut se traduire par le fait

que la densité de courant de déplacement est petite devant celle du courant de conduction. Ceci
d
revient au méme que la magnétostatique. C’est-a-dire que le terme (ﬁ // D) dans I’équation
S

(2.1) peut étre négligé. I’équation de Maxwell-Ampere peut donc étre simplifiée :

VxB=pud (2.24)

Cette équation permet de montrer que 'induction magnétique ne dépend que de la densité
de courant électrique. Ceci permet de simplifier les calculs sur les potentiels magnétiques dans

la suite.

2.3.4 Le potentiel scalaire magnétique

L’équation (2.24) représente la relation entre I'induction magnétique et la densité de courant
en ARQS. En faisant I'hypotheése que les courants source n’existent pas dans la région (connexe)

ou 'onde électromagnétique se propage (J = 0), elle peut encore étre simplifiée comme :

VxB=u-VxH=0 (2.25)

Cette équation est sous la méme forme que le champ électrique E en électrostatique. Dans
cette situation, on peut donc définir un potentiel scalaire magnétique ¥ qui est relié au champ

magnétique dans le région :

H= -V (2.26)

Dans le vide, I'induction magnétique peut s’écrire comme :

B = — Ve (2.27)

Par rapport au potentiel vecteur magnétique, le potentiel scalaire magnétique permet de
réduire considérablement 'effort de calcul, car une seule variable est nécessaire pour décrire les
champs dans une région. Néanmoins, il faut bien noter que dans certain cas, le potentiel scalaire
magnétique peut étre mal adapté. Dans notre étude (ARQS et J=0), le potentiel scalaire peut

donner la méme généralité que le potentiel vecteur magnétique.

2.3.5 Equations auxquelles obéissent les potentiels A et 1

Comme déja mentionné avant, il est tres difficile de résoudre analytiquement les équations de
Maxwell pour un systeme. L’utilisation de potentiel magnétique est un outil efficace qui permet
d’obtenir une équation plus simple. En supposant que les matériaux magnétiques sont linéaires

et homogenes, on peut développer 1’équation (2.13) comme :

VxB=Vx(VxA)=V(V-A)-AA (2.28)
AA est appelé 'opérateur laplacien vectoriel du vecteur A. Il présente beaucoup de simili-
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2.4. Spire circulaire de courant

tudes avec l'opérateur laplacien scalaire. L’opérateur laplacien scalaire d’une fonction est défini

comme la divergence de son gradient :

Ap=V-(V¢) (2.29)

On retourne maintenant a ’équation (2.28), en appliquant la jauge de Coulomb a I’équation
(2.17), on obtient :

V xB=-AA (2.30)

En combinant avec I’équation (2.24), on obtient :

AA = —;J (2.31)

Cette équation est appelée I’équation de Poisson & trois dimensions. Elle permet de décrire
le champ potentiel causé par une charge. Cependant, sa résolution reste encore trés compliquée.
Comme déja mentionné, on se place dans ’hypothése ARQS, mais a 'extérieur d’un volume

connexe contenant toutes les sources. On peut alors établir une équation simplifiée :

AA =0 (2.32)

Cette équation est appelée I'équation de Laplace vectorielle, qui est un cas particulier de
I’équation de Poisson. Le méme résultat peut étre obtenu a partir du potentiel scalaire ma-
gnétique . En combinant les équations (2.5d) et (2.27), on obtient directement ’équation de

Laplace scalaire :

V-B=V-(—poVy)=0 =  Ap=0 (2.33)

Les fonctions harmoniques sont des solutions particulieres de ’équation de Laplace (en de-
hors d’'un voisinage de leur centre). Les mathématiciens montrent qu’elles forment une base
complete pour développer n’importe quelle solution. Celles-ci donnent directement 1’expression
du potentiel scalaire magnétique, dont I'induction magnétique peut étre déduite. Par rapport a
I’équation de Laplace vectorielle, la solution de (2.33) est encore plus simple. Les calculs détaillés
seront montrés apres dans §2.5.1.

Dans la suite de ce document, la spire circulaire sera prise en exemple plusieurs fois, qui est
un outil important dans cette étude. Elle permet non seulement de servir de capteur mesurant
le flux magnétique a travers sa surface, mais aussi de valider et calibrer le banc de mesure grace
a sa symétrie parfaite. La spire circulaire sera étudiée et présentée en détails en paragraphe

suivant.

2.4 Spire circulaire de courant

Un exemple d’un circuit imprimé est présenté en Figure 2.1 :
Afin de garantir la forme de spire, elles sont toutes réalisées en circuit imprimé. La spire est
alimentée par un connecteur BNC (Bayonet Neill-Concelman connector). Les fils d’alimentation

sont torsadés afin de limiter leurs rayonnements. R et [ représentent le rayon et le largeur de
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fils d’alimentation torsadés
connecteur BNC .

FIGURE 2.1 — Spire circulaire en circuit imprimé

la spire. L’épaisseur de ce type de circuit imprimé est d’environ 0.5 mm, qui peut étre négligé
devant R et [. Néanmoins, le rayonnement de cette spire est-il équivalent a celui d’une spire
filaire 7 Est-ce que les flux d’induction magnétique mesurés sont les mémes? La répartition du
courant a-t-elle une influence sur la performance de la spire ? Afin de répondre & ces questions,
une étude de la spire circulaire en circuit imprimé est réalisée, qui commence par une étude

théorique.

2.4.1 Etude théorique de la spire filaire

La loi de Biot et Savart

En 1820, Jean Baptiste Biot et Félix Savart ont effectué une étude quantitative des interac-
tions entre aimants et courants a travers, ce qui a conduit a la loi de Biot et Savart formulée par
Pierre Simon de Laplace. Cette loi décrit le champ magnétique généré par un courant électrique.
Elle relie le champ magnétique a ’amplitude, la direction et la longueur d’un segment parcouru
par un courant. La loi est valable dans "'approximation magnétostatique et est compatible avec

I’équation de Maxwell-Ampere et I'équation de Maxwell-Gauss [Ricl5].

FIGURE 2.2 — Le principe de la loi de Biot et Savart

La Figure 2.2 représente un segment de conducteur filaire avec un courant I. d€ représente

un segment élémentaire le long de ce circuit orienté dans le méme sens que le courant. r est le
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2.4. Spire circulaire de courant

vecteur de ’élément d€ au point P ou I'induction magnétique est exprimé [Ricl5] :

_ o Idé Nr
U

dB(r)

I’induction magnétique totale générée par le circuit s’écrit donc :

B(r) = ¢ dB(r) - ﬁygm’%

(2.34)

(2.35)

Basé sur 1’équation (2.35), lexpression de l'induction magnétique d’une spire circulaire

comme sur la Figure 2.3 peut étre déduite.

Z )

B [P(z,y,2)

FIGURE 2.3 — Spire circulaire parcourue par un courant [

Les étapes spécifiques de calculs se trouvent dans [Dur68]. Les résultats finaux en coordon-

nées cylindriques (r, 6, z) sont :

wolkz r? + p? + 22
Br =t | T T ey 2
Amp /TP (r—p)2+z
By=0
wolk r2 — p? — 22
B, = Nt
T dnrp 1+(r—p)2+z2 2

avec :
p=r?+y?

4drp
(r+p)* + 22

2 de
1= /0 T 2/1 - RZsin2((r - 0)/2)
J2 = /2 ~1/2- /1~ K2sin2(w — 6)/2) - db
0

(2.36a)
(2.36b)

(2.36¢)

(2.37)

J1, Jo sont les intégrales elliptiques de Legendre. Pour un cas tres particulier ou la dimension
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de la spire de courant est infiniment petite devant la distance a laquelle on calcule le champ,
c’est-a-dire que r? < R? avec R = /22 4+ y2 + 22, r représente le rayon de spire et R représente

la distance entre le centre de la spire et le point d’observation. L’équation (2.36) se simplifie

par :
B — polmrzy/z? + 42
" 27 R?
By =0 (2.38)
B, = polmr?z?
A7 R®
<)
P
7S T = pcospsinf
> y = psinpsinf
g Y z = pcost
'3
i

FIGURE 2.4 — Coordonnées sphériques

Si on récrit 'expression (2.38)en coordonnées sphériques comme représentée en Figure 2.4,

on obtient :

B polmr? cos 6

Br = 2R3

By — polmr?sind (2.39)
47 R3

B, =0

Cette équation est formellement identique au champ créé par un dipole magnétique de mo-
ment magnétique m = wlr? dirigé suivant I'axe z. De ce fait, au dela d'une certaine distance,
la boucle de courant est assimilable & un dipdle qui génere le premier ordre du développement
multipolaire. Afin de quantifier cette assimilation, 'induction magnétique engendrée par un di-
pole By est comparée avec l'induction magnétique d’une spire de courant (de rayon r) Bg, sur
une surface sphérique (de rayon R). L’erreur quadratique relative € est calculée pour 1’ensemble

des points sur la surface, qui est définie par :

Z(Bd - Bs)2
> Bs®

£= (2.40)
Les résultats sont montrés sur la Figure 2.5 pour les différents R/r.
On peut constater que lerreur devient assez faible a partir de R/r = 5. Clest-a-dire que
I’induction magnétique d’un spire peut étre assimilée a un dipole au dela d’une distance d’environ
5 fois son rayon. Cette propriété de la boucle de courant est tres intéressante et utile. Elle permet

de construire des sources dipolaires quasiment "pures", mais aussi des quadripdles et octopoles.
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FIGURE 2.5 — ¢ en fonction de R/r

On y reviendra apres dans §2.7.4.

2.4.2 Simulation avec Flux

Afin de vérifier si le comportement de la boucle en circuit imprimé correspond a la théorie,
des simulations numériques sont effectuées. Le logiciel utilisé dans cette partie est Flux. Flux
est un logiciel développé par la société Cedrat (récemment rachetée par Altair) et le laboratoire
G2ELab. Il est spécialisé dans les analyses électromagnétiques et thermiques, permettant de
modéliser et d’optimiser les dispositifs électriques. Basé sur la méthode des éléments finis, il

permet des représentations et des analyses en 2D et 3D.

2.4.2.1 Boucle active

Dans cette section pour modéliser une boucle de courant, une simulation sous Fluz2D est
suffisante grace a sa symétrie axiale. Le type de domaine d’étude est donc axisymétrique comme
représenté en Figure 2.6. On utilise la formulation Magnéto Harmonique, qui permet I’étude
des dispositifs en régime harmonique (régime permanent sinusoidal) & une fréquence donnée.
La résolution en complexes des équations Maxwell suppose que toutes les grandeurs physiques
varient de fagon sinusoidale dans le temps a une fréquence donnée. Le champ magnétique est lié
a la présence de courants électriques variables, obligatoirement sinusoidaux.

La ligne du coté gauche de la Figure 2.6 représente ’axe de symétrie. 1l faut juste considérer
une section longitudinale rectangle pour modéliser une boucle en circuit imprimé. La fermeture
du domaine d’étude est réalisée a ’aide de la technique de la boite infinie, qui est représentée
par la couche blanche sur la figure. Cette technique permet des conditions a l'infini, tout en
réduisant la taille du domaine d’étude. L’induction B a I’extérieur de la source est calculée sur
la ligne jaune. Il s’agit d’'un demi cercle avec un rayon de 10 cm. La boucle en circuit imprimé
possede un rayon r de 5 cm, une largeur de piste de 2 mm et une épaisseur de 60 pym. La vue

agrandie de sa section longitudinale est aussi présentée sur la figure. Le conducteur est en cuivre
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Boite infinie

Axe de symétrie

<]

Ligne de calcul

™

" Section longitudinale de la
boucle en circuit imprimé

% Flux

FI1GURE 2.6 — Configuration de la simulation sous Flux2D

et la bobine est alimentée par un courant de 1 A. La répartition de la densité de courant en

fonction de la fréquence est présentée en Figure 2.7.

On peut constater que le courant atteint un minimum au milieu de la boucle et il augmente
en s’approchant des extrémités. Cette tendance augmente avec la fréquence. En 300 kH z, cette
croissance est approximativement linéaire. En 10 M H z, les courants sont concentrés aux deux
extrémités de la boucle. Les répartitions de courant ne sont pas parfaitement symétriques parce
que le rayon de la partie intérieure de la boucle est plus petit que celui de la partie extérieure,
la résistance et I'inductance sont donc plus petites, le courant du cété intérieur est donc plus
grand que celui de coté extérieur. Le comportement de cette boucle en circuit imprimé devrait
donc s’approcher de celui de deux boucles filaires situées aux extrémités de la boucle réelle. Cela
justifie qu’on se pose la question de savoir si cette répartition de courant a ou non une influence

sur 'induction magnétique générée par cette boucle.

En prenant 1’expression (2.36) comme la valeur théorique, on peut constater que les courbes
de la valeur théorique et celles de simulations & plusieurs fréquences se superposent presque en
Figure 2.8. Sur la vue agrandie, on observe une petite différence entre elles et plus la fréquence

est grande, plus les résultats de simulations s’éloignent a la valeur théorique. Afin de quantifier
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FIGURE 2.7 — Répartition de courant dans une boucle en circuit imprimé sous Fluz2D
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FIGURE 2.8 — Induction magnétique de la boucle en circuit imprimé

cet écart, l'erreur quadratique relative est calculée :

(2.41)
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B: et Bg représente 'induction magnétique en théorique et en simulation. L’erreur € est
donnée dans la Table 2.1 :

Fréquence | 300 kHz | 800 kHz | 2 MHz | 10 MHz
een % 0.133 0.150 0.154 0.159

TABLE 2.1 — Erreur sur 'induction magnétique d’une boucle en circuit imprimé

La tendance des erreurs quadratiques vérifie bien les conclusions précédentes. Les erreurs
sont toutes tres faibles, ce qui permet de montrer que le rayonnement d’une boucle en circuit

imprimé correspond bien & celui d’une boucle filaire théorique.

2.4.2.2 Boucle passive

Dans la section 2.4.2.1, il est montré que I'induction magnétique générée par une boucle en
circuit imprimé est essentiellement la méme que celle d’une boucle filaire. Cette approximation
nous permet de beaucoup réduire les calculs et de comparer les résultats de mesures aux valeurs
théoriques dans la partie expérimentale. En effet, la boucle en circuit imprimé est aussi utilisée
comme un capteur, mesurant le flux magnétique comme déja mentionné dans le premier chapitre.
Est-t-il toujours possible de considérer la boucle en circuit imprimé comme une boucle filaire ?

Un exemple tres simple est étudié comme représenté en Figure 2.9

capteur ")
onde de courant

H=20cm' |

r+=25cm

souce de rayonnement

v

FIGURE 2.9 — Boucle en circuit imprimé sert de capteur
Cette fois-ci, la boucle en circuit imprimé étudiée (Figure 2.1) est utilisée comme capteur. La
source de rayonnement est aussi une boucle en circuit imprimé mais avec une taille plus petite.

Le capteur permet de mesurer un flux magnétique a travers de la boucle. Théoriquement, le

flux magnétique est calculé en faisant l'intégrale de I'induction magnétique sur la surface de la
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grande boucle. Dans le cas ici d'une axisymétrie, il peut étre déduit :

R
@t:/B.ds:zw/ B dl (2.42)
s 0

Cependant, en réalité, le flux magnétique est calculé & partir d’'une mesure de courant.
Comme présenté en Figure 2.9, une sonde de courant est utilisée pour déterminer le courant

parcourant la spire. Ensuite, le flux magnétique peut étre déduit :

O, =L-1 (2.43)

I est le courant qui circule dans le capteur et L est I'inductance propre de la spire du
capteur. Ce parametre peut étre déterminé sous Fluz2D ou directement mesuré en pratique. La

distribution du courant a 300 kHz est présentée en Figure 2.10.

Is:
. 25,40LE3
3 2a,2a5E3
5 23,080E3
5 21,834E3
& 20,773E3
& 19,623E3
~  18,468E3
% 1731383
5 1g, 15783
. 15,002E3
T 13,B46E3
% 12, 691E3
£ 11,535E3

10, 380E3

-

F1GURE 2.10 — Répartition de la densité de courant dans le capteur a 300 kHz

On peut constater que la distribution du courant dans la boucle du capteur est presque la
méme que dans le cas de la boucle active parce que I'axe de la boucle est orthogonal a la surface
de la spheére de mesure, l'effet d’induit dissymétrique peut donc étre négligé. La conclusion
est également la méme que pour la boucle active. Le courant atteint un minimum au milieu
de la boucle et il augmente en s’approchant des deux cotés. Cette tendance augmente avec la
fréquence. Cependant, elle ne répond pas a la question principale : est-ce que le flux mesuré par
la boucle en circuit imprimé correspond bien au flux théorique a travers la surface, c’est-a-dire

®,; et &, sont-t-ils égaux ?

Fréquence 300 kHz | 800 kHz | 2 MHz | 10 MHz
®; (10710 Wb) | 4.87 4.87 4.87 4.87
L (1077 H) 2.99 2.99 2.99 2.99
I (1073 A) 1.63 1.65 1.66 1.67
@, (10719 Whb) | 4.874 4.93 4.96 4.99
£ 6-107% | 0.012 | 0.019 | 0.025

TABLE 2.2 — L’erreur sur I'induction magnétique d’une boucle en circuit imprimé

Le Table 2.4.2.2 permet de quantifier la différence entre le flux magnétique théorique et le
flux magnétique mesuré par un capteur boucle en circuit imprimé. € est 'erreur relative sur le

flux calculé, qui est définie par :
_ | D, — Dy

5 (2.44)
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L’erreur relative de flux magnétique mesuré par le capteur augmente avec la fréquence d’ali-
mentation comme dans le cas de la boucle active. Ces erreurs restent tres faibles, mais malgré
tout, non négligeable en haute fréquence, notamment au-dela de 10 MHz. 11 est possible de consi-
dérer la boucle en circuit imprimé comme une boucle filaire en basse fréquence entre 20 kHz et
2 MHz. Afin de corriger 'erreur causé par la distribution du courant, soit on peut directement
augmenter le flux en pourcentage comme montré dans la table, soit on peut augmenter la surface
d’intégration entre le milieu et le coté extérieur de la boucle.

Pour conclure, dans cette section 2.4, I'expression du champ d’une spire filaire est tout
d’abord développée. Ensuite, le comportement de la boucle en circuit imprimé est étudié comme
source de rayonnement et comme capteur, des comparaisons seront effectuées vis-a-vis de la
théorie. Il est montré qu’en basse fréquence entre 20 kHz et 2 MHz, une boucle en circuit
imprimé peut étre assimilée & une boucle filaire. Par contre, en haute fréquence supérieure
a 2 MHz, cette assimilation n’est plus parfaitement valable et il faut prendre en compte la

distribution du courant pour compenser cette erreur sur le comportement du circuit.

2.5 Développement multipolaire en harmoniques sphé-

riques

2.5.1 Résolution de ’équation de Laplace

L’équation de Laplace permet de décrire le comportement des champs ou potentiels électro-
magnétiques. Il est donc important de proposer des méthodes pour sa résolution. Les coordonnés
sphériques (Figure 2.4) sont bien adaptées pour les systémes de rayonnement "ponctuels'. Nous
allons d’abord nous concentrer sur la solution de I’équation de Laplace scalaire. En coordonnés

sphériques (r, 0, ¢), 'opérateur laplacien s’écrit :

10 0 1 0 0 1 92
A=55"5) F g ae 985 ) T manre a2 2.4
r2 or <T 87") * r2sin 6 00 (Sm ag) + 72 sin2 6 D2 (2.45)

En combinant avec I’équation (2.33), on obtient :

L0 (p20) LD (g2 L2
r2 or (T 87") T 256 00 (Smeag T 2snZe 92 0 (2.46)

La méthode de séparation des variables suppose que la fonction ¢ peut s’écrire sous une

forme d’un produit de trois fonctions dont chacune ne dépend que d’une variable [Pla68] :

P(r,0,0) = R(r)©(0)2() (2.47)

En insérant cette décomposition dans I’équation de Laplace et en multipliant par un rapport
2
r

RO®

on obtient :

2
1d(r2dR> 1 1 d( d@) 1 1 d(I):O (2.48)

Bl ino—— - - 2=
T osneae \" a0 ) T 6smzo dp?
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Donc, on a :

1 d*® sin?0 d [ ,dR sinf d do 9
( )— @d0< )——m (2.49)

642~ R ar \" ar Sinb g

oit —m? est la constante de séparation, qui est choisie négative pour que les solutions de ®(¢)

soient périodiques en 27. La solution de cette équation aux dérivées partielles nous donne :

ezqu
O(g) = ime pour m =0,1,2,3... (2.50)

11 faut noter que m doit étre un entier puisque ¢ est une variable périodique tel que (¢ +
2m) = ®(¢). Dans le cas de m = 0, la solution générale est ®(¢) = a¢ + b. Cependant, il est
nécessaire de choisir a = 0 pour étre cohérent avec ®(¢ +27w) = ®(¢). Par conséquent, une seule

solution est permise dans le cas de m = 0.

1d [ 4dR 1 1 d de m?
Rdr (T dr) O sin 6 db (Sln9d0> + sin? 6 “e+1) (2:51)

A cette étape, la constante de séparation est définie comme 0(£+1). L’équation (2.51) peut

se développer comme :

d2R dR
2¢ Mt et _
T 2 +2r . (+1)R=0 (2.52)

L’équation (2.52) est reconnue comme étant une équation d’Euler. Cela signifie que la solution
est sous la forme de R = r°. Afin de déterminer I’exposant s, on peut insérer cette solution dans

I'équation (2.52), qui donne :
s(s+1)=0(L+1) = s=0 ou s=—-{—1 (2.53)

Les solutions de 'équation (2.52) sont :

A
R(r) = { o (2.54)

En parallele avec I’équation (2.52), ’équation (2.51) produit également 1’équation suivante :

m2

sin? 6

0e+1)—

1 d do
= [ sinp== = 2.
i <sm€d0>+ ]@ 0 (2.55)
En appliquant les changements de variables x = cosf et y = ©(f), I’équation différentielle
ci-dessus se réduit a :

2

m
w+1) -5 9] y=0 (2.56)

d?y dy
1—2%)—=2 — 202
( m)darz :de+

L’équation (2.56) est la fameuse équation générale de Legendre, nommée par le mathémati-

cien frangais Adrien-Marie Legendre. Ses résolutions analytiques ont été donnés en 1785 [Bel62].
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Ceci est aussi la raison pour laquelle la constante de séparation ¢(£+ 1) a été choisie. La solution
de I’équation (2.56) est donc :

y(x) = P (x) pour { =0,1,2,3...et m=—{,—(+1,...,0—-1¢ (2.57)

Deux restrictions sont : ¢ doit étre un entier non négatif et |m| < ¢. Les expressions des

polynémes associés de Legendre P;"(x) sont :

1 derm

PP () = (1= z%)m/? (z® —1)* (2.58)

dxttm
La solution de P;"(x) est tres importante parce qu’elle détermine des propriétés essentielles
de la solution de I’équation de Laplace telles que la parité, ’orthogonalité, etc. Quelques exemples

de P;*(x) sont montrés en Figure 2.11.

2 1
—i—n
—Il=1m=1
1.5} 0.5
Eo 1 S 0
0.5 —0.5|
0 | | | | | | | | | | 71 | | | | | | | |
-1 -0.8-0.6-04-02 0 0.2 04 06 08 1 -1 -0.8-0.6-04-0.2 0 0.2 04 06 08 1
x x
3r 10
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gL go
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1tk
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FIGURE 2.11 — Polynémes associés de Legendre

En effet, I’équation différentielle pour les polynémes de Legendre associés, donnée dans
I’équation (2.58), dépend de m? et n’est donc pas sensible au signe de m. Néanmoins, P/ (z) et
P;™ doivent étre des solutions équivalentes, c’est-a-dire proportionnelles entre elles. En utilisant
I’équation (2.58), il est prouvé que :

P, ™(cost) = (fl)mi);PZm(cosG), m=1,23,4.4 (2.59)
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En combinant les résultats des équations (2.50), (2.54) et (2.58), on peut obtenir la solution

générale de I’équation de Laplace, qui est sous la forme :

¢ imae

b 0,6) =1 VPP (cost) (2.60)

e—imqb

ounfl=0,1,2,3...etm=—4—0+1,....0—1,1¢

2.5.2 Introduction des harmoniques sphériques

Le fonction des harmoniques sphériques (HS) est pratiquement la solution de la partie angu-
laire de I’équation de Laplace en coordonnées sphériques. Son expression traditionnelle se trouve
par exemple dans [HKK11] et [BFB97] :

Y0, 6) — (—1)m\/ (2”4;: b EZ - Z;ipy(cose)em (2.61)

avec n nul ou positif, m varie de —n a n. n et m sont appelés respectivement « ordre » et
« moment ». Le facteur (—1)" dans cette formule est connu sous le nom de « phase de Condon-
Shortley ». Il est utilisé ici pour que la composante de moment négatif (m < 0) soit cohérente
(2n+1) (n —m)!

dr (n+m)!
L’utilisation des nombres complexes permet de garder l'expression trés compacte, qui ne

avec le moment positif (m > 0). Le terme \/ est une fonction de normalisation.

différencie pas les expressions suivant le signe de m. Mais comme la solution finale (le potentiel
scalaire) est réelle, cela impose que les coefficients harmoniques soient eux-mémes des complexes
conjugués. Pour éviter cette contrainte, on peut aussi tout écrire en nombres réels, tout en

introduisant le coefficient v/2 pour conserver la norme :

S ' V2 cos(me), m > 0
Y™(0,4) = (—1)’"\/( "4; ). EZ;Z;;P;?(COSQ) 1, m=0 (262
V2sin(|m|o), m > 0

En utilisant (2.60) (2.61), on peut réécrire le potentiel magnétique scalaire sous la forme
d’une somme infinie :
o0 n Bm
n
w00 = > 3 A 2] vre.0) (263)

n=0m=-—n

L’idée est de décomposer le potentiel en une somme infinie de termes normalisés connus tels
que : dipdle, quadripdle, etc... Quelques exemples simples sont présentés en Figure 2.12, y compris
les termes Y, Y et Y. L’induction magnétique d'une source de rayonnement consistant en
trois composantes harmoniques (Y = Y7 = Y = 1) est aussi présentée pour les différentes
distances (rps = 1,2,5,10 m).

Pour exprimer v dans I’équation (2.63), la fonction harmonique sphérique, qui est une fonc-

tion angulaire, est multipliée par une fonction qui ne dépend que de la variable r, c’est-a-dire la
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FIGURE 2.12 — Induction magnétique (T) d'une source de rayonnement avec Y = Y = Y = 1
sur une surface sphérique d’un rayon rp; = 1,2,5,10 m

distance entre 1’origine de la décomposition et le point de calcul. Comme montré en Figure 2.12,
la forme du rayonnement du dispositif dépend non seulement de ses coefficients harmoniques,
mais aussi de la distance d’observation. Néanmoins, il est important de noter que la solution
de 1 en (2.63), qui est un couple de fonction r dont 'une est croissante et 'autre décroissante,

est juste une solution générale mathématique. En réalité, on ne peut jamais avoir les A7 et B

en méme temps. En fait, les deux termes 7" et sont généralement liés a deux types de

Tn+1
problemes : les problémes internes et externes.

2.5.2.1 Probléme externe

Lorsque la source de rayonnement est a 'intérieur d’une zone et on cherche a développer les
champs ou les potentiels autour d’une source. Plus on s’éloigne, moins ces champs ou potentiels
seront importants de sorte qu’a linfini, ils sont tous nuls. Dans ces conditions, la fonction
il peut intervenir dans ’écriture et les solutions du probléme s’écrivent uniquement avec les
fonctions décroissantes. Cela est donc appelé le probleme externe, c’est-a-dire a 'extérieur de
I’ensemble des sources.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur le probléme externe. L’écriture du potentiel magné-

tique scalaire 1 peut alors étre simplifié :

Vn0.6)= Y D QUi YN0,0) (264)

n=0m=—n

Avec :
e 1 : la distance a partir du centre du développement au point ou le potentiel est exprimé
o Q" : les coefficients harmoniques a déterminer, ils sont intrinséques a la source et au
choix de l'origine du développement multipolaire
o Y™ : les fonctions harmoniques réelles de ’ordre n et du moment m

Il est important d’introduire la notion de la zone de validité. La premiére raison est qu’on
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2.5. Développement multipolaire en harmoniques sphériques

a remplacé des sources réparties dans une zone de l’espace (le terme de droite de 1’équation de
Poisson) par une source équivalente ponctuelle. Il est bien évident que la source équivalente (qui
obéit partout a ’équation de Laplace, sauf le point r=0) ne représente pas la réalité la ou le
laplacien n’est - en réalité - pas nul. Afin d’assurer la convergence de la solution, le développment
doit étre effectué au dela d’une distance 7o, ce qui conduit au concept de la sphere de validité,

présenté en Figure 2.13 [Leg96] (page 49, annexe B.1.a) :

o
X

source de
ayonnement

FIGURE 2.13 — Principe de la sphére de validité sur une source quelconque du probléme externe

La sphere de validité est la plus petite sphere englobant la source, centré sur le centre
du développement O. La convergence du développement décrivant le champ est assuré si et
seulement si le point d’expression est & extérieur de cette spheére. Autrement dit, la zone de
validité est tout I’espace pointillé définie par la sphere de validité.

Dans le cas des coordonnées sphériques, en appliquant 1’équation (2.27), I'induction magné-

tique peut étre déduite :

Ho Z—:0 Z @' rn+2 Y (0,9) - er
o N~ om. L 0Y(0,9)
B(r,6,¢) =~ > Qn g —py (2.65)
n=0m=—n
S 1 1 9y, (0,¢)
D A 2 sing 9¢ o

n=0m=-—n

r, Q' et Y sont définis de la méme fagon que dans I’équation (2.64). Les monopoles

magnétiques n’existent pas, donc le terme avec n = 0 peut étre rejeté.

2.5.2.2 Probléme interne

On verra dans § 2.8 consacrée au calcul de I'inductance mutuelle, qu’il est dans certains cas
utile de développer la solution en harmoniques sphériques autour d’un centre O qui n’est pas
dans la zone de la source réelle (Figure 2.14). C’est ce qu’on appelle un probléme interne. Le
développement obtenu est valable dans ’espace pointillé de la figure.

Le champ et le potentiel magnétique ne sont valables que dans la sphere de validité qui est

la plus grande sphere qui ne contient pas la source de rayonnement. Le potentiel magnétique
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FIGURE 2.14 — Principe de la sphere de validité sur une source quelconque du probléme interne

scalaire v s’écrit alors comme un développement des seules puissance positive de r :

b6 =3 3 QU YI(0,) (2.66)

n=0m=—n

Avec :

e 1 :la distance a partir du centre du développement au point ot le potentiel est exprimé;
e Q" : les coeflicients harmoniques & déterminer, ils sont intrinséques a la source et au
choix du centre du développement multipolaire ;

e Y™ : les fonctions harmoniques réelles d’ordre n et de moment m.

En coordonnées sphériques, 'induction magnétique s’écrit :

[e.9]

MOZ Z sz.n.rn—l_yrzn<97¢)_er

n=0m=-—n

B(r,0,¢) = —MOZ Z Qn - T'ee (2.67)

n=0m=—n

x> 1 aY™(6,0)
m n—1 n )
THY DL Qg ey

n=0m=—n

L’équation de Laplace vectorielle présente beaucoup de similitudes avec I’équation de Laplace
scalaire, mais la résolution est plus complexe, cette résolution est détaillé en annexe de [Lor01].

Les résultats sont :

— Mo Z Z n Qn - e Y0, 0) probléme externe
=0m=—n
A(r,0,¢) = o _ (2.68)
Ho Z Z nrl Qn " YR(0,0) probléme interne

n=0m=-—n

1
Les termes r" et T correspondent respectivement aux problemes internes et externes,
T

+1

. In+1
exactement comme dans le cas scalaire. Les facteurs pg, {/ —— et 1
n

que le potentiel magnétique vectoriel soit en accord avec le potentiel magnétique scalaire défini

sont ajoutés pour
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2.6. Présentation du logiciel Flux3D

précédemment : en procédant ainsi, les )" obtenus sont les mémes pour les deux développe-
ments scalaire ou vectoriel. YI*(6, ¢) représente les harmoniques sphériques vectorielles, qui sont

définies par :

0
m ~1 oym
Yy = rAVE) _ sn(@)/n(n+1) 06 (2.69)
vn(n+1) . oy

Vit 90

Dans notre cas, le potentiel magnétique scalaire est, bien sfir, un bon outil intermédiaire
pour déterminer le champ magnétique. Cependant, il est valable uniquement dans le cadre de
I’hypothese de ’ARQS, donc en champ proche. A 'opposé, le potentiel magnétique vectoriel peut
étre généralisé dans toutes les zones, c’est-a-dire en champ proche et champ lointain. Autrement
dit, ¢ vérifie seulement I’équation de Laplace, alors que A vérifie aussi I’équation d’Helmholtz,
qui prend en compte la phénomene de propagation en champ lointain. Ceci ne sera pas discuté
dans ce document, plus de détails peuvent étre trouvés dans [TAO7]. La notion de potentiel

vecteur magnétique nous aidera dans la suite a expliquer le calcul de I'inductance mutuelle.

2.6 Présentation du logiciel Flux3D

Dans ce travail, une grande quantité de modélisations ont été réalisées avec le logiciel
Flux3D. Une résolution avec Flux3D fait appel a 5 modules : un descripteur géométrique,
un mailleur tridimensionnel, un descripteur de propriétés physiques, un solveur et un module

d’exploitation des résultats [Nen02].

Descripteur géométrique

Le modeleur géométrique de Flux3D est de type frontalier qui conduit & créer les différents
objets de la géométrie de manieére ascendante. Un volume est donc décrit par les faces qui le
bordent, une face est définie par ses lignes frontieres et une ligne est caractérisée par ses points
d’extrémités.

Dans ce travail, nous cherchons a caractériser essentiellement les champs "de fuite" des dis-
positifs étudiés. Il est donc hors de question de les négliger, comme on fait parfois pour les
modélisations magnétostatiques ou magnétomécaniques par éléments finis, en fermant le do-
maine d’étude par des conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann. Du fait que nous

considérons ici des milieux ouverts, nous utilisons ’outil "boite infinie" proposé dans le logiciel
Fluz3D (Figure 2.15).

La boite infinie en Fluxz3D est sous forme d’une couche parallélépipédique, qui peut étre
réalisée soit par deux parallélépipedes, soit par deux cylindres. L’exemple présenté en Figure 2.15
est réalisé par deux cubes imbriqués. Toutes les sources a étudier doivent étre englobées dans
le petit cube; il est généralement recommandé que ce petit cube ait des dimensions 10 fois

supérieures a celles de I'objet étudié.
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Boite infinie
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Source a |étudier
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% Flux

FIGURE 2.15 — Schéma de principe de la boite infinie

Mailleur tridimensionnel

L’opération de maillage consiste a diviser le domaine d’étude en nombreux éléments de
maillages. La qualité des résultats obtenus dépend de la finesse du maillage, car les degrés de
liberté de la solution numériques sont portés par les noeuds. Le mailleur de Fluxz3D est basé
sur la méthode de Delaunay, qui permet de discrétiser automatiquement un objet en respectant
les interfaces entre les régions surfaciques ou volumiques. Les nceuds du maillage sont créés
successivement sur les points, les lignes, les faces et a la fin les volumes. Les éléments générés

sont sous formes de triangle ou tétraédre du premier ou second ordre.

Descripteur de propriétés physiques et choix de formulation

Le descripteur de propriétés physiques de Flux3D permet de définir les caractéristiques phy-
siques du projet, dont la solution électromagnétique dépend. Les caractéristiques comprennent :
¢ les propriétés électriques, magnétiques ou thermiques des matériaux
e les sources du dispositif étudié tel que les courants et les aimants
o les conditions aux limites, le cas échéant (nous utilisons de préférence 1’outil "boite infi-
nie")
¢ les propriétés géométriques comme les symétries.

Un avantage dans Flux3D est la fonction "la bobine non maillée". La bobine non maillée
est une entité géométrique de forme circulaire, rectangulaire ou de forme plus complexe, qui
est parcouru par un courant défini par I'utilisateur. Le calcul du champ magnétique généré par
ce courant est réalisé a partir de la loi de Biot et Savart de facon analytique, comme expliqué
dans § 2.4.1. Une bobine non maillée ne fait pas partie de la géométrie (au sens des éléments

finis), car elle n’est pas formée de points, lignes, faces et volumes. Ceci nous permet de réduire
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fortement le nombre de noeuds et diminuer le bruit de maillage sur les résultats.

Avant la résolution du probleme, il faut tout d’abord choisir le type d’application parmi :
magnéto-statique, magnéto-harmonique, électro-cinétique, etc. Ensuite, il est exigé de définir les
méthodes de calculs appropriées, c’est-a-dire les formulations les plus adaptées au probleme a
partir des équations de Maxwell. Elles peuvent étre le potentiel vecteur, le potentiel scalaire,
le potentiel scalaire réduit par rapport au champ généré par la source de courant, etc. Pour
les matériaux des caractéristiques non linéaires, un algorithme itératif basé sur la méthode de

Newton-Raphson est utilisé afin de converger vers la solution.

Exploitation des résultats

Apres résolution du probleme, Flux3D propose de nombreuses fonctions pour 'interprétation
des résultats du calcul des champs et de nombreux outils graphiques. Les supports des grandeurs
physiques sont variés : point, chemin, face, volume, régions, etc. Le post-processeur permet

également de calculer 'intégrale de grandeurs physiques sur les différents supports.

2.7 Caractéristiques des harmoniques sphériques

2.7.1 Notion d’ordre

Similaire au série de Fourier, le développement en HS (harmoniques sphériques) jusqu’a
I’ordre infini permet toujours de décrire le rayonnement sans erreur. Mais en pratique, ce déve-
loppement est limité a un certain ordre N,,.;. En raison du terme TR dans I’équation (2.65),
les termes d’ordre élevé ont une décroissance plus forte en fonction de la distance au centre de
la décomposition. Si on se place suffisamment loin de la sphére de validité mais toujours dans la
zone de champ proche, s’arréter a 'ordre 1, c’est-a-dire considérer les trois composantes dipo-
laires, suffit & caractériser le comportement de la source. Un peu plus pres, les cing composantes
de 'ordre 2 (quadripolaire) vont devenir nécessaires. Plus on s’approche de la source, plus l'ordre

nécessaire pour décrire le champ est élevé. Le principe est présenté en Figure 2.16.

FIGURE 2.16 — Influences des ordres en fonction de la distance au centre
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La détermination de N,,q; n’est pas seulement basée sur la décroissance des termes, mais
aussi sur le bruit de mesure. A partir d’une certaine distance, les mesures pour un ordre donné

et les ordres supérieurs seront noyées dans le bruit d’environnement.

2.7.2 Quelques exemples des fonction HS

Pour plus de commodité dans la suite du document, les fonctions HS (harmoniques sphé-

riques) réelles sont énumérées pour N = 0, 1,2 en coordonnées sphériques et cartésiennes.

sphérique cartésien
1 1
n=0| Y — —
0 47 47

n=1y0 wlfcosﬁ
s
1 3
Y] = sin @ cos ¢ Y

\ \/zsinﬂsinqﬁ \/Ex
3
4
3

Y272 \/gsin2 0 sin ¢ cos ¢ gazy
Y{l \/gsin 0 cos @ sin ¢ gyz

n=2|yp \/mTﬂ(z), cos26 —1) 16%(322 —1)
Yy \/g sin 6 cos 6 cos ¢ ;—imz

1 1
Y |4/ % sin? 0(cos? ¢ — sin? ¢) ?Q%(xQ —y?)

TABLE 2.3 — Premiéres harmoniques sphériques, en coordonnées sphériques et cartésiennes

Les expressions de ces premiéres harmoniques sphériques permettent de mettre en évidence
quelques regles simples : par exemple, le moment maximum pour un ordre donné est égal a cet
ordre. Les graphiques de quelques premiers termes de HS sont présentées en Figure 2.17.

A partir de la représentation des premieres HS réelles, on peut constater plus clairement
les propriétés des fonctions HS. La premiere remarque et aussi la plus évidente est que les
composantes de moment négatif ont toujours la méme forme que celles de moment positif, mais
m
m|

la fonction HS réelle en (2.62), la relation entre les composantes de moments positifs et négatifs

autour de ’axe z. En raison du terme cos et sin dans la définition de

avec une rotation de

peuvent étre déduites :

Y9, ¢+ ﬁ) = v, 1m0, ¢) (2.70)

Ensuite, la symétrie et la périodicité de toutes les composantes suivent aussi des lois spéci-

fiques comme en Figure 2.18 :
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FIGURE 2.17 — Représentations des premieres harmoniques sphériques réelles
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FIGURE 2.18 — Représentation de la symétrie et la périodicité de la fonction harmonique sphé-
rique

En effet, la symétrie et la périodicité de la fonction HS sont définies par les polynomes de
Legendre associés P™(0, ¢) et le terme €™ en (2.61), qui sont donc directement reliés aux ordre
n et moment m. Sur la Figure 2.18, les lignes représentent les cercles d’annulation, qui séparent
donc les zones positives et négatives. Ces lignes sont comme les méridiens (iso-longitude) et les
paralleles (iso-latitude) de la terre. Le nombre de lignes « méridien » est m. Donc les composantes
de moment nul sont toutes axi-symétries. Le nombre de « parallele » est n —m. En conséquence,
la fonction HS est symétrique sur le plan xOy quand n — m est paire et asymétrique quand
n —m est impaire. Ces propriétés importantes nous permettront de simplifier le modele avec les

connaissances a priori de la source. Des exemples d’application seront montrés au chapitre 4.

2.7.3 Orthogonalité

Les harmoniques sphériques constituent une base orthonormée dans l’espace de Hilbert
L?(S?) ot S? est la sphére unité. L’espace de Hilbert est un espace vectoriel linéaire muni

d’un produit scalaire dont I’espace normé est complet [Mou06].
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Le produit scalaire des fonctions complexes est défini par :

b
x) = / () (x(@)" - da (2.71)

La fonction de normalisation (2.61) assure que le produit scalaire d’une fonction de base avec

elle-méme est égal & 1. Nous démontrons ci-dessous cette propriété.

/Ym (Y ()" =(—1)m+m’¢(2"+1)<”—m)!\/(2n’+1)(n’—m’)!
)

47r(n +m)! 4m(n' 4+ m')!

1 21 (272)
/ d(cos @) / d¢P)"(cos0) P, (Cos 0)e ime ,—im'¢
0

-1

Q) représente la coordonnée angulaire (6, ¢) et son intégrale volumique est df2 = d(cos 0)de.

L’intégrale de ¢ s’annule sauf si m = m’, on a donc :
[y o @y

o [0+ D(n—m)! (20" +1) m
_27T5m\/ 4w (n +m)! \/ 47rn—|—m /P )P () dz

:2F5m/\/(2n+1)(n )\/(Qn +1)(n' —m)! (n+m)! o (2.73)
m 4w (n +m)! 4 (n’ +m)! 2n+ IL(n—m)™"
Cn+1(n—-—m)! 2 (n+m)!

dr(n+m)!  2n+1(n—m)!

=28 67

_sm/ ¢n/

ol 0;; est le symbole de Kronecker, qui est défini comme :

51— 1 sii=j (2.74)
"olo osii#g ‘

. émontre que la base en harmoniques sphériques est orthonormée. C’est aussi pour
(2.73) dé tre que la b h iq phériq t orth ée. Clest ip
(2n+1)(n —m)!

cette raison que la fonction de normalisation est choisi comme : . Cette
47 (n + m)!
propriété est valable aussi pour I’harmonique sphérique vectorielle :
[yme - o @) =on's (275)

La démonstration est presque la méme que pour les harmoniques sphériques scalaires mais
exige le calcul de la dérivée du polyndéme de Legendre associé. D’un point de vue plus géné-
rale, cette propriété « orthonormée » peut se traduire en : toute les fonctions F'(6, ¢) de carré
sommable sur la sphére de rayon unité (dont Iintégration de 2 sur les angles 6 et ¢ existe)
forment un espace vectoriel [Vin09]. Donc, toutes les fonctions appartenant & cet espace sont

décomposables en une série d’harmoniques sphériques :

0,0)=>_> a0, ¢) (2.76)
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Ceci est une propriété tres importante, qui montre également que les coefficients harmoniques

a) peuvent étre déterminés par le produit scalaire de F'(6,¢) et Y,(0, ¢), noté (]) :
2r
) =ar = [ [ 0.0 0.0 sin0)dsao (2.77)
o Jo

(2.77) propose une fagon de déterminer les coefficients harmoniques & partir de la fonc-
tion en espace, est-t-elle applicable pour notre cas d’induction magnétique ? L’équation (2.65)
donne ’expression de l'induction magnétique en harmoniques sphériques du probléme externe.

La composante radiale sur une sphere de mesure (Sy) s’écrit :

Bo(r0.0)=m> > Qr- ”,Ll Y0, 6) (2.78)

n=0m=—n

rpr représente le rayon de la sphere de mesure. (2.73) donne le produit scalaire entre les
fonctions harmoniques sphériques sur une sphere unité. Celle-ci peut également étre adaptée a

une sphere de mesure d'un rayon rjs :

[y oyas = ["as [ ansnoio. o v 0.0
Sm

(2.79)
=i on o
En combinant les équations (2.77), (2.78) et (2.79), on obtient :
B = ([ Birassb.0) - (6. 6)as
SM
— S m N+l m m/ *
“md Y Qe / Y (0,6) - Y (0,6)"dS (2.80)

n=0m=-—n

1
"M

Par conséquent, chaque composante harmonique peut étre écrite de la maniére suivante :

Q= nH/BrM,M 0, 0)'dS
(2.81)

27r
n+1/ / (rar, 0, 0) - Y70, ) sin(6)dfde

L’équation (2.81) montre que pour d’obtenir les coefficients harmoniques d’une source de
rayonnement, la connaissance de la seule composante radiale d’induction magnétique est suf-
fisante. Cette méthode d’identification par intégration est un outil pour le probleme direct.
Elle peut étre appliquée avec la méthode des éléments finis, ou avec I’expression analytique du

rayonnement de la source.
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2.7.4 Constructions de sources harmoniques « pures »

On revient maintenant a 1’équation (2.39), I'expression analytique du champ d’une spire
horizontale sous condition 7? < R? en coordonnées sphériques. Ceci correspond a la situation
ou le rayon de la spire est petit devant la distance entre cette spire et le point d’observation. La
composante radiale de I'induction magnétique de cette spire est :

ol r2 cos

Br(r,0.¢) = ——5pg— (2.82)

ou r représente le rayon de la spire et R représente la distance entre le centre de la spire et le
point d’observation. Il est important de noter que cette expression est proportionnelle a celle
de Y dans la Table 2.3. Afin de rendre la comparaison plus intuitive, la composante radiale de
I'induction magnétique d’une spire (équation (2.36)) est tracée en Figure 2.19 pour les différentes

distances d’observation r,,.
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FIGURE 2.19 — Induction magnétique de la bobine d’un rayon de 3 cm & 5 cm (gauche), 10 cm
(milieu) et 50 cm (droite).

On peut constater que I'induction magnétique de la boucle est équivalente a un dipdle a
50 cm. Parce que la condition r? < R? est bien respectée dans cette situation, ce qui permet
d’approximer une spire de courant a un dipole magnétique. Cependant, ce n’est plus le cas lorsque
le point d’observation est plus proche de la spire (r,,, = 5 cm et r,,, = 10 cm en Figure 2.19), parce
que d’autres composantes harmoniques existent quand méme. Grace a 'axi-symétrie autour de
I'axe z, seules les composantes de moment nul existent. Les composantes d’ordre pair sont toutes
nulles en raison de la symétrie par rapport au plan xOy. Ainsi, une spire de courant ne possede
que les composantes : QY, g, Qg... Pour le cas d’une spire de 3 cm, les premiers coefficients
harmoniques sont :
o« QY =461-10"1
e Q}=-203-10"7
e Q2=122-10710
e Q9=411-10"1
Par rapport & QY, les coefficients supérieurs sont tous négligeables, les champs magnétiques
générés sur la sphere de 1 meétre par ces composantes harmoniques sont également négligeables.
Comme déja expliqué sur la Figure 2.16, plus on s’approche de la source, plus le champs ma-
gnétiques générés par les ordres élevés sont importants, plus le nombre d’ordre nécessaire pour

décrire le champ sera important. Un exemple est montré en Figure 2.20. La source est toujours
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2.7. Caractéristiques des harmoniques sphériques

la boucle de courant avec un rayon de 3 cm, mais cette fois I'induction magnétique est observé

sur une sphere de 5, 10, et 50 cm.
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F1GURE 2.20 — Inductions magnétiques de la bobine d’un rayon de 3 cm et des sources recons-
truites en harmoniques sphériques avec r,, = 5 cm (gauche); r,, = 10 cm (centre) et r,, = 50
cm (droite)

Vu que la source de rayonnement est axi-symétrique, 'induction magnétique n’est étudiée
qu’en fonction de € (le long de la ligne de longitude). Sur la Figure 2.20, la courbe bleue re-
présente l'induction magnétique calculée analytiquement de la boucle de 3 cm. Les inductions
générées par les sources reconstruites en harmoniques sphériques sont aussi tracées. Ces sources
reconstruites possedent différents ordres maximaux considérés (Npqz). Plus Ny, est grand,
plus I'induction magnétique reconstruite s’approche de la valeur analytique. Les erreurs quadra-
tiques sur les inductions magnétiques reconstruites en harmoniques sphériques par rapport a la

valeur analytique sont calculées et données dans la Table 2.4 en fonction de la distance et Ny,qz.

- Nonaa |4 3 5 7
5 cm 38.7 14.5 5.4 2.0
10 cm 9.9 0.9 85-1072 | 1.1-1072
50 cm 0.39 | 5.7-1073 | 4.9-1073 | 4.9-1073

TABLE 2.4 — Erreur quadratique relative £(%) sur linduction magnétique reconstruite d’une
spire de 3 cm pour les différents N, et distances d’observation 7,

Il est évident que N4, = 1 n’est pas suffisant pour décrire le rayonnement de la spire & 5 cm,
autrement dit, la spire de 3 cm ne peut plus étre considérée comme un dipdle magnétique avec
un point d’observation placé & 5 cm du centre. Classiquement, il faut observer a une distance
d’au moins 5 fois le rayon de la spire pour avoir cette assimilation. Cette image est en effet
trés pratique, elle fait le lien entre les développements mathématiques et le sens physique. Est-
il possible de construire des sources équivalentes et simples pour les quadripoles (n = 2) et
octopoles (n =3)7

[WS85] propose une méthode simple pour construire les sources sur les ordres élevés, seule-
ment avec des boucles de courant. Cette méthode est basée sur la divergence d’un vecteur
potentiel. Quelques exemples sont cités en Figure 2.21.

La premiere colonne représente les configurations des boucles de courant. Toutes les spires
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Z
QY =4.61-10"1
5 Q=0
* QY =-203-10"7
y = => Q) =0
X ; QY =1.22.10"10
QY=0
Z
Q=0
£ Q§=357-1075
I * Q=0
dl = > N el B
Iy ‘ 9 =—2.66-10
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FIGURE 2.21 — Constructions des sources "pures" a partir de boucles de courant

possedent un méme rayon de 3 cm et elle sont toutes sur l'axe z. Les deux couleurs rouge
et bleu représentent deux sens de courants. La deuxieme colonne représente la direction de
chaque « dipdle ». Les dimensions des fleches représentent les intensités de ces « dipdles » qui
sont proportionnelles aux intensités des courants. Le quadripole (n = 2) peut étre construit par
association de deux dipoles (N = 1) téte béche et équidistants du centre. L’octopéle (N = 3) peut
également étre vu comme ’association de deux quadripdles téte béche. En effet, cette relation
entre la composante N et N —1 est toujours vraie. La troisieme colonne représente la composante
normale des inductions magnétiques des sources construites sur une sphére de mesure de 1 metre.
La quatrieme colonne donne les six premiers coefficients harmoniques de la source en utilisant
I’équation (2.81). Chaque source posséde une composante harmonique prédominante par rapport
aux autres. En premiere approximation, le comportement de ce champ normal est donc le méme

que Y, Y, Y et Y sur la Figure 2.17.

Il est aussi possible de construire des sources de moment non nul avec les boucles de courant.
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2.7. Caractéristiques des harmoniques sphériques

La configuration des boucles est plus complexe que pour le moment zéro, parce que les spires ne

sont plus sur le méme axe. Un exemple de la composante Y32 est représenté sur la Figure 2.22.

Z
\I@ I \—4[/ y Yy o8 @ WE
X X -1 2
0'05\\///,05 0

05
Y

FIGURE 2.22 — Constructions de la composante Y32 avec les boucles de courant

En pratique, 4 boucles de courants sont suffisantes pour créer la source de Yi£. Néanmoins, la
complexité de la configuration augmente trés vite en fonction de 'ordre N. Une autre méthode
est proposée pour construire les sources « pure » de moments non nuls, basée sur les rotations
des composantes de moment nul. Cette méthode sera présentée dans les sections suivantes apres
I'introduction de la rotation du repére en harmoniques sphériques.

Tous les exemples montrés ci-dessus concerne le probleme externe. Pour le probléeme interne,
I’approche est presque la méme. La seule différence est qu’au lieu de prendre des spires de
trés petites dimensions, les sources sont construites avec des spires circulaires d’une taille tres
importante. C’est-a-dire pour avoir toutes les approximations, la condition & respecter est R? <
r2 avec r le rayon de la spire et R la distance d’observation par rapport au centre du repére.

L’objectif de cette section est de chercher les équivalences physiques des sources en dévelop-
pement multipolaire. Les Figures 2.21 et 2.22 montrent qu’il est possible de construire la source
en harmonique sphérique (Y,") avec des boucles de courant. Ces résultats ont une grande signi-
fication dans les mesures expérimentales, parce qu’ils nous permettent non seulement de valider
notre banc de mesure, mais aussi de corriger les erreurs causées par les sources secondaires, dont
on parlera dans la section 3.2. Cette méthode de compensation est réalisée par les construction

des sources canoniques dans le cas du probléme interne.

2.7.5 Rotation

Les fonctions des harmoniques sphériques sont invariantes en rotations, ce qui signifie que si
la fonction g(6, ¢) est la fonction de f(6, ¢) aprés une rotation de (€', ¢') :

9(0,0) =R(f(0,9).0',¢") (2.83)

alors on a :
g(6,6) =R(f(6,0),6',) (2.84)

ou f et g sont les développements a I'ordre NV des fonctions d’origine f et g. R est la matrice de
passage d’une base a I'autre, qui représente la rotation de la source ou du repére. Les équations
(2.83) et (2.84) signifient que, pour évaluer une fonction harmonique tournée g, on peut soit

tourner le développement f , soit approximer la fonction d’origine tournée g. Cette propriété
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Chapitre 2 — Développement en harmoniques sphériques

implique que la projection harmonique sphérique ne produit aucun biais. La question maintenant
est comment tourner les fonctions en harmoniques sphériques 7 Autrement dit, comment établir

la matrice de rotation R 7

Dans le cas général, les trois angles d’Euler, sont utilisés pour décrire I'orientation d’un solide.
Tous les mouvements de rotation peuvent étre obtenus en composant trois rotations élémentaires,
c’est-a-dire des rotations autour des axes d’un systéme de coordonnées. Le principe est présenté

en Figure 2.23.

FI1GURE 2.23 — Principe des angles d’Euler

La convention utilisé sur la Figure 2.23 est z — y — z, qui représente 'ordre des axes de
rotations. Les valeurs des trois rotations correspondantes sont respectivement «, [ et . La

matrice de rotation R peut s’écrire comme le produit de trois matrices de rotation élémentaire :

R(a, B, ’Y) = RZ(V)Ry(ﬂ)Rz(O‘)

cosy —siny 0 cosf 0 —sing cosa —sina 0 (2.85)
= |siny cosy Of:- 0 1 0 | sina cosa O
0 0 1 sinf 0 cosf 0 0 1

La matrice de rotation R(a, 8,7) dans I’équation (2.85) permet d’exprimer la fonction apres
une rotation. Existe-t-il une matrice de passage directe d’une base en harmoniques sphériques a

I’autre ? La relation entre les coeflicients peut étre exprimée comme :

Qus' =R - Qmus (2.86)

Qus et Qus’ représente les coefficients harmoniques avant et apres la rotation. Ils sont sous
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2.7. Caractéristiques des harmoniques sphériques

la forme suivante :

Qus = (Q5,Q,", Q0. Q1 Q5% Q3. @8, 03,03, Q5.

(2.87)
r_ (nY A=l A0 AU =2 -1 A0 AU H2 H-3

QHS _(QOan y &1 17Q2 aQQ y W2 5«9y 27Q3 )

Q7 représente le coefficient harmonique sphérique de 'ordre n et moment m. La matrice de

rotation R est une matrice de dimension N2,,, X N2,.. avec Nyq, 'ordre maximal considéré.

Grace a la propriété d’orthogonalité des harmoniques sphériques, la rotation est en effet une

opération linéaire et les coefficients d’ordres différents n’interagissent pas [GGO09]. R est ainsi

une matrice creuse par blocs [Gre03]. La forme de la matrice R est présenté sur I’équation (2.88).

110 0 0|0 O O 0O O

0/|X X X|0 0 0 0 0

0/X X X|0 0 0 0 0

0|X X X|0 0 0 0 0 R 0 0

0/]0 0 0|X X X X X o R' 0 -
R=10l0 0 o|x x x x x ~1 0o o0 RZ .. (2.88)

0/0 0 0]X X X X X

0[0 0 0|X X X X X

0/0 0 0]|X X X X X

L’indice 7 dans R* représente ’ordre en harmoniques sphériques. Pour un ordre n donné, on

a donc :

Q=Y Rrm.Qm (2.89)

m=—n

Le coefficient de la transformation RI* "™ s’écrit comme [BFB97] :
R = e m(3)e e (2.90)

dnm/’m(ﬂ) est connue sous le nom de matrice D de Wigner qui est introduit par Eugene Wigner

en 1927, utilisée souvent en mécanique quantique. Son expression est :

dy' M (B) =(=1)" 7 [0+ m)(n = m)(n 4 m)l(n —m)!]
. (COS ﬁ)?(n—s)—i—m—m’ (sin ﬁ)Zs—m—‘rm’ (291)
Z(i ) (n+m —2 s)lst(m/ —m + 8)2'(

S

—m/ —s)!

La somme sur s est effectuée sur des valeurs telles que les factoriels ne soient pas négatifs.
Le calcul du d™"™(j3) est extrémement lourd & cause de la boucle de factoriel et risque de
conduire a une instabilité numérique. Afin de résoudre ce probléme, plusieurs méthodes ont
été proposées basées sur 1'utilisation de récurrences [CIGR99], [GG09], [GD14], [IR96]. Dans ce

travail, la méthode décrite dans [BFB97] est utilisée. Elle permet de calculer par récurrence tous
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Chapitre 2 — Développement en harmoniques sphériques

les éléments de R. Par exemple, la matrice de rotation d’ordre 1 (R!) s’écrit :

COS 7y COS av— . . I [ cosysina+
) ) sinysin g |
sin -y sin « cos

|
|
\ I\ sin~y cos acos 3
|
RY(a, 8,7) = sin v I cosf
|
|
|
|

|
! —cos asin 3 (2.92)
|
(—cos*ysinacosﬁ—) ! <cosq/cosacosﬁ—>
) cosysin f . .
817y Cos & 1\ sinysin o

R! est une matrice 3 x 3 parce qu’il y a trois composantes harmoniques pour I'ordre 1. Selon
Iéquation (2.87), la deuxiéme colonne dans la matrice (2.92) entourée par la ligne pointillée
représente les composantes harmoniques créées par la rotation de Y. Grace a I'axi-symétrie
des composantes de moments nuls, les termes de « disparaissent. [VCST10] propose une idée
intéressante de créer les composantes harmoniques de moments non nuls & partir de celui de
moment nul, en appliquant une combinaison linéaire. On note Y,*(c, 3,7) les harmoniques

créées par Y, apres une rotation de R™(a, 3,7), c’est-a-dire :

Y' (e, 8,7) = R"(a, B,7) - Yy," (2.93)

Si n =1, en combinant les équations (2.92) et (2.93), il est facile de montrer que :

Y (0,

T
2’
H (2.94)
2

Y0, -,

On peut constater que Y;' et Yfl peuvent tous étre obtenus aprés une rotation de Y. Cette
idée de construction de sources standards peut étre généralisée pour tous les ordres. Par exemple
pour lordre 2 (n = 2), la premiére étape est toujours d’établir la matrice de rotation (Seule
la troisiéme colonne de la matrice est présentée correspondant aux composantes harmoniques

créées par Y3) :

‘r %gsiHQ asin(203) : X

@sin(Qﬁ) sin y | X
1(3cos(28) +1) 1 X
@sin@ﬁ) cos 7y : X
] @ sin? 3 cos(27) : X

R*(a, 8,7) = (2.95)

ST e
slialialials
R

Comme déja évoqué précédemment, a cause de la matrice D de Wigner, la complexité de la
matrice de rotation explose. A titre d’exemple, la composante Y5 sera construite. La forme de
Y3 est présenté en Figure 2.24, également avec les cercles d’annulations, obtenues par la régle

de symétrie et de périodicité sur la Figure 2.18.
A T'aide des cercles d’annulations, il est intuitif de tourner Y3 de 45°. En effet, & partir de
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~3
\ Eiﬁi | —

FIGURE 2.24 — Forme de la composante Y3 (gauche); Cercles d’annulations de la composante
1 .
5 (droite)

la matrice 2.95, on peut obtenir :

Y20(07 zvo) =7 2 \/_}/2 + \/_—Y2
0 Y I (2.96)
}30(07 _an) = _}[20 - _Y2 _Y2
4 4
En soustrayant les deux équations en (2.96), on obtient :
1 T m
Yy = — (Y2(0,-,0) = Y5(0, —— > 2.
! =5 (Moo -y (297)

L’équation (2.97) montre que la composante harmonique Y3 peut étre construite par des
rotations et combinaisons linéaires de Y3. Les constructions par les boucles de courant de Y,"
sont toutes connues (Figure 2.21), la construction de Y3 est donc réalisable facilement. La

simulation en Flux3D est effectuée pour vérifier 'exemple de Y3'.

ISOVAL 1
255,116E-

2
226,770E-12
198,423E-12

12
2

< )

\5 ( /_j

FIGURE 2.25 — Configuration des boucles de courant (gauche); Induction magnétique sur une
sphére de 1 m (droite)

Induction maga¢tique / Composante normale en T
|

@ Flux ‘ @ Flux

La Figure 2.25 montre la configurations de boucles de courant pour construire la composante
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Y3 et son induction magnétique sur une sphére de 1 m. Ceci confirme les calculs et les conclusions
précédentes.

Cette idée de combinaison linéaire non seulement relie toutes les composantes harmoniques
de méme ordre, mais conduit également & une méthode permettant de construire les sources
standards. Ceci nous permettra de compenser les erreurs causées par les sources secondaires en

mesures expérimentales, qui sera détaillé dans §3.2.

2.7.6 Translation

Un autre outil tres important et utile en harmoniques sphériques est la translation. Comme
pour la rotation, le calcul de la translation est assez complexe, il nécessite un outil mathématique :
les symboles Wigner 3-j. Les détails de calcul se trouvent dans [Bro01], dédié¢ aux harmoniques

sphériques vectorielles. Seul le principe est présenté ici, en Figure 2.26.

X

FIGURE 2.26 — Principe de la translation de l'origine du développement en harmoniques sphé-
riques

Le repeére (x,y, z) est translaté au (2/,y', 2'). Les origines des deux reperes O et O’ repré-
sentent aussi les deux origines du développement multipolaires avant et apres la translation. Les
axes des deux systémes de coordonnées sont tous paralléles. r” est un vecteur reliant les origines
des deux systemes. La spheére représente la surface d’intégration, avec laquelle les coefficients
harmoniques dans le deuxiéme repére sont déterminés. r’ représente le vecteur de O’ & un point
arbitraire sur la surface d’intégration. r localise ce point par rapport a I’origine du premier repere

O. La relation entre ces trois vecteurs est donc :
r=r"+71 (2.98)

Les trois vecteurs sont reliés par une simple addition, ceci explique donc pourquoi la mé-
thode s’appelle « addition theorem ». Il faut aussi noter que |r’| et |r”| sont constants pendant

I'intégration. Le potentiel scalaire magnétique en un point de la surface d’intégration peut étre
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exprimé dans les deux reperes :

19(r) = 99 (r) = 9ih(r — 1) (2.99)

L’indice ¢ de ;4 représente le numéro du systeme de coordonnées dans lequel le potentiel est

exprimé. En développant les deux potentiels en harmoniques sphériques, on obtient :

(e e} n 1 o n
> > 1@?'@'1@"(97 ¢)=2 > 2@ Y0, ¢) R(r—1") (2.100)
n=1m=-n n=1m=-n

L’indice ¢ de ;Q;' représente le numéro du systeme de coordonnées dans lequel le potentiel
est exprimé. La fonction R(r —r”) est la méme que dans 1’équation (2.54). Ainsi, elle peut étre

" Le choix dépend de la valeur de |r”|. Selon [Bro01], deux types de

soit [r—r"|", soit

_ pln+l"
translation existen":‘ et Il‘el‘n"s différences sont montrées sur la Figure 2.27. Ce qui est représenté
a gauche est la translation interne. Elle représente le cas ou la source de rayonnement est a
Iextérieur de la sphere d’intégration, qui correspond au probléme interne comme expliqué dans
la section 2.5.2. Le potentiel et le champ magnétiques ne sont valables que dans la zone pointillée

a lintérieur de la sphere de validité. Il est important d’assurer que la sphere d’intégration ne

I,//|n

contient pas la source de rayonnement. Dans ce cas, R(r —r”") s’écrit |r — dans l'expression

du potentiel magnétique.

FIGURE 2.27 — Principe des deux types de translation : translation interne (gauche) ; translation
externe (droite)

Ce qui est représenté a droite sur la Figure 2.27 est la translation externe. Exactement a
I’opposé de la translation interne, la source de rayonnement doit étre dans la sphere d’intégration.
Il correspond donc au probleme externe ou le potentiel et le champ magnétiques ne sont valables

qu’a lextérieur de la sphere de validité. R(r—r") s’écrit alors dans I’équation (2.100).

|I‘ _ r//‘n—f—l
[Bro01] propose une solution analytique qui relie { Q)" et 4QI" :

Q=33 QA (2.101)

n=1m=-n
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Aﬁj;;"/ est la fonction de transfert entre Q)" et ,Q}', qui est définie tel que :

/ey 27Tjn/7n nibl ( » 10
A — J" [nn+1)+n'(n"+1) —n"(n” +1)]
n,m Vvn(n+ 1)n/(n/ + 1) N (2.102)

A(m,n, =m0, ") R Y5 (67,67))

La sommation en n” est pour |n —n/|, 2+ |n —n'|, 4+ |[n —n/|... jusqu’a n+n'. R(r”) est la

fonction de la distance de translation, qui dépend aussi du type de translation :

1
vy translation interne
R(r") =4 (77) (2.103)
(r)™ translation externe

(07, 97) est la coordonné de r” qui est défini comme :

r” = r”[sin6” cos ¢”x + sin §” sin ¢"'y + cos 0”z] (2.104)

A(m,n,—m’,n',n”) est composé d’un produit du symbole de Wigner 3j :

A(m,n, —m/,n/,n”) _ (_1)m\/(2n+1)(2n/+1)(2n”+1) ( n on n > ( n o o >

4 0 0 O -m —m' m4+m

(2.105)

RIS ) représente le symbole de Wigner 3j [Che95]. Le symbole de Wigner 3j est un
my M2 Mms3
outil souvent utilisé en mécanique quantique et son calcul est excessivement complexe. De nombreux
algorithmes sont proposés pour le calculer, cependant certains ne sont pas numériquement stables et
deviennent inexacts lorsque ’ordre est grand. L’algorithme utilisé dans ce travail pour calculer le symbole
de Wigner 3j est le méme que celui développé dans [Bro01]. Dans [LL98], ¢’est un algorithme récursif qui
est proposé, amélioré pour trois cas particuliers ou l'algorithme n’est pas valable. Le calcul du symbole
de Wigner 3j ne sera pas discuté dans ce document, plus de détails se trouvent dans [Bro01] et [LL98].
Effectivement, les deux types de translation sont nécessaires aux travaux présentés dans ce document.
La translation interne nous permet de calculer I'inductance mutuelle entre deux sources et la transla-
tion externe nous permet de trouver ’'origine optimale du développement multipolaire en harmoniques

sphériques. Les deux applications seront expliquées dans les sections suivantes.

2.8 Inductance mutuelle

2.8.1 Introduction de ’induction mutuelle

Comme déja expliqué dans le chapitre 1, I’'objectif principal de cette recherche est d’étudier le couplage
inductif entre deux circuits indépendants, chacun étant potentiellement une source de champ, suivant
les courants qui y circulent. Ce couplage peut étre modélisé par une impédance mutuelle. Lorsque deux
sources sont placées a proximité I'une de I’autre, I'impédance aux bornes d’une source n’est pas simplement
égale a sa propre impédance, mais une autre impédance est introduite en raison d’un courant circulant

dans l'autre source de tension, court-circuitée. Une telle impédance s’appelle 'impédance mutuelle.
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2.8. Inductance mutuelle

Une variation de flux magnétique associée a un bobinage fait apparaitre une tension a ses bornes, qui

peut engendrer un courant dans ce conducteur. Ce phénomeéne est appelé I'induction magnétique [CJ78].

FI1GURE 2.28 — Exemple de bobinage avec son induction magnétique

Considérons une bobine présenté sur la Figure 2.28 comme exemple. Les lignes pointillées représentent

I’induction magnétique. La tension Uap entre ces deux bornes a pour expression :

d(N9)

Uasp = RI
AB + ar

(2.106)

R représente la résistance de la bobine, N est le nombre de spires parcourues par le courant I et ¢

est le flux d’induction magnétique qui est défini comme :

6= /SB-dS (2.107)

Le terme dans I’équation (2.106) est appelé la tension induite. Le signe négatif est ajouté pour

d(Ng)
. a . )
dire qu’un courant induit circule dans la direction opposée au changement.

Considérons maintenant le cas de deux bobines placées a proximité I'une de 'autre comme présentées

en Figure 2.29.

La bobine 1 étant alimentée, elle génére donc une induction magnétique. La bobine 2 (Figure 2.29) est
ouverte (I3 = 0). Comme montré sur Figure 2.29, une partie du flux d’induction de la bobine 1 traverse
la bobine 2. Le flux d’induction magnétique est toujours conservatif, donc le flux issu de la bobine 1 peut

étre séparé en deux termes :
1= ¢o1 + P12 (2.108)
Avec :

e ¢12 : le flux commun aux bobines 1 et 2

e (o1 : partie du flux créé par la bobine 1, qui ne traverse pas la bobine 2

Par conséquent, les tensions induites sur les deux bobines sont :

Uy = RyIy + d(Ny1¢1)
dt
2.109
U, — d(Na¢p12) ( )
2 dt
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....."” ¢)12
I
o ':
Bobine 1 | U3 '
G
I
G
Bobine 2 | U,
G

FIGURE 2.29 — Schéma de principe de I'induction mutuelle

L’inductance mutuelle entre les bobines 1 et 2 s’écrit :

_ Noduy

L
12 I,

(2.110)

De facon plus générale, 'impédance peut étre décomposée sous une forme classique avec une partie
résistive R, une partie inductive L et une partie capacitive C' :

1
I =Ry + 7 | Linw — —— 2.111
Rt (Lo = 5 ) (2111)

Dans ce travail, on suppose qu’il n’existe pas de pertes aux inductions des deux sources, ce qui permet
de négliger le terme R,,. Comme déja expliqué dans le chapitre 1, on se focalise sur le couplage inductif
en champ proche et le champ électrique est négligeable sous condition de 'ARQS, le terme C), s’annule

aussi. L’'impédance mutuelle peut donc étre simplifiée :
Zm = jwliz = jwla (2.112)

En pratique, I'impédance mutuelle peut étre déduite en mesurant une tension et un courant. Elle
dépend bien siir de la distance entre les deux sources de rayonnement. Dans ce travail, nous allons
caractériser le champ autour de chaque élément (inductance, transformateur, convertisseur, ...) considéré
comme une source de champ. L’objectif est de prédire les couplages magnétiques entre deux éléments en
fonction de leurs positions relatives, en utilisant uniquement leurs caractérisations magnétiques réalisées
séparément. Le paragraphe suivant explicite la méthode utilisée pour calculer I'inductance mutuelle a

partir des caractérisations séparées de deux sources.

2.8.2 Inductance mutuelle en harmoniques sphériques

[Rumb4] et [Ric61] proposent le théoréme de réciprocité en champ électromagnétique. [Ric61] re-

groupe le théoréme en trois types : circuit pur, champ pur et mixte. Leurs formes mathématiques sont
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2.8. Inductance mutuelle

respectivement :

Ui2ly = U112 (2.113a)

/ (El X H2 — E2 X Hl) -ds = / (E2 X H1 — E1 X H2) -ds (2113]3)
S1 Sa

/ Jl . Ezdv = / J2 'Eld’U (2.1130)
V1 v2

Les indices 1 et 2 signifient la source du champ ou du courant. C’est-a-dire que I7, Eq, Hy et Jq
sont tous mesurés avec la source 1 alimentée et la source 2 éteinte. Il est important de noter que dans
Péquation (2.113b), la surface S7 n’entoure que la source 1 et Se n’entoure que la source 2. De méme
pour (2.113c), v1 ne comprend que la source 1 et v ne comprend que la source 2 comme présenté sur
la Figure 2.30. Le symbole < 1,2 > est proposé pour le membre de gauche de (2.113b) et (2.113c), qui

égale aussi & I'opposé du membre de gauche de (2.113a). Avec le théoréme de réciprocité, on a :

<1,2>=-<21> (2.114)

En appliquant les équations (2.113), 'impédance mutuelle a pour expression :

To1 = 2.115

21 L1, ( a)
= ? (2.115b)

1

-1
= ﬁ (E2 X H1 — E1 X H2) - ds (2115C)

112 /s,
-1

Il est trés important de noter qu’en calculant I'impédance mutuelle, tous les champs doivent étre
mesurés ou calculés dans ’environnement réel, c’est-a-dire avec toutes les sources en présence. Est-il
possible d’exprimer Z5; directement en fonction des coefficients harmoniques des deux sources? Pour

répondre & cette question, on va appliquer ’équation (2.115¢). La situation est montrée en Figure 2.30.

- -o

105 €0 -7 N

source 1 '
Il>E17H1 \\\ 127E27H2 z'

FIGURE 2.30 — Situation de mesure pour déterminer I'impédance mutuelle entre sources 1 et 2

Afin de simplifier les calculs, la surface d’intégration S choisie est une sphere centrée au point O. Ce
point est donc l'origine du développement en harmoniques sphériques. Avant d’exprimer les champs en
harmoniques sphériques, on va d’abord construire la relation entre I’harmonique sphérique vectorielle et

le gradient d’harmonique sphérique scalaire. En coordonnés sphériques, en utilisant 1’équation (2.69), on
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a :
1 0 0
m S W o) 4 -1 oy
er N\ Yn (97 d)) =10]|A sin 0y/n(n+1) el = v/ n(n+1) 08
) ) (2.116)
0 v/n(n+1) e sin 0y/n(n+1) 8¢'
T
= —(YY™) s ———
) s
Donc :
n(n+1)

VY, (0,9) = —ex NY (0, 0) - (2.117)

r

Avec I’équation (2.117), on peut maintenant exprimer tous les champs électromagnétiques. Du fait
que la surface d’intégration Sy englobe la source 2, le développement de la source 2 est ainsi un probléme
externe. Basé sur (2.65) et (2.68), on a donc :

Hz = -V

o0 n 1
—-% ¥ w0 ()

n=0m=—n

- - m n+1 m 1 m
SR PP -( N et VY

n=0m=—n

n=0m=—n

(2.118)

Rappelons que l'indice i dans ;Q!" signifie le numéro de la source. En combinant les équations (2.14)

et (2.68), on obtient :
OA,

ot
= —jwAz (2.119)

_“ijz Z \/n+1 Q' Tn+1' Yo'

n=0m=-—n

E, = —

Contrairement a la source 2, le développement de la source 1 est un probleme interne. A partir des
équations (2.67) et (2.68), les champs E et H peuvent également étre déterminés. Le champ magnétique
H, :

H; = -V

:_Z Z 1Qn -V (™Y

n=0m=—n

L L (2.120)
:—Z Z Q0 (n~r”* 'Yﬁ~er+r"'VY,T)

n=0m=-—n

o0 n
==Y S @ (e e = 1) e A YR

n=0m=-—n

A partir du potentiel magnétique vecteur A, on peut déterminer E; :
0A,
E, =-
! ot
= *J'“Al (2.121)

n=0m=—n
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2.8. Inductance mutuelle

L’impédance mutuelle entre les sources 1 et 2 peut étre déduite a partir de Hy, A1, Ha et Ao. Grace

au fait que la surface d’intégration Sy est une sphére, I’équation (2.115¢) se simplifie en :

-1 2m ™
ZQl = — d¢/ 7"2 sin@ - do - (Ez A\ Hl — El 74\ Hz) - € (2122)
Iz Jo 0

r représente le rayon de Sp. Maintenant, il faut insérer les résultats de (2.118), (2.119), (2.120) et
(2.121) a I’équation (2.122). En raison du produit scalaire avec e, seule le premier terme du vecteur peut
exister. En utilisant la propriété d’orthogonalité des harmoniques sphériques définie en (2.75), on peut

commencer par développer la premiére partie de I’équation :
2 ™
/ d¢/ r?sinf-df - (Eo AHy) - e,
0 0

2m T, R n+1 m 1 m
= d¢ r“sinf - do - Mo Jjw Z Z n . QQn : yntl ’ Yn A
0 0

n=0m=-—n

- Z Z 1Q$/ (n' L=l n’f’/ -ep — Pl Vn/(n' +1) - e /\Yg},) ey
n'=0m’=—n’
‘ 27 ™ ) o0 n e n’ +1 1 (2123)
:7/L0‘]CU/O dd)/o 'rQSmHZ Z Z Z \/TQQ?LT'M_,_NQZL‘

n=0m=—nn/=0m’'=—

P/ 1) YA (e AYT) e
- = - m m 2 n+1 1 n—1
Z—MOJUJZ Z 1Qn Q0 -7 s S ~vn(n+1)

n=0m=—n

=—pojwd Y (n+1)-,QLQN

n=0m=-—n

De la méme manieére, la deuxiéme partie de ’équation (2.122) peut également étre simplifiée :

2m T [e%e} n
/ d¢>/ r?sing - df - (By AHa) -ex = —pojw » . Y n- 1 QnaQn (2.124)
0 0

n=0m=—n

En combinant les équations (2.122), (2.123) et (2.124), on peut exprimer I'impédance mutuelle en

fonction des harmoniques sphériques :

_ M()jw = - m m
ZQl_ 11]2 Z Z lQn 2Qn (2125)

n=0m=-—n

L’expression de Z5; en harmoniques sphériques est simplement a un rapport pres du produit des
coefficients harmoniques des deux sources. En combinant avec (2.112), 'inductance mutuelle entre deux
sources est :

L= 3 3 3 1Q0Q) (2.126)

n=0m=—n

Cette inductance Lo correspond au couplage inductif que I'on cherche & déterminer. Les coefficients
harmoniques ; Q)" et ,Q)" peuvent étre déterminés a partir des inductions magnétiques autour de chaque
source. Notez que Q)" est employé dans le cas du probleme interne, donc une translation interne est
nécessaire comme expliqué dans la section 2.7.6. Pour vérifier cette approche, les simulations numériques
sont effectuées.
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Chapitre 2 — Développement en harmoniques sphériques

2.8.3 Validations numériques

La configuration des sources est présentée en Figure 2.31. La source 1 est une spire de courant sur le
plan xOy centrée sur Oq, avec un rayon de 5 cm. La source 2 est aussi une spire de courant, mais inclinée

de 30° par rapport a ’axe y, avec un rayon de 3 cm.

p 300
Ry =3cm K
Source 2

z ' H = 10cem
Y Ry = 5cm .
R e
7ot

Source 1

FI1GURE 2.31 — Configuration des sources en boucles

Des simulations avec Fluxz3D sont effectuées pour valider le modele. La hauteur H est fixée a 10 cm.
En variant la distance L, I'inductance mutuelle entre les deux sources est calculée en utilisant 1’équa-
tion (2.110). Cette valeur est considérée comme la référence pour vérifier I'inductance mutuelle calculée
avec le développement en harmoniques sphériques. Les coefficients harmoniques de chaque source sont dé-
terminés en appliquant (2.81). L’emplacement dans le tableau des coefficients Q" pour un couple (n,m)

donné est indiqué sur la Table 2.5.

N =0 0 Ql_l Q2—2 Qg?) QZ4 .. Q]_VN

N=1]@Q | @ |@'| @;°|Q;°

N=2]Q3| Q| Q@ |Q;'| Qs

N=3|Q3| Q3| Q| Q% Qs

N4l Qi | Qf | QF | Qi | @

—1
N

N max Q% le\f Q?\f

TABLE 2.5 — Présentation des coefficients harmoniques dans une table

Chaque couleur représente un ordre du développement, et pour 'ordre N, il y a 2N + 1 composantes.
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2.8. Inductance mutuelle

Les coefficients des sources 1 et 2 sont donnés sur la Table 2.6.

- + 0 0 0 0 0
N=1 0 1.3-1073 0 0 0 0
N=2 0 0 0 0 0 0
N=3 0 0 0 —1.6-1076 0 0
N=4 0 0 0 0 0 0
N=5 0 0 0 0 0 2.6-107°

Source 1

- + 0 0 0 0 0
N=1| 23-107% | 40-107* 0 0 0 0
N=2 0 0 0 0 0 0
N=3|-20-10%|-85-1078| -1.7-1077 | —6.6-1078 0 0
N=4 0 0 0 0 0 0
N=5|27.-10""2 | 15-107" | 4.6-107' | 84-10" |-6.8-10711|-2.7- 107!

Source 2

TABLE 2.6 — Coefficients harmoniques des sources 1 et 2 présentées la Figure 2.31

Le développement multipolaire est effectué jusqu’a l'ordre 5. Grace a 'axi-symétrie autour de 'axe z
et la symétrie sur le plan Oy, les coefficients harmoniques sont en fait trés simples, ils ne possedent que
les composantes d’ordre impair : Q9, QY et Q2. Par contre, le développement de la source 1 est effectué
sur le point Oy, afin de calculer I'inductance mutuelle entre deux sources en harmoniques sphériques, il
faut que les deux développements partagent la méme origine. Une translation interne est donc nécessaire
pour translater le développement de la source 1 au point Os. L’équation (2.126) est utilisée pour calculer
I'inductance mutuelle. Celle-ci est présentée sur la Figure 2.32 en fonction de la distance et de I'ordre du
développement multipolaire .

— Flux3d

Erreur relative de Loy (%)

Inductance mutuelle entre les deux source Lio (H)

FIGURE 2.32 — Inductance mutuelle entre les sources 1 et 2 (gauche) ; Erreur relative de I'induc-
tance mutuelle par rapport la simulation sous Fluz3D (droite)

Ce qui est montré a gauche est I'inductance mutuelle L5 en fonction de la distance horizontale £. N, a0
est I’ordre maximal considéré dans le développement. Ici, les résultats de Flux3D sont considérées comme

références en négligeant les bruits causés par les éléments finis. L’inductance mutuelle est également
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calculée pour les différents N,,,,. On peut constater qu’en général, L1, diminue en fonction de la distance
entre les deux sources et plus N4, est grand, plus la courbe s’approche de la valeur théorique, obtenue
sous Fluz3D. Ce dernier peut aussi étre justifié par la figure de droite, qui représente l’erreur relative de
L12 :

> |[valeur calculée - valeur de référence|
=

2.127
[valeur de référence] ( )

On peut constater que plus N4, est grand, plus le résultat est précis et la précision augmente aussi
avec £. Ceci est dii au fait que plus la source 1 est loin, moins le N,,,,; nécessaire est important pour
décrire son induction magnétique. Si les sources sont infiniment loin I'une de l'autre, I'induction de la
source 1 peut donc étre vue comme un dipdle pour la source 2, en conséquence, Ny, = 1 est déja
suffisant pour calculer I'inductance mutuelle entre elles.

Les résultats de cette section permettent de vérifier notre approche pour calculer I'inductance mutuelle
entre deux sources a partir de leurs coefficients harmoniques. Par rapport aux méthodes empiriques qui
existent déja, cette approche est beaucoup plus pratique, elle demande un simple calcul pour n’importe
quelle position relative. Par contre, il est montré sur la Figure 2.32 que N,,q, doit étre suffisant pour

avoir une bonne précision. Le choix de N,,4, sera discuté au chapitre 4.

2.9 Conclusion

Le développement multipolaire en harmoniques sphériques est présenté dans ce chapitre, il est basée
sur les mesures faites dans son voisinage. Cette approche nous permet de reconstruire les sources de
rayonnement par les modeles ponctuels, qui nous permet d’extrapoler la signature électromagnétique

d’une source. A partir de cela, le couplage inductif entre deux systémes peut étre déduit.
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Compléments au développement en
HS

3.1 Choix optimal de 'origine du développement

Avant de décomposer une source de rayonnement en harmoniques sphériques, il faut tout d’abord
choisir 'origine du développement. Le développement en harmoniques sphériques peut étre vu comme
un modele équivalent ponctuel lié a ce point. Par conséquent, ce développement multipolaire dépend non
seulement de la source elle-méme, mais aussi de ’origine de cette décomposition. Le centre géométrique
est habituellement choisi comme l'origine, mais il peut ne pas convenir a certaines sources complexes
telles que les cartes électrique. Un mauvais choix de 'origine peut en effet conduire & un nombre excessif
de mesures et réduire la précision de la reconstruction de source. Les résultats de cette section peuvent
étre trouvés dans [LTBT16].

3.1.1 Impact du choix de ’origine

Le choix de l'origine possede un impact sur le développement : un choix inapproprié conduira a
un ordre maximal N, plus élevé pour obtenir une précision donnée. Pour illustrer ceci, 'inductance
mutuelle est calculée dans un exemple avec deux spires. La configuration des sources est présenté en
Figure 3.1.

Les deux spires de courant circulaires sont coaxiales et la distance entre elles i est 10 cm. Les deux
boucles possedent toutes un rayon de 3 cm. Les spheres sur la Figure 3.1 sont les spheres de validité,
qui sont les plus petites spheres qui englobent les sources. Ensuite, I'inductance mutuelle entre les deux
spires sera calculée.

La formule analytique de l'inductance mutuelle entre deux spires L1 est donnée dans [Dur68], elle
integre les inductions magnétiques d’une spire (donné dans la section 2.4) sur la surface de 'autre. Dans
le cas de la Figure 3.1, I'inductance mutuelle est 1.26 - 10~° H.

L15 peut également étre déduite avec le développement en harmoniques sphériques. Comme illustré
sur la gauche de la Figure 3.1, si on développe la spire 1 et la spire 2 sur O et O, qui sont leurs centres
géométriques, on retrouve parfaitement Lio = 1.26 - 107 avec Ny,qp = 5. En effet, par coincidence, les
points O; et Os sont leurs origines optimales pour le développement multipolaire. Cependant, que se
passe-t-il si le développement n’est pas effectué sur 'origine optimale 7

A droite de la figure, la configuration des sources reste la méme, mais 'origine du développement O
est translatée dans la direction de z d’une distance de D. L5 est recalculée en fonction de D pour les
différents N4, comme présenté sur la Figure 3.2.

On peut constater qu’une meilleure précision est obtenue lorsqu’un ordre plus élevé est utilisé. En
plus, lerreur relative augmente avec D, la distance entre 'origine du développement O; et le centre
géométrique de la spire 1. On peut aussi dire la méme chose dans I'autre sens : pour avoir la méme
précision, il faut monter en ordre lorsque le centre du développement s’éloigne du centre de la spire. Par
exemple, lorsque D = 5 cm, lerreur relative de L5 atteint 30% pour un développement jusqu’a Iordre

5 (Npaz = 5). Pour réduire cette erreur a 10%, un développement jusqu’'a Np,.. = 9 sera nécessaire,
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\
‘D
¥
A A
E . Spire 1 E
hzlocmi yJ_x Ehz 10cm
; [ TN ;

L= =
N
Sphere de validité

Spire 2

FiGURE 3.1 — Calcul de l'inductance mutuelle entre deux spires en translatant l’origine du
développement

70

40 |-

20 -

10 -

Erreur relative de I'inductance mutuelle E, (%)

FIGURE 3.2 — Erreur relative de I'inductance mutuelle en fonction de la position de I'origine du
développement

ce qui peut ne pas étre pratique. En effet, I'identification d’une source jusqu’a Ny, = 9 implique
que 99 composantes harmoniques (Nyaz © (NVimaz + 2)) doivent étre déterminées. Cela permet de prouver
I’importance du choix de ’origine pour la décomposition en harmoniques sphériques, mais est-t-il possible
de trouver l'origine optimale pour n’importe quelle source? Avant de répondre a cette question, on va

d’abord étudier 'impact d’une translation sur les composantes harmoniques.
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3.1.2 Impact d’une translation en HS

En fait, il revient au méme de translater l'origine du développement harmonique, ou de translater
en sens inverse la source elle-méme. Comme expliqué dans la section 2.7.6, ce qui nous intéresse est
Iinduction magnétique & l'extérieur de la source, ceci signifie qu’on est dans le cas de la translation

externe. L'équation (2.102) s’écrit alors :

’ ’
A —
nm =

27Tjn’_n ni/ jn” [TL(TL 4 1) + TL/(TL/ + 1) o TL”(’I”L” + 1)] (3 1)
\/TL(TL + 1)TL/(7’L' =+ 1) . A(m’ n, _m/’ 'I’L/, n”),rn“yﬁfm/(gw, ¢77) :

n//:‘n_n/‘
AZIWT/(I') est donc la fonction de transfert de Q)" a QZ&/ pour une translation de r :
r=r[sinfcos¢-ex +sinfsing - ey + cosb - e,] (3.2)

A(m,n,—m’/,n’,n”) est composé d’un produit du symbole de Wigner 3j qui est défini en (2.105). Grace
aux propriétés de Wigner 3j, certaines conclusions pratiques peuvent étre obtenues pour la translation
d’une source de rayonnement développée en harmoniques sphériques. La caractéristique la plus importante
est qu'une composante harmonique peut seulement impacter des composantes d’ordre supérieur. Cela se
traduit par :

1 n=n'

AR (r) = { (3.3)

0 n>n'

Cela signifie que la composante dipolaire d’une source quelconque est toujours une constante qui ne
dépend pas de lorigine du développement. Une autre caractéristique est qu’en raison du terme r™ dans
(3.1), AZi;,T/ (r) peut en effet s’écrire sous une forme trés simple de polyndme :

AY () = k(n,n',m,m/) ™ " (3.4)

avec k une fonction qui dépend de n, n’, m et m/'.

Prenons 'exemple d’une translation suivant ’axe z. Dans ce cas, 8” = 0 et r se simplifie en :

r=r-[0-ex+0-e, +1-e, (3.5)

La fonction harmonique Y, (0, ¢) sera zéro, sauf si m = 0, c’est-a-dire que m = m’ dans ’équation
(3.1). Ainsi, aprés une translation suivant z, une composante harmonique peut seulement impacter les
composantes de méme moment m. Les exemples des composantes de moment nul sont donnés sur la
Figure 3.3.

Aprés une translation suivant z, QY peut engendrer les composantes Q9, Q9 et QY. Leurs expressions
analytiques sont également données en Figure 3.3. Les translations suivant x et y suivent le méme principe,
elles peuvent s’exprimer sous une forme de polynéme. Cependant, les relations entre les composantes sont

un peu plus complexes.

Cette écriture en polyndéme est en effet tres intéressante, elle permet d’avoir une combinaison linéaire
simple des impacts d’une translation sur les composantes harmoniques. Ceci nous permettra aussi de
trouver l'origine optimale par rapport a l'origine actuelle du développement comme expliqué dans les

sections suivantes.
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2
0.4 .
15] Ay =1 | 0.2 ATO(r) = —0.4161 -7 |
T 1 S 0
—0.2|
0.5 |

FiGURE 3.3 — Impacts d’une translation suivant l’axe z sur les composantes harmoniques de
moment nul

3.1.3 Energie magnétique en harmoniques sphériques

Les forces électrostatiques et magnétiques peuvent faire déplacer des objets a distance, il semble donc
évident qu’a tout phénomene électromagnétique est associé une énergie. Cette énergie est appelée énergie
électromagnétique [Mor12]. D’apres les équations de Maxwell, la densité d’énergie électromagnétique dans

le vide, correspondant a 1’énergie contenue dans un volume élémentaire est donnée par :

€0 ~2 1 o
dW = —E —B 3.

Rappelons que dans ce travail, en raison de I'approximation quasi-stationnaire, 1’énergie électrique

est négligeable devant 1’énergie magnétique. L’équation (3.6) se simplifie alors :

(3.7)

Maintenant, on cherche & calculer I’énergie magnétique totale a I’extérieur d’une sphere d’intégration.
La source est dans cette sphére, on est donc dans un cas de probleme externe. En faisant apparaitre le

potentiel magnétique vectoriel A défini en (2.13), cette énergie magnétique s’écrit :

W:Q%M//UB-B-dVZi///UB-(VXA)dV (3.8)
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Grace a une relation mathématique sur les opérateurs différentiels :

V-(uAv)=v-(VAu)—u-(VAV) (3.9)

2%/// (VAB)+ V(A AB)dV

on a donc :

(3.10)
/// (VA(VAA))+V(AAB)AV
" 20
Une autre propriété des opérateurs différentiels est :
Au=V(V-u)—VA(VAu) (3.11)
En la combinant avec (3.10), on obtient :
VANVAA)=V(V-A)-AA (3.12)
Il est déja montré dans la section 2.3.5 que :
V-A=0 la jauge de Coulomb
(3.13)
AA =0 libre de courant

Ainsi, 'expression de I’énergie magnétique se simplifie en :

e // V(A AB)d (3.14)

En analyse vectorielle, le théoreme de flux-divergence affirme 1’égalité entre I'intégrale de la divergence

d’un champ vectoriel sur un volume v dans R? et le flux de ce champ & travers la surface fermé S.
///V'FdV:#F-dS (3.15)
v S

Donc I’énergie magnétique a I'extérieur de la sphere d’intégration s’écrit comme :

#A/\B dsS - e,
2#0

avec F un vecteur quelconques.

2T (316)
d(b/ r?sin@-df- AAB - (—e;)
2#0
Reprenons les expressions de B et A comme dans la section 2.8.2 :
Bd Y o ( Ve Y)
n=0m=—n (317)

A= —Ho Z Z z ,rn+1 'Yn

Les calculs sont du méme principe que dans la section 2.8.2 et au final on trouve :

-ty S n e s
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En raison du terme W diminue avec r. Cela signifie que plus la sphere d’intégration est

grande, plus l’énergie éleg:(;;agnétique a lextérieur de la sphere d’intégration est petite, ce qui est
physiquement logique. Chercher I’origine optimale du développement revient a chercher la position relative
de la source par rapport a l'origine qui permet de minimiser 1’énergie a l'extérieur en (3.18). Supposons
que la sphére d’intégration est une sphere de rayon unité, c’est-a-dire r = 1, on cherche donc & minimiser

Z Z (n+1)-(Q™)? avec :

n=0m=—n
) n
Q=30 > QA () (3.19)
n=1lm=—n

’
, M

. ’
Vu que l'on est dans le cas de translation externe, A7 ;"

peut s’écrire sous une forme de polynéme

oo n
(3.4). La derniére étape est de trouver un vecteur r(z,y, z) qui minimise Z Z (n+1)(Qm)2.

n=0m=—n

3.1.4 Méthode de Nelder-Mead et origine optimale du dévelop-

pement

La méthode de Nelder-Mead, appelée aussi la méthode du simplex, est une méthode numérique
heuristique, qui est appliquée couramment pour trouver le minimum ou le maximum d’une fonction dans
un espace multidimensionnel. Elle peut aussi étre appliquée aux probleémes non linéaires. Cette méthode
a été proposée par John Nelder et Mead en 1965 [NMG65].

Pour un probléme & N dimensions, il faut avoir N +1 tests initiaux, qui peuvent aussi étre vus comme
N +1 sommets. Le principe de cette méthode est de remplacer le pire test parmi ces N 41 par un nouveau
point d’une fagon itérative et le résultat converge vers la solution exacte. Il y a diverses méthodes pour
obtenir de nouveaux : réflexion, expansion, contraction et rétrécissement. Afin de bien comprendre le
principe, un exemple en dimension 2 est proposé (N = 2) [MF04].

Considérons f(z,y) (la fonction & minimiser) et trois tests initiaux formant trois sommets d’un

triangle, respectivement P; = (z1, 1), P2 = (22,y2) et P3 = (23,y3). Supposons que :

f(P1) < f(P2) < f(P3) (3.20)

Donc le point Py est le meilleur point et le point P3 est le pire point qui sera remplacé. Pg est le

centre de gravité de tous les points sauf Pn.1. Dans cet exemple, Pg s’écrit comme :

Po

:P1+P2:<331+332 y1+y2> (3.21)

2 2 72

Les quatre opérations principales sont :

Réflexion au point P,

La fonction f diminue au fur et & mesure que nous nous déplacons le long du triangle de P3 a P4
et également de P3 & Po. Il est donc possible que la valeur de f(x,y) soit plus petite aux points qui se
situent a 'opposé de P3 par rapport a Pg. Un nouveau point P, peut donc étre obtenu comme présenté

sur la Figure 3.4. Son expression est :

P, = Po + (Po — P3) = 2Py — P35 (3.22)
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Py

FIGURE 3.4 — Opération de réflexion de la méthode de Nelder-Mead (gauche) ; Opération d’ex-
pansion de la méthode de Nelder-Mead (droite)

Expansion au point P,

Si la valeur de la fonction au point P, est inférieure a celle au point Pg, il est donc déplacé dans
la direction correcte vers le minimum. Il est trés possible que la valeur continue de diminuer dans cette
direction. Ainsi, nous étendons le point jusqu’a Pe avec une distance supplémentaire d le long de la ligne

P3Py. Le principe est montré a droite sur la Figure 3.4. Sa formule est :

P, =P, + (P, — Py) = 2P, — P, (3.23)

Contraction au point P,

Si la valeur de la fonction au point P, est supérieure a celle en P3, P, est donc dans la mauvaise
direction de minimisation. Il faut donc rapprocher le point P3 du point Pg, c’est-a-dire que le nouveau

point se situe au milieu de la ligne P3Py, on le notera P.. Le principe est présenté sur la Figure 3.5.

FIGURE 3.5 — Opération de contraction de la méthode de Nelder-Mead (gauche) ; Opération de
rétrécissement de la méthode de Nelder-Mead (droite)

Rétrécissement aux points P;, et P}

La partie droite de la Figure 3.5 représente le principe de I'opération de rétrécissement. Si la valeur
de f au point P, est encore inférieure a la valeur en P3. Les points P2 et P3 seront remplacés par Pj,

et P4 qui sont les points intermédiaires des lignes P1 Py et P1Pg.
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Algorithme général

Supposons que pour une fonction de dimension N, on cherche & minimiser la fonction f avec N + 1

tests. L’algorithme général est :

1. Calculer les valeurs de la fonction f en tous points et réindexer les points de fagon a avoir
f(P1) < f(P2) <+ < f(Pnya).

2. Calculer le centre de gravité Pg de tous les points sauf Pny1 avec :

N
P
Py = % (3.24)

3. Calculer le point de réflexion : P, = Pg + (Po — PNy1)-

4. Si f(Py) < f(Pn), calculer le point d’expansion : Pe = Pg 4+ 2(Pg — Pn+1). Si f(Pe) < f(PN),
Pn1 sera remplacé par P, sinon par P,. Retour a ’étape 1.

5. Si f(Py) > f(Pn), calculer le point de contraction : Pe = Pn4y1+0.5(Po—Pn41). Si f(Pe) < f(Pw),
remplacer Pn41 par Pc et retour a ’étape 1, sinon aller a I’étape 6.

6. Rétrécissement : remplacer tous les points sauf Py par : P; = Py 4+ 0.5(P; — Py) et retour a
I’étape 1.

Les tests initiaux sont trés importants. En effet, un trop petit simplex initial peut conduire & une
recherche locale, par conséquent, ce simplex initial doit étre assez large et dépend bien silir de la nature
du probléme.

La méthode de Nelder-Mead peut étre réalisée par la fonction « fminsearchbnd » dans Matlab. En
utilisant cette fonction, on peut trouver l'origine optimale du développement d’une source. La fonction
a minimiser est 1’énergie (3.18). Cela revient & minimiser une fonction de dimension 3 qui est définie
comme : -

flay,2)=> Y (n+1)-(Qp - Ap " (2,9, 2))° (3.25)
n=0m=—n

Aﬁ:;ﬁl'(x, Yy, z) est la fonction translation qui peut s’écrire sous une forme de polynéme. Un vecteur de
(2,9, z) minimisant la fonction f est cherché, cela correspond & la position relative optimale de 1’origine
par rapport a ’origine actuelle, qui permet aussi de rendre la source la plus simple possible. Pour mettre
en évidence l'application de la méthode de Nelder-Mead, un exemple est donné ci-dessous.

Admettons que la source soit toujours une boucle de courant, centré sur (3,4,5) cm comme présenté
sur la Figure 3.6. Cependant, cette fois, imaginons que 'origine optimale du développement n’est pas
connue, ou méme que la source soit englobée par une boite noire sans qu’on connaisse sa position exacte.
Un essai est effectué a (0,0,0) cm. Est-t-il possible de trouver l'origine optimale & partir de cet essai?

Les coefficients harmoniques sphériques obtenus dans cette situation sont donnés dans la partie su-
périeure de la Table 3.1.

L’identification est effectuée jusqu'a 'ordre 5 (Ny,q.). On peut constater que le modele équivalent est
en effet trés complexe. Il posséde presque toutes les composantes harmoniques. Ensuite, la méthode de
Nelder-Mead est appliquée. La fonction f est minimisée pour un vecteur de (3,4,5) cm. Ceci permet de
justifier la méthode, les coefficients apres cette translation sont donnés en bas de la table, qui correspond

aussi a une boucle centrée.

3.1.5 Localisation des composants électroniques dans une boite
noire

Cette approche de translation peut également étre appliquée pour localiser d’'un composant électro-

nique dans une boite noire. Supposons que une source de rayonnement soit parfaitement identifiée et tous
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FIGURE 3.6 — La méthode de Nelder-Mead pour trouver 1’origine optimale du développement

0 0 0 0 0
N=1 0 1.3-10° [-6.86-10°| 3.89-10°% [—6.80-1078|—4.98-107°
N=2 0 —5.15-107°|—9.91-107°| 8.20- 1076 |-5.95-1077| 1.23.1078
N=3 0 —1.14-107%| 6.15-1076 | 1.57-10% |—=3.50-10~7| 3.60 - 10~
N=4 0 1.81-1077 [ 1.73-10—7 |—2.63-1077| 4.62- 1077 |-2.59-1078
N=5 0 —7.81-107%|-3.27-1078|—1.05-1078|—1.94 - 107%| —4.70 - 1078
Coefficients harmoniques d’un premier essai
0 0 0 0 0
N=1 0 1.3.10°3 0 0 0 0
N=2 0 0 0 0 0 0
N=3 0 0 0 —1.57-1076 0 0
N=4 0 0 0 0 0 0
N=5 0 0 0 0 0 2.61-107°

Coefficients harmoniques apres la méthode de Nelder-Mead

TABLE 3.1 — Coefficients harmoniques de la source sur la Figure 3.6 (haut); les coefficients
harmoniques apres la méthode de Nelder-Mead (bas)

ses coeflicients harmoniques sont connus, notés Q.

Maintenant, imaginons que la source seule soit englobée dans une boite noire et on cherche a la
localiser. Pour faire ceci, les inductions magnétiques de l’ensemble de la boite noire seront mesurées
ou calculées encore une fois et ses coefficients harmoniques, notés Qﬁ/, seront également calculés. Au
lieu d’appliquer la méthode de Nelder-Mead, il faut juste résoudre la série d’équations de trois variables
(2,y,2) :

[e.e] n
Qe =33 QA (x,y,2) (3.26)

n=1lm=-n

Cette équation doit étre valable pour chaque n’ et m’. Notons que pour chaque équation, il existe
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plusieurs racines complexes, mais il n’y a qu’une seule solution finale qui permet de respecter toutes les

équations.

3.2 Effets de sources secondaires

Dans les sections précédentes, une méthode prédictive pour calculer I'inductance mutuelle entre deux
sources est présentée, qui est basée sur le développement multipolaire en harmoniques sphériques. Cette
méthode est intéressante car premierement, les calculs sont tres simples, ils évitent les intégrations des
champs. Deuxiemement, elle n’exige pas de mesures supplémentaires pour les différentes positions relatives
entre les deux sources, autrement dit, I'inductance mutuelle peut étre calculée pour n’importe quelle

position, en n’utilisant que des calculs a posteriori. Le processus de cette approche est présenté sur la

Figure 3.7.
Source 1 Source 2
Y A 4
{Modélisation ou Mesure de Bl} {Modélisation ou Mesure de Bz}

n

[ Détermination de Q] ] [ Détermination de ,Q7" ]

Y

[Translation dans le repere 1 : O = O/}

!
2@y = Q7

/

{Calcul de l'inductance mutuelle : M12}

. - /
en fonction de Q] et 5@}

FIGURE 3.7 — Processus du calcul de I'inductance mutuelle avec la méthode du développement
en harmoniques sphériques [Zan11]

Les déterminations des coefficients harmoniques des sources 1 et 2 sont basées sur leurs inductions
magnétiques, calculées ou mesurées. Comme indiqué dans [Ric61], idéalement, ces inductions magnétiques
doivent étre mesurées ou calculées dans le vrai environnement, c’est-a-dire avec tous les autres éléments du
systeme, a leurs positions définitives, mais non excitées. Cependant, ceci n’est pas efficace. En effet, dans
I’approche efficace expliquée dans la section 2.8, I’expansion multipolaire de chaque élément du systeme
est obtenue isolement. Chaque source est considérée comme « seule au monde ». Mais cette approche n’est
exacte que lorsque chaque source est uniquement constituée de circuits ou il n’existe pas de phénomene
d’induit. Par contre, que se passe-t-il si les sources possedent également les conducteurs massifs ou des
matériaux ferromagnétique? Ces derniers peuvent étre considérés comme les sources secondaires qui
dépendent absolument de I'induction magnétique de ’environnement. Dans ce cas, la méthode de mesures
isolées est-t-elle encore valide 7 Cette section est consacrée a ces questions abordées analytiquement et

numériquement (éléments finis).

3.2.1 Calcul analytique pour une seule source secondaire

Dans le premier cas, on va considérer qu’il existe une seule source secondaire, c’est-a-dire que la source

secondaire n’existe que dans une des deux sources. Le principe est donné sur la Figure 3.8.
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( Source secondaire A >
<:> Source primaire B
L . 2 —
Source primaire A
Dispositif A Dispositif B

FIGURE 3.8 — Schéma de principe d’une seule source secondaire

Considérons que le dispositif A contient une source secondaire. Il peut donc étre divisé en deux parties :
une partie de source primaire qui représente I’ensemble de circuits qui sont directement alimentés par
les générateurs externes ; et une partie de source secondaire qui représente I’ensemble des conducteurs et
matériaux ferromagnétiques. Le dispositif B ne contient pas des sources secondaires. Les indices 1, 2, 3

représentent respectivement les sous-systemes des deux dispositifs :

e sous-systeéme 1 : source primaire du dispositif A
e sous-systeéme 2 : source secondaire du dispositif A

e sous-systeme 3 : source primaire du dispositif B

L’étude du couplage inductif entre les deux dispositifs A et B est équivalent a celle du couplage entre
les 3 sous-systémes. Nous pouvons décrire ce probléme avec trois acces sous une forme matricielle avec des

inductances propres et des inductances mutuelles définissant les couplages entre ces trois sous-systemes :

Vi Ly My M3 I
Vo | =jw | Moy Ly Mag |- | Iy (3.27)
Vs Mz Mss L3 I3

avec :

e [L; : I'inductance propre du sous-systeme 1.
e M;; : 'inductance mutuelle entre les sous-systemes i et j, M;; = Mj;.
e I; : le courant circulant dans le sous-systéme 3.

e V; : la tension aux bornes du sous-systeme 1.

Vu que I'élément 3 est une source secondaire, il est donc en court-circuit, cela implique que la tension

V3 est nulle :
Vs = jw(Msi1y + MagIo + Lal3) =0 (3.28)

On peut donc en déduire le courant I3 en fonction de I et I :

Mz 14 Ms3o1s
[ =— —— 4 === 2
3 ( Lj Ls ) (3 9)

Avec I’équation (3.29), V4 peut s’écrire comme :

M3 M3,

i (3.30)

V1 :jw (Ll—

M3 M.
)Il + jw <M12 - 1332) I

Ls

Si on alimente le dispositif B en éteignant le dispositif A (I; = 0), le rapport entre V; et I5 est donc

I'inductance mutuelle entre ces deux dispositifs, qui s’écrit :

M3 M3,

Muap = M2 — I

(3.31)
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Comme expliqué dans la section 2.8, il est aussi possible de déterminer cette inductance mutuelle &
partir des champs et potentiels magnétiques autour de la source. Avec ceci, la différence entre la mesure

en présence des deux dispositifs et la mesure isolée peut étre déduite.

3.2.1.1 Mesure en présence des deux dispositifs

Reprenons les équations (2.115¢) et (2.119), 'impédance mutuelle entre les dispositifs A et B peut

s’écrire comme :

<A, B>
VA - 7
AB ITslp
1
= — #(EA X HB — EB X HA) -ds (332)
Ialp JJs
= J9 #(AAXHB—ABXHA)'dS
Ialp JJs

Selon le théoréme de la réciprocité, Ha et A o sont le champ et le potentiel vecteur magnétique induits
par le dispositif A en présence du dispositif B, mis hors tension. Hg et Ag sont le champ et le potentiel
magnétique induits par le dispositif B en présence du dispositif A hors tension. Il est nécessaire que la
surface S englobe un seul des dispositifs. Ici, supposons que la surface d’intégration S est une surface qui
n’englobe que le dispositif A. Il est important ici de proposer une notion de champ et potentiel normalisé
alA:{A; H;}. Il est défini comme étant le champ ou potentiel magnétique engendré par le sous-systéme
seul, mais normalisé en courant. L’indice i peut donc étre 1, 2 ou 3. Les impédances mutuelles entre ces

sous-systemes peuvent étre exprimées en fonction de leurs champs magnétiques normalisés :
Zi; = jw # (A; x Hj — A; x Hy) - ds (3.33)
s

Comme dans 'équation (3.32), la surface d’intégration doit englober un seul dispositif.

Les champs du dispositif A sont calculés lorsque le dispositif B est hors tension, donc Igp = I, = 0.

En combinant ceci avec I’équation (3.29), on en déduit :

M3 1y
Iy = — =321 34
T (3:34)
On a donc : \
AAzll-Al—L—?’lll-Ag;
3 (3.35)
M3y
Ha=1 H; - =271 H;
Ls

Les champs du dispositif B peuvent étre déduits de la méme maniere avec [4 = I; = 0. Il faut noter
que le dispositif A est mis hors tension, mais sa source secondaire répond quand-méme au champ du

dispositif B, c’est-a-dire qu’elle engendre un champ induit dans I’environnement :

Ap =1 Ay — =221, . Ag
3
(3.36)
M.
Hg =1 H, — —°2[, . Hs
Ls
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En combinant les équations (3.32), (3.35) et (3.36), on peut déduire :

1
# (AAXHB—ABXHA)-dS
Ialp JJs,

) M3, M3y
= A — —A H, - —H
JW#% [( 1 Ls 3) X ( 2 Ls 3)

ZAB =jw

M. M.
— Ay — =22A5 ) x (Hy — =2 Hs )| - ds (3.37)
L3 Ld
. . M3,
=jw (A1><H2—A2><H1)-ds—]w 7'(A3XH2—A2XH3)'dS
Sa sa L3

M-
—jw# T2 (Agx Hy — Ay x Hy) - ds
Sa

Vu que la surface S4 englobe non seulement le sous-systeme 1, mais aussi le sous-systeme 2, selon le

théoreme de la réciprocité, on a :

M
jw# L—f-(Agxﬂl—AleS)-ds:o (3.38)
Sa

L’équation (3.37) peut ainsi se simplifier :

M.
ZAB :]m# (A1XH2—A2XH1)~d8—jw# %'(AgXHz—A2XH3>~dS
Sa

Sa 3
3.39
( M3y M3 ) (3.39)

=jw | M2 —
Ls

L’inductance mutuelle entre les deux dispositifs est donc :

Mz M.
Map = Mo — % (3.40)

3

Ceci correspond bien & I’équation (3.31), ce qui permet de valider la méthode consistant & mesurer

en présence des deux dispositifs. En est-il de méme pour la mesure isolée 7

3.2.1.2 Mesure isolée pour chaque dispositif

En pratique, on souhaite pouvoir calculer les couplages inductifs a posteriori, en n’utilisant que le
développement harmonique de chaque dispositif caractérisé tout seul. Cela ne pose pas de problemes s’il
n’existe pas de sources secondaires car les inductions magnétiques ne changent pas en présence des autres
dispositifs. Néanmoins, ce n’est plus le cas si un des deux dispositifs posséde une source secondaire comme

sur la Figure 3.8.

Le principe de calcul reste le méme que dans la section 3.2.1.1, le champ et le potentiel {Ha, A}
du dispositif A sont les mémes que dans (3.35). Cependant, le dispositif B est mesuré sans présence de

A, ces champs ne seront donc pas influencés par le sous-systeme 3. {Hp, Ag} sont :

{AB =1, - A,y (3.41)

Hgp = I, - Hy
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L’impédance mutuelle entre les dispositifs A et B est donc :

1
ZAB :jw # (AAXHB—ABXHA)-dS
Ialp Sa

—]w# |:(A1 — ]\431A3) X H2 — A2 X <H1 — ]\IMH3):| -ds

Ma, (3.42)
# A1XH2—A2XH1)'d8—jw# (A3XH2—A2XH3) ds
s, Ls
M3, M.
—jw (M12 _ Ms 32)
L’inductance mutuelle peut donc étre déduite :
M3y M.
Map = Mz — % (3.43)

Le résultat correspond également & 1’équation (3.31). Cela signifie que la méthode de mesure isolée
est encore valide lorsque les sources secondaires ne sont présentes que dans un des dispositifs considérés.

Maintenant, que se passe-t-il si les deux dispositifs possedent des sources secondaires ?

3.2.2 Calcul analytique pour deux sources secondaires

Le principe de calcul est le méme que pour une seule source secondaire. Comme présenté sur la
Figure 3.9, on consideére que les deux dispositifs sont constitués chacun d’une source primaire directement
alimentée par un générateur externe et d’une source secondaire qui représente I’ensemble des conducteurs

et des matériaux ferromagnétiques.

< Source secondaire A > < Source secondaire B >
7 o Map - e
3 ::: 4
Source primaire A Source primaire B
1 - 2
Dispositif A Dispositif B

FIGURE 3.9 — Schéma de principe de deux sources secondaires

Les indices 1, 2, 3 et 4 représentent respectivement les sous-systémes des deux dispositifs :
e sous-systeme 1 : source primaire du dispositif A
e sous-systeéme 2 : source secondaire du dispositif A
e sous-systeme 3 : source primaire du dispositif B
e sous-systeéme 4 : source secondaire du dispositif B
L’étude du couplage inductif entre les deux dispositifs A et B est équivalente a celle du couplage

entre les 4 sous-systémes. Le probléme peut étre décrit sous une forme matricielle :

1 Ly My Mz My I,
1% M. L M. M. I
2| 21 2 23 24 | | L2 (3.44)
Vi M3z, Msy, Lz Msay I3
Vi My My Myz Ly 1y

Les définitions de L;, M;;, I; et V; sont les mémes que dans la section 3.2.1. La source secondaire 4
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3.2. Effets de sources secondaires

est toujours en court-circuit, on a donc :
Vi = jw(Mar Iy + Mzl + Myz I3 + Laly) (3.45)

On peut exprimer le courant I, en fonction de Iy, I et I3 :

Myly | Myl M4313>
Iy =— + + 3.46
: ( Ly Ly Ly (346)
De méme pour la source secondaire 3 :
Vs =jw(Msy - Iy + Msg - Is+ Ly - I3+ M3y - I,) =0 (3.47)
En combinant les équations (3.46) et (3.47), on a :
Moay — Ma . pr. Moao — Maz . pr
I3 =— = ML4 = I — 2 ML4 2 I (3.48)
L3 — 72 - M3y L — T2 - Msy
Afin de rendre les calculs plus claires, notez :
kl = MSI — ]\;[fll ) M34
Ly — ¥ Mg,
1\; (3.49)
ko = Ms> — Liz - M
Ly — 243 . My,
La tension aux bornes du sous-systeme 1 est :
M M M. M
Vi =jw|L1— kiMiz — My A—]ﬁﬁ I+ jw | Myg — ko Mys — My ﬁ—k‘gﬁ I
Ly Ly Ly Ly
(3.50)
L’inductance mutuelle M 4p est alors :
M. M.
Map = Mg — koMyz — My | =2 — ky—=
L Ly
— My — @Mu B M3, Ly My + Myo M3z Mas + MosLy — Moy Msy My
Ly L3Ly — M3y Mys LsLy — M3y My L3Ly — M3y Mays
(3.51)

3.2.2.1 Mesure en présence des deux dispositifs

Le théoréme de la réciprocité sera appliqué pour calculer M 4p, le principe est exactement le méme

que dans la section 3.2.1. Le potentiel et le champ magnétiques du dispositif A sont :

M. M.
A = [Al — k1 Ag — (41 - k143) A4] I

L L
M4 M4 (3.52)
Hp = [Hl — kyH3 — <L41 - le‘B) H4] I
4 4
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Chapitre 3 — Compléments au développement en HS

De la méme maniere, le potentiel et le champ magnétique du dispositif B sont :

M. M
Ap = [A2 — kyAg — (42 - @ij’) A4} I

L
M4 Iy (3.53)
Hp = {H2 — koHs — (42 - /4:243> H4} I
Ly Ly
En appliquant 1’équation (3.32), 'impédance mutuelle Z4p s’exprime comme :
o1
ZAB =jw # (AAXHBfABXHA)%iS
Izlg JJs,
M. M
:jw# |:(A1><H2—A2XH1)—<42—]€243) (Al XH4—A4XH1)
SA L4 L4
M M (3.54)
— ki(As x Hy — Ay x Hg) + k1 (L‘”—k f) (As x Hy — Ay x Hy)
4 4
M M
+ks (41 - k143) (Ag x Hg — Ag x H4)] ds
Ly Ly
L’inductance mutuelle entre les deux dispositifs A et B est :
Myo Mys My My
Mag =My — | —= —ko—— | M4 — k1 M. ki—— —ko—— | M.
AB 12 <L4 2L4> 14 132+<1L4 2L4> 43
My M3y Ly Mo M3, Moz Ly — Moy M3y
=Mis — —=My; — M. M. M.
P L Y LaLy — MMy * LyLy — Mgy Mgz~ * LyLy — My, Myz
(3.55)

Le résultat correspond parfaitement a (3.51). La méthode de mesure en présence des deux dispositifs

ne pose pas de problemes. Maintenant, la méthode de mesure isolée sera vérifiée.

3.2.2.2 Mesure isolée pour chaque dispositif

En mesure isolée, les champs magnétiques autour d’un dispositif ne seront pas influencés par 'autre
dispositif. Dans ce cas, les champs et les potentiels du dispositif A s’écrivent :

M
Ap = (Al - 31A3) I
Ls

M (3.56)
Hp = <H1 - 31H3> I
Ls
De méme pour le dispositif B :
M.
Ap = <A2 - L“A4> I
N (3.57)
My
Hg = <H2 — H4) I
Ly



3.2. Effets de sources secondaires

De la méme facon que les sections précédentes, 'impédance mutuelle Z 45 peut étre déduite :

1
ZAB ij # (AAXHB—ABXHA)-dS
Ialp Sa
) My
=jw (Al X Hz — Ag X Hl) — T (Al X H4 — A4 X Hl) (358)
Sa 4
M. M3 M,
— 23 (Ag x Hy — Ay x Hg) + —22%2 (A5 x Hy — Ay x H3)| - ds
L3 L3L,
On a donc : M M Ml
Man = Mo — a2z, Mat,, 12M31 .
AB 12 Tu 14 s 32 + LsLs 34 (3.59)

Cette inductance mutuelle calculée & partir de mesures isolées differe de celle calculée en (3.51) et

(3.55). La différence entre la valeur théorique et la valeur calculée en mesure isolée est :

Msy(LsMyg — MigMsy)(LaMog — Moy Msy)
L3Ly(MsyMszs — LgLy)

_ théorique isolée __
e=M,g — Myp™ =

(3.60)
Il est évident que cet écart n’est pas nul, il signifie que la méthode de mesure isolée pour calculer
I’inductance mutuelle n’est pas exacte lorsque les deux dispositifs posseédent des sources secondaires. Pour

confirmer ces résultats, des simulations sont effectuées avec Flux3D sur des exemples réels dans §3.2.3.

3.2.2.3 Meéthode Richmond

Dans [Ric61], auteur a proposé que pour calculer 'inductance mutuelle entre deux dispositifs, qu'un
seul dispositif soit identifié en présence de 'autre. Plus concrétement, le calcul peut étre effectué en 2
étapes. La premiére étape consiste & mesurer le champ du dispositif A sur une surface qui englobe un seul
dispositif (A ou B), en présence de 'autre. La deuxiéme étape consiste & mesurer ou calculer le champ de
Iautre dispositif sur la méme surface que dans la premiere étape, mais en ’absence du dispositif A. Pour
vérifier cette méthode, il suffit de calculer I'inductance mutuelle en utilisant les résultats des équations
(3.52) et (3.57). L’impédance mutuelle Z4p s’écrit :

ZAB :jw # (AAXHBfABXHA)~dS
Sa

Ialg

—jw Ay xHy — Ay xHy) — (| =2 — k=2
J#‘;A{(l 2 2 1) <L4 2L4

M
—LlS(A3XH2—A2XH3)+< —]{72
3

A1 X H4 — A4 X H]_) (361)

Apres la simplification, on retrouve la méme valeur de M4p que la valeur théorique et également
celle de (3.55). D’une part, cela signifie que pour la caractérisation des sources de rayonnement, un seul
dispositif doit étre identifié en présence de I’autre. D’autre part, il permet de confirmer la conclusion de
la section précédente : la méthode de mesure isolée est correcte lorsqu’une source secondaire apparait

dans un seul dispositif.

3.2.3 Modélisation avec Flux3d

3.2.3.1 Cas ferromagnétique

Dans cette section, certains résultats de modélisation sous Fluz3D en magnétostatique seront pré-
sentés afin de vérifier les conclusions analytiques obtenus et de quantifier 'erreur relative ¢ dans (3.60)

pour quelques exemples réels.

87



Chapitre 3 — Compléments au développement en HS

Le premier cas que nous traitons est celui d’une source secondaire d’un matériaux ferromagnétique.
Imaginons deux inductances de lissage placés a proximité 'un de autre comme présenté sur la Fi-

gure 3.10; le couplage entre eux doit étre déterminé.

# Flux

F1GURE 3.10 — Inductance mutuelle entre deux inductances de lissage

Les deux spires de courant ont un rayon de 3 cm. Elles sont considérées comme des sources primaires,
alimentées par une source externe. La mesure de I'induction magnétique est effectuée sur une sphére qui
englobe une seule des inductances comme montré sur la Figure 3.10, pour caractériser le dispositif A. Le
rayon de la sphere est de 5 cm. La partie bleue représente le noyau ferromagnétique avec un perméabilité
relative u, de 1000. Ce noyau magnétique est excité par les courants circulant dans A, ou par ceux du
dispositif voisin B. Ce dernier est ce qui est négligé dans la méthode de mesure isolée. Cet effet secondaire
n’est pas important, mais peut quand-méme influencer la caractérisation de la source de rayonnement.
Par ailleurs, plus les deux dispositifs sont proches, plus cet effet est important. Plagons-nous par exemple
a une distance D = 9 cm, le dispositif A, alimenté, étant a caractériser. Le dispositif B est mis hors
tension pendant les mesures. Cependant, son noyau ferromagnétique engendre un champ secondaire en
fonction de l'induction magnétique provenant du dispositif 1. L’induction magnétique sur la sphére de
mesure (3.10) est présentée sur la Figure 3.11 pour les deux cas : en présence et en absence du dispositif
B.

On peut constater que les répartitions de 'induction magnétique sont légerement différentes dans les
deux cas, et la différence se situe principalement du c6té du dispositif B. Pour mettre en évidence cette
différence les deux inductions magnétiques, cette derniere est tracée sur la Figure 3.12.

Cette différence est en effet 'induction magnétique engendrée par le noyau ferromagnétique du dis-
positif B lorsque le dispositif A est alimenté. C’est aussi cette induction magnétique qui n’est pas prise
en compte dans la mesure isolée. Evidemment, les coefficients harmoniques pour ces deux inductions
magnétiques ne seront pas les mémes. Il est important de noter que la détermination des coefficients
harmoniques n’est pas effectuée par I'intégrale surfacique comme dans I’équation (2.81). Les identifica-
tions de chaque dispositif sont réalisées par le probleéme inverse, c’est-a-dire a partir des mesures discretes
des inductions magnétiques autour d’un dispositif sur une surface sphérique. Les détails de ce probléme
inverse seront donnés dans le chapitre 4.

Le développement en harmoniques sphériques est effectué jusqu'au cinquieéme ordre (N,q. = 5). Les
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FIGURE 3.11 — Induction magnétique (T) sur la sphére de mesure en présence du dispositif B
(haut) ; Induction magnétique (T) sur la sphére de mesure en absence du dispositif B (bas)

%10%(T)

‘5

FI1GURE 3.12 — Différence entre les induction magnétiques sur la sphere de mesure en présence
du dispositif B et sans présence du dispositif B

coefficients harmoniques du dispositif A sont donnés dans la Table 3.2. Afin d’observer directement les
contributions a l'induction magnétique de chaque composante harmonique, les valeurs des coefficients
sont pondérées par "2 (r =5 cm).
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Chapitre 3 — Compléments au développement en HS

7.91-10"* |—8.59-10=%|—2.09 - 10~*| 7.50 - 10—4 | 1.05-10~*
N=1|-304-10"1 4.14 0.124  |-9.33-1075|—5.39-102| 2.87-10*
N=2|466-10"* | 2.22-1073 |-3.07-10~% 1.70-10~* |-4.59- 104/ —2.17- 107
N=3|153-10"%| —0460 |-1.66-10"% —0.178 |-3.93-1072| 2.90-10~©
N =4|-1.46-10"%| 1.08-10"3 | 4.16-10—4 |-1.73-1073| 1.71-10~* |—1.90 - 10~*
N=5|-1.66-10"%| 0.141 2.14-10~* |—-2.53-1072|-5.66 - 1073|—3.50 - 1072

En présence du dispositif B

9.07-10 % |—8.32-107%(—2.58 - 10~4| 7.28 - 10—4 | 1.19-10*
N=1[|-322-10"* 4.02 1.00-1072 |—1.01-10~*|—-7.67-10~%| 2.85-10~*
N=2[397-10"% | 1.37-1073 |-3.12-10~%| 1.64-10* |-4.56-10"%|—2.13- 10~
N=3|171-10%| -0372 |-1.68-10"% —0.121 |-3.39-102| 8.83-10°¢
N=4[-119-10"%| 5.38- 104 | 4.21-10—4 |-1.63-1073| 1.70- 10~4 |—2.00- 1074
N=5|-342-10"% 0.104 2.24-107% |—4.94-1072|-5.32- 1072 —4.85- 1072

Sans présence du dispositif B

TABLE 3.2 — Coefficients harmoniques pondérés par r"*2 (r = 5 cm) en présence du dispositif
B (haut) ; coefficients harmoniques pondérés par r"*2 (r = 5 cm) en I’absence du dispositif B
(bas)

On peut constater que les coefficients harmoniques du dispositif A ne sont pas les mémes dans les deux
cas. Pour la majorité des composantes, la différence est tres petite. Cependant, I’écart est important pour
certaines composantes, comme ()5 1 Quelles sont les influences de cet écart sur les calculs des inductances
mutuelles 7 Sur la Table 3.3, les résultats de 'inductance mutuelle sont donnés en fonction de D pour les
deux méthodes : la méthode idéale en présence de tous les dispositifs et la méthode de mesure isolée. Les
deux méthodes sont basées sur le développement en harmoniques sphériques. Il a déja été démontré dans
les sections précédentes que la premiere méthode est correcte et la deuxiéme peut créer une petite erreur.
Ensuite, 'erreur relative sur 'inductance mutuelle de la méthode de mesure isolée est aussi calculée en

prenant la premiére méthode comme référence.

D (cm) | Map idéale (H) | Map isolée (H) | Erreur relative de M 4p isolée
9 1.745-107° 1.547 -107° 11.4%
9.5 1.381-107° 1.290-107° 6.6%
10 1.109 - 107? 1.067 - 107 3.8%
10.5 9.478 - 10710 9.254 - 10710 2.4%
11 8.058 - 1010 7.944 -10710 1.4%
12 6.024 - 10~10 5.989 - 10~10 0.4%

TABLE 3.3 — L’inductance mutuelle en fonction de la distance entre les deux dispositifs A et B

Sur la Table 3.3, D = 9 cm correspond a la situation ou les deux dispositifs sont placés extrémement
proches l'un a l'autre (la distance bord & bord est 2 cm). On peut constater que lerreur sur la valeur
de l'inductance mutuelle calculée en mesure isolée est tres faible et elle diminue avec la distance entre

les deux dispositifs. Cela s’explique par le fait que plus les deux dispositifs sont loin 'un de l'autre,
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3.2. Effets de sources secondaires

moins l'induction magnétique engendrée par les sources secondaires est importante, et moins les sources

secondaires vont impacter les calculs d’inductance mutuelle.

3.2.3.2 Cas conducteur

Dans la section précédente, la source secondaire était un matériel ferromagnétique. Le deuxieme cas

que nous traitons est celui d’une source secondaire de type conducteur métallique.

S~

Spire de courant

\
$0.2 cm

% Flux

FIGURE 3.13 — L’inductance mutuelle entre deux boucles sur les plaques de cuivre

Comme présenté sur la Figure 3.13, chaque dispositif est constitué d’une spire de courant placée
au-dessus d’une plaque de cuivre. Ce modele peut étre associé a une situation réelle ot deux cartes
électroniques sont placées a proximité I'une de 'autre et le couplage entre les composants électroniques
sur les cartes doit étre déterminé. Pour chaque série de mesure, une boucle est alimentée par une source
externe avec une fréquence de 500 kHz. Les mesures de I'induction magnétique sont toujours effectuées
sur une spheére d’un rayon de 5 cm. La méme étude que dans le cas ferromagnétique est faite et les

résultats des calculs de I'inductance mutuelle sont donnés sur la Table 3.4.

D (cm) | Map idéale (H) | Map isolée (H) | Erreur relative de M 4p isolée
9.5 1.554 - 10712 1.557 - 10712 0.19%
10 1.287-10712 1.288 - 10712 0.08%
10.5 1.080 - 10712 1.080 - 1071 0%

TABLE 3.4 — Inductance mutuelle en fonction de la distance entre les deux dispositifs A et B

La variation de courant du dispositif A engendre un courant induit dans la plaque métallique du

dispositif B. Cependant, a 500 kHz, 'approximation des régimes quasi-stationnaires est encore valable,
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Chapitre 3 — Compléments au développement en HS

le courant induit généré dans le plaque secondaire est trés petit devant celui dans le premier plaque et
Iinduction magnétique générée par ce courant est également négligeable. Pour cette raison, les erreurs
de la méthode de mesure isolée sont tres faibles.

Dans cette section et les sections précédentes, il est montré que le procédé de mesures isolées possede
une erreur lorsque des sources secondaires sont présentés dans les deux dispositifs. Cette erreur est due
au fait qu’on néglige le champ magnétique généré par la source secondaire. Les simulations en Flux3D
montrent que cette erreur est tres faible. Elles montrent que la méthode prédictive pour déterminer
le couplage inductif entre deux dispositifs, basée sur les mesures isolées de chaque source, est en effet
robuste. Il est encore possible de compenser cette erreur causée par les sources secondaires. Pour ce faire,
une approche est proposée, elle sera détaillée par la suite.

3.2.4 Compensation de ’erreur

L’idée de I’approche est de caractériser le rayonnement de la source secondaire en fonction du champ
magnétique externe qui sera représenté en harmoniques sphériques. Pour rendre la méthode plus claire, un
exemple est proposé sur la Figure 3.14. Il est montré que 'effet d’une source secondaire de type conducteur
est tres faible et peut étre négligé par rapport a celui du matériaux ferromagnétiques. Ainsi, dans cette
section, on se concentre sur la compensation de ’erreur causée par les matériaux ferromagnétiques. Bien

str, ’approche de compensation est exactement la méme pour les conducteurs ou un mélange des deux.

Axe de symétrie]

Cercle de mesure

Dispositif A

]

matériaux
ferromagnétiques
boucle de courant
4 cm
\\
L ‘\
4+ \ . Ry
Y Dispositif B
|I
1
4 cIm > 1
3 cm !
1
1
1
I
< > ’
2 cm //' @ Flux

F1GURE 3.14 — Inductance mutuelle entre deux bobines
L’inductance mutuelle entre deux bobines avec un noyau ferromagnétique est a déterminer. Les deux
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3.2. Effets de sources secondaires

bobines sont placées sur le méme axe comme montré sur la Figure 3.14. La partie bleue représente le
matériau ferromagnétique, avec une perméabilité relative de 1000. Grace a I'axi-symétrie du modele, la
modélisation peut étre réalisée en 2D et il faut seulement considérer les composantes de moment nul pour
le développement en harmoniques sphériques. Pour caractériser le dispositif A, I'induction magnétique
est mesurée sur un cercle de 5 cm, qui est équivalent a la sphére de mesure dans les sections précédentes.
Comme avant, le dispositif A est alimenté et le dispositif B est mis hors tension. Les mesures sont tracées
sur la Figure 3.15.

08¢

0.6 |- —— En présence du dispositif B |
—— Sans présence du dispositif B

0.4

Induction magnétique (T)

1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0 (%)

FIGURE 3.15 — Induction magnétique sur le cercle de mesure

Le résultat correspond bien a celui de la section 3.2.3.1. Entre la mesure isolée et la mesure en présence
de l'autre dispositif, seulement la partie proche du dispositif B est fausse. En mesure isolée, plus le point
d’observation est proche du dispositif B, plus I'induction magnétique est loin de sa valeur théorique. Les
identifications des sources sont toujours effectuées jusqu’a l’ordre 5. Les coefficients harmoniques pondérés

du dispositif A, obtenus a partir de ces mesures, sont donnés dans la Table 3.5.

Composante harmonique | QY Q3 Q3 Q4 Q2
Mesure idéale 7.93 —0.100 —0.764 —0.0519 0.147
Mesure isolée 7.81 | —4.78-107* | 0.840 | —2.83-107* | 0.105

TABLE 3.5 — Coefficients harmoniques du dispositif A pondérés par r"+2 (r =5 cm)

Théoriquement, 'induction générée par le dispositif A seul est anti-symétrique. Cela signifie qu’il ne
possede que les composantes harmoniques d’ordre impair. C’est-a-dire que Q9 = 0, Q$ = 0... Néanmoins,
sur Table 3.5, on constate que les composantes d’ordre pair ne sont pas tout-a-fait nuls, a cause du bruit
de maillage en éléments finis.

Pour calculer I'inductance mutuelle, le développement du dispositif A doit étre translaté a lorigine du
dispositif B. Ceci conduit a une décomposition de probléme interne, développée sur le cercle en pointillé.
Les coefficients harmoniques apres la translation sont donnés dans la Table 3.6.

Les coefficients harmoniques des deux méthodes sont légerement différents. L’inductance mutuelle

calculée par la méthode idéale en présence de deux dispositifs est 1.13 - 10~® H. L’inductance mutuelle
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Composantes harmoniques 0 0 0 0 0

apres translation @ @ @3 @i @
Mesure idéale 1.06 - 101 | 2.46-10% | 4.63-10% | 7.87-10* | 1.27 - 10
Mesure isolée 9.94 2.24-102 | 4.00-103 | 6.27-10* | 9.07 - 10°

TABLE 3.6 — Coeflicients harmoniques du dispositif A apres la translation

calculée par la méthode de mesure isolée est 1.09 - 1078 H, avec un erreur relative de :

|MthCoriaue _ piselé| _ L13-107%-1.09-10"°

théorique . -8
Mieria 1.13- 10

~ 3.5% (3.62)

Cette erreur n’est pas importante, mais il est toujours possible de la compenser par la mesure du
champ magnétique. L’idée de I’approche est de déterminer la réponse de la source secondaire a chaque
composante harmonique (N = 1,2,3,4...) comme indiqué dans la matrice suivante. Grace & la méthode
de Richmond, une seule source secondaire a besoin d’étre caractérisée. Il est tres important de noter que

toutes les caractérisations de source secondaire sont des problémes internes.

/ , /
o Si0 S0 - Sno QY
0 20 20 20 !
Qs Sto Sy -+ Sno _ Qs
: S | (3.63)
0 0 0 0 0’
Qn Il() Sg(] 7711() Qn
N—_—— N—_——
Q S Q’

Comme déja mentionné, dans cet exemple axi-symétrique, seules les composantes de moment zéro
ont besoin d’étre considérées. S représente la réponse de la source secondaire a chaque composante
harmonique. Sii;j " est la composante Qg,, engendrée dans un environnement de Q{ . Le vecteur Q est
considéré comme connu pour chacune des n sources pures. On mesure le champ a l'intérieur de cette
source avec la source secondaire & caractériser centrée ce qui donne le vecteur Q'. En modélisation et
en pratique, les sources canoniques sont construites par la méthode présentée dans la section 2.7.4. Un

exemple pour compenser ordre 1 est présenté sur la Figure 3.16 :

I DAxe de symétrie

Dispositif B \s
50 cm
J Spire de courant
cercle de mesure

% Flux

F1GURE 3.16 — Caractérisation d’ordre 1 pour une source secondaire
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Une grande boucle de courant est alimentée. Les mesures d’induction magnétique sont effectuées
sur le cercle de mesure. Avec ces mesures, les coefficients harmoniques de la grande boucle peuvent étre
déterminés. C’est un probléme interne et la boucle de courant peut étre considérée comme une source
« pure » de QY, ce qui est déja montré dans la section 2.7.4. Ensuite, le dispositif B est placé au milieu
du cercle de mesure, mis hors tension. Les mémes mesures sont effectuées et en raison de la source
secondaire, les inductions magnétiques sur le cercle seront légérement modifiées. Les mesures avant et
apres la présence du dispositif B sont présentées sur la Figure 3.17.
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FI1GURE 3.17 — Induction magnétique sur le cercle pour une grande boucle de courant

En présence du dispositif B, 'induction magnétique sur le cercle augmente. En développant les
inductions magnétiques en harmoniques sphériques, on trouve que pour Q = (1,0,—-0.14,0,0.09), on
obtient Q" = (1.24,0,—0.18,0,9.52). Pour chaque source canonique tel que quadripole, octopdle et etc.,
une composante harmonique est prépondérante par rapport aux autres. Les inductions magnétiques de
ces sources sur le cercle de mesure sont présentées sur la Figure 3.18.

En développant tous les champs en harmoniques sphériques, la matrice S dans 1’équation (3.63) peut

étre déterminée. Dans le cas du dispositif B, on a :

1.58 9.41-1074 —0.337 6.84-1072 —10.42
3.3-1073 1.03 —1.4-107% —5.06-10"2 4.19-1072
S = 3.03 8.7-1073 —0.468 0.624 —8.81 (3.64)
0.438 -9.03-107*  —0.191 1.17 3.47
4.36-1072 4.18-10™® 2.04-1072 29.1073 1.20

S représente la réponse de la source secondaire du dispositif B a chaque composante harmonique,
jusqu’a l'ordre 5. Avec cette matrice S, le développement du dispositif A en mesure isolée dans la Table 3.6

peut étre corrigé. Il suffit d’appliquer la multiplication dans ’équation (3.63) :

Q=Qq-s

(3.65)
= (10.25, 245.9, 4.63-10°, 7.87-10", 1.27-10°)

Avec ce développement corrigé, I'inductance mutuelle entre deux dispositifs peut étre calculée plus

précisément. On obtient :

Misotee —1.12-1078 (3.66)

corrigée
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FI1GURE 3.18 — Induction magnétique sur le cercle pour chaque source source canonique

L’erreur relative pour pour cette valeur est :

Mo — Misele, | 1131075 — 1.12.10%
€= Mthéorique = 1.13-10-8 ~ 0.9% (367)

AB

On peut noter que par rapport & la valeur initiale, avec une erreur de 3.5%, la valeur corrigée de
I'inductance mutuelle est plus précise. L’approche pour compenser 'erreur est strictement la méme pour
les modeles non axi-symétriques, il faut juste considérer toutes les composantes harmoniques, y compris
les moments non nuls.

Cette idée de caractériser les sources secondaires est en effet tres intéressante, non seulement pour
compenser les erreurs engendrées dans les calculs des inductances mutuelles, mais aussi pour optimiser le
choix de blindage. Dans [Sch06], auteur a proposé une idée treés similaire, dans le but de prédire atté-
nuation d’un blindage indépendamment de 'amplitude des différents termes de la source. Ceci nécessite
la connaissance des réponses du blindage aux différents environnements en harmoniques sphériques. Il a
été montré que la réponse du blindage dépend plusieurs parametres, comme sa forme et le nombre de
couches, etc. Par contre, ce qui est plus complexe dans le cas du blindage, c’est qu’il faut considérer les

deux types de problémes : interne et externe.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, une approche est proposée pour choisir I'origine optimale du développement en
harmoniques sphériques. Il est aussi montré que les sources secondaires ont un impact sur les calculs des

inductances mutuelles. Cependant, il est toujours possible de compenser les erreurs engendrées.
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3.3. Conclusion

En utilisant les outils montrés dans ce chapitre et le précédent, nous allons maintenant montrer
comment obtenir tous les coefficients harmoniques d’un dispositif inconnu. Il est montré dans le chapitre
2 qu’il est possible théoriquement de calculer tous les coefficients en faisant les intégrales de B, sur une
sphere. Ceci est néanmoins impossible en pratique. Bien souvent, les identifications des sources doivent
étre réalisées a partir d’'un probléme inverse. C’est-a-dire que l'on cherche a déterminer les causes (les
coefficients harmoniques) en fonctions des effets (I'induction magnétique mesurée). Le chapitre suivant

est consacré a cette question.
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CHAPITRE 4

Probleme inverse

4.1 Introduction du probleme inverse

Un probleme inverse consiste a déterminer des causes a partir de la connaisance des effets. Il est
I'inverse du probléme dit direct [Tar04] [RT99]. Comme montré en Figure 4.1, dans le cas du probléme
inverse, I'objectif est de reconstruire le modele & partir d’un ensemble de mesures, contrairement au cas

du probléme direct.

[Paramétres du modele m} Modele —>[Résultats des données d}

Probléme direct

[Résultats des données d]—> Modele —>[Paramétres du modele m]

Probléme inverse

FIGURE 4.1 — Principe des problemes direct (haut) et inverse (bas)

e Modele : relation entre les parametres du modele et les données;;

e Parametres du modele : quantités numériques ou inconnues intrinseques du modele que 1'on
cherche a estimer;

e Résultats des données : observations ou mesures effectuées sur le modele.

Avant la résolution d’un probléme inverse, la construction du modele doit étre effectuée. Cette étape
fondamentale revient a résoudre le probleme direct. Cela permet de décrire comment les parametres du
modele se traduisent en effets observables expérimentalement. Un probleme est bien posé s’il respecte les
propriétés suivantes [Hoh02] :

« Il existe une solution au probléeme (existence) ;
e Il y a une seule solution au probléme (unicité) ;
o La solution dépend continuellement des données pour les données continues (stabilité).

Un probléme qui n’est pas bien posé est dit mal posé. On reviendra sur ce point apres, dans la
discussion du probléme sous-dimensionné.

Dans notre cas, les parametres du modele seront les coefficients en harmoniques sphériques d’une
source de rayonnement, les données seront les mesures des champs magnétiques, soit 'induction magné-
tique B, soit le flux d’induction magnétique ®. Mathématiquement, le probléme inverse peut étre décrit

par :

d=G(m) (4.1)

ou G représente le modele, qui est souvent appelé la fonction d’observation, d est connu, m est a détermi-
ner. Dans le chapitre 2, il est montré que les grandeurs électromagnétiques peuvent étre décomposées sous

une somme de coefficients harmoniques et possedent une dépendance linéaire. Ceci permet de justifier la
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Chapitre 4 — Probléme inverse

linéarité de notre probléeme. (4.1) peut donc étre exprimée sous une forme matricielle :

d=G-m (4.2)

d et m sont vecteurs et G est une matrice, appelée la matrice d’observation. La création de cette
matrice est I’étape initiale et fondamentale dans la résolution du probléme inverse, qui est completement
dépendant du systeme de mesures. Dans la section suivante, la résolution du probléme inverse avec le

banc de mesure dans §1.5.3 sera présenté. Ce banc est basé sur le principe du filtrage spatial.

4.2 Systeme de capteurs circulaires

4.2.1 Principe de mesure

Le principe de ce systéme de mesure est déja présenté dans la section 1.5.3. La méthode de mesure est
basée sur ce qui a été appelé « filtre spatial » par les auteurs de I'article d’origine [VCS'08]. Le prototype

du systéme de mesure et son schéma de principe sont présentés en Figure 4.2.

Capteur C

nm

o

=5

Q

S

o

2.

=

=~
O—0

Capteur C,,

nm

Connecteur BNC

FIGURE 4.2 — Prototype du systéme de mesure (gauche) et son schéma de principe (droite)
[HBV14]

En mesurant le rapport de courants entre la source rayonnante a 1’étude, installée sur le plateau
central, et un capteur en court-circuit, nous pouvons calculer le flux d’induction magnétique a travers
la bobine du capteur, normalisé a 1 A, puis déterminer les coefficients correspondants. Les mesures sont
réalisées par un analyseur de réseau vectoriel (VNA) Rohde & Schwarz et des sondes de courant large
bande Tektronix P6022. Les appareils de mesures seront présentés dans la partie expérimentale de chapitre
5.

Cette méthode, différente de la mesure ponctuelle, basée sur la mesure du flux d’induction magnétique,
est qualifiée de « méthode de mesure intégrale ». Elle offre apparemment des avantages comme la réduction
des imprécisions de positionnement, la réduction du nombre de parametres a estimer et la réduction du
temps de mesure [HBV14].

Comme présenté en Figure 4.2, pour chaque composante harmonique, chaque capteur est constitué
de deux spires afin de profiter de la caractéristique de symétrie par parité des fonctions harmoniques
sphériques. Par conséquent, le flux correspond a la composante @' peut étre calculé par ’addition ou la

soustraction des flux traversant deux capteurs, suivant la parité de 'ordre n :

Fluz), — Fluz,, si n est impair
Flugtotel = nn nm b (4.3)
Fluz), + Flux,,, si n est pair

Fluz},, et Fluz,, sont les lux magnétiques normalisés, mesurés respectivement par les capteurs
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4.2. Systéme de capteurs circulaires

Ct., et C,. . peuvent étre calculés par :

I
Fluz}/~ =L, - =2

T (4.4)

avec L, I'inductance propre de la spire du capteur C,,,. Ce parametre est obtenu analytiquement dans

[Dur68] :
&y T
Ly, = o7y - (ln o 4) (4.5)

avec 1, le rayon de la spire du capteur et r, le rayon du conducteur. Dans ce banc de mesure, . = 0.6 mm.
Le flux magnétique de la composante Q)] a travers le capteur C, ., peut également étre calculé par

intégration sur la surface de la spire du capteur :

Flux]? , = // M™ (8,¢) - B™(ro,0,0) -n-dS
s
Mn+1 / (4.6)
—po Qe [z 6.0 6. 0)as
To Sm

Le systeme de mesure prend la forme d’une sphére d’identification Sy, avec un rayon rg = 22.5 cm.
M est la fonction de capteur. Alors maintenant, la question qui se pose est : quel modele pour ce
systeme de mesure et comment résoudre le probleme inverse. Pour plus de clarté, un exemple d’ordre 3

est donné dans la suite.

4.2.2 Démonstration pour 'ordre 3

1
(4.6) montre que le flux est associé a la loi d’atténuation en ———. Pour cette raison, la contribution
T

des ordres élevés devient négligeable lorsque 'on se place assez loin de la source. Une hypothése tres
importante pour ce systeme de mesure est que la source de rayonnement ne posseéde pas de composantes
harmoniques d’ordres plus élevés que 6. C’est-a-dire que les ordres surpérieurs (7¢, 8¢, 9¢...) sont tous
négligeables. Le principe pour concevoir le capteur C3p est de calculer la forme du filtrage spatial qui
permet d’annuler les composantes des ordres pairs ainsi que la composante d’ordre 5.

Les composantes d’ordres pairs sont éliminées naturellement par la symétrie des fonctions harmo-
niques sphériques et par la fagon de calculer le flux total selon (4.3). Pour commencer, on ne considére
que les composantes de moment nul (m = 0). Le flux de Q2 & travers le capteur C3q doit étre annulé en

imposant :

6
Fluaf) = %50 QY- / | M36,9) Y3(0,0) - dS =0 (4.7)

On obtient au final deux solutions : 3_1 = 40.09° et 83_5 = 73.43°, la Figure 4.3 montre une vue en
coupe avec le lobe de Q2, que I'on cherche & annuler ici.

Le flux magnétique généré par QY & travers le capteur d’ordre 3 est calculé par :

4
Plualy =20 Q8- [ 0.0 Y3(0.) - a5 (1)
0 M

Alors, les flux a travers les deux capteurs sont respectivement :

47 - 1077

Fluzi) | = —F - Q30 - 0.3995
0
30 —47 - 1077 (4.9)
Flux30_2 = T . Q30 . 02725
0
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Capteurs boucle 0.8

A/d’ordre 3

0.6

40.4

0.2

1-0.2

-0.4
-0.6

-0.8

FIGURE 4.3 — Schéma de principe pour calculer la forme du capteur d’ordre 3, la couleur repré-
sente la fonction de Y2 dont I'intégrale s’annule & travers chacun des capteurs d’ordre 3

En appliquant le méme principe, le flux généré par QY a travers les mémes capteurs sont :

471077
Fluzl) | = % - Q1o+ 0.4147
i ;)077 (4.10)
Flur3)_, = ———— Q- 0.9186
0

De la méme facon, les flux a travers le capteur d’ordre 1 peuvent également étre calculés. Avec tous

ces flux en fonction de l'ordre du développement, ’équation du probléme inverse en (4.2) peut s’exprimer

comme :
Fluxg W0 = QY
Fluxrsg_1 = o * O;jél 07'%9 0 . Qg (411)
Flu;z:30_2 O% 2 70é27 0 Qg
0 Ty

Finalement, on peut obtenir un systeme de 3 équations a 3 inconnues pour les ordres impairs. Ainsi,
les trois composantes harmoniques QY, QY et QY peuvent étre déterminées avec trois paires de mesures. De
méme pour les composantes d’ordres pairs. Ceci nous permet donc de déterminer toutes les composantes
harmoniques des ordres inférieurs a 7. L’avantage de ce systéme de mesure est qu’il permet de déterminer
séparément les composantes d’ordre pair et impair et demande peu de mesures. La résolution du probléme
inverse est aussi trés simple.

Cependant, ses inconvénients sont aussi remarquables. Premiérement, une forte hypothese doit étre
respectée : la source ne possede pas de composantes d’ordre 7 et supérieurs. Si la source de rayonnement
possede aussi des composantes d’ordres élevés, les caractérisations des ordres faibles seront fausses a cause
du « repliement ». Deuxiémement, la procédure pour déterminer les composantes de moment non nul est
assez complexe. Elle est basée sur les combinaisons linéaires expliquées dans la section 2.7.5. Une centaine
de mesures sont nécessaires pour déterminer tous les coefficients harmoniques jusqu’a ’ordre 6.

Enfin, tel qu’il a été congu, ce banc est difficilement automatisable ; chaque rotation de la source doit
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étre effectuée a la main, ce qui demande énormément de temps, et introduit aussi beaucoup d’incertitudes
sur les positions.
Afin de surmonter toutes ces difficultés, un nouveau banc de mesure automatisé a été congu et

développé au laboratoire Ampére. Il est présenté a la section suivante.

4.3 Systeme de mesure automatisé

Le nouveau banc de mesure est présenté en Figure 4.4 avec son diagramme schématique a droite.

“capteur capteur

CHE - EST
|

FIGURE 4.4 — Banc de mesure automatisé (gauche) et sa représentation schématique (droite)

Plus de détails sur ce banc de mesure seront donnés au chapitre 5. Nous nous concentrons ici sur le
principe du systéme de mesure, qui est présenté a droite sur la Figure 4.4.

Ce banc permet deux mouvements de rotations via : un bras permet une rotation d’angle 6 par rapport
a l’axe verticale et un support de source tournant autour de I’axe vertical permettant une rotation d’angle
. L’Equipement Sous Test (EST) est placé au centre du support et est alimenté par le VNA. La hauteur
du support peut étre réglé pour que I'EST soit toujours centré par rapport a la sphere de mesure. Le
rapport de tension entre le capteur et 'EST est mesuré, ce qui permet de déterminer le flux magnétique
normalisé a travers le capteur. Le banc de mesure est entouré par des absorbeurs électromagnétiques,
qui permettent de réduire le bruit environnemental. Avec ce systéme, les mesures de champs peuvent
étre effectuées sur une surface sphérique de rayon £. Cette longueur ¢ peut également étre réglée selon la
dimension de 'EST et 'ordre du développement exigé.

L’équation du probléme inverse peut donc s’exprimer sous une forme matricielle :

Q]
B(P,) AN (P AP AL(P) AP - AN(PY) QY
B(P) ATH(PRy) AY(Py) Al(P) APy - AN(P) Q1
: - : : : : : ' Q5?2 (4.12)
B(Pp) AII(PP) A(l)(Pp) A%(Pp) A52(Pp) A%(Pp)
B{px1} A{px(N24+2N)} | OV |
Q{(N2+2N)x1}

avec :
e P : p points de mesure;
o B : mesures en ces points (soit le flux magnétique, soit I'induction magnétique ponctuelle) ;

e N : ordre maximal du développement multipolaire ;
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e Q : ensemble des coefficients harmoniques & déterminer ;
o A : matrice d’observation, qui représente le modele qui relie les « causes » et les « effets ». AT (P;)
représente le champ généré par la composante Q)" sur le point P;.

Le nombre d’inconnus de ce probléme inverse est (N2 +2N) et le nombre d’équations est p. Avant la
résolution de ce probleme inverse, il faut vérifier si le probleme est bien posé : y a-t-il existence, unicité,
et stabilité de la solution (section 4.1)?

L’existence n’est pas vraiment un probleme, parce que méme si les mesures sont de trés mauvaise qua-
lité et entachées de bruit, on peut en pratique toujours trouver une solution qui conduit a une modélisation
assez proche des observations, accompagnée d’une incertitude. Par contre, les vérifications de 1'unicité et
de la stabilité exigent plus de prudence. Pour ce faire, on a besoin de quelques outils mathématiques qui

sont présentés dans la section suivante.

4.4 Outils mathématiques du diagnostic

Dans cette section, nous allons présenter trois outils précieux qui permettent de diagnostiquer la
qualité de l'identification. Ils permettent d’une part de dénombrer les coefficients identifiables, d’autre
part d’évaluer la stabilité du systéeme et la qualité de la résolution. Ces trois outils sont respectivement :

le rang, le conditionnement et le résidu.

4.4.1 Rang

Notre probléme inverse consiste a résoudre le systeme linéaire avec si possible autant d’équations que
d’inconnues. Il est a noter que la solution ne peut pas étre unique lorsqu’il n’y a pas assez d’équations.
Ceci signifie que le probléme est mal posé. Par contre, le nombre d’équations, ou d’informations n’est pas
simplement relié au nombre de mesures ou nombre d’équations, parce qu’une mesure peut probablement
étre considérée comme la combinaison des autres, cette mesure n’est donc pas une information utile pour
la résolution. Pour les systemes linéaires comme dans notre cas, le rang du systeme représente le nombre
de degrés de liberté, c’est-a-dire le nombre d’informations utiles.

Le rang d’un systeme linéaire est le rang de sa matrice d’observation A, qui est aussi le nombre
maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) linéairement indépendants. Il peut étre déterminé via la méthode
de Gauss-Jordan [AMS87]. Pour conclure, si le rang de la matrice A est inférieur au nombre d’inconnues
N2 ..+ 2Nz (avec Nyyqp Uordre maximal du développement), le probléme est donc sous-déterminé. il
possede alors plusieurs solutions possibles. Cet outil permet de vérifier le deuxiéme critére d’un probléme
bien posé : I'unicité. On peut 'appliquer de deux facons : soit il nous permet de vérifier que les mesures
sont toutes indépendantes, soit a partir d'une série de mesures, il nous permet de déterminer le nombre

d’inconnues identifiables.

4.4.2 Conditionnement

Le troisieme critére d’un probléme bien posé est la stabilité. Cela peut étre estimée par un outil
mathématique qui s’appelle le conditionnement, qui est notamment introduit comme un indicateur de la
sensibilité de la solution aux perturbations des données [Tak13] [Gral4]. Un exemple sera donné par la
suite pour rendre cette notion plus intuitive.

Reprenons notre systéme linéaire a résoudre (4.12) et supposons que la matrice d’observation A soit

inversible. Le probleme peut étre facilement résolu en calculant :
Q=A"'B (4.13)
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On suppose maintenant que le systéeme A et la donnée B sont soumises & des perturbations AA et

AB. La perturbation AQ résultante satisfait ’équation :
(A+AA)(Q+AQ) =B+AB (4.14)
Apres le développement, on obtient :
A-Q+AA-Q+A-AQ+AA-AQ=B+AB (4.15)
Supposons que le terme du deuxieme ordre AA - AQ soit négligeable, on a donc :

A-AQ=AB-AA-Q

(4.16)
= AQ=A'AB-AA-Q)
Soit || . ||2 le norme Euclidienne ou sa norme matricielle induite, définie comme :
Ala=sup{]| A -x|:x € K" avec ||x |2=1
I Al = supf] A-x] Ixl=1) o

= Omax (A)

avec K Pensemble des réels ou complexes. o(A) représente le vecteur des valeurs singulieres de A. Ainsi,
calculer la norme euclidienne d’une matrice revient a chercher sa valeur singuliere maximale. Puisque A

est inversible, B # 0 implique que Q # 0, on a donc :

1891z oy oty an 1o LB 12) Lis
Y U A T F 19

Or B=A-Q implique || B [2<|| A |]2 - || Q ||2, on a donc :

1 A2
< (4.19)
Q2= B2
En combinant les équations (4.18) et (4.19), on peut obtenir :
1AQ |2 -1 [AA 2  [|AB 2
<[FA - T A™ fl2- + (4.20)
I Q Il Al (B

Cette équation relie I’erreur relative de la solution et les erreurs relatives des deux entrées : le modele
A et la donnée B. Autrement dit, le facteur || A ||z - || A=! ||2 représente 'amplification des perturbations
AA et AB sur A et B, en normes relatives. Ce facteur est donc défini comme le conditionnement de la

matrice :

Omax (A)

L’importance de ce coefficient est évident. Quand il est trop grand, d’'une part cela signifie que

cond(A) = A ||z - | A7 ||2= (4.21)

la valeur de sortie du systéme (les coefficients harmoniques) pourrait énormément varier avec un petit
changement dans les arguments d’entrée (tels que les mesures). D’autre part, cela signifie que parmi toutes
les mesures, certaines ne portent aucune information dans les calculs. Dans ces cas, le systéme n’est donc
pas stable et le probleme n’est pas bien posé. Quelques propriétés générales du conditionnement sont

données ci-dessous :

Pour n’importe quelle matrice A inversible, on a :
1. cond(A) > 1
2. cond(aA) = cond(A) pour tout € R, # 0
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3. cond(A™1) = cond(A)
4. Soient A, B deux matrices inversibles de la méme dimension, alors
cond(A - B) < cond(A) - cond(B)

En fait, le conditionnement nous permet non seulement de vérifier si le systéme est stable, mais aussi

de choisir les meilleurs points de mesures. Ceci sera détaillé apres.

4.4.3 Notions de statistiques

Une expression chinoise connue dit : " 248 Sg S U7 R, BLSL R EFRER) (Lidéal est beau, la réalité
est toujours cruelle)". En fait, aucune information expérimentale est certaine. Afin d’analyser ces mesures
incertaines, les notions de statistiques doivent étre introduites. La statistique est I’étude des variations
observables, elle constitue également ’ensemble des méthodes permettant de réunir les données chiffrées
sur les grands ensembles, puis & les analyser et les interpréter [Joul3], [Bac10]. Des études approfondies
en statistiques ont été faites depuis longtemps et 'objectif de cette section est juste rappeler les notions
essentielles en statistiques qui sont utiles dans ce travail, telles que la moyenne, ’écart-type, 'intervalle

de confiance , etc.

4.4.3.1 Moyenne et écart-type

Supposons que N mesures indépendantes sont effectuées sur une variable quantitative x et on observe :
r1,T2,x3,...,rN. La moyenne de cette série de mesures, plus précisément, la moyenne arithmétique de

cette série de mesure est notée par T. Elle est définie comme :

T =

N
r1t+rataes+...+try 1
7N;xi (4.22)

N

Il existe aussi d’autres types de moyennes, telles que la moyenne quadratique et la moyenne géomé-
trique, qui ne seront pas discutées dans ce document. Ainsi, dans ce document, la « moyenne » représente
la moyenne arithmétique.

La variance de la variable quantitative x, noté par Var(x), est définie comme la moyenne des carrés

des écarts a la moyenne :

Var(z) = % Z(m —7)> (4.23)

Var(z) = —— > (i -7 (4.24)

Le facteur (N — 1) vient du fait que la formule utilise T et qu’il n’est pas possible d’estimer 1’écart-
type d’une distribution & partir d’une seule mesure. En probabilités, il est commun de relier la moyenne
(appelé aussi I'espérance mathématique) et la variance avec la fonction de masse, qui donne la probabilité

d’un résultat élémentaire d’une expérience. On a :

N
E = szf(xz)
i=1

Var(z) = E((z — 7)%)

(4.25)

f(x) représente la fonction de masse de la variable z. Il faut noter qu’elle se distingue de la densité
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de probabilité en ceci que les densités de probabilité ne sont définies que pour des variables aléatoires
absolument continues, et que c’est leur intégrale sur un domaine qui a valeur de probabilité.

L’écart-type de la variable x, noté par o,, est défini comme la racine carrée de sa variance :

oy = v/ Var(z) (4.26)

Pourquoi la moyenne et 1’écart-type sont-ils deux outils extrémement intéressants dans ces travaux ?
Comme déja expliqué plus haut, les mesures ne sont pas toujours identiques d’une fois a I'autre, méme

si les conditions de mesures semblent identiques. Pour prendre en compte cette incertitude, on écrit :

T = Te + 0y (4.27)

avec :
e x; : valeur observée;
e 1z : valeur exacte (inconnue);
e 0, : incertitude de mesure.
En pratique, la valeur exacte d’une grandeur n’est pas connue. Il est habituel de prendre la moyenne
T comme estimation de x.. Ainsi, la valeur de x se trouve « probablement » dans 'intervalle allant de

T — 0, & T+ 0. L'écriture traditionnelle rapportant la mesure d’une grandeur physique x est :
=T+, (4.28)

L’incertitude J, sera par la suite reliée a 1’écart-type o.

4.4.3.2 Loi normale et intervalle de confiance

[Gupl2] dit que « In a metrology laboratory, measurements are carried out assuming that measuring
instruments are unbiased ; hence all measured values derived from the observations of the measuring
instrument belong to a normal distribution » '. Le théoréme de la limite centrale montre que toute
somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées tend vers une certaine variable
aléatoire ; sous la condition que le nombre d’échantillons est suffisamment important, la loi de probabilité
associée converge vers une loi normale, appelée aussi la loi gaussienne.

Intuitivement, la loi normale est la loi de base permettant d’interpréter statistiquement les résultats
obtenus a partir des mesures. Dans ce travail, on fera souvent I’hypothése que toutes les variables &
mesurer possedent une loi normale.

La Figure 4.5 donne la densité de probabilité de la loi normale. Evidement, sa répartition dépend de
I’espérance T et 1’écart-type o.

En effet, la densité de probabilité de la loi normale est donnée par :

fz) = ¢21r7 exp (“20?2) (4.29)

Lorsque T et 02 = 1, on parle de loi normale standard. L’intérét principal de la loi normale est qu’elle
permet une formulation matricielle simple dans la résolution du probléme, qui permet de largement
réduire les calculs. Il permet d’extraire des renseignements significatifs sur les hypothéses, mesures et

parametres estimés. En outre, la loi normale nous permet de déterminer les « intervalles de confiance ».

1. Dans un laboratoire de métrologie, les mesures sont effectuées en supposant que les instruments de mesure
ne sont pas biaisés; par conséquent, toutes les valeurs mesurées dérivées des observations de 'instrument de
mesure appartiennent a une distribution normale
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FIGURE 4.5 — Densité de probabilité de la loi normale

Un « intervalle de confiance » est un type d’estimation d’intervalle qui est calculé a partir des données
observées. Les intervalles de confiance consistent en une gamme de valeurs (intervalle) qui agissent comme
de bonnes estimations du parametre observé. Le niveau de confiance représente la probabilité que I'inter-
valle contienne la valeur réelle. En effet, I'intervalle calculé a partir d’'un échantillon particulier n’inclut
pas nécessairement la valeur réelle du parametre. Comme les données observées sont des échantillons
aléatoires autour de la valeur réelle, 'intervalle de confiance obtenu a partir des données est également
aléatoire. Concernant la loi normale dans notre cas, on utilise souvent 3 intervalles caractéristiques, pré-

sentés sur la Figure 4.6.

Densité de probabilité

T—30 T—20 T—0O T T+o T+ 20 T+ 30

FIGURE 4.6 — Intervalles de confiance de la loi normale

On a :
e P@—0<xz<T+o0)=0.68;
e P@—20<2<T+20)=0095;
e PT—30<x<T+30)=0.997;
Ces intervalles de confiance nous permettent aussi de formuler la régle de décision pour une nouvelle
mesure, qui suit la méme loi que les précédentes. Si la mesure est dans 'intervalle de confiance, elle peut

étre considérée comme raisonnable, sinon elle doit étre discutée ou méme rejetée.
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4.4.4 Résidu

Un autre indicateur de qualité de la résolution du probleme inverse linéaire est le résidu, qui représente
la différence entre les valeurs estimées et les observations. Comme déja mentionné, toutes les mesures
possédent une incertitude. Dans ce travail, on suppose que les distributions de ces incertitudes sont
symétriques, plus précisément suivent une loi normale et chaque mesure est indépendante des autres.

Pour notre probléme, défini par 'équation (4.12), le résidu R est défini comme :
R=B-A-Q (4.30)

avec Q les coefficients harmoniques calculés via la résolution du probléme inverse. Dans le cas idéal et
avec un nombre de mesures infini, la moyenne du résidu R est égale a zéro.

Le résidu est un outil trés important dans ces travaux pour deux raisons principales. D’un c6té, il nous
permet d’optimiser le modele. La moyenne ou 1’écart-type du résidu peuvent étre calculés, caractérisant
la qualité de résolution du probleme. Si la moyenne est trés loin de zéro ou ’écart-type trop grand,
ceci montre que le modele est mal choisi, il faut probablement augmenter 'ordre du développement. Les
détails pour choisir un ordre optimal du développement seront présentés dans la section suivante. D’autre
part, cet outil nous permet de détecter les mesures aberrantes. Si le résidu d’une mesure est beaucoup
plus important que les autres, on peut en déduire que cette mesure est trés probablement aberrante et

qu’elle doit étre rejetée.

4.5 Reésolution du probleme inverse

4.5.1 La méthode des moindres carrés

Pour calculer les coefficients harmoniques Q du probléme inverse (4.12), I'idée la plus naturelle est
d’inverser la matrice A. Cependant, le nombre d’équations n’est pas toujours égal au nombre d’inconnues,
c’est-a-dire que la matrice A n’est pas toujours inversible. Dans le cas d’un systéme linéaire, la méthode
la plus couramment utilisée est la méthode de moindres carrés [WKT71]. Elle cherche & calculer la solution

Q telle que la distance entre le modele A - Q et la mesure B soit minimale :
|A-Q - Bl =min(|A - Q- B2, QR (4.31)

Q est donc la solution de la méthode des moindres carrés. On peut facilement noter que ce qui
est minimisé dans la méthode des moindres carrés est justement la somme des carrés des résidus. Cela
confirme également que le résidu est un bon outil pour diagnostiquer la qualité de I’estimation.

Plusieurs moyens existent pour obtenir la résolution aux moindres carrés des problémes linéaires

[Dem97] :
1. Equations normales
2. Décomposition QR
3. Décomposition en valeurs singulieres

La premiere méthode est la plus rapide mais la moins précise. Il est adéquat lorsque le conditionnement
est petit. La deuxieme méthode est la méthode standard, cependant elle cofite deux fois plus cher que
la premiére. La troisieme méthode est souvent utilisée pour les problémes mal conditionnés, son cofit est
encore supérieur. Dans notre cas, avec un conditionnement peu élevé, la premiere méthode posseéde une

précision proche des deux autres. Cette derniere est donc utilisée dans cette étude pour sa rapidité et sa
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simplicité. Elle sera détaillée par la suite. Plus de détails sur les deux autres méthodes et des comparaisons

entre les trois sont donnés dans [Dem97].

Pour les problémes surdéterminés, la solution de ’équation normale est [Pinl4] :

Q= (ATA)'.AT.B (4.32)
Lorsque le probleme est sous-déterminé, la solution est donc :

Q=A".(AAT)"'.B (4.33)

Il faut noter que le probléme sous-déterminé posseéde un conditionnement extrémement important ;
la solution n’est donc pas du tout stable. Comme mentionné précédemment, les mesures sont toujours
accompagnées par les incertitudes. Comment ces incertitudes de mesures influencent les coefficients har-
moniques calculés ? Afin de répondre a cette question, une étude sur la propagation des incertitudes doit

étre effectuée.

4.5.2 La propagation des incertitudes de la méthode de moindres

carrés

Incertitudes des mesures de flux d’induction magnétique

L’équation (4.28) a proposé une possibilité d’estimer la mesure sous une forme d’intervalle. L’écart-
type o, est la meilleure estimation d’incertitude de mesure avec une intervalle de confiance de 68% [BBO0S].
C’est-a-dire qu’il y a 68% de probabilité qu'une mesure x; se situe dans I'intervalle x + o,. Quelle est
Iincertitude sur la détermination de la valeur x & partir de la moyenne de n mesures? Autrement dit,

quelle est I'incertitude sur la moyenne T ? L’écart-type de la moyenne T est approximé par [Tay00] :

Oz

7 (4.34)

Oy =

Cette détermination est donc /n fois plus précise que celle obtenue a partir d’'une mesure unique.
Dans la pratique, /n croit trés lentement et pour améliorer la précision d’un facteur 10, il faut effectuer
100 fois plus de mesures. Ainsi, pour la loi normale avec un niveau de confiance de 68%, le résultat final

obtenu & partir de n mesures est :

r=T Loz (4.35)

Cependant, cette approximation de oz a n’est valable qu’asymptotiquement pour les grandes

Oz
vn
valeurs de n. On ne peut 'utiliser si on effectue une moyenne pour un petit nombre de mesures. Dans ce
cas, il faut ajouter un coeflicient qui s’appelle le coefficient de Student. L’écart-type de la moyenne s’écrit

comme :
Oz

NG

Le coefficient de Student t est donné dans la Table 4.1.

oF =1t x (4.36)

Avec la moyenne et 1’écart-type d’une variable, on peut estimer les valeurs de mesures sur chaque
position par une écriture d’un intervalle, soit la moyenne, soit la valeur d’une seule mesure. Alors, quelles

sont les incertitudes des coefficients harmoniques 7
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Nombre de mesure n 2 3 4 5 6 10 20 40 00

Coefficient de Student ¢ | 1.84 | 1.32 | 1.2 | 1.14 | 1.11 | 1.06 | 1.03 | 1.01 | 1.00

TABLE 4.1 — Coefficient de Student

Incertitudes des coefficients harmoniques

Supposons une fonction ¢ = f(x,y, ...), la formulation de la propagation d’incertitude est donnée par
[BB08] [Tay00] :
of
0q = /|| =

Cette formulation est valide dans le cas ou les incertitudes sont relativement petites et ou le systeme

2 2
(6z)% + ‘gz (69)2 + ... (4.37)

est linéaire, ce qui correspond parfaitement & notre probleme. Il est important de noter que dg correspond
au méme niveau de probabilité que toutes les variables dx, dy,... Par contre, une forte hypothese de cette
formulation est que les variables sont toutes indépendantes. Sinon, I'inégalité non quadratique suivante
doit étre appliquée :

of

Sg < | =L
qf@a:

of
oz + ‘&y oy + ... (4.38)

L’incertitude est surestimée dans cette inégalité, mais les calculs sont beaucoup plus simples car une
écriture matricielle est possible. Pour notre probleme surdéterminé de la méthode des moindres carrés
(4.32), ’'hypothese habituelle est que le modele est exact et les mesures incertaines, ce qui se traduit par

I’équation suivante :

B=A Qo+ B=Bg+B (4.39)

Qo représente I'estimation des coefficients harmoniques sans incertitudes et §B représente I'incertitude
de mesure. En pratique, B peut étre déterminé par une répétition de mesure avec le coefficient de Student.

En appliquant la méthode des moindres carrés, on obtient :
Q= (ATA)'AT . (Bo + /B) (4.40)
En combinant avec I’équation (4.38), on obtient :
§Q <abs ((ATA)"'-AT) . 6B (4.41)

ot abs(X) représente la valeur absolue d’une matrice X, c’est-a-dire la valeur absolue de chaque élément :

\$11| |9612| |$1n|
\$21| |$22| |9C21|
abs(X) = | . L (4.42)

L’équation (4.41) donne I'incertitude des coefficients harmoniques calculés par la méthode des moindres
carrés, en fonction de I'incertitude de mesure, qui est déterminée par des répétitions de mesures. §Q est
surestimée, mais ceci n’est pas vraiment un probléme, il signifie seulement que la probabilité que la vraie
valeur se situe dans l'intervalle de confiance est encore plus grande. Il faut aussi noter que plus le nombre
de répétitions est grand, mieux ¢B est estimée, et plus 6Q est calculée correctement.

Par contre, toute ’approche est basée sur les répétitions de mesures, qui exige beaucoup de temps.
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En plus, tous les mouvements du banc sont réalisés par deux moteurs pas a pas dont la précision est déja
connue. Le moteur sera présenté dans le chapitre 5, ici on a seulement besoin de savoir que chaque position
de mesure posséde une incertitude (par exemple § = 0.1°). L’incertitude A sur la matrice d’observation
peut donc étre calculée, sous les hypothéses suivantes :

e Les mesures sont indépendantes entre elles;

e Le bruit d’environnement peut étre éliminé par une moyenne (ce qui sera détaillé dans le cha-

pitre 5);

e Les incertitudes de positions de mesures sont suffisamment petites.

Au lieu de considérer que chaque mesure posséde une incertitude, comme présenté précédemment, on
suppose maintenant que toutes les mesures sont exactes et ’erreur vient toujours du modele (la matrice
d’observation). L’idée est de caractériser la précision du banc. Dans ce cas, avec seulement une série de
mesure, les coefficients harmoniques peuvent étre déterminés avec également leur incertitudes, aucune
répétition n’est donc nécessaire. D’un autre point de vue, cette approche permet de rendre utiles les
informations sur les équipements du banc, telles que les précisions des moteurs et la longueur du bras.
Les calculs sont donnés par la suite.

Les mesures B sont considérées exactes et la matrice d’observation posseéde une incertitude JA. Le

probléme s’écrit donc sous la forme :
(Ap+dA)- Q=B (4.43)
En appliquant la méthode de moindres carrés, on obtient :
Q=(ATA)'.AT.B
. (4.44)
= [(Ao +6A)T (A + 5A)] (Ao +0A)-B

A cause de l'inversion de la matrice, il est extrémement complexe de calculer §Q analytiquement.

[HM72] a proposé une approximation sous forme linéaire. En développant AT A, on obtient :

ATA = AgTAg+ (6ATAg + ApT0A + 5ATHA) (4.45)
X Y

Sous I’hypothése que A est petit devant Ag, 'auteur développe (AT A)~! comme :
(ATA) ' =X X 'yX '+ X 'yxXlyx—1t. (4.46)
En négligeant tous les termes de §A? et supérieur, il obtient finalement :
Q=Qo+(AgTAg) 1 AT - (B~ AoQo) — (Ao"Ag) 1 - Ag” A - Qo (4.47)

Qg sont les coefficients harmoniques calculés sans incertitudes, définis comme Qg = (AOTAO)*lAOTB.

De la méme maniére, 6Q peut étre déterminé :

5Q < abs ((AOTAO)*) 6AT - abs (B — AoQo)) )
+ abs ((AOTAo)_l . A0T> -0A - abs (QO) .

Cette incertitude est surestimée. Cela permet de caractériser les précisions des coefficients harmo-
niques calculés a partir d’une série de mesures avec notre banc automatisé. Si le banc de mesure est bien
calibré, c’est-a-dire que ses incertitudes de positions de mesures sont bien estimées, le §Q obtenu avec
cette approche doit correspondre a celui obtenu a partir de 6B, avec bien stir un trés grand nombre de

répétitions.
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4.5.3 Choix de 'ordre maximal du développement

Lorsqu’aucune information a priori n’est disponible pour la source & étudier, il est impossible de
choisir a priori I'ordre maximal du développement N,,... Dans ce cas, on ne peut qu’estimer les champs
magnétiques autour de la source, soit par la modélisation, soit par la mesure. Ensuite, a partir de ces
données, il est possible de choisir I'ordre maximal du développement en harmoniques sphériques. Plusieurs

méthodes peuvent étre utilisées pour cela, nous les présentons ’exemple d’une bobine torique (Figure 4.7).

Boucles de courant

& Flux

FIGURE 4.7 — Bobine torique étudiée

La bobine torique est la méme que celle sur la Figure 1.8, cependant seul un tiers du tore est alimenté.
La partie bleue représente le noyau ferromagnétique, avec une permittivité relative de 1000. Les boucles
de courant sont toutes identiques et entourent régulierement le noyau. Des simulations sont effectuées
sous Fluz3D et les inductions magnétiques normales sont calculées sur une sphere autour du dispositif
(Figure 4.8).
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FIGURE 4.8 — Induction magnétique normales sur une sphére de mesure (r = 10 cm) autour du
dispositif

La spheére de mesure posséde un rayon de 10 cm et les points de calcul se répartissent d’une fagon
equi-angulaire avec un pas de 10° et 20° suivant 6 et ¢. Le choix des points de mesures sera discuté

dans la section suivante. Dans cette simulation, le nombre de mesures est 19 x 18 = 342. Les inductions
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magnétiques normales calculées, en ces points, sont tracées sur la Figure 4.8, en 3D et aussi en 3D

surfacique.

Erreur quadratique relative

Le calcul de I'inductance mutuelle entre ce dispositif et un autre, peut se baser sur le développement
de ce champ en harmoniques sphériques. Une idée proposée dans [LLWF10] est de comparer l’erreur

quadratique relative, qui est définie par :

(4.49)

avec B les inductions magnétiques estimées aux N points qui sont mesurés pour un ordre maximal Ny, q.
donné du développement harmonique.

Si on commence le calcul de € a partir de N, = 1, on obtient :

Nz | 1 2 | 3] 4 5 6
e(%) | 9.35 | 1.34 | 0.1 | 0.098 | 0.097 | 0.096

TABLE 4.2 — Erreur quadratique relative en fonction de 'ordre maximal du développement

A partir de la table, on peut constater qu’en augmentant N,,.., cette erreur continue & diminuer et
converge vers une valeur minimale. L’intuition nous indique que N4, = 3 est peut-étre le meilleur choix
car a partir de cet ordre, ’erreur diminue beaucoup moins vite qu’avant. Cependant, cette méthode n’est

pas rigoureuse et elle n’est plus évidente lorsque la source possede une composante d’ordre élevé.

Ecart-type du résidu

Le résidu est un bon outil pour vérifier la qualité d’estimation. 1l sera égal a zéro dans le cas idéal
ol les mesures sont toutes exactement reconstruites. Par conséquent, N,,.. est la plus petite valeur telle
que le résidu R contient uniquement les effets des bruits de mesures. Dans cette situation, I’écart type
du résidu, noté or, représentera I'incertitude de mesure, incluant les incertitudes de positions et le bruit
d’environnement.

L’idée est tout d’abord estimer le bruit d’environnement a partir de la série de mesure. Ensuite, il
faut calculer 1’écart-type du résidu en augmentant I'ordre du développement. Bien siir og diminuera en
fonction de N,,q.. Ce processus itératif s’arrétera lorsque or sera plus petit que le bruit d’environnement.
Le Nynaz correspondant est alors 'ordre maximal optimal du développement.

Expérimentalement, ce bruit d’environnement peut étre évalué avec une mesure a vide. Dans notre
simulation sous Flux3D pour la bobine torique, le bruit provient du maillage, qui peut aussi étre estimé.

Les inductions magnétiques sont tracées en fonction ¢ pour les différentes valeurs de 6 données sur la
Figure 4.9. Le dispositif étudié est parfaitement anti-symétrique par rapport au plan YoZ, ceci conduit
au fait que son induction magnétique est anti-symétrique a ¢ = 0° pour un 6 donné. Par exemple les
deux points en Figure 4.9 devraient partager le méme module. Grace a la symétrie de la source, le bruit
peut étre estimé : e ~ 1078

L’étape suivante consiste a estimer 1’écart-type du résidu en fonction de N,4.. Ses valeurs sont
données par la Table 4.3.

On constate que cet écart-type posseéde la méme tendance que 'erreur quadratique relative : il décroit
jusqu’a 'ordre 3, puis est stable pour les ordres supérieurs. En plus, a partir de I'ordre 3, or est inférieur

au bruit estimé (10~8). Cela confirme que N,,q, = 3 est le meilleur choix du développement.
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FIGURE 4.9 — Induction magnétique normale sur une sphére de mesure (r = 10 cm) autour du
dispositif en fonction de ¢ (droite)

Nmaz 1 2 3 4 5 6

or | 9.25-1078 | 1.04-1078 | 5.27-107Y | 5.23-1079 | 5.20-107? | 5.19- 107

TABLE 4.3 — Ecart—type de résidu en fonction de 'ordre maximal du développement

Cette méthode de choix de l'ordre maximal & partir du résidu est tres intéressante lorsque le bruit
d’environnement peut étre bien caractérisé.

Critére d’information d’Akaike

En 1973, Hirotugu Akaike a proposé un critere d’information qui permet de mesurer la qualité relative
des modeles statistiques pour un ensemble de données. Ce critére est appelé critére d’information
d’Akaike (AIC) [Aka73]. Il estime la qualité de chaque modeéle par rapport a chacun des autres modéles,
ce qui permet alors de choisir le modele optimal.

Le critere d’information d’Akaike est défini comme suit [HT89] :

AIC =n(log6® + 1) +2(m + 1) (4.50)

avec :
o n : nombre de données (mesures ou modélisations)
e m : dimension du modéele, c’est-a-dire le nombre d’inconnues
o 62 : variance d’estimation avec la méthode du maximum de vraisemblance.
La méthode du maximum de vraisemblance sera discuté dans le paragraphe 4.6.4, dans notre cas d’un
probleme linéaire, elle est définie par :

~ -1
Quv = (ATS, 'A) -AT .S, B (4.51)
Sm est la matrice de covariance de mesure, qui représente l'incertitude de chaque mesure. Ici, on
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considere que chaque mesure est indépendante et n’est perturbée que par le bruit de mesure. Supposons
que chaque mesure soit affectée par la méme puissance de bruit, la matrice de covariance peut donc étre
définie comme proportionnelle & 'identité. Par conséquent, la méthode du maximum de vraisemblance

est équivalente a la méthode des moindres carrés. L’auteur montre que 62 est défini comme suit :

5’2:{B—A-Q}T~{B—A-Q}/n (4.52)

On peut constater que la valeur du critére d’Akaike AIC' dépend de trois grandeurs : le nombre de
données, le nombre d’inconnues et le résidu d’estimations. Le minimum de I’AIC est en effet le compromis
entre ces trois parametres, qui correspond ainsi au choix optimal de I'ordre du développement.

Néanmoins, le critere d’Akaike n’est valable que pour un nombre de mesures tres grand. Une correction
a donc été proposée pour le cas ou la taille d’échantillons est petite [HT89]. La méthode corrigée, appelée

AIC, est beaucoup plus efficace et précise que AIC lorsque n est petit, sa définition est :

(m+ 1)(m + 2)

AIC’C:AIC’+2
n—m-—2

(4.53)

En appliquant le critére d’Akaike corrigé sur le méme exemple de bobine torique, on obtient :

Nypas 1 2 3 4 5 6

m 3 8 15 24 35 48

AIC | —1.073-10% | —1.205-10* | —1.224-10* | —1.223-10* | —1.221-10% | —1.218 - 104

AIC, | —=1.072-10* | —1.205-10* | —1.224-10* | —1.222-10* | —1.220-10* | —1.216 - 10*

TABLE 4.4 — Coefficient d’Akaike corrigé en fonction de I'ordre du développement & 10 cm

m représente le nombre d’inconnues, qui est égal & (Npae + 2)Nimaz- On constate que la valeur
minimale de AIC, se situe a l'ordre 3. Ceci signifie que N4 = 3 est probalement le meilleur choix du
développement. La conclusion est la méme que les deux méthodes précédentes, mais le critere d’Akaike est
plus rigoureux et permet d’éviter toute ambiguité. Qu’est-ce qui va se passer si les calculs des inductions
magnétiques sont plus proches de la source ? Dans le chapitre 2, il a été montré que plus l'on s’approche
de la source, plus 'ordre nécessaire pour décrire le champ sera élevé.

Pour la méme bobine torique, son induction magnétique est calculée et tracée sur une sphere avec un
rayon de 5 cm. Les courbes 3D et 3D surfacique sont données sur la Figure 4.10.

nte nomale en T

magnétique / Composa

induction magnétique (T)

-11, 428E-6

Induction

-13, 510E-¢
-15, 561E-¢
-17, 673E-¢

@ Flux
FIGURE 4.10 — Induction magnétique sur une sphére de mesure (r = 5 cm) autour du dispositif
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Par rapport au calcul pour » = 10 cm, les inductions magnétiques sont plus irrégulieres. Les résultats

obtenus en appliquant le critere d’Akaike corrigé sont donnés dans la Table 4.5.

m 35 48 63 80 99

AIC | —1.126-10* | —1.137-10* | —1.145-10* | —1.145-10* | —1.144 - 10*

AIC, | —1.125-10%* | —1.135-10* | —1.142-10* | —1.141-10* | —1.135 - 10*

TABLE 4.5 — Coeflicient d’Akaike corrigé en fonction de I'ordre du développement & 5 cm

De la méme maniére, le critere d’Akaike nous indique que N4, = 7 est le choix optimal du déve-
loppement. Cela est totalement logique et correspond bien a la conclusion précédente. Pour conclure, le
critéere d’information d’Akaike corrigé est un outil efficace pour choisir ’ordre optimal du développement

en harmoniques sphériques.

4.5.4 Dimension optimal du capteur

Dans les travaux précédents, plusieurs bancs de mesure ont été congus et développés. Leur point
commun est qu’ils sont tous basés sur le « filtrage spatial » qui conduit a utiliser comme capteurs des spires
circulaires filaires ou réalisées en circuits imprimés. En tant qu’héritiers des anciens bancs, nous avons
également choisi une spire circulaire en circuit imprimé comme capteur pour mesurer le flux magnétique.
Il a été démontré dans le chapitre 2 que la performance du circuit imprimé est la méme que pour une
boucle filaire. La question maintenant est de savoir comment choisir la taille de la spire. Idéalement,
la dimension du capteur n’a aucune influence sur l'identification de 'EST. Cependant, les incertitudes
doivent étre considérées dans les mesures. Dans ces travaux, les incertitudes impliquées sont : la position
du capteur (= 0.1°), la position de 'EST (= 2 mm), lorientation de I'EST (= 0.5°), la longueur du bras
(~ 2 mm) et le bruit environnemental (~ 10'° Wb). Le bruit d’environnement est caractérisé par la
mesure a vide, sans source, par le VNA, qui est considéré comme un bruit blanc. En fait, ces incertitudes
sont estimées approximativement. L’idée de cette partie est d’avoir une idée sur la propagation des
incertitudes et étudier I'influence de la dimension du capteur sur la précision des coefficients obtenus au
final. Pour ce faire, une approche empirique est effectuée.

Un exemple académique avec plusieurs spires d’axe verticale est étudié (Figure 4.11), qui est en fait
I’assemblage de sources canoniques des quatre premiers ordres. Gréace a I'axi-symétrie, I'identification de
IPEST ne nécessite que des mesures pour un ¢ donné et seulement les composantes de moment nul ont
besoin d’étre considérées. Avec toutes les incertitudes mentionnées, une grande quantité d’échantillons a
été réalisée en simulation pour chaque taille de capteur avec le plateforme « Mipse », qui est un logiciel
encore au cours de développement au G2Elab. Dans un premier temps, les capteurs sont toujours placés a
20 cm du centre de EST. L’écart-type des échantillons est calculé pour chaque composante harmonique
en fonction du rayon du capteur. Les résultats sont présentés en Figure 4.11.

Afin de rendre les comparaisons plus visibles, les écart-types sont tous normalisés a la méme échelle.
On peut constater que les écart-types diminuent entre 1 cm et 6 cm. Cela est logique, parce que plus
la taille du capteur augmente, plus le flux magnétique capturé sera grand, plus le rapport signal sur
bruit sera important. Cependant, pour une longueur donnée du bras, le rayon de la sphére de mesure R
augmente avec la taille du capteur r comme présenté en Figure 4.12.

La taille de sphere de mesure, qui représente la distance d’observation, augmente avec la taille du
capteur. L’induction magnétique de la composante harmonique d’ordre n varie comme L (équation

Rn+2
(2.65)) ; ceci conduit & un risque de perte d’information sur les ordres élevés a cause du bruit environne-
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0.8

0.6

Ecart-type normalisé

0 2 4 6 8 10 12 14
Rayon du capteur r (cm)

FIGURE 4.11 — Ecart—type normalisé des échantillons pour chaque composante harmonique en
fonction de rayon du capteur pour une longueur de bras de 20 cm

2 T T
— /¢ =20 cm
et TTTTT ~._ capteur £=15cm
- T . 1.8} {=10 cm |
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FIGURE 4.12 — Rayon de sphére de mesure en fonction de la taille du capteur pour les différentes
valeurs du longueur du bras

mental lorsque la sphere de mesure est trop grande. Pour cette raison, les écart-types sur les composantes
d’ordre 3 et 4 commencent a augmenter des 8 cm.

Afin de trouver un compromis entre le rapport signal sur bruit et I'information des ordres élevés, la
somme de tous les écart-types normalisés des quatre premiers ordres est calculée pour chaque taille de
capteur. Les résultats sont présentés sur la Figure 4.13.

Il est intéressant de noter que les sommes des écart-types ont une forme parabolique, qui possede un
minimum dépendant de la taille du capteur. On peut également constater que plus la mesure est proche
(lorsque la longueur du bras est 15 ou 10 cm), plus on doit réduire la taille du capteur pour obtenir la
meilleure précision. En fait, lorsque le capteur est plus proche de 'EST, la quantité de flux magnétique
mesuré augmente, de sorte que 'influence de la taille du capteur sur le rapport signal sur bruit sera moins
importante. En pratique, la dimension du capteur peut étre réglée selon le bruit d’environnement et aussi
la longueur du bras de mesure.

Une autre question essentielle en pratique est : quelles sont les positions optimales des points de
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4 —@ T y -
== bras=20cm

3.5 -e- bras=15cm ||
bras=10cm

La sommes des écart-types normalisés
(3]
T

Rayon du capteur r (cm)

FIGURE 4.13 — La somme des écart-types normalisés des quatre premiers ordres en fonction de
rayon du capteur

mesure ? Cela sera discuté dans la section suivante.

4.5.5 Positions de mesures

Dans notre approche, l'identification d’une source est basée sur les mesures de flux magnétiques a
travers une spire s’appuyant sur la surface d’une sphere entourant I'EST. Les points de mesures sur lesquels
on centre la spire de mesure doivent étre soigneusement sélectionnés. Afin de répartir régulierement ces
points de mesures sur la sphere, ’idée naturelle qui vient a l’esprit est la répartition équi-angulaire.

L’élévation 6 varie dans l'intervalle [0;7] et azimut ¢ varie dans [0;27]. Supposons que les deux
directions possedent toutes 10 pas, dans ce cas, le nombre de mesures est 9 x 9 4+ 2 = 83, qui sont tracés

sur la Figure 4.14.

® Point de mesure

FIGURE 4.14 — Points de mesures répartis d’'une fagon équi-angulaire

Sur la figure, les points bleus représentent les points de mesures. Ce type de disposition est tres
régulier en angle, mais conduit au fait que les points de mesures sont concentrés vers les deux poéles.
[RSCF06] a proposé une approche de mesure, et vérifié les inductions magnétiques autour d’une source,
qui est basée sur une courbe en spirale sur la sphére de mesure. Les répartitions des points de mesures

sont présentées sur la Figure 4.15.
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® Point de mesure

FIGURE 4.15 — Points de mesures répartis d’une fagon spirale

Cette approche est intéressante parce qu’elle évite les répétitions de mesures pour des 0 et ¢ fixés.
Par contre, I'inconvénient est le méme que dans le cas équi-angulaire : les points sont concentrés vers les
deux pdles. Pour caractériser le champ d’une source inconnue, il est plus logique de répartir les points
de mesures sans privilégier aucune direction, c’est-a-dire équi-distant sur la sphere. Malheureusement, la
répartition uniforme des points sur une surface sphérique n’est pas toujours possible. Pour certain nombre
de points particuliers, tels que N=2, 3, 6, 12, 24..., il est possible de répartir les points uniformément,
mais ce n’est pas le cas pour les autres nombres de points [SK97].

Beaucoup d’auteurs ont cherché des méthodes pour répartir des points uniformément sur la sphere.
[SK97] a proposé une méthode approximative pour ce faire, qui est basée sur Papproche spirale. La

méthode ne sera pas détaillée dans ce document, un exemple pour N = 83 est donné sur la Figure 4.16.

® Point de mesure

FIGURE 4.16 — Points de mesures répartis d’'une fagon quasiment équi-distante

Comme déja expliqué dans la section 4.4.2, le conditionnement est un bon outil mathématique pour
vérifier la stabilité du systeme, on peut aussi I’appliquer pour comparer les points de mesures. Reprenons
les trois méthodes de mesures : équi-angulaire, spirale et équidistant. Le nombre de mesures est fixé a 83
et pour assurer la robustesse du systeme, le développement en harmoniques sphériques se limite a ’ordre
6. Le conditionnement est calculé pour chaque méthode et les résultats sont présentés dans la Table 4.6.

On peut constater que le conditionnement de la méthode équi-distante est le plus faible parmi les
trois. Ceci signifie que cette méthode est la plus robuste et la moins sensible aux incertitudes. En résumé,
la méthode équi-distante est la meilleure pour identifier une source inconnue. Son seul inconvénient est

que pour une source inconnue, il est difficile de définir le nombre de mesure dans un premier temps. Au
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Méthode équi-angulaire | spirale | équi-distant

Conditionnement 1.67 - 1020 7.49-10° | 2.74-10%

TABLE 4.6 — Conditionnement pour chaque méthode de mesure

cas ou apres la premiere série de mesure, il est montré que les mesures ne sont pas suffisantes et il faut
encore augmenter le nombre de mesure, on est donc obligé de relancer une série de mesure complete
pour le nouveau nombre de mesure. Parce qu’il n’est pas possible d’insérer quelques nouvelles mesures a
celles qui sont déja effectuées en gardant toujours la propriété équi-distante. Est-t-il possible d’effectuer
les mesures d’une fagon itérative ? C’est-a-dire ajouter chaque fois une nouvelle série de mesure mais en
gardant toutes les mesures qui sont déja faites.

Les maillages sphériques nous a donné une excellente inspiration. Pour générer un maillage uniforme
sur une surface sphérique, une méthode efficace est de partir de 'icosaedre. Ensuite, pour augmenter la
qualité du maillage, il suffit de subdiviser chaque arréte en deux [Lor01], et ainsi de suite. Le principe est

présenté sur la Figure 4.17.

FIGURE 4.17 — Mesures équi-distantes itératives a partir d’un icosaedre

N,, représente le nombre de mesures et les sommets représentent les points de mesures, qui sont tous
sur la méme sphere. Pour chaque N,,, toutes les arrétes ont la méme longueur, ce qui conduit & une série
de mesures équi-distantes.

Cette approche est intéressante parce qu’elle permet d’ajouter une nouvelle série de mesure complé-
mentaire de celle précédente, en conservant les caractéristiques de 1’équidistance. En plus, dans la section
4.5.4, on a montré qu’il faut mesurer au plus pres de la source pour déterminer les ordres plus élevés.
Cette propriété peut étre utilisée dans cette approche. Le procédé pour identifier une source inconnue est

présentée par la suite :

1. Lancer une premiere série de mesures avec N, = 12, a une distance de 20 cm. Déterminer les
coefficients harmoniques de la source pour N,,.. = 2. Calculer le résidu. Si le résidu est assez

faible, la source est donc bien identifiée. Sinon, aller a ’étape 2.

2. Ajouter 30 mesures complémentaires de 1’étape 1, mais a une distance de 15 cm. Déterminer les
coeflicients harmoniques pour Ny, = 5. Calculer le résidu. Si le résidu est assez faible, la source

est donc bien identifiée. Sinon, aller a ’étape 3.

3. Ajouter 120 mesures qui sont complémentaires de 1’étape 2, mais a une distance de 10 cm. Ap-

pliquer le critere d’Akaike pour déterminer N,,,, et ensuite résoudre le probléeme.

Cette méthode peut également se baser sur d’autres formes particuliéres, comme un cube. La procé-

dure est exactement la méme (Figure 4.18).
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Ny, =8 +18 +70

FIGURE 4.18 — Mesures équi-distantes itératives a partir d’un cube

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour résoudre notre probléme inverse et déter-
miner les coefficients harmoniques de la source, y compris la dimension optimale du capteur, les points
de mesures, les outils mathématiques pour la résolution, etc. Tous ces éléments sont basés sur le fait
qu’aucune information a priori de la source n’est disponible. Cependant, en pratique, on dispose souvent,
en plus des mesures, d’informations a priori sur le dispositif mesuré, tels que sa périodicité, sa symétrie,
etc. Comment rendre ces informations utiles dans la résolution du probleme inverse ? La section suivante

est consacrée a cette question.

4.6 Information a priori sur la géométrie

Reprenons expression de la fonction d’harmoniques sphérique dans I’équation (2.61) :

Y (0,6) = (—1>m\/ gntl). EZ - Ziin(eos g)cims (4.54)

avec P (x) le polynéme associé de Legendre, qui est défini comme :

1 dner

P (x) = S

(1 _ I2)m/2

pr (2 — 1) (4.55)

Lors du passage d’un point a son symétrique par rapport a xOy, seulement cos # change de signe. Ceci
signifie que la symétrie de la fonction harmonique sphérique est définie par la symétrie de la fonction de

.y . p . . 2 P ie
Legendre associée. Celle-ci est composée de la fonction paire (1 — xQ)m/ et de la dérivée (n+m)*™e de la

z_ 1)“. Chaque dérivation change la parité, c’est-a-dire de symétrie & anti-symétrie ou

n+m

fonction paire (m

(2 —1)" a la méme parité que (n4m). Plus précisément, si (n+m)

inversement. Ainsi, la grandeur
dxn+m

est paire, Y, est symétrique par rapport au plan xOy, si (n + m) est impaire, ¥, est anti-symétrique.
La périodicité de Y, suivant ¢ est liée & e™™?. Ceci implique que la périodicité de la fonction HS
autour de 'axe z est définie par le moment m. Sim = 0, ¥,)" est axi-symétrique par rapport a ’axe z; si
m =1, Y" est 2m-périodique ; si m = 2, Y,)* est m-périodique, etc. Ensuite, il faut relier ces propriétés de
la fonction HS au dispositif a caractériser. Afin de rendre 1’idée d’appliquer les informations a priori plus
claires, un exemple d’une inductance de lissage sera étudié sous Fluz3D. On commence par la source

« parfaite », qui respecte parfaitement les informations a priori.
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4.6.1 Source « parfaite »

Le dispositif étudié dans cette section est 'inductance de lissage représentée en Figure 4.19. Les tests

méthodologiques que nous réalisons ci-dessous sont entierement numériques.

Ferromagnétique

6 cm

pire de courant surfacique

& Flux

FIGURE 4.19 — Inductance de lissage étudiée sous Fluxz3D

La partie en bleu représente le noyau ferromagnétique, avec une permittivité relative de 1000. La
partie jaune représente les 100 spires de 'inductance. Dans un premier temps, le dispositif est considéré
« parfait », c’est-a-dire que les fils d’alimentation ne sont pas pris en compte et le bobinage est exactement
centré sur le noyau. Dans ce cas, ce dispositif est anti-symétrique par rapport au plan xOy et w-périodique
suivant 'axe z. Le champ de fuite du dispositif partage les mémes caractéristiques, qui peuvent étre
considérées comme les informations a priori sur la source. Afin de vérifier ces deux caractéristiques,

I'induction magnétique du dispositif est tracée sur une sphére avec un rayon de 10 cm.
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F1GURE 4.20 — Induction magnétique de I'inductance sur une sphere de 10 cm

La Figure 4.20 montre le champ B du dispositif. Celle-ci permet de vérifier que les informations a
priori sur le rayonnement du dispositif. Comme expliqué juste avant, la symétrie et la périodicité de la

fonction HS sont directement reliées a son ordre n et moment m. Il est donc possible d’exprimer les
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informations a priori par :

n + m = impair
{ (4.56)

m = pair
Les composantes harmoniques qui respectent ces conditions sont : QY, Q3 2 QY, Q% Q54, Qg2, 9,
Q2, Q3... Afin de rendre la comparaison plus claire, I'inductance de lissage sera identifiée d’abord sans

information a priori.

Sans informations a priori

50 mesures sont effectuées d’une facon équidistantes, les points de mesures sont présentés sur la
Figure 4.21.

® Point de mesure

FIGURE 4.21 — 50 points de mesures répartis d’une facon quasiment équi-distante sur la surface
sphérique autour du dispositif

Le développement multipolaire du dispositif est réalisé jusqu’a l'ordre 6 (N,q. = 6). Dans ce cas, 48
composantes harmoniques doivent étre déterminées, le probleme est donc bien posé parce qu’on a plus
d’équations que d’inconnues (rang=50). En appliquant la méthode des moindres carrés, les coefficients
harmoniques obtenus & partir de ces 50 mesures sont donnés dans la Table 4.7 (la convention de lecture
de Table 4.7 est donnée dans la Table 2.5; les trois coefficients d’ordre 1 est en bleu, les 5 coefficients

d’ordre 2 sont en rouge...).

- + —0.0679 | 34-107% | -1.7-1073| 1.7-1072 |-3.9-1073| 1.8-1072
N=1| -0.0416 48.9 1.3:1002 | -1.0-1072| -1.9-1072| —=1.3-1072| 1.5-1073
N=2|14-103 | 65-102 | 1.3-102 | —-9.6-1072 |-0.33-10%| -1.9-1072 | —1.4-1072
N=3| 3.7-1073 =13 —5.9-1072 —-0.29 47-1072 | 521072 | -2.5-102
N=4|-64-103| 1.6-1072 | —1.1-1072 0.11 2.9-1072 | —8.5-1072 —0.17
N=5|-59-107%| 6.9-1072 | 2.9-107% | 5.5-102 —0.24 —-0.30 —0.33
N=6|-76-1072|-1.8-1072| 4.6-1073 | 6.4-1072 | 6.9-102 0.34 0.43

TABLE 4.7 — Coefficients harmoniques pondérés par 7~ ("+2) (r = 0.1 m) obtenus a partir des 50
mesures sans informations a priori

On peut constater que le développement en HS de I'inductance contient presque toutes les compo-
santes harmoniques. Néanmoins, selon les informations a priori exprimées par I’équation (4.56), seulement

les composantes entourées en rouge (Table 4.7) peuvent exister. Les autres composantes harmoniques sont
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dues au bruit de maillage et au « repliement » du probléme inverse. Ces composantes peuvent perturber
la représentation du champ et aussi le calcul de I'inductance mutuelle de maniére significative. Afin de
vérifier la précision des coefficients harmoniques obtenus et quantifier les perturbations des composantes
qui ne devraient pas exister, 300 points supplémentaires sont choisis, uniformément répartis sur la sphere.
Les inductions magnétiques mesurées sur ces 300 points sont comparées avec celles estimées par les com-
posantes harmoniques sur la Table 4.7. L’erreur quadratique relative est calculée pour ces 300 points et

on obtient : € = 6%.

Simplification du modele

Pour prendre en compte les informations a priori, I'idée naturelle est de simplifier le modele, c’est-a-
dire supprimer les composantes harmoniques qui ne devraient pas exister. Il est déja mentionné que les
composantes harmoniques qui respectent I'équation (4.56) jusqu’a Uordre 6 sont : QY, Q3 2, @9, Q3, Q5 %,
ng, Q?, Q2, Q3. En effet, la prise en compte de I'information a priori fait passer le nombre de coefficients
de 48 & 9. En appliquant la méme démarche avec les mémes mesures, les coefficients harmoniques obtenus

a partir des 50 mesures sont présentés sur la Table 4.8.

T~ / / / / / /
N=1 / 49.0 / —0.22-1073 / —4.0-1073 /
N=2 / / / / / / /
N=3 / -1.3 / —0.21 / —29.103 /
N=4 / / / / / / /
N=5 / 6.7-1072 / ~7.5-1072 / —7.5-1072 /
N=6 / / / / / / /

TABLE 4.8 — Coefficients harmoniques pondérés par 7~ ("+2) (r = 0.1 m) obtenus a partir des 50
mesures en simplifiant le modele

L’erreur quadratique relative pour les mémes 300 points est ramenée a £ = 0.2%. L’identification avec
Iinformation a priori est donc environ 30 fois plus précise que celle sans information. Celles-ci montre
I'intérét d’insérer les informations a priori a 'identification des sources & identifier. Cependant, il faut
noter que l'exemple étudié est un cas idéal, qui respecte parfaitement les symétries et les périodicités
que l'on suppose. En pratique, les informations a priori sont souvent acquises par les observations, qui
ne sont donc pas tout a fait exactes. En d’autres termes, les informations a priori ne sont pas toujours
entierement respectées par la source. Dans le cas de source réelle, est-il encore possible d’appliquer les

informations a priori sur la symétrie et la périodicité ?

4.6.2 Source « imparfaite »

Reprenons I'exemple précédent. Cette fois, les fils d’alimentations sont pris en compte et le bobinage
est légérement déplacé de (4,2,6) mm comme présenté sur la Figure 4.22.

Une spire rectangulaire de courant est ajoutée pour modéliser les fils d’alimentation. Celle-ci détruit
complétement les informations a priori, parce qu’elle n’est ni anti-symétrique, ni périodique. L’induction
magnétique autour du dispositif est tracée sur la Figure 4.23.

On peut constater que le rayonnement n’est plus anti-symétrique mais le changement n’est pas tres
important. En fait, le rayonnement des fils d’alimentation est relativement plus faible que celui de I'induc-
tance elle-méme, et le décentrage du bobinage est faible : les composantes harmoniques en dehors des neuf

composantes principales peuvent exister, mais restent probablement peu importantes. Alors, comment
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Chapitre 4 — Probléme inverse

Fils d’alimentation

& Flux

FIGURE 4.22 — Inductance de lissage étudiée sous Flux3d avec les fils d’alimentation

ISOVAL 1
61,885E-6

54,892E-6

& Flux

FiGURE 4.23 — Induction magnétique du transformateur avec les fils d’alimentation sur une
sphere de 10 cm

pouvons-nous utiliser ces informations? Comme dans le cas de source « parfaite », on commence 1’étude

par le cas sans informations.

Sans informations a priori

La méme démarche que la section précédente est effectuée : 50 mesures pour identifier le dispositif

jusqu’a lordre 6. Les coefficients harmoniques obtenus sont montrés dans la Table 4.9 :

Par rapport aux coefficients harmoniques de la source « parfaite », les coefficients hors des 9 principales
sont modifiés, a cause des fils d’alimentation et de la translation du bobinage. Ensuite, I’erreur quadratique
relative est calculée et on obtient : ¢ = 5.2%. La précision est presque la méme que celle de la source

« parfaite ».
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4.6. Information a priori sur la géométrie

_ + —0119 | -73-1073|-1.0-1072| 1.4-1072 | -3.9-1073 | 2.9.1072
N=1| -0.649 49.4 0.10 231072 | -3.8-1072|-91.2- 1073} 7.7-10~*
N=2 —1.7 —0.72 1.1 —6.5-1072| 9.1-1073 | -1.5-1072 | -7.8-1073
N=3|-76-102 —1.24 —0.12 —0.30 41-1072 | 4.4-1072 | -2.0-102
N=4| 74.-1072 | -8.5-1073 | —4.7-1072 0.12 —3.4-1072| -7.2-1072 —0.15
N=5|-11-10"2| 75-1072 | 54-.1073 | 4.1-1072 —0.20 —0.27 —0.29
N=6|-13-10"2|-1.6-1072| 6.9-1073 | 5.6-1072 | 6.2-10~2 0.30 0.38

TABLE 4.9 — Coefficients harmoniques pondérés par r—("+2) (7 = 0.1 m) obtenus & partir des 50
mesures sans informations a priori

Simplifier le modele

Il a déja été montré que les informations a priori ne sont plus entiérement respectées en prenant en
compte des fils d’alimentation. Que se passe-t-il si nous simplifions encore le modele ? Les coefficients sont
montrés dans la Table 4.10.

T~ / / / / / /
N=1 / 49.4 / 1.9-1072 / 6.8-1073 /
N=2 / / / / / / /
N=3 / -1.3 / —0.23 / ~1.9-102 /
N=4 / / / / / / /
N=5 / 6.4-1072 / ~3.2.1072 / ~8.8-1072 /
N=6 / / / / / / /

TABLE 4.10 — Coefficients harmoniques pondérés par r—(+2) (r = 0.1 m) obtenus a partir des
50 mesures en simplifiant le modele

L’erreur quadratique calculée est : ¢ = 5.4%. En fait, en simplifiant le modéle, I'identification est moins
précise que celle sans informations. Ceci est totalement logique, parce que les composantes harmoniques
liées aux fils d’alimentation et la translation du bobinage ne sont pas du tout considérés. Pour conclure,
il est déraisonnable de simplifier le modele harmonique lorsque les informations a priori sont incertaines.
Par contre, il existe d’autres méthodes qui permettent de prendre en compte ces informations a priori

incertaines, ces méthodes seront expliquées par la suite.

4.6.3 Méthode des moindres carrés sous contraintes

Comme mentionné dans la section 4.5.1, le principe de la méthode des moindres carrés est de chercher
la solution Q qui minimise la distance entre le modeéle A - Q et la mesure B. Les informations a priori
sont incertaines, mais les composantes harmoniques non principales sont relativement faibles. Ceci peut
se traduire par —k < Q' < k pour les composantes a part les 9 principales, avec k£ une petite constante.
Ainsi, les contraintes sont ajoutées dans la résolution du probléme avec la méthode des moindres carrés,
qui s’exprime alors :

minimiser |AQ — B||2

(4.57)
Contraintes : (<Q<u
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Chapitre 4 — Probléme inverse

ou ¢ et u sont les vecteurs de données avec la méme dimension que Q. Par contre, il n’est pas pratique
de définir les limites des valeurs pour chaque composante harmonique. Un autre point de vue est de

minimiser la norme de Q, qui peut s’exprimer par :

minimiser [|[AQ — Bll2 + ¢ |Q||2 (4.58)

|| - ||l2 représente la norme 2. £ est un parametre de pondération entre les deux normes.

Le probléeme de minimisation sous contraintes peut étre résolu par un module de Matlab, qui s’appelle
CVX [GB17]. CVX est un systéme de modélisation basé sur Matlab pour I'optimisation convexe. Plus
de détails sur Poptimisation convexe se trouvent dans [BV10]. Il permet de spécifier des contraintes et les
objectifs a I’aide de la syntaxe Matlab standard.

En appliquant P'algorithme de CV X avec le principe en (4.58), les coefficients harmoniques obtenus

sont présentés dans la Table 4.11.

- + | -58-102|-83-102| -36-10"%| 33-103 | 2.7-1076 |-1.43-10~*4
N=1|-6.1-10"2 49.4 76-1072 | 2.6-1072 | 49-107% | -1.8-107*| 3.0-10*
N=2 —1.7 —0.77 1.1 1.9-1072 | 43-1072 | 52-1073 | 8.7-107%
N=3|-70-1072 -1.3 -6.5-1072| —0.23 55-107% | —1.6-1073 | =3.0-1073
N=4]| 77-1072 | -23-1072 | -3.1-1072| 1.5-1072 | -5.8-1072| 1.9-1072 | —4.7-1073
N=5|-59-103| 68-1072 | 45-107% | -7.0-1072| 2.3-10°6 | -7.6-1072| 1.4-1073
N=6|-83-10°| 42-107* | 6.0-1073 | 1.9-107® | 24-107° | 47-107% | 5.5-107°

TABLE 4.11 — Coefficients harmoniques pondérés par r~("+2) (r = 0.1 m) obtenus & partir des
50 mesures en ajoutant les contraintes

On peut constater qu’en ajoutant les contraintes, certaines composantes harmoniques sont presque
annulées et on peut clairement voir les composantes engendrées par les fils d’alimentation et la translation
du bobinage, tels que : Q3, @3, etc. Au final, Perreur quadratique est calculée et on obtient : ¢ = 0.3%. En

fait, la méthode des moindres carrés sous contraintes est 18 fois plus précise que celle sans information.

En conclusion, la méthode des moindres carrés sous contraintes est assez pertinente pour prendre en
compte les informations incertaines dans la résolution du probléme inverse, ce qui permet d’augmenter
la précision. Néanmoins, le choix du parametre £ exige de la prudence. Si il est défini trop petit, ceci
est équivalent au cas sans informations; si il est défini trop grand, les coefficients harmoniques non
principales seront tous annulés. Il n’est pas évident de choisir a priori ce parametre . Une autre méthode
est donc proposée, permettant de transformer les informations incertaines sous la forme d’une densité de
probabilité. Ainsi les valeurs des coefficients harmoniques non principales ne sont pas strictement limitées.

La méthode est expliquée dans la section suivante.

4.6.4 Maximum a posteriori (MAP)

La méthode du maximum a posteriori est une méthode pour résoudre les problémes inverses sous une
forme de densité de probabilité. La méthode est treés liée au maximum de vraisemblance, mais en prenant
en compte des informations a priori. Cette méthode est aussi appelée 'estimateur Bayésien, parce qu’elle

est basée sur I'inversion Bayésienne. Ainsi, le théoréeme de Bayes sera d’abord introduit.
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4.6. Information a priori sur la géométrie

4.6.4.1 Théoreme de Bayes

Dans la théorie des probabilités et statistiques, le théoreme de Bayes décrit la probabilité d’un évé-
nement, en fonction de la connaissance préalable des conditions qui pourraient étre liées a I’événement

[Bay63] [Dow12]. Cette probabilité est appelée la probabilité conditionnelle, qui est définie comme :

P(B|A) - P(A)

P(AIB) = =25

(4.59)

avec :

e Aet B: événements;

P(A) et P(B) : probabilités a priori des événements A et B. Le terme a priori signifie qu’elle ne
prend pas en compte toute information sur 'autre.

o P(BJ|A) : probabilité d’observer 1’événement B étant donné que A est vrai;

o P(A|B) : probabilité conditionnelle d’observer I’événement A étant donné que B est vrai.

Pour notre probleme, I’événement A représente les coefficients harmoniques que I'on cherche a iden-
tifier, I’événement B représente les inductions magnétiques mesurées ou calculées. Le théoreme de Bayes
permet donc d’obtenir la densité de probabilité conditionnelle des coefficients harmoniques a partir des
observations et des densités de probabilités des parametres. Le probleme linéaire A - Q = B s’écrit donc

comme suit :
PB|Q) - P(Q)

PQIB) = == s

(4.60)

Avec ’hypothese que les incertitudes de mesures sont des bruits blancs qui suivent la loi gaussienne,

nous pouvons reprendre 1'équation (4.29) :

_ 1 (la-Q-BJ?
P(B|Q) = 55 P (— 2 (4.61)
Gréce a la linéarité du probléme, P(B|Q) peut s’écrire sous la forme matricielle [Sch06] :
1
PBIQ) ~exp [-3(A-Q-B)' 8. (4-Q- B (1.62)

S, est la matrice de covariance des mesures, qui représente I'incertitude de chaque mesure. Supposons
maintenant que nous connaissons un vecteur Qq, qui représente les coefficients harmoniques a priori. De
la méme maniere, la densité a priori peut s’écrire comme :

P L b.sgt 4.63
(Qo) ~~ exp _i(Q_QO) Sp - (Q—Qo) (4.63)

Sy est la matrice de covariance de 'information a priori qui représente son incertitude. C’est une

matrice carrée, de dimension égale au nombre de coefficients harmoniques considérés. En appliquant

I'équation (4.60), on obtient :

P(QB) = P(B|Q) - P(Q)

1 1 (4.64)
~oxp|-3(A-Q-B)' 8.1 (A-Q-B) - ;(Q- Qo) S;' (Q- Q)

4.6.4.2 Méthode du maximum a posteriori

La méthode du maximum a posteriori cherche la solution de Q la plus probable, qui maximise donc la
probabilité a posteriori P(Q|B). Il faut noter qu’il existe d’autres types d’estimateurs tels que le minimum

de variance et le maximum de la moyenne a posteriori [Kay93], mais dans ce travail on se focalise sur la
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Chapitre 4 — Probléme inverse

méthode MAP, parce que les calculs sont simples et il existe toujours une solution.

[Tar04] a donné la solution qui maximise P(Q|B). La solution Qarap peut étre exprimée sous trois

formes :
Quap = (ATS,'A +S51) 1 (ATS,'B +5,'Qo) (4.652)
= Qo+ (ATS,'A+5;1)TATS /(B - AQ) (4.65b)
= Qo + SoAT(AS)AT +8,,) (B - AQy) (4.65¢)

On peut constater sur (4.65b) et (4.65¢) que la solution de la méthode du maximum a posteriori est
au voisinage de 'information a priori, donc une information a priori complétement fausse dégradera bien
str I'identification du dispositif inconnu.

En fait, lorsque Sg est trop importante, 'information a priori est trop incertaine et est évincée

directement dans le calcul, parce que [Pin14] :

Sy — o0 = S;t—0 (4.66)

Dans ce cas, a partir de (4.65a), on peut constater que Sy et Qg ne sont pas pris en compte. Ceci
peut donc étre considéré comme une absence d’information a priori, qui revient donc au méme que de la

méthode du maximum de vraisemblance sur ’équation (4.51) :
Quv = (ATS'A)'ATS 1B (4.67)

Le comportement est le méme pour les mesures. Si les variances des mesures sont trop grandes par
rapport & Uinformation a priori (S,, — 00), les mesures ne sont donc pas considérées dans la résolution
et on obtient finalement Q= Qp.

Il est intéressant de noter que 1'équation (4.67) est la méme que la méthode des moindres carrés
pondérée par S,,. Si on ne connait pas I'incertitude de mesures S,,, la solution revient a celle de moindres
carrés :

Quc =(ATA)T'A™B (4.68)

La question maintenant est comment appliquer la méthode MAP pour rendre les informations a priori

utiles ?

4.6.4.3 Application sur 'information a priori géométrique

Reprenons I'exemple de I'inductance de lissage avec ses fils d’alimentation. On sait que les composantes
harmoniques, a part les 9 principales, sont relativement faibles : comment rendre cette information utile ?

Les coefficients obtenus en simplifiant le modele sont pris comme une information a priori, qui est
représentée par Qg. Ensuite, une variance est donnée pour chaque composante harmonique, qui est re-
présentée par Sy, qui est une matrice diagonale proportionnelles a la matrice identité. Il est important
de noter que la variance est le carré de 'incertitude, dans ’exemple de 'inductance de lissage, la compo-
sante harmonique principale est d’environ 50, une variance de 10 est alors donnée a chaque composante
harmonique.

En appliquant (4.65), les coefficients harmoniques peuvent étre obtenus, ils sont présentés dans la
Table 4.12.

On peut constater que les coefficients sont légerement différents par rapport a ceux de la méthode
des moindres carrés sous contraintes et l'erreur est : ¢ = 0.9%.

Comme pour la méthode des moindres carrés sous contraintes, le choix de la variance Sy exige de la
prudence. Comme présenté en Figure 4.13, si la variance est définie trop grande, on retrouve les résultats

le cas sans informations, si la variance est définie trop petite, il revient au méme que de simplifier le
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- + | -57-102|-13-102|-70-103| 6.2-1073 | 1.7-10~* | —-6.7-1073
N=1| -045 494 66-102 | 27-1072 | 62-107° | 6.2-107* | -1.1-107°
N=2| 14 —0.66 0.97 1.0i072 | 4.0-1072 | 22-1073 | 3.6-1073
N=3|-66-10"2 -1.3 —6.3-1072| —0.24 29.1073 | -1.2-107*| -9.2-103
N=4| 73.1072 | -2.3-1072| —2.6-107%| 2.1-102 | —-6.3-1072| 1.0-10~2 | -1.8-1072
N=5|-68-10"%| 68-10"2 | 6.9-1073 | —=5.5-1072| —6.6-1073 | —8.8-1072 | —4.2-1072
N=6| 1.6-1072 | 35-107% | 53-1073 | 55-107% | 2.7-1072 | 2.2-1072 | 3.4-1072

TABLE 4.12 — Coefficients harmoniques pondérés par r—("+2) (r = 0.1 m) obtenus & partir des
50 mesures avec la méthode MAP

5.5

Simplification du modele Sans | a_priori
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TABLE 4.13 — Erreur quadratique relative en fonction de Sg
modele.

4.6.4.4 Autres applications

L’information a priori de la méthode du maximum a posteriori est définie par sa moyenne et sa
variance, il est donc aussi possible d’insérer une connaissance totale des coefficients harmoniques. Cette
information peut venir des mesures, de la modélisation ou des deux. Ces informations peuvent étre incer-
taines, mais permettent quand-méme d’améliorer la résolution du probléme lorsque elles sont correctes.
Un autre avantage de la méthode MAP est qu’elle nous permet non seulement d’estimer tous les co-
efficients harmoniques, mais aussi les incertitudes sur chaque composante. La matrice de covariance de

Qurap est donné par [Tar04] :

Spap = (AS'A +8;1) ™!

(4.69)
=Sy — SoAT(AS)AT +8,,) 1AS,

La diagonale de Sjp;ap représente la variance de chaque coefficient harmonique. Un exemple de
probléme interne est donné dans [Pinl4] pour les fils électriques dans une voiture. Le principe est le
méme pour les problemes externes. Afin de mieux comprendre la méthode, elle est appliquée & I’exemple
de I'inductance de lissage sera montré.

En pratique, on connait souvent approximativement la forme de I'objet a identifier, mais pas exacte-

ment tous les parametres. L’idée est d’effectuer des modélisations en éléments finis en faisant varier tous
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Chapitre 4 — Probléme inverse

les parameétres géométriques. Puis d’établir I'information a priori, c’est-a-dire obtenir Qg et Sy a partir
de ces échantillons. De cette maniere, le nombre de mesures peut étre largement réduit pour identifier le
dispositif inconnu.

Reprenons la bobine de lissage de la Figure 4.22, la forme du bobinage, la position des fils d’alimen-
tations, les dimensions du noyau, etc, ne sont pas connues exactement. 20 essais sont effectués avec les

différents parametres géométriques. 8 exemples sont donnés sur la Figure 4.24.

L L
@ Flux @ Flux @ Flux @ Flux
] ‘ T | § /;;\f'}/j >
S S S
@ Flux @ Flux @ Flux @ Flux

FIGURE 4.24 — 8 exemples de bobines modélisés sous Fluz3d

Les coefficients harmoniques sont calculés pour chaque essai et leur moyenne donne Qg, présenté dans
la Table 4.14.

- T ] 40-103 | 66:-10% | 1.6-1073 | 23-1073 | -8.1-107* | —6.6-10*
N=1| 068 76.2 1.8-102 | 40-1073 | 8.7-107% | -3.8-107*| 4.5-103
N =2 0.46 —3.3.1073 —0.22 7.6-1073 | 6.2-107° | 2.2.107% | —-9.6-107°
N=3|-78-102 —4.7 4.9-1072 -1.1  |-048-107% —1.7-1073 | —4.3.10~*
N=4| 42-103 | 35-1073 | 1.0-1072 | —6.4-107%| 2.5-1072 | —6.1-1073 | 4.4.1073
N=5|-85-107° 0.70 5.0-1073 -0.19 | -41-1073| -0.18 2.9-1073
N=6]| 34-107% | -2.2-107% | -7.3-1073 | 86-107° | —6.7-107*| -1.5-1073 | —=1.1- 1072

TABLE 4.14 — Qg pondérés par 7~ ("+2) (r = 0.1 m) calculé & partir des 20 essais

De méme, la matrice de covariance Sy peut également étre obtenue. Il faut noter ici que les parametres
du vrai dispositif & étudier ne sont pas inclus. Ensuite, a titre d’exemple, 4 points équidistants (répartis
sur les quatre sommets d’un tétraédre régulier) sont choisis pour identifier le dispositif sur la Figure 4.22,
jusqu’a Pordre 6. Comme avant, 300 points uniformément répartis sur la sphére de mesure (une sphere
de rayon r = 10 cm) sont choisis comme références, pour comparer la précision des coefficients obtenus.
Les erreurs quadratiques relatives sur les inductions magnétiques de ces 300 points € sont calculées et
données dans la Table 4.15.

La méthode du maximum du vraisemblance possede ici une erreur extrémement importante. C’est
logique, parce qu’avec 4 équations et 48 inconnues, le probléme est donc mal posé, ce qui conduit facilement
a une solution sans sens physique. L’erreur sur 'information a priori est aussi tres élevé car elle ne

correspond pas au vrai modele. Par contre, la méthode du maximum a posteriori, qui est ’ensemble des
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Maximum de vraisemblance | Information a priori | Maximum a posteriori

(%) 842 50.5 0.063

TABLE 4.15 — Erreurs quadratiques relatives sur les inductions magnétiques pour la méthode du
maximum de vraisemblance, I'information a priori et la méthode du maximum a posteriori

deux, possede une excellente précision, avec les coefficients harmoniques comme donnés dans la Table 4.16.

- T —7.2 56-107% | —1.1-1072| 1.0-1073 | -1.2-1073 [ =6.2- 104
N=1| -063 49.7 0.10 3.0-102 | 1.5-1072 | 1.8-1073 | 9.1-1073
N=2| -153 —0.75 0.92 1.6-1072 | 55-107% | 5.9-1073 | —4.2-1073
N=3|-77-102 —2.4 ~1.8-1072| —-086 |-1.1-1072|-73-107*|-9.6-1074
N=4 0.10 —2.6-1072| -3.1-1072| 2.7-1072 | =5.7-1072 | -1.4-107® | =5.9- 1073
N=5|-49-10"° 0.33 36-107% | 5.0-1072 | -1.8-1073| —-6.0-1073 | 2.7-1073
N=6(-38-10"%| 5.7-107% | 3.2-107 | 87-107* | 8.6-107° | 3.5-107% | 1.7-1073

TABLE 4.16 — Coefficients harmoniques pondérés par 7~ ("*2) (r = 0.1 m) calculés avec la mé-
thode du maximum a posteriori

L’incertitude de chaque coefficient harmonique peut étre calculée a partir de Sp. Par exemple, on
trouve : 5Q? = 2.65, 6Q§ = 1.28, etc.

En fait, cette approche est tres intéressante pour plusieurs raisons. La premiere est qu’elle permet
d’associer les modélisations numériques et les mesures. Deuxiémement, elle permet de rendre utiles les
résultats obtenus précédemment (en modélisations ou en mesures) et de diminuer largement le nombre de
mesures, pour obtenir une bonne précision. Par exemple, pour vérifier le rayonnement d’un dispositif sur
une chaine de fabrication, au lieu d’effectuer une grande série de mesures, seulement quelques mesures
sont suffisantes pour caractériser la source, en se basant sur l'information a priori. Troisiemement, cette
approche peut étre une combinaison parfaite avec la méthode des mesures équi-distantes, proposée dans
la section 4.5.5. Le dispositif inconnu peut étre identifié pas a pas en estimant des coefficients harmoniques
d’ordre de plus en plus élevé, en mettant le capteur de plus en plus proche, et en utilisant les derniers
coefficients identifiés comme information a priori.

Par exemple, en utilisant la méthode de mesures montrée sur la Figure 4.17, une démarche hiérar-
chique peut étre établie. La premiére étape est d’effectuer 12 mesures, pour identifier les composantes
d’ordre 1 et 2. S’il est trouvé que le résidu d’estimation est trop important, 30 mesures seront ajoutées.
L’identification sera effectuée pour N = 3,4,5, en utilisant les coefficients de N = 1,2 qui sont déja
obtenus comme information a priori. Si le résidu n’est toujours pas suffisant, 120 mesures seront ajoutées
et 'ordre maximal considéré pour l'identification peut aussi augmenter. Petit a petit, nous enrichissons

notre information a priori et augmentons la précision de 'identification.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le probléeme inverse dont la résolution permet de déterminer
les coefficients harmoniques inconnus d’un dispositif. Nous avons vu qu’il existe trois critéres importants
pour que ce probleme inverse soit bien posé : I’existence, 'unicité et la stabilité. Des outils mathématiques
ont été présentés, permettant de vérifier ces trois criteres.

Ensuite, plus de détails sur la résolution du probléme inverse ont été présentés, notamment la méthode
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des moindres carrés. La propagation des incertitudes de la méthode est aussi étudiée, ce qui conduit au
choix optimal de la dimension du capteur et de I’ordre optimal du développement. Les différentes méthodes
de mesures sont également discutées, et il est montré que les mesures équi-distantes sont les plus adaptées.
Enfin, les moyens d’utiliser de I'information a priori ont été étudiés, afin d’augmenter la précision de
la résolution ou de diminuer le nombre de mesures nécessaires.
Jusqu’ici, tous les résultats présentés sont théoriques ou numériques. Pour enrichir ce travail et valider
finalement toutes les conclusions obtenues, la confrontation a I’expérience est nécessaire. Voici donc tout

I’enjeu du dernier chapitre de ce document.
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CHAPITRE 5

Approche expérimentale

5.1 Introduction

Les quatre premiers chapitres se sont concentrés sur la théorie et la méthode du développement
en harmoniques sphériques et sur la résolution du probleme inverse. Afin de valider notre approche, la
confrontation avec ’expérience est indispensable.

Tout d’abord 'objectif de ce chapitre est de présenter notre systeme de mesure, y compris la calibra-
tion, les appareils, etc. Une premiere validation avec les spires en circuits imprimés est ensuite effectuée.
Enfin, les champs proches d’une inductance de lissage et d’une bobine torique sont mesurés et reconstruits.
Ceci nous permet de calculer I'inductance mutuelle entre elles pour n’importe quelle position relative, ces

résultats sont comparés aux mesures.

5.2 Présentation du systéme de mesure

Une photographie du systeme de mesure est présenté sur la Figure 5.1.

Capteur (spire)

FIGURE 5.1 — Systéme de mesure

Le systéme est constitué par les différents éléments suivants :
e Analyseur de réseau (VNA) : alimente le dispositif & identifier et mesure le rapport de tension
entre la source et le capteur;
e 2 moteurs pas a pas : réalisent les rotations automatisées;
o Générateur basse fréquence : alimente les deux moteurs;
e PC : contrdle les positions du capteur et acquiert les mesures du VNA ;
e Banc de mesure : déplace le dispositif et le capteur afin de mesurer I'induction magnétique sur

une surface sphérique.
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Le schéma de principe est donné sur la Figure 5.2.

générateur

moteur Banc de mesure

—_—

VNA
FIGURE 5.2 — Schéma de principe du systéme de mesure

Pour éviter les champs parasites dus aux courants induits, aucun matériau conducteur n’est utilisé
pour la construction du banc, de la méme maniere, aucun matériau ferromagnétique est utilisé. Le banc
est réalisé en PVC (polychlorure de vinyle). Le principe du banc de mesure a déja été présenté au chapitre
4. Deux mouvements de rotations peuvent étre réalisées via : un bras, support de capteur, effectue une
rotation par rapport & I'axe vertical (#) et le support de source tourne autour de I’axe horizontal (). La
transmission du mouvement est réalisée par des courroies crantées, ce qui permet d’éloigner les moteurs,
pour éviter leurs influences parasites. Les moteurs pas a pas possedent une précision angulaire de 0.1
degré.

La hauteur du support peut étre réglée pour que I’équipement sous test (EST) soit placé au centre de
la sphére de mesure. Le capteur est une spire circulaire, en circuit imprimé. Il est montré au chapitre 2
que dans la bande de fréquence de notre étude (20 kHz~20MHz), la spire en circuit imprimé se comporte
comme une spire filaire. Le flux d’induction magnétique peut donc étre mesuré par le capteur spire posée

sur la sphere, avec toutefois une limitation mécanique : —130° < 6 < 130°.

5.2.1 Analyseur de réseau (VINA)

D’une part, pour mesurer la réponse en fréquence d’un dispositif ou un systéme, on utilise souvent
un générateur sinusoidal et un oscilloscope. Néanmoins, il faut effectuer une mesure (’amplitude et la
phase du signal) a chaque fréquence. Cela prend beaucoup de temps et la précision n’est pas garantie.

D’autre part, en haute fréquence, les mesures de tension et courant deviennent plus complexes. L’ana-
lyseur de réseau est une solution qui permet de surmonter ces deux difficultés. C’est un instrument qui
permet de mesurer les parametres S d’un quadripole sur une bande de fréquence. Pour comprendre ceci,
nous commencerons donc par faire quelques rappels sur le principe du quadripdle.

Le quadripdle peut étre représenté de deux fagons : soit par les tensions et courants, soit par les ondes

incidentes et réfléchies. Le principe est présenté en Figure 5.3.
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I I
o— > | 7 5 )

a f + b
by Vi Quadripole Vo o as
- _ _ -
o—— ——————0

FIGURE 5.3 — Systéme d’un quadripole

La relation entre les tensons et les courants peut étre décrite par la matrice d’impédance :

Vi _ Zu Zi | | L (5.1)
Vo Zo1 Lo P

——
v Z I

La matrice Z représente la matrice d’impédance pour un quadripole. Les ondes a1, as, b1 et by peut

étre exprimées en fonction des tension et courants :

u Vi + Zoly a Vo — Zpls
1 = - 2 = —-———
N2 "7 52)
Vi — Zoly Vo + Zols '
b = ——— by = ——%

AV 2V Zy

Zy représente I'impédance caractéristique. De la méme maniere, la relation entre les ondes peut étre
décrite par [Orf] :

b1 _ S Si2 ] ai (5 3)
by Sa1 Soo as
b S

La matrice S contient I’ensemble des parameétres S, chaque élément de la matrice est obtenue en
faisant un rapport entre les énergies des deux ondes : une onde transmise ou réfléchie b,, et une onde

incidente a,,. Dans le cas ou ay = 0, cela signifie que le port 2 du quadripole est adapté (en pratique, on

a souvent Zy = 5010), alors S1; = Z—l est le coefficient de réflexion vu par le port 1 et Sy = 2—21 est le
coefficient de transmission du port 1 au port 2.

Le parameétre Sao est obtenu en alimentant uniquement le port 2, a; = 0, en mesurant le rapport by /as,
ce parameétre correspond au coefficient de réflexion sur le port 2. De méme, en alimentant uniquement
le port 2 et en mesurant by /ag, on évalue le parameétre Syo, coefficient de transmission du port 2 vers le
port 1.

Selon ’équation (2.111), pour déterminer le flux d’induction magnétique & travers le capteur, il faut
seulement déterminer Lo; entre le capteur et 'EST, ceci revient au méme que de mesurer I'impédance
Z91 du quadripole. Néanmoins, notre analyseur de réseau permet de mesurer le parametre Sy; sur une

large bande de fréquence. La relation entre les matrices S et Z est définie par :

S=(Z—-Z0)(Z+ ZI)"! Z=(1I-8)"'1+9)7% (5.4)
I représente la matrice identité et Zy est 'impédance caractéristique (50 €2). On a alors :

2207221
(Z11 + Zo)(Zaz — Zo) — Z12Zn

So1 = (5.5)

Z11 et Zas représentent respectivement 'impédance de 'EST et I'impédance du capteur. Le terme
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Z12751 peut étre négligé car il est suffisamment petit devant (Z11 + Zy)(Z22 — Zp). On a alors :

So1 - (Z11 + Zo)(Zaz2 — Zy)
27

Zn = (5.6)
Pour conclure, afin de déterminer le flux d’induction a travers le capteur, il suffit de mesurer le So;

et les impédances de 'EST et du capteur.

5.2.2 Bande passante de résolution

« La résolution d’un analyseur de spectre dépend de la bande passante et du gabarit du filtre fi, mais
également de modulations de fréquences résiduelles et du bruit de phase de l'oscillateur local » [Mul00].
La bande passante de résolution (RBW : resolution bandwidth) est un parameétre trés important pour
I’analyseur de réseau, qui détermine le niveau de bruit et la proximité de composantes distinctes en

fréquence. Le principe est présenté en Figure 5.4.

. " .
Mélang Détect
| i elangeur 3 dB BW 3dB ecteur
N 6;) |> . =
rd
Spectre y
d'entrée
Filtre fi / RBW
G@
Rampe M’

AT A

Affichage /\ N

FIGURE 5.4 — Principe de I'influence de la bande passante de résolution [Mul00]

Il est clair que la bande passante de résolution ne peut pas étre infiniment fine. La réduction de la
bande passante de résolution diminue le niveau de bruit mesuré et vice versa. Cela s’explique par le fait
que les RBW plus élevés transmettent plus de composants de fréquence que des RBW inférieures, donc
un RBW plus élevé entraine un niveau de bruit de mesure plus élevé. Cependant, le temps de balayage en
fréquence est largement réduite lorsque la RBW est augmenté. C’est toujours un probleme de trouver le
compromis entre la précision et le temps de mesure. Une étude sur 'influence du parametre RBW sur la
précision de mesure est effectuée pour notre VNA. 25 mesures sont effectuées sur un méridien d’une sphere
de mesure d’une spire de courant pour différents RBW. Chaque mesure (B]") est basée sur un balayage
en fréquence de 51 points. Les flux d’induction mesurés, calculés par les coefficients harmoniques, sont
choisis comme la référence (B!') et I'erreur quadratique relative est calculée pour chaque RBW donné

par :
51/ pm r
2 _ 1 (Bz _Bi)2 (5 7)
SRR '

Les résultats sont donnés sur la Figure 5.5.
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FIGURE 5.5 — Mesures des flux d’induction magnétique pour différentes RBW

t représente le temps de mesure. La conclusion précédente est donc vérifiée : plus la RWB est petite,

trouver un compromis entre ces trois parametres.

plus la mesure sera précise, et le temps de mesure sera plus important. La Figure 5.6 nous permet de

Dans ce travail, la bande passante de résolution est choisie a 10 Hz, qui est largement suffisant pour

5.2.3 Interface graphique

scanner I'induction magnétique autour de I’EST avec une bonne précision.

Une interface graphique a été développée en JAVA ! permettant premiérement de contrdler les po-

1. par Olivier Fabregue

139

sitions de mesures via deux cartes de commandes pour piloter les moteurs pas a pas. Deuxiemement



Chapitre 5 — Approche expérimentale

104 T T T T ——5 102
—— temps de mesure
—o— erreur

102

Temps de mesure (s)
Erreur (%)

10() (| (| \\\\H\‘ Lo —l()()
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FIGURE 5.6 — Temps de mesure et erreur quadratique en fonction de la RBW

elle permet de sauvegarder et acquérir les mesures sur chaque position par réseau Ethernet. L’interface
graphique est présentée en Figure 5.7.

La partie commande des moteurs nous permet non seulement de controler les mouvements des mo-
teurs, mais aussi d’obtenir la position exacte du capteur. Il existe deux modes de fonctionnement, chacun
posseéde une méthode de mesure différente. Le premier mode est la mesure équi-angulaire. Celui-ci définit
un intervalle et aussi un pas pour 6 et . Le deuxieme mode nous permet de définir une suite de couples de
coordonnées angulaires a mesurer, qui rend la mesure équi-distante possible. La partie de la configuration
du VNA est présentée sur la Figure 5.8. Elle permet de définir tous les parameétres du VNA, tels que la
fréquence de balayage, RBW, le moyennage, la puissance de la source, etc.

5.3 Validation pour deux boucles de courant

Les premiéres mesures ont été effectuées pour deux spires circulaires, afin de valider notre systéme
de mesure et ’approche du développement en harmoniques sphériques. Les deux spires sont présentées
en Figure 5.9.

Les deux spires circulaires sont réalisées en circuits imprimés, avec les fils d’alimentations torsadés.

Des "legos techniques" sont utilisés pour fixer les sources a mesurer, ce qui permet de contréler leurs

postions relatives et l'origine du développement harmonique.

5.3.1 Caractérisations des deux spires en circuit imprimé

Chaque EST est mesuré séparément et on commence par la spire de 5 cm. Comme montré dans
Iéquation (5.6), pour calculer le flux d’induction magnétique sur chaque position, il faut déterminer
Z11 et Zas, c’est-a~dire les impédances de 'EST et du capteur. Les impédances peuvent étre mesurées
directement par un analyseur d’impédance Agilent 4294A présenté sur la Figure 5.10. Cet instrument
permet de mesurer I'impédance d’un composant ou d’un circuit électrique sur une bande de fréquence.

L’impédance de la spire de 5 cm est mesurée, avec bien stir son fil d’alimentation coaxial de 2 m. Les

résultats sont donnés en la Figure 5.11.
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FIGURE 5.7 — Interface graphique
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FI1GURE 5.8 — Configuration de VNA dans 'interface graphique

L’impédance de 'EST est mesurée en fonction de la fréquence entre 100 kHz et 1 MHz. La partie réelle
et la partie imaginaire sont représentées respectivement en bleu et rouge. On peut constater que la partie

réelle est presque une constante et reste négligeable devant la partie imaginaire, qui est proportionnelle &
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FI1GURE 5.10 — Analyseur d’impédance
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FI1GURE 5.11 — Impédance mesurée de la spire de 5 cm avec le fil d’alimentation en fonction de
la fréquence

la fréquence. Ceci permet de montrer que Z1; est un « RL » pure avec R ~ 0.6 et L ~ 1.8 uH. Zs5 qui
représente I'impédance du capteur doit aussi étre mesurée. Il est mentionné plusieurs fois que le capteur
est aussi une boucle de courant de 5 cm, et son impédance est également la méme que Z1;. Les deux
spires seront étudiées a 500 kHz.

L’étape suivante est de mesurer I'induction magnétique autour de 'EST avec le systeme de mesure
automatisé. A cause de la contrainte mécanique, le mouvement du bras vertical est limité entre -130 °
et 130 °. Afin d’avoir un meilleur rapport signal sur bruit, le capteur est placé au plus pres possible
avec une distance de 12.8 cm du centre de sphére de mesure. Il est montré au chapitre 4 que la méthode
équi-distante est la meilleure méthode de mesure pour identifier une source inconnue et possede le plus
faible conditionnement. En se basant sur la méthode itérative a partir d’un icosaede (Figure 4.17), 131
points de mesures sont choisis, répartis d’une fagon équidistante sur la sphere. Les résultats de mesures

sont donnés sur la Figure 5.12.

A partir de ces mesures, les coeflicients harmoniques peuvent étre déterminés en appliquant la méthode
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FI1GURE 5.12 — Flux d’induction magnétique mesuré de la spire circulaire de 5 cm sur une sphere
de rpy = 12.8 cm

des moindres carrées. Le critére d’Akaike en équation (4.53) est utilisé pour choisir 'ordre maximal du

développement.

Nmaz 2 3 4 5 6 7

AIC, | =5.71-10% | =5.94-10% | —6.00- 103 | —6.05- 103 | —6.03 - 103 | —6.01 - 10°

TABLE 5.1 — Coefficient d’Akaike corrigé en fonction de I'ordre du développement

Sur la Table 5.1, on peut constater que le coeflicient d’Akaike corrigé est minimisé lorsque Nyqp = 5.
Le développement est donc réalisé jusqu’a l'ordre 5, les coefficients harmoniques sont présentés dans la
Table 5.2.

- + 1 19:10° | -18-1077| -38-10% | -1.5-107? | 8.9-10"!!
N=1|16-10° | 1.3-10® | -51-10°¢| 55-107° | -1.9-107° | —4.7- 10!
N=2|-68-10°| 87-10°% | -24-10¢|-4.0-10"%| -1.1-107 |-3.5- 107!
N=3|-13-100"°|-18-107% | -8.1-107% | =7.1-1077 | 1.2-107% | 3.2-10710
N—=4(-70-1071° 32.107% | -1.0-107% | —2.0- 107 | -8.2-107% | 1.2-107?
N=5|-39-10""] 1.2.107% |-4.7-107''| 6.3-10710 | 1.9-1071° | 7.5.1079

TABLE 5.2 — Coefficients harmoniques de la spire de 5 cm déterminés a partir de 131 mesures

La valeur de la composante principale Q} = 1.3-1073 est exactement la méme que la valeur théorique,
qui est présentée dans la Table 2.6. Les composantes de moment nul sont plus importantes par rapport aux
autres composantes du méme ordre. L’existence de ces composantes moment non nul peut étre expliquée
par trois raisons : la premiére est I'incertitude de mesure (incertitude de position, bruit d’environnement,
etc.) ; la deuxiéme est le dé-centrage de 'EST; la troisieme est le fil d’alimentations. Ce dernier est réalisé
par les fils torsadés, qui risque d’engendrer les rayonnement complexes. Le champ d’induction magnétique
sur la spheére de mesure engendré par ces coefficients harmoniques est calculé et tracé sur la Figure 5.13.

Afin de vérifier les coefficients en Table 5.2, Ierreur quadratique relative du flux d’induction ma-

gnétique estimé est calculée par rapport aux mesures de la Figure 5.12 et on trouve 1.6%. Ceci reste
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FI1GURE 5.13 — Induction magnétique estimée a partir des coefficients harmoniques en Table 5.2
sur la sphere de mesure de rayon 7, = 12.8 cm

acceptable.

La méme approche est effectuée pour la spire de 3 cm; les coefficients harmoniques calculés a partir
de ces mesures sont donnés dans la Table 5.3.

- + 1-90-10°| 66-10%| 1.9-1071° |-3.6-10"1°| 2.0- 107!
N=1|22.106 | 46-10* | 31-10°7 | —2.0-107° |-4.7-1071%| -1.3- 107!
N=2|12-107 | 21-107 | —48-1077| 24-1078 | 1.4-107! |-1.9-10710
N=3|-46-10"19 -1.9-1078 | -6.8-107% | -1.8-1077 | 1.6-1071° | 3.1.101!
N=4|-31-10"1° 2.8.107% |-2.9.10"1°|-1.7-10"1°| —6.3- 10| 3.2.10°%°
N=5|-1.0-10"""] 3.3.10"" |-6.2-1071%|-3.3-10710] 4.2.10713 | 1.6-107'2

TABLE 5.3 — Coeflicients harmoniques de la spire de 3 cm déterminés a partir de 131 mesures

5.3.2 Inductances mutuelles entre les deux spires circulaires en
circuits imprimés

Les objectifs de ce travail ne sont pas seulement d’identifier les sources inconnues, mais aussi de
déterminer le couplage inductif entre deux dispositifs pour n’importe quelle position relative, basé sur les
coefficients harmoniques correspondants.

Rappelons I'expression du calcul de I'inductance mutuelle a partir des coefficients harmoniques de
chaque source (équation (2.126)) :

Ly =

o0 n
112 2 1@uQn (5.8)
n=0m=—n
Reprenons les deux spires en circuits imprimés ; 'inductance entre elles sera calculée en utilisant leurs
coefficients harmoniques, et ensuite comparée avec la valeur obtenue par la méthode de mesure directe.
Commencons par le cas vertical ou les deux spires sont placées comme présentées en Figure 5.14.
La distance d entre les deux spires est contrdlée par les legos techniques. A gauche de la Figure 5.15, le

cas des spires filaires est étudié. Les valeurs analytiques (page 175 dans [Dur68]) de I'inductance mutuelle

144



5.3. Validation pour deux boucles de courant

spire de 3 cm

spire de 5 cm

FIGURE 5.14 — Deux spires en circuits imprimés placées verticalement

sont comparées avec les valeurs calculées avec les coefficients harmoniques pour les différents N,,q.. La
précision augmente avec Ny,q, €t L1s pour Ny,., = 5 est presque la méme que la valeur analytique.
Ensuite, le cas des deux spires en circuits imprimés est étudié. L’inductance mutuelle est mesurée
pour chaque distance, et comparée avec celle calculée avec les coefficients harmoniques, qui sont identifiés
séparément par les mesures. Les résultats sont présentés sur la droite de la Figure 5.15, avec aussi les

valeurs théoriques entre deux spires filaires.

5 T T T T

—— L1 HS théorique Nyqp = 1

451 —o— Ly HS théorique Npqe = 3 ||
Lis HS théorique Npyqp = 5

—eo— L5 analytique i}

T T
—— L5 HS mesurée
L12 mesurée
—— L5 analytique

Inductance mutuelle (H)

I
Inductance mutu

. . . . .
0.24 8 .01(]*2 0.1 012 014 016 018 0.2 022  0.24
d (cm)

FIGURE 5.15 — Inductance mutuelle entre les deux spires filaires (gauche) ; en circuits imprimés
(droite) en fonction de la distance entre elles

On peut constater qu’il existe un petit écart entre Lo mesurée et Lis analytique. Cette différence
provient probablement des incertitudes sur les sources et les fils d’alimentation, qui ne sont pas considérés
en analytique. La valeur calculée en harmoniques sphériques reste aussi trés proche de la mesure directe.
Pour quantifier les erreurs, l'erreur relative sur Lio en HS et Li5 analytique est calculée par rapport a la
mesure, les résultats sont donnés en Figure 5.16.

Sur cette figure, on peut constater que I'inductance mutuelle calculée en harmoniques sphériques pos-
séde une bonne précision avec une erreur inférieure & 10%. Cette erreur diminue lorsque d augmente, plus
les sources sont loin I'une de I'autre, moins N,,q; nécessaire est important pour décrire leurs inductions
magnétiques. Il en est de méme pour le calcul de I'inductance mutuelle.

Les deux sources sont identifiées aussi pour les moments non nuls, ce qui nous permet de calculer
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FIGURE 5.16 — Erreurs relatives sur I'inductance mutuelle calculée en harmoniques sphériques
et sur la valeur analytique par rapport a la mesure

leur inductance mutuelle non seulement lorsque les deux spires sont coaxiales, mais aussi dans l'autre
situation. Un autre exemple avec décalage horizontal suivant ’axe = est donc donné. La configuration des

deux sources est présentée sur la Figure 5.17.

spire de 5 cm

spire de 3 cm
A
o
b
o

FIGURE 5.17 — Deux spires coplanaires en circuits imprimés

Les deux spires en circuits imprimés sont placées cote a cote d’une fagon coplanaire. d est la distance
entre les deux origines du développement. L’inductance mutuelle entre elles est étudiée pour les différentes
valeurs de d. Les résultats sont présentés en Figure 5.18.

On peut constater que 'inductance mutuelle calculée par 'approche en harmoniques sphériques est
tres proche de celle mesurée directement. Son erreur relative est donnée sur la Figure 5.19.

De manieére similaire au cas coaxial, I'erreur relative de I'approche en harmoniques sphériques est
faible (inférieur & 10%) et diminue lorsque la distance entre les deux sources augmente. Ceci s’explique
par le fait que plus les deux sources sont loin I'une de 'autre, moins N,,,, nécessaire est important pour
calculer I'inductance mutuelle entre elles. Lorsque les sources sont suffisamment loin I’'une de I'autre, seule

la composante d’ordre 1 est requise pour calculer I'inductance mutuelle.
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FI1GURE 5.18 — Inductance mutuelle entre les deux spires en circuits imprimés en fonction de la
distance entre elles
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FIGURE 5.19 — Erreurs relatives sur I'inductance mutuelle calculée en harmoniques sphériques
par rapport a la mesure

5.3.3 Propagation des incertitudes

Estimation des incertitudes en répétitions de mesures

En pratique, il est toujours important de déterminer la précision d’une série de mesures, c’est-a-dire
de connaitre les incertitudes des mesures et aussi des résultats finaux, obtenus a partir des mesures. Une
étude théorique a déja été effectuée dans §4.5.2. L’incertitude de mesure de flux d’induction magnétique
sur chaque position peut étre déterminée par répétition de la mesure. Reprenons ’exemple des deux spires
coplanaires. 7 séries de mesures ont été effectuées pour chaque source, ceci nous permet de déterminer
By et 6B dans les équations (4.40) et (4.41). On peut donc en déduire Q et §Q en appliquant (4.40) et
(4.41). Les résultats sont donnés dans la Table 5.4.

On peut constater que les composantes d’ordre faible (N = 1, 2 et 3) ont une bonne précision, c’est-a-
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TABLE 5.4 — Coefficients harmoniques des deux spires en circuits imprimés déterminés a partir

de 7 répétitions

dire elles possedent une faible incertitude relative. Par contre, les incertitudes sur certaines composantes
d’ordre élevé (N = 4, 5) sont tres importantes. Ceci est di a la distance de 12.8 cm pour les deux sources,
Iinduction magnétique correspond au N = 4,5 est tres faible par rapport a celle de N = 1,2,3. Pour
augmenter la précision des coefficients d’ordre élevé, il faut mesurer plus pres de la source. Par contre, a
cause des contraintes mécaniques, la distance de mesure est au moins 12.8 cm.

En appliquant les équations de propagation des incertitudes montrées en (4.37) et (4.38), I'incertitude
sur I'inductance mutuelle peut aussi étre déterminée. Dans le cas des deux spires horizontales, les résultats

sont présentés sur la Figure 5.20.
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FIGURE 5.20 — Inductance mutuelle entre deux spires horizontales en fonction de la distance
entre elles

Ly est 'inductance mutuelle calculée en harmoniques sphériques, or,,, représente 1'écart-type sur
I'inductance mutuelle calculée a partir des coefficients harmoniques et leur incertitudes dans la Table 5.4.
Comme expliqué au chapitre 4, 'incertitude nous permet d’écrire une variable sous une forme d’intervalle,

qui correspond a un intervalle de confiance. En faisant ’hypothese que L5 suit une loi normale, 'intervalle
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5.3. Validation pour deux boucles de courant

de confiance est donc ce qui est présenté sur la Figure 4.6. Un taux de confiance de 95% est souvent utilisé
dans I'industrie, ce qui conduit & une incertitude de 2 - o. Ainsi, il y a 95% de probabilité que la vraie
valeur de I'inductance se situe entre Lo —2-0p,, et L1o +2:0L,,, c’est-a-dire dans la zone hachurée en

Figure 5.20. La courbe de Li5 mesurée confirme cette conclusion.

Pour conclure, I'incertitude sur 'inductance mutuelle calculée en harmoniques sphériques est déter-
minée en se basant sur des répétitions de mesures. Bien siir, plus le nombre d’essai est important, mieux

cette incertitude sera estimée. Néanmoins, ceci prend un temps important.

Estimation d’incertitude du banc de mesure

L’idée proposée dans §4.5.2 est de caractériser les incertitudes sur le banc de mesure, qui nous permet
d’estimer l'incertitude du résultat final & partir d’une seule série de mesure. Pour appliquer I’équation
sur la propagation des incertitudes en (4.48), 'étape essentielle est de créer la matrice JA. 3 incertitudes
principales sont considérées sur le banc de mesure : la précision du moteur pas a pas (0.1°), la longueur
de bras (2 mm) et le bruit d’environnement (107! Wb). En supposant que ces incertitudes soient assez
petites et que leur influences sur 'induction magnétique mesurée est linéaires, A peut étre calculée. En
appliquant (4.48), I'incertitude sur I'inductance mutuelle peut étre déterminée, comme présentée sur la
Figure 5.21.
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FIGURE 5.21 — Inductance mutuelle entre deux spires horizontales en fonction de la distance
entre elles

On peut constater que l'incertitude sur 'inductance mutuelle est trés proche de celle sur la Figure 5.20.
Ce résultat est en effet tres intéressant parce qu’il permet de montrer que l'incertitude sur le banc de
mesure, avec laquelle on peut déterminer I'incertitude de I'inductance mutuelle & partir d’une seule mesure

est bien estimée.

Cette partie de I’étude permet de valider ’approche du développement en harmoniques sphériques
pour identifier les sources de rayonnement et aussi pour calculer I'inductance mutuelle entre deux sources
sur n’importe quelle position relative. Cependant, les spires en circuits imprimés sont seulement des
sources académiques tres simples pour valider la méthode. Un exemple des deux dispositifs concrets sera

étudié dans la section suivante.
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Chapitre 5 — Approche expérimentale

5.4 Bobine torique et inductance de lissage

5.4.1 Identifications des sources

Dans cette section, deux dispositifs concrets seront étudiés, y compris leurs champ proche et I'induc-
tance mutuelle entre elles. Les deux sources sont respectivement une bobine torique et une inductance de
lissage. Comme pour les deux spires en circuits imprimés, la premiere étape est de caractériser chacune
des sources séparément.

La bobine torique est présentée sur la Figure 5.22.

FIGURE 5.22 — Bobine torique a identifier

Cette bobine est du méme type que celle montrée en Figure 1.8, seulement un tiers du tore (entouré
par la ligne rouge en Figure 5.22) est alimenté ici. L’impédance du tore avec son fil d’alimentation est

mesurée a 'analyseur d’impédance et le résultat est donné a la partie gauche de la Figure 5.23.

<1077
800

600

400

impédence ()

—200
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—600 L H I

fréquence (Hz) -106

FIGURE 5.23 — Impédance de la bobine torique (gauche); flux d’induction magnétique de la
bobine torique mesuré sur une sphére de rp; = 12.8 cm (droite)

On peut constater sur cette figure qu’il existe une résonance a 300 kHz. Pour éviter ce phénomene de
résonance, la bobine torique et aussi I'inductance de lissage sont étudiées a 200 kHz. I.’impédance propre
de la bobine torique a 200 kHz est 633 + j80 Q. Avec ceci, le flux d’induction magnétique sur chaque
position de mesure peut étre déterminée

La démarche est la méme que pur les deux spires, c’est-a-dire 131 mesures équi-distantes sur une

sphere de rp; = 12.8 cm sont effectuées pour développer la source jusqu’a l'ordre 5. Les mesures sont
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5.4. Bobine torique et inductance de lissage

présentées a la partie droite de la Figure 5.23.

A partir de ces 131 mesures, les coefficients harmoniques sont déterminés et donnés dans la Table 5.5.

m ~14-1077 | -1.5-107% | -4.6- 1071
N=1 1.2-1077 | 1.1-107% |-3.1-1071
N=2 52-1077 | 1.1-107? |-1.6-107%
N=3|33.-10"% | -48-107"| 1.7-1077 | 3.1-1077 | -13-107%| 6.3-10710
N=4|-29-10"°| 1.8-10% | 45-107° | -1.1-107%| -3.3-107% | 3.3- 1010
N=5|13-10"1]70-1071 |-6.2-1071°| -1.1-107° | 1.3-107% | 2.2-107?

TABLE 5.5 — Coeflicients harmoniques de la bobine torique déterminés a partir de 131 mesures

A la différence des spires circulaires, la bobine torique possede des composantes harmoniques non
nulles pour presque tous les moments. De la méme maniere, 'inductance de lissage peut aussi étre
identifiée ; ceci est présentée sur la Figure 5.24.

z

8

FIGURE 5.24 — Inductance de lissage a identifier

L’impédance de I'inductance de lissage est présentée sur la partie gauche de la Figure 5.25.
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FIGURE 5.25 — Impédance de 'inductance de lissage (gauche); Flux d’induction magnétique
mesurés de l'inductance de lissage sur une sphere de rp; = 12.8 cm (droite)

Ensuite, le rayonnement en champ proche de I’inductance de lissage est mesurée par le banc automa-
tisé, les flux d’inductions magnétiques sont présentés sur la partie droite de la Figure 5.25

Les coefficients harmoniques de cette inductance sont donnés dans la Table 5.6.
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m 24-1077 | 6.8-1071 | -1.3-107°

N=1 —9.6-107% | 9.7-10=® |-6.3-10710
N=2 ~7.0-1078 | =5.7-107% | 4.9-107?
N=3|42-10"" | 52-107% | 1.3-1077 | 32.1076 | -7.3-107%| 1.7-107°
N=4|-47-10%| -1.2-107%| 50-107% | 2.0-107% | —2.4-1077 | —4.5-107*
N=5|-19-10"1% 25.107% |-45-1071°| 92.107 | 41-1071° | 9.3-107?

TABLE 5.6 — Coefficients harmoniques de l'inductance de lissage déterminés a partir de 131
mesures

5.4.2 L’inductance mutuelle

Avec les coefficients harmoniques des deux dispositifs montrés dans les Tables 5.5 et 5.6, 'induc-
tance mutuelle entre ces deux dispositifs peut étre calculée pour n’importe quelle position et orientation

relatives. La configuration de la Figure 5.26 est choisie comme exemple.

A
Y

FI1GURE 5.26 — Configuration de la bobine torique et I'inductance de lissage

L’inductance entre les deux dispositifs est calculée & 'aide des harmoniques sphériques en fonction
de la distance d les séparant. Cette inductance mutuelle est présentée en Figure 5.27, et comparées avec

les valeurs mesurées.

-8
6 12 ]
—— Lo
\ —e— L1 mesurée
5+ Lio+2-0p,, |
— L12 -2 OL1s

—
=)
= 4
)
=
=
g 3L
<]
]
=
<
=
3
3 2
=]
=
1,

1 1 1 1
8.12 0.13 0.14  0.15 0.16 0.17  0.18 0.19 0.2

d (cm)
FIGURE 5.27 — Inductance mutuelle entre la bobine torique et I'inductance de lissage
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5.4. Bobine torique et inductance de lissage

L1 mesurée est tres proche de la valeur obtenue par 'approche en harmoniques sphériques. L’écart-
type or,, est déterminé par les incertitudes du banc, c¢’est-a-dire par ’approche expliquée dans §5.3.3.
Ainsi, il y a une probabilité de 95% que la vraie valeur de L1, tombe dans la zone ombrée, ceci est vérifié
par la courbe rouge, qui est largement bornée dans la zone. En outre, ce résultat permet de vérifier les
conclusions de la section portant sur les sources secondaires (§3.2) : le procédé de mesures isolées posséde
une trés bonne précision. C’est-a-dire que le champ magnétique généré par les sources secondaires peut
étre négligé.

5.4.3 Réduire le couplage inductif

Il est mentionné au chapitre 1 que pour améliorer la performance du filtre, il faut optimiser (dans
certains cas, on cherche & minimiser) les couplages inductifs entre les composants électriques. I approche
la moins cofiteuse est d’améliorer les positions et les orientations relatives des composants. Dans le cas
ou l'on cherche a réduire au minimum le couplage, il a été déja montré précédément que I'inductance
mutuelle entre deux dispositifs diminue avec la distance entre eux. Par contre, il n’est pas toujours pratique
d’augmenter la distance a cause des contraintes volumiques. Il faut donc se focaliser sur 'optimisation
des orientations des composants. Ceci peut étre facilement réalisé par le développement en harmoniques
sphériques.

Reprenons 'exemple de la bobine torique et 'inductance de lissage, et on cherche a minimiser leur
inductance mutuelle (calculée a partir des coefficients harmoniques) en modifiant 'orientation relative
entre elles. Par exemple, dans le cas ou d = 15 cm, en tournant la bobine torique d’un angle 6, les

variations de la valeur absolue de I'inductance mutuelle sont présentées en Figure 5.28.

2571 ‘

Inductance mutuelle (H)

0 I I I I

Il Il Il Il
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FIGURE 5.28 — Valeur absolue de I'inductance mutuelle entre la bobine torique et 'inductance
de lissage a une distance de 15 cm en fonction de 'orientation relative entre elles

Il est constaté que la valeur absolue de I'inductance mutuelle entre la bobine torique et I'inductance
de lissage est minimisée avec une rotation d’environ 95 ° par rapport a la position de la Figure 5.27,
calculée a partir des coefficients harmoniques. Pour vérifier ce résultat, 'inductance mutuelle entre ces
deux dispositifs est mesurée encore une fois, mais avec la bobine tournée de 90°. La configuration est
présentée sur la Figure 5.29.

L’inductance mutuelle avec la méme distance d est calculée et mesurée, en comparant avec les valeurs
avant la rotation. Les résultats sont présentés sur la Figure 5.30.

On peut constater que I'inductance mutuelle est largement réduite et la valeur calculée par 'approche
harmonique sphérique est trés proche de celle mesurée.
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F1GURE 5.29 — Configuration de la bobine torique tournée et I'inductance de lissage
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F1GURE 5.30 — Inductance mutuelle entre la bobine torique et I'inductance de lissage en fonction
de la distance entre elles

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le nouveau systéme automatisé qui a été développé pour effectuer les mesures
de flux d’induction magnétique autour d’un équipement sous test a été présenté. Avec ces mesures, les
coefficients harmoniques correspondants peuvent étre déterminés, ce qui permet de calculer 'inductance
mutuelle entre I'un et 'autre.

Une premiere validation expérimentale a ensuite été réalisée pour deux spires en circuits imprimés.
Les résultats permettent de valider le banc de mesure et également I’approche du développement en
harmoniques sphériques. Une étude sur la propagation des incertitudes a été effectuée. D'un co6té, il
permet de vérifier les estimations des incertitudes sur les parametres physiques du banc. D’un autre c6té,
en appliquant I’approche expliquée dans §5.3.3 et les incertitudes du banc, I'inductance mutuelle entre
deux dispositifs avec son incertitude peut étre déterminée par une seule série de mesure.

A la fin, deux dispositifs réels ont été identifiés et I'inductance mutuelle entre eux a été étudiée. Il a
aussi été montré qu’avec 'approche en harmoniques sphériques, une orientation relative entre les deux
dispositifs peut étre déterminée pour minimiser a l'inductance mutuelle. Ceci permet de résoudre les

problémes des résonances causés par les couplages inductifs dans le filtre montré dans §1.3.2.
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Conclusion générale et perspectives

Cette these a pour objectif de prendre en compte des problémes de compatibilité électromagnétique en
champ proche dés la phase de conception d’un produit. Ceci est basé sur le développement en harmoniques
sphériques du rayonnement parasite engendré par les dispositifs ou les composants d’un dispositif. Les
champs proches d’'un systéme peuvent étre modélisés avec trés peu de coefficients harmoniques, ces
coefficients permettent ensuite de calculer le couplage inductif entre deux systémes, pour n’importe quelle
position relative. Ce couplage est représenté par une inductance mutuelle. Cette approche est validée par

les résultats analytiques, numériques (par le logiciel Fluxz3D) et expérimentaux.

Cependant, deux points sont a noter : le choix de 'origine du développement et l'effet de sources
secondaires. Il est démontré que la méthode de Nelder-Mead peut étre appliquée pour choisir 'origine
optimale, en basant sur les coefficients harmoniques déja obtenus. Il est aussi démontré par des exemples
concrets qu’en régime « quasi-statique », les champs engendrés par les sources secondaires d’un dispositif
(conducteurs massifs ou matériaux ferromagnétiques), en alimentant tous les autres, peuvent étre négligés,
ce qui permet de justifier la robustesse de notre approche dans laquelle chaque dispositif est caractérisé
de maniere indépendante. Néanmoins, nous proposons une méthode qui permet de compenser la faible
erreur commise, en utilisant les mesures des réponses des sources secondaires aux excitations de différentes

sources canoniques multipolaires.

L’étape essentielle dans notre approche est I'identification de chaque source de rayonnement, c’est-a-
dire celle de ses coefficients harmoniques. Il s’agit d’un probléme inverse : déterminer les causes (coeffi-
cients harmoniques) en fonction des effets (champs magnétiques modélisés ou mesurés). Plusieurs aspects
pour sa résolution sont discutés et étudiés : propagation des incertitudes, choix de I'ordre maximal du
développement et des positions des mesures, etc. La méthode des moindres carrés sous contraintes et
la méthode du maximum a posteriori peuvent étre appliquées pour utiliser les informations a priori, y
compris les informations géométriques et les connaissances des coefficients harmoniques. En pratique,
ces informations sont souvent incertaines, mais elles permettent quand-méme, jusqu’a un certain point,

d’augmenter la précision de la résolution ou de diminuer le nombre de mesures nécessaires.

Le nouveau banc de mesure automatisé, congu et réalisé au Laboratoire Ampere est présenté. Ce
banc permet de mesurer le flux d’induction magnétique & travers un capteur (une spire circulaire en
circuit imprimé) autour de l'’équipement sous test sur une surface sphérique. Un premier essai a été
réalisé pour deux spires en circuits imprimés et les résultats nous permettent de valider notre approche
et de calibrer le banc de mesure. Ensuite, les mesures sont effectuées pour des exemples concrets (une
inductance de lissage et une inductance torique); les calculs des inductances mutuelles entre eux sont
effectués pour différentes positions relatives et la disposition optimale peut étre obtenue en se basant sur

le développement en harmoniques sphériques.

Ces travaux sont réalisés sous 'hypothése des approximations des régimes quasi-statiques et la fré-
quence du travail est limitée entre 20kHz et 20MHz. Au-dela de cette gamme de fréquence, on est obligé
de prendre en compte le champ électrique. En analytique, il faut se baser sur I’équation d’Helmholtz au
lieu de I’équation de Laplace, ce qui conduit & une série complémentaire de coefficients harmoniques, cor-
respondant au champ électrique. En pratique, notre capteur spire n’est plus valable, en effet sa sensibilité
décroit rapidement a partir d’une certaine fréquence environ quelques MHz & cause de la résonance et
les perturbations des champs électriques. Il est donc nécessaire de faire d’évoluer le capteur pour qu’il
mesure séparément les champs électrique et magnétique. Ceci peut étre un travail tres intéressant pour

le futur, parce qu’avec une identification des parameétres en champ proche, on est capable d’extrapoler
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les rayonnements en lointain en appliquant des méthodes de correction [Ram10].

La deuxieme perspective est I’étude méthodologique des systemes actifs. Nos mesures sont basées sur
le déplacement d’un capteur et sur un balayage en fréquence. Ces mesures ne sont donc pas simultanées,
et la mesure des phases des coefficients du multipdle équivalent reste une étape indispensable. Pour les
systemes passifs, ce n’est pas vraiment une difficulté parce que nous pouvons synchroniser ’alimentation
et la mesure; mais ce n’est pas le cas pour les sources actives, dans lesquelles le rayonnement d’un
dispositif dépend, par exemple, de son cycle de fonctionnement. Les systémes actifs posent donc un
probleme spécifique a la solution duquel nous pourrons contribuer dans le futur.

La troisieme perspective est la création d’une bibliotheque de composants permettant la simulation du
couplage rayonné dans des logiciels circuits tels qu’INCA, ot le développement en harmoniques sphériques
est déja codé. Un algorithme doit aussi étre développé dans ’objectif de chercher une disposition optimale
pour un certain nombre de composants dans un systéme, avec leurs coefficients harmoniques identifiés.
Idéalement, cette disposition correspond aux couplages optimaux (plus souvent minimaux) entre les

composants, afin de réduire le plus possible les probléemes de CEM.
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