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Analyse mathématique et numérique d’écoulements de fluides a seuil

Résumé : Cette these traite d’écoulements de fluides & seuil (ou viscoplastiques) en milieu
confiné. Les difficultés analytiques et numériques sont dues a la multivaluation du tenseur des
contraintes dans les zones plastiques ainsi qu’a la non-différentiabilité du probléme de minimi-
sation associé. Cette these s’articule en deux parties.

Dans un premier temps, des simulations numériques paralleles tres précises a 'aide d’al-
gorithmes de dualité ont été effectuées. Elles ont permis de retrouver des résultats observés
expérimentalement dont 'existence d’une ligne de glissement pour I’écoulement au dessus d’un
obstacle et le caractere quasi-Poiseuille de la vitesse au-dela de cette ligne. Par ailleurs, la
théorie de couche limite viscoplastique définie par Oldroyd (1947, & nombre de Bingham asymp-
totiquement grand) a été revisitée & nombre de Bingham modéré en milieu confiné. L’étude a
mis en ceuvre des allers-retours entre ces simulations et les expériences physiques de Luu et
al. ’'IRSTEA ainsi qu’une dérivation théorique. L’approximation de couche limite est vérifiée
dans une certaine mesure a l'intérieur de la cavité. Une adaptation de la notion de couche limite
viscoplastique est alors exhibée et permet d’étendre les scalings dérivés par Oldroyd (1947) et
Balmforth et al. (J. of Fluid Mech, 2017). Ces scalings sont aussi généralisés au cas de la loi
d’Herschel-Bulkley.

Dans un second temps, on présente une analyse asymptotique des champs de vitesses et de
contraintes pour des écoulements en faible épaisseur (£). Un développement & l'ordre €2 de la,
vitesse permet de trouver une équation de Reynolds & la méme précision. Cette équation de
Reynolds prolonge les résultats déja existants dans le cadre newtonien, d’une part et dans le
cadre fluide a seuil avec une surface libre, d’autre part.

Mots-clefs : Fluides a seuil, Rhéologie de Bingham, Rhéologie de Herschel-Bulkley, Simu-
lations numériques, Méthodes de dualité, Différences Finies, Solveurs multi-paralleles frontaux,
Couche limite viscoplastique, Analyse asymptotique, Ecoulements en couche mince.

Mathematical and numerical analysis of yield stress fluid flows

Abstract : This thesis is devoted to the flow of yield stress (or viscoplastic) fluids in pipes.
Analytical and numerical difficulties lie in the multivaluation of the stress tensor in the plastic
regions and in the non-differentiability of the associated minimization problem. This manuscript
is organized following two main axes.

First, very accurate numerical simulations were carried out using duality methods and paral-
lel multifrontal solvers. Thus, experimental observations were recovered, namely the existence of
a slip line for the flow over an obstacle and the Poiseuille-like behaviour of the velocity above this
line. Moreover, the viscoplastic boundary layer theory defined by Oldroyd (1947 at high Bingham
numbers) was revisited at moderate Bingham numbers in confined areas. This study provided
an opportunity to go back and forth between these simulations and the physical measures of
Luu et al. from IRSTEA and to perform a theoretical derivation. The boundary layer approxi-
mation is valid up to a certain extent in the cavity. An adaptation of the viscoplastic boundary
layer definition is then given and allows to generalize the scalings shown by Oldroyd (1947) and
Balmforth et al. (JEM 2017). These scalings are also generalized to the Herschel-Bulkley case.

Then, an asymptotic analysis of the velocity and stress fields for thin layer (¢) flows is
presented. A velocity development up to €2 lets us find a Reynolds equation of same accuracy.
This Reynolds equation extends the already existing results, on the one hand in the newtonian
case and on the second hand for free surface flows.

Keywords : Yield stress fluids, Bingham rheology, Herschel-Bulkley rheology, Numerical simu-
lations, Duality methods, Finite Differences, Multiparallel frontal solvers, Viscoplastic boundary
layer, Asymptotic analysis, Thin-layer flows.
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Chapitre 1

Introduction - Etat de l’art

La viscoplasticité est présente dans un nombre incalculable de matériaux fluides, en parti-
culier dans les matériaux géophysiques et industriels. Elle se caractérise par un comportement
visqueux au dessus d’un certain seuil de contraintes et un comportement rigide en deca de ce
seuil. Les travaux présents dans cette these ont pour vocation d’une part de simuler numéri-
quement des écoulements de matériaux viscoplastiques dans des géométries bi-dimensionnelles
complexes. D’autre part, on souhaite dériver un modele asymptotique d’écoulement en couche
mince.

Ce chapitre a pour but de recenser au mieux les différents résultats présents dans la littérature
dans les classes de problémes sus-cités. Apres avoir présenté une introduction phénoménologique
des modeles étudiés, on va s’intéresser plus particulierement aux outils mathématiques dévelop-
pés pour s’attaquer a de tels problémes. La section 1.2 présente la formulation variationnelle du
probleme ainsi que quelques résultats d’existence et quelques autres applications (notamment
sur la localisation des zones rigides). La section 1.3 présente deux grandes classes d’algorithmes
pour attaquer numériquement la singularité présente dans I’équation consitutive de matériau
a seuil. La section 4.2 quant a elle s’intéresse au probléme particulier d’écoulement en couche
mince.

1.1 Introduction phénoménologique

L’étude des milieux continus se scinde en deux parties indépendantes I'une de ’autre. D’une
part, les lois de conservations universelles s’appliquent a tout type de matériau. D’autre part, la
rhéologie tente de capturer les comportements propres a chaque type de matériau par le biais des
lois constitutives. Ces lois constitutives décrivent des phénomeénes macroscopiques. Elles partent
du principe que tous les matériaux exhibent, en partie tout du moins, tout ou partie de ces
phénomenes idéalisés.

1.1.1 Les lois de conservation

L’idée d’une certaine conservation de la masse est apparue tres tot dans I’Antiquité, tandis
que la conservation du mouvement est apparue beaucoup plus tard (voir par exemple le premier
chapitre de [121]), notamment avec la seconde loi de Newton. Cette seconde loi de Newton a
été difficile a transposer de la mécanique du point a celle des fluides. Les concepts de pression,
d’abord hydrostatique, (cf. Pascal) puis dynamique (cf. Bernoulli) permirent cette généralisation.
Ces lois de conservation ont été présentées dans de nombreux livres de syntheése (par exemple
[46, 75]). On se place dans toute la suite sur un domaine Q € R?.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION - ETAT DE L’ART

— Conservation de la masse : 1l faut attendre Fuler pour avoir une formulation moderne
de cette relation :
Op + div(pu) = 0, sur 2 (1.1)

avec p la densité du matériau et u le champ de vitesse. Dans toute la suite, on travaillera
avec des fluides incompressibles ou p est constante. La conservation de la masse se simplifie
alors en :

div(u) = 0. (1.2)

— Conservation de la quantité de mouvement :
p(Omu+ (u-V)u)) + Vp =divr + f, sur Q2 (1.3)

avec p la pression, 7 le déviateur du tenseur des contraintes qui s’exerce sur le fluide et f
les forces volumiques extérieures. Par ailleurs, la conservation des moments nous donne
que

Tivj = T]:Z

Remarque 1 Le tenseur total des contraintes est le tenseur qui réunit la pression et T :
1
o=—pld+ 71 avecp=—Tr(o) et T =0 — gTT(O‘)Id

p représente la moyenne des contraintes qui sont des contraintes normales tandis que T
est appelé déviateur des contraintes.

— Conservation de I’énergie : redondante avec les deux premieres dans le cas isotherme,
cadre dans lequel nous allons travailler.

Remarque 2 Dans tout le manuscrit, on se place dans le cas incompressible. Il est a noter que
la pression joue un réle bien différent dans ce cas par rapport au cas compressible ou elle est juste
une fonction de la densité. Dans le cadre incompressible, la pression est liée a div(u) = 0 qui est
ict vu comme une contrainte. Dans la formulation faible et les méthodes de dualité, la pression
sera en fait vue comme un multiplicateur de Lagrange associé a cette contrainte. Cependant,
il est possible de passer de la formulation compressible a celle incompressible par une limite a
faible nombre de Mach [75]. La limite a faible nombre de Mach consiste a prendre les équations
adimensionnées et a prendre une limite a petite vitesse et petit temps (t = t/e, 1 = u/e et
e — 0). Dans ce cas, les solutions de Stokes et Navier-Stokes compressibles tendent vers leur
pendant incompressible. Une justification de ce passage a la limite a été également montrée dans
le cas Stokes notamment par Danchin [41] et dans le cas Navier-Stokes notamment par Feireisl
et Novotny [48], pour ne citer que ces articles.

Les équations de conservation du mouvement sous leur forme adimensionnée se réécrivent :
Re (Opu+ (u-V)u)) + Vp =div(r) + f, sur (1.4)

ou les contraintes et les forces extérieures ont été adimensionnées par les contraintes visqueuses
% et ou le nombre de Reynolds Re est le rapport % (le rapport des forces inertielles pUZ sur
la contrainte visqueuse). Ici, p, n, Uy et L représentent respectivement la densité, la viscosité,
la vitesse caractéristique du fluide et la longueur caractéristique du domaine. A petites vitesses,
les termes convectifs deviennent négligeables et le systéme (1.4) devient le systéme linéaire de

Stokes (avec I'ajout de la contrainte d’incompressibilité) :

{ div(u) =0, sur Q (15)

Vp =div(r) + f, sur



1.1. INTRODUCTION PHENOMENOLOGIQUE 3

Ces équations ne sont pas suffisantes pour décrire totalement le mouvement d’un fluide. En

effet, il y a d+1 équations (en dimension d) pour d + 1+ @ inconnues. Il y a donc besoin de
% équations supplémentaires pour fermer le systéme. Par ailleurs, si les lois de conservation

suffisaient a rendre compte du mouvement d’un matériau quelconque, il serait alors impossible

de rendre compte de la richesse des comportements et phénomenes des différents fluides et

matériaux. Pour rendre compte de certains phénomenes, les équations manquantes vont faire le

lien entre les contraintes et les autres composantes du fluide. Notamment, comme le tenseur des

contraintes est symétrique, il ne va dépendre que du tenseur symétrique du gradient de vitesse.
_ Vu+(Vu)T

On pose D(u) = ~————.

Remarque 3 D(u) est appelé le taux de déformation du fluide. Une raison da cela est donnée

par la propriété suivante :

Propriété 1 Soit une fonction f: Q — R, C? telle que pour tout x € 0, V f(x) est antisymé-
trique. Alors V f est une fonction constante.

Preuve : Soiti,j, k < d. Alors :

O i = ifi = —0kifi = —0F iy = ORufy = Oufy = —0% Iy

Et done, 81-27]-]0 =0 et f est une fonction affine. O

On appelle dans la suite R ’ensemble de ces mouvements (les mouvements dits rigides) :
R=A{f:z— Az +b, avec A € A,(R), beRd},

la partie Ax représente les mouvements de rotation rigide et b les mouvements de translation.

1.1.2 Les lois constitutives

Ces lois ont vocation & décrire des comportements observables macroscopiquement et diis a
la structure interne microscopique du fluide. Dés que les éléments d’un matériau sont soumis
a une force extérieure, ils se déplacent et la force de contrainte interne évolue en fonction de
ce déplacement. Etudier précisément 1'évolution de chaque particule au cours du temps serait
beaucoup trop long, surtout dans le cas de fluides complexes trés inhomogenes composés de
particules de différentes formes et tailles. De fait, une loi constitutive pour passer du discret au
continu permet de rendre compte de cette spécificité microscopique tout en gardant un point de
vue macroscopique (cf. le chapitre 1 de [39]).

Les fluides newtoniens

La premieére loi constitutive a été proposée historiquement par Newton dans son "Principes
mathématiques de la philosophie naturelle". L’hypothese principale de sa neuvieme section est
ainsi traduite : "La résistance qui vient du défaut de lubricité des parties d’un fluide doit étre,
toutes choses égales, proportionnelle a la vitesse avec laquelle les parties de ce fluide peuvent
étre séparées les unes des autres." Le "défaut de lubricité" étant justement ce que ’on entend au-
jourd’hui par viscosité et la "résistance" comme cette force surfacique provenant des contraintes.
La viscosité est synonyme de friction interne, de résistance que le matériau oppose a son propre
écoulement. Autrement dit, si ’'on suppose que I'on se place dans un écoulement unidimensionnel,
la relation constitutive serait de la forme :

Try = NOyU.
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La formulation tensorielle a été proposée par Stokes dans les années 1850 :
7 =2nD(u),

ou 7 est la viscosité du fluide, ici supposée constante. Dans ce cadre, on peut réinjecter la loi
constitutive dans I’équation (1.3) et retomber sur 1’équation traditionnelle de Navier-Stokes.

Généralisation : de nouvelles lois constitutives

Par la suite, de nombreuses couches de complexité ont été rajoutées pour rendre compte de
certains phénomenes. Cependant, la formulation tensorielle d’une loi constitutive est générale-
ment difficile & déduire d’un écoulement unidimensionnel. Elle doit respecter un certain principe
d’invariance et plus précisément, la forme générale doit étre indépendante du repere de référence
(voir [95, 67, 6]). Le tenseur o, étant symétrique, est donc diagonalisable et peut étre représenté
par ses trois valeurs propres (o;)i<3 dans R3, les o; étant appelées les contraintes principales et
les vecteurs propres associées a ces valeurs propres étant les directions principales du tenseur.
Cette condition d’invariance signifie qu’une loi constitutive doit dépendre de ces o; et ce, de
maniere symétrique. En particulier, dans la suite, pour un tenseur o, on peut définir ses trois
invariants principaux.

— Le premier invariant : I; = tr(o) n’est autre que la pression hydrostatique dans le cas

qui nous intéresse.

— Le second invariant : Iy = — (o102 + 0203 + 0301).

— Le troisieéme invariant : Is = 010903.

Les contraintes principales sont en fait les racines du polynoéme X3 — I; X2 — I, X — I3. Exprimé
en termes des contraintes déviatoriques principales, le premier invariant est identiquement nul
et son second invariant deviennent

1
Joy = — (1112 + ToT3 + T371) = 5(712 + 722 + 732),

qui n’est autre que la norme du tenseur des contraintes.

Les fluides quasi-newtoniens et rhéo-fluidifiants/épaississants La premiere généralisa-
tion a été celle des fluides quasi-newtoniens. Il y a encore en tout point une proportionnalité
entre les directions et valeurs propres des deux tenseurs mais la viscosité n’est plus supposée
constante. Les modeles les plus connus sont ceux ou 7 suit une loi puissance :

7 = 2a*|D(u)|""'D(n),

avec 7 > 0. Dans le cas ou r < 1, on parle de fluide rhéo-fluidifiant (comme des émulsions ou
des suspensions) : plus le fluide se déforme, plus sa viscosité apparente diminue. Dans le cas ou
r > 1, on parle de fluide rhéo-épaississant (comme le sable humide) : la viscosité va croitre au
fur et & mesure que le cisaillement croit.

Viscoélasticité et thixotropie Jusqu’a présent, on n’a considéré que des situations ou les
équations constitutives sont indépendantes du temps. Cependant, il peut arriver également que
I’épaississement ou la fluidification du fluide ne soit pas un effet instantané mais arrive pro-
gressivement avec un certain retard. Un matériau présente un comportement thizotropique si
ce temps de réponse du matériau est non nul (voir par exemple [39]). Par ailleurs, la loi de
Hooke traditionnelle qui donne la relation constitutive pour un solide peut étre adaptée dans
le cas de fluides. Elle mélange le caractére visqueux du matériau avec le fait que les particules
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microscopiques forment un systéme élastique. Ces comportements peuvent s’observer macro-
scopiquement par un phénomeéne d’irréversibilité ou d’hystéresis au niveau de la viscosité. Les
matériaux gardent en mémoire dans leur structure microscopique ce qu’ils ont vécu. Dans les
matériaux que nous considérerons, on négligera ces effets.

1.1.3 Visco-plasticité et fluides a seuil
Phénoménologie

Un fluide est dit a seudl s’il ne se déforme que lorsque les contraintes qui s’exercent sur lui
dépassent un seuil donné. Si & un endroit ces contraintes sont en dessous de cette limite, le
matériau ne se déforme pas et se comporte comme un solide rigide. De nombreux exemples sont
présents dans la nature, dans les laboratoires et les applications industrielles sont également
nombreuses. En fait, une bonne partie des fluides que 'on rencontre au quotidien présentent cet
aspect a seuil :

— Produits alimentaires et domestiques : pates (ketchup, dentifrice,...), gel & cheveu...

— Matériaux géophysiques : argiles, boues, neiges denses...

— Matieres biologiques : Mucus, sang...

— Produits industriels : Huiles, pétrole, béton...

Ces matériaux présentent plusieurs caractéristiques phénoménologiques communes :

— 1ils ne se déforment qu’aux endroits ot une contrainte suffisante s’exerce sur eux,

— ils se décomposent en une zone ou ils se déforment (comme un fluide) et une zone ou ils

se déplacent de maniere rigide (comme un solide)

— ils sont immobiles si aucune force majeure ne s’exerce sur eux.

Ce dernier point peut se voir par exemple dans ’expérience suivante : si on fait tomber un de
ces matériaux sur un plan incliné, il va s’arréter au bout d’un temps assez long.

Equation constitutive

L’équation constitutive qui nous intéresse a été d’abord dérivée de maniere empirique par
Eugene Bingham [20] et Théodore Schwedoff [117] pour des écoulements unidimensionnels.
PN 9 ..
T =2n% —|—Tyw, ssi & # 0,
|7| < 1y, 8819 =0,

otl 4 est le cisaillement du matériau. A 'inverse, cette loi représente une viscosité infinie pour
des petites contraintes (inférieures a la contrainte seuil), tandis qu’elle est finie au dela de ce
seuil. Il faudra attendre Prager [68, 99, 100] et II'iushin [71] pour proposer une généralisation
de cette loi en une formulation tensorielle pour un écoulement multi-dimensionnel :

D(u) .
D) = P #0 (16)

|| < 7y, ssi D(u) =0,

T=2nD(u)+ 7y

ou l'on utilise la convention suivante pour la norme d’un tenseur de dimension d ainsi que pour
le produit scalaire qui en découle :

1 1
2 2 . _
IT|> = y §' ':Tm, T:T = yl §' ‘ TZ-JT;J
1,] 2¥)
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La version adimensionnée du modele de Bingham est :

D(u)
7=2D(u)+ B , ssi D(u) # 0,
[ D(u)] (1.7)
|7| < B, ssi D(u) =0,
ou B = :;,755 est le nombre de Bingham (avec U et R respectivement la vitesse et la taille

caractéristiques du systeme). Il s’agit du rapport entre 7, la contrainte seuil et % la pression
caractéristique du systeme.

Remarque 4 On peut généraliser cette condition de sewil et lexprimer en fonction (entre
autres) du deuziéme invariant du tenseur (voir par exemple [67, 6]). Géométriquement, ces
relations peuvent se voir en représentant les contraintes comme des vecteurs de R? : d un ten-
seur o, on associe le point S : (01,02,03) et a4 son déviateur, le point P : (11,72, 73). Dans cet
espace R, on peut définir une "zone fluide" et une "zone rigide", la frontiére entre les deux étant
appelée surface limite (de plasticité). Cette surface limite est une ligne de niveau de la forme
f(I1, Iz, I3) =0, les zones f > 0 et f < 0 représentant respectivement les parties fluide et rigide.
De par la relation 7 + 170 + 73 = 0, on peut se restreindre a considérer la surface limite dans le
plan Vect(1,1,1). Dans la suite, on travaille avec le critére de von Mises :

f(*]2):\/72*7'y

mais d’autres critéres comme celui de Tresca ou de Mohr-Coulomb (qui dépendent du troisiéme
invariant) nous donneraient un critére de sewil différent et seraient représentés différemment
(voir figure 1.1). Aprés avoir défini le critére de seuil, il faut définir ce qui se passe dans la zone

FIGURE 1.1 — Représentation géométrique des contraintes principales (tiré des figures 1 et 3 de
[67]). A droite, interprétation géométrique des conditions de Tresca et von Mises.

fluide (la loi constitutive proprement dite). Deux régles (principalement empiriques) régissent le
comportement du fluide (voir [67]) :
— le principe de coazialité (i.e. la colinéarité des directions principales de tauz de déforma-
tion D(u) et du déviateur des contraintes),
— lassociate normal flow rule (i.e. la proportionnalité entre le tauzx de déformation et l’excés
de contraintes au deld de ).
Ces deux régles aménent d la loi D(u) = \(V/Ja — 7,)Vf (0w \ est un réel) ce qui donne la loi
Dlu) = ;‘@]27—9)7 ssi f >0 _ )\(\/jzj— Ty)+
2

T

0 sinon.



1.1. INTRODUCTION PHENOMENOLOGIQUE 7

pour von Mises, i.e. exactement la loi de Bingham lorsque A est constante.

En pratique, tres peu de fluides suivent la loi de Bingham, quand bien méme ils présentent un
effet seuil. La loi de Bingham peut étre généralisée (voir par exemple [39]) en choisissant une
viscosité dépendant de certains parametres (la déformation, la pression...). En particulier, la loi
de Herschel-Bulkley [21] propose une viscosité en loi puissance de la déformation :

D(u)
[ D(u)]
|| < 7y, ssi D(u) = 0.

7 =2K|D(u)[* 'D(u) + 7,

, 881 D(u) # 0,

On retrouve les caracteres respectivement rhéo-fluidifiants et rhéo-épaississants suivant la valeur
de n ainsi que le cas Bingham lorsque n = 1. Le modele de Casson est un autre exemple de
fluide & seuil moins répandu et plus utilisé pour modéliser des particules en suspension. On ne
fera que I’évoquer :
2
Ty i
T= 4+, /——"— | D(u), ssi D(u 0

|7 < 7y, ssi D(u) = 0.

Remarque 5 De maniére équivalente, on peut exprimer la déformation en fonction des contraintes
en tnversant la relation précédente, ce qui donne dans le cas de la loi de Bingham :

20(D(w)D(w) = (1~ 7% ) (1.8)

7]

Remarque 6 Une autre maniére d’écrire cette loi constitutive serait de dire que T est dans le
sous différentiel (voir chapitre 2 pour la définition) d’une fonctionnelle (cf. [46]) :

T € OW(D(n)), oo W(E) =n|E|> + 1,|E| (1.9)

1.1.4 Détermination du seuil et controverse

L’un des problemes principaux posés par ce genre de modele est donc la forme de ces zones
rigides ainsi qu’une maniere de les déterminer, que ce soit expérimentalement, analytiquement
ou numériquement. Pour ce faire, il faut déterminer expérimentalement le seuil 7, ce qui est une
tache délicate encore maintenant (le lecteur intéressé pourra lire l'article de syntheése de Bonn
et co-auteurs [23] sur ce sujet). Plus encore, un débat remontant & plusieurs décennies porte sur
Iexistence méme de "vraies" régions rigides. Barnes et Walters [11] ont, avec un titre quelque
peu provocateur, exprimé les premiers doutes sur cette existence, arguant que les zones rigides
observées n’étaient en réalité que des zones ou la déformation était petite, trop petite pour la
précision des rhéometres de I’époque. Cette controverse fut également alimentée par le paradoxe
de lubrification que ’on définira section 1.4.3. La controverse a été forte les décennies suivantes
([62, 10, 116] pour ne citer que quelques contributions). Le but ici n’est pas d’entrer dans le
débat mais juste de le citer pour son importance historique. Nous considérerons ici, que quand
bien méme il y a écoulement visqueux pour de petites contraintes, la viscosité est suffisamment
élevée pour que le fluide soit considéré comme un fluide & seuil idéal (et donc qu’il est pertinent
de considérer des modeles de Bingham et Herschel-Bulkley).
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1.1.5 Résolutions explicites simples
L’écoulement de Poiseuille

L’écoulement le plus simple a résoudre est celui unidimensionnel de Poiseuille. On se place
dans le domaine 2 = R x [—R, R], on suppose que la vitesse est unidirectionnelle u = (u,0) et
on impose les conditions de non glissement de la vitesse aux murs : u=0en y = —R ou R. On
cherche a résoudre (1.5) muni de la loi constitutive (1.7) Le caractere infini du domaine permet
de supposer que :

u(z,y) = (u(y), 0), Vp = (~DP0), 2D<u>=(° a;g“) etr=<° Tgy>,|r|=|uy|

Oyu Try

ou DP est une constante. En réinjectant ces relations dans (1.5), il vient facilement que 74, =
DPy (Tyyly=0 = 0 par symétrie) et qu’il ne peut y avoir écoulement que si

|DP| > (1.10)

Ty
R
c’est a dire uniquement si le forgage en pression est suffisamment élevé. En dessous de cette
limite, il n’y a pas d’écoulement et u = 0. Au dela de cette limite, la vitesse est constante dans
la zone —y, <y < yp ou yp = %. En dehors de cette zone, on déduit de la loi constitutive
que la vitesse est une fonction quadratique. La condition de non-glissement au bord nous donne
alors la solution du probléme de Poiseuille :

—|DP|

2 .
2 (R —yp)” = up si [y| <yp
tpois () = (L.11)
2 .
Up + — - sinon.
r (wp — Iy
Ainsi, si DP est négatif, on impose une chute de pression qui va faire avancer le fluide et
inversement, si DP est positif, le fluide s’écoule dans l'autre sens. Le régime de Poiseuille (qui
pour un fluide newtonien consisterait en une simple parabole avec 0 aux deux murs latéraux)
est ici tronqué dans toute une zone au milieu qui avance de maniere rigide, comme présenté
figure 1.2. L’un des enjeux (présenté section 4.2 et au chapitre 4) sera d’essayer de comprendre
I’écoulement lorsque le domaine est proche de cette configuration.

NI s

D b e Lo

7 A
R4+

FIGURE 1.2 — Présentation schématique d’un écoulement dans le cas Poiseuille.
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D’autres résolutions explicites

Le livre de Bird et co-auteurs [21] contient des solutions analytiques pour de nombreux
écoulements différents comme la chute & surface libre sur plan infini, I’écoulement antiplan dans
un tube cylindrique, ou des écoulements de type Couette simplifiés. Il est a noter également que
[50] résout entiérement 1’écoulement de Couette entre deux cylindres.

1.2 Formulation faible du probleme - Applications

1.2.1 Formulations variationnelles
Historiquement pour le probléme de Stokes-Bingham

Les premieres formulations variationnelles pour ce genre de probléme remontent aux premiers
travaux de Prager et II'iushin [71, 100] pour le probléme de Stokes-Bingham suivant :

div(c) + f =0, div(u) = 0 sur Q2
1
oc=—-pld+71et D(u)=— (17—‘7’) T
2n |7] +
o-n =95 sur g

(1.12)

u = uy sur 0Ny,

ol l'on a partitionné 992 = 92gUOQy avec une condition de type Dirichlet sur 02y et Neumann
sur 0f)g. En particulier, ils montrent les théorémes suivants qui expriment le probleme (1.12)
en terme de probleme d’optimisation de fonctionnelle :

Théoréme 1 Soit (u,0) une solution continue de (1.12) admettant des dérivées par-
tielles continues par morcequd.

Supposons que Oy # 0. Alors u minimise la fonctionnelle suivante :
16) = [ (D@ + 7D+ [ Sv [ fov
Q a0 Q

2. Supposons que Oy # 0. Alors T maximise de la fonctionnelle suivante :

1

HO =3 Ja

2
T| =7 = |7| = 7, +/ S-u
(7l =7y = 7l =) .

Remarquons que, dans la formulation de maximisation, la premiere intégrande s’annule dés que
Ty > |T], c’est & dire exactement dans les zones plastiques. Ces formulations variationnelles sont
a la base des méthodes de dualité, comme on le verra section 1.3.2 et plus en détail dans le
chapitre 2.

Pour le probleme de Navier-Stokes-Bingham

Dans cette partie, on déroule la dérivation de la formulation faible pour le probléme complet
de Bingham telle que présentée dans [46]. Posons

VY ={velX(),tel que div(v) =0 et u = uy sur 0y}
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et aussi H et V les adhérences de V dans respectivement H'(Q2) et L?(12). Intéressons-nous au

probléme :
p(Opu+ (u-V)u)) =div(e) + f, div(u) =0 sur
1
o= —pld+7 et D(u :< —> T
W= 5 )
o-n =0 sur g

u = uy sur JQy

(1.13)

Soit v € H une fonction test. Multipliant par v — u ’équation de la conservation de quantité de
mouvement et intégrant sur €, il vient que

/Qp(é?tu—i-(u-V)u))-(V—u)—i-/QT:D(V—u):/Qf-(v—u),

ol le double point représente le produit scalaire entre tenseurs. Remplacant 7 par la loi consi-
tutive de Bingham, il vient que la derniere intégrale vaut :

/QT:D(v—u):/QQT)D() (v—nu) —i—/ry v|—u)7

En utilisant Cauchy-Schwarz, il vient au final que pour toute fonction test v de H,

p(W'(t),v —u(t)) + pb(u(t), u(t), v) + na(u(t),v —u(t)) + 7, (j(v) — j(u(t))) = (f,v - ugt))),)
1.14

avec (-,-) le produit scalaire usuel dans L? et

v):/QyD(v)\, a(v,V):/QD(v):D(\?) ot b(u,v,w):/QuT(Vv)w

Il est & noter que le sens inverse entre formulation faible et forte a été montré de maniere formelle
uniquement (lorsque D(u) # 0 presque partout).

Formulation équivalente avec un opérateur de projection

On peut exprimer la formulation faible (1.14) un peu différemment. Suivant [43], la relation
constitutive de Bingham peut en fait se réécrire :

T =2nD(u) + TyA
ol \ est un tenseur (pas forcément unique) vérifiant
A <1, AT =X, A: D(u) = D(u)

qui encode la dualité de comportement fluide-plastique : |[A| = 1 dans les zones fluides et uni-
quement dans celles-ci. Ce tenseur peut étre en fait défini via un opérateur de projection. En
effet, si

A={qe L5y, lal < 1pp.}
et si Py est la projection orthogonale sur cet ensemble convexe, alors, on a la relation suivante

pour tout » > 0 :
A= Py(A+r7yD(u)) (1.15)

La formulation variationnelle d’un probléme de Stokes-Bingham est alors équivalente a la sui-

Q/Q,uD(u):(D +/)\ D(v (1.16)
A€ A, A:D(u) = D(u)

vante :
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1.2.2 Existence - régularité

A notre connaissance, les premiers résultats généraux d’existence remontent probablement
a Duvaut et Lions [46]. En particulier, ils montrent le théoreme d’existence suivant :

Théoréme 2 En dimension quelconque, soit f € L?(0,T,H'). Il existe alors une fonction u
vérifiant

e,

uc L*0, T, H)Nn L>®(0,T,V), du € L*(0,T, (H2)").
et vérifiant (1.14).
Par ailleurs en dimension 2, u est unique.

On cite ce résultat d’existence car le schéma de démonstration est intéressant et a donné nais-
sance aux techniques analytiques de régularisation que 1’on présentera ci-apres. La stratégie de
démonstration est la suivante :

— Approcher la fonctionnelle j par une fonctionnelle j. qui est différentiable. Par exemple,
1+e

dans [46], jo(v) = 12 [ D) 5.

— Construire des solutions u. du probléme approché (par exemple par des méthodes de
type Galerkin). Attention, des difficultés techniques apparaissent en dimension d > 3 (il
faut régulariser aussi la viscosité) !

— Montrer que u. et du. restent dans des espaces bornés de respectivement L>°(0,7, H)
et L2(0,T, (H?)').

— On en déduit que u. et Jyu. convergent respectivement vers une fonction u dans L>°(0,7', V')
faiblement étoile et L?(0, T, H) faiblement et vers une fonction d;u dans L2(0, T, H %) fai-
blement.

— On montre ensuite que u vérifie bien (1.14).

En outre, [46] montre aussi qu’en dimension 2, la solution est continue pour peu que les forces
extérieures soient assez régulieres et montre aussi un résultat d’existence analogue au précédent
pour le probleme stationnaire. Par ailleurs, en faisant tendre le seuil 7, vers 0, on retrouve
les propriétés d’existence locale de solutions aux équations de Navier-Stokes. Par la suite, de
nombreux articles montrent différents résultats d’existence et de régularité, toujours en suivant
peu ou prou cette méthode. Nous n’en citons ici que quelques-uns.

Il y a une vingtaine d’années, 1’école russe, sous 'impulsion de Shelukhin et co-auteurs,
donne plusieurs résultats d’existence et de régularité. Parmi les premiers, on compte [13, 118]
qui montrent ’existence de solutions locales respectivement dans le cas 1D compressible et mul-
tidimensionnel périodique. Ils revisitent les fluides de Bingham, vus comme limites de fluides
quasi-newtoniens, et raisonnent sur la vitesse et le tenseur des contraintes. Par ailleurs [118] pro-
pose également un théoréme d’unicité. Basov [12] montre 1'existence de zones rigides de mesure
strictement positive en 1D compressible et donne une borne inférieure de la taille de ces zones.
Par ailleurs, citons le livre de Fuchs et Seregin ([55], chapitre 3) qui se base sur la formulation
(1.9) et montre des résultats de régularité pour le probléme de Herschel-Bulkley stationnaire,
notamment le fait que Vu est continue holderienne dans la zone fluide. Plus récemment, Buli-
cek et co-auteurs ont tiré profit de la formulation implicite (1.8) et 'ont généralisée en termes
d’appartenance a un graphe (cf. par exemple [27]) :

(r,D(u)) € A= G(r,D(u)) =0, (1.17)

ou A est un 1 graphe maximal monotone. Pour Herschel-Bulkley, par exemple, la fonction
G(r, D(u)) = 2K|D(u)[""*(ry + (7] = 7))+ )D(w) = (7| = 7)) +7

convient. Ils montrent ensuite un résultat d’existence locale au probleme de Navier-Stokes gé-
néralisé avec la loi (1.17), ou la déformation et les contraintes vivent dans un certain espace de
Orlicz associé a .
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1.2.3 Localisation analytique des zones de plug
Dans le cas antiplan

Ces formulations faibles permirent tres tot de monter des résultats théoriques sur la forme de
la zone plastique. Dans leurs articles de la fin des années 60, [84, 85, 86] Mosolov et Miasnikov
s'intéressent a deux types d’écoulement : 1’écoulement antiplan et 1’écoulement de Poiseuille
perturbé par un obstacle. Leurs articles élégants mélent la formulation variationnelle avec des
arguments plus géométriques. Dans le cas de ’écoulement antiplan, notons €2 la section du
cylindre, la fonctionnelle & minimiser devient :

I(v)= /Q (;’\VVZ + 7y | V| — fv) (1.18)

ou f est une constante modélisant la poussée de pression. Notons u la solution du probleme
de minimisation (1.18), A; les composantes connexes de la zone rigide non morte et B; les
composantes connexes de la zone morte. Leur premier article [84] s’intéresse & la condition de
stoppage de I’écoulement :

Théoréme 3 Soit u une solution du probléme (1.18).
— u est non nulle si et seulement si

/ @/Vu@/ yAVu (1.19)

— 1l existe une constante K ne dépendant que de ) telle que si h est une fonction nulle au

bord, alors
Mes(w)
K h> | h, K=
/V / ilelQ Per(dw)’

ce sup étant atteint pour un certain wy.
— w1 \OR est constitué d’arcs de cercles concaves par rapport d w.

Les deux premiers points donnent en particulier une force minimale critique en deca de laquelle le
fluide est completement stoppé : f. = %y Par ailleurs, le troisiéme point donne des informations
géométriques sur wi. Enfin, ils prouvent un premier résultat d’existence de zones plugs non
stagnantes :

Théoréme 4 Si Q) est p—connexe, alors u atteint son mazximum sur une zone contenant au
moins un cercle de rayon 1,/8pf. Conséquemment, si f > f., alors, il existe une zone de plug
non stagnante a lintérieur de ).

Un exemple bien connu est celui du cylindre & section carrée (par exemple de longueur a). Dans
ce cas, wi est composé de quatre quarts de cercle de rayon r (un a chaque coin du carré) et alors,
a?—@A-mr? _  a

orr +4(a —2r) 247

K—sup

ce qui donne une expression analytique pour la force critique a imposer dans le canal.
Par ailleurs, dans [85], d’autres informations concernant les zones rigides et mortes sont
données :

Théoréme 5 0B;\0Q2 est une courbe concave par rapport & B; de rayon de courbure supérieur
T A . \ . s . \
a Ty A linverse, 0A; est une courbe convexe par rapport a A; de rayon de courbure inférieur a

TTy. Par ailleurs, OB; est tangente a 0€) aux points d’intersection 02N OB; qui sont réguliers.



1.2. FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME - APPLICATIONS 13

Dans ce papier enfin aparait une premiere occurence de ce qui sera ensuite appelé la self-selection.
Plus précisément, ils montrent le théoreme suivant :

Théoréme 6 Supposons qu’un champ de vitesse soit solution du probléme antiplan et présente
une zone morte de la forme OAB (comme montré figure 1.3). Supposons qu’une ligne L découpe
ce domaine OAB en deux zones (comme d gauche) en s’appuyant sur ~y. Alors la solution de
l’écoulement avec une section ou OAB est remplacé par L est la méme. Cela reste vrai si L
prolonge "un peu" ce domaine (comme d droite).

Ce théoreme signifie que la zone morte ne joue aucun role dans 1’écoulement et que la supprimer
ou (dans une certaine mesure) en ajouter un peu plus ne changera pas le profil de vitesse. Cet
aspect se retrouvera également quand on abordera le cas des écoulements 2D, notamment dans
les expansions-contractions : & partir d’une certaine hauteur de marche de cavité, augmenter
cette hauteur ne change pas la forme de la zone stagnante.

B A 8
A y .
N L ,w/
\_,/
]
a b
) Fig. 8 )

FIGURE 1.3 — Reproduction de la figure 8 de [85]

Probléme de Cheeger

Au début des années 2000, Ionescu et coauteurs [66] revisitent le probleme de blocage et
généralisent la formule (1.19) :

Théoreme 7 Supposons que 7, et f soient variables. Soit R l’ensemble des mouvements rigides
et : f s
ol "V
Tin = SUp (1.20)
" R Jo ID(V)]
pris sur v € BV (RY) telle que v = 0 sur R\Q. alors si Ty = T presque partout, le fluide est
stoppé, i.e. u =0 est la seule solution possible.

Le probleme (1.20) a été ensuite ré-exprimé en terme d’ensemble de Cheeger [34] dans [72]. Ce
probléme de Cheeger est fortement relié & un probléme d’optimisation de forme, puisque (1.20)
peut se réécrire

sup Jx f ou O(Q) ={X CQ, Per(X) < oo} (1.21)
Xeco(9) fax g
ou le X pour lequel ce supremum est atteint est appelé ensemble de Cheeger de €. Dans [72],
les auteurs présentent des résultats d’existence, tout comme Carlier et co-auteurs qui présentent
le résultat d’unicité suivant [29] :

Théoreme 8 Il existe un unique ensemble de Cheeger mazimal, i.e. un unique Xg solution de
(1.21) tel que pour tout X solution de (1.21), X est inclus dans Xo a un ensemble négligeable
preés.
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La solution & ces problémes a ensuite été approchée numériquement par exemple dans [30].

La litérature sur ces probléemes de type Cheeger est trés fournie de par ses nombreuses
applications, notamment en traitement d’image (voir par exemple [32]). Par ailleurs, beaucoup
de propriétés de ces ensembles de Cheeger ont été étudiées récemment par exemple au niveau de
I'unicité [31] ou de leur régularité [73]. Tres récemment, ces méthodes et outils ont été utilisés
pour ’étude du seuil critique pour un écoulement de fluide autour d’un solide [52].

Problémes de couche limite

La notion de couche limite viscoplastique remonte a la fin des années 40 avec les calculs d’Ol-
droyd [94] et généralise celle de couche limite pour des fluides newtoniens isothermes introduite
par Prandtl [101] (voir [115] pour une syntheése compléte). Cette notion provient du fait que,
dans un écoulement contre une paroi sans glissement, se trouve une zone de transition entre la
paroi et la zone ou un écoulement uniforme a lieu. On observe les effets de la viscosité dans
cette petite couche lorsque les parametres de 1’écoulement (comme Re ou, dans le cas qui nous
intéresse, B) sont élevés. Dans le cas de Bingham par exemple, le role de la couche limite peut
étre jouée par tout ou partie de la couche fluide a c6té d’une énorme zone plug. Oldroyd regarde
dans [94] le cas (entre autres) d’un écoulement de type extrusion et autour d’un objet solide
avangant & vitesse uniforme (voir figure 1.4). A Re petit et pour des B élevés, les équations
de conservation du mouvement se simplifient drastiquement pour aboutir a une relation simple
entre la pression et les contraintes :

Opp = =0y Tz < 205Tey + OyTey = 0.

Il montre que sous ces hypotheses, la pression, agyu et le terme principal de D(u) sont constants
en y. Il en déduit I’existence d’une solution auto-similaire pour la vitesse de la forme :

u=VF <y> ou & et V sont représentés figure 1.5

6(x)
Il en déduit une loi de décroissance de § :
§(z) = C2*3B~Y/3 (1.22)
avec les conditions de bord du jet :
v=0, et Oyu = 0 si 5(2) =+1/2, u=Vsi 5(2) =1/2, etu=0 si 5(2) =-1/2 (1.23)
ou dans le cas du couteau :
u:—V,UzOSi%zO,etu:vzo,Gyu:()siﬁzl. (1.24)

Cette notion a été revisitée dans d’autres configurations, par exemple chez Piau dans [98] qui
étudie cette couche limite autour d’un obstacle axisymétrique. Piau oppose a (1.22) un scaling
différent en B~1/2 du fait d’un équilibre différent entre les contraintes et la pression ainsi que
d’un traitement différent des conditions de bord en pression.

Remarque 7 Il est d noter que ce scaling en B~Y/2 est également celui de écoulement de

Poiseuille classique en canal infini (cf. Bird, Dai et Yarusso [21]).

Beaucoup plus récemment, Balmforth et co-auteurs ont revisité ces problemes de couche limite,
tout d’abord dans le cas d’écoulements dans des cellules de Hele-Shaw avec obstacles [65], puis
dans des conduits pour des fluides de Herschel-Bulkley [8], prenant ainsi la suite de mesures
expérimentales effectuées par Chevalier et co-auteurs [36]. Ils retrouvent dans les deux types de
géométries des profils auto-similaires de vitesse pour I’équation de la couche limite. Des scalings
tres proches de ceux d’Oldroyd sont retrouvés pour la largeur de cette couche limite :
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— en B~1/3 (scaling généralisé en Hb'/("+2) pour Herschel-Bulkley) dans le cas de I’extru-
sion,

— en B71/2 dans le cas de la plaque infiniment mince.
Les deux scalings seraient donc valables chacun dans leur cadre. On retrouve dans [8] un mélange
de ces deux scalings dans le cas de I’expansion-contraction. En effet, le scaling de Piau en B~1/2
s’applique dans 'entrée (puisqu’on est Poiseuille) alors que celui d’Oldroyd en B3 gapplique
dans la cavité. Le chapitre 3 (et en particulier les sections 3.2 et 3.3) va avoir pour but d’une
Jf / // /

%

-

I
I

FIGURE 1.4 — Illustration de la couche limite viscoplastique chez Oldroyd dans [94]. A gauche :
reproduction de la figure 3 de [94] : cas de 'extrusion. A droite : reproduction de la figure 2 de
[94] : cas de l'obstacle mince infini

log,,(y)

-1.0 0.5 0 0.5 1.0
X

FIGURE 1.5 — Illustration de la couche limite viscoplastique. Adaptation de la figure 14 (a) de
[8] dans le cas de la cavité.

part de vérifier ces scalings, puis d’étendre ces résultats au cas des B modérés (de l'ordre de
I'unité).

Par ailleurs, la théorie de la ligne de glissement! (voir le chapitre 4 de [67]) permet de
construire des formes de zones rigides. L’idée a la base de cette théorie est d’utiliser la méthode
des caractéristiques pour trouver les lignes de niveau de 7 = 7. Plus précisément, partant de :

(Tazs Twy) = Ty(—sin(26), cos(20)),

1. Slipeline en anglais. On parle de trajectoires des tensions tangentielles (appelées lignes de glissement pour
faire court) car elles sont les trajectoires de contraintes principales. Le matériau s’y déforme par cisaillement le
long de ces lignes.
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et des équations de conservation du mouvement, on en déduit deux jeux de courbes caractéris-
tiques perpendiculaires :
dy
— =tan#, p+ 27,0 = cste
dz p v

d

SY _ cotan 0, p — 21,0 = cste.

x

([65] présente une stratégie analogue basée sur la transformée hodographique). La difficulté
consiste ensuite & construire ces lignes, ce qui est délicat lorsque la pression n’est pas connue
a Pavance. Cependant, [8] tire partie de I’approximation de couche limite pour construire les
lignes de glissement (voir la figure 1.6) et construit les zones rigides a partir de ces lignes.

y/yr

x/y1

FIGURE 1.6 — Reproduction de la figure 7 de [8]. Différentes constructions de lignes de glissement.
Encart : Construction de plugs (de frontiere BCD) a partir de ces lignes de glissement.

1.3 Outils et algorithmes numériques

Le probleme est dur a résoudre numériquement, que ce soit & cause de la non-différentiabilité
de la fonctionnelle & minimiser ou dans la formulation initiale et les deux aspects rigide-fluide.
Deux grandes classes de méthodes ont beaucoup été utilisées dans la littérature et reposent
sur deux stratégies différentes. La premiere classe de méthodes va approcher le probleme par
un probleme régularisé a ’aide d’un petit parametre, en suivant 1’idée des preuves d’existence.
Ce probléme régularisé posséde les bonnes propriétés (notamment la relation un a un entre les
contraintes et la déformation) et approche la solution du probléme de Bingham. La seconde
stratégie consiste a partir du probléme de minimisation et a utiliser la formulation du type
minimisation sous contrainte. On présente ici les deux, leurs avantages et inconvénients ainsi
que quelques variantes ou méthodes nouvelles (comme ’algorithme de Newton de Saramito). Le
lecteur intéressé pourra lire 'article de syntheése détaillé [44]. Le chapitre 2 explicitera plus en
détail les différentes méthodes de dualité présentées section 1.3.2 ainsi que leur mise en place
pour résoudre le probleme de Stokes-Bingham. Ce sont ces méthodes qui seront utilisées pour
obtenir les résultats présentés au chapitre 3.
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1.3.1 Meéthodes de régularisation

Les méthodes de régularisation ont été introduites dans les années 80 et traitent donc un
probléme approché au probléeme de Bingham. Cette régularisation vise a supprimer la singularité
existante en D(u) = 0. Dans cette méthode, on approche la loi constitutive par une loi de la

forme
Ty D (u)

[ D(w)]

. = 29D(w) + f(D(w)), o lim f-(D(w)) = I ot D(u) # 0.

Plusieurs exemples :
— La régularisation de Bercovier et Engelman (mais déja présente chez Glowinski,
Lions et Tremolieres [59]) :

7y D(u)
VID)? + 2

— La méthode de bi-viscosité s’écrit [93] :

fs(D<u)) =

7y D(u)

(D) D(w) ssi [D(u)| > ¢
) yD(a)
—— sinon .
— Papanastasiou propose [96] :
D(u)
1—e "=
fe(D(u)) = D)

Dans tous les cas, I'idée est d’approcher le caractere "viscosité infinie" des régions plastiques
par une loi constitutive avec une viscosité forte mais finie (voir figure 1.7). Il a été vu dans la
section 1.2.2 que la vitesse du probleéme régularisé convergeait en norme H' vers la vitesse du
probléeme de Bingham. Par ailleurs, grace a la disparition du la multi-valuation de 7 aux zones
ot D(u) = 0, il est possible de réinjecter 7. dans ’équation de conservation des moments (on
s’est ramené a un écoulement d’un fluide quasi-newtonien). Il est donc possible d’utiliser des
solvers pré-faits ou un algorithme de Newton pour résoudre le probléme apres discrétisation. De
ce fait, la convergence de la méthode est rapide et nous assure un temps de calcul CPU peu
élevé. Ainsi, si I'utilisateur est intéressé uniquement par les champs de vitesse, cette méthode
est excellente.

Du fait de sa facilité a implémenter et de sa rapidité, cette méthode a été abondamment uti-
lisée dans la littérature. Notamment, celle de Papanastasiou du fait de sa régularité au voisinage
du point D(u) = 0. Cette partie n’a pas vocation & étre exhaustive, on ne cite ici que quelques
applications. Les problemes entierement 2D de type intrusion ont été étudiés historiquement
notamment par Papanastasiou [96], Mitsoulis et co-auteurs [1, 81] et Alexandrou et co-auteurs
[2, 3] pour Bingham et Herschel-Bulkley. Par ailleurs, Mitsoulis et co-auteurs se sont intéressés a
de nombreuses autres configurations comme la chute d’une sphére dans un tube [22], ou encore &
travers un obstacle cylindrique [133]. Le lecteur intéressé pourra trouver une revue tres détaillée
des différentes applications des méthodes de régularisation dans [80] et [82].

Cependant, plusieurs points viennent assombrir le tableau. Tout d’abord, les zones plastiques
sont dures a déterminer puisque, par définition, le probleme régularisé n’admet pas de vraies
zones rigides. Plusieurs définitions sont cependant possibles (la zone 7 < 7, la zone |D(u)| < ¢),
mais ces définitions dépendent toutes de €. Pire encore, comme montré par Frigaard et Nouar
[53], si les vitesses convergent bien, ce n’est pas le cas des contraintes. En particulier, I'erreur
commise sur la déformation est maximale aux endroits ou les contraintes sont proches du seuil,



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION - ETAT DE L’ART
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FIGURE 1.7 — Lois constitutives régularisées de Bercovier Engelman (en rouge) et de Papanas-
tasiou (en vert) pour € = 0.02. Evolution des contraintes (& gauche) et de la viscosité (a droite)
en fonction de la déformation. En bleu : le vrai modele de Bingham.

i.e. dans la région de l'interface liquide-solide. Ainsi, cette interface, (définie par exemple comme
les lignes 7 = 7,) ne va pas converger dans certains cas vers I'interface limite (hormis dans le
cas particulier ou il n’y a pas d’écoulement du tout). Plus encore, Burgos et al. [28] montrent
ce phénomeéne dans le cas d’'un écoulement antiplan entre deux demi-espaces. Ils comparent les
interfaces rigide-liquide données par le modele de Herchel-Bulkley et celles données par les trois
régularisations présentées ci-dessus et montrent qu’un mauvais choix de parametres peut aboutir
a une prédiction de la zone morte qui posséde une concavité dans le mauvais sens. Par ailleurs,
cette méthode requiert la résolution de plusieurs systemes linéaires, dont le conditionnement
dépend de e. Baisser le parametre de régularisation amene a résoudre des systémes de plus en
plus mal conditionnés, jusqu’a obtenir des résultats peu pertinents analytiquement. Au final,
il est donc peu avantageux d’utiliser les méthodes de régularisation lorsque 1’on s’intéresse aux
champs de contraintes et lorsque 1’on cherche finement la localisation de la zone rigide.

1.3.2 Meéthodes de dualité

Les méthodes de dualité, elles, résolvent le probleme complet de Bingham avec la singularité
die a la zone plastique. Les plus connues et anciennes sont celles dites de Lagrangien augmenté
(AL) que l'on présente brievement ici (on y reviendra plus en détail au chapitre 2). Pour cela,
on repart de la formulation faible présentée au théoréme 1 pour résoudre Stokes-Bingham. Plus
précisément, on souhaite minimiser une fonctionnelle du type suivant :

1) = [ alD0)E+ [ 7D+ AW,

ou R(v) est réguliere et représente les termes ne dépendant pas de la rhéologie (les forces ex-
térieures par exemple). Cette fonctionnelle est convexe mais non différentiable, ’absence de
différentiabilité provenant justement de ’existence possible de zone rigides. Les méthodes d’op-
timisation de fonctionnelles réguliéres type descente de gradient ne fonctionnent donc pas ici.
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L’idée est alors de "découpler" les parties différentiable et non-différentiable et de transformer
ce probléme en un probléme de minimisation sous contrainte :

i D 2+/ + R(v),
min [ @)+ [ 7ldl+ R)

ce probleme étant équivalent a la recherche d’un point selle d’un certain Lagrangien que 1’on
augmente d’'un parametre r > 0 :

Lo(wd N =n [ D@ +7, [Jd+ [ X (DW)=d)+ 7 [ D) = df + R(v), (1.25)

A jouant le réle d’un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d = D(u). On peut alors
appliquer des algorithmes a la Uzawa qui consistent a chaque itération a minimiser £, a A fixé,
puis & mettre a jour le multiplicateur A.

Cette méthode a été également utilisée dans de nombreuses configurations. En effet, méme
si elle est restée moins populaire que les méthodes a viscosité régularisée, elle a connu un regain
d’intérét depuis une quinzaine d’années, notamment grace aux moyens de calculs plus déve-
loppés garantisant un temps CPU qui reste raisonnable. Avec des maillages structurés, Vinay
et co-auteurs utilisent un algorithme de type (ALG2) pour des écoulements instationnaires de
pétrole dans des conduits : [127] traite le cas incompressible non isotherme et [128] traite le
cas compressible. Toujours en maillage structuré, Muravleva et Olshanskii [87] proposent deux
discrétisations différentes dont notamment celle en maillage décalé Marker and Cells (MAC)
a la Harlow et Welsh (que l'on présentera au chapitre 2). Trés récemment, Ferndndez-Nieto,
Vigneaux et co-auteurs ont également utilisé ces méthodes avec succes pour simuler des écou-
lements a surface libre de type Shallow-Water en utilisant des algorithmes de type AL [24] ou
Bermudez-Moreno [49, 50] couplé a des schémas de type volume finis well-balanced (pour plus
d’informations sur ’algorithme de Bermudez-Moreno, voir [19]). En maillage non structuré, on
retrouve aussi de l'intérét pour cette méthode, notamment lorsqu’il y a besoin d’une localisation
fine de la zone plastique. Huilgol et co-auteurs remontrent numériquement des résultats anay-
tiques pour des écoulements 2D de fluide de Bingham d’une part dans [69] et des écoulements
antiplans de fluides de Herschel-Bulkley et Casson d’autre part dans [70]. Vola et co-auteurs
produisent des benchmarks pour la cavité entrainée pour Navier-Stokes-Bingham instationnaire
[130] et 'utilisent pour le dam break [129].

Par ailleurs, le développement de la librairie Rheolef [113] et de I'adaptation de maillage
par Roquet et Saramito [106] a fortement contribué & démocratiser ces outils. Cette adaptation
de maillage se base sur la Hessienne discréte du taux de déformation et raffine le maillage
aux points ou cette Hessienne est élevée. Cela a pour conséquence de produire des maillages
fortement anisotropes et extrémement raffinés aux endroits de la yield surface. Par exemple,
Putz et co-auteurs [103] et Roustaei et co-auteurs [108, 110, 109, 107] utilisent cette librairie
pour la simulation d’écoulements de type lubrification dans des tuyaux de largeur variable.
Ils en déduisent des benchmarks pour la zoologie des plugs dans différentes configurations, ainsi
qu’une étude détaillée sur les chutes de pression. Enfin, Putz et Frigaard [102] utilisent également
des algorithmes AL associés au raffinement de maillage pour étudier un écoulement de fluide
Bingham autour d’un obstacle.

Tres peu de papiers comparent les deux types de méthode. Un des rares est [103] dans le cadre
d’écoulements de type lubrification. Ils montrent en particulier dans ce cas que les parameétres
de régularisations et de tolérance mal choisis pouvaient produire des zones de plug radicalement
différentes les unes des autres. Une méthode de régularisation peut donc calculer la vraie solution
mais a condition de choisir les parameétres avec soin.
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initial

iteration 1

iteration 2

iteration 9

F1GURE 1.8 — Tllustration du raffinement de maillage présenté par Roquet et Saramito dans le
cas d'un écoulement 2D (tiré de la figure 9 de [106]). A droite : les lignes de courant, les zones
fluides (en gris) et les zones rigides (en blanc).

1.3.3 Autres méthodes numériques
Méthodes de projection

L’idée est de partir de la formulation variationnelle (1.16). L’algorithme est trés proche de
celui du Lagrangien Augmenté et est décrit dans [43]. C’est encore un algorithme a la Uzawa,
la seule différence notable étant 1’étape de mise a jour du multiplicateur qui est ici un calcul
de l'opérateur de projection P,. Cette méthode a été utilisée pour de nombreux problémes
instationnaires, utilisant une discrétisation temporelle a plusieurs pas, I'un de ces pas étant la
résolution d’une formulation variationnelle similaire & (1.16). [43] présente I'exemple de la cavité
entrainée et [132] I'utilise pour la sédimentation de particules. Chupin et Dubois [37] utilisent
une version un peu modifiée de cette méthode (appelée méthode de double projection) pour
des problémes non stationnaires dans laquelle les sous-problemes de Stokes a chaque pas de
temps sont exprimés en fonction d’un opérateur de projection implicite et résolus a ’aide d’une
méthode de projection. Ils produisent un benchmark des zones plug pour la cavité entrainée
ayant la particulartié de monter tres haut en Reynolds.

Méthode de tracking du plug

Szabo et Hassager présentent une méthode originale dans [120] pour un écoulement antiplan
entre deux cylindres excentrés. Ayant d’abord calculé les formes possibles du plug analytique-
ment, ils partent d’une premiere conjecture de la localisation exacte de ce plug. Ils résolvent
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ensuite I’écoulement uniquement dans la zone supposée fluide et en déduisent subséquemment
une nouvelle forme de plug. L’algorithme est ensuite répété jusqu’a convergence. Cette méthode
originale possede les inconvénients majeurs de devoir connaitre a priori la topologie des plugs
de base et d’étre difficilement généralisable a d’autres domaines et d’autres écoulements. Elle
fait néanmoins partie des méthodes qui attaquent le probleme complet de Stokes-Bingham sans
passer pas la régularisation.

Un algorithme de Newton

Saramito présente enfin dans [114] une utilisation de la formulation implicite de la loi consti-
tutive (1.8). Dans ce cas, D(u) est une fonction ¢ continue de 7 et méme C' dans le cas
Herschel-Bulkley ot n < 1. Ayant exprimé le probleme de Stokes en fonction de cette fonction
réguliére, il résout ce probléme en utilisant un algorithme de Newton amorti (pour étre global
et avoir une convergence ne dépendant pas de la prédiction initiale), généralisé avec des sous-
différentiels (car ¢ n’est pas différentiable dans le cas Bingham). Il est & noter que comme la
Jacobienne de la fonctionnelle a résoudre n’est pas forcément inversible, les systémes linéaires a
résoudre sont préconditionnés. Le préconditionnement est basé sur le probléme régularisé (via
Bercovier-Engelman). Cette méthode, testée sur le cas de ’écoulement antiplan donne des ré-
sultats extrémement rapides comparés a la méthode de Lagrangien Augmenté.

1.4 Analyse Asymptotique - Equation de Reynolds

Le cas d’écoulement de Poiseuille unidimensionnel vu en section 1.1.5 est I'un des plus simples
a résoudre. Dans ce type d’écoulement, le gradient de pression est fixé et joue le role de force
externe (on parle d’écoulement forcé par la pression) et c’est I'unique parametre qui régit le
mouvement. L’une des questions qui découle de cette observation est "a quel point ce constat
reste-t-il vrai lorsque ’écoulement est presque Poiseuille 7 Que vérifie ce gradient de pression ?'.
Plus précisément, comment évolue le gradient de pression dans des écoulements de type lubri-
fication ? On va s’intéresser ici & une équation de type Navier-Stokes (potentiellement sans le
terme inertiel) incompressible adimensionnée :

div(u) = 0 sur ©,
Redi(u+div(u®u)) + Vp = 7 sur Q.

ou Q est de la forme Q@ = {(z,2), * € S, z € [h_(x),h+(z)]}, ou S représente un objet
unidimensionnel (la plupart du temps un segment ou un cercle). Et on suppose que h_ et hy
sont petits devant la longueur de S que l'on notera L. Plus précisément, notant h la hauteur
caractéristique du conduit, on suppose que € = % est petit et on effectue un développement de la
vitesse et de la pression lorsque € — 0. Trés généralement, de tels développements de la vitesse
seront possibles, a ceci pres qu’il faudra rajouter une équation sur la pression pour fermer le
systeme. Cette équation sur la pression est appelée équation de Reynolds.

1.4.1 Fluides newtoniens

Les premieres traces d’une telle dérivation remontent & Reynolds a la fin du XIXeéme siecle
[104] qui dériva cette équation de maniére heuristique. Il y propose un modele pour le terme
principal du gradient de pression, modéle connu sous le nom d’équation de Reynolds. Cette
équation, reliant le gradient de pression a la géométrie et a la vitesse (pour un écoulement
unidimensionnel) provient de la constance du flux pour un écoulement de lubrification sans
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glissement :

=0 1.26
e (1.26)

soit —

dp _ 6ng d (dph3>
dz h3’ dx

avec h la hauteur et ¢ le demi-flux.

Bayada et Chambat [14, 15] justifient le modele de Reynolds pour le systéme de Stokes entre
deux plaques séparées de . Plus précisément, ils étudient la convergence de (u®,p®) lorsque ¢
tend vers 0 dans le cas ou la hauteur du conduit est réguliere, puis irréguliére. Dans le méme
temps, Nazarov montre une convergence de la solution de lubrification pour Navier-Stokes [89].
Par ailleurs, les conditions aux limites forment aussi un sujet de discussion. Notamment, Bayada
et Chambat [16] introduisent des conditions de pression en entrée/sortie, tout comme Conca et
co-auteurs [38]. En outre, 'ordre de grandeur du nombre de Reynolds joue un réle important ici,
cet ordre de grandeur étant généralement pris en O(1/e). Evidemment, la littérature regorge de
résultats sur des écoulements en couche mince. Le lecteur intéressé pourra se référer a l'article
de syntheése de Bayada et Vazquez [17].

Nazarov et Videman [90], eux, poussent un ordre plus loin le développement pour le sys-
téme de Navier-Stokes. Ils trouvent une équation de Reynolds modifiée (i.e. combinant les deux
premiers termes de pression) et justifient I’erreur de consistance comme décrit ci-apres.

1.4.2 Justification mathématique de ’erreur de consistance

Dans [90], les auteurs se concentrent sur un écoulement 2D d’un fluide newtonien dans un
domaine annulaire mince (de largeur ) avec des irrégularités présentant une courbure k. Ils
trouvent une équation de Reynolds & la précision 2

3 eRe (6.0 2\ _
0 ((1+28)H?0,p) + - (HOH'(0.9)%) = F,
ol s est la coordonnée curviligne paramétrisant 'anneau central, S dépend des conditions de
bord et de la courbure de la frontiere et F' représente les forces extérieures. Si I'on suppose que
ces termes supplémentaires sont nuls, il vient que :

che

Os (HSOSP) + o

(H°H'(0,)?) =0,

ou p regroupe les deux premiers termes principaux de la pression. Par ailleurs, ils dérivent une
justification de ’erreur de consistance énoncée comme suit :

Théoréme 9 Notant 4, p l'erreur commise sur la vitesse et la pression et notant |||v]|| =
(e 2|Ivllg2 + [IVVllz2), alors le probléme vérifié par les termes d’erreurs admet une solution
(4, p) et cette solution vérifie I'estimation suivante :

Iall] + ellpll> < C*2

1.4.3 Fluides a seuil

En parallele, une littérature tout aussi importante s’est penchée sur le cas des écoulements
en faible épaisseur pour des fluides a seuil, i.e. suivant la loi constitutive :

D(u)

7=2D(u) + Bm
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Le paradoxe de lubrification

Les premieres approximations de type lubrification pour Bingham remontent aux années 80
avec Dai et Bird [40] dans le cas de la compression et surtout avec Lipscomb et Denn pour des
géométries bidimensionnelles [76]. Lipscomb et Denn mettent en évidence ce qui sera dénommé
dans la suite comme le paradoxe de lubrification. Leur theése est que dans le cas de géométries
confinées plus compliquées que le simple écoulement de Poiseuille, ’existence d’un plug central
est impossible (voir aussi [97]). En effet, la vitesse donnée sur une tranche verticale est trés proche
d’une vitesse Poiseuille. Son terme principal étant un écoulement de Poiseuille, il contient donc
une vitesse de plug qui dépend de la hauteur de la cavité, et qui n’est donc plus une vraie vitesse
de plug. Il y a donc déformation partout, quand bien méme le tenseur des contraintes est plus
petit que le seuil (par exemple, dans le cas ou {2 est symétrique, ces contraintes s’annulent sur
I'axe de symétrie). Leur exemple, le cas de plans s’écartant d’un petit angle, présente des vitesses
de plug dépendant de la hauteur et donc de la coordonnée horizontale. Ce paradoxe commenca a
étre levé une petite décennie plus tard par Walton et Bittleston [131] et Szabo et Hassager [120]
dans le cadre de I’écoulement dans un anneau. [131] distingue deux zones : une zone fluide et
une zone dite de pseudo-plug qui correspond a la zone ou le terme principal des contraintes est
plus petit que le seuil. Dans ces zones de pseudo-plugs, ils poussent plus loin le développement
asymptotique de la vitesse et retrouvent une zone de "vrai' plug. Par ailleurs, [120] montre
également, analytiquement et numériquement (par la technique décrite section 1.3.3) I'existence
d’une vraie zone rigide dans la méme configuration. Un peu plus tard, Balmforth et Craster [7]
identifient la cause du paradoxe comme étant (dans ce cas) la nature des termes diagonaux des
contraintes. Ces termes, considérés comme négligeables dans I’approximation de lubrification, ne
le sont plus dans la zone pseudo-plug! Enfin, dans le cas d’écoulement confiné, Frigaard et Ryan
[54] montrent 'existence d’une zone de plug au milieu du confinement et étudient des conditions
d’existence d’un plug continu et de rupture. Ces résultats ont été retrouvés numériquement par
Roustaei et co-auteurs [108, 107].

Des modeéles d’ordre supérieur

Dans le cas surface libre, Balmforth et Craster poussent plus loin le développement asymp-
totique dans [7]. Dans le méme temps, une dérivation de la vitesse a 'ordre 2 a été proposée
par Ruyer-Quil et Manneville [111, 112], modele qui a été amélioré pour Bingham d’abord par
Balmforth et Liu [9] (dans la zone fluide uniquement) puis par Fernandez-Nieto et co-auteurs
[51] avec I'ajout d’une petite couche de taille £2/3 faisant la jonction entre le pseudo-plug et la
zone fluide. En sus, [51] proposent la dérivation d’un modele Shallow-Water découlant de ce dé-
veloppement. Il est & noter que si dans le cas newtonien,Bresch et Noble [25] justifient le modele
Shallow-Water proposée par Vila, a notre connaissance, aucune justification de ce type n’existe
pour le cas viscoplastique. Beaucoup plus récemment, Fusi et coauteurs [56] ont ré-étudié les
écoulements en milieu confiné et redérivent I’équation de Reyolds a 'ordre principal (que 'on
remontrera chapitre 4) et la comparent a des simulations numériques. Le but du chapitre 4 sera
de reprendre les calculs de [56] et de monter en ordre (dans le cas de Navier-Stokes).
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Chapitre 2

Algorithmes de dualité pour les
fluides a seuil

Dans ce chapitre, on présente plus en détail les algorithmes utilisés dans la suite pour simuler
des écoulements de fluides a seuil. Ces algorithmes seront ensuite utilisés pour des écoulements
confinés dans une géométrie de type expansion-contraction. Plus précisément, on décrit dif-
férentes méthodes de dualité, et notamment de type Lagrangien Augmenté. Pour ce faire, la
section 2.1 rappelle tout d’abord des notions d’analyse convexe qui serviront dans la suite avant
de présenter les différents algorithmes d’optimisation utilisés dans la littérature. La section 2.2
présente 1'algorithme dans le cas particulier du probléme de Stokes-Bingham. A la fin de cette
section, on passe en revue les développements les plus récents de ces algorithmes. La section
2.3 présente le détail de la discrétisation spatiale. La section 2.4 présente les premiers résultats
de convergence de 'algorithme et reprend la section 2 de [79] Finalement on montre dans la
section 2.5 comment étendre ces algorithmes pour 1’écoulement d’un fluide de Herschel-Bulkley.
La généralisation doit se faire de maniere efficace en terme de calcul CPU puisque la résolution
d’un probleme non-linéaire en chaque point vient se rajouter a ’algorithme général.

2.1 Outils

2.1.1 Rappels d’analyse convexe
Optimisation dans un espace réflexif

Dans toute cette partie, on notera (U, || - [|7) un espace normé réflexif et f : U —] — oo, +00]
une fonction convexe sur cet espace.

Définition 1 On dit que f est propre si et seulement si f~'(R) est non vide et on définit le
domaine de f comme dom(f) = f~1(R).

Une fonction convexe propre n’a pas forcément de minimum. Pour cela, il faut rajouter des
hypotheses supplémentaires.

Définition 2 On dit que f est coercive si et seulement si

lim  f(u) = +o0
[[ufl =00

Définition 3 On dit que f est semi-continue inférieurement si et seulement si

Ve € UY, | dim up=wu= lim f(u) < f(u)

— 00 k—+4o0

25
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Le théoréme suivant nous assure ’existence d’un minimum :

Théoréme 10 Si f est propre semi-continue inférieurement et coercive, alors il existe un u tel
que

5 — inf ‘
f(u) = inf f(u)
Qui plus est, u est unique si f est uniformément convexe.

Preuve : La coercivité de f assure que inf,cyy f(u) existe. Si l’on choisit une suite minimisante
(ug)g, le théoreme de Banach-Alaoglu et la réflexivité de U nous assurent de l’existence d’une
limite u & la suite (ug)g. La semi-continuité inférieure implique alors que u est solution du
probléme. Pour plus de détails, voir [47]. O

Cela va nous assurer que notre probléme de minimisation admet une solution unique.

Différentiabilité et sous-différentiabilité
Le but de cette partie est de généraliser le théoréme suivant

Théoréme 11 Soit f : U —|—o00, +00], conveze, différentiable (au sens de Gateauz) et coercive.
Alors f admet un minimum et

fluo) = inf f(u) & 0= Vf(uo).

On va suivre pour cela la section 23 de [105]. L’observation clé est que les hyperplans tangents
au graphe de f sont toujours en dessous de son graphe et ne le traversent jamais. En particulier,
si f est une fonction convexe différentiable en zq, alors,

Vze U, f(z) 2 f(z) + (V[(z),2).
On va donc devoir définir un objet généralisant le gradient de f.
Définition 4 On dit que x* € U* est un sous-gradient de f en x si et seulement si
VzeU, f(z) = f(x) + (z¥, 2).

On note Of (z) l'ensemble des sous-gradients de f en x et on dit que f est sous-différentiable en
x si et seulement si Of (x) # 0.

Par ailleurs, on dispose de la propriété suivante nous assurant de ’existence d’un sous gradient
(voir [105] théoréme 23.4 ou [47] p. 22) :

Théoréme 12 Soit f une fonction convezre continue en un point u € U, alors Of (x) # 0 pour
tout x dans Uintérieur du domaine de f.

Quelques propriétés élémentaires :
Propriété 2 Jf(z) est convexe.
Propriété 3 Sit >0, 0(tf)(x) =tof(x)
Propriété 4 Si f et g sont continues, alors O(f + g)(z) = df (x) + dg(x)
Par ailleurs, le théoréeme 11 (illustré figure 2.1) se généralise en

Théoréme 13 Soit f : U —] — oo, +0], conveze, semi-continue inférieurement et coercive.
Alors f admet un minimum et

f(wo) = inf f(z) 0 € 9f (o).
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FI1GURE 2.1 — Graphe d’une fonction convexe avec un point de non différentiabilité. En rouge :
différents sous-gradients (compris entre la partie linéaire et la demi-droite en pointillé. En bleu :
la représentation du sous gradient de pente 0.

2.1.2 L’algorithme Lagrangien Augmenté (AL) - généralités

Dans cette partie, on consideére toujours U et V' deux espaces de Banach réflexifset A: U — V
un opérateur linéaire continu. On s’intéresse dans cette partie au probléme de minimisation
suivant :

ar:%e%in{J(x) = f(Azx) + g(x)}. (2.1)

Probléme primal et dual

Définition 5 Soit f : U —] — 00, +00] une fonction convere. On définit la fonction conjuguée
a f définie sur U™ :
[H(@") = sup{(z, z%) — f(x)}.
x
En toute généralité, on dispose du résultat suivant :

Théoreme 14 Soient f et g deux fonctions convexes et f* et g* leurs conjuguées.

sup (=) g (AT} < fnf (S (An) + g(0))

ces valeurs pouvant prendre éventuellement respectivement les valeurs —oo et +00.
Le jeu est alors de comparer ces deux valeurs et les deux problemes associés

Définition 6 On se référera a

inf {J(z) = f(Az) + g(x)} (2.2)

zeU

comme le probléme primal et a

sup (=T (%) = =1 (0") 9" (- AP} (2.3)
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comme le probleme dual. Par ailleurs, on définit I’écart primal-dual comme la différence entre
les deux probléemes :

in(f]{J(m)} — sup {—J(z*)}. (2.4)
z€ z*elU

On définit alors le probléeme perturbé :

min{®(z, p) = f(Az —p) + g(z)}. (25)

Ce probléeme porte bien son nom puisque pour p = 0, on retombe bien sur le probléme primal
initial. Par ailleurs, la fonction intervenant dans le probléme perturbé est aussi en lien avec le
probléeme dual :

Propriété 5 Le probléeme dual est équivalent au probléme

sup {~@*(0,p°)}. (2.6)
sup.

Le théoréme suivant nous dit qu’en fait dans le cas qui nous intéresse, cet écart primal-dual est
nul.

Théoréme 15 Si @ est une fonction semi-continue inférieurement, alors
sup {—f*(=p") — g*(A"p")} = inf {f(Az) + g(2)}
preV* zelU
et par ailleurs ces valeurs sont finies.

Preuve : Voir [47] p.51. O

Si on définit maintenant le Lagrangien du systeme :

L(u,p") = —Egg{<p*,p> — ®(u,p)}, (2.7)

on va pouvoir réécrire ces deux problémes en un unique probleme de recherche de point-selle :

Propriété 6 Dans les hypothéses du théoréme 15, x est solution du probléme primal et p*
solution du probléme dual si et seulement si (x,p*) est un point-selle du Lagrangien L, i.e. si et
seulement si

V(y,q") € U x V", L(x,q") < L(z,p") < L(y,p"). (2.8)

Or dans notre cas, ce Lagrangien est facile a calculer :

Propriété 7 L(z,p*) = —f*(—p*) + g(z) — (p*, Az).

Algorithmes de type Uzawa pour résoudre (2.2)

Parmi les premiers algorithmes naturels d’optimisation convexe se trouve l'algorithme de
descente, ou a chaque pas, I'algorithme descend suivant le gradient de la fonction & optimiser.
Plus spécifiquement ici, puisqu’on ne travaille pas avec des fonction différentiables mais unique-
ment sous-différentiables, il semble naturel de généraliser cet algorithme. Dans toute la suite,
les fonctionnelles que 1’on considerera seront des fonctions continues sur des espaces de Hilbert
et dont le domaine est un sous-espace de co-dimension finie. Ces fonctions seront donc toujours
sous différentiables, et une généralisation de I'algorithme de descente de gradient est donc une
descente suivant des sous-gradients. Cette méthode a été présentée et utilisée notamment par
Shor [119] :

Algorithme de sous-gradient
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— Initialisation : On initialise 2° et on se donne une famille (#); € R% de pas de descente.
— Boucleeni:7>0

1. Sous gradient : Trouver g**1 € 9.J(z%).

2. Descente suivant cette direction :

i QZ'
l1g°]

gt =gt — ¢

Le probleme de cette méthode est double. En effet, un mauvais choix de sous-gradient peut
amener J a croitre au lieu de décroitre (et en pratique c’est souvent le cas). Par ailleurs, il est
beaucoup plus dur de définir un critere d’arrét, puisque d’une part le sous-différentiel entier
n’est pas connu (typiquement, le sous différentiel au point de minimisation peut contenir des
éléments non nuls). Un moyen d’améliorer cet aspect est donc d’utiliser le caractere singulier du
probléme primal-dual comme vu au théoreme 15. Cet algorithme de point-selle a été présenté
historiquement par Uzawa [125].
Le probleme (2.2) que 'on cherche a résoudre est équivalent au probleme

er’yieanyy:Ax fly) +g(x) (2.9)

lui méme équivalent au probléme suivant pour r > 0 quelconque :

~ My— Azl2 = i Tl Az — |2 _
vev, B fWrg@) +5lly—Axl® = inf  f(y)+g(2)+ 5 Az —y [+ Lo (Ax—y) (2.10)

ou I représente la fonction indicatrice :
Ic(x) =0sixz € C et Ig(x) = 400 sinon.

Le calcul précédent nous dit alors que le Lagrangien et donc le probleme primal-dual associé a
(2.10) est

- _ Ty — Azl — _
s e Ly ) = ) + () + gy - Ar - Ly - Ax) (2.11)

L’avantage d’un tel découplage est que f et g peuvent étre minimisés séparément lors de la
boucle d’Uzawa.

Algorithme de descente d’Uzawa classique pour la résolution de (2.11) ar =0
— Initialisation : On initialise A° et on on se donne une famille (t'); € R%.
— Boucleeni:i>1

1. Minimisation en (x,y) : Résoudre les problémes découplés (puisque r = 0) :
z' = argmin{g(z) + (A1, Az)}
xzelU

y' = argmin{f(y) + (A", 9)} (2.12)
yev

2. Mise a jour du multiplicateur de Lagrange A :

A= N (At — ) (2.13)



30 CHAPITRE 2. ALGORITHMES DE DUALITE POUR LES FLUIDES A SEUIL

Prendre r = 0 permet de découpler I'étape de minimisation en deux étapes indépendantes mais
dans la suite, on voudrait travailler avec r > 0 pour "augmenter" le caractére convexe de la
fonction et ainsi accélérer la vitesse de convergence. Le premier algorithme (généralisation du
précédent pour r > 0) de Lagrangien augmenté est donc comme suit. Il a été proposé par
Glowinski et co-auteurs (voir par exemple [60, 58]).

Algorithme (ALG1) pour la résolution de (2.11) & r >0
— Initialisation : On initialise A° et on se donne une famille (#); € RY..
— Boucleeni:7>1

1. Minimisation en (z,y) :

. . i r
(2',y") = argmin{f(y) + g(x) + (X!, Az — y) + 2 lAz — ylI*} (2.14)
zeU,yeV

2. Mise a jour du multiplicateur de Lagrange A :
No= N (Axt — ) (2.15)

Le probleme de cet algorithme est qu’il recouple les deux problémes de minimisation, ce dont
on ne veut pas. On est donc tenté de transformer ’étape 1 en une minimisation en deux temps
(d’abord en z, puis en y), quitte & ne pas résoudre exactement le méme probléme. On aboutit
donc a un deuxieme algorithme présenté dans [60].

Algorithme (ALG2) pour la résolution de (2.11) ar >0
— Initialisation : On initialise A\°, y° et on se donne une famille (#*); € R
— Boucleeni:7>1

1. Minimisation en x :

7' = arg min{g(z) + (N, Az) + Z[| Az — y' |} (2.16)
xzelU

2. Minimisation en y :

i . i— r i
y' =argmin{f(y) — (X", y) + 5|4z’ — y|*} (2.17)
yeVv 2

3. Mise a jour du multiplicateur de Lagrange X :
A= N Azt — ) (2.18)

Théoréeme 16 Si
— on a existence de (z,y,\) point selle de L,,
— L,(+,+, p) est coercive convexe et propre pour tout ,
— g est uniformément convexe,

— VieN, t =t €]o, 1+2‘/5r[,

alors

(%, y") — (z,y) dans (U x V)et X' = \* dans V* (2.19)

avec (x,y, \*), un point selle de L,.

Preuve : Voir par exemple [58] p.85. O

Les fonctions avec lesquelles on travailler dans la suite nous assure bien que l’'on est dans le
cadre des hypotheses du théoreme (voir section 2.2.1).
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2.2 Détails explicites de I’algorithme

On va dans cette section détailler la méthode utilisée pour résoudre le systéme de Stokes-
Bingham suivant :

N+ Vp=0
{ TEVPEY Lo (2.20)

V.u=0,

avec la loi constitutive suivante (avec B le nombre de Bingham) :

D(u)
T=2D(u)+ B < D(u) #0
[D(u)| (2.21)
|7 < B< D(u) =0.
ou dans la version avec grandeurs dimensionnées :
D(u)
7 =2nD(u) +, < D(u) #0
Y1D(u)] (2.22)

|7| < 7y & D(u) = 0.

Une énorme majorité des simulations seront faites dans la géométrie de type expansion-
contraction définie par la figure 2.2 (pour des raisons de simplicité, seule la moitié supérieure
est montrée ici, mais on effectue bien le calcul dans le domaine complet). Les conditions de
bord seront décrites dans la section 2.3. Ainsi, un écoulement dans ce type de géométrie sera
caractérisé par le rapport B et les deux parametres de la géométrie, I'un controlant la hauteur
de la marche (h) et 'autre la longueur de la cavité (0).

5 L
|H
h Y Y
1 _|D
T T
FIGURE 2.2 — Géométrie de 'expansion-contraction et parametres de la géométrie sans et avec

dimensions (resp. & gauche et a droite). Seule la moitié supérieure est représentée, du fait de la
symétrie par rapport a ’axe des abcisses.

Apres avoir décrit les différents ingrédients utilisés dans ce cas spécifique (I'algorithme AL,
la discrétisation spatiale en différences finies), nous allons présenter les premiers résultats des
simulations.

Remarque 8 On testera aussi l’algorithme décrit ci-apres sur I’écoulement unidimensionnel de
Poiseuille.

2.2.1 Algorithme AL proprement dit

Pour résoudre les systemes (2.20),(2.21) et (2.20),(2.22), on utilise donc I'algorithme (ALG2).
L’implémentation est donc tres proche de celle de Wachs et co-auteurs ([128]) et de Muravleva
([87, 88]) du fait du maillage structuré en grille décalées. Ici, on travaille avec (dans les variables
avec dimensions) :

— Les espaces U = {v € H'(Q)?,div(v) =0}, V ={q € LZ(Q)gan%, Tr(q) = 0} qui sont des

espaces de Hilbert,
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— L’opérateur linéaire A: U — V qui est linéaire continu.
u — D(u)
Deux choix s’offrent a nous pour les fonctions f et g :

1. f: V. — R et g: U — R
¢ — 1y fold+nfolaf v — 0
2. f: V. — R et g: U — R
q — 1y Jgldl v o 1 folaf

Ces deux choix donnent deux fonctions convexes coercives et propres. Dans chaque cas, au moins
I’une est strictement convexe. Par ailleurs, le choix de I'une ou de I'autre ne change pas la résultat
final et ne modifie qu’a la marge 1’algorithme (ALG2). Dans la suite on choisit (sauf mention
du contraire) la deuxiéme version. Le théoreme 16 s’applique donc bien en prenant par exemple
comme pas de descente ¢t = r. Le Lagrangien augmenté de ce probléeme est donc

Lvga)=n [ IDOE+7, [ ld+ [ a: @) =a+3 [ DM -d?  (@22)

Enfin, 'incompressibilité du champ de vitesse peut aussi se voir comme une contrainte. On peut
donc adapter et augmenter le lagrangien avec cette nouvelle contrainte.

Lrstveadio) =n [ DO+, [ o+ [ a: (D) =)+ [ wdiviy)

+ 2 [1D0) = aP +3 [ (@iv(v))? (22

Remarque 9 Pour l'autre choiz de fonctions f et g, on aurait

Lrs(v,q,1,a) zn/Q\qlerTy/Q\qH/Qa:(D(v)—q)+/9ldiv(v)
—i—%/Q]D(V) —q!2+g/ﬂ(div(v))2 (2.25)

On a donc ici deux parametres d’augmentation r et s avec lesquels on peut jouer (ce qui com-
plique d’autant ’étude des parametres optimaux). L’étape 1 de (ALG2) est donc un systeme
de Stokes qu’on décrira ci-apres. L’étape 2 de (ALG2) se résout en minimisant point & point
I'intégrande de :

r
[ [lal+a: (000 -0+ FIp0) o]
(intégrande que ’on notera H(q)). Pour ceci, on utilise le théoréme 13. On trouve que gp minimise

H si et seulement si
Ty a+rD(v)
o =|1-
lao+ rD(v)| . r

On peut donc maintenant expliciter ’algorithme proprement dit (dans le cas (2.20)-(2.22)) (noté
par (A1) dans la suite) :
Algorithme 1 — Résolution du probléme complet (2.20)-(2.22) :

— Initialisation : On initialise p°, d°, A% (2 0 ou & un champ quelconque)

— Boucleeni:i>1

1. Sous-probléme de Stokes généralisé : résoudre (u’, p') :

—V.((r+ Zn)D(ui)) + Vpi — V'()\z‘—l _ Tdi_l)

) 2.26
Vu' =0 ( )
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2. Résolution explicite point par point pour d :

0« [N+ DY) < 7,

d'= ¢ Ni—1y rD(u?) Ty . , (2.27)
- = : N4 rD(u
r ( |Az—1+rD(uz)\) & WDl >
3. Mise a jour du multiplicateur de Lagrange A :
A=\ (D(ud) — dY) (2.28)

— Sortir de la boucle dés que : | D(u’) — d'||;2 < tolp ou i = Npaz B
En sortie de l'algorithme, on récupére donc une solution de (2.20)-(2.21).
Reste & résoudre (2.57). On veut résoudre un probléme de Stokes avec comme condition div(u) =
0 (on rappelle que la pression est le multiplicateur de Lagrange associé & cette condition). Un
algorithme classique a la Uzawa peut-étre ré-utilisé (voir par exemple [57] chapitres 20-22) Dans
notre cas, on réutilise un algorithme de type (ALG2) (dénoté par (A2) dans la suite) :
Algorithme 2 — Résolution du systéme de Stokes (2.57) :
— Initialisation : Initialiser la pression p*? = p’~! (c’est une estimation naturelle pour la
pression, qui va différer peu de itération i — 1 & 'itération 1)
— Boucleenk : k>1
1. Résoudre le probleme linéaire en u>* :
—V.((r + 2n)D(u**)) — sV(V.ub*) = V.(NL — pdi=t) — vpih-! (2.29)

2. Mise a jour de la pression (le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’in-
compressibilité) :
pf = phhTl sV bk (2.30)

— Sortir de la boucle dés que : ||V - (u"¥)| 2 < tolg ou k = Nmaz,s

— Poser u* = u* et p' = pi*

Dans toutes les simulations présentées ci-dessous, on travaille avec tolg = 5.10712, tolg =
6.10~12 Nipaz,B = 40000, Nppez,s = 1000. II est a noter que d’autres tests ont été faits avec
des tolérances (tolp,tols) plus exigentes (de l'ordre de 1071°, i.e. la précision machine) mais
ceux-ci voient leur temps CPU drastiquement élevé, pour un gain de précision minimes. En effet
les phénomenes observés ne requierent pas un niveau de précision de cet ordre et les tolérances
tolg,tolp sont déja tres exigentes. Pour ce qui est du nombre maximal d’itérations Nypqz B,
il peut sembler tres élevé. Il n’est cependant jamais atteint en pratique, excepté dans les cas
extrémaux (domaines longs, B élevés). Pour Ny,qz g, il n’est jamais atteint. En pratique, le
nombre d’itérations de la boucle de Stokes décroit tres vite, jusqu’a atteindre tres souvent 1 ou
2. Tout ceci sera détaillé en détail dans la section 2.4.2.

Remarque 10 Dans l’algorithme (A1), on doit initialiser X et d. On choisit de les initialiser
a 0. Plusieurs autres initialisations ont été faites (par exemple en prenant le résultat analytique
de Poiseuille que l’on aurait en l’absence de cavité). Celles-ci ne changent pas la solution finale.

Remarque 11 Pour notre choix de paramétres (r,s), on décide de se baser sur une étude
d’optimalité sur un cas particulier. On peut regarder deux critéres d’optimalité de convergence
ou de complexité de calcul comme défini au début de [92] :
— La complexité analytique qui sera ici le nombre de boucles faites dans (A1).
— La complexité arithmétique : i.e. le nombre total d’opérations faites pour arriver a la
convergence a tolg pres.
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Ici, on fait le choixz de regarder une complexité entre deux. En effet, du fait de la structure de
lalgorithme, le systéme linéaire associé a la discrétisation de [’équation de Stokes a inverser sera
toujours le méme; seul le second membre changera au fil des itérations de (A1) et de (A2). Il
suffit donc de décomposer la matrice du systéme de Stokes une fois pour toute avant de lancer la
boucle (A1). Le temps CPU sera utilisé en majorité pour inverser le systéme linéaire, le reste
des opérations ne consistant qu’en des réallocations ou des opérations arithmétiques simples
(additions, multiplications par des scalaires, comparaisons).

Le cas particulier que l’on regarde est celui d’une cavité courte (h = § = 2) avec B = 1.
La figure 2.3 montre le nombre de boucles AL nécessaires pour atteindre différents paliers de
convergence d’une part et le nombre de systémes linéaires résolus pour ces méme paliers d’autre
part pour différents choix de r et s. Lorsque r diminue, ['algorithme (A1) améne les variables
plus lentement vers la contrainte et le nombre de boucles AL est plus élevé. Lorsque r augmente
au contraire, le nombre d’itérations dans (A1) diminue. Cependant, le probléme (2.57) nécessite
plus de résolutions de systémes linéaires pour amener la divergence a 0. Il faut donc prendre
des valeurs "intermédiaires”. Dans ce cas particulier le nombre minimal de systémes linéaires
résolus est atteint pour r = 200, s = 2000. On choisit dans toute la suite ces paramétres. On peut
évidemment se questionner sur la pertinence de cette "condition d’optimalité” et on reviendra
dessus section 2.2.3
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FIGURE 2.3 — A gauche : nombre de boucles AL nécessaires pour atteindre différents paliers
de convergence. A droite : nombre de systémes linéaires résolus pour ces méme paliers pour
différents choix de r. De haut en bas : s = 500, s = 2000, s = 20000.
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2.2.2 Notes sur des améliorations de (ALG2)
L’algorithme (A1) peut étre reformulé en terme d’opérateur proximal [83].

Définition 7 Soit f: U —] — 00, +00| une fonction convezxe, propre et semi-continue inférieu-
rement. Son opérateur proximal est défini par

. 1
prox,(u) = argmin{ f(v) + o [v — u/*
velU

Cet opérateur est bien défini du fait de la stricte convexité de la fonctionnelle & minimiser.
Par ailleurs, les problémes principaux et duaux se réécrivent (pour le choix de fonctions f et g
numéro 1) :

: 2
= D(u
uer(rj{lqrév{n/ﬂlczl +Ty/ﬂch|}avecq (u),

. (2.31)

min{F(r) = - /Q(m — )2} avec C = {7 € V, Yu e U, (div(r),u) = 0}

L’algorithme (ALG2) est alors presque équivalent & un algorithme utilisant I’opérateur proximal
(également appelé ISTA) [18] :

Algorithme ISTA pour résoudre (2.20)-(2.21) :
— Initialisation : On initialise 7° et on se donne une famille (L); € R
— Boucleeni:i>1

. | :
i+1 i T %
T = prox (7‘ LZ.VF(T ))
("presque" étant di au fait que cet algorithme échange les deux étapes de minimisation dans
(ALG2)), ou L' satisfait & chaque étape le critére suivant :
i

. ‘ o L
F(rY) < F(r') + (VF(r), 7 — ) + 2

i), (2:32)

ce qui est vérifié par exemple lorsque VF est lipschitzienne de constante de Lipschitz L et que
L' > L (dans la suite, on prendra L' = L, ou L = % dans le cas Bingham).

Remarque 12 Cet opérateur proximal est vu comme un opérateur approchant la fonctionnelle
a minimiser. En effet, le probléme se réécrit comme :

min{F (1) + g(7)} avec g = I¢.
TEV
Si on prend o proche de T, on peut approcher cette fonctionnelle par
L
Qlo,7) = F(1) + (VF(7),0 = 7) + Sl — 7|1 + 1o (o)

A 1 fizé, Q(-,7) admet un unique minimiseur du fait de sa stricte convexité et un calcul simple
montre que ce minimiseur vérifie :

L
argmin(Q(o, 7)) = arg min {Ic(O') + =
o€V oeV 2

o— (T - 2VF(T)) H} = prox, <T - EVF(T))

Ainsi, chaque étape revient a minimiser un probleme approché du probléeme de départ ou F est
remplacé par une fonctionnelle quadratique qui lui est trés proche. Dans le cas précis de Bingham,
il s’agit juste de minimiser une fonctionnelle convere sous la contrainte o € C. On parle alors
d’opérateur shrinkage-thresholding.
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Remarque 13 On peut aussi "backtracker” L' dans le cas ot l'on ne connait pas de constante
de Lipschitz convenable pour L. Il s’agit d’incrémenter géométriquement L' jusqu’a ce qu’une
condition du type (2.32) soit vérifiée.

Cet algorithme a été utilisé pour de nombreuses applications comme par exemple le traitement
d’image (voir par exemple [33]). Par ailleurs, [18] remontre une estimation de la vitesse de
convergence au sens suivant :

Théoréme 17 Soit (17%);en générée par algorithme ISTA et T € argmin, {F (o) + Ic(0)} une
solution du probléme de minimisation. On a alors l'estimation suivante :

IF(r) + Ic(r") = F(7) + Ie(7)]| = O(1/i)

Une estimation analogue a également été montrée dans [63] dans le cas de (ALG2). Cette
vitesse de convergence n’est pas optimale... mais presque. En effet, il a été montré dans [91]
qu’on ne pouvait pas faire mieux que O(1/i?). Par ailleurs, il est possible d’améliorer ISTA
en FISTA (Fast-ISTA) en décomposant la boucle en plusieurs étapes. Cet algorithme a été
présenté initialement par Beck et Teboulle dans [18]. Il consiste en I’algorithme de ISTA auquel
on ajoute un pas d’extrapolation supplémentaire, en résolvant 1’étape proximale sur une variable
7 auxiliaire. Ensuite 7 est mis a jour a partir des deux itérations précédentes de 7 et d’un pas
adaptatif :

Algorithme FISTA pour résoudre (2.31) :
— Initialisation : On initialise 7°, 71 = 70, ¢! = 1.
— Boucleeni:7>1

1. Calcul de 'opérateur proximal
i i1 1 i—1
' =proxailo |77 — =VF(T')
LY L
2. Mise a jour du pas de descente :

1+ /1 + (2t0)2

2

3. Mise a jour de 7

, S ,
7A_7,+1 L s (7_1 o 7_1—1)

Cet algorithme est optimal dans le sens suivant (voir [18] ) :

Théoréme 18 Soit (1%);en générée par l'algorithme FISTA et 7 € argmin, {F (o) + Ic(o)} une
solution du probléeme de minimisation. On a alors ’estimation suivante :

1E(") + Ic(r') = F(7) + Ie(7)| = O(1/i%)

Les algorithmes de la classe de FISTA ont été adaptés dans [122, 123] pour résoudre des
problémes d’écoulements de fluides viscoplastiques un peu plus généraux (Bingham, Herschel-
Bulkley ou Casson). [122] exprime ’étape 1 de FISTA en fonction des variables primales (et
donc en introduisant les variables auxiliaires @ et §) et propose plusieurs alternatives pour relier
les variables auxiliaires (11, §) aux "vraies" variables (u, ¢). L’une de ces alternatives est de poser
simplement (u,q) = (@, §), une autre étant de poser (u, ¢) comme solution d’un probléme proxi-
mal dépendant de (11, §). Par ailleurs, en sus de 'estimation ci-dessus, [122] montre également
le théoreme suivant :
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Théoréme 19 Soit (u’, ¢, 7%);cn générés par Ualgorithme FISTA* et u la solution du probléme
primal de (2.32). Si on choisit de poser (u,q) comme solution d’un probléme proximal dépendant
de (1, 4q), alors

lg" = D(@)|ly = O(1/i) et ||Ju’ —ally = O(1/3)

D’autre part, si (u',q',7");en sont générés par lalgorithme ISTA*, alors
lg" = D(@)lv = O(1/Vi) et |u’ —ully = O(1/Vi)

Cette méthode est donc plus rapide que le Lagrangien Augmenté classique en terme d’itérations
et donc de complexité analytique. Cependant, pour assurer la convergence, il faut calculer (u, q)
en fonction de (11, §) ce qui augmente la complexité algébrique. En pratique, poser (u, q) = (1, §)
suffit & assurer la convergence (et est fait dans [123]). FISTA et FISTA* sont des méthodes pro-
metteuses qui doivent étre étudiées dans le futur. En pratique cependant, et a notre connaissance,
cette méthode n’a jamais été poussée a l'extréme. Par exemple, dans [124], les résultats montrés
ne permettent pas de déterminer si ces algorithmes atteignent bien le zéro machine, les tolérances
étant posées égales & 1070, et le cas échéant, le cofit en itérations et en temps CPU. Qui plus
est, la qualité des résultats obtenus sur les cas-tests classiques ne sont, & notre connaissance, pas
aussi bons que ceux qui ont été montrés dans la littérature récemment.

2.2.3 Parametres optimaux

Revenons un instant sur la remarque 11. Il est a noter qu’en régle générale, les parametres
d’augmentations optimaux sont inconnus ou non calculables a priori (sauf dans quelques cas
particuliers, voir par exemple [45]), et ce, que ce soit pour les algorithmes de type AL ou FISTA.
Par ailleurs, le concept méme de parametre optimal n’est pas si clair comme expliqué dans [124].
S’agit-il des parametres qui amenent le plus vite a la condition de contrainte y = Az 7 De petits
parametres d’augmentation vont amener en moyenne le résidu beaucoup plus lentement vers
la condition de contrainte et faire converger trop lentement l’algorithme. Au contraire, de forts
parametres d’augmentation auront tendance & amener (x,y) beaucoup plus vite sur la droite
y = Ax en faisant passer au second plan la minimisation de J comme illustré sur la figure 2.4. Et
un petit résidu ||y — Azx||z2 n’implique évidemment pas forcément que z est proche de I'argmin
de J. Mais alors, cela voudrait dire que le critéere de convergence ||y — Az||;2 < tol n’est pas
si pertinent pour des algorithmes de type AL. Treskatis et co-auteurs proposent dans [124] de
revenir au théoréme 15. A convergence, on est en effet supposé avoir un écart primal-dual (2.4)
nul. Ainsi, I’écart dual-primal a 'itération ¢

F(Az") + g(a®) + T (\) (2.33)
est censé tendre vers 0 et imposer une tolérance sur cette valeur constitue un critere plus fort

qu’une tolérance sur le résidu ||y — Ax||. Ils montrent sur différents graphes de convergence que
c’est effectivement le cas.

2.3 Discrétisation spatiale
On va s’intéresser maintenant a la discrétisation spatiale de (2.29) Soit €2 le domaine considéré

(soit la conduite Poiseuille, soit la géométrie expansion-contraction). Comme expliqué précédem-
ment, on utilise une discrétisation de type différences finies sur grille cartésienne. Le systeme
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FIGURE 2.4 — Version schématique des zones, schéma inspiré de [124]. Les différentes ellipses
représentent les lignes de niveau d’une fonction convexe (le minimum étant atteint dans la zone
verte clair). La zone rouge représente toutes les valeurs possibles atteignables lorsque le résidu
est petit.

s’écrit de maniére développée (ou, u = (u,v)) :

0,0k + ayuk

- (27’ + T)am <aa:uk + 9

> —s <8muk + axyvk) = -0, p" 1V + [
ot + o (2.34)

ol (?) = div(A — rd) est invariant pendant tout ’algorithme (A2). Dans la suite, on omet les
y

exposants k pour alléger les notations.

2.3.1 Le maillage et la discrétisation en un point intérieur

Suivant [128] et [87], on utilise une grille décalée en maillage Marker and Cell (MAC) & la
Harlow et Welsh [61]. Les points ot 'on va calculer la composante en = (resp. y) de la vitesse
se trouvent au milieu des arétes verticales (resp. horizontales) du maillage sur les (z;;41/2)
(vesp. sur les (z;41/2,;)). Les points ol 'on va calculer la pression sont au milieu des mailles
sur les (7;41/2 j4+1/2)- Ceci est schématisé figure 2.5. Plagons nous sur une maille du domaine (2,
centrée en (x;,y;) et notons h le pas horizontal et k le pas vertical du maillage (dans les faits, on
utilise dans le code un maillage uniforme). Les deux lignes de (2.34) seront discrétisées sur deux
volumes de controle différents (cf. figure 2.6). L’axe horizontal est découpé en N sous-segments
tandis que chaque section verticale est subdivisée en M sous-segments. Comme on travaille a pas
constant, cela signifie que ’expansion-contraction aura deux valeurs de subdivisions verticales
possibles : M;,out pour le canal d’entrée et M, pour l'intérieur de la cavité. Par ailleurs, dans
toutes les simulations présentées ci-dessous, on va adapter le pas du maillage pour que la fin du
canal d’entrée corresponde a une fin de maille comme montré sur la figure 2.7.

En reprenant les notations du volume de contréle, on obtient que le systeme a résoudre est
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FIGURE 2.5 — Maillage de type MAC, A gauche : détail d’une maille intérieure pour la vitesse
et la pression. A droite : détail d’une maille intérieure pour les différents tenseurs.

(pour la premiere ligne) :

2n+r+s  2n+r 2n+r+s 2n+r
( 2 572 ) i~ gy Wity Ui-15) = = e (g + Ui g-1)
2n +r 4+ 2s Di — Dio1j
- nT(Ui,jﬂ — Vi1 = Vig i) = figo— S (2.35)
La deuxieme ligne se déduit de maniere identique :
2n4+r4+s  2n4r 2n4+r+s 2n+r
2 oR2 ij T(W,jﬂ + vij-1) — Thg(viﬂ,j +Vi1,5)
2n+1r—+2s Dii— Diio1
- T(’m’-&-l,j — Wiy — Uil + Uijo1) = [ — p Bl (2.36)

f2
div(A —rd). On place les différentes composantes des tenseurs (A, d et D(u)) comme montré sur
la figure 2.5 Ceci est cohérent d’une part avec I'actualisation de A puisque celle-ci se fait suivant
Iéquation (2.59) et avec le probleme de Stokes d’autre part puisqu’il fait intervenir div(A — rd),
soit

1
on obtient alors une erreur de consistance en O||(h, k)?||. Reste maintenant & discrétiser / ) =

Or(Agz — 1dyz) + Oy(Azy — rdyy) calculé en T j11/2

Oz (Azy — 1dzy) + Oy(Ayy — rdyy) calculé en x5

Le seul probleme que cela pose est au niveau de 1’étape 2 de 'algorithme (A1), puisqu’on a
besoin de la norme du tenseur A+rD(u), et ce, aux coins et au centre des mailles physiques. Pour
ce faire, on va devoir approcher d’une part ses composantes diagonales aux coins des mailles
et sa composante extra-diagonale au centre. On utilise pour ceci une méthode de moyenne a
quatre points (comme montré figure 2.5), lorsque c’est possible, i.e. sur les mailles au centre du
domaine. Par exemple, en (2;41/2j11/2),

A+ TD(“)‘?+1/2,J'+1/2 = (Ao + Ta:cu)z2+1/2,j+1/2 + (Ayy + rayv)%+1/2,j+1/2 + 2(Agy
T
+ 5(‘%“ + a$v))72noy,i+1/2,j+1/2
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FIGURE 2.6 — Maillage de type MAC, les mailles de controles (en bleu) sont centrées en u; ; pour
la premiere équation (& gauche), en v; ; pour la deuxiéme (& droite)

N

ou

T 1 T r
(Azy + 5(%“ + 020) ) moy,it1/2,j+1/2 = 1((/\36?4 + 5(81/“ + 0xv))ij + (Azy + 5(831“ + 020))it1,5

r r

+ ()‘wy + 9 (8?;“ + 8%”))%3]’-&-1 + (/\zy + 9 (8yu + 8wv))i+1,j+1)

Cela va marcher en tous points sauf en ceux du bord. Pour calculer d,, en ces points, on n’a
qu’un ou deux points voisins pour moyenner.

2.3.2 Conditions de bord

On regarde maintenant les différentes conditions de bord. Dans toutes les simulations que
I'on meéne, on impose les conditions de bord suivantes (que l'on travaille avec le canal Poiseuille
ou avec l'expansion-contraction) :

— Condition de non glissement sur les murs latéraux : u = 0,

— Vitesse de Poiseuille en entrée : u = (upois,0,0) avec une certaine condition sur wpe;s.

— Dans le cas dimensionné, on veut que la vitesse moyenne V' vérifie V = ;y—éz? avec Bi
donné,

— Dans le cas adimensionné, on veut que V = 1.

Pour cela, on doit choisir un forgcage en pression. Le calcul du flux en fonction du seuil

et du gradient de pression donne que ce gradient doit vérifier :

2
DP = —XT—Z}% ot X? -3 <BZ + 1) X 4+ 2 =0 en dimensionné

B 2
DP = X ot X3 —3 (B + 1> X + 2 =0 en adimensionné,

ce polyndme étant appelé équation de Buckingham [26].
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FIGURE 2.7 — Disposition des mailles de la frontiere (en marron) au niveau des coins

Remarque 14 On suppose donc que Linour est suffisamment long pour qu’un écoulement de
Poiseuille ait liew a ’entrée. Il a donc fallu tester la longueur minimale nécessaire de ces tuyauz
d’entrée-sortie (que l'on note Linout) pour avoir une condition d’entrée consistante. En effet,
il va falloir trouver un compromis entre avoir un canal suffisamment long mais pas trop pour
ne pas augmenter trop le nombre de mailles et donc le temps CPU. Une maniére de vérifier
cela est I’évolution de la zone du plug central lorsque Linout augmente. On peut supposer qu’un
écoulement de Poiseuille est présent en entrée si l'interface rigide/fluide reste paralléle aux murs
pendant une distance signficative. La figure 2.8 montre que pour Linouwt = 2D, cette condition
est respectée. Dans les simulations présentées ci-aprés, on choisit donc Lipour = 2D.

= ~
>0 <::> <
° a
N A
7 ~

I G S

N A

FIGURE 2.8 — Superposition des différents contours |d| = 107!° pour B = 20 (en haut) et 2 (en
bas) pour 3 aspect-ratios différents du canal d’entrée : Zizeut = 6 (en noir), 4 (rouge) et 2 (bleu)

Pour la sortie, on a deux choix différents :
— Imposer une condition de Dirichlet avec la vitesse vérifiant encore 1’écoulement de Poi-
seuille : U = (Upois,0,0),
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— Relaxer la condition de sortie en une condition de Neumann : d,u =0
Un grande part des simulations a été menée en utilisant des conditions de Dirichlet partout.
Cependant, on va par moment vouloir relaxer les conditions de sortie et imposer une condition
de Neumann.

Les bords communs : ’entrée et les murs latéraux

Dans ce cas, les conditions sur u en entrée et en sortie ne posent aucun probléme, tout comme
celles sur v sur les murs latéraux. En effet, les points ol sont calculées ces vitesses se trouvent
sur la frontiere. Pour v en entrée, on va prolonger v une demi-maille en dehors du bord comme
montré sur la figure 2.9. Un développement limité sur le bord donne :

o(=h/2,) = 0(0,5) 2 0r0(0,) + O(?), v(h/2,y) = v(0,3) +350,0(0,9) + O(F)
=0 =0

Ainsi, en posant
Vo,j; = —V1,5 (2.37)

On effectue encore une erreur d’ordre 2. De méme, on peut prolonger u une demi-maille hors
des murs latéraux comme suit :

Uj 0 = —U;1 et U M1 = —Ui M (2.38)

Vo, j+1 1,541 H H ?
............................... {j‘[} . .’

Ui,y Lz’—1,]_§ Ui 1 _Ui+1,E|]

e ® % - ® 7 — R

V0,5 UL,j Vi1

............................... 1 ITIIITIEY YT py MO o UPPPPPPIN: SORRRRRAN gy HAPPPPPPPE SURPPPPIN o IS

%Lz'—l,(l: U0 Ui+1.0

s s

FIGURE 2.9 — Prolongement de v (a gauche) et u (a droite) en dehors du bord physique (en
marron) la ol c’est nécessaire (voir texte pour plus de détails).

Alors, en écrivant le systeme (2.35)-(2.36) sur une maille de controle sur le bord et en
remplagant les valeurs sortant du domaine avec les formules ci-dessus, on obtient encore une
relation linéaire sur les coefficients d’ordre O(h?) :
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— Sur v en entrée, pour j € [2, Minout] :

n+r+s 2np+r  2n+r 2n+r+s 2n+r
k2 2h2 Ah2 Lj— T(Ul,jﬂ +v1,5-1) — Tanz V2
2n+r+2s DP1,j — P1,j-1
- T(Ulj — U1y — Uz o1 Ul 1) = f12,j - % (2.39)

— Sur w sur les murs latéraux, pour 7 € [2, N] (en prenant en compte le fait que v est nul
sur les murs latéraux) :

2n4+r+s 2n4+r 2n+r 2n4+r+s 2n+r
12 Y + A2 i1 — T(Uiﬂ,l +ui-11) — Ag2 i
2n+r+ 2s Pi,1 — Pi—1,1
- W(W,Q —Vi-12) = f1171 - % (2.40)
et (en notant M pour M; ou Ms).
n+r+s 2np+r  2n4r 2n+r+s 2n+r
h2 + 2k2 + 4k2 Wi,M — T(W—H,M +Ui—1,M) - Tkgui,M—l
2n+1r+ 2s Pi,M — Di—1,M
- ni(_vi,M +vi—1m) = f,%M. — M LM (2.41)

2hk h

Pour ce qui est du calcul de |\ + rD(u)| au niveau de toutes les frontiéres, on ne va donc pas
pouvoir moyenner sur 4 points. On va donc moyenner sur moins de points, 2 au niveau des bords
et 1 au niveau des coins.

Sortie Dirichlet

Dans ce cas, on peut réappliquer ce que 'on vient de faire en entrée pour la sortie. La
composante u ne pose toujours pas de probléeme et la composante v est prolongée une demi-
maille apres la sortie et ’équation en v devient pour j € [2, Mipout] :

2n+r+s 2n+r  2n4+r 2M+r+s o+ 1
L2 + oh2 + Ah2 N.j — T(UNJ—‘,-I +uNj-1) — TthN_l’j
2n+1r+ 2s PN — PN

— nT(UNJrLj —UN;j — UN41,j-1 T UNj-1) = sz\,’j — ijl (2.42)

Et encore une fois, pour le calcul de |\ 4+ rD(u)| au niveau des frontiéres, on moyenne sur moins
de 4 points.

Sortie Neumann totale

Pour une sortie avec des conditions de Neumann 0,u = 0, ¢’est un peu plus délicat. On va
prolonger u une maille et v une demi-maille au dela de la sortie. Les DL de u, et v en sortie et
le fait que leurs dérivée normales soient nulles nous donnent alors :

h2 h2

2 2
WL+ 0/2,y) = v(Ly) + 00 L,y) + O0F), vk~ h/2,9) = o(Ly) + = 020(Ly) + O(R)
(2.43)
Ce qui nous ameéne & poser :
UN+2,j = UNj» UN+1,j = UN,j (2.44)
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pour tout j € [1, My].
L’équation sur © au niveau de la sortie se réécrit alors :

2n+r+s  2n+r 2n+r+s
iz TRz JUNE T T e N
2n+r PN41j — PN,
— e (vt ung) = Ity — # (2.45)

... pour peu que ’on puisse définir la pression hors du domaine ! Pour cela, on peut aussi créer un
champ de pression déja prolongé jusqu’a une maille apres le bord des le début et la réactualiser
a chaque itération de la boucle de (A1). Pour cela on a besoin de div(u) et donc de réutiliser le
prolongement de u décrit ci-dessus. Ainsi, la réactualisation de la pression donnera

PRy = PGy — sdiv(w) vt (2.46)

On approche alors div(u) comme suit :

UN+2,j TUNH+1,5 UN+1,j41 — UN+1,5
N——

=UN,j =UN,j+17UN,j

div(u)(zn+1,5) = - + 2 (2.47)
_ UNj T UN+1, T UN+1,j — UN,j
h k

Passons maintenant au calcul de |\ + rD(u)| au niveau de la sortie. Pour le cas d’une sortie ou
on impose la condition de Neumann d,u = 0, on peut supposer que d; = dy, = 0. En effet,
a convergence, on a d = D(u) et donc d;, = d;u = 0 On peut faire comme précédemment, &
savoir prolonger d,, une demi-maille apres la sortie en définissant

dm,N+1/2,j = _dacac,N—l/Q,j et amUNH/Q,j = _awUN—l/Q,j-

On peut également prolonger \;, comme on a prolongé div(u). Par récurrence, on montre (sous
; 0 — )0 )
réserve que )\M’NH/% = )‘a::v,N—l/2,j) que :

k41 _\k
)\x:p,N+1/2,j - )‘xz,NJrl/Z,j + (3zUN+1/2,j - d:v:v,N-‘,—l/Q,j)

_ k
= —Ape,N—1/2 — (O2un—1/2j = duz N-1/2,5)

_ \k+1
A:cx,N—l/Q,j

Sortie Neumann partielle

On peut également étudier des conditions de bord mixtes en sortie a savoir d,u = 0 et v = 0.
On peut reprendre tout ce qui a été fait dans la sous-section précédente. On prolonge u et v
comme précédemment :

UN+2,j = UNjs —UN+1,j = UN,j (2.48)

pour tout j € [1, Minout]-
L’équation sur u au niveau de la sortie se réécrit alors :

2n4+r+4+s  2n4r 2n+r+s 2n+r
h2 + ok2 ) UN+LG T e UNG T Tkz(uN,j+1 +unj-1)
2n+r+2s

PN+1,j —PN,j
hk (UN,j - ?JN,j+1) = f11\f+1,j' B # (2~49)
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et la divergence de la vitesse se prolonge en

div(w)(@y41,) = ~div(u)(zy,) (2.50)
pour que la pression puisse étre définie partout

new

PN+1,j = plo\lfil,j —sdiv(u)ni1,; = p?\lf(il,j + sdiv(u)n,; (2.51)
Et le calcul de |A 4+ rD(u)| au niveau de la sortie se fait de méme puisque on suppose encore
que dgz = dyy = 0. Et il n’y a également pas de probléme au niveau de A :
k+1 k41
)\:t:c,N+1/2,j - _)‘a:w,N—l/Zj'

2.4 Premiers résultats numériques et étude de convergence

Dans cette section, les résultats seront présentés sous forme adimensionnée sauf dans la
section 2.4.2.

2.4.1 Convergence de (A1)

Le premier cas test que I'on regarde est celui de I’écoulement unidimensionnel de Poiseuille.
La figure 2.10 montre I'erreur faite lors de la discrétisation pour différents B. On retrouve d’une
part la convergence & l'ordre 2 sur les champs de vitesse et de l'autre, le fait que la vitesse
converge en norme H' vers la solution analytique. On présente figures 2.11 et 2.12 différents

-2.0 . . , , , - 0.0
« « B=1 /
’ *
e o B=10 7/
¢ ¢« B=100 , —0.51
° / e
, .
25 ’ .7
o5l , |
¢ / ) .7
’ o Lo o’
’ ) .
//’ « = ¢ 7
o .
= ,/ 2 -15f 7
= -3.0} , S ° . <
= . , = -
2 ./ S .
S / | 4
| R L = -2.00 -
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= ,/ _Q o -
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o0 e g -25; _ .f .
ie) , ) e
7 O //
° / — ’ <
7
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e 4
—-4.0+ ,
7
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_4'E I I I I I _40 I I I I I
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F1GURE 2.10 — Convergence sous raffinement de maillage de 'algorithme AL dans le cas d’un
écoulement de Poiseuille. A gauche : erreur faite sur les vitesses. A droite : erreur faite sur les
gradients. Les droites en pointillés sont de pente 2.

graphes de convergence du résidu |[D(u) — d|2. On remarque tout d’abord en figure 2.11 que le
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nombre de boucles de Stokes faites a chaque itération de 'algorithme (A2) décroit au fur et a
mesure des itérations de (A1) pour arriver & un systéme linéaire résolu par boucle de (A1). Par
ailleurs, le cas test présenté figure 2.11 est un "cas extréme" dans le sens ou la cavité est longue
(i.e. 0 est petit) et B est grand. Ceci explique que le résidu ne tombe pas & 5- 10712 en moins
de 40000 itérations. Le résidu est néanmoins trés bas puisqu’il approche 107!, La figure 2.12
montre d’autres graphes de convergence dans une géométrie moyenne. On voit que le nombre
d’itérations requises pour arriver a convergence croit lorsque B croit.

101
1 14
1072
10-3 _ 12
—4 ]
10 E L 10
105
] - 8
1076 1
1077 - L 6
1078
1 L4
1079 -
10—10 _ )
10711 ]
10° 10! 102 103 10* 10°

FIGURE 2.11 — Convergence de l'algorithme AL pour h = 6/5, 6 = 1/12 et B = 50. En bleu : le
résidu || D(u) —d||z2. En rouge : le nombre de boucle de Stokes fait & chaque boucle de (A1). Il
s’agit d'un des cas les plus extrémes i.e. un des seuls ot Ny, B est atteint.

2.4.2 Temps effectif de calcul

La résolution numérique a été codé en Fortran et parallélisé en MPI. Les résolutions des sys-
témes linéaires provenant de la discrétisation de (2.57) ont été réalisés a 1’aide de la bibliotheque
MUMPS [4, 5]. Ce solver paralléle nous permet de raffiner le maillage de maniére significative.
Dans les faits, on est monté jusqu’a 7.8 x 10® points en travaillant sur 16 coeurs et en n’excédant
pas 2 jours de calculs. Bien siir, dans toutes les simulations effectuées, le maillage n’est pas
raffiné au maximum possible. Pour la plupart des résultats présentés au chapitre suivant, on
utilise comme pas de discrétisation Az = 2.1072, de telle maniére qu’une section verticale de la
cavité contienne 600 mailles. On donne dans le tableau 2.1 le nombre total de mailles obtenu
avec un tel pas de discrétisation en fonction de la géométrie. Pour les cavités les plus longues
(les L les plus élevés), notamment dans la géométrie pour laquelle on a fait le rafinement de
maillage présenté figure 2.16, le probleme a été résolu avec n, = 16 processeurs. Le tableau
2.2 rassemble les différents temps CPU ainsi que le nombre total de systémes linéaires résolus
pendant ce raffinement de maillage. On remarque que méme si diminuer le pas du maillage aug-
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FIGURE 2.12 — Convergence de l'algorithme AL : le résidu ||D(u) — d||z2 pour h =2 et § = 0.5.

3-3-6 5-1-6 5.5-0.5-6 | 3-3-12 5-1-12 ?'25'0'5' 5-1-25 5-1-60
48-10° | 6.8-10° | 7.3-10° |6.6-10° | 86-10° | 9.1-10° | 1.3-10% | 2.3-10°

TABLE 2.1 — Nombre de mailles pour différentes géométries données par D-H-L, donnés dans
cet ordre en premiere ligne.

Az 2-1072 1-1072 8-1073
AZ adimensionné correspondant 4-1073 2.1073 1.6-1073
Nombre de points du maillage 1.25-10° 5.0 - 10° 7.8-10°
Nombre d’itérations AL 16508 9425 9349
Nombre total d’itérations de la boucle de Stokes | 45162 34615 30513
Temps CPU 5h30 18h15 32h30

TABLE 2.2 — Temps CPU associé¢ a I’étude du raffinement de maillage montré figure 2.16 (D = 5,
H =1, L=25et B=20), n, = 16.

mente le temps CPU (puisque les sytémes linéaires a résoudre sont beaucoup plus conséquents),
cela réduit le nombre global d’itérations de boucles dans (A1) et (A2). D’autres exemples de
temps CPU sont donnés dans le tableau 2.3. On a bien pris soin de montrer ici des cas extrémes
(géométries longues, hauts B). On peut remarquer que méme si Ny,q5 p st atteint dans le cas
(D,H,L) = (5,1,60), le résidu final de la boucle (A1) est égal & 6.5 - 1072 (voir figure 2.11)
pour B = 50, ce qui est proche de la tolérance demandée. On présente figure 2.11 en plus de
I’évolution du résidu dans ce cas extréme, le nombre de systémes linéaires résolus a chaque ité-
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D-H-L 3-3-6 5-1-25 5-1-60
np 1 1 16

Nombre d’itérations AL 4618 13339 40000
Nombre total d’itérations de la boucle de Stokes | 12261 40587 70936
Temps CPU 2h30 22h45 20h15

TABLE 2.3 — Temps CPU pour différentes géométries a B = 50.

ration de (A1). Ce nombre de systémes linéaires décroit beaucoup dans les premieres itérations
de (A1) et tres vite se stabilise & 2 ou 3 systémes résolus par itération de la boucle. De fait, la
méthode de résolution du sous-probléme de Stokes que I'on utilise (& la place de la résolution
usuellement utilisée) ne provoque pas beaucoup de perte de temps excepté pour les premieres
itérations et en méme temps assure d’avoir une vitesse qui respecte a chaque étape la condition
d’incompressibilité.

Il n’est pas évident de comparer ces temps de calcul CPU & ce qui a été fait précédemment
dans la littérature. On peut cependant comparer nos temps de calculs avec ceux issus de la these
de Thibault Chevalier [35]. On reproduit ici une simulation pour comparer avec son maillage qui
comporte le plus d’éléments (19346). On réutilise sa géométrie (D = H =2, L =4 et Lipoyr = 8)
et on maille un peu plus finement que [35] car on ne peut pas reconstruire un maillage qui a
exactement le méme nombre de mailles que chez Chevalier (Az = 8- 1072 ce qui donne 30000
éléments). Pour ce test, Chevalier mentionne un temps CPU de 10h sur un seul processeur.
Pour comparer, notre code (tournant également sur n, = 1 processeur) amene ’algorithme a
convergence en 20 a 40 minutes pour différents nombres de Bingham. Notre code est donc environ
15 fois plus rapide a configuration identique et & maillage plus raffiné.

2.4.3 Des champs typiques de vitesse et déformation

La figure 2.13 montre des champs de vitesse et pression typiques. La partie en bas a droite
montre le multiplicateur |d|, approximation de |D(u)|. La premiere chose & remarquer est que
tous les champs sont symétriques par rapport aux axes vertical et horizontal. Cela est di a la
symétrie du domaine et des conditions de bords ainsi qu’a I’absence des termes inertiels que ’on
aurait eu dans un systéme de Navier-Stokes complet. De ce fait, on ne montrera souvent dans
la suite que des quarts de domaines. De plus, comme fait régulierement dans la littérature, on
recouvre les zones plastiques avec des patchs gris, puisque les contraintes ne sont pas uniques
dans les zones de plug. On ne peut donc pas donner de sens aux pressions et contraintes calculées
numériquement dans ces zones.

2.4.4 Détermination des zones de plug et de pseudo-plug

Une grande problématique est la localisation numérique des zones plastiques a partir des
champs de déformation et du multiplicateur d. Sur la figure 2.13 en bas, a droite est montré tout
le champ du multiplicateur |d| (qui est équivalent au champ |D(u)| puisqu’on est a convergence).
Le champ est montré en échelle logarithmique, le minimum de 1’échelle de couleur étant fixé a
10712, ¢’est & dire proche du zéro machine. A notre connaissance, trés peu d’articles montrent ce
champ |d| en entier, [103] par exemple le montre mais sans utiliser 1’échelle logarithmique. Une
des seules présentations des champs |d| en échelle logarithmique est faite dans [8]. La figure 2.14
montre respectivement les champs |D(u)l, |d| et le résidu |D(u) — d| encore une fois en échelle
logarithmique. Tout d’abord, on remarque que le résidu tombe effectivement entre 1071° et 1078
partout, preuve que l'on est bien proche de la convergence D(u) = d. On observe également une
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FIGURE 2.13 — Solution numérique : § = 0.5, h = 2 et B = 5. En haut (de gauche & droite) :
Les composantes u et v de la vitesse. En bas : les champs de pression et du multiplicateur |d].

grande différence de niveau entre la zone fluide et celle ou d atteint le zéro machine. La transition
entre la zone |d| < 1071° celle |d| > 107! est trés souvent fine. En tout cas, elle ne représente
qu'une ou quelques mailles dans le canal d’entrée/sortie et proche du plug et de la zone morte
de la cavité, ce qui est un bon indicateur de la convergence.

A partir de ces deux facteurs, on va pouvoir définir un indicateur de la zone plastique. Les
champs |D(u)| et |d| sont de bons indicateurs des zones plastiques. Cependant, |d| est légérement
meilleur pour deux raisons. Premiérement, la mise a jour de la variable duale se fait point par
point en utilisant un seuil plastique calculé localement tandis que D(u) est calculé a partir de
différences discretes de u. Deuxiemement, ce calcul de seuil plastique fait tomber directement le
multiplicateur a zéro tandis qu'’il y a trés souvent un petit résidu dans le champ D(u). Quan-
titativement, il apparait que prendre la zone {|d| < 107'°} ou en deca d’une ligne de niveau
plus haute (jusqu’a 1078) pour définir la zone plastique ne change pas cette derniére. De ce
fait, dans la suite, on définit la zone plastique comme étant la zone {|d| < e} avec ¢ < 1078, Et
dans toute la suite, on décide de travailler avec le champ |d| a la place de | D(u)| pour cette raison.

Par ailleurs, si ’on regarde de plus preés le voisinage des patchs de plug (montré figure 2.15),
on observe tout une zone a l’entrée de la cavité avec un patch de plug entouré de matériau qui se
déforme tres peu. Dans cette zone, les valeurs de la déformation se trouvent entre 107° et 1073,
Le matériau se déforme donc, puisque le multiplicateur n’est pas tombé a 0. La déformation est
cependant négligeable devant celle plus proche du mur en entrée-sortie. On parle dans ce cas de
zone de pseudo-plug [131], [103].

L’étude du comportement de la zone plastique par rapport au raffinement de maillage est
présenté figure 2.16. Cette figure décrit I’évolution de la surface ou le seuil est atteint dans un
écoulement donné lorsque le maillage se raffine (ces surfaces étant définies comme les lignes de
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FIGURE 2.14 — Justification de la localisation des zones plastiques. 6 = 0.5, h =2 et B = 5. De
haut en bas : |[D(u)l, |d| et le résidu |D(u) — d|.
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niveau |d| = 107!°). Elles sont trés proches I'une de I'autre. Par ailleurs, le volume de la zone
rigide croit et semble converger vers un plug limite. Cette convergence est un autre argument en
faveur du caractére bien posé de 'algorithme discrétisé. Entre les deux maillages les plus fins, la
différence entre les deux zones plastiques calculées est tres fine (de I'ordre d’une maille). De fait,
cela va nous permettre de travailler avec des maillages plus laches pour réduire drastiquement
les temps de calculs. Dans la suite, la plupart des simulations sont réalisées avec 600 points dans
une section verticale de l'intérieur de la cavité, (ce qui donne Az = h/300).

2.4.5 Comparaison avec des résultats en éléments finis

Un dernier point intéressant a soulever est la différence entre les discrétisations élements finis
et différences finies. Les éléments finis sont tres utiles et tres utilisés dans la littérature avec les
nombreuses librairies et outils développés, notamment le raffinement avec maillage adaptatif.
L’idée est ici de comparer nos résultats notamment a ceux de [108, 110], et [107], qui sont a
notre connaissance les plus exhaustifs parus a ce jour, et voir I'impact du caractere structuré du
maillage.
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FIGURE 2.15 — Zoom de la figure 2.14 (sans le résidu). Il est & noter que les échelles de couleur
ont aussi été zoomées.
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FIGURE 2.16 — Raffinement de maillage : 6 = 1/5, h = 6/5 et B = 20. Contour |d| = 10~ pour
Az =4-1073 (noir), Az = 2-1073 (rouge) and Az = 1.6 - 1073 (bleu).

Zoologie des plugs

On compare les différentes zones rigides possibles obtenues avec celles de [110]. Des exemples
sont donnés sur les figures 2.17, 2.18, 2.19 et 2.20. On peut observer trois régimes différents de
zones plastiques sur la figure 2.17. Lorsque B est élevé, le plug central est d’un seul tenant, i.e.
tout le matériau au milieu du domaine bouge de maniére rigide. A Tinverse, pour de petites
valeurs de B, on observe une rupture dans ce plug central, le plug de l'entrée s’achevant par
un point de rebroussement. Entre ces deux régimes, il existe un régime de transition (voir par
exemple B = 5, en Magenta sur la figure 2.17). Dans ce régime, le plug central n’est toujours
pas connexe mais des patchs de plugs quadrangulaires apparaissent entre les deux composantes
principales. Ces patchs croissent avec B pour finalement fusionner avec le reste de la zone rigide
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centrale. Par ailleurs, on retrouve bien le fait que la zone morte occupe tout le fond de la cavité
pour des fluides tres plastiques et n’occupe qu’une partie du coin de la cavité pour des seuils
moins élevés. Evidemment, les B marquant les différents changements de régime dépendent tres

B =100
B =20
/: ‘, E

- \O //t

FIGURE 2.17 — Des zones plastiques pour différents B entre 2 et 100. § = 0.5, h = 2.

fortement de la géométrie et de ses différents aspect-ratios. Par exemple, obtenir un plug central
connexe est beaucoup plus difficile lorsque ¢ est bas, tandis que baisser h va au contraire favoriser
Iexistence de ce plug. Ceci est cohérent avec l'intuition que I'on a pour § = 0 (i.e. une cavité
infinie), & savoir qu’un écoulement de type Poiseuille se met en place loin de la discontinuité. Pour
ce qui est de la zone morte, il en va de méme. Si h croit & ¢ fixé, la zone morte va croitre pour, a
un moment occuper tout le fond de la cavité. Par ailleurs, il va exister une taille de marche telle
qu’au-dela, I’écoulement ne changera pas et ne rajoutera que de la zone morte au fond de la cavité.
Ce phénomene (appelé self-selection), s'il a été étudié analytiquement (voir [84] et [85] pour le
cas d’'un écoulement antiplan) a également été observé numériquement [110], [109] dans le cas
de I'expansion-contraction. Nos résultats en différences finies se comparent donc bien avec ceux
de [110] en éléments finis. Par ailleurs, ceci est aussi en accord avec les résultats expérimentaux
de [42]. Enfin, les champs |d| nous donnent des informations supplémentaires sur la structure de

I R - m_ B

- r - p—

FI1GURE 2.18 — Différentes zones plastiques : hd = 1. De gauche a droite, B = 2, 5, 20, 50 et 100.
De haut en bas, h =2, 6/5 et 12/11.

ces pseudo-plugs (voir figures 2.15 et 2.21). On remarque une structure particuliére des champs
|d| dans cette zone. Les lignes de niveau du multiplicateur sont en effet paralleles a la zone de
plug. Cela signifie que dans cette zone, les contraintes (qui ne dépassent que trés légérement
le seuil) ont leurs propres lignes de niveau paralleles a celle de la limite rigide/fluide. Cette
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FIGURE 2.19 — Différentes zones plastiques : hd = 1/2. De gauche a droite, B = 2, 5, 20, 50 et
100. De haut en bas, h =2, 6/5 et 12/11.
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FIGURE 2.20 — Différentes zones plastiques pour h = 6/5 et 6 = 1/5 (a gauche) et 1/12 (a
droite). De haut en bas, B = 2, 5, 20 et 50.

structure particuliere serait a rapprocher de la construction des lignes de glissements présentée
section 1.2.3. En effet, il serait possible d’adapter la méthode des caractéristiques présentée dans
[8] pour des lignes de niveau 7 = 7, + § avec § < 7, qui seraient paralléles aux lignes de niveau
T = 7y. Ceci expliquerait la structure particuliere des zones de pseudo-plug.

Précision des zones rigides

On peut également comparer les résultats donnés par une discrétisation différences finies avec
ceux en éléments finis de la littérature. On compare notamment figure 2.22 la zone plastique
obtenue ici avec celle de la figure 14 de [108] (on s’est placé dans des géométries et des seuils
comparables ainsi que des pas de maillages comparables au niveau de la zone plug). On remarque
que du fait du caractere structuré de la grille, les zones rigides sont plus régulieres. Par ailleurs les
champs de contraintes qui présentent quelques irrégularités proche de la zone plug en éléments
finis sont plus lisses en différences finies. Cela nécessite cependant de beaucoup plus mailler (y
compris dans les zones fluides) et donc de résoudre des systémes linéaires d’autant plus gros.
Chaque méthode a donc ses avantages suivant les objectifs poursuivis.
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FIGURE 2.22 — Comparaison de nos résultats avec la figure 14 de [108].

2.5 Passage de Bingham a Herschel-Bulkley

Dans le cas Herschel-Bulkley, la loi constitutive se généralise (dans la partie fluide) en :

7= 2K2D(w)[* "' D(u) + 7, D(u)

, ssi D(u) # 0,

|| < 7y, ssi D(u) = 0.

95

[D(u)] (2.52)
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avec K la viscosité (la viscosité apparente étant K|2D(u)[""!). Dans toute la suite, on se
limite (pour coller au mieux aux expériences) au cas n €]0,1].

2.5.1 Extension des résultats précédents
Le cas Poiseuille

L’écoulement de Poiseuille dans une cavité infinie de demi-largeur R se résout de la méme
maniere qu’au chapitre 1. L’équation de conservation de la quantité de mouvement se résout
a nouveau en 7,y = DPy avec DP le forcage en pression constant (que l'on choisit & nouveau
négatif) et le rayon de plug est a nouveau y, = |DT—yH. On dispose encore de deux cas :

— Si R< ‘DT—ym, alors il n’y a pas d’écoulement et up;s = 0.

— Sinon, la vitesse vérifie alors :

K](?yupois\r_layupois + Ty sgn(Oytpois) = DPy si |y| > yp et Oypeis = 0 sinon.

et est donc donnée par :

bp . n n n .
<|K|) p—— ((R=g)"" = (y = )"") siy >y,
= |DP|>1/n n 1+1/n
Upois = _ <
D (y) ( K "+ 1 (R yp) si ’y‘ < yp,
DP[ " r n n\ -
<’ K ’> n+1 ((R —yp) T — (g =)t ) siy < —yp.

La formulation faible

De manieére identique au cas Bingham, on multiplie I’équation de Stokes par v — u (avec v
fonction H' nulle au bord et & divergence nulle) et on intégre sur tout le domaine (2,

/QT:D(v—u):O.

Remplacant 7 par la loi consitutive de Herschel-Bulkley, il vient que la derniére intégrale vaut :

. _ n— . D(u): D(v —u)
/QT.D(v—u)—/QK|2D(u)| 12D(u).D(V—ll)—|'/Q7'y ID(u)| ’

Or,
D" D(w) : Dv —u) < — = (IDE)"*! = D))
Ainsi, pour tout v € H}(2), a divergence nulle,
2"K

I(w) < I(v) ot I(v) = /Q e

DI+ [ 7DE)]
Le probléme équivalent devient donc :

argmin I(v). (2.53)
div(v)=0



2.5. PASSAGE DE BINGHAM A HERSCHEL-BULKLEY o7

2.5.2 Adaptation de l’algorithme (A1)

En suivant la section 2.2, le probleme (2.53) est équivalent a la recherche d’un point selle du
Lagrangien augmenté suivant :

’Z'jl: +Ty/QIQI+/Qa:(D(V)—q)+/ﬂldiv(v)

5 [ =g+ 5 [ @iv)? @50

Lys(v,q,l,a) = /2"K

Il a la méme structure que celui présenté section 2.2.1 remarque 9 hormis le terme visqueux qui
n’est plus un terme quadratique mais une puissance plus générale. Cela aura pour conséquence
— de traiter le terme visqueux non plus dans I’étape de Stokes mais dans celle de mise a
jour du multiplicateur d,
— de transformer cette étape de minimisation point & point en une équation non linéaire.
Reprenons l'étape 2 de 'algorithme (A1). Encore une fois, on va minimiser point par point la
fonctionnelle :

6= [ o= [ K0 sn [ [a: 00 -0+ [ 1D0)

La fonction F est différentiable pour ¢ # 0 et (en remplagant « par le minimiseur en « noté A) :

F'(q) =2"K|q|" 'q+ 7y + (g — D(u)) — A.

4

lq|

Par ailleurs, on montre comme précédemment que le sous différentiel de F' en 0 est :
OF(0) ={s— (A +7rD(u), |s| < 7y}

4 oF __
Résolvons 9 = 0.

o K
F'(q) = 0 ssi (Ty +
@ gl gl

>0

—|—r> g=A+rD(u).

Cela nous dit que ¢ et A + rD(u) sont alignés et méme plus précisément que

_ A+ rD(u)
N D@l
ou |g| qui est solution de
P(X)=2"KX"+rX = |A+rD(u)| — 7. (2.55)

Cette équation a une unique solution positive si et seulement si |A + rD(u)| > 7,. Finalement :

0si|A+7rD(u)| < 7y,

arginf, F'(q) = A+7rD(u) avec P(X) = |A+rD(u)| —71,. (2.56)
AT D >,
A+ 7D(u)] st A+ rD)[ >y

L’algorithme (A1) se généralise donc en (A1lb) pour résoudre Stokes-Herschel-Bulkley.
Algorithme 3 — Résolution du probléme complet (2.20)-(2.52) :

— Initialisation : On initialise p°, d°, A% (2 0 ou & un champ quelconque)

— Boucleeni:i>1



58 CHAPITRE 2. ALGORITHMES DE DUALITE POUR LES FLUIDES A SEUIL

1. Sous-probléme de Stokes généralisé : résoudre (u’, p') :

—rV.(D(u®)) 4+ Vp' = V.(X1 — rd 1)

) 2.57
vau' =0 ( )

2. Résolution explicite point par point pour d :
0 Nt rD)| <7y

’= A D 2.58
m sinon, avec P(X) = |A 4+ rD(u)| — 7. ( )

3. Mise a jour du multiplicateur de Lagrange A :
A=\ (D(ud) — d) (2.59)

— Sortir de la boucle dés que : |[D(u’) — d'||;2 < tolp ou i = Npaz B-

2.5.3 La résolution de (2.55)

Dans ce cas, on a envie d’utiliser une méthode de Newton, puisque P est C'! sur R%, ie.
Algorithme de Newton pour résoudre I’équation (2.55) :
Notons z = [A +rD(u)| — 7.

— Initialisation : On initialise Xy > 0,

— Boucle en [ : Mise a jour de la solution :

rX;+aX—=z
r+ nozXl”_1

X1 =X —

)

— Sortir de la boucle dés que : | X;1; — Xj| < tolyewt ou | = Npag Newt-
Mais il faut procéder avec attention. Le probléme qui se pose vient du fait que la dérivée de P
explose au voisinage de 0. Des problémes vont donc apparaitre lorsque z sera petit (ce qui est
embétant justement parce que ce sont les zones que 'on veut capturer avec précision). Il ne faut
cependant pas pour autant oublier Newton. Du fait de ’explosion de P en 0 et de sa croissance
linéaire & I'infini, si l'initialisation de Newton est choisie trop loin de la solution, les itérations
successives se retrouveront a un certain rang dans les négatifs ot P n’est pas défini. Un calcul
simple montre que
p 1/n

2”K(1—n)) & X4 <.

Et a notre connaissance, il n’y a pas vraiment de moyen simple de déterminer & z fixé I’ensemble
des Xg tels que X; > 0 pour tout .

Xl><

Un cas simple : n =0.5

Le cas n = 1/2 est le plus simple. Dans ce cas, on a de fait une expression explicite. En effet,
posant Y = v X, il vient que
rY?2 +V2KY — z =0,

et on a une solution explicite :

X:

(—\@K + m>2 (2.60)

2r

On va pouvoir adapter ¢a pour n €]0, 1] quelconque.
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n quelconque
Dans ce cas, on peut découpler les difficultés : en posant Y = X", il vient que
P(Y)—z=rYY" £ 2"KY — 2z =0,

avec cette fois P qui est une fonction C! sur R, tout entier qui est globalement convexe et que
'on peut prolonger en une fonction C! convexe sur R tout entier :

QY)=P(Y)siY >0, et 2"KY — z sinon.

Ici, on va pouvoir d’abord utiliser Newton puis ensuite passer le tout a la puissance 1/n. Attention
cependant, si 'exposant n est plus grand que 0.5, la dérivée seconde de @ explosera en 0. On
préférera dans ce cas la méthode de la sécante méme si I'ordre 2 de la méthode ne peut étre
assureé.

Pour les cas ou z est petit !

Le probleme qui apparait alors est que 'on doit calculer beaucoup de puissances avec des
exposants non entiers ce qui cofite beaucoup de temps CPU a priori. Il existe un moyen de
contourner le probléme pour z petit. En effet, si z est petit, les solutions de (2.55) le seront aussi
et on aura l'estimée X = o(X™). Quantitativement, si on note X, la solution de P(X) = z, on
peut montrer le théoréme suivant :

Théoreme 20 lim, o0 X, =0 et on a le développement asymptotique suivant :

X, = (z)l/n - <Z>2/n ~ o/ (2.61)

« n \« z

avec oo = 2" K.

Preuve : L’équivalence X ~ (g)l/n est évidente. Posons Y = X — (g)l/" =o0 ((3)1/n>. On a

1/n 1/n\ "
7“<Y+(z) >+a<Y+<Z> ) —-z=0
ol o
1/n 1/n n
TY+7’(Z> +z<1+<a> Y) —z=0
o z

1/n
o(z"™) + Tl gy <1+n (a) Y—i—o(Yzl/”)) —2z=0
z

«

alors en remplacant :

o(z/™) + 7; Ay op Ay 4o (Yzl_l/") =0
1% n

Donc Y ~ C1 2271 et les termes dans les o sont d’ordre inférieur ou égal & z'/™. Donc
1 /2\%"r
SO
n \« z
O

Un calcul long et fastidieux permet de montrer que le développement asymptotique a k + 1
termes de X est de la forme :

X~ hin) (2)" (2) oty (2.62)

z
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avec fo(n) =1 et (f1, -, fr) vérifiant pour tout |z| < 1,

nn—1)---(n—=>,m; +1 > imi K e n im
o Z ( ) ( > )<a1/n) Hf i, (1=1/n) 3 imi+1

l... |
mi+2ma+--+kmp <k mi: M-

i ro A\ (1—1/n)p+1
n)ptl
NS (=) - 0.

On obtient donc f en fonction de (fo, -, fr—1). En effet, le seul terme en fi qui intervient
dans la somme précédente est celui pour (mq,---,my) = (0,---,0,1). Ainsi, en regardant le
terme en zF/"~k+1 il vient que :
1 1 nn—1)--(n—3,m+1)=
fe=——Jfk-1—— > , , 117
n n mays---Mpk—1° -

m1+2m2+---+(k71)mk,1:k
Appliquant cette relation, on trouve par exemple que :

— —n? 4 6n — n— n—
foln) = ~"=3 ot py(n) = ZF =8 _ (= D@n 1)

2n? 3n3 6n3

(et cela a été vérifié aussi par le développement asymptotique classique). Le développement a
tout ordre n’est pas forcément intéressant puisque un développement a 2 ou 3 termes suffira
amplement pour atteindre une erreur trés basse pour une bonne partie des z (comme on le verra
ci-dessous).

Propriété 8 Pour tout k € N, fi(n) = Pfl(k”) avec Py, € Ry_1[X].

Preuve : La propriété est vraie au rang k = 1, puisque fi(n) = —1.

n
Supposons qu’elle soit vraie pour tout rang i < k — 1.
Posons Ey, = {(m1,--- ,mp_1),>;m; <k, > ;im; = k}. Alors :

__BPea(n) 1 n(n—1)---(n—,m+1) 7 B™
fi(n) == nk n Z mal - mp ! H tme”
(ma,,my—1)€EL ' - t=1
Ainsi, il vient que fi(n) = P’;L—(k") avec :

(h=1)--(n z m
Pi(n) = —Pi_1(n) — > ml- - me_ Z HP

(ma, mp_1)€E) ’
Chaque terme de la somme est de degré >, m; — 1+ ,(t —1)m;y = k — 1. La propriété est donc
vraie au rang k.

O

Par ailleurs, on fait I’hypothése suivante qui semble se dégager du calcul des premiers

termes du développement :
k “1n —k —1)
k! '

Vk > 1, Py(n) = — (2.63)
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Remarque 15 1] est intéressant de constater que cette approrimation semble marcher d’autant
mieux que n est petit. Ca semble un peu contre-intuiltif vu que baisser n augmente le carac-
tere non-linéaire du probléme. Mais en fait, cela s’explique par le fait que baisser n donne une
meilleurs estimation initiale de la solution. Cela peut aussi s’expliquer par le fait que n = 0
est également un cas trés simple a résoudre! Enfin, il faut faire attention aussi au fait que

Propriété 9 Si la relation (2.63) est vraie, alors

. ' p (k+1)/n r\ %
kgr-‘?oo uk(n) - kgr—i{loo fk(n) (a) <z) =0

re _
71a1/nzl/” <, (2.64)

st et seulement si

Preuve : Supposons la relation (2.63) vraie. Alors :
(n—k-1-((k=On—k=1))z( 1y 1\
klnk o

al/n
z (k+ 1)kt _ln-1 e k
a \2nkk+1/2 nal/n

z <1+_1>k—1 1 ( o1 _Te )k
o0 k 3/2 1/n
e} V2mk no

—e

uk(n) ~k— 400

~k—+oo T

cette derniere qui tend vers zéro si et seulement si le terme entre parenthése est de valeur absolue
strictement plus petite que 1, ce qui donne la propriété. [l

Propriété 10 Si ug(n) converge vers 0, la suite (|ug(n)|)ken est décroissante en k.

Preuve : Notons vy, (n) = |- ‘ Alors,

ug—1(n)
C(k+1-n)---(k+1—(k—1)n)) (k= 1)ln*! n—1_T_
vk(n) = klnk (k—n)--(k—(k—2)n) . al/n
— I \k+1—(k—1)nl
<H(1+k_m> i k( ) o

=1

On en déduit que si n < n’, vg(n) < vg(n'). De plus,

<o) ool (1)

Donc vg(0) est majorée par une suite plus petite que 1 convergeant vers 1. Au final, il vient que
lorsque n € [0, 1]

uk(n) l < |20 ‘ <1
uk_l(n) uk_l(O)
et la suite (ug(n))ken est bien décroissante. O

Ainsi, le caractere alterné de la série de terme général (ux(n))ren ainsi que sa décroissance
permettent d’en déduire la propriété suivante :
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Propriété 11 Si la relation (2.63) est vraie et si z vérifie la relation (2.64), alors Uerreur faite

sur X, est majorée par :
| (=)t oy
nk \a z

s
- n (0% z

k+1) /n—k .k

Or, pour ¢ > 0,
o

ok k/n >

|fe(n)] <e ez < <|fk(”)|7”k€

Remarque 16 Pour donner un ordre d’idée, si K = 10, n = 0.4 et r = 200, alors la série
converge dés que z < 0.6 et si e = 10718, un développement a trois termes va permettre d’appli-
quer le développement pour z < 2.7-1073, et un développement d quatre termes sera valable dés
que z < 7.5+ 1073,

On propose maintenant un algorithme de résolution de (2.55) :

Algorithme proposé pour résoudre 1’équation (2.55) :

On s’est fixée une tolérance d’erreur égale a € pour tout l'algorithme (A1b)
— Sin =1/2, utiliser la formule (2.60),

— Sinon, si z < (%&T)H/(4 3n), on pose X = "2 fi(n) (2TfK)(Z+1)/n (L)".

— Sinon, on applique un algorithme de Newton (n < 0.5)/sécante (n > 0.5) :
— Initialisation : On pose Yy = (£) sin < 1/2 et (Yo,Y1) = (0,2) sin > 1/2,
— Puis on construit la suite définie par :

(Y,
Vi1 =Y, — 612/( ’“), sin<1/2
Q' (Yx)
Y — Vi -
Vig1 =V — =———FL V), sin>1/2

Q(Yr) — Q(Yr-1)

— On s’arréte des que Vi1 — Yi| <,
— On pose X = Yklﬁl.

2.5.4 Un premier test sur Poiseuille

Par manque de temps, 'algorithme de résolution de Stokes-Herschel-Bulkley n’a été testé
que dans le cas de la géométrie Poiseuille. La figure (2.23) montre les erreurs faites sur les écou-
lement de Poiseuille-Herschel-Bulkley en utilisant ’algorithme (A1b). On retrouve les conver-
gences a 'ordre 2 observées dans le cas Bingham, que ce soit au niveau des vitesses et des
champs de déformation. L’extension naturelle est de faire tourner cet algorithme (A1lb) dans
le cas expansion-contraction pour étendre les résultats présentés au chapitre suivant et plus
particulierement dans la section 3.3.
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Chapitre 3

Comparaison simulations -
expériences : couches limites

Dans cette partie, on va donc utiliser les algorithmes de type Lagrangien Augmenté présentés
au chapitre précédent pour comparer les simulations a des mesures expérimentales. Le premier
objectif va étre de comparer les résultats numériques aux résultats expérimentaux récents des
groupes de Philippe Coussot dans la thése de Thibaut Chevalier d’une part (voir [36, 35]) et
Guillaume Chambon (voir [77, 78]), d’autre part. On en tirera profit pour également affiner les
résultats numériques présentés par Chevalier [35]. La partie 3.1 retrouve les résultats de Luu
et co-auteurs [77] dans le cas de I’écoulement au dessus d’un obstacle. Dans les deux parties
suivantes 3.2, 3.3, on s’intéresse aux questions de couche limite décrites en section 1.2.3. On va
montrer que les résultats de [8] s’étendent dans le cas ot B est modéré (de 'ordre de I'unité)
et que 'approximation de couche limite reste valide dans une certaine mesure, quitte a redéfinir
l’adimensionnalisation. Les sections 3.1-3.2 reprennent les parties 3 et 4 de [79] tandis que la
section 3.3 est reprise de [126].

3.1 Un premiére comparaison dans le cas d’écoulement au des-
sus d’un obstacle

3.1.1 Description du dispositif expérimental

Redécrivons rapidement le dispositif expérimental présenté dans [77]. Ce dispositif comporte
un long canal d’entrée et un long canal de sortie, les deux étant reliés par une marche. On
injecte du carbopol® dans le canal d’entrée & un certain débit. Ce tuyau est suffisamment long
pour qu'un régime de Poiseuille s’installe loin en amont et en aval de la marche (un schéma du
dispositif est présenté figure 3.1). Du fait du changement brutal de la topographie du fond, une
partie du matériau reste immobile au niveau de la marche tandis qu’au dessus une autre partie
se déforme pour rentrer dans le canal de sortie. La premiere observation faite est le caractere
parallele des trajectoires au niveau de l’entrée dans le deuxieme canal, faisant un certain angle
6 avec le fond. Dans un repeére tourné de 6, les coupes de vitesse (montrées figure 3.2 & droite)
s’intersectent en un unique point (ys, us). Cela signifie que le long de la ligne y = ys, toutes les
particules avancent & la méme vitesse us (la vitesse verticale étant considérée comme négligeable).
De ce fait, cette ligne est appelée ligne de glissement®. Qui plus est, ils montrent le caractére

1. Le carbopol est utilisé car il est 'un des prototypes de fluides vérifiant Herschel-Bulkley (quand bien méme
sa loi de comportement n’est pas purement viscoplastique), nous en reparlerons par la suite.

2. 11 est a noter que la ligne de glissement considérée ici n’a pas le méme sens que les lignes de glissement
solides introduites en section 1.2.3.
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(a) (b)

far upstream = downstream

flow zone

dead zone

Loz

FIGURE 3.1 — Reproduction de la figure 2 de [77]. A gauche : schéma de la configuration expé-
rimentale. A droite : lignes de courant au-dessus de la marche.

de type Poiseuille Herschel-Bulkley de la vitesse au-dela de cette ligne de glissement.

0.9F T T
—s U= X-component
0.8} — v= y-component
0.7
0.6 (v,-u)
0.5}

0.4+

velocities (cm s)

0.3F
0.2}

0.1

FIGURE 3.2 — Reproduction des figures 4 et 5 de [77]. A gauche : le lieu des profils de vitesses
montrées a droite. A droite : existence de la ligne de glissement.

3.1.2 Adéquation de la cavité pour les comparaisons

Dans cette section, on va donc se ramener au cas de ’obstacle mais utiliser les simulations
en cavité complete quand bien méme les deux configurations ne sont pas les mémes. En effet,
intuitivement si la cavité est assez longue, un régime Poiseuille ou quasi-Poiseuille va s’installer
au milieu de cette cavité. Dans toute cette partie, on travaille donc avec des cavités longues.
Les deux géométries observées sont h = 6/5 et § = 1/5 ou 6 = 1/12. Reprenant la solution du
régime unidimensionnel de Poiseuille, on en déduit que la vitesse de plug .,y et le début de la
zone rigide 1,4 sont reliés par I’équation suivante (voir [77]) :

1/2 ¥y
(Uplug - u(i’J)) 1 Yplug 810 S Y < Yplug (3.1)

u .
plug 0 si Yy > Yplugs

ou plus simplement que /uy,g — w est lié linéairement a y dans les zones fluides et vaut 0 dans
les zones rigides. La figure 3.3 montre a gauche des coupes de vitesses au milieu de la cavité (qui
joue le role de 'amont) et au milieu du canal de sortie (qui joue le rdle de 'aval). Par dessus
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les coupes de vitesse, se trouve en pointillés les profils de Poiseuille théoriques correspondant
aux vitesses et rayons de plug associés & ces coupes. A droite de la méme figure, on montre

(%)1/2 en fonction de y/ypny. On observe que toutes ces coupes se superposent sur la
méme ligne z = 1 — y dans la zone fluide. Bien siir I'approximation de Poiseuille est meilleure
dans le cas ou la cavité est la plus longue (§ = 1/12) mais les deux figures sont treés similaires.
Pour que les simulations prennent moins de temps, on se restreint au cas des cavités plus petites
(6 = 0.2), puisque I'approximation de Poiseuille est respectée dans ce cas. Le coin en bas & droite

joue alors le role de la marche et on se concentre dans la zone représentée figure 3.4.

3.1.3 Existence de la ligne de glissement

On s’intéresse donc a la zone au-dessus de la marche comme présenté figure 3.4. Ladite
marche va dévier les particules de leur trajectoire horizontale pour qu’elles entrent dans le canal
de sortie, ce que montre la figure 3.5 a gauche. Numériquement, on retrouve ’existence de la ligne
de glissement définie précédemment comme montré a droite de la figure 3.5. Pour la déterminer,
les trajectoires n’étant pas parfaitement paralleles, il faut choisir un angle # de rotation du
repere. On choisit dans la suite ’angle moyen fait par les trajectoires avec I’axe horizontal au
dessus du début de la zone morte.

Remarque 17 En fait, l’existence de cette ligne de glissement est indépendant de cet angle pour
peu qu’il soit petit, comme montré sur la figure 3.6 ! L’évolution de ys en fonction de cet angle
0 est représenté figure 3.7.

Sur cette ligne de glissement, u = ug, ce qui signifie que % est nul le long de cette droite. Cela
ne signifie évidemment pas que le matériau se comporte de maniere rigide. Il se déforme bien
puisque %Z + % est non nul et puisque ys dépend de 6. Cela nous donne cependant 'intuition de
décomposer le champ de vitesses en deux parties : de part et d’autre cette ligne de glissement.

3.1.4 Régime Poiseuille au-dela de la ligne de glissement

Regardons plus en détail les coupes de vitesse figure 3.5. En dega de la ligne de glissement,
le repeére s’intersecte avec la zone morte. Au-dela de la ligne de glissement, les coupes de vitesses
présentent un pseudo-plateau, les valeurs de ce plateau augmentant au fur et & mesure que
I’on se rapproche de la marche. Dans toute cette sous-section, on se concentre sur la partie
comprise entre ys et Yppy (défini ci-apres). Dans la suite, on concentre I'étude juste sur une
coupe particuliere (celle surlignée en rouge dans la figure 3.5). Sur cette coupe, on va tenter de
retrouver numériquement la suite des résultats présentés dans [77], & savoir la nature Poiseuille
du profil de vitesse dans cette zone.

En translatant I'axe horizontal sur la ligne de glissement, et en supposant que la vitesse de
glissement est us, I’équation (3.1) devient :

Yplug — Ys (3.2)

0 si y > Yplug

1/2 y—y .
g~ )\ 1 0y < g
Uplug — Us

et on a toujours /up,y — v linéaire en y. A partir de maintenant, vu qu’il n’existe pas de réel
plateau, on définit wu,;,, comme la moyenne des vitesses entre 1,4 et la fin de la coupe, ypuq
étant la ligne de pseudo-plug définie comme suit : on commence par faire un fit linéaire "grossier"
de \/upiug — u et on définit y,,, comme 'intersection entre le fit linéaire et la ligne g —u = 0.
Notez que cela est cohérent puisque s’il y avait eu un réel profil de Poiseuille au-dela de ys, la
définition de 1/,1,4 aurait été celle du rayon de plug.
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FIGURE 3.3 — Profils de vitesse dans le milieu de la cavité (triangles) et dans le canal de sortie
(quadrilateres) pour § = 0.2 (en haut) et 1/12 (en bas), h = 6/5 et B = 3 (noir), 5 (rouge),
10 (vert) and 25 (bleu). A gauche, les lignes en pointillés représentent le profil de Poiseuille
théorique associé a Upiyug €t Yplug-

A droite, superposition des différentes courbes de (3.1) ; la ligne pointillée est d’équation z = 1—y.

_ 1/2
On effectue donc a chaque fois un fit linéaire de (W) sur le segment [ys, Yrit), Yrit

étant déterminé manuellement et donc différent de .4 a priori. La figure 3.8 montre sur la ligne
du haut les fits linéaires (les erreurs sont de 1’ordre de 10~* — 107%). Sur ces graphes, les lignes
rouges pointillées représentent respectivement ys et yr;; tandis que les lignes bleues représentent
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FIGURE 3.4 — Zoom dans la région de la cavité qui nous intéresse. Définition des coupes de

vitesse "en amont' et "en aval'. Représentation schématique d’une zone morte typique dans la
configuration de [77] (en vert). Définition de Ly, la longueur de la zone morte au niveau du mur.
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FIGURE 3.5 — Existence du point (ys, us) pour différents nombres de Bingham : de haut en bas
B =5, 20, 50. A gauche : les trajectoires (en noir), les zones mortes (en bleu turquoise dans le
coin), et les lignes sur lesquelles sont prises les coupes de vitesse (en pointillé) montrées a droite.
A droite : coupes de vitesses et localisation de ys.

de gauche a droite :
— Ydead * la fin de la zone morte,
— ; : le maximum du profil de la déformation |d| (qui est aussi le point d’inflexion de la
vitesse),
— Yplug défini comme précédemment.
On retrouve les résultats de [77] : les profils de vitesse suivent dans une grande partie du segment
[Yss Yplug) un régime de Poiseuille. Ceci étant vrai pour les coupes au milieu de la zone morte, on
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FIGURE 3.6 — Différents angles 6 (de gauche a droite : 0, 7/20, 7/15) pour B = 20. Coupes de
vitesse associées prises suivant les segments des diagrammes en bas.
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FIGURE 3.7 — ys en fonction de 6 pour B compris entre 3 et 25.

peut également vérifier cette propriété pour toutes les coupes de vitesses considérées a la figure
3.5. Pour ce faire, on regarde pour toutes ces coupes a quel point elles satisfont a 1’équation
(3.2). La figure 3.9 montre le terme de gauche de (3.2) associé a différentes coupes de vitesses
pour différents B et on observe que toutes ces courbes suivent pour une large part la prédiction
théorique de Poiseuille. Finalement, on peut découper le champ de vitesse en 4 zones :

— La zone morte proche du mur en dessous de Ygeqd,
— Une zone de transition entre ygeqq €t v,
— Une zone entre y; et ¥y, dans laquelle la théorie Poiseuille Bingham s’applique sur

[y87 yf’Lt] 3 .
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De gauche a droite : Bi = 5, 25, 50.

— Une zone pseudo-plug au-dela de ypjy4-
Sur la figure 3.10, on montre les courbes ¥ = Ygead, ¥ = Ys €t ¥ = Ypiug en suivant la figure 8 de
[77]. On observe donc que la ligne de glissement est un concept assez bien vérifié.

3.1.5 Section efficace

Suivant encore [77], considérons un écoulement de type Poiseuille dans un canal de largeur
2R. Le débit est le suivant :

R
Qp =2 /0 u(y)dy ie. tpiug = 5 @ (3.3)

(R = Yplug/3)’

ce qui signifie que le débit de matiere est égal a celui d’un écoulement uniforme dans un canal
de demi-largeur R — ypy4/3. Si maintenant, on ne considere que la partie au dessus de la ligne
de glissement, on peut définir le flux efficace :

R
Qeff = / [u(y) - Us]dy-
Comme précédemment, on peut calculer wuy,y — us en fonction de Q. :

Qeyy _ Qefr (3.4)

Uplug — Us = )
plug (R—ys)(1 — (Uptug — ¥s)/3)  Seyy

Ici, le dénominateur de (3.4) joue le méme role que celui de (3.3). On définit la section efficace
Sefy comme suit :

Seff = (R - ys)(l - (yplug - ys)/?)) (35)

3. A noter qu’il y a une variation sur la position de ys par rapport & y;.
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FIGURE 3.9 — Rescaling des profils de vitesses suivant I’équation (3.2). La ligne pointillée repré-
sente la prédiction théorique donnée par (3.2).

FIGURE 3.10 — Les différentes zones, la présentation est identique a celle de [77] : fin de la zone
morte (rouge, basée Sur ygeqq), ligne de glissement (bleu, basée sur ys) et interface rigide-liquide
(vert, basée sur yp,g) pour B =5 (triangles), 20 (quadrilateres), 50 (cercles).
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C’est la section nécessaire pour avoir le flux efficace correspondant dans un écoulement uniforme.
Comme dernier indicateur des résultats précédents, on compare ce que donnent nos mesures
de section efficace et celles de [77], notamment en retrouvant I’équation (3.4). La figure 3.11

représente u,,y — us en fonction de %—J{Jf pour les différentes coupes étudiées précédemment et
e

différents nombres de Bingham. On observe que pour chaque coupe, le rapport %—]{Jf tombe sur
la premiere bissectrice, et donc (3.4) est vérifiée.

2.0

Il
U w
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W W ww
Il I
N =

v O
\

1.5} e

uplug_us
\

0.5} 7

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Qepr/ Sers

%1{ j: . La premiere bissectrice est en pointillés. Voir le
€

FIGURE 3.11 — w9 — us en fonction de
texte pour plus de détails.

3.1.6 Résultats complémentaires
Longueur de la zone morte

De ces simulations en cavité longue, on peut également extraire Lg4, la longueur de la zone
morte (on renvoie & la figure 3.4 pour la définition de Lg). La figure 3.12 présente 1’évolution
de cette longueur en fonction de B en coordonnées log-log. Il semble y avoir encore une relation
sous forme de loi puissance entre Lp et B et encore une fois la valeur de la puissance semble
étre proche de 1/3.

Chutes de pression le long de la cavité

On revient brievement au cas de la cavité entiere (en variables adimensionnées) pour étudier
les chutes de pression. Ici, si I’on prend des coupes horizontales en pression et que 1’on observe
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FI1GURE 3.12 — Longueur de la zone morte au niveau du mur en fonction de B en échelle log-log.
En pointillé : fit linéaire (pente 0.346).
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FIGURE 3.13 — Gauche : Coupes longitudinales de pression adimensionnée pour différents B.
Seule la moitié gauche du domaine est représentée pour des raisons de symétrie. La ligne en
pointillés rouge représente le début de la cavité. Droite : Coupes de vitesses adimensionnées au
milieu de la cavité pour différents B. B varie entre 2 et 500.

la vitesse (cf. fig. 3.13), on ré-observe que la cavité intérieure est suffisamment longue pour
supposer qu’'un écoulement de type Poiseuille est instauré au milieu de cette cavité (de la méme
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maniere qu’en section 3.1.2). On observe trois quantités mesurables :
— une "vitesse de plug" uq,
— un rayon de plug y;.
— Par ailleurs, la pression est quasi linéaire au voisinage du centre de la cavité. On peut
donc mesurer le gradient de pression DP1.
Si I’écoulement était effectivement Poiseuille, alors, u; et y; seraient reliés par I’équation (3.1).
La figure 3.14 montrant \/u; — u concorde bien avec cela. Ainsi, le profil de vitesse u au milieu
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FIGURE 3.14 — A gauche, expression de \/u; — u en fonction de y pour différents B (fit linéaire
en pointillés noirs). A droite, les gradients de pression DP1 (en noir) et DP2 (en rouge).

de la cavité est bien de type Poiseuille. Son rayon de plug associé est de la forme y, = %
avec DP2 qui est trés proche de DP1 (voir figure 3.14 a droite). On peut donc en déduire
que la vitesse au milieu suit un profil de type Poiseuille défini par un gradient de pression
calculable directement sur le champ de pression et on déduit de cette vitesse un nombre de
Bingham défini par Byijieq = |y1 DP1|! La figure 3.15 montre ce By,jjiey, €n fonction de Beprse
(le seuil adimensionné du fluide). On retrouve bien numériquement le caractere linéaire de cette
dépendance, puisque théoriquement, la constance du flux nous donne :

Bmilieu = thentree (36)

3.2 Evolution de la couche limite & Bingham élevés

On ré-examine a la lumiére des simulations effectuées les résultats présentés dans [35, 36].
Chevalier présente des résultats d’injection de Carbopol dans une expansion-contraction, le but
étant de modéliser un écoulement dans un pore modele. Dans cette section, la cavité est petite,
(6 est de l'ordre de 0.5-1) et on est en régime dit frustré pour B suffisamment élevé. Ce régime
apparait lorsque du matériau fluide est coincé entre tout le fond de la cavité composé de matériau
immobile et la bande de matériau rigide central. La couche de matériau fluide est alors appelée
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FI1GURE 3.15 — Comparaison entre les Bingham en entrée et au milieu de la cavité. La ligne en
pointillé représente la relation (3.6)

couche limite (comme a la section 1.2.3) et présente les mémes caractéristiques que la couche
limite au sens de Prandtl [101] et Oldroyd [94]. Les principaux résultats de [36] sont présentés
figure 3.16. Ils montrent tout d’abord une similarité des différents champs de vitesses pour une
certaine gamme de débits. Une mesure des tailles de la couche limite pour ces différents débits
permet de dégager une loi de décroissance de cette taille en fonction du nombre de Herschel-
Bulkley. Comme dit dans la theése de Chevalier [35], une loi de Bingham va permettre de retrouver

1.0

14

75

30 15 y(mm) 30
FIGURE 3.16 — Reprodution des figures 1 et 3 de [36]. A gauche : champ de vitesse typique en
régime frustré (carte de vitesse obtenue par IRM). A droite : superposition de coupes verticales
de vitesse au milieu de la cavité pour différents débits (ces vitesses ont été renormalisées par la
vitesse moyenne en entrée). Encart : décroissance de la largeur de la couche limite (la droite en
pointillé a pour pente -0.2).

une large partie de ces résultats qualitatifs.

La premiére sous-section 3.2.1 va décrire les différentes composantes du tenseur des contraintes.
On va regarder ce qui se passe au niveau de la pression comme au niveau du déviateur des
contraintes. Dans la section suivante 3.2.2; on retrouve une loi de largeur de la couche limite

proche de celle d’Oldroyd mais dans les régimes frustrés, résultats que l'on retrouve également
chez [8].
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3.2.1 Les contraintes

On observe d’abord différentes coupes du champ de pression figure 3.17. Tout d’abord, on
observe le caractére linéaire de la pression méme dans le cas frustré (les coupes de pressions sont
a droite et sont prises sur les lignes de coupe en pointillés). En entrée et sortie, on retrouve une
décroissance linéaire de la pression, ce qui est cohérent avec le régime de Poiseuille imposé en
entrée et en sortie. Bien siir, les pentes en entrée-sortie ne sont pas les mémes que les gradients
imposés, du fait de la présence de la cavité, mais elles sont cependant trés proches comme on le
verra par la suite.

Remarque 18 Plusieurs choix étaient possibles pour la description de la pression dans la cavité.
Ici, le choix a été fait de prendre une coupe horizontale prise dans le milieu de la zone fluide
d’entrée. Mais un autre choix possible (fait par exemple par [110]) serait de moyenner le long
de l'axe des ordonnées. Ici, on considére que le fait que la pression ne soit pas connue (et pas
unique) dans les zones rigides rend une moyenne sur tout 'aze vertical peu pertinente, puisque
la pression calculée par Ualgorithme AL dans les zones plug n’est pas pertinente. La coupe de
pression choisie reste dans la zone fluide a ’exception des patchs de plug lorsqu’il y a présence
de pseudo-plug. Cela ne représente cependant qu’une infime partie de la coupe. Un argument
final en faveur de ce choiz est lindépendance de la pression en fonction de y en entrée-sortie,
ce qui amene au méme résultat qu’d une moyennisation.

Les figures 3.18 et 3.19 quant & elles, montrent les différentes composantes du tenseur des
contraintes complet ainsi que de sa partie déviatorique. On rappelle qu’on note 0 = —p Id+ 17 le
tenseur des contraintes complet (en se souvenant que 7y, = —Tya €t 0gy = Ty ). On remarque en
entrée/sortie que les lignes de niveau de o, et oy, sont similaires, ce qui est un bon indicateur de
la prédominance de la pression sur les contraintes déviatoriques. Dans cette zone, on remarque
également la décroissance linéaire de 7., le long de I’axe des ordonnées, ce qui est encore cohérent
avec la théorie Poiseuille dans cette zone. Dans la cavité, maintenant, 7., le long de I'axe des
ordonnées est souvent symétrique par rapport au milieu de la zone fluide, ce qui est cohérent
compte tenu du comportement de dyu (voir section 3.2.2). Dans la cavité, a I'inverse de 'entrée,
oyy reste proche de zéro, ce qui est un bon signe du méme ordre de grandeur de la pression et
de 7. Ces résultats sont en accord avec [108, Fig. 14].

On étudie maintenant plus en détail les chutes de pression a 'intérieur du domaine. Tout
d’abord, on veut vérifier si les gradients de pression en entrée/sortie sont proches de ceux imposés
dans la condition de bord de Dirichlet, qui devraient étre les gradients que 1’on retrouverait dans
le cas d’absence de cavité (que I'on note 95py,,). Avec les notations de la figure 2.2, on définit (on
omet par simplicité la variable y dans p(x,y), on rappelle qu’on est dans une coupe horizontale) :

(Linout) - P(O) and DPmt _ p(Linout + LGt) - p(Linout) .

p
DP..; =
ert Linout Lint

(3.7)

La figure 3.20 (resp. 3.21) montre des comparaisons entre D Py, DP;y,; et amp“h en fonction
de B, pour § = 0.5 (resp. § = 0.25). Pour dh = 1, les deux gradients (théorique et DP..;)
se superposent bien, superposition moins évidente pour des cavités plus longues dh = 0.5. Qui
plus est, comme on a vu dans les figures 3.18 et 3.19, la décroissance de la pression est plus
lente, du fait de la plus grande largeur du canal pour un flux constant. Pour les cavités les plus
courtes, augmenter la taille de la marche n’a pas d’effet significatif sur DP;,; (voir les triangles
sur la figure 3.20). Ceci est fortement relié au phénomene de self-selection décrit en section 1.2.3.
Pour 6h = 0.5, la différence observée entre DP,.; et 8xp|th pourrait s’expliquer par le fait que
baisser ce rapport d’aspect éloigne la géométrie du canal infini et éloigne de méme 1’écoulement
expansion-contraction de I’écoulement de Poiseuille. (voir figure 3.19).
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FIGURE 3.17 — La pression pour § = 0.5, h = 2 et pour (de haut en bas) B = 2, 5 et 10. A
gauche : champs de pression et axe (en pointillé sur lequel on prend la coupe. A droite : coupes
horizontales de pression associées. Les lignes rouges pointillées marquent les extrémités de la
cavité.

Une possibilité pour quantifier cette décroissance de la pression est de supposer qu’elle décroit
linéairement par morceaux et comparer les pentes des différentes zones. Cette hypothese est
vérifiée au moins pour les cavités les moins longues. La figure 3.22 montre la différence entre
ces deux pentes (adimensionnée par J;py;,). Cette différence croit avec B. Plus cette différence
s’approche de 1, plus D P;,; est bas (en supposant que D P, et E)xp|th sont treés proches), comme
par exemple sur la figure 3.22 pour de grands B. Cependant, ce ratio doit tendre vers une limite
toujours inférieure stricte a 1 lorsque Bi — oo, puisque, tout autre parametre étant fixé, un
gradient de pression minimal est nécessaire pour que le matériau commence a s’écouler.

3.2.2 La couche limite - une premiére étude

On présente en figure 3.23 un cas typique de champ de vitesse correspondant au régime
frustré comme décrit par Philippe Coussot et son équipe [36]. Entre le plug central et la zone
morte preés des murs, le matériau s’écoule sous une forme fluide ; c’est la zone de couche limite.
La superposition des coupes de vitesse a l'intérieur de la cavité est présentée figure 3.24. On
remarque qu’au milieu de la cavité, ces profils de vitesse se superposent, comme remarqué dans
[36]. On retrouve également la méme décroissance de la vitesse maximale & l'intérieur de la
cavité.
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FI1GURE 3.18 — Composantes du tenseur des contraintes pour 6 = 0.5, h = 2 et B = 10 proche
de la transition entrée-cavité. En haut : p (gauche) et |7| (droite).

Au milieu : 7, (gauche) and 7, (droite).

En bas : 0., (gauche) and o, (droite).

Remarque 19 Comme mentionné dans [36], on peut remarquer que le tauzr de cisaillement
n’est pas monotone. Au contraire en régime frustré, il posséde un extremum, ce qui se traduit
par un point d’inflexion dans la vitesse (contrairement au régime de Poiseuille uniforme o
il varie linéairement par morceaux). Ceci peut étre vu par exemple figure 3.24 d droite. Cette
existence d’un maximum est cruciale comme on le verra dans la section 3.3.
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F1GURE 3.19 — Composantes du tenseur des contraintes pour 6 = 0.25, h = 2 et B = 10 proche
de la transition entrée-cavité. Méme composantes que précédemment.

On s’intéresse maintenant a la largeur de cette couche limite en fonction de B. On s’attend
évidemment & ce qu’elle décroisse, les zones rigides gonflant lorsque le seuil augmente. Inverse-
ment lorsque B tend vers 0, la zone de plug se rétracte pour finalement disparaitre. La figure 3.25
(& droite) montre ’évolution de cette couche limite dans une géométrie particuliere. La partie
gauche de cette figure montre la superposition des coupes de vitesses au milieu de la cavité a
différents B. On note qu’on retrouve bien ces résultats numériquement. Un fait intéressant noté
par T. Chevalier dans [35] est la loi de décroissance de cette couche limite, puisqu’il propose une
décroissance en loi puissance dans la lignée de [94].

Il semble que la loi de décroissance de cette largeur soit de la forme W = aB~?. On présente
de ce fait, figure 3.26 une tentative de fit linéaire (en échelle log-log) entre ces deux quantités.
On présente sur cette figure deux fits pour deux géométries différentes. Les valeurs numériques
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FIGURE 3.20 — Etude des décroissances de pression pour h = 1. Les glyphes rouges (resp. noirs
et verts) représentent h = 2 (resp. h = 6/5 et h = 12/11). Les losanges représentent DP..; et
les triangles, DP;y;. La courbe continue représente Oypjyy,-
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FIGURE 3.21 — Etude des décroissances de pression pour 6h = 0.5. Les glyphes rouges (resp.
noirs et verts) représentent h = 2 (resp. h = 6/5 et h = 12/11). Les losanges représentent D P,
et les triangles, DP;,;. La courbe continue représente 8gcp|th.

des pentes sont résumées dans le tableau 3.1 pour différentes géométries et on peut les comparer
aux valeurs trouvées par Chevalier dans [36, Fig. 3]. Il avait trouvé une valeur de -0.2 ce qui
differe d’ici. Ceci peut étre expliqué par la différence quantitative entre les fluides de Herschel-
Bulkley (& puissance 0.4-0.5) et de Bingham. Un point intéressant est que toutes les valeurs
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(DP,,—DP,,)/dpy,

Bi Bi

FIGURE 3.22 — Erreur entre les DP. A gauche : 6h = 1. A droite : 6h = 0.5. Les courbes rouges
(resp. noires et vertes) représentent h = 2 (resp. h = 6/5 et h = 12/11).
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FIGURE 3.23 — Solution pour 6 = 0.25, h = 2 et B = 10. En haut (de gauche a droite) :
composantes u et v de la vitesse. En bas : les champs p et |d|.

numériques de la puissance de la loi semblent tourner autour de la valeur -1/3. Cette valeur
n’est pas sans rappeler les scalings de couche-limite présentés par Oldroyd dans [94] quand
bien méme la configuration n’est pas la méme puisque [94] traite de l'extrusion de matériau
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FIGURE 3.24 — Gauche : Différents profils de vitesse (en noir) le long des lignes pointillées pour
6 =0.5, h =2 et B =10. En bleu, un profil dans le canal d’entrée.
A droite : une coupe de dyu au milieu de la cavité.

viscoplastique dans un canal semi-infini. On y reviendra plus en détail dans la partie suivante
et on montrera comment les résultats d’Oldroyd (ainsi que ceux de Balmforth et co-auteurs [8]
qui les étendent) peuvent étre adaptés aux cas des nombres de Bingham modérés. Enfin, on
remarque également que 1’on retrouve le comportement classique du plug central sur la figure
3.26 : sa largeur centrale tend vers 0 lorsque B tend vers 0 et vers 1 lorsque B tend vers 'infini.

Céoméirio | 0 = 025 [8=025[6=025[6 = 05[38 = 05[5 = 05
h=2 h=6/5 | h=12/11 | h=2 h=6/5 | h=12/11
, 2.1 1.3 1.1 1.8 1.4 1.1
arit (£2.9%) | (£5.6%) | (£0.39%) | (£1.4%) | (£1.5%) | (+0.55%)
-0.32 -0.25 -0.27 -0.35 -0.35 -0.30
Brit 1 (10.41%) | (£1.4%) | (£0.12%) | (20.28%) | (£0.44%) | (+0.18%)

TABLE 3.1 — Les différentes lois de puissance ainsi que les erreurs sur les fits linéaires obtenus
pour W = ay;; B —Prit Les erreurs entre parenthéses sont les écarts types des données par rapport
au fit.

3.3 Evolution de la couche limite 4 Bingham modérés

Cette partie vise a étendre les résultats portant sur la couche limite & B élevés de la section
précédente pour des nombres de Bingham modérés. Les simulations ont été mises en vis & vis
avec des mesures expérimentales. Pour que les simulations collent au mieux avec ces mesures, on
utilise les mémes géométries que [78] et les résultats seront présentés sous forme dimensionnée.
Dans la suite, les géométries présentées seront caractérisées par D, la longueur de la cavité (égale
a1, 1.5, 3, 6 ou 8 cm) et h, sa profondeur (égale a 1.5 ou 3 cm). Par ailleurs, on utilise pour les



84 CHAPITRE 3. COMPARAISON SIMULATIONS - EXPERIENCES

— Bi=5
— Bi=20 * e,
Bi =50 .,
[ ]

— Bi=100

1.0 \ °
e
L]
e ¢ 4
o %30
0.8 | . ¢ .,
¢
0!
1 ’
0.6 |
*
04 1 ¢
0.2 f 10!
o Width of the boundary layer
¢ Width of the central plug

0.0 . n

1 10 100

FIGURE 3.25 — A gauche : superposition des coupes de vitesses au milieu de la cavité pour
différents B et § = 0.25 et h = 2.
A droite : Largeur de la couche limite en fonction de B.
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FIGURE 3.26 — Différentes largeurs de couche limite et zones plug pour h = 2, § = 0.5 (gauche)
et 0.25 (droite). Pour les pentes, voir le tableau 3.1.

fluides les caractéristiques rhéologiques présentées dans le tableau 3.2 qui reprennent au mieux
[78]. Les conditions de bords ont été choisies pour coller au mieux aux vitesses moyennes sur une
section. Par ailleurs, d’autres simulations pour B = 50, 100 et 300 ont été faites pour couvrir une
gamme de nombres de Bingham plus élevée. Finalement, la légende utilisée dans les différentes
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Fluide F1 F2 F3 F4 F5
Viscosité (Pa-s) | 1.218 | 1.554 | 3.354 | 7.955 | 10.76
Seuil (Pa) 0.2 0.8 3.8 15.3 21.3
B pour h = 1.5¢m | 0.57 2.1 7.3 18 36

B pour h = 3cm 0.45 1.7 3.5 25 19

TABLE 3.2 — Les caractéristiques rhéologiques des différents fluides simulés.

figures qui suivent est présentée figure 3.27.

1 D=1cm,h=15cm
* » F1 B D=1cm,h=3cm
A A~ F2 B P=15cm, h=1.5cm
o o F3 [ D=15cm,h=3cm
o o F4 B D=3cm,h=1.5cm
& O F5 1 D=3cm,h=3cm
o o B=50 Bl DP-6cm,h=15cm
o o B=100 B D=6cm,h=3cm
¢ ¢ B=300 B D=8cm,h=15cm
T D=8cm,h=3cCcm

FIGURE 3.27 — Légende des figures de cette section.

3.3.1 Caractéristiques de 1’écoulement

On présente figure 3.28 une coupe typique de vitesse et de déformation au milieu de la cavité
avec la définition des différents points d’intérét :

— la zone morte usuelle en dessous de y = y;n: (I’ordonnée de 'interface),

— la zone plug centrale au dessus de y = Yy (qui sera a comparer avec yp i, le rayon de

plug amont),

— et au milieu, la zone fluide décomposée en deux zones délimitées par y = ys.

Le point y = ys représente le maximum de la coupe de déformation. En ce point, la vitesse est
égale a u = U,. La définition de ces différentes zones peut étre étendue sur toute coupe de la
cavité. La ligne y(z) = ys(z) est définie comme la ligne ot 9, (|D(u)|) = 0 et les lignes y = yins
et y = Yplug comme les zones délimitant la zone morte et le plug central. Il convient par ailleurs,
de remarquer au vu de la figure 3.28, la trés grande précision de la simulation, notamment sur
le profil de D(u) dont les zones rigides sont trés proprement calculées a 0.

On continue dans cette section a appeler y = ys la ligne de glissement et Uy la vitesse de
glissement quand bien méme ils ne jouent pas le méme role qu’en section 3.1. La zone au-dessus
de la ligne de glissement présente en effet un comportement quasiment Poiseuille. Cette zone
(appelée Poiseuille-Like dans la suite) a pour largeur dpy, au milieu de la cavité. On fait dans
la suite ’hypothése que tous les profils de vitesse ont cet aspect. Notons qu’expérimentalement,
les profils de contraintes obtenus ne présentent pas tous cet aspect lisse et concave. Pour les
cavités relativement longues (D > 3cm), ces profils présentent un plateau en lieu et place du
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F1GURE 3.28 — Un profil de vitesse et déformation typique pour D = 1.5cm et le fluide F'4.

maximum. Inversement, pour les cavités les plus courtes, le maximum des contraintes est atteint
en un pic (voir par exemple les figures 7 et 8 de [78]). Une hypothése expliquant l'existence du
plateau est que le Carbopol n’est pas purement viscoplastique et présente d’autres caractéris-
tiques (comme la thixotropie par exemple). Une explication plus précise a ce phénomene n’a pas
encore été donnée comme expliqué dans [78]. Pour pouvoir comparer données expérimentales
et numériques, i.e. pour travailler sur des profils de vitesse similaire, une interpolation lisse des
données expérimentales a été effectuée. Cette interpolation produit un profil de vitesse lisse et
concave en enlevant les perturbations & hautes fréquences dues au bruit effectué sur les mesures
expérimentales. On s’assure que les données lissées obtenues sont indépendantes du procédé.

3.3.2 Points de comparaison simulations-mesures expérimentales

Avec le lissage des données expérimentale décrit dans la section précédente, on peut extraire
des grandeurs ¥int, Ys €t Ypiug €t les comparer aux simulations. Cette section a pour but de
comparer ces différentes grandeurs et les longueurs associées et de montrer une bonne adéquation
entre simulation et expériences.

Notant U, la vitesse de plug en amont, on peut comparer U, par rapport a Uy, (comme montré
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FIGURE 3.29 - Lien entre Us et Uy, la vitesse de plug amont. A gauche : les simulations
numériques (ligne en pointillés de pente ~ 0.39). A droite : mesures expérimentales (ligne en
pointillés de pente ~ 0.45).

Légende : voir figure 3.27

figure 3.29). On observe que Uy est bien contrdlé par U,,, 'un dépendant quasi-linéairement de
I'autre, et ce pour les simulations comme pour les expériences. Par ailleurs, comme montré
figure 3.30, cette dépendance reste vérifiée pour une gamme de B plus élevée et pour toutes les
géométries décrites en début de section.

Une autre caractéristique commune des deux jeux de données est I’évolution des contraintes
maximales en x5 notées 7, par rapport aux contraintes maximales dans le canal d’entrée notées
Tw- Tout comme Uy, ces contraintes sont directement issues du profil de Poiseuille amont. La
figure 3.31 montre d’une part I’évolution de 7,,, en fonction de B et d’autre part comment 7,
évolue en fonction de 7,,,. Un fait notable est le controle de 7, par 7, puisqu’une large partie des
contraintes tombent sur la droite 7, = 0.87,. On retrouve une bonne adéquation (qualitative
tout du moins) entre les résultats expérimentaux et numériques sur ce point.

Pour finir, un dernier point de comparaison porte sur la géométrie et 'aspect de 'interface
solide-liquide dans la cavité. Les largeurs y;,: sont présentées figure 3.32. On observe qu’une
admensionnalisation de |y;n:| par D suit déja un scaling proche de celui de Oldroyd, puisqu’il
semble se dégager une loi de la forme :

Yint| /D = CB™/3,

et ce, méme avec des nombres de Bingham de l'ordre de 'unité. Par ailleurs, les largueurs dpy,
sont présentées figure 3.33. Les simulations concordent bien avec les mesures expérimentales.
On observe cependant une prédominance de la zone Poiseuille-like quasiment systématique-
ment plus large que lautre partie de la zone fluide (comme montré figure 3.34). Ceci est un
premier signe de la dissymétrie du profil. Cette absence de symétrie est importante puisque
c’est une des hypotheses faites par Oldroyd et Balmforth pour dériver leur profil de vitesse
asymptotique. Un autre indicateur de cette géométrie de l'interface est V'efficacité de dépla-
cement qui a déja été décrite dans [78]. L’aire de la zone fluide dans dans la cavité est défini
par Ao = fOD |Yint (x)|dz. Cette aire de déplacement peut étre scalée soit par l'aire totale de la
cavité (Dh) soit par celle de la cavité apparente (D|yint(71/2)]). Ce deuxieme adimensionnement
a I'avantage d’étre indépendant du phénomene de self-selection vu en section 1.2.3. Les deux
scalings sont donnés figure 3.36. La premiere se compare bien avec les mesures expérimentales
(voir la figure 6 de [78]) & 1”exception des B les plus faibles. Il est a noter que le scaling suivant
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FIGURE 3.30 — Lien entre Uy et Uy, pour toutes les géométries et fluides simulés.
Légende : voir figure 3.27

I’aire de la cavité apparente réduit drastiquement la dispersion. Cela est un bon signe de l'in-
variance de forme de cette interface lorsque ’aspect-ratio de la cavité change (pour peu que B
reste de lordre de 'unité). Par ailleurs, la différence de comportement & petit nombre de Bin-
gham pourrait s’expliquer encore une fois par le caractére viscoplastique non idéal du Carbopol.
Plus précisément, on peut supposer qu’a petit B le caractere viscoplastique du matériau tend
a s’effacer pour laisser place a d’autre effets (viscoélasticité ou thixotropie). Ceci pourrait étre
confirmé par une comparaison entre les mesures expérimentales et des simulations sur le systeme
complet de Herschel-Bulkley.

Toutes ces comparaisons montrent (comme dans les sections précédentes) qu'un modele de
Bingham capture beaucoup des propriétés qualitatives non triviales du Carbopol utilisé dans les
mesures expérimentales, Carbopol qui est modélisé par une loi de Herschel-Bulkley. Il est donc
pertinent de mettre en vis a vis les expériences et les simulations et de tester les scalings dérivés
expérimentalement et numériquement.

3.3.3 L’approximation de couche limite

Du fait de la finesse des maillages et du choix d’algorithmes de dualité, on peut considérer
les champs des composantes du tenseur des contraintes (que I'on récupeére grace au tenseur du
multiplicateur d). Les champs de contraintes sont montrés dans un cas particulier figure 3.38. On
montre également la ligne y = ys dans ce cas. Un récapitulatif des lignes y = ys est montré figure
3.39. On observe un comportement différent de ces lignes de glissement suivant la longueur de la
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FIGURE 3.31 — Evolution de 7,/7, en fonction B (4 gauche) et dépendance de 7, en 7, (&
droite). En haut : simulations. En bas : mesures expérimentales (Hb,, correspond au Hb du
texte : Hby, = n%i ). Les lignes en pointillés & droite représentent la relation 7,, = 0.87,.

Légende : voir figure 3.27

cavité. En effet, plus celle-ci est élevée, plus les lignes de glissement ont tendance a entrer dans
la cavité. Les champs de contraintes présentent les mémes caractéristiques que dans la section
3.2.2.

L’approximation de couche limite consiste a prendre la limite y petit et B grand.
Partant des systémes (2.20)-(2.21) et supposant que I’écoulement a lieu en faible épaisseur, on

effectue le scaling suivant :
x\ (L% u\ (U
y) \eLy) \v) \eUv)’

ou L,U sont les longueur et vitesse caractéristiques du systéme. Les pressions et contraintes
caractéristiques sont P = % Les équations de couche limite sont obtenues en supposant que B
est élevé. Plus précisément, en suivant 1’équilibre des différents termes effectuée dans [94, 8], on
suppose que 3B ~ 1. De plus, en étudiant les ordres de grandeurs des différents termes dans
la premiere composante de ’équation de conservation des moments, on en déduit que le terme
principal de pression est :

— du méme ordre de grandeur que 7.,

— un ordre de grandeur plus petit que 7.
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FIGURE 3.32 — Différentes visualisations de y;n¢. En pointillé & gauche : droite de pente —1/3.

Légende : voir figure 3.27
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FIGURE 3.33 — Evolution de 65, /D en fonction de B. A gauche : simulations. A droite : mesures
expérimentales (reproduction de la figure 10c de [78]) dpr, est noté ici dg7. Légende : voir figure
3.27

Comme on suppose que 7., vaut approximativement B dans la zone fluide, on en déduit le
scaling suivant pour la pression et les contraintes :

[ U e W U (2 g B sgn(yu) 1 _
b= 7382277 (Tyy> - 2 (P%yy y Toy — P 23 + ETxy . (38)
Les termes dominants donnent les équations de conservation suivantes :
07U + 030 = 0,
N Y (3.9)

aﬂﬁ = —3;7%9593, 85315 = 8£7~—zz + 8g7~—$y-
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FIGURE 3.35 — Evolution de yint/D (les encarts : les données brutes y;,; en fonction de D) en
n

%, (resp. Hbp = %y (U%p) ). Bp est le nombre sans dimension apparaissant

dans le scaling d’Oldroyd.

A gauche : les simulations (la droite en pointillés est de pente —1/3). A droite : mesures expé-

rimentales (la droite en pointillés est de pente —1/(n + 2)). Légende : voir figure 3.27

fonction de Bp =

Intéressons-nous maintenant a la loi constitutive. On commence pour cela par un développement
de |D(u)|. Ses composantes s’adimensionnent en :



92 CHAPITRE 3. COMPARAISON SIMULATIONS - EXPERIENCES

0.8
k ° e 0.8
C1D/h=05 o [ D/h=05 o °
025f |mm D/h=1 o | 0.7y D=1 s .,
k |EEE D/h=2 _ o9 W D/h =2 )
i m D/h=4 g 061 | wm Dn -4 S 04 hd . R
< |4 o F3 u
~ 0.20} nz; N . L ?:} 05t a ° 9 Hy e
A of, e 2 o Fs 02 ®
g & ¢ ° 3 o o adme
3 i ¢ ¢ o04f p © o
= B 1 2 3 4 5
Tonl g 3 i
) < 0.3
5} <
° 0.2 @ ;: ) o ]
0.10} ° o L4 ; i, ® >
'2 o ° ol © o 53a¢ B a¢ ]
. B °
. . . . . e
5 10 15 20 25 30 0 : : :
1 2 3 4 5
B Hb

FIGURE 3.36 — Les différents scalings de Ay en fonction de B : Ay /D? et Aoy /(Dh) (en inset).
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FIGURE 3.37 — Scalings de A;,: par laire de la cavité apparente en fonction de B. La légende
est la méme qu’a la figure 3.36

Le taux de déformation admet le développement suivant :

9\ 1/2 o\ 1/2
<8xu2 + (ayu —:Laxv) > = <8§;ﬂ2 + i <i8@ﬂ + 68@@) )

[P 1/2
( 8 a2 Oyuaxv n (’)(5))
2
- 1/2
‘( e MQ * te 50t OC )) ,
et donc,
_ 1oga] ? 030 2
[D(w)| = =7 yay\ - elayUIQagﬁ+0(a ),
3 - 3 5
D)t = 25 4 f ‘9“‘ S LT

|0gal |0gul 9gu* -~ |0yu| dyu
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FIGURE 3.38 — Les composantes du tenseur des contraintes pour D = 1.5¢m, h = 3cm et F4.
La ligne y = y5 est en noir.

=

FIGURE 3.39 — Récapitulatif des lignes de glissement pour D = 1,5 (a gauche) et 6¢cm (a droite),
h = 3cm et les fluides F1 a F5 (voir la figure 3.27 pour la légende des glyphes). Les lignes de
glissement sont en rouge et les zones mortes en vert. Le fond des cavités n’est pas montré. En
bas : zoom sur les lignes de glissement pour (D, h) = (6¢m, 3cm).

En réinjectant ce développement dans la loi constitutive, il vient que :

. (1, ~
T2 _ (24 B|D(u)|™) (Eagqugajv)

P
1, _ | Bogu [ 2 e Oz’ e 0z
== 5l + €050 + 5e <|8 u|_4|8~ﬁ|8gﬂ 2|(9 @l 950 )—i—(’)(B&: +¢)
B 1. . 9 0312
_Ba+28yu— R ayu (Be3 +¢),

ot 0 = sgn(dy). On retrouve la méme loi constitutive que Balmforth a I’exception du terme
supplémentaire 030 considéré comme négligeable dans [8]. En reprenant l'ordre de grandeur
B = ¢73, on aboutit & :

0zu* 00

—o=. (3.10)
ag 2 8gu

f@y = agﬂ 20
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Un calcul analogue donne :
=2+ BID()| o

2030

= Be——
|0y

+ O(Be? 4 1),

ce qui donne pour le terme principal :
- 20’85’&
Tog = ———.
ERG )
L’équation (3.9) nous permet d’obtenir une expression pour la pression (on omet & présent les
tilde par simplicité) :

(3.11)

p=—Toz + G(x), G'(T) =20,Tpp + OyTay (3.12)

et de la méme manieére que dans [8], on suppose qu’il existe une symétrie par rapport au milieu
de la zone fluide, ce qui implique G = 0. On en déduit [’équation de couche limite :

20, Tyy + OyTay =0 (3.13)

associé a la loi constitutive (3.10)-(3.11).

On peut donc mettre a 1’épreuve I'approximation de couche limite d’Oldroyd & nombres
de Bingham modérés. La figure 3.40 montre les dérivées du tenseur des contraintes ainsi que
I'expression 20,7, + OyTyy €n comparaison. On observe que (dans le cas particulier de (D, h) =
(1.5em, 3em), et F'4, Papproximation d’Oldroyd est bien vérifiée. Par ailleurs, ces profils de
dérivées des contraintes sont similaires pour les différents fluides et les différentes géométries. On
peut comparer 1’expression (3.13) & son premier terme de maniére systématique. La comparaison
des normes L' de ces profils est montrée figure 3.41. On observe que I’approximation de couche
limite est d’autant mieux vérifiée que le nombre de Bingham est élevé. Cette aproximation reste
cependant raisonnablement valable pour des B modérés.

3.3.4 Résolution des équations de couche limite

Suivant la définition de la couche limite, la résolution des équations (3.10)-(3.11)-(3.13)
change drastiquement. La définition de cette largeur dépend grandement du fait que ’on accepte
ou pas ’hypotheése de symétrie du profil de déformation par rapport au milieu de la zone fluide.

— Si on suppose que cette hypothese est vraie, alors prendre comme définition de couche

limite toute la largeur de la zone fluide comme Oldroyd est cohérent et donne les mémes
résultats que dpy, & multiplication par 1/2 pres.

— Si 'on suppose que cette hypothese n’est pas vérifiée, alors les deux définitions ne coin-

cident pas. Ce choix complexifie drastiquement les calculs.
On va comparer la différence entre les deux choix de couche limite. Dans toute la suite, on
suppose que les calculs présentés dans [8] sont valides et que le terme supplémentaire trouvé
dans (3.10) est négligeable. En supposant que dyu > 0, I’équation (3.10) devient donc,

Opu? Ozt
Oy <8yu — 28yu2> + 40, () =0, (3.14)

Oy

Dans le premier cas

On reprend ici les résultats de [8] et on omet le détail des calculs (ces derniers seront détaillés
dans le deuxiéme cas). Dans le cas de la cavité, la vitesse solution de (3.14) admet comme
structure :

U(.’E,y) = % + Uplugf(g) ou ¢ = (315)
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F1GURE 3.40 — Comparaison de I’équation de couche limite et de ses différents termes pour
D =15¢cm, h = 3cm et F4.

avec Y, est Pordonnée du milieu de la zone fluide et Y sa demi-largeur ({ = —1 étant 'ordonnée
de la zone morte et ¢ = 1, celle de la zone plug). La solution des équations de couche limite est :
£(0) = (¢~ 3), ot ¥ wrifie Y'(a) = SUpy (¥ — V" 316

= 1(CC=3), on Y vérifie (x)—4plug -Yg ), (3.16)

ou Yg, la demi-largeur de la zone fluide au milieu de la cavité, vérifie :

[ Y V33U,
YEZ)'/2 (g — arctan YE——OYE)> +/YeYo(Ye — Yo) = TplugDv (3.17)

ou Yy est la demi-largeur de la zone fluide en entrée de cavité qui n’est pas déterminée a priori.
On peut mettre a I’épreuve ces résultats a la lumiere des simulations faite en cavités courtes.
On a plusieurs choix possibles pour Yj :
— On peut supposer qu’a B élevé, Y, est petit et poser Yy = 0,
— On peut supposer qu’il y a continuité de la largeur de la zone fluide au niveau de la cavité
et que Yy est égal a la demi-largeur de la zone fluide du Poiseuille en amont (Yy = YJ*),
— On peut choisir le Yy donné par la simulation (Yy = Yy).
YE, lui peut étre choisi :
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FIGURE 3.41 — Comparaison de la moyenne de l’expression de (3.13) (en noir) et de son premier
terme (en bleu) pour D de 1.5 & 6¢cm, h de 1.5 & 3em et des fluides F2 & F5 (les glyphes sont
décrits figure 3.27).

— d’apres la formule (3.17) et I'un des Y donnés précédemment, Y = Yg(Yp)

— ou d’apres le Yg donné par la simulation : Yg = Y.
On obtient différents résultats pour Y dont quelques exemples sont donnés figure 3.42. Ces
exemples sont relativement représentatifs dans le sens ou F'3 est a B modéré et ou B = 300
représente un cas transitoire entre la gamme de B observée dans [8] et celle étudiée ici. Par
ailleurs, le cas d’une cavité a D = 1,5¢cm est celui qui s’éloigne le plus du cas Oldroyd. Ces
interfaces calculées sont relativement proches dés qu’on fait le choix de ne pas prendre Yj nul.
Cela donne un premier indice que la théorie de la couche limite reste valide dans une certaine
mesure & B modérés.

Dans le deuxiéme cas

Dans ce cas, la forme de la vitesse devient

ua.y) = V() F(Q) avee ¢ = U 00)
ol Yy, est le milieu de la zone BL et § = 2Y (z) sa largeur (¢ = —1 représente I'ordonnée de la

zone morte et ( =1 la ligne de glissement). Les conditions aux limites deviennent :
F(-1)=0, F/(-1)=0, F(1) =1 F"(1) = 0. (3.18)

La grande différence entre les deux problémes (différence qui va compliquer les calculs) est que
cette fois Us dépend de x. Partant de (3.14) et en y injectant le profil auto-similaire de la vitesse :

U oyu  ULF
= ZF o sy Yy 1
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FIGURE 3.42 — Différentes demi-largeurs pour D = 1,5¢m, h = 1,5¢m et F3 (a gauche) et
B =300 (a droite).

il vient que pour tout ¢ dans [—1,1] et tout x :

1 F § " __ 1\2 1\2 FF/I !
EUSY_2F” _ Y”C + s (YU Us (Us> _ Y(Us) <1 _ ) + 2yl[]s> — O (320)

F U2 U2 (F')2 U,

En particulier, les conditions limites nous donnent (puisque lim¢_, g %(?) = 0) en regardant en
(==1:
UF"(—1) = —4Y"Y? en ¢ = —1,
~Y"F'()U? + Y (UU? - 2(U)*) +2Y'UUL = 0, en ¢ = 1.
Par ailleurs, en estimant (3.20) en x = x5 € [0, 2z /5] (au milieu de la cavité) et a ¢ quelconque,
en utilisant le fait que

(3.21)

Y (1’1/2> = @7 Y’ (371/2) =0, U (%/2) =0,

2
Uy (21)9) F"(=1) U, (2179) F"(—1)
R

il vient que :

L Uslmp) D)

2
6BL

i.e.

(FN(C) +F//(_1)C) F/(C) n (%;L Uy ($1/2)2
Us (271/2)

Ainsi, le profil de vitesse dans la couche limite, la vitesse de glissement et la forme de l'interface
entre les deux zones sont donnés par le systeme (3.22)-(3.23).

F(¢) = 0. (3.22)

Remarque 20 Rappelons que, formellement tout du moins, on se raméne bien au premier cas
en supposant que Uy est constant et en changeant les conditions de bord. On arrive alors a

UF"(-1) = —4Y"Y?, - Y"F'(1)U2=0 et F"({) +C(¢ =0.
N——

=0
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ce qui correspond aux équations vérifiées par le f de la section 3.3.4 pour un bon choix de C.

Remarque 21 On pourait aussi ne se préoccuper que du systéeme (3.23) et supposer que dans
le cas de Bingham le profil de vitesse est encore polynomial de degré 8 (comme dans [8]). Du
fait des condtions de bord (3.18), le seul profil qui convienne dans ce cas est

1

F(X) 16

(X +1)%(3 - X).

et en premiére approximation, ce profil fonctionne relativement bien comme montré par exemple
sur la figure 3.43.

1.0
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. . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

— 2(-1/7 ym)
(= OBL ¢

FIGURE 3.43 — A gauche : superposition de différentes coupes de vitesse tout au long de la
cavité (en rouge) pour le fluide F4, D = h = 3cm. La proposition de F' polyndmiale est en
pointillés noirs. La coupe au milieu de la cavié est en bleu.

A droite : les coupes de déformations associées (en rouge), F’ (en pointillés noir) et la coupe
de déformation au milieu de la cavité (en bleu).

Remarque 22 Il est possible d’adapter les calculs précédents pour la partie PL. Si l’on suppose
encore que la vitesse a un profil auto-similaire, cette fois,

e3) = Uslo) + Uiy = U(e))GE) avee { = T,

0t §m est le milieu de la zone PL et & = 2Y () sa largeur (( = —1 représente Uordonnée de
Uinterface et ( =1 le plug central). Les conditions auz limites deviennent :

G(-1)=0, G"(-1)=0, G(1) =1 G'(1) =0.
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Et les systémes liant G, Uy et Y deviennent :

(Uup = Us(2))G"(1) = 47" (2)Y*(x)
Y'(2)G'(=1)(Uup — Us(2))* + Y (U{ () (Uup — Us(2)) + 2(Ui(2))*) + 2" (@) U{(2)(Uup — Us(z)) = 0

3 U/ (%/2)

)
)

MeEN i\ F / 0 —
(6" -a"(1)¢) G0 + ( = o, (m)V) G(¢) = 0.

(3.23)
La structure est trés proche de celle de (3.22)-(3.23).

Par manque de temps, il n’a pas été possible d’étudier plus en profondeur cette équation dif-
férentielle. La principale difficulté vient du fait que la séparation introduite est pour 'instant
quelque peu "artificielle" et ne permet pas de quantifier ’absence de symétrie.

3.3.5 Les nouveaux scalings

On définit les nouveaux nombres de Bingham adimensionnés dans la cavité :
Ty D
nUs
On présente figure 3.44 une proposition de scaling pour la zone fluide. On observe que le scaling
en B~1/3 est adapté pour dpr, /D, c’est a dire qu'une grosse partie des largeurs tombent sur

la méme ligne et le fit est d’autant meilleur que By, augmente. Pour la zone Poiseuille-like,
on observe une dispersion plus large. Cependant, malgré cette dispersion, a géométrie fixée, on

Begy = (3.24)

, . . —1/3 4. . . .
ré-observe une relation linéaire entre dpr, /D et Bcav/ . Ainsi, on dispose de la relation

OBL ~ CBLDB;&}/?’, et Opr, ~ CPL(D)DBfl/:S. (325)

cav

Il semble donc plus naturel d’appeler couche limite la zone BL, i.e. la zone entre la zone morte
et le point d’inflexion de la déformation et non toute la zone fluidifiée du profil de vitesse. Les
résultats d’Oldroyd ont donc été étendus numériquement. Ces simulations peuvent étre mises en
vis & vis des mesures expérimentales. Fn effet, on observe les mémes tendances comme présenté
figure 3.45. Par ailleurs, les calculs théoriques pour aboutir a (3.15)-(3.17) peuvent étre adaptés
(en partant de la solution analytique donnée par [8]) dans le cas Herschel-Bulkley. En testant
ce scaling sur les résultats expérimentaux, on observe qu'’il est relativement bien vérifié (c’est
en tout cas ici les fits les plus précis de la littérature). En conclusion, on a tenu compte d’une
description plus fine de la zone fluide, description qui permet d’adapter la définition de nombre
de Bingham et de couche limite. Avec ces nouvelles définition, le scaling d’Oldroyd reste donc
valable pour une gamme de nombres de Bingham plus faibles (de 1'ordre de I'unité).

Par ailleurs, a géométrie fixée, un fit sur les différentes pentes permet de dégager une loi
pour la constante intervenant dans dpy, dans I’équation (3.25) (voir I'encart dans la figure 3.46)
que

C(D) ~0.1D7%/3,

La figure 3.46 montre le test de ce scaling pour dpr,. On voit qu'une bonne partie des glyphes suit
cette tendance, méme si elle est encore améliorable. Ceci est en tout cas un excellent indicateur
de la disymétrie des profils de déformation. En conclusion, on a revisité le probléme de couche
limite telle que présentée par Oldroyd et décomposé la zone fluide en deux sous-régions, la zone
PL et la zone BL qui joue le réle de la couche limie dans notre cas. On a dérivé un scaling pour
cette zone qui suit celui de Balmforth et co-auteurs et vérifié son domaine de validité. Pour la
zone PL on a proposé un autre scaling différent de I’autre et brisant la symétrie entre les deux
zones.
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FIGURE 3.44 — Les scalings des zones couche limite (BL) et Poiseuille-like (PL). La légende est

présentée figure 3.27. Les lignes en pointillés représentent dpr/D = 0.5 Bin /3 (& gauche) et
Spr/D = Baad® (3 droite).
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FIGURE 3.45 — Les scalings des zones couche limite (BL) numérique (en haut) et expérimentaux
(en bas). La légende est présentée figure 3.27. Les mesures expérimentales ont été réalisées avec

n \Us
droites en pointillés sont 0.52 (pour les simulations) et 0.46 (pour les mesures).

des matériaux modélisés par un fluide de Herschel-Bulkley et Hb.q, = -~ (Q)n. Les pentes des
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Chapitre 4

Vers une équation modifiée de
Reynolds

On s’intéresse dans ce chapitre a un écoulement dans un domaine de faible épaisseur. Ce
type de géométrie sera paramétrée par un petit parametre € > 0. Le principe sera de trouver
un développement de la vitesse en fonction de g, lorsque € tend vers 0. On va retrouver (au
moins formellement) un résultat proche de celui de Nazarov et Videman [90]. Les auteurs de [90]
étudient ce probléeme pour un fluide newtonien dans une domaine annulaire mince. En calculant
la vitesse jusqu’a I'ordre O(£?), ils en déduisent une équation de Reynolds sur les deux premiers
termes de pression :

—éas[u + eS)h30sp] + %as[ash(h%sp)] = —0s[h(tin + Uout + €F)],

ou S dépend des conditions de bords sur la vitesse u;, et Uy, ainsi que de la courbure du
domaine annulaire, domaine dont la frontiére est paramétrée par s. Par ailleurs p regroupe les
deux termes principaux de la pression qui ne dépendent que de s. Cette équation d’ordre 2
contient deux termes en pression : un terme linéaire qui provient des termes principaux et un
terme quadratique qui provient des termes convectifs. On montrera a la fin de la section 4.2.4
(plus précisément équation (4.41)) que dans le cas Bingham, I’équation de Reynolds aura la
méme structure (avec un terme en plus puisque l'on considére le cas non-stationnaire).

4.1 Introduction et adimensionnement des équations
On considére un domaine bidimensionnel {2 :
Q={(x,2), z€0,L],z € [-H(x),H(x)]}.

On suppose donc que le domaine est symétrique. L’hypotheése d’écoulement en couche mince
est exprimée via H(z) = eh(x), ou ¢ < 1 est un petit parametre, le but étant d’étudier le
comportement de la solution lorsque ¢ tend vers zero. On étudie le systéeme complet de Navier-
Stokes dimensionné sur 2.

p (&gu + u@mu + wazu) + 81]7 = amTa:z + 627—$Za
p (Orw + udrw + wOw) 4+ Oup = Oy Ty + 02Trz,
Ozu + 0,w =0, (4.1)

_ (n + Ilj(lim) D(u).

103
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la derniére relation étant valable dés que D(u) # 0 avec la notation D(u) = (8 wt Ow 929
z €T z

u . . . . . ,
et u= ( ) On introduit un nouveau jeu de variables (avec ug la vitesse moyenne de 1’écoule-
w

ment) :

r=xL, z=¢L(, t= u—oﬁ,u:uoa, w = EUYW,

et en développant D(u) dans sa forme adimensionnée, il vient que :
~ ~ 2 ~
D(u) = up ~25€9X2u ) Octi+ ¢ ~E)Xw .

eL \Octi + 20y 260w

220, Octl + 20\

Et donc, en posant D(a1) = <8<ﬂ + 2010 260,
X

), la loi constitutive se réécrit :

~~
o
S~—

U B D
=n—D —_
= PR 5

On peut donc introduire les contraintes sans dimension, ainsi que les grandeurs sans dimension

suivantes : I I
nuo . pUO T

s = —_— y s R = s B = .

(7,p) I (7,p), Re=¢ " € o

Ainsi, (en supprimant la notation tilde pour simplifier les notations), on aboutit aux équations
de conservations suivantes :

1
Re(0pu + uOyu + wocu) + Oyp = Oy Tuz + gaa-m,

1 1
cRe (3910 + u@xw =+ wacw) + gacp = aXTxZ + gacq-zz’ (42)
Oyu + Ocw = 0,
munies de la loi constitutive :
1+ b Di(u) ssi D(w) £ 0 (43)
T = u) ssi u . .
(4e20,u? + (Dcu + £20,w)2) "/

avec || < B si D(u) = 0. On a noté
— Re = % le nombre de Reynolds,

— B = T”i{f le nombre de Bingham.
Introduisons également les conditions aux limites :

— sur les murs latéraux, on impose une absence de glissement : (u, w)(x, —h) = (u,w)(x, h) =
0,

— en entrée-sortie, on suit [16, 56] et on suppose fixée la chute de pression. Plus précisément,
on impose p(0,z) = pi, en entrée et p(1,z) = pour en sortie. Ceci est cohérent avec le
fait que 'on suppose que le différentiel de pression est la force principale qui va régir
I’écoulement, comme dans le cas Poiseuille. Comme la pression est définie & une constante
pres, je peux choisir poy: = 0.

Fernandez-Nieto et co-auteurs ont déja étudié ce type d’écoulement en couche mince dans le cas
a surface libre [51]. Plus précisément, ils montrent que dans le cas Bingham, le domaine peut se
séparer en trois zones, définies par rapport & Pordre principal de la vitesse u(9) :

— une zone pseudo-plug proche de la surface dans laquelle 8¢u(0) est nul,

20,1 ou + Ozw

)
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— une zone fluide proche du fond ou 84u(0) est non-nul,

— une petite zone de transition de taille £2/3 entre les deux.
La premiére zone n’est, comme décrit dans la section 1.4.3 (et comme on le verra apres), pas une
vraie zone de plug mais une zone de pseudo-plug dans laquelle les contraintes sont tres proches
du seuil B. Dans chaque zone, la vitesse est calculée jusqu’a l'ordre £2. On va suivre la stratégie
développée dans [51] pour le développement asymptotique de la vitesse dans le cas formel. On
verra que leurs résultats s’étendent au cas d’'un écoulement confiné. Par ailleurs, la condition de
constance de flux nous donnera acces a ’équation de Reynolds sur la pression. Cette équation
de Reynolds aura une forme similaire a celle de chez Nazarov et Videman [90]. Dans la section
4.2 on présentera également une comparaison entre la pression effectivement calculée et celle
donnée par I’équation de Reynolds. De telles expériences numériques sont présentes également
dans [56]. Cependant [56] se limitent au cas des petites variations de h, i.e. le cas ot 0, h est de
l'ordre de ¢, puisque dans ce cas, (d’apres Frigaard et Ryan [54]), le plug central reste d’un seul
tenant et ne se casse pas. On ne pourra, nous, dans le cas ot dyh est d’ordre 1, qu’approcher
la position des zones pseudo-plug, a partir de ’équation de Reynolds. Cette localisation sera
difficile a comparer avec les simulations numériques, puisqu’on utilisera une discrétisation de
type éléments finis (les domaines ne seront pas linéaires par morceaux).

Dans la suite, on jouera avec les deux jeux de variables suivants :

— (t,z, z) pour le probléme avec dimensions, (x, z) vivant dans le domaine €2,

— (0, x, ) pour le probléme sans dimension, (, ¢) vivant dans le domaine Q" = {(x, (), x €

[0,1],¢ € [=h(x), h(x)]} que 'on utilisera surtout dans la section 4.2.

4.2 Analyse asymptotique formelle

4.2.1 Un développement de la vitesse a tout ordre

Développons la vitesse, la pression et les contraintes en série entiére (on verra dans la suite
qu’il faudra rajouter une petite zone ou ce développement n’est pas valide, entre la zone fluide
et le pseudo-plug).

u(t,z,2) = a0, x,¢) +eu(@,x,0) + -,
pt,z,2) = pH 0, x, ) +p 00, x,¢) +epV (0, x,¢) + -,
7(t,2,2) = 700, x, Q) + et (0, x, ) + - .

Regardons les équations de conservation du mouvement & tout ordre. L’ordre O(c~2) de (4.2)
donne :
depY = 0. (4.4)
L'ordre O(e~!) de (4.2) donne :
3Xp(—1) — 8@“7'(0)

vz (4.5
op® = 9,79 )

Notons que dans les zones fluides, si agu(()) > Ke, alors :
=11 B O ocw = QO 4.6
Toz = +m+ (¢) | €0cw = Ofe). (4.6)
Cela nous donne que pour la pression,

— p® (x,¢) = p(g) (x) dans les zones fluides,
— p® (x,¢) = p((?) (x) — ngg)(x, ¢) dans les zones pseudo-plug,
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ou p(CO) est la "composante de la pression qui ne dépend que de x". Maintenant, si on integre la

premiére équation de conservation entre 0 et ¢ (en utilisant la symétrie) :

79 (x.¢) = o V¢, (4.7)

et en utilisant la loi constitutive (voir la section 1.1.5 pour la résolution plus en détail de
I’écoulement de Poiseuille), il vient (en notant h, = h,(x) = ﬁ) que :
X

Oup—1)
u(0)<X7 ()= upp(X) + %(C N hv)Q 51 C € [y, h]

0 si ¢ € [0, hy]

_ (-1)
L o upp(x) = —2— (b — 1),

—~

4.8)
avec prolongement par symétrie si d,p~1(x) > %. Par ailleurs, u(%(y,¢) = 0 si opt(x) <
B

h(x)"
On a donc re-montré a Uinstar de [56] qu’a 'ordre principal, le profil de vitesse est un profil

de Poiseuille. Cela est cohérent avec 'idée intuitive qui nous dit que le profil de vitesse est peu
dévié de celui de Poiseuille pour un écoulement dans un conduit presque plat.

Remarque 23 On a ici supposé que O, p~1(x) était partout plus grand (en valeur absolue) que
%. S’il existe une abscisse xo ot ceci n’est pas vrai, alors, u©) (x0,¢) vaut 0. Par constance du

fluz, u©) vaut 0 partout. On suppose dans la suite que le fluide n’est pas bloqué. En particulier,
Oyp~t
va vers la droite et ainsi que 8Xp(*1) < 0 (ce qui revient a dire que piy, > 0).

ne s’annule pas et reste de méme signe. Dans toute la suite, on supposera que I’écoulement

Remarque 24 Ce profil de vitesse est donc totalement connu dés que axp(*l) est connu. Plus
généralement, les différents ordres de la vitesse seront déterminés en fonction des termes domi-
nants de la pression (p(*l), ), etc...). On aura donc besoin d’une autre équation pour fermer
le systéme, i.e. une équation de type Reynolds.

Poussons le développement un cran plus loin. L’ordre O(c) de (4.2) donne :

Re(9pu® + u 9,1 + 0w @94 +- 9, p® = 9,79 + 97D

o) = 0,7 +0crll), (19)
8Xu(0) + 8<w(0> =0,

ott u® = w(©® = 0 sur les murs.

A partir de 13, on en déduit un algorithme pour trouver les termes d’ordre supérieur, (pour
k=>0):

— A partir de u®, et de la condition d’incompressibilité, on en déduit w®).

— On déduit une solution pour ng;r ) A partir de la premiére équation de conservation du

mouvement et une relation entre TZ(],;H) et p(kﬂ) pour la suivante.
— Finalement, grace & une équation de Reynolds & 'ordre o(e#+1) ferme le systéme.
— A partir de 7**1_ on a une expression pour u & 'ordre e*+1).
Remarque 25 Le probléme de cet algorithme est qu’il n’est valide que dans les zones fluides.
Un symptome du probléme peut étre observé sur le terme dominant de u. En effet, trois cas sont
possibles :

— acu<0> > Ke : on est dans une zone fluide et l’estimation (4.6) est vérifiée,

— 8<u(0) =0 : on est dans une zone de pseudo-plug,
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Fluid zone

62/31_

Transition zone

Pseudo-plug zone

Symmetry axis

FIGURE 4.1 — La séparation du domaine en trois zones différentes.

— 0 < Ogu(o) < Ke : on est dans une zone de transition, entre le pseudo-plug et la zone
fluide. C’est une petite couche autour de la ligne z = hy,.

Dans ces deuzr derniéres zones, les contraintes diagonales ne sont plus d’ordre € et ne sont
plus négligeables. La figure 4.1 montre la séparation entre ces trois zones. Il est d noter que
upp n'est pas une vraie vitesse de plug comme remarqué par Lipscomb et Denn dans [76]. A
la suite de Walton et Bittleston dans [131], on ne sait pas vraiment si D(u) = 0 dans cette
zone. On ne peut donc parler que de zones pseudo-plug, quand bien méme [’existence d’une
vraie zone plug est possible (voir [54] par exemple). Entre ces deuz zones principales, la jonction
doit étre soigneusement étudiée. Pour ce faire, on va suivre la stratégie de Ferndndez-Nieto et
co-auteurs dans [51] et déduire de la forme a priori de la vitesse une taille pour cette zone de
transition. De la méme maniére que dans [51], on montrera que dans cette bande de largeur g2/3
le développement de la vitesse est plus compleze qu’initialement prévu.

)

La condition div(u) = 0 nous donne l'expression de w(® : w(©® = — [79, u(®). Deux cas sont &

différencier :

— Dans la zone fluide : v(9) = Upp + Bxp;l) (¢ — hy)?. En développant w(®), on obtient :

~0w! " Voxh(h — ¢)

0 _
w0 = 2(h% + hhy + h2)

(2(h — hy) (% + hhy + h2) — h(h — ) (C + 2h)) .

Eten(=h,:
0"V (A — hy)?
2(h? + hhy, + h2)

w(O) (X? hv) = hv(th + h)
— Dans la zone pseudo-plug : u(®) = wu,,. Donc w(® = wO)(x, hy) + Oy up,(hy — ¢). On
obtient donc :
- xp(il)axh(h — hy)?
2(h? + hhy, + h2)

w(x,¢) = (2h, + R)C.

(et on vérifie que w® (y,0) = 0).

4.2.2 Premiére équation de Reynolds

Intégrer I’équation de la conservation de la masse nous donne 9, ( fchzo udC) = 0. Ainsi, cette

relation étant vraie a tout ordre (et donc a l'ordre 0), et en développant 1’expression de u©) on
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en déduit une premiere équation de Reynolds :
Oy ("D (h = h)2(2h + hy) ) = 0. (4.10)

En développant la dérivée, on obtient une équation différentielle ordinaire pour p=%) :

hoh

=1 = _39,p=V : 4.11
O SO G by 1 12) (4.11)
Remarque 26 Lorsque B tend vers 0, h, = m tend également vers 0 et I’équation de
X
Reynolds devient :
O (OxpIR) =0, (4.12)

ce qui est exactement celle du cas newtonien, puisque dans ce cas, le profil de u©) est enticrement
parabolique.

On montre le lemme suivant qui sera utile par la suite :

Lemma 1 sgn(0yupy) = —sgn(0yh).

(=1
Preuve : Partons de (4.10) et décomposons u(®) = uy, +Wesp, 8Xp2 ! (¢C%2 — h2). Alors,

Oy (huy,) — 0y <X6(h —hy)? | =0. (4.13)
upp (h—hy)
3
On obtient donc :
2h + hv u
Taxupp = —%8X(2h + hy), sgn(Oyupp) = —sgn(0y(2h + hy)). (4.14)

Un développement du terme de droite nous donne :

Dy pt— 1) hh
Oy (2h hU:28h—Xxhv:8h<2 3 ? )
(2t ) = 204h = G2 T hi, 1 12)
>0
Finalement, d,u,, et d,h sont de signes opposés, ce qui prouve le lemme. O

Le signe de 0yh va apparaitre dans les différentes composantes de la vitesse. On va étre amené
a considérer deux cas différents : le cas o 0, h s’annule (ou est d’ordre O(¢)) et le cas ot dyh
est plus grand.

Remarque 27 On rappelle que uy, est censé étre une vitesse de plug mais qui dépend de x !
C’est donc une vitesse pseudo-plug. Par ailleurs, un calcul assez simple donne

h + 2h,
(h? + hhy + h2)

Oxupp = xp(_l)axh(h - hv)22

Cette vitesse de pseudo-plug est petite seulement si Oy h est petit. Frigaard et Ryan [54] étudient
un développement de la vitesse lorsque Oyh est petit (d’ordre €) et montrent qu’il existe au
milieu de ce pseudo-plug un vrai plug. Par ailleurs, ils montrent numériqguement [’existence
d’une hauteur de mur critique, suffisante pour qu’une rupture du plug central apparaisse.
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A la suite de [56], on présente pour finir cette partie une comparaison numérique entre le
champ de pression total donné par le probléme de Stokes-Bingham complet (les termes convectifs
n’apparaissant qu’a 'ordre ¢€) et le champ de pression p(=1) donné par I'équation de Reynolds
(4.10). Par exemple, on a vu section 3.2.1 que dans le cas expansion-contraction, la pression
était quasiment linéaire par morceaux dans le cas des cavités longues, le caractere linéaire par
morceaux étant la solution de 1’équation de Reynolds.

Pour la résolution numérique de (4.10), on adopte un schéma de type volumes finis. Le pro-
bleme complet de Stokes-Bingham est résolu encore une fois a ’aide d’un algorithme Lagrangien
Augmenté (ALG2) comme décrit au chapitre 2. Par contre, les domaines étudiés n’étant plus
rectangulaires par morceaux, la discrétisation est de type éléments finis et on utilise FREE-
FEM++(voir [64]). Le pas moyen du maillage est de £/8. Dans ce cas, Nyqz,8 = 30000 et la
tolérance vaut 107%. On dispose de trois cas tests différents en changeant h :

— une cavité sinusoidale : h(x) = 1 + % sin(y),

— une cavité en dents de scie :

(14+2x)si x <0.25

2 — 2z si x €[0.25,0.5]
22 si x € [0.5,0.75]

3—2xsix>0.75

h(x) =

— une ouverture rectiligne : h(x) =1+ §.

Un exemple de chaque géométrie est donné figure 4.2. Dans tous les cas, on choisit un forcage
en pression qui impose une vitesse moyenne égale a 1 et un nombre de Bingham égal a 10. On
présente figure 4.3 différentes coupes de pression pour des géométries de largeur € comparées
a la solution de (4.10). Dans chaque cas, comme a la section 3.2.1, on choisit une coupe de
pression qui passe dans la zone fluide pour ne pas avoir a moyenner sur des tranches verticales
qui peuvent couper ou pas des zones rigides (voir un exemple sur la figure 4.2). On observe une
convergence qui semble étre a 'ordre 1 pour le champ de pression. Par ailleurs, pour les autres
géométries, les coupes montrée en figure 4.4 montrent que les deux coupes sont relativement
proches pour € = 0.02. Paradoxalement I'approximation par Reynolds semble meilleure pour la
cavité en dents de scies que pour 'ouverture qui est pourtant plus réguliere.

4.2.3 Développement de la vitesse a ’ordre supérieur

Développons maintenant la vitesse a ’ordre supérieur. Suivant la stratégie de [51], on calcule
u™ dans la zone pseudo-plug. u™ sera déterminé & une fonction dépendante de x prés. On calcule
ensuite u~ dans la zone fluide. Les deux restrictions des fonctions sont ensuite raccordées au
niveau de la zone de transition, zone qui sera sur un voisinage de la courbe { = h,, et de largeur
dépendant de €.

Dans la zone pseudo-plug

Commencons par poser le développement :

ut (X, ©) = upp(x) + e (x, ¢) + o(e). (4.15)

Dans la zone pseudo-plug, un développement limité de 7., a I'ordre O(e) donne :

B&gui

"2 = yuny)? + @by T O = O+ O(e), (4.16)
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Deformaticn

FIGURE 4.2 — Les différentes géométries (de haut en bas : sinusoide, scie, ouverture) pour e = 0.02
avec les champs de déformations associés. Chaque coupe de pression fait en sorte de ne pas couper
la zone |d| < 1073. La ligne blanche sur le champ du milieu est un exemple de cette coupe de
pression.

Pression

—e =0.05 + Scie
e =0.02
10 —e =0.01 01 - A

— Equation de Reynolds

=)
(R(, HLZ

1
llep—p" 12
[Ip,

o Sinusoide

(=1)

Comparaison entre différentes coupes de ep et pp. " la solution de

(4.10) pour la géométrie sinusoidale, B = 10. A droite : Evolution de la différence ep — pg,-c_l)

fonction de € pour les mémes parametres d’écoulement. La droite en pointillé est de pente 1.

FIGURE 4.3 — A gauche :

en

et en identifiant les terme principaux :

2 _ 4(6x“pp)2(8xp(_1)4)2

1 20, uppdyp V¢
(8CU+) - B2 _ (axp(_l)C)Q

Ny e

et 8<u}r =4+

(4.17)

Remarque 28 Dans la suite, on va supposer que 8<u}r est négatif. Cette hypothése est cohérente
avec l'idée que l'on a que up, représente le mazimum de la vitesse sur une tranche.

Donc,

B 2|0y uppl 10,0 V[ ‘

Ocul =
+ \/BQ _ (6Xp(—1)c)2

(4.18)
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Pression
/

FIGURE 4.4 — Comparaison entre différentes coupes de ep (en pointillés) et pg{el) (en trait plein)

la solution de (4.10) pour € = 0.02, B = 10 et les géométries en dent de scie (en bleu) et
I'ouverture (en noir).

On obtient donc une expression explicite pour u™ :

20 upp

u+(x, Q) = upp(x) +¢ <f1+(

VB - (0w 1<>2>+o<s>, (419)

ou upp, a été calculée précédemment et ou f1 reste a déterminer. Par ailleurs, un calcul sur le
terme diagonal des contraintes donne :

Boyupp
O(e) = o) B2 — (0,p=1¢)?, 4.20
BT 1 (a7 * Ol = 39Oy B2 — (0,1¢) (4.20)
De cela, on en déduit deux choses :
— d’une part, ordre principal du terme diagonal des contraintes (en utilisant le lemme 1) :

Tex =

) = —sgn(0h)\/ B> — (9p ¢ (4.21)
— d’autre part, le fait que dans cette zone pseudo-plug, |7| = B 4+ O(e). Cela donne une
indication supplémentaire de la possible absence de vraie zone plug au milieu.
Dans la zone fluide

On développe tout pareillement :

u” (x,¢) = ul(x) + eul (x. ) + o(e) (4.22)

Partons de I’équation de conservation de la quantité de mouvement et laissons de c6té les termes
d’ordre O(£?) :

O¢Tez = Oy (p(_l) + ep(o)) + eRe(9pu®) + u<°>axu(°) + w(o)ﬁcu(o)) - EﬁxTég). (4.23)
En intégrant cette équation entre 0 et (, il vient que :
¢ o
Taxz — T:rz(o) = axp(_l)c + E':/ axp(()) (Xa C)dC

¢ S ¢ S
+cRe / (3pu® + u D94 + w9 u ) (2, C)d — ¢ / a0y, 0)dC.  (4.24)
0 0
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Par ailleurs, en utilisant le fait que 7., = O(¢) dans la zone fluide et que le terme d’ordre £° de

la pression est donné par p(©) = p((?) — ngg)H‘<<hv, il vient que :

¢
Toz = Oy ( D 4 ep ) ¢+ eRe/O (8pu®@ + w0, u” +w?9cu)(x, O)d¢
— 2 / 7O (x,0)dl, (4.25)

(0)

avec (I'expression de 7,; dans la zone pseudo-plug étant donnée par (4.21)) :

Oy 7Y = sgn(dyh)dyyp D0 / d
/ 70 = sgn(9xh) D'Vt \/32 (DD )2 ¢
(C1)32 (-1 Ty
= —sgn(Oyh)Oy D hy/o \/17_7 = —sgn(dyh)dp 1

la o1 O, h # 0. Par ailleurs, un développement limité de la loi constitutive a I’ordre O(e?) donne :
Tyz = Ocu” + sgn(9cu™) B + O(e?).
—_———
=1

Au final, en mettant tout bout & bout, il vient que :

- B _ 7rh12)
deu~ = B + 0y (p( D ep(co)) ¢ + esgn(0yh)dpt ™Y 5

¢
—i—eRe/ (0pu® + @8, 4 + wOgu@)(x,)dl, (4.26)
0

et, en intégrant entre ( et h, on obtient une expression explicite pour u~... pour peu que ’on
trouve une équation de Reynolds régissant le comportement de la pression !

Oy (p(_l) + 6pg))
2

h 2 L
_ERe/C /0 (Dpul? +u<0>axu(0> +w(0)8<u(0))(x,C)dCd2. (4.27)

)7Th

u(¢) = B(C—h) + ) (C* = 1?) + esgn(dh) D™

=(¢—h)

Remarque 29 Un terme en plus non nul apparait par rapport a l’écoulement a surface libre. Ce
terme supplémentaire est di da [ OXTQE(;;)(X, ¢)d¢ qui s’annule dans le cas non confiné. En effet,
dans le cas surface libre, la zone pseudo-plug est paralléle a la frontiére supérieure provoquant

Uannulation de ce terme (voir [51] par ezemple).

Dans la zone de transition

Développons :

— hv
uin(Xa C) = UPP(X) + EaUl << 5b ) ’ (428)

ce qui signifie que la vitesse differe de la vitesse de pseudo-plug d’un d’ordre €* dans une zone
de largeur O(£®). La loi constitutive s’écrit alors :

B
1+
( (4e2(Oyuin)? + (Ocuin + €205w)?)

1/z> (Ocuin + 20yw) = Op! "I+ O().  (4.29)
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En développant le terme de gauche et en posant £ = C;?”, on arrive a :

Bo:U (&)
(4e2(1=a+b) (9, n, )2 + (3<U1(§))2>1/2

+e"P0cUL(€) = Dyp TV (€% + hy) + O(e)
= 9, p Vel — B+ O(e).
Donc a un O(e) pres,

B 8§U1 (f) +1
\/452(17a+b)(8xupp)2 + (0cU1(8))?

En développant le terme de gauche :

SN b9, UL (£).

(8xupp)2

B <Sgn(a<U1(§)) — 2sgn (U1 (€)1 ) GAAGIE + 1) =0 p Vg — PO UL ().

L’ordre 0 impose le signe de d;U; < 0 (ce qui est cohérent puisque la vitesse de pseudo-plug est

le maximum du profil de vitesse). L’ordre suivant impose a —b =b = 2(1 — a + b) (comme dans
[51]) et donc, a = 4/3 et b = 2/3. Finalement, 0:U; () est solution de 'équation :

— X3 4+ 9, pYeX? = 2B(0yup)>. (4.30)

Ecrivant Q(X) = —X° — 8Xp(*1)§X2 — 2B(0yupyp)?, si Oyuyp # 0,
— Si € <0, Q décroit sur R_ et Q(0) < 0, ce qui assure une unique solution.
— Si € > 0, alors les deux points critiques de ) sont 0 et gﬁxp(*l)f < 0. Comme Q(0) <0,
cela assure une unique solution strictement négative.
U, est donc définie & une constante pres.

Le raccord

Soit K > 0 une constante positive suffisamment grande.
— Dans la zone ¢ > h, + Ke2/3, posons u = u".
— Dans la zone de transition ¢ € [h, — Ke?/3, h, 4+ Ke?/3], posons

— hy
u(X, €) = tpp(x) + eul (hy + Ke*/%) + 40, (ng/:s ) '

— Finalement dans la zone pseudo-plug ¢ < hy,—K £2/3_ on va choisir f1+ qui rende le raccord
continu en h, — Ke?/3 & O(e?) prés :

: 2K
fir () = ul (¢ by + K¥/?) 4 1/ (Ul(_K) + hyy h\axuppo . (4.31)

Posons finalement dans cette zone u = u™ avec la détermination de f}r comme ci-dessus.
Qui plus est, on suppose que U;(—K) est choisi pour rendre le raccord continu.
On a trouvé une expression asymptotique de la vitesse jusqu’a I'ordre O(£?) partout.

Remarque 30 Les termes ajoutés sont d’ordre O(*/?) sur une bande de taille Ke*/®. Ces
corrections n’influeront pas sur le flux jusqu’a l'ordre O(g) mais vont rajouter des termes d’ordre

O(e*3) et O(/3).
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Les termes convectifs

Dans la suite, on aura besoin de ’expression explicite des termes convectifs pour connaitre
leur dépendance en la pression. Posons

S = 9pu® + 19, u” + w®du®. (4.32)
On sait déja que u® est donné par (4.8) et que w® est donné par :

h(h — ¢)(¢ + 2h)
2(h? + hh, + h2)

— 0 V(= ) ((h = h) -

~0xp' " DOh(h — hy)?
2(h? + hhy, + h2)

) si ¢ € [hy, h]

w®(x, () = , (4.33)

(2hy, + h)C si ¢ € [0, hy]

Par ailleurs, on calcule également 9,u(®) (qui vaut dyu,, dans la zone pseudo-plug) et dpu(® (en
considérant que h ne dépend pas du temps) :

h3 — 3¢%h + 2R3

=Do.h . b
O _ Op' 0y 2(hZ + hhy + h2) si ¢ € [hy, h]
X = ) ’
(-1)4 , (h=hy)*(h+2h,)
Oxp' " Oxh 202+ hhy £ 12) si ¢ €[0,hy]
opu® — Do [ (7= ) si €€ [,
2 (W2 —h%) sicel0,h)]’

Et on trouve l'expression de .S en mettant tout bout a bout :

gy pt=Y apN20.h . f
- (=Y - 4((112?< T hhi gy (7 280 = ) (b= k) = (€ = ho)?)
— ] _(g.p-D)2 Ve — oy h(h =) (C+2h) .
S = (Oxp' ™) 0h(h = ¢)(C — ho) ((h hy) 2012 +hhv+h%)) si ¢ € [hy, B
oD oo (D) g hA2h,
I A S L Ry Taea
(4.34)

On remarque que S est lindaire en (9, p{~1)20,h dans le cas stationnaire.

Le cas ou 0,h = O(e)

Les calculs précédents ont été faits sous I’hypothese que 0, h était non nul et plus générale-
ment d’ordre O(1)! Supposons que 0,/ ait un point d’annulation. Dans toute une zone autour
de ce point, Oyh sera d’ordre O(g). On rappelle que d’aprés la remarque 27, dyup, est égale-
ment d’ordre O(¢g). Ainsi, dans la zone pseudo-plug, (9<ui_ = O(e) et le terme d’ordre ¢ dans la
vitesse se réduit a sa seule dépendance en Y, i.e. la fonction f;". Allons un cran plus loin dans
le développement :

u=ul? 4+ cu® 4+ 2 1 o(£?),

avec u? la solution de

Blou® + 90
0 g (¢ = (Ocu™™ + Oy w) (4.35)

JOcu® + 0,002 + 4(0, 72

si ¢ € [0, hy]
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ott w® est donné par la condition d’incompressibilité. Dans la zone pseudo-plug 0Xw(0) =
—0OyxUppC. Ainsi, un calcul analogue au cas ol dyh est non nul donne

8Xp(71)<
\/B2 - (8xp(71)02

aCU(Q) = OyxUpp £ 2|0xf1+|

9

et on peut déterminer la vitesse & I'ordre o(e?) aux expressions de f;™ et f; pres :

Xf1

ut (X, ¢) = upp(x) +(fi7 (xX) +eff (X)) + €2 (

D¢)? + 8xxuppc>
(4.36)

Par ailleurs, le terme dominant de 7., devient :
©) _ 2B, fi"
Tea' = 9 1/27
(4 (Oufi)” + (Ocu® + 8Xw(0))2>

ou l'on a rentré dans fl+ la contribution de Oy u,, puisqu’elle est d’ordre e. La relation (4.35),
permet de beaucoup simplifier ce terme :

Xxp(_l)axp(_l)CQ
VB2 — (0p(-¢)?

79 = sgn (8Xf1+) \/32 — Oy (p(=1()? et 6X7-3g2) = sgn ( Oy J1 ) =0(e).
(4.37)
En outre, la premiere partie des calculs effectués dans la zone fluide reste valide que 0, h soit petit
ou non. Plus précisément, la formule (4.25) reste valide. Seule change I’expression de 8XT£2). Pour
calculer cette intégrale, il faut connaitre la fonction signe qui apparait dans (4.37). Rappelons

que la vitesse est donnée par :

Oy (p(’l) + Ep(co))
2

¢ - h)

(C% = h?) + esgn(Oy f1) Dy
=0(e2)

ho gz S
- aRe/ / (Bpu®) + u(O)E)Xu(O) + w<0>a<u<0>)(x, ¢)d¢dz.
¢ Jo

u(¢) = B(C—h) +

On détermine fjlr par raccord par continuité de la vitesse en h,

. (0)
h ¢ _ O (p
f(x) = —Re /h /0 @@ + u@8,u® + w9 @) (C)dcdl + "(20)013 ~ h?). (4.38)

Par ailleurs, le calcul des termes convectifs section 4.2.3 nous donne I’expression de I'intégrande
sous 'intégrale double de (4.38). Apres avoir appliqué cette double intégrale :

(%Xp — 22 o (B, p)20,h 5 16h2 + 53hh, + T5h2
) 2(1Th2+10hhy—3h2)— 2PVl v
/v/s (h—hy)2(17Th24+10hh, —3h2) s () g

En dérivant par rapport & x, il vient que (en prenant en compte que dyh = O(g) et Dy, p ™" =
O(e) et en supposant que 89XXp(_1) reste d’ordre O(g)) :

—1)\2 1642 2
/ / 6 @b "P00h ) (516K £ 53hhy + TS |

240 h? + hhy, + h2
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Il reste donc :

+0(e).

Oxx (P(co)) (0:p" )20, h 16h% + 53hh,, + T5h?
Opfit = —XC 2 (2 — p?) 4 Re~ml S0l _pys v v
TR T — Y

Enfin, on suppose que le terme suivant de pression reste d’ordre ¢, i.e. OXXp(CO) = O(e). On

aboutit alors a :
(O (71))28x><h
240

5 16h% + 53hh,, + T5h?
h? + hh, + h?

8xf1Jr = Re

(h = hy) + O(e),

et ainsi, sgn(0y fi") = sgn(dyh).
On peut ensuite reprendre la stratégie 4.2.3 et construire tout le profil de vitesse dans la
zone de transition : En développant la vitesse comme précédemment :

— hy
u(x) = upp(x) + eulM (x) + U2 <x, Ceb) :

Partant de la loi constitutive, et en supposant que a — b < 2 et en rappelant que 9yu,, = O(¢),
on arrive avec un calcul similaire a précédemment,

Bsgn(9:Uy) (1 - 254—2@—")%) = —B+ebap — 9T,
58§U2
ou = C_lf“’. On en déduit que a = 8/3 et b = 4/3. La construction du profil se fait de la méme
15

maniere que précédemment.

Remarque 31 Un point a été laissé de coté, a savoir Ueristence d’une possible zone morte
proche du mur proche des endroits ou Oyh s’annule, sans que h soit localement constante. Il
se trouve par exemple que proche d’un point d’annulation de Oyh, il peut y avoir présence ou
non de zone morte, suivant le signe et 'amplitude de Oy, h. Plus précisément, lorsque Oy, h est
négatif (le cas d’un mur concave), il y a présence de zone morte si l'amplitude de la dérivée
seconde est suffisamment élevée, tandis qu’il y n’y a pas de zone morte lorsque Oy, h est positif
(le cas d’un mur conveze). Selon toute logique, ce signe de Oy, h apparait dans les termes d’ordre

supérieur du développement de vitesse (par exemple dans l’expression de Gxxpg))). Un moyen de
déterminer l’existence de cette zone morte serait de déterminer une éventuelle ligne de niveau
|7l = B (a & pres) proche du mur. Cependant, il faut garder d lesprit que les lignes de
niveau ||7|| = B + €% et ||7|| = B peuvent étre trés éloignées (cf. les remarques sur les méthodes
numériques de régularisation au chapitre 1)

4.2.4 L’équation de Reynolds a I’ordre o(¢)

Rappelons que le terme principal de I’équation de Reynolds est donné par (4.11). Développons
le flux jusqu’a l'ordre o(e) :

h hy—Ke2/3 ho+Ke2/3 h
Oy / u® 4+ e ) =0 = Oy / ut + Uin + / u .
0 0 hy—Ke2/3 ho+Ke2/3

— Dans la zone pseudo-plug : Dans ce cas, u = u™, et f; est définie par (4.31) :

/thgzm \/32 — (B V)¢

0

20y upp
ap D
= Upp(hy — K52/3) + affr(x)(hv — K52/3) + 5]8Xupp]h12}

; _K2/3> <_K2/3> _<_K2/3)
<arcsm (1 hva + ({1 hUE 1 1 hvE .

hy—Ke2/3
/0 ut :upp(hv—K52/3)+5f1+(x)(h@—K62/3)—5
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Et en effectuant un développement limité jusqu’a I'ordre O(e?) :

ho = K27 2/3 + 2/3 2 (T K 3/223
[t == K4 (0 (= K+l 0y 12 (2— (31) />+0< )

1/3 ot £2/3 .

2K
00 =ul (6, ho) + 12 <U1(—K) +hoy [ 5= |axupp!> + Ke?0cul (x, h).
v

— Dans la zone de transition : On suppose ici que ||Uip||co =c—0 O(1). Ainsi :

avec fi qui contient des termes d’ordre 1, &

ho+Ke?/3
/ s Uiy, = 2K€2/3upp + 2Ke%3u7 (x, hy) + O(2).
v—Ke

— Pour u~

" h d.p(=1)
T = xP 9
+ — hy)“d
/thrKsm ! /hv+K£2/3 <uPp 2 « ) C)

h h
(-nT _ _
+ esgn(Oyh)OyyD 5 hU+K€2/3(C h)d¢ g/thrKEQ/J (Re/ / )

(0) 3
Eaxgc <2§+};’(h —3h%) + Ke2/3(h2 - h2)>

ou S représente les termes convectifs et est donné par (4.34) et pour les abscisses ou d,h
ne s’annule pas. En développant cette intégrale, il vient que :

h 6 ( 1) h h z
- _ oy — K3+ P 3 / / /
/h 0 =l = = K ¢ S e [ T[T

0 /o3
213 hy
_ gax% <3 + o (g = 30%) + K (P h3)>

+ Esgn(axh)axxp(

_ymh2 ([ R% = hhy +
2 2

+ Ke*3(h, — h)) +0O(£%).

Ainsi, il vient que les termes en /3
reste que des termes d’ordre ¢ et plus.

En mettant ces trois morceaux bout a bout, on obtient une expression du flux jusqu’a 'ordre

O(e?) :

s’annulent et qu’en plus du terme principal, il ne

—0y (pC1 + &pl¥
hii = X< . ¢ )(h ho)?(2h + hy) + eR1 + /3Ry 4+ %P Ry + O(2), (4.39)
ou
h2
Ry = uy (X, hy)hy + \Bxupp] L+ hOyp Oy hsgn(Oyh) by — —Re/ / / S
_/—/ hy Jz
|Oxl
2 K
Ry = U1 (—K) + V2|0yupp|h2 -

KO\ 3/2 ho h rz
Ra— — hy)K + Khy,0 s hy 9 hy () —R / / / o
\ u1 ( ) + Cul (X ) ‘ XUpP‘ v 2hv € ho+Ke2/3 Jz Jo

) p(o) 7Th2
+K <—><20(h2 — h2) + sgn(8,h) Dy, p Y =2 (hy — h)) :
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(0)

Ecrivons p= p 4 epe’ - Le but est de trouver une équation de Reynolds ne faisant intervenir
que p en regroupant les deux termes! La constance du flux nous donne & l'ordre o(¢).

o, <_6p/(h  hy)2(2h + hv)) + —cRed, (/hh /Zh /02 S)

_ 7Th2
ey <u1 (X, hw)ho + |0y upp‘

L3
Ihaxp(‘l)laxhlh?,) =0

le terme suivant étant d’ordre £%/3. Comme on ne veut faire intervenir que p, définissons h, =
(0)

—p—Ef. Alors, hy, = E”E)X;(/— 5 h (1 +e3 ( 1)) Ainsi :

N 3 ) o ap®
(h — hy)2(2h + hy) = (h — hy)2(2h + hy) — 3ehy(h? — hg)ax’;(cl) : (4.40)

Exprimons les autres termes du développement en fonction de h, et de la pression :

)7Th3

euy (X, ho)hy = —Reh, / / S — ch By (h2 — B2) + 5gn(8,h) By, 0V =2 (hy — h) + O(£2)

2h3 — 3h%h, — 6hh?, + 2h3
h2 + hh, + h2
D pY = ep’ + O(2).

xp(’l)llaxh\ - +0()

mh? _
€ <|8XUPP’2 * Zhaxp( 1)|8xh|h12;> =

On observe que I'ajout du terme en p{. ci-dessus annule celui provenant de (4.40). On obtient
donc finalement une équation de Reynolds ne dépendant que de p. En mettant tout bout & bout
il vient qu’a I'ordre O(e*/3) :

y By - B —2h% — 9h2h, + 2h3
ax (;(h—hv)2(2h+hv>> _Eax <7T4 ‘6Xh‘ * U)

h2 + hh, + h2

_ . (4.41)
_ h rz h rh rz
o (i [ [T [ [ [7s) -
v /0 vJz JO
Les derniers termes s’exprimant aussi en fonction de p :
/ / / ?‘92% h— hy)3(16h2 + 23hh, + 2152)
B (p’)26xh(h —}3 )643h2 + 111@7% +~147i33, (4.42)
1120 ! h2 + hhy, +h2
et
9 . s "N2Oyh,,  : \516h%+ 53hh, + T5h2
/ / 9p (h — hy) (17h2+10hhv—3h3)—(p;4()><(h—hv)5 h2++ = ++132 v,

L’équation (4.41) est donc une équation de Reynolds modifiée ne prenant en compte que la
somme des deux termes dominants en pression (au lieu des termes séparés). Cette équation
est hautement non-linéaire puisque, on le rappelle, h, est proportionnel & 1/p’. On trouve des
termes linéaires et quadratiques en p’. Les termes linéaires proviennent du terme dominant de
Poiseuille dans la vitesse. Les termes quadratiques sont générés par les termes inertiel dans la
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conservation de la quantité de mouvement. La présence de termes polyndmiaux en h, est due
a leffet de seuil. Ces polynomes s’annulent et/ou se simplifient dans le cas newtonien, puisque
dans ce cas h, = 0. Lorsque B = 0, ’équation de Reynolds devient :

o, /
d, <;h3> ~ cRed, <2?05p i 43105011 (p’)2h6> 0. (4.43)

La version stationnaire a la méme structure que celle trouvée par Nazarov et Videmann dans
[90] : un terme en h3p’ et un terme en A, h(h3p’)?. Le coefficient trouvé devant ce dernier terme est
cependant différent de celui trouvé dans [90]. Il est & noter aussi que le fait d’étudier I’équation
non-stationnaire introduit une dérivée temporelle du gradient de pression dans 1’équation de
Reynolds.

4.3 Quelques estimations

Dans la suite, on travaille avec les normes suivantes pour des fonctions définies sur 2 :
— ||¢llp,o la norme LP usuelle pour ¢ € LP(£2).
— Pour une fonction ¢ € Wh4(Q), on note :

l 1/q
folhyong = (Z e<k—l>qnvkuugp) (.44
k=0

— Pour une fonction ¢ € H'(Q), cela se simplifie en :
. 1/2
lellia = (s2lulo + IVul3e) (4.45)
Et pour les fonctions définies sur €', on note || - [|y1.4 o la norme classique de Sobolev.

4.3.1 Régularité des termes principaux

Lemma 2 Supposons que h soit dans H*(Q)). Supposons que p;, € H([0,T]). L’équation de
Reynolds a Uordre O(1) (4.10) admet une unique solution pour les conditions de bords

pY(0) = pin, V(1) =0.
avec p'=1) € HY([0,T], H3()). Par ailleurs,

10xp D ()20 < C(),
cette constante ne dépendant que de h et de ses dérivées.

Preuve : Soit y(x) = d,p(™Y < 0. D’une part, d’apres (4.11),

—3y2h0yh
! X

4.46
Y = 32,7 Bhy + B Fy:x), (4.46)
avec f une fonction C* en y (puisque y appartient toujours a l'intervalle | — oo, ;hB [ d’apres

la remarque 23). Cette équation différentielle admet donc une solution maximale définie & une
constante pres. Par ailleurs comme cette équation de Reynolds, s’écrit aussi sous forme (4.10),
on en déduit que (h(x),y(x)) appartient & une ligne de niveau de la fonction F' : (h,y) —
2h3y + 3Bh? — 5—23. Donc, y est bornée en fonction de h et (4.46) admet une solution sur tout le
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segment [0, 1]. Comme (4.10) est un probléme elliptique avec condition de Dirichlet aux limites,
cette solution est unique. De plus, y est bornée sur [0,1] et 3/ vérifie :

onF
AN

Donc, comme 9, F est H'([0,1]) et est bornée uniformément loin de zéro, 8# € HY([0,1]) et o/

aussi, ce qui prouve le premier point du lemme. O

Lemma 3 Pour tout t < T, ul9(t,-) appartient a H*(Y) et wO(t,-) et wO(t, ) appar-
tiennent a H(€Y).

Preuve : Partant de expression de u(?) (4.8), on en déduit que u(®) a la méme régularité que
Oy p' ) dans les zones {z > h,} and {z < h,} et est C™ en ¢ dans ces deux zones. Ainsi, comme
8Xp(_1) est au moins H2(Q'), u©) est également H? dans ces deux sous-domaines. Par ailleurs,
comme 6Xu(0) et Ogu(o) sont continus au niveau de la jonction par construction (voir la section
précédente), on a bien que 8Xu(0) et 8<u(0) sont H'.

Pour conclure, la condition d’incompressibilité donne la régularité de w(©. O

Remarque 32 On ne peut pas avoir mieuz comme régularité sur u'®, puisque (comme c’est le
cas dans ’écoulement de Poiseuille) le raccord au niveau de la zone de pseudo-plug n’est pas C?.

On va maintenant récupérer de la régularité sur les différents ordres des composantes du tenseur
des contraintes :

Lemma 4 On suppose toujours que h € H?([0,1]). Pour tout tempst < T,

— 8¢ng2) (t,-) est dans H?(Y).

— pO — 9 (t,-) et pg)) (t,-) ont méme régularité.

— Par ailleurs, p(cg) (t,-) est H?(QY).

— La somme des termes convectifs dpu(® +u(9 0, u® +w®9.u®) sont dans L2([0,T], H(Q'))

sip™e H.

— FEnfin, si Oyh ne s’annule pas, 3@%?, OXTCE(;) et Oxp(o) sont aussi dans H ([0, T], H'(')).
Preuve : Les deux premiers points sont diis aux premiers ordres des équations de conservation
du mouvement (4.5).

La régularité de p(cg) est donnée par I’équation de Reynolds (4.41) et par la régularité de p=b
(cf. lemme 2).

Ensuite, comme u(9) ¢ H'([0,T], H*(€)), alors dpu® € L2([0,T], H*(Y')). Par ailleurs, pour
tout t < T, ul®, 8,u®, 9ul® sont dans H'(Q)NL>®(€'). Donc la somme des termes convectifs
est dans L2([0,T], H' (') N L>=(Q')).

Par ailleurs, 7352) est donné par I’équation (4.21) dans la zone pseudo-plug et s’annule dans la
zone fluide. Donc Tg(;g;) est H'(Q) et par le deuxiéme point, ﬁxp(o) également. O

Lemma 5 u(Y) € L2([0,T], HY(Q)) et ;wV) € L2([0,T], L*(Q)).
Preuve : Dans chaque zone (fluide, transition et pseudo-plug), par construction u(l)(t, -) est

H'. Par ailleurs, le profil de vitesse a été construit comme étant continu aux jonctions. u(M) (¢, -)
est globalement H'(QY'). La régularité de 8Cw(1) découle de la condition de divergence nulle. [
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4.3.2 Estimations dans le domaine )

Suivant [90], on dispose d’estimations analogues dans le domaine mince 2. Ce ne sont pas
exactement les mémes, puisque les fonctions test ¢ ne seront pas nulles sur tout le bord mais
juste sur les murs latéraux (z = £eh) :

Lemma 6 1. (Thin Poincaré) Soit p € H'(Q), s’annulant sur les murs latéraux, alors
lellz0 < Cel[Vellz,0- (4.47)
2. (Ladyzhenskaya) Si p € H'(R?) est a support compact, alors :

1/2 1/2
< Cllely g1V elly e (4.48)

les constantes C' étant indépendantes de .

Preuve :

1. Comme ¢ s’annule sur les murs,
plaz)= [ oupla.0dc.
—&

Donc, en intégrant 2, et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient que :

eh eh
/ o(z,2)?dz < 4e%h(x)? / |02(x, 2)[*dz.
—¢eh

—eh €

Intégrant sur la variable x, on obtient (4.47)

2. Pour la preuve, voir [74].

4.3.3 Equation vérifiée par le terme d’erreur

Reposons le développement asymptotique dont les différents termes ont été calculés précé-
demment (en ajoutant les termes d’erreur) :

(t,2,2) = u® (7, x, ) + eu (7, x, Q) + @t 2, ) (4.49)
(t,7,2) = ew O (7, x,¢) + W(t, 2, 2) (4.50)
plt,w, 2) = 8‘1 D 4+ pO (7, x, Q) +p(t, 2, 2) (4.51)
( ) = (T X €) + Taa(t, @, 2) ( )
(t,2,2) = 7D (7, %, C) +em (7, X, O) + Faa(t, 2, 2) (4.53)
ol 7} est donné par l'algorithme décrit en section 4.2.1. Les termes en tilde représentent les
termes d’erreur dans le développement asymptotique. Remarquons que dans la bande [h, —
Ke2/3 h, + K52/3], u® = 0. Ainsi, le terme en £%/3 est injecté dans .

En injectant les ordres principaux des vitesses, pression et contraintes dans (4.1), on en
déduit que les termes d’erreur vérifient ce systéme :

Re(0 + 10,0 + W0, 1) + Opp + ReLy(t, W) = OpTyy + 0xTar + Fi

Re (Oy0 4+ 10w + O, ) 4+ 0,p + ReL, (U, W) = OyTyy + 0,72, + F (4.54)
Ot + 0,0 =
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ou, de maniere plus compacte

Re(0pa+ 1 -Va) + Vp+ ReL(a) = div(r) + F
0

div(i) (4.55)

muni des conditions de bord suivantes :
— u=0surz=chet z=—ch
— p=0enx=0etz=1L
ou on a défini :
Ly = (w9 + euMd, i + @9, (u® + eu) + ew @, a + 0o, (u® + eu®)
L, = (u(o) + Eu(l))(‘)xu? + 10w + ew@ 9,1 + ewd,w®
Fp = 0,79 + 0.7 + erV) — 0,(u® + euD)
—W® + euMa, (W + cuM) — w0, (u® + eu™) — e719,p1) — ,p©)
F, = 0,(7\9 + erV) + 0,719 — 9,00

on rappelle que les termes dominants intervenant ci-dessus sont exprimés en fonction des gran-
deurs adimensionnées 6, x, (. En notant que :

8Z(f(x7 C)) = €_16Cf7
Iexpression de F' s’en trouve grandement simplifiée (par construction) :
F, = —?Reu'd,ut
F, =8, (.,) — e2Re(u® + eu")8,w® — 3 Rew® d,w®

Pour fermer le systéme, on a encore une fois besoin de ’équation constitutive que I’on présente
sous forme implicite :

B
|70 + 7 4 7|

D® + euV 4 @) = <1 > (7O 4 erM 4 7) (4.56)
+

Par ailleurs, par construction, on a fait en sorte que cette équation constitutive soit vérifiée a

tout ordre :
p® = (1- L) ;0
|7—(0)\ N

B
B |7(0) + e7 ()]

(4.57)

Dm@+awh—0 ) (7© 4 7))
+

En testant contre une fonction ¢ € H([0,T] x )% s’annulant sur les murs latéraux et en

intégrant sur €2, il vient qu’en tout temps, et pour tout ¢ € H([0,7] x Q)% on a

Re (0:(8, p)a + ((@- V)1, p)o + (L(R), p)a)+ | pe-n—(p, div(p))a = (F, 90)9—/9% : V«ﬁ/@g(ﬂp)-n-
(4.58)

Sauf que du fait que ¢ s’annule sur les bords latéraux et que p fait de méme en entrée et en

sortie, la premiere intégrale sur 0f) s’annule également. Qui plus est, la derniére intégrale peut

se réécrire :

eh(1) eh(0)
~ac:r x + ~x - / ~mx x + ~a: .
/_Ehu) (Faapa + Tay'on) —eh(0) (Faxpz + Tay'oy)
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Remarquons que la mesure des domaines d’intégration est d’ordre . Ainsi, ces intégrales seront
controlées par les normes L2 de 7 et de .

Pour estimer l'erreur de consistance, la principale difficulté vient du fait que l’on ne sait
pour l'instant pas estimer la différence entre (4.56) et les différents termes de (4.57) du fait de la
partie positive. Cependant, au vu des expériences numériques menées section 4.2.2 on conjecture
que cette erreur de consistance (au moins pour l'ordre principal) tend bien vers 0.
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Conclusion globale

Dans cette these, on s’est intéressé a des écoulements de matériaux viscoplastiques en milieu
confiné, en particulier aux systémes de Stokes-Bingham et Navier-Stokes-Bingham.

Une large partie du manuscrit (les chapitres 2 et 3) a consisté en la présentation de simula-
tions de tels écoulements utilisant des algorithmes de type Lagrangien augmenté. Une particu-
larité de ces simulations est la tolérance trés basse imposée pour le résidu final de l'algorithme
ainsi qu’une utilisation de maillages comptant parmi les plus raffinés de la littérature actuelle-
ment. On observe I'excellente qualité de la convergence sur les champs du multiplicateur associé
a la déformation qui présentent un saut (de lordre d’une maille) entre les zones rigides qui
tombent au zéro machine et les zones fluides. Du fait de ces résidus tres bas, des zones dites de
pseudo-plugs ont été mises en évidence. Ces zones, dans lesquelles la déformation est de 1'ordre
de 1073 — 1075, nécessitent ce niveau de précision pour étre détectées. Il est & noter que dans
cette zone pseudo-plug le champ de déformation posséde une structure bien particuliere. En
effet, la déformation présente des lignes de niveau paralleles a la zone rigide. Une explication de
ce phénomene pourrait étre donnée en adaptant la méthode de ligne de glissement présentée par
exemple dans [8]. Un point intéressant soulevé dans [124] est la pertinence du résidu utilisé ha-
bituellement dans les algorithmes de type Lagrangien Augmenté. Il serait intéressant de vérifier
si prendre l'indicateur de convergence plus exigeant (le primal-dual gap) change la qualité de la
convergence.

Dans le chapitre 3, ces simulations ont ensuite été pu étre comparées aux résultats expéri-
mentaux présentés dans [77, 78] d’une part et dans [35, 36] d’autre part. En premier lieu, on
s’intéresse a 1’écoulement au dessus d’un obstacle (grace aux simulations en cavités longues).
On vérifie numériquement les propriétés observées sur les mesures expérimentales. Notamment,
on a retrouvé l'existence de la ligne de glissement mise en exergue dans [77] ainsi que le com-
portement du champ de vitesse (qui est de type Poiseuille-Bingham) au dessus de cette ligne de
glissement. En second lieu, les simulations en cavités courtes ont permis de retrouver les résul-
tats sur la couche limite viscoplastique présentés dans [35, 36, 8]. On retrouve dans différentes
géométries la loi de décroissance de cette couche limite en B~/3 lorsque B est élevé. Cette loi
de la couche limite a été revisitée dans le cadre des nombres de Bingham et Herschel-Bulkley
modérés, i.e. de 'ordre de l'unité. Numériquement, on retrouve qualitativement beaucoup des
tendances de longueurs (sinon toutes) observées dans [78]. On observe également que le scaling
des différentes composantes des contraintes effectué par Oldroyd dans [94] reste valable dans
une certaine mesure si B est de ordre de l'unité. Enfin, les calculs de [8] ont été redérivés en
tenant compte ou non de ’hypothese de symétrie du profil de déformation. La notion de couche
limite viscoplastique a été re-définie, en tenant compte d’une description plus fine de la zone
fluide. Avec cette définition, la loi de décroissance de la couche limite viscoplastique dérivée par
Oldroyd reste valable & B modérés. Dans le cas ou le profil de déformation est non-symétrique,
on trouve que la longueur de la couche-limite vérifie une EDO hautement non-linéaire qui n’a
pas pu étre étudiée faute de temps.

On remarque que 'on dispose dans toutes ces comparaisons d’une bonne concordance qua-
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litative entre les résultats numériques (effectués avec un fluide de Bingham) et les résultats
expérimentaux (avec un matériau modélisé par un fluide de Herschel-Bulkley). Cela donne une
bonne indication que les résultats sont vrais, les simulations fournissant une validation des me-
sures et inversement. L’étape suivante consisterait a produire un code résolvant le systeme de
Stokes-Herschel-Bulkley pour pouvoir comparer quantitavement les différents jeux de résultats.
Cela permettrait également de quantifier I’éloignement des matériaux utilisés en laboratoire du
modele idéalisé d’Herschel-Bulkley.

Enfin, dans le chapitre 4, on s’est intéressé au développement asymptotique de la solution
du systeme de Navier-Stokes-Bingham en épaisseur mince (de taille €). Dans le cas confiné, la
décomposition du domaine en trois zones (fluide, pseudo-plug et transition de taille g2/ 3) montrée
dans [51] reste valable. Le champ de vitesse a été calculé a I'ordre O(g?) grace a une équation
de Reynolds a l'ordre o(e) pour la pression. Cette équation de Reynolds a comme inconnue les
deux termes principaux de la pression et étend les résultats de [90]. On a également présenté une
illustration numérique de la convergence du champ de pression complet vers ’ordre principal
de I’équation de Reynolds viscoplastique a l'ordre O(g). Il est a noter que pour l'ordre o(e),
I’équation de Reynolds n’a été dérivée que de maniere formelle. On a dérivé I’équation vérfiée
par l'erreur de consistance mais pas montré que cette erreur était d’ordre plus petit que e.
Une perspective naturelle de ce travail est donc de dériver des estimations pour cette erreur de
consistance. Par ailleurs, un autre point d’intérét serait d’étudier si le développement permet de
prédire la présence potentielle de vraie zones plugs a I'intérieur du pseudo-plug.
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Analyse mathématique et numérique d’écoulements de fluides a seuil

Résumé : Cette these traite d’écoulements de fluides & seuil (ou viscoplastiques) en milieu
confiné. Les difficultés analytiques et numériques sont dues a la multivaluation du tenseur des
contraintes dans les zones plastiques ainsi qu’a la non-différentiabilité du probléme de minimi-
sation associé. Cette these s’articule en deux parties.

Dans un premier temps, des simulations numériques paralleles tres précises a ’aide d’algorithmes
de dualité ont été effectuées. Elles ont permis de retrouver des résultats observés expérimentale-
ment dont ’existence d’une ligne de glissement pour 1’écoulement au dessus d’un obstacle et le
caractere quasi-Poiseuille de la vitesse au-dela de cette ligne. Par ailleurs, la théorie de couche li-
mite viscoplastique définie par Oldroyd (1947, & nombre de Bingham asymptotiquement grand)
a été revisitée a nombre de Bingham modéré en milieu confiné. L’étude a mis en ceuvre des
allers-retours entre ces simulations et les expériences physiques de Luu et al. I’'TRSTEA ainsi
qu’une dérivation théorique. L’approximation de couche limite est vérifiée dans une certaine
mesure a l'intérieur de la cavité. Une adaptation de la notion de couche limite viscoplastique est
alors exhibée et permet d’étendre les scalings dérivés par Oldroyd (1947) et Balmforth et al. (J.
of Fluid Mech, 2017). Ces scalings sont aussi généralisés au cas de la loi d’"Herschel-Bulkley.
Dans un second temps, on présente une analyse asymptotique des champs de vitesses et de
contraintes pour des écoulements en faible épaisseur (¢). Un développement & l'ordre 2 de la
vitesse permet de trouver une équation de Reynolds a la méme précision. Cette équation de
Reynolds prolonge les résultats déja existants dans le cadre newtonien, d’une part et dans le
cadre fluide a seuil avec une surface libre, d’autre part.

Mots-clefs : Fluides a seuil, Rhéologie de Bingham, Rhéologie de Herschel-Bulkley, Simu-
lations numériques, Méthodes de dualité, Différences Finies, Solveurs multi-paralleles frontaux,
Couche limite viscoplastique, Analyse asymptotique, Ecoulements en couche mince.

Mathematical and numerical analysis of yield stress fluid flows

Abstract : This thesis is devoted to the flow of yield stress (or viscoplastic) fluids in pipes.
Analytical and numerical difficulties lie in the multivaluation of the stress tensor in the plastic
regions and in the non-differentiability of the associated minimization problem. This manuscript
is organized following two main axes.

First, very accurate numerical simulations were carried out using duality methods and parallel
multifrontal solvers. Thus, experimental observations were recovered, namely the existence of a
slip line for the flow over an obstacle and the Poiseuille-like behaviour of the velocity above this
line. Moreover, the viscoplastic boundary layer theory defined by Oldroyd (1947 at high Bingham
numbers) was revisited at moderate Bingham numbers in confined areas. This study provided
an opportunity to go back and forth between these simulations and the physical measures of Luu
et al. from IRSTEA and to perform a theoretical derivation. The boundary layer approximation
is valid up to a certain extent in the cavity. An adaptation of the viscoplastic boundary layer
definition is then given and allows to generalize the scalings shown by Oldroyd (1947) and
Balmforth et al. (JEM 2017). These scalings are also generalized to the Herschel-Bulkley case.
Then, an asymptotic analysis of the velocity and stress fields for thin layer (¢) flows is presented.
A velocity development up to €2 lets us find a Reynolds equation of same accuracy. This Reynolds
equation extends the already existing results, on the one hand in the newtonian case and on the
second hand for free surface flows.

Keywords : Yield stress fluids, Bingham rheology, Herschel-Bulkley rheology, Numerical simu-
lations, Duality methods, Finite Differences, Multiparallel frontal solvers, Viscoplastic boundary
layer, Asymptotic analysis, Thin-layer flows.
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