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Résumé

Dans cette thése, nous considérons des inégalités variationnelles qui s’interprétent
comme des équations aux dérivées partielles avec contraintes de complémentarité.
Nous construisons des estimateurs d’erreur a posteriori pour des discrétisations
utilisant la méthode des éléments finis et volumes finis, et des linéarisations
inexactes faisant appel aux méthodes de Newton semi-lisse et a des solveurs
algébriques quelconques. Nous considérons tout d’abord un probléme modéle de
contact entre deux membranes, puis une inégalité variationnelle parabolique et
enfin un écoulement diphasique compositionnel avec changement de phases comme
application industrielle.

Dans le premier chapitre, nous considérons un probléme stationnaire de con-
tact entre deux membranes. Ce probléme s’inscrit dans la large gamme des
inégalités variationnelles de premiére espéce. Nous discrétisons notre modeéle par
la méthode des éléments finis conformes d’ordre p > 1 et nous proposons deux
formulations discrétes équivalentes : la premiére sous la forme d’une inégalité
variationnelle et la seconde sous la forme d'un probléme de type point-selle. Nous
introduisons la différentiabilité au sens de Clarke pour traiter les non linéarités
non différentiables. Cela permet d’utiliser des algorithmes de linéarisation de type
Newton semi-lisse. Ensuite, un solveur itératif algébrique quelconque est utilisé
pour le systéme linéaire obtenu. En utilisant la méthodologie de la reconstruction
des flux équilibrés dans 'espace H(div,(2), nous obtenons une borne supérieure
de Perreur totale dans la semi-norme d’énergie sur 'espace H{(f2). Cette borne
est entiérement calculable a chaque pas du solveur de linéarisation semi-lisse et
a chaque pas du solveur d’algébre linéaire. Notre estimation d’erreur distingue
en particulier les trois composantes de l'erreur, a savoir 'erreur de discrétisation
(éléments finis), l'erreur de linéarisation (algorithme de Newton semi-lisse) et
I'erreur d’algebre linéaire (algorithme GMRES). Nous formulons ensuite des critéres
d’arréts adaptatifs pour chaque solveur utilisé dans le but de réduire le nombre
d’itérations. Nous prouvons également l'efficacité locale de nos estimateurs dans le
contexte semi-lisse inexact modulo un terme de contact qui s’avére négligeable. Nos
essais numériques illustrent la précision de nos estimations et le gain en terme de
nombre d’itérations et témoignent de la performance de notre méthode adaptative
semi-lisse inexacte.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons a construire des estimations
d’erreur a posteriori pour une inégalité variationnelle parabolique comme extension
du premier chapitre au cas instationnaire. Nous discrétisons notre modéle en
utilisant la méthode des éléments finis conformes d’ordre p > 1 en espace et
le schéma d’Euler rétrograde en temps. Pour traiter les non linéarités, nous
utilisons a nouveau des algorithmes de linéarisation de type Newton semi-lisse
et nous employons également un solveur itératif algébrique quelconque pour le
systéme linéaire obtenu. En utilisant la méthodologie de la reconstruction des flux

équilibrés dans Pespace H(div, (), nous obtenons, quand p = 1, et a convergence



du solveur de linéarisation semi-lisse et d’algébre linéaire, une borne supérieure
de Perreur totale dans la norme d’énergie sur l'espace L*(0,T; Hi(©2)). De plus,
nous estimons dans ce cas du mieux possible 'erreur en dérivée temporelle dans
la norme d’énergie L2(0,T; H=1(Q2)). Dans le cas p > 1, et a un pas quelconque
des solveurs linéaires et non linéaires, nous présentons une estimation d’erreur
a posteriori dans la norme d’énergie L?(0,T; Hj(2)). Nous distinguons dans
ce cas les composantes de l'erreur totale, & savoir l'erreur de discrétisation,
Perreur de linéarisation et 'erreur d’algeébre linéaire. Cela permet en particulier de
formuler des critéres d’arréts adaptatifs dans le but de réduire le nombre d’itérations.

Dans le troisieme chapitre, nous abordons un probléme d’écoulement diphasique
compositionnel en milieu poreux liquide-gaz (eau-hydrogéne) avec échange
d’hydrogéne entre les deux phases. Il s’agit d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles non linéaires avec contraintes de complémentarité non linéaires qui se
réécerit sous la forme d’une inégalité variationnelle évolutive non linéaire. Nous
employons la méthode des volumes finis centrés par maille pour la discrétisation
en espace, et le schéma d’Euler rétrograde pour la discrétisation en temps. La
discrétisation numérique engendre a chaque pas de temps un systéme non linéaire
et non différentiable qui s’interpréte comme une inégalité variationnelle. Comme
dans les chapitres précédents, nous approchons la solution du systéme non linéaire
obtenu par un algorithme de Newton semi-lisse inexact. Nous reconstruisons
les flux équilibrés dans l'espace H(div,Q) en utilisant les flux numériques aux
interfaces issus de la méthode des volumes finis, et les pressions de phases et
la fraction molaire dans l'espace H'(2) afin d’obtenir une borne supérieure de
Ierreur entiérement calculable a chaque pas de temps, de Newton semi-lisse et
du solveur d’algebre linéaire. La mesure de 'erreur entre la solution exacte et la
solution approchée est constituée ici de la norme duale du résidu complétée par un
résidu défini sur les contraintes de complémentarité et par des termes exprimant
la non conformité de la discrétisation en espace. Nous obtenons finalement des
estimations d’erreur a posteriori distinguant les différentes composantes d’erreur,
a savoir 'erreur de discrétisation, l'erreur de linéarisation et l'erreur d’algébre
linéaire. Ainsi, nous formulons des critéres d’arrét adaptatifs pour nos solveurs afin
de réduire le nombre d’itérations. Les essais numériques réalisés corroborent les
bénéfices de notre méthode adaptative semi-lisse inexacte.

Mots-clés

inégalité variationnelle elliptique - inégalité variationnelle parabolique - condition
de complémentarité - probléme de contact - écoulement diphasique - changement
de phase - stockage des déchets radioactifs - méthode des éléments finis -
méthode des éléments finis mixtes - méthode des volumes finis - non conformité
- algorithme de Newton-min - algorithme de Newton—Fischer—-Burmeister - semi
lissité - estimation d’erreur a posteriori - flux équilibré - composantes d’erreur -
critére d’arrét - efficacité
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Abstract

In this thesis, we consider variational inequalities in the form of partial differential
equations with complementarity constraints. We construct a posteriori error
estimates for discretizations using the finite element method and the finite volume
method, for inexact linearizations employing any semismooth Newton solver and
any iterative linear algebraic solver. First, we consider the model problem of
contact between two membranes, next we consider its extension into a parabolic
variational inequality, and to finish we treat a two-phase compositional flow with
phase transition as an industrial application.

In the first chapter, we consider the stationnary problem of contact between
two membranes. This problem belongs to the wide range of variational inequalities
of the first kind. Our discretization is based on the finite element method with
polynomials of order p > 1, and we propose two discrete equivalent formulations:
the first one as a variational inequality, and the second one as a saddle-point-type
problem. We employ the Clarke differential so as to treat the nondifferentiable
nonlinearities. It enables us to use semismooth Newton algorithms. Next, any
iterative linear algebraic solver is used for the linear system stemming from the
discretization. Employing the methodology of equilibrated flux reconstructions
in the space H(div,{2), we get an upper bound on the total error in the energy
norm H;(€Q). This bound is fully computable at each semismooth Newton step
and at each linear algebraic step. Our estimation distinguishes in particular the
three components of the error, namely the discretization error (finite elements), the
linearization error (semismooth Newton method), and the algebraic error (GMRES
algorithm). We then formulate adaptive stopping criteria for our solvers to ulti-
mately reduce the number of iterations. We also prove, in the inexact semismooth
context, the local efficiency property of our estimators, up to a contact term that
appears negligeable in numerics. Our numerical experiments illustrate the accuracy
of our estimates and the reduction of the number of necessary iterations. They also
show the performance of our adaptive inexacte semismooth Newton method.

In the second chapter, we are interested in deriving a posteriori error esti-
mates for a parabolic variational inequality and we consider the extension of the
model of the first chapter to the unsteady case. We discretize our model using the
finite element method of order p > 1 in space and the backward Euler scheme in
time. To treat the nonlinearities, we use again semismooth Newton algorithms, and
we also employ an iterative algebraic solver for the linear system stemming from
the discretization. Using the methodology of equilibrated flux reconstructions in
the space H(div, (), we obtain, when p = 1 and at convergence of the semismooth
solver and the algebraic solver, an upper bound for the total error in the energy
norm L*(0,T; H}(2)). Furthermore, we estimate in this case the time derivative
error in a norm close to the energy norm L*(0,7; H*(2)). In the case p > 1,
we present an a posteriori error estimate valid at each semismooth Newton step
and at each linear algebraic step in the norm L?(0,T; H}(2)). We distinguish in
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this case the components of the total error, namely the discretization error, the
linearization error, and the algebraic error. In particular, it enables us to de-
vise adaptive stopping criteria for our solvers which reduces the number of iterations.

In the third chapter, we consider a two-phase liquid-gas compositional (water-
hydrogen) flow with hydrogen mass exchange between the phases in porous
media. It is a nonlinear system of partial differential equations with nonlinear
complementarity constraints which can be interpreted as an evolutive in-time
nonlinear variational inequality. We employ the cell-centered finite volume method
for the space discretization and the backward Euler scheme for the time dis-
cretization. The discretization generates at each time step a nondifferentiable and
nonlinear system. As for the previous chapters, we approximate the solution of
the nonlinear system stemming from the discretization by an inexact semismooth
Newton algorithm. The equilibrated flux reconstructions are obtained in the space
H(div,2) using the numerical fluxes at the interfaces stemming from the finite
volume method, and we reconstruct the phase pressures and the molar fraction in
the space H'(2) in order to obtain fully computable upper bound at each time
step, semismooth Newton step, and algebraic step. The error measure between
the exact solution and the approximate solution is made of the dual norm of the
residual supplemented by a residual defined of the complementarity constraints
and nonconforming space terms. We finally obtain a posteriori error estimate
distinguishing the different error components, namely the discretization error, the
linearization error, and the algebraic error. Thus, we formulate adaptive stopping
criteria for our solvers in order to reduce the number of iterations. The numer-
ical experiments confirms the benefits of our adaptive inexact semismooth approach.

KGYWOI‘dSI elliptic variational inequality -  parabolic variational in-
equality - complementarity condition - contact problem - - two-phase flow
- phase transition - storage of radioactive waste - finite elements - mixed
finite elements - finite volumes - nonconformity - Newton-min algorithm -
Newton-Fischer-Burmeister algorithm - semismoothness - a posteriori error
estimate - equilibrated flux - error components - stopping criteria - efficiency
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Prologue

Nombreuses furent les questions que je me posais avant d’intégrer I’équipe SERENA
(Simulation for the Environment: Reliable and Efficient Numerical Algorithms)
a 'INRIA Paris. Le projet SERENA s’est fixé pour objectif la construction et
I’analyse d’outils de simulation pour des modéles mathématiques basés sur des
équations aux dérivées partielles dans l'optique de traiter les probléemes liés a
I’environnement et aux énergies. Parmi les multiples interrogations que j’avais, je
citerais : Qu’est ce que 'INRIA m’apporterait pour vivre et satisfaire ma passion
d’acquérir de la connaissance 7 Comment assouvir mon désir d’apprendre dans un
domaine aussi transversal que vaste, pour ne pas dire infini, qu’est les mathéma-
tiques appliquées 7 Pourquoi les équations aux dérivées partielles (EDP) sont-elles
si importantes et communément utilisées dans le domaine de la modélisation en
général, et de celui des phénomeénes physiques en particulier 7 Quelles sont les
limites de ces EDP dans la modélisation de ces phénoménes physiques et dans la
modélisation numérique permettant de les simuler 7 Quelle place occupent ces
équations dans les défis majeurs du XXle siécle et quel est le role du numérique, si
répandu de nos jours, dans le traitement de ces équations 7 Il est clair que c’est
aussi compliqué et délicat de répondre a ces questions que de se les poser.

En fait, cette période passionnante, que fut ces 3 années passées a 'INRIA, m’a
permis d’avoir quelques éléments de réponse. L’INRIA est certainement parmi
les meilleurs endroits pour accéder a la connaissance et a la culture multidis-
ciplinaire des mathématiques appliquées. Certes, mon parcours académique a
été un précurseur favorable pour me situer, me positionner et étre conscient des
perspectives prometteuses que me présente cette aventure riche d’opportunités et
de découvertes. En le vivant de l'intérieur pendant cette durée de theése, je réponds
affirmativement et sans hésitation que I'INRIA m’a apporté dans I’ensemble un
excellent environnement cohérent pour réaliser ma recherche, alimenter ma culture
mathématique et numeérique et sans doute améliorer mes connaissances dans ce
domaine si générique.

Pour finir, je propose de méditer longuement sur la pensée de Platon qui a
toujours clamé que les mathématiques permettent d’accéder au monde des idées, et
pour preuve, il a fait graver au portail de son Académie : “Que nul n’entre ici s’il
n’est géometre”.






Introduction

I Préambule

Depuis toujours, I’homme s’est intéressé a comprendre primitivement et intuitive-
ment par observation les nombreux phénoménes physiques I'environnant. Citons
par exemple, a la période du Paléolithique, la découverte du feu en frottant deux
pierres, le flottement du bois sur la surface de I’écoulement d’une riviére, le ruisselle-
ment et 'infiltration de ’eau dans le sol, le mouvement apparent des astres dans le
ciel. Il a fallu attendre plusieurs millénaires pour que des scientifiques apportent un
éclairage, une vision pérenne et structurée pour tenter de comprendre et d’analyser
ces observations.

Au XXle siécle, nous pouvons mentionner & titre d’exemple les défis relatifs au
réchauffement climatique, a I’exploitation des ressources en sous sol comme le forage
d’exploration pétroliére et gaziére (voir Figure 1 gauche), au stockage des déchets
radioactifs, a 'impact de I'activité humaine sur la pollution de 'eau, du sol et de
lair avec pour corollaire immédiat Paltération des nappes phréatiques (voir Figure 1
droite) et enfin au traitement de I'image pour les applications médicales.

Aprés cette bréve revue sur I'impact et 'importance des mathématiques dans la
compréhension de ce qui nous entoure, il devient plus naturel de parler des équations
aux dérivées partielles (EDP). Les EDP ont pour vocation de décrire mathématique-
ment le comportement de nombreux phénomeénes physiques mentionnés ci-dessus. 11
existe plusieurs familles A’EDP. A titre d’exemple citons : I’équation de la chaleur,
I’équation de la corde vibrante, I’équation des plaques, les équations de Navier—
Stokes ou les équations de Maxwell. Malheureusement, les résoudre analytiquement
est limité & des cas académiques. Dans la plupart des cas, nous sommes amenés a
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Figure 1: Extraction du pétrole a travers les roches (gauche), pollution de I'eau et
contamination souterraine (droite). http://www.ec.gc.ca/eau-water.
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Figure 2: Solution de stockage des déchets radioactifs proposée par I’Andra
(Agence nationale pour la gestion des déchets radioactifs). https://www.andra.
fr/documents-et-ressources.

les approximer pour trouver des solutions numériques ayant un comportement aussi
proche que possible du comportement des solutions analytiques inconnues et par
conséquent des phénomeénes modélisés observés. La tache est évidemment ardue
car il faut dans un premier temps cerner la phénoménologie du processus a mod-
éliser tant par les aspects multi-échelles en temps qu’en espace, poser un modeéle
mathématique et le valider avec son étude théorique, choisir des données initiales
a l’aide d’une connaissance conjecturale du comportement de la solution (par anal-
yse phénoménologique et extrapolations des données existantes a petites échelles de
temps par exemple) et utiliser un algorithme robuste de résolution.

Une catégorie spécifique d’EDP trés étudiée est celle contenant des contraintes
inégalités. On les retrouve dans de nombreux domaines scientifiques : 1’économie
(théorie des jeux) et la finance (modéle de Black—Scholes), mécanique des solides
(probléme de I'obstacle ou probléme de contact entre plusieurs corps) et la mécanique
des fluides (écoulement multiphasique avec transition de phase). L’analyse mathé-
matique de ces EDP avec contraintes inégalités repose sur leur écriture sous forme
“faible” entrant ainsi dans le cadre des inégalités variationnelles. Dans cette thése,
nous choisissons comme axe principal la modélisation mathématique et numérique
des inéquations variationnelles avec comme objectif final I’étude des problémes géo-
physiques en sous-sol. Plus précisément, notre étude est consacrée a un prob-
léeme de contact stationnaire entre deux membranes, & une inégalité variationnelle
parabolique qui peut étre vue comme une extension du premier modeéle, puis a un
écoulement diphasique instationnaire avec transition de phase en milieu poreux.
Le second modéle est un modéle intermédiaire entre le modeéle de contact station-
naire, ol I'unique non-linéarité réside dans le contact, et le modeéle instationnaire
diphasique avec transition de phase, qui est complétement non-linéaire. On voit
bien le caractére transverse de ce sujet de thése et sa portée dans le large éven-
tail des problématiques environnementales actuelles. En somme, dans le dernier
chapitre de cette thése, nous nous intéressons aux conséquences de ’enfouissement
et du stockage des déchets radioactifs dans les couches géologiques profondes (voir
Figure 2). Ce stockage provoque entre autres une production d’hydrogéne issue de la
dégradation chimique de certains matériaux de stockage. L’objectif & terme pour les



industriels est de pouvoir contréler cette émanation de gaz, responsable important
de la dégradation de I'écosystéme, en comprenant son évolution par la simulation
numérique. On verra plus tard I'importance cruciale du contréle de erreur de la
solution approchée numérique, a posteriori en particulier, pour définir des seuils
ou des critéres d’arrét permettant de décider si la solution numérique obtenue est
acceptable ou non.

II Approximation numérique des inégalités varia-
tionnelles

II.I Modéle continu

Pour fixer les idées sur la démarche générale adoptée, on va considérer le modéle
stationnaire & résoudre dans un domaine borné 2 C R? avec d = 1,2 ou 3 : Etant
donnés un espace de Hilbert V' dont le dual topologique est noté V*, un ensemble
convexe fermé non vide K C V et une fonction A :  — V*, un probléme d’inégalité
variationnelle consiste a trouver un vecteur u tel que

u € K,
(Au),v—u) >0 Yo e K.

Ici (-, -) désigne le crochet de dualité entre les espaces V* et V. Ce modéle est muni
de conditions aux limites pour la solution v € V. On suppose que I'étude théorique
nous permet de montrer ’existence de la solution u dans ’ensemble convexe K.

II.II Modéle discret

Dans un premier temps, on approche le domaine €2 par un maillage 7, sur lequel
notre inéquation variationnelle est vérifice. Cette triangulation ou maillage est
généralement réalisé a ’aide de segments en 1D, de triangles, rectangles ou hexagones
en 2D et de tétraédres ou hexaeédres en 3D (voir Figure 3). Ensuite, dépendant de la
méthode numérique utilisée, on construit un espace d’approximation de dimension
finie noté K, ou K, est un convexe fermé non vide de V', non forcément inclus
dans K, dans lequel vit une solution approchée de u que I'on note u;,. La plupart
du temps, les méthodes numériques employées sont : les méthodes d’éléments finis
(voir Ciarlet [57], Brenner et Scott [35], Quarteroni et Valli [140], Maday, Bernardi
et Rapetti [27], Ern et Guermond [77]), de volumes finis (voir Eymard, Gallouét
et Herbin [84], Godlewski et Raviart [97]), d’éléments finis mixtes (voir Roberts et
Thomas [146], Brezzi et Fortin [38], Chen [50], Boffi, Brezzi et Fortin [28]) et de
Galerkine discontinues (voir Di Pietro et Ern [68] et Riviere [145]). La littérature
citée n’est pas exhaustive, ces méthodes étant trés largement étudiées. Chacune
de ces méthodes présente des avantages comme des inconvénients et il n’existe pas
de régles générales a leur utilisation, mais a titre d’exemple : la méthode des élé-
ments finis est privilégiée dans les calculs des structures en mécanique des solides,
la méthode des volumes finis et la méthode des éléments finis mixtes sont couram-
ment utilisées dans les écoulements multiphasiques car elles vérifient la propriété
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Figure 3: maillage 2D triangulaire non structuré (Matlab, gauche), maillage 3D
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