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Notations

Pour toute matrice comprenant de nombreux “0”, comme la matrice A dans I’exemple ci-dessous,
des “0” pourront étre omis afin de simplifier la notation.

aj 0 0 0 aq
0 a2 0 O az
A - =
0 0 a3 O as
0 0 0 as ay

Notations mathématiques

v Quel que soit

= Il existe

x Proportionnel &

A Le plus grand commun diviseur

Y Le plus petit commun multiple

[x] Arrondi de x a lentier supérieur

mod(a, b) a modulo b

Prl] Probabilité

o L’endomorphisme de Frobenius

GF(q)=F, Corps de Galois de cardinal ¢

GF(q)[z]=F[] Anneau des polynomes dont les coefficients appartiennent & GF(q)=F,
K\{0} = K* Groupe des éléments inversibles de K, c’est-a-dire non nuls

Z/pZ Le plus petit corps de caractéristique p

p(z) Polynome primitif

A Matrice composée d’éléments dans GF(q)

a; Le coefficient de la matrice A situé a la i-eme ligne et a la j-éme colonne
ker(A) Noyau de la matrice A

A= () A est une matrice vide

()T Vecteur ou matrice transposé(e)

In Matrice identité de taille (N x N)

Notations mathématiques des codes correcteurs d’erreurs

n Taille des mots de code
k Taille des mots d’information
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K Longueur de contrainte

R Rendement du code

7% Mémoire de la i-eme entrée du codeur

n Mémoire du codeur

wt Mémoire du code dual

C(n,k) Code en bloc de parametres n et k

LDPC(n, k) Code LDPC de parametres n et k

RS(n, k) Code de Reed-Solomon de parametres n et k

C(n,k,K) Code convolutif de parametres n, k et K

u Vecteur d’entrée du codeur

u(z) Représentation polynomiale d'un mot d’information

c Vecteur de sortie du codeur

c(x) Représentation polynomiale d’un mot de code

e Vecteur d’erreurs introduites par le canal

r Vecteur de données regues a la sortie du canal

G Matrice génératrice

g(x) Polynome générateur d’un code cyclique

i j Vecteur composé des coefficients du (4, j)-eme polynéme générateur
gi.(D) Transformée en D du polynome générateur g; ;

gi,; (1) Le l-ieme coefficient du (4, j)-eme polynome générateur (g; ;)
F Matrice de codage composée des sous-matrices de codage
Fy La [-ieme sous-matrice de codage

ct Code dual

H Matrice de controle de parité

H; La [-ieme sous-matrice de controle de parité

dy(c,c) Distance de Hamming entre les deux vecteurs c et ¢’
wg(c) Poids de Hamming du vecteur ¢

dmin, Distance minimale du code

Pe Probabilité d’erreur du canal

deg g(D) Degré du polynome g(D)

Notations spécifiques du chapitre 3

L Taille des données regues

Ng Taille de la premiere matrice de rang déficient

R, Matrice de taille (M x [) composée des éléments de c

R;; La i-eme sous-matrice de R;

rang(Ry) Rang de la matrice Ry

T, Matrice obtenue par la transformation de R,, par ’élimination de Gauss
tgn) La i-eme colonne de la matrice T,

N, (7) Nombre des zéros dans la colonne tgn)

D Base du code dual

h; La i-éme relation de parité du code
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x1

Notations spécifiques du chapitre 4

Matrice de taille (M x I) composée des éléments de r

Nombre de colonnes presque dépendantes dans la matrice R;

Nombre de colonnes indépendantes dans la matrice R,

Matrice obtenue par la transformation de R; par I'élimination de Gauss

)

Nombre de zéros dans la colonne Egl
Nombre minimal de combinaisons linéaires requises pour obtenir la colonne Egl)
Probabilité d’avoir un coefficient nul dans la colonne Egl)

Moyenne arithmétique des variables By(i)

Variance empirique des variables B;()

Matrice de taille (M x [) composée d’erreurs introduites par le canal
Seuil de détection (pour les codes binaires)

Seuil de détection (pour les codes non-binaires)

Taille identifiée de mots de code

Le i-eéme élément du t-eme mot de code

Fiabilité du canal

Nombre de trajets dans un canal de Rayleigh multi-trajets

Logarithme du rapport de vraisemblance de r

Logarithme du rapport de vraisemblance extrinseque

Matrice de taille (M x [) composée des informations souples

Estimateur de la fiabilité de la j-éme ligne de R,

Estimateur du nombre de bits fiables dans la j-éme ligne de R,

Seuil de fiabilité de la décision souple

La i-eme équation de parité (dans le cadre de I’algorithme de décodage)
Probabilité de fiabilité de I’équation de parité z;

Probabilité de fiabilité de 1’équation de parité z; par le t-eme mot de code
Mot de code corrigé par le décodeur

Nombre d’équations de parité identifiées
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id

Opérateur identité
Produit semi-direct
Loi de composition de deux applications
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T Translation par un scalaire p de GF(p™)*

o(t) Fonction d’Euler
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Introduction

Contexte et objectif

Pour obtenir un systéme de communication fiable, il est indispensable d’intégrer dans sa chaine
de traitement un bloc de codage canal comprenant au moins un code correcteur d’erreurs. En effet,
les codes correcteurs d’erreurs ont pour réle de protéger les bits ou les symboles informatifs par
Pajout de bits ou de symboles redondants qui permettent, coté récepteur, de détecter et/ou corriger
d’éventuelles erreurs. A cause de la complexité de I’encodage et en particulier des procédures du
décodage, la majorité des recherches et des implémentations pratiques dans des systemes embarqués
en temps réel ont été souvent limitées a des codes manipulant des données binaires, c’est-a-dire
traitant des éléments du corps de Galois GF(2).

Dans le cadre de cette these, nous nous sommes intéressés au cas des codes correcteurs d’erreurs
construits sur des corps de Galois non-binaires de cardinal 2. Parmi les codes dans GF(2™), il
existe les codes LDPC non-binaires qui ont montré récemment de meilleurs performances que les
codes LDPC binaires. Dans nos travaux, nous nous sommes intéressés a ces codes, mais également
aux codes, peu classiques, de Reed-Solomon et aux codes convolutifs non-binaires. Dans la premiere
partie de ce mémoire, notre objectif principal est d’identifier en aveugle les parametres de ces codes.

Le thématique de l'identification aveugle en contexte non-coopératif concerne l’interception
militaire ou la surveillance du spectre, mais également les applications de la radio intelligente.
Dans ce contexte, le récepteur ne connait pas les parametres utilisés a ’émission. La solution est
de concevoir un récepteur intelligent qui sera capable d’identifier en aveugle les parametres de
I’émetteur a partir de la seule connaissance des données recues. Un des intéréts de 'identification
aveugle est d’augmenter le débit utile de transmission, car il ne sera plus nécessaire de transmettre
des informations supplémentaires sur les parametres du codeur avec les données utiles. De plus, un
tel récepteur intelligent sera capable de s’adapter automatiquement au développement de nouveaux
schémas de codage plus performants et a ’évolution rapide des nouvelles normes et standards de
communications.

Dans un contexte non-coopératif, le récepteur ne connait généralement pas le mapping utilisé
a ’émission. Pour cela, il doit identifier 'opération inverse du mapping, appelée demapping, qui
permet de récupérer les symboles convertis par le mapping avant la transmission. En effet, 'opé-
ration de mapping dans le cas des codes non-binaires consiste a associer & un élément du corps
de Galois une représentation spécifique. Pour récupérer les bons symboles transmis, la composition
du mapping et du demapping, appelée fonction de mapping-demapping, doit étre égale a 'opéra-
teur identité. Dans certains cas, cette composition peut ne pas étre égale a l'opérateur identité.
Ce phénomene peut se produire a cause d’une mauvaise identification de 'opération appropriée de
demapping dans un contexte non-coopératif. Les problemes de synchronisation peuvent également
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produire involontairement ce phénomene.

Dans la deuxieme partie de ce mémoire, notre objectif est donc d’étudier I'influence des diffé-
rentes fonctions de mapping-demapping sur les calculs d’algebre linéaire et sur les propriétés dans
le corps de Galois utilisé dans une chaine de transmission pour des communications numériques.
Pour cela, un formalisme mathématique est proposé. En utilisant ce formalisme, nous allons étudier
I'impact des fonctions de mapping-demapping sur la détection de certains défauts de transmission
et sur I'identification aveugle des parametres des codes correcteurs d’erreurs non-binaires.

Plan du mémoire

Comme nous l'avons indiqué précédemment, ce document est organisé en deux parties. La
premiere partie qui porte sur l'identification aveugle des codes correcteurs d’erreurs non-binaires
est constituée de quatre chapitres :

Le chapitre 1

Ce chapitre présente un rappel sur des différentes structures algébriques afin d’introduire la
structure des corps de Galois. Notre objectif est de générer les symboles du corps de Galois qui
vont étre traités par les codes correcteurs d’erreurs non-binaires. Cette étude sur les corps de Galois
nous permettra de connaitre les parametres indispensables pour générer leurs éléments.

Le chapitre 2

Ce chapitre a pour objet d’introduire les blocs de traitement dans une chaine de transmission
numérique, ainsi que les différents modeéles de canaux de transmission qui vont étre considérés dans
cette these. Ensuite, nous présentons les propriétés des codes linéaires dans GF(q), ainsi que les
codes abordés dans nos travaux afin de faire ressortir les propriétés intéressantes et les parametres
de codage utiles pour les identifier au niveau du récepteur.

Le chapitre 3

Ce chapitre s’intéresse a l'identification des codes correcteurs d’erreurs non-binaires en sup-
posant une transmission non-bruitée. Une généralisation de I'algorithme d’identification pour les
codes binaires basée sur le critere du rang est présentée. Ensuite, une justification théorique de
I'utilisation de ce critere est développée. L’identification des codes aux parametres spécifiques est
également étudiée. Enfin, nous présentons une étude de 'impact des parametres du corps de Galois
sur l'identification aveugle des parametres des codes correcteurs d’erreurs non-binaires.

Le chapitre 4

Dans ce chapitre, une transmission entachée d’erreurs est considérée. Nous développons tout
d’abord trois algorithmes d’identification de la taille des mots de code pour des codes non-binaires
et binaires. Ensuite, nous analysons les performances de ces méthodes. Dans le but d’identifier
en aveugle une base du code dual, nous généralisons une méthode d’identification a décision ferme
pour les codes binaires au cas des codes non-binaires. Afin d’améliorer les performances de détection
de lalgorithme d’identification, une méthode basée sur 1'utilisation conjointe d’un démodulateur a
décision souple et d’'un décodage itératif a décision souple est présentée. Nous introduisons un pro-
cessus itératif basé sur I’échange des informations souples et des relations de parités identifiées entre
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Palgorithme d’identification et I’algorithme de décodage a décision souple. Enfin, nous analysons
les performances des méthodes présentées.

Dans la seconde partie de ce document, nous nous intéressons aux fonctions de mapping-
demapping. Cette partie comporte deux chapitres :

Le chapitre 5

Dans ce chapitre, nous développons un formalisme mathématiques afin d’étudier I'impact des
fonctions de mapping-demapping sur les calculs d’algebre linéaire dans un corps de Galois effectués
dans les blocs d’une chaine de transmission pour des communications numériques. Deux fonctions
de mapping-demapping particulieres correspondant au changement de polynome primitif et a une
inversion des poids sont également étudiées.

Le chapitre 6

Dans ce chapitre, nous étudions tout d’abord I'impact des fonctions de mapping-demapping sur
la détection des défauts de transmission rencontrés au niveau du récepteur et sur la détection des
défauts liés a une mauvaise interprétation des éléments des corps de Galois. Ensuite, nous étudions
I'impact de certaines fonctions de mapping-demapping sur l'identification des parametres des codes
correcteurs d’erreurs dans un contexte de transmission non-bruitée.

Enfin, ce document se conclut en rappelant les différentes étapes et résultats de cette these et
en proposant plusieurs pistes de recherche et perspectives de ce travail.






Premiere partie

Identification aveugle des codes
correcteurs d’erreurs






CHAPITRE
Rappel algébrique sur les
corps de Galois

1.1 Introduction

Ce premier chapitre a pour but de montrer comment représenter un symbole non-binaire d’un
corps de Galois de cardinal 2™, m > 1. De ce fait, un rappel sur les notions des corps finis est
indispensable. Dans un premier temps, nous allons faire un rappel sur les différentes structures
algébriques afin d’introduire les structures des corps finis, ¢’est-a-dire celles des corps de Galois. La
dernieére partie de ce chapitre exposera la méthode de construction des corps de Galois GF(2™).
Cette méthode sera illustrée par la construction du corps GF(2*).

1.2 Structures algébriques

Les structures algébriques sont tres utilisées en codage et en cryptographie. Une structure algé-
brique comporte deux types de constituants : les objets et les morphismes. Les objets sont le plus
souvent des ensembles munis d’une ou plusieurs opérations qui vérifient certaines propriétés. Le
choix des propriétés imposées caractérise la structure algébrique. Les morphismes sont trés géné-
ralement des applications entre deux objets de la structure qui sont compatibles avec les lois et les
propriétés typiques de la structure. Le tableau [Tl présente des exemples de structures algébriques
et les morphismes qui leur correspondent.

Structures algébriques Objets Morphismes
Catégorie des ensembles Ensembles Applications
Catégorie des groupes Groupes Morphismes de groupes
Catégorie des corps Corps Morphismes de corps
Catégorie des espaces vectoriels sur R | Espaces vectoriels sur R | Applications linéaires

Tableau 1.1 — Les structures algébriques usuelles

L’ensemble des entiers relatifs Z muni de 'opération d’addition est un exemple d’un objet de
la catégorie groupe.

1.2.1 Groupes

Définition 1.1. Un groupe est un ensemble G muni d’une opération notée x. Un ensemble
(G, *) est un groupe si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. G est non vide,
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2. x est associative,

3. G admet un élément neutre e a gauche et a droite : Vxr € G, xxe=1x =ex*,

1 1

4. tout élément de G admet un inverse pour x :Vx € G, Iz~ € G tel que v vz~ =e =27 x 2.

Si la loi * est commutative (i.e V(z,y) € G2,z *y = y * ), on dit que (G, *) est commutatif, ou
encore abélien.

Exemple 1.1.

o (Z,+), (R,+) et (C\ {0},-) sont des groupes abéliens.

e Le groupe des matrices de taille (2 x 2) & coefficients réels et munis de l'opération d’addition,
noté (Ma(R), +), est également un groupe abélien.

e Le groupe des matrices inversibles de taille (2 x 2) a coefficients réels et munis de 'opération
de multiplication, noté (GLy(R),-), n’est pas abélien.

1.2.2 Anneaux

Définition 1.2. Un groupe commutatif A est un anneau, noté (A,+,-), s’il est muni d’une
seconde loi de composition interne vérifiant les propriétés suivantes :

o (A,+) est un groupe abélien d’élément neutre 04,
e la loi - est associative : ¥(z,y,2) € G, (v-y) - z=x-(y- 2),

e la loi - est distributive ¢ gauche et & droite par rapport & la loi + : ¥(z,y,2) € G, z-(y+2) =
r-yt+ax-zet(x+y) - -z=x-24+y-z,

e la loi - admet un élément neutre différent de 04, noté 14.

Exemple 1.2.

|| (R, +,-) est un anneau commutatif, car la loi - est aussi commutative.

Les anneaux et les corps sont des structures algébriques plus complexes que les groupes car ils
sont munis de plus d’une opération. Les corps sont les structures qui nous intéressent dans le cadre
de notre étude.

1.2.3 Corps

Définition 1.3. Un corps K est un anneau commutatif dans lequel tout élément non-nul est
inversible. Soit O [’élément neutre pour l'addition et 1 celui de la multiplication, pour tout o € K 4l
doit exister —a et o tel que :

e 0+ta=aet(—a)+a=0,
el-a=aetl-a=0,

e sia#0 alors (al) - a=1.
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Exemple 1.3.

L’ensemble des entiers relatifs (Z, +,-) est un anneau unitaire mais pas un corps car 1’élément 2,
par exemple, n’a pas d’inverse.

Les ensembles Q = {]—), pEL,qEl,qF# 0}, R et C sont des corps.
q

1.2.4 Espace vectoriel sur un corps

Un espace vectoriel sur R est défini par un ensemble V' dont les éléments sont appelés vecteurs,
muni de deux opérations : 'opération d’addition de deux vecteurs et I'opération de multiplication
d’un vecteur par un nombre réel. Dans ce cas, 'addition est une loi interne et la multiplication par
un scalaire est une loi externe.

Définition 1.4. Un espace vectoriel sur le corps K est un ensemble E muni de deux lois de
composition :

e Une loi interne notée +, telle que (E,+) est un groupe abélien, c’est-a-dire une application
E x E — E, qui vérifie les propriétés suivantes :

— Y(u,v) € B2, u+v =v+u,
— V(u,v,w) € B3, (u+v) +w=u+ (v+w),
— il existe un élément neutre de E noté 0,

— pour tout élément u, il existe un élément symétrique noté (—u) appelé opposé.

e Une loi externe, c’est-a-dire une application de K x E — E, notée -, qui vérifie les propriétés
suivantes, V(a,b) € K2, V(u,v) € E? :
—a-(ut+v)=a-u+a-v,
—(a+b)-u=a-u+b-u,
—a-(b-u)=(a-b)- u,
- 1. u=u.

Exemple 1.4.

e R est un espace vectoriel sur Q.

e Soit K un corps, l'ensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes, noté M, ,(K), est
un espace vectoriel sur le corps K. En effet, si A = (aij)icpp],jefq € Mp,qg(K) et
B = (bij)icpp], je[i,q] € Mp,q(K), les lois de 'ensemble M, ,(K) sont définies par :

— laloi + : A+ B = (a;; + b; ;)i  vérifie les propriétés de la loi interne présentées dans
la définition T4l

—laloi-:siAe K, A-B = (X:b;;);; vérifie les propriétés de la loi externe de I'espace
vectoriel.

1.3 Corps finis

Les corps finis sont des structures algébriques utilisés dans le domaine du codage. Un corps fini
est un corps, une notion définie dans la définition [[3] qui comporte un nombre fini d’éléments.
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Théoréme 1.1. (Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

La caractéristique d’un corps est le nombre de fois qu’il faut ajouter I’élément neutre de la loi
multiplicative pour obtenir I’élément neutre de la loi additive. En d’autres termes, c’est le plus petit
entier naturel p # 0 tel que p-1 = 0. Si un tel entier existe, sinon la caractéristique est dite nulle.
Les corps R et C sont des corps de caractéristique nulle car un tel entier non nul n’existe pas.

Proposition 1.1. Soit K un corps fini de caractéristique p avec p # 0 alors :
® p est premier,
e le plus petit corps de caractéristique p est Z/pZ = {0,1,--- ,p — 1},
o K est un espace vectoriel avec scalaire dans Z/pZ,

o K a exactement p™ éléments tel que m est sa dimension comme un Z/pZ-espace vectoriel.

Un corps fini ayant p™ éléments est noté Fpm. Le corps Fpm est appelé une extension finie de
F, ou F,, est le corps de base. Il est également appelé un corps de Galois de cardinal p" et noté
GF(p™). Par la suite, nous utiliserons cette derniére notation qui est celle la plus couramment
utilisée dans le domaine de codage de canal.

1.3.1 Endomorphisme de Frobenius

L’endomorphisme de Frobenius est un objet fondamental pour étudier les corps finis. Il est défini
dans la proposition

Proposition 1.2. Soit K un corps fini de caractéristique p alors l’endomorphisme de Frobe-
nius :

c : K=K
z — P

est un automorphisme de corps.

D’apres cette proposition, pour tout a et b de K, o(a+b) = o(a)+o(b) et o(a-b) = o(a)-o(b).

1.3.2 Propriétés des corps finis

Définition 1.5. L’ordre d’un élément B non nul dans un corps fini est le plus petit entier r > 1
tel que 8" = 1.

Théoréme 1.2. (de l’élément primitif) Tout corps fini F a p™ éléments contient au moins un
élément B d’ordre p™ — 1. Un tel élément est appelé élément primitif.

De ce théoreme découle le corollaire suivant :

Corollaire 1.3. Tout corps fini de taille p™ est de la forme GF(p™ )= {0,1,3,%,---,pP" 2},
pour un élément B convenable.

Exemple 1.5.
|| Le corps fini de taille 22 est de la forme GF(2%)= {0,1, 3, 3%, 83, 8%, 8°, 3%}

Proposition 1.4. Soit K un corps fini a g = p™ éléments ot p est premier alors :
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o tout élément x de K vérifie x4 = x,

o K est le corps de décomposition de x9—x, c’est-a-dire que x9—x a q racines qui sont exactement
les éléments de K.

On peut déduire de cette proposition que le corps fini K a p™ éléments, avec m un entier non
nul et p premier, est un ensemble K = {z, 27—z = 0}. Il y a donc un et un seul corps a p™ éléments
a isomorphisme de corps pres.

1.3.3 Les polynoémes irréductibles et polynémes primitifs
Un polynome est dit irréductible s’il n’est divisible par aucun polynéme de degré inférieur.

Théoréme 1.3. Si g =p™ ou p est premier et m est un entier non nul alors :
x? — x est le produit de tous les polynéomes irréductibles dans 7 /pZ[x] de degré divisant m.

Nous mentionnons que les signes + et — sont équivalentes dans les corps de Galois de caracté-
ristique 2, GF(2™), c’est-a-dire si on a © € GF(2™) et y € GF(2™), alors z +y =z — y.
Exemple 1.6.

Dans cet exemple, nous cherchons tous les polynomes irréductibles dans les corps GF(22), GF(23),

GF(2*%) et GF(2%) en appliquant le Théoreme
Corps GF(2?) : Le polynéme xz* — x peut étre factorisé en produit de tous les polynémes

irréductibles de degré divisant 2. Les diviseurs de 2 sont 1 et 2, alors :
- = z-(x+1)
—_———
irréductibles de degré 1
(2 +z+1)
—_——

irréductible de degré 2

Corps GF(23) : Le polynome 2® — x peut étre factorisé en produit de tous les polynémes

irréductibles de degré divisant 3. Les diviseurs de 3 sont 1 et 3, alors :
B -z = x-(r+1)
irréductibles de degré 1
(B +22+1) - P +z+1)

irréductibles de degré 3

Corps GF(24) : Le corps GF(2%) est I'ensemble des racines de 22" —z = 216 — 2. Pour factoriser
le polynome z'® — & en produit de tous les polyndmes irréductibles de degré divisant 4, le
théoreme peut étre utilisé. Les diviseurs de 4 sont 1, 2 et 4. Alors :

21—z = x-(x+1)
N——
irréductibles de degré 1

(22 +x+1)
—_——
irréductible de degré 2
(43 +24+z+1) (et +224+1) @+ +1)

irréductibles de degré 4
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Corps GF(2%) : Le corps GF(25) est 'ensemble des racines de 22° — 2 = 232 — 2. Le polynome
232 —  peut étre factorisé en produit de tous les polynomes irréductibles de degré divisant
5. Les diviseurs de 5 sont 1 et 5. Alors :

-z = - (x+1)
—_——
irréductibles de degré 1

(P +at 4224241 @+ +22+x+1)

/

irréductibles de degré 5
(P +at 422+ r4+1)- @+t +22 22 +1)

/

irréductibles de degré 5

(@ +23+1)- (2 +22+1)

/

irréductibles de degré 5

Soit @ un polynome irréductible dans Z/pZ[z] de degré divisant m, F = Z/pZ[x]/Q est un corps
car () est irréductible. Tous les calculs se font avec les restes de la division des polynoémes par Q.

Définition 1.6. Un polynéme primitif est un polynéme qui admet une racine qui est un
élément primitif.

Il faut noter que tous les polynémes primitifs sont irréductibles. Mais la réciproque n’est pas
toujours vraie car certains polynémes irréductibles ne sont pas primitifs. D’autre part, toute racine
d’une polynome primitif est un élément primitif.

Proposition 1.5. Un polynéme irréductible Q(x) € Fp[z] de degré m est dit primitif lorsque
le plus petit entier positif n pour lequel Q(x) divise z™ — 1 est n = p™ — 1.

Exemple 1.7.

Soit Q(x) = x?+x+1. C'est le seul polynome irréductible dans GF(2) de degré 2. On va démontrer
que ce polynome est primitif.
Soit a une racine de Q(z), alors on a a® + a + 1 = 0.

e ol=a+1
edd=a-(l+ta)=a+a’=a+a+1=1

Donc « est un élément primitif qui génére tous les éléments non nuls du corps GF(22) par
multiplication. D’ott Q(z) = 22 + 2 + 1 est un polynéme primitif.

Théoréme 1.4. Pour tout degré m, il existe toujours un polynome primitif parmi les polynoémes
irréductibles dans Fp[z].

Pour rechercher les polynémes primitifs du corps GF(p™), le théoreme peut étre appliqué.
Théoréme 1.5. Un élément de GF(p™) est primitif si et seulement s’il est racine du polynome :

At |

< IT (xd — 1)) A (P =1 —1)
4/ (pm—1)et dtpm—1

¢(x) =
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C’est-a-dire le polynoéme ¢(z) est le produit de tous les polynémes primitifs de degré m.

Exemple 1.8.

On veut chercher le nombre des polynomes primitifs dans les corps GF(22), GF(23), GF(2%) et
GF(2%). Ce nombre correspond au degré (¢(x)) /m ol le degré de ¢(z) peut étre déterminé en
utilisant le théoréeme

Corps GF(2?) : Les diviseurs de 22 — 1 = 3 sont 1 et 3. En appliquant le théoréme [[.5, un
élément primitif B du corps GF(22) n’est pas une racine du polynéme z — 1. Alors, les
polynomes primitifs sont les facteurs irréductibles de :

_x?’—l

o(x) = p— =2’ +o+1

On peut déduire que le corps GF(22) possede un seul polynéme primitif de degré 2 qui est
22 + 2 + 1. Nous remarquons que le polyndome irréductible de degré 2 trouvé dans l’exemple
correspond au polynoéme primitif du corps GF(22).

Corps GF(23) : Les diviseurs de 22 — 1 = 7 sont 1 et 7. En appliquant le théoréme [[5, un
élément primitif 3 du corps GF(23) n’est pas une racine du polynéme z — 1. Alors, les
polynémes primitifs sont les facteurs irréductibles de :

x’ =1

r—1

¢(x) =

Le polynéme z7 — 1 est de degré 7 et le polynoéme x — 1 est de degré 1. Donc le degré du
quotient de ces deux polynoémes est 7—1 =6 = 2-3 = 2 - m. On peut déduire que le
corps GF(23) possede deux polynémes primitifs. Nous remarquons que tous les polynomes
irréductibles de degré 3 trouvés dans l'exemple correspondent aux polyndémes primitifs
du corps GF(23).

Corps GF(2%) : Les diviseurs de 2 — 1 = 15 sont 1, 3, 5 et 15. En appliquant le théoreme 7,
un élément primitif 3 du corps GF(2%) n’est pas une racine des polynémes :

o (P-1DA@@—1)=x—1,
(23 —1).(z° - 1)
z—1

e (-1 V(a®-1)= =@ +z+1) (z°-1)

Alors, les polynomes primitifs sont les facteurs irréductibles de :

-1
(3 —=1)V (2% —1)

¢(z) =

Le polynéme x'° — 1 est de degré 15 et le polynome (23 —1)V (2% —1) = (22 +z+1)-(2° - 1)
est de degré 2 +5 = 7. Donc le degré du quotient de ces deux polynémes est 15 —7 =8 =
2.4 =2-m. On peut déduire que le corps GF(2*) possede deux polynémes primitifs. Nous
remarquons que parmi les polynémes irréductibles de degré 4 trouvés dans l’exemple il
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n’existe que deux polynoémes primitifs du corps GF(24).

Corps GF(2°) : Les diviseurs de 2° — 1 = 31 sont 1 et 31. En appliquant le théoréme [L5]
un élément primitif 3 du corps GF(2°) n’est pas une racine du polynéme z — 1. Alors, les
polynomes primitifs sont les facteurs irréductibles de :

Le polynome 23! — 1 est de degré 31 et le polynome = — 1 est de degré 1. Donc le degré
du quotient de ces deux polynoémes est 31 —1 =30 =6-5 = 6 - m. On peut déduire que
le corps GF(2%) possede six polynémes primitifs. Nous remarquons que tous les polynomes

irréductibles de degré 5 trouvés dans I'exemple correspondent aux polyndémes primitifs
du corps GF(2%).

1.3.4 Le polynéme minimal

Définition 1.7. Etant donné un élément B appartenant a GF(p™ ), le polynéme minimal de
B est un polynome de plus petit degré a coefficients dans GF(p) ayant B comme racine.

Théoréme 1.6. Pour chaque élément 3 dans GF(p™), il existe un unique polynéme minimal
P(zx) a coefficients dans GF(p) tel que :

le degré de P(x) < m,

sl existe un polynéme f(x) € GF(p)[x] tel que f(B) =0 alors P(z) divise f(x),

P(z) est irréductible dans GF(p)|x].

Théoréme 1.7. Dans un corps fini de dimension p'™, les polynémes primitifs sont les poly-
nomes minimaux de leurs racines (éléments primitifs).

Définition 1.8. Soit f € GF(p™), les conjugués de 3 sont :

3

2 _ d—1
B,a(B) = BP,0%(B8) = ¥, 0 (B) = 7, ;a1 (B) = B”
tel que = . Cet ensemble de conjugués forme un ensemble appelé classe conjuguée de (3.
l ﬁpdﬁC ble d s f bl lé cl ‘e de 8

Théoréme 1.8. Le polynome minimal d’un élément 3 se décompose sous la forme :

)= ]I @—d'(5) (1.1)

0<i<d

1

My(z) = (x = B) - (x = B7) -+ (x — B

d—1

tel que l’ensemble {3, 0P, -+, B "} est la classe conjuguée de 3.

Exemple 1.9.
Dans cet exemple, notre objectif est de chercher les polynémes minimaux d’éléments des corps

GF(2%), GF(23), GF(2%) et GF(2%) en utilisant la définition [[8 et le théoreme L8

Corps GF(2?) : Soit o un élément primitif dans GF(22)= {0, 1, @, a?}. On veut déterminer les
classes conjuguées dans GF(22) afin de déterminer leurs polynémes minimaux.
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e On choisit I’élément o dont la liste des conjugués est donnée par :

a,0(a) =a? 0%(a) =a’ =«

alors la premiere classe conjuguée de GF(2%) est {a,a?}. Le polynome minimal qui
correspond a cette classe est donné par :

My(z)=(z—0a) (z—a?) =22 +z+1

e On choisit un autre élément de GF(22) non utilisé dans la premiere classe. Il reste les
classes de 0 et 1 qui sont respectivement {0} et {1}. Leurs polynémes minimaux sont
donnés par :

My(z) = = (1.2)
Ml(m) = x+1

Le seul polynéme irréductible de degré 2 dans Z/27Z est donc M,(x) = 2% + z + 1. D’apres
le théoreme [T, M, (z) est un polyndéme primitif puisque « est sa racine.

Corps GF(2%) : Soit a une racine de polynome primitif 23 + = + 1 dans GF(2%)=
{0,1,a,0?,03,a* a’,a%}. On veut déterminer les classes conjuguées dans GF(23) afin de
déterminer leurs polynémes minimaux.

e La liste des conjugués de « est déterminée par :
2 8

a,0(a) =a? 0%(a) =at,6?(a) =a® = a

alors la premiere classe conjuguée de GF(23) est {a,a?, a*}. Le polynéme minimal qui
correspond a cette classe est donné par :

My(z)=(x—0a) (x—a?) - (z—at) =2 +2 +1

e On choisit un autre élément de GF(23) non utilisé dans la premiere classe. On prend
a3 qui a comme liste de conjuguées :

04370'(043) — (a3)2 — a6,02(a3) — a12 — 04570'3(043) — 0424 — 043

la classe conjuguée de o est {a?,a% a’}. Le polynome minimal qui correspond & cette
classe est donné par :

Mys(z)=(x—a®) - (z—a) (z—a) =2 + 2% +1

o Il reste les classes de 0 et 1 qui sont respectivement {0} et {1}. Leurs polynémes mini-
maux sont donnés respectivement par les équations (L2)) et (L3).

Les polynomes irréductibles de degré 3 dans Z /27 sont donc 22 + x + 1 et 23 + 22 + 1.

Corps GF(2%) : Soit o une racine de polynome primitif ## + 2z + 1 dans le corps GF(24)= {0}U
{a?, i € [0,14]}. On veut déterminer les classes conjuguées dans GF(2%) afin de déterminer
leurs polynémes minimaux.

e La liste des conjugués de « est donnée par :
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alors la premiere classe conjuguée de GF(24) est {a, a2, a?, a®}. Le polynome minimal
qui correspond a cette classe est donné par :

Myz)=(x—0a) - (x—a®) - (z—a) - (z—a®) =2t +2+1

e On choisit un autre élément de GF(2%) non utilisé dans la premiere classe. On prend
a3 qui a comme liste de conjuguées :

la classe conjuguée de a? est {a3,a®, a? a'?}. Le polynéme minimal qui correspond &

cette classe est donné par :
Mys(z)=(z—a®) - (z—a® - (z—a”)- (z—a?) =2+ 2+ 22+ 2 +1

e On choisit un deuxieme élément de GF(2*) non utilisé dans les classes de a et a3. On
prend o qui a comme liste de conjuguées :

la classe conjuguée de a® est {a®,a'®}. Le polynome minimal qui correspond & cette
classe est donné par :

Mys(z)=(x—a) - (z—a®) =2 + 2z +1

e Les conjugués de o sont :

la classe conjuguée de cet élément est {a7,a'!,a'® a'*}. Le polynéme minimal qui

correspond a cette classe est donné par :

Mya(z)=(z—a") - (z—a') - (z—a®) - @z—a) =2+ 2% +1

o Il reste les classes de 0 et 1 qui sont respectivement {0} et {1}. Leurs polynémes mini-
maux sont donnés respectivement par les équations (L.2) et (L3]).

Les polyndémes irréductibles de degré 4 dans Z/27Z sont donc 2* +x + 1, z* + 23 + 22 42 +1
et at + 23 + 1.

Corps GF(2%) : Soit a une racine de polynéme primitif 2% +22+1 dans GF(2%)= {0}u{a’, i €
[0,30]}. On veut déterminer les classes conjuguées dans GF(2°) afin de déterminer leurs
polynomes minimaux.

e On choisit a un élément du corps et on liste ses conjugués :

a,0(a) = a?,0%(a) = a*,03(a) = a®, 0% (a) = a'f, 0% (a) = a®? = a

alors la premicre classe conjuguée de GF(2°) est {a, a?,a*, a®, a!%}. Le polynome mi-

nimal qui correspond a cette classe est donné par :
My(z)=(x—0a) - (x—a?)-(z—a?) (z—a¥) - (z—a'®) =2° + 2% +1

e On choisit un deuxieme élément de GF(2%) non utilisé dans la premiere classe. On prend



Section 1.3 : Corps finis 17

a3 qui a comme liste de conjuguées :

la deuxiéme classe conjuguée est {a?,a% a'? a?* a!7}. Le polynéme minimal qui cor-

respond a cette classe est donné par :
Mysz)=(@—-0a®) - (z-a® - @—-a'?) - (z-a) =25 +2r+ 25+ 22 +1
e On prend un autre élément du corps non utilisé comme a®. Ses conjugués sont :
a8, 0(a®) = al%,02(0®) = a®,03(a®) = a2, 04 (a®) = a18,0%(a%) = o
10 20

la classe conjuguée de o’ est {a®, a'? a?? a® a'®}. Le polynéme minimal qui corres-
pond a cette classe est donné par :

Mys(z)=(z—0a®)-(z—a'%) (z-a®) - (z-a”) - (z —a'®) =2+ 2 + 23 + 27 + 1
e les conjugués de a” sont :
a7,0_(a7) — Oz14,0'2(047) — Oz28,0'3(047) — a25,04(a7) — a19’05(a7) — 047
14 28 25

la classe conjuguée de cet élément est {a”, a'4, a8, a?® a'%}. Le polynome minimal qui
correspond a cette classe est donné par :

My(z)=(x—a)-(z—a*) (z-a®®)- z—a®) (- =2+ 23+ 22+ +1
e les conjugués de a!l sont :
ol o(al) = a2, 0% (al!) = '3, o3 (all) = a0, od(all) = 02!, 0% (all) = al!
22 13 26

la classe conjuguée de cet élément est {a'l,a?? a'3 a5 a?'}. Le polynéme minimal
qui correspond a cette classe est donné par :

Mau(z)=(z—a'Y) - (@ —a®) - (z—a®®) - (z—a®) z-a) =2+t +23+2+1

5

e les conjugués de a!'® sont :

30 15) 29

= o®,53(a1?) 27

. 70_4(0415) 23 5(a15) _ a15

a'® o(a?®) = a®, 0% (a =a”, o

la classe conjuguée de cet élément est {a'® a3’ a?” a2 a?3}. Le polynéme minimal

qui correspond a cette classe est donné par :
Mys(z)=(z—a®) - (=) - (z-a®) - (z-*) - (z—a®) =2+ 23 +1
e Il reste les classes de 0 et 1 qui sont respectivement {0} et {1}.

Les polynémes irréductibles de degré 5 dans Z/27Z sont donc z° + 22 +1, 25 +2* + 23 + 22 41,
Pt tr+l, 2+ 2+, Pt o+ let 2® 23+ 1
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1.4 Construction d’un corps fini de caractéristique 2

1.4.1 Principe de la méthode de construction

Nous introduisons un corps de base ayant 2 éléments {0, 1}. Il s’agit du corps de Galois binaire
noté GF(2). Les opérations dans ce corps sont effectuées modulo 2. Notre objectif est de construire
un corps qui admet 2™ éléments, noté GF(2™). De ce fait, nous donnons une méthode générale de
construction. Cette méthode est basée sur les notions définies dans la section qui introduit les
corps finis.

La construction d’un corps GF(2™) utilise un polynéme primitif de degré m dont une racine
permet de générer tous les éléments du corps. Pour cela, il faut, tout d’abord, chercher tous les
polyndémes irréductibles sur GF(2) de degré m. Puis, on détermine parmi ces polynémes ceux qui
ont les caractéristiques d’un polynome primitif. Pour un corps de cardinal 2™, il peut y avoir un ou
plusieurs polynémes primitifs qui permet(tent) de le construire. Les éléments d’un corps de Galois
possedent différentes représentations suivant le polynome primitif utilisé pour construire ce corps.
Un tableau récapitulatif de différents polyndmes minimaux, polynémes irréductibles et polynémes
primitifs pour les corps GF(2™), avec m = {2,3,4,5}, est présenté dans I'annexe [Al Dans cette
section, nous illustrons la méthode de construction du corps GF(2%).

1.4.2 Construction du corps GF(2%)

1.4.2.1 Recherche des polynémes irréductibles sur GF(2%)

Un polynéme irréductible de degré 4 a nécessairement un nombre impair de termes dont le
terme 1 est inclus puisque ni 0 ni 1 ne sont racines. Dans notre cas, les candidats pouvant étre des
polynomes irréductibles sont :

e P(x)=2+23+22+2+1
o Py(zx)=a*+23+1
o Py(z)=a"+22+1
o Pyzx)=2*+z+1

En appliquant ’endomorphisme de Frobenius, défini dans la proposition [L2 au polynéme 22 +z+1,
o> +x+1)=(224+2+1)?2 =2+ 22+ 1 = P3(x), on démontre que P3(z) n’est pas irréductible
puisqu’il est un produit de deux polynémes irréductibles de degré 2. Donc, seuls 3 polynomes parmi
les 4 sont ni facteur de degré 1 ni facteur de degré 2. Ils sont donc irréductibles.

1.4.2.2 Recherche des polynémes primitifs

Nous vérifions si les polynomes irréductibles P;(z), P»(x) et Py(z) peuvent générer tous les
éléments du corps GF(24). Si c’est le cas, alors ce polynome est un polynéme primitif.

e Le polynoéme irréductible Pj(x) est-t-il primitif?

Soit A3 la classe de x dans Fy[z]/Py(z) tel que B4 + B3 + 82 + 3+ 1 = 0. Nous vérifions si 3 est
d’ordre 15 pour étre un élément primitif. En effet, 35 — 1 peut étre factorisé en :

BP—1=(B-1)- B+ +p>+B+1)
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et puisque B*+ B3+ B2+ +1 =0, alors 3° —1 = 0 ce qui implique B° = 1, c’est-a-dire l'ordre de
B est 5 # 2% —1=15. D’apres le théoreme [[L2], 3 n’est pas un élément primitif. Donc le polynéme
Py (x) n’est pas primitif.

e Le polynome irréductible Po(x) est-t-il primitif ?

Soit A3 la classe de z dans Fa[z]/Pa(x) tel que B* + B3 + 1 = 0. On dit que 3 est primitif s’il est
d’ordre 15 dans le groupe ( GF(2*) \{0},-).

Les diviseurs de 15 sont 1, 3, 5 et 15, alors 3 est primitif <= 2 # 1 et $° # 1. Or, on a par
construction 32 # 1. Vérifions 8> = -4 =p-(83+1) =p* + B8 =3+ 1+ 3 # 1. Donc, 3 est
un élément primitif et Py(x) est un polynome primitif de GF(24).

e Le polynome irréductible Py(z) est-t-il primitif?

Soit 3 la classe de = dans Fy[x]/Py(7) tel que 3*+B8+1=0,0ona 82 # let f° = 3.8 = B.(B+1) =
B% 4+ B # 1. Alors 3 est un élément primitif et Py(x) est un polynome primitif de GF(24).

1.4.2.3 Les différentes représentations des symboles du corps GF(2*)

Le corps GF(2*) admet 16 éléments. Ses éléments peuvent étre représentés en fonction des
racines des polynomes primitifs. Les polynomes primitifs Py(x) et Py(x) permettent de représenter
les éléments du corps. Chaque polynéme possede une racine primitive notée 5;,i € {2,4}. Nous
allons voir la différence entre ces deux polynoémes dans la construction du corps. Soit (ﬂ?, 22, Bi, 1)
la base utilisée pour construire le corps GF(24). Chaque élément du corps peut étre représenté dans
une base s'il est vu comme un espace vectoriel de dimension 4 sur GF(2) par un polynéme de degré
au plus 3 avec B3 = 85 +1 et Bf = B4+ 1. Les tableaux et résument les deux représentations
en utilisant les racines (3 et 84 des deux polynomes primitifs P(z) et Py(x).

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord présenté les différentes structures algébriques afin de
traiter leurs constructions et leurs propriétés. Puis, nous nous sommes concentrés sur la structure
du corps de Galois, qui est une structure tres utilisée dans le domaine du codage canal. Nous
avons vu quelques notions sur les corps finis qui nous permettent de construire un corps de Galois
de cardinal 2™ qui fait I'objet de notre étude. Nous avons montré que cette construction d’un
corps est basée sur la connaissance du cardinal du corps, plus précisément du parametre m, et
du polynéme primitif. Cette étude sur le corps de Galois nous a permis d’obtenir les parametres
indispensables pour générer les éléments non-binaires de ce corps. L’influence de ces parametres sur
les méthodes d’identification aveugle des codes correcteurs d’erreurs non-binaires sera étudiée dans
les prochains chapitres.
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(83,33, B2,1) Polynéme Puissance de 32
(0,0,0,0) 0 0
(0,0,0,1) 1 1=p6Y=pP
(0707 170) BQ 52
(0,1,0,0) 3 B33
(1,0,0,0) 5 53
(1,0,0,1) Bs +1 33
(1707171) 63"’62""1 BS
(0,1,1,1) B3+ Pa+1 T
(1717170) 53"‘522‘1‘52 5;
(0,1,0,1) B3 +1 39
(1707170) 53"’52 %O
(1,1,0,1) B+ B3 +1 2
(07 07 17 1) /82 +1 %2
(0717170) 6% +/82 %3

Tableau 1.2 — Représentation des éléments du corps GF(2")= Fa[z]/ P ()

(83,83,84,1) Polynéme Puissance de (34
(0,0,0,0) 0 0
(0,0,0,1) 1 1=p8=p8P
(0,0,1,0) B B
(0,1,0,0) i e
(1,0,0,0) i e
(07 07 17 1) /84 + 1 lel
(0,1,1,0) 57 + Ba B
(1,1,0,0) 51+ 6 R
(1707171) 52_{'54‘{'1 52
(0,1,0,1) B2 +1 B
(1,0,1,0) B3 + Ba oA
(0717171) 62"’64""1 iO
(1717170) 62+/82+64 il
(1,1,1,1) B+ B7+B1+1 12
(1,1,0,1) Br+ 67 +1 13
(1,0,0,1) B3 +1 1

Tableau 1.3 — Représentation des éléments du corps GF(2*)= F2[z]/Ps()




CHAPITRE

2 Transmissions numériques
et codes correcteurs
d’erreurs

2.1 Introduction

L’introduction d’un systéme de codage performant & I’émission comme les codes correcteurs
d’erreurs est indispensable pour combattre 'effet des perturbations introduites par le canal de
transmission. La plupart des travaux de recherche se sont souvent restreints & des codes manipulant
des données binaires. Pour les codes correcteurs d’erreurs non-binaires travaillant dans les corps de
Galois GF(q), avec ¢ > 2, les implémentations et les recherches associées se sont tres longtemps
limitées aux codes de Reed-Solomon.

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les propriétés de codes linéaires dans GF(q) afin d’ex-
traire les parametres nécessaires pour les reconnaitre a la réception. Mais, avant cela, nous présen-
tons tout d’abord les différentes opérations utilisées dans une chailne de transmission numérique
ainsi que les différents modeles de canaux de transmission que nous abordons dans nos travaux.

2.2 Chaine de transmission numérique

2.2.1 Principe

Le principe d’'une chaine de transmission classique est de transmettre une information sous
forme numérique & partir d’une source vers un ou plusieurs destinataires. La structure de cette
chaine est représentée sur la figure 211 Elle est composée de plusieurs blocs décrits ci-dessous.

e La source d’information : elle convertit le message d’information de type analogique en une
séquence d’éléments binaires appartenant a {0,1} = GF(2).

e Le codeur de source : il cherche a transmettre uniquement 'information utile en éliminant toute
redondance associée au message afin d’augmenter 'efficacité de la transmission et d’optimiser
I'utilisation des ressources du systeme. Dans le cadre de cette these, nous ne nous intéresserons
pas au codage de source. Nous supposerons que la source d’information délivre des données
binaires indépendantes et identiquement distribuées.

e Le codeur de canal : il introduit de la redondance de maniere contrblée dans la séquence
d’information afin de rendre la transmission des données utiles plus fiable.

e Le modulateur : il adapte la séquence des symboles générée par le codeur de canal au canal
de transmission. En effet, une forme d’onde va étre associée a chaque groupe d’éléments de
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la séquence codée pour construire un signal électrique. Cette forme d’onde est plus souvent
un signal porte pour les transmissions en bande de base ou un signal sinusoidal pour les
transmissions sur fréquences porteuses.

e Le canal de transmission : il s’agit d’un support physique sur lequel les symboles modulés seront
transmis pour arriver au récepteur. Ce support va nécessairement plus ou moins perturber le
signal transmis.

e Le démodulateur : il consiste a traiter les formes d’onde issues du canal de transmission afin
de les traduire en symboles dans GF(g), ou ¢ > 2 (binaires ou non-binaires). La sortie du
démodulateur peut étre ferme ou souple. Lorsque le démodulateur fournit des symboles dans
GF(q), une décision ferme a été prise. La décision souple permet de fournir des probabilités de
vraisemblance du symbole recu au symbole émis. Pour estimer la valeur du symbole regu, une
regle de maximum de vraisemblance (MAP) va étre appliquée.

e Le décodeur de canal : il détecte et/ou corrige les erreurs de transmission en exploitant la
redondance introduite par le codeur de canal.

e Le décodeur de source : il restitue le message d’origine.

Message —»| Codage de »- Codage de = Modulation
source canal
/—V—\
Canal de
Transmission
NS
Y
Décodage Décodage P .
Message ~a— & C | < Démodulation
de source de canal
Figure 2.1 — Chaine standard de transmission numérique

Dans le cadre de cette these, nous étudions la chaine de transmission présentée dans la figure
2.2 et plus précisément le bloc de codage dans GF(q) et les blocs qui correspondent aux fonctions
de mapping-demapping.

1 1 I
| | [
Message Conversion I Codage dans : I
o : ) : = Modulation/Mapping t
binaire Bits/Symbole I GF(q) | I
| | |
| 1 : I
| | I !
1 1 | |
: : l !
I 1 I
. , : I Canal de transmission
1 1 |
: : ! .
1 1 | |
: : l !
| 1 1 I
| | I !
1 3 1 Z \
Message ! Conversion : Deccéi;ge dans | Démodulation/Demapping |« 1
binaire E Symbole/Bits E (q) : :
: ! ' !
Fonction de mapping—demapping Fonction de mapping—demapping

Figure 2.2 — Chaine étudiée de transmission numérique
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Cette chaine comporte un codeur de canal qui traite les données binaires et non-binaires. Pour
générer une séquences d’information non-binaire dans GF(g), une opération de conversion de chaque
groupe d’un nombre déterminé de bits m (typiquement ¢ = 2™) en un symbole de GF(q) est
indispensable. Le principe de cette opération a été illustré dans le premier chapitre. L’opération
de conversion de bits en un symbole de GF(g) peut étre vue comme une opération de mapping
qui consiste a associer a un élément du corps de Galois une représentation binaire spécifique.
Par contre, l'opération de conversion d’'un symbole en un groupe de bits peut correspondre a
une opération de demapping qui représente une opération inverse de mapping. D’un point de vue
mathématique, la composition de ces deux opérations, appelée fonction de mapping-demapping,
doit étre égale a l’identité. L’opération de modulation est aussi modélisée par une opération de
conversion bits/symbole, appelée aussi mapping. Dans le cas d’une modulation d’ordre ¢ = 2™, ou
q représente le nombre de points de la constellation associée a la modulation, cette opération consiste
a associer a chaque ensemble de m éléments binaires de I'information utile un symbole complexe.
En général, la conversion se fait selon le mapping de Gray. La composition des deux opérations de
modulation et de démodulation correspond aussi a une fonction de mapping-demapping.

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous proposons des algorithmes d’identification aveugle
des parametres des codeurs dans GF(q). La deuxieéme partie est consacrée a 1’étude de fonctions de
mapping-demapping afin de voir I'impact d’utiliser un demapping inapproprié, qui ne correspond
pas a lopération inverse de mapping utilisé a 1’émission, sur l'identification aveugle des codes
non-binaires et sur la manipulation des éléments du corps de Galois. Dans ce chapitre, nous nous
concentrons sur le bloc du codage canal, en particulier les codes correcteurs d’erreurs non-binaires.
Mais avant cela, nous présentons les modeles de canaux de transmission utilisés dans nos travaux.

2.2.2 Modeles des canaux de transmission

Pour pouvoir récupérer I'information transmise & partir des données recues, le récepteur doit
étre adapté aux caractéristiques du canal de transmission. Un canal de transmission est un milieu
physique qui assure le lien entre la source et le destinataire. La forme physique du signal émis sera
adaptée au milieu. Citons par exemple, un signal électrique pour les cables, un signal optique pour
les fibres ou un signal électromagnétique dans ’atmosphere. Lors de la transmission sur un canal
de transmission, le signal émis subit des atténuations et des déformations qui affectent la qualité du
signal. Par conséquent, le récepteur qui recoit un signal bruité et distordu doit étre en mesure de le
corriger et de retrouver le signal d’origine. Du point de vue de la théorie de I'information, le canal
de transmission recoit en entrée des symboles issus du modulateur et délivre en sortie des symboles
pouvant étre entachés d’erreurs. Ces erreurs pourront en partie étre corrigées a la réception en
connaissant un modele du canal de transmission utilisé pour les générer.

Afin d’évaluer la qualité d’une transmission, les critéres de taux d’erreurs binaires, noté TEB, et
de taux d’erreurs symboles, noté TES, sont fréquemment utilisés. Le critere de TEB est défini par le
rapport entre le nombre d’éléments binaires erronés et le nombre d’éléments binaires transmis. Par
contre, le TES représente le rapport entre le nombre de symboles erronés et le nombre de symboles
transmis. Ces deux criteres sont souvent calculés en fonction du rapport signal a bruit, noté RSB,
qui représente le rapport entre la puissance du signal émis et la puissance du bruit ou en fonction
du rapport Ep/Ny. Ce dernier est définit par le rapport entre ’énergie moyenne par bit, noté Ej,
et la densité spectrale de puissance du bruit, notée Ny. Le rapport Eg/Ny qui est définit par le
rapport entre I’énergie de transmission d’un symbole, noté F,, et Ny peut étre également utilisé
pour mesurer le TEB et le TES.
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2.2.2.1 Canal binaire symétrique

C’est le modele de canal le plus simple. Ce modele, aussi appelé BSC (“Binary Symmetric
Channel”), est un canal discret sans mémoire dont les entrées, représentées par le vecteur c, et les
sorties, représentées par le vecteur r, sont des symboles binaires dans GF(2)= {0,1}. Les erreurs
générées par ce canal sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi de
Bernoulli de méme parametre p.. En particulier, le bit transmis ¢;, Vi € [1, L], avec L la longueur
de la séquence transmise, est recu erroné avec une probabilité p. et correctement avec une probabilité
1—pe:

p(r;i =0lc;=1) = p(ri =1|¢; =0) =

Pe
2.1
plri=Ol; =0) = plr=1lls=1) = 1-p, 21)

Le fonctionnement d’un BSC est décrit sur la figure 23l Nous précisons que le bloc du modulateur,

canal de transmission et démodulateur est équivalent a un canal binaire symétrique lorsque le
démodulateur est a sortie ferme, c’est-a-dire lorsqu’il fournit des données discretes binaires.

1 1_pe -1

DPe

DPe

lfpe

Figure 2.3 — Canal binaire symétrique de probabilité pe.

2.2.2.2 Canal g-aire symétrique

Un canal g-aire symétrique, appelé aussi QSC (“Q-ary Symmetric Channel”), de probabilité
d’erreur p, est une généralisation du canal BSC. Les entrées ¢ et les sorties r appartiennent au
corps de Galois GF(q)= {0,1,a,--- ,a972}, oll « est un élément primitif. Les symboles & 1'entrée
du canal, ¢;, Vi € [1, L], sont indépendants et uniformément distribués avec une probabilité égale
a 1/g. Un symbole ¢; = a € GF(q) transmis par le canal QSC est regu erroné avec une probabilité
pe/(q — 1) [Morl2]. En d’autres termes, le symbole erroné sera remplacé a la réception par un
autre symbole du corps GF(q). La probabilité de recevoir le méme symbole transmis est 1 — p.. Les
probabilités conditionnelles a la sortie du canal sont définies par :

Pe

q—1 (2.2)
p(ri=ale;=a) =1—p,

p(r; =ble; =a) =

avec a et b des symboles distincts du corps GF(q). Nous illustrons dans la figure [24] le principe de
fonctionnement d’un canal 4-aire symétrique de probabilité d’erreur p..
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Figure 2.4 — Canal 4-aire symétrique de probabilité p.

Nous présentons maintenant quelques modeles de canaux plus réalistes.

2.2.2.3 Canal a bruit blanc additif gaussien

Le modele du canal & Bruit Blanc Additif Gaussien (BBAG) est 'un des plus utilisés dans les
simulations d’une chaine de transmission numérique. En effet, le bruit blanc modélise de maniere la
plus simple possible ’ensemble des bruits d’origines interne et externe perturbant le signal transmis.

Il ajoute aux symboles ¢ = (01 e CL) issus d’un modulateur un bruit qui introduit des erreurs,
notées e = (61 -eee L), qui sont générés suivant une distribution gaussienne de moyenne nulle et
de variance 02, = No/2. La sortie du canal r = (7“1 e ’I“L) est donnée par :

r=c+e (2.3)

La densité de probabilité conditionnelle d’'un symbole regu 7; est définie par :

plrle) = == oxp (—%) (2.4

Dans le cadre de cette étude, nous utilisons des modulations d’ordre g pour les codes dans GF(q).
Lors d’une transmission des symboles de GF(¢) par une modulation d’ordre ¢, ’ensemble du mo-
dulateur, du canal BBAG et du démodulateur est équivalent & un canal non-binaire de probabilité
d’erreur qui dépend du type de modulation utilisé [RL09|. Par la suite, nous présentons quelques
exemples de modulations d’ordre ¢ lors d’une décision ferme et d’une décision souple. Ces modula-
tions seront utilisées dans nos travaux.

Modulation BPSK

Pour les codes binaires, les bits codés peuvent étre modulés par une modulation BPSK (Binary
Phase-Shift Keying). Cette modulation convertie les bits en des symboles {—1,1} (0 - —1et 1 —
1). Lors d’une transmission de ces symboles sur un canal BBAG, un bruit gaussien de variance o2 =
% est ajouté. La probabilité d’erreur p. en tant que expression mathématique indique ’estimation
du parametre TEB. Cette probabilité peut étre exprimée par :

pe:Q< 2-R-%> (2.5)

Q) = ~ - erfe <i> (2.6)

Le parametre R est définit par le rendement du code. Le calcul de la probabilité p. est réalisé en
sortie du démodulateur lors d’une décision ferme, c’est-a-dire lorsque les symboles {—1,1} sont
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convertis en des bits. Lors d’une décision souple, le logarithme du rapport de vraisemblance (LRV)
des symboles recus r; est calculé en sortie du démodulateur :

PT(?“Z“CZ‘ = 1) 2. r;
(ri) = log (Pr(m[ci =-1) o2

ol ¢; est le symbole émis. En utilisant le LRV des symboles recus, le démodulateur est capable de
décider si le symbole recu est 1 ou 0 :

2.7)

{ r; — 1 si L(?“i) >0 (2.8)

r; = 0si L(r;) <0

La valeur de L(r;) représente l'information souple et son signe correspond a l'information ferme.

Modulation PAM d’ordre q

On dit une modulation d’ordre ¢, si sa constellation comporte g états, on la note ¢-PAM dans le
cas de la modulation PAM (Pulse Amplitude Modulation). Comme son nom l'indique, le principe
de cette modulation consiste & moduler 'amplitude d’un train d’impulsions. Les symboles obtenus
par la modulation PAM d’ordre g appartiennent a ’alphabet {(1—¢)-d, (3—q)-d,(5—¢q)-d, -+ ,(¢—
2)-d,(q—1)-d}, ou d est une constante. La probabilité d’erreur d’un symbole dans le cas de cette
modulation est donnée par :

qg—1 6 E;
e =2 . - - .R.= 9.
P Q< oo R NO) (2.9)

Modulation QAM d’ordre g

Il s’agit d’une modulation d’amplitude en quadrature, appelée QAM (Quadrature Amplitude
Modulation). Avec cette modulation, les symboles de GF(q), ¢;, sont convertis en des symboles
complexes, notés s;, qui sont représentés par un couple (a;,b;), ou a; est la partie réelle et b; est
la partie imaginaire. Les symboles de ce couple sont indépendants. Ils prennent leur valeurs dans
le méme alphabet de modulation donnée par : {£d,+3-d,£5-d,--- ,+(q¢— 1) - d} pour g = 2>™,
ou d est une constante. Dans ce cas, les symboles a; et b; représentent chacun un mot de m bits.
Donc, le symbole s; représente un mot de 2 - m bits. Lors d’'une transmission, les symboles a; et
b; sont envoyés sur une voie en phase et une voie en quadrature. Le symbole recu en entrée du
démodulateur est la composition des symboles recus sur les deux voies. Lors d’une décision ferme,
le démodulateur convertit ce symbole en un élément de GF(g). En sortie de ce démodulateur, on
peut calculer la probabilité d’erreur d’un symbole, p., qui est exprimée par :

pe:2-%'Q< %-R-%) (2.10)

Cette expression de p, n’est valable que pour les modulations QAM d’ordre 2™ & un contour carré
de constellation, c’est-a-dire lorsque le nombre de bits par symbole, m, est pair. Par contre, pour
tout m, la probabilité d’erreur d’un symbole peut étre approximée par :

3 E,
c~4-0( - R.Z2 2.11
b Q(q—l No> (211)
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Lorsque la décision du démodulateur est souple, pour chaque symbole regu r;, un vecteur du loga-
rithme du rapport de vraisemblance de taille ¢ — 1, noté L, , est calculé :

Ly, = (L(c;=1) L(es=a) L =a% - L(c=al?) (2.12)
ot {0,1,,a?,--- ,a972} sont les éléments du corps GF(q), tel que « est un élément primitif, et
L(c; = o), pour j € [0,q — 2], est définit par :

; Pr(ri|c; = o)
Lic: = a?) =1 I ) e A 2.13
(e = ) = log (A= (213)

Supposons que le mapping utilisé, pour j € [1,q — 2], est :

{e

o s 50
ot s9), pour tout j € [0, — 1] est un symbole de Palphabet de la modulation. Le LRV L(c; = o)
est déterminé par :

L(c;=a?) = : <\7"Z —sUFD2 |y — s(o)\Q) (2.14)

A partir du vecteur de 'information souples pour le symbole 7;, L,,, on peut déterminer Iinfor-
mation ferme de ce symbole qui correspond a un symbole décidé du corps de Galois GF(q) donnant
le maximum de vraisemblance :

= { arg(maxjeqp(q)-(L(ci = a’)))  sile max > 0 (2.15)

0 sile max <0

2.2.2.4 Canal a évanouissements

Les évanouissements sont les atténuations du signal émis lors d’une transmission radio-mobile.
Ces évanouissements sont provoqués par les mouvements de I’émetteur et du récepteur, qui en-
tralnent des variations temporelles du canal, et par un environnement de propagation riche en
échos, qui se caractérise par de nombreux trajets multiples. Le phénomene de trajets multiples est
lié aux interactions électromagnétiques comme la diffraction, la réflexion et la réfraction engendrées
par les montagnes, immeubles, voitures, etc...

Le modele du canal & évanouissements utilise la modélisation par BBAG. Les symboles transmis
c sur ce canal subissent des atténuations d’amplitude et un certain décalage. Le symbole recu, r;,
a la sortie du canal a évanouissements a L, trajets multiples s’exprime alors par :

Lp—1

r; = Z ap - Ci—r + € Vi e [[1,L]] (2.16)
=0

ou e; représente lerreur introduite par le bruit BBAG et a; et 7; caractérisent respectivement
Iatténuation complexe et le retard affectant chaque trajet [. La phase de a; est en général une
variable aléatoire qui suit une distribution uniforme sur [0,2 - 7]. Par contre, le module de q; suit
une loi de Rayleigh ou de Rice. Le canal multi-trajet peut générer des interférences entre symboles.
Afin de compenser les effets des interférences, la technique d’égalisation est souvent appliquée.
Plusieurs techniques d’égalisation on été proposées dans les littératures. La technique qui utilise le
critere de lerreur quadratique moyenne, appelée MMSE (Minimum Mean Square Error) présente
une complexité raisonnable.
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2.2.3 Codage de canal
2.2.3.1 Introduction

Le bloc de codage canal joue un réle fondamental dans la fiabilité des systémes de communi-
cation. Il est utilisé pour améliorer la qualité des transmissions en protégeant 'information émise
contre les erreurs et/ou les perturbations introduites par le canal de transmission. L’idée de base
du bloc de codage de canal est d’ajouter des bits ou des symboles de redondance a l'information
utile. Les symboles de redondance sont introduits dans les symboles d’information selon une régle
de codage. Le taux de codage ou le rendement du code, noté R, est défini par le rapport entre
le nombre de symboles d’information en entrée du codeur et le nombre de symboles codés en sor-
tie. Cette notion mesure le degré de redondance dans un codeur. En effet, plus le rendement est
faible, plus I'information transmise est redondante et donc protégée. Shannon a énoncé un théoreme
dans [Sha48] qui fixe une borne maximale pour le rendement R. D’apres ce théoreme, il est possible
de recevoir I'information transmise sans erreur si on choisit un rendement de codage R inférieur a
la capacité du canal de transmission. Ce théoreéme ne donne pas une méthode pour construire de
tels codes, mais il fixe une borne théorique pour atteindre une capacité de correction optimale des
erreurs. Depuis de nombreuses années, des chercheurs dans le domaine du codage de canal se sont
concentrés sur le développement de codes se rapprochant autant que possible de la borne théorique
de Shannon.

Afin de détecter et/ou de corriger d’éventuelles erreurs de transmission, le bloc de codage canal
fait appel a des codes appelés codes correcteurs d’erreurs. Ces codes ajoutent de la redondance aux
symboles d’information qui peut étre exploitée par le récepteur a ’aide du bloc de décodage canal
pour détecter et/ou corriger les symboles bruités dans le but de retrouver I'information utile. De nos
jours, il existe plusieurs méthodes de construction des codes correcteurs d’erreurs qui permettent
de réduire le plus possible les erreurs de décodage, tout en assurant un débit de transmission élevé
avec une faible complexité du systeme de codage et de décodage. La plupart des chercheurs se sont
limités a des codes correcteurs d’erreurs binaires (GF(2)). Mais, la redécouverte des codes LDPC
(Low Density Parity Check) a conduit a étudier les performances des codes non-binaires (dans
GF(q), avec ¢ > 2) qui ont montré de meilleures capacités de correction que les codes binaires.

Les codes correcteurs d’erreurs ont été classés en deux catégories principales, les codes en bloc et
les codes convolutifs. Les codes en bloc sont composés des codes linéaires et des codes non-linéaires.
En pratique, seuls les codes en bloc de type linéaire sont utilisés car ils permettent d’utiliser les
notions d’algebre linéaire, ce qui facilite les opérations de codage et de décodage. Ainsi, le formalisme
matriciel, ou les opérations de calcul sont effectuées dans le corps de Galois GF(q) est utilisé
pour représenter les opérations de codage et de décodage. Les codes en bloc linéaires peuvent étre
regroupés en deux classes : les codes cycliques et les non-cycliques. Le principe d’un code en bloc est
de découper les symboles d’information en blocs de taille fixe, notée k. Un bloc d’information va étre
codé indépendamment des autres blocs pour produire un mot de code de taille n, avec n > k. Les
premiers codes en bloc linéaires apparus sont les codes de Hamming. Ils ont été développés en 1946
par Richard Wesley Hamming [Ham50]. Ces codes sont capables de détecter trois erreurs et d’en
corriger une. Les codes de Hamming sont tres utilisés dans les applications liées a 'informatique
et aux télécommunications. Depuis I'invention des codes de Reed-Muller [Ree54], il est possible de
corriger plus d’une erreur de transmission. Ces codes ont été utilisés de maniere spectaculaire lors
de la transmission d’images par satellite et sondes spatiales. A partir des codes de Reed-Muller,
les codes cycliques de Reed-Solomon [RS60] et de BCH [Hoc59,[ BRC60] ont été construits. Ces
codes utilisent les corps de Galois de cardinal ¢. Ils représentent les premiers codes non-binaires.
Les codes de Reed-Solomon sont un cas particulier des codes BCH. Ils sont largement utilisés pour
le stockage et la transmission des données. Les codes LDPC constituent une classe de codes en bloc
caractérisés par une matrice de controle de parité creuse. Ils ont été développés en 1962, mais ils
sont restés longtemps en sommeil a cause de la complexité de leur décodage et de la concurrence
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induite par 'apparition des codes de Reed-Solomon qui sont caractérisés par une faible complexité.
Grace a l'amélioration apportée aux techniques de codage et de décodage des codes LDPC, ces
codes ont été redécouverts et ont montré des performances s’approchant de la limite de Shannon.
Les codes convolutifs développés par Elias en 1954 [Eli54] constituent une deuxieme catégorie de
codes correcteurs d’erreurs. Ils sont subdivisés en récursifs ou non récursifs. Les turbocodes [Ber(06],
dans leurs versions d’origine, sont construits en utilisant deux codes convolutifs récursifs. Pour les
codes convolutifs, chaque mot de code dépend du mot d’information présent a ’entrée du codeur
ainsi que des autres mots d’information précédemment introduits.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux propriétés des codes correcteurs d’erreurs
binaires et non-binaires. Puisque les relations de codage et de décodage pour ces codes sont de type
linéaire, un rappel sur le concept de base des codes linéaires g-aires (travaillant dans GF(q), g > 2)
est présenté.

2.2.3.2 Codes linéaires g-aires

Nous supposons que la séquence d’information en entrée du codeur est composée de symboles
du corps GF(q). Dans le cas des codes en bloc linéaires, cette séquence est découpée en mots d’infor-
mation de longueur fixe k. Il existe alors ¢* mots d’information distincts. Chaque mot d’information
est codé en un mot de code de longueur n > k. Les mots de code sont composés de symboles du
corps GF(g). Puisqu’il existe un seul mot de code par mot d’information, il existe donc ¢¥ mots de
code distincts. Un mot de code de longueur n contient n — k symboles de redondance (appelé aussi
symboles de parité) ajoutés par I’algorithme de codage.

Définition 2.9. Un code linéaire, noté C, de longueur n, est un code q-aire si et seulement
si les " mots du code forment un sous-espace vectoriel de dimension k de lespace vectoriel de
dimension n sur le corps GF(q).

Si g = 2, le code linéaire est dit binaire, sinon il est dit non-binaire. Un mot de code en sortie
du codeur est défini comme un vecteur du sous espace vectoriel C, c’est-a-dire du code C. Puisque
la dimension de cet espace est k, alors il existe k mots de code qui sont linéairement indépendants
et qui forment une base de C comme espace vectoriel sur GF(q). Ainsi, tous les mots de code sont
des combinaisons linéaires des £ mots de code d’une telle base.

Définition 2.10. Une matrice génératrice d’un code linéaire C de longueur n et de dimension
k sur GF(q) en une matrice de taille (k x n) dont les lignes forment une base de C comme GF(q)-
espace vectoriel.

Tous les mots de code sont générés par des combinaisons linéaires des lignes d’une matrice
génératrice, notée G.

Exemple 2.10.

Considérons un code linéaire 2-aire (c’est-a-dire dans GF(2)) de parametres k = 2 et n = 3, noté
C(3,2).

Il existe 2F = 4 mots d’information possibles qui peuvent étre codés par ce code pour obtenir 4
mots de code différents. Le tableau 2] présente ces 4 mots d’information et leurs mots de code
associé obtenus par ajout d’un bit de parité pour un code C(3,2) particulier.
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Mots d’information | Mots de code
(0 0) (0 0 0)
(0 1) (01 1)
(1 0) (1 0 1)
(1 1) (11 0)

Tableau 2.1 — Les différents mots d’information et mots de code

Soient ¢ = (1 0 1) et co = (O 1 1) deux mots de code qui forment une base de C. Alors
la matrice suivante G est une matrice génératrice de C :

101
G= (0 1 1)

Définition 2.11. Soit u un vecteur de symboles d’information de longueur k. Un mot de code,
noté c, de C de longueur n est obtenu par :

c=u-G (2.17)

L’équation (Z2I7)) correspond a l'opération de codage. Un code linéaire C possede en général
plusieurs matrices génératrices puisqu’un espace vectoriel peut étre défini par plusieurs bases. Donc,
chaque choix de base nous donne une matrice génératrice. Le rang de G est égal a la dimension du
code k puisque les lignes sont linéairement indépendantes.

Exemple 2.11.

Considérons par exemple le code de Hamming de parametres n = 7 et k = 4 qui est défini par
une matrice génératrice G sous la forme :

1101000
0110100
Gr_0011010
0 001101

Soit u = (1 0 1 0) un mot d’information. En utilisant I'équation ([ZIT7), le résultat de
codage de u donne le mot de code c tel que :

1101000
0110100
c=1 010104717101 0
0001101

=(1 110010

Définition 2.12. Deux codes C et C' caractérisés respectivement par les matrices génératrices
G et G’ sont équivalents s’il existe une matrice inversible de taille (k X k), notée A, et une matrice
de permutation de taille (n x n), notée B, vérifiant :

G=A-G'-B (2.18)

Exemple 2.12.
Suite de 'exemple 2171

On peut obtenir une autre matrice génératrice G’ a partir de G en remplagant la premiere
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ligne de G par la somme des deux premiere lignes. Alors, la matrice G’ sera :
101 1100
;1011010 0] _
G = 001 1010 ~A-G-B
0001101
avec :
1000000
01 00O0O0O
(1) i 8 8 001 0O0O0OU 0
A= eteB=10 0 0 1 0 0 0| =Is
0 010
00 0 1 00 0O01O0O0
00 0O0O0OT1O0
00 0O0O0O01
En faisant le codage de u = (1 0 1 O) par G, on obtient un autre mot de code ¢’ =
(1 00011 O) qui est différent de c.

Parmi les codes équivalents a un code linéaire, il existe toujours un code équivalent systématique
tel que sa matrice génératrice G est sous la forme :

G=(P L) (2.19)

ou Iy est la matrice identité de taille (k x k) et P est une (k X (n — k)) matrice. Dans ce cas,
en utilisant ’équation (2.I7), un mot de code ¢ d’un codeur systématique est obtenu par : ¢ =
(u -P u). Ainsi, les n — k premiers symboles dans ¢ sont les symboles de redondance ou de parité
et les k symboles restants sont les symboles d’information.

Exemple 2.13.

Suite de 'exemple 2171
La matrice G est équivalente & une autre matrice génératrice du code C, notée G”, qui est sous
une forme systématique :
1101 000
» (0 1 1.0 100 ., /
G = 1110 010 —A-G-B
1010001
avec :
0001 00O0O0
0000100
(1) i i (1) 000 0O0T1O0
A’:001letB’:0000001
00 0 1 1000000
01 00O0O0O
001 00O0O
Alors, le codage deu= (1 0 1 0) par G” donnele mot decodec”=(0 0 1 1 0 1 0).

Définition 2.13. Le code dual d’un code linéaire de dimension k et de longueur n est le code
Ct défini par :
Ct={heGF(q)" :c-h’ =0,VceC} (2.20)

Le code dual C* est défini par une base formée par n — k mots de code de longueur n qui sont
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linéairement indépendants. Donc, un mot de code de C est une combinaison linéaire de ces n — k
mots de code de la base. Ainsi, le code linéaire C* est engendré par une ((n — k) x n) matrice
appelée matrice de controle de parité, notée H, qui vérifie :

G-H =0 (2.21)

Une ligne de la matrice H est appelée une équation ou relation de parité. Donc, un code C de
longueur n est caractérisé par n — k équations de parité. Si G est sous une forme systématique alors
une matrice de controle de parité H peut étre choisie sous la forme H = (In,k —PT), oul,_ est
la matrice identité de taille ((n — k) x (n — k)). D’apres la relation (221]), on peut déduire quun
mot ¢ appartient au code C si et seulement s’il vérifie la relation ¢ - h” = 0 pour tout h € C+. En
général, les opérations de décodage sont basées sur 'utilisation de la matrice de controle de parité
H afin de détecter la présence d’erreurs dans les mots de code regus.

Exemple 2.14.
Suite de 'exemple ZI3

Une matrice de controle de parité du code précédent peut s’écrire :
1001011
H=(0 1 01 110
0010111

Nous pouvons vérifier que la matrice génératrice G” de I'exemple 2.13] qui est sous forme systé-
matique vérifie 'équation (2.21)). Bien qu’elle ne soit pas sous la forme systématique, la matrice
G de l'exemple 2.I7] vérifie également la relation ([Z2)) car elle génere le méme code.

Les parametres n et k sont indispensables pour caractériser les codes linéaires, mais il existe un
autre parametre important qui est la distance de Hamming du code.

Définition 2.14. Soient ¢ et ¢’ deuz mots de code. La distance de Hamming, noté dg(c,c’),
est le nombre de symboles différents entre c et c’.

Pour un code C, chaque mot de code a un poids appelé poids de Hamming.

Définition 2.15. Soit ¢ un mot de code. Le poids de Hamming de ¢, noté wy(c), est le nombre
de symboles non nuls.

Ainsi, la distance de Hamming entre deux mots de code ¢ et ¢’ d’un code linéaire peut s’écrire :

di(c,c') =wgy(c—c) (2.22)

Exemple 2.15.

Soient ¢ = (@ 0 0 1 o o* 0) (2001460 e ¢ =

S

(@® > 001 a® o) = (7 3001 6) deux mots de code dans GF(2%),
ou «a est une racine du polynéme primitif 23 + x + 1. Les poids de Hamming de
c et ¢ sont wy(c) = 4 et wy(c’) = 5. La différence de ces deux mots de code
c—c = (a6 a® 01 o8 o a4) = (5 3 015 3 6) a pour poids de Ham-

ming 6, ce qui donne une distance de Hamming dy(c,c¢’) = 6. Le lecteur intéressé pourra se
référer 4 I’annexe [Bl ol un tableau d’addition dans GF(23) est présenté. Rappelons que I’addition
et la soustraction dans GF(2™) sont équivalentes.
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Pour mesurer la capacité de détection et de correction d’un code C, la notion de distance
minimale peut étre utilisée.

Définition 2.16. La distance minimale d’un code linéaire C est le poids de Hamming minimal
des mots de code non nuls de C :

i = Hilrll wp(c) Veel (2.23)

La distance minimale peut étre définie a partir de la matrice de contréle de parité H. Elle
correspond au nombre minimal des colonnes de H linéairement dépendantes.

Théoreme 2.9. Soit ¢ un mot transmis appartenant a un code C de distance minimale dyn
et soit v un mot recu comportant t erreurs.

e Sit < dpn, le code C est capable de détecter les erreurs dans r.

o Sit <dmin/2, le code C est capable de corriger les erreurs dans r.

Par conséquent, un code C de distance minimale d,,;;, permet de détecter jusqu’a dym — 1
erreurs et de corriger jusqu’a | (dpmin — 1)/2] erreurs.

Exemple 2.16.

Suite de 'exemple Z.I3
Pour le code de Hamming de parametres n = 7 et k = 4, il existe 2¥ = 16 mots de code
possibles. Ces mots de code et leurs poids sont présentés dans le tableau

Mots de code ¢ wg(c)
(00000 0 0) 0
(1 000011 3
(01001 0 1) 3
0010110 3
0001111 4
(1100110 4
(1 010101 4
(1 00110 0 3
0110011 4
0101010 3
001100 1 3
(1110000 3
(1101001 4
(1 011010 4
0111100 4
(1111111 7

Tableau 2.2 — Les différents mots de code c et leurs poids wg (c)

Nous pouvons voir que le poids minimal des mots de code non-nuls présentés dans ce tableau
est égal a 3. D’apres ’équation ([2.23)), la distance minimale de ce code est dpin = 3.

Une autre méthode permettant la détermination de d,;,, est basée sur I'utilisation de la matrice
de controle de parité H de I'exemple 214l Notons v;, pour tout i € [1,n = 7], la i-éme colonne
de H. les différents ensembles de colonnes linéairement dépendantes de H dont le nombre est
minimal sont présentés dans le tableau
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Colonnes dépendantes dans H | Nombre de colonnes
{vi,va,vya} 3
{v1,v3,vr}
{v1,vs,ve}
{va,v3,vs}
{va,ve,vr}
{vs3, v, ve}
{V4a Vs, VG}

Wl W W W[ w|w

Tableau 2.3 — Les différents ensemble de colonnes dépendantes dans H

D’apres ce tableau, on peut voir que le nombre minimum de colonnes dépendantes dans H est
3, ce qui permet d’en déduire la distance minimale d,,;;, = 3. Ce résultat confirme celui trouvé
par la premiere méthode.

Ainsi, ce code sera capable de détecter 2 erreurs au moins dans un mot de code recu et d’en
corriger une seule.

2.3 Codes correcteurs d’erreurs abordés dans cette étude

En raison de la complexité du processus de codage, mais surtout celle du décodage, la plupart
des recherches sur les codes correcteurs d’erreurs se sont limitées a des données binaires, c’est-a-dire
des éléments de GF(2). Les codes correcteurs d’erreurs non-binaires les plus utilisés jusqu’a peu
étaient les codes de Reed-Solomon. Récemment, des algorithmes de décodage a faible complexité
pour les codes LDPC non-binaires ont vu le jour [DM98b]. Il en va de méme pour les turbocodes
non-binaires, qui ont de bonnes propriétés comme codeurs externes pour le codage de symboles
non-binaires correspondant a des modulations numériques a grand nombre d’états, suscitant ainsi
un grand intérét [BSO§].

Afin d’appliquer nos algorithmes d’identification aveugle des parametres du codeur, notre étude
se concentre sur les codes correcteurs d’erreurs binaires (¢ = 2) et non-binaires (¢ > 2). Dans ce
mémoire, nous présentons uniquement les codes que nous avons abordés dans nos travaux d’identifi-
cation. Pour ces codes, nous présentons leurs propriétés et leurs principes de codage sans introduire
les algorithmes de décodage dans ce chapitre. Pour la famille des codes en bloc, nous considérons
les codes LDPC sous forme binaire et non-binaire et les codes Reed-Solomon. Pour la famille des
codes convolutifs, les propriétés des codes convolutifs binaires et non-binaires seront exposées.

2.3.1 Codes en blocs
2.3.1.1 Codes LDPC binaires

Les codes LDPC binaires sont des codes correcteurs d’erreurs en bloc linéaires permettant de
s’approcher de la limite de Shannon. Ils ont été inventés par Gallager [Gal63|/Gal62] mais ignorés
pendant trente années dues a la complexité du décodage. Dans les années 1990s, ces code ont été
redécouverts et généralisés par Mackay et al. [MN96,[Mac99] qui ont remis en lumiere U'intérét
des codes LDPC & l'aide de la nouvelle représentation des codes basée sur la graphe bipartite de
Tanner [Tan8T].

Puisque les codes LDPC binaires représentent une classe des codes linéaires g-aires avec ¢ = 2,
ils vérifient aussi les propriétés des codes linéaires présentées dans la section La différence
entre les codes LDPC et les autres codes est la caractéristique de la matrice de controle de parité
H qui est toujours creuse pour les codes LDPC, c’est-a-dire qu’elle comporte beaucoup de '0’ et
un tres faible nombre d’éléments non nuls. Ce type de matrice permet de simplifier le schéma de
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décodage et donc d’avoir un décodage rapide.

La matrice H des codes LDPC peut étre représentée par un graphe bipartite, appelé graphe de
Tanner. Ce graphe représente graphiquement les relations entre les n bits d’un mot de code et les
n — k équations de parité. Les nceuds de variable, notés ¢;, Vi € {1, ...,n}, symbolisés par des cercles
sont associés aux coordonnées des mots de code. Les noeuds de parité, notés p;, Vj € [1,n — k],
symbolisés par des rectangles sont associés aux équations de parité. Un bit non nul dans la j-éme
ligne et la i-eme colonne de la matrice H crée une connexion dans le graphe entre le noeud de
variable ¢; et le noeud de parité p;, c’est-a-dire les arrétes du graphe correspondent aux coefficients
non-nuls de la matrice de parité. Pour un nceud de parité p;, la somme des arrétes qui relient les
nceuds de variable et ce noeud doit étre nulle, afin de vérifier la relation (2.20).

Lorsque le nombre de bits non nuls dans chaque ligne et chaque colonne de H est constant,
on parle alors de code LDPC régulier. Notons w, le poids des colonnes et w; le poids des lignes.
Chaque noeud de variable est connecté & w. nceuds de parité et chaque nceud de parité est connecté
a w; noeuds de variable. Pour ces codes, il existe une relation entre le rendement du code R = k/n
et les poids w, et w;. Cette relation est définie par :

we =wy - (1= R) (2.24)

Si toutes les colonnes et toutes les lignes n’ont pas le méme poids, le code LDPC est dit irrégulier.

Exemple 2.17.

Prenons 'exemple d’un code LDPC de parametres n = 6, k = 3 et de matrice de controle de
parité :

Notre objectif est de générer le graphe de Tanner de ce code. En observant sa matrice H, on peut
remarquer que le graphe doit contenir 6 nceuds de variables {ci, 2,3, ¢4, 5,6} et 3 noeuds de
parité {p1,p2, p3}. En regardant la premiere colonne de H, les bits a 1 se trouvent a la deuxieme
et a la troisieme ligne. Donc, le nceud de variable ¢ est connecté aux nceuds de parité po et ps.
Par analogie, les autres nceuds sont connectés de la méme facon. Le graphe de Tanner généré par
cette matrice H est représenté dans la figure

C1 C2 C3 Cq Cs Co

bh1 b2 Ps

Figure 2.5 — Graphe de Tanner d’un code LDPC binaire de rendement 3/6

Pour chaque nceud de parité p;, pour j € {1,2,3}, les noeuds de variable d’'un mot de code
vérifient :

® p1:cateztes =0,
® py:ci+cy+ce=0,

e p:ci+ce3+c=0
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Notons que le code LDPC présenté dans cet exemple est irrégulier puisque toutes les colonnes
n’ont pas le méme poids.

Le graphe de Tanner est usuellement utilisé comme support pour décrire les algorithmes de
décodage des codes LDPC. En effet, un algorithme de décodage itératif est appliqué aux nceuds de
variable du graphe. Cet algorithme est appelé algorithme de propagation de croyance ou les deux
types de noeuds (nceuds de variable et de parité) échangent les informations via les branches du
graphe. Afin d’appliquer un décodage performant sur les codes LDPC, il est nécessaire de vérifier
qu’il n’existe aucun cycle court en particulier de longueur 4 ou 6 dans le graphe de Tanner. L’exis-
tence de ces cycles mene a I’apparition de planchers d’erreurs qui se manifestent par la dégradation
soudaine de la pente du taux d’erreur dans la zone de fort rapport signal a bruit, ce qui provoque
I’échec de l'opération de décodage [Ric03]. Ces problémes de cycle et de plancher d’erreurs ont mené
les auteurs dans [KLEF0I] & développer une méthode de construction des codes LDPC basée sur les
géométries finies qui permet d’obtenir des bas plancher d’erreurs.

Construire un code LDPC revient a définir une matrice de controle de parité qui vérifie cer-
taines conditions. Dans la littérature, il existe différentes méthodes de construction. Elles peuvent
étre classées en deux catégories principales : les méthodes algébriques et les méthodes aléatoires
basées sur l'utilisation de 'ordinateur. Les méthodes algébriques sont basées sur des techniques
de géométries finies [KLFOIL,XCD™07| ou sur des techniques combinatoires [Vas02,[JWOT|Vas01].
Ces techniques sont caractérisées par la rapidité de codage grace a la simplicité de la structure
de H. Parmi les méthodes aléatoires, il existe la construction de Gallager [Gal62], la construction
de Mackay [MN96] et la méthode d’évolution de densité [RSUOI]. Ces méthodes offrent de bonnes
performances s’approchant de la limite de Shannon pour des codes de grande taille. Cependant, leur
inconvénient est la complexité de décodage due a l'irrégularité du poids des colonnes de la matrice
H. Une meilleure méthode de construction serait une méthode qui offrirait de bonnes performances
s’approchant de la limite de Shannon avec une faible complexité de décodage. Le développement
d’une telle méthode a suscité un intérét considérable chez de nombreux chercheurs.

En choisissant I'une des méthodes de construction citées, on peut définir une matrice de controle
de parité d'un code LDPC binaire. Puisque les codes LDPC constituent une classe des codes li-
néaires, alors le codage peut étre réalisé a 'aide de la matrice génératrice G en utilisant ’équation
(2I7). Pour construire la matrice G, on peut utiliser I’équation (2:21]) qui nous permet de déduire
la matrice équivalente de G sous la forme systématique a partir de la matrice H. Ensuite, d’apres
la définition 2121 la matrice G peut étre déterminée en utilisant une matrice équivalente.

2.3.1.2 Codes LDPC non-binaires

Les codes LDPC construits sur des corps de Galois non-binaires ont été initiés par Davey
et Mackay dans [DM98b]. Dans leur article, ils ont généralisé 1’algorithme de décodage itératif
de propagation de croyance des codes LDPC binaires au cas des codes LDPC dans GF(q). Ils ont
montré que les codes LDPC non-binaires ont de meilleurs performances que les codes LDPC binaires
en termes de taux d’erreurs binaires. Ces codes ont montré en particulier de meilleurs performances
pour des dimensions du corps de Galois ¢ < 64 [VDV™10], pour des modulations & grand nombre
d’états [SE02,[DCGO4] et pour des codes de petites tailles [MD99]. Cependant, 'inconvénient de
ces codes est leur complexité de décodage pour des tailles de corps de Galois plus grandes. Le
développement d’algorithmes simplifiés pour le décodage des codes LDPC non-binaires fait I’objet
des travaux de plusieurs chercheurs [BD03,/CDE™05,[DF05,[VDV™10,[ZCT1].

Les codes LDPC non-binaires sont également une classe des codes linéaires g-aires qui utilisent
la matrice génératrice G pour le codage et la matrice de controle de parité H pour le décodage. Ces
matrices sont définis dans le corps de Galois GF(q)= {0,1,a,a?,--- ,a972}, oll a est un élément
primitif. Ainsi, les codes LDPC binaires représentent un cas particulier de codes LDPC dans GF(q)
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en considérant ¢ = 2. Comme les codes LDPC binaires, les codes LDPC non-binaires sont définis
par une matrice de controle de parité creuse H de taille ((n — k) x n) avec des coefficients, notés
hji, Vj € [1,n — k] et Vi € [1,n], éléments du corps GF(g). Les mots de code sont des vecteurs
de taille n ayant comme éléments ¢; des symboles de GF(¢). Un mot appartenant au code si et
seulement s’il vérifie les relations de parité qui s’écrivent :

Zhj’i -¢; =0, Vj e [[1,n — k]] (2.25)
i=1

Les opérations d’addition et de multiplication sont effectuées dans le corps GF(q).

La matrice H des codes LDPC non-binaires peut étre représentée par le graphe de Tanner
comme décrit dans la section 2.3 1.7l Cependant, un troisitme type de nceud, appelé nceud de
fonction, sera ajouté a ce graphe pour les coefficients h;; # 0 [DEQ7,Shal0]. Ce nceud correspond
a la multiplication du nceud de variable ¢; par le coefficient non nul h;;. Un nceud de variable ¢;
et un noeud de parité p; sont reliés par I'intermédiaire d’un nceud de fonction lorsque le coefficient
hj; €GF(q) est non nul.

Pour construire un code LDPC non-binaire, on construit tout d’abord la matrice de controle
de parité du code LDPC binaire, puis on remplace les bits & 1 dans H par des symboles non
nuls du corps de Galois GF(g). Ces symboles peuvent étre choisis aléatoirement comme expliqué
dans [HEAOQS].

Exemple 2.18.

Reprenons le méme exemple du code LDPC(n = 6, k = 3). Pour construire ce code dans GF(2?),
on utilise la matrice de controle de parité du code LDPC binaire présentée dans ’exemple
BTI7 Les bits a 1 de la matrice de parité sont remplacés par des symboles non nuls du corps
GF(2%)={0,1,a,0a2,a%,a* a® a%}. La matrice H obtenue est :

0 o o 0 af o
H=[a* 0 0 o2 0 o
o> 001 0 0 o

Figure 2.6 — Graphe de Tanner d'un code LDPC(6,3) dans GF(2%)

Le graphe de Tanner décrivant la matrice H est représenté sur la figure 2.6l Pour chaque noeud
de parité p;, la somme des noeuds de variable connectés a ce nceud multiplié par les nceuds de
fonction est nulle :

epi:co-altez-atces-ab =0,

e py:cr-at+e-a? 4503 =0,
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” ep ici-adtezt+cg-a’=0

2.3.1.3 Codes de Reed-Solomon

Les codes de Reed-Solomon font partie des codes en bloc linéaires cycliques.

Définition 2.17. Un code linéaire est cyclique lorsque la permutation a droite de tout un mot
de code donne un mot de code.

Soit ¢ = (01 cy - cn) un mot de code qui appartient a un code cyclique C de longueur n.
Alors, le mot ¢’ = (cn c1 cy - Cn—1) oulemot ¢’ = (Cn—1 C, €1 Cy - Cn—1) appartient
également a C.

Exemple 2.19.

Considérons un code en bloc linéaire cyclique de parametres k = 2 et n = 3 qui inclut le mot de
code (1 1 O). Ce code peut aussi générer le mot de code (O 1 1) par permutation a droite
ou le mot de code (1 0 1) par permutation a gauche.

En utilisant les représentations polynomiales, toute permutation circulaire (a droite ou & gauche)
pour un mot de code ¢ peut s’exprimer en multipliant le polynéome c(z) = ¢;+co-x+---+cp 2L €
GF(q)[z]/(z™—1), qui représente le mot de code ¢, par un polynéme p(z) modulo 2™ —1. En effet, la
permutation & droite pour obtenir le polynéme ¢/ (x) de ¢’ est effectuée par : z-¢(z) mod (2" —1) =
ehtcl-xHces- i+ tepq -l = d(x). Par conséquent, lorsqu'un mot de code d’un code
cyclique C ou c est inclut est obtenu apres p permutations, sa représentation polynomiale s’écrit :
aP - ¢(x) mod (z" — 1) avec p € N.

La théorie des codes cycliques permet de montrer que tout mot de code d’un code cyclique est
un multiple d’un polynéme g(z), appelé polynéme générateur. Son degré est n — k :

() = u(x) - g(x) (2.26)

ou u(x) est la représentation polynomiale dans la base canonique de la séquence d’information u
de degré inférieur ou égale & k. Un code cyclique C(n, k) posséde un unique polynéme générateur
g(x) diviseur de z™ — 1.

Exemple 2.20.

Le polynoéme x7 — 1 est décomposé en facteurs irréductibles dans GF(2)[x] :
7 _ 3 2 3
' —1=(@+1)-(+2"+1) (2°+2x+1) (2.27)

Nous remarquons que les polyndmes irréductibles qui divisent 27 — 1 sont de degrés 1, 3 et 3. Le
produit de toute combinaison de ces polynomes permet de construire un polynome générateur
pour un code cyclique C(7, k). Le parametre k dépend du polynéme choisi. En effet, si on prend
le polynome g(z) de degré 6 :

g(:ﬂ):(x3+x2—|—1)-(x3—|—x+1)

le code cyclique en résulte est de dimension k =7 — 6 = 1. Avec le polynéme générateur g(x) =
(x+1)- (23 + 22+ 1), la dimension du code est alors k =7 — 4 = 3.

Le code de Reed-Solomon est cyclique, il est donc défini par un polynéme générateur g(z) de
degré n — k. Ce polynome possede 2 - ¢t racines qui sont des puissances de ’élément primitif a de
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GF(q). Il peut s’écrire :
gx)=(x—a)- (z— a2) R oz2't) (2.28)

Un code de Reed-Solomon de parametres n et k est noté RS(n,k). C’est un code cyclique
non-binaire construit dans le corps GF(q) qui vérifie les propriétés suivantes :

e le nombre de symboles dans un mot de code est n = ¢ — 1,

e la capacité de correction des erreurs dans un mot de code, notée ¢, dépend des parametres n
et ktel que:2-t=n—k.

Exemple 2.21.

Prenons l'exemple du code RS(7,3) dans GF(2%) de longueur n = 7 et de capacité de correction
t = 2 ott les éléments du corps de Galois sont construits a I’aide du polynéme primitif 2> + 2 + 1.
Soit v une racine de ce polynoéme primitif. En utilisant U'expression ([2.28)), le polynome générateur
de degré 2 -t = 4 peut s’écrire :

g(z) = (@—a)-(z—a) - (z—a’)-(x—a)
= o'+ Bl taztadd
Le lecteur intéressé pourra trouver en annexe [B] le tableau d’addition des éléments du corps
GF(23) écrits & I'aide du polynome primitif 23 + x + 1.

Notons que les coefficients de g(x) sont des éléments du GF(2%). Ce polynéme permet de
construire le code RS(7,3) dans GF(23).

Pour effectuer le codage du message u avec les codes RS, on peut utiliser ’opération de codage
des codes cycliques donnée par 1'équation (2.26]). Puisque les codes RS sont non-binaires, la com-
plexité de cette opération devient plus importante pour de grandes dimensions de corps de Galois
GF(q). Une maniere plus simple et a faible complexité est d’utiliser le codage systématique en se
basant sur les propriétés des codes cycliques [Tod05]. De ce fait, le polynéme u(z) qui représente
la séquence d’information u est tout d’abord multiplié par le polynéme z2*, puis on le divise par
le polynéme générateur g(zx), alors on obtient :

2 ue) = Q(a) - g(z) + Pla) (2.29)

tels que les polynémes Q(z) et P(z) correspondent respectivement au quotient et au reste de la
division de 2% par g(x). Ainsi, la représentation polynomiale ¢(x) d’un mot de code est donnée
par :

c(x) = P(x) + 2%t - u(x) (2.30)

Exemple 2.22.

Suite de 'exemple 2271
Soit u = (5 3 6) un mot d’information. Sa représentation polynomiale u(z) est donnée par :

u(z) =5+3-2+6- 22
Nous convertissions les symboles de u en puissances de I’élément primitif « :
5=(1 0 1),=a’+1=0a%3=(0 1 1),=a+1=06=(1 1 0),=c*+a=a’
En utilisant les symboles convertis, u(x) devient :

u(x) =ab + a2z +a* - 2?
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Le résultat de la multiplication de u(z) par 2! = 2% sera :

4

2t u(z) =ab

-x4+a3-x5+a4-x6

Lorsqu’on le divise par g(x) = 2% + o - 23 + 22 + a -  + o3, on obtient :
Q)= oa* 2> +a-z+af
{P(m) = o 2P+’ r+a?
En utilisant 1’équation (2.30), le polynéme c(x) s’écrit :
clx)=a’+a® z4+a 3 +ab 2t +a® 25 +at 2F

Ainsi, le résultat du codage de u par le code RS(7,3) est le mot de code ¢ =
(a2 &® 0 a® o o&® a')y=(4 7 0 3 5 3 6).

Nous présentons maintenant une troisieme méthode de construction des mots de code d’un code
Reed-Solomon qui a été développée par Reed et Solomon dans leur article original [RS60]. Cette
méthode est basée sur l'utilisation de la matrice de Vandermonde comme matrice génératrice.
Son principe est détaillé par Wicker et al. dans [SBW94]. Il consiste & multiplier la matrice de
Vandermonde par la séquence des mots d’information pour générer les symboles des mots de code.

Un message u = (u1 Uy - uk) avec u; €GF(q) est usuellement représenté par un polynome
U(z) de degré k — 1 sous la forme suivante :

k
U(z) = Zu, cpth (2.31)
i=1

Rappelons qu’un corps de Galois de cardinal ¢ peut étre défini a I'aide d’un élément primitif, noté
«, qui permet de générer tous les éléments non nuls du corps. Ces derniers sont représentés par le
vecteur : (ao al .. oz"_l) avec n = ¢— 1. En notant «; = o*, un mot de code c est ’évaluation

du polynéme U(z) pour toutes les valeurs «; :

c=(U(aw) Ulvg) -+ U(an-1)) (2.32)
avec :
ca=Ulaw) = uwi+ug+uz+--+u
co=U(v) = ul—l—u2-a1—|—U3-a%—|—---+uk-agkfl)
' > (k-1)
en=Ulan—1) = wm+us-op1+ug-a, |+ - +up-o,

Ce systeme d’équations qui est utilisé pour obtenir les symboles des mots de code ¢ peut s’écrire
sous la forme matricielle définie par I’équation 217 tel que la matrice génératrice G est :

1 1 1 e 1
1 a1 a9 crr Op—1
G=|1 of o - ap (2.33)
' k=1 k-1 ok
L o Qy o Qg

La forme matricielle de G est une matrice de Vandermonde. Une matrice de contréle de parité du
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code de Reed-Solomon RS(n, k), H, est définie comme suit [Shall] :

I o Qg Qg
1 o2 o2 a2
a-| ! o nl (2.34)

Exemple 2.23.

Reprenons I'exemple du code RS(7, 3) présenté dans 'exemple 221l En utilisant I’équation (2.33)),
la matrice génératrice pour ce code est donnée par :

1 11111
G=11 4 3 6 75
1 6 5 2 3 7

SR —

avec (ao a1 g Q3 Q4 Qs a6) = (1 2 4 3 6 7 5).
Nous avons u = (5 3 6), le mot de code c est obtenu par 'opération suivante :

Le lecteur intéressé pourra trouver en annexe [Blle tableau de multiplication des éléments du corps
GF(2%) générés par o + x + 1.
En utilisant 1’équation (2.34)), la matrice de controle de parité de code est donnée par :

1 2 43 6 7 5
1 46 52 37
H_1354726
16 27 4 5 3

Nous pouvons vérifier que la relation ¢ - HY = 0 est satisfaite.

2.3.2 Codes convolutifs

Contrairement aux codes en bloc, la famille des codes convolutifs traitent la séquence d’in-
formation par flux sans la découper en blocs finis de bits consécutifs. Cette famille de codes est
actuellement la plus employée en raison de leur utilisation dans les turbocodes. Les codes convolu-
tifs ont été inventés en 1954 par Elias [Eli54] sous la forme systématique. Ensuite, Forney [For70]
a démontré qu’un bon code convolutif n’est pas nécessairement un code systématique et a proposé
une nouvelle construction du code en étudiant sa structure algébrique. Les algorithmes de déco-
dage les plus utilisés actuellement pour les codes convolutifs sont 1'algorithme de Viterbi [Vit67]
et l'algorithme de BCJR (initiales des inventeurs) [BCJRT74] qui est aussi connu par MAP (Maxi-
mum A posteriori) ou APP (A Posteriori Probability). Les codes convolutifs sont trés présents
dans les standards des communications radio mobiles comme les standards de seconde génération,
le GSM [3GP05a] et le CDMA-2000 [3GP09], et de troisieme génération 'UMTS [3GP05D].

Ryan et Wilson [RWS8T] sont les premiers & avoir abordé les codes convolutifs non-binaires. Ils
ont étudié les codes convolutifs de rendement 1/n construits sur les corps GF(q). Ils ont développé
dans [RW91] un algorithme de recherche de codes optimaux en termes de capacité de correction
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des erreurs. Cet algorithme a été appliqué a deux classes de codes convolutifs non-binaires. La
premiere classe est constituée des codes convolutifs g-aires dans laquelle les séquences d’entrée et
de sortie sont composées des symboles qui appartiennent & I'’ensemble {0,1,a,--- ,a? 2} € GF(q).
En revanche, dans la deuxieme classe appelée binaire-a-g-aire, la séquence d’entrée est composée
uniquement d’éléments binaires {0,1} du corps GF(2) et la séquence de sortie est composée de
symboles du corps GF(q)= {0,1,,--- ,a472}.

La grande différence entre un code en bloc et un code convolutif est I'effet mémoire qui ca-
ractérise les codes convolutifs. En effet, un codeur convolutif est congu autour d’un registre a
décalage & p mémoires. A chaque instant ¢, le codeur est alimenté par k& symboles d’information,
u(t) = (ui(t) wa(t) --- wug(t)). Il délivre en sortie des séquences infinies de symboles codés de
taille n, c(t) = (c1(t) ca(t) -+ cn(t)), qui dépendent des p blocs d’information stockés dans
le registre a décalage et des symboles présents a l’entrée du codeur. La quantité K = pu + 1 est
appelée longueur de contrainte. Un code convolutif, noté C(n,k, K), est défini par k, la taille du
bloc des symboles a ’entrée du codeur, n, la taille du bloc des symboles en sortie du codeur, et
K, la longueur de contrainte. Le principe général d’un codeur convolutif & symboles dans GF(q) de
rendement */n et de longueur de contrainte K est décrit sur la figure 2.7

Bloc de k symboles
dans GF(q)

Registre a K = p+ 1 cellules
Bloc de n symboles

Convertisseur dans GF(g)

Combinaisons linéaires dans GF(q) N . ——» Sortie
parallele-serie

Entrée

Figure 2.7 — Principe général d’un codeur convolutif C(n, k, K) dans GF(q)

Deux propriétés peuvent caractériser les codes convolutifs :

e la récursivité signifie que certains symboles de la séquence de sortie du codeur sont réinjectés
en entrée.

e systématique signifie que la séquence codée a la sortie du codeur contient le message a trans-
mettre, I'information redondante y est ajoutée.

Deux différentes familles de codes convolutifs sont les plus répandus dans les standards radio-
mobiles :

e Codes convolutifs de types non-récursifs et non-systématiques, noté NRNSC,

e Codes convolutifs de types récursifs et systématiques, noté RSC.

A partir d’un code de type RSC, il est possible de trouver un code équivalent de type NRNSC
[Mar09]. Dans le cadre de notre étude, nous nous sommes intéressés a la famille des codes convolutifs

de type NRNSC.

Maintenant, nous illustrons en détail le principe de codage des codeurs convolutifs binaires, puis
celui des codes convolutifs généralisés dans GF(q).

2.3.2.1 Codes convolutifs binaires

Les codes convolutifs binaires utilisent uniquement des symboles dans le corps GF(2)= {0,1}.
Une matrice génératrice peut étre représentée sous forme polynomiale ou forme matricielle. Dans ce
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mémoire, nous introduirons uniquement la représentation matricielle qui sera utilisée pour réaliser
la construction des codes.

Nous noterons u la séquence d’entrée dans le codeur, tel que :
u=(u0) u() - (2.35)
La matrice génératrice G de taille (k X n) pour un code convolutif est sous la forme :

811 " Bin
G=| : ... (2.36)

k1 " 8Bkn

ou les coefficients g; ;, Vi € [1,k] et Vj € [1,n], sont des vecteurs de longueur K qui contiennent
les coefficients des polyndmes générateurs. Ils sont tels que :

gij = (9500) gij(1) -- gij(K—1)) (2.37)

ot les coefficients g; (1), VI € [0, K — 1], du polynéme générateur sont 0 ou 1. Les codes convolutifs
sont bien adaptés pour la transmission des séquences d’information de longueur quelconque. Soit ¢
une séquence transmise de mots de code formée :

c=(c(0) c(1) --) (2.38)

Chaque bit ¢;j(t) a I'instant ¢ peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des k bits présents
a lentrée du codeur et des (K — 1) - k bits contenus dans le registre & décalage :

K
¢i(t)= 3 S uilt 1) gij(1). Vi€ [Ln] (2.39)
=0 =1

[y

ou les opérations d’addition sont faites modulo 2. Alors, le mot de code ¢(t) est donné par :

K-1

ct)= Y u(t-1)-F (2.40)

=0

ou les matrices Fy, Vi € [0, K — 1], sont définies par :

g1a(l) - g1a(l)
| (2.41)

ge1 () - grn(l)

Pour obtenir la séquence de sortie ¢, le produit de convolution dans ’équation ([2.40) peut étre
remplacé par I'opération de multiplication lorsqu’on utilise une matrice, notée F :

Fo - Fr_

F = Fo - Fg_, (2.42)

Cette matrice, appelée matrice de codage, est de taille (k- L x n- L), avec L le nombre de mots
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d’information. Ainsi, la séquence de sortie ¢ est déterminée par :

c=u-F (2.43)

Exemple 2.24.

Prenons 'exemple d’un codeur de rendement 1/3 (k = 1 et n = 3) et de longueur de contrainte
K = 3, ou la matrice génératrice G est composée de 3 polynoémes générateurs g ;, Vj € {1,2,3} :

G= (g1 g2 g3 =(111 100 001)
La matrice de codage F est composée des K sous-matrices, définies dans 1’équation (2.41]) :
Fo=(1 1 0) Fi=(100)  Fy=(10 1)
Soit une séquence d’entrée :
u=(u1(0) wi(l) w2 -~ )=(1 10 -

Ainsi, la matrice F, décrite dans I’équation (2.42)), sera :

F, F, F,
F = F, F,
Fy

En utilisant I’équation (2.43)), la séquence de sortie :
C = (61(0) 62(0) 63(0) 61(1) 62(1) 63(1) 61(2) 62(2) 63(2) N )
sera obtenue par :

110 100 101
c=(1 10 - )- 110 100
110

=(110 010 001 --)

2.3.2.2 Codes convolutifs non-binaires

Dans cette partie, une généralisation des codes convolutifs dans GF(2) aux codes dans GF(q)
est présentée. Le schéma d’implémentation d’un code convolutif de rendement ¥/n dans GF(q) avec
une longueur de contrainte K est représenté sur la figure 2.8l
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Figure 2.8 — Schéma d’implémentation d’un code convolutif non-binaire de rendement */n

Ce codeur est composé d’un ensemble de registres & décalage a k - K cellules dans GF(q), de n
opérations d’addition dans GF(q) et de n - k - K coefficients g; j(I) € GF(q). Les coefficients g; ;(I)
correspondent aux éléments de la matrice génératrice G. Apres avoir multiplié les contenus des
cellules par les coeflicients g; (1), les opérations d’addition peuvent étre appliquées dans GF(q).
La matrice de codage F des codes convolutifs non-binaires a la méme forme que celle des codes
convolutifs binaires décrite dans I’équation ([2.42)). Chaque élément F;, VI € [0,--- , K — 1], est une
sous matrice non-binaire de taille (k x n). Chaque ligne de F s’obtient en décalant la précédente
de n colonnes. Cela explique le principe de fonctionnement d’un code convolutif qui s’appuie sur
la notion de registres & décalage. Les k symboles d’information u(t) = (u1(t) wa(t) - wuk(t)),
avec u;(t) € GF(q), sont introduits en parallele dans le codeur a un instant ¢. Ces symboles vont
étre décalés temporellement par bloc de k symboles a 'aide de registres a décalage. La sortie du
codeur c(t) = (c1(t) c2(t) -+ cn(t)), avec ¢;(t) € GF(g), & l'instant ¢ dépend de ses entrées &
cet instant et de I’état des registres. L’opération de codage des codes convolutifs dans GF(q) est
réalisée en utilisant 1’équation (2.43).

Un code convolutif dans GF(q) de rendement */n posseéde k - (K — 1) registres a décalage qui
peuvent prendre ¢¥(K—1) ¢tats différents. Puisque I’entrée est constituée de k symboles dans GF(q),
il existe alors ¢* transitions possibles & partir d’un état du codeur & un instant donné.

Exemple 2.25.

Prenons I’exemple du C(3,1,3) code convolutif dans GF(22) défini par le polynéme primitif
p(x) = 2% + x + 1. La séquence d’entrée u et la séquence de sortie ¢ sont des éléments de
GF(2?)={0,1, 0,02} = {0, 1,2, 3}. La matrice génératrice G du code est ici :

G=(g1,1 g2 g3) =(123 222 321)
La matrice de codage F est composée de K sous-matrices qui s’écrivent :
Fo=(1 2 3) Fi=(2 22 F,=(3 21)
La séquence u a 'entrée du codeur est :

u=(2 3 2
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En utilisant la matrice de codage F décrite dans 1’équation (2.42]), la séquence c a la sortie du
codeur est obtenue par :

123 222 321
c=(2 3 2)- 123 222
123

=(231 021 212)

A chaque polynome générateur g; j, on peut associer sa transformée en D définie par :

g i(D) = gi;(1) - D! (2.44)
l

=

Il
o

Nous notons p; la mémoire de la i-eme entrée du codeur. La mémoire u; est déterminée par :

pi= max (degg;;(D)) (2.45)
Nous rappelons qu'un mot de code a la sortie du codeur dépend du mot d’information présent a
Ientrée du codeur et des K — 1 = p mots ayant été introduits précédemment. Alors, la mémoire
1 peut étre définie par le nombre de mots d’information gardés en mémoire dans les registres a

décalage. Elle correspond a :
pw=K-—1= max (u;) (2.46)
=1,k
Nous avons vu précédemment que la matrice de controle de parité H est indispensable lors de
Popération de décodage afin de détecter et/ou corriger les erreurs de transmission. Cette matrice
est considérée comme une matrice génératrice du code dual C+. Notons p la mémoire du code
dual d'un code convolutif C(n, k, K) qui est caractérisé par une mémoire p. La relation entre les
deux mémoires est définie par :

1
1
- |2 2.4
" { kﬂ (2.47)
avec .
k
= (2.48)
=1

Une matrice de controle de parité H de taille ((n — k) - L x n- L) sera composée de put + 1
sous matrices Hy, i € [0, ], de taille ((n — k) x n), telle que :

Hy
H, H,
H= H. ... H H (2.49)
H, - H H,
ou :
ha (i) ha(i)  ho(d)
H, = : : (2.50)

P (i) -+ hp—g k(i) ho(i)
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Une séquence c de longueur n - L est une séquence de mots de code si elle vérifie :
c-H' =0
Par conséquent, la matrice H et la matrice de codage F vérifient la relation :

F-H =0

Exemple 2.26.

210
301
100
300
100
200

2.4 Conclusion

210
301
100
300

1 00
3 00

210
301

On peut vérifier que la matrice H obtenue satisfait la relation (2.52).

(2.51)

(2.52)

Reprenons l'exemple du C(3,1,3) dans GF(22) de I'exemple Les polynémes générateurs de
ce code ont le méme degré 2. D’apres les équations (2.45) et (240), la mémoire globale p du code
est égale & 2. En utilisant la relation ([2.48), la mémoire du code dual est put = 2.

Une matrice de controle de parité est composée de 3 sous matrices de taille (2 x 3), tel que :

2 1 0
mo= (0 h) e

En posant L = 3, cette matrice sera de taille (6 x 9) :

(2.53)

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord introduit le fonctionnement d’une chaine de trans-
mission numérique, de la source d’information jusqu’au destinataire. Les modeles de canaux de
transmission que nous utiliserons dans cette these ont été décrits, en particulier les canaux BSC et

QSC sur lesquels nos algorithmes d’identification aveugle seront tout d’abord appliqués.

L’objectif de nos travaux étant d’améliorer les performances des algorithmes d’identification
aveugle des parametres des codes correcteurs d’erreurs binaires déja existants et de les généraliser
aux codes correcteurs d’erreurs non-binaires, la seconde partie de ce chapitre a été consacrée a
I’étude des propriétés des codes binaires et non-binaires que nous abordons dans cette these. Pour
chaque code, 'opération de codage a été décrite dans le souci de présenter des parametres indispen-
sables pour réaliser I'opération inverse, le décodage. L’identification aveugle de ces parametres fait
I'objet du troisieme chapitre en supposant que les données recues ne sont pas entachées d’erreurs.






CHAPITRE
Identification aveugle des
codes dans le cas
non-bruité

3.1 Introduction

Dans un contexte de transmission non-coopératif, comme l'interception militaire ou la radio
cognitive, le récepteur ne connait pas les parametres des codes correcteurs d’erreurs utilisés a
I’émission. Il devra les estimer d’une maniere autodidacte a travers la seule connaissance des données
regues. A ce jour, certains travaux ont été menés sur cette thématique. Ces travaux se sont limités
a des algorithmes et des codes travaillant dans le corps de Galois binaire GF(2). Dans cette these,
notre objectif vise a développer des algorithmes d’identification plus généraux adaptés aux codes
correcteurs d’erreurs non-binaires. Dans ce chapitre, une transmission parfaite est considérée afin de
tester la faisabilité de notre algorithme. De ce fait, nous avons adapté I’algorithme de reconnaissance
des codes convolutifs binaires développé par Marazin dans sa these [Mar(9] au contexte des codes
non-binaires. Cet algorithme est basé sur l'utilisation du critére du rang dont les comportements
permettent I'identification des parametres du code. Cependant, ce critere a été exploité sans étre
théoriquement justifié. Ainsi, nous proposons une étude théorique et algébrique plus poussée afin de
justifier I'utilisation des comportements théoriques du rang, ainsi que des cas particuliers pouvant
apparaitre pour des parametres spécifiques de codes.

Ce chapitre est organisé comme suit : d’abord on introduira la technique d’identification aveugle
des codes binaires basée sur le critere du rang dans la section [3.2] ensuite nous présenterons 1’étude
théorique sur les comportements du rang en section Dans la section B4l ’algorithme d’identi-
fication des codes non-binaires sera présenté. L’identification aveugle d’une base du code dual des
codes dans GF(2™) sera développée en section Enfin, la section conclut le chapitre.

3.2 Identification des codes binaires

Les travaux sur la thématique d’identification aveugle des parametres du bloc de codage canal
se sont limités & GF(2). Dans le cadre d’une transmission non-bruitée, il existe quelques algorithmes
permettant d’identifier en aveugle les parametres d’un code convolutif. Cela a fait 'objet du tra-
vail de Rice dans [Ric95] lorsqu’il a développé une approche pour identifier les codes convolutifs
de rendement !/2. Cette approche a été ensuite généralisée par Filiol au cas des codes de rende-
ment 1/n [Fil97], puis aux codes de rendement 7 —1/n [Fil01] et aussi au cas des codes convolutifs
poingonnés [Fil00]. Barbier a proposé dans [Bar05] un algorithme de reconstruction aveugle des
codes convolutifs de rendement ¥/n dans le cas d’un schéma de turbocode particulier ou les deux
codeurs sont identiques. Dans [MGB09al, une méthode permettant d’identifier les parametres d’un
code convolutif ainsi qu’'une nouvelle approche capable d’identifier le second codeur d’un turbo-
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code ont été développées. En paralléle, I'identification aveugle des codes en bloc linéaires a été
étudiée. Dans [Pla96], une technique basée sur des algorithmes de recherche des mots de code a
faible poids de parité [Can98al[Ste89a] a été proposée. Cette technique a été améliorée par Va-
lembois dans [Val0l] en utilisant des testes statistiques et récemment par Cluzeau dans [Clu0O6b].
Une deuxieéme technique basée sur 'utilisation du critere du rang a été développée par Burel et al.
dans [BGO3|] pour un canal de transmission non-bruitée. Cette technique a été utilisée pour iden-
tifier en aveugle les parametres des entrelaceurs et des codes en bloc binaires, puis a été adaptée
dans [Mar(9] aux codes convolutifs binaires. Le principe de cette technique sera présenté dans la

section B.2.11

3.2.1 Principe de la méthode basée sur le critere du rang

Nous présentons dans cette section le principe de 'algorithme d’identification aveugle des para-
metres des codes binaires. La plupart des travaux traitant le cas des codes binaires sont basés sur
le calcul du rang de matrices construites & partir des données regues. Dans [MGB09a], le critere du
rang a été appliqué pour détecter la présence du code et identifier les parametres des codes convo-
lutifs dans GF(2). Pour illustrer le principe de la méthode basée sur ce critere, les codes convolutifs
C(n,k, K) dans GF(2) sont considérés.

En supposant que les données recues sont synchronisées et non entachées d’erreurs, ces données
sont réorganisées sous forme de matrices, notées Ry, de taille (M x [). Le nombre de colonnes [
varie entre 1 et L4, et le nombre de lignes M dépendant de [ est déterminé par M = |L/i|, avec L
la taille des données regues. Un exemple de réorganisation des données regues sous forme de matrice
Ry, avec [ = 3, est représenté sur la figure 3.1l

Données regues
[0T11213T4[516[7[8[---------
l

_

0
3
6

2
511
8

1
4
7
|

|

I

I

Figure 3.1 — Exemple de matrice R; avec [ =3

Pour chaque matrice R; construite, le rang est calculé afin de déterminer 'ordre de la dépen-
dance. Le rang est défini par le nombre de lignes ou de colonnes qui sont linéairement indépendantes.
Ainsi, si toutes les matrices R; présentent des rangs pleins, nous pouvons en conclure qu’aucun code
n’a été utilisé. Par contre, ’existence de chutes de rang dans quelques matrices indique la présence
d’un code. Par ailleurs, le comportement du rang permet d’identifier des parametres du code cor-
recteur d’erreurs utilisé.

3.2.2 Identification des parametres

Le rang des matrices R; présente généralement deux comportements différents en fonction de
[, pour a € N :

e Sil=a-netl>ng, aeN
k
rang(Rl):l-E+uJ‘<l (3.1)

e Sil#a-noul<ng aeN
rang(Ry) =1 (32)
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oll n, représente la taille de la premiere matrice de rang déficient et put est la mémoire du code
dual d’un code convolutif. La mémoire p est nulle pour les codes en blocs. Dans le cas des codes
convolutifs, elle est déterminée par :

k
ph =" (3.3)
i=1

La mémoire globale du code est reliée a la mémoire du code dual et a la longueur de contrainte du
code par :

k

L’équation (B1)) montre que les valeurs des chutes de rang dépendent des parametres du code. De
ce fait, connaissant seulement le rang de deux matrices consécutives de rang déficient, on pourra
identifier tous les parametres du code qui sont listés ci-dessous.

M:ViJ:K—l (3.4)

e Identification de la taille des mots de code n

La différence entre deux valeurs de [ correspondant & deux matrices consécutives de rang déficient
définie la taille des mots de code.

e Identification de la taille des mots d’information k&

La différence entre deux valeurs consécutives de rang déficient de R; représente la taille des mots
d’information.

e Identification de la longueur de contrainte K

En ayant identifié les parametres n et k au préalable, a partir de 1’équation (B), il est possible
d’estimer p en utilisant une seule matrice de rang déficient. Puis, la mémoire du code pu et la
longueur de contrainte K pourront étre déterminées par I’équation (B.4]).

Exemple 3.27.

Pour illustrer le principe de la méthode d’identification, nous prenons l’exemple du C(4,2,2)
code convolutif dont la matrice de codage est définie par deux sous-matrices :

1010 1101
FO_<0101>’Fl_<1011>

Le rang des matrices R; pour [ = 1,--- |25 est représenté sur la figure Pour ce code, la taille
de la premiere matrice de rang déficient est n, = « - n = 8. On peut vérifier que les matrices de
taille [ = a - n > 8 présentent des déficiences de rang. D’apres 1'équation (B.1]), les parametres
du code peuvent étre identifiés en utilisant deux matrices consécutives de rang déficient. Par
exemple, en utilisant R12 et Rig, nous obtenons :

n=16—-12=4

k = rang(Ri¢) — rang(Rj2) = 10 —
k

pt =rang(Ry2) — 12— =8 —12-
n

= |-

o ©
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—R
20¢ Rang plein
_ — — — Chutes de rang

=4
w
5]
2
p=| oy
< |-
E =)
< -r
o 10 o
g
~ |-

0

0 8 12 16 20 24
Nombre de colonnes des matrices Rl
Figure 3.2 — Rang des matrices R; pour le code convolutif C(4, 2, 2)

3.3 Etude du comportement du critere du rang

La plupart des techniques proposées dans la littérature pour identifier en aveugle les parametres
des codes correcteurs d’erreurs sont basées sur le calcul du rang des matrices construites a partir
des données recues. Les chutes de rang observées pour certaines matrices ont été exploitées, sans
démonstration théorique, pour déterminer les parametres du code. Dans ce contexte, nous proposons
dans cette section une étude théorique et algébrique du comportement du critere du rang, ainsi que
des cas particuliers pouvant apparaitre pour des parametres spécifiques de codes. Notons que I’étude
proposée dans cette section a fait 'objet d’une publication dans la revue MTA Review [ZGM™12a]
et dans la conférence COMM 2012 [ZGM™T12b].

3.3.1 Propriétés du comportement dominant du rang

On peut remarquer a travers 'exemple [3.27] que la premiere matrice de taille n, est déterminée
jusqu'ici empiriquement. Dans [MGBI11], la valeur de n, a été déterminée en supposant que les

équations (B.1)) et (B.2) aient été démontrées. L’objectif de cette partie est de justifier théoriquement
ces équations ainsi que la valeur n,.

Le rang d’une matrice est le nombre de lignes ou de colonnes qui sont linéairement indépen-
dantes. Dans le cadre de cette étude, il est défini par :

rang(R;) = min(/, nombre maximum de colonnes linéairement indépendantes) (3.5)

Prenons le cas général d'un code convolutif (voir la figure 28) qui est composé d’un ensemble de
registres a décalage. A un instant donné, les k bits d’information seront introduits en parallele
dans le codeur. Ces bits seront ensuite décalés par bloc de k bits a 'aide de registres a décalage. A
I'instant ¢, la sortie du codeur dépend des k bits d’entrées et de 1'état des (k — 1) ou p registres.
Ainsi, un mot de code de taille n dépend de (Zle pi + k = pt + k) bits d’information qui sont
composés des k bits d’entrée & 'instant ¢ et des pt bits ayant été introduits précédemment. Pour
générer o mots de code, il faut - (u + k) bits d’information. De ce fait, o mots de code consécutifs
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dépendent de (ut + « - k) bits d’information distincts.

Par conséquent, pour | = « - n, le rang des matrices R; construites avec les mots de code est
donné par :
rang(Ry.n) = min(a - n, ut + o - k) (3.6)

Nous tragons sur la figure les droites décrivant les équations o -n et u' + a - k. Nous noterons a
le point d’intersection des deux droites a-n et ut +a -k, pour a € N. Ce point est déterminé par :

(3.7)

a-n

- — — pt4a-k

Figure 3.3 — Intersection des droites décrivant les comportements du rang

Le principe des codes correcteurs d’erreurs est d’introduire de la redondance aux bits d’informa-
tion, ce qui implique que n > k et k > 0. De ce fait, pour tout a > a, nous aurons a-n > u-+oa-k
puisque ces deux droites sont croissantes et la pente de la droite « - n est supérieure a celle de la
droite u* + o« - k. Par conséquent, trouver la premiere chute de rang visible ou la chute de rang
minimale revient a déterminer la valeur entiere minimale de «, notée auni,, qui est strictement
supérieure a a car toutes les matrices Ry, pour o < a, sont de rang plein.

En fait, aupin, = [a+1] = |a] +1 = |[#"/(n— k) + 1]. Cette valeur est bien strictement supérieur
A a. En effet, si pt est divisible par (n — k), alors a est un entier et o, sera égale & a 4 1 qui est
strictement supérieur a a. Par conséquent, on peut détecter la premiere chute de rang minimale en
considérant :

Amin = {a + 1J (38)

Le lecteur intéressé pourra se référer 4 'annexe [C.Ilon une démonstration détaillée de cette formule
est exposée. Donc, la taille de la premiere matrice de rang déficient, notée n,, est déterminée par :

ut

n—=k

+q-n (3.9)

na:amin'n:\‘

Exemple 3.28.

Nous reprenons ’exemple B.27 pour illustrer que l'utilisation de ’équation (B.9) nous permet
d’obtenir la méme taille n, :

7%2{;+q-4:8 (3.10)

Dans la section suivante, nous montrerons que le comportement du rang est plus complexe que
le comportement dominant décrit dans la sous-section 21l En fait, le comportement du rang
dépend aussi de la matrice génératrice utilisée pour le codage et plus finement des parametres du
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code. Ainsi, des chutes de rang supplémentaires pour quelques tailles de matrices spécifiques non
multiples de la taille des mots de code sont également présentées.

3.3.2 Impact de la matrice génératrice du code sur la formule du rang

Dans cette partie, notre objectif est de montrer que la formule du rang donnée par ’équation
(BI) n’est pas respectée par certains codes ayant des parametres spécifiques. En effet, en fonction
de la matrice génératrice utilisée pour le codage, les matrices R; peuvent avoir certaines chutes
de rang pour « - n < n,. Pour expliquer ce phénomene, un exemple d’un code convolutif avec des
parametres spécifiques est présenté.

Exemple 3.29.

Prenons 'exemple du C(6, 3,3) code convolutif défini par la matrice de codage F composée de
trois sous-matrices :

011101 101010 1 01 000
Fo=|1 01111}, Fh=(1 1010 1|,Fo=1(1 10111
000111 011111 1 01011

D’apres la formule du rang de I’équation (B.1]), la premiere matrice de rang déficient est de taille :

pt 6
na:amm-n:Ll_k—i-lJ-n:{m—i—lJ-G:lS (3.11)
et le rang de cette matrice est :
rang(Ry,,) = pt + pin -k =6+3-3 =15 (3.12)
Le rang des matrices R; pour [ = 1,--- ,45 est représenté sur la figure B4l On peut remarquer

que la matrice Rg et Rjs présentent une déficience de rang :

rang(Rg) =5
rang(Rq2) = 10

Or, d’apres I'équation (3.1]), ces matrices devraient étre de rang plein si le comportement dominant
du rang avait été respecté. Cette chute de rang est uniquement liée a 'existence de combinaisons
linéaires particulieres dans la matrice de codage. En effet, la matrice de codage équivalente qui
nous permet de construire la matrice Rg est donnée par :

=

EN

=

|

-

I
O R O O F K =
SO R R MFHOOFO
ORr kPR R ORRF~ROH
R R R PR, OO O
_— O =) O = == O
— = =m0 - = O
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Rang plein

401 — — — Chutes de rang
% 30t
ks Lo
g T
3 20+ A H
on
5
~

101 e

0 T

0 6 12 18 24 30 36 42

Nombre de colonnes des matrices Rl
Figure 3.4 — Rang des matrices R; pour le code convolutif C(6, 3, 3)
On peut vérifier que la matrice F® n’est pas de rang plein car elle contient la combinaison

linéaire suivante :

£© 4 £® _ ¢

ou fl-(G), Vi=1,---,6, représente la i-eme colonne de la matrice F©).

Pour construire la matrice Ry2, la matrice de codage équivalente, notée F(12) | est donnée par :

101 00O0O0O0O0O0OTO0ODQ

11011 100O0O0O00

101 01 100O0O0O00O0

101 010101000

F, O 110101110111

12 F, Fo 011111101011
F():F0F1_011101101010 (3:13)

0 Fy 101111110101

0001 11011111

0 000O0OO0OO0OT1TT1TT1O01

0000O0O0O1O0T1TT1T11

0 000O0OO0OO0OOTO0ODTI1TTI11

avec 0 une matrice nulle de taille (k x n). On peut vérifier qu’il existe deux combinaisons linéaires
entre les colonnes de la matrice F(2)

f1(12) +f2(12) _ §12)
f7(12) n féu) _ fém)

ou fl-(u), Vi=1,---,12, représente la i-me colonne de la matrice F(12).

A travers 'exemple ci-dessus, on peut déduire que les petites chutes de rang supplémentaires
pour certaines matrices R,., avec a - n < n, peuvent étre liées a la matrice de codage.
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3.3.3 Etude des chutes de rang multiples

Comme mentionné dans la section B.2] les chutes de rang pour les matrices R; nous permettent
d’identifier les parameétres des codes convolutifs et des codes en bloc (ot ut = 0). Ces chutes de
rang dominantes, définies par I’équation (B.1]), sont représentées par une seule droite de pente */n tel
que son intersection avec 'axe des ordonnés est la mémoire du code dual p'. En revanche, il existe
des codes avec des parametres spécifiques qui génerent plusieurs droites de pentes différentes. En
fait, le nombre de ces droites dépend des parametres du code. Mais, la droite permettant d’identifier
les bons parametres du code est toujours présente. Nous examinons en détails les matrices R; des
codes convolutifs qui permettent de générer plusieurs droites de chutes de rang.

Une matrice R; de taille (M x 1) est construite a partir des mots de code de taille n. Le nombre
de colonnes peut étre exprimé en fonction de n par :

l=qg-n+r,r<n (3.14)

ou le quotient ¢ défini par ¢ = |!/n| correspond au nombre de mots de code et le reste de la division
r = mod(l,n) correspond au nombre de bits supplémentaires. Notre idée consiste & décomposer la
matrice R; en f sous-matrices, notées Ry ;, Vi € [0, 8 — 1], de taille (|[M/g] x 1) avec § ="/d ou d
est le plus grand commun diviseur (PGCD) de [ et n :

d = pged(l,n) (3.15)

La figure représente un exemple de décomposition de la matrice R;. Toutes les lignes de la
matrice R;; ont le méme nombre de bits contenus dans le premier bloc (représenté sur la figure
par la couleur gris foncé), noté a;;, Vi € [0, — 1], dont la taille est inférieure a n. Elles ont
également le méme nombre de bits contenus dans le dernier bloc (représenté sur la figure par
la couleur gris clair), noté b, ;, Vi € [0, 3 — 1], dont la taille est inférieure a n.

l L

‘ I — (ao + biy) bio

g
Ry B

|| — S [
‘ a1 I = (a1 +bi1) bia
M ‘ R V_’[J
8 ‘ : ‘ :
‘ | \ aj,g—1 l— (!‘1/1,,371 +bis-1) ‘

M
Rip1 {TJ

Figure 3.5 — FExemple de décomposition de la matrice R,

Les valeurs de a;; et b;; sont définies par :
ag; =n—"byi1,Vie[l,8-1] (3.16)

by; = mod(r —a;4,n), Vi € [0, 5 —1] (3.17)

avec a; g = 0 et b; g = r. Le rang des matrices R; peut s’écrire :
1,0 1,0 g Y

rang(Ry) = min(l, p(1)) (3.18)
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avec : 5
-1
I — (ag; +brs
@U)2:{mmwuiﬂ+mmwuiﬂ+——ﬁ%ytil~k+uﬂ (3.19)
=0

Notre objectif est maintenant de démontrer et de simplifier ’expression de ¢(l) donnée par I'équa-
tion (B.19). Le rang global des matrices R; peut étre exprimé en fonction de la somme des rangs
des sous-matrices Ry ; par :

5-1
rang(R;) = min (l, Z rang(RM)) (3.20)

i=0
ol le rang des sous-matrices R;; est défini par :
rang(Ry ;) = beg; + s1; + endy; (3.21)

avec

e beg;; : le nombre de bits d’information récupérés par le bloc a; ;

e 5,; : le nombre de bits d’information récupérés par le bloc (I — (a;; + b;;)) des mots de code
complets

e cnd;; : le nombre de bits d’information récupérés par le bloc by ;

Nombre de bits d’information s;;

Rappelons tout d’abord qu’un mot de code dépend des k bits d’entrée & Pinstant t et des pt
bits ayant été introduits précédemment. En faisant ’hypothese que nous avons suffisamment de
mots de code pour récupérer les pt bits d’information précédents (pour [ > ng), s;; est déterminé
par :

s1; = k- (nombre de mots de code complets) + - (3.22)

tel que le nombre de mots de code complets est égal a :

| — (al,i + bl,i) _Ja sir>ap; (3 23)
n g—1 sir<a '

Alors, I'équation ([B.22) peut s’écrire sous la forme :

_ k-q+p* sir>ap;
S”_{k:-(q—l)—i—,ul sir<ap; (3.24)

)

Nombre de bits d’information beg,; ; et end;;

Avec un mot de code, il est possible de récupérer au maximum k bits d’information. Donc, avec
les a;; bits de début et b;; bits de fin, il sera possible de récupérer :

. ar; sia; <k
beg; ; = min(k,a;;) = ’ .
8l (k, ai;) ko osia >k (3.25)
end; ; = min(k, b; ;)
En se basant sur le principe de raisonnement par récurrence, nous démontrons dans ’annexe

que :
ap; = b g_1-i, Vi € [0,5 —1] (3.26)
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On peut déduire a partir de cette relation que les bits du bloc b; ; permettent de récupérer le méme
nombre de bits d’information que les bits du bloc a;;, ce qui permet d’obtenir :

-1 -1
Z beg; ; = Z end; ; (3.27)
i=0 =0

Calculons maintenant la somme de I’équation ([B.27)). Si on considere | = y-n+r et ' = §-n+r’, ot
~ et & correspondent respectivement aux quotients de la division de [ par n et I’ par n avec v’ > r
et pged(r’,n) = pged(r,n) = d, on peut démontrer que pour i € [0,8 — 1], il existe un unique
j€1[0,8—1] ot a;; = ay j. Les détails de cette démonstration sont exposés dans I’annexe [C3l
Ainsi, si on considere r = u - d avec u € [0, — 1], la somme ZiB:—Ol beg; ; est indépendante de u.
Donc, pour simplifier le calcul, on prend » = (f — 1) - d. Dans ce cas, on peut démontrer a travers
le raisonnement par récurrence que a;; = i - d (voir annexe [C.3)). Par conséquent, avec les i - d bits
de début de la matrice Ry, il sera possible de récupérer :

iod sii-d<k=0<i<|%]

begl,i:min(k:,i-d):{ i " LEJ ~i<p
d

(3.28)

Or, on a beg; o = 0. Alors, la somme (3.27)) est déterminée par :

51 4] p-1
> beg=> di-d+ Yk (3.29)
=0

T

En utilisant la formule :

iéngiﬁiﬂ, (3.30)

on obtient :

%begz,id-w+k~mm <0,ﬂ1 FD (3.31)

2 d

Le rang global de R;

En remplacant, dans 'équation [3.24)), a;; par i - d, la somme de s;; pour i € [0,3 — 1] sera
égale a :
= l—n
> sii= k- <T+1)+ﬁ-;ﬁ (3:32)
i=0
Ainsi, en utilisant les équations (B31]) et (3:32), la simplification de ¢(l) correspondant & la somme
du rang des matrices R;; est donnée par :

|
—

B B—1 B—1
o(l) = rang(Ry ;) = Z S15+2- Z beg; ; (3.33)
=0 i=0

i

Il
o

En utilisant I'équation (3.33)), il est possible de vérifier que le rang des matrices Ry, pour a-n > ng,
est égal a :

k
Ron=p(a-n) = — I+ put (3.34)

Le lecteur intéressé pourra se référer a4 annexe [C.4] ol une démonstration détaillée de I’équation

[B34)) est exposée.
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Exemple 3.30.

Pour illustrer le phénomene des chutes de rang multiples, nous prenons l'exemple du C(6, 2, 3) code
convolutif, la matrice de codage utilisée dans cet exemple étant composée de trois sous-matrices :

Fo. — 01 1 101 F 1 1 01 1 1 F 1 0 01 0 1
"1 01010/ " " \1 00011/ 111101
' ' ' Rang plein '
40} — — — Chutes de rang J
R ~
f 301 o[ |
8 z
g
= -
g -
& 20t Pis |
o - | L
o0 P L
% // |+
M // | A H
1op -~ 7 1
LAl T

0 6 12 18 24 30 36 42
Nombre de colonnes des matrices R1

Figure 3.6 — Rang des matrices R; pour le code convolutif C(6, 2, 3)

Le nombre de colonnes [ des matrices R; varie entre 1 et 45. Le comportement du rang de ces
matrices est représenté sur la figure Les deux droites en tirées décrivent le comportement des
chutes de rang des matrices R;. L’existence de ces droites multiples est liée aux parametres du
code. Les expressions qui permettent de déterminer les valeurs du rang de R; sont données par
les équations ([B.I8)) et (B33). En effet, si on prend {1 = 18 et Iy = 39, les rangs des matrices Ry,
et R, sont décrits ci-dessous.

e Pour I} = 18, les parametres requis pour calculer le rang de Ry, sont :

d= pgcd(ll, n) = pged(18,6) =6
6
= — = 1
g d 6

En utilisant les équations ([B.31) et ([B.32), les sommes Zf;ol beg, ; et Zf;ol sy, ; sont égales

a:

2
18 -6
Zzo&h—>'< G -+Q-%L4:10

En utilisant 1'équation (B.33), le rang de la matrice Ry, est :

2 <2+1>
6 \6 2
S begy, ;= 67+2-max<0,1—1—6>:0

-1 -1
rang(Ry,) = ) s, +2- ) beg, ;=10+2-0=10
=0 =0

Comme [; = 3-n > ng, on peut appliquer l'expression ([334) pour calculer le rang des
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matrices Ry, : )
rang(Rs.,) = (Rs.p) = G 18+4=10

On peut vérifier que nous trouvons la méme valeur.

e Pour [y = 39, les parametres requis pour calculer le rang de R;, sont :

d= pgcd(b, n) = pged(39,6) = 3
6

= — = 2
p d 3

~1 -1 . \
Les sommes Ziﬂ:o beg,, ; et ziﬁzo 51, sont égales a :

2 /2
3 \3*t! p)
S beglﬂ—?’-f—i—Q-maX(O,Q—l—g):2

39—-6
Zzosb,_ ( 3 +1>+2-4:32

Alors, le rang de la matrice Ry, est :

B—1 B—1
rang(Ry,) 23121—1—2 Zbegl”—32+2 2 =236
=0 =0

On peut observer sur la figure que la matrice de taille I = 6 qui doit étre de rang plein
présente une chute de rang de 1. Comme mentionné dans la sous-section B.3.2] ce comportement
est justifié par 'existence d’une combinaison linéaire entre les colonnes de la matrice de codage.
Meéme s’il existe des chutes de rang multiples, on peut toujours identifier les parametres du code
a travers la droite des chutes de rang maximales.

3.4 Détection et identification des parametres des codes non-
binaires

Nous présentons dans cette partie le principe de 'algorithme d’identification aveugle des pa-
rametres d’un code non-binaire. La plupart des travaux se sont limités a l'identification des codes
binaires en se basant sur le calcul du rang des matrices construites a partir des données regues. Dans
cette section, la méthode du rang présentée dans la section est adaptée aux codes correcteurs
d’erreurs dans GF(2™) lorsque les données regues sont synchronisées et non entachées d’erreurs,
ceci afin d’évaluer la faisabilité d’une telle méthode d’identification avant d’envisager dans le cha-
pitre 4 le cas ou il y a des erreurs. Notons que l’algorithme généralisé aux codes non-binaires
dans le cas d’une transmission parfaite a fait 'objet d’une publication dans la conférence ICCCN
2011 [ZMGR11].

3.4.1 Principe de I’algorithme d’identification

Dans le cas des codes non-binaires, les matrices R; définies dans la sous-section [3.2.1] sont
construites a partir des données non-binaires. De ce fait, le rang pour chaque matrice R; est calculé
dans GF(2™). La différence entre la construction des codes non-binaires et celle des codes binaires
réside dans la génération des symboles non-binaires qui sont des éléments du corps GF(2™). Pour
cette raison, la connaissance des parametres du corps de Galois (GF(2™)) utilisés a I’émission est
généralement requise a la réception pour identifier en aveugle les parametres du code et effectuer
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par la suite 'opération de décodage. Par ailleurs, si les parametres du corps de Galois utilisés a
P’émission (i.e le parametre m et le polynéme primitif p(z)) sont connus, I’algorithme d’identification
basé sur le critere du rang donne de bons résultats puisqu’il permet d’identifier I’ensemble des
parametres du code. Afin de mettre en évidence 'impact des parametres du corps de Galois sur
I’algorithme d’identification, une étude des comportements du rang sur les codes Reed-Solomon,
les codes convolutifs dans GF(2™) et les codes LDPC dans GF(2) est présentée dans la section
342

3.4.2 Impact des parametres du corps de Galois

Dans cette section, nous étudions l'effet du parametre m et du polynéme primitif p(z) sur
I’algorithme du rang. Nous avons adapté la méthode d’identification des parametres des codes dans
GF(2) sous différentes hypotheses de bonne ou de mauvaise identification des parametres du corps,
c’est-a-~dire le parametre m et le polynome primitif réellement utilisés a I’émission. Nous noterons
m le parametre utilisé pour calculer le rang des matrices R; et p(z) le polyndéme primitif du corps
GF(2™) utilisé pour obtenir les symboles.

1. Sim=m et p(x) = p(x)

Dans ce cas, la méthode décrite dans la section [3.2.T] peut étre utilisée afin d’identifier les parametres
du code non-binaire.

Pour les autres hypotheses, avant d’appliquer I'algorithme d’identification, il sera nécessaire de
convertir les données recues en des symboles appartenant au corps de Galois GF(2), ot ce corps
est supposé correspondre au corps de Galois utilisé par I’émetteur. Dans ce cas, les matrices Ry
sont construites & partir des nouveaux symboles dans GF(2™).

2. Sim =1 (GF(2))

Dans ce cas, les données regues sont transformées en des symboles binaires et le rang est calculé
dans le corps GF(2). L’algorithme d’identification basé sur le critere du rang nous permet d’es-
timer les parametres du code équivalent dans GF(2). En effet, le rang des matrices R; présente
deux comportements différents. Dans cette configuration, les parametres sont estimés a un facteur
multiplicatif prés quiest m : k =m-k, i = m-n et - =m-pt. En réalité, ce sont les parametres
du code équivalent dans GF(2) puisque tous les corps GF(2™) sont des extensions de GF(2).

3. Sim =m et p(z) # p(x)

Le polynéme primitif s’avere en pratique indispensable pour générer les éléments d’un corps fini
comme illustré dans le chapitre 1. Nous avons testé cette configuration sur différents codes non-
binaires. Pour chaque code les résultats obtenus sont différents. En effet, le changement du polynéme
primitif provoque soit des rangs pleins ou des chutes de rang de 1 pour quelques matrices. Ce
phénomene sera examiné et analysé en détail dans le chapitre 6. Dans le cas ou toutes les matrices R;
présentent des rangs pleins, on ne peut pas détecter la présence du code et identifier ses parametres.
Par contre, I'existence des chutes de 1 dans quelques matrices indique la présence d’'un code mais
ne permet pas d’identifier une liste exhaustive de ses parametres.

4. Sim#letm#m

Dans ce cas, les tests effectués en fonction du rendement du code peuvent nous donner deux résultats
différents. Dans un premier cas, toutes les matrices sont de rang plein, donc aucun code ne peut
étre détecté. Dans un second cas, quelques matrices présentent des chutes de rang. Ce dernier cas
est en cours d’étude afin de trouver une explication théorique.
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Pour illustrer I'impact des parametres du corps de Galois sur notre méthode d’identification,
nous avons adapté la méthode aux codes Reed-Solomon, LDPC et convolutifs construits dans
GF(2™). Afin de comparer les comportements de chaque code, nous avons normalisé le rang des
matrices pour chaque valeur de m avec un rapport 7/m pour superposer les différentes chutes de
rang des codes équivalents.

Notons que le logiciel utilisé pour nos simulations est Matlab version 2010 qui contient une
bibliotheque comportant des fonctions sur les corps de Galois.

3.4.2.1 Codes convolutifs dans GF(2™)

Dans cette partie, nous illustrons I'impact des parametres du corps de Galois sur I'identification
des parameétres de trois codes convolutifs non-binaires : code convolutif C(2,1,3) dans GF(2%), code
convolutif C(3,2,3) dans GF(22) et code convolutif C(3,1,3) dans GF(2%). Pour étudier ces codes,

les matrices génératrices considérées ont une taille (n x (k- K)) et s’écrivent sous la forme :
G=(Ff F{ -+ Fi,) (3.35)

tel que chaque élément F;, VI € 0,--- , K — 1, est une sous-matrice non-binaire de taille (k x n),
définie dans le deuxieme chapitre.

e Code convolutif C(2,1,3) dans GF(24)

Pour étudier ce code, nous avons considéré la matrice génératrice utilisée dans [RW87] qui s’écrit

sous la forme : .
G o (1 1 @4> (3.36)

l o «o

Cing cas sont représentés sur la figure 3.7 :

e Lorsque le bon corps et le bon polynéme primitif sont utilisés, le rang de la matrice R; posséde
deux comportements. A partir des chutes de rang, les bons parameétres du code C(2,1,3)
peuvent étre estimés : i =n=2, k=k=1let it =p-=2=K =3.

e Lorsque le mauvais polyndéme primitif ou le corps de Galois GF(23) ou GF(22) est utilisé pour
identifier les parametres du code, toutes les matrices R; sont de rang plein et il est impossible
d’estimer les parametres du code par cette méthode.

e L’utilisation du corps GF(2) a la réception permet d’avoir deux comportements du rang. Dans

ce cas, les parametres sont identifiés a un facteur multiplicatif m = 4 : n = 8 = m - n,
k=4=m-ket it =8=m-p’.

Le tableau [3.1] présente un récapitulatif des parametres identifiés du code C(2,1,3) dans GF(2%)
en fonction des hypothéses sur la bonne et la mauvaise estimation des parametres du corps de
Galois utilisé a 1’émission.
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Figure 3.7 — Rang des matrices R; pour le code convolutif C(2,1,3) dans GF(2*)

Hypotheéses Parametres identifiés
GF(2%) et p(x) =2 k=1 at=2
GF(2) code équivalent : 7 =8, k=4, it =8
Mauvais polynoéme primitif
GF(2?) Aucun code détecté
GF(23)

Tableauw 3.1 — Paramétres identifiés pour le code convolutif C(2,1,3) - GF(2?) - p(x) =
4
x*+x+ 1.

Nous précisions que le temps consacré pour calculer le rang dans le cas de GF(2) est plus
significatif que celui pris pour le calcul dans le cas de bons parametres du corps.

e Code convolutif C(3,2,3) dans GF(2?)

Pour étudier ce code, nous avons utilisé la matrice génératrice :

1 1 a2 a a o
G=|1 a a a o «a (3.37)
1 o2 1 a o 1

Trois cas sont représentés sur la figure [3.8] :

e Lorsque le bon corps et le bon polyndéme primitif sont utilisés, le rang de la matrice R; possede
deux comportements et les bons parametres du code C(3,2,3) peuvent étre estimés : n. = n = 3,
k=k=2ctpt=pt=4=K=K =3.

e Lorsque le mauvais polynéme primitif ou le corps de Galois GF(2*) est utilisé pour identifier
les parametres du code, toutes les matrices R; sont de rang plein et il est impossible d’estimer
les parametres du code par cette méthode.

e Le rang calculé dans GF(2) possede deux comportements ce qui nous permet d’estimer les
parametres du code & un facteur multiplicatif m =2 :n =6 =m-n, k =4 = m -k et

pt=8=m-pt.
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Le tableau 3.2 présente un récapitulatif des parametres identifiés du code C(3,2, 3) dans GF(22)
en fonction des hypotheéses sur la bonne ou la mauvaise estimation des parametres du corps de
Galois utilisé a ’émission.
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Figure 3.8 — Rang des matrices R; pour le code convolutif C(3,2,3) dans GF(2?)

Hypotheéses Parametres identifiés
GF(22) et p(x) =3 k=2 =4
GF(2) code équivalent : 71 =6, k =4, i+ =8
GF(2%) Aucun code détecté

Tableau 3.2 — Paramétres identifiés pour le code convolutif C(3,2,3) - GF(2?) - p(z) =
224z + 1.

e Code convolutif C(3,1,3) dans GF(24)

Pour étudier ce code, nous avons considéré la matrice génératrice utilisée dans [RW8T7] qui s’écrit
sous la forme :

1 1 ot
G=[1 a o (3.38)
1 o o

Cinq cas sont représentés sur la figure 311 :

e Dans le cas ou le bon corps et le bon polynéme primitif sont utilisés, les rangs des matrices Ry
possedent deux comportements et les bons parametres du code C (3,1, 3) peuvent étre estimés :
n=n=3k=k=1letpt=pt=2= K=K =3.

e Lorsque le mauvais polynoéme primitif ou le corps de Galois GF(23) est utilisé pour identifier
les parametres du code, toutes les matrices R; ont des rangs pleins et il est impossible d’estimer
les parametres du code.

e Si le corps GF(2) est utilisé pour construire les matrices R; et calculer leurs rangs, les rangs
calculés sont caractérisés par deux comportements. Pour ce code, il existe des chutes de rang
maximales permettant d’identifier les parametres du code équivalent dans GF(2) : n = 12 =
m-n, k=4=m-ket gt =8 = m-ut avec m = 4, mais il existe également certaines
matrices qui présentent des chutes de rang moyennes. Ces dernieres chutes de rang permettent
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d’identifier les parameétres suivants : 7 = 12, k = 8 et ft = 20. Ce dernier comportement
peut étre justifié par 'existence des combinaisons linéaires entre les colonnes de la matrice du
codage du code dans GF(2).

e Lorsque le corps GF(22) est supposé identifié par le récepteur, il existe quelques matrices qui
présentent des chutes de rang. Dans ce cas, le code est détecté et les parametres estimés sont :
n=6=m-n, k=4et fit = 4. Ces parametres ne sont pas les bons parametres du code
C(3,1,3) dans GF(2%). L’apparition de ce cas particulier peut étre liée également & I’existence
des combinaisons linéaires entre les colonnes de la matrice du codage construite dans GF(2?).

Le tableau B3] présente un récapitulatif des parametres identifiés du code C(3,1,3) dans GF(2*)
en fonction des hypotheses sur la bonne et la mauvaise estimation des parametres du corps de
Galois utilisé a ’émission.
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Figure 3.9 — Rang des matrices R; pour le code convolutif C(3,1,3) dans GF(2*)

Hypotheses Parametres identifiés
GF(2%) et p(x) =3 k=1, at=2
code équivalent : n = 12, k= 4, it =8
GF(2) a i a
n=12, k=8, it =20
GF(2?) n=6,k=4, =4
Mauvais polynéme primitif
Vals boy P Aucun code détecté
GF(2%)

Tableau 3.3 — Paramétres identifiés pour le code convolutif C(3,1,3) - GF(2*) - p(z) =
4
- +z+ 1

3.4.2.2 Codes LDPC dans GF(2™)

Nous présentons dans ce paragraphe 'impact des parametres du corps de Galois sur I'identifi-
cation des codes LDPC non-binaires. Nous considérons un exemple du code LDPC(n = 12, k = 6)
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dans GF(23) défini par la matrice de contrdle de parité :

H,

(3.39)

O =R OO OO
_ o O O OO
N O OO OO
OO O OO
S OO, OO
W o oo o
DO N O OO
o o0 OO OO
O R W o oo
o o0 OO oo
N O Ot O O
O OO =N O

En fonction des hypothéses sur la bonne et la mauvaise identification des parametres du corps
GF(2%), le rang des matrices R; est représenté sur la figure 3101

r 40
108 154127 136 - O Bonne identification de GF(2%) g
+  Mauvais polynome primitif o
3 4
9045} |30} O GF(2)-GF2") |
O GF2Y)-GF(2?)
o« X GF(2)-GFQ
87213618124 @) 8
£ (&
s
£
@54(27} 8 ® i
k-]
f=2]
c
I
3618 9H2 ® 8
18- 9+ 6 ® -
ototolyp I I I I I I échelle
6 12 18 24 30 36 GF(2Y
L 1 [ | ! I I I échelle
0\ | 9\ | 1§ | 27 ] (;F(ZZ)
0 9 18 7 3% % B, ghde
GF(2)
0 18 90 108

36 54 72
nombre de colonnes des matrices FlI

Figure 8.10 — Rang des matrices R; pour le code LDPC(12, 6) dans GF(2®) défini par H;

Dans le cas ou les bons parametres du corps de Galois sont utilisés, les bons parametres du code
sont identifiés. D’apres la figure B0, on peut remarquer que 'utilisation du mauvais polynéme ou
du corps GF(2*) ne permet pas de détecter I'existence du code puisque toutes les matrices R; sont
de rang plein. Si le corps GF(22) est utilisé, on peut détecter I'existence du code, mais on ne peut
pas identifier ses parametres. Dans le cas de 'utilisation du corps GF(2) a la réception a la place
du corps GF(23), les parametres d'un code équivalent & un facteur multiplicatif prés m = 3 sont
identifiés.

Le tableau B.4] présente un récapitulatif des parametres identifiés du code LDPC(12,6) en fonc-
tion de la bonne et la mauvaise identification des parametres du corps GF(23).

Hypotheéses Parametres identifiés
GF(2%) et p(x) =12, k=6
GF(2) code équivalent : 7 = 36, k = 24
GF(2?) =18, k=12
Mauvais polynéme primitif Aucunt code détecté
GF(2%)

Tableau 3.4 — Paramétres identifiés pour le code LDPC(12, 6) - GF(2?) - p(z) = 2+ 2+1.
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Nous présentons un cas particulier de I'impact du mauvais polynéme primitif sur les comporte-
ments du rang pour le code LDPC(12, 6) défini par la matrice de controle de parité :

5 0 2 7v 27 000O0O0O0
000O0O0OO0OO0OO0OZ2QO0O01
H, — 0020001O0O0O0°O0T7
00 0O0O0OO0OO0OG6GT7TO0O0O0
000O0O0OZ23550000
75 000O0O0O0O02T75

r40 T T

108 54 27 36 [ S 3 n
O Bonne identification de GF(2")
+  Mauvais polynome primitif
3 4
solasl lsob GF(Z;)_GF(ZZ) i
& GF2%-GF(2?)
x 3y_
o GF(2°)-GF(2)
87213618 i
2
®
£
854127 J
°
o
c
]
o

36118 91

18r 9 -
ot oto | I I I L L échelle
| 6 12 18 24 30 sp | GFQY
(\) | ? | 1\8 | 2\7 ; €chelle
? ] 18 Cd % 4 @, oFe)
0 18 36 54 72, 90 108 échelle
nombre de colonnes des matrices RI GF(2)

Figure 3.11 — Rang des matrices R; pour le code LDPC(12, 6) dans GF(2%) défini par Ho

Les comportements du rang des matrices R; sont représentés sur la figure B.I1] en fonction
des hypotheses sur la bonne et la mauvaise identification des parameétres du corps GF(22). En
comparant les comportements observés sur cette figure par rapport & ceux de la figure B.10, nous
pouvons remarquer des chutes de rang dans le cas de I'utilisation du mauvais polynéme primitif a
la réception. L’existence de ces chutes sera justifiée théoriquement dans le chapitre 6. Mais, on peut
remarquer & travers les deux derniers exemples de code LDPC(12,6) dans GF(2%) que I'existence
de ces chutes peut dépendre de la construction de la matrice de controle de parité du code.

3.4.2.3 Codes Reed-Solomon

Soit un code Reed-Solomon RS(15,11) travaillant dans GF(2%). Ce code est défini par le poly-
noéme générateur :
glx) =2 +15- 23 +3- 22 + x + 12 (3.40)

Nous avons étudié le comportement du rang des matrices R; en fonction de la bonne ou de la
mauvaise identification des parametres de GF(2%) utilisé & 1’émission. Quatre cas sont représentés
sur la figure [3.12
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P
240120160
O Bonne identification de GF(2*)
Mauvais polynome primitif
+  GF(2Y)-GF(2)
1801 9045 B
GF(2%-GF(2%) &
-
(%]
@
2
®
£
g 120 6030 |
o
o
c
©
o
60+ 3015 -
ot o L L L échelle
0 15 % 45 80 Gr@)
9 3‘0 6‘0 9‘0 1?0 échelle
0 60 180 240 CF@

120
nombre de colonnes des matrices RI

Figure 3.12 — Rang des matrices R; pour le code RS(15,11) dans GF(2*)

Dans le cas ou le bon corps et le bon polynome primitif sont utilisés, le rang des matrices Ry
possede deux comportements et les bons parametres du code Reed-Solomon estimés sont : n = 15
et k = 11. Par contre, lorsque le mauvais polynéme primitif est utilisé pour identifier les parameétres
du code, certaines matrices R; ont des rangs déficients et les parametres estimés sont : n =15 =n
et k = 14 # k. Dans ce cas, la bonne taille des mots de code est identifiée. Si le corps GF(2) est
utilisé pour construire les matrices R; et calculer leurs rangs, on remarque deux comportements.
Dans ce cas, les parametres identifiés sont n = 60 = m - n et k=44 =m-k avec m = 4. Lorsque le
corps GF(22) est supposé étre identifié par le récepteur, il existe quelques matrices qui présentent
des chutes de rang. Dans ce cas, le code est détecté et les parametres estimés sont : n =30 =m-n
et k = 28. Ces parametres ne sont pas les bons parametres du code RS(15,11).

Le tableau présente un récapitulatif des parametres identifiés par notre algorithme en fonc-
tion des hypotheses sur la bonne et la mauvaise estimation des parametres de GF(2?).

Hypotheses Parametres identifiés
GF(24) et p(x) n=15 k=11
GF(2) code équivalent : 71 = 60, k = 44
Mauvais polynéme primitif n=15 k=14
GF(2?) i =30, k=28

Tableau 3.5 — Paramétres identifiés pour le code RS(15,11) - GF(2*) - p(z) = 2* + 2 + 1.

3.5 Identification aveugle du code dual des codes non-binaires

Dans cette section, nous généralisons 'algorithme d’identification aveugle du code dual pour
les codes convolutifs binaires présenté dans la these [Mar(09] au cas des codes non-binaires. Nous
verrons cet algorithme dans le cas des codes en bloc non-binaires, mais il peut étre également
appliqué aux codes convolutifs non-binaires.
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Apres avoir identifié les parametres du code, nous construisons la matrice R,, de taille (M X n)
dont le rang doit étre inférieur ou égal a n — 1. Pour identifier le code dual, il suffit de chercher
une base de ce code qui comporte n — k relations de parité permettant de construire une matrice
de controle de parité H. Cette matrice de parité et la matrice R,, doivent vérifier la relation :

R, H =0 (3.41)

Ainsi, la résolution du systeme (B.41]) permet d’identifier une matrice de parité. Pour cela, il est
nécessaire de disposer d’au moins n? symboles recus. On peut remarquer & travers ’équation (3.41))
que les relations de parité appartiennent au noyau de R,,, noté ker(R,,). De ce fait, le noyau ker(R,)
est inclus dans ’espace du code dual.

L’idée pour résoudre notre probléeme est d’appliquer 'algorithme d’élimination de Gauss adapté
aux corps finis pour obtenir une nouvelle matrice, notée T,,, de taille (M x n). Un rappel sur le
fonctionnement de cet algorithme est présenté dans ’annexe Cet algorithme permet de donner
en sortie une matrice de taille (n x n), notée A, qui décrit toutes les opérations de combinai-
sons de colonnes dans GF(2™) réalisées sur la matrice R,, afin d’obtenir la matrice T,,. Ainsi, la
transformation effectuée sur la matrice R,, est décrite par une application linéaire sous la forme :

R, A,=T, (3.42)

L’existence des colonnes nulles dans la matrice T,, indique la présence de colonnes dépendantes

dans la matrice R,,. La dépendance de ces colonnes a été engendrée par la redondance introduite
a

par le code. Le nombre de colonnes dépendantes doit étre inférieur ou égal a n — k. Notons t;

i-eme colonne de la matrice T,, et tgn) (j) un élément de cette colonne appartenant a la j-éme ligne.
La forme de la matrice T, est décrite sur la figure [3.13]

l

Wi

t9(j) eGF(2™)

Figure 3.13 — Forme de la matrice T,, pour I =n

) (n)

Dans le cas ol tgn est une colonne nulle (i.e. t,

= 0), nous aurons :

R, a” =0 (3.43)
D’apres cette équation, on peut déduire que la colonne agn) appartient au noyau de R,, dans lequel
I'espace du code dual C* est inclus (C+ C ker(R,,)). Alors, cette colonne représente une relation de
parité. Par conséquent, les relations de parité du code sont les colonnes de A,, qui appartiennent

)

au noyau de R,,. Notons N, (i) le nombre de zéros dans la colonne tz(n . Le principe de la recherche
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d’une base de code dual est illustré par I'algorithme [II

Algorithme 1: Identification d’une base du code dual dans le cas non bruité

Entrées : Les données recues r, la taille des mots de code n
Sorties : Une base du code dual D

Construire R,, de taille (M x n) avec r;
Triangulariser R,, = T,, = R,, - Ay;
pour ¢ =1 a n faire
si N, (i) = M alors
| D—Du{a"};
fin
fin

Exemple 3.31.

Prenons l'exemple du code Reed-Solomon RS(7, 3) construit dans le corps de Galois GF(23). La
matrice génératrice de ce code et la matrice de controle de parité sont telles que :

1111111

G=|[12 4 75 (3.44)
1465237
1243675
1465237

H=11 354725 (345)
1627453

La construction de ce code est décrite dans la section 2.3. 1.3l Nous supposons que les parametres
du code n = 7 et k = 3 sont connus a la réception. Notre objectif est d’identifier une base du
code dual lorsque le train de symboles recu r est synchronisé et non entaché d’erreurs :

r=(73755310176160 - (3.46)

La matrice Ry7 de taille (7 x 7) construite a partir des symboles recues r a la forme :

&

|
O U N R O~
WUl O N~ W
W= = o WGl
ORNDNO O W,
— O~ O — =
O~ R WO W
OO O =

L’algorithme du pivot de Gauss appliqué a la matrice R; donne en sortie les matrices T7 et Ay :

T

I
WN WO O
S W Ut Ut W= O
W N~ OO
SO oo oo oo
OO oo o oo
SO oo oo oo
OO O OO oo
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4 77 3 2 1 3
01455 1 4
00 6 7 6 16
A;=]10 0 01 0 0 O
000 01O0O0
000 0O0T1PO0
0 00 0O0O01

D’apres algorithme [Il en utilisant les matrices T7 et Az, on peut déterminer la base :
7 7 7 7
D = (afl, al7, a0, ")

Par conséquent, la matrice de controle de parité du code identifié peut s’écrire :

3571000
;|2 5 6 01 00
H_1110010

346 0001

Cette matrice correspond a la matrice équivalente de la matrice H et elle vérifie la relation :

G-H' =0

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une démonstration théorique et algébrique des comporte-
ments du rang qui sont exploités dans de nombreux travaux pour identifier en aveugle les parametres
des codes correcteurs d’erreurs binaires. Ensuite, nous avons mis en évidence I'impact de la matrice
génératrice sur quelques chutes de rang. Notre étude a donné une explication a I'existence des chutes
de rang multiples qui dépendent des codes ayant des parametres spécifiques. Dans ce contexte, nous
avons proposé une expression générale du calcul du rang afin de traiter les comportements étudiés
du critere du rang.

Nous avons ensuite généralisé 'algorithme d’identification des parametres des codes binaires
basé sur le critére du rang au cas des codes correcteurs d’erreurs dans GF(2™). Nous avons étudié
Iinfluence de la mauvaise estimation des parametres du corps de Galois sur l'identification des pa-
rametres des codes convolutifs dans GF(2"), codes LDPC dans GF(2™) et codes de Reed-Solomon.
Cette étude a démontré la pertinence de l'algorithme d’identification des codes dans GF(2") sous
I’hypotheése que les parametres des corps de Galois (m et le polynéme primitif) utilisés a 1’émis-
sion soient connus ou correctement identifiés par le récepteur. En supposant que les parametres du
code non-binaire ont été identifiés, nous avons présenté dans la derniere partie de ce chapitre un
algorithme pour identifier en aveugle une base du code dual dans des conditions de transmission
parfaite.

Dans le prochain chapitre, nous nous attaquerons au probléme plus ardu d’identification des
parametres des codes non-binaires lorsque les données codées sont entachées d’erreurs.






CHAPITRE
Identification aveugle des
codes dans le cas bruité

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'identification aveugle de la taille des mots de codes et
d’une base du code dual en considérant une transmission bruitée et des codes qui n’engendrent pas
des chutes multiples. Les travaux sur la thématique de 'identification aveugle des parametres du bloc
de codage canal ont été limités pour la plupart a des codes binaires. Des techniques d’identification
aveugle des codes en bloc ont été proposées dans [BGO3LICF(09]. Dans le chapitre précédent, une
méthode basée sur le critere du rang a été proposée pour des codes binaires et non-binaires. Nous
avons démontré la pertinence de cette méthode pour des codes dans GF(q) sous ’hypothese que les
parametres du corps de Galois (I’entier m et le polynéme primitif) utilisés a4 I’émission soient connus
ou correctement identifiés par le récepteur. Dans le cas d’une transmission bruitée, les auteurs
dans [SH05,MGB11] ont proposé une technique pour les codes binaires basée sur la recherche
des colonnes presque dépendantes dans les matrices construites a partir des bits recues. Dans la
premiere partie de ce chapitre, nous généralisons en premier lieu cette technique pour identifier la
taille des codes non-binaires. Puis, nous proposons deux nouvelles techniques plus robustes qui ne
nécessitent pas en entrée la connaissance de la probabilité d’erreur du canal. La deuxieme partie
de ce chapitre est consacrée a I'identification d’une base du code dual en utilisant tout d’abord une
décision ferme ; puis nous montrons que l'utilisation conjointe d’une décision souple associée & une
prise en compte des probabilités de fiabilité de I’estimation des relations de parité déja identifiées
permet d’améliorer la probabilité d’identification de n — k relations de parité. Dans la derniere
partie, une analyse de performances en termes de probabilités d’identification est exposée.

4.2 Identification aveugle de la taille des mots de code

Dans un contexte non-coopératif, le récepteur doit étre capable d’identifier en aveugle les pa-
rametres des codes correcteurs d’erreurs avec la seule connaissance des données recues. L’objectif
de cette section est de proposer une approche robuste permettant d’identifier en aveugle la taille
des mots de code pour des codes non-binaires lorsque les données recues sont entachées d’erreurs.
Dans un tel contexte, la plupart des résultats de recherche publiés ont été limités jusqu’a présent a
la reconnaissance aveugle de la taille des mots de code pour des codes binaires. Dans cette these,
nous proposons trois approches pour identifier en aveugle la taille de mots de code pour des codes
non-binaires. La premiere approche est une généralisation d’une méthode existante utilisée pour
les codes binaires. De ce fait, nous présentons tout d’abord ’état de ’art des techniques existantes
pour des codes binaires et décrivons la technique qui nous intéresse. Ensuite, nous généralisons cette
technique au cas des codes non-binaires. A 'aide de cette généralisation, nous pouvons mettre en
avant des points faibles de la technique existante. Ceci nous a permis de proposer deux nouvelles
approches a 'aide d’approches probabilistes et des criteres de la moyenne et de la variance.
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4.2.1 Codes binaires

L’idée des techniques existantes pour identifier en aveugle la taille des mots de code pour des
codes binaires est de trouver des relations de de parité appartenant a une base du code dual.
Pour ce faire, une approche basée sur la recherche des mots de code de faible poids de Hamming
[Ste89bl [Can98b] a été introduite par Planquette [Pla96]. Cette approche a été améliorée tout
d’abord par Valembois [Val0l] en utilisant des tests d’hypotheses statistiques et par Cluzeau dans
[Clu06al,[CF09]. Une deuxieme technique basée sur la théorie de l'algebre linéaire a été introduite
dans [BGO3| pour un canal non-bruité. Avec cette technique, on peut identifier la taille des mots
de code en étudiant le rang des matrices composées des bits regus réarrangés de fagon appropriée.
Dans le cas d’une transmission bruitée, un algorithme d’élimination de Gauss a été appliqué dans
[SHO5,SHB09.MGBII] aux matrices composées des bits recus entachés d’erreurs afin de trouver le
nombre de colonnes presque dépendantes permettant 1'identification de la taille des mots de code
dans le cas des codes correcteurs d’erreurs binaires. Dans nos travaux, nous nous intéressons a cette
technique que nous généraliserons au cas des codes non-binaires.

4.2.1.1 Principe d’identification

Dans le cadre de I'identification pour les codes binaires, nous avons considéré un canal binaire
symétrique de probabilité d’erreur p.. Les données regues bruitées r;, Vi € {1, ..., L}, sont réorga-
nisées pour construire des matrices Ry, de taille (M x [), avec M > I (voir figure B.I)). Le nombre
de colonnes [ varie entre 2 et I, et le nombre de lignes M dépendant de [ est déterminé par
M = |L)].

Dans le cas d’une transmission non-bruitée, les matrices R; = R; présentent des déficiences de
rang pour ! = a-netl > ng, Ya € N, avec n la taille des mots de code. En pratique, le rang d’une
matrice est calculé en déterminant le nombre de colonnes qui sont linéairement dépendantes, ce qui
permet d’en déduire le nombre de celles qui sont indépendantes. Dans le contexte d’une transmission
bruitée, cette dépendance est perturbée par la présence de bits erronés. Par conséquent, toutes les
matrices R; peuvent étre de rang plein. Dans un tel contexte, les auteurs dans [SHO5,[MGBII]
ont proposé deux algorithmes pour identifier les parametres de codes convolutifs binaires et les
parametres d’entrelaceurs en blocs binaires. L’idée de ces deux algorithmes consiste a chercher les
colonnes qui sont “presque dépendantes” dans les matrices R; en utilisant 1’algorithme de Gauss
dans GF(2). Dans ce cas, les matrices R; seront transformées en des matrices T; qui s’expriment

sous la forme : . .
R -A =Ty (4.1)

ou A; est une matrice inversible de taille (I x [) qui représente les permutations et les combinaisons
de colonnes. La matrice triangulaire obtenue T, est de taille (M x [). La méthode d’identification
de la taille des mots de code binaire présentée dans [MGB11] est basée sur la recherche des colonnes

presque dépendantes en étudiant le nombre de 1 (ou 0) dans les colonnes des matrices T;.

4.2.1.2 Description de la méthode

Notons By(i) une variable contenant le nombre de 0 de la i-éme colonne de la matrice T,. La
variable By(i) est étudiée en fonction de [ :

e Pour #% a-noul < n, avec ng la taille de la premiere matrice de rang déficient : les matrices
R; seront de rang plein. Dans ce cas, la variable By(i) suivra la loi binomiale B(M,1/2).

e Pourl =« -netl>n,: lavariable B)(i) aura deux comportements en fonction de i :

— Si i est I'indice d’une colonne presque dépendante : B;(7) suivra la loi binomiale B(M, P;),
avec P; la probabilité qu’'un élément de la i-eéme colonne de T soit nul.
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— Si i n’est pas l'indice d’une colonne presque dépendante : Bj(i) suivra la loi binomiale
B(M,1/2).

Valembois a démontré dans sa these [Val00] que la probabilité P; d’avoir un coefficient nul, noté

fz(l) (7), dans la i-eme colonne de la matrice T, peut s’écrire :

O]
-0, . 1+ (1—2-pp)wr@?)
P = Pr[i(j) = 0] = ( ; ) (4.2)

0

1

0

ol wy(a;’) est le poids de Hamming de la i-eme colonne de la matrice A;, notée a;".

Notons ~ le seuil de décision et Q(I) ’ensemble contenant les colonnes presque dépendantes de

@

la matrice R;. L’appartenance de la i-eme colonne de Ry, notée r;”, a Q(I) peut étre déterminée

au regard des deux comportements de B;(i) comme suit :

{Si Bi(3)

> & -y alors ) e Q)
Si Bi(i) <

-y alors rz() ¢ Q(l) (43)

—

M
2

M
2

Les auteurs dans [MGB11] ont montré que le seuil optimal 7,,+ dépend de la probabilité d’erreur
du canal p.. Pour une colonne 4, le seuil optimal v,,; a été calculé par la minimisation de la somme
des probabilités de fausse alarme et de non-détection. Ce seuil est défini par :

[42)

Yopt = argmin | 1+ Z (M - l) . {2l—M _ ij (1 Pi)M_l_j (4.4
v = j

Apres avoir déterminé le seuil optimal pour chaque colonne 7, on peut détecter la colonne qui
appartient a 'ensemble Q([). La taille des mots de code peut étre identifiée par :

n = mode(diff(Z)) (4.5)
avec Z ’ensemble défini par :

T ={l € [2,lmaz]|card(Q(1)) # 0} (4.6)

ou les fonctions diff(x) et mode(x) sont définies par :

e Fonction diff(x) : la sortie de cette fonction est un vecteur de taille s — 1 dont les élé-
ments sont calculés comme la différence entre deux éléments successifs du vecteur x =

(z(1) =(2) -+ x(s)):
diff(x) = (z(2) —2(1) -+ a(s) —z(s—1)) (4.7)
e Fonction mode(x) : cette opération donne la valeur qui a 'occurrence la plus élevée dans le
vecteur X.

Exemple 4.32.

Prenons I'exemple du code convolutif C(3,2,3) défini par la matrice génératrice :

741
G_<257>
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0 . . T . . T

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45
Nombre de colonnes dans R,

Figure 4.1 — Nombre de colonnes presque dépendantes dans R, codée par C(3,2,3) pour
pe = 0.01

Sur la figure [l nous représentons le nombre de colonnes presque dépendantes Q(I) pour
différentes valeurs de [ et une probabilité d’erreur du canal p, = 0.01. On peut remarquer que
peu de colonnes presque dépendantes ont été détectées. Nous indiquons dans le tableau ci-dessous
les ensembles Z et diff(Z) qui vont étre utilisés pour identifier la taille n.

T |21[24]27[30(33(36]|39|42]|45
diffz) | | 3|33 |3|3|3|3]3

Tableau 4.1 — Nombre de colonnes presque dépendantes pour C(3,2,3) et p. = 0.01

Afin de déterminer la valeur identifiée de n, I’équation (£3]) est utilisée. Cette valeur est égale
a 3 qui correspond a la bonne taille des mots de code.

La méthode présentée dans cette section peut étre appliquée uniquement aux codes binaires.
Par la suite, notre objectif est de présenter des méthodes plus générales qui peuvent étre appliquées
aux codes binaires et non-binaires. Nous nous intéressons en particulier aux codes en bloc. Mais,
nos algorithmes peuvent étre également appliqués aux codes convolutifs.

4.2.2 Codes non-binaires

Dans cette section, nous démontrons qu’il est possible de généraliser la technique d’identification
aveugle proposée dans [SHOS/SHBOI] et décrite précédemment au cas des codes en bloc non-binaires
a condition que les parametres du corps de Galois soient connus par le récepteur. Pour atteindre cet
objectif, il est nécessaire de détecter les colonnes presque dépendantes dans les matrices composées
de symboles du corps GF(2") entachés d’erreurs en étudiant la probabilité de détection de ces
colonnes, notée P;. Le calcul de P; est essentiel afin de déterminer le seuil optimal de détection. Le
comportement de ce seuil en fonction de P; et du nombre de lignes M sera étudié. Nous montrons que
cette technique généralisée et la technique mise en oeuvre pour identifier la taille des codes binaires
nécessitent la connaissance de la probabilité d’erreur du canal p.. Pour cette raison, nous proposons
deux nouvelles approches plus robustes, car elles nous permettent I’identification aveugle de la taille
des mots de code pour des codes en bloc non-binaires et binaires sans utiliser la probabilité d’erreur
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pe- Ces deux nouvelles approches sont basées sur l'analyse des comportements de la moyenne
arithmétique et de la variance du nombre de zéros dans les colonnes des matrices construites par
lalgorithme d’élimination de Gauss dans GF (2™).

Afin d’évaluer nos algorithmes d’identification aveugles, nous supposons que les séquences codées
sont transmises a travers un canal g-aire symétrique (QSC) qui est le canal le plus simple. Mais,
nos algorithmes peuvent fonctionner avec tous les types de canaux. Cependant, il est nécessaire
que la probabilité d’erreur symbole p. calculée a la sortie du démodulateur soit connue dans le
cas notre premier algorithme. En effet, les blocs de la chaine de transmission : le modulateur, le
canal de transmission et le démodulateur peuvent étre modélisés par un canal non-binaire. Comme
mentionné dans le chapitre 2, il existe différents modeles de canaux physiques de transmission.
Lorsque les données modulées par une modulation QAM d’ordre ¢ sont transmises sur un canal
BBAG, la probabilité d’erreur p. calculée a la sortie du démodulateur peut étre déterminée par
Iéquation (Z.I0). Dans [Cra91], une méthode simple pour calculer I'expression théorique de la
probabilité d’erreur p. dans le cas d’une modulation par déplacement de phase (PSK : Phase-
shift keying) sur un canal BBAG a été proposée. L’expression théorique de la moyenne de cette
probabilité pour un canal de Rayleigh a trajets multiples a été étudiée dans [CSA95] dans le cas
d’une modulation PSK d’ordre élevé et dans [LTCI8| dans le cas d’'une modulation QAM. Dans le
contexte de la radio cognitive, le modele du canal a trajets multiples est le plus utilisé. Ce modele
réaliste engendre des erreurs groupées ou bursts qui peuvent étre corrigées par 'utilisation d’un
entrelaceur en association avec des codes correcteurs d’erreurs. Dans cette situation, les erreurs
a la sortie du désentrelaceur en réception peuvent étre modélisées par un canal QSC lorsqu’une
opération de décodage a décision ferme est utilisée.

4.2.2.1 Description de la méthode

Le principe de la méthode basée sur le critere du rang illustré dans le chapitre précédent est
de chercher le nombre maximum de colonnes linéairement indépendantes dans les matrices R; qui
sont construites a partir des symboles non-entachés d’erreurs ¢;. Cela nous permet de calculer le
nombre de colonnes linéairement dépendantes dans la matrice R;. Dans le cas d’une transmission
bruitée, toutes les matrices R; construites de la méme facon que R; en utilisant des symboles regus
entachés d’erreurs r; peuvent étre de rang plein. Une matrice R, peut s’exprimer en fonction de R;
par :

Rl =R;+ E; (4.8)
ou E; est une matrice de taille (M x [) construite de la méme facon que R; en utilisant les erreurs
introduites par le canal de transmission. Donc, la dépendance des colonnes est perturbée par la
présence des erreurs dans quelques symboles regus. Dans un tel contexte, les auteurs dans [SHO5.
SHB09] ont proposé, dans le cas des codes binaires, de chercher le nombre de colonnes presque
dépendantes dans les matrices composées de bits recus en utilisant 1’algorithme d’élimination de
Gauss dans GF(2). Nous avons illustré en détail le principe de cette méthode dans la section
421l Inspiré par cette idée, il suffit, dans le cas des codes correcteurs d’erreurs non-binaires,
d’appliquer D'algorithme d’élimination de Gauss dans GF(2™) a la matrice R; pour obtenir une
nouvelle matrice T; de taille (M x [) qui n’est pas forcement une matrice triangulaire. Les sorties
de lalgorithme de Gauss sont la matrice T, et la matrice A;, ot A; décrit les opérations de
combinaisons et de permutations de colonnes. Comme dans le cas binaire, cet algorithme peut étre
défini par Papplication linéaire décrite dans 1’équation (Z.1)).

Dans le cas d’une transmission non-bruitée, le nombre de colonnes dépendantes dans Ry, pour
Il =a-n,Va € N, correspond au nombre de colonnes nulles dans la matrice T; (R; - A; = T)). La
forme de la matrice T; est décrite sur la figure
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0

\1

M

t9(j) eGF(2™)

0

Figure 4.2 — Forme de la matrice T; pour l = a-n

En raison de la présence des erreurs introduites par le canal dans Ry, pour I = a-n, ot @ € N, les
colonnes de T, qui correspondent aux colonnes presque dépendantes dans R; contiennent certains
symboles non-nuls. En utilisant les équations (L) et (L8]), la matrice T, peut s’écrire sous la
forme :

']N:‘l =T+ E;- A (49)

L’idée de nos algorithmes est d’étudier le nombre de zéros dans les colonnes de T; afin de détecter
les colonnes presque dépendantes dans R;.

Notons By(7) le nombre de zéros dans la colonne ’Egl). Cette variable sera étudiée en fonction de [
en supposant que les bits représentant un élément du corps GF(q), pour ¢ = 2™, sont indépendants
et uniformément distribués.

e Pour [ # « - n : les matrices R, se comportent comme des matrices non-binaires aléatoires.
Alors, elles sont souvent de rang plein et il n’y a pas de combinaison linéaire entre les colonnes.
Dans ce cas, By(i), pour tout ¢ € [1,[], suit une loi binomiale B(M,1/q) de moyenne égale a
M/q.

e Pour [ = a - n : il existe normalement au moins une combinaison linéaire dans le cas d’une
transmission non-bruitée. La variable Bj(i) sera égale & M pour ¢ une position de colonne
dépendante. Dans le cas d’une transmission entachée d’erreurs, cette variable aura deux com-
portements possibles en fonction de i.

— Si ¢ n’est pas une position de colonne presque dépendante : la variable B;(i) suivra une
loi binomiale B(M,1/q) de parametres M et 1/q comme dans le cas de [ # a - n.

— Si 4 est une position de colonne presque dépendante : la variable Bj(i) suivra une loi
binomiale de parametres M et P;, notée B(M, P;). Le parameétre P; correspond a la

probabilité d’avoir un coefficient fl(-l)(j) égal 4 0 (i.e. P, = Pr [52(1) (j) = 0] ).

Dans le cas des codes binaires, la probabilité P; a été calculée dans [Val00] et elle est définie par
léquation (£.2). Cependant, elle n’a jamais été étudiée dans le cas général de codes dans GF (q). Le
calcul de cette probabilité est indispensable afin de détecter les colonnes presque dépendantes dans
R; en délimitant les deux comportements de B;(i) en fonction de i. Notre objectif est d’étudier la
probabilité P; dans le cas des codes non-binaires. Par la suite, nous présentons I’étude théorique de
P;.
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4.2.2.2 Calcul de la probabilité P; d’avoir 0 dans la colonne tl(i)

Pour [ = n et ¢ une position de colonne presque dépendante, le coefficient fgl) (j) de la colonne

fgl) peut étre obtenu, en utilisant 1’équation (£9), par :

i) =) +Za D =>"a ) () (4.10)

k=1
ou t( )( /) = 0. Dans le cas d’une transmission non-bruitée, la somme » ;'_, (l)(k:) : eg)( j) est nulle
car el(j)( ) =0,Vk € {1,--- ,n} et Vj € {1,--- ,M}. En revanche, dans le cas d’une transmission

bruitée, les coeflicients e(l)( i) € GF(2™) correspondent aux erreurs introduites par le canal et

additionnées aux symboles r( )( /) € GF(2™) afin de générer des symboles bruités 7"( )( j) € GF(2™).
Notre objectif est de determlner P; la probabilité de détecter un coefficient nul dans la colonne
() Cette probabilité peut étre définie par la probabilité d’avoir > ), (l)(k) . e,gl)(j) = 0 (ie.

PZ- = Pr|> Z(l)(k:) e,(gl)( j) = 0|). Notons N;(I) le nombre minimal de combinaisons linéaires
requises pour obtenir la colonne ’EZ(-Z). Alors, il peut exister des positions parmi N;(l) ou egl) (j) =0.
Ainsi, P; peut étre définie par la probabilité davoir >, agl)(kz) . e,g)(j) = 0 ou s correspond au
nombre de positions parmi N;(l) ou e ( ) #0 :

Ni(1)
P=PriX=0/+)Y Pr(X

=5 Za(l) () = 0] (4.11)

ou X est une variable aléatoire qui représente le nombre de positions parmi N;(l) ou e ( ) # 0. En

effet, nous montrons dans I’annexe [E]l que la probabilité P; d’avoir tNZ(l)( j) = 0 peut étre déterminée

par :
pe g\

P = 4.12
i . (4.12)
Dans le cas de GF(2) (i.e. ¢ = 2), cette probabilité peut s’écrire sous la forme :
1+ (1—2-p )N
P + ( Pe) (4_13)

2

On peut vérifier que cette expression correspond bien a I’équation (4.2).

Apres avoir étudié les comportements de la variable By(i) et le calcul de la probabilité P;, nous
décrivons par la suite le principe des trois méthodes proposées pour identifier en aveugle la taille
des mots de code pour des codes dans GF(2™).

4.2.3 Les algorithmes d’identification

Dans cette partie, nous présentons trois méthodes permettant d’identifier la taille des mots
de code d'un code linéaire non-binaire dans un environnement bruité. Les trois méthodes sont
basées sur le principe de la recherche des matrices R; de rang déficient, qui correspondent aux
matrices ayant au moins une colonne presque dépendante. Dans la premiere méthode, 'idée est de
délimiter les comportements de B;(i) en déterminant un seuil optimal qui dépend de p.. Dans la
deuxieme et la troisieme méthode, des calculs statistiques sont utilisés pour détecter des matrices
de rang déficient sans connaitre la probabilité d’erreur p.. Pour la deuxieme méthode le critere de
la moyenne arithmétique est appliqué a B;(i) et pour la troisieme méthode, le critere de la variance
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est utilisé.

4.2.3.1 Algorithme basé sur le nombre de colonnes presque dépendantes

L’identification de la dimension d’un espace vectoriel engendré par un code C est équivalente a
trouver celle d’un espace vectoriel engendré par son code dual C*. Pour tout vecteur h appartenant
4 C et pour tout mot de code r de C, la relation entre les deux est définie par I'expression r-h” = 0.
Dans des conditions de transmission non-bruitée, la matrice R,,, pour | = n, qui est composée de
M mots de code de longueur n, doit satisfaire :

R, -hT =0 (4.14)

On peut remarquer que h appartient au noyau de R,,, noté ker (R,,). Alors, on a C+ C ker (R,,).
(

in) dans la matrice T, est obtenue par la multiplication de la matrice R,,
(n)

1

Puisqu’une colonne nulle t

composée des mots de code avec une colonne a

(n)

7

, cette derniere vérifie alors la relation définie par

appartient & I’espace du code dual C*. Donc, trouver

@

; qui appartiennent au
code dual C*. Dans une transmission bruitée, un vecteur h représente une équation de parité (i.e.
h € Ct) avec une grande probabilité si la relation R; - h” a un faible poids de Hamming [Bar(7].
On peut conclure que agl) appartient & C si la colonne correspondante fgl) =R, agl) a un faible

poids de Hamming, c’est-a-dire un nombre faible d’éléments non-nuls. De ce fait, notre objective
~ l)
t(
7

I’équation ([@.I4). De ce fait, la colonne a

des colonnes dépendantes dans R; est équivalent & trouver des colonnes a

est de déterminer les colonnes qui ont un nombre élevé de zéros.

La variable B;(i) a deux comportements qui dépendent de appartenance ou non de la colonne

agl) au code dual Ct :

O]

e si le vecteur a;’ n’appartient pas au code dual : Bj(i) suit une loi binomiale B(M,1/q) de

M
moyenne M /q. Le nombre moyen de zéros contenus dans la i-éme colonne sera proche de —.

El) appartient au code dual : Bj(i) suit une loi binomiale B(M, P) de moyenne

M - P;. Le nombre moyen de zéros contenus dans la i-eme colonne sera proche de M - P;.

e si le vecteur a

Le nombre minimal de combinaisons linéaires nécessaires pour obtenir la i-eme colonne de la matrice
O] O]

;- Puisque Egl) et a,

,~ ont le méme poids,

T, N;(1), correspond au poids de Hamming du vecteur t
alors :

Ni(l) = w (aﬁ”) (4.15)

Pour délimiter les deux comportements de la variable B;(7), il est judicieux de fixer un seuil, noté

7, et décider si agl)

Ho et Hq tel que :

appartient ou non au code dual. Dans ce cas, nous définissons deux hypotheses

Ho si agl) € Ct et Hy si agl) ¢ ct (4.16)

Les deux comportements de Bj(i) sont délimités comme suit :

M

S% Bl(z:) > E -1 alors Ho (4.17)
Si By(i) < 7 - n alors Hy

Maintenant, notre objectif est de calculer un seuil optimal 7., qui permet de minimiser la
probabilité de mauvaise détection d’une colonne presque dépendante, notée P,,4, qui correspond a
la somme de la probabilité de fausse alarme, notée Py,, et de la probabilité de non-détection d’une
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colonne théoriquement dépendante, notée P,,4. Afin de déterminer les probabilités Py, et P,q, nous
allons étudier les comportements de la variable B;(i) en fonction des deux hypotheses Hg et H; :

suit une loi binomiale B(M, P;). Alors, la probabilité
-mest:

Sous I’hypotheése H : la variable B;(

i)
d’avoir la variable Bj(i) supérieure a

q

M
M : :
Prim) > ot = X (M) a-pyp (4.13)
q M J
J=L7'77J+1

Sous I’hypothése H; : la variable Bj(7) suit une loi binomiale B(M,1/q). Alors, la probabilité
d’avoir la variable Bj(i) inférieure ou égale % - est :

M,
il

Pr [Bl(z') < % | 7—[1] = > ({‘f) -(q%ﬂzMj (4.19)

j=0

En utilisant ces deux probabilités, nous allons calculer la probabilité de fausse alarme Py, la
probabilité de non-détection P, 4 et la probabilité de détection, notée Pyg;.

Calcul de la probabilité de fausse alarme Py, : cette probabilité correspond a décider que
O]

.’ appartient au code dual Ct alors qu’en réalité elle n’y appartient pas. Cette
probabilité peut étre déterminée par :

la colonne a

M .
, M M —1)M—J
Py, = Pr [Bl(z) >— 7| 7—[1} = § ( ) . % (4.20)
q Y; J q
J=L7'77J+1

Calcul de la probabilité de non-détection P,; : cette probabilité correspond a décider que

0

. N L . “1ey 2 .
la colonne a;’ n’appartient pas a C— alors que elle y appartient. Cette probabilité correspond

a:
v L&n) Iy
Ppa = Pr [Bl(i) <—-n] ”Ho] = ( ) Pl (1= P)M (4.21)
q = \J

Calcul de la probabilité de détection P, : cette probabilité est définie par :

M LMY »
Py =1—P,g= Pr [Bl(l) >— 7| 7‘[0:| = Z ( . ) . PZJ (11— PZ')Mij (4.22)
! j=1 4 n)+1

En utilisant les équations (£20) et (£.22), le seuil optimal peut étre déterminé par :
Nopt = argminy, (Pyq) = arg miny, (Pra + Pfa) = argmin,, (1 + Pro — Pyet)

M) o - R )

. 4.23
= argmin, 1+zjj‘ilﬂ_ﬂ+1 (4.23)
q

Nous pouvons remarquer que le seuil optimal 7,, dépend des parametres : M, g et P;. Or,
d’apres 'équation (LI2), le parametre P; dépend de la probabilité d’erreur p. et du poids de
O]

Hamming w (ai ) Donc, nous allons étudier la probabilité de mauvaise détection d’une colonne

presque dépendante en fonction du seuil.
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La probabilité de mauvaise détection P,4 en fonction du seuil 7 est représenté sur la figure
pour les parametres suivants : ¢ = 2%, M = 500, p. = 0.01 et w <a(l)> = 20.

1

1
T =

0.8

0.6

l:'wd

0.4

o.zl . | J

0
01234567 289101112131415
n

Figure 4.3 — Probabilité P,q en fonction du seuil n

Nous observons que la probabilité P, est quasiment nulle lorsque le seuil 1 € [Mmin, Tmaz] =
[2,12], ol Npin €t Nmar sont définis par les bornes minimale et maximale de I'intervalle dans lequel
la probabilité P,y est minimale. En revanche, notre objectif est de chercher une valeur précise du
seuil optimal qui correspond & la valeur minimale de P,,q et permet de délimiter les comportements
de la variable B;(7). L’idée est donc de calculer la dérivée premiere de P4 et de trouver la solution

de I’équation :
and(UOpt)

o =0 (4.24)

Afin de simplifier le calcul, une loi normale peut étre utilisée pour approcher les lois binomiales
de B;(i) lorsque M est grand [Bog05|. Ainsi, les deux comportements suivront :

e Si a(l) ect:

i By(i) = N (po, 03) (4.25)

e Sial) ¢t
By(i) = N (1. 01) (4.26)

ol NV (,uo, O'g) est une loi normale de parametres ug = M- P; et 0(2] =M-P-(1-P) et N (,ul, O'%) cor-
respond & une loi normale de parameétres p; = M/q et 0? = M -(q—1)/q?. Dans cette configuration,
le test statistique suivant peut étre utilisé pour distinguer les deux comportements :

{Si By(i) > 7 alors Ho (4.27)

Si By(i) <1 alors H;
M
q
Alors, la valeur optimale du seuil /) minimisant la probabilité de mauvaise détection P4 peut

Topt = argmin <1 —¢ <L — Ml) +9¢ <L — MO)) (4.28)
n 01 oo

ou ¢(z) est la fonction de répartition de la loi normale réduite :

en posant 7 = 1 un nombre réel de l'intervalle [0, M].

étre calculée par :

1 o2
() = m-/_ooe T - dt (4.29)
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Afin de trouver une valeur précise de 7y, la dérivée premiere de P4 est calculée. Le lecteur intéressé
pourra se référer a ’annexe [F] ot un calcul détaillé de la dérivée est présentée. Cette dérivée sera

nulle lorsque 7j,,¢ est une solution de ’équation du second degré ci-dessous :
o) A _
- Mot + 0 Topt + ¢ =0 (4.30)

avec :
— 42 2

2 2

b=2- (0% — o o)

g1
C=u3'0%—/ﬁ'03—2-00-01-ln<0—0>

En remplacant les parametres pg, 1, O'g et o par leurs valeurs, les coefficients a, b et ¢ peuvent

s’écrire :

Impact des parametres utilisés sur le seuil de décision

Dans le cadre de cette étude, la variation du parametre M n’a aucun effet en pratique sur la
valeur du seuil 7. Pour évaluer I'impact du parametre p. sur la valeur du seuil, nous représentons
sur la figure 4] 1a probabilité de mauvaise détection P4 en fonction de 77/M et de p,. en supposant
g=2etw (agl)) = 20. Pour chaque valeur de pe, le seuil optimal 7)., qui correspond a la

racine de I'équation (£30) est calculé. Les valeurs normalisées calculées de f,p /M et de U'intervalle
[Mmin /M, imae /M|, dans lequel P4 est proche de zéro, sont indiquées dans le tableau

1 ’ i

p =0.005 . ;

08f .= = p =0.01 | i

e ' -

- =~ p=0.02 !

1

0.6 _ 1 N
] B R p,=0.03 | i
oy 1 ]
04 ERRRRN
Lo

1 B

0.2 1 1

1 1

, !

o :
0 01 02 03 04 0506 07 08 09 1
/M

Figure 4.4 — Puwq = f(7/M,p.) pour ¢ = 237 M = 2000 et w (ay)) =20
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Pe | Nopt/M | [imin/M, fimaz /M]
0.005 | 0.5388 | [0.1865,0.8795]
0.01 | 0.4468 | [0.1865,0.788]
0.02 | 0.3532 | [0.1865,0.637]
0.03 | 0.2991 | [0.1865,0.519]

Tableaw 4.2 — Seuil optimal 7jop: et intervalle du seuil en fonction de pe

~ 0

D’apres la figure 14 nous pouvons déduire que l'intervalle du seuil qui satisfait Py,q
diminue lorsque la valeur de p. augmente. Pour toute probabilité d’erreur p., le seuil minimal 7,5,
est stable. Par contre, le seuil maximal 7,4, dépend de la valeur p.. En effet, en utilisant le tableau
4.2, nous pouvons vérifier que le seuil optimal 7)op; €t 7mqe, diminuent lorsque la probabilité d’erreur
Pe augmente.

Pour p. = 0.01, nous montrons sur la figure I’évolution de la probabilité de mauvaise détec-

tion en fonction du seuil pour différentes valeurs de w <a§l)>. Dans le tableau 3] nous présentons

lintervalle [fmin/M, Nmaz /M| et les valeurs de fop /M en fonction de w <a§l)>.

1 —
1 o
w(af”)—lo : !
L 1
] R B P w(a")=20 N
- = = w@®=30 -
0.6} ! 11
O I Ry w(ai(l))=40 '
= Lo
041 !
1 1
[
02} P
p !
L s
¢

ol : ;
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
7/ M

Figure 4.5 — Pya=f (ﬁ/M,w (agl))) pour M = 2000, p. = 0.01 et ¢ = 23

w <az(‘l)> fopt /M| [imin /M, Timaz /M ]
10 0.5384 [0.1535,0.879]
20 0.4468 [0.1535,0.788]
30 0.3924 [0.1535,0.708]
40 0.3539 [0.1535,0.6385]

Tableau 4.3 — Seuil optimal 7op: et intervalle du seuil en fonction de w (agl))

D’apres la figure et le tableau [4.3] nous pouvons observer une influence significative du

parametre w <a§l)> sur la valeur optimale du seuil 7jo,¢ /M et Uintervalle [fpin /M, ez /M]. Lorsque

la valeur de w (agl)) augmente, le seuil 7,y et le seuil maximal 7),q, diminuent. Cependant, le seuil

(@

.. . , . ,
minimal 7,3, n’est pas influencé par w <ai >
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Sur la figure [0, la probabilité P,y en fonction du seuil 7/M est représentée pour g €
{4,8,16,32}. Nous constatons que 'intervalle du seuil s’agrandit en augmentant le cardinal du
corps de Galois g, alors que le seuil optimal 7j,,; diminue. Pour chaque valeur de ¢, l'intervalle
[Nmin /M, Mmaz /M| et les valeurs de 7jop: /M sont récapitulés dans le tableau L4l D’apres la figure
et le tableau [£4 nous constatons que le seuil optimal 7. est constant lorsque g augmente.
Cependant, la valeur de 7, est influencée par la variation de ce parametre.

I T
T == ]
ST B R =8
0.85|i - - gel6
B O q=32
B
067y -
& !
o !
0.4p:t 1
S
o
02p:y !
|I
i j

0— H——H——3¢ :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
/M

Figure 4.6 — P,q = f(//M,q) pour M = 2000, p. = 0.01 et w (agl)) =20

0 | fopt/M | limin/ M, fimae /M]
0.5549 [0.2865, 0.7895]
8 0.4468 [0.1565, 0.7895]
16 | 0.3545 [0.0857 0.7895]
32| 0.2761 [0.0475, 0.7895]

Tableaw 4.4 — Seuil optimal 7jop: et intervalle du seuil en fonction de ¢

Dans cette partie, nous avons étudié, par des exemples, I'impact des parametres p., w agl)) et

q sur le seuil optimal normalisé 7o /M et sur I'intervalle [fpin /M, Tmaz /M| afin de montrer que ce
seuil est sensible a la variation de ces parametres. De ce fait, la détermination du seuil optimal est
essentielle pour identifier la taille des mots de code n & partir des comportements de Bj (7).

Description de P’algorithme

Notons @Q(l) le nombre de colonnes presque dépendantes pour chaque matrice R; tel que :
Q1) = Card{i € [0,1], Bi(i) > fopt } (4.31)

En utilisant cette variable, on peut détecter la présence des colonnes presque dépendantes dans R;.
En effet, si toutes les colonnes sont indépendantes alors Q(I) sera égal & zéro. S’il existe quelques
colonnes presque dépendantes, alors Q(l) sera non-nul. En présence d’erreurs de transmission, il
est possible de trouver des colonnes presque dépendantes pour des matrices de taille [ # « - n, ou
a € N. Dans ce cas, la variable Q(!) sera non-nulle.

Afin d’identifier la taille des mots de code, I'idée est de trouver la distance dont 'occurrence est
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la plus élevée dans I’ensemble, noté Z, défini par :

1= {l =1, 7lmam‘Q(l) # O} (4.32)

Ainsi, la taille identifiée des mots de code, notée 7, est obtenue par :

7 = mode(diff(Z)) (4.33)

Un bref résumé de la méthode basée sur le nombre de colonnes presque dépendantes est présenté
dans 'algorithme [21

Algorithme 2: Algorithme basé sur le nombre de colonnes presque dépendantes

Entrées : 1, M, g et p,
Sorties : La taille identifiée de mots de code 7

pour [ =1 ad l,,,, faire
Construire la matrice R; de taille (M x 1)
Rl — Tl = Rl . Al
pour i =1 a [l faire
Compter By(i)
Calculer P (4.12)
Calculer 7jop; (E30)
si By(i) > 7jopt alors
| QU =Q()+1
fin

fin

fin
Construire ’ensemble Z (4.32))

Déterminer n (£33)

Exemple 4.33.

Considérons le code de Reed-Solomon RS(15,11) dans GF(2%). Nous essayons d’identifier la taille
des mots de code dans le cas d’une probabilité d’erreur p. = 0 et ensuite p, = 0.01. Pour p, = 0,
nous représentons sur la ﬁgure le nombre de colonnes presque dépendantes (1) en fonction
de [ € [1,50]. A travers cette figure, nous pouvons vérifier que Q(I) # 0 pour des matrices R,
de taille [ = o - n. En effet, il existe quelques colonnes presque dépendantes dans chaque matrice
f{a.n. Leur nombre est déterminé par :

Q) =1—rang (f{l> =a-n—rang (Ra.n> =a-(n—k)

Pour p. = 0.01, nous représentons sur la figure le nombre Q(I) en fonction de I. Pour
détecter les colonnes presque dépendantes, il est souhaitable de calculer le seuil optimal donné
par I’équation (A30) pour chaque vecteur agl) afin de délimiter les deux comportements de la
variable Bj(7). Nous pouvons vérifier que Q(l) est non-nul pour les matrices de taille | = a.n,

mais nous remarquons sur cet exemple que Q(a - n) < a- (n — k).
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est 15.

Q)

15 30
nombre de colonnes 1

(a) Cas pe =0

45

15 30
nombre de colonnes 1

(b) Cas pe = 0.01

45

Figure 4.7 — Nombre de colonnes presque dépendantes pour le code RS(15,11)

leZ [15]30] 45
QU | 464
diff(Z) 15 | 15

Nous récapitulons, pour p. = 0.01, dans le tableau les tailles des matrices pour lesquelles
Q(1) # 0 (i.e. 'ensemble Z défini dans (£.32)) ainsi que le nombre de colonnes presque dépendantes
(i.e. la variable Q(I) définie dans (A.31])). En utilisant ’équation ([A33]), la valeur identifiée de n

Tableau 4.5 — Nombre de colonnes presque dépendantes pour p. = 0.01

Dans la méthode présentée dans cette partie, la détermination du nombre de colonnes presque
dépendantes (Q(l)) est basée sur le calcul des Bj(i) et du seuil optimal 7j,,:. Cependant, ce seuil
dépend de la valeur de la probabilité d’erreur du canal p. qui est inconnue pour le récepteur. Donc,
il faudrait estimer ce parametre avant d’appliquer cette méthode d’identification. Une deuxieme
technique d’identification basée sur le critere de la moyenne arithmétique qui ne nécessite pas
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I'estimation de p, est illustrée dans la prochaine partie.

4.2.3.2 Algorithme basé sur le critéere de la moyenne

La moyenne arithmétique des variables By(i), ou i € [1,[], notée Ej, est définie par :

E = w (4.34)

Définition 4.18. Soient X1, Xs, -+ , X,, des variables aléatoires indépendantes qui suivent res-
pectivement les lois :

N(MMU%)J\/(M%U%) 7"'7N(/1/7H70-72n)

(X1 +Xo+4Xm)
m

Alors, la moyenne définie par suit la loi :

N(ul+u2+---+um,a%+o%+---+0%m) (4.35)

m m2

Nous rappelons que la variable Bj(i) qui est le nombre de zéros dans la i-eme colonne de la
matrice T; a deux comportements possibles en fonction de [ :

e Sil # a-n, pour a € N, la variable B(4) suit la loi normale N/ (,ul, a%) pour toutes les colonnes
i de T;. En utilisant la définition @18 la moyenne E; suivra :
2

E; — N (,ul, %) (4.36)

Dans ce cas, la moyenne sera proche de M/q.
e Sil=a-n, pour a € N:

— Si la i-eme colonne est presque dépendante, la variable Bj(i) suit une loi normale de
parametres N (po, 03).

— Si la i-eme colonne n’est pas presque dépendante, la variable B;(i) suit une loi normale
de parametres N (u1,0%).

Ainsi, pour [ = «a - n, la moyenne FEj suit la loi :

[)- ki - 1) -0+ k -0}
ou Q(l) est le nombre de colonnes presque dépendantes dans la matrice Ryet by =1 — Q)
est le nombre de colonnes indépendantes dans la méme matrice. Nous mentionnons que le
nombre de colonnes presque dépendantes Q(I) est déterminé par I’équation (£3I)). Dans un
environnement non-bruité, la moyenne E; est quasiment stable & :

M-(qg-(n—k)+k)

E = 4.38
! = (4.38)

Nous remarquons deux comportements de F; en fonction de l=a-noul#a-n:

{Sil#a-nalorsElz% (4.39)

Sil=a«-n alors £} >
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L’écart entre ces comportements nous permet de trouver les matrices dont le nombre de colonnes
[ est un multiple de n. Notons J ’ensemble de valeurs de [ lorsque 1'écart E; — % >0:

M
j:{lzl,--- ,lmM]El——>0} (4.40)
q

La taille identifiée de mots de code sera telle que :

n = mode(diff(J)) (4.41)

L’algorithme proposé pour identifier en aveugle la taille des mots de code en se basant sur le
calcul de la moyenne arithmétique est résumé dans I’algorithme [3

Algorithme 3: Algorithme basé sur le critere de la moyenne

Entrées : r, M et ¢
Sorties : la taille identifiée de mots de code 7

pour [ =1 a l,,, faire
Construire la matrice R; de taille (M x 1)
Rl — Tl = Rl . Al
pour ¢ =1 a [ faire
‘ Compter By(7)
fin
Calculer F;

fin
Construire I'ensemble 7 (4.40)
Déterminer n (£4T])

Exemple 4.34.

Reprenons l'exemple précédent du code RS(15,11) dans GF(2?). La moyenne E; normalisée par
M, ot M est fixé a 1000, est représentée sur la figure L8 Sur la figure [4.8(a)l une probabilité
d’erreur nulle (i.e. p. = 0) est considérée. Pour [ # « - n, nous pouvons vérifier que la moyenne E
normalisée par M est quasiment constante a 1/¢q = 0.0625. Pour | = «- n, la moyenne Ej satisfait
I’équation (438 :
1

—(g-n—k)+k)=0.3125

T (¢-(n—k)+k)
Nous pouvons observer des pics pour [ = « - n. Ces pics correspondent a une valeur de % - % =

0.25 > 0. Sur la figure Iécart % — % est représenté en fonction de [ pour p. = 0.01. En
utilisant le définition (£40), ’ensemble J est présenté dans le tableau Par conséquent, en
utilisant ’équation ([4.41]), la taille identifiée des mots de code est 7 = 15. Nous pouvons constater
qu’il existe toujours des pics pour [ = « - n dans le cas de p. = 0.01. Les valeurs de ces pics se
dégradent par rapport au cas de p. = 0. Cependant, elles permettent une estimation correcte de
la taille des mots de code.

leJ | 15|30 |45
diff(.7) 15 | 15

Tableau 4.6 — Taille de matrices R; pour % — % >0
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Figure 4.8 — Ecart entre la moyenne E;/M et 1/q

4.2.3.3 Algorithme basé sur le critére de la variance

Dans cette section, nous présentons une méthode d’identification plus robuste et généralisée aux
codes correcteurs d’erreurs dans GF(2). Cette méthode consiste a calculer la variance du nombre
de 0 dans les colonnes des matrices non-binaires T; (B;(i)). Notons Vj la variable représentant la
variance empirique des By(7), ou i € [1,(]. Cette variable est définie par :

Si(Bili) — B)’ (1.42)

V p—
! I

ou E; est la moyenne arithmétique de By(i). La variance V; a deux comportements différents en
fonction de [, Vo € N :

e Sil# a-noul < ng, By(i) suit une loi normale de parametres p; = M/q et 02 = M-(q—1)/¢>,
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notée N (u1,0?), pour toutes les colonnes de T;. Alors la variance V; suivra :

=X (4.43)

1%
z—>l Z

ou Xﬁl est la loi du chi-2 de parametre [ — 1. Dans ce cas, la moyenne de V; normalisée par
M? sera proche de (q — 1)?/q¢*.

e Sil=a-netl>n,:

— Si la i-eme colonne est presque dépendante, Bj(z) suit une loi normale N (,uo,ag) avec
po=M-P;etod =M-P,-(1-P).

— Si la i-eme colonne n’est pas presque dépendante, Bj(i) suit une loi normale N (1, 0?).

Ainsi, la variable V} suivra la loi :

TG a2 ot o
Vi 7 X1t 7 Alen (4.44)

On peut remarquer deux comportements de V; en fonction de [ qui peuvent étre distingués par :

Vi _
Sil# a-noul <n, alors L S%
SN (4.45)
Sil=a«a-netl>n, alors ﬁlz > (q;j)
Nous noterons J un ensemble défini par :
Vi (g1
j:{l:27’lma$’W>T (446)

De ce fait, la taille des mots de code n sera identifiée en utilisant la méthode de la variance par :

n = mode(diff(7)) (4.47)

Un résumé de 'algorithme d’identification basé sur le critere de la variance est présenté dans
lalgorithme [l

Algorithme 4: Algorithme basé sur le critere de la variance

Entrées : r, M et q
Sorties : la taille identifiée de mots de code 7

pour [ =1 a l,;,,, faire
Construire la matrice R; de taille (M x 1)
Rl — Tl = Rl . Al
pour ¢ =1 a [ faire
‘ Compter By(7)
fin
Calculer V;

fin
Construire l'ensemble 7 (4.46))
Déterminer n (4.41])

Exemple 4.35.
" Reprenons l'exemple du code RS(15,11) dans GF(2%). Nous essayons d’identifier la taille des
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mots de code par la méthode de la variance en utilisant en premier lieu p. = 0, puis p. = 0.01.
La variance V} normalisée par M?, ot M est fixé & 1000, est représentée sur la figure Dans
la figure une probabilité d’erreur nulle (i.e. p. = 0) est considérée. Pour | # « - n, nous
pouvons vérifier que la variance V; normalisée par M? est quasiment constante. Nous pouvons

Vi _1)2
observer aussi des pics correspondant a ﬁlQ >l q41 ) = 0.0034.

Vi
Sur la figure[6.], la variance normalisée ﬁlz est représentée en fonction de [ pour p, = 0.01. En

utilisant le définition ([£46]), ’ensemble J est présenté dans le tableau L7l En utilisant ’équation
([#AT]), 1a taille identifiée de mots de code est 1 = 15.

leJ | 15|30 |45
diff(7) 15 | 15

(a=1)?
q4

Tableau 4.7 — Taille de matrices R; pour % >
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0.16 1
0.141 q
0.12F 1

=S odp .

0.06 - 4

0.04 q

0 AV Vi ViV Vel I ViV VeV Vi Vs YVl Vo Vo ViV iV Y Ve iV T
0 15 30 45
nombre de colonnes |

(a) Cas pe =0

0.08 ]
== 0.06 b

0.04 b
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(b) Cas pe = 0.01

Figure 4.9 — Variance normalisée V;/M?
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On peut remarquer a travers I’exemple précédent que le seuil permettant de distinguer les deux
comportements de V;/M? n’est pas en pratique satisfaisant puisqu’il dépend du cardinal du corps
q. Pour cette raison, nous choisissons un seuil plus adapté au contexte d’identification en aveugle.
Il est déterminé par :

max (Vl/MZ) /2

Ce seuil sera considéré pour l'analyse des performances des méthodes d’identification.

4.2.4 Etude comparative des méthodes présentées

L’objectif des méthodes présentées dans cette section est d’identifier en aveugle la taille des
mots de code n dans un environnement bruité. Ces méthodes permettent de traiter aussi bien les
codes binaires que non-binaires. Elles identifient la taille n avec une méme valeur de complexité
moyenne égale 3 O(M -3,
utilisée. De ce fait, nous allons les comparer tout d’abord dans le cas d’une mauvaise estimation de

la probabilité d’erreur. Puis, nous allons évaluer leurs performances de détection.

). Alors, la question qui se pose est laquelle de ces méthodes devrait étre

4.2.4.1 Impact d’'une mauvaise estimation de p,

La grande différence entre les méthodes proposées est la nécessité d’estimer la probabilité d’er-
reur p, afin de déterminer le nombre de colonnes presque dépendantes Q(l) pour la premiere mé-
thode. En effet, les valeurs de Q(I) sont calculées en utilisant le seuil v,,¢ qui dépend des parametres
M, q et P;. Dans le cas des méthodes de la moyenne et de la variance, il n’est pas nécessaire de
connaitre la probabilité P; afin d’obtenir les valeurs de E; et V;. Donc, la connaissance de la pro-
babilité d’erreur p. n’est pas exigée pour identifier la taille des mots de code n par la deuxieme et
la troisieme méthode.

Nous illustrons I'impact de la mauvaise estimation de la probabilité d’erreur p. sur le calcul
du nombre de colonnes presque dépendantes Q(l) et sur le calcul de la moyenne Ej. Pour cela,
nous considérons I'exemple précédent du code RS(15,11) dans GF(2%) pour comparer les trois
algorithmes proposés lorsqu’une valeur erronée de p. est estimée. Nous supposons tout d’abord que
Pe est surestimée et égale a 0.1 au lieu de la bonne valeur p, = 0.01 associée au canal. Dans cette
configuration, nous représentons sur la figure le nombre de colonnes presque dépendantes en
fonction de [. La valeur erronée de n égale a 1, qui peut étre observée sur cette figure, est obtenue
en utilisant I’équation ([A33)) et les valeurs de diff(Z) indiquées dans le tableau 4.8

1€T |15 (30|43 |44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
Q) |1 |2|2|2|6|4|1|5]7]|5
diff(7) 15013 11|11 |1]1]1

Tableau 4.8 — Nombre de colonnes presque dépendantes pour p. = 0.1

Dans le cas d’une sous-estimation de la probabilité d’erreur p, qui est estimée a p. = 0, Q(I)
est représenté sur la figure [LI1l D’apres cette figure, nous pouvons observer que l'identification
de la taille des mots de code est impossible en utilisant la méthode du calcul du nombre de co-
lonnes presque dépendantes. Cependant, la bonne taille des mots de code peut étre identifiée par la
deuxieme et la troisieme méthode méme dans les cas de surestimation et de sous-estimation de p.
puisque ce parametre n’est pas nécessaire pour calculer I’écart de la moyenne % — % et la variance
V.
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Figure 4.10 — Impact d’une surestimation de p. = 0.1 au lieu de p. = 0.01 sur la méthode
du calcul du nombre de colonnes presque dépendantes
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Figure 4.11 — Impact d’une sous-estimation de p. = 0 au lieu de p. = 0.01 sur la méthode
du calcul du nombre de colonnes presque dépendantes

4.2.4.2 Analyses et performances

Afin d’analyser et comparer les performances de nos méthodes d’identification aveugle de la
taille des mots de code, nous prenons comme critére la probabilité de détection de la bonne taille
n. Dans les simulations, nos méthodes sont appliquées aux codes LDPC non-binaires qui sont
devenus des candidats pour les futurs systémes de communication. Nous supposons que la bonne
probabilité d’erreur du canal p. est estimée. Pour chaque simulation, 1000 itérations de Monte-Carlo
sont réalisées, les symboles d’information étant choisis aléatoirement a chaque itération. Dans cette
partie, nous nous concentrons sur :

e limpact de 'augmentation du cardinal du corps de Galois ¢ sur les probabilités de détection
des trois méthodes proposées pour une taille n donnée,
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e l'impact de 'augmentation de la taille des mots de code n sur les probabilités de détection des
trois méthodes proposées pour un cardinal ¢ donné,

e la comparaison des performances des trois méthodes pour n et ¢ donnés.

Impact de ’augmentation de q

Nous considérons un code LDPC de parametres n = 6 and k = 3, LDPC (6,3), construit sur
les corps de Galois GF(q), pour ¢ = 4,8, 16. Les matrices R; sont construites & partir des données
recues bruitées de taille L = 30000. Le nombre de lignes M de ces matrices est fixé a 1000 et le
nombre de colonnes [ varie entre 2 et 30. Pour chaque valeur de ¢, les trois méthodes illustrées dans
la section 23] sont appliquées pour identifier en aveugle la taille des mots de code du code LDPC
(6, 3) dans GF(q).

1 ‘ :
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0.9 GF(8)
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(c) Méthode basée sur la variance

Figure 4.12 — Impact de g sur les méthodes d’identification de n pour le code LDPC (6,3)

La figure[4.12(a)| représente les probabilités de détection de la bonne valeur de n par la premiere
méthode en fonction de la probabilité d’erreur p. dans le cas de GF(4), GF(8) et GF(16). Dans la
figure |4.12(b)| les probabilités de détection de la deuxieme méthode sont représentées et celles de
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la troisieme méthode sont représentées sur la figure Ces figures montrent que la méthode
basée sur le nombre de colonnes presque dépendantes est plus sensible & 'augmentation du cardinal
du corps de Galois ¢ que les méthodes de la moyenne et de la variance. En effet, pour p. = 0.01,
les probabilités de détection dans la figure passent de 1 dans le cas de GF(4) &4 0.7 dans le
cas de GF(8) et & 0.2 dans GF(16). Cependant, les comportements des courbes de la figure [1.12(b)|
et la figure sont quasiment semblables pour tous ¢ = 4, 8, 16.

A partir de ces résultats de simulations, on peut déduire que 'augmentation du cardinal ¢ n’a
aucun effet sur les performances de détection de la deuxieme et de la troisieme méthode.

Impact de 'augmentation de n

Pour évaluer les performances de détection de nos méthodes d’identification aveugle, I'impact
de 'augmentation de la taille des mots de code est étudié. Dans nos simulations, nous considérons

deux codes LDPC dans GF(2%), LDPC (6, 3) et LDPC (16, 8).
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Figure 4.13 — Impact de 'augmentation de n sur les méthodes d’identification pour des
codes dans GF(2%)
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Les probabilités de détection de n par la méthode basée sur le calcul du nombre de colonnes
presque dépendantes (1) en fonction de p, sont représentées sur la figure La figure
et la figure montrent respectivement les probabilités de détection de la méthode basée sur
le critere de la moyenne et celles de la méthode basée sur la variance. On peut constater que
I’augmentation de la taille des mots de code entraine une dégradation des performances pour les
trois méthodes proposées, mais pour des valeurs de p. différentes. En effet, pour p, = 0.01, les
probabilités de détection de la premiere méthode passent de 0.71 dans le cas du code LDPC(6, 3) a
0.43 dans le cas du code LDPC(16, 8). Pour la méthode de la moyenne, les probabilités de détection
diminuent de 0.96 a 0.57 dans le cas de p, = 0.04. Pour p. = 0.05, la probabilité de détection de la
méthode de la variance passe de 0.98 a 0.6210.

Il est possible d’améliorer les performances de nos méthodes d’identification en augmentant le
nombre de données recues.

Comparaison de performances pour g et n données

Comparons maintenant les performances obtenues par nos méthodes d’identification pour le
code LDPC (16, 8) dans GF(23) en considérant un canal 8-aire symétrique (premier canal) et un
canal de Rayleigh a trajets multiples associé a un canal BBAG (deuxiéme canal). Dans le cas
du deuxieme canal, les symboles d’information sont transmis via une modulation PAM (Pulse
Amplitude Modulation) d’ordre 8. Afin de compenser et réduire les interférences entre les symboles
provoquées par la propagation multi-trajets, un égaliseur linéaire MMSE de longueur 20 a été utilisé.
La probabilité d’erreur moyenne, p., en sortie de cet égaliseur peut étre obtenue par I'expression
(10.2-62 dans [Pro01]). Cette probabilité est prise en compte & l'entrée de la premiere méthode
d’identification de n.
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Figure 4.14 — Comparaison des performances entre nos trois méthodes pour un code
LDPC(16,8) et une modulation 8-PAM

Les probabilités de détection de nos méthodes dans le cas des deux canaux sont représentées sur
la figure .14l Nous pouvons observer que la troisiéme méthode améliore de maniere significative les
performances de détection comparée a la premiere méthode. En effet, nous pouvons observer sur la
ﬁgure que la probabilité de détection de la premiere méthode est égale a 0.43 pour p, = 0.01,
alors que, pour la méme p., nous obtenons une probabilité de détection égale a 1 avec la troisieme
méthode. On peut aussi remarquer que la deuxiéme méthode a de meilleurs performances que la
premiere méthode et des performances moins bonnes par rapport a la méthodes de la variance. Pour
pe = 0.03, la probabilité de détection est de 0.0190 dans le cas de la premiere méthode, de 0.7490
dans le cas de la méthode de la moyenne et de 0.9340 avec la méthode de la variance. Sur la figure
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4.14(b)|, nous représentons les probabilités de détection en fonction du RSB(dB) dans le cas du
canal quasi-statique de Rayleigh a trajets multiples avec un nombre de trajets Ljq = 4. Comme

le cas du canal 8-aire symétrique, nous pouvons observer de meilleurs performances de détection
avec les méthodes de la variance et de la moyenne comparées a la méthode basée sur le calcul du
nombre de colonnes presque dépendantes. Par contre, les courbes de performances de la méthode
de la variance et de la moyenne sont quasiment identiques. Pour un RSB= 25 dB, la probabilité de
détection est égale a 0.78 pour la troisieme méthode, 0.77 pour la deuxieme méthode et 0.70 pour
la premiere méthode.

On peut déduire d’apres I'étude des performances de détection de nos méthodes d’identification
que la méthode de la variance offre de meilleurs performances dans le cas du canal g-aire symétrique
et le cas d’un canal réel comme le canal de Rayleigh a trajets multiples.

Dans ce paragraphe, nous évaluons les performances de détection de la méthode basée sur la
variance lorsqu’une modulation PAM ou QAM d’ordre 8 (8-QAM et 8-PAM) est utilisée pour
transmettre les symboles codés par un LDPC (16, 8) dans GF(23).
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Figure 4.15 — Performances de détection de la méthode de la variance pour LDPC (16, 8)

Sur la figure LT85l nous représentons une comparaison des performances de la méthode basée
sur la variance en utilisant les modulations 8-PAM ou 8-QAM dans le cas des canaux BBAG et
Rayleigh multi-trajets avec un nombre de trajets Lyqy, = 4. Sur la figure une comparaison
des performances de détection est représentée dans le cas du canal BBAG. Nous pouvons observer
que notre méthode d’identification pour la modulation 8-QAM offre de meilleurs performances que
pour la modulation 8-PAM pour un RSB< 18 dB. Le gain entre les deux modulation est de 5 dB.
En revanche, pour un RSB >18 dB, les performances sont similaires et la probabilité de détection
est égale a 1.

Pour obtenir les probabilités de détection présentées dans la figure les symboles issus
des modulations 8-PAM ou 8-QAM sont transmis sur le canal quasi-statique de Rayleigh a trajets
multiples avec un nombre de trajets L,q:, = 4, puis les symboles recus sont traités par un égaliseur
linéaire MMSE de longueur 20. Nous constatons que, dans le cas de la modulation 8-QAM, notre
méthode d’identification offre de meilleurs performances que dans le cas de la modulation 8-PAM.

Dans ce cas, un gain de 7 dB est apporté.

Nous avons choisi de comparer nos méthodes d’identification sur la figure [4.14(b)| dans le pire
cas de modulation 8-PAM. Notre objectif était de montrer que la méthode basée sur le critere de
la variance possede de meilleures performances, méme dans le cas de la modulation PAM.

Par la suite, nous présentons des méthodes d’identification d’une base du code dual pour des
codes binaires et non-binaires en bloc en supposant que la taille des mots de code est identifiée a
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I'aide de la méthode de la variance présentée dans cette section.

4.3 Algorithmes d’identification aveugle a décision ferme d’une
base du code dual

Dans cette section, nous mettrons en place des algorithmes qui permettent d’identifier en aveugle
une base du code dual pour des codes correcteurs d’erreurs en bloc binaires et non-binaires dans le
cas d’un environnement bruité. Ces algorithmes sont basés sur 'utilisation des informations issues
d’un modulateur & décision ferme, aussi appelées informations “hard”.

4.3.1 Codes binaires

Dans cette partie, nous décrivons le principe de la méthode classique d’identification d’une base
de code dual pour des codes binaires lorsque la séquence de mots de code est transmise sur un canal
binaire symétrique (BSC) de probabilité d’erreur p.. Nous supposons une synchronisation parfaite
et la taille des mots de code n connue.

Nous rappelons qu’un code dual est défini par :
Ct ={h|Vce C, c-hT =0} (4.48)

ou le vecteur h correspond & une relation de parité de taille n. Le vecteur ¢ = (01 cy - cn)
est un mot de code de taille n. Tout vecteur h doit vérifier la relation définie par I’équation (4.48)
pour tous les mots de code. Afin de réaliser 'opération de décodage, il est nécessaire d’identifier
n — k vecteurs de taille n appartenant & C-. L’idée est de réorganiser la séquence des mots de code
regus entachés d’erreurs de longueur L sous forme d’une matrice R,, de taille (M x n) ot la taille
des mots de code n correspond au nombre de colonnes. La matrice de controle de parité H est de
taille ((n — k) x n). Comme mentionné dans la section 3.5l nous pouvons identifier en aveugle H
dans un environnement de transmission non-bruitée en résolvant le systeme décrit par :

R, -H' =0 (4.49)

Cependant, I'équation (£49]) ne sera pas satisfaite lorsque les mots de code regus sont corrompus.
Dans ce cas, la méthode proposée dans [MGB11] peut étre utilisée pour identifier la matrice H ou sa
matrice équivalente. Le principe de cette méthode est de transformer la matrice R,, en une matrice
triangulaire, notée T, de taille (M x n) en utilisant I’élimination de Gauss dans GF(2). Le résultat
de cette transformation peut étre décrite par un produit matriciel sous la forme T,, = R,, - A,,, olt
A, est une matrice de taille (n x n) correspondant aux combinaisons de colonnes. Dans la prochaine
étape de la méthode, nous comptons le nombre de 0 ou de 1 (B, (7)) dans la i-¢me colonne de la
matrice T,,. Dans [Mar(9)], les auteurs ont montré que la variable B, (i) suit deux lois différentes en
fonction de 'appartenance ou non du vecteur candidat a;, la i-eme colonne de A,, au code dual.
Ils ont proposé la regle de décision suivante :

{ai € CHsi By(i) > & - ot (4.50)

a; ¢ Csi By(i) < % “Yopt

ol Yopt st un seuil optimal qui peut étre déterminé par I’équation ([@4). Pour calculer cette proba-
bilité, il est nécessaire de connaitre la probabilité d’erreur p. et le poids de Hamming de a;. Si p, est
connue par le récepteur, nous sommes alors capable de déterminer le seuil 7,,; pour chaque vecteur
candidat a; et de décider s’il appartient ou non & la base, notée D, du code dual C*. La méthode
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d’identification d’une base D du code dual pour des codes binaire est résumée dans I’algorithme [l

Algorithme 5: Algorithme d’identification d’une base D pour des codes binaires a
décision ferme

Entrées : 1, n, M et p,

Sorties : Base identifiée D

Construire la matrice R,, de taille (M x n)
R, — ’i‘n = f{n A,
pour ¢ =1 a n faire

Calculer P; ([4.2])

Calculer 7, ([@4)

si By(i) > 4 - v, alors

‘ D <+ DU a;

fin

fin

Pour améliorer la probabilité de détection de n — k équations de parité, un processus itératif a
été proposé dans [MGB11]. Le principe de ce processus est de permuter aléatoirement les lignes de
la matrice R,, & chaque itération afin de réduire la probabilité d’obtenir des pivots erronés durant
I’élimination de Gauss, ce qui s’avere catastrophique pour la suite du calcul. Notre objectif par la
suite est de présenter certaines améliorations a ’opération de permutation en utilisant la décision
souple sur les données recues. Avant d’expliquer nos améliorations dans le cas de la décision souple,
nous présentons notre généralisation de la méthode d’identification d’une base du code dual au cas
des codes en bloc non-binaires pour une modulation a décision ferme.

4.3.2 Codes non-binaires

En considérant un canal g-aire symétrique de probabilité d’erreur pe, a partir de la connaissance
de p. et de la taille de mots de code n qui peut étre identifiée par I'un de nos algorithmes proposés
dans la section [£2.3] nous pouvons estimer une base du code dual d’un code en bloc non-binaire.
Comme dans le cas binaire, la premiere étape de la méthode d’identification d’une base du code
dual est de construire la matrice R,, & partir des symboles recus entachés d’erreurs et issus d’'un
modulateur d’ordre ¢ a décision ferme, c’est-a-dire les symboles recus sont des éléments du corps
GF(q).

Nous avons montré dans la sous-section [£.2.3.1] que la variable B;(7) possede aussi deux compor-
tements différents en fonction de I'appartenance du vecteur agl) au code dual. D’apres les différentes
définitions que nos avons vues, les deux comportement sont délimités comme suit :

O]

{Si By(i) > M4 “Nopt alors a;’ € ct

~ i
. . l
Si By(i) < % “ Nopt alors ag) ¢ Ct

Nous avons montré que le seuil optimal 7,, dépend de la probabilité FP; donnée par
Péquation (£I2)). D’apres cette équation, cette probabilité varie en fonction de la pro-

(@

babilité d’erreur p., du poids de Hamming de a;” et du cardinal du corps ¢. Donc,

. l . . A R
pour un vecteur candidat al(-), nous calculons le seuil optimal qui lui correspond apres
avoir déterminé la probabilité P; qui lui est associée. Les différentes étapes représentées

dans l’algorithme permettent d’obtenir en sortie un ensemble D de relations de parité.
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Algorithme 6: Algorithme d’identification d’une base D pour des codes non-binaires
a décision ferme

Entrées : r, n, M, p. et ¢

Sorties : Base identifiée D

Construire la matrice R,, de taille (M x n)
R,—>T,=R, A,
pour ¢ =1 ¢ n faire

Calculer P; (£12)

Calculer v, ([£28)

si By(i) > % - Yopt alors

‘ D <+ DU a;

fin

fin

4.4 Algorithmes d’identification aveugle a décision souple d’une
base du code dual

Dans cette section, nous étendons les travaux précédents de Sicot et al. [SHO5| qui ont proposé
une méthode basée sur les propriétés d’algébre linéaire afin de reconnaitre en aveugle la taille
d’entrelacement et la taille des mots de code a partir des données recues codées par un code en
bloc. Cette méthode a été revisitée par Barbier et al. dans [BL0O9] pour récupérer les parametres d'un
code en bloc linéaire et par Marazin et al. dans [MGB09b,IMGB11] pour identifier en aveugle une
base du code dual pour les codes convolutifs. Son principe est d’identifier les parametres d’un code
binaire & partir des matrices construites a partir des données obtenues en sortie d’'un démodulateur
a décision ferme. Dans la section précédente, nous avons généralisé cette méthode au cas des codes
non-binaires. Afin d’améliorer la probabilité de détection de la base du code dual, un algorithme
itératif qui consiste a permuter aléatoirement les lignes des matrices a chaque itération a été proposé

dans [MGBII].

La plupart des méthodes publiées pour identifier une base du code dual sont basées sur 1'utilisa-
tion d’un démodulateur a décision ferme. Dans cette section, nous proposons une méthode qui tire
profit des caractéristiques de I'information souple et du role de I'algorithme de décodage a décision
souple afin d’avoir de meilleures performances d’estimation d’une base du code dual. En utilisant
I’algorithme itératif de décodage souple, nous pouvons corriger les symboles erronés afin d’amélio-
rer la probabilité de détection d’une équation de parité. De ce fait, ’algorithme de décodage prend
en entrée les équations de parité identifiées et fournit en sortie I'information souple des symboles
corrigés. Le principe général de fonctionnement de 'algorithme itératif d’identification est illustré

sur la figure [4.10]

L(r) !
™| Algorithme d’identification D Algorithme de décodage L(¢)

> aveugle a décision souple

Figure 4.16 — Algorithme itératif d’identification

De nos jours, la décision souple est surtout utilisée par les algorithmes de décodage les plus
efficaces, comme l'algorithme de Viterbi et les algorithmes de décodage des codes LDPC, car elle
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fournit une information sur la fiabilité de la décision. En outre, I'utilisation de la décision souple
dans les algorithmes de décodage offre généralement de meilleures performances en termes de taux
d’erreur binaire (TEB) par rapport a l'utilisation des informations fermes. Dans le cadre de notre
étude, nous profitons de cette caractéristique afin d’améliorer 1'algorithme d’identification aveugle
en supposant que la taille des mots d’information & et la taille des mots de code sont connues. Nous
supposons également que la synchronisation des mots de code est parfaite, c’est-a-dire qu’on sait
ou se trouve le début de chaque mot de code.

4.4.1 Principe

Dans cette partie, nous présentons les différentes étapes d’amélioration de I’algorithme classique
d’identification illustré dans la sous section [£3.1l Dans la premiere étape, nous proposons deux cri-
teres basés sur 'utilisation de 'information souple issue du démodulateur afin de ranger les mots
de code suivant leur propreté sous forme d’une matrice, c’est-a-dire que les mots de code les moins
entachés d’erreurs sont placés dans les premieres lignes de cette matrice. Dans la deuxieme étape,
nous considérons un algorithme de décodage a décision souple pour les codes LDPC qui est basé
sur la propagation de croyance afin de corriger les mots de code regus. Nous allons montrer que
I'utilisation de l’algorithme de décodage peut améliorer les performances de détection de l’algo-
rithme d’identification classique. Cet algorithme de décodage a besoin en entrée de n — k relations
de parité. En revanche, I’algorithme d’identification peut identifier plus que ce nombre de relations.
Dans cette situation, notre idée est de modifier ’algorithme de décodage afin de prendre en compte
la probabilité de fiabilité d’une relation de parité estimée par tous les mots de code. Dans le cas
d’un exces de relations estimées, nous utilisons cette probabilité de fiabilité afin d’éliminer les rela-
tions les moins fiables et garder uniquement les n — k relations les plus fiables. Les probabilités de
fiabilité correspondant aux n — k relations de parité vont étre utilisées par le nouveau algorithme
de décodage.

4.4.2 Améliorations par tri des mots de code les moins entachés d’erreurs

La premiere idée d’amélioration s’inspire de [SHB09|. Le principe de cette idée est basé sur
I'utilisation de I'information souple des bits recus. En effet, a travers les valeurs souples des bits recus
obtenus par un démodulateur a décision souple, nous pouvons extraire les mots de code les moins
erronés dans les données regues pour construire la matrice R,,. Par conséquent, 'élimination des
mots de code les plus corrompus nous permet d’améliorer la probabilité de détection des équations
de controle de parité d’un code C.

Les informations souples (LRV) L(r) sont réorganisées sous la forme d’une matrice, notée R,
de taille (M x n) construite de la méme fagon que R,,. Par la suite, la fiabilité de chaque mot
de code (ou chaque ligne de f{n) est calculée. En fait, la fiabilité de la décision est définie par la
valeur absolue de I'information souple (LRV). De ce fait, nous utilisons la fonction F'(j) qui estime
la fiabilité de la j-eme ligne de R, (j-éme mot de code) :

n - ..
n
ol }A%n( J, i) est un élément de la j-éme ligne et de la i-eme colonne de R,,. Les valeurs de F(j) sont
triées par ordre décroissant afin de permuter les lignes selon les mots de code les plus fiables. Par
la suite, les lignes de la nouvelle matrice sont ordonnées en fonction du nombre d’erreurs par ligne
ou par mot de code. Une estimation du nombre de bits fiables dans la j-eme ligne de la nouvelle

matrice R,, est déterminée par :

Z(j) = card{i e {1, 0} |Ra(Gi)] > S} (4.52)
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ou S est le seuil de la fiabilité de la décision souple. En effet, la décision du bit est fiable lorsque la
valeur absolue de I'information souple du bit regu est supérieure au seuil S. Afin de décider la valeur
du bit transmis, ce seuil est normalement fixé & 0. Cependant, avec S = 0, une mauvaise décision
peut étre réalisée avec une certaine probabilité. Un choix optimal du seuil est indispensable dans
notre algorithme proposé afin d’éliminer les mots de code qui contiennent le nombre maximum de
bits erronés. Nous avons choisi la valeur du seuil S tel que la probabilité de mauvaise décision soit
égale a 0.0033.

Notons 7 le point du seuil a partir duquel la décision ferme est fiable. Ce point et la distribution
de la probabilité de deux signaux transmis sur un canal Gaussien sont représentés sur la figure [£17
La valeur de 7 peut étre calculée par :

T=1—0"-exp(l) (4.53)

Le lecteur intéressé pourra se référer a I'annexe [Gl o une démonstration détaillée de 1’équation
(£353]) est présentée. Par conséquent, le seuil de la décision souple S peut étre déterminé par :

S=|L(r)|=—= |1 —0-exp(l)] (4.54)
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Figure 4.17 — Distributions de deux signaux transmis sur un canal Gaussien

Une fois que les opérations de permutation de lignes sont réalisées, I’algorithme d’identification
classique décrit dans la sous-section EL3.] peut étre appliqué en utilisant la nouvelle matrice R,
obtenue apres les opérations de permutation et de démodulation a décision ferme. Cette derniere
est appliquée afin d’obtenir des éléments binaires dans la matrice R,,.

4.4.3 Algorithme conjoint d’identification et de décodage a décision souple
4.4.3.1 Algorithme de décodage classique du code LDPC binaire

L’objectif du décodeur est d’associer le message le plus probable au message émis ¢ qui est
recu erroné a cause du canal de transmission. Le message décodé peut étre estimé en utilisant
I'une des deux techniques qui dépendent du format du message issu du démodulateur. La premiere
technique est le décodage ferme qui utilise en entrée des valeurs binaires suite a la décision ferme
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du démodulateur. La deuxieme technique est le décodage souple qui utilise des valeurs réelles
obtenues par la démodulation & décision souple. Dans le cadre de cette these, nous nous intéressons
a Palgorithme de décodage a décision souple pour les codes LDPC.

Dans notre cas, le décodage d’un code LDPC est basé sur un algorithme itératif appelé algo-
rithme & propagation de croyance. A chaque itération, les noeuds de variable et les noeuds de parité
échangent les messages d’information qui transportent essentiellement les informations extrinseques
calculées par les noeuds de parité et les informations a priori estimées par les noeuds de variable. Le
décodage a entrée souple cherche un mot de code ¢ ayant des bits ¢;, pour j € [1,n], qui permettent
de maximiser la probabilité :

Pr[cj|r, toutes les relations de parité incluant ¢; sont satisfaites]

Cette probabilité correspond & la probabilité a posteriori pour un bit sachant que toutes les
relations de parité impliquant ce bit sont satisfaites. Le critere utilisé dans cet algorithme de dé-
codage est dit critere du Maximum A Posteriori (MAP). Afin de simplifier les calculs et réduire la
complexité du décodage, le logarithme du rapport de vraisemblance (LRV) de ¢;, noté v(c;|r), est

utilisé : Pr| 1|r]
rlc; = 1|r
1y ((Prler =10 4.55
7(¢jlr) = log <Pr[cj = 0|r]> 9
En appliquant la loi de Bayes, I’équation (£.53]) devient :
Pr{rle; = 11> <Pr[cj = 1{rs,s # jH>
i) = log <7 +log : 4.56
( ]| ) Pr[?“j|cj :0] PT’[Cj :0|{Ts,87éj}] ( )

LRV intrinseque LRV extrinseque

D’apres cette équation, on peut remarquer que le LRV de ¢; qui correspond au LRV a posteriori
est décomposé en un LRV intrinseque et un LRV extrinseque que nous allons calculer par la suite.

Considérons un canal BBAG de variance o2. L’information intrinseque qui provient de I’obser-
vation (i.e les mots de code regus) peut alors s’écrire sous la forme :

Prirjle; = 1]
log ( =——22—— ) =L.-7j 4.57
oo (B =g) = ke 437

ot L. = 2-+/Es/c? représente la fiabilité du canal avec Ej ’énergie d'un symbole transmis.

L’information extrinseque est déterminée par les informations provenant des équations de
parité. Notons M; = {i|H;; = 1} I'ensemble des équations de parité vérifiées par le bit ¢; et
Ni = {j|H;j = 1} I'ensemble des bits qui participent & 1’équation de parité z;. Une équation de
parité z; peut s’écrire :

=) (4.58)

SEN;

L’ensemble des bits qui participent & 'équation z; autres que le bit ¢; est noté par N; j = N; \ {j}.
Nous notons également M;; = M; \ {i} I'ensemble des équations de parité autre que z; auquel le
bit ¢; participe. Soit z; ; I'équation définie par :

Zij= Y G (4.59)

sEN;

Alors, I’équation z; ; + ¢; = 0 nous permet de calculer le LRV extrinseque. En effet, si ¢; = 0 ou
c; = 1 alors z; ; = 0 ou z;; = 1. Dans ce cas, la probabilité que I'équation z; soit vérifiée par c; est
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supposée égale a 1. De ce fait, le LRV extrinseque, noté LRV,,:, peut s’écrire :

Priz; =1,Vie M;|{rs,s # j}|
P’I“[Zi,j =0,V: € Mj|{rsa5 75.]}]

LRV, = log ( (4.60)

Supposons que le graphe de Tanner décrivant la structure du code ne contient aucun cycle. Alors,
les bits de I'équation z; ; sont indépendants de ceux de I'équation z; ;, avec i # i'. Par conséquent,
I’équation ([A.60) peut s’écrire :

Prlsi = 1/{ry, s £ j}]
LRVt = 2, Tor (Przzj—oms,s#y}]) (1461

Pour simplifier, notons le logarithme du rapport de vraisemblance :

: Prizij =1|{rs,s # j}]
v (zij = 1rs,8 # =10g< 5 . 4.62
( J ’{ }) P?"[ZZ‘J‘ — 0’{7”8,8 7&3}] ( )
Alors, I’équation (A.61]) peut s’écrire :
LRVew = Y 7(zi5=1{res #4}) (4.63)

iEMj

= S X alres £ (4.64)

1EM; kJE./\/'i,j

= 2.3 tann ! [ ] <—A(C’“|{T5’S7&j})> (4.65)

2
ieEM; keN; ;

Nous définissons :

mg=-2-tanh [ ] <—A(C’f’{rs’s7&j})> (4.66)

2
kGM,j

I'information envoyée par le noeud de parité i au noeud de variable j. Alors, I’équation (55
devient :

Y(¢jlr) = Le -+ Z .5 (4.67)

€M

On peut définir le LRV ~(c¢jlr) comme linformation envoyée par le mnoeud de
variable j au noeud de parité ¢. Nous vérifions donc que lalgorithme itératif du
décodage est basé sur [I’échange d’informations entre les noeuds de variables et
les noeuds de parité. En effet, a chaque itération, les équations (LGO) et (L67)
sont mises & jour. Les étapes de cette approche sont décrites dans lalgorithme [7
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Algorithme 7: Algorithme classique de décodage du code LDPC binaire

Entrées : un mot de code bruité r, le nombre maximal d’itérations iter et L.
Sorties : v, le mot de code corrigé ¢

Initialisation : Pour tous les mots de code bruités r : n; ; = 0, V(3, j)

Y =Le-1j

Itérer jusqu’a iter : Pour tous les mots r :

Mise a jour du noeud de parité : Pour chaque (i, ), avec H(i,j) = 1, calculer :

nij = —2-tanh™! H (—%) (4.68)

SENZ’,J‘

Mise a jour du noeud de variable : Vj, calculer :

Y= L - Tj + Z M55 (469)
iEMJ‘

Terminaison : Prendre la décision : si v; > 0 alors ¢; = 1 sinon ¢; = 0

4.4.3.2 Algorithme modifié de décodage utilisant les probabilités de fiabilité des re-
lations de parité identifiées

Le principe général de notre algorithme itératif d’identification d’une base du code dual est
illustré sur la figure Afin d’améliorer les performances de cet algorithme, nous proposons de
modifier 'algorithme classique de décodage d’'un code LDPC présenté dans le paragraphe précé-
dent afin qu’il prenne en compte les fiabilités des équations de parité estimées par notre méthode
d’identification présentée dans I’algorithme [B] .

L’algorithme de décodage illustré dans la sous-section [1.4.3.1] présente deux opérations de mise
a jour des LRVs. Dans la premiere opération, on met a jour les noeuds de parité définis par le
logarithme du rapport de vraisemblance extrinseque LRV,,;. Dans ce cas, ’équation de parité z;
dans laquelle le bit ¢; intervient est supposée vérifiée avec une probabilité égale a 1. Dans le cadre
de notre étude, le décodeur prend en entrée des équations de parité estimées et il donne en sortie
des bits corrigés qui vont étre utilisés par la suite pour une nouvelle identification des équations
de parité. De ce fait, notre algorithme d’identification associé avec les opérations de permutation
devient un algorithme itératif qui exploite la capacité de correction du décodeur afin d’améliorer
ses performances de détection de relations de parité.

Nous supposons que les équations identifiées sont vérifiées avec une probabilité p; (i.e Pr[z; =
0] = pi). On souhaite alors modifier I’algorithme classique de décodage en prenant en compte la
probabilité p;. On aura :

Pric; =1|Priz;=0] =p;] = pi-Priz; =1+ (1 —p;) - Pr(z; =0]
Pric; =0|Priz;=0] =p;] = pi-Priz,; =0+ 1 —p;) - Prlz;=1] (4.70)
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Dans ce cas, le LRV extrinseque modifié, noté LRV .. est donné par :

ext’

[icp, pi - Prizig = Wre.s # 53+ T, (1 = pi) - Prlzig = 0l{rs,s # j}]
[Tica, Pi - Prlzig = Olrss # 4] + Hiens, (1= pi) - Przig = 1{re,s # 1]
[Lieaq, Prlzig = 1{rs, s # j}] |

Thiens, Pr g = 0l{rers 2 Hiew, (1 =70
 Micay, Prlesy =1Mre < 7 71

" Mhen, Prizg = 0l{rs,s # 7]

i ,PT Zi,’zl 7”8,87éj
Nous notons \; = log 1 M; 7 A }] .Ona:
[lienm, Prlzij = Ol{rs, s # j}]

Przij =1|{rs,s #JH)
Ajo= lo g
’ Ze% g<P7“ (215 = O{rs, s # 5}

ext

LRV, = 1og<

Hie/\/(j Di

= log (4.71)

[Tiem, Pi + Tliea, (1 =

= -2 Z tanh ! H tanh( Ck|{rs2’8 7£J})> (4.72)

iEM; keEN

iEMJ‘

ou 7; ; est donné par :

g =—2-tanh ™' [ J] tan h( el irs, s 7&]})> (4.74)

2
keN;

Afin de mettre & jour le noeud de parité, '’équation (L74) devient :

o= -2 tanict (Tt (20002 20 = -
keN; ;
Ainsi, I'équation (LTI peut s’écrire :

exp(Aj) - Tlieaq, Pi + [iear, (1 — pi)
LRV, = n; = log 2 ooet e (4.76)

Hz‘eMj Di t eXP(Aj) : Hz‘eMj(l - i)

La mise a jour du noeud de variable est réalisée par le calcul du :

v = (¢jlr) = Le - rj + 1 (4.77)

Un mot de code, noté ¢ = (cgt),cg) e cg)) WVt e {l,--- M}, avec M le nombre de mots de

code, vérifie I’équation z; avec une probabilité ﬁgt)

50 L T, (1 22' Pr [ = 1ir]) (4.78)

qui est donnée par :
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avec

exp (7))

1+ exp (y(cl”r))

Pr [cgw - 1|r] - (4.79)

La probabilité que I’équation z; soit vraie en utilisant toutes les informations dont on dispose

sur cette équation exceptée celle fournie par le mot ¢® est donnée par :
~(s)

! M -1 ’

La probabilité a posteriori que I’équation z; soit vérifiée par tous les mots de code est donnée
par :

M (%)

_ D=1 P

- (4.81)

b

La technique de décodage fondée sur les probabilités de fiabilité des équations de parité estimées

est illustrée par l'algorithme 8 A I'entrée de cet algorithme, on dispose de données regues r qui sont
réorganisées sous forme d’une matrice, notée R, de taille (M’ x n), avec M’ = |L/n| ou chaque
ligne représente un mot de code bruité. Chaque mot de code de cette matrice va étre corrigée
en utilisant les équations de parité identifiées dont le nombre, noté nbg,, est inférieur ou égal a
n — k. Ces équations de parité estimées forment une matrice, notée D, de taille (nbgg x n) qui
peut étre considérée comme une matrice de parité dans notre contexte. En plus de la matrice D,
I’algorithme de décodage a aussi besoin en entrée de connaitre la probabilité de fiabilité, pgt) de
chaque équation de parité, i, out i € [1,nbg,], pour chaque mot de code, ¢, ot ¢t € [1, M'], calculée
en sortie de l'algorithme d’identification de D. Nous construisons avec les probabilités calculées,
pgt), une matrice, notée p, de taille (M’ x nbg,), ou l'indice de ligne est ¢ et I'indice de colonne
est 7. L’algorithme de décodage donne en sortie les informations a posteriori sur les mots de code
corrigés sous forme d’une matrice, notée v, de taille (M’ x n) ainsi que la matrice des mots de
code corrigés sous forme binaire, notée C, et la matrice des probabilités de fiabilité p mise & jour.
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Algorithme 8: Nouvel algorithme de décodage du code LDPC binaire

Entrées : RLD’ P, Lc et le nombre maximal d’itérations iter
Sorties : v, C et p

Initialisation : Pour tout ¢ € [1,nbg,], j € [1,n] et t € [1,M'] :
niy =0

,yj(.t) _ L. fj(.t)

Itérer jusqu’a iter :
1. Pour tout i € [1,nbgy] et t € [1, M'],

calculer pgt) (4.30)

2. Mise a jour du noeud de parité : Pour chaque (i, 7), avec D(i,j) = 1, et pour
t €1, M'], calculer 77]@ en utilisant les équations ([@.72)), [@7H) et (L70)

3. Mise a jour du noeud de variable : Vj € [1,n] et t € [1, M],

calculer yj(t) en utilisant I’équation (77

4. Mise a jour des probabilités de fiabilité : Vi € [1,nbg,] et t € [1, M'],
calculer ﬁgt) en utilisant les équations ([A78)et (LT9)

5. Terminaison :

Prendre la décision pour tous les mots de code : si 'y](t) > 0 alors E§t> = 1 sinon Eg»t) =0

Pour toute équation z;, calculer p; en utilisant I’équation (Z.8T])

Critére d’arrét : Si D - CT = 0, alors arréter les itérations sinon retourner a 1’étape
1.

4.4.3.3 Nouvelle méthode itérative d’identification d’une base de code dual

Nous mentionnons que nous nous intéressons dans cette section aux codes en bloc linéaires
binaires. Le probleme qui se pose ici est le suivant : la trame de bits codés puis modulés r observée
en sortie d’'un canal BBAG de probabilité d’erreur p., donnée par I’équation (Z3]), est entachée
d’erreurs. Cette trame est une concaténation de mots de code bruités. Apres avoir démodulé cette
trame, le role du récepteur est de la corriger a ’aide d’un algorithme de décodage. Mais, le bloc
de décodage ne peut pas réaliser la correction de la trame sans connaitre la matrice de controle
de parité du code utilisée a 1’émission ou une matrice équivalente. Dans le cadre de cette these,
notre objectif est d’identifier une matrice équivalente a la matrice de parité du codeur qui permet
aussi de faire la correction des données bruitées. En effet, I'utilisation d’une matrice équivalente
de la matrice de controle de parité permet de corriger la trame des mots de code bruités mais ne
permet pas de récupérer les mots d’information. Pour cela, le code C et le code dual C* peuvent
étre vus comme deux espaces vectoriels. Nous allons donc chercher une base du code dual comme
espace vectoriel. Cette problématique a été déja traité dans [Val00,SHB09,Mar09] pour des faibles
probabilités d’erreurs et en utilisant des démodulateurs & décision ferme.

Nous proposons ici un algorithme itératif d’identification qui exploite les informations souples
sur la fiabilité des bits afin d’éliminer les mots de code les plus entachés d’erreurs. De ce fait, pour
identifier une base du code dual, nous utilisons seulement les mots de code les moins entachés d’er-
reurs. La base identifiée qui peut comporter un nombre insuffisant d’équations de parité sera ensuite
utilisée par le décodeur afin de corriger, méme partiellement, les mots de code regus. L’information
souple obtenue en sortie de 'algorithme de décodage sera réutilisée a l'itération suivante pour dé-
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tecter les mots de code les moins entachés d’erreurs qui vont servir a l'identification d’une autre
base. Celle-ci sera concaténée a la base de l'itération précédente pour pouvoir compléter ’ancienne
base incomplete en vérifiant que les relations de parité des deux bases sont indépendantes. La base
construite va étre utilisée par le décodeur afin de corriger plus d’erreurs. Ce procédé est réitéré
et cela jusqu’a la derniere itération. Le processus itératif correspondant qui prend en compte les
probabilités de fiabilité des relations de parité identifiées est illustré comme suit :

Initialisation :

e Nous construisons la matrice R de taille (M’ x n) & partir des informations souples L(T) des
données regues.

e Nous initialisons R,, = R.

e Nous initialisons la matrice de controle de parité estimée D et la matrice des probabilités de
fiabilité p par des matrices vides :

fD:(.);
ff):(.)

e Nous initialisons l'itération, notée it, a 1.
Processus itératif :

e Nous appliquons les opérations de permutation de lignes, illustrées dans la sous-section [4.4.2]
sur la matrice R,, afin de réorganiser ses lignes suivant les mots de code les plus fiables et les
moins entachés d’erreurs.

e Nous utilisons un démodulateur & décision ferme, ou la décision est définie par 1’équation (2.8)),
pour convertir les éléments souples de la matrice R,, en des éléments binaires. A partir de la
matrice binaire obtenue, nous prenons les M premiéres lignes correspondant aux M mots de
code les plus fiables. Dans ce cas, nous obtenons une nouvelle matrice, notée f{n, de taille
(M xn).

e En utilisant la matrice R,, et la probabilité d’erreur p. qui peut étre déterminée par I’équation
([2.3), nous appliquons la technique d’identification aveugle présentée dans la sous section [4.3.1]
pour estimer une base du code dual, notée D).

e Nous concaténons la base identifiée & l'itération actuelle D) avec la base de l'itération précé-
dente, D@1 D « D@D UD) | pour combler 'insuffisance des équations de parité. Dans
le cas ou les équations sont completes, la base identifiée a l'itération actuelle contiendra des
colonnes dépendantes de la base de l'itération précédente. Donc, nous pouvons les éliminer et
ne garder que les colonnes indépendantes dans D.

e Pour des probabilités d’erreur élevées, la probabilité de fausse détection d’une équation de pa-
rité augmente au niveau de l’algorithme d’identification. Celui-ci engendre un exces d’équations
de parité identifiées, c’est-a-dire qu’on identifie plus de n — k équations. C’est pourquoi, nous
proposons de calculer, a chaque itération et apres identification, les probabilités de fiabilité
plit) des équations de parités estimées pour tous les mots de code. En fait, ces probabilités
nous permettent de connaitre les n — k équations de parité les plus fiables et d’éliminer les
moins fiables. Pour ce faire, nous vérifions tout d’abord si le nombre d’équations de parité
identifiées a l'itération actuelle est supérieur a celui de l'itération précédente. Si c’est le cas, on
peut connaitre les nouvelles équations ajoutées a cette itération et calculer leurs probabilités
de fiabilité p(*) & l’aide des équations (A7) et (@T9). Puis, nous concaténons les probabilités
qui sont déja calculées a l'itération précédente plt=1 avec les nouvelles : p + pl=1 U plit),
S’il n’y a pas de nouvelles équations de parité identifiées, alors p < pl*—1,
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e Nous vérifions si p contient plus de n — k équations de parité. Si c’est le cas, alors nous trions
les équations identifiées en fonction de leurs fiabilités et nous gardons uniquement les n — k
équations qui ont les probabilités de fiabilité les plus élevées. En fait, notre algorithme de déco-
dage peut accepter I'insuffisance d’équations de parité qui permettent de corriger partiellement
les mots de code recus. Mais, il ne peut pas accepter I'exces d’équations car il peut dans ce cas
engendrer des erreurs supplémentaires dans les mots de code et dégrader les performances de
détection de I’algorithme d’identification.

e Nous appliquons maintenant la nouvelle technique de décodage présentée dans I’algorithme
B qui prend en entrée la matrice R de taille (M’ x n) construite & partir des mots de code
bruités. Le role de cette technique est de corriger ces mots de code a ’aide de la matrice de parité
identifiée D en prenant en compte les probabilités de fiabilité de chaque équation de parité
pour chaque mot de code, p. Cette technique permet également d’augmenter les probabilités
de fiabilité des bonnes équations de parité qui convergent vers 1 lorsqu’on augmente le nombre
d’itérations de notre processus itératif. La mise a jour de ces probabilités est réalisée pendant
l'opération de décodage. Les probabilités obtenues a la sortie du décodeur, p, ainsi que la
matrice des informations souples des mots de code corrigés, -y, seront réutilisées a l'itération
suivante.

e Nous affectons D 4 D@ et p & p(it) : D) « D et p(® + p.

e Nous prenons un nouveau jeu de données, c’est-a-dire la matrice des informations souples R,
est construite a partir de la matrice v en excluant les M premiere lignes & chaque itération.

Terminaison :

e Nous obtenons en sortie, aprés itmqes itérations, la base du code dual identifiée, D(#mez) qui
contient les équations de parité les plus fiables ainsi que leurs probabilités de fiabilité p(itmaz).

Notre processus itératif d’identification aveugle d’une base du code dual est résumé sur la figure

418
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i L(r)
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Figure 4.18 — Schéma du processus itératif d’identification d’une base du code dual binaire

4.4.4 Analyse des algorithmes

Les résultats des simulations dans cette section ont pour objectif d’évaluer les performances
en termes de probabilité de détection, noté Py, de nos algorithmes d’identification d’une base
du code dual pour les codes binaires et non-binaires. Dans notre contexte, la détection inclut
Iidentification de n — k équations de parité. Nos simulations mettent en évidence l'intérét du
processus itératif en termes de performances lorsqu’on utilise des informations souples issues du
décodeur pour identifier en aveugle une base du code dual. Tout d’abord, quelques rappels sont
nécessaires a la compréhension des résultats et des courbes de performances obtenues :

e Le train des mots de code recus est synchronisé.

e Les parametres du codeur n et k sont supposés connus & la réception.

Le train de symboles ou de bits est composé d’au minimum #t,,., - n - M symboles ou bits.

Une modulation BPSK est utilisée pour les codes binaires.

e Une modulation QAM d’ordre 2™ est utilisée pour les codes dans GF(2™).

Un canal BBAG est considéré,



Section 4.4 : Algorithmes d’identification aveugle a décision souple d’une base du code dual 113

e Les parametres du corps de Galois GF(2™) utilisés & I’émission sont supposés connus & la
réception.

Dans notre étude, nous avons pris en compte des débits proposés par les standards actuels
comme 'UMTS ou LTE. En considérant le standard LTE, le débit maximal théorique de la premiere
catégorie de ce standard peut atteindre 10 Mbps pour une largeur de bande de 20 MHz. Dans nos
simulations, nous considérons une trame de symboles transmis de longueur 20000 bits ou symboles.
Ainsi, nos algorithmes d’identification peuvent étre adaptés dans un contexte réel. Pour chaque
simulation, 1000 itérations de Monte-Carlo sont réalisées ou des symboles d’information sont choisis
aléatoirement a chaque itération. Dans cette partie, nous nous intéressons a des codes LDPC de
parametres suivants :

e Le code LDPC(6,3) dans GF(2) de matrice de controle de parité :
011010
H=(100 10 1 (4.82)
1 01001

e Le code LDPC(12,6) dans GF(2) de matrice de controle de parité :

000111O01O0O0O00O0
101000O011T1QO00O0
00101010O0O0O0T1
H= 010001101010 (4.83)
1000 00O0O0O0ODO0OT11
0101 0O0O0O0O0T1TCO0T1
e Le code LDPC(6,3) dans GF(2*) de matrice de controle de parité :
0 15 7 0 6 O
H=(7 0 0 12 0 4 (4.84)
1 0 1 0 0 B

4.4.4.1 Probabilités de détection

Dans le but d’analyser les performances de détection de nos algorithmes d’identification d’une
base du code dual, nous définissons trois probabilités :

e Probabilité de détection Py : la probabilité d’identifier n — k équations de parité appartenant
au code dual.

e Probabilité de fausse alarme Py, : la probabilité d’identifier n — k fausses équations de parité.

e Probabilité de non-détection P, 4 : la probabilité de n’identifier aucune équation de parité ou
d’identifier un nombre d’équations inférieur a n — k.

Afin de comparer les performances de détection entre 'algorithme classique & décision ferme et
I’algorithme amélioré par le tri des mots de code les moins entachés d’erreurs, nous représentons
sur la figure les probabilités de détection de ces algorithmes en fonction du RSB(dB) pour le
code LDPC(6,3) dans GF(2) et le code LDPC(6,3) dans GF(2%).

Pour le code LDPC(6,3) dans GF(2), la probabilité de détection en fonction du rapport RSB(dB)
est représentée sur la figure |4.19(a)l Sur cette figure, nous avons également représenté les courbes
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de performances de l'algorithme amélioré par le tri dans deux cas. Le premier cas correspond a
trier les bits les moins bruités en premier lieu, c’est-a-dire avant de trier des mots de code. Dans
le deuxieme cas, il s’agit de trier des mots de code les moins entachés d’erreurs avant de trier les
bits. L’objectif est de détecter a partir de ces deux courbes le cas qui a des meilleurs performances
afin de le prendre en compte pour I'amélioration de la capacité de détection de notre algorithme.
D’apres la figure |4.19(a)l nous remarquons que les deux courbes sont quasiment identiques. On
peut en déduire que les deux cas ont quasiment les mémes probabilités de détection. Par la suite,
nous considérons le deuxieme cas qui correspond a trier les mots de code avant les bits.

0.9 %
= Algorithme classique Algorithme classique ”
= = = Tri des mots de code puis tri de bits [ 0.8 | = = = Tri des mots de code -,

0.9

08kl =~ Tri des bits puis tri des mots de code /

0.7

0.6

Pdet

0.51

0.4

0.3

0.2

0.1

9 10 8 10 12 14 16 18 20

RSB(dB) RSB(dB)
(a) Code LDPC(6,3) dans GF(2) (b) Code LDPC(6,3) dans GF(2*)
Figure 4.19 — Comparaison des performances entre les algorithmes classique et de tri des

mots de code

En comparant les performances de détection de 'algorithme classique a I’algorithme amélioré
par le tri, nous observons de bonnes performances pour 'algorithme amélioré qui apporte un gain
de 0.3 dB pour Py, = 0.2.

Pour le code LDPC(6,3) dans GF(2%), la probabilité de détection en fonction du rapport
RSB(dB) est représentée sur la figure Nous pouvons également observer de meilleurs per-
formances pour ’algorithme amélioré par le tri des mots de code les moins entachés d’erreurs par
rapport & l'algorithme classique pour de faibles valeurs de RSB(dB). Pour des RSB(dB)> 18 dB,
les deux courbes de performances sont similaires.

A travers la figure[4.19], nous avons mis en évidence 'amélioration des performances de détection
de l'algorithme d’identification lorsque les méthodes de tri illustrées dans la sous section [4.4.2] sont
utilisées.

Comparons maintenant les performances de détection de I’algorithme classique et de I'algorithme
conjoint d’identification et de décodage a décision souple basé sur le tri des mots de code les moins
bruités. Pour cela, nous avons réalisé 3 itérations pour l'algorithme d’identification conjoint. A
chaque itération, un algorithme modifiée de décodage LDPC a 50 itérations a été utilisé pour
corriger les mots de code. Nous avons représenté sur la figure la probabilité de détection de
ces deux algorithmes d’identification en fonction du RSB(dB) pour le code LDPC(6,3) dans GF(2)
et le code LDPC(12,6) dans GF(2).

Sur la figure nous avons représenté la probabilité de détection P, en fonction du
RSB(dB) pour les deux algorithmes d’identification pour le cas du LDPC(6,3) dans GF(2). Nous
constatons que le nouvel algorithme itératif d’identification présente de meilleurs performances de
détection comparé a 'algorithme classique. Cet algorithme présente un gain significatif qui dépasse
10 dB. En effet, méme pour des valeurs faibles du rapport RSB(dB) qui sont comprises entre 2 et
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6 dB, les probabilités de détection du nouvel algorithme sont supérieures ou égales a 0.9, alors que
les probabilités de détection de I'algorithme classique sont inférieures a 0.1.

Sur la figure nous représentons les probabilités de détection pour les deux algorithmes
d’identification dans le cas du code LDPC(12,6) dans GF(2). Nous remarquons également des amé-
liorations significatives des performances de détection lorsque l'algorithme d’identification itératif
est utilisé. Cet algorithme a apporté un gain de 5.7 dB pour une Pj; = 0.7.

Nous venons de montrer que les performances de détection de ’algorithme d’identification clas-
sique sont largement améliorées par le processus itératif qui est basé sur 'utilisation conjointe
de lalgorithme d’identification et du décodage itératif a décision souple prenant en compte les
probabilités de fiabilités des équations de parité identifiées.

— s aee T
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09p = = === =77 4 il
0.8} P
0.8 4 R -
0.7F 'R
071 1 1
0.6 !
06F Algorithme classique 4 1
= = = Nouvel algorithme itératif conjoint : 3 itérations o5k -1
l
7 = Algorithme classique
041 = = = Nouvel algorithme itératif conjoint : 3 itérations
I
0.3y
0.2F
0.1
T i i i i 0 - - - i i
2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RSB(dB) RSB(dB)
(a) Code LDPC(6,3) dans GF(2) (b) Code LDPC(12,6) dans GF(2)
Figure 4.20 — Comparaison des performances entre l’algorithme classique et le nouvel
algorithme

Afin d’évaluer la pertinence de nos résultats, une comparaison entre les performances de dé-
tection et le pouvoir de correction du code est souhaitable. Le critere considéré pour évaluer le
pouvoir de correction du code est le taux d’erreur binaire TEB obtenu apres décodage des mots de
code bruités. Pour garantir une qualité de service raisonnable dans les standards actuels, les taux
d’erreur binaires acceptables doivent étre inférieurs a 1075,

Dans nos simulations, nous avons considéré un décodage LDPC a décision souple et un canal
BBAG. Sur la figure [£21] nous avons représenté les TEB en fonction du RSB(dB) pour les trois
codes : LDPC(6,3) dans GF(2), LDPC(12,6) dans GF(2) et LDPC(6,3) dans GF(2*). Les TEB ont
été calculés pour un RSB(dB) variant de 1 a 10 pour les codes binaires et de 1 a 14 pour les codes
non-binaires.
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Figure 4.21 — TEB des codes LDPC(6,3) et LDPC(12,6) dans GF(2)

Sur la figure @22 les trois probabilités (Pyet, Pfq €t Ppq) en fonction du RSB(dB) sont repré-
sentées pour les deux codes LDPC(6,3) dans GF(2) et LDPC(12,6) dans GF(2). Nous avons aussi
délimité sur chaque figure les zones ol le TEB est supérieur/inférieur & 10~°. Nous remarquons
que pour les deux codes notre algorithme itératif offre d’excellentes performances. En effet, pour
les zones correspondant & un TEB inférieur & 107°, la probabilité de détection est proche de 1.

Nous remarquons, pour les deux codes, que les probabilités de non-détection sont quasiment
nulles méme dans la zone ol le TEB est supérieur & 107°. Nous constatons que les probabilités
de fausse alarme pour le code LDPC(6,3) sont faibles et ne dépassent pas 0.1 dans la zone de
TEB> 10° et nulles dans celle ot TEB< 107°. Pour le code LDPC(12,6), nous observons qu’a
partir d’un certain seuil, ces probabilités deviennent supérieures aux probabilités de détection. En
comparant le point de croisement de ces deux courbes aux TEB, nous notons que ces croisements
se réalisent lorsque lorsque le TEB est supérieur & 10~2. Par conséquent, ce code ne sera pas utilisé
en pratique dans ce contexte (TEB> 1072).
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Figure 4.22 — Pyet, Pro et P,q pour algorithme itératif d’identification

4.4.4.2 (Gain apporté par notre algorithme itératif

Dans le but de limiter le temps de calcul permettant d’atteindre une bonne probabilité de
détection, le nombre d’itérations maximum est fixé & 8. Afin d’évaluer ce nombre d’itérations, nous



Section 4.4 : Algorithmes d’identification aveugle a décision souple d’une base du code dual 117

noterons Ay, le gain obtenu entre I'itération x et y, tel que :

by _ Pdet(y) - Pdet(x)
ey Pdet (1')

(4.85)

out Py (i) est la probabilité de détecter les bonnes n — k équations de parité a la i-eme itération.
Ce gain sera exprimé en pourcentage.

Pour le code LDPC(6,3) dans GF(2), nous avons représenté sur la figure .23 la probabilité de
détection Py en fonction du RSB(dB) pour les itérations 1, 3 et 5.
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Figure 4.23 — Pgac+ du nouvel algorithme itératif pour le code LDPC(6,3) pour it = 1,3,5

Nous pouvons remarquer que les performances optimales de notre algorithme sont atteintes a
la 3-eme itération. En effet, le gain entre l'itération 3 et 5 est proche de 0. Cependant, le gain
indiqué dans le tableau [£.9] entre I'itération 1 et 5 est compris entre 4 et 9%. Pour RSB(dB)=2 dB,
le gain Aj_,5 est proche de 9%. Pour ce RSB(dB), aprés une itération Py est proche de 0.82 et
nous passons a 0.90 apres 5 itérations.

RSB(dB) | 2| 4 | 10
Mg (%) | 8] 4.3 3.6
As (%) | 9] 55| 4

Tableau 4.9 — Gain de détection pour le code LDPC(6,3)

Pour le code LDPC(12,6) dans GF(2), nous avons représenté sur la figure la probabilité de
détection Py en fonction du RSB(dB) pour les itérations 1, 5 et 8.

Pour ce code, les performances optimales de notre algorithme sont atteintes a la 5-éme itération.
Nous remarquons que pour RSB(dB)< 4 le gain apporté par notre algorithme itératif est tres
important. Nous représentons sur le tableau .10l un récapitulatif des différents gains.
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Figure 4.24 — Pje; du nouvel algorithme itératif pour le code LDPC(12,6) pour it = 1,5,8

RSB(dB) | 2 | 3 |8
A5 (%) | 200 | 102 | 3
Mg (%) | 228 | 112| 3

Tableau 4.10 — Gain de détection pour le code LDPC(12,6)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord présenté trois méthodes d’identification aveugle de la
taille des mots de code pour des codes linéaires binaires et non-binaires. La premiere méthode est
une généralisation d’'une méthode existante d’identification pour les codes binaires. Cette méthode
est basée sur la recherche des colonnes presque dépendantes dans des matrices construites a partir
des symboles recus. Les deux autres méthodes sont basées sur 'analyse des comportements de la
moyenne arithmétique et de la variance du nombre de 0 dans les matrices construites en utilisant
Iélimination de Gauss dans GF(2™).

Nous avons ensuite analysé les performances de nos trois méthodes. Nous avons montré qu’elles
ont la méme complexité. En revanche, les méthodes de la moyenne et de la variance sont plus
robustes que la premiere méthode puisqu’elles n’ont pas besoin d’estimer la probabilité d’erreur
du canal. En comparant les performances de détection, nous avons mis en avant 'influence du
cardinal du corps de Galois ¢ = 2™ et 'augmentation de la taille des mots de code n sur nos
méthodes d’identification. Nous avons montré que la méthode de la moyenne et de la variance
offrent d’excellentes performances pour les codes LDPC testés dans GF(g), méme en augmentant le
cardinal du corps. Cependant, pour des tailles de code plus grandes, on a besoin de plus de données
afin d’obtenir d’excellentes probabilités de détection. Le probleme de la complexité de nos méthodes
fait 'objet de nos travaux futurs. Pour différents types des canaux (canal g-aire symétrique, canal
BBAG et canal de Rayleigh a trajets multiples) et différentes modulations (PAM et QAM), nous
avons montré que la méthode de la variance offre les meilleurs performances de détection.

Pour identifier une base du code dual, nous avons supposé que les parametres du code n et k et
les parametres du corps de Galois sont connus. Nous avons présenté une méthode d’identification
pour les codes non-binaires en bloc basée sur 'utilisation d’un démodulateur a décision ferme. Cette
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méthode est une généralisation d’une méthode d’identification pour les codes binaires.

Afin d’améliorer les performances de détection des n — k équations de parité, nous avons tout
d’abord présenté deux étapes d’amélioration de ’algorithme classique d’identification pour les codes
binaires en utilisant un démodulateur a décision souple. La premiere étape d’amélioration consiste
a trier les lignes de la matrice construite a partir des mots de code bruités suivant le critere de
fiabilité des mots de code, & savoir que les mots de code les moins entachés d’erreurs sont placés
dans les premieres lignes. Cette étape peut étre aussi appliquée a 'algorithme d’identification pour
les codes non-binaires. Nous avons présenté une deuxieme opération de tri qui consiste a trier les
mots de code suivant les fiabilités des bits, a savoir que les mots de code qui ont un nombre minimal
de bits erronés sont placés dans les premieres lignes. Dans la deuxieme étape d’amélioration, nous
avons introduit un processus itératif dans I'algorithme d’identification qui est basé sur I’échange
d’information entre l’algorithme classique d’identification et 1’algorithme de décodage a décision
souple. L’algorithme du décodage prend en entrée les équations de parité estimées et il fournit en
sortie des informations souples sur les mots de code corrigés qui seront utilisées a leur tour pour
I'identification. Dans le but d’améliorer les performances de détection des équations de parité, nous
avons modifié 'algorithme de décodage afin de prendre en compte les probabilités de fiabilité des
équations de parité estimées. Nous avons utilisé ces probabilités pour éliminer les équations les
moins fiables et garder uniquement les n — k équations les plus plus fiables.

Nous avons ensuite analysé les performances de détection des algorithmes d’identification d’une
base du code dual présentés. Nous avons montré que l'algorithme conjoint d’identification et de
décodage a décision souple offre d’excellentes performances comparé a ’algorithme classique d’iden-
tification. Puis, nous avons mis en avant 'influence des itérations sur les performances de détection.
Afin de montrer la pertinence de nos résultats, nous avons pris en compte le taux d’erreur binaire
acceptable par les standards actuels qui doit étre inférieur & 107°. Nous avons montré que dans ces
conditions la probabilité de détection de notre nouvel algorithme est proche de 1.
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5.1 Introduction

La théorie des corps finis [Men93| est actuellement présente dans de nombreux domaines de
recherche, tels que les mathématiques mais également le traitement du signal, la cryptologie, I'in-
formatique et les communications numériques. La théorie des corps finis est également présente
dans une part non-négligeable des nouvelles technologies de l'information et des dispositifs ou lo-
giciels de communications actuels. Une partie des algorithmes, des logiciels et des architectures
informatiques embarqués dans ces applications sont basés sur des calculs dans des corps finis et
plus précisément dans les extensions du corps GF(2) (le cas binaire). Il s’agit généralement d’utiliser
toutes les bonnes propriétés de l'algebre linéaire qui sont judicieusement exploitées pour résoudre
des problemes.

Par exemple, dans les applications de cryptologie ou liées aux codes correcteurs d’erreurs [Pre92],
nous sommes souvent amenés a résoudre un systeme d’équations linéaires, ou a calculer le déter-
minant d’une matrice composée d’éléments d’un corps fini. Dans le traitement du signal pour les
communications numériques, il est fréquent d’effectuer les calculs de la dimension de ’espace du
signal ou de son dual [BSHO6,IMGBII]. En général, toutes ces propriétés et leur calculs sont liés
au calcul du déterminant dans le corps fini et & ses propriétés, dont la principale est la nullité ou
non nullité du déterminant. Mais ce qui est radicalement différent entre une approche purement
mathématique et une approche plus pragmatique pour la mise en oeuvre d’un algorithme de trai-
tement du signal appliqué par exemple a un code correcteur d’erreurs est de savoir comment sont
représentés les éléments du corps fini pour effectuer les calculs dans la pratique.

D’un point de vue mathématique, la seule chose importante est d’étre capable de représenter
formellement les différents éléments du corps fini et de faire les calculs. Toutes les différentes re-
présentations sont équivalentes. Mais, pour mettre en oeuvre ces calculs sur un ordinateur ou sur
un dispositif embarqué comme un FPGA ou un micro-controleur, il est nécessaire de préciser la
maniére dont les éléments sont codés [Rao81]. Ce processus est appelé “mapping” dans le traitement
du signal et il consiste a associer a chaque élément une représentation spécifique. Par exemple, dans
le cas d’une représentation classique on considere le code binaire naturel, avec les bits les plus signi-
ficatifs a gauche. Mais il est possible de faire I'inverse et de réaliser le codage avec les bits les plus
significatifs a droite, ce qui modifie les facons d’effectuer ou d’implémenter les calculs. Il en est géné-
ralement de méme pour les transmissions numériques ou les données binaires sont regroupées pour
former des symboles qui sont ensuite convertis en des éléments d’une constellation d’ordre élevé
comme les modulations d’amplitude en quadrature, QAM (Quadrature Amplitude Modulation),
ou les modulations par déplacement de phase, PSK (Phase-shift keying). En particulier, il existe
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de nombreuses études dans le domaine de 1'égalisation [Sat75llJab92l[Gu05] et des codes correc-
teurs d’erreurs non-binaires [RS,Rya91,[DM98a] destinées spécialement a I'optimisation conjointe
du schéma de codage et du mapping des modulations. Dans ce cas, il est nécessaire de déterminer
le mapping optimal, par rapport a un critere donné, ce qui ne conduit pas toujours au mapping
classique de Gray. En fait, le résultat obtenu dépend des codes et des décodeurs effectivement mis
en oeuvre dans le cadre de l’application considérée [CCW™(7].

En général, il existe une composition de deux ou plusieurs étapes successives de mapping (co-
dage de symbole + mapping de constellation + ...) qui peuvent étre vues comme une opération
globale de mapping. Pour récupérer l'information codée, il est nécessaire d’effectuer 'opération
complémentaire, appelée “demapping”. La fonction qui correspond a la composition des deux opé-
rations de mapping et de demapping (que nous désignerons fonction de “mapping-demapping”) doit
étre égale a l'opérateur identité, noté id. Si tout va bien, il est alors possible de traiter les données
recues ou stockées. En revanche, que se passe-t-il si 'opération de demapping utilisée ne correspond
pas a 'opération inverse de mapping ? Dans un tel cas, la fonction de mapping-demapping n’est
pas égale a l'opérateur l'identité. Cela nous a amenés a nous interroger sur 'impact des différentes
fonctions de mapping-demapping sur les calculs d’algebre linéaire et les propriétés dans le corps de
Galois.

La transmission du signal sur le canal mais également les problemes de synchronisation
[VAO5LHos10] peuvent produire involontairement ces phénomenes qui peuvent provoquer des ro-
tations de constellations des symboles recus ou une inversion de polarité sur la voie en phase
et en quadrature et bien d’autres dysfonctionnements. Ils peuvent aussi étre liés a des domaines
spécifiques d’applications tels que la surveillance de spectre (spectrum sensing) ou l'interception
des communications. Dans tels contextes, le récepteur ne connait pas le mapping utilisé a 1’émis-
sion [KCAT]]. C’est aussi un probleme qui peut se produire dans le domaine de la cryptographie
et/ou la cryptanalyse, ot on peut choisir, pour des raisons de sécurité, le mode de représentation des
éléments et des polynomes utilisés pour générer tous les éléments du corps [DAOGLGKPPO6LSKI0].
Ce choix conditionne la sélection des méthodes pour mettre en oeuvre les calculs, ce qui conduit a
des modifications au niveau de I'implémentation, en particulier s’ils sont réalisés a partir de tableaux
codés en dur.

Notre objectif est d’introduire un formalisme mathématique spécifique pour étudier I'impact de
la fonction de mapping-demapping sur les calculs d’algebre linéaire en termes de conservation de la
dimension des espaces vectoriels et de manipulation des propriétés des éléments du corps de Galois,
dans le cas des codes correcteurs d’erreurs non-binaires pour les communications numériques. En
effet, les codes correcteurs d’erreurs introduisent de la redondance dans le train de données, ce qui
conduit a des combinaisons linéaires entre les éléments de chaque mot de code. L’ensemble des mots
de code définissent ’espace du code, dont la dimension est égale a la taille des mots d’information.
Pour corriger et décoder correctement les mots de code et récupérer les données, il est nécessaire
que la fonction de mapping-demapping ne modifie ni les propriétés du code, ni I'espace du code.
Dans un tel contexte, la connaissance de l'influence de la fonction de mapping-demapping sur les
propriétés de l'espace du code peut donner quelques informations et un critére important pour
détecter les défauts ou les modifications durant le processus de transmission, ce qui permet de les
corriger de la bonne maniere.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section présente quelques notations et définitions
mathématiques. Ensuite, les fonctions de mapping-demapping indépendantes de ’espace vecto-
riel sont étudiées dans la section B3l Dans la section (5.4 les fonctions de mapping-demapping
dépendantes de ’espace vectoriel sont définies. Les fonctions particulieres qui correspondent au
changement du polynéme primitif et 'inversion des poids des éléments de GF(p™) font l'objet de
la section Dans la section 5.6, I'existence de fonctions de mapping-démapping qui conservent
les équations de parité de poids 2 est étudiée dans le cas des applications sur les codes correcteurs
d’erreurs non-binaires. La généralisation au cas des relations de parité de poids supérieur a 2 est
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également discutée.

5.2 Définitions et notations de base

D’un point de vue théorique, toutes les représentations de GF(p™) sont isomorphes en tant
que corps. Mais d’un point de vue concret, il existe beaucoup de possibilités d’implémentations
d’un corps de Galois. Dans les applications, le corps de Galois s’écrit généralement sous forme du
quotient de I’anneau de polynémes par un polynéme irréductible de degré m, noté Z/pZ[X]. Pour
un corps de Galois donné, il existe généralement plusieurs polynomes irréductibles, dont certains
sont plus commode a utiliser que d’autres. Les polynémes choisis le plus souvent sont les polynomes
primitifs grace a la propriété importante de leurs racines. Ainsi, toute racine d’un polynéme primitif
engendre tous les éléments non-nuls du corps, et est appelée élément primitif. En pratique, chaque
élément du corps de Galois s’expriment en un symbole interne par une fagcon ad hoc pour construire
les listes de données qui peuvent étre manipulées par un dispositif approprié. Il s’agit de I'étape de
mapping. Ensuite, les objets qui en résultent doivent étre décodés en des listes d’éléments du méme
corps. C’est I’étape du demapping.

Dans ce chapitre, nous évaluons 'effet d’une opération de demapping inappropriée sur les calculs
linéaires. Le mauvais usage du demapping peut étre vu, d'un point du vu formel, comme une
bijection sur le corps de Galois ot chaque élément de ce corps sera remplacé par son image au
travers de la bijection. Nous noterons d, 'effet sur des objets de données d’une bijection d sur un
corps de Galois et d,(E) son résultat sur un objet de données E.

Exemple 5.36.
Si E est une matrice construite & partir des coefficients dans GF(p™), notés e; ;, la matrice obtenue

apres le demapping par d est :

d«(E) = (d(ei))i

5.3 Sous-groupe de mapping-demapping indépendant de ’espace
vectoriel

Dans cette section, nous étudions I’existence des fonctions de mapping-demapping qui préservent
la dimension de tout espace vectoriel.

5.3.1 Fonctions remarquables

Nous présentons quelques fonctions remarquables qui peuvent préserver la dimension d’un es-
pace vectoriel : le morphisme de Frobenius, les applications de multiplication par un scalaire non nul
de GF(p™) et plus généralement le sous-groupe engendré par ces deux types de GF(p)-applications
linéaires bijectives.

Morphisme de Frobenius

Le morphisme de Frobenius o est un mapping-demapping remarquable du corps de Galois
GF(p™) sur lui-méme. Il envoie chaque z de GF(p™) sur o(x) = aP ou p est la caractéristique
du corps de Galois. Ce mapping-demapping préserve les lois + et - du corps de Galois GF(p").
De ce fait, il est un morphisme du corps. Par la suite, nous présentons I'impact du morphisme de
Frobenius sur les calculs d’algebre linéaire.
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Théoreme 5.10. Soit M = (m; ;)i ; une matrice carrée a coefficients dans GF(p™). Le déter-
minant de M est préservé par le morphisme de Frobenius :

det(o,(M)) = det((o(mq;))i,;) = o(det((mq,)i;)) = o(det(IM)) (5.1)

ot 0,(M) désigne la matrice carée (o(m;j))i ;.

Démonstration. Dans la premiere étape de cette démonstration, nous montrons que le morphisme
de Frobenius est une application bijective. Alors, il suffit tout d’abord de montrer qu’il est injectif.
En effet, puisque o(1) = 1, ce mapping préserve chaque élément du groupe cyclique additif engendré
par 1 (le sous-corps GF(p)). De ce fait, le morphisme de Frobenius est aussi une application GF(p)
linéaire sur le corps de Galois GF(p™). Cette application est considérée comme un espace vectoriel
sur le corps GF(p). Mais l'inexistence de diviseur de 0 dans un corps implique que le noyau de
I’application linéaire o est réduit a zéro. Par conséquent, le mapping de Frobenius est injectif.

La dimension de cet espace vectoriel est m qui est fini. Alors le mapping de Frobenius est
bijectif, ce qui implique que le morphisme de Frobenius peut constituer une possible application de
mapping-demapping.

Etant donné que le morphisme de Frobenius ¢ est compatible avec 'arithmétique du corps de
Galois, il envoie une expression algébrique sur la méme expression, ot chaque élément est remplacé
par son image au travers du mapping-demapping de Frobenius. En particulier, 'image par ¢ du
déterminant d’une matrice carrée M = (m; ;); ; & coefficients dans le corps de Galois GF(p™) est
donnée par 'équation (B.1). O

Ainsi, le morphisme de Frobenius conserve la nullité du déterminant donc la dimension des espaces
vectoriels. Pour préciser 'impact du morphisme de Frobenius sur 1'algebre linéaire, considérons un
entier naturel n et un sous espace vectoriel C sur GF(p™)".

Théoréme 5.11. L’image de opération de mapping-demapping induite par le morphisme de
Frobenius o de l’espace vectoriel C est un sous-espace vectoriel sur GF(p™) qui est défini par :

0.(C) = {(0(%))19’91 (i)1<i<n € C} (5.2)

Démonstration. Six = (;)1<i<n €t Y = (¥i)1<i<n sont deux vecteurs de C et A est un élément du
corps de Galois GF(p™), o(x) + A - o(y) est donné par :

o(x) +A-o(y) =o(x+07'(\)y) € 0(C)

Ainsi, 0,(C) est un sous espace vectoriel de GF(p™)". O

Grace a la bijectivité de o, la dimension de C et o(C) est la méme. On retrouve ainsi directement
que le mapping-demapping de Frobenius o préserve la dimension de tout espace vectoriel.

Multiplication par un élément non-nul

Considérons comme fonction de mapping-demapping, la multiplication par un élément non-nul
du corps GF(p™), i.e. 'automorphisme linéaire dans GF(p™) sur l'espace vectoriel sur GF(p™).
Soit A un élément non-nul du corps de Galois GF(p"™) et m) une application de GF(p™) sur lui
meéme qui envoie un élément z sur my(z) = A - .

Théoréeme 5.12. La multiplication my en tant que mapping-demapping préserve la dimension
de tout espace vectoriel et l’espace vectoriel lui-méme.
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Démonstration. Etant donnée que A est inversible, le mapping-demapping m) est bijectif et le
mapping-demapping de son inverse s’écrit m; /5. Grace a la linéarité de GF(p™), la multiplication
par A modifie chaque expression polynomiale homogene de degré k par le facteur A\*. Par exemple,
le calcul du déterminant en utilisant m) comme fonction de mapping-demapping de la matrice
carrée M = (m; ;); j de taille (n x n) a coeflicients dans le corps GF(p™) conduit a :

det(my,(M)) = A" - det M
ou my, (M) désigne la matrice carrée a coefficients (my(m; ;)); j. On peut en déduire :
det(my(M)) =0 <= detM =0

Par conséquent, le mapping-demapping m) préserve la dimension de tout espace vectoriel.

Montrons maintenant que m) préserve ’espace vectoriel lui-méme. En effet, considérons C un
espace vectoriel sur le corps GF(p™). Puisque A est inversible, I'image de C par la fonction de
mapping-demapping mj est :

mx(C) = { Ni<i<n|(@i)1<i<n € C}
= { Ni<i<n|(Ti)1<i<n € C}
= { Yi)1<i<n|x (Yi)1<i<n € C}
= { Yi)1<i<n|(Yi)1<i<n € C}
= C.
De ce fait, ’espace vectoriel C est préservé par la fonction my. U

Groupe généré par le morphisme de Frobenius et 1’automorphisme de multiplication

Dans les paragraphes précédents, deux applications de mapping-demapping ont été présentées :
le morphisme de Frobenius o et la multiplication par un élément non-nul m). Ces deux types
d’applications de mapping-demapping préservent la dimension de tout espace vectoriel puisqu’elles
conservent la nullité et la non-nullité du determinant. Ces deux propriétés sont conservées par la
composition et 'inversion des applications de mapping-demapping pour lesquelles ces propriétés
sont vérifiées. Ainsi, tout élément du groupe d’applications de mapping-demapping engendré par
o et m) préserve la dimension de tout espace vectoriel. Ces applications de mapping-demapping
seront appelées fonctions de mapping-demapping universelles. Soit MD le plus petit groupe pour
la loi de composition contenant a la fois le morphisme de Frobenius et les automorphismes de
multiplication. Cette partie se concentre sur I’étude des propriétés de ce groupe.

Théoréme 5.13. Le groupe MID posséde les propriétés suivantes :

o Tout élément de MDD admet une et une seule écriture sous la forme :
MD = {mA oo” ‘ ANEGF(™)" etk e [[O,m[[} (5.3)

e La fonction réciproque d’un élément g de ce groupe s’écrit :

glt=m_1 oo* (5.4)
PEITeY
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e L’ordre (cardinal) de ce groupe est donné par :
VID| = m - (5" — 1) (5.5)

Démonstration. Nous démontrons que toute fonction de mapping-demapping universelle g s’écrit
sous my o o®, avec A € GF(p™)* et k € [0, m[. En effet, grace 4 'additivité de générateurs de MD,
g est une fonction additive, i.e. pour tout = et y éléments du corps de Galois GF(p™), g(z +y) =
g(x) + g(y). En outre, le morphisme de Frobenius dans GF(p™) est d’ordre m pour la loi de
composition :

gogo---o0=0"=1d

m

De plus, pour tous les éléments non-nuls A et \' de GF(p™) :

m;l = my-1
M) O My = My N

Ces deux propriétés traduisent le fait que ’ensemble de fonctions m) correspond & un groupe
multiplicatif (GF(p™)*,-) par 'isomorphisme qui envoie m) sur \. Ainsi, pour tout élément non-
nul A et tout élément x de GF(p™), o(my(z)) est donné par :

o(ma(2)) = 0(A-2) = W - 2P =m0y (0(z)).
Nous pouvons déduire que o o m) and m) o o peuvent s’écrire sous la forme :

g o my :ma()\) oo
myoo = O’Oma—lo\)

Par conséquent, le groupe universel MD peut étre défini par : MD = {m)\ o ok ‘ A€
GF(p™)* and k € [[O,m[[}.

La fonction réciproque de g = my o o* est donnée par :
-1 _ ky—1
g = (myo
—k

= omau

o
A

= m_ 1 oa_k

a=k(x)

Pour déterminer le cardinal de MD, il est nécessaire de démontrer que toute fonction de
mapping-demapping universelle peut s’écrire d’une facon unique sous la forme my o o*. Si nous
considérons my o o = id, alors nous aurons :

my =g :>m>\(1) ZUfk(l) = =1

k

Dans ce cas, m) o 0" = id permet d’obtenir :

e
{O‘k:’id {k:O

Donc, expression myoo® est unique. Pour cela, il existe exactement |[MD| = m-(p™—1) applications
universelles dans GF(p™). O

Puisque les fonctions de mapping-demapping qui préservent la dimension de tout espace vectoriel
forment un groupe et tout groupe est défini par une loi de composition, alors la caractérisation
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abstraite de la loi de composition du groupe universel MDD est souhaitable. Elle est donnée par le
théoreme [5.141

Théoréme 5.14. Soit o un élément primitif du corps de Galois GF(p™). Considérons l’appli-
cation qui envoie chaque couple (i,k), avec i dans [0,p™ — 1] et k dans [0, m[, sur m: o o*. Cette
application est un isomorphisme entre le produit semi-direct de Z/(p™ — 1) X Z/mZ et le groupe des
fonctions de mapping-demapping universelles MD tel que la loi du produit semi-direct est définie
par :

G, k)@ k) = (i +4 - p" k4 k) (5.6)

Démonstration. La loi du groupe est tout simplement la contrepartie de 1’égalité suivante :

(Mgi 0 ) o (mywod®) = mgio Mgk (i) © ok oot

k+E

Mqi O My iryk © O

_ k+k
= m . Oéil'pk (e

o’
k+kK'
mai+i/,pk oo .

5.3.2 Groupe conservant la dimension de tout espace vectoriel

Nous avons mentionné précédemment qu’il existe des fonctions de mapping-demapping comme
le morphisme de Frobenius, la multiplication par des éléments non nuls et le groupe engendré par
ces deux types de fonctions qui préservent la dimension de tout espace vectoriel. Le but de cette
section est de déterminer toutes les fonctions de mapping-démapping qui préservent la dimension
de tout espace vectoriel dans GF(p™).

Théoréme 5.15. L’ensemble de fonctions de mapping-demapping qui préserve la dimension
de tout espace vectoriel est le groupe universel de fonctions de mapping-demapping MD.

Démonstration. Soit d une fonction de mapping-demapping, ¢.e. une application bijective du corps
GF(p™) sur lui méme. Nous cherchons une fonction de mapping-demapping d telle que pour tout
espace vectoriel V sur GF(p™) :

dimd,(V) =dimV

ou d, (V') définit I'espace vectoriel généré par d(x) avec x dans V.

La dimension d’un espace vectoriel peut étre calculée en utilisant les déterminants des matrices
carrées construites par des vecteurs de cet espace. La dimension correspond a la taille de la plus
grande matrice de déterminant non-nul. Alors, la conservation de la dimension d’un espace vectoriel
par un mapping-demapping d est équivalente a la propriété suivante :

Propriété 5.6. Pour toute matrice carrée M = (my ;)i ,

det(M) = 0 <= det(d,(M)) = 0
ot dy (M) = (d(mi;))i,;-

Si nous supposons que d préserve la dimension de tout espace vectoriel, les déterminants de
matrices de tailles (1 x 1), (2 x 2) et (3 x 3) seront aussi préservés. En fait, le choix de ces trois
matrices est suffisant pour déduire la propriété de conservation de la dimension par le mapping-
demapping d. Pour cette raison, il n’est pas utile de prendre des matrices de taille plus grande.
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La conservation de la nullité du déterminant de la matrice (0) conduit a d(0) = det(d«(0)) = 0.

Considérons z et y deux éléments du corps de Galois GF(p™). Alors le déterminant de la
matrice ci-dessous de taille (2 x 2) est donné par :

det (; ;’y) = 0 = det <§8 dé@b) =0 (5.7)

Ainsi, I'équation (B.7) permet de déduire que d(1) - d(z - y) = d(z) - d(y). Comme la fonction d
est bijective et d(0) = 0, alors d(1) # 0. Soit d l'application du corps de Galois GF(p™) sur lui
méme, tel que pour tout x de GF(p™) :

d(z) = % (5.8)

Nous démontrons que cette application préserve la dimension de tout espace vectoriel. On a
d(x) = my/q(1) © d donc d est la composition de deux bijections. Elle est donc bijective.

La composition de deux fonctions de mappings-demapping conserve la dimension de tout espace
vectoriel. Donc, d conserve la dimension de tout espace vectoriel.

Puisque d(1) = 1, pour tous éléments z et y de GF(p™), d(z -y) = d(z) - d(y). L’application d
est donc un automorphisme du groupe multiplicatif (GF'(p™)*, ).

Soit z et y deux éléments de GF(p™). Comme d(0) = 0 et d(1) = 1, le déterminant de la
matrice ci-dessous de taille (3 x 3) est donné par :

z 10 diz) 1 0
det|{ v 0 1]=0=det| dly) 0 1]=0 (5.9)
r+y 1 1 dlz+y) 1 1

Cette équation permet de déduire que d(z + y) = d(z) + d(y). Alors, Papplication d est un
automorphisme du groupe additif (GF(p™), +). Donc, cette application est un automorphisme
du corps, i.e. un élément du groupe de Galois de GF(p"™) qui est généré par le morphisme de

Frobenius o. Donc, on peut prendre un entier k tel que d = o*.

Comme d = mg) © d = mg(1) © o, le mapping-demapping d qui conserve la dimension de tout

espace vectoriel est un élément du groupe universel de fonctions de mapping-demapping MD. [

5.3.3 Exemple de fonctions de mapping-demapping universelles dans GF(2?)

2m,

Dans le domaine des communications numériques, on utilise le corps de Galois de cardinal
Dans cette partie, nous prenons 'exemple du corps de Galois GF(22). Soit « une racine du

polynéme primitif P(X) = X2 + X + 1, i.e. a® = a + 1. Cette racine est un élément primitif de
GF(2?) = {0,1,a,a?}.

En utilisant 1’équation (5.5, le groupe des fonctions de mapping-demapping universelles possede

2. (22 — 1) = 6 éléments représentés dans le tableau [B.11
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Tableau 5.1 — Fonctions universelles dans GF(2?)

id=mq : 0 — 0 o 0 — 0
1 - 1 1 - 1
a — a — o

o> = o a’? =«

My - 0 — O My 00 : 0 — O
= 1 - «

a — a? a — 1
> = 1 a? = a?

M2 : 0 — 0 Me2 00 : 0 —~ 0
= a? 1 = o

a — 1 a — o

a2 =« a? = 1

Pour le corps de Galois GF(22), MD contient exactement toutes les bijections qui conservent 0.
Dans ce petit corps, cette condition est équivalente a la linéarité sur GF(2) = {0, 1}.

5.4 Fonctions de mapping-demapping conservant la dimension de
certains espaces vectoriels

Les fonctions de mapping-demapping universelles préservent dans toutes les conditions la di-
mension des espaces vectoriels. Nous avons montré qu’elles sont les seules qui puissent le faire. Mais
les translations sont également remarquables de ce point de vue. En effet, celles-ci ne modifient pas
beaucoup les dimensions : elles conservent la dimension de certains espaces vectoriels et ajoutent 1
pour les autres. Cette section est consacrée a I’étude de ces fonctions particulieres.

5.4.1 Exemple de fonctions de mapping-demapping non-universelles : les trans-
lations

Dans cette partie, nous étudions le cas des fonctions de mapping-demapping remarquables qui
parfois ajoutent 1 & la dimension d’un espace vectoriel et parfois conservent cette dimension. Nous
allons établir les résultats pour une classe de fonctions apparues lors de nos simulations.

Théoréme 5.16. Soit i un élément non-nul du corps GF(p™) et 7, la translation par p sur
GF(p™) :
r—=T4+p (5.10)

Soit V' un sous-espace vectoriel de GF(p™)" sur GF(p™). Soit W =< 1,,(V') > le petit espace
vectoriel sur GF(p™) qui contient tous (7,(x;));, ot (x;); est dans V.

dimV
dimV +1

St (1)1 eV

si (1), ¢V (5:11)

dimW = {

ot (1); est un vecteur ayant la méme taille que (x;);.
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Démonstration. Soit x = (z;); un vecteur de V. En appliquant le mapping défini dans I’équation
(EI0) & ce vecteur, nous avons :

(Tu(@i)i = (xi + p)i = ()i + (W) = (@a)i + p- (1)

Les vecteurs (1); et (x;); appartiennent a W car ils peuvent s’écrire en fonction de 7, :

Ainsi, l'espace vectoriel W peut étre défini en fonction de V par : W =V 4+ GF(p™)(1);.

Par conséquent, la dimension de W est égale a la dimension de V' si (1); est un vecteur de V.
Sinon elle est égale a la dimension de V' plus 1. O

5.4.2 Sous-groupe de fonctions de mapping-demapping quasi-universelles

Au cours de nos simulations, un ensemble plus large de fonctions de mapping-demapping re-
marquables est apparu. Il préserve la dimension de certains espaces vectoriels et il ajoute 1 aux
autres dimensions. Cet ensemble sera appelé groupe des fonctions de mapping-demapping quasi-
universelles et noté MD. Il est composé des translations et leur compositions avec les fonctions de
mapping-demapping universelles.

Définition 5.19. Une fonction de mapping-demapping d est dite quasi-universelle s’il existe
une fonction de mapping-demapping universelle my o o® et un élément pu du corps GF(p™) tel que
pour tout x dans GF(p™) :

d(z) = my o o®(x) + p

Dans ce cas, d peut étre exprimé par :
d=T,0myo0 o
ou 7, est la translation par p.

D’apres la définition [5.19] les fonctions de mapping-demapping quasi-universelles sont les trans-
lations de fonctions universelles par des constantes.

Théoréme 5.17. Le nombre de fonctions de mapping-demapping quasi-universelles est donné
par : -
IMD| =m-p™ - (p™ — 1) (5.12)

L’équation (5.12)) est démontrée ci-dessous.

Démonstration. L’écriture de la fonction quasi-universelle d sous la forme d = 7, 0 my o o est
unique, grace a p = d(0) et a 'unicité de I’écriture de la fonction universelle 7_, o d = my o o
de MD. Le nombre de fonctions de mapping-demapping quasi-universelles est [MD| x |GF (p™)

‘:
m-p™ - (p" —1). O

Parmi m-p™ - (p™ — 1) fonctions de mapping-demapping quasi-universelles, il existe exactement
m - (p"™ — 1) fonctions universelles (d’apres 1'équation (B.0)). Ainsi, il y a exactement m - (p™ —
1)? fonctions quasi-universelles mais non-universelles. Ces fonctions seront appelées des fonctions

strictement quasi-universelles.

Théoréme 5.18. L’ensemble des fonctions de mapping-demapping quasi-universelles est stable
par linversion et la composition. Il forme donc un groupe. L’application qui envoie chaque couple
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(1, 9) du GE(p™) x MD sur Tu0g est un isomorphisme entre le produit semi-direct de GF(p™) x MD

et le groupe de fonctions de mapping-demapping quasi-universelles MD ot la loi du produit semi-
direct est définie par :

(1 9) (W g") = (w+9(),g09) (5.13)

La fonction réciproque d = 7, 0 g, notée d~, avec g = my o ¥, est donnée par :

d~t = T_g=1(u) © g ! (5.14)

Démonstration. Soit p un élément de GF(p™) et f une fonction de MD. Considérons z un élément
du GF(p™). De par I'additivité de toute fonction de mapping-demapping universelle, (g o 7,)(x)
peut s’écrire :

(gomu)(x) =gz + pn) = g(x) + g(1) = (Tg() © 9)(2)

Ainsi, go 7, peut aussi s’écrire comme 7,4,y © g. L'inverse de (Tuog =T40my0 o*) est donnée par :

g

d_l = (Tuog)_l
giloT_M
= Tgiwod

ot g~ ! est défini dans 'équation (5.4)).
La composition de deux fonctions quasi-universelles 7,0g et 7,, 0¢’, o1 g et g’ sont universelles,
peut se réécrire sous :
(Tu og)o (Tu’ © 9/) = TuOTyu)©Cg®° q
= Turg)©(909).

D’ou, le groupe des fonctions de mapping-demapping quasi-universelles MD est défini par la loi du
produit semi-direct donnée par : (i, g)(1',¢') = (u+ g(i'), g0 ). O

Théoreme 5.19. Soit 7,09 une fonction de mapping-demapping strictement quasi-universelle.
Soit V' un sous espace vectoriel de GF(p™)"™ sur GF(p"). La dimension du plus petit espace vectoriel
sur GF(p™) contenant tous ((7,0g)(x;)); ot (x;); dans V' est la dimension de V si (1); appartient
a gx(V). Sinon celle-ci est égale a la dimension de V plus 1.

Démonstration. Nous démontrons que les deux conditions : (1); € g(V) et (1); € V, sont équiva-
lentes. Soit g = my o o”. Si (1); € V alors :

1

(U = 300 = 3O 1) = $(6(1): € (V)

Dot (1); € V = (1); € g«(V). Cette implication s’écrivant avec g~*

place de V mene a :

a la place de g et g.(V') ala

(1)i € 9:(V) = (1)i € g5 (9 (V) =V

Ainsi, nous obtenons I'équivalence : (1); € g«(V) <= (1); € V. Par conséquent, d’apres
le théoreme .16l la dimension du plus petit sous-espace vectoriel sur GF(p") contenant tous
((tpog)(z;))i ou ((x;)); dans V est la dimension de V' si (1); appartient a V. Sinon celle-ci est égale
a la dimension de V plus 1. U
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5.4.3 Exemple d’application de fonctions quasi-universelles dans GF(2™)

L’ordre du groupe formé par toutes les fonctions de mapping-demapping dans le corps GF(p™),
noté ici MDD, c’est-a-dire le groupe symétrique sur GF(p), est p™!. Les ordres du groupe universel

MD, du groupe quasi-universel MD et du groupe de toutes les fonctions de mapping-demapping
MD pour les corps GF(22), GF(23) et GF(2*) sont présentés dans le tableau

Tableau 5.2 — Ordres de MD et MD en fonction de GF(2™)

GF(2™) | [MD| | |MD| MD|
GF(2?%) 6 24 24
GF(2%) | 21 168 40320
GF(2*) | 60 | 960 | 16! ~2.1-10'3

La proportion d’applications quasi-universelles parmi les fonctions de mapping-demapping dé-
croit significativement avec le cardinal du corps de Galois. Elle est donnée par :

-

Il s’agit d’une application sur 240 dans le cas du corps GF(23) et seulement d’une application sur
environ 2.1795 - 1010 dans le cas du corps GF(2%).

Prenons I'exemple du corps GF(2?). Le groupe des fonctions de mapping-demapping quasi-
universelles possede exactement 24 éléments. Dans ce cas, il s’agit du nombre total de fonctions
de mapping-demapping (24 = 4!) dans ce petit corps de Galois GF(22). Donc, toute application
bijective sur GF(22) est quasi-universelle. L’ensemble de fonctions strictement quasi-universelles de
mapping-demapping possede 24 — 6 = 18 éléments. Par la suite, nous noterons ces fonctions par
g+ p au lieu de 7,09, ot g = my o o*. Quelques exemples de fonctions de mapping-demapping
strictement quasi-universelles sont présentés dans le tableau B3l

Tableau 5.3 — Quelques fonctions strictement quasi-universelles dans GF(2?%)

id+1: 0 — 1 id+a: 0 — «

I — 0 1 = o
a = o a — 0
a? =« A= |
id+a? : 0 — ao? mgoo+1: 0 — 1

1 = « 1 = ao?
a —= 1 a — 0
> = 0 > =«

1111
e =T
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5.5 Fonctions de mapping-demapping particulieres

Dans cette section, nous étudions deux fonctions de mapping-demapping particulieres qui
peuvent modifier la représentation des symboles du corps de Galois et peuvent modifier égale-
ment le résultat des calculs dans l'algebre linéaire. Ce sont les fonctions de mapping-demapping
qui changent le polynome primitif et les fonctions qui permutent par symétrie les coordonnées de
la représentation des éléments du corps de Galois.

5.5.1 Changement du polynéme primitif

Parmi les processus erronés pour les symboles d’'un corps de Galois, le changement du poly-
nome primitif a une certaine importance. L’utilisation d’un mauvais polynéme primitif perturbe
profondément les calculs dans 1’algebre linéaire.

Théoréme 5.20. Le changement du polynéme primitif n’est jamais une fonction de mapping-
demapping quasi-universelle.

Démonstration. Puisque le groupe quasi-universel comprend les fonctions universelles et les fonc-
tions strictement quasi-universelles, nous démontrons tout d’abord que le changement du polynéme
primitif n’est pas une fonction de mapping-demapping universelle.

Soit v un élément primitif du corps GF(p™), i.e. un générateur du groupe cyclique (GF(p™)*, ")
des éléments non-nuls de ce corps fini. Une fonction de mapping-demapping qui correspond au
changement d’élément primitif envoie o sur un autre élément primitif 3, i.e. B = o' ou i est
premier par rapport a (p™ —1). Les fonctions de mapping-demapping correspondant au changement
d’élément primitif sont exactement les automorphismes sur le groupe multiplicatif (GF(p™)*,)
étendus en envoyant 0 sur 0.

Soit ¢ un entier de [1, p"™—1[ premier par rapport & p”*—1 et d la fonction de mapping-demapping
correspondant au changement d’élément primitif o en un élément primitif f = a’. Cette fonction
est telle que :

0~ 0,
d: (5.15)
ol Bl =at Vjefo,pm —1[.

Nous appliquons la démonstration par ’absurde. Nous supposons que la fonction de mapping-
demapping d appartient au groupe universel de fonctions de mapping-demapping MD. Soit A un
élément de GF(p™)* et k un élément de [0, m[ tel que d = my o o*. L’élément 1 peut étre obtenu
par :

1=p=d(a®) = d(1) = mr(c¥(1)) = A-17") = A

De ce fait, le mapping-demapping d est égal & o* puisque X\ = 1. Mais, o est un automorphisme du
corps :

x est une racine de P <= 0" (z) est une racine de P

Cette équivalence permet de déduire que 8 = o*(a) est une racine du polynéme minimal de o qui
est le polynéme primitif choisi. Par conséquent, la fonction de mapping-demapping d ne change pas
le polyndome primitif. Désormais, le changement du polynome primitif ne peut pas étre universel.
En revanche, est-il strictement quasi-universel ?

Comme mentionné dans la section [5.4.2] les fonctions de mapping-demapping strictement quasi-
universelles ne préservent pas le zéro du determinant. Elles envoient 0 sur p, ou p est un élément
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non-nul de GF(p™). Puisque la fonction de mapping-demapping qui correspond au changement du
polynéme primitif préserve le zéro, i.e 0 — 0, elle ne peut pas étre strictement quasi-universelle.
Par conséquent, elle n’est pas une fonction quasi-universelle. [l

En particulier, si le polynéme primitif P n’est pas symétrique i.e. X" P(1/X) # P(X), la
fonction de mapping-demapping qui change l'ordre des coefficients de P n’est pas quasi-universelle.

Par exemple, le corps de Galois GF(23) comporte exactement deux polyndmes primitifs de
degré 3 : P(X) = X3+ X + 1 et Po(X) = X3+ X? + 1. La représentation binaire de ces deux
polynémes est donnée par : P, = (1 01 1) et P = (1 1 0 1). Nous pouvons voir d’apres
cette représentation que les polyndémes P; et P, ne sont pas symétriques. Alors, I'expression de
P,(X) peut étre obtenue par celle de P;(X) :

11 1
PQ(X)X3+X2+1X3~<1+Y+F)X3~P1<§> (5.16)

Soit o une racine du polynéme primitif Py(X), i.e. a3+a?+1 = 0, et 3 une racine de Py (X). D’apres
I'équation (5I6), 1/a=1-a ! =a’-a~! = ab est une racine de P (), i.e. a3 +a 1 +1=0,
puisque o # 0. De ce fait, 3 est égal a4 of. Nous donnons dans le tableau [5.4] les différentes
représentations de symboles obtenus par la fonction de mapping-demapping qui correspond au
changement de polynéome primitif P, — Py, notée d, et définie par 1’équation (5.15)), avec 3 = ab.

Tableau 5.4 — Impact du changement de polynéme primitif dans GF(2?%)

Représentations des symboles Représentations des symboles
générés par P convertis et reconvertis par d
Puissance de « | Binaire | Entier | Puissance de 8 | Binaire | Entier

0 (000) 0 0 (000) 0

1 (001) 1 1 (001) 1

a! (010) 2 B=ab (110) 6

a? (100) 4 B%=ad (011) 3

o? (101) 5 B =at (111) 7

ot (111) 7 Bt =ad (101) 5

b (011) 3 B> = a? (100) 4

a® (110) 6 B =a (010) 2

5.5.2 Inversion des poids dans la représentation des symboles du corps de Galois

Dans cette partie, nous déterminons les fonctions de mapping-demapping qui peuvent permuter
les coordonnées de la représentation des éléments du corps GF(p™) par symétrie lorsqu’ils sont
représentés en utilisant la base de (ai)0§i<m, ol « est un élément primitif. Cette opération de
permutation correspond a l'inversion des poids de la représentation des symboles du corps de
Galois. Chaque coordonnée de cette représentation est pondérée par une puissance de «. Un tel
élément de GF(p™) est représenté comme une somme de ses coordonnées multipliés par la puissance
correspondante de «. Dans la représentation classique, la coordonnée la moins significative est
normalement a droite et celui la plus significative est a gauche. Ces positions peuvent étre modifiées
par la fonction étudiée ici, ce qui perturbe les calculs dans I’algebre linéaire. La question qui se pose
est de savoir si la fonction de mapping-demapping qui permute les coordonnées de la représentation
de la base (ai)0§i<m appartient ou non au groupe quasi-universel MD. Le théoreme ci-dessous peut
répondre a cette question.
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Théoréme 5.21. Soit a un élément primitif de GF(p™) et d une fonction qui réalise la per-
mutation des coordonnés par symétrie dans la base (a')o<i<m, une application de GF(p™) sur

lui-méme, définie par :
g a; - o' — g Qp_1—; - "
0<i<r 0<i<r
ot a; est un élément du GF(p).

La fonction d appartient au sous-groupe universel dans le cas de p = 2 et m = 2, sinon elle
n’est pas quasi-universelle.

Démonstration. Nous supposons que d est une fonction quasi-universelle. Alors, elle peut s’écrire
sous la forme : d = 7,0my 00", olt A est un élément non-nul de GF(p™), k est un entier dans [0, m]
et p est un élément non-nul de GF(p™).

e Puisque d préserve 0, i.e. d(0) = 0, alors g = 0. Ainsi, d peut s’écrire : d = my o o¥. Cette
expression permet de déduire que d est universelle.

e Onad(l) =a™ et my (cF(1)) =1, alors A = ™1,

e Comme d est universelle, elle préserve le déterminant. Ainsi, puisque :

1 «

alors :

ce qui implique que :

De ce fait, on a d (é) =a™.
e D’apres d (é) = o', on peut déduire :

1(2) = o & mens (08 (1) =an
& oIt = gm
& 1:0z”k+1

Ainsi, p™ — 1 divise p¥ + 1. Puisque p¥ +1 >0, onap?+1>p™ —1 = p* > p™ — 2. Or, on
ak <m—1. Donc, p"t >pm —2 de 1>p—

1 Par conséquent, p=2et m—1 < 1.

Comme m > 1, on aura m = 2.

Mais, si m = 2, comme d(0) = 0, alors d est universelle. Sinon elle n’est pas quasi-universelle. [

5.6 Conservation des équations de parité de poids 2

Dans le cas d’applications sur les codes correcteurs d’erreurs non-binaires, nous essayons dans
cette partie de déterminer les fonctions de mapping-demapping qui transforment une relation de
parité donnée de poids 2 en une relation de méme poids. L’objectif est d’illustrer, a travers un
exemple simple, les contraintes qui pesent sur les fonctions de mapping-demapping pour préserver
la dimension de certains espaces vectoriels.
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Soit R, une équation de parité sous la forme Y = o - X dans un espace vectoriel de dimension
finie sur GF(p"). Soit d une fonction de mapping-demapping qui envoie toute hypersurface de
vecteurs vérifiant R, sur une hypersurface définie par une relation de parité Rg : ¥ = - X. Une
telle fonction de mapping-demapping d est une bijection sur le corps GF(p™) qui vérifie :

Ve e GF(p™), d(a-z)=p-d(z) (5.17)

Toutes les fonctions de mapping-demapping préservent les relations de parité sous la forme
Y = X. Ainsi, il n’y a pas de limitation pour les fonctions de mapping-demapping dans le cas
a = 1. Désormais, supposons que « est un élément du corps GF(p™) différent de 0 et 1. Par la suite,
nous proposons un théoreme qui révele le nombre et le type de fonctions de mapping-demapping

vérifiant (5.17).

Théoréme 5.22. Les fonctions de mapping-demapping qui préservent les équations de parité
de poids 2 ont la forme :

GF(p™) — GF(™)
0 — 0,
zi-of =y -8R Ve [1,s],Vk € [0,¢].

ot {x1,...,xs} et {y1,...,ys} sont deux systémes d’éléments représentatifs des s classes modulo
H = {1,a,02,--- o'} du groupe multiplicatif (GF(p™)*,-), ot t est l'ordre de o et s = %
est le nombre de classes modulo le sous groupe cyclique généré par o. Le nombre de ces fonctions,

noté Ny, est déterminé par :
Ny = (t) - t° - s! (5.18)

ot @(t) est la fonction d’Euler.

Démonstration. Soit d une fonction de mapping-demapping qui satisfait la propriété (5.17)). Dans
ce cas, 'élément 0 est préservé par d. En effet, le demapping de 0 par d est donné par :

d(0) = d(0- a) = B - d(0)

Ce résultat montre que d(0) peut étre égal a 0, i.e. d(0) = 0, ou § = 1. Mais, si on suppose que
B = 1, nous aurons d(a) = d(1). Grace a la bijectivité de d, cette hypothese est exclue. Ainsi,
Pélément 0 doit étre préservé par d, i.e. d(0) = 0.

Nous démontrons maintenant que « et 8 ont le méme ordre. Soit k£ un entier multiple de ’ordre
de a, i.e. of = 1. Alors, d(1) peut étre exprimé par :

d(1) = d(a*) = 5* - d(1)

Or, on a d(1) # d(0) = 0. Alors, 8* doit étre égal & 1. Soit [ un entier multiple de I'ordre de f3, i.e.
Bl = 1. Alors d(a!) peut étre exprimé par :

d(a') = 8'-d(1) = d(1)

La bijectivité de d permet d’avoir o/ = 1. Donc, « et 3 ont le méme ordre dans le groupe multiplicatif
des éléments non-nuls du corps de Galois. Soient ¢ cet ordre et s = £ ;1 le nombre de classes modulo
le sous-groupe H généré par a, i.e. H = {1,a,02,--- , a1},

Grace a la cyclicité du groupe multiplicatif (GF(p™)*,-), H est 'unique groupe de cardinal ¢.
De fait, H est généré aussi par 3, i.e. H = {1,3,58%,--- , 871},

Soit {x1,...,Xs} et {y1,...,ys} deux systemes des éléments représentatifs de s classes modulo H
du groupe multiplicatif GF(p™)*, i.e. x; = {x;, 2 - o,z - a2, o -} ety = {vi, v - By -
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B2 -y - B pour i € [1, s]. Soit f la fonction bijective définie par :

[+ GF(™) — GF(™)
0 — 0,
- oy BF Vi€ [1,s],Vk € [0,t].

Vérifions si la fonction f satisfait la propriété (B.I7) méme pour des éléments non-nuls. Pour
x; = 0, son image par f est donnée par :

f(0-a)=f(0)=0=23-f(0)

Ainsi, la condition (5.I7) est satisfaite par f pour I’élément 0. Dans le cas d’un élément non-nul,
z; € GF(p™)*, nous considérons les entiers i € [1,s] et k € [0,¢[. L’image de « - z; - o* par f est
donnée par :
k+1 :
;- sik#t—1,
f(oz-xi-ak) :f(xi.akJrl):{zz B Sikﬁit—l

=gk, =B fa; - o).

Donc, la fonction de mapping-demapping f satisfait la condition (B.IT). Comme mentionné pré-
cédemment, les éléments « et S doivent avoir le méme ordre. Alors, les fonctions de mapping-
demapping recherchées qui préservent les équations de parité de poids 2 représentent exactement
I’ensemble de toutes les fonctions f. Nous déterminons, maintenant, le nombre de ces fonctions.

A Taide des analyses précédentes, une fonction de mapping-demapping f, qui satisfait la condi-
tion (5I7) pour un [ approprié, est définie par 8 et {yi,...,ys} ou I'élément a et ’ensemble
{z1,...,xs} sont préalablement définis. Les différents choix de ( et {y1,...,ys} permettent d’ob-
tenir différentes fonctions f.

Le choix de 8 est limité aux éléments de méme ordre ¢t que «. De ce fait, le nombre possible de
B est la fonction d’Euler de ¢, ¢(t), ou ¢ est son ordre. Le nombre de {yi,...,ys} peut étre calculé
de maniére itérative par 'ajout d’un élément y; 11 & Uensemble {y1, ..., y;}. L’élément y; ;1 doit étre
choisi en dehors des i - t éléments de i classes yq, ..., y; modulo H dans GF(p™)*. D’ot, le nombre
de systemes représentatifs de classes modulo H, {y1,...,ys}, est :

H <pm—1—i-t): H (s-t—i-t)=1t-s

0<i<s 0<i<s

Par conséquent, le nombre de fonctions de mapping-demapping qui satisfont la condition (B.I7)
pour un 8 approprié est N = @(t) - t° - sl tel que t-s=p"™ — 1. O

Puisque les fonctions de mapping-demapping qui sont étudiées dans cette section préservent
I’élément 0, nous pouvons déduire que les fonctions universelles en font partie.

Le tableau présente quelques exemples de nombre de fonctions possibles de mapping-
demapping qui conservent les équations de parité de poids 2 en fonction de ¢ dans les cas de
GF(2%), GF(23) et GF(2%). Ce nombre est calculé en utilisant I’équation (G.I8).

D’apres ce tableau, nous pouvons observer que toutes les fonctions qui conservent les relations de
parité du poids 2 dans le cas du corps GF(22) sont les fonctions de mapping-demapping universelles.
Etant donné le faible nombre de fonctions de mapping-demapping qui sont capables de conserver
une relation de parité de poids 2, cela suggere qu’il y a encore moins de fonctions pour vérifier les
relations de poids supérieur ou égal a 3. Nous pouvons constater que la borne inférieure du nombre
des fonctions étudiées ici est évidemment le cardinal du sous-groupe universel MD. Nous pensons
aussi que pour tout code ayant des équations de parité de poids supérieur a 2, certains problemes
ou erreurs qui conduisent a l'utilisation implicite d’une fonction de mapping-demapping différente



140 CHAPITRE 5 : FORMALISME MATHEMATIQUE DES FONCTIONS DE MAPPING-DEMAPPING

Tableau 5.5 — Nombre de fonctions de mapping-demapping conservant les équations de
parité
GF(2") | t N,
GF(22) | 3 | N3=6
GF(2%) | 7 Ny =42
3 | N3 =58320
GF(2Y) | 5 | N5 =3000
15| Nys =120

qui n’appartient pas au sous-groupe universel MD, peut étre détecté car ces problemes peuvent
provoquer un changement de dimension du code dual et la dimension du code lui-méme.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un formalisme mathématique afin d’étudier I'impact
d’un mauvais demapping sur la chaine de transmission et sur les calculs linéaires dans le corps de
Galois. Nous avons présenté et étudié les caractéristiques de deux sous-ensembles de fonctions de
mapping-demapping qui font partie d’un groupe appelé quasi-universel. Le premier sous-ensemble
qui correspond & un groupe des fonctions de mapping-demapping universelles est caractérisé par la
conservation de la dimension de tout espace vectoriel. Le deuxieme sous-ensemble qui est strictement
quasi-universel conserve la dimension de certains espaces vectoriel du code lorsque le mot (1);
composé seulement de 1 appartient au code, sinon il ajoute 1 a cette dimension. Nous avons étudié
des cas particuliers de fonctions de mapping-demapping comme le changement de polynome primitif
et d’inversion du poids fort et du poids faible. Pour la fonction du changement du polynéme primitif,
nous avons montré que cette fonction n’est pas quasi-universelle. De méme pour la fonction de
I'inversion des poids, nous a avons montré qu’elle n’est pas quasi-universelle sauf pour le corps
GF(2%).

Dans ce chapitre, nous avons traité aussi le cas des fonctions de mapping-demapping qui per-
mettent de conserver les équations de parité de poids 2 afin de trouver leur nombre qui reste assez
faible par rapport au nombre total de fonctions de mapping-demapping. Ce formalisme nous permet
de déduire qu’on peut détecter quelques défauts de transmission et des représentations erronées par
le calcul de la dimension de ’espace vectoriel engendré.



CHAPITRE
Impact des fonctions de
mapping-demapping sur la
détection de défauts et
I’identification d’un code

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons illustrer un intérét de notre formalisme, présenté dans le chapitre
précédent. Il nous permet de déduire des propriétés clés sur des effets des fonctions de mapping-
demapping sur les calculs dans les corps de Galois en les appliquant a deux contextes différents. La
premiere application est la détection de certains défauts de transmission au niveau d’un récepteur
de signaux de communications numériques ou les données sont protégées par un code correcteur
d’erreurs non-binaire connu et utilisant des modulations numériques a grand nombre d’états de
type QAM ou PSK. La seconde application porte sur la détection d’une mauvaise interprétation du
codage utilisé au niveau des calculs effectués en regroupant les bits représentant les symboles d’un
corps de Galois lors d’une application manipulant des données protégées par un code correcteur
d’erreurs non-binaire connu. Nous allons montrer I'impact des fonctions du groupes quasi-universel
et de certaines fonctions particulieres non quasi-universelles sur I'identification en aveugle des codes
correcteurs d’erreurs non-binaires dans un contexte d’une transmission non-bruitée.

6.2 Exemple de détection de défauts rencontrés au niveau du ré-
cepteur d’une transmission numérique

Dans cette section, nous considérons a titre illustratif une transmission numérique en utilisant
une modulation QAM d’ordre 4 ou les données sont protégées par un code correcteur d’erreurs
non-binaire construit sur GF(2?). Dans ce contexte, les symboles de GF(22)= {0, 1, a, a?}, o1 v est
une racine de polynéme primitif 22 + x + 1, peuvent étre directement associés aux symboles de la
modulation a 4 états. La constellation de ce mapping est représentée sur la figure

Etant donné que le code est connu, sa dimension est alors connue au niveau du récepteur et
ne devrait pas changer lorsque le bon demapping est utilisé en réception et permet d’interpréter
correctement les symboles recus. Il est alors possible de recevoir plusieurs mots de code et de
calculer la dimension engendrée par eux a travers le calcul du rang d’une matrice formée par ces
mots de code. Nous allons maintenant regarder ce qui se passe si certains défauts courants, présentés
ci-dessous, se produisent lors d’une transmission :

1. Inversion de polarité sur la voie en phase,
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2. Inversion de polarité sur la voie en quadrature,

3. Inversion de polarité sur la voie en phase et en quadrature ou rotation de 7w des symboles de
la constellation,

4. Rotation de +3 des symboles de la constellation,

5. Rotation de —7 des symboles de la constellation.

00 10
1 * *
0 o
S
2
©
5 0
(3]
S
6]
01 11
_1 *
1 o?
-1 0 1
In-phase
Figure 6.1 — Diagramme de la constellation 4-QAM choisie comme référence

Ces défauts sont illustrés sur la figure Sur cette figure, les diagrammes de constellation des
symboles de 4-QAM ainsi que leur trajets sont représentés. En particulier, les problemes 3, 4 et 5
peuvent étre engendrés par des défauts de synchronisation et de déphasage. Grace a notre forma-
lisme, nous sommes en mesure de déterminer les fonctions de mapping-demapping qui correspondent
a ces défauts. Il s’agit des fonctions id + « pour le défaut 1, id 4+ 1 pour le défaut 2, id + o pour le
défaut 3, my 00 + « pour le défaut 4 et my oo + 1 pour le défaut 5 comme il est également possible
de les voir sur la figure

1) ld+at 2) Id+1 3) Id+o?

10 00 01 11 11 01

1 >k o 1 * * 1 * *
s | A A

0 S o 0

Tl Y v

4 ¥ {5 ® O 4 0P

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
In—-phase

4) m 2° G +o 5) meoo+1

) 11 g ?0

0 i T 0 T \

4 Y S Ve 10

-1 0 1 -1 0 1

Figure 6.2 — Constellation de symboles 4-QAM pour des fonctions strictement quasi-

universelles
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Notre formalisme nous permet également, au regard des propriétés énoncées dans le chapitre
précédent, de dire que toutes les fonctions de mapping-demapping qui correspondent a ces défauts
courants de transmission appartiennent a l’ensemble des fonctions strictement quasi-universelles.
Nous pouvons également affirmer d’apres le théoreme que ces défauts peuvent étre détectés
a condition que le mot comportant uniquement des 1 ((1);) ne fait pas partie des mots de code,
car sinon il ne sera pas possible de voir un changement de dimension avec une augmentation de 1.
Afin de corriger ces défauts, il suffira d’appliquer les différentes fonctions de mapping-demapping
réciproques définies par 1’équation (B.14) et de regarder pour laquelle la dimension diminue de 1.
La fonction réciproque de mapping-demapping qui fera chuter la dimension permet de corriger le
défaut et décaler les symboles sur les points de la constellation utilisés a ’émission. La fonction
réciproque appropriée est celle qui nous permet d’obtenir la bonne dimension du code. Mais, il
est possible d’obtenir plus qu'une fonction de mapping-demapping ayant cette propriété. Elles font
partie du sous-groupe universel. Dans ce cas, nous cherchons celle qui correspond a la fonction id.

Dans le tableau [6.1] nous avons représenté les différentes fonctions qui sont obtenues en appli-
quant toutes les fonctions réciproques d~! aux fonctions de mapping-demapping correspondant aux
défauts courants de transmission.

Fonctions de mapping-demapping
correspondant aux défauts courants d
Fonctions d! id+1 id+ o id + a2 mgoo+1 Mg 00+«
id+1 id id + o? id + « Mg © O Mg 00 + a?
id+ « id + o2 id id+1 My © 0 + o2 My © O
id + a? id+ « id+1 id mgoo+a | megoo—+1
mgoo—+1 My O T Mmaoo+a? | myoo+ id id + a?
My 00 + & Mg 00 + a? My O T mgoo—+1 id + a? id
Tableau 6.1 — Fonctions obtenues par application des fonctions réciproques d=!

Nous pouvons remarquer que les fonctions résultantes de mapping-demapping qui permettent
d’obtenir la bonne dimension du code sont id ou mg, o o (cellules grises). Les autres fonctions
réciproques engendrant des fonctions de ’ensemble strictement quasi-universel ne conservent pas la
dimension de tout code. Dong, elles peuvent étre éliminées. Ainsi, la fonction appropriée est parmi
celles qui permettent d’obtenir la bonne dimension du code. Nous pouvons constater que pour le
défaut 3 qui correspond a la fonction id + o, il existe une seule fonction résultante appartenant au
sous-groupe universel qui est la fonction souhaitée id. La correction de ce défaut peut étre réalisée
par la fonction réciproque id + o?. Cependant, dans le cas des défauts 1, 2, 4 et 5, les fonctions
résultantes qui permettent de conserver la dimension du code sont m, o o et id. Notre objective
est maintenant de distinguer les deux fonctions résultantes afin d’identifier la fonction réciproque
qui permet d’obtenir id. Notre idée consiste a introduire dans la trame de synchronisation une sous
trame composée d’une succession de 1 puisque ’élément 1 n’est pas conservé par la fonction my oo
comme montré dans le tableau Bl id(1) = 1 et my 0 0(1) = «. Nous appliquons les fonctions
réciproques correspondant a mg oo et id a cette sous trame. La bonne fonction réciproque est celle
qui conserve tous les éléments de la sous trame.

Il est également intéressant de voir si les fonctions de mapping-demapping du sous-groupe
universel semblent étre représentatives de certains défauts courants lors de la transmission car
dans ce cas ces défauts ne peuvent jamais étre détectés. La figure nous montre les diagrammes
de constellations de symboles obtenus par les fonctions de mapping-demapping universelles. Nous
pouvons constater que hormis la fonction identité qui ne pose aucun probleme, les autres fonctions
ne peuvent pas étre engendrées par des défauts courants de transmission dans le cas du corps
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GF(2?) et de modulation 4-QAM.

a1d b)o cym,
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o
3

Quadrature
[=}
=)
XS €
=)
* *
| \

In—phase
d) m > e) ma" c f) ma:° c
00 01 00 01 00 10
1 * * 1 * 1 * *
0 0 0
. 11 ;LO . ;ﬁO 91’61 1 ;lﬁl < 01

Figure 6.3 — Diagrammes de constellation de symboles de 4-QAM pour des fonctions du
MD

6.3 Exemple de détection de défauts liés a une mauvaise interpré-
tation des éléments de GF(2™)

Un autre probléeme courant qui peut arriver est la mauvaise interprétation dans une machine de
calcul qui traite des symboles d’un corps de Galois. Nous allons regarder, a titre d’exemple, I'impact
de telles interprétations erronées sur la dimension de l’espace engendré par un code correcteur
d’erreurs non-binaire travaillant dans ce méme corps. Supposons que les données que nous devons
manipulées ont été protégées par un code correcteur d’erreurs non-binaire et que le but est de mettre
en oeuvre un décodeur pour ce code. Afin d’étre en mesure de faire les calculs, il est nécessaire de
connaitre la représentation utilisée a la génération de ces données codées et également le polynome
primitif utilisé pour générer ’ensemble des éléments et pour effectuer les calculs dans le corps de
Galois.

Un certain nombre de probléeme peuvent se produire au niveau du décodeur on ne connait pas
la représentation et le polyndéme primitif utilisés. Il s’agit ici d’un contexte non-coopératif qui est
généralement connu en cryptanalyse ou lors de 'interception de communications. Ces problemes
peuvent également se poser si les concepteurs au niveau de I’émission ont utilisé une représentation
non classique et que du coté décodeur une autre représentation est utilisée. Le role du récepteur
est alors de détecter la représentation non classique utilisée a ’émission afin de s’adapter a cette
représentation.

Dans un processus classique, les symboles d'un corps de Galois de caractéristique 2 (GF(2™))
sont représentés par un regroupement de m bits. La représentation binaire classique des symboles
correspond a avoir chaque bit pondéré par des puissances de 2 avec le bit de poids faible a droite
et le bit de poids fort a gauche. Cependant, dans certaines implémentations, il est possible de
rencontrer une autre représentation correspondant a mettre le bit de poids faible a gauche et le
bit de poids fort & droite. Certains processeurs inversent totalement les bits ou le zéro remplace le
un et le un remplace le zéro (0 «— 1). Il est également possible de prendre un polynéme primitif
différent que celui utilisé classiquement. Cela engendre donc une incompatibilité au décodage. Nous
allons donc illustrer les possibles probléemes de représentation sur ces cas :

1. Inversion des bits de poids faibles et des bits de poids forts,
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2. Inversion totale de chaque bit (inversion de polarité) : 0 +— 1,

3. Changement du polynoéme primitif.

Pour les cas 1 et 2, le tableau nous permet de voir les changements de représentation engendrés
par ces deux problemes dans le cas de GF(2?), ainsi que les fonctions de mapping-demapping
associées a ces changements. Au regard de notre formalisme et des propriétés que nous en avons
déduites, dans GF(2?) le changement 1 correspondant & une inversion des poids forts et des poids
faibles ne pourra pas étre détecté, d’apres le théoreme (211, par le calcul de la dimension de 1’espace
engendré sans information a priori car la fonction de mapping-demapping correspondante appartient
au sous-groupe universel MD dans le cas de GF(22). Par contre, I'inversion de polarité (0 «+— 1)
sera détectée si le mot (1); composé que de 1 n’appartient pas aux mots de code. Le probleme de
changement du polynéme primitif ne peut jamais se produire pour la représentation dans GF(22)
puisqu’il n’existe qu’un seul polynéme irréductible de degré 2 dans GF(2)[z].

Nous avons vu que certains défauts de la mauvaise représentation de symboles de GF(2?) corres-
pondant aux fonctions de mapping-demapping appartenant au groupe quasi-universel MD peuvent
étre détectés. Cependant, nous ne pouvons pas simplement généraliser cette observation a des corps
de Galois de dimension 2™ > 22. Pour cela, nous allons voir si les défauts 1, 2 et 3 peuvent étre
détectés dans le cas du corps GF(23). Le changement de représentation engendré par les problemes
1 et 2 ainsi que les fonctions de mapping-demapping correspondant a ce changement sont représen-
tés sur le tableau Le défaut 1 correspond & une fonction particuliere d qui inverse les bits des
poids forts et faibles pour les éléments de GF(23). D’apres notre formalisme et plus précisément
le théoreme [B.21], cette fonction n’appartient pas au groupe quasi-universel si m # 2. Alors, il est
possible de détecter le probleme d’inversion de poids dans le cas de GF(23) pour certain espace
du code lorsque la dimension du code ne sera pas conservée. Par contre, la fonction de mapping-
demapping qui correspond au défaut 2 est une fonction de I’ensemble strictement quasi-universel.
D’apres la propriété présentée dans le théoreme [5.19] si le mot (1;) appartient a l’espace engendré
par les mots de code, la dimension du code sera conservée, sinon cette dimension augmentera de
un. Cette propriété peut étre utilisée comme critere afin de détecter le probleme 2 a travers I'obser-
vation du changement de la dimension de ’espace engendré par le code. Nous étudions maintenant
I'impact du défaut 3 qui correspond au changement de polynome primitif sur les représentations des
élément de GF(2%). Prenons I’exemple de polynéme primitif P»(X) considéré dans I’exemple de la
section [.5.1] afin de générer les symboles de GF(23) pour la représentation classique. Le tableau [5.4]
nous permet de voir la modification de la représentation classique lors du changement de polynome
primitif P,(X) par Pj(x). Au regard de notre formalisme et plus précisément le théoreme (.20 la
fonction de mapping-demappping correspondant au changement de polynéme primitif n’appartient
ni au sous-groupe universel MD ni & I’ensemble strictement quasi-universel. Il est donc possible de
détecter le défaut correspondant a cette fonction pour certain espace du code lorsque la dimension
du code n’est pas conservée.



Représentations de la machine

Représentations classiques

Bit de poids fort a droite

Inversion de polarité

Bit de poids fort a gauche 0+—1
fonction de mapping-demapping id Mq OO0 id 4 o
Format de la représentation Puissance de « | Binaire | Entier | Puissance de « | Binaire | Entier | Puissance de « | Binaire | Entier
0 (00) 0 0 (00) 0 o? (11)
1 (01) 1 Q@ (10) 2 e} (10) 2
Valeur
e} (10) 2 1 (01) 1 1 (01) 1
o? (11) 3 a? (11) 3 0 (00) 0

Tableau 6.2 — Exemple de représentations de symboles dans GF(QZ)

Représentation de la machine Représentations classiques Bit de poids fort & droite Inversion de polarité
Bit de poids fort a gauche 0+—1
Fonction de mapping-demapping id Fonction non quasi-universelle id 4 o3
Format de la représentation Puissance de @ | Binaire | Entier | Puissance de « | Binaire | Entier | Puissance de « | Binaire | Entier
0 (000) 0 0 (000) 0 o’ (111) 7
Valowr 1 (001) 1 a? (100) 4 4 (110) 6
a (0 10) 2 o (010) 2 ab (101) 5
o? (100) 4 1 (001) 1 o? (011) 3
ad=a+1 (011) 3 ot (110) 6 a? (100) 4
at=a’+a (110) 6 a? (011) 3 1 (001) 1
=a?+a+1]| (111) 7 b (111) 7 0 (000) 0
b =a?+1 (101) 5 al (101) 5 a (010) 2
Tableaw 6.3 — Exemple de représentations de symboles dans GF(2%), pour un polynéme

primitif p(z) = z® + 2 + 1
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6.4 Impact des fonctions de mapping-demapping sur l’identifica-
tion d’un code non-binaire

6.4.1 Impact des fonctions quasi-universelles

Dans cette section, nous étudions l'effet des fonctions de mapping-demapping appartenant au
groupe quasi-universel sur 'identification aveugle des parametres des codes non-binaires. Nous avons
vu précédemment que ce groupe est subdivisé en deux sous-ensembles : le sous-ensemble universel
et le sous-ensemble strictement quasi-universel. Nous avons étudié théoriquement les propriétés de
chaque sous-ensemble. Nous avons montré que le premier sous-ensemble est un groupe caractérisé
par la conservation de la dimension de I'espace engendré par tout code. D’apres notre formalisme,
le deuxieme sous-ensemble ajoute 1 a la dimension du code si le mot composé uniquement de 1
n’est pas un mot du code. Par la suite, nous allons illustrer ces propriétés et voir leurs effets, en
simulations, sur I'identification aveugle d’un code dans GF(2™).

Nous rappelons que les fonctions quasi-universelles de mapping-demapping s’écrivent sous la
forme h = my o o + p, avec i € [0,m], A € GF(2™)* et u € GF(2™). Soit r une trame de
mots de code non-binaire. Avant de transmettre les mots de code sur un canal non-bruité, une
opération de mapping est appliquée afin d’affecter a chaque symbole envoyé un point ou un symbole
de la constellation. Mais, en présence d’un demapping inconnu, 'opération inverse de mapping
(demapping) ne permet pas d’obtenir les bons symboles codés. La fonction de mapping-demapping
qui décrit ce défaut est la fonction h. Notre objectif est alors d’essayer d’identifier les parametres du
code utilisé a I’émission a partir des symboles h(r) issus de Popération de demapping. La figure
décrit le principe de transmission lorsque un code correcteur d’erreurs dans GF(2™) et une fonction
quasi-universelle de mapping-demapping sont utilisés.

Symboles .| Codage dans r . Mapping

dans GF(2™) GF(2™) '

canal sans bruit

N Identification aveugle \ i
Paramétres € h(r) i
ArAmCSS | des paramatres L(r>: Demapping -
identifiés du codeur ' '
! h

(n, k, D) \ !

Fonction de mapping—demapping

quasi-universelle : h =myoo' +pu =g+ p

Figure 6.4 — Schéma de la chaine de transmission pour des fonctions du groupe MD

Dans le cadre de cette étude, nous considérons un code LDPC(6,3) construit sur le corps de
Galois GF(23) et défini par la matrice de controle de parité :

012020
H=(4 00 5 0 2 (6.1)
706 00 7

Pour identifier les parametres de ce code dans le cas d’'une transmission non-bruitée, nous
appliquons la méthode du rang décrite dans le chapitre 3. Il est possible d’identifier une base du
code dual & I'aide de 'algorithme [l Les symboles codés sont convertis puis reconvertis en utilisant
la fonction quasi-universelle équivalente h. Dans ce contexte, en utilisant I’équation 5.2}, le nombre
de fonctions quasi-universelles possibles est 168. Nous allons prendre quelques exemples de ces
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fonctions pour voir leurs effets sur I'identification du code LDPC(6, 3).

6.4.1.1 Fonctions universelles

D’apres le formalisme présenté dans le chapitre Bl une fonction universelle de mapping-
demapping, notée g, s’écrit sous la forme : g = my o o', avec i € [0,3] et A € GF(2%)*. Le
nombre de ces fonctions est 21. Prenons comme exemple les quatre fonctions : g1 = id, g2 = o,
g3 = Mg et g4 = my oo, oit a € GF(23) est une racine du polynéme primitif 22 +x + 1. Le tableau
qui représente les résultats de transformation des éléments de GF(23) par ces fonctions est présenté
dans lannexe [Hl Nous allons identifier les parametres du code LDPC(6,3) a partir des symboles

g(r).

Identification des paramétres n et k du code LDPC(6,3) dans GF(2%)

Pour identifier les parametres n et k, nous construisons des matrices R, avec [ = 1,--- ,40, a
partir des symboles g;(r), i = {1,2,3,4}, obtenus en sortie de demapping. Puis, nous calculons le
rang de chaque R; dans les quatre cas. Nous représentons sur la figure 6.5, les comportements du
rang des matrices Ry, pour les fonctions g;.

40

35 & 1
D
9 ®
30 * g3 A 1
x 4 ®
— 9 ®®
o
o 25[ ® q
8 ®
5 o
E 20r ® R
2 ®
© ® ®
> ®
§ 15F ®® ® q
« ®
®
10 ®® : q
® ®
®
®
5r & & 1
®
® ®
®
0 ® i i i i i i
6 12 18 24 30 36

Nombre de colonnes des matrices R|

Figure 6.5 — Rang des matrices R; pour les fonctions g; et LDPC(6, 3)

D’apres cette figure, il est possible de voir que pour toutes les fonctions g;, le rang des matrices Ry
possedent bien les deux comportements habituels et les chutes de rang nous permettent d’estimer
les bons parametres du code. La propriété de conservation de la dimension du code pour des
fonctions de mapping-demapping universelles est bien mise en évidence. Nous pouvons déduire que
les problemes de transmission engendrés par les fonctions universelles g1, g2, g3 et g4 n’ont aucune
influence sur l'identification des parametres n et £ du code. La question qui se pose alors est de
savoir s’il est possible d’identifier une base du code dual ?

Identification d’une base du code dual du code LDPC(6,3) dans GF(2%)

Nous allons présenter les résultats de I'identification aveugle d’une base du code dual du code
LDPC(6, 3) lorsque des fonctions universelles de mapping-demapping g; sont appliquées.
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e Pour g; = id : c’est le cas parfait ou les opérations de mapping-demapping sont complémen-
taires. Dans ce cas, la base duale identifiée sous forme matricielle, notée D, est une matrice
systématique donnée par :

702100
D=|0 51 010
1 05 001
Cette matrice correspond a une matrice équivalente de la matrice H (donnée par ’équation

6.1).

e Pour go = o : leffet de la fonction du Frobenius o apparait clairement dans l'identification
d’une base dual du code. La base identifiée sous forme matricielle, notée D est donnée par :

3 0
D,=1(0 7
10

SISO

100
010
0 01

On peut constater que cette matrice est une transformation de la matrice D par le Frobenius,
c’est-a-dire Dy = o(D). On peut en déduire que pour la fonction gs, il est possible d’identifier
les bons parametres n et k du code, mais il est impossible d’identifier une base correcte du
code dual. Pour cela, il faut identifier la bonne fonction de demapping afin de reconnaitre le
code correcteur d’erreurs non-binaire.

e Pour g3 = m, : la base du code identifiée dans ce cas, notée Do, correspond a la base D
identifiée dans le cas g1 = id, c’est-a-dire Do = D. La multiplication par un élément non-nul
de GF(2?) ne semble avoir aucune influence sur I'identification des parametres du code, ainsi
que sur la base du code dual. Dans ce cas, on a vérifié la propriété démontrée théoriquement
dans notre formalisme qui énonce que la multiplication par un scalaire non-nul conserve la
dimension du code et elle conserve également toutes les propriétés du code (voir le théoréme

5I2).

e Pour g4 = my o 0 : en utilisant 'algorithme d’identification d’'une base du code dual, la base
identifiée, notée D3, s’écrit en fonction de go : D3 = g2(D) = o(D) = D;.

A partir des exemples présentées pour les fonctions universelles, on peut conclure qu’il est possible
d’identifier les bons parametres n et k du code non-binaire dans le cas de I'existence des défauts
de transmission correspondant aux fonctions universelles, mais il existe certaines fonctions qui sont
sous la forme de myoc?, aveci € {1,--- ,m—1} qui ne permettent pas d’identifier une base correcte
du code dual.

6.4.1.2 Fonctions strictement quasi-universelles

Une fonction strictement quasi-universelle, notée h, est la composition d’une fonction universelle
g et d'une translation par p sur GF(2™). Dans le cas du corps GF(23), le nombre de ces fonctions
est 168 — 21 = 147. Prenons un exemple de fonction h = g4 + « = my 0 0 + o, ol « est une racine
du polynome primitif 2% + 2 + 1. Nous essayons maintenant d’identifier les parametres et une base
du code dual du code LDPC(6, 3) lorsque la fonction h est appliquée a la trame de mots de code r.

Les symboles h(r) obtenus en sortie du demapping sont réorganisés pour former des matrices
R; dont le nombre de colonne [ varie entre 1 et 40. Le rang calculé pour toutes les matrices R; est
représenté en fonction de [ sur la figure
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Figure 6.6 — Rang des matrices R; pour h = g3 + o et LDPC(6, 3)

On peut observer deux comportements possibles du rang lorsque la fonction h est utilisée.
L’équation de la droite qui décrit le comportement des chutes de rang est donnée par :

3
rang(R;) = 6 [+1

D’apres la forme de cette équation, le code identifié n’est pas un code en bloc. Elle semble cor-
respondante a celle d’un code convolutif de parametres : 7 = 6, k=3 et put = 1. Cependant, les
parametres identifiés 7 et k correspondent bien aux paramétres du code LDPC utilisé & 1'émis-
sion. On peut remarquer que la fonction strictement quasi-universelle h augmente de 1 le rang
des matrices R;. Ce résultat confirme la propriété de ces fonctions énoncée dans le théoreme 519
D’apres ce théoreme, ’ajout de 1 a la dimension du code est justifié par la non appartenance du
mot composé uniquement de 1 a ’espace vectoriel engendré par le code.

Puisque les parametres identifiés ne correspondent pas aux parametres d’un code en bloc, il est
impossible d’identifier la bonne base du code dual.

6.4.2 Impact des fonctions non quasi-universelles

D’apres notre formalisme, il existe 40152 fonctions non quasi-universelles dans le cas du corps
GF(23). Dans le cadre de notre étude, nous nous sommes intéressés aux deux fonctions particulieres
qui sont la fonction correspondant au changement du polynéme primitif et la fonction correspondant
a l'inversion des poids forts et faibles. Nous allons analyser 'influence de ces deux fonctions sur
I'identification aveugle des codes correcteur d’erreurs non-binaires.

6.4.2.1 Changement du polynéme primitif

Nous avons vu dans le chapitre [§] 'impact du changement du polynéme primitif sur 'identifica-
tion des parametres des codes non-binaires. Nous avons montré deux comportements possibles de
rang des matrices R; construites a partir des données recues. Pour certains codes, le changement
de polynéme primitif engendre un rang plein pour toutes les matrices Ry, ce qui ne permet pas
de détecter I'existence d’un code. Par contre, il existe des codes ou le changement de polynome
primitif peut engendrer des chutes de 1 ce qui permet de détecter I'existence d’un code. Dans le
chapitre Bl nous n’avons pas justifié I'existence de ce comportement dans le cas d’un mauvais poly-
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noéme primitif. Mais, avec le développement de notre formalisme, il est possible de répondre a cette
question. Dans ce contexte, nous reprenons ’exemple, présenté dans la sous section [3.4.2.2], du code
LDPC(12,6) dans GF(23) défini par la matrice de controle de parité Hy :

502727000000
0000O0O0O0O0Z200 1
002000100007

B =10 00000067000 (6.2)
000002550000
750000000 276H5

Le polynéme primitif utilisé lors de I’émission est 2> + z + 1. A la réception, un autre polynome
primitif donné par 3 4+ 22 + 1 a été utilisé.

D’apres la figure qui représente le rang des matrices R; pour le code LDPC(12,6) dans
GF(2%), les parametres du code identifiés dans le cas du changement de polynéme primitif est :
fi=n=12et k = 11. Nous remarquons que la bonne taille du code est identifiée, mais pas la taille
des mots d’information k.
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Figure 6.7 — Rang des matrices R; pour LDPC(12,6) dans le cas d’'un mauvais polynéme
primitif

Nous présentons maintenant le résultat de l'identification d’une base du code dual dans le cas
de I'utilisation d’un mauvais polynéme primitif. La base identifiée, notée D’, qui contient une seule
relation de parité est donnée par :

D=0 0000001000 1)

On peut vérifier que la relation de parité identifiée appartient a une base du code dual du code
LDPC(12,6). A partir de ce résultat, nous déduisons que la fonction correspondant au changement
de polynéme primitif a conservé une relation de parité du poids 2. C’est pour cette raison, nous
voyons des chutes de rang de 1 dans le cas d’un mauvais polynéme primitif.

6.4.2.2 Inversion des poids forts et faibles

Pour illustrer I'impact de la fonction de mapping-demapping correspondant a l'inversion des
poids, nous prenons trois codes :
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e LDPC(6,3) dans GF(23) défini par la matrice de contrdle de parité H donnée par I'’équation

(m)?

LDPC(12,6) dans GF(2%) défini par la matrice de contréle de parité Hy donnée par 1’équation

©.2),
LDPC(6,3) dans GF(2?) défini par la matrice de controle de parité H' :

H =

N W O

110 20
003 01
0 2001

Pour ces trois codes, nous construisons des matrices R; a partir des symboles regus convertis et
reconvertis par la fonction correspondant & 'inversion des poids forts et de poids faibles.

Code LDPC(6,3) dans GF(2%)

Nous représentons sur la figure le rang des matrices R; pour le code LDPC(6,3) dans
GF(2%). D’apres cette figure, nous constatons que le rang de toutes les matrices R; est plein lorsque
la fonction de mapping demapping correspondant a 'inversion des poids est appliquée aux symboles
recus. Dans ce cas, il est impossible de détecter le code.
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Figure 6.8 — Rang des matrices R; pour le code LDPC(6,3) dans le cas de l'inversion des
poids dans GF(2%)

Code LDPC(12,6) dans GF(2?)

Sur la figure 6.9 nous représentons le rang des matrices R; pour le code LDPC(12,6) dans
GF(2%) dans le cas de l'utilisation de la fonction correspondant & I'inversion des poids. Nous pouvons
remarquer qu’il existe des chutes de rang de 1 dans quelques matrices R;. En utilisant ces chutes,
on peut identifier un code de parametres : i = n = 12 et k = 11. On voit que ce code ne correspond
pas au code utilisé a I’émission. Dans ce contexte, on va vérifier s’il existe une relation de parité
qui est conservée par la fonction de mapping-demapping d’inversion des poids forts et faibles. En
appliquant notre algorithme d’identification d’une base du code dual, la base identifiée composée
d’une seule relation de parité est la base D’ qui a été identifiée dans le cas du changement de
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polynéme primitif. Donc, on peut justifier existence des chutes de rang de 1 par la conservation
d’une relation de parité de poids 2.
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Figure 6.9 — Rang des matrices R; pour le code LDPC(12,6) dans le cas d’une inversion
de poids dans GF(2%)

Code LDPC(6,3) dans GF(2?)
Nous représentons sur la figure le rang des matrices R; pour le code LDPC(6,3) dans
GF(2?) dans le cas de I'utilisation de la fonction d’inversion des poids forts et des poids faibles. On

peut remarquer ’existence des chutes de rang dans quelques matrices R; qui permettent d’identifier
les bons parametres du code.
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Rang des matrices R|

6 12 18 24 30 36
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Figure 6.10 — Rang des matrices R; pour le code LDPC(6,3) dans le cas d’une inversion
de poids dans GF(2?)

L’identification d’une base du code dual nous donne une base, notée D;, qui s’écrit sous la forme
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matricielle :
302100
D;=10 2 2 0 10
303 001
Cette matrice correspond au Frobenius de la base D identifiée dans le cas de g1 = id qui est donnée
par :
2 03 100
D=0 3 3 0 1 0
2 02 001

Donc, nous pouvons démontrer ici le théoreme (.21 qui énonce que la fonction correspondant a
I'inversion des poids est quasi-universelle, plus précisément universelle dans le cas du corps GF(22).
On peut déduire également que cette fonction peut s’écrire en fonction du Frobenius puisque la
base identifiée dans cet exemple est le Frobenius de la bonne base du code dual. D’apres le tableau
B0l la fonction correspondante & une inversion des poids dans cet exemple est m, o 0.

6.5 Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous avons montré que certains probléemes courant de
transmission lors de l'utilisation d’une modulation de type QAM pour des données protégées par
un code correcteur d’erreurs non-binaire ou les symboles sont adaptés a la taille de la modulation,
peuvent étre détectés et corrigés sous certaines conditions. Au regard des propriétés des fonctions de
mapping-demapping correspondant a ces problemes, la détection de ces problemes peut étre réalisée
seulement en évaluant la dimension du code au niveau du récepteur. La détection de problemes
de représentation des symboles d’un corps de Galois dans un processus de calculs a également été
abordée et nous avons montré que certains problemes peuvent étre détectés comme l'utilisation
d’un mauvais polynéme primitif ou de 'inverse de poids sur les bits.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous avons étudié I'impact de 'utilisation des fonctions
quasi-universelles et non quasi-universelles sur 'identification aveugle des codes correcteur d’erreurs
non-binaires. Lors de 'utilisation de fonctions universelles, nous avons montré qu’il est possible
d’identifier les parametres du code lorsque ces fonctions appartiennent au groupe universel. Nous
avons montré également qu’avec ces fonctions universelles qu’il est possible d’identifier une base du
code dual lorsque ces fonctions correspondent & une multiplication par un élément non-nul du corps
de Galois, sinon on identifie une base qui correspond & une puissance du Frobenius de la bonne
base du code dual. Par contre, si les fonctions de mapping-demapping appartiennent a ’ensemble
strictement quasi-universel, il est possible de détecter I'existence d’un code mais pas d’identifier les
parametres du code utilisé a I’émission. Pour les fonctions non quasi-universelles, nous nous sommes
intéressés a deux fonctions particulieres qui correspondent au changement de polynéme primitif et
a une inversion des poids forts et faibles. Lors de 'utilisation d’'un mauvais polynéme primitif, nous
avons détecté l'existence du code et nous avons vu des chutes de rang de 1 lorsque une relation
de parité de poids 2 appartenant a la bonne base du code dual est identifiée. Dans le cas de la
fonction d’inversion des poids, nous avons obtenu les mémes résultat dans le cas du corps GF(23).
Dans le cas du corps GF(2?), nous avons montré par un exemple que la fonction correspondant &
une inversion des poids conserve la dimension du code et elle fait partie du groupe universel.
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Afin d’améliorer la qualité des systeémes de transmission numériques, les codes correcteurs d’er-
reurs sont fréquemment utilisés. Ces codes sont congus pour obtenir une bonne immunité contre
les erreurs engendrées par les canaux de transmission en introduisant de la redondance dans les
données d’information. Dans ce mémoire, nous nous sommes concentrés sur des codes correcteurs
d’erreurs binaires et non-binaires. Les codes correcteurs d’erreurs non-binaires abordés dans cette
these traitent des données appartenant aux corps de Galois GF(2™), ou m > 1. La structure du
corps de Galois a fait 'objet d’une étude dans le chapitre 1. Dans ce chapitre, nous avons rappelé
quelques notions sur les différentes structures algébriques, en particulier la structure du corps de
Galois. Ces notions nous ont permis d’obtenir les parametres indispensables pour générer les élé-
ments de ce corps. Nous avons montré que la construction usuelle d'un corps de Galois est basée
sur la connaissance de son cardinal 2" et sur un polynome primitif de degré m.

Afin d’étre en mesure d’effectuer I'opération de décodage, le récepteur a besoin de connaitre les
parametres de codage utilisés a ’émission. Les technologies utilisées actuellement sont basées sur
I’entente préalable entre ’émetteur et le récepteur sur le schéma de codage et ses parametres. Ces
technologies sont fonctionnelles, mais elles ne sont plus adaptées au développement des nouveaux
schémas de codage plus performants et a la prolifération des nouvelles normes et standards de
communication. Les systéemes radio cognitifs fournissent une solution pertinente a ce probléeme
a travers la conception de récepteurs intelligents qui seront capables d’identifier en aveugle les
parametres du systeme de codage avec la seule connaissance des données regues. Jusqu’a présent,
les travaux sur la thématique de l'identification aveugle des parametres du bloc de codage canal ont
été, pour la plupart, limités a des codes binaires. Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes
donc intéressés a l'identification aveugle des codes correcteurs d’erreurs non-binaires. Pour traiter
cette problématique, nous avons réalisé, dans le chapitre 2, une étude théorique sur les propriétés
des codes abordés dans nos travaux afin d’obtenir les parametres indispensables permettant de
les identifier au niveau du récepteur. Parmi les codes dans GF(2™), les codes LDPC non-binaires
ont montré récemment de meilleurs performances par rapport aux codes LDPC binaires. Dans ce
mémoire, nous nous sommes intéressés a ces codes, mais également aux codes Reed-Solomon et aux
codes convolutifs non-binaires.

Dans le chapitre 3, nous avons fait ’hypothese que les données regues n’étaient pas entachées
d’erreurs afin d’évaluer la faisabilité d’une telle identification avant d’envisager le cas ou il y a
des erreurs. Notre idée a été d’adapter la méthode existante d’identification des codes binaires
basée sur le critere du rang au cas des codes non-binaires. Le principe de cette méthode consiste
a utiliser les chutes de rang des matrices construites a partir des données regues pour identifier
les parametres du code. Cependant, nous avons constaté que ces chutes de rang ont été exploitées
sans justification théorique par la majorité des méthodes proposées pour identifier en aveugle les
parametres de codes binaires. Nous avons donc effectué une étude théorique approfondie afin de
justifier ce comportement. Ensuite, nous avons mis en évidence 'impact de la matrice génératrice



156 CONCLUSION

sur certaines chutes de rang. Notre étude a aussi donné une explication a l’existence des chutes de
rang multiples qui dépendent des codes ayant des parametres spécifiques. Dans ce contexte, nous
avons proposé une expression générale pour le calcul du rang afin de traiter les comportements
possibles du critere du rang, c’est-a-dire les chutes multiples et les chutes de rang permettant
I'identification des parametres du code.

Nous avons ensuite généralisé 'algorithme d’identification des parametres des codes binaires
basé sur le critére du rang au cas des codes correcteurs d’erreurs dans GF(2™). Nous avons étudié
Iinfluence d’une mauvaise estimation des parametres du corps de Galois sur l'identification des
parametres des codes convolutifs, des codes LDPC et des codes de Reed-Solomon. Cette étude a
démontré la pertinence de l’algorithme d’identification des codes dans GF(2™) sous I’hypotheése que
les parametres du corps de Galois (m et le polynoéme primitif,...) utilisés a 1’émission soient connus
ou correctement identifiés par le récepteur. En supposant que les parametres du code non-binaire
ont été identifiés, nous avons aussi présenté un algorithme pour identifier en aveugle une base du
code dual dans des conditions de transmission parfaite.

Dans le chapitre 4, nous avons traité le probleme plus ardu de I'identification des parametres des
codes non-binaires lorsque les données codées sont entachées d’erreurs. Dans nos études théoriques,
nous avons considéré un canal symétrique non-binaire. Nous nous sommes intéressés a l'identifica-
tion de la taille des mots de code n et d’une base du code dual. Pour identifier la taille n, nous avons
tout d’abord généralisé une technique existante appliquée aux codes binaires pour le cas des codes
non-binaires. Cette technique est basée sur la recherche des colonnes presque dépendantes dans les
matrices construites a partir des données recues. Nous avons montré que cette technique ne peut
fonctionner qu’en connaissant la probabilité d’erreur du canal. De ce fait, nous avons proposé deux
nouvelles techniques d’identification de la taille n qui s’averent plus robustes et ne nécessitent pas
en entrée la connaissance de la probabilité d’erreur du canal. Nous avons comparé les performances
de détection des trois méthodes proposées et montré que les deux dernieres sont meilleures en
termes de taux de détection. Dans I'étude des performances, nous avons considéré différents types
de canaux : un canal non-binaire symétrique, un canal gaussien et un canal de Rayleigh a trajets
multiples.

Pour identifier une base du code dual, nous avons supposé que la taille du code n et la taille des
mots d’information k sont connues. Nous avons généralisé une technique existante pour les codes
binaires basée sur l'utilisation d’un démodulateur & décision ferme au contexte des codes non-
binaires. Ensuite, nous avons amélioré cette technique en considérant une démodulation a décision
souple afin d’exploiter I'information souple a travers le logarithme du rapport de vraisemblance
(LRV). Cette information nous a permis de détecter les mots de code les moins entachés d’erreurs
afin de les réorganiser sous la forme d’une matrice pouvant étre utilisée par la suite dans ’algorithme
d’identification. Une deuxieéme idée d’amélioration a été d’introduire un processus itératif dans
I’algorithme classique. Dans notre processus, nous avons utilisé un algorithme de décodage itératif
qui échange des informations a chaque itération avec l’algorithme d’identification des équations
de parité. En effet, 'algorithme d’identification utilise les informations sur les fiabilités des mots
de code corrigés, fournies par le décodeur, afin d’identifier les équations de parité qui vont étre a
leur tour utilisées par le décodeur pour corriger les mots de code regus. Cependant, ’algorithme
d’identification peut trouver un exces de relations de parité, lorsque le nombre de relations est
supérieur a n—k. Dans ce cas, le décodeur peut introduire plus d’erreurs dans les mots de code recus.
Pour résoudre ce probleme, nous avons modifié I’algorithme classique de décodage afin qu’il prenne
en compte les probabilités de fiabilité des équations de parité estimées. Le calcul des probabilités de
fiabilité des équations de parité nous a permis d’éliminer les équations de parité les moins fiables et
de ne conserver que n—k équations. L’étude des performances de détection des algorithmes proposés
pour identifier en aveugle les n — k équations de parité a montré une amélioration significative des



CONCLUSION 157

probabilités de détection obtenues grace a la mise en oeuvre de ’algorithme itératif utilisant un
algorithme de décodage a décision souple.

En parallele des études détaillées précédemment, nous avons également proposé, dans le chapitre
5, un formalisme mathématique afin d’étudier I'impact des fonctions de mapping-demapping sur
les calculs d’algebre linéaire dans un corps de Galois effectués dans les blocs d’une chaine de
transmission pour les communications numériques. En effet, 'opération de mapping consiste a
associer a un élément du corps de Galois une représentation spécifique. Pour récupérer cet élément
a partir de sa représentation, il est nécessaire d’appliquer I'opération complémentaire du mapping
qui est le demapping. D’un point de vue mathématique, la composition de ces deux opérations doit
conduire a 'opérateur identité.

Dans certains cas, la fonction de mapping-demapping peut ne pas étre égale a a l'opérateur
identité. cela nous a amenés a nous poser la question de I'impact des différentes fonctions de
mapping-demapping sur les calculs d’algebre linéaire et sur leurs propriétés dans le corps de Galois
utilisé. Dans un systeme de communications numériques, les probléemes de synchronisation peuvent
produire involontairement ce phénomene, comme des rotations de constellations des symboles recus.
C’est également le cas lors d’une inversion de polarité sur la voie en phase et/ou en quadrature. Ils
peuvent aussi étre liés a des domaines d’applications spécifiques tels que la surveillance du spectre
ou l'interception des communications. Dans de tels contextes, le récepteur ne connait pas le mapping
utilisé & I’émission.

Dans le cadre de cette these, nous nous sommes intéressés a la détection et 'identification de
codes correcteurs d’erreurs. Ils introduisent de la redondance dans le train de données, ce qui conduit
a des relations linéaires liant les éléments de chaque mot de code. Les codes, des sous-espaces vec-
toriels, ont des dimensions spécifiques qui sont égales a la taille de la partie informative des mots
de code. Dans cette situation, la connaissance de 'influence de la fonction de mapping-demapping
sur les propriétés de I'espace vectoriel engendré par le code peut éventuellement fournir des in-
formations utiles et conduire a un critere permettant de détecter les défauts ou les modifications
durant le processus de transmission. Avec 'aide de ce formalisme, nous avons présenté et étudié
les caractéristiques de deux ensembles de fonctions de mapping-demapping. Le premier ensemble
est un groupe que nous avons choisi d’appeler groupe universel. Ce groupe est caractérisé par la
conservation de la dimension de tout espace vectoriel. Le deuxieme ensemble appelé ensemble stric-
tement quasi-universel qui dépend du code et de ’application linéaire utilisés conserve la dimension
de certains espaces vectoriels et augmente de 1 les dimensions des autres codes linéaires. Les deux
ensembles forment un groupe, le groupe quasi-universel.

Nous avons aussi étudié des cas particuliers de fonctions de mapping-demapping correspondant
au changement de polynéme primitif et a I'inversion des bits de poids fort et de poids faible. Pour la
fonction correspondant au changement de polynoéme primitif, nous avons montré que cette fonction
ne conserve généralement pas la dimension de tout code. De méme pour la fonction d’inversion des
poids, nous avons montré qu’elle n’est pas quasi-universelle sauf pour le corps GF(2?). Nous avons
aussi évalué théoriquement le nombre de fonctions de mapping-demapping qui sont capables de
conserver toute relation de parité de poids 2. Cette étude permet de donner une idée des capacités
de détection d’'un code quelconque lorsque la fonction de mapping-demapping est inconnue et
n’appartient pas au groupe quasi-universel. Dans le cas des fonctions du groupe quasi-universel, la
détection de codes est toujours possible, mais l'identification des parametres peut étre liée au code
utilisé.

Dans le chapitre 6, nous avons a titre d’exemple exploité les propriétés fournies par notre forma-
lisme afin de détecter et de corriger certains défauts de transmission, telle que I'inversion de polarité
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sur les voies en phase et en quadrature. Puis, nous avons étudié 'impact de certaines fonctions de
mapping-demapping sur 'identification aveugle des parametres des codes correcteurs d’erreurs non-
binaires. Nous avons montré théoriquement et par simulation qu’il est possible d’identifier les para-
metres du code lorsqu’une fonction de mapping-demapping appartenant au sous-groupe universel
est utilisée.

En conclusion, les travaux de recherche liés a cette theése ont permis d’apporter plusieurs
contributions originales, parmi lesquelles les plus importantes sont listées ci-dessous :

e Mise en oeuvre d’une méthode d’identification aveugle des parametres de codes correcteurs
d’erreurs dans GF(2™) dans le cas d’une transmission non-bruitée, et mise en évidence de la
pertinence de cette méthode lorsque les parametres du corps de Galois utilisés a I’émission sont
connus a la réception.

e Justification de I'utilisation des chutes de rang maximales pour identifier les parametres d’un
code au travers d’une étude théorique approfondie et démonstration de ’existence de codes a
parametres spécifiques qui peuvent générer des chutes multiples, ainsi qu’une proposition de
formule générale du calcul du rang qui prend en considération les différentes chutes de rang
étudiées.

e Trois nouveaux algorithmes d’identification de la taille des mots de code non-binaires lorsque
les données recues sont entachées d’erreurs.

e Implémentation d’un algorithme itératif a décision souple d’identification aveugle d’une base
du code dual pour les codes binaires et non-binaires.

e Un nouveau formalisme mathématique pour étudier l'impact des fonctions de mapping-
demapping sur la manipulation des données d’un corps de Galois dans le cas des codes correc-
teurs d’erreurs non-binaires et exploitation de ce formalisme pour détecter et corriger quelques
défauts de transmission comme la mauvaise synchronisation.

Dans nos futurs travaux, nous envisageons de justifier le probleme d’apparition des chutes de
rang lors de l'utilisation d’un sous-corps supposé identifié par le récepteur au lieu du bon corps.
Dans le cas de 'identification des parametres des codes non-binaires, nous souhaiterions développer
une méthode d’identification de la taille des mots d’information k et de la matrice génératrice
et généraliser la méthode d’identification a décision souple d’une base du code dual. Il serait aussi
intéressant comme perspective d’exploiter notre formalisme sur les fonctions de mapping-demapping
afin d’identifier en aveugle les parameétres des codes correcteurs d’erreurs non-binaires pour des
transmissions utilisant des modulations a grand nombre d’états, avec les fonctions de mapping
inconnues a la réception.



ANNEXE

Différents types de
polynémes dans GF(2"")

Le but de cette annexe est de présenter différents types de polynomes dans les corps de Galois

GF(2?), GF(23), GF(2%) et GF(2°).

GF(2m) Polynémes minimaux | Polynémes irréductibles Polynémes primitifs
de GF(2)[z] de GF(2)[x] de degré m | de GF(2)[z] de degré m
x
GF(2?%) r+1 2 4+z+1 2441
224+x+1
x
3 r+1 B4z +1 B +z+1
GF(2°) 2 4+r+1 x4+ a2+ 1 x4+ 2?41
34?41
x
z+1 4+ +1 4+ x+1
4 ?4+z+1 i+ 2341 i+ 2341
GF(2%) 4 4 3 2
zt+x+1 4+t +xr+1
o+ a3 +1
4?41
x
z+1 x4+ 2?2 +1 2+ 22 +1
24+ a2+1 2+ a2+ 1 2+ a2 +1
GF(2%) o+ +1 P+t +a?+r+1 P4+ +a?+r+1
P4+ r+1 Pttt +r+1 P4ttt +r+1
w4t + a2+ r+1 P+t + a4+ r+1 P4t +r+1
P4t r+1 P4t +at+22+1 Pttt 2241
4t Fad 42?41







ANNEXE

Tableaux d’addition et de
multiplication dans GF(2?)
et dans GF(2°)

Cette annexe présente les tableaux d’addition et de multiplication dans GF(22) et dans GF(23).

Dans le tableau ci-dessous, nous présentons les deux formats de représentation des éléments du
corps GF(23) en utilisant le polynéme primitif 22 + 2 + 1 qui a une racine a.

Puissance de « | Entier
0 0
1 1
a 2
a? 4
a’ 3
at 6
a’ 7
ab 5)

e Tableau d’addition pour le corps GF(22) généré par I’élément primitif a, une racine du poly-
noéme primitif 22 + x + 1.
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e Tableau de multiplication pour le corps GF(22) généré par I’élément primitif o, une racine du
polynéme primitif 2 + = + 1.
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e Tableau d’addition pour le corps GF(23) généré par I’élément primitif o, une racine du poly-
noéme primitif 23 + z + 1.

Ol1[ala®?]a?2]ab]|at]|a®
tolol1il2l 34l 6|7

0 olol1]2]3]4|5]6]T7
1 1l1]of[3] 254716
a 2[23Jo] 16745
o 313[2]1l0]7|6]5]4
a2 41456l 70| 1]2]3
af 5504|716 1]0]3]2
at 66|74l 5] 23011
a® 7171651413210

e Tableau de multiplication pour le corps GF(23) généré par I’élément primitif o, une racine du
polynéme primitif z3 + = + 1.
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ANNEXE
Démonstrations

mathématiques des
formules du rang

C.1 Taille de la premiéere matrice de rang déficient

Cette annexe a pour objectif de démontrer que la taille de la premiére matrice de rang déficient

est :
Ng = Qmin * N
ou : N
"
AUmin = {n—k+1J
Preuve :

Soit aymin, = [a + 1] = a+ € avec € € |0, 1].

1
O‘min:\“u +1J: = + €

n—k

Il suffit de vérifier que :
amin'n>,ul+amin'k2 (amin—l)'n

|
o

Mk +e-k+e-(n—k)

s
:,ul—|—<n k—|—e>-kz—|—e-(n—k‘)

ZML—F{M—]{—FlJ-k—i—e-(n—k)

=t + i ke (n—k)



164 CHAPITRE C : DEMONSTRATIONS MATHEMATIQUES DES FORMULES DU RANG

Puisque0<e§1et0<n—k§n,ona0<e-(n—k)gn.D’oﬁamm-n>uL+amm-k2

(min — 1) - n.

C.2 Symétrie entre les blocs q;; et les blocs b;;

En utilisant le raisonnement par récurrence, nous démontrons ici que :

ay; =brg_1-4, Vi € [0,8 —1]

Preuve :

(C.4)

e Pouri=0,o0naag=0etbg 1 =0.Alors, a9 = b;s_1. Par conséquent, I’équation (C.A)

est vérifiée pour ¢ = 0.

e On suppose que a;; = b; 3_1—; et on démontre que :

ari+1 = b g_1-(i+1)

En utilisant les équations B.I6) et (B.ID), a; ;41 est donné par :

agi+1

— Siay; <, alors :

ali+1 =

= n— bm‘
= n—mod(r —a;;,n)
n—r+a,; sia;<r
ap; —r siag; >r
n—r+ay;

n—r+bg1-
n—r+mod(r — ag_1—i,n)
n—a,g—1-i stapg_1-; <1
2:'n—ag_1-; Slag1-;>T
n—n+b g 1 (i+1) siapg1-i <r
2:n—n+bg 1 y1) Stap-1-;>r1
b1, B—1—(i+1) staqpp 1 <r

n+bg 141 Slagg1-i>7T

D’ou, agi+1 = by g_1-(i4+1) dans le cas de a;; < r car a;;, Vi € [0, B — 1], est strictement
inférieur a n. Il reste a vérifier cette équation dans le cas de a;; > r.

— Siay; > r, alors :

aji4+1

D’ou, agit1 = b g_1—(i+1)
inférieur a n.

am‘ —-T

big—1—i—1

mod(r — ag_1—i,n) — 1
r=apg1-i =T stagg1-i <7

n+r—ag_1—;—r sSiag1-;>7T

—n+bg (1) Slago1-i <7

big—1-(i+1) sl agg—1— >

dans le cas de a;; > r car b4, Vi € [0, — 1], est strictement
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Par conséquent, I’équation (C.4) est vérifiée pour i + 1.

C.3 Détermination de ’expression simplifiée de a;;

Cette annexe a pour objectif de simplifier 'expression de a;; donnée dans I’équation (B.IG).
Pour traiter ce probleme, nous procédons en trois étapes :

1. Démontrer que a;; peut s’écrire :
a;; =mod(i- (n—r),n) (C.5)
2. Vérifier qu'’il existe j € [0,8 — 1] qui satisfait a;; = ay ; pour tout ¢ € [0,5 — 1] tel que
pged(l,n) = pged(’,n) =d et ' > 7.
3. Pour r = (8 — 1) - d, démontrer que 'équation (C.h]) s’écrit :

apq = i-d (CG)
Preuves :

1. Nous montrons par récurrence expression (C.H]) :

e Pour i = 0, on peut vérifier en utilisant ’équation (C.H) que a9 = 0.
e Supposons que 1'équation (C.H|) est vraie pour I’étape i, on peut vérifier qu’elle est aussi

vraie pour ’étape 7 + 1, c’est-a-dire que :

agi+1 =mod(( +1)-(n—r),n) (C.7)

aj; = mod(i-(n—r1),n)
_ {i-(n—r) sit-(n—r)<n (C.8)
i-n—=r)—q-n sii-(n—7r)>n

— Sii-(n—1r)<mnalorsa,;=1i-(n—r)avecn >r. En utilisant les équations (3.1G)
et (BI7), a;+1 est donné par :

ai+1 = n—by;
= n—mod(r—i-(n—r),n)

n—r+i-(n—r) sii-(n—r)<r

i-(n—r)—r sir<i-(n—r)<mn

_ (i4+1)-(n—r) sii-(n—r)+n—r<r4+n-r
i-n—=r)—r+n—-n sir+n—-r<i-(n—r)+n—-r<n+n-r
(t+1)-(n—r) si(i+1)-(n—r)<n
(t+1)-(n—r)— sin<(i+1)-(n—r)<2-n—r

mod((i 4+ 1) - (n — 7")7 n) (C.9)

— Sii-(n—r)>n>ralorsaq;=i (n—7r)—q-navecn>retq= {72'(71_7”)]]%
n
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utilisant les équations ([B.16]) et (B17), a;4+1 est donné par :

a1 = n—by;
n—mod(r—i-(n—r)—q-n,n)
n—mod(r—i-(n—r),n)

= n—Mn+r—i-(n—r))
i-(n—r)—r+n—n

= (i+1)-(n—=7r)—n

(C.10)

Dans ce cas, on ai-(n—r) > n > r,alors i-(n—r)+n—r > r+n—r = (i+1)-(n—r) > n.

D’apres les équations (C.9) et (C.I0), on peut déduire que I’équation (C.H) est vraie a
I’étape 7 + 1.

2. Soit l=~-n+retl =06-n+r"tel quer >r et pged(r’,n) = pged(r,n) = d, notre objectif
est de démontrer que pour ¢ € [0, 5 —1], il existe j € [0, 3 — 1] tel que a;; = ay ;. Ce probleme
sera traité par le raisonnement analyse-synthese.

e Analyse : Supposons qu’il existe j qui s’écrit :

aii+q-n

,r./

,€)0,8 -1
P e R
0 1=20

(C.11)

o .. ,
| vérifiant que a;; + g - n divise n — 1.

avec ¢ € [0, -

e Synthese : On vérifie si cette expression de j peut satisfaire I'équation a;; = ay ;. En
utilisant I’équation (C.0)), ay ; est donné par :

od(j - (n—1r"),n)
od(MEEL T (7). )
( )
(

=

aj =

=

n—r!
= mod(a;; +q-n,n
mod(ay;,n)

(C.12)

= Qa4

3. Pour r = (8 — 1) - d, on démontre par le raisonnement par récurrence la relation (C.6) :

e Sii=0,0naa,=0=0-d. Alors la relation (C.0)) est vérifiée.

e On suppose que q;; =i - d et on démontre que :
a1 =(i+1)-d

Puisque i < f—1etd >0, alorsi-d < (8—1)-d= a;; <r. En utilisant les relations

BI6) et BIM), a;;+1 est obtenu par :

i1 = n—by

n —mod(r — ay;,n)

= n—r+ay

n—(B-1)-d+i-d (C.13)
n—%-d—i—d—i—i-d

= (i+1)-d
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C.4 Formule du rang dominant a partir de la formule générale
La formule générale ¢(I) permettant de calculer les déficiences de rang est :
l— k k k
o) =k (L4148 pt+d |2 (|5 +1) +2 k- max{0,8-1— |~ (C.14)
d d d d
Pour [ = o - n, on démontre que cette formule est égale & :
k L
gp(a-n):E-l—i—,u (C.15)
Preuve :
On al=«-n,alors d = pged(l,n) =n = =1, donc :
k(% (e L | EL(]F - _ |k
ola-n)=k <n (o 1)+1> +u+n L”LJ <L®J +1> +2-k max{O, LiJ} (C.16)
Puisque k£ < n, alors L%J = 0. D’ou :

k4 pt

pla-n) =
(C.17)

3| >0






ANNEXE

Algorithme d’élimination
de Gauss dans GF(q)

Cette annexe présente I'algorithme d’élimination de Gauss écrit dans le cas des corps de Galois.

Cet algorithme transforme une matrice R; en une matrice T; et donne également en sortie une
matrice A; qui décrit les combinaisons des colonnes de R;.

1.

Initialiser la matrice T; avec R; et la matrice A; avec la matrice identité I;, puis commencer
O]

par la premiere colonne t;”, avec ¢ = 1;

. Si tl(-l) n’est pas une colonne nulle (tous ses éléments sont nuls), prendre le premier élément non

nul de cette colonne situé a la j-eme ligne, tz(l)( j), et chercher un nombre non-nul v € GF(2™)

tel que tz(l)(j) v =1;

Multiplier tgl) et agl) par v;

Effectuer des combinaisons de colonnes afin de rendre tous les coefficients de la méme ligne
dans la i'-éme colonne nuls, ou i’ > i. Appliquer les mémes opérations & la matrice A,

. Réitérer cette procédure avec la colonne ¢ + 1 et revenir a ’étape 2.






ANNEXE 1

Calcul détaillé de la
probabilité P,

La probabilité P; d’avoir un coefficient nul dans la i-me colonne de la matrice T(l) ; est initia-
lement exprimée par I’équation :

p= ¢—1 (E.1)

Notons Pj(s) = Pr[X = s] et Py(s) = Pr [ZZ 1 agl)(kz) : e,(gl) (J) = O] Alors, la probabilité P,

sera égale a :

P =Pi(0)+ Y Pi(s) - Pa(s) (E.2)

Calcul de la probabilité P;(s)

Nous faisons ’hypothese que les erreurs sont indépendantes les unes des autres et uniformément
distribuées dans GF(¢)*. La variable X suit une loi binomiale de parametres N;(1) et p.. Alors, la
probabilité P;(s) peut s’écrire :

S

N;(1 s D—s
Pi(s) = ( | )> -pi - (1= pe)i® (E.3)
avec pe la probabilité d’erreur d’un symbole non-binaire.

Calcul de la probabilité Ps(s)

La probabilité Ps(s) correspond a la probabilité d’avoir > ;_, al(-l)(k) : eg)(j) = 0 avec
eg)(j) €GF(¢)*. Nous notons P5(s) la probabilité d’avoir la somme Y ;_, agl)(kz) . eg)(j) # 0.
Cette probabilité est donnée par :

Py(s) =1— Ps(s) (E.4)
Nous démontrons par récurrence que la probabilité P,(s) peut étre déterminée par :

_ 1—P2(S—1)

PQ(S) q— 1

(E.5)
On a P,(0) = 1 car il n’y a pas de positions erronées. Dans le cas d’une seule position erronée,
on a Py(1) = 0. Par contre, en prenant I'exemple du corps GF(22), la probabilité Py(s = 2) est
déterminée par la matrice M dont les indices de lignes et de colonnes correspondent aux éléments
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non-nuls de ce corps. Les coefficients de cette matrice correspondent & la somme dans GF(22) des
indices de ligne et de colonne.

0 3 2
M=1{3 01 (E.6)
210
Si on a (a{(1), <l>(3)) (GF(22) )2 et (aV(2),eV(j)) € (GF(22)%)2, alors la probabilité d’avoir
agl)(l) : (l (J) + (2) ( ) = 0 est P»(2) = 3/9 = 1/3. La probabilité calculée vérifie bien la
formule (M)

Nous supposons que la formule ([E.0) est vérifiée pour s et nous la démontrons pour s+ 1. Si on

a ity ol () - e () = 0 alors on aura ey =~ 550 (k) - € (7) i appartiont an

corps GF(q)* avec une probabilité 1/(¢—1). Par conséquent, la probabilité Py(s+1) est déterminée
par :

Pos+1) = Pr(ell; € GF(g)", iy ol (k) - (j) #0)
= Pr e(l)l € GF(q)* ) - Pr (22:1 az()( k) - (l)( ) # 0)

(s
qg—1
1— PQ(S)

qg—1
Notre objectif, par la suite, est de simplifier 'expression de P5(s). En effet, un changement de
variable peut étre effectué en considérant (s) = (g — 1)*~! - Py(s). En remplacant P5(s) par ¢(s),
lexpression ([E.5) devient :

.
=
3

L1
ey e
( _ 1)571 1
’ e(s)  _ (a- ?L)H — (s —1) (E-8)
(g—1)s"2 (q—1)52
o(8)+p(s—1) = (¢g—1)52

Si p(s) = (=1)% - ¢(s), Pexpression (E.8) peut s’écrire :

(1) p(s) + (=1L p(s =1) = (¢g—1)572
—p(s)+p(s=1) = (=1)*'-(q 1)3’2
p(s) = pls—1)+(1—q)*? (E.9)
p(s) = pls=2)+(1—-¢q 2+(1—-q)?
p(s) p(1) + 37201 — g

Or, >0, (1 — q)" est la somme d’une suite géométrique de raison 1 — g. Alors, elle peut s'écrire :

1-g -1
(1-q)—1
1— (=1 (g -1
q

Yiso(l—g)’
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La variable p(1) est calculée par :

p(1) = —¢(1)

D’ou, p(s) sera égale a :
I e Gt Ol U Y

o(s) (E.10)
q
Par conséquent, l’expression simplifiée de P»(s) est donnée par :
—1)8 -1 s—1
Pys) = Z Fla— (E.11)

q-(qg—1)s71

Calcul de la probabilité globale P;

En utilisant les deux expressions (E.3]) et (E.II), la probabilité globale P; est donnée par :

b= Zé\ig) (NZ(Z)> pe - (1— pe)Ni(l)*S ) (_1)s(+ (q1; 1)1371
S q (q— P
g P = N0 (N;(l)> ps (1= po)NilD=s . (1 N (q—__11> - 1))

= 220 (M) ¥ -y £ (MO) () e

S s qg—1

(E.12)

Or, on sait que :

0 (N 0
N; (1) _ i .78 v N;i(l)—s
(Z+Y) _ZO< ) > VAR
Alors, la formule (E.12) devient :
N;(1 —De Nill)
P = (pe+1-p)" 4 (g-1)- < — T 1l-pe

(E.13)

—p N; (1)
= 1+(q—1)-<1—q_61-(1+q—1)>

Par conséquent, la probabilité qu'un élément de la i-eme colonne de la matrice T; soit égal égale &
0 est déterminée par 'équation (E.IJ).






ANNEXE 1

Calcul du seuil optimal TNopt

L’objectif de cette annexe est de déterminer le seuil optimal 7),,; qui annule la dérivée premiere

par rapport a 7 de la probabilité de mauvaise détection P,,q donnée par :
) — 1 1 — Ko

Pwd:1—¢<n u>+¢<n u)

01 (s}

ou la fonction ¢(x) est définie par ’équation ([29]).

Calcul de la dérivée :

La dérivée premiere de P4 peut s’écrire :
1 — 1o U
— 0
and _ ( (o) ) ¢< 01 >
= o

ou : R
96 <77—M0> ()~ mo)?
1 . 208

Résolution de 1’équation 5
U]

4 =0 est exprimée par :

En utilisant I"équation (E.3]), 'expression

(7 = po)® (h=m)?

OPpt _ 1

on ooV2-T

L’équation (E.4)) devient :

208 _ e
ovV2-m

(h — p1)?

(7 — po)? -
20%

2
206 —gp-e

o1 -€

(F.1)

(F.2)

(F.4)
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Lorsqu’on applique le logarithme népérien (In), ’équation (E.5]) devient :

(h—m)?* (h=m)® <ﬂ> —0

208 20% 0o

Le développement de 1’équation ([E.G) conduit & :
] i o
- (0F —0p) +2-7)- (08 - pu — 0F - jio) — 0 - i + ofpg =205 - 07 - In <0_(1)> —0

Avec les notations suivantes :

a=o0}—o}
b=2- (105 — po-oi)
o
c:,ug-af—,u%-ag—lao-al-ln<—1>
g0
on obtient une équation de second degré donnée par ’équation :

a- P +b-fi+c=0

En remplagant les parametres pg, 1, O'g et o2 par leurs valeurs données par :

les coefficients de I’équation de second degré deviennent :

a:q_]‘f.(q_1—q2-1%~<1—1%>)
b:2'%]2\42-(1—1%2)

M M ¢—1
c:?ﬂ--(q-ﬂ—l)—;-¢1’i-<1—13i>'<q—1>'1“<q2-(1—1%)-1%>

Donc, le seuil optimal 7j,,; sera une solution de 1'équation (E.§)).

(F.8)



ANNEXE

Calcul du seuil de
décision 7

L’objectif de cette annexe est de démontrer que le seuil de décision 7 peut étre déterminé par
I’équation :

T=1—0-exp(l) (G.1)

Lors de T'utilisation d’une modulation BPSK, un symbole r; regu en sortie d’'un canal BBAG

est donné par :
ri=c¢+e==xl+e

oll e; est un bruit blanc additif gaussien centré de variance o2 et ¢; est un symbole modulé transmis.
Notons Hg et H; deux hypotheses tel que :

Sigi=1 alors Hy
Sic =-—1 alors H;

Les densités de probabilités conditionnelles du symbole recu r; sont données par :
1 Ll (12
f(rilHo) = o Vo e a0z i) (G.2)
1 S W
i) = g e Y (G:3)

Le réole du démodulateur au niveau du récepteur est de décider si le symbole recu r; est un 1 ou
—1 lors d’une décision ferme. Pour ce faire, nous fixons un seuil de décision noté 7. Alors, nous
définissons deux hypotheses en fonction de 7 :

{ Si r;>7  alors ;=1 (G.4)

Si r;<—7 alors r;=-1

Considérons qu’il existe une mauvaise détection du symbole —1. La probabilité de mauvaise détec-

tion de ce symbole défini par Pr[r; > —7|¢; = —1] correspond & :
Priri>—7lcg=-1] = f+ f(ri|H1) - dr;
1 +oo (ri+1)?

= e 20 72 (T - dr;

o- \/ f '
_ f % 22 (G.5)

1 —T+1 ;2
= 1l——/_2 e2 -dt
)t

Nous considérons que la probabilité Pr[r; > —7|c; = —1] est fixée & 0.0033. Alors, I’équation (G.H)
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peut s’écrire :
—74+1

41 1 /a —2
= . 2 -dt =1-0.0033 = 0.9967 G.6
qs( . ) = (G6)

1
En utilisant la table de fonction de répartition normale réduite, nous avons = 2.72 = exp(1).

g
Dans ce cas, le seuil 7 peut étre déterminé par ’équation .
)



ANNEXE
Quelques fonctions
universelles dans GF(2%)

Cette annexe présente les résultats de transformation des éléments de GF(23), défini par le
polynéme primitif 23 + = + 1, par quelques fonctions universelles de mapping-demapping.

GF(2%) o Mo | Mmaoo
0Ol 0]O0]0O|0(0]O0]O0
1 1 1 (1] a|2] a| 2
al2|a?|4|a? 4] 3
a2l a6l 3|7
B3 |5]at|6] 11
atl 6l al2la®|7]a?] 4
| 71238 |5]at] 6
a5 |71 |1]a8|5
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Résumé

Mots clés : Contexte non-coopératif - Codes correcteurs d’erreurs - identification
aveugle - corps de Galois - décision souple - mapping - demapping

La premiere partie de ce mémoire porte sur 'identification aveugle des codes correcteurs d’er-
reurs non-binaires, travaillant dans le corps de Galois GF(2™). Une étude sur les propriétés des
corps de Galois et des codes non-binaires a été conduite afin d’obtenir les éléments indispensables a
la mise en oeuvre des méthodes d’identification aveugle. A partir de la seule connaissance des sym-
boles recus, nous avons développé des méthodes permettant d’identifier les parametres des codes
non-binaires lors d’une transmission non-bruitée et nous avons mis en évidence la pertinence de
cette approche lorsque les parametres de GF(2™) utilisés a ’émission sont connus a la réception.
Nous avons aussi mené une étude théorique approfondie pour justifier 'utilisation du critere du
rang par la plupart des méthodes d’identification existantes. Dans le cas d’une transmission brui-
tée, nous avons développé trois algorithmes dédiés a l'identification en aveugle de la taille des mots
de code pour des codes binaires et non-binaires. Pour identifier une base du code dual, nous avons
généralisé une technique existante pour les codes binaires, basée sur 'utilisation d’un démodula-
teur a décision ferme, au cas des codes non-binaires. Puis, nous avons amélioré les performances
de détection de cette technique en introduisant un processus itératif basé sur 1'utilisation conjointe
d’un démodulateur a décision souple et d'un algorithme de décodage a décision souple. Dans la
deuxieme partie de ce mémoire, nous avons tout d’abord proposé un formalisme mathématique
pour étudier 'impact des fonctions de mapping-demapping sur la manipulation des données d’un
corps de Galois dans le cas des codes non-binaires. Ensuite, nous avons exploité ce formalisme pour
détecter et corriger quelques défauts de transmission. Enfin, nous avons étudié I'impact de certaines
fonctions de mapping-demapping sur 'identification aveugle des parametres des codes non-binaires.

Abstract

Keywords : Non-cooperative context - error correcting codes - blind identification -
Galois field - soft decision - mapping - demapping

In the first part of this thesis, we have focused on the blind identification of non-binary error
correcting codes over the Galois field GF(2™). A study of the properties of Galois fields and non-
binary codes has been presented so as to get the essential elements for a blind identification of
non-binary codes parameters. From the knowledge of only the received symbols, methods have been
developed to identify the code parameters in the case of a noiseless transmission. The relevance
of this approach has been highlighted when the parameters of the used Galois field are known by
the receiver. A theoretical study of rank criterion behaviors has been also presented to justify its
use by the most existing identification methods. Then, three blind identification methods of the
codeword size for binary and non-binary linear codes have been developped in the framework of a
noisy transmission. In order to identify a dual code basis, an existing method for binary codes based
on the use of a hard decision demodulation has been generalized to non-binary codes. The detection
performance of this technique has been improved when an iterative process based on the joint use
of a soft-decision demodulator and a soft-decision iterative decoding is introduced. In the second
part of this thesis manuscript, a mathematical formalism is proposed in order to investigate the
impact of mapping-demapping functions on linear algebra computations and properties over Galois
field in the case of non-binary error correcting codes. Finally, this formalism has been exploited to
detect or/and correct some digital transmission problems such as a bad synchronization. Finally,
we have studied the impact of some mapping-demapping functions on the blind identification of
non-binary error correcting codes parameters.
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