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L’atomisation permet de fragmenter un volume de liquide en plusieurs volumes. La fragmentation peut 
être provoquée par diverses forces : mécaniques, aérodynamiques, ultrasoniques, électrostatiques, etc. 
Cette diversité a abouti à plusieurs concepts d’atomiseurs (Lefebvre 1989).  

L’atomisation produit un écoulement diphasique dispersé nommé spray. Celui-ci intervient dans de 
nombreuses applications industrielles (injection automobile et aéronautique, irrigation, peinture, 
production de poudre alimentaire, …) et domestiques (produits ménagers, parfums, inhalateurs 
médicaux, …). L’optimisation de ces applications nécessite de maîtriser les caractéristiques du spray 
produit. Cette maîtrise implique une compréhension fine des processus d’atomisation mis en œuvre. 

L’atomisation se déroule en plusieurs étapes successives et débute dès la sortie de l’atomiseur. Celui-ci 
produit un écoulement liquide libre. Une première étape, appelée atomisation primaire, voit des 
ligaments se former et se détacher de cet écoulement. Cette étape est influencée par les conditions 
d’injection, la nature du liquide à atomiser, la turbulence, etc… (Dumouchel 2008). Les ligaments 
liquides produits peuvent ensuite se réarranger en coalesçant ou se briser à nouveau pendant la phase 
d’atomisation secondaire. Cette phase prend fin lorsque les forces de tension de surface sont 
suffisamment importantes pour empêcher de nouvelles fragmentations, stabilisant le spray. Les gouttes 
du spray vont alors évoluer vers une forme sphérique.  

Les ligaments font donc le lien entre l’écoulement libre produit par l’injecteur et le spray (Chigier 
(2005)). Grâce à une connaissance fine des mécanismes de production et de rupture de ces ligaments, 
le spray final peut être prédit. Toute la difficulté des recherches en atomisation et spray est d’obtenir 
cette connaissance, car l’atomisation résulte du couplage entre plusieurs phénomènes physiques. Parmi 
les principaux paramètres influents sur l’atomisation, on distingue la géométrie de l’atomiseur, la 
cinématique et les propriétés rhéologiques du fluide à atomiser. 

La géométrie de l’atomiseur influe sur l’écoulement liquide libre produit, modifiant ainsi la production 
des ligaments et donc du spray. La figure 1 illustre l’influence de deux types d’atomiseurs, un injecteur 
cylindrique et un injecteur triple disque (Dumouchel et al. (2015)), sur un écoulement d’eau pour une 
pression d’injection identique. Avec l’injecteur cylindrique, l’écoulement formé est un jet qui va se 
déstabiliser sous l’effet des forces capillaires et produire des filaments puis des gouttes. Avec l’injecteur 
triple disque, l’écoulement formé est une nappe qui va se déstabiliser sous l’effet des perturbations 
internes au liquide et produire des ligaments puis des gouttes. 

La cinématique de l’écoulement joue également un rôle important, car le mécanisme de rupture 
secondaire dépend directement de l’énergie cinétique initiale donnée au fluide (Dumouchel (2008)). 
La figure 2 présente deux situations d’atomisation pour un même injecteur triple disque à deux 
pressions d’injection différentes. Une plus grande pression d’injection augmente le niveau de 
turbulence dans le liquide, qui se traduit par la formation et le détachement d’un plus grand nombre 
de ligaments. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 
Figure 1. Ecoulement d’eau, pression d’injection 0,5 bar.              

(a) injecteur cylindrique (b) injecteur triple disque 
Figure 2. Ecoulement d’eau pour différentes pressions d’injections, 

injecteur triple disque. (a) 0,5 bar (b) 1 bar. 

Enfin, les propriétés rhéologiques du fluide vont influer sur les trois étapes de production du spray. La 
figure 3 montre deux séries d’expériences d’atomisation réalisées dans les mêmes conditions 
cinématiques, et avec le même injecteur mais avec deux fluides différents : un fluide Newtonien et un 
fluide non-Newtonien. Le fluide Newtonien est une solution aqueuse. Le fluide non-Newtonien se 
compose du fluide Newtonien, avec ajout d’une très faible concentration d’un polymère flexible de 
grand poids moléculaire, ce qui lui confère des propriétés viscoélastiques. Les effets sur l’atomisation 
sont remarquables. Dans le cas viscoélastique les structures ligamentaires sont plus nombreuses et plus 
persistantes. Les gouttes formées dans le spray final sont de plus grandes tailles (Christanti et Walker 
(2002), Tirtaatmadja et al. (2006), Mun et al. (1998), Goldin et al. (1972), Gordon et al. (1973)) (cette 
caractéristique n’est pas visible sur les images du cas viscoélastique montrées ici). 

 
Figure 3. Visualisations d’un écoulement issus d’un injecteur coaxial (a) Solvant Newtonien proche de l’injecteur (b) Liquide 

viscoélastique (PEO 300 kg/mol, concentration massique 0,01% dans le solvant) proche de l’injecteur (c) Solvant Newtonien à 5 mm 
de l’injecteur (d) Liquide viscoélastique à 5 mm de l’injecteur. Keshavarz et al. (2015) 

Dans le cas de jets soumis à l’instabilité capillaire, les expériences montrent le développement d’une 
déformation sinusoïdale qui va croitre dans le temps, formant un ligament qui va ensuite se rompre 
pour former des gouttes, comme illustré en figure 4(a) pour un cas Newtonien. Dans le cas 
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viscoélastique (figure 4(b)), le développement de la déformation sinusoïdale produit un ligament 
cylindrique entre des structures sphériques, formant le motif de perles sur une ficelle typique pour ces 
liquides. Le ligament va s’amincir jusqu’à la rupture présentant une grande durée de vie comparée au 
cas Newtonien. 

L’injection, à travers un injecteur cylindrique, donne une direction privilégiée à l’écoulement et à 
l’atomisation propre des ligaments, ce qui facilite leur étude. Ces ligaments sont observés dans le jet, 
car celui-ci est sujet à un écoulement élongationnel, dont une des causes est la capillarité qui draine le 
liquide du ligament vers les structures sphériques.  

(a) 

 

(b) 

 
Figure 4. Jets cylindriques soumis à l’instabilité capillaire. (a) Liquide Newtonien, Rutland et Jameson (1971)                                                         

(b) Liquide viscoélastique, Goldin et al. (1969). 

La dynamique d’amincissement des ligaments a été étudiée dans plusieurs situations d’écoulement 
élongationnel contrôlé (McKinley (2005), Ashgriz et al. (2011), Clasen et al. (2012)). Ces situations sont 
l’étirement d’un pont liquide entre deux plaques (Stelter et al. (2000), Stelter et al. (2002a), Clasen et 
al. (2012)), le détachement d’une goutte à la base d’un capillaire (Tirtaatmadja et al. (2006)) et le jet 
forcé (Schümmer et al. (1983), Keshavarz et al. (2015)).  

Régime 1 : 

Rayleigh (R) 

Régime 2 : 

Inertiel (I) 

Régime 3 : 

Visco-capillaire (VC) 

   

𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) = 𝐷𝐽𝑒𝑡 − 𝜈 exp (𝜔
𝑡

𝑡𝜎
) 𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) = 𝐷0 (1 − 0,48

𝑡

𝑡𝜎
)

2
3⁄

 𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) = 𝐷0 − 0,0709
𝜎𝑡

𝜂
 

Figure 5.  Régime d’amincissement du ligament pour un jet libre d’un liquide Newtonien. 𝐷0 correspond à la plus petite valeur de 
diamètre mesurée sur le jet au début des régimes 2 et 3, 𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) correspond à la plus petite valeur de diamètre mesurée sur le jet à un 
instant 𝑡, 𝜔 correspond au taux de croissance adimensionné de la perturbation, 𝜐 à l’amplitude initiale de la perturbation (𝜐 ≪ 𝐷𝑗𝑒𝑡). 

La flèche rouge indique la position de 𝐷𝑚𝑖𝑛.  

Dans le cas Newtonien, la dynamique d’amincissement des jets suit trois régimes : un premier régime 
inertio-capillaire (Rayleigh (1878)), suivi d’un second régime inertiel puis d’un régime visco-capillaire 
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(Clasen et al. (2012)). Le drainage du liquide vers les structures sphériques est contrôlé par l’inertie 
pour les deux premiers régimes, puis par la viscosité pour le troisième régime. 

Le premier régime correspond au régime linéaire de l’instabilité de Rayleigh (Rayleigh (1878), pour 
lequel la croissance de la déformation de l’interface est exponentielle. Le temps caractéristique associé 

à ce régime est le temps capillaire 𝑡𝜎 = (𝜌𝐷𝑗𝑒𝑡
3 /(8𝜎))

1/2
 avec 𝐷𝑗𝑒𝑡  le diamètre du jet, 𝜌  la densité 

volumique du liquide et 𝜎 la tension de surface. Le second régime inertiel est dû, à la croissance des 
modes non-linéaires. Il est lui aussi associé au temps capillaire du liquide et voit la dynamique 
d’amincissement s’accélérer. Le diamètre du ligament suit une loi de puissance d’exposant 2 3⁄ . Le 

troisième régime voit la formation de pincements à la jonction entre le ligament et les structures 
sphériques. Dans ce cas, la dynamique d’amincissement de ces pincements est linéaire (Clasen et al. 
(2012)). Le temps caractéristique associé est le temps visqueux 𝑡𝜂 = 𝜂𝐷0/𝜎 défini à partir de la viscosité 

de cisaillement 𝜂. Ces trois régimes sont illustrés en figure 5. 

Les études sur les jets viscoélastiques ont mis en évidence la formation d’une structure particulière dite 
de perles sur une ficelle. Il s’agit d’une structure à rapport de forme élevée où des gouttes (perles) sont 
reliées entre elles par un filament cylindrique (ficelle) (Goldin et al. (1969), Bhat et al. (2010)). Cette 
morphologie se forme à la fin du régime de croissance exponentielle de l’amplitude des déformations 
présentes sur le jet et capillairement instables (Charpentier et al. (2017)). Elle est associée à la phase de 
saturation de l’amplitude des déformations dûe à la croissance des modes non-linéaires. 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

(e) 

 
Figure 6.  Evolution temporelle du motif de perles sur une ficelle visible sur un jet de liquide (a) 5,5 

ms (b) 6,5 ms (c) 7,5 ms (d) 8,5 ms (e) 9,5 ms. 

La figure 6 présente une structure de perles sur une ficelle observée sur un jet de solution viscoélastique 
à différents temps avant la rupture du jet. Cette structure évolue le long du jet : au départ les perles 
sont de forme ellipsoïdale et la ficelle est de diamètre comparable au diamètre initial du jet ; à la fin, 
les perles sont de forme sphérique et la ficelle présente un diamètre d’un ordre de grandeur inférieur. 
On notera que la définition propre de la structure de perles sur une ficelle est assez confuse dans la 
littérature et, on désignera par perles sur une ficelle, aussi bien la structure initiale que la structure 
finale, ou l’ensemble des structures intermédiaires observées sur le jet depuis sa déformation jusqu’à sa 
rupture. 

Dans le cas du jet, les résultats ont montré que la dynamique d’amincissement de la ficelle suit trois 
régimes (Middleman (1965), Bousfield et al. (1986), Stelter et al. (2000)) : un régime inertio-capillaire, 
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un régime élasto-capillaire et un régime visco-capillaire. Pour ces trois régimes, c’est respectivement 
l’inertie, l’élasticité et la viscosité qui contrôle le drainage du liquide de la ficelle vers les perles. 

Le premier régime correspond au régime linéaire de l’instabilité de Rayleigh (Middleman (1965), 
Bousfield et al. (1986)) et est identique à celui observé pour les liquides Newtoniens. Dans le deuxième 
régime, les molécules de polymère imposent leur dynamique élastique sous l’effet de l’étirement pour 
retrouver leur configuration initiale en forme de pelote (Stelter et al. (2000)). Le temps caractéristique 
de ce régime est le temps de relaxation 𝑡𝑟  du liquide viscoélastique étiré. La dynamique 
d’amincissement est également exponentielle (Stelter et al. (2000), Entov et al. (1997)) et est différente 
du cas Newtonien. Quand les polymères ne peuvent plus être étirés, le fluide se comporte comme un 
fluide Newtonien avec une viscosité dite élongationnelle 𝜂𝐸. Cette viscosité caractérise la résistance du 
fluide à une élongation. Dans ce cas, la dynamique d’amincissement est linéaire (Stelter et al. (2000)). 
Le temps caractéristique associé est le temps visqueux 𝑡𝜂𝐸 = 𝜂𝐸𝐷0/𝜎 défini à partir de la viscosité 

élongationnelle. Ces trois régimes sont illustrés en figure 7. 

Régime 1 : 

Inertio-capillaire (IC) 

Régime 2 : 

Elasto-capillaire (EC) 

Régime 3 : 

Visco-capillaire (VC) 

   

𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) = 𝐷𝐽𝑒𝑡 − 𝜈 exp (𝜔
𝑡

𝑡𝜎
) 𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) = 𝐷0 exp (−

𝑡

3𝑡𝑟
) 𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) = 𝐷0 −

𝜎

𝜂𝐸
𝑡 

Figure 7.  Régime d’amincissement de la ficelle pour un jet libre d’un liquide viscoélastique. 𝐷0 correspond à la plus petite valeur de 
diamètre mesurée sur le jet au début des régimes 2 et 3, 𝐷𝑚𝑖𝑛(𝑡) correspond à la plus petite valeur de diamètre mesurée sur le jet à un 
instant 𝑡, 𝜔 correspond au taux de croissance adimensionné de la perturbation, 𝜐 à l’amplitude initiale de la perturbation (𝜐 ≪ 𝐷𝑗𝑒𝑡). 

La flèche rouge indique la position de 𝐷𝑚𝑖𝑛.   

Le temps de relaxation 𝑡𝑟 est une propriété physique constante du liquide viscoélastique. Il peut être 
estimé à partir du modèle de Zimm pour une solution de polymères diluée dans un bon solvant (Doi 
et al. (1986), Larson (2005)) : 

𝑡𝑟~
 𝜂𝜂𝑟𝑀𝑣
𝑅𝑇

 (1) 

Avec 𝜂𝑟 la viscosité intrinsèque du solvant, 𝑀𝑣 la masse molaire du polymère, T la température absolue 
de la solution et 𝑅 la constante des gaz parfaits. Un bon solvant indique qu’il y a attraction entre les 
chaines de polymères et le solvant composant le liquide viscoélastique (Chevallier (2009)). 

Expérimentalement, 𝑡𝑟 peut être mesuré à l’aide d’un rhéomètre extensionnel basé sur la rupture d’un 
pont liquide entre deux plaques de type CaBER (Capillary Breakup Extensional Rheometry) (Stelter et 
al. (2000)). Il est obtenu en déterminant le temps caractéristique de l’évolution temporelle du diamètre 
mesuré au centre du filament formé entre les deux plaques dans le régime élasto-capillaire. Cette 
méthode s’appuie sur une mesure locale du diamètre réalisée par imagerie ou signal laser. Elle est 
applicable pour des solutions ayant une viscosité au moins supérieure à 10 fois celle de l’eau. Pour les 
solutions plus mobiles, la méthode n’est pas fiable du fait de contraintes mécaniques (limite de vitesse 
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d’étirement des plateaux et présence d’oscillations parasites) et physiques (temps de relaxation faible) 
(Rodd et al. (2004), Clasen et al. (2012)). Les limites d’utilisation du CaBER ont été repoussées à l’aide 
d’une méthode de rétraction lente «slow retraction method» (Campo-Deano et al. (2010)), qui consiste 
à étirer lentement le pont liquide en deçà de son point de rupture capillaire puis à laisser le filament se 
relaxer avant de poursuivre l’étirement pour déstabiliser le filament. Cette modification du protocole 
de mesure permet de réduire les oscillations d’origine inertielle. 

Pour les solutions très mobiles (viscosités proches de l’eau), une méthode basée sur la rupture d’un jet 
forcé a été développée. Il s’agit du Rayleigh Ohnesorge Jetting Extensional Rheometry (ROJER) 
(Keshavarz et al. (2015)). La perturbation imposée au jet permet un suivi temporel de la dynamique 
d’amincissement de la ficelle par imagerie haute définition et, comme dans le CaBER, d’identifier le 
régime élasto-capillaire à partir duquel le temps de relaxation peut être déterminé. Cette méthode 
s’inscrit dans la continuité des travaux pionniers de Schümmer et Tebel (1983) qui ont développé la 
première version de ce rhéomètre. La production et l’étude d’un jet forcé nécessite un soin particulier 
pour synchroniser le diagnostic optique avec la perturbation imposée (Keshavarz et al. (2015)). La 
perturbation est produite soit de manière mécanique, acoustique ou  électromagnétique. Une seule 
image par position est suffisante pour obtenir une mesure du diamètre à un instant donné. Dans les 
travaux de Schümmer et Tebel (1983), il a été observé une dépendance du temps de relaxation aux 
conditions d’injection ; cette dépendance n’ayant pas été observée par les auteurs du ROJER (Keshavarz 
et al. (2015)).  

L’utilisation des jets impose une phase d’injection. Cette phase d’injection présente un écoulement 
élongationnel dans lequel les polymères peuvent se fracturer si le taux d’étirement de la solution dépasse 
une valeur critique (Nguyen et al. (1988), Keller et al. (1985), Merrill et al. (1980)). Au-delà de cette 
valeur critique, les polymères ne sont pas tous fracturés : le taux de fracture des polymères augmente 
avec l’augmentation du taux d’étirement. Il a également été montré que le taux d’étirement critique 
dépend de la masse molaire du polymère : il diminue lorsque la masse molaire est augmentée. Cette 
dégradation mécanique provoque une modification de la distribution de masse molaire du polymère 
qui modifie les propriétés rhéologiques du liquide viscoélastique.  

Les images présentées dans cette introduction montrent le caractère multi-formes et multi-échelles des 
processus d’atomisation. Cette diversité de formes et d’échelles nécessite des outils spécifiques d’analyse 
pour étudier ces mécanismes dans leur ensemble, c’est-à-dire depuis l’écoulement éjecté jusqu’au spray. 
Habituellement, les grandeurs mesurées dans l’écoulement sont : l’angle d’ouverture à la sortie de 
l’injecteur et la vitesse locale ; et dans le spray : les distributions de tailles et de vitesses de gouttes 
(Dumouchel (2008)). Pour décrire le processus d’atomisation de manière globale, un outil d’analyse 
multi-échelles a récemment été développé (Dumouchel (2017)).  

La description multi-échelles s’applique à un système liquide composé d’un ou plusieurs éléments sujets 
à déformation. Ce système est généré à partir d’expériences, de simulations numériques ou de 
simulations théoriques.  

La description repose sur la notion d’échelle (Dumouchel et al. (2008), Dumouchel (2017)). L’échelle 
correspond au champ de vision du système depuis l’interface. Cette échelle d’observation est augmentée 
jusqu’à couvrir tout le système étudié. Cette procédure permet de mesurer une distribution d’échelles 
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normalisée correspondant à la fraction du champ de vision total pour chaque classe d’échelles. Son 
analyse consiste à étudier la dynamique de cette distribution d’échelles (Dumouchel et al. (2008)). 

L’analyse multi-échelles a été utilisée pour étudier plusieurs situations expérimentales (nappes 
turbulentes issues d’injecteur triple disque, jets essences turbulents (Dumouchel et al. (2015), Vu et al. 
(2018)) et numériques (instabilité capillaire d’un liquide Newtonien, jets diesel turbulents) (Dumouchel 
et al. (2016), Dumouchel (2017)). Les résultats montrent que les mécanismes physiques intervenant 
lors de l’atomisation sont identifiables via l’étude de la distribution d’échelles (Dumouchel et al. 
(2017)).  

Appliquée à l’étude numérique d’un ligament liquide Newtonien soumis à l’instabilité capillaire, deux 
échelles particulières ont été identifiées (Dumouchel et al. (2016), Dumouchel et al. (2017)). Ces 
échelles sont caractéristiques des deux structures principales présentes sur le ligament liquide : la 
structure sphérique et la structure ligamentaire. L’échelle représentative de la structure ligamentaire 
suit trois régimes successifs d’amincissement en accord avec la littérature (Ashgriz et al. (2011)) : deux 
régimes inertio-capillaires (comportement exponentiel et comportement en loi de puissance), suivis 
d’un régime visco-capillaire (comportement linéaire). Ces régimes ont été observés expérimentalement 
pour des écoulements élongationnels contrôlés en mesurant l’évolution temporelle du diamètre au 
centre du ligament.  

Ces résultats permettent d’affirmer que la dynamique de l’échelle représentative de la structure 
ligamentaire est caractéristique de la dynamique d’amincissement du ligament.  

La présente thèse propose d’étudier expérimentalement l’atomisation de jets libres de solutions 
viscoélastiques mobiles pouvant être sujets à de la dégradation. Ces jets sont visualisés par imagerie 
haute définition et analysés à l’aide de la description multi-échelles. L’objectif est double : technique et 
scientifique. L’objectif technique consiste à développer l’analyse multi-échelle au cas 3D qui donne 
accès à la surface spécifique (Evers (1994)) d’un système liquide ; une mesure fondamentale pour 
caractériser un processus d’atomisation. L’objectif scientifique est d’identifier les régimes 
d’amincissement de la ficelle dans les structures de perles sur une ficelle observées sur le jet et de 
mesurer le temps de relaxation de la solution viscoélastique mobile. 

Le défi principal de ce travail est la mise en place d’un protocole expérimental pour étudier un jet libre 
via la description multi-échelles qui, du fait des fluctuations du jet libre, nécessite un traitement 
statistique. En effet, bien que la production d’un jet libre ne requière pas de matériel particulier par 
rapport aux jets forcés, un nombre suffisant d’images est nécessaire par position afin d’obtenir une 
représentation statistique du jet à cette position et être ainsi en mesure de déterminer la dynamique 
d’évolution de la ficelle. 

Le manuscrit est organisé en trois parties. 

La première partie présente la définition des distributions d’échelles d’un système liquide. Cette 
définition est appliquée analytiquement à plusieurs systèmes de référence (des ensembles de sphères et 
des ensembles de cylindres), ce qui permet d’introduire la notion de systèmes équivalents. Deux 
modèles du motif de perles sur une ficelle sont présentés, qui diffèrent au niveau du raccordement 
entre la perle et la ficelle et pour lesquels les distributions d’échelles sont calculées. Enfin, l’évolution 
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temporelle d’un ensemble de ficelles s’amincissant est étudiée. Cette partie constitue la base théorique 
de l’analyse multi-échelles pour étudier la dynamique de structures de perles sur une ficelle. 

La seconde partie présente et compare plusieurs méthodes de détections sub-pixels d’interface à partir 
d’images faiblement résolues spatialement. Une technique basée sur la méthode de Monte-Carlo 
(Metropolis et al. (1949)) est proposée pour calculer la distribution d’échelles 3D sur des images 
segmentées. Les deux précédents développements sont ensuite appliqués à l’analyse de ligaments issus 
de nappes turbulentes. Cette étape sert de validation au protocole mis en place pour des situations 
d’atomisation plus complexes et où la résolution des images est limitante. Cette partie fait le lien entre 
la description continue théorique de l’outil multi-échelles et son application discrète sur des images. 

La dernière partie présente l’étude expérimentale de jets libres de liquides viscoélastiques par imagerie 
haute définition et son analyse multi-échelles. Le dispositif expérimental ainsi que les liquides 
viscoélastiques utilisés sont présentés en détail. Les paramètres variés dans cette étude sont : la 
concentration en polymère, la vitesse d’injection et les dimensions de l’injecteur. Les images de jets 
obtenues sont segmentées et des mesures préliminaires sur le jet sont réalisées : diamètre de jets, vitesse 
débitante, distribution de longueur d’onde de perturbation et distribution de longueur de rupture. La 
méthode d’analyse multi-échelle est ensuite appliquée à ce cas d’étude. Un protocole d’identification 
des régimes d’amincissements de la ficelle est défini permettant d’extraire les propriétés 
élongationnelles de la solution. L’évolution de ces propriétés en fonction des variables est discutée. 
Cette partie permet d’appliquer l’outil de description multi-échelle à un cas d’atomisation non contrôlé 
et de démontrer l’intérêt de cette technique pour améliorer la compréhension physique de 
l’atomisation. 
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2. Description multi-échelles 
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Nomenclature 

Grandeur Unité Signification 
   
𝐶𝑛
𝑖  [–] Coefficient binomial 
𝐷 [m] Diamètre d’un objet 
𝐷𝑎𝑏  [m] Diamètre moyen d’ordre 𝑎+𝑏 de la distribution 𝑓0 
𝐷𝑐  [m] Diamètre d’un cylindre 
𝐷𝑀 [m] Diamètre du plus grand objet d’un ensemble de cylindres 
𝐷𝑚𝑎𝑥 [m] Diamètre du plus grand objet d’un ensemble de 𝑚 objets 
𝐷𝑠 [m] Diamètre d’une sphère 
𝐷10 [m] Diamètre moyen de la distribution 𝑓0 
𝑒2 [m-1] Distribution d’échelles 2D 
𝑒3 [m-1] Distribution d’échelles 3D 
𝐹𝑛(𝐷) [–] Distribution cumulative de diamètres d’ordre 𝑛 
𝑓𝑛(𝐷) [m-1] Distribution de diamètres d’ordre 𝑛 
𝑓0𝑐 [m-1] Distribution de diamètres de cylindres équivalente 
𝐻(𝐷) [–] Distribution de Heaviside en 𝐷 
𝐿(𝑑) [m] Périmètre d’un objet après érosion à l’échelle 𝑑 
𝐿𝑐 [m] Longueur d’un cylindre 
𝑚 [–] Nombre d’objets 
𝑚𝐷 [–] Nombre d’objets de diamètre inférieur ou égal à 𝐷 
𝑅1 [m] Rayon de la perle du modèle de perles sur une ficelle avec raccordement (2D) 
𝑅2 [m] Rayon du raccordement du modèle de perles sur une ficelle avec raccordement (2D) 
𝑆(𝑑) [m2] Surface d’un objet après érosion à l’échelle 𝑑 (2D) 
𝑆𝑖(𝑑) [m2] Surface d’un objet parmi 𝑚 après érosion à l’échelle 𝑑 (2D) 
𝑆𝑐 [m2] Surface totale du cylindre du modèle de perles sur une ficelle (2D) 
𝑆𝑠 [m2] Surface totale de la sphère du modèle de perles sur une ficelle (2D) 
𝑆𝑇 [m2] Surface totale d’un objet (2D) 
𝑆𝑇𝑖  [m2] Surface totale d’un objet parmi 𝑚 (2D) 
𝑆3𝐷(𝑑) [m2] Surface d’un objet après érosion à l’échelle 𝑑 (3D) 
𝑆1(𝑑) [m] Surface de la perle du modèle de perles sur une ficelle avec raccordement après érosion à 

l’échelle 𝑑 (2D) 
𝑆2(𝑑) [m] Surface du raccordement du modèle de perles sur une ficelle avec raccordement après 

érosion à l’échelle 𝑑 (2D) 
𝑆3(𝑑) [m] Surface du cylindre du modèle de perles sur une ficelle avec raccordement après érosion à 

l’échelle 𝑑 (2D) 
𝑡 [s] Temps 
𝑡𝑟 [s] Temps de relaxation d’une solution polymérique 
𝑉(𝑑) [m3] Volume d’un objet après érosion à l’échelle 𝑑 
𝑉𝑐 [m3] Volume total du cylindre du modèle de perles sur une ficelle 
𝑉𝑠 [m3] Volume total de la sphère du modèle de perles sur une ficelle 
𝑉𝑇 [m3] Volume total d’un objet 

 
𝛼𝑐 [–] Fraction volumique du cylindre du modèle de perles sur une ficelle 
𝛽𝑐 [–] Fraction surfacique du cylindre du modèle de perles sur une ficelle 
𝛽𝑖 [–] Fraction surfacique d’un objet parmi 𝑚 
Γ [–] Fonction gamma 
𝛿(𝐷) [–] Distribution de Dirac en 𝐷 
𝜀̇ [s-1] Taux de déformation d’un cylindre 
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2.1. Introduction 

Cette partie présente les outils théoriques issus de la description multi-échelle ainsi que leurs 
interprétations. Les définitions des distributions de diamètres et des distributions d’échelles, reprises 
de Ngo (2013), sont présentées et appliquées à plusieurs systèmes accessibles analytiquement. Parmi ces 
systèmes, les ensembles de sphères et les ensembles de cylindres sont étudiés. Ensuite, deux 
modélisations du motif de perles sur une ficelle sont présentées : un premier système composé d’une 
sphère et d’un cylindre non raccordés, puis un second avec la sphère et le cylindre raccordés entre eux. 
Enfin, l’évolution temporelle d’un ensemble de cylindres amincissant est étudiée : on détermine le taux 
d’amincissement et des échelles caractéristiques à partir de la distribution d’échelles de cet ensemble. 

 

2.2. Distributions de diamètres et distributions d’échelles 

Les définitions présentées dans cette partie sont détaillées dans Ngo (2013). 

2.2.1. Distribution de diamètres 

Soit un ensemble de 𝑚 objets dont chacun est caractérisé par une longueur caractéristique appelée 
diamètre et notée 𝐷. L’ensemble de ces diamètres est représenté par une distribution cumulative 𝐹0 : 
𝐹0(𝐷) représente la fraction numérique 𝑚𝐷/𝑚 où 𝑚𝐷 est le nombre des objets dont le diamètre est 
inférieur ou égal à 𝐷 . 𝐹0(𝐷) est une distribution monotone croissante évoluant de 0 et 1 et sans 
dimension. On définit également la distribution numérique de diamètre notée 𝑓0(𝐷) par les relations 
suivantes :  

𝑓0(𝐷) =
𝑑𝐹0(𝐷)

𝑑𝐷
      ⟺      𝐹0(𝐷) = ∫ 𝑓0(𝑥)𝑑𝑥

𝑥=𝐷

𝑥=0

 (2) 

𝑓0(𝐷) a pour dimension l’inverse d’une longueur et est une distribution normalisée : ∫ 𝑓0(𝑥)d𝑥
𝑥=+∞

𝑥=0
=

1. 𝑓0(𝐷) est une PDF (Probability Density Function), ce qui implique ∫ 𝑓0(𝑥)d𝑥
𝑥=𝐷2
𝑥=𝐷1

 est la probabilité 

que le diamètre d’un objet soit égal au nombre relatif d’objets dont le diamètre appartient à l’intervalle 
[𝐷1 ; 𝐷2]. 

L’ensemble d’objets est caractérisé par des diamètres moyens 𝐷𝑎𝑏, où la somme des indices 𝑎+𝑏 est 
appelée ordre du diamètre moyen (Mugele et al. (1951)). Ces diamètres sont des rapports de moments 
de différents ordres de la distribution 𝑓0 : 

(𝐷𝑎𝑏)
𝑎−𝑏 =

∫ 𝑓0(𝑥)𝑥
𝑎𝑑𝑥

𝑥=+∞

𝑥=0

∫ 𝑓0(𝑥)𝑥
𝑏𝑑𝑥

𝑥=+∞

𝑥=0

 (3) 

Le diamètre 𝐷10 correspond au diamètre moyen de la distribution numérique 𝑓0. 
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2.2.2. Distribution d’échelles 

La description multi-échelles est basée sur la mesure de la distribution d’échelles cumulative 𝐸𝑛(𝑑) où 
la variable 𝑑  est l’échelle d’observation et 𝑛  indique la dimension des objets étudiés (Dumouchel 
(2017)). Pour un système liquide donné, 𝐸𝑛(𝑑) mesure la portion de ce système qui a été érodée à 
l’échelle 𝑑. 𝐸𝑛(𝑑) est une distribution normalisée, impliquant qu’elle croit de façon monotone de 0 à 
1. 

 
Figure 8. Illustration du mécanisme d’érosion. (a) Image 2D d’un système liquide de surface totale 𝑆𝑇 (b) Système 2D érodé à l’échelle 𝑑. 

Considérons le système 2D (𝑛 = 2) illustré en figure 8(a). Ce système est défini par sa surface totale 𝑆𝑇. 
L’érosion consiste à glisser le long de sa frontière un disque de diamètre 𝑑 et à retirer la surface ayant 
été couverte durant le déplacement (surface grise de la figure 8(b)). La surface blanche restante, notée 
𝑆(𝑑), correspond à la surface du système après érosion. Le diamètre 𝑑 du disque est varié de 0 à l’infini, 
permettant de définir la distribution d’échelles cumulative surfacique 𝐸2(𝑑) : 

𝐸2(𝑑) =
𝑆𝑇 − 𝑆(𝑑)

𝑆𝑇
 (4) 

La généralisation de l’Eq.(4) pour un système 3D (𝑛 = 3) est immédiate : il est caractérisé par son volume 
total 𝑉𝑇 et l’érosion est effectuée avec une sphère de diamètre 𝑑 (Dumouchel (2017)). On note 𝑉(𝑑) le 
volume du système érodé et la distribution d’échelles cumulative volumique 𝐸3(𝑑) est définie par : 

𝐸3(𝑑) =
𝑉𝑇 − 𝑉(𝑑)

𝑉𝑇
 (5) 

L’analyse fait usage de la dérivée première de 𝐸𝑛(𝑑)  par rapport à l’échelle 𝑑 , introduisant la 
distribution d’échelles 𝑒𝑛(𝑑) : 

𝑒2(𝑑) =
𝑑𝐸2(𝑑)

𝑑𝑑
=
𝐿(𝑑)

2𝑆𝑇
 (6) 

𝑒3(𝑑) =
𝑑𝐸3(𝑑)

𝑑𝑑
=
𝑆3𝐷(𝑑)

2𝑉𝑇
 (7) 

Les distributions d’échelles 𝑒𝑛(𝑑) sont des fonctions normalisées (∫ 𝑒𝑛(𝑑)d𝑑
∞

0
 = 1) et présentent une 

décroissance monotone. Les distributions d’échelles ont pour dimension l’inverse d’une longueur 
(Dumouchel (2017)). 𝑒2(𝑑) est égale au rapport du périmètre 𝐿(𝑑) du système après érosion à l’échelle 
𝑑  (ligne pointillé en figure 8(b)) sur deux fois 𝑆𝑇  (Eq.(6)). Pour 𝑑  = 0, 𝑒2(𝑑) est maximum et est 
proportionnelle à la longueur d’interface par unité de surface, appelée longueur spécifique. De même, 
𝑒3(𝑑) est égale au rapport de la surface 𝑆3𝐷(𝑑) du système après érosion à l’échelle 𝑑 sur deux fois 𝑉𝑇 

𝑺(𝒅) 𝑺𝑻 
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(Eq.(7)). Pour 𝑑 = 0, 𝑒3(𝑑) est maximum et est proportionnelle à la surface par unité de volume, appelée 
surface spécifique Evers (1994). 

Pour un système composé de 𝑚 objets, chacun étant défini par sa surface totale 𝑆𝑇𝑖 et sa surface 𝑆𝑖(𝑑) 

après érosion à l’échelle 𝑑, 𝐸2(𝑑) s’écrit : 

𝐸2(𝑑) =
𝑆𝑇 − 𝑆(𝑑)

𝑆𝑇
= 
∑ 𝑆𝑇𝑖
𝑚
𝑖=1 − ∑ 𝑆𝑖(𝑑)

𝑚
𝑖=1

∑ 𝑆𝑇𝑖
𝑚
𝑖=1

=∑
𝑆𝑇𝑖 − 𝑆𝑖(𝑑)

∑ 𝑆𝑇𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑚

𝑖=1
=∑

𝑆𝑇𝑖
∑ 𝑆𝑇𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑆𝑇𝑖 − 𝑆𝑖(𝑑)

𝑆𝑇𝑖
 (8) 

En posant 𝛽𝑖 = 𝑆𝑇𝑖 ∑ 𝑆𝑇𝑗
𝑚
𝑗=1⁄  la fraction surfacique du ième objet par rapport à la surface 𝑆𝑇 du système, 

la distribution cumulative d’échelles 𝐸2(𝑑) s’écrit : 

𝐸2(𝑑) =∑ 𝛽𝑖𝐸2𝑖(𝑑)
𝑚

𝑖=1
 (9) 

Avec 𝐸2𝑖(𝑑) la distribution d’échelles cumulative du ième objet. Le calcul de la distribution d’échelles 

surfacique 𝑒2(𝑑) du système donne : 

𝑒2(𝑑) =
𝑑𝐸2(𝑑)

𝑑𝑑
=
𝑑

𝑑𝑑
(∑ 𝛽𝑖𝐸2𝑖(𝑑)

𝑚

𝑖=1
) =∑ 𝛽𝑖

𝑑𝐸2𝑖(𝑑)

𝑑𝑑

𝑚

𝑖=1
=∑ 𝛽𝑖𝑒2𝑖(𝑑)

𝑚

𝑖=1
 (10) 

En 2D, la distribution d’échelles s’écrit comme la somme des distributions d’échelles individuelles de 
chacun des objets pondérées par la fraction surfacique de chacun d’eux. Dans le cas 3D, les distributions 
d’échelles s’écrivent sous la même forme avec la fraction volumique comme coefficient pondérateur. 

 

2.3. Applications de référence 

2.3.1. Ensembles de sphères 

Cas général 

On considère un ensemble de sphères dont le diamètre 𝐷 est distribué suivant 𝑓0(𝐷). Est associée à 
𝑓0(𝐷) la distribution cumulative 𝐹0(𝐷) telle que donnée par l’Eq.(2) et correspondant à la fraction 
numérique des sphères dont le diamètre est inférieur ou égal à 𝐷. On définit également les distributions 
𝑓𝑛(𝐷) (𝑛 = 1, 2, 3) à partir de 𝑓0(𝐷) pondérée par une grandeur caractéristique (Ngo (2013)). Pour 𝑛=1, 
cette grandeur est le diamètre des sphères (∝ 𝐷1), pour 𝑛=2 il s’agit de la surface des sphères (∝ 𝐷2) et 
pour 𝑛=3 c’est le volume des sphères (∝ 𝐷3). Avec la définition des diamètres moyens donnée par 
l’Eq.(3), les relations entre les différentes distributions 𝑓𝑛(𝐷) ont été établies (Ngo (2013)) : 

𝑓𝑛(𝐷) = (
𝐷

𝐷𝑛,𝑘
)

𝑛−𝑘

𝑓𝑘(𝐷), 𝑛 𝑒𝑡 𝑘 = 0, 1, 2, 3 (11) 

Comme 𝑓0(𝐷), ces distributions 𝑓𝑛(𝐷) sont normalisées : ∫ 𝑓𝑛(𝑥)d𝑥
𝑥=+∞

𝑥=0
= 1, et ont pour dimension 

l’inverse d’une longueur. On définit les distributions cumulatives 𝐹𝑛(𝐷) à partir de 𝑓𝑛(𝐷) en utilisant 
l’Eq.(2) : 
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𝑓𝑛(𝐷) =
𝑑𝐹𝑛(𝐷)

𝑑𝐷
      ⟺      𝐹𝑛(𝐷) = ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑥=𝐷

𝑥=0

, 𝑛 = 0, 1, 2, 3 (12) 

𝐹𝑛(𝐷)  sont des distributions monotones croissantes évoluant de 0 et 1 et sans dimension. Les 
distributions 𝐹1(𝐷), 𝐹2(𝐷) et 𝐹3(𝐷) représentent respectivement les fractions linéique, surfacique et 
volumique des sphères dont le diamètre est inférieur ou égal à 𝐷.  

Les distributions d’échelles d’un ensemble de sphères s’écrivent en fonction des distributions 
cumulatives 𝐹𝑛(𝐷) (Ngo (2013)) :  

{
 
 

 
 𝐸𝑛(𝑑) = 𝐹𝑛(𝑑) +∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛

𝑖 (
𝑑

𝐷𝑛,𝑛−𝑖
)

𝑖

(1 − 𝐹𝑛−𝑖(𝑑))
𝑛

𝑖=1

𝑒𝑛(𝑑) =∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛
𝑖
𝑖𝑑𝑖−1

𝐷𝑛,𝑛−𝑖
𝑖

(1 − 𝐹𝑛−𝑖(𝑑))
𝑛

𝑖=1
                       

 

(13) 

(14) 

Avec 𝐶𝑛𝑖  le coefficient binomial : 𝐶𝑛𝑖 = 𝑛! (𝑖! (𝑛 − 𝑖)!)⁄ . La distribution cumulative d’échelles 𝐸𝑛(𝑑) 
présente deux parties : la première (𝐹𝑛(𝑑)) correspond à la contribution des sphères dont le diamètre 𝐷 
est inférieur ou égal à 𝑑 ; la seconde correspond à la contribution des sphères dont le diamètre 𝐷 est 
supérieur à 𝑑. A partir de l’Eq.(14), on écrit la distribution surfacique d’échelles d’un ensemble de 
sphères : 

𝑒2(𝑑) =
2

𝐷21
(1 − 𝐹1(𝑑)) −

2𝑑

𝐷20
2 (1 − 𝐹0(𝑑)) (15) 

En utilisant les Eqs.(3), (11) et (15), on exprime les dérivées successives de 𝑒2(𝑑) par rapport à l’échelle 
𝑑 : 

𝑒2
′(𝑑) =

𝑑𝑒2(𝑑)

𝑑𝑑
= −

2

𝐷20
2 (1 − 𝐹0(𝑑)) (16) 

𝑒2
′′(𝑑) =

𝑑𝑒2
′(𝑑)

𝑑𝑑
=

2

𝐷20
2 𝑓0(𝑑) (17) 

On remarque que 𝑒2′′(𝑑) est proportionnelle à 𝑓0(𝑑). De même en 3D, on peut exprimer la distribution 
d’échelles volumique et ses dérivées successives :  

𝑒3(𝑑) =
3

𝐷32
(1 − 𝐹2(𝑑)) −

6𝑑

𝐷31
2 (1 − 𝐹1(𝑑)) +

3𝑑2

𝐷30
3 (1 − 𝐹0(𝑑)) (18) 

𝑒3
′(𝑑) = −

6

𝐷31
2 (1 − 𝐹1(𝑑)) +

6𝑑

𝐷30
3 (1 − 𝐹0(𝑑)) (19) 

𝑒3
′′(𝑑) =

6

𝐷30
3 (1 − 𝐹0(𝑑)) (20) 

𝑒3
′′′(𝑑) = −

6

𝐷30
3 𝑓0(𝑑) (21) 

On remarque que 𝑒3′′′(𝑑) est proportionnelle à 𝑓0(𝑑). 
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Sphère unique 

Une sphère seule est caractérisée par son diamètre 𝐷𝑠, comme présenté en figure 9. La distribution de 
diamètre 𝑓0(𝐷)  est égale à une distribution de Dirac 𝛿  : 𝑓0(𝐷) = 𝛿(𝐷 − 𝐷𝑠). Dans ce cas tous les 
diamètres moyens 𝐷𝑎,𝑏 sont égaux au diamètre de la sphère. Il en résulte que les différentes distributions 
de diamètres 𝑓𝑛(𝐷) sont toutes égales à 𝑓0(𝐷), impliquant que 𝐹𝑛(𝐷) = 𝐹0(𝐷) = 𝐻(𝐷 − 𝐷𝑠) où 𝐻 est la 
distribution Heaviside (pour 𝐷 = 𝐷𝑠, 𝐻 = 1). A partir de ces propriétés, l’Eq.(14) devient : 

𝑒𝑛(𝑑) =∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛
𝑖
𝑖𝑑𝑖−1

𝐷𝑠
𝑖
(1 − 𝐹0(𝑑))

𝑛

𝑖=1
= (1 − 𝐹0(𝑑))

𝑛

𝐷𝑠
∑ 𝐶𝑛−1

𝑖−1 (−
𝑑

𝐷𝑠
)
𝑖−1𝑛

𝑖=1
  

⟺ 𝑒𝑛(𝑑) = (1 − 𝐹0(𝑑))
𝑛

𝐷𝑠
(1 −

𝑑

𝐷𝑠
)
𝑛−1

 (22) 

Ce qui donne finalement : 

Pour 𝑑 ≤ 𝐷𝑠, 𝑒𝑛(𝑑) =
𝑛

𝐷𝑠
(1 −

𝑑

𝐷𝑠
)
𝑛−1

, 𝑛 = 2, 3 (23) 

Pour 𝑑 > 𝐷𝑠, 𝑒𝑛(𝑑) = 0 (24) 

Les distributions d’échelles 𝑒𝑛(𝑑) pour une sphère sont illustrées en figure 10. 𝑒2(𝑑) est linéaire, 
comme décrit par l’Eq.(23), et la longueur spécifique est inversement proportionnelle à son diamètre : 
𝑒2(0) = 2 𝐷𝑠⁄ . 𝑒3(𝑑) est quant à elle quadratique et la surface spécifique 𝑒3(0) est égale à 3 𝐷𝑠⁄ . 

 

Ensemble équiprobable de sphères 

Soit un ensemble de sphères présentant une distribution de diamètre 𝑓0(𝐷) équiprobable avec un 
diamètre maximum 𝐷𝑚𝑎𝑥, comme illustré en figure 11(a). Dans ce cas, en utilisant l’Eq.(3), les diamètres 
moyens 𝐷𝑎,𝑏  s’écrivent : 𝐷𝑎,𝑏

𝑎−𝑏 = (𝑏 + 1)𝐷𝑎,𝑏
𝑎−𝑏/(𝑎 + 1) . Pour 𝐷 < 𝐷𝑚𝑎𝑥  et en utilisant le résultat de 

l’Eq. (11), il en résulte que les différentes distributions de diamètres 𝑓𝑛(𝐷)  s’écrivent : 𝑓𝑛(𝐷)  =
(𝑛 + 1)𝐷𝑛/𝐷𝑚𝑎𝑥

𝑛+1 , impliquant que 𝐹𝑛(𝐷) = (𝐷/𝐷𝑚𝑎𝑥)𝑛+1. A partir de ces expressions, l’Eq.(14) devient 
pour 𝑑 < 𝐷𝑚𝑎𝑥 : 

 

 
Figure 9.  Erosion d’une sphère de diamètre 𝐷𝑠. Figure 10. Distribution d’échelles pour une sphère seule. 

d 

Ds 
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𝑒𝑛(𝑑) =∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛
𝑖
𝑖𝑑𝑖−1

𝐷𝑚𝑎𝑥
𝑖

𝑛 + 1

𝑛 − 𝑖 + 1
(1 − (

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
𝑛−𝑖+1

)
𝑛

𝑖=1

=
𝑛 + 1

𝐷𝑚𝑎𝑥
∑ 𝐶𝑛

𝑖−1 (
−𝑑

𝐷𝑠
)
𝑖−1

(1 − (
𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
𝑛−𝑖+1

)
𝑛

𝑖=1
 

(25) 

Ce qui donne (Ngo (2013)) : 

𝑒𝑛(𝑑) =
𝑛 + 1

𝐷𝑚𝑎𝑥
(1 −

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
𝑛

, 𝑛 = 2, 3 (26) 

La figure 11(b) présente les distributions d’échelles 𝑒𝑛(𝑑) correspondant à l’Eq.(26). En comparant avec 
la figure 10, on note que 𝑒2(𝑑) de l’ensemble équiprobable de sphères est égale à 𝑒3(𝑑) d’une seule 
sphère si le diamètre de la plus grande sphère de l’ensemble équiprobable est égal à 𝐷𝑠. 

(a) 

 

(b) 

 
Figure 11. Ensemble équiprobable de sphères. (a) Distribution de diamètres 𝑓0(𝐷) (b) Distributions d’échelles correspondantes. 

 

2.3.2. Ensembles de cylindres 

Cas général 

On considère ici un ensemble de cylindres. Le cylindre est de hauteur unitaire et défini par un diamètre 

𝐷. Notre intérêt se porte sur le volume délimité par cette forme ainsi que sur sa seule surface latérale 
(Ngo (2013)), définissant le cylindre comme un système non-fermé. Ce système non-fermé sert à 
représenter les structures ligamentaires présentes dans les processus d’atomisation. Pour un tel cylindre, 
l’opération d’érosion s’effectue (uniquement sur la surface latérale) comme illustré en figure 12. 

 
Figure 12. Erosion d’un cylindre de hauteur unitaire et de diamètre 𝐷. 

Cylindre 2D :  

 

Cylindre 3D :  

d 

D 
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Soit un ensemble de cylindres dont le diamètre 𝐷 est distribué suivant 𝑓0(𝐷). Comme pour l’ensemble 
de sphères, on associe à 𝑓0(𝐷) la distribution cumulative 𝐹0(𝐷) telle que donnée par l’Eq.(2) ainsi que 
les distributions cumulatives 𝐹𝑛(𝐷). Contrairement à l’ensemble de sphères, la surface des cylindres est 
proportionnelle à 𝐷  et le volume à 𝐷2 , impliquant que 𝐹1(𝐷) = 𝐹2(𝐷). On définit également les 
distributions 𝑓𝑛(𝐷) à partir des cumulatives 𝐹𝑛(𝐷) en utilisant l’Eq.(2) : 

𝑓𝑛(𝐷) =
𝑑𝐹𝑛(𝐷)

𝑑𝐷
      ⟺      𝐹𝑛(𝐷) = ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑥=𝐷

𝑥=0

, 𝑛 = 0, 1, 2, 3 (27) 

Ces distributions 𝑓𝑛(𝐷) sont normalisées : ∫ 𝑓𝑛(𝑥)d𝑥
𝑥=+∞

𝑥=0
= 1 , et ont pour dimension l’inverse d’une 

longueur. Avec la définition des diamètres moyens donnée par l’Eq.(3), les relations entre les différentes 
distributions 𝑓𝑛(𝐷) ont été établies (Ngo (2013)) :  

{
 
 

 
 𝑓𝑛(𝐷) = (

𝐷

𝐷𝑛,0
)

𝑛

𝑓0(𝐷), 𝑛 = 0, 1        

𝑓𝑛(𝐷) = (
𝐷

𝐷𝑛−1,0
)

𝑛−1

𝑓0(𝐷), 𝑛 = 2, 3

                                                         

 

    𝑓2(𝐷) = 𝑓1(𝐷)   

(28) 

Les distributions d’échelles d’un ensemble de cylindres s’écrivent en fonction des distributions 
cumulatives 𝐹𝑛(𝐷) (Ngo (2013)) : 

{
 
 

 
 𝐸𝑛(𝑑) = 𝐹𝑛(𝑑) +∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛−1

𝑖 (
𝑑

𝐷𝑛−1,𝑛−1−𝑖
)

𝑖

(1 − 𝐹𝑛−1−𝑖(𝑑))
𝑛−1

𝑖=1

𝑒𝑛(𝑑) =∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛−1
𝑖

𝑖𝑑𝑖−1

𝐷𝑛−1,𝑛−1−𝑖
𝑖

(1 − 𝐹𝑛−1−𝑖(𝑑))
𝑛−1

𝑖=1
                       

 

(29) 

(30) 

La distribution cumulative d’échelles 𝐸𝑛(𝑑) présente deux parties : la première (𝐹𝑛(𝑑)) correspond à la 
contribution des cylindres dont le diamètre 𝐷 est inférieur ou égal à 𝑑 ; la seconde correspond à la 
contribution des cylindres dont le diamètre 𝐷 est supérieur à 𝑑 . A partir de l’Eq.(30), on écrit la 
distribution d’échelles surfaciques d’un ensemble de cylindres : 

𝑒2(𝑑) =
1

𝐷10
(1 − 𝐹0(𝑑)) (31) 

A partir des Eqs.(3), (28) et (31), on détermine les dérivées successives de 𝑒2(𝑑) par rapport à l’échelle 
𝑑 : 

𝑒2
′(𝑑) = −

1

𝐷10
𝑓0(𝑑) (32) 

On remarque que 𝑒2′(𝑑) est proportionnelle à 𝑓0(𝑑). En 3D, la distribution d’échelles volumique ainsi 
que ses dérivées successives s’écrivent :  

𝑒3(𝑑) =
2

𝐷21
(1 − 𝐹1(𝑑)) −

2𝑑

𝐷20
2 (1 − 𝐹0(𝑑)) (33) 
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𝑒3
′(𝑑) = −

2

𝐷20
2 (1 − 𝐹0(𝑑)) (34) 

𝑒3
′′(𝑑) =

2

𝐷20
2 𝑓0(𝑑) (35) 

On remarque que 𝑒3′′(𝑑) est proportionnelle à 𝑓0(𝑑). 
 
 
Cylindre unique 

Un cylindre seul est caractérisé par son diamètre 𝐷𝑐. La distribution de diamètre 𝑓0(𝐷) est égale à une 
distribution de Dirac 𝛿 : 𝑓0(𝐷) = 𝛿(𝐷 − 𝐷𝑐) et tous les diamètres moyens 𝐷𝑎,𝑏 sont égaux au diamètre 
du cylindre. Il en résulte que les distributions de diamètres 𝑓𝑛(𝐷) sont toutes égales à 𝑓0(𝐷), impliquant 
que 𝐹𝑛(𝐷) = 𝐹0(𝐷) = 𝐻(𝐷 − 𝐷𝑐) où 𝐻 est la distribution Heaviside (pour 𝐷 = 𝐷𝑐, 𝐻 = 1). A partir de 
ces propriétés, l’Eq.(30) devient : 

𝑒𝑛(𝑑) =∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛−1
𝑖

𝑖𝑑𝑖−1

𝐷𝑐
𝑖
(1 − 𝐹0(𝑑))

𝑛−1

𝑖=1
 = (1 − 𝐹0(𝑑))

𝑛 − 1

𝐷𝑐
∑ 𝐶𝑛−1

𝑖−1 (−
𝑑

𝐷𝑐
)
𝑖−1𝑛−1

𝑖=1
  

⟺ 𝑒𝑛(𝑑) = (1 − 𝐹0(𝑑))
𝑛 − 1

𝐷𝑐
(1 −

𝑑

𝐷𝑐
)
𝑛−2

 (36) 

Ce qui donne Ngo (2013) : 

Pour 𝑑 ≤ 𝐷𝑐, 𝑒𝑛(𝑑) =
𝑛 − 1

𝐷𝑐
(1 −

𝑑

𝐷𝑐
)
𝑛−2

 (37) 

Pour 𝑑 > 𝐷𝑐, 𝑒𝑛(𝑑) = 0 (38) 

Les distributions d’échelles 𝑒𝑛(𝑑) pour un cylindre sont illustrées en figure 13. 𝑒2(𝑑) est constante, 
comme décrit par l’Eq.(37), et la longueur spécifique est inversement proportionnelle à son diamètre : 
𝑒2(0) = 1 𝐷𝑐⁄ . 𝑒3(𝑑) est quant à elle linéaire et la surface spécifique 𝑒3(0) est égale à 2 𝐷𝑐⁄ . 

 

Ensemble équiprobable de cylindres 

Soit un ensemble de cylindres présentant une distribution de diamètre 𝑓0(𝐷)  équiprobable et de 
diamètre maximum 𝐷𝑚𝑎𝑥, comme illustré en figure 14(a). En utilisant l’Eq.(3), les diamètres moyens 

 
Figure 13. Distribution d’échelle pour un cylindre. 
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𝐷𝑎,𝑏 s’écrivent : 𝐷𝑎,𝑏
𝑎−𝑏 = (𝑏 + 1)𝐷𝑎,𝑏

𝑎−𝑏/(𝑎 + 1). Pour 𝐷 < 𝐷𝑚𝑎𝑥 et en utilisant le résultat de l’Eq. (28), il 

en résulte que les distributions de diamètres 𝑓𝑛(𝐷) s’écrivent 𝑓0(𝐷) = 1/𝐷𝑚𝑎𝑥 et 𝑓𝑛(𝐷)  = 𝑛𝐷𝑛−1/𝐷𝑚𝑎𝑥𝑛  

pour 𝑛 ≥ 2. Ce qui implique que 𝐹0(𝐷) = 𝐷/𝐷𝑚𝑎𝑥 et pour 𝑛 ≥ 2 que 𝐹𝑛(𝐷) = (𝐷/𝐷𝑚𝑎𝑥)𝑛. A partir de 
ces expressions, l’Eq.(30) devient pour 𝑑 < 𝐷𝑚𝑎𝑥 : 

𝑒𝑛(𝑑) =∑ (−1)𝑖−1𝐶𝑛−1
𝑖

𝑖𝑑𝑖−1

𝐷𝑚𝑎𝑥
𝑖

𝑛

𝑛 − 𝑖
(1 − (

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
𝑛−𝑖

)
𝑛−1

𝑖=1

=
𝑛

𝐷𝑚𝑎𝑥
∑ 𝐶𝑛−1

𝑖−1 (
−𝑑

𝐷𝑠
)
𝑖−1

(1 − (
𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
𝑛−𝑖

)
𝑛−1

𝑖=1
 

(39) 

Ce qui donne finalement Ngo (2013) : 

𝑒𝑛(𝑑) =
𝑛

𝐷𝑚𝑎𝑥
(1 −

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
𝑛−1

, 𝑛 = 2, 3 (40) 

La figure 14(b) présente les distributions d’échelles 𝑒𝑛(𝑑) correspondant à l’Eq.(40). Comme pour les 
sphères, on note que la distribution surfacique d’échelles de l’ensemble équiprobable de cylindres est 
égale à la distribution volumique d’échelles d’un seul cylindre dont le diamètre 𝐷𝑐 est égal à 𝐷𝑚𝑎𝑥. 

(a) 

 

(b) 

 
Figure 14. Ensemble équiprobable de cylindres. (a) Distribution de diamètres 𝑓0(𝐷) (b) Distributions d’échelles correspondantes. 

Pour les ensembles d’objets présentés ci-dessus, on note que l’ensemble équiprobable de cylindres 
ramène les mêmes distributions d’échelles qu’une sphère unique de diamètre 𝐷𝑠 dans la mesure où le 
diamètre 𝐷𝑐 du plus grand cylindre est égal à 𝐷𝑠 (voir Eqs.(40) et (23)). Ceci montre que deux systèmes 
d’objets différents peuvent avoir les mêmes distributions d’échelles. Cette observation invite à 
introduire la notion de systèmes équivalents (Ngo (2013)) : on définit comme système équivalent tout 
système produisant des distributions d’échelles identiques. Ce concept a déjà été utilisé pour modéliser 
des ensembles de gouttes produites par des ligaments liquides issus de nappes turbulentes (Dumouchel 
et al. (2015), Vu et al. (2018)). Pour un ensemble d’objets décrit par ses distributions d’échelles 𝑒𝑛(𝑑), 
on détermine son ensemble équivalent de cylindres décrit par la distribution numérique de diamètre 
𝑓0𝑐(𝐷) : en 2D, l’Eq.(32) indique que 𝑒2′(𝑑) est directement proportionnel à la distribution de cylindres 

tandis qu’en 3D, c’est 𝑒3′′(𝑑) qui est directement proportionnel à la distribution de cylindres (voir Eq. 
(35)). En combinant ces résultats aux Eqs.(31) (cas 2D) et (34) (cas 3D), on détermine la distribution 
numérique de diamètre 𝑓0𝑐(𝐷) en fonction des 𝑒𝑛(𝑑) de l’ensemble d’objets que l’on veut représenter 

par son ensemble équivalent de cylindres :  

𝑓0𝑐(𝑑) = −
𝑒2
′(𝑑)

𝑒2(0)
          𝑒𝑡          𝑓0𝑐 = −

𝑒3
′′(𝑑)

𝑒3
′(0)

 (41) 
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2.4. Application : perle sur une ficelle 

En utilisant les définitions et applications précédentes issues de la littérature, on cherche maintenant à 
modéliser un motif de perles sur une ficelle visible lors de l’atomisation de jets viscoélastiques 
laminaires et d’écrire analytiquement la distribution d’échelles du modèle. Deux modèles sont ici 
présentés : un système composé d’une sphère et d’un cylindre sans raccordement puis avec 
raccordement. 

2.4.1. Sphère et cylindre sans raccordement 

Soit une sphère de diamètre 𝐷𝑠  et un cylindre de longueur 𝐿𝑐  et de diamètre 𝐷𝑐  tel que 𝐷𝑐 < 𝐷𝑠 , 
comme illustré en figure 15 :  

 
Figure 15. Système composé d’un cylindre et d’une sphère 

A partir des Eqs.(10), (23) et (37) et en les appliquant au système cylindre + sphère, 𝑒2(𝑑) donne : 

Pour 𝑑 ≤ 𝐷𝑐, 𝑒2(𝑑) = 𝛽𝑐
1

𝐷𝑐
+ (1 − 𝛽𝑐)

2

𝐷𝑠
(1 −

𝑑

𝐷𝑠
) (42) 

Pour 𝐷𝑐 < 𝑑 ≤ 𝐷𝑠, 𝑒2(𝑑) = (1 − 𝛽𝑐)
2

𝐷𝑠
(1 −

𝑑

𝐷𝑠
) (43) 

Avec : 𝛽𝑐 =
𝑆𝑐

𝑆𝑐 + 𝑆𝑠
=

𝐿𝑐𝐷𝑐

𝐿𝑐𝐷𝑐 +
𝜋𝐷𝑠

2

4

 (44) 

Avec 𝛽𝑐 la fraction surfacique du cylindre où 𝑆𝑠 est la surface totale de la sphère et 𝑆𝑐 la surface totale 
du cylindre. En 3D, 𝑒3(𝑑) donne : 

Pour 𝑑 ≤ 𝐷𝑐, 𝑒3(𝑑) = 𝛼𝑐
2

𝐷𝑐
(1 −

𝑑

𝐷𝑐
) + (1 − 𝛼𝑐)

3

𝐷𝑠
(1 −

𝑑

𝐷𝑠
)
2

 (45) 

Pour 𝐷𝑐 < 𝑑 ≤ 𝐷𝑠, 𝑒3(𝑑) = (1 − 𝛼𝑐)
3

𝐷𝑠
(1 −

𝑑

𝐷𝑠
)
2

 (46) 

Avec : 𝛼𝑐 =
𝑉𝑐

𝑉𝑐 + 𝑉𝑠
=

𝜋𝐿𝑐𝐷𝑐
2

4
𝜋𝐿𝑐𝐷𝑐

2

4 +
𝜋𝐷𝑠

3

6

 (47) 

Avec 𝛼𝑐 la fraction volumique du cylindre où 𝑉𝑠 est le volume de la sphère et 𝑉𝑐 celui du cylindre. 

La figure 16(a) présente 𝑒2(𝑑) du système étudié avec 𝐷𝑠 = 35, 𝐿𝑐 = 60 et 𝐷𝑐 = 15 (𝛽𝑐 = 0,48). Deux 
parties sont visibles autour de la singularité en 𝑑 = 𝐷𝑐. Aux grandes échelles (𝐷𝑐 < 𝑑 ≤ 𝐷𝑠), 𝑒2(𝑑) est 
linéairement dépendant de 𝑑, ce qui correspond à la contribution de la structure sphérique comme le 
montre la courbe pour la sphère seule (ligne pointillée gris foncé en figure 16(a)). Aux petites échelles 
(𝑑 ≤ 𝐷𝑐), la dépendance à l’échelle reste portée par la grande structure. Le cylindre n’amène pas de 
dépendance à l’échelle mais augmente le montant de surface 𝑆(𝑑) quand 𝑑 ≤ 𝐷𝑐. Les pentes aux petites 

𝐷𝑐 

𝐿𝑐 

𝐷𝑠 
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et grandes échelles sont identiques et dépendent de 𝛽𝑐. On remarque que la courbe de 𝑒2(𝑑) du système 
étudié est située entre celle de la sphère et celle du cylindre, ce qui est attendu car les distributions 
d’échelles sont des distributions normalisées. Il en va de même pour 𝑒2(0) qui dépend de la fraction 
surfacique 𝛽𝑐. La figure 16(b) illustre le cas 3D qui présente des particularités identiques au cas 2D : 
présence d’une singularité en 𝑑 = 𝐷𝑐 découpant la distribution d’échelles en deux parties, la courbe 
présente une forme polynomiale d’ordre 2 pour ces deux parties traduisant l’influence de la structure 
sphérique à toutes les échelles. Contrairement au cas 2D, le cylindre ajoute une dépendance linéaire à 
l’échelle quand 𝑑 ≤ 𝐷𝑐 , modifiant la forme polynomiale d’ordre 2 entre les petites et les grandes 
échelles.  

(a) 

 

(b) 

 
Figure 16. Distribution d’échelle du système cylindre et sphère (a) Cas 2D (b) Cas 3D. 

Pour ce modèle, la distribution d’échelles permet d’identifier les diamètres du cylindre et de la sphère. 
De plus, on peut déterminer la fraction surfacique (ou volumique en 3D) du ligament à partir des 
diamètres du cylindre et de la sphère ainsi que de la valeur de la distribution d’échelles à 𝑑 = 0. 
Cependant, la distribution observée aux petites échelles n’est pas représentative du cylindre 
uniquement, mais est influencée par la présence de la grande structure sphérique.  

 

2.4.2. Sphère et cylindre avec raccordement 

Une description plus raffinée du modèle précédent est proposée en figure 17 qui présente un système 
cylindre et sphère axisymétrique avec un raccordement plus physique. Ce raccordement est ici modélisé 
par un arc de cercle comme le montre la figure 17. 

 
Figure 17. Schéma du système perle sur une ficelle. 

𝐵 𝐶 
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Le calcul analytique de 𝐸2(𝑑) se résume à celui de la surface grisée de la figure 17, correspondant aux 
trois surfaces 𝑆1, 𝑆2 et 𝑆3. 𝑆1 est un secteur de disque de rayon 𝑅1, d’angle 𝜃 et de centre 𝑂. 𝑆2 est un 
triangle rectangle (𝑂𝐵𝑂′) de base 𝑏 = (𝑅1 + 𝑅2) sin𝜃 et de hauteur (𝑅2 +𝐷𝑐/2), tronqué par un secteur 
de disque de rayon 𝑅2, d’angle 𝜃 et de centre 𝑂′. 𝑆3 est un rectangle de hauteur 𝐷𝑐/2 et de longueur 𝐿𝑐. 
Par définition, 𝑅1 est strictement supérieur à 𝐷𝑐/2 et cos 𝜃 = (𝑅2 + 𝐷𝑐/2)/(𝑅1 + 𝑅2) pour ce système. 
Les surfaces 𝑆1, 𝑆2 et 𝑆3 s’écrivent : 

{
 
 

 
 𝑆1 =

𝜃

2
𝑅1
2                                                         

𝑆2 =
1

2
(
𝐷𝑐
2
+ 𝑅2) (𝑅1 + 𝑅2) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 −

𝜃

2
𝑅2
2

𝑆3 =
𝐿𝑐
2
𝐷𝑐                                                         

 (48) 

L’érosion des trois surfaces 𝑆1, 𝑆2 et 𝑆3 à l’échelle 𝑑 donne les surfaces 𝑆1(𝑑), 𝑆2(𝑑) et 𝑆3(𝑑), surfaces 
blanches de la figure 18 délimitées par les lignes pointillées noires. 

 
Cas 𝒅 ≤ 𝑫𝒄 : 

Dans ce cas, les surfaces 𝑆1(𝑑), 𝑆2(𝑑) et 𝑆3(𝑑) s’écrivent : 

{
  
 

  
 𝑆1(𝑑) =

𝜃

2
(𝑅1 −

𝑑

2
)
2

                                                          

𝑆2(𝑑) =
1

2
(
𝐷𝑐
2
+ 𝑅2) (𝑅1 + 𝑅2) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 −

𝜃

2
(𝑅2 +

𝑑

2
)
2

𝑆3(𝑑) =
𝐿𝑐
2
(𝐷𝑐 − 𝑑)                                                           

 (49) 

Les distributions 𝐸2(𝑑) et 𝑒2(𝑑) valent alors : 

𝐸2(𝑑) =
𝑆1 − 𝑆1(𝑑) + 𝑆2 − 𝑆2(𝑑) + 𝑆3 − 𝑆3(𝑑)

𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3
=

𝑑

2𝑆𝑇
(𝜃(𝑅1 + 𝑅2) + 𝐿𝑐) (50) 

𝑒2(𝑑) =
𝜃(𝑅1 + 𝑅2) + 𝐿𝑐

2𝑆𝑇
 (51) 

Avec 𝑆𝑇 = (𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3). 𝐸2(𝑑) est linéairement dépendant de l’échelle 𝑑, impliquant que 𝑒2(𝑑) est 
indépendant de 𝑑.  

 

 
Figure 18. Erosion du système perle sur une ficelle pour 𝑑 ≤ 𝐷𝑐. 

𝑺𝟏(𝒅) 

𝑺𝟑(𝒅) 
𝑺𝟐(𝒅) 
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Cas 𝟐𝑹𝟏 ≥ 𝒅 > 𝑫𝒄 : 

Dans ce cas, la surface 𝑆3 est totalement érodée pour toute échelle 𝑑, ce qui donne 𝑆3(𝑑) = 0. La surface 
𝑆1(𝑑) ne voit pas de changement d’expression par rapport à l’Eq.(49). La surface 𝑆2(𝑑) change de forme 
par rapport à la situation précédente, comme le montre la figure 19. 𝑆2(𝑑) correspond au triangle de 
base 𝑏2 et de hauteur (𝑅2 +𝐷𝑐/2), tronqué par un secteur de disque de rayon 𝑅2, d’angle 𝜃2 et de 
centre 𝑂′.  

 
Figure 19. Erosion du système perle sur une ficelle pour 2𝑅1 ≥ 𝑑 ≥ 𝐷𝑐. 

A partir de la figure 19, les relations suivantes sont établies : 

{
 
 

 
 𝜃2 = 𝜃 − 𝜃1

𝜃1 = 𝑎𝑐𝑜𝑠 (
𝑅2 +

𝐷𝑐
2

𝑅2 +
𝑑
2

)
       𝑒𝑡     {

𝑏2 = 𝑏 − 𝑏1

𝑏1 = (𝑅2 +
𝑑

2
) 𝑠𝑖𝑛 𝜃1

 (52) 

Où 𝜃1 est fonction de l’échelle 𝑑. Ces relations permettent d’écrire 𝑆2(𝑑) : 

𝑆2(𝑑) =
1

2
(𝑏 − 𝑏1) (𝑅2 +

𝐷𝑐
2
) −

𝜃2
2
(𝑅2 +

𝑑

2
)
2

 

⟺ 𝑆2(𝑑) =
1

2
((𝑅1 + 𝑅2) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − (𝑅2 +

𝑑

2
) 𝑠𝑖𝑛 𝜃1)(𝑅2 +

𝐷𝑐
2
) −

𝜃 − 𝜃1
2

(𝑅2 +
𝑑

2
)
2

 

(53) 

Les distributions 𝐸2(𝑑) et 𝑒2(𝑑) s’écrivent alors : 

𝐸2(𝑑) =
1

2𝑆𝑇
(𝜃𝑑(𝑅1 + 𝑅2) + 𝐷𝑐𝐿𝑐 + (

𝐷𝑐
2
+ 𝑅2) (𝑅2 +

𝑑

2
) 𝑠𝑖𝑛 𝜃1 − 𝜃1 (𝑅2 +

𝑑

2
)
2

) (54) 

𝑒2(𝑑) =

𝜃(𝑅1 + 𝑅2) + (
𝐷𝑐
2 + 𝑅2)((𝑅2 +

𝑑
2)𝜃1

′ 𝑐𝑜𝑠 𝜃1 +
𝑠𝑖𝑛 𝜃1
2 ) − 𝜃1

′ (𝑅2 +
𝑑
2)

2

− 𝜃1 (𝑅2 +
𝑑
2)

2𝑆𝑇
 

(55) 

Avec 𝜃1′  la dérivée de 𝜃1 par rapport à l’échelle 𝑑. La distribution 𝑒2(𝑑) est de forme quadratique en 𝑑, 
ce qui diffère à nouveau du système cylindre et sphère pour lequel 𝑒2(𝑑) présentait une dépendance 
linéaire avec 𝑑. Grâce aux résultats des Eqs.(51) et (55), l’expression analytique de 𝑒2(𝑑) s’écrit : 

Pour 𝑑 ≤ 𝐷𝑐, 𝑒2(𝑑) =
𝜃(𝑅1 + 𝑅2) + 𝐿𝑐

2𝑆𝑇
 (56) 
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Pour 𝐷𝑐 < 𝑑 ≤ 2𝑅1, 𝑒2(𝑑) =
1

2𝑆𝑇
((𝑅1 + 𝑅2) − 𝜃1

′ (𝑅2 +
𝑑

2
)
2

− 𝜃1 (𝑅2 +
𝑑

2
)

+ (
𝐷𝑐
2
+ 𝑅2)((𝑅2 +

𝑑

2
) 𝜃1

′ cos 𝜃1 +
sin𝜃1
2

)) (57) 

La figure 20 présente 𝑒2(𝑑) du modèle raffiné pour 𝐷𝑠 = 35, 𝐿𝑐 = 60 et 𝐷𝑐 = 15 (identique au système 
cylindre + sphère), et avec 𝑅1 = 𝐷𝑠/2, et 𝑅2 = 𝐷𝑠/4. 𝑒2(𝑑) présente une singularité pour 𝑑 = 𝐷𝑐. Cette 
singularité est attendue et correspond au changement d’expression entre les Eqs.(56) et (57). Pour 𝑑 <
𝐷𝑐 , 𝑒2(𝑑)  est constant tandis que pour 𝐷𝑐 ≤ 𝑑 ≤ 𝐷𝑠 ,  𝑒2(𝑑)  est décroissant. Cette différence de 
comportement entre les petites et grandes échelles montre l’influence du raccordement. 

 
Figure 20. Comparaison des distributions d’échelle des systèmes perle sur une ficelle et cylindre + sphère. 

En comparant les 𝑒2(𝑑) des deux modèles de perles sur une ficelle (figure 20), on remarque aux petites 
échelles que l’influence de la grande structure est effacée en raison du raccordement : le modèle raffiné 
rapporte un comportement identique à un cylindre aux petites échelles. Aux grandes échelles, la 
différence de comportement entre les deux systèmes est moins marquée, le système raffiné présentant 
une décroissance principalement linéaire. Pour 𝑑 proche de 𝐷𝑐, on note la partie non linéaire induite 
par le raccordement. 

 

2.5. Ensemble de cylindres s’amincissants 

Dans cette étude, on s’intéresse à des systèmes qui vont évoluer dans le temps, notamment le motif de 
perles sur une ficelle. La partie ligamentaire de ce motif voit son diamètre décroître et on va étudier 
l’influence de cette décroissance sur la distribution d’échelles. La modélisation raffinée du motif de 
perles sur une ficelle a montré que les petites échelles décrivaient un comportement de type cylindre  
uniquement, l’influence des perles étant effacée. Il est alors suffisant d’étudier des ensembles de 
cylindres pour déterminer l’influence aux petites échelles de la dynamique d’amincissement. L’objectif 
est ici de déterminer des échelles caractérisés qui observeront une dynamique d’amincissement 
identique à celle imposée aux cylindres.   
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Cylindre unique : 

Pour un système évoluant dans le temps, sa distribution d’échelles 𝑒𝑛(𝑑, 𝑡) est définie à chaque instant 
𝑡. Prenons un système composé d’un cylindre seul et voyant son diamètre 𝐷𝑐(𝑡) diminuer avec le temps 
(Dumouchel (2017)). Le volume 𝑉𝑇 de ce cylindre est conservé dans le temps. L’évolution temporelle 
de 𝑒3(𝑑, 𝑡), calculée à partir de l’Eq.(37), est illustrée en figure 21 et présente une succession de droites.  
L’augmentation de 𝑒3(0, 𝑡) indique une augmentation de la surface spécifique de ce système.  

Ce cylindre amincissant abrite un écoulement élongationnel pour lequel l’équation de continuité 
montre que le taux de déformation 𝜀̇ est (Stelter et al. (2000)) : 

𝜀̇ =
𝑑𝜀

𝑑𝑡
=
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

=
−2

𝐷𝑐(𝑡)

𝑑𝐷𝑐(𝑡)

𝑑𝑡
 (58) 

Avec 𝑣𝑧 la vitesse longitudinale, supposée constante dans la direction radiale du cylindre. En utilisant 
l’Eq.(37), on exprime ce taux d’étirement en fonction des distributions d’échelles (Dumouchel (2017)) 
: 

{
 
 

 
 𝑒2(𝑑, 𝑡) =

1

𝐷𝑐(𝑡)
                                      

�̇�2(𝑑, 𝑡) =
𝑑𝑒2(𝑑, 𝑡)

𝑑𝑡
=

−1

𝐷𝑐(𝑡)
2

𝑑𝐷𝑐(𝑡)

𝑑𝑡

          𝑒𝑡          

{
 
 

 
 𝑒3

′(𝑑, 𝑡) =
−2

𝐷𝑐(𝑡)
2
                                    

𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) =

𝑑𝑒3
′(𝑑, 𝑡)

𝑑𝑡
=

−4

𝐷𝑐(𝑡)
3

𝑑𝐷𝑐(𝑡)

𝑑𝑡

    (59) 

⟹ 𝜀̇ =
−2

𝐷𝑐(𝑡)

𝑑𝐷𝑐(𝑡)

𝑑𝑡
= 2

𝑒2̇(𝑑, 𝑡)

𝑒2(𝑑, 𝑡)
=
𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡)

𝑒3
′(𝑑, 𝑡)

 (60) 

Si le cylindre est soumis à une dynamique d’amincissement exponentielle : 𝐷𝑐(𝑡) =

 𝐷𝑐(0) exp(−𝑡 (3𝑡𝑟)⁄ ) avec 𝑡𝑟 le temps de relaxation, 𝜀̇ est constant et vaut 2/3𝑡𝑟. Dans l’expression de 

𝜀̇, ce sont 𝑒2̇(𝑑, 𝑡) et 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) qui portent l’information de la dérivée temporelle de 𝐷𝑐(𝑡) et qui sont 

intéressants à analyser. 

Comme indiqué en section 2.3.2 pour un cylindre unique, la distribution de diamètre 𝑓0(𝐷, 𝑡) 
correspondante est égale à une distribution de Dirac 𝛿  : 𝑓0(𝐷, 𝑡) = 𝛿(𝐷 − 𝐷𝑐(𝑡)), et implique que 

𝐹0(𝐷, 𝑡) = 𝐻(𝐷 − 𝐷𝑐(𝑡)). La distribution d’échelle volumique est donnée par l’Eq.(36) pour toutes 

valeurs de 𝑑 positive ou nulle : 

 
Figure 21. Evolution temporelle de la distribution d’échelle 3D d’un cylindre qui s’amincit. 
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𝑒3(𝑑, 𝑡) = (1 − 𝐹0(𝑑, 𝑡))
2

𝐷𝑐(𝑡)
(1 −

𝑑

𝐷𝑐(𝑡)
) =

2

𝐷𝑐(𝑡)
(1 −

𝑑

𝐷𝑐(𝑡)
)𝐻(𝐷𝑐(𝑡) − 𝑑) (61) 

La distribution 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) s’écrit :  

𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) =

4𝐷𝑐̇ (𝑡)

𝐷𝑐(𝑡)
3
𝐻(𝐷𝑐(𝑡) − 𝑑) −

2𝐷𝑐̇ (𝑡)

𝐷𝑐(𝑡)
2
𝛿(𝐷𝑐(𝑡) − 𝑑) (62) 

Ce cylindre est soumis à la dynamique d’amincissement exponentielle décrite ci-dessus, ce qui implique 

qu’à un instant 𝑡, 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) est constante et négative pour 𝑑 < 𝐷𝑐(𝑡) et, pour 𝑑 = 𝐷𝑐(𝑡), 𝑒3

′̇(𝑑, 𝑡) est un 
pic de Dirac positif. Ce pic traduit l’évolution temporelle du diamètre du cylindre. 

 

Ensemble de cylindres : 

On s’intéresse à un ensemble de cylindres présentant une distribution de diamètre 𝑓0(𝐷, 𝑡)  et de 
diamètre maximum 𝐷𝑀(𝑡), comme illustré en figure 22. 𝑓0(𝐷, 𝑡) a une forme de cloche impliquant que 
𝑓0(𝐷, 𝑡) est nulle pour 𝐷 = 0 et 𝐷 ≥ 𝐷𝑀(𝑡). On suppose que tous les ligaments s’amincissent avec la 
même dynamique: 𝐷𝑐(𝑡) =  𝐷𝑐(0) exp(−𝑡 (3𝑡𝑟)⁄ ). La figure 22 montre l’influence de cette dynamique 
sur la distribution au cours du temps. On peut écrire : 

𝐷(𝑡)

𝐷𝑀(𝑡)
=
𝐷(0) 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑡
3𝑡𝑟

)

𝐷𝑀(0) 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑡
3𝑡𝑟

)
=
𝐷(0)

𝐷𝑀(0)
 (63) 

 

  
Figure 22. Illustration de 𝑓0(𝐷, 𝑡) et de son évolution temporelle 

avec  𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3. 
Figure 23. Distribution adimensionnée pour une dynamique 
d’amincissement exponentielle identique. 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3. 

En effectuant un changement de variable, la distribution 𝑓0(𝐷) est réécrite 𝐷𝑀𝑓0(𝐷 𝐷𝑀⁄ ) à chaque 

instant. Cette nouvelle distribution est adimensionnée et ne varie pas dans le temps, comme illustré en 
figure 23. On peut définir la cumulative normalisée 𝐹0(𝐷 𝐷𝑀⁄ ) : 

𝐹0 (
𝐷

𝐷𝑀
) = ∫ 𝐷𝑀𝑓0(𝑥)𝑑𝑥

𝑥=𝐷/𝐷𝑀

𝑥=0

 (64) 

On veut déterminer la dynamique observée par les diamètres moyens 𝐷𝑎,𝑏
𝑎−𝑏. En reprenant l’Eq.(3), on 

peut écrire 𝐷𝑎,𝑏
𝑎−𝑏 = 𝐷𝑎,0

𝑎 /𝐷𝑏,0
𝑏 , le diamètre 𝐷𝑎,0𝑎  s’écrivant : 
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𝐷𝑎,0
𝑎 (𝑡) = (𝐷𝑎,0(𝑡))

𝑎
= ∫ 𝑓0(𝐷, 𝑡)𝐷(𝑡)

𝑎𝑑𝐷

𝐷=+∞

𝐷=0

= 𝐷𝑀
𝑎 (𝑡) ∫ 𝑓0(𝐷, 𝑡) (

𝐷(𝑡)

𝐷𝑀(𝑡)
)

𝑎

𝑑𝐷

𝐷=+∞

𝐷=0

  

⟺𝐷𝑎,0
𝑎 (𝑡) = 𝐷(𝑡)𝑀

𝑎 ∫ 𝐷𝑀(𝑡)𝑓0 (
𝐷(𝑡)

𝐷𝑀(𝑡)
)(

𝐷(𝑡)

𝐷𝑀(𝑡)
)

𝑎

𝑑 (
𝐷

𝐷𝑀
)

𝐷/𝐷𝑀=+∞

𝐷/𝐷𝑀=0

 (65) 

Or, on a montré que le rapport 𝐷 𝐷𝑀⁄  ne varie pas dans le temps, impliquant que la distribution 
normalisée 𝐷𝑀𝑓0(𝐷 𝐷𝑀⁄ ) ne varie pas dans le temps. On déduit de l’Eq.(65) que le rapport 𝐷𝑎,0 𝐷𝑀⁄ , 

et plus généralement 𝐷𝑎,𝑏 𝐷𝑀⁄ , est lui aussi indépendant du temps. On peut donc écrire : 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝐷𝑎,𝑏
𝐷𝑀

) =
𝐷𝑎,𝑏̇

𝐷𝑀
−
𝐷𝑎,𝑏𝐷�̇�

𝐷𝑀
2 = 0       ⟺       

𝐷𝑎,𝑏̇

𝐷𝑎,𝑏
=
�̇�𝑀
𝐷𝑀

=
�̇�

𝐷
= −

1

3𝑡𝑟
 (66) 

Ce qui implique que les diamètres moyens 𝐷𝑎,𝑏
𝑎−𝑏 ont la même dynamique d’amincissement observée 

par les cylindres. 

Puisque la dynamique d’amincissement d’un cylindre unique est porté par 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡), on va calculer et 

étudier 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡)  pour l’ensemble de cylindres amincissant. En reprenant l’Eq.(34), la distribution 

𝑒3
′(𝑑, 𝑡) d’un ensemble de cylindre s’écrit : 

𝑒3
′(𝑑, 𝑡) = −

2

𝐷20
2 (𝑡)

(1 − 𝐹0(𝑑, 𝑡)) (67) 

En dérivant cette dernière par rapport au temps, on calcule la distribution 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) du système : 

𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) =

2

𝐷20
2 (𝑡)

𝐹0̇(𝑑, 𝑡) +
4𝐷20̇ (𝑡)

𝐷20
3 (𝑡)

(1 − 𝐹0(𝑑, 𝑡)) (68) 

On détermine 𝐹0̇(𝐷) avec la relation entre la dérivée totale et les dérivées partielles : 

𝐹0̇(𝐷, 𝑡) =
𝑑𝐹0(𝐷, 𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑓0(𝐷, 𝑡)�̇�(𝑡) =

𝑓0(𝐷, 𝑡)𝐷(𝑡)

3𝑡𝑟
 (69) 

𝐹0̇(𝐷, 𝑡) est positive, ce qui est attendu car, pour une valeur de diamètre 𝐷, on constate que 𝐹0(𝐷, 𝑡) 
augmente au cours du temps en raison de l’amincissement des cylindres, comme illustré en figure 24. 

 
Figure 24. Evolution temporelle de 𝐹0(𝐷, 𝑡). 
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En utilisant les résultats des Eqs.(66) et (69), 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) s’écrit : 

𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) =

2

𝐷20
2 (𝑡)

(
𝑓0(𝑑, 𝑡)𝑑

3𝑡𝑟
−

2

3𝑡𝑟
(1 − 𝐹0(𝑑, 𝑡))) =

2

3𝑡𝑟𝐷20
2 (𝑡)

(𝑑𝑓0(𝑑, 𝑡) − 2(1 − 𝐹0(𝑑, 𝑡))) (70) 

On va étudier la fonction 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) en s’intéressant d’abord aux échelles pour lesquelles 𝑒3

′̇(𝑑, 𝑡) = 0. 
D’après le résultat de l’Eq.(70), il faut résoudre : 

𝑑𝑓0(𝑑, 𝑡) − 2(1 − 𝐹0(𝑑, 𝑡)) = 0          ⟺           𝑑 =
2(1 − 𝐹0(𝑑, 𝑡))

𝑓0(𝑑, 𝑡)
 (71) 

L’Eq.(71) présente une solution évidente et attendue : 𝑑 > 𝐷𝑀(𝑡), qui correspond à 𝑓0(𝑑, 𝑡) = 0 et 
𝐹0(𝑑, 𝑡) = 1. Pour 𝑑 < 𝐷𝑀(𝑡), une autre échelle est solution de l’Eq.(71) et est appelée échelle 𝑑1(𝑡).  

On cherche ensuite les extremums de 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡), pour cela il faut résoudre l’équation 𝑒3

′′̇ (𝑑, 𝑡) = 0 : 

𝑒3
′′̇ (𝑑, 𝑡) =

2

3𝑡𝑟𝐷20
2 (𝑡)

(𝑑𝑓0
′(𝑑, 𝑡) + 3𝑓0(𝑑, 𝑡)) (72) 

𝑒3
′′̇ (𝑑, 𝑡) = 0          ⟺           𝑑 =

3𝑓0(𝑑, 𝑡)

𝑓0
′(𝑑, 𝑡)

 (73) 

L’Eq.(73) présente deux solutions évidentes et attendues : 𝑑 = 0 et 𝑑 > 𝐷𝑀(𝑡), qui correspondent à 
𝑓0(𝑑, 𝑡) = 0. Pour 0 < 𝑑 < 𝐷𝑀(𝑡), une autre solution existe et on l’appelle 𝑑4(𝑡). On peut montrer que 
𝑑4(𝑡) correspond au pic de la distribution 𝑓4(𝑑) définie par la seconde expression de l’Eq.(28) : 

𝑓4(𝐷) = (
𝐷

𝐷30
)
3

𝑓0(𝐷) (74) 

Preuve : en dérivant 𝑓4(𝑑) par rapport au diamètre 𝑑 on obtient : 

𝑓4
′(𝐷, 𝑡) =

𝑑𝑓4(𝐷, 𝑡)

𝑑𝐷
=
𝑑3

𝐷30
3 𝑓0

′(𝐷, 𝑡) +
3𝑑2

𝐷30
3 𝑓0(𝐷, 𝑡) (75) 

⟺
𝐷30
3

𝐷2(𝑡)
𝑓4
′(𝐷, 𝑡) = 𝐷(𝑡)𝑓0

′(𝐷, 𝑡) + 3𝑓0(𝐷, 𝑡) (76) 

⟹ 𝑒3
′′̇ (𝑑, 𝑡) =

2

3𝑡𝑟𝐷20
2

𝐷30
3

𝑑2
𝑓4
′(𝑑) (77) 

Comme la distribution 𝑓0(𝐷), 𝑓4(𝐷) s’adimensionne et donne une distribution qui ne varie pas dans 
le temps. Ceci implique que 𝑑4(𝑡)/𝐷𝑀(𝑡) ne varie pas dans le temps, comme l’indique l’Eq.(63), et que 
𝑑4(𝑡)  présente la même dynamique d’amincissement observée par les cylindres, comme l’indique 
l’Eq.(66). L’analyse de 𝑑4(𝑡) ramène la dynamique souhaitée. 

L’étude du signe de 𝑒3
′′̇ (𝑑, 𝑡), présenté en tableau 1, revient à étudier le signe de 𝑓4′(𝐷) d’après l’Eq.(77). 

Comme l’indique l’Eq.(74), 𝑓4(𝐷) va présenter une croissance puis une décroissance. 𝑓4(𝐷) est nulle 
pour 𝐷 = 0 et 𝐷 > 𝐷𝑀(𝑡) et possède un maximum appelé 𝑑4(𝑡). 
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 𝑑     0 𝑑1(𝑡) 𝑑4(𝑡)  𝐷𝑀(𝑡) 

𝑒3
′′̇ (𝑑, 𝑡)     0 + 0 − 0 

𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) 

−4

3𝑡𝑟𝐷20
2  

 0 

Tableau 1. Tableau de variation de 𝑒3
′̇ (𝑑, 𝑡). 

La figure 25 présente un exemple de 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) pour un ensemble de cylindres dont le diamètre 𝐷 est 

distribué suivant une distribution gamma généralisée à trois paramètres (𝑞, 𝛼, 𝐷𝑞0) : 

𝑓0(𝐷) =
𝑞

𝛤 (
𝛼
𝑞
)
(
𝛼

𝑞
)
𝛼 𝑞⁄ 𝐷𝛼−1

𝐷𝑞0
𝛼 𝑒𝑥𝑝 (−

𝛼

𝑞
(
𝐷

𝐷𝑞0
)

𝑞

) (78) 

Avec 𝑞 = 4, 𝛼 = 5 et 𝐷𝑞0 = 200 µm, impliquant que 𝐷20 = 190,5 µm et 𝐷𝑀 = 400 µm. Le temps de 

relaxation 𝑡𝑟 est lui fixé à 1 ms. On retrouve le comportement de 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) décrit dans le tableau 1.  

 
Figure 25. Illustration de 𝑒3

′̇ (𝑑, 0). 

La figure 25 n’est pas sans rappeler un travail sur l’analyse multi-échelles 3D d’un ligament Newtonien 
soumis à l’instabilité capillaire (Dumouchel et al. (2017)). De nature numérique, cette étude permettait 
le suivi temporel d’un ligament unique comme illustré sur la figure 26. La première colonne présente 
les temps pour lesquels la perturbation est de forme sinusoïdale, la seconde colonne présente la 
formation au centre du ligament d’un pont liquide avec le développement de deux cols, la dernière 
colonne montre l’amincissement des cols jusqu’à la rupture.  

 
Figure 26. Evolution temporelle du ligament, 𝑘 = 0,55 Dumouchel et al. (2017). 

0 



 
 
 
Description multi-échelles 
 

 

  
Page 40/158 Thèse  Christophe Tirel 
 Etude expérimentale de l’atomisation de structures ligamentaires viscoélastiques  

 

Pour 𝑡 = 6,54 ms, la fonction 𝑒3
′̇(𝑑, 𝑡) du ligament présenté en figure 26 est tracé en figure 27 (points 

rouge). Le début de cette courbe est identique à la figure 25 et les échelles 𝑑1 et 𝑑4 y sont identifiées. 
La figure 28 compare ces deux échelles et montre que leurs dynamiques sont égales. Ce suivi temporel  
simulé nous permet en outre de comparer ces échelles avec le diamètre du col. Cette comparaison est 
proposée en figure 28 où on peut lire que l’échelle 𝑑4 est exactement égale au diamètre du col. 

 

 

Figure 27. Introduction aux échelles caractéristiques 𝑑1, 𝑑2 et 𝑑3. 
Ligament Newtonien Dumouchel et al. (2017). 

Figure 28. Simulation de l’instabilité capillaire pour un liquide 
Newtonien, k = 0,69. 

Ces observations suggèrent deux remarques :  

- Les deux échelles 𝑑1 et 𝑑4 vont suivre les mêmes dynamiques et elles peuvent sans doute être 
utilisées, l’une comme l’autre, pour étudier la dynamique d’amincissement des ligaments. 

- L’échelle 𝑑4 issue du comportement d’un ensemble de ligaments est probablement liée à la 
dynamique des cols de ces ligaments. 

 

2.6. Conclusion 

Ce chapitre a introduit les définitions et concepts qui seront utilisés dans ce travail. Les distributions 
de diamètres des ensembles dispersés et de distributions d’échelles des ensembles quelconques sont 
présentées de façon générale puis appliquées à plusieurs cas particuliers.  

Appliquées à des ensembles de cylindres et à des ensembles de sphères, les distributions de diamètres 
permettent de calculer analytiquement les distributions d’échelles de ces systèmes. La notion de 
systèmes équivalents a été introduite, permettant de définir un ensemble de cylindres dont la 
distribution d’échelles est identique à celle du système étudié. 

Le cylindre et la sphère correspondent aux deux formes couramment observées en atomisation, en 
particulier sur l’instabilité capillaire de jets viscoélastiques où le motif de perles sur une ficelle se 
développe. Deux modélisations du motif de perle sur une ficelle ont été présentées : un système simple 
composé d’un cylindre et d’une sphère, et une version raffinée. Le calcul analytique des distributions 
d’échelles montre l’influence à toutes les échelles de la sphère pour le premier modèle. Cette influence 
aux petites échelles est absente pour le modèle raffiné, qui présente un comportement de cylindre aux 
petites échelles et un comportement de sphère aux grandes échelles. Pour l’évolution temporelle du 
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système raffiné, on peut raisonnablement penser que la dynamique du ligament peut être mesurée à 
partir du comportement observé aux petites échelles. 

L’évolution temporelle des distributions d’échelles permet d’introduire les échelles caractéristiques qui 
servent à l’étude des processus d’atomisation. Appliquée à un ensemble de cylindres s’amincissants, on 
définit l’échelle caractéristique 𝑑4 et on montre qu’elle observe la même dynamique que les cylindres. 
En reprenant les résultats issus de la simulation de l’instabilité capillaire pour un ligament Newtonien, 
on montre que 𝑑4 est égale au diamètre du col de ligament. Pour l’étude des jets viscoélastiques, la 
mesure de cette échelle caractéristique doit directement renseigner sur la dynamique les ligaments. 
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3. Traitement d’images et analyse sub-pixel 
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Nomenclature 

Grandeur Unité Signification 
   
𝑏 [–] Image de biais pour la méthode level-set 
𝐶 [–] Contour d’un objet 
𝑐1 [–] Intensité moyenne du fond 
𝑐2 [–] Intensité moyenne des objets 
𝑑 [m] Echelles 
𝐷𝑚𝑎𝑥 [m] Diamètre du plus grand objet d’un ensemble 
𝐷10 [m] Diamètre moyen de la distribution 𝑓0 
𝐸3 [–] Distribution d’échelles cumulative en 3 dimensions (3D) 
𝑒2 [m-1] Distribution d’échelles 2D 
𝑒3 [m-1] Distribution d’échelles 3D 
𝐹𝐶𝑉  [–] Fonctionnelle à minimiser pour trouver 𝜙 
𝑓0(𝐷) [m-1] Distribution de diamètres 𝐷 des sphères 
𝐹0𝑐 [–] Distribution de diamètres de cylindres équivalente cumulative 
𝑓0𝑐 ou 𝑓0𝑐𝑦𝑙 [m-1] Distribution de diamètres de cylindres équivalente 

𝐻 [–] Distribution de Heaviside 
𝐼(𝑥, 𝑦) [–] Intensité du pixel (𝑥, 𝑦) de l’image 
𝐼𝑏(𝑥, 𝑦) [–] Intensité du pixel (𝑥, 𝑦) de l’image du bruit de capteur 
𝐼𝑓(𝑥, 𝑦) [–] Intensité du pixel (𝑥, 𝑦) de l’image du fond lumineux 
𝐼𝑚𝑎𝑥 [–] Intensité maximale de l’image 
𝐼𝑛(𝑥, 𝑦) [–] Intensité du pixel (𝑥, 𝑦) de l’image normalisée 
𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙  [–] Intensité du seuil normalisé 
𝐼′(𝑥, 𝑦) [–] Intensité du pixel (𝑥, 𝑦) de l’image segmentée 
𝐼0(𝑥, 𝑦) [–] Intensité du pixel (𝑥, 𝑦) de l’image de test 
𝑁 [–] Nombre de points utilisés dans la méthode de Monte-Carlo (MC) 
𝑁𝑖 [–] Nombre de points manquant dans l’objet après érosion à l’échelle 𝑑 (MC) 
𝑁𝑚𝑎𝑥  [–] Niveau de gris maximal de l’image à segmenter 
𝑁𝑚𝑖𝑛 [–] Niveau de gris minimal de l’image à segmenter 
𝑁𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡  [–] Nombre de points total dans l’objet (MC) 
𝑁𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙  [–] Niveau de gris correspondant au seuil normalisé 
PSNR [–] Ratio signal maximal sur bruit 
𝑆𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐 [m-2] Surface latérale d’un tronc de cône 
𝑆𝛿  [m-2] Somme des moindres carrés entre deux distributions d’échelles 
𝑆3𝐷(𝑑) [m2] Surface d’un objet après érosion à l’échelle 𝑑 (3D) 
𝑡 [s] Temps 
𝑉𝑇 [m3] Volume total d’un objet 
𝑉𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐 [m3] Volume d’un tronc de cône 
𝑊𝑒(𝑡𝑖) [–] Nombre de Weber  
𝐱 [m] Coordonnées d’un pixel 

 
Γ(𝑥) [–] Fonction gamma 
Γ(x, y) [–] Fonction gamma incomplète supérieure 
𝜀 [–] Fonctionnelle à minimiser pour trouver 𝜙 
𝜀̇(𝑑, 𝑡) [s-1] Taux de déformation d’un cylindre 
𝜂 [Pa.s] Viscosité dynamique de cisaillement 
𝜎 [N.m-1] Tension de surface 
𝜌 [kg.m-3] Masse volumique d’un fluide 
𝜙 [–] Fonction level-set 
𝜑 [–] Facteur de correction d’intensité lumineuse 
𝜒 [–] Fonction du contour level-set à minimiser pour trouver 𝜙 
𝜓(𝑟) [m2] Valeur de l’ondelette du « chapeau mexicain » à une distance 𝑟 de son centre 
𝜓𝑝 [–] Fonction du contour level-set à minimiser pour trouver 𝜙 
Ω [–] Domaine de l’image 
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3.1. Introduction 

L’utilisation de l’imagerie comme diagnostic pour l’investigation expérimentale des processus 
d’atomisation permet d’accéder aux informations sur la courbure des interfaces mais présente deux 
contraintes principales pour l’application qui nous intéresse. La première provient du résultat de la 
projection d’un objet tridimensionnel sur un plan 2D. Cette projection peut occasionner des pertes 
d’informations sur le système liquide s’il présente des structures se superposant sur l’image (exemple de 
sprays denses, jets turbulents, …). La seconde est liée à la résolution du dispositif optique lui-même qui 
limite l’analyse pour les plus petites échelles. La réponse impulsionnelle du montage optique génère 
ainsi un effet de flou sur les interfaces. De plus l’image numérique donne une représentation spatiale 
discrète de l’image optique, les interfaces d’un système liquide seront donc retranscrites avec une 
résolution spatiale liée à cette représentation discrète. La principale difficulté rencontrée lors du 
traitement d’images est de détecter le bon contour des objets observés sur ces images. Cette détection 
peut être améliorée en choisissant des optiques présentant une réponse impulsionnelle étroite (limitant 
l’effet de flou) et/ou en utilisant une caméra avec une meilleure résolution spatiale. Si le dispositif 
optique ne pas/plus être amélioré en amont, alors les méthodes de détections de contours sub-pixels 
peuvent venir apporter une description plus fine des contours recherchés (Steger (1998)). Les analyses 
effectuées ensuite à partir de ces contours, notamment l’analyse multi-échelles, bénéficient fortement 
de la qualité et de la forte résolution des contours issus de la phase de traitement d’images. 
L’amélioration des outils de détections de contours présente alors un fort intérêt si l’on souhaite 
améliorer la qualité des analyses. 

Seule la version à deux dimensions de l’analyse multi-échelles a pour le moment été utilisée dans 
l’investigation expérimentale des processus d’atomisation (Dumouchel (2017)), les analyses s’étant 
basées sur des images 2D des structures liquides observées. La projection 2D peut conduire à une perte 
d’information qu’il est donc impossible de retrouver. Cependant, dans le cas d’objets de géométries 
simples il est possible d’extrapoler une information 3D à partir d’une image 2D. C’est ce qui sera fait 
ici pour pouvoir conduire une analyse multi-échelles 3D.  

Dans le but d’améliorer les outils de diagnostic et les analyses développées au laboratoire, cette partie 
présente en premier lieu un comparatif de méthodes de segmentation sub-pixel d’images. Puis des 
méthodes de calcul de la distribution d’échelle 3D seront présentées qui se basent sur l’utilisation du 
squelette pondéré de l’objet étudié. L’une d’entre elles, utilisant une méthode dite de Monte-Carlo sera 
détaillée et testée. Enfin, le traitement sub-pixel et l’analyse multi-échelles 3D seront combinés afin de 
revisiter des résultats expérimentaux précédemment publiés sur l’atomisation de ligaments liquides 
issues de nappes 2D turbulentes. 
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3.2. Traitement d’images 

3.2.1. Techniques de seuillages 

La technique d’imagerie par transmission permet de visualiser la projection 2D des objets. Pour étudier 
les différents objets présents sur une image, il convient de les séparer. Cette séparation est réalisée aux 
travers de méthodes de segmentation. Despotović et al. (2015) a récemment publié une revue d’articles 
listant les principales méthodes de segmentations utilisées pour analyser les images IRM du cerveau 
humain.  Bien que le domaine d’application soit éloigné du sujet présenté ici, la classification des 
méthodes de segmentation qui y est faite n’en reste pas moins transposable à n’importe quel autre 
champ de recherche. Cette classification peut être résumée comme suit :  

- Méthodes basées sur l’intensité des pixels. 
- Méthodes basées sur la surface des objets. 
- Méthodes de segmentations hybrides. 
- Méthodes basées sur des atlas. 

Les méthodes basées sur l’intensité des pixels cherchent à classifier chaque pixel en se basant sur son 
intensité lumineuse. La plupart de ces méthodes font appel à l’histogramme de niveau de gris de l’image 
pour la segmenter en différentes régions associées à des modes de l’histogramme, comme illustré en 
figure 29. D’autre basées sur la croissance de régions connexes ont pour principe de regrouper en 1 
seule région tous les pixels adjacents d’intensité similaire (nécessitant un point de départ) ; ou encore 
celles basées sur des méthodes de classification qui identifient les différents objets d’une image en 
comparant l’image à segmenter à des images déjà segmentées issues d’une base de données. Ces 
méthodes identifient les zones de même intensité et/ou texture sur les images pour réaliser la 
segmentation. 

 
Figure 29. Segmentation d’histogramme de niveaux de gris d’une image. (a) Segmentation a un seul niveau (b) Segmentation multi-

niveaux, Despotoviç et al. (2015). 

Les méthodes basées sur la surface des objets comprennent toutes les méthodes utilisant les contours 
et surfaces actives (déformables) ainsi que les méthodes Level-Set (Chan et al. (2001), Yushkevisch et al. 
(2006), Kass et al. (1988), Li et al. (2010)). Dans ces méthodes, chaque objet se voit préalablement 
attribué une description qui lui est propre (intensité, texture, région de l’espace, géométrie, …). Ensuite, 
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un ensemble de courbes est superposé à l’image pour la segmenter et toutes les zones identifiées sont 
comparées aux descriptions des objets. Pour les zones ne respectant pas les descriptions, leurs contours 
sont alors déformés itérativement pour chercher la surface qui correspondra le plus aux descriptions 
recherchées. Les contours utilisés sont des courbes (ou surfaces en 3 dimensions) paramétriques qui 
sont déformées sous l’action de forces internes et externes à la zone de l’image considérée pour respecter 
les descriptions des objets. Les objets de l’image et leurs contours sont considérés comme des fonctions 
que l’on cherche à minimiser, cette minimisation traduit la meilleure approximation réalisée sur l’image 
à partir des descriptions des objets données initialement. L’image est segmentée lorsqu’un critère de 
minimisation de ces fonctions est atteint.  

Les méthodes basées sur des atlas consistent à comparer l’image étudiée à une banque de données 
similaires servant de référence afin de segmenter les différentes régions de l’image. Les méthodes de 
segmentations hybrides combinent plusieurs méthodes de segmentations. L’objectif est d’utiliser les 
complémentarités de ces méthodes pour contourner les désavantages de chacune et ainsi améliorer la 
qualité de la segmentation. 

La phase de traitement d’images développée au CORIA par Blaisot et al. (1998), Yon (2003), Blaisot et 
al. (2005), Fdida et al. (2009) et Blaisot (2012) fait partie des méthodes de seuillage basées sur l’intensité 
des pixels. Elle consiste à extraire les objets liquides en adaptant localement le niveau du seuillage grâce 
à la prise en compte de la réponse impulsionnelle du système optique ainsi que du défaut de mise au 
point. Pour cela, un modèle d'imagerie est utilisé pour obtenir des informations de corrections de 
l’interface et de profondeur de champ à partir d'une configuration de caméra unique. Ce modèle est 
basé sur le formalisme de Fourier (Goodman (1968)) et utilise le concept de la fonction d'étalement du 
point (PSF). Il permet de mesurer la taille des gouttes indépendamment de leur position, c'est-à-dire 
pour les gouttes floues ou non floues, comme montré notamment dans Fdida et al. (2009). Cette phase 
de traitement d’images se découpe en plusieurs étapes :  

- Normalisation des images. 
- Localisation des objets liquides. 
- Segmentation locale des objets de l’image. 

La qualité de ce traitement joue un rôle essentiel sur la qualité des analyses. Ce traitement est facilité 
pour des images fortement contrastées et présentant une bonne mise au point du système liquide, 
comme détaillé dans Yon (2003) et Fdida et al. (2009).  

 

3.2.2. Normalisation des images 

Le fond lumineux d’une image est souvent inhomogène, présentant des variations d’intensité 
lumineuse d’une image à l’autre ou d’une partie à l’autre d’une même image. L’étape de normalisation 
des images consiste à supprimer ces inhomogénéités afin d’obtenir un fond lumineux uniforme. Cette 
étape nécessite l’utilisation d’une image de fond lumineux de référence (sans objets à analyser) et d’une 
image du bruit du capteur (image prise dans le noir complet) afin de calculer l’intensité lumineuse 
normalisée de chaque pixel (𝑥, 𝑦) : 
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𝐼𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝜑
𝐼(𝑥, 𝑦) − 𝐼𝑏(𝑥, 𝑦)

𝐼𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐼𝑏(𝑥, 𝑦)
𝑁𝑓𝑜𝑛𝑑  (79) 

Où 𝐼𝑛, 𝐼, 𝐼𝑓, 𝐼𝑏 sont respectivement les intensités de l’image normalisée, de l’image expérimentale, de 

l’image de fond lumineux de référence et de l’image du bruit. La grandeur 𝑁𝑓𝑜𝑛𝑑 permet de fixer le 

niveau de l’intensité du fond lumineux lors de la reconversion de l’image normalisée en niveau de gris. 
Le paramètre 𝜑 corrige les éventuelles fluctuations d’intensité lumineuses d’une image à l’autre : sa 
valeur est obtenue en divisant le niveau de référence de l’image de fond lumineux par celui de l’image 
expérimentale, le niveau de référence pouvant être le niveau de gris maximum de l’image, le mode 
principal de l’histogramme de niveau de gris de l’image (niveau de gris le plus peuplé) ou encore le 
niveau de gris moyen d’une zone de l’image (jamais perturbée par la présence d’objets liquides).  

 

3.2.3. Localisation des objets liquides 

La localisation des objets liquides permet de différencier les pixels appartenant au fond lumineux de 
ceux appartenant aux objets liquides. La méthode de localisation utilisée combine deux techniques de 
seuillage afin de trouver un maximum d’objets sur l’image :  

- Seuillage via la forme de l’histogramme. 
- Seuillage par transformée en Ondelette. 

Le seuillage d’une image consiste à transformer une image en niveau de gris en une image segmentée 
où chaque classe d’objets possède sa propre valeur de niveau de gris. Dans le cas où seules deux classes 
existent (fond d’un côté et objets de l’autre), on parle de « binarisation » d’image. 

 

3.2.3.1. Seuillage via la forme de l’histogramme 

C’est la méthode la plus simple de seuillage d’image. Elle est basée sur l’étude de l’histogramme de 
niveau de gris de l’image. Cette étude consiste à rechercher les valeurs de niveaux de gris, appelés seuils, 
qui séparent les classes d’objets désirées. Dans le cas d’un seuillage simple global (1 seul seuil pour toute 
l’image), la segmentation d’une image 𝐼(𝑥, 𝑦) est définie comme :  

𝐼′(𝑥, 𝑦) = {
0, 𝐼(𝑥, 𝑦) < 𝑁𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙
1, 𝐼(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑁𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙

 (80) 

𝑁𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 = 𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙(𝑁𝑚𝑎𝑥 −𝑁𝑚𝑖𝑛) + 𝑁𝑚𝑖𝑛 (81) 

Où 𝐼′ est l’image segmentée avec deux niveaux (1 pour le fond lumineux et 0 pour les objets), 𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 le 
seuil normalisé (0 < 𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 < 1) déterminant le seuil de niveau de gris 𝑁𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 dépendant des niveaux de 
gris maximum 𝑁𝑚𝑎𝑥 et minimum 𝑁𝑚𝑖𝑛 de l’image à segmenter. L’utilisation d’une valeur de seuil plus 
élevée augmente le nombre d’objets détectés mais augmente également la sensibilité de la segmentation 
au bruit de fond l’image. Ceci peut se traduire par le regroupement de deux objets proches en 1 seul 
ou encore par l’apparition de taches dans le fond lumineux, comme l’illustre la figure 30. 
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Figure 30. Seuillage d’une image normalisée - Image binaire par seuil classique (a) 𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 = 0,2 et (b) 𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 = 0,5 et (c) 𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 = 0,7, 
Ngo (2013). 

Cette technique n’est pas la mieux adaptée à la détection de petits objets ou ceux en défaut de mise au 
point qui ne sont pas assez contrastés et dont les valeurs de niveau de gris sont supérieures à 𝐼𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙. Pour 
résoudre ce problème, une segmentation basée sur le gradient de niveau de gris entre les objets et le 
fond lumineux est utilisée. 

 

3.2.3.2. Seuillage par transformée en Ondelette (TO) 

Cette méthode a été implémentée par Yon (2003). Cette segmentation est basée sur le fait que les 
contours d’éléments liquides sont caractérisés par la présence d’une concavité dans le profil de niveau 
de gris dans le voisinage de l’interface. La segmentation détecte la courbure locale du niveau gris en 
étudiant la dérivée seconde de ce celui-ci en appliquant une transformée en ondelette par l’ondelette 
« chapeau mexicain », cette ondelette correspondant à la dérivée seconde d’une gaussienne. La 
convolution de l’image étudiée avec cette ondelette revient donc à calculer la dérivée seconde d’une 
image filtrée par une gaussienne, ce qui permet de détecter ces concavités. L’ondelette  « chapeau 
mexicain »  est définie par l’équation (82) et illustrée en figure 31. 

𝜓(𝑟) = (1 − 𝑟2) exp (−
𝑟2

2
) (82) 

 

Figure 31. Forme de l’ondelette en « chapeau mexicain », Yon (2013). 

Le résultat de cette convolution, illustré en figure 32(b), donne une image où les concavités et les 
convexités du profil de niveaux de gris sont visibles. Un seuillage par intensité lumineuse est ensuite 
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appliquée à l’image résultante de la transformée en ondelette, dont le seuil est choisi de manière à 
conserver uniquement le contour intérieur des objets détectés (exemple en figure 32(d)). 

 

Figure 32. Détection des gouttes par seuil TO. (a) Image normalisée, (b) Image de T.O, (c) Histogramme niveau du gris d’image de TO, 
(d) Image de seuil T.O, Ngo (2013). 

Les résultats des deux méthodes de seuillage sont ensuite combinées pour former l’image résultante de 
la localisation. Une opération supplémentaire est ensuite effectuée qui consiste à labéliser chacun des 
objets trouvés sur l’image : un objet trouvé, défini par un ensemble de pixels connexes, se voit alors 
attribué une valeur de niveau de gris, cette valeur étant différente d’un objet à l’autre. L’ensemble de 
toutes les étapes conduisant à la localisation des objets liquides est présenté en figure 33. 

 

Figure 33. Labellisation d’image, Ngo (2013). 
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3.2.4. Segmentation locale des objets de l’image 

L’intérêt d’une image labélisée est qu’elle autorise l’analyse séparée de chacun des objets liquides 
identifiés : l’image labélisée va alors servir de masque pour isoler une portion de l’image contenant un 
objet liquide de l’image normalisée avec son environnement proche (Yon (2003)). A partir de cette 
portion d’image, on peut choisir de calculer le contour à un niveau pixel de cet objet ou le contour à 
un niveau sub-pixel. Le choix d’utiliser ou non l’information sub-pixel du contour des objets dépend 
de la résolution de ces objets ainsi que des analyses qui en seront faites par la suite.  

La détermination du contour pixel peut être suffisante pour les images issues de caméra à haute 
résolution. La particularité de la méthode développée au CORIA est que le seuil de niveau de gris 𝑁𝑆𝑒𝑢𝑖𝑙 

utilisé dans l’équation (81) sera ici déterminé localement pour chacun des objets labélisés étudiés. Ce 

seuil dépendra des niveaux 𝑁𝑚𝑎𝑥 et 𝑁𝑚𝑖𝑛 locaux à la portion d’image correspondant à cet objet et une 
correction est appliquée en fonction du défaut de mise au point de l’objet (Fdida et al. (2009)). Cette 
segmentation est calibrée pour placer le contour des objets au plus près de la position de l’interface. 

 

3.3. Approches sub-pixel 

L’intérêt des méthodes de segmentations sub-pixel est de permettre une description plus fine des 
interfaces par rapport aux segmentations classiques au niveau pixel. Le « gain » d’informations résulte 
de l’interpolation du contour à un niveau sub-pixel à partir des informations de l’image initiale. On 
peut distinguer deux grandes approches de ce problème : 

- Segmentation directe de l’image au niveau sub-pixel. 
- Reconstruction sur-résolue de l’image complète, puis segmentation classique. 

La segmentation directe au niveau sub-pixel va chercher à interpoler un contour sub-pixel local et 
retourner une image segmentée sub-pixel. La plupart des méthodes sont basées sur les modèles itératifs 
à contours déformables, dit « snake ». Ils ont été introduit par Kass et al. (1988) pour le cas d’images 
2D avant d’être rapidement généralisé en 3D (Li et al. (2010), Terzopoulos et al. (1988)). Ces méthodes 
sont basées sur la déformation d’une ligne spline (appelée level-set) qui respecte un critère de 
minimisation d’énergie (force interne au contour) et se déplace dans l’image jusqu’aux contours en 
fonctions des attributs (gradients de niveaux de gris, textures, …) de l’image (force externe au contour). 
Initialement, ces méthodes level-set se sont avérées sensibles à la position initiale du contour et au bruit 
de l’image. Ensuite, elles ont été améliorées afin d’utiliser les informations venant des surfaces des 
objets à détecter dans l’image (Mumford et al. (1989), Chan et al. (2001)). Deux grandes familles de 
méthodes level-set découlent de ces évolutions : 

- Modèles de contours : ils utilisent les gradients d’intensité des contours de l’image pour guider 
la déformation des contours (Caselles et al. (1997), Kimmel et al. (1995), Malladi et al. (1995)). 
Elles sont sensibles au bruit et nécessite de fort gradient de niveau de gris aux interfaces. 

- Modèles de régions : ils cherchent des régions homogènes pour guider la déformation des 
contours (Ronfard (1994), Vese et al. (2002)). Elles sont sensibles aux inhomogénéités de 
l’image. 
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De manière générale, les méthodes de segmentation par level-set, itératives par natures, sont 
gourmandes en ressources de calcul.  

La reconstruction sur-résolue d’une image à faible résolution consiste à créer une image à une résolution 
plus élevée à partir d’une ou plusieurs images à faible résolution (Ziwei et al. (2014)). En règle générale, 
l’image sur-résolue obtenue est directement utilisée à d’autres fins (imagerie satellite par exemple) 
qu’une simple segmentation comme nous allons le faire ici. Le développement de ces techniques a 
débuté avec Harris (1964) et Goodman (1968) avec l’utilisation d’une seule image. Elles ont été 
améliorées par Tsai et al. (1984) grâce à l’utilisation de séquences d’images d’une même scène décalées 
spatialement. Le début des années 2000 voit le développement de techniques de sur-résolution utilisant 
des méthodes d’apprentissages (Freeman (2000), Chang et al. (2004)) comme les chaines de Markov. 
Ces dernières sont utilisées dans des domaines plus spécifiques (reconnaissance faciale) où elles peuvent 
bénéficier d’une banque de données pour l’apprentissage. 

A partir de cette brève littérature, les méthodes choisies pour la comparaison sub-pixel sont les 
suivantes :  

- La méthode développée au CORIA (Blaisot et al. (2005), Blaisot (2012), Fdida et al. (2009)). 
- Une méthode level-set de Li et al. (2010) qui est peu sensible au choix du contour initial et aux 

inhomogénéités de niveaux de gris présentes sur l’image. Cette méthode converge rapidement 
(pour une level-set) et est précise jusqu’au quart de pixel avec un bon jeu de paramètres. 

- Une méthode de sur-résolution bi-cubique. Elle est utilisée comme référence (Timofte et al. 
(2014), Zhang et al. (2016)) pour les comparaisons des techniques de sur-résolution et présente 
les avantages d’être simple, très rapide et déjà implémentée dans la plupart des logiciels de 
traitement d’images (ImageJ, Gimp, Photoshop). 

- Une méthode de sur-résolution de Timofte et al. (2014) utilisant une méthode d’apprentissage. 
C’est une méthode rapide (pour une méthode d’apprentissage) et présentant le plus fort PSNR 
(ratio signal maximal sur bruit) des méthodes de ce type. 

 

3.3.1. Calcul du contour sub-pixel (CORIA) 

La méthode de calcul du contour sub-pixel utilisée au CORIA a été développée par Blaisot et al. (2005) 
et Blaisot (2012) et utilise comme information de départ le contour pixel local défini pour chacun des 
objets labélisés. Pour chaque pixel du contour, les pixels adjacents (8-connexe) sont inspectés et ceux 
appartenant au fond de l’image sont identifiés. Pour chaque couple de pixels « contour - fond » est 
définie une interpolation linéaire entre les deux niveaux de gris de l’image normalisée pour ces deux 
pixels. A partir de cette interpolation, les coordonnées sub-pixel du contour sont déterminées au point 
où la valeur de niveau de gris interpolée est égale à la valeur du seuil local de segmentation, comme 
illustré en figure 34. Une fois les contours sub-pixel calculés pour chacun des objets trouvés lors de 
l’étape de localisation, une image à résolution sub-pixel est générée. 
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Figure 34.Détermination de coordonnées sub-pixel. 

 

3.3.2. Sub-pixel : level-set 

La méthode de segmentation level set sub-pixel est basée sur celle proposée par Li et al. (2010). On note 
Ω le domaine sur lequel est défini l’image 𝐼, prise comme une application de Ω dans ℝ et qui donne le 
niveau de gris de l’image. Le contour 𝐶 est recherché à travers la détermination d’une fonction level-set 
𝜙 qui vaut zéro sur le contour. Le contour sub-pixel est obtenu par interpolation de la fonction level-
set qui est estimée au niveau de chaque pixel. La méthode est basée sur la minimisation d’une 
fonctionnelle 𝜀(𝜙) comportant trois termes : un terme visant à minimiser la longueur du contour, un 
autre visant à minimiser la surface à l’intérieur du contour et un troisième de régularisation pour 
maintenir la propriété de fonction distance signée dans le voisinage du contour pour 𝜙, sans nécessiter 
de réinitialisation périodique de 𝜙. Dans cette méthode, les termes de minimisation de la longueur et 
de la surface à l’intérieur du contour sont basés sur une fonction indicatrice de bord qui est minimum 
dans les zones de forts gradients associées aux bords des objets : 

𝑔 =
1

1 + |∇𝐼|2
 (83) 

Avec ∇𝐼 l’opérateur gradient appliqué à l’image.  

C’est une version dérivée de cette méthode et développée pour les applications aux images par 
résonance magnétique utilisées en médecine qui a été employée ici (Li et al. (2010)). Un exemple de 
recherche de contour d’objets avec cette méthode est donné en figure 35. Cette méthode de 
segmentation, reprend pour base le modèle level-set de Chan et al. (2001), dit « piecewise constant » 
(PC) model. L’hypothèse formulée ici consiste à associer l’intérieur contour 𝐶 à une intensité moyenne 
𝑐1  et l’extérieur de 𝐶  à une intensité moyenne 𝑐2 . Le terme de minimisation de la surface est ici 
remplacé par deux termes visant à minimiser l’écart entre les niveaux de gris moyen à l’intérieur et à 
l’extérieur du contour 𝐶 et ces deux constantes 𝑐1 et 𝑐2. La fonctionnelle à minimiser, 𝐹𝐶𝑉(𝜙, 𝑐1, 𝑐2) 
(énergie), est alors définie par l’Eq.(84) Li et al. (2010). 

𝐹𝐶𝑉(𝜙, 𝑐1, 𝑐2) =  ∫ |𝐼(𝐱) − 𝑐1|
2𝐻(𝜙(𝐱))𝑑𝐱

 

Ω

+∫ |𝐼(𝐱) − 𝑐2|
2 (1 − 𝐻(𝜙(𝐱))) 𝑑𝐱

 

Ω

+ 𝜐∫ |∇𝐻(𝜙(𝐱))|𝑑𝐱
 

Ω

+ ∫ 𝑝(|∇𝜙|)𝑑𝐱
 

Ω

 
(84) 
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Où 𝐻 est la fonction Heaviside qui définit l’appartenance d’un pixel à l’intérieur ou à l’extérieur du 
contour, et la fonction level set 𝜙  vaut zéro sur le contour 𝐶 , positive à l’intérieur et négative à 
l’extérieur. Les deux premiers termes de l’équation (84) représentent les deux domaines recherchés 
d’intensité moyenne 𝑐1 et 𝑐2, le troisième terme est le terme permettant de minimiser la longueur du 
contour, avec 𝜐 un coefficient de pondération positif et le quatrième terme est le terme de régularisation 
de la distance. La fonction 𝑝  intervenant dans ce quatrième terme doit vérifier 𝑝(𝑠) ≥ 𝑝(1)  et 
𝑝: [0, +∞[ → ℝ, impliquant que ce terme soit minimal pour |∇𝜙| = 1 (propriété de la fonction level set 
dans le voisinage du contour). La recherche de la fonction level set 𝜙 et des constantes 𝑐1 et 𝑐2 pour 
lesquelles l’énergie 𝐹𝐶𝑉 est minimale aboutie à la segmentation de l’image en deux domaines Ω1 et Ω2 
tels que Ω1 = {𝐱:𝜙(𝐱) > 0} et Ω2 = {𝐱:𝜙(𝐱) < 0}. De façon plus globale, cette modélisation revient à 
approximer l’intensité lumineuse de l’image par deux domaines différents où l’intensité y est constante 
(soit 𝑐1 soit 𝑐2) et pour laquelle le contour est itérativement déformé afin de minimiser son énergie. 

Le contour obtenu par la méthode piecewise constant (PC) dépend fortement du contour initial 
prédéfini : en ne tenant pas compte des inhomogénéités de l’image dans le calcul, la méthode ne 
converge pas nécessairement vers le contour désiré et génère des aberrations. Ce problème peut être 
contourné par une opération de normalisation de l’image initiale si l’on dispose d’une image de fond 
lumineux de référence, référence absente dans le cas d’images IRM. A partir de cette méthode piecewise 
constant (PC), Li et al. (2010) ont ajouté des degrés de libertés afin de pallier aux défauts de cette 
dernière. La nouvelle formulation de la fonctionnelle proposée par Li et al. (2010) est :  

𝐹(𝜙, 𝐜, 𝑏) =  𝜀(𝜙, 𝐜, 𝑏) + 𝜐 𝜒(𝜙, 𝐜, 𝑏) + 𝜇 𝜓𝑝(𝜙, 𝐜, 𝑏) (85) 

Avec : 

𝜀(𝜙, 𝐜, 𝑏) =  ∫ ∑(∫ 𝐾(𝐲 − 𝐱)|𝐼(𝐱) − 𝑏(𝐲)𝑐𝑖|
2𝑑𝐲

 

Ωi

)

𝑁

𝑖=1

𝑀𝑖(𝜙(𝐱))𝑑𝐱
 

Ω

 (86) 

𝜒(𝜙, 𝐜, 𝑏) =  ∫ |∇𝐻(𝜙)|𝑑𝐱
 

Ω

 (87) 

 
Figure 35. Segmentation d’une image de citron et d’un vaisseau sanguin. De gauche à droite : contour initial, contour intermédiaire, 

contour final Li et al. (2010). 
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𝜓𝑝(𝜙, 𝐜, 𝑏) = ∫𝑝(|∇𝜙|)𝑑𝐱
 

Ω

 (88) 

Où N est le nombre de domaines différents recherchés (𝑁 = 2  si seuillage simple), 𝑐𝑖  l’intensité 

constante du domaine 𝑖 et 𝑀𝑖 la fonction d’appartenance à ce domaine i (si 𝑁 = 2, 𝑀1 = 𝐻 et 𝑀2 = 1 −
𝐻). La fonction 𝜀 représente l’énergie des domaines recherchés où 𝑏 tient compte des inhomogénéités 
de l’image en variant faiblement dans celle-ci. 𝐾 est une fonction décrivant la distribution d’intensités 
dans le domaine 𝑖 autour de l’intensité de référence 𝑐𝑖 et vérifiant 𝐾(𝐮) = 0 en dehors du domaine Ωi 
et ∫𝐾(𝐮) = 1. 𝐾 permet de tenir compte des inhomogénéités au sein du domaine Ωi. La fonction 𝜒 
minimise la longueur du contour recherché et la fonction 𝜓𝑝 est la fonction de régularisation de la 

distance. De façon plus globale, les deux premiers termes de l’équation (84) sont regroupés dans la 
fonction 𝜀(𝜙, 𝐜, 𝑏) qui tient maintenant compte des variations de niveaux de gris du fond lumineux et 
de celles des objets recherchés, les fonctions 𝜒(𝜙, 𝐜, 𝑏) et 𝜓𝑝(𝜙, 𝐜, 𝑏) servant à minimiser l’énergie des 

contours des objets recherchés. Pour l’implémentation de leur méthode, les auteurs ont utilisé les 
fonctions suivantes : 

𝐾(𝐮) = {
 
1

a
exp(−

|𝐮|2

2𝜎𝐿𝑖
2) , 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝐮 ≤ 𝜌𝐿𝑖

0                           , 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  (89) 

𝑝(𝑠) = 0,5(𝑠 − 1)2 (90) 

Où 𝜎𝐿𝑖 traduit la dispersion des valeurs de niveau de gris pour tenir compte des inhomogénéités du 
fond lumineux. Ils montrent que la précision de leur méthode augmente avec la diminution de 𝜎𝐿𝑖. Ils 
ont obtenus leurs meilleurs résultats avec le paramètre 𝜎𝐿𝑖 = 4 qui est la plus petite valeur testée dans 
leur étude (Li et al. (2010)), leur résultats laissant penser qu’il existe une précision maximale limite 
atteinte pour 𝜎𝐿𝑖 = 4 . Leur méthode de segmentation retourne la liste des points des contours 
interpolés avec des coordonnées sub-pixels. Ils montrent qu’avec leurs images IRM ils ont une précision 
égale au quart de pixels. Ces fonctions et paramètres seront conservés pour notre comparaison des 
méthodes de segmentation. 

 

3.3.3. Sur-résolution : méthode bi-cubique 

Keys Keys (1981) a présenté la technique d’interpolation cubique par convolution. Dans le cas à 1 
dimension, correspondant à une ligne de pixel, il définit le noyau d’interpolation cubique et ses 
propriétés. Le noyau de l’interpolation cubique est de classe 𝐶1(ℝ) , donc dérivable et à dérivée 
continue. Ceci implique que l’interpolation cubique cherchera à conserver la dérivée du gradient de 
niveau de gris de l’image. Si on considère 𝑠 la position relative de 𝑥 dans l’intervalle [𝑥𝑘  ; 𝑥𝑘+1] tel que 
𝑠 = (𝑥 − 𝑥𝑘)/ℎ où ℎ est le pas d’échantillonnage de l’image et 𝑥𝑘 la position du pixel 𝑘 dans la ligne 
considérée, l’intensité interpolée 𝐼 en 𝑥 vaut alors Van Reeth (2011): 

𝐼(𝑥) =  − 𝑠3 [𝑎(𝐼(𝑥𝑘+2) −  𝐼(𝑥𝑘−1)) + (𝑎 + 2)(𝐼(𝑥𝑘+1) −  𝐼(𝑥𝑘))] 

                + 𝑠2 [2𝑎(𝐼(𝑥𝑘+1) − 𝐼(𝑥𝑘−1)) + 3(𝐼(𝑥𝑘+1) − 𝐼(𝑥𝑘)) + 𝑎(𝐼(𝑥𝑘+2) −  𝐼(𝑥𝑘))] 

                − 𝑎𝑠 (𝐼(𝑥𝑘+1) − 𝐼(𝑥𝑘−1)) + 𝐼(𝑥𝑘) 

(91) 
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Où 𝑎 est le paramètre de réglage de l’interpolation cubique. Keys (1981) montre que pour 𝑎 = −0,5 
l’erreur d’interpolation est alors minimale et décroit proportionnellement à une fonction cubique en 
ℴ(ℎ3). En 1 dimension, il faut 4 points pour réaliser la convolution, il en faut alors 16 dans le cas d’une 
image à 2 dimensions. 

La méthode bi-cubique de sur-résolution est par nature une méthode d’interpolation. Son faible temps 
de calcul et sa simplicité en fond une méthode de référence pour les comparaisons entre les différentes 
méthodes de sur-résolution. 

 

3.3.4. Sur-résolution : méthode A+ 

Les méthodes de sur-résolution ont pour objectif de construire une image de plus grande définition à 
partir d’une image de base. Elles ont pour principal défaut de créer une image au rendu « flou » : les 
gradients entre deux zones présentant une forte différence de couleurs sont peu prononcés, comme 
montré en figure 36 pour différentes méthodes. L’objectif de ces méthodes est alors d’augmenter les 
valeurs de ces gradients pour rendre les images produites plus « nettes ». La méthode de sur-résolution 
A+ (Timofte et al. (2014)) est une amélioration de la méthode initiale « anchored neighborhood 
regression » (ANR) des mêmes auteurs (Timofte et al. (2013)). Cette méthode reconstruit une image 
sur-résolue à partir de l’image de base en utilisant les informations contenues dans un dictionnaire. Ce 
dictionnaire est créé à partir d’une banque d’images à faible et haute résolution afin d’établir un lien 
statistique entre les détails d’une image à faible résolution et sa version à haute résolution d’une scène 
donnée, constituant ici la partie d’apprentissage de la méthode de sur-résolution. L’intérêt de 
l’utilisation d’un tel dictionnaire est de reproduire le plus naturellement possible les contours et 
textures d’une image. De plus, cela permet de réduire significativement le temps de calcul de l’image 
sur-résolue en transférant dans la partie de création du dictionnaire le calcul nécessaire à 
l’apprentissage. 

 
Figure 36. Image de Monarque avec un facteur d’agrandissement de 3 : Nom de la méthode/auteurs, mesure du PSNR, Timofte et al. 

(2014). 
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L’intérêt de cette méthode pour notre comparatif est de proposer une image sur-résolue à partir d’une 
seule image initiale et présentant des gradients de niveaux de gris prononcés aux interfaces. Ces forts 
gradients limiteront l’impact de la valeur du seuil lors de l’opération de segmentation. 

 

3.3.5. Comparatif des méthodes 

Les comparaisons entre les différentes approches sub-pixels seront faites sur une image de test disposant 
d’objets et de structures élémentaires de différentes tailles en plus d’une image expérimentale de nappe 
liquide turbulente faiblement résolue (640*352 pixels) : c’est sur ce type d’images que l’on souhaite 
améliorer la qualité de l’analyse. La comparaison est d’ordre quantitatif pour l’image de test et 
qualitatif pour l’image de nappe : étant donné que l’on ne connait pas la position exacte du contour 
des objets pour les images expérimentales, c’est la convergence vers un même contour des différentes 
méthodes qui va être regardée. 

(a) 

 

(b) 

 

Figure 37. Image test (a) initiale (b) floutée avec un filtre gaussien de 20 pixels de largeur totale. 

L’image de test, illustrée en figure 37, comporte 2 rectangles de 400*40 pixels, dont le second est incliné 
de 5°, des disques dont les diamètres sont compris entre 5 et 40 pixels, d’une ellipse et de deux 
structures de perles sur une ficelle avec un diamètre variable de la structure ligamentaire variant entre 
5 et 30 pixels, dont le second est incliné de 5°. Cette image est ensuite floutée par convolution avec un 
filtre gaussien de 20 pixels de largeur totale. Ce filtrage sert à simuler la réponse impulsionnelle du 
dispositif optique de formation d’image, comme illustré en figure 38. 

(a) 

 

(b) 

 

Figure 38. Profil de niveau de gris sur une ligne normale (jaune) à un contour local (a) image test avant filtrage (rouge) et après (noir) 
(b) Exemple de réponse optique pour une caméra haute résolution (voir descriptif en Ch.4). 

Sur cette image test floutée, quatre contours sont calculés : 

- Interpolation sub-pixel avec les programmes du CORIA (bleu). 
- Interpolation sub-pixel par level-set Li et al. (2010) (violet).  
- Sur-résolution bi-cubique x4 puis segmentation pixel avec les programmes du CORIA (vert). 
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- Sur-résolution A+ x4 puis segmentation pixel avec les programmes du CORIA (rouge). 

Pour l’interpolation sub-pixel par level-set, le contour est déterminé par la level-set dans les zones où le 
gradient de niveau gris est maximum à l’aide de la fonction « contour » de MATLAB. Pour les trois 
autres méthodes, on utilise les outils développés au CORIA qui déterminent les niveaux de gris 𝑁𝑚𝑎𝑥 
et 𝑁𝑚𝑖𝑛 pour chaque objet détecté sur l’image, un seuil est ensuite appliqué pour segmenter les images 
(voir Eq.(81)). Le niveau de seuil choisi est 𝑁𝑠𝑒𝑢𝑖𝑙 = 0,5 car il correspond à la position de l’interface pour 
l’image de test (voir figure 38(a)). 

Pour chacun des contours obtenus, une image segmentée est produite. Ces images ont une résolution 
égale à un quart de pixel dans les deux directions vis-à-vis de l’image originale, correspondant à la 
précision maximale de la méthode level set. Un sub-pixel a une surface égale à 1 16⁄

è𝑚𝑒 de la surface du 

pixel de l’image originale. Les images segmentées sont ensuite comparées à l’image originale (figure 
37(a)) en mesurant le PSNR pour chaque objet présent sur l’image. Cette grandeur traduit la proximité 
entre deux images. Le PSNR s’écrit :  

𝑃𝑆𝑁𝑅 =  10 log(
𝐼𝑚𝑎𝑥 

2

1
𝑚𝑛

∑ ∑ (𝐼0(𝑖, 𝑗) − 𝐼(𝑖, 𝑗))
2𝑛−1

𝑗=0
𝑚−1
𝑖=0

) (92) 

Où 𝐼𝑚𝑎𝑥 est le niveau de gris maximal de l’image, 𝑚 et 𝑛 sont les deux dimensions de l’image, 𝐼0(𝑖, 𝑗) 
et 𝐼(𝑖, 𝑗) sont l’intensité du pixel (𝑖, 𝑗) respectivement sur l’image originale (figure 37(a)) et l’image 
obtenue après segmentation sub-pixel de l’image floutée (figure 37(b)). Les images sub-pixels étant 4 fois 
plus grande que l’image originale, cette dernière est agrandie avec un facteur 4 sans interpolation pour 
pouvoir calculer le PSNR. Les mesures de PSNR sont présentées en tableau 2, les ensembles « 4 gouttes » 
et « 5 gouttes » correspondent aux 4 ou 5 plus grand disques situés en bas à gauche de l’image originale. 
Dans le tableau 2, la colonne intitulée « Référence dilatée » correspond à l’image originale dont 
l’interface des objets a été dilatée d’un quart de pixel. La valeur de PSNR correspondante traduit alors 
un écart global d’un quart de pixel par rapport aux contours de l’image originale. Une augmentation 
de PSNR indique qu’il y a en proportion moins de pixels présentant des intensités différentes entre les 
deux images, indiquant que le contour sub-pixel obtenu se rapproche du contour original. 

PSNR (dB) 
Référence 

dilatée 
Bi-cubique A+ Level Set CORIA 

Level Set 
dilatée 

Ellipse 21,6 19,3 19,3 23,7 20,3 19,9 

5 gouttes 21,6 22,4 22,3 23,1 20,4 20,7 

4 gouttes 21,4 22,7 22,5 24,0 22,3 20,6 

Grande goutte 20,7 21,6 21,4 23,0 21,7 19,3 

Ligament 21,0 18,9 18,8 23,2 19,7 19,3 

Ligament incliné 22,9 20,7 20,9 23,5 21,5 20,6 

Rectangle 19,8 16,8 16,8 26,8 18,0 19,3 

Rectangle incliné 21,4 18,9 18,9 22,5 19,7 19,3 

Image totale 21,3 20,2 20,1 23,7 20,4 19,9 

Tableau 2. Mesure du PSNR pour les différents objets de l’image de test. 
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Pour chaque objet présent sur l’image test, c’est la méthode level set qui présente les meilleures valeurs 
de PSNR avec une augmentation de 3 dB sur l’ensemble de l’image comparée aux trois autres méthodes. 
Dans le détail, cette différence entre la méthode level set et les autres est moins marquée pour les 
gouttes, par rapport aux objets pris individuellement. En comparant les méthodes avec la référence 
dilatée, les valeurs de PSNR obtenue sont supérieures pour la méthode level set, indiquant que la 
distance globale séparant les contours obtenus par cette méthode par rapport aux contours de référence 
est inférieure au sub-pixel. Pour les autres méthodes, les valeurs de PNSR inférieures indiquent que la 
distance moyenne entre les contours obtenus et les contours de référence est supérieure à 1 sub-pixel. 
La différence de PSNR avoisine 3 dB pour les objets autres que les gouttes, indiquant que cette distance 
moyenne est deux fois plus grande par rapport à la référence dilatée. On en déduit que les contours 
obtenus sont globalement éloignés de 2 sub-pixels pour ces méthodes.Pour cette image de test, la 
méthode level set permet d’obtenir les contours les plus proches de ceux de l’image originale. La figure 
39 présente les différents contours obtenus pour plusieurs objets de l’image de test. 

(a) 

 
(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 
Figure 39. Contours obtenus par les différentes méthodes pour l’image test. (a) Portion de ligament (b) Rectangle incliné (c) Portion du 

disque de diamètre 40 pixels (d) Disque de diamètre 15 pixels. 

La méthode level set fournit un contour « interne » aux objets : la majorité des sub-pixels des contours 
obtenus sont inclus dans les objets, comme le montre notamment la ligne violette en figure 39(a) et (b). 
Ces images montrent que les autres méthodes fournissent un contour « externe » : la majorité des sub-
pixels des contours obtenus sont en-dehors des objets. On observe que les contours fournis par les 
autres méthodes sont majoritairement confondus, notamment les méthodes bi-cubiques et A+ pour 
lesquelles les valeurs de PSNR mesurées sont égales. Pour les images en figure 39(a) et (b), on note la 
présence d’une ligne sub-pixels vide séparant les contours des autres méthodes par rapport à l’image 
originale, indiquant que les contours obtenus par les autres méthodes sont éloignés de 2 sub-pixels, 
confirmant l’interprétation des mesures de PSNR. 

La figure 39(c) montre un quart de la grande goutte de 40 pixels de diamètre. La méthode level set 
fournit à nouveau un contour « interne » pour cet objet. On note ici que les contours obtenus avec les 
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autres méthodes se sont rapproché du résultat donné par la méthode level set : la ligne de pixel vide 
observé précédemment n’est plus présente. Les valeurs de PNSR plus resserrées pour ces méthodes 
illustrent cette observation. 

La figure 39(c) montre les résultats pour le disque de 15 pixels de diamètre. Ce disque est présent dans 
l’ensemble « 5 gouttes » et absent de l’ensemble « 4 gouttes ». Ce disque permet de tester les méthodes 
pour un objet dont la taille caractéristique est proche de la largeur du filtre gaussien utilisé pour flouter 
l’image. On note ici que le contour obtenu avec la méthode développée au CORIA est nettement plus 
grand que ceux obtenus par les autres méthodes. La goutte obtenue présente un diamètre supérieur à 
la taille initiale de l’objet. La goutte est ici considérée comme étant en défaut de mise au point par la 
méthode, augmentant le diamètre associé à cet objet. Les autres méthodes présentent aussi leurs 
limites : elles sous-estiment le diamètre de la goutte d’au moins 4 sub-pixels. 

La méthode level set est la seule parmi les méthodes testées à présenter un contour interne, ce qui 
influence grandement les valeurs de PNSR. On va dilater d’un sub-pixel l’image segmentée obtenue 
avec cette méthode pour déterminer les contours externes des objets, permettant de les comparer avec 
les contours externes obtenus avec les autres méthodes. Les mesures de PSNR pour l’image level set 
dilatée sont données en tableau 2. On remarque que le PSNR de l’image totale a diminué de 3,8 dB, 
indiquant que le nombre de pixels en-dehors des objets a doublé, ce qui est attendu. Cette diminution 
du PSNR est observée pour tous les objets testés et vaut globalement 3 dB sauf pour le rectangle qui 
voit une diminution double. Le contour du rectangle a très bien été retrouvé par la méthode level set 
initialement, générant très peu de pixels présentant des intensités différentes entre l’image segmenté 
level set et l’image originale, comme l’indique la haute valeur de PSNR. La dilatation du contour a 
donc eu pour cet objet un impact plus important sur la mesure de PSNR. En comparant les résultats 
obtenus avec la méthode level set dilatée aux autres, on constate que les valeurs de PSNR sont 
équivalentes avec les autres méthodes pour tous les objets de l’image de test. La comparaison des 
contours externes montre que les méthodes présentées ici produisent des contours voisins et fidèles 
aux objets tant que leur dimension caractéristique n’est pas inférieure à la largeur de la réponse du 
système optique utilisé. De plus, les contours définis ont une précision d’un quart de pixel. 

Le temps mis par chacune de ces méthodes a été mesuré pour l’image test. La méthode développée au 
CORIA et la sur-résolution bi-cubiques ont donné un résultat en 5 secondes, 12 secondes pour la sur-
résolution A+ et 40 pour la méthode level set. 

La figure 40 présente des parties d’une image de nappe liquide. Les contours sub-pixels ont été calculés 
avec les quatre méthodes de segmentations. Comme pour l’image de test, les contours obtenus sont 
voisins, cependant ils ne sont plus aussi bien hiérarchisés par rapport au cas test : les contours se 
croisent et se chevauchent régulièrement, comme visible en figure 40(a), (b) et (c). A un endroit donné 
sur une interface liquide-gaz de la nappe, on remarque que la distance séparant le contour le plus 
interne à la nappe du contour le plus externe est au plus de deux sub-pixels. Ce résultat confirme les 
observations faîtes sur l’image de test et valide l’utilisation de ces méthodes pour faire une détection de 
contours sub-pixels. 

La figure 40(d) montre que les méthodes de sur-résolution trouvent plus de contours correspondant à 
des zones de réfractions de lumière dans le liquide, la méthode A+ semblant les découper plus finement 
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que la méthode bi-cubique. La méthode level set trouve la plupart de ces zones de réfractions à 
conditions qu’elles soient suffisamment grandes et d’intensité lumineuse suffisamment élevée. La 
méthode développée au CORIA permet d’éliminer ces zones incluses dans les objets liquides : seules 
celles touchant le bord de l’image sont conservées, comme le montre la figure 40(d). La figure 40(b) 
montre les contours trouvés pour un fin ligament liquide. Les différentes méthodes trouvent des 
contours de forme similaire mais l’écart entre ces contours est plus grand, on notera que c’est le contour 
obtenu avec la méthode développée au CORIA qui présente une plus grande différence par rapport 
aux 3 autres, comme pour la goutte de 15 pixels de diamètre étudiée pour l’image test. Enfin, la figure 
40(c) présente des goutes séparées et proches les unes des autres. Dans cette situation, la méthode 
développée au CORIA présente quelques difficultés à séparer les contours de ces objets contrairement 
aux autres méthodes, illustrant les problèmes de détection d’interface. 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

Figure 40. Contours trouvés par les différentes méthodes pour une image réelle : triple disque eau 2bars (a) Structures ligamentaires 
fortement déformées (b) Fin ligament (c) Ensembles de gouttes (d) Portion de nappe liquide turbulente. 

Les temps de calculs des 4 méthodes sont similaires à ceux trouvés lors de la segmentation de l’image 
test (les 2 images ayant la même taille initiale). Aux vues de ces résultats, le choix d’une méthode de 
segmentation aura peu d’influence sur le contour détecté, à quelques cas très particuliers présenté ci-
dessus, ce qui permet de valider la procédure de segmentation sub-pixel de la méthode développée au 
CORIA. La principale différence entre ces méthodes de segmentations provient du temps de calcul 
nécessaire à leur exécution. Comme on pouvait s’y attendre, la méthode level set itérative est la plus 
lente à fournir le résultat, 10 fois plus lente que la méthode la plus rapide : méthode de sur-résolution 
bi-cubique. En plus d’être aussi rapide que la méthode de sur-résolution bi-cubique, la méthode 
développée au CORIA permet l’utilisation d’outils d’analyses morphologiques complémentaires à la 
segmentation Blaisot (2012) (mesures et dispersion de tailles de gouttes notamment). Elle sera par 
conséquent conservée pour le traitement sub-pixel d’images expérimentales. 
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3.4. Mesure de la distribution d’échelle 3D 

L’analyse multi-échelles permet d’analyser la forme des structures liquides et leur évolution dans le 
temps. Dans le cas expérimental, seul des analyses 2D issues de la projection de systèmes liquides sur 
une image (Dumouchel (2017)) ont été réalisées. Le développement de l’analyse multi-échelle 3D 
permet d’analyser les propriétés tridimensionnelles des objets quand elles sont disponibles et complètes 
ainsi l’analyse 2D. Dans le cas d’objets liquides de forme a priori connue (goutte sphérique, ligament 
cylindrique…), il est envisageable d’accéder à l’information 3D à partir de l’image lorsque la plus petite 
dimension de l’objet est dans la direction perpendiculaire au plan de l’image. On utilise des procédures 
basées sur la détermination du squelette d’un objet pour accéder à ces information 3D pour pouvoir 
mener une analyse multi-échelle 3D.  

 

3.4.1. Détermination du squelette d’un objet 

Le squelette d’un objet est l’ensemble des centres de ses sphères maximales. Une sphère incluse dans 
un objet est dite maximale s’il n’existe aucune autre sphère incluse dans l’objet la contenant 
entièrement (Calabi (1965)). La version pondérée du squelette consiste à également connaître le rayon 
de la sphère maximale associé à chaque point du squelette. La figure 41 montre le squelette d’un objet 
pris sous différents angles de vue. On note que le squelette évolue en fonction de la prise de vue. En 
effet, la projection d’un objet 3D sur un plan image peut provoquer une perte d’informations dans la 
direction de la projection. Il existe cependant une situation pour laquelle le squelette pondéré d’un 
objet 3D est conservé lors de la projection de l’objet sur une image. Il a été montré (Durix et al. (2015)) 
que les conditions nécessaires à celle équivalence sont les suivantes :  

- Non auto-occultation de l’objet lors de sa projection : si une partie de l’objet est masqué par lui-
même, cette partie sera absente sur la projection, il y a alors perte d’informations lors de la 
projection. 

- Le squelette de l’objet 3D se réduit à un ensemble de lignes et non de surfaces (cas général pour 
le squelette d’un objet 3D). Cette condition implique que l’objet appartienne à la famille des 
surfaces canal : une surface canal est définie comme une enveloppe continue de sphères 
Peternell et al. (1997). En effet, si le squelette d’un objet 3D est un ensemble de lignes, sa 
projection sera aussi un ensemble de lignes (cas général du squelette d’un objet 2D). 

- Dans le cas d’une projection orthographique (par exemple un montage optique par 
transmission qui ne présente pas de variations du grandissement le long de l’axe optique), s’il 

existe au moins 2 points distincts P et P’ appartenant à la surface de l’objet 3D et à la même 

sphère de centre 𝐶(𝑡) , tels que 𝑃𝐶(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  et 𝑃′𝐶(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  soient orthogonaux à la direction de la 
projection (voir figure 42 et Durix et al. (2015) pour plus de détails). 
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Figure 41. Prises de vues différentes d’un même objet et 

squelettes associés, Durix et al. (2016). 
Figure 42. Projection de 2 points P d’une surface canal, Durix et al. 

(2015). 

Ces conditions sont suffisantes pour réaliser la reconstruction du squelette pondéré 3D d’un objet à 
partir d’au moins deux projections différentes de celui-ci (Durix et al. (2015) et Durix et al. (2016)). En 
effet, la reconstruction du squelette compense alors les pertes éventuelles dû aux différentes projections 
(figure 41). Dans le cas où une seule projection est disponible, pour que le squelette pondéré projeté 
soit identique au squelette pondéré curviligne de l’objet 3D, il faut rajouter une condition 
supplémentaire. Il faut que le squelette curviligne de l’objet 3D appartienne à un plan orthogonal à la 
direction de projection dans le cas d’une projection orthographique. Dans cette situation, le squelette 
pondéré est intégralement projeté sur le plan de l’image sans déformation. Dans notre situation, nous 
disposons d’une seule vue des objets à étudier, cette dernière condition sur le squelette constituera alors 
notre principale hypothèse de travail pour la suite. 

 

3.4.2. Mesure du volume et de la surface d’un objet à partir de son 
squelette 

Le lien entre le squelette pondéré d’un objet 3D et sa projection 2D étant posé, il faut relier les 
informations du squelette pondéré d’un objet à son volume et sa surface afin de pouvoir appliquer un 
calcul multi-échelles 3D sur celui-ci. En reprenant la définition du squelette pondéré à partir des sphères 
maximales incluses dans l’objet, on considère que le calcul du volume et de la surface de cet objet 
revient à calculer ces grandeurs pour un ensemble de sphères imbriquées. Le calcul exact a été résolu 
pour un ensemble quelconque de sphères (Petitjean (1994), Petitjean (2013)). L’auteur a d’ailleurs mis 
à disposition un programme permettant ce calcul à partir des coordonnées spatiales des points du 
squelette et des valeurs des rayons de sphères associées. Son implémentation numérique pose encore 
toutefois problème : le calcul du volume et de la surface d’un ensemble de sphère diverge si trop de 
points du squelette sont coplanaires. Dans notre situation, tous les squelettes que nous avons sont issus 
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de projection 2D, impliquant que tous les points de ces squelettes sont coplanaires. Il a donc fallu 
trouver une alternative à ce calcul exact. 

 
Figure 43. Illustration de la méthode de Monte-Carlo pour le calcul de volume d’objets (source : 

commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=383568). 

Une méthode de calcul approchée a été choisie : la méthode de Monte-Carlo (Metropilis et al. (1949)). 
Elle mesure l’espérance mathématique d’une grandeur 𝐼 à partir de la réalisation de 𝑁 tirages d’une 
variable aléatoire indépendante. Dans notre situation et pour la mesure du volume d’un objet, cela 
consiste à définir une boîte de volume connu dans laquelle l’objet à étudier est inclus. On tire un point 
de coordonnés aléatoires dans cette boîte et on regarde si ce point appartient ou non à l’objet. Ce tirage 
est effectué 𝑁 fois et le volume de l’objet correspond alors à la probabilité de tirer un point dans l’objet 
multiplié par le volume de la boîte (figure 43). Cette méthode, présentée également à titre de 
comparaisons par Petitjean (2013) pour son calcul exact de volume et surface d’ensembles de sphères 
imbriquées, a comme avantage d’être simple à mettre en place, d’être de convergence 𝑁−1/2  et de temps 
de calcul ℴ(𝑁) connus. Cela signifie que si on multiplie par 100 le nombre de points tirés dans la boîte, 
on améliore la convergence du résultat d’un facteur 10 et que le temps de calcul nécessaire est multiplié 
par 100. 

Dans notre situation, lors du tirage d’un point, la distance entre ce dernier et chaque point du squelette 
est calculée et comparé au rayon de la sphère maximale correspondante pour savoir si le point tiré est 
inclus ou non dans l’objet. Le temps de calcul de la méthode de Monte-Carlo va donc être multiplié 
par le nombre 𝑀 de points qui compose le squelette étudié (ℴ(𝑀𝑁)). Le calcul multi-échelle que l’on 
souhaite appliquer à cet objet va nécessiter de calculer le volume de celui-ci à chaque érosion. Si on 
considère qu’il faut éroder 𝐾 fois l’objet pour obtenir sa distribution d’échelle complète, cela multiplie 
encore d’autant le temps de calcul de la méthode de Monte-Carlo (ℴ(𝐾𝑀𝑁)). Cela donne un ordre 
d’idée du temps maximal nécessaire à la méthode de Monte-Carlo pour calculer la distribution d’échelle 
d’un objet sans optimisation. 
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3.4.3. Mesure de la distribution d’échelle à partir des informations du 
squelette 

A partir des informations du squelette pondéré, on peut significativement réduire ce temps de calcul. 
La première amélioration consiste à considérer uniquement les sphères les plus proches du point tiré 
pour savoir si le point appartient à l’objet. Pour cela on utilise la plus grande valeur de rayon de sphère 
du squelette pondéré afin de définir une zone d’interaction autour du point tiré. En effet, pour qu’un 
point tiré puisse appartenir à l’objet, la distance entre ce dernier et les points du squelette ne peut pas 
être supérieure au plus grand rayon de sphère ayant servi à la construction du squelette pondéré de cet 
objet, le point tiré est alors en dehors de l’objet. La seconde amélioration consiste à calculer la distance 
minimale entre le point tiré et l’interface de l’objet, plutôt que de regarder si à chaque érosion le point 
appartient toujours ou non à l’objet. Bien que le squelette pondéré d’un objet ne contienne pas 
directement l’information de la position de sa surface, on démontre que la distance minimale entre un 
point 𝑃 appartenant à l’objet et sa surface vaut :  

𝑃𝐵 = max({𝑅𝑖 − 𝑃𝐶𝑖}) 
(93) 

Avec 𝑃𝐵 la distance minimale entre le point tiré 𝑃 et l’interface de l’objet, 𝐶𝑖 le point du squelette avec 
𝑅𝑖 son rayon associé et pour tous 𝐶𝑖 tel que 𝑃 soit inclus dans la sphère de centre 𝐶𝑖. Cette amélioration 
permet de s’affranchir de l’étape d’érosion de l’objet, donnant alors directement un vecteur de taille 
𝑁𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡 contenant la distance à l’interface de chaque point tiré se trouvant dans l’objet. A partir de ce 

vecteur des distances, il ne reste plus qu’à déterminer son histogramme dont la largeur de classe 
correspond au pas d’érosion Δ𝑑 du calcul multi-échelle. Chaque classe de cet histogramme des distances 
à l’interface correspond alors à la fraction de volume érodée 𝑁𝑖/𝑁𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡 entre 2 échelles successives. A 

partir de cet histogramme, la distribution cumulative d’échelles 3D correspond à la somme cumulative 
de cet histogramme des distances à l’interface : 

𝐸3(𝑑) =  ∑
𝑁𝑖

𝑁𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡

𝑖=𝑑/Δ𝑑

𝑖=0

 (94) 

 

Démonstration de la distance minimale entre un point 𝑷 appartenant à l’objet et sa surface :  

Soit Ω un objet quelconque et ΓΩ sa frontière (son interface). Soit un point 𝑃 ∈ Ω et un point 𝐵 ∈ ΓΩ 
tel que 𝑃𝐵 soit la distance minimale interne à l’objet entre le point 𝑃 et l’interface ΓΩ. Soit 𝐶𝑖 un point 
du squelette de Ω, 𝑅𝑖 le rayon associé au point du squelette 𝐶𝑖 et ΓCi l’interface de la sphère de centre 

𝐶𝑖 . Pour tout point 𝐶𝑖  du squelette, on défini 𝐴𝑖  le point à l’interface ΓCi  tel que 𝐶𝑖𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗   et 𝐶𝑖𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  soient 

colinéaires et de même sens. Alors 𝑃𝐴𝑖 représente la distance à l’interface ΓCi. 

Si 𝐶𝑖𝑃 > 𝑅𝑖, alors 𝑃 est extérieur à la sphère de centre 𝐶𝑖, comme montré en figure 44(a). La distance 
𝑃𝐴𝑖, distance à l’interface ΓCi, ne peut pas définir la distance minimale interne 𝑃𝐵 entre le point 𝑃 et 

l’interface ΓΩ, même si 𝑃 ∈ Ω. Il ne reste plus que les cas où 𝐶𝑖𝑃 ≤ 𝑅𝑖 à traiter, cas où 𝑃 est inclus dans 
la sphère de centre 𝐶𝑖. 
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Considérons tous points 𝐶𝑖  tels que 𝐵𝐶𝑖 = 𝑅𝑖 , ce qui implique que 𝐵 appartient à l’interface de la 

sphère ΓCi, comme montré en figure 44(b). On a toujours 𝐴𝑖 tel que 𝐶𝑖𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗   et 𝐶𝑖𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  soient colinéaires et de 

même sens. Comme 𝐵 et 𝐴𝑖 ∈ ΓCi, on a alors 𝑃𝐴𝑖 ≤ 𝑃𝐵 avec 𝑃𝐴𝑖 = 𝑃𝐵 si et seulement si 𝐴𝑖 et 𝐵 sont 

confondus. Donc ∀ 𝐶𝑖 tel que 𝐵 ∈ ΓCi, la distance 𝑃𝐵 = max({𝑃𝐴𝑖}). 

Considérons tous points 𝐶𝑖 tels que 𝐵𝐶𝑖 > 𝑅𝑖, ce qui implique que 𝐵 n’appartient pas à l’interface de 
la sphère ΓCi  et soit extérieur à celle-ci, comme montré en figure 44(b). 𝐴𝑖  et 𝐵 ne peuvent pas être 

confondu et on a alors toujours 𝑃𝐵 > 𝑃𝐴𝑖 . Ceci combiné au résultat précédent, on a toujours 
∀ 𝐶𝑖, 𝑃𝐵 = max({𝑃𝐴𝑖}). 

Le cas où 𝐵𝐶𝑖 < 𝑅𝑖 n’est pas possible car cela veut dire que 𝐵 ∉ ΓΩ. 

Conclusion : ∀ 𝑃 ∈ Ω et ∀ 𝐶𝑖 tel que 𝐶𝑖𝑃 ≤ 𝑅𝑖, la distance minimale entre le point 𝑃 et l’interface ΓΩ est 
donnée par 𝑃𝐵 = max({𝑃𝐴𝑖}). 

(a) 

 

(b) 

 

Figure 44. Mesure de la distance à l’interface d’un point appartenant à un objet. (a) P n’est pas inclus dans le cercle délimité par 𝛤𝐶𝑖  (b) 
P est inclus dans le cercle délimité par 𝛤𝐶𝑖 . 

 

3.5. Validation du calcul multi-échelles via la méthode de 
Monte-Carlo 

La méthode de Monte-Carlo étant une méthode statistique par nature, plusieurs tests ont été réalisés 
afin de calibrer la méthode. Des objets synthétiques, dont la distribution d’échelles théorique est 
connue, ont été utilisés pour valider le calcul de distribution d’échelles par la méthode de Monte-Carlo. 
Pour ces objets synthétiques, le nombre de points utilisés dans la méthode a été varié afin de visualiser 
l’influence de ce paramètre sur la distribution résultante. Enfin, un ligament expérimental 
axisymétrique est utilisé à titre de comparaison. Ces calculs ont été réalisés sur un ordinateur de bureau 
équipé d’un processeur Intel Xeon E5-1603 et de 16 Go de RAM sous machine virtuelle Ubuntu 14.04 
LTS. Les langages Python 3 et Fortran ont été utilisé pour programmer et optimiser la méthode de 
Monte-Carlo. 
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3.5.1. Cas synthétiques 

Les objets synthétiques utilisés sont les suivants :  

- Ligament cylindrique de diamètre constant, plusieurs valeurs de diamètres sont testées, 
longueur fixée à 315 pixels. Le squelette de ces objets comporte 315 points. 

- Ensemble de 40 ligaments cylindriques, avec une distribution équiprobable des diamètres des 
ligaments jusqu’à un diamètre de 80 pixels, longueur fixée à 100 pixels. Le squelette de cet 
ensemble d’objets comporte 4000 points. 

- Sphère, plusieurs valeurs de diamètres sont testées. Le squelette de ces objets comporte 1 point. 
- Ensemble de 40 sphères, avec une distribution équiprobable des diamètres des sphères jusqu’à 

un diamètre de 80 pixels. Le squelette de cet ensemble d’objets comporte 40 points. 

Les distributions d’échelles 3D analytique de ces objets synthétiques sont indiquées en Ch.2 et 
rappelées en tableau 3. 

 
Ligament cylindrique 

Ensemble 
équiprobable de 

ligaments 
Sphère 

Ensemble 
équiprobable de 

sphères 

Distribution 
d’échelle 3D 

𝑒3(𝑑) 

2

𝐷𝑚𝑎𝑥
(1 −

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
) 

3

𝐷𝑚𝑎𝑥
(1 −

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
2

 
3

𝐷𝑚𝑎𝑥
(1 −

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
2

 
4

𝐷𝑚𝑎𝑥
(1 −

𝑑

𝐷𝑚𝑎𝑥
)
3

 

Tableau 3. Distribution théoriques pour des objets synthétiques. 

Afin de pouvoir comparer les distributions d’échelles obtenues en fonction du nombre de points tirés 
par la méthode, il a été choisi de ramener ce nombre de points à une densité relative moyenne. Cette 
densité est exprimée en points par voxels (« pixel 3D »), le voxel étant l’élément unitaire qui compose 
un objet 3D comme le pixel est l’élément unitaire qui compose une image 2D. Cette densité a été variée 
de 10-3 à 102 ou 103 points/voxels en fonction des objets, l’ordinateur ne pouvant pas traiter plus de 
109 points au maximum. La figure 45 présente les résultats de distributions d’échelles 3D pour 
quelques-uns de ces objets. 

Pour tous les objets synthétiques, les distributions d’échelles calculées avec la méthode de Monte-Carlo 
présentent un bon accord avec leur distribution d’échelles analytique respective, validant la méthode 
de calcul. Avec une densité de point constante, la taille de l’objet semble influer sur la précision du 
résultat : plus l’objet est grand, meilleur semble être la distribution d’échelles. Ceci est nettement visible 
pour les plus faibles densités de points lorsque l’on compare les 2 sphères et les 2 ligaments de la figure 
45. Pour affiner cette remarque, la méthode des moindres carrés est utilisée pour regarder la différence 
entre les distributions d’échelles calculées avec la méthode de Monte-Carlo 𝑒3𝑀𝐶  et l’expression 

analytique associée 𝑒3𝑡ℎé𝑜 : 

𝑆𝛿 = ∑ (𝑒3𝑀𝐶(𝑑) − 𝑒3𝑡ℎé𝑜(𝑑))
2

𝑑=+∞

𝑑=0

 (95) 
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Comme le montre la figure 46, augmenter la densité de points dans la méthode de Monte-Carlo permet 
de diminuer la valeur de 𝑆𝛿, montrant la convergence de la méthode.  De plus, plus le diamètre de 
l’objet est grand, plus faible est la valeur de 𝑆𝛿 pour une densité donnée. Pour les cylindres, 𝑆𝛿 décroit 
jusqu’à atteindre un plateau constant aux grandes valeurs de densité de points. La valeur de ce plateau  
décroit avec l’augmentation du diamètre de l’objet. Il est également constaté que plus le diamètre du 
cylindre est grand, plus la densité de points nécessaire pour atteindre ce plateau est grande (ce plateau 
est atteint à partir d’une densité de 101 pour tous les ligaments testés). Dans le cas des sphères, bien 
que le plateau semble être décrit à de plus grandes valeurs de densité de points par rapport aux cylindres 
de même diamètre, les mêmes évolutions sont constatées. 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

(e) 

 

(f) 

 
Figure 45. Comparaisons entre la distribution d’échelle 3D théorique et le calcul par Monte-Carlo, densité exprimée en points/voxel (a) 
Sphère de 20 voxels de diamètre (b) Sphère de 160 voxels de diamètre (c) Cylindre de 20 voxels de diamètre (d) Cylindre de 80 voxels de 

diamètre (e) Ensemble de sphères (f) Ensemble de cylindres. 

De façon globale, l’augmentation de la densité de points permet d’améliorer la précision de la mesure 
de la distribution d’échelles, et ce, jusqu’à une densité limite à partir de laquelle la résolution de l’objet 
ne permet pas d’obtenir une meilleure précision. 
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(a) 

 

(b) 

 
Figure 46. Influence de la densité de points sur la somme des moindres carrés (a) Sphères de différents diamètres et ensemble de sphères 

(b) Cylindres de différents diamètres et ensemble de cylindres. 

 

3.5.2. Influence de la densité de points sur les dérivées successives de 
e3(d) 

Bien que la distribution d’échelles 𝑒3(𝑑)  donne déjà un certain nombre d’informations, d’autres 
informations sont accessibles à partir de l’étude des dérivées de cette distribution 𝑒3(𝑑). Il faut donc 
maintenant étudier comment se comportent ces dérivées en fonction de la densité de points. Pour cela, 
les dérivées premières par rapport à l’échelle 𝑑  vont être calculées, ainsi que les distributions 
équivalentes de cylindres (proportionnelles aux dérivées secondes des distributions d’échelles) de ces 
objets synthétiques. La figure 47 présente la dérivée première 𝑒3′(𝑑) pour des sphères et des cylindres 
de différents diamètres. Comme pour la distribution d’échelles 𝑒3(𝑑) , le résultat obtenu avec la 
méthode de Monte-Carlo approxime mieux le calcul analytique en augmentant la densité de points. Si 
on excepte les valeurs de 𝑒3′(𝑑)  aux échelles extrêmes (𝑑 = 0  et 𝑑 = 𝐷𝑚𝑎𝑥 ), on constate que les 
distributions obtenues avec les densités de points inférieures à 100 points/voxel présentent des 
différences significatives par rapport au calcul analytique, contrairement aux densités supérieures à 101 
points/voxel qui sont quasiment confondues avec la courbe du calcul analytique. Pour l’échelle 𝑑 =
𝐷𝑚𝑎𝑥, la dérivation numérique retourne une valeur lissée pour l’échelle où la discontinuité est présente, 
tandis que 𝑒3′(𝑑) est mal déterminé à cause de la limite en 𝑑 = 0 du domaine de définition de la 
distribution d’échelles 𝑒3(𝑑). La figure 48, présentant la distribution équivalente de cylindres de l’objet, 
confirme encore davantage ces résultats. Dans le cas de la sphère, il est noté en plus que même les plus 
fortes densités de points présentent des écarts marqués vis-à-vis du calcul analytique.  

Le tableau 4 et le tableau 5 présentent respectivement le temps de calcul et le nombre total de points 
utilisés dans la méthode Monte-Carlo lors du calcul des distributions d’échelles des différents objets en 
fonction de la densité de points choisie. Pour les faibles densités de points (inférieures à 10-1), le temps 
de calcul de la méthode de Monte-Carlo est globalement constant et inférieur au dixième de seconde 
pour tous les objets. Pour les densités de points supérieures, le temps de calcul augmente jusqu’à 
logiquement devenir proportionnel au nombre de points à partir d’une densité de 101 points/voxel. Le 
même constat peut être fait lorsqu’on s’intéresse à la variation de la taille de l’objet pour une densité 
de points équivalente. En effet, le temps de calcul de la méthode de Monte-Carlo ne dépend pas de la 
taille de l’objet pour les faibles densités de points contrairement aux grandes densités où un objet plus
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 
Figure 47. Comparaisons entre la dérivée de distribution d’échelle 3D théorique et le calcul par Monte -Carlo, densité exprimée en 

points/voxel (a) Sphère de 20 voxels de diamètre (b) Sphère de 160 voxels de diamètre (c) Cylindre de 20 voxels de diamètre (d) Cylindre 
de 80 voxels de diamètre. 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 
Figure 48. Comparaisons entre la distribution équivalente de cylindres théorique et le calcul par Monte-Carlo, densité exprimée en 

points/voxel (a) Sphère de 20 voxels de diamètre (b) Sphère de 160 voxels de diamètre (c) Cylindre de 20 voxels de diamètre (d) Cylindre 
de 80 voxels de diamètre. 
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grand nécessitera un calcul plus long (plus de points sont tirés lorsque l’objet augmente en taille, comme 
montré en tableau 5). 

Temps de calcul en seconde 

Densité 1,0 10-3 1,0 10-2 2,5 10-2 5,0 10-2 1,0 10-1 2,5 10-1 5,0 10-1 1,0 100 1,0 101 1,0 102 1,0 103 

 

D
ia

m
èt

re
 

(v
o

xe
l)

 

           

L
ig

am
en

t 

L
 =

 3
1
5
 v

x
 

10 3,09 10-2 4,85 10-2 3,13 10-2 6,41 10-2 7,56 10-2 4,03 10-2 5,23 10-2 1,18 10-1 6,18 10-1 5,09 100 5,19 101 

20 4,51 10-2 5,27 10-2 6,57 10-2 8,23 10-2 1,03 10-1 1,43 10-1 1,78 10-1 3,88 10-1 2,18 100 1,83 101 1,80 102 

40 6,72 10-2 7,76 10-2 5,36 10-2 7,89 10-2 9,39 10-2 2,07 10-1 7,01 10-1 9,67 10-1 9,55 100 6,98 101 8,19 102 

80 3,84 10-2 7,51 10-2 9,30 10-2 1,74 10-1 4,22 10-1 1,21 100 2,47 10-0 4,05 100 3,24 101 3,01 102 - 

S
p

h
èr

e 

10 1,10 10-2 2,29 10-2 2,66 10-2 1,09 10-2 1,11 10-2 1,13 10-2 2,66 10-2 2,62 10-2 1,27 10-2 2,46 10-2 2,43 10-1 

20 1,10 10-2 2,38 10-2 3,68 10-2 1,08 10-2 1,11 10-2 1,12 10-2 1,13 10-2 2,62 10-2 1,98 10-2 1,00 10-1 1,19 100 

42 1,09 10-2 2,99 10-2 2,39 10-2 1,11 10-2 1,17 10-2 1,31 10-2 1,52 10-2 7,15 10-2 9,37 10-2 9,90 10-1 1,13 101 

66 1,11 10-2 2,40 10-2 3,00 10-2 1,25 10-2 1,42 10-2 1,93 10-2 2,73 10-2 1,22 10-1 3,44 10-1 3,90 100 4,38 10-1 

160 1,18 10-2 4,17 10-2 6,60 10-2 5,40 10-2 7,46 10-2 1,65 10-1 2,62 10-1 3,91 10-1 5,11 100 5,26 101 - 

Distribution 
ligaments 

80 4,74 10-1 2,55 100 - - 2,57 101 - - 2,35 102 2,16 103 - - 

Distribution 
sphères 

80 2,75 10-1 6,09 10-2 - - 3,10 10-1 - - 2,09 100 2,16 101 2,89 102 - 

Tableau 4. Temps de calcul, exprimé en seconde, de la distribution d’échelles 3D d’un objet à partir de son squelette via la 
méthode de Monte-Carlo. 

Pour un type d’objet et un nombre de points total tiré 𝑁 équivalent, regardons l’influence de la taille 
de l’objet sur le temps de calcul de la méthode (cases des 2 tableaux en vert). Aussi bien pour les sphères 
que pour les ligaments cylindriques, il n’y a pas de différence notable (autre que celle venant du nombre 
de point 𝑁) sur le temps de calcul de la méthode entre les différentes tailles d’objets. Ce résultat était 
attendu car il découle directement d’une des optimisations de calcul mise en place dans la méthode de 
Monte-Carlo. 

Enfin, pour un nombre de points total tiré 𝑁 équivalent, regardons l’influence du nombre de points 
du squelette sur le temps de calcul de la méthode (cases des 2 tableaux en bleu). Dans cette situation, 
la sphère sert de référence car son squelette ne dispose que d’un seul point, comparé aux 3 autres types 
d’objets. Si on compare la sphère de 42 voxels seule avec l’ensemble distribué de sphères, le temps de 
calcul est doublé alors que le nombre de points de squelette a été multiplié par 40. Entre la sphère de 
10 voxels et le ligament de 20 voxels, le temps de calcul est multiplié par 10 alors que le nombre de 
points du squelette est multiplié par 315. Et entre le ligament de 20 voxels et la distribution de ligament, 
l’augmentation du temps de calcul est similaire à l’augmentation du nombre de points du squelette. 
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On constate ici que la configuration du squelette de l’objet aura une influence sur le temps de calcul 
de la méthode, sans présenter de liens avec le nombre de points composant le squelette. 

Nombre de points total tirés 

Densité 1,0 10-3 1,0 10-2 2,5 10-2 5,0 10-2 1,0 10-1 2,5 10-1 5,0 10-1 1,0 100 1,0 101 1,0 102 1,0 103 

 

D
ia

m
èt

re
 

(v
o

xe
l)

 

           

L
ig

am
en

t 

L
 =

 3
1
5
 v

x
 

10 3,10 101 3,14 102 7,85 102 1,57 103 3,14 103 7,85 103 1,57 104 3,14 104 3,14 105 3,14 106 3,14 107 

20 1,26 102 1,26 103 3,14 103 6,28 103 1,26 104 3,14 104 6,28 104 1,26 105 1,26 106 1,26 107 1,26 108 

40 5,02 102 5,02 103 1,26 104 2,51 104 5,02 104 1,26 105 2,51 105 5,02 105 5,02 106 5,02 107 5,02 108 

80 2,01 103 2,01 104 5,02 104 1,00 105 2,01 105 5,02 105 1,00 106 2,01 106 2,01 107 2,01 108 - 

S
p

h
èr

e 

10 1,00 100 1,00 101 2,50 101 5,00 101 1,00 102 2,50 102 5,00 102 1,00 103 1,00 104 1,00 105 1,00 106 

20 8,00 100 8,00 101 2,00 102 4,00 102 8,00 102 2,00 103 4,00 103 8,00 103 8,00 104 8,00 105 8,00 106 

42 7,40 101 7,41 102 1,85 103 3,70 103 7,41 103 1,85 104 3,70 104 7,41 104 7,41 105 7,41 106 7,41 107 

66 2,87 102 2,88 103 7,19 103 1,44 104 2,88 104 7,19 104 1,44 105 2,87 105 2,87 106 2,87 107 2,87 108 

160 4,10 103 4,10 104 1,02 105 2,05 105 4,10 105 1,02 106 2,05 106 4,10 106 4,10 107 4,10 108 - 

Distribution 
ligaments 

80 1,50 104 1,50 105 - - 1,50 106 - - 1,50 107 1,50 108 - - 

Distribution 
sphères 

80 8,65 103 8,65 104 - - 8,65 105 - - 8,65 106 8,65 107 8,65 108 - 

Tableau 5. Nombre de points total N utilisés pour le calcul de la distribution d’échelles 3D d’un objet à partir de son 
squelette via la méthode de Monte-Carlo. 

Avec ces différents résultats, on peut en déduire que l’utilisation de densités de points inférieures à 100 
ne présente pas d’intérêt pour effectuer une analyse fine de la distribution d’échelles 𝑒3(𝑑) calculée 
avec la méthode de Monte-Carlo. De plus, à l’exception de la distribution de ligaments dont l’ensemble 
des squelettes présente un grand nombre de points (4000), le gain de temps de calcul espéré avec la 
diminution de la densité de points devient très vite limité (on passe de quelques secondes maximum à 
un dixième de seconde minimum). 

Pour les densités de points supérieures à 101, la méthode de Monte-Carlo devient très gourmande en 
ressources de calcul (temps et espace mémoire), comme montré en tableau 4 et tableau 5. De plus, ces 
densités de points ne peuvent pas être utilisées pour tous les objets, limitant leur intérêt malgré leur 
meilleure précision. Ne reste alors que 2 densités de points : 100 et 101, la première pouvant servir de 
calcul rapide mais nécessitera de forts lissages/filtrages pour pouvoir être exploitée, comme montré en 
figure 47 et figure 48. La densité de points de 101 points/voxel présente alors ici le meilleur compromis 
entre les ressources de calcul nécessaires d’une part, et la précision nécessaire à l’exploitation et l’analyse 
du résultat sans avoir à fortement lisser/filtrer ce dernier. 
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3.5.3. Cas réel axisymétrique 

Afin de valider la méthode de calcul, une image expérimentale issue de la projection orthographique 
d’un ligament liquide axisymétrique est étudiée (figure 49). Son axe de symétrie est totalement inclus 
dans un plan parallèle au plan de projection image, axe qui est également la ligne de son squelette. De 
ce fait, le squelette pondéré de l’objet projeté est identique au squelette pondéré de l’objet 
tridimensionnel. L’intérêt d’un tel couple objet-image est de présenter des distributions de diamètres 
de cylindres équivalentes identiques en 2D et en 3D (voir section 2.3) qui vont pouvoir être comparées. 
De plus, ce choix d’image va permettre de comparer ces distributions équivalentes en utilisant 3 
méthodes différentes de mesure de la distribution d’échelles : 

- Calcul 2D. 
- Calcul 3D via intégration axisymétrique. 
- Calcul 3D via la méthode de Monte-Carlo. 

 
Figure 49. Ligament axisymétrique. Liquide viscoélastique contenant 5ppm de PEO dans un solvant aqueux. (Massinissa Saadi) (a) 

Image normalisée (b) Carte des distances euclidiennes et découpe en troncs de cône. 

Le calcul 2D de la distribution d’échelles est basé sur le calcul de la carte des distances euclidienne 
(EDM) de l’image segmentée 2D. Cette carte des distances consiste à attribuer à chaque pixel de l’objet 
un niveau de gris égal à la plus courte distance (en pixel) entre ce pixel et l’interface de l’objet. La 
distribution cumulative d’échelles 2D consiste alors à compter le nombre de pixels en fonction de ces 
niveaux de gris, chaque niveau de gris différent représentant une valeur différente de l’échelle d’érosion. 
Une fois la distribution cumulative d’échelles 2D mesurée, la distribution d’échelles est calculée en 
dérivant la distribution cumulative d’échelles. 

Le calcul 3D via intégration axisymétrique est également basé sur le calcul de la carte des distances 
euclidienne (EDM) de l’image segmentée 2D. La différence étant que ce calcul utilise ici directement 
la définition de la distribution d’échelles 3D : la mesure de la distribution d’échelles 3D consiste à 
mesurer le rapport entre la surface de l’objet érodée à l’échelle 𝑑 et le volume de l’objet non érodé. A 
partir de cette définition et de la carte des distances 2D, le ligament est approximé en un ensemble de 
troncs de cône de hauteur unitaire (1 pixel) le long de son axe de symétrie (figure 50). Deux rayons 𝑟1 
et 𝑟2 sont alors mesurables localement et permettent ainsi de calculer le volume 𝑉𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐 et la surface 
latérale 𝑆𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐 de chaque tronc de cône : 

𝑉𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐 =
𝜋ℎ

3
(𝑟1
2 + 𝑟2

2 + 𝑟1𝑟2) (96) 

𝑆𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐 = 𝜋(𝑟1 + 𝑟2)√(𝑟1 − 𝑟2)
2 + ℎ2 = 𝜋(𝑟1 + 𝑟2)𝑠 (97) 

Avec ℎ la hauteur du tronc de cône, 𝑟1 et 𝑟2 les rayons des deux sections orthogonales à l’axe de symétrie 
(figure 51). Pour chaque échelle 𝑑, le ligament est érodé, ce qui modifie les valeurs des rayons 𝑟1 et 𝑟2 
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de tous les troncs de cônes et modifie les valeurs 𝑆𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐 en 𝑆𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐(𝑑). La distribution d’échelle 3D est 
déduite de l’Eq.(7) (voir section 2.2.2) en faisant le rapport entre la somme des surfaces des troncs de 
cône  sur la somme de leur volume : 

𝑒3(𝑑) =
𝑆3𝐷(𝑑)

2𝑉𝑇
=
∑𝑆𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐(𝑑)

2∑𝑉𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐
 (98) 

 

 
 

Figure 50. Ligament axisymétrique. Carte des distances euclidiennes et découpe en troncs de cône. Figure 51. Tronc de cône. 

Une fois les distributions d’échelles 2D et 3D déterminées, les distributions équivalentes de cylindres 
sont calculées : 

𝑓0𝑐𝑦𝑙(𝑑) =  − 
𝑒2
′(𝑑)

𝑒2(0)
          𝑒𝑡 𝑓0𝑐𝑦𝑙(𝑑) = −

𝑒3
′′(𝑑)

𝑒3
′(0)

 (99) 

Avec 𝑒2′(𝑑) la dérivée première par rapport à l’échelle 𝑑 de la distribution d’échelles 2D 𝑒2(𝑑), 𝑒3′′(𝑑)  
et 𝑒3′(𝑑) étant respectivement les dérivées première et seconde de la distribution d’échelle 3D 𝑒3(𝑑). 
L’image de ligament liquide choisie provient d’une expérience de jet libre pour un liquide viscoélastique 
contenant 5ppm de PEO dissout dans un solvant aqueux (voir section 4.2 pour les détails et propriétés 
de ce liquide et de la caméra). Le champ de l’image est de 2,98 x 1,17 mm (1790 x 700 pixels) avec une 
résolution de 1,67 µm/pixel (600 pixels/mm). 

Les distributions d’échelles 2D et 3D présentées en figure 52 présentent 2 zones. Une première partie 
constante (linéaire en 3D) aux petites échelles et une partie linéaire (polynomiale en 3D) aux grandes 
échelles. Ce résultat ressemble à la distribution d’échelles 2D analytique du modèle sphère et cylindre 
avec raccordement présenté en section 2.4.2, ce qui était attendu. La transition entre ces 2 zones 
s’effectue pour l’échelle 𝑑 = 238 µ𝑚 pour les 3 distributions d’échelles calculées, correspondant ici au 
diamètre de la partie cylindrique du ligament choisi.  

Concernant les 2 distributions d’échelles 3D, les valeurs de surfaces spécifiques 𝑒3(0) diffèrent de 2,5 
% (3.67 mm-1 pour l’intégration axisymétrique et 3,58 mm-1 pour la méthode Monte-Carlo). Pour 
expliquer cette différence, nous pouvons nous intéresser aux calculs d’incertitudes et aux biais présents 
dans les 2 méthodes de calcul de distribution d’échelles 3D. La méthode de Monte-Carlo permet une 
estimation des volumes sans biais et avec une incertitude de mesure proportionnelle à �̂� =

√�̂�(1 − �̂�)/𝑁 (intervalle de Wald), où �̂� est la fraction des points appartenant à l’objet parmi les 𝑁 tirés. 
�̂� est maximal pour �̂� = 0,5, ce qui donne une incertitude relative de mesure de l’ordre de 7 10-6 pour 
𝑁 = 5 109 points, bien inférieure à la différence notée entre les 2 valeurs de surfaces spécifiques 𝑒3(0). 
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Pour la méthode de calcul 3D via intégration axisymétrique, on peut définir l’incertitude de mesure du 
rayon des sections de coupe des troncs de cône à ±1 pixel, ce qui représente une incertitude relative de 
1,4 % pour 𝑟 = 119 µm (plus petit rayon présent dans le ligament axisymétrique) et 0,36 % pour 𝑟 = 
455 µm (plus grand rayon). Comme la méthode de calcul 3D via intégration axisymétrique utilise 2 
valeurs de rayons, cela porte l’incertitude relative maximale à 2,8 % (plus petit rayon), et qui est encore 
doublée à 5,6 % car les volumes et surfaces de troncs de cône utilisent le carré des rayons dans le calcul. 
Tout ceci permet de dire que la différence mesurée pour la surface spécifique 𝑒3(0) entre les 2 méthodes 
3D peut principalement venir des incertitudes liées à la mesure des rayons de la méthode de calcul 3D 
via intégration axisymétrique. 

(a) 

 

(b) 

 
Figure 52. Distribution d’échelles 2D et 3D du ligament axisymétrique (a) cas 2D (b) cas 3D 

La distribution d’échelles 2D présente de fortes perturbations, notamment aux petites échelles. Ces 
perturbations vont se reporter sur la distribution équivalente de cylindres. Pour les distributions 
d’échelles 3D, bien que les perturbations soient invisibles à l’œil nu, on peut s’attendre à ce que la 
double dérivation nécessaire au calcul de la distribution équivalente de cylindres les amplifie fortement. 
La figure 53(a) présente les distributions équivalentes de cylindres des distributions d’échelles. Les 
distributions équivalentes de cylindres présentent un fort pic pour l’échelle 𝑑 = 238 µm marquant la 
transition entre les petites et les grandes échelles. Cependant, les distributions de la figure 53(a) 
présentent trop de perturbations pour pouvoir analyser finement le résultat. 

(a) 

 

(b) 

 
Figure 53. Distribution équivalente de cylindres du ligament axisymétrique (a) données brutes (b) données filtrées. 

Afin d’atténuer ces perturbations, un lissage est effectué qui comprend 3 étapes. La première consiste 
à effectuer un lissage polynomial aux petites échelles : un polynôme d’interpolation est défini pour les 
échelles inférieurs à 𝑑 = 238 µ𝑚 et les données sont moyennées avec ce polynôme. L’objectif est ici de 
conserver le comportement moyen des distributions d’échelles aux petites échelles, notamment à 
l’échelle 𝑑 = 0 afin de conserver au mieux la valeur de la surface spécifique. Ensuite un lissage par 
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fonction spline est appliqué. Cette opération permet d’éliminer la grande majorité d’un bruit haute 
fréquence en faisant une interpolation locale des donnés par un polynôme d’ordre 3, conservant ainsi 
les comportements et la continuité des dérivées secondes. Enfin un filtrage par convolution avec un 
noyau gaussien est effectué afin d’atténuer les larges oscillations résultantes du lissage par fonction 
spline. Ce protocole a été identiquement appliqué aux 2 distributions d’échelles 3D et à la cumulative 
d’échelle 2D avant le calcul des dérivées et de la distribution équivalent de cylindres, les coefficients du 
lissage polynomial étant déterminés par la méthode de minimisation des moindres carrés tandis que la 
largeur du noyau gaussien est fixé à 12 échelles (24 fois la résolution de l’image). Il peut être noté que 
la distribution issue de la méthode de Monte-Carlo aurait pu être lissée avec un filtre de type Wiener, 
ces filtres étant particulièrement bien adaptés au lissage des données issues d’un calcul statistique 
(filtrage du bruit blanc). Ce choix n’a pas été retenu afin d’appliquer la même procédure avec les mêmes 
paramètres aux 3 distributions d’échelles. 

La figure 53(b) présente les distributions équivalentes de cylindres des distributions d’échelles lissées. 
On constate que le bruit aux petites échelles a été fortement réduit, les distributions équivalentes de 
cylindres étant nulle pour presque toutes les petites échelles, ce qui est attendu vue la forme du ligament 
choisi pour ce test. Le fort pic pour l’échelle 𝑑 = 238 µ𝑚 est toujours présent, même si son amplitude 
a été atténuée avec le lissage. Aux grande échelles, on voit apparaître un plateau « constant » qui 
correspond aux 2 grandes structures ellipsoïdes du ligament, 2 faibles pics venant à la fin indiqués leurs 
diamètres respectifs. 

A partir de ces résultats, nous vérifions bien que l’utilisation du calcul 2D ou 3D permet d’obtenir la 
distribution équivalente de cylindres du système étudié, moyennant un lissage approprié. Comme le 
ligament utilisé est un ligament axisymétrique, nous vérifions également que l’utilisation du calcul 2D 
ou 3D permet bien au final de trouver la même distribution équivalente de cylindres. 

 

3.6. Analyse de structures ligamentaires issues d’une nappe 
liquide turbulente 

Dans cette section, les travaux présentés dans Dumouchel et al. (2015) sont repris avec cette fois-ci 
l’utilisation du seuillage d’images sub-pixel et le calcul de distribution d’échelles 3D avec la méthode 
Monte-Carlo présentés précédemment. L’objectif est ici de comparer les résultats obtenus à ceux de 
Dumouchel et al. (2015). 

 

3.6.1. Dispositif expérimental 

Le dispositif expérimental est conçu pour produire des nappes liquides à basse pression d'injection dans 
un environnement à température et pression ambiante. Le liquide est stocké dans un réservoir 
pressurisé avant d’être envoyé vers l'injecteur. L’injecteur est équipé d'une buse constituée de trois 
disques circulaires superposés, comme le montre la figure 54. Le liquide entre dans la buse par le disque 
1, traverse le disque creux (disque 2) et s'écoule par l'orifice du disque 3. Le disque 2 constitue une 
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chambre de turbulence. Le flux de liquide sortant prend la forme d'une nappe 2D. La turbulence 
contraint le flux à se réorganiser en un réseau ligamentaire qui finit par se fragmenter en gouttelettes. 
Les dimensions géométriques de la buse à trois disques utilisée dans le présent travail sont données 
dans le tableau 6. Un exemple de nappe sortant de cette buse est illustré en figure 55 (liquide : eau, 
pression d'injection : 1 bar). En raison de la non-symétrie de la géométrie de la buse, l'écoulement est 
étiré dans le plan de l'image.  

 

 
Figure 54. Injecteur triple disque, Dumouchel et al. (2015). Figure 55. Nappe issue d’une buse triple disque. Eau, Pression 

d’injection 1 bar, Dumouchel et al. (2015). 

Une caméra à grande vitesse (Phantom V12) a été utilisée à cette fin dans un montage optique par 
transmission. La fréquence d’acquisition des images a été fixée à 25 000 images/s, ce qui permet un 
bon compromis entre la résolution temporelle (40 µs) et la définition d'image de la caméra (640 x 352 
pixels). Le champ de visualisation original est de 3,5 x 6,4 mm², ce qui correspond à une résolution 
spatiale de 10,36 µm/pixel. La source de lumière était une diode laser monochromatique non 
cohérente (Cavitar Cavilux HF) associée à une optique de collimation. 

 Dimension (µm) 

Disque 1 
Epaisseur 

Diamètre d’orifice 
400 
600 

Disque 2 
Epaisseur 

Diamètre d’orifice 
100 

4510 

Disque 3 
Epaisseur 

Diamètre d’orifice 
Excentricité 

150 
400 
450 

Tableau 6. Dimension de la buse triple disque. 

Trois liquides différents sont utilisés. Ils sont identifiés par des lettres majuscules : liquide A : eau ; 
liquide B : mélange eau-éthanol à 10 % ; et liquide C : mélange eau-éthanol à 15 %. Leurs propriétés 
physiques sont répertoriées en tableau 7. 

Disque 1  
Disque 2  
Disque 3  

Excentricité  

x  
y  

z  
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Liquide 
Masse volumique 

𝜌 (kg.m-3) 
Tension de surface 

𝜎 (mN.m-1) 
Viscosité dynamique de 
cisaillement 𝜂 (mPa.s) 

A – eau 994 70 1,00 
B – eau-éthanol 10% 973 44 1,32 
C – eau-éthanol 15% 967 38 1,57 

Tableau 7. Propriétés physiques des liquides. Le pourcentage indique une proportion massique. 

 

3.6.2. Résultats 

Les ligaments identifiés dans Dumouchel et al. (2015) sont repris. Les images sont segmentées au niveau 
sub-pixel avec la méthode CORIA présentée précédemment. Les images segmentées sont produites avec 
une résolution quatre fois supérieure à la résolution initiale de l’image : 2,59 µm/pixel. A partir de ces 
images segmentées, les distributions d’échelles 3D sont déterminées avec la méthode de Monte-Carlo 
présentée et validée précédemment. La méthode a été utilisée avec une densité de 10 points par pixel 
pour tous les ligaments pour limiter les fluctuations statistiques intrinsèques à la méthode.  

La figure 56 présente les distributions d’échelles réduites 𝑒3(𝑑, 𝑡)/𝑒3(0, 𝑡)  des liquides A et C en 
fonction de l’échelle normalisée 𝑑 𝑒3(0, 𝑡) aux temps initial et final. On constate que les distributions 
d’échelles réduites sont semblables lorsque le liquide est fixé, suggérant que les ligaments suivent une 
même dynamique d’atomisation. Ce résultat a déjà été observée avec les distributions d’échelles réduites 
2D obtenues dans Dumouchel et al. (2015) (voir figure 57), ce qui valide le protocole de mesure de la 
distribution d’échelle 3D.  

Sur la figure 56, la forme de la distribution change entre le temps initial et le temps final : au départ, la 
distribution d’échelles présente une forme linéaire représentative de structures cylindriques aux petites 
échelles. Cette forme se traduit par la présence d’un plateau constant aux petites échelles sur les 
distributions 2D. Les distributions de la figure 57 ne montrent pas nettement ce plateau, ce qui est dû 
au manque de résolution des images originale. Les distributions de la figure 56 montrent donc l’apport 
de la segmentation sub-pixel. Au temps final, cette forme linéaire observée en la figure 56 a laissée place 
à une forme quadratique aux petites échelles, cette forme est représentative des gouttes produites par 
le ligament. 

L’augmentation de la résolution spatiale obtenue grâce à la segmentation sub-pixel permet d’avoir une 
lecture plus fine des distributions d’échelles. On souhaite également visualiser l’apport de la méthode 
Monte-Carlo sur la mesure de ces distributions. Pour cela, à partir des images segmentées sub-pixels, un 
nouveau calcul de distribution d’échelles 2D est réalisé en plus du calcul de distribution 3D avec la 
méthode de Monte-Carlo. Pour comparer les distributions d’échelles 2D et 3D, les distributions de 
diamètres de cylindres cumulatives équivalentes 𝐹0𝑐 sont calculées à partir des Eqs.(31) et (34) (voir 

section 2.3.2) : 

1 − 𝐹0𝑐(𝑑) =
𝑒2(𝑑)

𝑒2(0)
          𝑒𝑡      1 − 𝐹0𝑐(𝑑) =

𝑒3
′(𝑑)

𝑒3
′(0)

 (100) 

On a montré, dans la section précédente pour un ligament axisymétrique, que les distributions de 
diamètres de cylindres équivalentes étaient identiques entre les cas 2D et 3D. Dans l’étude de 
Dumouchel et al. (2015), les ligaments ne sont pas axisymétriques mais les informations utilisées pour 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

Figure 56. Distribution d’échelles réduites initiales et finales. Comparaison des ligaments pour un même liquide (a) LA initial (b) LC 
initial (c) LA final (d) LC final. 

 

 
Figure 57. Distribution d’échelles réduites initiales et finales Dumouchel et al. (2015). Comparaison des ligaments pour un même 

liquide. Du haut à gauche au bas à droite : LA initial, LC initial, LA final, LC final 

 



 
 
 
Traitement d’images et analyse sub-pixel 
 

 

  
Page 80/158 Thèse  Christophe Tirel 
 Etude expérimentale de l’atomisation de structures ligamentaires viscoélastiques  
  

le calcul de la distribution d’échelles 3D proviennent des mêmes images qui servent au calcul 2D. On 
s’attend alors à avoir des distributions 𝐹0𝑐 semblables entre les cas 2D et 3D. 

  
Figure 58. Comparaison des distributions de diamètres de 

cylindres cumulative équivalente 𝐹0𝑐. 
Figure 59. Comparaison entre les distributions d’échelles mesurée 

et mathématiques au temps final. 

La figure 58 présente les distributions distributions 1 − 𝐹0𝑐 2D et 3D pour le ligament LC3 aux temps 
initial et final. Pour les deux temps présentés, les distributions 𝐹0𝑐 sont de même forme, ce qui était 
attendu. On note le plateau quasiment constant au temps initial, correspondant à une structure 
cylindrique. On constate que les distributions 3D sont bien plus lisses que les distributions 2D pour  
les 2 temps : les fortes variations de 1 − 𝐹0𝑐 visibles dans le cas 2D pour les échelles proches de 0 sont 
quasiment absentes des distributions 3D. De plus, puisque la distribution 3D est peu bruité, une lecture 
de 𝑒3(0, 𝑡) est possible. Ce résultat est intéressant car 𝑒3(0, 𝑡) est proportionnel à la surface spécifique 
des ligaments Evers (1994) : cette quantité est importante en atomisation. Bien que non présentés pour 
les autres ligaments et les autres temps, l’amélioration sur les distributions d’échelles obtenues a été 
constatée pour toutes les situations. Ces résultats montrent l’apport sur la mesure de la distribution 
d’échelles de la méthode de Monte-Carlo avec une forte densité de points. 

 
Figure 60. Corrélation entre 𝜐 et 𝑊𝑒(𝑡𝑖). Cas 2D, Dumouchel et al. (2015). 

Après avoir montré l’apport et de la segmentation sub-pixel et de la méthode Monte-Carlo sur les 
distributions d’échelles, on souhaite reconsidérer le résultat de Dumouchel et al. (2015) présenté sur la 
figure 60. Ce résultat indique que la dispersion de la distribution de tailles des gouttes résulte de la 
compétition entre les forces de tension de surface et forces d’étirement : plus les forces d’étirement sont 
importantes, plus l’action des forces de tension de surfaces sont retardées, jouant en faveur d’une plus 
grande dispersion. 
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Ici, on modélise les distributions d’échelles des ligaments au temps final par des distributions de 
sphères. Les travaux de Marmottant et al. (2004) montrent que la distribution numérique de diamètre 
𝑓0(𝐷)  des gouttes produites par des ligaments étirés s'est avérée être bien représentée par une 
distribution gamma Γ d'ordre 𝜐 :  

𝑓0(𝐷) =
𝜐𝜐

Γ(𝜐)

𝐷𝜐−1

𝐷10
 exp (−

𝜐𝐷

𝐷10
) (101) 

Où 𝐷10 le diamètre moyen de la distribution 𝑓0(𝐷). 𝜐 est un paramètre qui modifie l’élargissement de 
la distribution : si 𝜐 augmente, alors la distribution se resserre autour de 𝐷10.  

En reprenant les travaux de Dumouchel et al. (2008), il peut être démontré que la distribution 
d’échelles d’un tel ensemble de sphères dont les diamètres sont distribués selon l’Eq.(101) s’écrit : 

𝑒3(𝑑) =
3𝜐

𝐷10

Γ (𝜐 + 2,
𝜐𝑑
𝐷10

) − 2
𝜐𝑑
𝐷10

Γ (𝜐 + 1,
𝜐𝑑
𝐷10

) + (
𝜐𝑑
𝐷10

)
2

Γ (𝜐,
𝜐𝑑
𝐷10

)

Γ(𝜐 + 3)
  (102) 

Où Γ(𝑥, 𝑦) est la distribution gamma incomplète supérieure.  

Une routine Scilab, basée sur la routine d’optimisation non-linéaire « optim », a été écrite pour 
déterminer les couples de paramètres (𝜐, 𝐷10) qui offrent le meilleur ajustement entre les distributions 
d'échelles mesurées et les distributions mathématiques données par l’Eq.(102). La figure 59 présente 
trois exemples de distributions d’échelles avec leur régression mathématique. L’accord entre les 
distributions se montre satisfaisant, montrant qu’un ensemble de sphères dont les diamètres sont  
distribués selon une distribution gamma Γ d'ordre 𝜐 donne une bonne description des gouttes issues 
des ligaments.  

Là où 𝜐 renseigne sur la largeur de la distribution de diamètres des gouttes, un nombre de Weber 
spécifique comparant les temps caractéristiques de tension de surface et d’étirement est défini : 

𝑊𝑒(𝑡𝑖) =
𝜌𝜀̇(0, 𝑡𝑖)

2

2𝜎𝑒2(0, 𝑡𝑖)
3
  (103) 

Où 𝜌 est la masse volumique du liquide, 𝜎 sa tension de surface et 𝜀̇ le taux de déformation du ligament 
donné par l’Eq.(60) en section 2.5 dans le cas 2D. Dans le cas 3D, la formulation de 𝑊𝑒(𝑡𝑖) diffère 
légèrement : 

𝑊𝑒(𝑡𝑖) =
𝜌𝜀̇(0, 𝑡𝑖)

2

𝜎𝑒3
′(0, 𝑡𝑖)

1,5
  (104) 

Où 𝜀̇(0, 𝑡𝑖) = 𝑒3
′̇(0, 𝑡𝑖)/𝑒3

′(0, 𝑡𝑖). 

La figure 61 présente l’évolution du paramètre 𝜐 en fonction du nombre de 𝑊𝑒(𝑡𝑖) pour tous les 
ligaments. La corrélation observée dans Dumouchel et al. (2015) est tracée en pointillés. Deux 
comportements se dégagent : le premier aux petits 𝑊𝑒(𝑡𝑖)  pour lequel 𝜐  décroit lorsque 𝑊𝑒(𝑡𝑖) 
augmente et le second pour les grands 𝑊𝑒(𝑡𝑖)  où 𝜐  ne dépend plus de 𝑊𝑒(𝑡𝑖) . Ce premier 
comportement est en accord avec celui observé par Dumouchel et al. (2015), tandis que le second n’était 
pas observé pour les distributions d’échelles 2D. On note que les 𝑊𝑒(𝑡𝑖) obtenus en 3D diffèrent 
𝑊𝑒(𝑡𝑖) des 2D. Ceci s’explique par une expression différente des 𝑊𝑒(𝑡𝑖). Par ailleurs, les 𝑊𝑒(𝑡𝑖) sont 
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déterminés à l’échelle 𝑑 = 0. Or les distributions d’échelles sont nettement plus bruitées en 2D (voir 
figure 58), ce qui influence fortement les valeurs de 𝑊𝑒(𝑡𝑖). On note également que les 𝑊𝑒(𝑡𝑖) sont 
plus dispersés sur la plage [10-3 ; 1] dans le cas 3D. Ces différences méritent de plus amples analyses, 
notamment en augmentant le nombre de ligaments étudiés pour chacun des liquides. 

 
Figure 61. Corrélation entre 𝜐 et 𝑊𝑒(𝑡𝑖). Cas 3D. 

 

3.7. Conclusion 

L’imagerie en transmission (backlight imaging) est le diagnostic optique utilisé et développé au sein de 
l’équipe pour étudier l’atomisation et caractériser la morphologie des interfaces. Ce chapitre a présenté 
la méthode de segmentation d’images développée au sein de l’équipe. Elle repose sur la combinaison 
d’un seuillage basé sur l’histogramme de niveau de gris de l’image et d’un seuillage par une transformée 
en ondelette pour localiser les objets liquides, quel que soit leur contraste. Un seuillage local basé sur 
un modèle d’imagerie et exploitant le gradient de niveau de gris est ensuite appliqué sur chaque objet 
identifié. Ce seuillage local peut être réalisé à un niveau sub-pixel dans le but d’améliorer la résolution 
des contours des objets liquides, améliorant ainsi leur analyse avec la description multi-échelles. 

Plusieurs approches de segmentations sub-pixels issues de la littérature ont été présentées et comparées 
sur une image synthétique comportant plusieurs formes connues et sur une image expérimentale de 
nappe liquide. L’écart moyen des contours sub-pixels obtenus par les méthodes testées par rapport aux 
contours connus de l’image synthétique reste inférieur à un quart de pixel. Ce résultat montre que ces 
méthodes autorisent une amélioration de la résolution des objets étudiés d’un facteur quatre par 
rapport à la résolution initiale des images. 

Ce chapitre introduit également une mesure de distribution d’échelles 3D basée sur une méthode de 
Monte-Carlo. Cette méthode vient enrichir les outils de description multi-échelles déjà existant et 
repose sur l’exploitation des informations portées par le squelette pondéré des objets étudiés. La 
précision de la méthode dépend du nombre de points utilisés dans la méthode de Monte-Carlo, un 
gain de précision sur la distribution d’échelles se traduisant par temps de calcul supérieur. Cette 
méthode 3D est testée et validée pour des ensembles synthétiques de cylindres et de sphères dont la 
distribution d’échelles analytiques est connue (voir chapitre 2). Une image 2D de motif de perles sur 
une ficelle est également utilisée pour valider cette méthode de mesure de distribution d’échelles 3D 
par Monte-Carlo en la comparant à une méthode 3D déjà existante utilisant la propriété d’axisymétrie 
du motif. Il en résulte que l’utilisation d’une densité de point inférieur à 1 point par pixel n’est pas 
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suffisante pour pouvoir analyser la distribution d’échelles obtenue sans recourir à des méthodes de 
lissages. 

La segmentation sub-pixel et la méthode de Monte-Carlo sont ensuite associées et appliquées à des 
images de ligaments précédemment étudiés issus de nappes liquides turbulentes. Ceci a pour objectif 
d’apprécier les gains obtenus par ces méthodes pour des ligaments ne présentant pas un axe 
d’axisymétrie et pour des images avec une faible résolution. Les distributions d’échelles 3D réduites 
sont comparées aux résultats 2D précédents. La segmentation sub-pixel permet une lecture plus fine 
des distributions d’échelles grâce au gain de résolution apporté, permettant d’identifier nettement les 
différentes formes présentes dans les ligaments. A partir des images segmentées sub-pixels, les 
distributions 2D et 3D sont mesurées et comparées sur la base de leur système de cylindres équivalents. 
Cette comparaison montre une nette réduction des perturbations observée pour les distributions 3D 
lorsque le nombre de points utilisé par la méthode de Monte-Carlo est suffisamment élevé. 
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4. Atomisation de jets libres viscoélastiques 
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Nomenclature 

Grandeur Unité Signification 
   
𝑐 [ppm] Concentration de la solution polymérique 
𝐷𝑐  [m] Diamètre d’un cylindre 
𝐷𝑗𝑒𝑡 [m] Diamètre du jet 
𝐷𝐾𝐿  [-] Divergence de Kullback-Leibler 
𝐷𝑜𝑟  [m] Diamètre d’orifice de la buse 
𝐷𝑠 [m] Diamètre d’une sphère 
𝑑 [m] Echelles 
𝑑1 [m] Echelle caractéristique 
𝑑2 [m] Echelle caractéristique 
𝑑4 [m] Echelle caractéristique 
𝑑4̇ [m/s] Dérivée temporelle de 𝑑4 
𝑑𝑚𝑎𝑥  [m] Echelle maximale du système 
𝑒3 [m-1] Distribution d’échelles 3D 
𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧) [m-1] Distribution d’échelles 3D à la position 𝑧 de l’image 𝑖 
𝑒3𝑗 [m-1] Distribution d’échelles 3D de 𝑗 images 

𝐹𝑟 [–] Nombre de Froude 
𝐹𝑊𝐻𝑀 [m] Largeur à mi-hauteur d’une distribution gaussienne 
𝑓0𝑐 [m-1] Distribution de diamètres de cylindres équivalente 
𝑔 [m.s-2] Accélération de la pesanteur 
𝐻𝑤 [m] Hauteur de la fenêtre d’analyse 
𝑘 [–] Nombre d’onde adimensionné du jet 
𝐿𝐵𝑈  [m] Longueur de rupture d’un jet 
𝐿𝑐 [m] Longueur estimée d’un cylindre 
𝐿𝑜𝑟  [m] Longueur de la buse 
𝑀𝑣 [kg.mol-1] Masse molaire du polymère 
𝑛 [–] Paramètre de forme du modèle de perles sur une ficelle 
𝑄𝑣  [m3/s] Débit volumique du jet 
𝑅𝑒 [–] Nombre de Reynolds 
𝑅𝑒𝑠 [pixel/m] Résolution d’une image 
𝑡 [s] Temps 
𝑡𝐵𝑈 [s] Temps de rupture du jet 
𝑡𝑑4
∗  [s] Temps de fin du régime 1 pour l’échelle 𝑑4 
𝑡𝑑𝑚𝑎𝑥
∗  [s] Temps de fin du régime 1 pour l’échelle 𝑑𝑚𝑎𝑥  
𝑡∗∗ [s] Temps de début du régime 3 pour l’échelle 𝑑4 
𝑡𝑟 [s] Temps de relaxation d’une solution polymérique 
𝑉𝑐 [m3] Volume total du cylindre du modèle de perles sur une ficelle 
𝑉𝑖 [m3] Volume du jet sur l’image 𝑖 
𝑉𝑗𝑒𝑡  [m/s] Vitesse débitante du jet 
𝑉𝑜𝑙(𝑡) [m3] Volume moyen du jet à chaque instant 
𝑉𝑠 [m3] Volume total de la sphère du modèle de perles sur une ficelle 
𝑉𝑇 [m3] Volume total d’un objet 
𝑊𝑒𝑙 [–] Nombre de Weber liquide 
𝑊𝑒𝑔 [–] Nombre de Weber gazeux 
𝑊𝑖 [–] Nombre de Weissenberg 
𝑧 [m] Position du jet sous l’injecteur 
𝑧𝑖 [m] Position sous l’injecteur du haut d’une image 
𝑧𝑘 [m] Position sous l’injecteur du centre d’une image 

 
𝛼 [–] Fraction volumique du cylindre du modèle de perles sur une ficelle 
𝛼𝑖 [–] Fraction volumique du jet sur l’image 𝑖 
∆𝐻𝑤 [m] Décalage entre deux fenêtres d’analyse successives 
Δ𝑡𝐵𝑈 [s] Incertitude liée à 𝑡𝐵𝑈 
𝛿(𝐷) [–] Distribution de Dirac en 𝐷 
𝜀̇ [s-1] Taux de déformation 
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𝜀�̇�é𝑔𝑖𝑚𝑒 2 [s-1] Taux de déformation moyen durant le régime 2 
𝜂𝑟 [m3.kg-1] Viscosité réduite 
𝜀̇(𝑑, 𝑡) [s-1] Taux de déformation d’un cylindre 
𝜂 [Pa.s] Viscosité dynamique de cisaillement du liquide 
𝜂𝐸𝑎𝑝𝑝 [Pa.s] Viscosité élongationelle apparente 

𝜂𝐸,𝑡 [Pa.s] Viscosité élongationelle terminale 
𝜂𝑟 [m3.kg-1] Viscosité réduite 
𝜆 [m] Longueur d’onde de perturbation moyenne 
𝜆𝑖 [m] Une longueur d’onde sur une image 
𝜆𝑅1 [m] Longueur d’onde de perturbation moyenne du régime 1 
𝜎 [m] Tension de surface 
𝜎𝐵𝑈 [m] Ecart type de la distribution de longueurs de rupture 
𝜎𝜆 [m] Ecart type de la distribution de longueurs d’ondes 
𝜌 [kg.m-3] Masse volumique d’un fluide 
𝜌𝑔 [kg.m-3] Masse volumique de l’air 
𝜔𝑑4  [–] Taux de croissance adimensionné de l’échelle 𝑑𝑚𝑎𝑥 
𝜔𝑑𝑚𝑎𝑥  [–] Taux de croissance adimensionné de l’échelle 𝑑𝑚𝑎𝑥 
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4.1. Introduction 

Cette partie présente le dispositif expérimental utilisé pour l’étude des jets de solutions viscoélastiques. 
Les solutions utilisées et les différentes conditions d’injection sont listées. Puis, le protocole 
d’acquisition des images de jets est détaillé. A partir de ces images, le diamètre du jet, les distributions 
de longueurs d’ondes de perturbations et de longueurs de rupture sont mesurés. Ensuite, on expose le 
protocole de mesure de la distribution d’échelles volumique des jets. A partir des distributions 
d’échelles, l’évolution de la surface spécifique du jet est étudiée et les échelles caractéristiques 𝑑1, 𝑑4 et 
𝑑𝑚𝑎𝑥 sont mesurées. De ces échelles, on identifie les différents régimes d’amincissement suivi par les 
structures ligamentaires et les propriétés des solutions (temps de relaxation, viscosité élongationelle 
terminale) sont déterminées en fonctions des points de fonctionnement. 

 

4.2. Dispositif expérimental 

L’ensemble du dispositif expérimental mis en place pour l’étude des jets libres est illustré en figure 62. 
On note 𝑧 la position verticale du jet sous l’injecteur et 𝑧𝑖 la position du haut d’une image de jet. 

 
 

Figure 62. Schéma du dispositif expérimental. Figure 63. Schéma de l’injecteur. 

4.2.1. Système d’injection 

L’alimentation hydraulique est assurée par un pousse-seringue Chemyx Nexus 6000 supportant 4 
seringues plastiques 3 pièces de 50 ml chacune, servant de réservoir de liquide. Ce système permet un 
contrôle du débit d’injection 𝑄𝑣 dans l’intervalle [277 10-18 m3/s ; 3,33 10-6 m3/s]. Les 4 seringues sont 
reliées en parallèle au tuyau d’alimentation de l’injecteur. Le volume de liquide contenu dans le tuyau 
n’excède pas 20 ml et est initialement rempli avant les expériences.  

L’injecteur est composé d’un corps cylindrique de 5 mm de diamètre interne et de 85 mm de longueur 
avec un emplacement pour une buse d’injection à sa sortie, comme illustré en figure 63. Cette buse est 
un disque comportant un orifice de décharge cylindrique. Différentes buses ont été utilisées pour 
étudier l’influence de sa géométrie sur le jet. Le tableau 8 référence ces buses avec leurs dimensions. 
L’injecteur est disposé verticalement sur un système de déplacement 3 dimensions (3D) ZABER T-LSM 
permettant la mise au point du jet pour le diagnostic optique et la visualisation du jet à différentes 
positions verticales sous l’injecteur. Ce déplacement possède une course de 200 mm. L’ensemble 

𝑧 = 0 

Corps de 
l’injecteur 

Buse 

𝐷𝑜𝑟 

𝐿𝑜𝑟 
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pousse-seringue, tuyau d’alimentation et injecteur sont installés à des hauteurs voisines pour limiter les 
changements de pressions occasionnées par le déplacement vertical de l’injecteur. 

Référence buse B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 

Diamètre d’orifice 𝐷𝑜𝑟 ± 3% (µm) 200 105 42 367 480 500 500 

Longueur de la buse 𝐿𝑜𝑟 ± 3% (µm) 300 300 300 1000 1000 1000 5000 

Tableau 8. Dimension des buses d’injection. 

 

4.2.2. Liquides 

Les liquides viscoélastiques étudiés sont des solutions polymériques de Poly(oxyde d’éthylène) (PEO) 
dissout dans un solvant. La masse molaire moyenne du PEO utilisé est de 𝑀𝑣 = 8,0 103 kg.mol−1, 
comme indiqué par le fabricant Sigma-Aldrich, et le solvant est un mélange aqueux contenant 5% en 
masse d’isopropanol. La concentration massique en polymère 𝑐 = 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒𝑃𝐸𝑂 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛⁄  est variée 
de 5 à 20 ppm (parts par millions, 1 ppm = 1 mg/kg) pour étudier l’influence de ce paramètre. Après 
préparation, les solutions sont stockées 72 heures au réfrigérateur pour les laisser s’homogénéiser. Elles 
sont sorties la veille des expériences pour être à température ambiante. 

Les mesures de masse volumique et de viscosité de cisaillement des solutions sont réalisées avec un 
viscosimètre STABINGER SVM 3000 tandis que la mesure de tension de surface est réalisée avec un 
tensiomètre LAUDA TVT2 (volume d’une goutte produite par guttation). L’ensemble de ces mesures 
ont été réalisées par Florian PANZA dans le cadre d’un stage de 3ème année de cycle ingénieur à l’INSA 
de Rouen et sont récapitulées en tableau 9. Ces propriétés sont très voisines de celles du solvant : 𝜌 = 
989 kg.m-3, 𝜎 = 48.2 mN.m-1 et 𝜂 = 1,29 mPa.s. 

concentration 
𝑐 ± 1%  
(ppm) 

masse 
volumique 
𝜌 ± 1%  
(kg.m-3) 

tension de 
surface 
𝜎 ± 1% 

(mN.m-1) 

viscosité 
dynamique de 
cisaillement 
𝜂 ± 1% 
(mPa.s) 

viscosité 
réduite 
𝜂𝑟 ± 1% 
(m3.kg-1) 

temps de 
relaxation 
Zimm 𝑡𝑟  

(ms) 

5,03 989 47,7 1,30 2,26 9,6 

7,56 989 47,7 1,33 4,49 20 

9,90 989 47,7 1,33 3,29 14 

12,5 989 48,0 1,34 3,04 13 

15,0 989 47,9 1,35 3,17 14 

19,9 989 47,8 1,35 2,17 9,6 

Tableau 9. Propriétés physiques des liquides utilisés. 

Les solutions préparées sont des solutions dites mobiles ou diluées. Dans une solution polymérique, les 
polymères forment des pelotes. La solution est dite diluée si ces pelotes n’interagissent pas entre elles 
lorsque la solution est au repos Chevallier (2009). Une telle solution est caractérisée par une faible 
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valeur du rapport 𝑐/𝑐∗ , où 𝑐∗  est la concentration critique d’enchevêtrement des polymères de la 
solution. 𝑐∗  peut être déterminée grâce à l’inverse de la viscosité réduite 𝜂𝑟  : 𝑐∗ = 1/(𝜌𝜂𝑟), avec la 
viscosité réduite 𝜂𝑟 = (𝜂𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 − 𝜂𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑛𝑡) (𝜌𝑐𝜂𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑛𝑡)⁄  (valeurs données en tableau 9) Larson (2005). 
Pour toutes les solutions étudiées, 𝑐/𝑐∗ est toujours inférieur à 0,05, montrant que les solutions sont 
diluées. Le temps de relaxation de Zimm de ces solutions, déterminé avec l’Eq.(1) en Ch.1, est donné 
en tableau 9. 

 

4.2.3. Points de fonctionnement 

L’influence de trois paramètres sur l’atomisation des jets de solutions viscoélastiques est étudiée : le 
débit 𝑄𝑣, la concentration 𝑐 en polymères et la géométrie de la buse. Les points de fonctionnements 
réalisés sont listés dans le tableau 10. Ce tableau liste également les grandeurs mesurées pour les jets 
qui seront définies dans la suite de ce chapitre. 

Pour la plupart des couples concentration-buse, le débit a été varié. Le débit, bien que choisi et fixé avec 
le pousse-seringue, est systématiquement contrôlé en pesant la masse de liquide récupérée durant un 
intervalle de temps donné. L’étude de l’influence de la concentration est faite à géométrie constante 
(Buse B2). Les mesures pour les buses B4, B5, B6 et B7 ont été réalisées par Massinissa SAADI dans le 
cadre d’un stage de 2ème année de Master à l’université de Rouen. Les expériences sont réalisées à 
pression atmosphérique et température ambiante, celle-ci variant entre 17°C et 24°C.  

Les écoulements dans les buses sont laminaires, comme l’indique les valeurs de nombre de Reynolds 
𝑅𝑒 (𝑅𝑒 = 4𝜌𝑄𝑣 (𝜋𝜂𝐷𝑜𝑟)⁄ ∈ [236 ; 1566]). Dans l’injecteur, la longueur d’établissement de la couche 
limite (de l’ordre de 0,06𝐷𝑜𝑟𝑅𝑒) est systématiquement plus grande que la longueur de la buse.  

Pour chaque jet, le diamètre 𝐷𝑗𝑒𝑡 et sa vitesse 𝑉𝑗𝑒𝑡 sont mesurés (voir tableau 10) selon un protocole 

exposé plus loin en section 4.3.1. A partir de ces deux mesures, on calcule le nombre Weber gazeux du 
jet 𝑊𝑒𝑔 = 𝜌𝑔𝑉𝑗𝑒𝑡

2 𝐷𝑗𝑒𝑡 𝜎⁄  où 𝜌𝑔 est la masse volumique de l’air à 20°C. 𝑊𝑒𝑔 est inférieur à 1 pour tous 

les jets, indiquant que les effets aérodynamiques sont négligeables dans tous les cas (Dumouchel 
(2008)). Les jets observent un comportement dit de Rayleigh (Dumouchel (2008)) : l’instabilité 
capillaire génère sur le jet une perturbation axisymétrique dont l’amplitude croit, provoquant la 
rupture. A conditions initiales fixées et dans la mesure où les écoulements sont laminaires, la longueur 
de rupture du jet évolue linéairement avec la vitesse du jet. 
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𝑐  
(ppm) 

Buse 
𝐷𝑜𝑟  
(µm) 

𝑄𝑣  ± 
1% 
(10-8 

m3.s-1) 

𝐷𝑗𝑒𝑡 ± 
4/𝑅𝑒𝑠  
(µm) 

𝑉𝑗𝑒𝑡  ± 
5%  

(m.s-1) 

𝑅𝑒 ± 
8% 
(-) 

𝑊𝑒𝑙 ± 
12% 

(-) 

𝜆𝑅1 ± 
4/𝑅𝑒𝑠 
(µm) 

𝑡𝐵𝑈 ± Δ𝑡𝐵𝑈 
(ms) 

𝑡𝑑4
∗  ± 
Δ𝑡𝐵𝑈 
(ms) 

𝑡∗∗ ± 
Δ𝑡𝐵𝑈 
(ms) 

𝑡𝑟 ± 
10% 
(ms) 

5 
B1 
200 

5,93 
9,17 
13,3 
17,2 
20,3 
23,7 
28,8 

195 
190 
185 
184 
200 
187 
190 

1,99 
3,23 
4,94 
6,46 
6,49 
8,61 
10,2 

286 
444 
642 
830 
986 

1142 
1392 

7,41 
17,7 
37,0 
62,1 
87,5 
117 
174 

1135 
1025 
1221 
1154 
1315 
1029 
1003 

11 ± 1 
10,0 ± 0,6  
7,7 ± 0,7 
6,6 ± 0,6 
7,0 ± 0,7 
6,7 ± 0,5 
5,1 ± 0,4 

5,8 
5,7 
4,0 
3,6 
3,3 
4,2 
3,3 

6,3 
6,4 
5,4 
4,9 
5,2 
5,4 
3,7 

- 
- 

0,88 
0,60 
0,71 
0,48 

- 

5 
B2 
105 

2,92 
4,53 
6,55 
8,47 
11,7 
14,5 
17,0 

125 
121 
117 
114 
112 
112 
112 

2,37 
3,94 
6,09 
8,29 
11,9 
14,8 
17,3 

268 
416 
604 
578 

1076 
1358 
1566 

12,3 
29,6 
62,1 
104 
198 
306 
419 

689 
610 
576 
540 
520 
494 
473 

6,0 ± 0,6 
4,0 ± 0,3 
3,3 ± 0,3 
2,6 ± 0,2 
2,1 ± 0,2 
1,9 ± 0,2 
1,8 ± 0,2 

3,4 
2,1 
1,8 
1,6 
1,5 
1,5 
1,4 

3,9 
2,7 
2,4 
2,0 
1,8 
1,8 
1,6 

- 
0,49 
0,37 
0,21 

- 
0,15 

- 

5 
B3 
42 

1,82 
2,57 
2,92 
3,53 
3,93 
4,23 
4,53 

46,0 
47,0 
47,0 
46,0 
47,0 
46,5 
46,5 

10,9 
14,8 
16,8 
21,2 
22,7 
24,9 
26,7 

418 
592 
672 
812 
906 
974 

1044 

74,8 
150 
194 
283 
351 
407 
467 

- 
- 
- 

248 
251 
226 
263 

0,54 ± 0,06 
0,50 ± 0,06 
0,49 ± 0,06 
0,45 ± 0,05 
0,43 ± 0,05 
0,49 ± 0,05 
0,47 ± 0,05 

0,41 
0,41 
0,39 
0,39 
0,37 
0,44 
0,43 

0,41 
0,41 
0,39 
0,40 
0,37 
0,44 
0,44 

- 
(0,044) 
(0,048) 
(0,049) 
(0,038) 
(0,033) 
(0,024) 

5 
B4 
367 

34,7 339 3,85 914 40,9 1850 16 ± 1 10 13 1,4 

5 
B5 
480 

45,2 484 2,46 910 31,1 2520 29 ± 3 16 24 2,7 

5 
B6 
500 

36,7 
42,2 
47,5 

549 
539 
534 

1,55 
1,85 
2,12 

710 
816 
918 

18,2 
24,0 
30,3 

2740 
2890 
2820 

43 ± 5 
37 ± 4 
33 ± 4 

24 
23 
16 

34 
32 
24 

4,4 
3,6 
3,2 

5 
B7 
500 

36,7 
47,5 

488 
463 

1,97 
1,82 

710 
918 

18,2 
30,3 

2700 
2860 

45 ± 5 
37 ± 5 

21 
21 

30 
33 

6,3 
5,6 

7,5 
B2 
105 

2,62 
4,22 
5,93 
8,42 
11,8 
13,8 
16,8 

133 
127 
119 
117 
114 
113 
114 

1,88 
3,33 
5,34 
7,83 
11,5 
13,7 
16,6 

236 
380 
534 
758 

1062 
1240 
1522 

9,97 
26,0 
51,3 
103 
202 
275 
416 

812 
681 
590 
565 
551 
532 
545 

10 ± 1 
5,9 ± 0,5 
4,0 ± 0,3 
3,4 ± 0,3 
2,5 ± 0,2 
2,6 ± 0,2 
2,4 ± 0,2 

3,3 
2,3 
1,9 
1,6 
1,6 
1,6 
1,7 

5,5 
4,0 
2,6 
2,3 
2,1 
1,9 
1,9 

- 
0,96 
0,49 
0,36 
0,23 
0,23 

- 

10 
B2 
105 

3,42 
4,65 
6,53 
8,45 
11,7 
14,4 
15,6 

138 
129 
122 
119 
117 
115 
113 

2,29 
3,56 
5,59 
7,60 
10,9 
13,9 
15,6 

308 
418 
588 
762 

1058 
1298 
1408 

17,1 
31,5 
62,1 
104 
200 
302 
355 

832 
715 
614 
545 
533 
559 
545 

11 ± 2 
9,3 ± 0,9 
5,3 ± 0,4 
3,7 ± 0,3 
2,8 ± 0,2 
2,6 ± 0,2 
2,7 ± 0,3 

4,1 
2,7 
2,2 
1,6 
1,4 
1,5 
1,7 

6,0 
4,9 
3,2 
2,4 
1,7 
1,8 
2,1 

- 
- 

0,62 
0,43 
0,31 

- 
- 

12,5 
B2 
105 

2,92 
4,73 
6,45 
8,68 
11,3 
14,4 
17,5 

134 
127 
122 
119 
117 
115 
114 

2,07 
3,74 
5,52 
7,80 
10,5 
13,9 
15,6 

262 
426 
578 
778 

1016 
1294 
1566 

12,3 
32,5 
60,2 
109 
186 
302 
441 

796 
767 
620 
588 
577 
480 
479 

11 ± 1 
6,9 ± 0,6 
5,3 ± 0,4 
4,2 ± 0,3 
3,6 ± 0,3 
3,1 ± 0,3 
2,6 ± 0,3 

3,4 
2,4 
2,2 
1,8 
1,8 
1,4 
1,5 

6,2 
4,8 
3,8 
2,3 
2,7 
2,1 
1,5 

2,2 
1,0 
0,74 
0,45 
0,34 

- 
- 

Tableau 10. Liste des points de fonctionnement réalisés. 

 



 
 
 
Atomisation de jets libres viscoélastiques 
 

 

  
Page 92/158 Thèse  Christophe Tirel 
 Etude expérimentale de l’atomisation de structures ligamentaires viscoélastiques  
  

  

 

4.2.4. Système d’imagerie 

Le montage optique de visualisation illustré en figure 64 est un montage par transmission : il permet 
de visualiser la projection sur un plan 2 dimensions (2D) des objets liquides. Il est composé d’une 
caméra associée à lunette à une visée lointaine (microscope à longue distance). La caméra est le modèle 
HR29050 de la société SVS-Vistek et le logiciel d’acquisition utilisé est StreamPix6. Le capteur de la 
caméra est de type CCD et possède 29 millions de pixels (6576 x 4384 pixels), un pixel ayant une taille 
de 5,5 x 5,5 µm². La fréquence d’acquisition maximale du capteur est de 6 images par seconde et le 
temps d’exposition minimal est de 17 µs. Le capteur retourne des images 8 bits (maximum 14 bits) en 
niveaux de gris au format TIF sans compression.  

 

Figure 64. Schéma du diagnostic optique. 

La lunette à visée lointaine est le modèle K2 DistaMax de la société Infinity. Elle comporte un 
diaphragme et un zoom manuel, un objectif amovible (différents grandissements disponibles) et 
accessoirement des allonges et des tubes avec lentilles grossissantes X2. Le grandissement de la lunette 
de la lunette est ajustable de 3,6 à 12, l’ouverture numérique est comprise entre 0,156 et 0,204, la 
profondeur de champ est de 10 à 20 µm et la résolution optique de la lunette est comprise entre 2,1 et 
1,6 µm. 

5 cm 0~5 cm 10 cm 25~30 cm 

𝑐  
(ppm) 

Buse 
𝐷𝑜𝑟  
(µm) 

𝑄𝑣  ± 
1% 
(10-8 

m3.s-1) 

𝐷𝑗𝑒𝑡 ± 
4/𝑅𝑒𝑠  
(µm) 

𝑉𝑗𝑒𝑡  ± 
5%  

(m.s-1) 

𝑅𝑒 ± 
8% 
(-) 

𝑊𝑒𝑙 ± 
12% 

(-) 

𝜆𝑅1 ± 
4*𝑅𝑒𝑠  
(µm) 

𝑡𝐵𝑈 ± Δ𝑡𝐵𝑈 
(ms) 

𝑡𝑑4
∗  ± 
Δ𝑡𝐵𝑈 
(ms) 

𝑡∗∗ ± 
Δ𝑡𝐵𝑈 
(ms) 

𝑡𝑟 ± 
10% 
(ms) 

15 
B2 
105 

2,92 
4,73 
6,57 
8,57 
11,6 
14,5 
17,3 

140 
127 
121 
111 
115 
113 
112 

1,89 
3,74 
5,70 
8,85 
11,2 
14,4 
17,6 

260 
420 
582 
762 

1030 
1288 
1540 

12,3 
32,5 
62,3 
106 
194 
304 
434 

830 
850 
615 
522 
577 
586 
562 

12 ± 1 
7,5 ± 0,6 
5,4 ± 0,4 
3,9 ± 0,3 
3,4 ± 0,3 
3,2 ± 0,3 
3,0 ± 0,3 

3,5 
2,4 
1,9 
1,8 
1,5 
1,7 
1,7 

6,1 
4,0 
3,1 
2,5 
2,2 
2,2 
2,3 

2,0 
1,1 

0,60 
0,4 

0,39 
0,30 

- 

20 
B2 
105 

2,92 
4,73 
6,55 
8,47 
11,7 
14,3 

141 
130 
124 
121 
117 
114 

1,87 
3,56 
5,43 
7,36 
10,9 
14,0 

260 
422 
584 
754 

1044 
1276 

12,4 
32,4 
62,5 
104 
199 
297 

701 
654 
584 
591 
401 
387 

17 ± 4 
10 ± 1 

7,5 ± 0,6 
6,5 ± 0,6 
4,4 ± 0,4 
3,4 ± 0,3 

3,8 
2,8 
2,4 
2,5 
1,5 
1,5 

6,9 
5,6 
3,5 
4,2 
2,5 
1,9 

- 
1,9 
1,0 

0,93 
0,55 

- 
Tableau 10. Liste des points de fonctionnement réalisés (suite). 
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La résolution des images est choisie de manière à visualiser le diamètre du jet cylindrique dans sa partie 
non perturbée sur au moins 200 pixels. Un tel critère permet d’avoir des jets suffisamment résolus pour 
pratiquer l’analyse multi-échelles sans la segmentation sub-pixel. Pour cette raison, différentes 
résolutions et champs de visualisation ont été utilisés en fonction du diamètre de buse (tableau 11). Le 
champ de vision est réglé grâce à une image de mire et la réponse impulsionnelle du montage optique 
est comprise entre 5 et 8 pixels (plus le champ couvert est petit, plus la réponse impulsionnelle est 
large). Le capteur est placé en mode portrait pour disposer du plus grand nombre de pixels dans le sens 
de l’écoulement, optimisant ainsi le champ de visualisation.  

Référence buse B1 B2 et B3 B2 (20 ppm) B4, B5, B6 et B7 

Champ couvert (mm²) 8,29 x 5,52 3,68 x 2,46 4,84 x 3,22 11,0*7,31 

Résolution 𝑅𝑒𝑠 (pixels/mm) 792 1780 1380 600 

Tableau 11. Résolutions et champs de visualisation choisis. 

La source lumineuse est une source laser CAVITAR, modèle Cavilux Smart 400W, avec sa fibre optique 
et une optique de collimation de 25 mm. C’est une source pulsée monochromatique autour de 640 
nm et faiblement cohérente produite par une diode laser. La durée de l’impulsion lumineuse est 
réglable entre 10 ns et 10 µs et a une influence sur l’énergie délivrée par la source : une faible durée 
d’impulsion réduit l’énergie fournie par la source. La durée de l’impulsion lumineuse est choisie égale 
à 20 ns. La source lumineuse et la caméra sont synchronisées avec un générateur de signaux TTL réglé 
à 2 Hz. 

Des effets de trainée peuvent apparaître sur les images. Ils se produisent lorsque l’objet éclairé se déplace 
dans le champ de visualisation de la caméra pendant l’acquisition de l’image. Pour annuler cet effet, le 
couple temps d’exposition – résolution spatiale doit être choisi avec soin en fonction de la vitesse de 
déplacement des objets. Puisque la résolution des images a déjà été choisie, la durée de l’impulsion 
lumineuse est réglée en conséquence. Pour l’ensemble des configurations étudiées, la situation la plus 
délicate se produit avec la buse B3 qui génère les plus grandes vitesses de jets 𝑉𝑗𝑒𝑡, jusqu’à 26,7 m/s 

comme indiqué en tableau 10. Pour une durée d’impulsion lumineuse de 20 ns, une particule de fluide 
se déplaçant à 26,7 m/s parcourt 0,534 µm, la résolution de l’image ne doit pas être supérieure à 1872 
pixels/mm pour limiter l’effet de trainée, ce qui est bien le cas.  

L’étude réalisée est statistique : 150 images sont prises par position verticale. Ce nombre d’image est 
justifié dans la section 4.4.1. De plus, deux images successives ne doivent pas être temporellement 
corrélées. Pour le jet présentant la plus petite vitesse (buse B6, 𝑉𝑗𝑒𝑡  = 1,55 m/s) et une fréquence 

d’acquisition de 6 Hz, une particule de liquide va parcourir 258 mm entre deux images. Pour tous les 
champs optiques listés dans le tableau 11, la particule de liquide sort du champ de la caméra, montrant 
que les images ne sont pas temporellement corrélées.  

Les champs choisis ne permettent pas d’observer un jet complet depuis sa sortie de l’injecteur jusqu’à 
sa rupture sur une seule image. Pour suivre l’évolution du jet, l’injecteur est déplacé grâce au système 
de déplacement 3D. Le décalage vertical choisi dépend du champ de vision et est égal à 6 mm pour les 
buses B1, B4, B5, B6, B7 et 3 mm pour les buses B2 et B3.  
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Figure 65. Images de jet, solution 5ppm, la position 𝑧𝑖 du haut de l’image 
est indiquée en millimètres. Buse B2 𝑄𝑣 = 2,92 10-8 m3/s. 

Figure 66. De l’image brute à l’image segmentée 
corrigée (a) image brute (b) image normalisée (c) 
image segmentée (d) image segmentée corrigée. 

Pour chaque image, sa position verticale haute est noté 𝑧𝑖 et son centre 𝑧𝑘. La figure 65 présente des 
images caractéristiques de jets de solution à 5ppm pour la buse B2 à différentes positions 𝑧𝑖. Au départ, 

le jet est peu perturbé (zi = 3 mm figure 65). Plus bas, on observe le développement d’une perturbation 
sinusoïdale qui correspond au développement de l’instabilité capillaire du régime de Rayleigh (1878). 
L’amplitude de cette perturbation sinusoïdale croît avec la distance à l’injecteur. Puis le motif de perles 

sur une ficelle se développe (zi = 6 mm). Le ligament s’amincit jusqu’à la rupture du jet tandis que les 

perles croissent et adoptent une forme sphérique (zi = 6, 9 et 12 mm).  

Proche de l’injecteur, les images de jets présentent une ligne claire médiane indiquant l’aspect laminaire 
des écoulements ainsi que l’axisymétrie des jets. Une fois le motif de perles sur une ficelle établi, un 
point lumineux est visible au centre des perles, qui correspond au spot de poisson [citation], en plus de 
la ligne claire visible sur les ligaments. 

Le traitement d’image décrit en Ch.3 est appliqué aux images de jets pour les segmenter au niveau pixel, 
comme résumé en figure 66 qui montre les étapes de normalisation figure 66(b), de localisation figure 
66(c) et de remplissage figure 66(d). A partir des images segmentées corrigées (figure 66(d)), les mesures 
de diamètre de jets, de longueurs d’ondes de perturbation, de longueurs de rupture et de distribution 
volumique d’échelles sont réalisées sur ces images à deux niveaux de gris. 
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4.3. Mesures préliminaires 

4.3.1. Diamètre et vitesse du jet 

Le diamètre 𝐷𝑗𝑒𝑡 est calculé en divisant la surface projetée du jet 

sur une partie de l’image segmentée par la hauteur de cette partie. 
Cette méthode est appliquée sur la partie du jet qui précède le 
développement de l’instabilité capillaire, là où il est le moins 
perturbé. 

La position verticale où le jet est le moins perturbé n’est pas 
nécessairement située juste après l’injecteur. En effet, certains jets 
présentent une longue déformation en sortie de l’injecteur, 
comme illustrée en figure 67. Cette déformation est identique 
d’une image à l’autre pour un point de fonctionnement donné, 
comme le montre les figure 67(a)(b)(c). Elle résulte de l’écoulement 
interne à l’injecteur et à la buse. Cette déformation décroit en 
amplitude le long du jet (figure 67(d)) et celui-ci adopte ensuite une 
forme presque cylindrique, permettant une mesure de 𝐷𝑗𝑒𝑡 . 

Ensuite le jet voit l’instabilité capillaire se développer (figure 67(e)). 

La vitesse du jet 𝑉𝑗𝑒𝑡  est déduite à partir de 𝐷𝑗𝑒𝑡  et du débit 𝑄𝑣 

selon la relation : 𝑉𝑗𝑒𝑡 = (4𝑄𝑣)/(𝜋𝐷𝑗𝑒𝑡
2 ). Les valeurs de 𝐷𝑗𝑒𝑡 et 𝑉𝑗𝑒𝑡 

sont rapportées en tableau 10. On y remarque que 𝐷𝑗𝑒𝑡 est toujours 

proche du diamètre de la buse et rapporte une dépendance à la 
vitesse plus ou moins prononcée. Bien que les mesures pratiquées 
ici ne permettent pas de trancher sur ce point, cette dépendance 
n’est peut-être pas dénuée de sens physique. Les valeurs 𝐷𝑗𝑒𝑡 et 𝑉𝑗𝑒𝑡 

sont utilisées comme caractéristiques de références des jets par la 
suite. 

 

 

 

(a) (b) (c) (d) (e) 

     
Figure 67. Déformation du jet en sortie 

d’injecteur. Solution à 20ppm, buse B2, 𝑄𝑣 
=14,3 10-8 m3/s. (a) (b) (c) zi = 4 mm (d)  

zi = 8 mm (e) zi = 12 mm. 
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4.3.2. Longueurs d’ondes de perturbation du jet 

La longueur d’onde de perturbation moyenne 𝜆(𝑧𝑘) des jets est 
également déterminée pour chaque série d’images à la position 
verticale 𝑧𝑘 . La méthode de mesure a été développée par Jean-
Baptiste CHARPENTIER dans le cadre d’un ATER à l’INSA de 
Rouen en 2018. Cette mesure est effectuée pour toutes les images 
présentant un objet liquide (ensemble de pixels connexes ayant le 
même niveau de gris) parcourant l’image de part en part. Un tel 
objet liquide présente deux interfaces liquide-gaz qui sont extraites 
de l’image et analysées séparément. L’interface liquide-gaz est lissée 
par convolution avec un noyau polynomial d’ordre 2 symétrique. 
Ce noyau a pour but de filtrer l’aspect marche d’escalier du 
contour pixélisé en plus du bruit, tout en conservant la courbure 
globale du contour. Ce filtrage est réalisé trois fois avec des tailles 
de filtres différents (60, 90 et 120 pixels). Après ce filtrage, les 
positions des maximums locaux de chacune des deux interfaces 
liquide-gaz sont mesurées, ces maximums locaux représentant les 
grandes structures observées sur le jet comme indiqué par les 
flèches de couleur en figure 68. Ces positions sont comparées entre 
les trois différents filtrages et conservées si et seulement si elles sont 
détectées pour les trois filtrages à la même position sur le contour 
(double flèches bleues en figure 68). 

Puis, les longueurs d’ondes 𝜆𝑖(𝑧𝑘)  sont mesurées entre les 
maximums locaux successifs. Cette opération est répétée pour 
chaque image de la série à la position 𝑧𝑘 , aboutissant à une 
distribution des longueurs d’onde de perturbation 𝜆𝑖(𝑧𝑘) comme 
illustré en figure 69. A partir de cette distribution de longueur 
d’onde, la longueur d’onde moyenne de perturbation 𝜆(𝑧𝑘)  et 
l’écart type 𝜎𝜆(𝑧𝑘) sont déterminés. On calcule la largeur à mi-

hauteur 𝐹𝑊𝐻𝑀𝜆(𝑧𝑘) = 2𝜎𝜆(𝑧𝑖)√ln 2  de la fonction gaussienne 
modélisant au mieux cette distribution de longueurs d’onde 
(courbe pointillée en figure 69). Puisque des visualisations du jet 
ont été réalisées à différentes positions 𝑧𝑘, 𝜆(𝑧𝑘) représente alors 
l’évolution spatiale de la longueur d’onde moyenne de 
perturbation le long du jet.  

La figure 70 présente l’évolution de 𝜆(𝑧𝑘) pour les différentes vitesses de jet testées avec la buse B1 et 
la solution à 5 ppm. Le comportement frappant rapporté par cette courbe est l’augmentation non 
négligeable et continue de la longueur d’onde moyenne le long du jet pour certains points de 
fonctionnement. Observée pour d’autres conditions non représentées sur la figure 70, cette 
augmentation révèle l’existence du mécanisme de coalescence des perles mis en évidence par certains 
travaux de la littérature (Goldin et al. (1969), Li et al. (2003), Christanti et Walker (2002)) et identifié 

 

Figure 68. Mesure des longueurs d’onde de 
perturbation 𝜆𝑖. Flèche bleue : maximum 
local détecté sur les 2 interfaces à la même 

position, conservé pour la mesure de 𝜆. 
Flèche rouge : maximum local détecté sur 1 
seule interface, non conservé pour la mesure 
de 𝜆. Solution 15 ppm, buse B2, 𝑄𝑣 = 2,92 

10-8 m3/s et zi = 3 mm. 

𝜆1 

𝜆2 

𝑧𝑘 

𝑧𝑖 
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dans le cadre de ce travail comme le montre les images de la figure 71. Selon les travaux de Li et al. 
(2003), ce mécanisme ne modifie pas la dynamique d’amincissement des ligaments. 

  

Figure 69. Histogramme des longueurs d’ondes 𝜆𝑖(𝑧𝑘). Solution 
5ppm, buse B1, 𝑄𝑣 = 23,7 10-8 m3/s et 𝑧𝑘 = 31,15 mm. 

Figure 70. Evolution spatiale de la longueur d’onde 𝜆(𝑧𝑘) pour 
plusieurs débits. Solution 5ppm, buse B1.  

Dans la suite, 𝜆𝑅1 désigne la longueur d’onde moyenne du régime de Rayleigh et mesurée pour la 
position 𝑧𝑘  située juste après la position où 𝐷𝑗𝑒𝑡  a été mesurée. 𝜆𝑅1  sert de longueur d’onde de 

perturbation de référence pour le jet et les mesures sont listées en tableau 10. 

(a) 
 

 
(b) 

 
(c) 

 
Figure 71. Coalescences des perles. Solution à 5ppm, buse B1, 𝑄𝑣 = 9,17 10-8 m3/s et 𝑧𝑘 = 31,15 mm. 

 

4.3.3. Longueurs de rupture du jet 

La longueur de rupture du jet désigne la distance entre la sortie de l’injecteur et le point de rupture du 
jet. Elle varie dans le temps et est généralement associée à une valeur moyenne 𝐿𝐵𝑈 déterminée à partir 
de la distribution des longueurs de rupture. Celle-ci est construite en mesurant les longueurs de rupture 
sur toutes les images montrant un point de rupture. Sur chacune d’elles, la position 𝑧𝐵𝑈 de la première 
ligne de pixels ne présentant pas de jet est identifiée comme illustré en figure 72. L’ensemble des 𝑧𝐵𝑈 
mesurés forme la distribution recherchée de laquelle sont déduites la longueur de rupture moyenne et 
son écart type 𝜎𝐵𝑈 . (On remarque que la gaussienne centrée sur 𝐿𝐵𝑈  et de largeur à mi-hauteur 

𝐹𝑊𝐻𝑀𝐵𝑈 = 2𝜎𝐵𝑈√ln 2 reproduit convenablement la distribution de longueur de rupture.) 
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La figure 73 présente la courbe de stabilité du jet qui représente 
𝐿𝐵𝑈  en fonction de la vitesse 𝑉𝑗𝑒𝑡 . Les barres verticales 

correspondent à deux fois la largeur à mi-hauteur 𝐹𝑊𝐻𝑀𝐵𝑈. Pour 
une buse et une concentration donnée, 𝐿𝐵𝑈  croit linéairement 
avec la vitesse 𝑉𝑗𝑒𝑡. Cette croissance est observée pour tous couples 

buse-concentration testés, ce qui est attendu et confirme que le 
comportement des jets étudiés n’est pas influencé par les effets 
aérodynamiques. 

Notons qu’un comportement particulier est rapporté pour la 
solution 20 ppm : la croissance linéaire aux petites vitesses s’achève 
par un plateau pour les trois dernières vitesses. Ce comportement 
observé dans les expériences de Goldin et al. (1972) et Mun et al. 
(1998) n’a, à notre connaissance, pas reçu d’interprétation. 

 
Figure 73. Dépendance de la longueur de rupture moyenne des jets avec la 

vitesse débitante dans la buse 𝑉𝑗𝑒𝑡 . 

 

4.4. Mesure des distributions d’échelles 3D 

4.4.1. Protocole de mesure 

L’étude statistique des jets viscoélastiques est réalisée avec l’outil de description multi-échelles (voir 
Ch.2). La mesure de la distribution d’échelles nécessite plusieurs étapes à partir des images segmentées 
corrigées, illustrées en figure 74. D’abord la carte des distances euclidienne (EDM) des images 
segmentées est calculée (figure 74(b)). Ensuite, la mesure de la distribution d’échelles est effectuée 
localement, sur une portion du jet délimitée par une fenêtre d’analyse rectangulaire. Cette fenêtre 
d’analyse est paramétrée par sa hauteur  𝐻𝑤 (figure 74(c)) tandis que sa largeur est celle de l’image. La 
fenêtre d’analyse est repérée par sa position 𝑧 qui correspond à la position verticale du point central de 
cette fenêtre. La fenêtre d’analyse est déplacée le long du jet, avec un pas de ∆𝐻𝑤, de l’injecteur à la 
zone de rupture afin d’avoir l’évolution spatiale de la distribution d’échelle. La méthode de calcul 
utilisée ici est celle du calcul 3D via intégration axisymétrique (détaillée en section 3.5.3) étant donné 
que l’instabilité capillaire est connue pour être un mécanisme axisymétrique. 

 

 
Figure 72. Mesure de la longueur de rupture du 

jet. Solution 5ppm, buse B2,                          
𝑄𝑣 = 2,92 10-8 m3/s et 𝑧𝑖 = 12 mm. 
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La mesure de la distribution d’échelles 3D est 
réalisée pour chacune des 𝑛  images à chaque 
position verticale 𝑧  de la fenêtre d’analyse. En 
notant 𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧)  la distribution d’échelles sur 

l’image 𝑖 à une position verticale 𝑧 de la fenêtre 
d’analyse, la distribution d’échelles 3D du jet à 
cette position correspond à la somme pondérée 
de chacune des distributions 𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧) , comme 

montré en section 2.2.2.  𝑒3(𝑑, 𝑧) s’écrit : 

𝑒3(𝑑, 𝑧) =∑ 𝛼𝑖𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧)
𝑛

𝑖=1
 (105) 

Où 𝛼𝑖 = 𝑉𝑖(𝑧)/∑ 𝑉𝑖(𝑧)
𝑛
𝑖=1  et 𝑉𝑖(𝑧) est le volume 

de la portion de jet contenue dans la fenêtre 
d’analyse à la position 𝑧 de l’image 𝑖.  

L’évolution spatiale de la distribution d’échelles 
est ensuite convertie en évolution temporelle en 
définissant le temps équivalent de la manière 
suivante afin de tenir compte de l’accélération du 
jet sous l’effet des forces de gravité : 

𝑡(𝑧) =
√𝑉𝑗𝑒𝑡

2 + 2𝑔𝑧 − 𝑉𝑗𝑒𝑡

𝑔
 

(106) 

Où 𝑔 est l’accélération de la pesanteur. Quand 
𝑉𝑗𝑒𝑡
2 ≫ 2𝑔𝑧, ce qui indique que le jet n’est pas 

soumis à l’influence de la gravité, l’Eq.(106) se 
simplifie en 𝑡 = 𝑧/𝑉𝑗𝑒𝑡.  

L’analyse de la distribution 𝑒3(𝑑, 𝑡)  utilise les 
résultats présentés au Ch.2. Certains résultats 
sont obtenus à partir des dérivées de 𝑒3(𝑑, 𝑡) , 

notamment le taux d’étirement 𝜀̇ qui fait intervenir une dérivée temporelle. Les dérivées de 𝑒3(𝑑, 𝑡) 
sont calculées numériquement, la dérivée temporelle fait alors intervenir le pas de temps ∆𝑡 
correspondant au pas ∆𝐻𝑤 de décalage de la fenêtre d’analyse. Le choix de ∆𝐻𝑤 est donc important. Il 
doit être suffisamment petit pour offrir une représentation correcte de l’évolution temporelle de 
𝑒3(𝑑, 𝑧) et suffisamment grand pour éviter une dérivée temporelle bruitée. Le compromis s’est porté 
sur ∆𝐻𝑤 = 𝐻𝑤.  

Le nombre d’images 𝑛 prises par position verticale et la hauteur 𝐻𝑤 de la fenêtre d’analyse ont une 
influence sur la distribution d’échelles mesurée : 𝑛 intervient explicitement dans l’Eq.(105) tandis que 
𝐻𝑤 intervient implicitement dans la mesure de 𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧). L’influence de ces deux paramètres sur la 

mesure de 𝑒3(𝑑, 𝑡) est étudiée. 

   (a) (b) (c) 
  

   
  Figure 74. De l’image segmentée à la distribution d’échelle (a) 

Image segmentée corrigée (b) Carte des distances euclidiennes 
(EDM) (c) Mesure locale de la distribution d’échelles 3D le long 
du jet. Solution 5ppm, buse B1, 𝑄𝑣 = 9,17 10-8 m3/s et 𝑧𝑖 = 15 

mm. 

𝐻𝑤 

∆𝐻𝑤 

𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧1) 

𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧2) 

𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧3) 

𝑒3𝑖(𝑑, 𝑧4) 

𝑧𝑖 

𝑧 = 𝑧2 

𝑧 = 𝑧3 

𝑧 = 𝑧4 
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4.4.2. Influence de la hauteur de fenêtre d’analyse sur la distribution 
d’échelles 

La distribution d’échelles 𝑒3𝑖(𝑑, 𝑡) est mesurée pour la portion de jet contenue dans la fenêtre d’analyse 

de hauteur 𝐻𝑤. En modifiant ce paramètre, la portion de jet considérée est plus ou moins grande, ce 
qui va modifier 𝑒3𝑖(𝑑, 𝑡). Afin d’étudier l’évolution temporelle de l’instabilité capillaire, la mesure de la 

distribution d’échelles 𝑒3(𝑑, 𝑡) doit être la plus locale possible afin de ne pas lisser cette évolution. En 
effet, si 𝐻𝑤 est trop grand, la portion étudiée peut présenter des motifs très différents, comme un motif 
de perles sur une ficelle et des gouttes détachées si on se situe au niveau de la rupture, modifiant la 
distribution d’échelles mesurée. Il est donc nécessaire de réduire au maximum la hauteur 𝐻𝑤 de la 
fenêtre d’analyse pour obtenir une meilleure sensibilité sur cette évolution temporelle. Il faut alors 
associer ce choix à un très grand nombre d’images. Les hauteurs choisies dépendent du diamètre de la 
buse comme indiqué en tableau 12. 𝐻𝑤 est égal à 4 à 8 fois le diamètre de la buse selon les cas et se 
retrouve du même ordre de grandeur que la longueur d’onde 𝜆𝑅1. 

Référence buse B1 B2  B3  B4, B5, B6 et B7 

Hauteur de fenêtre 𝐻𝑤 (mm) 1 0.5 0.5 3 

Tableau 12. Hauteur de fenêtre d’analyses choisies. 

 

4.4.3. Influence du nombre d’images sur la distribution d’échelles 

L’influence du nombre d’images est étudiée sur la mesure de la surface spécifique 𝑒3(0, 𝑡) au travers de 
la divergence de Kullback-Leibler 𝐷𝐾𝐿  (Joyce (2011)). Cette divergence mesure l’écart entre deux 
distributions : plus sa valeur est faible, plus les distributions sont proches. Pour un ensemble de 300 
images de jet libre à un temps 𝑡 donné, la distribution d’échelles 𝑒3300(𝑑, 𝑡) de l’ensemble des images 

est calculée. On définit également la distribution d’échelles 𝑒3𝑗(𝑑, 𝑡) pour 𝑗 images choisies au hasard 

(1 ≤ 𝑗 < 300). La divergence de Kullback-Leibler 𝐷𝐾𝐿 s’écrit : 

𝐷𝐾𝐿(𝑗, 𝑡) = ∫ 𝑒3300(𝑑, 𝑡) log2 (
𝑒3𝑗(𝑑, 𝑡)

𝑒3300(𝑑, 𝑡)
)d𝑑

𝑑=+∞

𝑑=0

  (107) 

La figure 75 montre l’évolution de 𝐷𝐾𝐿 en fonction du nombre d’images 𝑗 à différents temps 𝑡. Les 
symboles carrés indiquent que le jet est dans le régime de Rayleigh, les losanges dans le régime élasto-
capillaire et les ronds dans le régime visco-capillaire, comme présentés dans le Ch.1. A chaque temps, 
la divergence 𝐷𝐾𝐿 décroit avec le nombre d’images, indiquant que les écarts entre les distributions 
d’échelles 𝑒3(𝑑, 𝑡) et 𝑒3𝑗(𝑑, 𝑡) diminuent, ce qui est attendu. 𝐷𝐾𝐿 présente ensuite un plateau lorsque 

l’on augmente le nombre d’images. Le nombre d’images nécessaire pour atteindre le plateau dépend 
du régime du jet. La situation la plus défavorable est le régime visco-capillaire pour laquelle le plateau 

débute à n = 150 images. Ainsi, en choisissant 150 images pour les expériences, on s’assure que la 
distribution d’échelles mesurée a atteint une convergence acceptable. 
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Figure 75. Divergence de Kullback-Leibler 𝐷𝐾𝐿(𝑗, 𝑡). Solution 5 ppm, buse B1 et 𝑄𝑣 = 17,2 10-8 m3/s.  

 

4.4.4. Volume moyen du jet dans la fenêtre d’analyse 

Comme le montre l’Eq.(105), le calcul de la distribution d’échelles volumique 𝑒3(𝑑, 𝑡) nécessite une 
mesure du volume 𝑉𝑖(𝑡) de la portion de jet contenue dans la fenêtre d’analyse. Ce volume est mesuré 
selon la procédure exposée en section 3.5.3. A partir des différents volumes 𝑉𝑖(𝑡) mesurés sur les 150 
images à un temps 𝑡 donné, la moyenne arithmétique 𝑉𝑜𝑙(𝑡) est calculée à chaque instant 𝑡.  

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

Figure 76. Evolution temporelle du volume du jet adimensionné dans la fenêtre d’analyse en fonction du temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈. (a) Solution 5 
ppm, buse B1 (b) Buse B2, 𝑅𝑒 ∈ [910 ; 1076] (c) Buse B2, 𝑅𝑒 ≤ 310 (d) Solution 5ppm, 𝐹𝑟 ≤ 2,5. 

Des exemples d’évolutions temporelles de 𝑉𝑜𝑙(𝑡)/𝑉0 sont présentés en figure 76 où 𝑉0 = 𝐷𝑗𝑒𝑡𝐻𝑤. 𝑉𝑜𝑙(𝑡) 

est présenté en fonction du temps adimensionné 𝑡/𝑡𝐵𝑈 où 𝑡𝐵𝑈 correspond au temps de rupture moyen 
du jet déterminé grâce aux mesures de 𝐿𝐵𝑈 et à l’Eq.(106). Une incertitude ∆𝑡𝐵𝑈 est associée à 𝑡𝐵𝑈 et 
est calculée à partir de l’Eq.(106) et des mesures issues des distributions de longueur de rupture :  
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∆𝑡𝐵𝑈 =
1

2
 (𝑡(𝐿𝐵𝑈 + 𝐹𝑊𝐻𝑀𝐵𝑈) − 𝑡(𝐿𝐵𝑈 − 𝐹𝑊𝐻𝑀𝐵𝑈)) (108) 

Ces temps de rupture moyen et leurs incertitudes sont listés en tableau 10.  

Pour la plupart des points de fonctionnement, le volume 𝑉𝑜𝑙(𝑡) est constant en fonction du temps 
(figure 76(a)). Ceci indique que les effets de pesanteur restent négligeables. Pour 𝑉𝑗𝑒𝑡 = 8,61 m/s (figure 

76(a)), 𝑉𝑜𝑙(𝑡)  oscille aux premiers temps. Ce phénomène est également visible pour toutes les 
concentrations pour des jets à Reynolds similaire, comme illustré en figure 76(b). Ces oscillations 
résultent des longues déformations sinusoïdales du jet en sortie de l’injecteur, comme illustré en figure 
67(a). Ces grandes déformations présentent une longueur caractéristique bien plus grande que la 
hauteur 𝐻𝑤 de la fenêtre d’analyse (figure 67(e)). Ceci se traduit par des augmentations et diminutions 
cycliques du volume 𝑉𝑜𝑙(𝑡) qui est surestimé proche d’un gonflement et sous-estimé proche du col. Ces 
déformations s’amortissent comme le montrent les figure 67(d)(e) et la figure 76(b). 

Pour le plus petit débit d’injection en figure 76(a) (𝑉𝑗𝑒𝑡 = 1,99 m/s), 𝑉𝑜𝑙(𝑡) augmente légèrement avec 

le temps. Cette augmentation est visible pour toutes les concentrations testées lorsque le Reynolds du 
jet est inférieur à 310, comme illustré en figure 76(c). Ce comportement est peut-être associé au 
mécanisme de « gobbling » (Clasen et al. (2009)) faisant référence à la présence d’une force élastique 
retardant la chute du jet et se manifestant pour des nombres 𝑊𝑒𝑙 = 16𝜌𝑄𝑣2 (𝜎𝜋2𝐷𝑜𝑟

3 )⁄ ≤ 1 dans la 
mesure où les jets de la figure 76(c) ont de faibles nombres de 𝑊𝑒𝑙 (~12). Le comportement particulier 
observé pour la solution 5 ppm en figure 76(c) dans l’intervalle de temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈 ∈ [0,7 ; 1] provient du 
fait que cette plage temporelle couvre une proportion non négligeable de situations pour lesquelles la 
rupture a déjà eu lieu. Dans ce cas, 𝑉𝑜𝑙(𝑡) intègre le volume des gouttes dont la répartition spatiale 
apparait être à l’origine d’une augmentation de cette quantité. 

Certains jets présentent une diminution de 𝑉𝑜𝑙(𝑡) , comme le montre la figure 76(d). Pour ces 
situations, les effets de pesanteur ne sont pas négligeables comme l’indique leur nombre de Froude 

(𝐹𝑟 = 𝑉𝑗𝑒𝑡 √𝑔𝐿𝐵𝑈⁄ ) inférieur à 2,5 : le jet s’accélère et s’allonge. Comme 𝐻𝑤 est fixe, il en résulte une 

diminution du volume 𝑉𝑗𝑒𝑡. Il faut tenir compte de ces effets de gravité dans les analyses de ces jets. 

Pour les autres jets, les valeurs de nombre de Froude sont comprises entre 3,29 et 76,0. 

 

4.5. Analyse multi-échelle 

Des distributions d’échelles 𝑒3(𝑑, 𝑡) sont présentées en figure 77 pour un point de fonctionnement à 
différents temps. Aux premiers temps, la distribution d’échelles est linéaire, ce qui correspond à une 
forme de jet cylindrique (figure 13 de la section 2.3.2). Plus tard, la distribution présente deux parties 
distinctes : une partie linéaire aux petites échelles et une partie polynomiale aux grandes échelles. Pour 
ces temps, la distribution d’échelles ressemble à celle de l’ensemble cylindre et sphère présentée en 
section 2.4.1, la partie linéaire étant principalement portée par le cylindre et la partie polynomiale par 
la sphère. Cette forme est attendue pour 𝑒3(𝑑, 𝑡) car le jet adopte un motif de perles sur une ficelle. Au 
cours du temps, on observe que l’échelle 𝑑𝑚𝑎𝑥 augmente, indiquant la croissance de la grande structure 
dans le jet. Par ailleurs, la valeur de pente de la partie linéaire diminue dans le temps, indiquant un 
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amincissement de la partie cylindrique. Ces deux observations traduisent l’accroissement des perles et 
l’amincissement de la partie ligamentaire du motif de perles sur une ficelle. 

 
Figure 77. Evolution temporelle de 𝑒3(𝑑, 𝑡). Solution 5ppm, buse B1 et 𝑄𝑣 = 23,7 10-8 m3/s. 

 

4.5.1. Surface spécifique 

L’évolution de la surface spécifique est étudiée au travers de la quantité adimensionnée 𝑒3(0, 𝑡)𝐷𝑗𝑒𝑡/2 

qui vaut 1 pour un cylindre de diamètre 𝐷𝑗𝑒𝑡.  

 

Figure 78. Evolution temporelle de la surface spécifique adimensionnée en fonction du temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈 pour différentes vitesses de jet. 
Solution 5 ppm, buse B1. 

La figure 78 présente l’évolution de 𝑒3(0, 𝑡)𝐷𝑗𝑒𝑡/2 en fonction du temps adimensionné 𝑡/𝑡𝐵𝑈 pour la 

solution 5 ppm avec la buse B1. Une augmentation de 𝑒3(0, 𝑡)𝐷𝑗𝑒𝑡/2 est visible aux premiers temps. 

Cette augmentation a déjà été identifiée lors de l’étude numérique de l’instabilité capillaire pour un 
liquide newtonien (Dumouchel et al. (2017)). Elle se produit pendant le régime de Rayleigh qui porte 
l’accroissement des perturbations sinusoïdales. Cette augmentation de la surface spécifique traduit un 
gain d’interface lors de ce régime. Pour les plus grandes vitesses, une oscillation est présente et 
correspond à celle visible lors de l’évolution temporelle du volume 𝑉𝑜𝑙(𝑡) observée et discutée en 
section 4.4.4. Après cette phase d’accroissement, 𝑒3(0, 𝑡)𝐷𝑗𝑒𝑡/2 décroit jusqu’à la rupture, indiquant 

une perte d’interface caractéristique des instabilités capillaires. Au temps de rupture, les valeurs de 
surface spécifique ne sont pas identiques pour les différentes vitesses : elles sont globalement plus faibles 
lorsque 𝑉𝑗𝑒𝑡  diminue. Les résultats expérimentaux (non montrés ici) ramènent par ailleurs une 

sensibilité avérée de la surface spécifique 𝑒3(0, 𝑡𝐵𝑈) à la concentration de la solution et à la géométrie 
de la buse. L’étude de l’instabilité capillaire pour des liquides Newtoniens (Dumouchel et al. (2017)) 
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rapporte une dépendance entre 𝑒3(0, 𝑡𝐵𝑈) et la longueur d’onde de perturbation. Travaillant ici avec 
des jets libres, il est peu probable que ce paramètre soit responsable des variations de 𝑒3(0, 𝑡𝐵𝑈) puisque 
chaque rupture est pilotée par la perturbation la plus instable (ce point sera confirmé plus tard). Aussi 
les dépendances de 𝑒3(0, 𝑡𝐵𝑈) sont vraisemblablement attachées à la nature viscoélastique des solutions 
à travers des mécanismes qu’il conviendrait d’analyser plus en détail. 

 

4.5.2. Mesure des échelles caractéristiques d1 et d4 

Les échelles caractéristiques 𝑑1 et 𝑑4 ont été introduites en section 2.5 traitant de l’évolution de la 
distribution d’échelle 𝑒3(𝑑, 𝑡) d’un ensemble de ligaments s’amincissant avec la même dynamique. 
Pour rappel, 𝑑1(𝑡)  correspond à la plus petite échelle pour laquelle �̇�3′(𝑑, 𝑡)  est nulle et 𝑑4(𝑡)  est 
l’échelle pour laquelle �̇�3′(𝑑, 𝑡) montre un maximum. L’intérêt de cette échelle 𝑑4(𝑡) est qu’elle porte la 
dynamique d’amincissement des ligaments, dynamique qui, rappelons-le dépend du temps de 
relaxation des solutions viscoélastiques quand elle est contrôlée par l’élasticité des solutions. Dans une 
démarche analogue, Dumouchel et al. (2017) avait travaillé avec 𝑑1(𝑡), il convient de comparer ces 
échelles dans nos expériences. 

La détermination expérimentale de 𝑑1(𝑡) et 𝑑4(𝑡) se fait donc sur la fonction �̇�3′(𝑑, 𝑡)  dont un exemple 
est présenté sur la figure 79 (5ppm, buse B1, 𝑄𝑣 = 23,7 10-8 m3/s à 𝑡 = 4,4 ms). En comparant la figure 
79 avec la figure 25 du Ch.2, on remarque que la présence de la perle amène des valeurs négatives dans 
les grandes échelles et introduit une nouvelle échelle, 𝑑2(𝑡). (Ce comportement est analogue à celui  
rapporté pour les ligaments Newtonien.) �̇�3′(𝑑, 𝑡) permet d’identifier les échelles 𝑑1(𝑡), 𝑑4(𝑡) et 𝑑𝑚𝑎𝑥, 

qui n’est autre que la plus petite échelle pour laquelle 𝑒3(𝑑, 𝑡) = 0. 

  
Figure 79. Evolution temporelle de �̇�3′(𝑑, 𝑡) et définition des 

échelles caractéristiques. Solution 5ppm, buse B1, et 𝑄𝑣 = 23,7 
10-8 m3/s. 

Figure 80. Evolution temporelle des échelles 𝑑1 et 𝑑4. Solution 
5ppm, buse B1, et 𝑄𝑣 = 23,7 10-8 m3/s. 

La figure 80 trace les évolutions temporelles des échelles 𝑑1 et 𝑑4 pour le cas 5ppm, buse B1, 𝑄𝑣 = 23,7 
10-8 m3/s. Comme attendu, les deux échelles diminuent dans le temps au gré des régimes d’écoulement 
qui prennent place dans les structures ligamentaires, l’échelle 𝑑4(𝑡)  restant toujours supérieure à 
l’échelle 𝑑1(𝑡) comme leur définition l’impose (voir figure 79). Cependant, dans le domaine d’intérêt 
(𝑡/𝑡𝐵𝑈 ∈ [0,6 ; 0,9]), l’évolution de 𝑑4(𝑡) est plus lisse et moins accidentée que celle de 𝑑1(𝑡). Cette 
constatation tient du fait que pour les fonctions �̇�3′(𝑑, 𝑡) de cette étude, la détection du maximum est 
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plus aisée. Ainsi, dans la suite du travail il est convenu d’utiliser le signal 𝑑4(𝑡) pour identifier les 
régimes d’écoulement ligamentaire et leurs caractéristiques.  

 

4.5.3. Identification des régimes ligamentaires 

L’identification des régimes d’écoulement ligamentaire est conduite grâce au signal 𝑑4(𝑡), dont la 
détermination est exposée dans la section précédente, et à l’échelle 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑡) . Cette dernière est 
déterminée comme la plus petite échelle pour laquelle 𝑒3(𝑑, 𝑡) < 0,005𝑒3(0, 𝑡). Cette section décrit la 
méthodologie mise au point pour correctement identifier le régime élasto-capillaire intermédiaire (voir 
figure 7 de l’introduction). Schématisé sur la figure 81, la méthode consiste à déterminer les régimes 1 
et 3 pour en déduire le régime 2. Ces étapes sont décrites dans les sections suivantes. 

 
Figure 81. Ordre d’identification des régimes observés pour 𝑑4. 

 

4.5.3.1. Régime de Rayleigh 

Le premier régime subit par le jet est le régime de Rayleigh (voir figure 7). Ce régime est associé à une 
croissance exponentielle de l’amplitude de déformation qui se traduit par une décroissance linéaire de 
la fonction (𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑡)/𝐷𝑗𝑒𝑡 − 1) dans une représentation semi-logarithmique. La figure 82 présente des 

exemples d’évolution de (𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑡)/𝐷𝑗𝑒𝑡 − 1) en fonction du temps adimensionné 𝑡/𝑡𝐵𝑈. Deux phases 

sont identifiées : aux premiers temps la fonction adopte une forte croissance linéaire suivie d’une phase 
de moindre croissance jusqu’à la rupture. La forte croissance linéaire correspond au régime 1. Les 
pentes ne sont pas exactement les mêmes en raison de la dépendance de 𝐷𝑗𝑒𝑡 et 𝑡𝐵𝑈 de avec la vitesse 

𝑉𝑗𝑒𝑡. Elles sont mesurées en considérant une croissance linéaire moyenne comme l’illustre la figure 

82(b). Le taux de croissance adimensionné 𝜔𝑑𝑚𝑎𝑥  ainsi que le temps 𝑡𝑑𝑚𝑎𝑥
∗ , marquant la fin de la 

croissance exponentielle de 𝑑𝑚𝑎𝑥, sont également déterminés. 

Le régime 1 est également associé à une croissance linéaire de la fonction (1 − 𝑑4(𝑡)/𝐷𝑗𝑒𝑡) dans une 

représentation semi-logarithmique. Des exemples de cette fonction sont montrés sur la figure 83. Ayant 
pris soin d’ôter les points des premiers temps pour lesquels la mesure de 𝑑4(𝑡) est peu précise, on 
remarque deux croissances linéaires successives, la première étant de pente plus grande que la seconde. 
La première partie des courbes correspond au régime 1. Le taux de croissance adimensionné 𝜔𝑑4 ainsi 

que le temps 𝑡𝑑4
∗ , marquant la fin de la croissance exponentielle de 𝑑4(𝑡) , sont mesurés comme 

Expérience 

Régime 1 : 
Rayleigh 

Régime 3 : 
Visco-capillaire 

Régime 2 : 
Elasto-capillaire 

Temps de 
relaxation 𝑡𝑟 
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précédemment en considérant un comportement moyen comme illustré en figure 83(b). Pour 
comparaison, cette figure affiche également 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑡). 

(a) 

 

(b) 

 

Figure 82. Evolution temporelle de (𝑑𝑚𝑎𝑥/𝐷𝑗𝑒𝑡 − 1) en fonction du temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈. (a) Solution 5 ppm, buse B1 (b) Mesure de 𝑡∗, la ligne 
pointillée donne la pente maximale trouvée pour le régime 1. 

 

(a) 

 

(b) 

 

Figure 83. Evolution temporelle de (1 − 𝑑4/𝐷𝑗𝑒𝑡) en fonction du temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈. (a) Solution 5 ppm, buse B1 (b) Comparaison entre 
𝑑𝑚𝑎𝑥 et 𝑑4,solution 5ppm, buse B6 et 𝑄𝑣 = 47,5 10-8 m3/s. 

 

(a) 

 

(b) 

 
 

Figure 84. Taux de croissance adimensionné du régime 1 en fonction du nombre d’onde k = 𝜋𝐷𝑗𝑒𝑡/𝜆𝑅1. En pointillé, théorie non 

visqueuse Rayleigh (1878) (a) Mesure sur 𝑑𝑚𝑎𝑥 (b) Mesure sur 𝑑4. 

On remarque que le taux de croissance pour 𝑑𝑚𝑎𝑥 est plus important que pour 𝑑4. Ce comportement 
est observé pour tous les points de fonctionnement comme le montre la figure 84 où la ligne pointillée 
correspond à la théorie du cas non-visqueux (Rayleigh (1878)). On constate que les 𝜔𝑑𝑚𝑎𝑥 présentent 



 
 
 

Atomisation de jets libres viscoélastiques 
 

 

  
Christophe Tirel Thèse  Page 107/158 
 Etude expérimentale de l’atomisation de structures ligamentaires viscoélastiques  
  

un très bon accord avec la théorie de Rayleigh (1878) alors que les 𝜔𝑑4 sont significativement plus 

faibles, montrant que la contribution des effets non-linéaires est non négligeable et se manifeste tôt lors 
de l’atomisation. Ces observations coïncident point par point à celles rapportées pour l’instabilité 
capillaire d’un fluide Newtonien (Dumouchel et al. (2017)). 

La figure 84(b) montre également que 𝑡𝑑𝑚𝑎𝑥
∗ < 𝑡𝑑4

∗ , comportement commun à toutes les situations. 

S’intéressant à la dynamique de 𝑑4(𝑡), 𝑡𝑑4
∗  est le temps de fin du régime 1 conservé dans la suite. Ce 

temps est répertorié en tableau 10. 

 

4.5.3.2. Régime visco-capillaire 

Le régime visco-capillaire est caractérisé par une décroissance linéaire du diamètre des ligaments et donc 
de l’échelle 𝑑4(𝑡) (voir figure 7 de l’introduction) jusqu’à la rupture du jet. La figure 85 présente 
l’évolution de la fonction 𝑑4(𝑡)/𝐷𝑗𝑒𝑡  en fonction du temps adimensionné 𝑡/𝑡𝐵𝑈 . Trois phases 

apparaissent : la décroissance de 𝑑4(𝑡) est d’abord à dérivée seconde négative, puis à dérivée seconde 
positive (marquant ici le passage par un point d’inflexion), pour s’achever par une dérivée seconde 
nulle. Ce dernier comportement correspond à une décroissance linéaire : c’est la marque du régime 3 
qui s’étend quasiment jusqu’à la rupture. On remarque en effet une brusque décroissance de 𝑑4(𝑡) 
pour certains points de fonctionnement lorsque 𝑡/𝑡𝐵𝑈 = 1 est approché (figure 85(b)). 

 (a) 

 

(b) 

 

Figure 85. Evolution temporelle de 𝑑4/𝐷𝑗𝑒𝑡 en fonction du temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈. (a) Solution 5 ppm, buse B1 (b) Mesure de 𝑡∗∗, la ligne 
pointillée donne la pente trouvée pour le régime 3. 

Pour les mêmes raisons que pour le régime 1, les pentes observées pour le régime 3 en figure 85 ne sont 
pas les mêmes. Ces pentes sont mesurées sur la base d’un comportement moyen comme illustré sur la 
figure 85(b). Elles constituent une source d’information précieuse pour mesurer les viscosités 
élongationelles terminales 𝜂𝐸,𝑡 grâce à la relation : 

d

d𝑡
(𝑑4) =

−𝜎

𝜂𝐸,𝑡
 (109) 

La figure 85(b) est également utile pour déterminer le temps 𝑡∗∗ marquant le début du régime 3. Ces 
temps sont répertoriés en tableau 10. 
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4.5.3.3. Régime élasto-capillaire 

Une fois les régimes 1 et 3 et leurs caractéristiques de temps (𝑡𝑑4
∗  et 𝑡∗∗) identifiés pour chaque point de 

fonctionnement, le régime élasto-capillaire peut être recherché dans l’intervalle [𝑡𝑑4
∗  ;  𝑡∗∗], comme 

illustré en figure 86.  

On peut d’ores et déjà identifier dans le tableau 10 des situations pour lesquelles 𝑡𝑑4
∗ = 𝑡∗∗. C’est le cas 

pour la buse B3 à toutes les vitesses. Ce résultat indique que le protocole décrit ici pour identifier le 
régime 2 n’est pas approprié pour ces points de fonctionnement. 

 
Figure 86. Identification du régime 2 (élasto-capillaire). Solution 5ppm, buse B1 et 𝑄𝑣  = 23,7 10-8 m3/s. 

Pour les autres cas, 𝑡𝑑4
∗  désigne la fin du régime 1 et 𝑡∗∗ le début du régime 3 et non le début et la fin 

du régime 2 respectivement. Il existe en effet une plage de transition entre les différents régimes dont 
la durée est au minimum de l’ordre de 2 ∆𝑡𝐵𝑈. Il convient donc de comparer 𝑡∗∗ − 𝑡𝑑4

∗  à 2 ∆𝑡𝐵𝑈. C’est 

l’objet de la figure 87. Le rapport Δ𝑡𝐵𝑈 (𝑡∗∗ − 𝑡4
∗)⁄  présenté sur cette figure pour tous les points de 

fonctionnement permet de distinguer deux groupes :  

 Δ𝑡𝐵𝑈 (𝑡∗∗ − 𝑡4
∗)⁄ > 0,5 : les conditions sont jugées inappropriées pour identifier le régime 2. 

 Δ𝑡𝐵𝑈 (𝑡∗∗ − 𝑡4
∗)⁄ < 0,5 : le régime 2 peut être identifié dans l’intervalle réduit [(𝑡4∗ + ∆𝑡𝐵𝑈)/

∆𝑡𝐵𝑈 ; (𝑡
∗∗ − ∆𝑡𝐵𝑈)/∆𝑡𝐵𝑈]. 

 

 

 

Figure 87. Comparaison de l’intervalle [𝑡4∗; 𝑡∗∗] à 𝛥𝑡𝐵𝑈, régime 2. Figure 88. Caractérisation du régime 2. 

La figure 88 présente l’évolution de 𝑑4(𝑡)/𝐷𝑗𝑒𝑡 en fonction du temps adimensionné 𝑡/𝑡𝐵𝑈 pour un 

point de fonctionnement où le régime 2 a été identifié. Dans cette représentation semi-logarithmique, 
une décroissance linéaire de 𝑑4(𝑡)/𝐷𝑗𝑒𝑡 correspond au comportement exponentiel du régime 2 (voir 
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figure 7 de l’introduction). Le coefficient directeur de la pente est mesuré dans l’intervalle réduit 
[(𝑡4

∗ + ∆𝑡𝐵𝑈)/∆𝑡𝐵𝑈 ; (𝑡
∗∗ − ∆𝑡𝐵𝑈)/∆𝑡𝐵𝑈] et le temps de relaxation 𝑡𝑟 est mesuré. Les valeurs de 𝑡𝑟 sont 

répertoriés en tableau 10. 

 

4.6. Résultats 

4.6.1. Temps de relaxation 

Les temps de relaxation 𝑡𝑟, répertoriés en tableau 10, affichent une dépendance avec 𝑉𝑗𝑒𝑡 et le diamètre 

des buses d’injection. Par exemple, la solution 7,5 ppm présente un 𝑡𝑟 égal à 0,23 ms pour 𝑉𝑗𝑒𝑡 = 13,7 

m/s ce qui est quatre fois plus faible que le 𝑡𝑟 (0,96 ms) mesuré pour 𝑉𝑗𝑒𝑡 = 3,33 m/s. Cette différence 

traduit une variation des propriétés physiques des solutions en raison d’une modification des 
polymères. Il est à noter que certaines études font usage de l’injection pour dégrader les solutions 
(Stelter et al. (2002a)). 

En effet, la dégradation mécanique des solutions polymériques dû aux forts taux de déformation dans 
les injecteurs a été rapportée par plusieurs études (Nguyen et al. (1988), Merrill et al. (1980)). Merrill et 
al. (1980) montre notamment l’existence d’un taux de déformation critique à partir duquel les 
polymères se rompent. Par ailleurs, l’augmentation du taux de déformation au-delà de cette valeur 
impose de plus forts taux de rupture. Cette dégradation mécanique résulte en la diminution de la masse 
molaire des polymères qui, en vertu du modèle de Zimm, doit s’accompagner d’une réduction du temps 
de relaxation. On peut donc s’attendre à une diminution du temps de relaxation quand le taux de 
déformation dans l’injecteur augmente. 

 

 

Figure 89. Temps de relaxation 𝑡𝑟 en fonction du « taux de déformation » dans l’injecteur. 

Le taux de déformation dans l’injecteur est simplement évalué ici comme le rapport de la vitesse dans 
l’orifice sur le diamètre. Ce rapport est égal à 8𝑄𝑣/(𝜋𝐷𝑜𝑟3 ). La figure 89 présente les 𝑡𝑟 mesurés en 
fonction du taux de déformation 8𝑄𝑣/(𝜋𝐷𝑜𝑟3 ). On observe une forte corrélation en loi de puissance 
d’exposant -1. On note par ailleurs une certaine dispersion des points en fonction de la concentration. 
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Cependant, en accord avec le commentaire ci-dessus, la diminution du temps de relaxation avec le taux 
de déformation est avérée. Donc, la dépendance entre le temps de relaxation et les conditions 
d’injections semblent bien résulter d’une dégradation des polymères dans l’injecteur. 

Il est intéressant ici de reconsidérer les résultats expérimentaux de Schümmer et al. (1983) qui ont mis 
en évidence une dépendance entre 𝑡𝑟 et l’injection. Contrairement à nos observations, leurs résultats 
rapportent une diminution de 𝑡𝑟 quand la vitesse du jet diminue. Ainsi, on peut assurer que la variation 
de 𝑡𝑟 n’est pas liée à de la dégradation mécanique dans l’injecteur. 

 

4.6.2. Taux de déformation du régime élasto-capillaire 

Le taux déformation 𝜀̇ subit par le ligament dans le régime élasto-capillaire est défini par : 

𝜀̇ = −
2𝑑4̇
𝑑4
  (110) 

La dérivée temporelle de 𝑑4 est fortement bruitée et réclame un lissage préalable. La méthode de lissage 
choisie est la méthode LOESS (LOcally weighted Scatterplot Smoother) implémentée sous SigmaPlot 
(version 11.0). Un exemple de lissage est présenté en figure 90 où une bonne représentation des 
données expérimentales est visible. Une qualité identique a été obtenue pour toutes les conditions 
expérimentales. Les échelles 𝑑4  lissées permettent le calcul de 𝜀̇ et du nombre de Weissenberg 𝑊𝑖 . 
Celui-ci exprime le rapport des forces élastiques sur les forces visqueuses. Pour un ligament cylindrique 
viscoélastique abritant un écoulement élongationel, 𝑊𝑖 s’écrit (McKinley (2005)) : 

𝑊𝑖 = 𝑡𝑟𝜀̇ (111) 

Théoriquement, dans le régime 2, 𝑊𝑖 prend une valeur constante égale à 2/3. En effet, la décroissance 
exponentielle de la taille des ligaments impose 𝑑4̇/𝑑4 = −1/3𝑡𝑟 qui, associé aux Eqs.(110) et (111), 
ramène la valeur 2/3. 

  

Figure 90. Lissage de l’échelle 𝑑4 par méthode LOESS. Solution 5 
ppm, buse B1, 𝑄𝑣  = 20,3 10-8 m3/s  

Figure 91. Evolution du nombre de Weissenberg 𝑊𝑖 en fonction 
du temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈. Solution 5ppm, 𝑅𝑒 ∈ [910 ; 1076]. 

La figure 91 présente les 𝑊𝑖 en fonction du temps adimensionné 𝑡/𝑡𝐵𝑈 pour des situations où le temps 
de relaxation a été mesuré avec la solution 5 ppm. Sur cette figure, les régimes 2 identifiés par 𝑊𝑖 =

2/3  s’affichent clairement. Il est important de mentionner ici que les intervalles de temps 
correspondant à ces régimes sont identiques à ceux trouvés en section 4.5.3. Un taux de déformation 
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moyen 𝜀�̇�é𝑔𝑖𝑚𝑒 2 est calculé sur ces intervalles. La figure 92 montre les temps de relaxation en fonction 
de ce taux de déformation moyen. 

 

 

Figure 92. Temps de relaxation 𝑡𝑟 en fonction du taux de déformation moyen du ligament durant le régime 2. 

La figure 92 rapporte clairement un comportement unique en accord avec le comportement théorique 
attendu à savoir 𝑡𝑟 =  2 3⁄  �̇�𝑟é𝑔𝑖𝑚𝑒 2

−1  (voir discussion plus haut). Même si ce résultat n’apporte pas 
d’information supplémentaire sur les mécanismes étudiés, il valide le protocole de mesure du temps de 
relaxation exposé dans la section précédente. 

Ce constat ouvre une autre voie pour déterminer le temps de relaxation 𝑡𝑟. Voisine de la méthode de 
Schümmer et al. (1983), cette seconde voie propose de déterminer 𝑡𝑟 à partir de 𝜀�̇�é𝑔𝑖𝑚𝑒 2. (Gardons à 
l’esprit que cette méthode nécessite une étape de lissage de l’échelle 𝑑4(𝑡).) Elle est appliquée sur les 
résultats de la buse B3 pour lesquels la méthode précédente n’a pu conclure. 

  

 

Figure 93. Taux d’étirement 𝜀̇ en fonction du temps 𝑡/𝑡𝐵𝑈. 
Solution 5 ppm, buse B3. 

Figure 94. Temps de relaxation 𝑡𝑟 en fonction du taux de 
déformation moyen du ligament durant le régime 2. Ajout de B3. 

Les évolutions temporelles du taux de déformation 𝜀̇ pour la buse B3 sont présentées sur la figure 93. 
Pour certaines vitesses (>11m/s), on y remarque l’existence d’un régime élasto-capillaire identifié par 
un taux de déformation constant dont la valeur permet de calculer un temps de relaxation. La figure 
94 complète la figure 89 de ces nouveaux résultats. Ils s’alignent parfaitement avec le comportement 
global. Ce résultat induit deux commentaires : 

 La détermination du temps de relaxation à partir du lissage de l’échelle 𝑑4(𝑡) et du calcul du 
taux de déformation des ligaments est validée. Plus souple que la méthode exposée dans la 
section précédente, cette alternative implique une étape de lissage qui peut se révéler délicate. 
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 La figure 94 confirme le rôle dominant de la dégradation mécanique des polymères dans 
l’injecteur sur les résultats de ce travail. 

 

4.6.3. Viscosité élongationelle terminale 

Pour les jets soumis à une instabilité capillaire, les forces visqueuses ou viscoélastiques s’équilibrent 
avec la force capillaire (McKinley (2005)). On définit alors la viscosité élongationelle apparente du fluide 
𝜂𝐸𝑎𝑝𝑝  permettant cet équilibre pour un ligament cylindrique viscoélastique abritant un écoulement 

élongationel :  

𝜂𝐸𝑎𝑝𝑝 =
2𝜎

𝜀̇𝑑4
= −

𝜎

𝑑4̇
  (112) 

La figure 95 présente 𝜂𝐸𝑎𝑝𝑝 en fonction de 𝜀̇ pour différentes buses. Les courbes présentent trois parties 

correspondant aux trois régimes d’amincissement des ligaments. Comme attendu, on remarque que la 
viscosité élongationelle apparente accède à une valeur constante dans le régime 3. Cette viscosité 
élongationelle spécifique est la viscosité élongationelle terminale 𝜂𝐸,𝑡. La figure 96 trace 𝜂𝐸,𝑡 en fonction 
du temps de relaxation. Cette figure met à jour une très forte corrélation entre ces deux grandeurs : 
l’augmentation du temps de relaxation étant associé à une augmentation de 𝜂𝐸,𝑡. Cette dépendance 
s’aligne de façon acceptable avec le modèle empirique de Stelter et al. (2002b) également illustré sur la 
figure. On peut noter ici la robustesse de ce modèle qui a été obtenue dans une toute autre plage 
d’étude :  𝜂𝐸,𝑡 ∈ [10 ; 200] Pa.s et 𝑡𝑟 ∈ [3 ; 200] ms. 

  

 

Figure 95. Evolution de la viscosité élongationelle apparente 
𝜂𝐸𝑎𝑝𝑝 en fonction du taux d’étirement 𝜀̇. Solution 5ppm, 𝑅𝑒 ∈

[910 ; 1076]. 

Figure 96. Viscosité élongationelle terminale en fonction du temps 
de relaxation. La ligne pointillée correspond à la corrélation 

obtenue pour les polymères flexibles (dont le PEO) de Stelter et al. 
(2002) :  𝜂𝐸,𝑡 = (3074,9𝑡𝑟 + 0,003) Pa.s. 

 

4.6.4. Estimation de la longueur de ligament 

Cette dernière section montre comment la distribution d’échelle peut également produire une 
estimation de la longueur moyenne des ligaments au cours du processus. Cette information est 
intéressante, notamment pour juger de l’importance du mécanisme de coalescence identifié dans la 
section 4.3.2 Pour atteindre une estimation de la longueur moyenne des ligaments en fonction du 
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temps, l’utilisation d’un modèle est requis. En première approche, on fait usage du modèle simple après 
avoir pris soin de lui permettre de représenter le passage d’un cylindre (forme initiale) à un cylindre 
plus une goutte (forme de perles sur une ficelle).  

Ainsi, lors de sa déformation, une partie du jet reste cylindrique et s’amincit tandis que l’autre partie 
passe d’une forme cylindrique à une forme sphérique. Pour tenir compte de ce changement de la forme 
aux grandes échelles, le paramètre 𝑛(𝑡) est introduit dans les Eqs.(45) et (46). L’évolution temporelle 
de 𝑒3(𝑑, 𝑡) est donc modélisée de la façon suivante : 

Pour 𝑑 ≤ 𝐷𝑐, 𝑒3(𝑑, 𝑡) = 𝛼(𝑡)
2

𝐷𝑐
(1 −

𝑑

𝐷𝑐
) + (1 − 𝛼(𝑡))

𝑛(𝑡)

𝐷𝑠(𝑡)
(1 −

𝑑

𝐷𝑠(𝑡)
)
𝑛(𝑡)−1

 (113) 

Pour 𝐷𝑐 < 𝑑 ≤ 𝐷𝑠, 𝑒3(𝑑, 𝑡) = (1 − 𝛼(𝑡))
𝑛(𝑡)

𝐷𝑠(𝑡)
(1 −

𝑑

𝐷𝑠(𝑡)
)
𝑛−1

 (114) 

Où 𝐷𝑐(𝑡) représente le diamètre de la petite structure, 𝐷𝑠(𝑡) celui de la grande structure et 𝑛(𝑡) est un 
paramètre variant de 2 à 3 dont la fonction est de reproduire le changement de forme de la grande 
structure : 𝑛(𝑡) = 2 lorsque la grande structure est cylindrique (temps initiaux), il augmente jusqu’à 3 
lorsqu’elle devient une sphère.  

L’application du modèle consiste à déterminer les fonctions 𝛼(𝑡) et 𝑛(𝑡) en résolvant le système :  

{
 
 

 
 𝑒3(0, 𝑡) = 𝛼(𝑡)

2

𝐷𝑐(𝑡)
+ (1 − 𝛼(𝑡))

𝑛(𝑡)

𝐷𝑠(𝑡)
                      

𝑒3
′(0, 𝑡) = −𝛼(𝑡)

2

𝐷𝑐(𝑡)
2
− (1 − 𝛼(𝑡))

𝑛(𝑡)(𝑛(𝑡) − 1)

𝐷𝑠(𝑡)
2

 (115) 

En première approche, cette résolution est réalisée en posant 𝐷𝑐(𝑡) = 𝑑4(𝑡),  𝐷𝑠(𝑡) = 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑡) et en 
utilisant les valeurs expérimentales pour 𝑒3(0, 𝑡) et 𝑒3′(0, 𝑡). Par ailleurs, à chaque instant, on impose 
0 ≤ 𝛼(𝑡) ≤ 1 et 2 ≤ 𝑛(𝑡) ≤ 3.  

Le résultat de ce modèle est illustré sur la figure 97 pour trois temps correspondant aux trois régimes 
de la structure ligamentaire. Dans les trois cas, le résultat du modèle présente un accord acceptable avec 
la mesure. Des accords de même qualité ont été obtenus pour les autres points de fonctionnement. 

    

Figure 97. Modélisation de 𝑒3(𝑑, 𝑡). Solution 5ppm, 
 buse B1 et 𝑄𝑣 = 23,7 10-8 m3/s. 

Figure 98. Evolution temporelle des paramètres 𝛼(𝑡) et 𝑛(𝑡). 
Solution 5ppm, buse B1 et 𝑄𝑣 = 23,7 10-8 m3/s. 
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La figure 98 présente les fonctions 𝛼(𝑡) et 𝑛(𝑡) pour une condition d’injection particulière (5ppm, buse 
B1 et 𝑄𝑣  = 23,7 10-8 m3/s). Sur cette figure, les zones grisées représentent les transitions entre les 
différents régimes. On remarque qu 𝑛(𝑡)e évolue de 2 à 3 dans la zone de transition entre les deux 
premiers régimes. Ceci a du sens dans la mesure où le motif de perles sur une ficelle caractéristique du 
régime 2 présente une grande structure très sphérique. La fonction 𝛼(𝑡) quant à elle montre une 
décroissance continue qui semble en accord avec le mécanisme de drainage des ligaments vers les 
sphères. La fonction 𝛼(𝑡), combinée aux échelles 𝑑4(𝑡) et 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑡), permet d’évaluer une longueur 
moyenne en fonction du temps 𝐿𝑐(𝑡) par la relation : 

𝐿𝑐(𝑡) =  
2𝛼(𝑡)𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑡)

3

3𝑑4(𝑡)
2(1 − 𝛼(𝑡))

 (116) 

La figure 99 présente 𝐿𝑐(𝑡) pour les jets de solution 5ppm avec la buse B1 à partir de 𝑡𝑑4
∗ . Dans les 

intervalles de temps correspondant aux régimes 2, la longueur moyenne des ligaments augmente ou est 
constante selon la vitesse du jet. L’augmentation est clairement une preuve de l’existence de 
mécanismes de coalescence dans le régime élasto-capillaire. Ce constat concerne tous les points de 
fonctionnement exception faite des forts Reynolds (> 1500). Il démontre que le mécanisme de 
coalescence est fréquent. Cependant, les temps de relaxation mesurés sont restés très corrélés en 
fonction du taux de déformation de l’injecteur, viscosité élongationelle apparente et du taux de 
déformation du régime 2. En accord avec le résultat de simulation Li et al. (2003) les résultats 
expérimentaux de ce travail montrent que la dynamique des structures ligamentaires n’est pas modifiée 
par la coalescence des grandes structures. 

  

Figure 99. Evolution temporelle de la longueur du ligament durant le régime 2. Solution 5ppm, buse B1. 
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Ce travail traite de l’atomisation de structures ligamentaires viscoélastiques. Les structures ligamentaires 
font le lien entre l’écoulement initial sortant de l’injecteur et le spray, leur étude est importante dans 
la compréhension de l’atomisation. Leur étude est facilitée si ces structures présentent des durées de 
vie importantes. Or, un moyen d’augmenter leurs durées de vies est d’ajouter une faible concentration 
d’un polymère flexible de grande masse molaire. Cet ajout confère aux liquides des propriétés 
viscoélastiques. L’étude de ces liquides viscoélastiques fait usuellement appel à des rhéomètres 
extensionnels de type CaBER qui sont basés sur la rupture d’un pont liquide entre deux plaques. 
Cependant, le CaBER n’est pas adapté à l’étude de solutions mobiles (très faible concentration en 
polymères) pour lesquelles le pont liquide présente notamment des oscillations inertielles parasites 
et/ou une dynamique d’amincissement trop rapide pour pouvoir être mesurée. Pour étudier ces 
solutions mobiles, l’utilisation de jets forcés est possible comme l’ont montrés les travaux de Schümmer 
et al. (1983) et Keshavarz et al. (2015). Ces jets sont produis à partir de l’éjection du liquide au travers 
d’un orifice cylindrique. Or, ce type de configuration produit des écoulements à très fort taux de 
déformation qui peuvent dégrader mécaniquement les solutions étudiées (Nguyen et al. (1988), Merrill 
et al. (1980)), ce qui modifie leur propriétés physiques.  

L’originalité du travail présenté ici est d’étudier des jets libres de solutions mobiles soumis à l’instabilité 
capillaire à l’aide de la description multi-échelles. Le défi principal consiste à mettre en place un 
protocole expérimental pour l’étude d’un jet libre qui, du fait de ses fluctuations, nécessite un 
traitement statistique. En outre, ces fluctuations ne permettent pas l’utilisation de techniques de 
mesures locales, justifiant l’utilisation de l’outil multi-échelles qui fournit une description globale des 
structures étudiées. A partir d’images du jet, l’objectif est d’identifier et de caractériser les différents 
régimes d’amincissement des filaments des structures de perles sur une ficelle observables lors de 
l’atomisation des jets de solutions viscoélastiques. 

En premier lieu, la compréhension des résultats fournis par l’outil d’analyse multi-échelles a été enrichie 
grâce à l’étude théorique de plusieurs systèmes. Les systèmes de référence, consistant en des ensembles 
de sphères ou de cylindres, permettent d’introduire la notion de systèmes équivalents : deux systèmes 
sont équivalents s’ils ont les mêmes distributions d’échelles. Le motif de perles sur une ficelle, 
caractéristique des jets de solutions viscoélastiques, est analysé au travers de deux modèles théoriques 
dont le raccordement entre la perle et la ficelle diffère. Les distributions d’échelles de ces deux modèles 
montrent des différences significatives de comportement aux petites échelles. Ce résultat implique que 
l’étude du comportement de la ficelle peut être directement réalisée à partir du comportement observé 
aux petites échelles.  
A partir de ce résultat et parce que l’étude des jets libres présentée ici est statistique, l’évolution 
temporelle de la distribution d’échelles d’un ensemble de ficelles est étudiée à travers un ensemble de 
cylindres s’amincissant avec une même dynamique. Des échelles caractéristiques présentant la même 
dynamique d’amincissement que celle des cylindres ont été identifiées. En reprenant une étude 
numérique présentant le suivi temporel d’un ligament Newtonien soumis à l’instabilité, il est montré 
qu’une des échelles précédemment identifiées, 𝑑4, est égale au diamètre du col de ce ligament. De ces 
résultats, on suppose que la dynamique de l’échelle 𝑑4  issue du comportement d’un ensemble de 
ligaments est liée à la dynamique des cols de ces ligaments.  
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En second lieu, les techniques de mesure des distributions d’échelles à partir d’images de systèmes 
liquides ont été enrichies par l’utilisation de méthodes de segmentation d’images sub-pixels et par 
l’utilisation de la méthode de Monte-Carlo.  
Pour pouvoir être finement analysées avec la description multi-échelles, il est nécessaire que les images 
des systèmes liquides présentent une haute définition : quand ce n’est pas le cas, les techniques de 
segmentations sub-pixels sont utilisées pour l’améliorer. La technique développée précédemment au 
laboratoire est comparée à d’autres méthodes de segmentation sub-pixels pour une image test floutée 
comportant plusieurs formes et pour une image issue d’une caméra rapide. Les différentes méthodes 
retournent des contours similaires et proches des interfaces des objets : l’écart moyen entre les contours 
sub-pixels et l’interface des formes tests est d’un quart de pixel. Ce résultat valide l’augmentation de la 
résolution des distributions d’échelles d’un facteur quatre. Pour améliorer encore la segmentation sub-
pixels, il peut être envisagé de combiner plusieurs des méthodes testées. 
Une méthode générale de mesure de la distribution d’échelles 3D d’un objet à partir de son squelette 
pondéré est mise en place avec une méthode de Monte-Carlo. Elle est appliquée ici sur des images 2D 
en faisant l’hypothèse d’une axisymétrie locale. La méthode est testée et validée pour les systèmes de 
références, dont l’étude théorique a été précédemment réalisée dans ce travail. De plus, la méthode de 
Monte-Carlo a été utilisée pour une image de perles sur une ficelle, ce qui a permis de comparer et 
valider cette méthode par rapport à un calcul de distribution d’échelles 3D par axisymétrie.  
La segmentation sub-pixel et la méthode de Monte-Carlo sont combinées dans le but de revisiter des 
données publiées provenant de l’imagerie rapide de ligaments issus de nappes liquides turbulentes. Ces 
images sont faiblement résolues et constituent une application idéale pour ces évolutions. Les 
comportements observés pour les distributions d’échelles réduites 2D le sont également pour les 
distributions 3D. Les distributions 2D et 3D obtenues à partir des images segmentées sub-pixels sont 
comparées sur la base de leur système équivalent. Une réduction importante des perturbations est 
constatée avec la méthode Monte-Carlo (10 points par pixels) par rapport aux méthodes de mesures 2D 
utilisées précédemment, notamment aux petites échelles. Ce résultat autorise des analyses plus fines 
des distributions d’échelles et incite à compléter les études de ces ligaments. De plus, l’amélioration des 
méthodes de mesure des distributions d’échelles 2D peut s’envisager en adaptant la méthode de Monte-
Carlo. Cependant, cette dernière présente par nature des temps de calculs élevés.  

Actuellement, les images produites au sein de l’équipe pour l’étude des systèmes liquides présentent un 
unique angle de vue. A partir de telles images, seul un squelette 2D peut être extrait et l’hypothèse forte 
utilisée pour l’analyse des distributions d’échelles 3D par la méthode de Monte-Carlo est que le 
squelette pondéré de l’objet 3D est identique à celui extrait de sa photographie. Dans la recherche du 
squelette pondéré 3D, une piste d’étude peut être l’utilisation de différentes prises de vues selon 
différentes directions d’un même système liquide afin de reconstruire un squelette 3D, comme l’illustre 
les travaux de Durix et al. (2016).  

En dernier lieu, l’étude statistique des jets libres de solutions mobiles est réalisée pour différents points 
de fonctionnement, les trois paramètres variés étant la concentration de la solution, les dimensions de 
la buse d’injection et la vitesse d’injection. L’étude du jet est statistique et le dispositif d’imagerie fait 
usage d’une caméra avec une définition suffisante (29 millions de pixels) pour éviter l’utilisation des 
méthodes de seuillage sub-pixels. La méthode de mesure de la distribution d’échelle 3D choisie est la 
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méthode axisymétrique. Ce choix est justifié car l’instabilité capillaire est connue pour être un 
mécanisme axisymétrique. 
Des mesures préliminaires sur les images segmentées sont réalisées, donnant accès aux mesures du 
diamètre moyen du jet non perturbé, de sa vitesse débitante, de la longueur de rupture moyenne ainsi 
que de l’évolution de la longueur d’onde de perturbation. Ces mesures préliminaires permettent de 
vérifier que l’influence des perturbations aérodynamiques sur les jets est négligeable. Un mécanisme de 
coalescence des perles est également identifié à cette étape. 
Le protocole de mesure des distributions d’échelles est ensuite détaillé. A partir de ces distributions 
d’échelles, l’étude de la surface spécifique montre une phase de croissance avant une décroissance, ce 
qui est en accord avec l’étude de l’instabilité capillaire pour des liquides Newtoniens (Dumouchel et al. 
(2017)). Il est également constaté que l’évolution temporelle de la surface spécifique dépend des 
paramètres étudié, notamment au temps de rupture où la surface spécifique est plus faible lorsque la 
vitesse du jet diminue, comportement attribué à la nature viscoélastique des solutions.  

De ces distributions d’échelles, les échelles caractéristique 𝑑4 et 𝑑𝑚𝑎𝑥 sont mesurées. A partir de 𝑑4, un 
protocole d’identification des régimes ligamentaire est présenté. Le premier régime d’amincissement, 
celui de Rayleigh, est identifié pour les deux échelles caractéristiques 𝑑4 et 𝑑𝑚𝑎𝑥. Il est constaté que le 
taux de croissance adimensionné mesuré pour 𝑑𝑚𝑎𝑥 correspond à celui décrit par le cas non-visqueux 
(Rayleigh (1878)) et qu’il est systématiquement supérieur à celui mesuré pour 𝑑4. Ces différences sont 
en accord avec Dumouchel et al. (2017) et méritent des études complémentaires. Dans un second 
temps, le régime visco-capillaire est déterminé, puis le régime élasto-capillaire est identifié entre ces deux 
régimes précédents moyennant quelques précautions. Les temps de relaxation mesurés dans le régime 
élasto-capillaire retournent une sensibilité aux conditions d’injection et corrèlent avec les taux de 
déformation dans les injecteurs. En accord avec Merrill et al. (1980) et Nguyen et al. (1988), ce résultat 
démontre l’importance de la dégradation mécanique des polymères dans l’injecteur. 

Le taux de déformation dans les ligaments est également étudié. Il montre une phase constante durant 
le régime élasto-capillaire. Le taux de déformation de ce régime corrèle avec les temps de relaxation 
suivant le comportement théorique attendu. Le protocole de mesure de temps de relaxation est validé. 
A partir de ce comportement théorique, les mesures de temps de relaxation sont complétées et les 
résultats confirment la corrélation forte observée avec les conditions d’injections. Notons que des temps 
de relaxation aussi faible que quelques dizaines de microsecondes ont été obtenus. La comparaison des 
taux de déformations dans l’injecteur et dans les ligaments suggère que la dégradation des solutions se 
situe dans l’injecteur. 
Pour le régime visco-capillaire, les viscosités élongationelles terminales mesurées montrent une forte 
corrélation avec les temps de relaxation. Cette corrélation correspond à celle déjà observée par Stelter 
et al. (2002b) pour des solutions non diluées.  
Enfin, le modèle simple de perles sur une ficelle est utilisé pour modéliser les distributions d’échelles 
des jets afin d’obtenir des informations sur la répartition du volume de liquide entre la perles et la 
ficelle. Le modèle présente un accord acceptable. Une estimation de la longueur moyenne du ligament 
durant le régime élasto-capillaire est réalisée. L’évolution temporelle de cette longueur montre une 
augmentation pour les jets avec un Reynolds inférieur à 1500, traduisant ainsi l’influence de la 
coalescence durant ce régime. Pour un Reynolds supérieur à 1500, la longueur moyenne de ligament 
reste constante. Cependant, aucune influence de la coalescence n’est notable sur les grandeurs 
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précédemment mesurées, indiquant que la dynamique d’amincissement des ligaments n’est pas 
modifiée par la coalescence des perles en accord avec le résultat de simulation Li et al. (2003).  

Cette thèse présente de nombreux résultats qui mériteraient une analyse plus fine et/ou des expériences 
complémentaires. Concernant la mesure de la distribution d’échelles, la combinaison de plusieurs 
méthodes de seuillage et l’utilisation de la méthode Monte-Carlo en 2D ainsi que la combinaison de 
plusieurs prises de vues pour une analyse 3D peuvent être envisagées comme voies d’amélioration.  
Concernant les jets de solutions viscoélastiques mobiles, une étude plus fine de l’évolution temporelle 
de la surface spécifique en fonction des différents paramètres testés est nécessaire pour améliorer la 
compréhension et la contribution des mécanismes observés. L’influence du taux de déformation dans 
l’injecteur sur le temps de relaxation doit être complétée en élargissant les gammes de vitesse de jets et 
de buses utilisées pour identifier, par exemple, un taux minimal en-dessous duquel les solutions ne sont 
pas dégradées. L’influence du polymère et de sa molaire peuvent aussi être étudiée. 
Enfin, ce travail a permis d’améliorer la compréhension des résultats produits par la distribution 
d’échelles pour l’étude de ligaments s’amincissants, définissant une échelle caractéristique dont la 
dynamique est égale à celle observée par une distribution de ligaments. La mesure et l’étude de cette 
échelle dans le cas de jets libres de solutions viscoélastiques mobiles a permis d’identifier et de 
caractériser les régimes d’amincissements des ligaments. Ce résultat montre la pertinence de la 
description multi-échelles pour l’étude des processus d’atomisation non contrôlés et incite à développer 
son utilisation.  
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Résumé :  

Ce travail traite de l’atomisation des structures ligamentaires. Cette étude est focalisée sur les ligaments 
produits par des jets libres de solutions viscoélastiques diluées. La description multi-échelles est utilisée pour 
étudier les dynamiques d’amincissement de ces ligaments. La description multi-échelles d’un système liquide 
est initialement présentée : elle décrit le système à travers sa distribution d’échelles. Cette description est 
appliquée à des ensembles théoriques ainsi qu’à des systèmes modélisant les ligaments étudiés, améliorant la 
compréhension de cet outil de description. 
De nouvelles méthodes sont utilisées pour mesurer les distributions d’échelles : méthode de segmentation 
d’images sub-pixels et méthode de Monte-Carlo. Leur combinaison apporte une amélioration notable aux 
petites échelles et permettent une mesure des distributions d’échelles 3D. Ce résultat incite à revisiter les 
études antérieures où la description multi-échelles a été utilisée. 
A notre connaissance, c’est la première fois qu’une étude sur les jets libres de solutions viscoélastiques diluées 
est réalisée de manière statistique. L’influence de trois paramètres est étudiée : la concentration en polymère 
de la solution, les dimensions de la buse d’injection et le débit d’injection. Basé sur les résultats donnés par la 
description multi-échelles, un protocole d’identification des régimes d’amincissement des ligaments est 
présenté. Les caractéristiques de ces régimes sont mesurées, en particulier le temps de relaxation de la solution. 
Les temps mesurés sont compris entre 24 µs et 6,3 ms, ce qui est en accord avec les temps de relaxation mesurés 
dans la littérature pour les jets. L’approche multi-échelles confirme ici sa pertinence pour l’étude des processus 
d’atomisation. 
Les temps de relaxation mesurés présentent une forte corrélation vis-à-vis du taux de déformation subit par la 
solution durant l’injection. Ce résultat indique que la solution a subi une dégradation mécanique. Il convient 
de tenir compte de l’étape d’injection lorsque l’on souhaite atomiser de telles solutions viscoélastiques diluées.  
 

Mots clefs : atomisation, structure ligamentaire, solution viscoélastique diluée, jet libre, analyse multi-échelles, 

segmentation sub-pixels, Monte-Carlo. 

 

Abstract: 

This work concern the atomization of ligament structures. This study focuses on ligaments produced by free 
jets of dilute viscoelastic solutions. The multi-scale description is used to study the thinning dynamics of these 
ligaments. The multi-scale description of a liquid system is initially presented: it describes the system through 
its scale distribution. This description is applied to theoretical systems as well as to systems modelling the 
ligaments studied, improving the understanding of this description tool.  
New methods are used to measure the scale distributions: sub-pixel image segmentation method and Monte-
Carlo method.  
Their combination provides a significant improvement at small scales and allows a measurement of 3D scale 
distributions. This result prompts us to revisit previous studies where the multi-scale description was used.  
To our knowledge, this is the first time that a study on free jets of dilute viscoelastic solutions has been carried 
out statistically. The influence of three parameters is studied: the polymer concentration of the solution, the 
dimensions of the injection nozzle and the injection flow rate. Based on the results of the multi-scale 
description, a protocol for identifying ligament thinning regimes is presented. The characteristics of these 
regimes are measured, in particular the relaxation time of the solution. The measured times are between 24 µs 
and 6.3 ms, which is in accordance with the relaxation times measured in the literature for jets. The multi-
scale approach here confirms its relevance for the study of atomization processes.  
The measured relaxation times show a strong correlation with the deformation rate of the solution during 
injection. This result indicates that the solution has undergone mechanical degradation. The injection step 
should be taken into account when atomizing such dilute viscoelastic solutions.   
  

Keywords: atomization, ligament structure, dilute viscoelastic solution, free jet, multi-scale analysis, sub-pixel 

segmentation, Monte-Carlo. 

 


