N

N
N

HAL

open science

Comptage des systémes locaux /-adiques sur une courbe

Hongjie Yu

» To cite this version:

Hongjie Yu. Comptage des systémes locaux f¢-adiques sur une courbe.
[math.GM]. Université Sorbonne Paris Cité, 2018. Francais. NNT: 2018USPCCO057 . tel-02167864

HAL Id: tel-02167864
https://theses.hal.science/tel-02167864

Submitted on 28 Jun 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Mathématiques générales


https://theses.hal.science/tel-02167864
https://hal.archives-ouvertes.fr

université S

PARIS uSpe
:DIDEROT

THESE DE DOCTORAT

de I'Université Sorbonne Paris Cité
Préparée a I'Université Paris Diderot
Ecole Doctorale de Sciences Mathématiques de Paris Centre
Institut de Mathématiques de Jussieu - Paris Rive Gauche

Comptage des systemes locaux {-adiques sur une
courbe

Hongjie Yu

These de doctorat de mathématiques
Dirigée par Pierre-Henri CHAUDOUARD

Présentée et soutenue publiquement a Paris le 10 juillet 2018 devant
le jury composé de :

M™¢ Anne-Marie AuBERT, Directrice de Recherche, CNRS, Présidente

M. Philip BoaLcs, Directeur de Recherche, CNRS, Examinateur

M. Pierre-Henri CHAUDOUARD , Professeur, Université Paris-Diderot, Directeur
M. Gaétan CHENEVIER, Directeur de Recherche, CNRS, Examinateur

M. Bertrand LEmAIRE, Chargé de Recherche, CNRS, Rapporteur

M. Emmanuel LETELLIER, Professeur, Université Paris-Diderot, Examinateur

Rapporteur non présent a la soutenance :

M. Wee Teck GaN Professeur Distingué Université nationale de Singapour



Institut de Mathématiques de Jussieu - Université Paris-Diderot

Paris Rive Gauche. UMR 7586 Ecole doctorale de sciences mathéma-
UP7D - Campus des Grands Moulins tiques de Paris centre

Batiment Sophie Germain Batiment Sophie Germain

Boite Courrier 7012 Case courrier 7012

75 205 Paris cedex 13 8 place Aurélie Nemours

75 205 PARIS Cedex 13



Résumé

Soit X1 une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur un corps fini IF,; avec
g = p" éléments ot p est un nombre premier. Soit X le changement de base de X; a une cloture
algébrique de IF;. Nous donnons une formule pour le nombre des systémes locaux £-adiques
(¢ # p) irréductibles de rang donné sur X fixé par I'endomorphisme de Frobenius. Nous
montrons que ce nombre est semblable a une formule de point fixe de Lefschetz pour une
variété sur IF;, ce qui généralise un résultat de Drinfeld en rang 2 et prouve une conjecture
de Deligne. Pour ce faire, nous passerons du coté automorphe, utiliserons la formule des
traces d’Arthur non-invariante, et relierons le nombre cherché avec le nombre F;-points de
I'espace des modules des fibrés de Higgs stables.

Mots-Clefs : systémes locaux ¢-adiques, représentations automorphes cuspidales, formule
des traces d’Arthur-Selberg, fibrés de Higgs stables.






Abstract

Let X; be a projective, smooth and geometrically connected curve over [F; with g = p"
elements where p is a prime number, and let X be its base change to an algebraic closure of
IF;. We give a formula for the number of irreducible ¢-adic local systems (¢ # p) with a fixed
rank over X fixed by the Frobenius endomorphism. We prove that this number behaves like
a Lefschetz fixed point formula for a variety over IF;, which generalises a result of Drinfeld
in rank 2 and proves a conjecture of Deligne. To do this, we pass to the automorphic side
by Langlands correspondence, then use Arthur’s non-invariant trace formula and link this
number to the number of IF;-points of the moduli space of stable Higgs bundles.

Key words : {-adic local systems, cuspidal automorphic representations, Arthur-Selberg
trace formula, stable Higgs bundles.
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Chapitre I

Introduction in english (introduction
en anglais)

I.1 Main results

Let X be a compact Riemann surface of genus ¢ with fundamental group m1(XZ, x) where
x € L. Let Mp(X,n) be the GL, character variety of the fundamental group of L. It is
the categorical quotient Hom(rt1(%, x), GL,(C))//GL,(C) whose existence is guaranteed by
geometric invariant theory. The stable points of Mp(Z, 1) forms an open sub-variety which is
smooth of dimension 21%( g—1)+2, denoted by U,. It turns out that U, can be constructed as
a variety over Z. For any finite fields IF;, the set U, (IF;) parametrizes absolutely irreducible
local systems in IF, vector spaces of dimension 7, here absolutely irreducible means that
tensor product with an algebraic closure of IF; is irreducible. The variety U, depends only
on the topology of X, and by non-abelian Hodge theory, it is diffeomorphic to the moduli
space of degree 0 and rank 7 stable Higgs bundles.

Now we fix a finite field IF; of characteristic p. We fix an algebraic closure FF of IF;. Let
X1 be a projective, smooth and geometrically connected curve of genus ¢ > 2 over ;. Let
X = X; ®F, F be the base change of X; to F. Suppose ¥ is a geometric point of X. The
étale fundamental group 711(X, x) is a profinite topological group whose maximal prime-to-p
quotient depends only on the genus g. However, 711(X, x) depends on the curve itself. Let £
be a prime number different from p and Eff) be the set of isomorphism classes of irreducible
Q,-local systems over X of rank 1. The set E,(f) corresponds to irreducible continuous ¢-adic
representations of 71(X, X) of rank n. Recall that a g-Weil number a of weight i € IN is an
algebraic integer such that for any embedding ¢ : Q(a) — C, the absolute value |c(a)] is
equal to ¢2. Drinfeld has found an interesting result : The Frobenius endomorphism Froby
induces a permutation of Eg) by pullback, if we note the fixed points by k-iterated Frobenius

endomorphism as (Eg))FrOb;? then there is a finite number of g-Weil numbers a; and integers
m; such that

i

I(ng))Frob;?' _ q(4g—3)k " Z m; o Vk>1
i

11
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which looks like the number of points of a variety over IF;. Moreover, by Langlands corres-
pondence, we already know that the number I(E(;))F“’b;?l should be independent of ¢ # p, but
this doesn’t help to understand the formula of Drinfeld.

Our results give a faithful generalization of those of Drinfeld. Suppose that oy, ..., 024y
are g Weil numbers of the curve X, i.e. the eigenvalues of Frobx acting on H'(X, Q)). By
Poincaré duality, we can index these numbers so that 0,0;14, = g forall gx > i > 1.

Théoréme I.1.1. 1. Forany g > 2 and n > 1, there is a Laurent polynomial P (g, 21, .. .,2¢) €
Zlq,z, ..., z?l] (necessarily unique) which depends only on g and n and which is symmetric
in z; pour 1 < i < g and invariant by substitution z; — qz; such that for any k > 1, any
prime power q, every projective, smooth and geometrically connected curve Xy defined over IF,
of genus gx > 2, any prime number € { q

¢ *
(EYPX) = Py, (g, o, ..., 05 ).

. n . .
Moreover, for every monomial q"'z\" - --z,* appearing in Py, we have
8
m+ Z min{n;, 0} > 0.
i=1

The term with dominant weight in Py, is q(g‘l)”2+1. It means that if we set degq = 2 and
degz; = 1, then deg Pg,, = 2((g — 1)n? + 1) and deg(Pg,, — q(g‘l)”2+1) <2((g - 1)n? +1).

2. There exist a finite number of Weil numbers «; and integers m; such that

()08 | = [Pick (Pl miak), V1.
i

In particular, for all k > 1, |(E)F rob¥| js divisible by |Pic9<1 (F ). Moreover, we have

Z i = Z u(u(n/1Eex=3,

IIn

where u(-) is the Mobius function.

This theorem responds positively the conjecture 2.15 of [Del5], and the conjecture 6.3 of
loc. cit. in everywhere unramified case. As for the conjecture 6.7 of loc. cit., we mention that
when n = 2, Deligne has verified his conjecture using Drinfeld’s results during his course at
I'THES in 2013 (cf. [Del3])). In fact, Deligne has shown that there is a finite number of integers
m; (i = 0) such that

Ua(Fp)l = @ = 1) ) mig" k> 1
i>0
With explicit calculations, he showed that ) ;5o m; = —(2%73 + 1). However, it is desirable to
generalize this result to higher rank to completely solve the conjecture 6.7 of loc. cit..
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Let X = X1 ®IF. Let’s call an irreducible cuspidal automorphic representation of GL(A)
absolutely cuspidal if it remains cuspidal under base change, in the sense of functoriality of
Langlands, to all F® IFya (d > 1). We write C,(X) for the number of irreducible absolutely
cuspidal automorphic representations of GL(1) which are everywhere unramified over the
function field of X}, we define a formal series :

auty, (z) = exp(Z Z mCmT(Xk)zmk)

m=1 k>1

We use auty, (z)° (s € C) for exp(s Y1 Lis1 mc+(xk) k) and auty, for the expression replacing

X by Xj; in the above formula. Moreover for v > 1, and a formal power series f(z) € C[[z]],
we denote the coefficient of z° in f(z) by [z°] f(z). Let H1ggs .(X1) be the coarse moduh space
of stable Higgs bundles of rank n and of degree e over X; (cf. paragraph [[V.3.2) which is a
smooth, quasi-projective variety over IF; of dimension 2(gx — 1)n? + 2. We have the following
formula between the numbers C,,(Xj) and the number of IF;-points of nggs (X1).

Théoréme 1.1.2. For (e,n) =1, and g > 2 the following identity holds

! 2g-2)S;(A
(L) g6 D7 Higgst (X,)(F,)| = Z (2#;(2 > Z L [t 1auts, = ) B
] ] j>1

where the sum A v n takes over all partitions (11,...,j%,...) of n, and S;(A) := Zjajmin{i, il

This formula is obtained by equating both side of trace formula. Thanks to the work
of Schiffmann [Sc16] and Mellit [Mel17], we have a closed formula for |H1ggs (X1)(Fg)l. So
inductively, we can determine a closed formula for P, ,. Besides being a generahsatlon of
Drinfeld’s result, we see that the geometry behind this phenomena is probably related to the
moduli space of stable Higgs bundles. While for the moment, we don’t have any theory of
"non-abelian Hodge correspondence” for £-adic local systems.

In addition to the principal theorems above, we also give a new proof in the appendix
of the following result concerning a conjecture about Higgs moduli spaces. The interesting
part of this proof is that it uses only the trace formula.

We call a vector bundle & isocline, if for any decomposition & = ¥ & G, we have
% = dreg%fga) We call a vector bundle geometrically indecomposable, if its restriction
to X is indecomposable. Let P4 (X1) (resp. Ane(X1)) be the number of isomorphism classes of
isocline (resp. geometrically indecomposable) vector bundles of degree e and rank 2 over Xj.
Remark that when (1, e) = 1 we have P%(X;) = A;.(X1) (cf. the proof of corollary [V.4.2.4).

Théoreme 1.1.3. The number P;(X1) depends only on the order of e in Z/nZ. If (e,n) = 1, then the
number of Fy-points |Higgs:' (IFg)| satisfies

Ane(X1) = 8D Higgs?! ,(X1)(F,)|

and does not depend on degree e.
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The proof is in the appendices A and B, the interest in this new proof is that it relies on
a new application of the trace formula. Our proof of independence of degrees relies on the
informations of L-functions (functional equations and the knowledge on their poles) and
some purely combinatorial theorems.

I.2 A brief presentation on the proofs

I.2.1 Reduction of the problem. Our strategy is the same as that of Drinfeld. Using
the Langlands correspondence proved by L. Lafforgue, we firstly reduce the problem from
geometry to a question in automorphic forms.

Choosing a geometric point 77 lying over the generic point of the curve X; gives a sepa-
rable closure F of the function field of the curve X;. The étale fundamental group 71 (X1, 7) is
then a quotient of the absolute Galois group Gal(F|F). We may then use Langlands correspon-
dence to translate the problem. Langlands correspondence tells us that we have an uniquely
determined (once an isomorphism between 6[ and C is fixed) bijection between the set of
isomorphism classes of {-adic irreducible Galois representations and isomorphism classes
of cuspidal automorphic representations. Under this correspondence, an irreducible {-adic
Galois representation o : Gal(F|F) — GL, (([_25) which factors through m1(X1, 1) correspond to
an everywhere unramified, irreducible, cuspidal, automorphic representation.

We denote by A the ring of adeles of the function field IF;(X;) and by O the ring of
integral adeles. By some discussions which have already been indicated by Deligne, an ¢-
adic local system over X which is fixed by the Frobenius endomorphism corresponds to
an everywhere unramified, irreducible, absolutely cuspidal, automorphic representation of
GL, modulo inertial twist.

In the section we give a detailed proof of this together with a study of numerical
relations among numbers of {-adic local systems which are irreducible over X; but not
necessarily irreducible over X (cf. proposition and theorem [[I1.2.4.3). This will be
needed in the later calculations.

Then we pass to the automorphic side.

1.2.2 Geometric part of trace formula. We write G = GL, in the following. The reason that
this problem is solvable in the context of automorphic forms is that all cuspidal automorphic
representations live in, after a twist, a common space : L2(G(F)Ag\G(A)) where Ag isa group
generated by a degree 1 idele in Zg(A) = A%, the center of G(A).

The Arthur-Selberg trace formula for function fields is established by L. Lafforgue follo-
wing the strategy of Arthur. We use the characteristic function 1x of the maximal compact
subgroup K = G(O) of G(A) as the test function.

Let B be the Borel subgroup of G defined over F of upper triangular matrices. Let P
be a standard parabolic subgroup of G defined over F. Let X*(P) := Homp(P,Gy,), and
ap := X*(P) ®z R. Let Tp be the characteristic function of H € ag whose projections to ap are
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in the obtuse cone associated to P (cf. paragraph . Let Hg : G(A) — ap the Harish-
Chandra morphism (cf. paragraph[IV.1.5). We fix the Haar measure dg on G(A) normalized
such that vol(K) = 1. The trace formula is then given by spectral decomposition of the
following integral :

]T —

(_1)dim ap—dim “Tp(Hp(6g) — T)kp(6g, 0)dg

L(F)\G(A)/AG P 6eP(F)\G(F)

where T € ap, the sum },p runs through all standard parabolic sub-groups defined over F
and

g9 = ¥ f 1(g™'yng)dn.

yeEMp(F

where dn is the Haar measure normalized so that vol(Np(O)) = 1.
We will not decompose JT further as a sum of weighted orbital integrals, but use the
dependence on T. We identify ag with R" using the basis given by (1 < i < n)

(mll"' /mﬂ) ]

where T is the diagonal torus of GL,. For T € (Ty,...,T,) € R" = ag, we define a vector
bundle & to be T-semi-stable if for every sub-bundle # of & with rank r we have

Ti+---+T, Ti+---+Ty
) = == < p(®) - ———".

We define F(E,T) to be 1 if & is T-semi-stable, otherwise we put F(E, T) = 0. Using Weil's
dictionary between vector bundles and elements in G(A)/K, one can view F(-,T) as a cha-

racteristic function on G(A)/K. L. Lafforgue has proved that, if T; — T}, is large enough for
every 1 <i<n—1, then (cf. theorem[[V.4.1.4)

. f F(g, Tko(g, 9)dg
G(F\G(A)/Ac

Let G(A)° be the subset of G(A) whose degree of determinant is ¢, then

12) ZO Sy Fl& Dot = Z]e

Still using Weil’s dictionary, we can show that for such a T, we have (cf. equation (IV.13) in

the proof of theorem [V.4.2.3) :

JI = # isomorphism classes of T-semi-stable vector bundles of degree e and rank 7.

Now every vector bundle can be decomposed uniquely, up to isomorphism, into a direct
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sum of indecomposable vector bundles. We give a criterion to express T-semi-stability in
terms of this decomposition when the différences T; — T}, are large enough (cf. proposition
V3.1.9), which makes it possible for such T to express the number of isomorphism classes
of T-semi-stable vector bundles in terms of those of indecomposable bundles (cf. equation
of theorem([IV.4.2.3). This expression turns out to be a polynomial in T when restricted
to NZ" for N divisible enough (for its behaviour over Z", see the lemma :

Théoréme 1.2.1 (Arthur). The integral J' is a polynomial in T for T € NZ" with N divisible
enough.

So, even though the expression we obtain for JI in terms of indecomposable vector
bundles is for T; — T;,1 large enough, we can extend it to T = 0 by polynomiality. This then
gives an explicit expression for JI=0 fore € Z :

Théoreme 1.2.2. Let P, (X1) be the number of isomorphism classes of vector bundles of degree e and

rank n over Xy such that for any decomposition & = ¥ © G we have iiékg; = £ Then JI=0 = P4,(X4).

Let’s emphasize that when (1,e) = 1, J7=0 thus equals to A%(X;) the number of isomor-
phism classes of absolutely indecomposable vector bundles over X;. Now the first part of
theorem is deduced by this theorem and some similar results in [Ch15] (cf. theorem
6.1.1 and corollary 6.1.2 of loc. cit.) which relate the number q‘”z(g‘l)‘l|Higgsi€e(X1)(]Fq)| with
an analogue of Arthur’s truncated trace for Lie algebra.

1.2.3 Spectral part of trace formula. The geometric side is relatively easy compared to
the spectral side. The spectral side provides us with a decomposition :

J'= Z](Tp,n)

)

where the right-hand side runs through inertial equivalent classes of so-called discrete pairs
(P, 7t) (cf. definition[[I1.3.4.2), i.e. P is a standard parabolic subgroup of G and 7 is a discrete
automorphic representation of the standard Levi subgroup of P. Hence except for P = G,
other pairs come from representations of lower rank. The chosen test function 1k acts as the
projection to K-fixed subspace, so we can only consider everywhere unramified automorphic
representations. In the text, every cuspidal function is assumed to be unramified, because of
which we use the point of view of Hecke-modules instead of representations. For spectral
side, it’s enough to fix T = 0.

The first problem one must face is some extra difficulties which do not exist for number
fields. It is caused by the fact that the valuation on the idele group A* is discrete for
a function field, so that some problems of calculating volumes in affine spaces become
problems of counting lattice points. The difficulty is eliminated by restricting the truncated
kernel to G(A)* for (e,n) = 1. In fact, we consider the truncated trace twisted by a character
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degodet ke Ck S .
n: G(A) B, Z 2 ¢ fora primitive n*-root of unity :

n= QK (g 9)dg = Y CIT,
GFNG(A)/Ag —

(see equation above for JT). The decomposition of ]; is given by Lafforgue’s formula.
Then we use a linear combination of J%, to obtain a decomposition of J!. The result is the

following (cf. theorem|[V.4.1.2) :

Théoréme 1.2.3 (L. Lafforgue). For e € Z, [I=0 is equal to the sum over all inertially equivalent
classes of everywhere unramified discrete pairs (P, 1) of the following expressions :

(4 _ 1 _l
3 S = rmEm flmxc OIXC] 2, 2

(w,Ar)estab(Pm) Lw “ /\aneImew,)\ﬁwe(ImX%))" Awelmxﬁ;
An=AL" Ao Aw/w N (Ag)=AL"
Trﬂpﬁ(lig} Z /]l\‘fg(y/\an)MQ()\)\w,P; pAnre) o M(w, wH(Ay)) 0 Ag)dA..
QeP(Lv)

In the formula, Mp is the standard Levi subgroup of P. For two Levi sub-groups M C L
we denote by X]LvI the group of inertial complex characters on M(A) trivial on the center
Z1(A) of L(A) (cf. paragraph , and ImX%, the sub-group of unitary inertial characters.
The function ’IL\eQ is a rational function similar to Arthur’s 6&1 but defined for functions fields
(cf. paragraph[V.1.7). The group stab(P, ), defined in page[38} consists of pairs of an element
w in the Weyl group and A, in XI?/IP such that w(nm ® A,) = . The sum

2, X

/\anelmew,A%we(IleL\:; ) Awelmxﬁ‘l’)

A=A 2w Aw/w  (Ag)=AL"

does not exist in number field case. After careful calculations (cf. section[V.5), it will not be
a main difficulty for us, so let’s ignore it. The operator M(w, A) is the intertwining operator
defined in the paragraph|[V.3.2, and Mg(A, P; ) is the composition of two intertwining opera-
tors, cf. paragraph|[V.3.4, For an everywhere unramified discrete representation 7, the space
Apr is the induced space of © from Mp(A) to G(A) (defined in the beginning of paragraph
hence of dimension one. So all the intertwining operators act as scalars. These scalars
can be expressed in terms of L-functions of pairs of representations (cf. paragraph [V.3.3).
The most technically difficult part is the limit in the formula. The sum }.p;«) is taken
over all parabolic subgroups defined over F with Levi sub-group L 2 Mp, where LY is the
smallest Levi subgroup which contains an representative of w in G(F). We have defined the
notion of (G, M)-family for any Levi subgroup M following Arthur in the paragraph to
treat this sum. The key is the theorem which is firstly proved by Arthur for number
tields (cf. page 1317 [Ar82]). In general, the results given by the limit should be different in
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function fields but when we choose ¢ to be coprime to 7, they essentially remain the same
(see Appendix A for the proof, in the main text we deal only with e = —1). Take GL; for
example, when e = 0, the limit under consideration is of the form

(fd—; g( 2

1.4 im
(14) (A1,A2)—(1,1) % -1

)—f(1 +¢'(1) - g(1)
Al

for two holomorphic functions f and g over C such that f(1) = g(1). For e = 1, the limit under
consideration is

(3 (%)
9 (A, )\12)—>(1 1)( ! L /\2% —) =+

The extra term —g(1) in equation is not desired. For higher rank as shown in the theorem
only first order derivatives are enrolled for (G, M)-families showing up in the spectral
decomposition.

After Arthur’s simplification, by residue theorem, the integral over ImXC, of the limit can
be expressed as a sum involving the number of poles and zeros of L-functions (cf. corollary
and lemma [V5.1.7). Typically, given n unitary discrete automorphic representations
T, .., Ty, let njj be the number of zeros minus number of poles of the L-function L(r; X 7'(;.’, z)
in the region |z| < 1. We mention that the pole of L-functions are relatively easy to understand
while the information of zeros can be deduced by functional equations and generalized
Riemann hypothesis solved by L. Lafforgue (cf. theorem and corollary [V.3.1.3). The
sum one needs to consider is

where the sum over F runs through all subsets of cardinality n—1of {(i, /) € ZXZ |1 <i < j <
n} such that the family (¢; —¢); jr is linearly independent in the vector space Re; @- - - @ Rey,.
For low ranks, this is an easy task as we can calculate them by brute force. Nevertheless,
for general rank, direct calculations do not work. To deal with it, we establish a bijection
between the set of such F and the set of spanning trees of the complete graph with vertex set
{1,...,n} (cf. lemma [VLI.3.T). Then the matrix tree theorem (cf. theorem is used to
express the sum as a determinant cf. theorem[VI.1.3.2]and theorem[VI.2.2.1] Still it is not easy
to calculate this determinant as n;; depends on whether 7t; and 7t; are isomorphic up to an
inertial twist or not and that in general 77; can be non-cuspidal. But it is much more maniable
with a determinant rather than an artificial sum. The main trick (cf. lemma is to
"deform" the matrix into a form of which the eigenvalues are calculable. The result of this
calculation is in the theorem [VI1.2.2.]
With the help of this calculation and some combinatorial simplifications, we get the
theorem[VI.2.2.3] Next step is to sum up contributions over all discrete pairs. We use Moeglin-
Waldspurger’s classification of residual spectrum of GL, to reduce the calculation to cuspidal
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pairs (cf. section [VL3). Then the rest of the calculation is relatively easy. The result gives us
the theorem

The final step to achieve the goal is to use the inductive formula . As a matter of fact,
the left-hand side of formula is a very nice object with already lots of research on it.
The right-hand side contains only the term C,(X;) with rank #, all other terms are of lower
ranks. We can thus easily deduce the existence of a polynomial P , with all property desired
except the integrality of its coefficients (see the first part of paragraph [VI.4.1). Its coefficients
are sums of some combinatorial numbers (see the following theorem) which we prove to be
integers.

Théoreme 1.2.4. Suppose that ay, ..., a, are some non-zero natural numbers, and (k Ji<i<m are
j€li
seK;
some natural numbers satisfying

¥ -

]'EL‘,SEKZ‘

where [, K; are finite subsets of IN. Let vy, -+ , vy, be some integers, and we define S; =}, j<iViaj +
ViLisij, i =1, ,m. Set &5 € {£1} for 1 <i<m, j € Jjand s € K;. Then the following number

ZIJS 81‘,]‘,5)(551'/1
Y w1 H( o )
llp.gc.d.(k) i, js

i,j,s

x(x—1)-(x— n+l)
!

is divisible by xS ). jaj, o x € 2N, where we denote (3,) for the binomial number

The simplest case is the following :

Y w1t (2V”/ l) € w7 VvaeZ

lla

This has been done in [Rell] and [LZ16] (the key fact (+) in the page that we used are
taken from them), where it seems that these kinds of combinatorial numbers admit geometric
interpretations. To prove theorem [[2.4} we verify the divisibility for every prime number p.
First of all, one can write the sum as in the equation using the following equation :

Youa =Y pOa+ Y pOu= Y p0)@—ay)

Iin {leN| pllln} {IeIN] l|n;ptl} {IeIN] lin;ptl}

Then we check the order of p in the prime decomposition of a; — a,;. This is done by lemma
VI.4.1.6|and the fact (+) in the page[117} After proving this theorem, we obtain the first part of
our theorem the second part follows from the theorem and the first part of theorem
INNL
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Chapitre 11

Introduction

II.1 Principaux résultats

IL.1.1 Résultats géométriques. Soit X; une courbe définie sur un corps fini IF; de cardinal
g, qui est projective, lisse et géométriquement connexe de genre gx. Soient [F| une cloture
algébrique de IF; et X le produit fibré de X; avec IF. L'endomorphisme de X; qui est I'identité
sur l'espace topologique sous-jacent, et f — f7 sur le faisceau structural, est un endomor-
phisme de IF;-schéma. Nous noterons [Fx|l’'endomorphisme du [F-schéma X qui s’en déduit
par extension des scalaires. C’est 'endomorphisme de Frobenius qu’on utilisera. Fixons un
nombre premier £ { g, une cloture algébrique Q, de Qy, et soit E,(f) I'ensemble des classes
d’isomorphie de Q,-systémes locaux irréductibles de rang n sur X.

L'image inverse par Fx induit une permutation de E,(f), notée par Fy. Notons qu'un Q-
systéme local irréductible sur X fixé par F;é‘ se descend a un Q-systéme local irréductible sur
= X1 ®Fy. Drinfeld [Dr81] a montré a I'aide de la correspondance de Langlands prouvée
par lui-méme et la formule des traces pour GL, établie par Jacquet-Langlands [JL70], que
I'on a, quand le genre gx > 2,

u
(IL1) (EYF| = ghtax—d) 4 Z mia® Vk>1

i
i=1

ol les a; sont des g-nombres de Weil de poids strictement inférieurs a 8gx — 6 et (E(;))FE?
désigne I'ensemble des éléments de Eg fixés par le puissance k® de Fj. Rappelons qu’un
g-nombre de Weil a de poids i € IN est un entier algébrique tel que pour tout plongement
¢ : Q(a) — C,lavaleur absolue [c(a)| est égale a qf . Parla formule des traces de Grothendieck-
Lefschetz, le théoreme d’intégralité et le théoreme de purété de Deligne (cf. théoreme 5.2.2
[De73] et théoreme 1 [De80]), pour toute variété V (un schéma séparé de type fini) sur I,
il existe des g-nombres de Weil a; (unique a permutation pres) qui sont des valeurs propres
de I'’endomorphisme de Frobenius sur les cohomologies {-adiques a support compact et des

21
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entiers m; tels que
V(F )l = Z mia, Vk>1.
i

Dans I'article [Ko09] de Kontsevich et [Del5] de Deligne, les auteurs ont fait des obser-
vations sur le résultat de Drinfeld et ont suggéré de le généraliser aux cas de rang supérieur.
En particulier, Deligne a donné des conjectures précises (cf. conjecture 2.15, conjecture 2.18,
conjecture 6.3 et conjecture 6.7 de [Del5]). Concernant ces conjectures, dans l’article [DF13]],
Deligne et Flicker se consacrent au cas ou toutes les monodromies locales sont unipotentes
avec un seul bloc de Jordan et ces monodromies sont fixées en un ensemble fini S de points
de X au dessus d’au moins 2 places de X;. Eux aussi passent du co6té automorphe et les
conditions posées leur permettent de passer en plus au groupe multiplicatif d"une algebre
a division ot la formule des traces est agréable a utiliser. En rang 2, Flicker [FI115] a calculé
le nombre désiré quand la monodromie apparait en une place de X; avec un seul bloc de
Jordan. Arinkin a obtenu aussi des résultats intéressants quand les monodromies sont des
sommes directes de caracteres modérées de position générale (cf. section 3 [Del5]). Pour
tous ces cas, des résultats similaires a ceux de Drinfeld sont montrés. Mais il manque encore
une généralisation fidele du résultat de Drinfeld quand le rang est supérieur a 2. Le but
de cet article est de donner une preuve des résultats paralleles a ceux de Drinfeld en rang
supérieur.

Voici le théoreme principal :

Soit gx > 2. Soient 01, ...,024 les g-nombres de Weil de la courbe X, c’est-a-dire les
valeurs propres de Fx agissant sur HY(X, @g). Par la dualité de Poincaré, on peut les indexer
de telle facon que 0/01¢, = g pour tout gx >i > 1.

Théoréme II.1.1 (cf. théoreme [VL.4.1.T|et théoreme[VL5.1.1). 1. Pour tous entiers g > 2 et
n > 1, il existe un polynome de Laurent Py ,(q, 21, . . .,2¢) € Z|q, zi—'l, e, z?l] (nécessairement
unique) symétrique en les z; et invariant par la substitution z; — qzi‘l tel que pour toutk > 1,
tout corps fini I, de cardinal q, toute courbe Xy projective lisse et géométriquement connexe
sur IF, de genre ¢x > 2 et tout nombre premier € { q, on ait

ONF
|(E;))FX| = ng,n(qk, a’{,...,a’g‘,x).

De plus, chaque mondme q"z|" - - -zgg qui apparait dans P, vérifie
g
m+ Z min{n;, 0} = 0.
i=1

Le terme de poids dominant de Py, est g8 “Om+L Clest-a-dire si on posedegqg = 2etdegz; =1,
alors deg Pgn = 2((g — Dn? +1) et deg(Pg,, — q(g‘l)”z‘“l) <2((g - 1n? +1).
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2. 1l existe un nombre fini de nombres de Weil a; et des entiers m; tels que

wk .
EYS = IPick, (BIQY mia), V> 1.
i

En particulier, pour tout k > 1, |Pic§(1 (]Fqk)l divise I(Eff))szl. De plus, on a

Z mi= Y pOu /D,

IIn
oit[u]est la fonction de Mobius.

Remarque. Le groupe fondamental étale de I’espace projectif sur F est trivial et celui d'une
courbe elliptique sur F est abélien, donc il n’existe pas des systemes locaux irréductibles de
rang > 2 pour les courbes de genre 0 et 1.

Ce théoreme répond positivement a la conjecture 2.15 de [Del5], et la conjecture 6.3 de
loc. cit. dans le cas partout non-ramifié. Pour la conjecture 6.7 de loc. cit., on attend encore
le calcul des nombres des systemes locaux géométriquement irréductibles en IF;-espaces
vectoriels de rang n sur une surface de Riemann de genre g. On mentionne que quand n = 2,
Deligne a vérifié sa conjecture en utilisant le résultat de Drinfeld pendant son cours a I'THES
en 2013 (cf. [Del3])). Précisément, on sait que le schéma des modules grossier des systemes
locaux en IF;-espaces vectoriels de rang n qui sont géométriquement irréductibles sur une
surface de Riemann de genre ¢ > 2 existe; on le notera U, . C’est une partie ouverte de la
variété des caractéres sur IF, d’une surface de Riemann de genre g, donc U, est une variété
de dimension 2n%(g — 1) + 2. Deligne a montré qu’il existe un nombre fini d’entiers m; (i > 0)
tels que

IUx(F o)l = (" = 1) Z mig® k> 1
i>0
et par des calculs explicites, il a vérifié que Y ;5o m; = —(2%672 + 1). On mentionne aussi que
le nombre des homomorphismes du groupe fondamental d"une surface de Riemann dans
GLy(IF,) est calculé par Hausel et Rodriguez-Villegas (cf. théoréme 3.8.1 de [HRO08]). Dans cet
article, les auteurs montrent que la caractéristique d’Euler d"une variété de PGL,-caractére
tordue pour une surface de Riemann de genre g est u(n)n?¢2.

On montre le théoreme ci-dessus en suivant la stratégie de Drinfeld, en utilisant la
correspondance de Langlands établie par Drinfeld et L. Lafforgue et en calculant a 1’aide de
la formule des traces d’Arthur-Lafforgue. Les résultats se déduisent d"une égalité (I’équation
ci-dessous) donnée par la formule des traces pour une fonction test “simple". Cette
égalité est elle-méme un résultat géométrique intéressant (cf. pour la discussion de ce
résultat).

En outre, on obtient des résultats annexes. Soientle nombre des fibrés vectoriels
géométriquement indécomposables de degré e et de rang n sur X, et Higgsﬁf/e(Xl) le schéma
de modules des fibrés de Higgs stables de rang 1 et de degré e (cf. paragraphe [[V.3.2). On
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montre :

Théoreme I1.1.2. Quand (n,e) =1, Ay, (X1) ne dépend pas de e et dans ce cas
Ane(X1) = gD Higgs, (X1)(Fy)l

La premiere partie du théoréme concernant l'indépendance des degrés est montrée par
Groechenig, Wyss et Ziegler [GWZ17]. Indépendamment, Mellit [Mel7] a montré 1'indé-
pendance des degrés sans supposer (1,e) = 1 en utilisant le résultat de Schiffmann [Sc16].
La deuxiéme partie du théoreme ci-dessus est montrée par Mozgovoy et Schiffmann (cf.
[Sc16] [MS14]). Nous donnons une nouvelle preuve dans les appendices A et B, I'intérét de
cette preuve est qu’elle repose sur une nouvelle application de la formule des traces. On
remarque que par la formule des traces, la preuve des 'indépendance des degrés repose sur
I'information des fonctions-L (les équations fonctionnelles et 'information de ses poles) et
de certaines théoremes purement combinatoires.

II.1.2 Résultats automorphes. Nous noterons le cardinal de I(E,(f))FE? | par Cp(Xk) :

(I.2) = [(EO)]

Soit F = IF;(X1) le corps de fonctions de la courbe X;. Soit A 'anneau des adeles de F et O le
sous-anneau égal au produit sur tous les places x € |X;| des anneaux locaux Oy qui sont les
complétés des anneaux locaux Oy, » du faisceau structural.

Une représentation automorphe cuspidale irréductible = de GL,(A) est appelée absolu-
ment cuspidale si 7 reste cuspidale aprés changement de base, au sens de la fonctorialité de
Langlands, de F a F® IFx ¥ k > 1. Par la correspondance de Langlands, Cy,(X1) est égal au
nombre des classes d’équivalence inertielle des représentations automorphes, irréductibles,
absolument cuspidales et partout non-ramifiées de GL,(A), cf. section m

Soit e un entier. Soit
Jo = f k'(g,9)dg
GL,(F)\GL,(A)

ot kT(g, h) est le noyau tronqué d’Arthur (cf. paragraphe pour la fonction test 1y, (o),
la fonction caractéristique de GL,(O), et GL,(A)° les adeles dans GL,(A) dont le déterminant
est de degré e. Alors J! contient I'information des C,(Xy) pour tout m < n. Soit JI=0 la
quantité JI en posant T = 0.

Soit [P;,(X1)|le nombre de classes d’isomorphie de fibrés vectoriels isoclines de degré e et
de rang n comme définis dans la définition Par le coté géométrique de la formule
des traces, on a le résultat suivant :

Théoreme II.1.3 (cf. théoreme[IV.4.2.3|et I'appendice A). Soite € Z,ona

e 0 =Ph(X1)
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De plus JI=° ne dépend que d’ordre de e dans Z./nZ.. En particulier, quand (n,e) =1, ona
0 = Ape(Xy) = gD Higgss! (X1)(Fy) -

Nous définissons une série formelle

auty, (z) = exp(Z Z @z’”k) .

m=1 k>1

On utilise auty, (z)° (s € C) pour exp(s Y. ,>1 k=1 M 2"k et auty, pour l'expression obte-
nue en replacant Xj par Xj; dans la formule ci- dessus De plus pour toutv > 1, et f(z) € C[[z]]
une série formelle, on désigne par[[z°]f(z)|le coefficient de z” de f(z). Par le développement
spectral de la formule des traces, on obtient le résultat suivant :

Théoreme II.1.4 (cf. théoreme|V1.3.3.1). Soient gx # 1, e € Z tel que (e,n) =1, 0na

e Z 2;(:) Z)ZZ [ [ 1210wt &

]]]>1

(2gx~ 2)5 )

0it )\, portant sur les partitions non-ordonnées A = (11,2%,.. )denet Si(A) := }. 51 aymin{v, j}.
(28x- 2)5 o)
Notons quesil { aj, ona [z”f]autxl(z ) =0.
Combinant le théoreme [[I.1.3|avec le théoreme on a une identité dont le membre
a gauche est relié aux fibrés des Higgs sur la courbe Xj, et celui de droite est relié aux

Q/-systemes locaux :

(28x-2)5;(A) 2)5 )
[ [izauty G~ 7
j>1

[
M3 g Higgst (aE = Y L0y
IIn

n(28x = 2) Arn Z] j

II.2 Organisation du texte

Pour faciliter la lecture, on a ajouté en fin de texte un index des symboles qui renvoie le
lecteur a la page ot un symbole est défini. Mais nous essayons quand méme de rappeler les
définitions des notions ou symboles chaque fois que nécessaire. Le texte est organisé comme
suit.

Dans la section III, on énonce explicitement la question paralléle du co6té automorphe.
Précisément, dans la section m on prépare des préliminaires sur les Q,-systemes locaux
(ceux qu’on appelle systemes locaux {-adiques). On étudie attentivement les notions diffé-
rentes d’irréductibilité de systemes locaux ('irréductibilité soit sur Xj (k > 1), soit sur X) en
donnant leur relation numérique au nombre total. Les résultats sont sirement bien connus
des experts, mais nous donnerons les preuves compleétes par manque de références précises.
Dans la section m on prépare des préliminaires sur les formes automorphes de GL,. On
se restreint aux formes automorphes partout non-ramifiées.
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Dans la section IV, nous traitons le coté géométrique de la formule des traces pour une
fonction test tres simple. Au contraire de ce qu’on fait avec la formule des traces dans la
littérature, nous traitons le coté géométrique comme un tout et non pas comme une somme
des intégrales orbitales.

Dans la section V, nous effectuons les calculs explicites de tous les termes spectraux
de la formule des traces établie par L. Lafforgue [Laf02] suivant les résultats d’Arthur (cf.
[Ar82]) sur les corps de nombres. Mais dans un corps des fonctions la situation est méme
plus compliquée, car pour une paire discrete (P, ) (cf. définition[[I1.3.4.1), 'espace des paires
discretes équivalentes inertiellement a (P, 77) n’est plus un espace affine comme dans un corps
de nombres. C’est a cause du fait que le morphisme de Harish-Chandra Hp : GL,(A) — ap
(cf. paragraphe n’est pas surjectif. On minimise cette difficulté en ne considérant que
la partie de degré e de GL,(A) avec (n,e) = 1.

Dans la section VI, on démontre les conjectures de Deligne. L'idée est simple, il faut
simplifier la formule donnée par les calculs de la section V pour qu’elle fournisse une
expression qui puisse étre traitée inductivement. Une nouveauté, qui est essentielle pour le
calcul, est qu’on parametre les bases de ag formées de racines par les arbres couvrants d'un
graphe complet. Apres des calculs un peu longs, on donne la formule dans la section
En utilisant cette formule, on montre la conjecture dans la section VI.4. Il s’agit d’établir que
certains nombres obtenus combinatoirement sont entiers. Il est intéressant de souligner que
les cas plus simples sont dans des articles sur des sujets différents (cf. par exemple [Rell] et
[LZ16]). Dans la section VI.5, on montre que le nombre |(E,(1€))F3<| est divisible par le cardinal
de Picy (Fy).
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Réduction du probleme

III.1 Notations générales

I11.1.1 Les valuations discrétes normalisées de F s’identifient aux points fermés de Xj.
Soit leur ensemble. Soit | - |ax la “valeur absolue" adélique normalisée de A*. Soit Fy le
corps des fractions de Oy. On définit pour g = (gx)xejx,| € A*:

1
log g

loglglax == ) [K(x) : Fylx(g)

x€|X1|

deg g :=

ol k(x) est le corps résiduel de Oy et x(gx) est la valuation normalisée de g.

Pour la suite[G| = GL, le groupe linéaire général de rang n défini sur Z. On fixe aussi le
sous-groupe de Borel [B|des matrices triangulaires supérieures défini sur Z. Un sous-groupe
parabolique qui contient B est appelé standard. Soit T le sous-tore maximal déployé sur Z
de G formé des matrices diagonales.

De plus soit [K,] := G(Ox) pour x € |Xi], et[K] = G(O) = [],¢x, Kz Le groupe K est un
sous-groupe compact maximal de G(A), on a la décomposition d'Iwasawa G(A) = B(A)K.

II1.1.2 On désigne par[P|l’ensemble des sous-groupes paraboliques semi-standard (c’est-
a-dire ceux qui contiennent T) définis sur F de G, et C P le sous-ensemble des sous-
groupes paraboliques standard. On va dire simplement un sous-groupe parabolique pour
un sous-groupe parabolique semi-standard. Pour chaque P € %, soit Np le radical unipotent
de P. Il existe un unique sous-groupe de Levi Mp de P qui contient T. On ne considere que
des sous-groupe de Levi contenant T. Soit M un sous-groupe de Levi de G, on désigne par
I’ensemble des sous-groupes de Levi contenant M. Pour deux sous-groupes de Levi
M C L, on désigne par I'ensemble des sous-groupes paraboliques Q de L tels que
Mg = M. Quand L = G on note simplement P(M).

Pour GL,, les sous-groupes de Levi standard sont des matrices diagonales par blocs, donc
ils sont isomorphes au produit de groupes généraux linéaires. Donc ils sont en bijection avec
les partitions ordonnées de . Ici, une partition (ordonnée) est une suite de nombres entiers

27
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positifs (ny,...,n) telle que n = ny + --- + 1. On aura aussi besoin des partitions non-
ordonnées. on note (11,2%,---) + n ou brievement pour une partition non-ordonnée

a,...,1,2,...,2,...)den, c'est-a-dire (a]-)]->1 est une suite de nombres naturels et Z}Zl jaj =n.
~—— —
a

a
Soit M = [];_; GLi, un sous-groupe de Levi, on note pour le centre de M, alors
Zp = G, est un tore déployé de rang r.

II1.1.3 Soit M un sous-groupe de Levi. Soit X*(M) le groupe des caractéres rationnels de
M définis sur F. Soit

MY = (] kerlx
XEX*(M)

ou |xI(g) = |x(g)lax pour tout g € M(A). Alors Mp(A)°? est un sous-groupe distingué de
Mp(A). On va utiliser aussi la notation :

G(A)|=1{g € G(A)ldegdetg =¢} e€Z.

I11.1.4 On fixe un idele a de degré 1. Soit M un sous-groupe de Levi dont le centre
s’identifie avec G},,. On définit un sous-groupe discret Ay; dans Zy1(A) tel que tout élément
de Ap est de la forme (a1, ...,a") € G, (A) = Zm(A) ji,...,jr € Z. On sait que le groupe
ZMm(A)[ApmZp(F) est compact.

IIL.1.5 Soit P un sous-groupe parabolique avec sous-groupe de Levi Mp et le radical
nilpotent Np. Des mesures de Haar (unimodulaires) sont fixées de telle sorte que les mesures
sur Ay, Mp(F), Np(F) et G(F) soient les mesures de comptage, les mesures sur M(A) Np(A)
et G(A) satisfaisaient vol(M(Q)) = vol(Np(O)) = vol(G(O)) = 1.

Soient M un sous-groupe de Levi de G et x € |X;|. L'espace C°(M(Ox)\M(Fx)/M(Ox)) des
fonctions sur M(Fy) a valeurs dans C localement constantes, a support compacts, et M(Oy) bi-
invariantes muni d"une multiplication définie comme convolution des fonctions. La fonction
caractéristique de 1, est I’élément neutre. On I’appelle algebre de Hecke sphérique local
en x, noté par (Huix)xe|x, |- Le produit tensoriel restreint desest appelé algebre de Hecke

sphérique global, noté par

IIL.1.6 Pour tout sous-groupe de Levi M, soit X1 le groupe des homomorphismes de
groupe M(A) vers C* triviaux sur M(A)°. Dans le texte, on dit c’est le groupe de caracteres
inertiels de M(A). Pour tous M C L sous-groupes de Levi, soit XIL\/I le groupe des homomor-
phismes de groupe M(A) vers C* triviaux sur Zy, (A)M(A)°. Notamment, comme l'ideéle a est
de degré 1, on a Zi(A)YM(A)? = A;M(A)°, donc

= Hom(M(A)°\M(A)/AL, C¥)
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Soit P € P. Par la décomposition d'Iwasawa et de Levi G(A) = P(A)K = Np(A)Mp(A)K
on a une projection
G(A)/K — Mp(A)\Mp(A)/Ag.

On va aussi voir un élément de X](\;/IP comme une application de G(A)/K ou de G(A) vers
C*. Notons que cela dépend de P lui-méme, et pas seulement que son sous-groupe de Levi.
Donc on note Xg’ au lieu de XI?/I quand on veut voir XI(E/I comme un ensemble d’applications
P P

de G(A)/K.

La décomposition C* = Ry X {z € C*| |z| = 1} donne une décomposition X]LVI ea
Le groupe X} a une structure de groupe de Lie complexe commutatif induit par celle
de C*. La mesure de Haar sur ce groupe est normalisée de telle sorte que

vol(ImX%,) =1

Soient M C L deux sous-groupes de Levi de G. Alors, est un sous-groupe de XI?/I‘ On
voit aussi X{' comme un sous-groupe de X, par le morphisme injectif dual du morphisme
canonique

M(A\M(A)/Ag — LA \L(A)/Ag

induit par I'inclusion M(A) C L(A).

I11.1.7 Pour tout sous-groupe de Levi M, soit

= Normy(r)(T(F))/ Centyy(g)(T(F))

le groupe de Weyl de M. On peut choisir pour toute classe w € WM la matrice de permutation
dans M(F) comme son représentant. Ces représentants forment un sous-groupe de M(F)
qu’on 'identifie avec WM. Le groupe WM s’identifie canoniquement au groupe de Weyl du
systéeme de racines de M. Quand M = G, on note simplement W au lieu de WC. Pour un
sous-groupe parabolique, on note aussi W pour WM.

III.1.8 [[-]: Pour un ensemble fini E, on notera |E| le cardinal de E. Pour un sous-groupe
de Levi L de G, on notera |L| le nombre de facteur de L. Pour w € S, une permutation, on
notera |w| le produit des longueurs des orbites de w.

III.1.9  Pour des nombres entiers k; soit [p.g.c.dfk;) le plus grand commun diviseur de
tous les k;. Pour des nombres entiers avec plusieurs indices, par exemple k;;, on utilise

p.g.c.d.(k;, ;) pour le plus grand commun diviseur de tous les k; ; tels que i = ip. Soient 1, m

]
deux nombres entiers, on note = p.g.c.d.(n, m).

Pour tout x € R, soit|[x]|la partie entiere de x, i.e. [x] est le plus grand nombre entier qui
est inférieur ou égal a x.
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Soit x € C, n € N. On note pour le nombre binomial :

(x):x(x—l)--~(x—n+1)

n n!

Par convention, (3) = 1.

III.2 Systémes locaux {-adiques

IIL.2.1 Soit F une cloture séparée de F. On fixe un point géométrique o : spec(F) — X
au-dessus le point générique de X. Par abus de notation, on notera encore o tout le composé
spec(F) — X — X, pourd > 1.

Comme dans l'introduction, les objets principaux étudiés par notre article est I’ensemble
(ng))F;(. Pour tout nn > 1, c’est en effet un ensemble fini. Cela résulte de la correspondence
de Langlands (cf. théoreme [II1.3.3.1) et un lemme de Harder (cf. théoréme 1.2.1 [Ha74] ou
lemme 1.2.16.(2) de [MW94]).

II1.2.2 Rappel pour les systemes locaux. Soient 71(X, 0) (resp. 111(X1, 0)) le groupe fonda-
mental de X (resp. X;) en 0. On a une suite exacte courte

0 — m1(X, 0) — 11(X31,0) — Gal(FF|lF;) — 0

Le groupe Gal(IF|IF;) est topologiquement engendré par 1’élément de Frobenius arithmétique
qui envoie un élement x sur x7. Soit W(IF|IF;) le sous-groupe de Gal(IF|IF;) engendré algé-
briquement par cet élément. Ce groupe est isomorphe & Z par l'isomorphisme qui envoie
I'inverse de I'élément de Frobenius arithmétique, appelé élément de Frobenius géométrique,
a 1. L'image inverse de W(IF|IF;) par le morphisme 71(X1,0) — Gal(IF|IF;) est appelé le
groupe de Weil, qu’on note W(X1,0). On a W(Xj,0) = m1(X,0) = Z. On munit W(Xj,0) de
la topologie produit de 71(X, 0) et Z, , ou1 la topologie sur Z est la topologie discrete. Alors
W(X1,0) est localement profini. Rappelons qu’une représentation {-adique d’un groupe lo-
calement profini G est un Q-espace linéaire de dimension finie avec une action linéaire
continue de G. Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations
t-adiques de m11(X,0) (resp. m1(X1,0)) et 'ensemble des classes d’isomorphie des systemes
locaux ¢-adiques de rang fini sur X (resp. sur X;). Précisément, cette équivalence vient des
équivalences entre les catégories

faisceaux localement constants de type fini .
«— (A[mi(X, 0)]- les f
{ de A-modules sur le site Xgz1, } { [ (X, 0)]-modules finis }

pour des anneaux A qui sont de type fini sur Z/ £?7 (d € N), o1 on associe un faisceau .7
I'ensemble %, le fibre de % en o.
Pour tout v € |Xi], on a un point Spec(x(v)) — Xj, ot k(v) est le corps résiduel de v. Ceci



II1.2. SYSTEMES LOCAUX ¢-ADIQUES 31

induit une classe de conjugaison de morphismes

Gal(x(0)|x(v)) = 711(Spec(x(v)), Spec(k(v))) — 711(X1, Spec(k(0))) = 711(X1, 0)

ol k(v) est une cloture algébrique de x(v). On notera F, 'image du Frobenius géométrique
par une quelconque de ces morphismes. C’est en fait un élément dans le groupe de Weil
W(X1,0) car son image dans Gal(IF|IF;) est I'inverse de x x1**" Pour une représentation
t-adique o de W(Xj, 0), on notera c,(0) le n-uplet des valeurs propres de o(F,).

Nous noterons G,(X1) I'ensemble des classes d’isomorphie des représentations irréduc-
tibles £-adiques de W(Xj, 0).

I11.2.3 On fixe une section j : Z — W(Xj,0). Soit 0 la représentation {-adique de 71(X, 0).
On définit une représentation o/() qui agit sur 1’espace sous-jacent de ¢ par

'(g) = o(j(1)gj(1)) Vg € m(X,0)
clairement 6/ ne dépend pas de la section choisie.

Lemme II1.2.3.1. La conjugaison par j(1) sur I'ensemble des classes d’isomorphie de représentations
t-adiques de 711(X, 0) coincide avec I'action de Fy sur E,(f).

Démonstration. cf.lemme 1.3 de [DF13]. o

Un caractére {-adique est une représentation f-adique de dimension 1. On dit qu'un
caractere (-adique de W(Xj,0) est inertiel s'il se factorise a travers W(IF|IF;). Les caracteres
t-adiques inertiels forment un groupe abélien. Pour une représentation o € G,(X1), on note
Fix(o) le sous-groupe formé par des caracteres £-adiques inertiels A tels que

oA =g

On observe que le groupe Fix(o) est cyclique et son ordre divise n. On peut le prouver en
prenant déterminant. On définit une relation d’équivalence sur G,(Xj) :

Définition II1.2.3.2. Pour 01,02 € Gn(X1), on dit que o1 et o2 sont inertiellement équivalentes s'il
existe un caractere {-adique inertiel A tel que o1 ® A = 0.

Lemme II1.2.3.3. Soit o une représentation (-adique irréductible de dimension n de 11(X, 0). Elle
peut s'étendre a une représentation de W(X1, 0) si et seulement si la représentation o/ est isomorphe
a 0. Toutes les extensions sont inertiellement équivalentes.

Démonstration. La nécessité est clair. Le dernier énoncé se déduit par le lemme de Schur.
. —n

Pour la suffisance, on identifie les espaces sous-jacents de o et o/(l) avec Q,, alors il existe

une matrice A € GL,(Qy) telle que

a(j(Dxj(1)™) = Ac(x)A™t V¥ x € my(X,0)
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Notons que W(X1,0) = m1(X, 0) = Z algébriquement et topologiquement. Pour x € m1(X1,0)
etd € Z, on définit o’ (xj(d)) = o(x)A? alors

o (xdyyjom) = o' (¢ f@dyj(~d) jd + m)) = o@o jd)yj(—d) JAT" = AT (pA”
Ceci montre que o’ est une représentation et donc une extension de o a W(Xj, 0). m]

I11.2.4 On dit qu’une représentation {-adique de W(Xj, 0) est absolument irréductible si
sa restriction a 11(X, 0) est irréductible.

Lemme II1.2.4.1. Soit ¢ : W(X7,0) — GLn(@g) une représentation {-adique irréductible. Alors, les
énoncés suivants sont équivalents :

1. |Fix(o)| =1
2. Les restrictions de 0 @ W(Xy, 0) pour d > 1 sont irréductibles.
3. o est absolument irréductible.

Démonstration. (2. = 3.) Soit Ggeom le groupe de monodromie géométrique, c’est-a-dire
la cléture de Zariski de o(m1(X, 0)) dans GL,, (@[). Comme o est irréductible, sa restriction a
711(X; 0) est semi-simple. Cela montre que Ggeon €st un groupe réductif défini sur Q. De plus,
I’élément o(j(1)) normalise Gggor- On utilise un théoreme de Grothendieck (cf. théoréeme
3.3(2) de [KWO1]) selon lequel il existe un élément u € Ggéom(@g) et un entier dy > 1 tel que
uo(j(do)) commute avec Gggom et 0(j(1)).

Supposons que o est W(Xy,, 0)-irréductible. L'action de uo(j(dp)) sur @Z commute avec
W(X4,,0) donc induit un W(Xj,, 0)-isomorphisme de o. Par le lemme de Schur, uo(j(do)) est
un scalaire. Cela implique alors que tout sous-espace de o qui est Ggeon stable est aussi
W(X4,,0) stable. Donc la restriction de o a 71(X, 0) est irréductible.

(1. = 2.) Comme o est irréductible, pour tout d > 1, olw(x, ) est semi-simple, donc on

peut supposer
Ilwxy,0 = @ o

ol les représentations o; de W(Xj, 0) sont irréductibles. Par la réciprocité de Frobenius

~ W(X1,0)
Hom(ai/ OlW(XdO,O)) = HOl’I’I(IndW(X;OO,O) (Gi)r O)

Donc o est un quotient irréductible de IndW(Xl’o))(ai). De méme pour tout caractere inertiel

W(Xg,0
xg;(’s?])(ai ® x), et si on prend y trivial sur
W(Xl,ﬂ)
W(X40,0)
0®)x # o pour tout caractere inertiel. Il y a dy caracteres inertiels qui sont triviaux sur W(Xy, 0).

Donc la dimension de Indxg;’ol)(ai), qui est égale a dyp dim o;, est supérieure a dy dim 0. Mais
o

ce n’est possible que si 0; = 0.

X,ona que o ® x est un quotient irréductible de Ind

W(X4,,0) alors c®x est un quotient irréductible de Ind (0i). Notons que par I'hypothese
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(8. = 1.) Soit x un caractere inertiel tel que y ® 0 = 0. Alors il existe une matrice
W e GL,(Qy) telle que
a(Qx(g) = VoW Vg€ W(Xy,o0).

On considere la restriction a 711(X, 0). Notons que x|, (x,) est trivial, donc
o(g) = \I’_lo(g)\lf Y g € mi(X,0).
Par le lemme de Schur, la matrice W est un scalaire. Donc yx est trivial. m]

Proposition II1.2.4.2. Soit 0 : W(X1,0) — GLn(@f) une représentation €-adique de dimension n et
d | n. Alors on a Iéquivalence entre :

1. o est irréductible et |Fix(o)| = d.

2. Il existe une représentation (-adique irréductible ¢’ de W(Xy, 0) de rang n/d telle que |Fix(c”)| =
leto= Indmgg(a’). De plus, les conjugués de o’ |, (x,0) par j(0), j(1),..., j(d — 1) sont deux
a deux non-isomorphes.
Les représentations o’ satisfaisant la condition 2 se déduisent des unes des autres par conjugaison par
j@i)i € Z. Il y en a exactement d.

Démonstration. (1. = 2.) Pusique Fix(0) est cyclique, il existe un caractére inertiel d’ordre
d tel que 0 ® xy = 0. C’est-a-dire qu’il existe une matrice W € GL,(Qy) telle que

X(Qo(9V¥ =Wo(g) VYV geW(Xy,0)

Soit A(W) I'ensemble des valeurs propres de W. Pour A € A(W), soit V C @Z 'espace propre
de A. On définit un sou-espace
W = @ Vi

AeA(W)
Siv € V,, alors pour tout ¢ € W(Xj,0) on a que W(a(g)v) = x(g)o(g)Av. Donc a(g)v € V)2
et W est W(Xj, 0)-stable. Cela implique W = @Z
Comme y est d’ordre 4, il est trivial sur W(Xj,0) et 'espace V, est W(Xy, 0)-stable.
Ceci donne une représentation a’_;lz (V,0lwx,,0)- L'espace @f;olo( j@)Vy = @‘Z.iz_ol Vipa est
W(Xj,0)-stable donc il est égal a Q,. Il s’ensuit que dim V} = n/d eton a

WXy,
o= IndwEX;Z;(o’)

Cela implique aussi que ¢’ est irréductible.
Pour tout xo € Fix(0’) un caractere inertiel de W(Xj,0), on peut le prolonger en un
caractere ¥ de W(Xj,0) qui est d’ordre plus grand que ou égal ad. On a

W(Xl ,0)
W(Xd /0)

X1,0)

o®f = Ind Xo0)

(0" ® xo) = Indm (0)=o0
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Donc f fixe ¢’. Par I'hypothese, 'ordre de ¢ est inférieur a d donc f est d’ordre d et xo est
trivial. On a alors |Fix(¢”)| = 1.

Si pour un entier 1 < dp < d -1, o’j(dO)Inl(X,o) = 0’|, (x,0), alors par le lemme on
peut supposer qu’il existe un caractere inertiel yo non-trivial de W(Xj, o) tel que

&) = 57 @ o

On le prolonge en un caractere ¢ de W(Xy,0) qui est d’ordre strictement plus grand que d et

similairement
X1,0)

- Wi ’ ~ W(Xq, i ~
oQF = IndWEXd,o)(G ® xo) = IndWEX;,Z;(a J(do)) =g

Cela implique ¢ € Fix(0) donc d’ordre inférieur a 4 mais c’est une contradiction. Donc les
conjugués de o’ par j(i),1 =0,1,...,d — 1, sont deux a deux non-isomorphes.
(2. = 1.) Montrons tout d’abord que ¢ est irréductible.

Soit & un quotient irréductible non-nulle de o. Par la réciprocité de Frobenius, 5w (x, o)

W(X1,0) - W(X1,0)
Wk ) = Indyy i)

i < d-1. Comme (0"/)<cs1 sont non-isomorphes, leur somme directe est une sous-
représentation de 6. On conclut en raison de dimension que § = ¢, donc o est irréductible.
Soit r = |Fix(0)|. Notons que pour tout caractere inertiel y de W(Xj, o) trivial sur W(Xj, 0),

admet ¢’ comme sous-représentation. Mais on a Ind (0"1D) pour 0 <

on a

W(Xq,0) o W(X1,0), » ~ W(X1,0), r
IndW(X;ID)(o’) ®x = IndW(X;o)(o ® Xlwx,0) = IndW(X;o)(a )

Donc d | . Par ce qu’on a montré, il existe une représentation o’ de W(X,, 0) telle que

~ W(X1,0) o W(X1,0) W(Xy,0)
o = Indy0)(0”) = Indyy ) (IndW(X‘;’,o) (0”))

Ind"VXa0)

Par la formule de Mackey, W(X.0)

(0”") et 0’ sont conjugués par un élément j(i) aveci € Z.
Donc
— . ’ _ . W(X ,O) 77
1 = |Fix(o")| = |F1x(IndW(Xf,o) (Ch)]

On obtient alors W(X,, 0) = W(X}, 0) forcément r = d.
Le dernier énoncé se déduit par la formule de Mackey. m]

Soit le nombre des classes d’équivalence inertielle de représentations {-adiques
irréductibles 0 de W(Xj,0) de rang n et telles que |[Fix(o)| = d. On a D,(1) = C,(X;) par la
proposition précédentes, et en général :

Théoréme II1.2.4.3. Ona

Duld) = Y, uOCuuXap)
I

ol [u] est la fonction de Mobius.

Démonstration. Le groupe (F’;()Z agit sur Eif), soit O, (d) le nombre des orbites de cardinal d.

Par le lemmel|lIl.2.4.1|et la proposition [[11.2.4.2} 'ensemble des représentations {-adiques
o irréductibles de rang n de W(Xj, 0) tels que |[Fix(o)| = d est en bijection avec I'ensemble des
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orbites de cardinal 4 dans E,,;; sous l’action de (F;()Z, donc
Opja(d) = Du(d)

On a aussi que

C(Xa) = EP)S| = ) 10,(0)
Iid

Donc par la formule d’inversion de Mobius des fonctions arithmétiques, on a

Duld) = Opga(@) = 7 Y, uOCoyaXap)
Iid

III.3 Passage au c6té automorphe

Dans cette section, on va traduire la question de comptage des systemes locaux £-adiques
en une question automorphe a 'aide de la correspondance de Langlands. On fixe un iso-
morphisme ¢ de Q, sur C.

II1.3.1 On dit qu'une fonction ¢ définie sur G(A) a valeurs dans C est cuspidale par-
tout non-ramifiée si elle est invariante par translation a gauche de G(F) et invariante par
translation a droite par K et pour tout sous-groupe parabolique standard P € P(B), on a

op(3) = f png)dn =0 ¥ g€ GIA)/K.
Np(F)\Np(A)

Soit
& € Hom(Zg(F)\Zg(A)/Zs(0),C)

un caractere de Zg(F)\Zg(a)/Zc(0). Soit Ag, cusp 1'espace des fonctions cuspidales (a valeur
dans C) partout non-ramifiées avec caractere central &, c’est-a-dire

©(zg) = E@2)p(g) VY zeZg(A) g€ GA).

L'espace Ag ¢ cusp est un Hg-module semi-simple. De plus, le théoréme de multiplicité un
indique que ces facteurs simples sont deux a deux non-isomorphes. Pour tout caractere ¢,
un sous-Hg-module simple de Ag ¢ cusp est appelé une représentation cuspidale irréductible
partout non-ramifiée de G(A).

Pour tout x € |Xj|, on a la transformation de Satake pour l'algebre de Hecke locale en x
(cf. section 4. [Lau96])

Satg: Hox —— C[zl,zil,...,zn,zgl]bn
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qui est un isomorphisme de C-algebre, ot S, est le groupe de symétrique d’ordre n!. En
particulier 1’algebre H , est commutative et donc tout Hg ,-module simple est de dimension

1. Pour toute représentation cuspidale irréductible partout non-ramifiée = de G(A). Ona une
’

x€|X1]
parcourant toute la place de F. Comme 7, est de dimension 1, il définit un morphisme A,

décomposition m = ® i, de 7 en produit tensoriel restreint des H; -module 7, pour x

par le diagramme commutatif ci-dessous

He —— Endc¢(my)
Satcl Nl
.
C[z1,zl‘1,...,zn,z;1]‘°" — C

On notera cy(m), appelé valeurs propres de Hecke en x, le n-uplet non-ordonné (ay,--- , ay)
tel que A (f) = f(cx()), ol f(cx(m)) est 'évaluation de f en (ay,...,ay), pour tout f €
C[zl,zfl, e Zn, 2y 11%n. La famille (cx(7))xelx,| détermine 7T uniquement.

Soit T une représentation cuspidale partout-non-ramifiée avec caractére central &. En
utilisant 1'isomorphisme naturel G,, = Zg, on considére & aussi comme un caractere de
F*\A*. On dit que 7 est unitaire si son caractere central £ I’est au sens que I'image de & reste
dans le cercle unitaire ! de C.

II1.3.2  Soit A, (X1) 'ensemble des représentations cuspidales irréductibles partout non-
ramifiées de G(A).

Théoreme II1.3.2.1 (Correspondance de Langlands). [Laf02] Il existe une unique bijection entre
An(X1) et Gu(X1), caractérisée par 'identité

(I11.1) co(1) = 1(co(0))

pour toute place v de F. Le caractere central de T correspond au déterminant de o par la théorie de du
corps de classe a I'aide de I"isomorphisme 1.

Remarque III1.3.2.2. La correspondance de Langlands prouvée par L.Lafforgue concerne
les systeme locaux sur X; dont les déterminants sont d’ordre fini et les représentations
automorphes cuspidales dont les caracteres centraux sont d’ordre fini. On renvoie au chapitre
4 de [HL11] expliquant comment passer de notre cas.

Un caractere A : G(A) — C* est inertiel s'il se factorise a travers le morphisme g +—
deg det g de G(A) sur Z. Les caracteéres inertiels forment un groupe abélien. Pour une repré-
sentation 7 € A,(X1), on note Fix(m) le sous-groupe formé par des caracteres inertiels A tels
que

TA=T

On observe que le groupe Fix(m) est cyclique et son ordre divise n. On peut le prouver en
passant au caractere central. On définit une relation d’équivalence sur A, (X1) :
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Définition II1.3.2.3. Soient 1, My € A, (X1). On dit que 111 et 1o sont inertiellement équivalentes
s’il existe un caractere inertiel A tel que 1 ® A = 1.

Remarque II1.3.2.4. La relation d’équivalence inertielle entre les représentation cuspidales
irréductibles de G(A) et celle entre les classes d’isomorphie des représentations {-adiques
irréductibles de rang n de W(Xj, 0) sont compatibles a la correspondance de Langlands.

II1.3.3 Réduction du probleme. Nous énongons maintenant comment passer du coté
automorphe :

Théoreme II1.3.3.1. L’ensemble (E,(f))Fgéf est en bijection avec I'ensemble des classes d’équivalence
inertielles de représentations cuspidales de G(AI:@]qu) qui contiennent un représentant m tel que
|Fix(r)| = 1. Cette propriété est alors vraie de tout représentant.

Démonstration. 1l suffit de considérer le cas k = 1. Par le lemme [[11.2.3.1} le lemme [11.2.3.3|et
la correspondance de Langlands, on a des bijections

EDVFx s {0 € Gu(XD)IIFix(0)] = 1}/ ~inertictie
A — {7—( € ﬂn(xl)”FiX(n” = 1}/ ~inertielle

d’ot1 le théoréme. m]

II1.3.4 Reformuler la question en utilisant les paires discrétes. Soit P € £ un sous-
groupe parabolique de G.

Soit & un caractere de Zy1,(F)\Zum,(A). On considere I'espace des fonctions ¢ définies sur
Mp(A) a valeurs dans C qui sont invariantes par translation a droite par Mp(O) = Mp(A)NK
et par translation a gauche par Mp(F), telles que :

(1) p(zm) = E(2)p(m), VY z € Zp,p(A) et m € Mp(A);
(2) pour [€] : Mp(F)\Mp(A) — R} 'unique caractére continu qui prolonge le module de &,

2
[ oo,
Mp(F)\Mp(8)/Zui, (8) 1€ ()]
On désigne par LZ(MP(F)\MP(A))IE< cet espace. C’est un Hj,-module.

Définition I11.3.4.1. Soit P un sous-groupe parabolique, et & un caractere central de Zy,(A). Un
sous-Hpy,-module simple de LZ(MP(F)\MP(A))Ig est appelé une représentation discrete irréductible
partout non-ramifiée de Mp(A).

Soient P, P’ deux sous-groupes paraboliques. Soit w € W tel que wMpw™! = Mp/, et 7t une
représentation discrete irréductible partout non-ramifiée de Mp(A). On définit w(rm) par

w(n) = {p@w '[]w)| ¢ € 7}



38 CHAPITRE III. REDUCTION DU PROBLEME

alors w(m) est un sous-H(Mp:(A), K)-module simple de L?>(Mp:(F)\Mp- (A))g(é). Notons que
w(rt) ne dépend que de la double classe représentée par w dans WX \W/W?

Définition II1.3.4.2. Une paire discréte partout non-ramifiée est la donnée d’un sous-groupe
parabolique standard P € P(B), et une représentation discrete irréductible partout non-ramifiée ft
dont le caractere central x est trivial sur Ag. On dit que deux paires discretes (P, 7t) et (P’, 7") sont
inertiellement équivalentes s'il existe w € W tel que wMpw™' = Mp et A € chj tels que

' =w(m®A)

Proposition II1.3.4.3. Soit @ une représentation cuspidale irréductible partout non-ramifiée de
G(A). Alors il existe A € X tel que (G, © ® A) est une paire discrete.

Démonstration. Par le lemme de Schur, m admet un caractere central y. Il existe A € X telle
que la de restriction A a Ag coincide avec x|s,, donc le caractere central de m ® A1 est
invariant par Ag. De plus par le lemme de Harder (cf. lemme 1.2.16.(2) de [MW94]), tout
le fonction dans 7 ® A~! est a support compact modulo Zg(A) donc carré intégrable. Cela
montre que (G, T ® A7!) est une paire discréte. m]

Soit 7 une représentation discréte partout non-ramifiée de M(A). On désigne par Fix()
le sous-groupe de Xy des A € Xy tels que 7 ® A = 7. Le groupe [Fix(ft)| est fini car il est un
sous-groupe de X%. On le voit en comparant les caracteres centraux de 7 et 7t ® A. Soit (P, 7)
une paire discrete. On désigne par le groupe formé des couples (w, 1) telles que w
appartient dans WX\W/WP et A € Xg pour lesquels wMpw™! = Mp et w(ft ® A) = 7. Notons
que le cardinal de Fix(7) et celui de stab(P, 77) ne dépend que de la classe d’équivalence
inertielle de (P, 7t).

D’apres le théoreme[[I1.3.3.]et la proposition[[l1.3.4.3} on a:

Proposition II1.3.4.4. Le nombre C,,(X1) est égal au nombre des classes d’équivalence inertielle des
paires discretes partout non-ramifiée (G, rt) tel que Tt soit cuspidale et Fix(m) soit trivial.

Soient P un sous-groupe parabolique standard de G dont le sous-groupe de Levi s’iden-
tifie Mp = GLy, X --- X GLy, et x € [Xy]. Pour tout f € H , soit tp(f) le terme constant de f le
long P qui est défini par

tp(f)(m) = pp(Hp(m)) f(mn)dn
NP(PX)

pour tout m € Mp(Fy), out pp est la moitié de la somme des racines positives de P et Hp est le
morphisme de Harish-Chandra (cf. paragraph. Alors ff € Hyy, ». Cela définit en effet
un morphisme d’algebres fp : Hg x = Hupx, qui fournit Hyy, » la structure de Hg , algebre.
Le morphisme est compatible avec le morphisme de Satake au sens que le diagramme suivant
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est commutatif :

~

Satg _ _
Clz1, 27, 20,2, ]

7_{G,Jc N 17"
(ITL.2) to| |

SatM — —113,,. X-+-X&
HMp,x f) C[lezlll'“ an/an] ™ =nr
ol le morphisme vertical a droite est I'inclusion.
Soit | - | : G(A) — C* le caractere défini par |g] = |det g|ax. C’est un élément de X;. Le
théoreme suivant caractérise toute représentation discrete irréductible partout non-ramifiée
en terme de représentation cuspidale irréductible partout non-ramifiée.

Théoreme II1.3.4.5 (Moeglin-Waldspurger [MW89]). Soit IT une représentation discrete irré-
ductible partout non-ramifiée de GL,(A). Alors il existe un entier d\n, un sous-groupe parabolique
standard P de type (d, . .., d) de GL, et une représentation cuspidale irréductible partout non-ramifiée
1t de GL4(A). tels que si on note 7t = 7| - I# - I# Q- I‘% la représentation cuspidale
irréductible de Mp(A), on a

II=w

comme Hc-module via le morphisme tp du diagramme . De plus la donnée (t, ) associée a Il
est unique.

Vice-versa, si 1 est une représentation cuspidale irréductible partout non-ramifiée de GLj(A), v
un entier positif alors la représentation cuspidale irréductible de Mp(A)

v=1

-7 -
vue comme Hg-module est isomorphe au Hg-module sous-jacent d’une représentation discrete irré-
ductible de partout non-ramifiée de GL,3(A).

Soit 7t une représentation cuspidale irréductible partout non-ramifiée de GL;(A) etv € IN™.
D’apres ce théoreme, on va noter la représentation discrete de GLy,(A) déterminée par la
paire (77, v) comme|r ® 1} On notera[r(r)| = d et r(n ®v) = dv.

Soient v,d € IN* tels que vd = n. Soit M le sous-groupe de Levi standard de G corres-
pondant a la partition (4, .. ., d). Le morphisme (m, - - - ,m,) + mj - - - m, induit une inclusion

——
v fois
GLy4 M G : 75 B GLy4 _ G
XGLd — Xy € X}, qui nous permet d’identifier XGL,,, avec un sous-groupe de Xy. En effet,

GLy ) G G
Xy, est contenu dans le sous-groupe X2 de X}

Proposition I11.3.4.6. Soit T ® v une représentation discrete partout non-ramifiée de GL,(A). Avec

;. . . GLy G ;.
l'identification XGLd CXZci dessus, on a

Fix(mt) = Fix(m ® v)
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et (G, m R v) est inertiellement équivalente a (G, i’ ® V') si et seulement si v = V' et si 1 et T’ sont
inertiellement équivalentes.

Démonstration. Clairement, I'inclusion XgILJj c Xg induit une inclusion Fix(rt) € Fix(n ® v).
Soit A € Fix(n®v),ona A € Xg Par l'inclusion Xg c X](\;/I il définit un caractere de M(A). Par
la partie d"unicité du théoreme|[I1.3.4.5, on a l’autre inclusion et le dernier énoncé. m]

Soient v,d € IN*. On désigne par R;,(Xk) le nombre des classes d’équivalence des repré-
sentations discretes de GL;, (A ® IF,) qui sont de la forme 7 ® v avec 7t une représentation
cuspidale irréductible partout non-ramifiée de GLs(A ® ) et de fixateur trivial.

Corollaire II1.3.4.7. Avec ces notations, pour toutv > 1, ona
R, (Xk) = Ca(Xi)

Démonstration. En effet, cela se déduit par le théoréme |[11.3.4.5|et la proposition|l11.3.4.6, O



Chapitre IV

La partie géométrique de la formule
des traces

IV.1 Notations

IV11  Soit M un sous-groupe de Levi de G. Soit ’ensemble des racines de G
relatives & Zys. Tout sous-groupe P € P(M) détermine un sous-ensemble [@p|et un ensemble
de racines simples (cf. lemme 2.2 [Lan76]), il est caractérisé par le fait que la famille Ap
est libre et tout élément de ®p est une combinaison a coefficients entiers positifs de racines
simples Ap. Pour les sous-groupes paraboliques P C Q, on dispose de I'ensemble A§ C Ap
ot AY = Ap N D(Zr,, Mg). On a AG = Ap et |AS] = |M] - [Mol.

Soit o}, = X*(M) ®z R. Soit aps son espace dual. Pour un sous-groupe parabolique P,
on utilise souvent (resp. a},) au lieu de apy, (resp. oy, ). L'application de restriction de M
a Zy donne un morphisme de X*(M) a X*(Zym) dont le noyau est trivial et le conoyau est
fini. Donc cela fournit un isomorphisme aj, = X*(M) ®z R = X*(Zm) ®z R et on peut voir
®(Zpm, G) comme un sous-ensemble de a},. Pour deux sous-groupes paraboliques P C Q, on
a un morphisme X*(Zy1,) — X*(ZMQ) induit par l'inclusion Zmy € Zmp et un morphisme
X*(Mg) — X*(Mp) induit par l'inclusion Mp C Mg. Ils induisent une surjection a}, — ab et

*

— @}, de la surjection. Cela permet d’identifier aj & un sous-espace de aj, et

*

Q
on a une décomposition

une section a

* o * Q,*
C[p = CIQ@C(P

ol ag’* est le noyau de la projection de aj, — - Dualement, on a une décomposition

Q

ap = ag ®ap

Pour tout Hp € ap, on utilise souvent (Hp)g pour 'élément dans ag qui est I'image de Hp par
la projection ap — ag. L'accouplement entre ag et ag'* est induit par celui entre ap et a},. On
vérifie aisément que Ap est une base de ag’*, et Ag est la restriction de Ap — Ag aag (oula

projection de Ap — Ag sur ap,).

41
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IV.1.2 Pour fixer des systémes de coordonnées, soit P un sous-groupe parabolique stan-
dard Mp = GL,,, X --- X GLj,, les caracteres

el Mp — Gy

(mq,...,m;) — detm;
forment une base de X*(Mp) donc de a},. Les éléments de ®(Zys,, G) sont des morphismes

0(1']' : ZMp — Gm
(b1, b)) ¥ it

pour i # j, ces éléments peuvent s’écrire dans la base (dety;, ;) comme

1 1
ajj = n_idetMP’i - I’l_]‘detMP'j

*

On utilise les dety, ; pour identifier aj,

noterons

On sait que (X*(T), ®(T,G)) est un systeme de racine. Il y a une dualité canonique a

avec IR", et on munit ap de la base duale que nous

valeurs dans Z entre le groupe des caracteres rationnels de T et celui du groupe a un
parametre X.(T) := Hom(Gy, T). Cela nous permet d’identifier ag avec X.(T) ®z R, les
coracines s’écrivent donc

vV o _
0(1']‘ = ¢T,i - EDT,]‘

pour1<i,j<meti# j.On dispose alors de la base des coracines (A},)¥ dans af, pour tout
sous-groupe de Borel B’ et tout sous-groupe parabolique P tels que B’ € P. Quand P = G
on omet parfois 'exposant G. Pour deux paraboliques P C Q soit la projection de
(AS,)V — (AP)Y sur a§ pour un sous-groupe de Borel B” C P, cela ne dépend pas de B’. On
posepour la base de ag’* qui est duale de (Ag)v, et (Kg)v pour la base de ag qui est duale
de Ag.

On munit ag’* et ag de produits scalaires invariants sous l’action du groupe de Weyl des
systémes de racines (X*(T), ®(T, G)) et son dual tels qu'un (co)racine simple a pour norme
V2. Les sous-espaces ag sont munis des produits scalaires déduits par la restriction. Notons
que sous ces produits scalaires (dety, i) et (Ya,,) sont des bases orthogonales de aj, et ap
mais

lIdeta, ilI* = n;

et

1
p=lL
[Yamp il o

Q
P

G

De plus, I'espace ay est orthogonal a 'espace ag-
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IV.1.3 Pour la commodité des calculs, on explicite certaines constructions avec des
coordonnées : Soit P un sous-groupe parabolique dont le sous-groupe de Levi Mp =

GLy, X --- X GL;,. La projection ap — aj est donnée par

X1 + -+ xnl xnl+...+nr71+] + -+ xn
(X1, -2, %) — ( P
1’11 nr

la projection ap — ap est donnée par

(1, Xn) P2 (X1 + o Xy X, 41 00 Xn)

*

L’inclusion ap

- a*B est

(X1, e, X)) > (X1, e e X1, X2, ey eeeyeeey Xy)

————— —— N——

nyfois npfois n,fois

et I'inclusion ap — ap est

X1 X1 X2 Xr
X1, e X))o (—, e, =, = ey, —
n ny np ny
— S~——

nyfois npfois n,fois

Pour 'espaces ag’* et ag, ona

G,* *
apy” =A{(x1,..., %) € apl mxy + -+ + n,x, = 0}

a§ ={(x1,..., %) €ap|x; + - +x, =0}

On a aussi
Ap = {aiv = Mpi — UMpiv1 |1 <i<7r -1}
et
- Nijz1+---+n N+ +n: ‘
Ap = {w; = %(det]\/fp,l-i_' . -+detMP,,-)——1 - 1(detMP,i+1+- —+detpr, )1 < i< -1}

IV.1.4 Soitle cone dans ag défini par {H € ag| a(H) > 0, V a € Ap}. Soitl’adhérence
du cone positif a.
Pour P C Q, soit etles fonctions caractéristiques respectives des cones

(Heag|a(H) >0, ¥ aeAf)

et
{Heag|oH) >0, Vo eAd).
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IV.1.5 Pour tout sous-groupe parabolique P de G, on dispose de I'application d’Harish-
Chandra

Z G(A) — ap
qui vérifie
1
X(Hp(8)) = fogq log |xI(p)

pour tout g € pK, p € P(A) et x € X*(P).
On dispose de plus de deux réseaux

= Homz(X"(Mp), Z)
et
= Hp(Ap) C apz

Ces réseaux satisfont
aQ,Z Capz Capz

et l'application d’Harish-Chandra est une surjection de G(A) sur apz et apz est en effet
engendré par la base ()

IV.1.6 Soit P € $(B) un sous-groupe parabolique standard. Soit T € ap. Soit la
fonction définie pour ¢ € Np(A)Mp(F)\G(A)/K par

i oP
Fgn= Y (D% Y THe©E)-T)
{QIBCQCP} 0€Q(F)\P(F)

par le lemme 5.1. de [Ar78], la somme est toujours finie, donc FP( g, T) est bien définie.

IV.2 Des lemmes combinatoires de Langlands

Ivai Nous avons besoin de préparation combinatoire. Les lemmes dans cette section
ont été essentiellement découverts par Langlands et Arthur.

Lemme IV.2.1.1. Pour tout g € G(A), T € at, ona FS(g,T) = 1 si et seulement si pour tout
sous-groupe parabolique standard P et ¥V 6 € P(F)\G(F)

Tp(Hp(5g) = T) = 0.
Démonstration. cf. proposition 3. page 221 de [Laf97]. m]
Lemme IV.2.1.2. Soient P C Q deux sous-groupes paraboliques. Ona ¥ H € ap

Y, ()i HER(H) =
{RIPCRCQ}

1 siP=Q;
0 siP#Q.
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Démonstration. cf. proposition1.7.2 [LW13]. m]

Corollaire IV.2.1.3. Pour tout g€ G(A), T € ag, et P € P(B)ona

(IV.1) 1= Y. ). th(Hp(dg) - TIFYS,T)
(QIBEQCP) e QFNP(F)

Démonstration. Ce résulte d’un calcul direct par la définition de F'(g, T) et le lemme[[V.2.1.2
O

Soit P un sous-groupe parabolique de G, suivant Arthur, on pose, pour tout H et T dans
ag, une fonction

My(H T = Y (~)*™0HToH - T)
{Ql Q=2P}

ol la somme porte sur tous sous-groupes paraboliques Q de G contenant P. On a la relation
d’inversion (cf. lemme 1.8.2 de [LW13]) :

TH-T) = Y ()™ CryH, TEEH)
{Ql QcP}

Lemme IV.2.1.4. Pour tout T dans un ensemble compact fixé de ap/ag, le support de la fonction
HwT,(HT), Heap/ag

est contenu dans un ensemble compact fixé, qui ne dépend pas de T.

Démonstration. cf.lemme 2.1. de [Ar81]. a

Nous introduirons aussi une fonction de la variable H € ap :

[T

qui est la fonction caractéristique des H € ap vérifiant
—(a,H) > 0 pour tout o« € A — AP
—(@,H) <{@,T) pour tout ® € Ap.

Remarque IV.2.1.5. Lorsque P = G, I'p(-, T) est la fonction constante égale a 1. Si T = 0,
I'p(-,0) = 0 pour tout P ¢ G.

Lemme IV.2.1.6. Pourtout He apet T € a_+, on a I'égalité
I',(H, T) =Tp(H,T)
Démonstration. cf. lemme 4.5.2 de [Ch15]. m|

Pour toute partie h C apz, telle que le composé h) < apz < ap — ap/ag est injective, on
forme la série de Fourier
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f}»,b(A, T)= Zr H,T)A™™  (resp.[[py(A, T) = Z Tp(H, T)AH)
Hep Heb

ou A € Xg En vertu de la compacité du support de I',(H, T) (resp. I'p(H,T)) a ap/ag, la
somme est en effet une somme finie et la fonction A + i:;,,b(/\, T)(resp. A — fgb(A, T)) est une
combinaison linéaires de A7,

La définition ainsi que le lemme suivantes sont dit a Chaudouard [Ch15].

Définition IV.2.1.7. Soit ® : agz — C une application. On dit que cette application est quasi-
polynomiale s’il existe un ensemble fini f des caracteres d’ordre fini de ap 7 :

f € Hom(ap,z, teo(C))

01l oo (C) est le sous-groupe de C* des racines de I'unité, et pour tout v € § un polynoéme p, tels que
pour tout T € ap 7z on ait 'égalité

O(T) = Y pu(T)W(T)

vef

Lemme IV.2.1.8. Soit P un sous-groupe parabolique standard de G dont on identifie le sous-groupe
de Levi a GL(n1) X - - X GL(n;). On fixe un degré e € Z. et des éléments e; € Z/n,Z pour 1 <i<r
On associe a ces données I'ensemble §) C apz = Z défini par

I):{(dl,...,dr)EZr|d1+~-~+dr=e et d;=e; modn;)

Alors f}’,b(l’ T) est quasi-polynomiale en T.

Démonstration. cf. proposition 4.5.5. de [Ch15]. En effet, la série de Fourier défini dans loc.
cit. est pour la fonction I'p au lieu de I'},, mais la preuve de loc. cit. montre premiérement que

Pb(l T) est quasi-polynomiale. m|

IV.3 Sur les fibrés vectoriels

Nous rappelons rapidement le lien entre les fibrés vectoriels et les adeles. Pour nous,
un fibré vectoriel sur X; est un Ox,-module localement libre de rang fini. Soit & un fibré
vectoriel, on note deg(E) pour le degré de &, rg& pour le rang et[u(E)| pour la pente

deg(E)
rg&

u@&) = si& # 0.

De plus on désignera par Aut(E) le groupe des automorphismes de &.
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IvV.3.1 On a une équivalence (cf. Appendix E [Lau97]) entre Bun,(IF;) le groupoide des
tibrés vectoriels sur X et le groupoide quotient

[G(F)\(G(A)/K)]

Précisément, un élément ¢ € G(A) donne naissance a un fibré vectoriel £5 muni d’une
trivialisation générique de &5 — F". Sous cet équivalence, beaucoup de constructions passent
d’un coté a I'autre, on référe a la page 233 de [Ch15] pour unjoli tableau que nous utiliserons
(prenons garde que notre définition de degré d’un adele differe que celle de loc. cit. par un
signe). Un fibré est indécomposable s’il ne peut pas étre écrit comme une somme directe de
deux sous-fibrés vectoriels, alors on a le résultat suivant :

Lemme IV.3.1.1. Tout le fibré vectoriel est une somme directe de fibrés indécomposables, et cette
décomposition est unique a isomorphisme pres. Un fibré vectoriel indécomposable de degré e premier
a son rang n est géométriquement indécomposable au sens que son produit tensoriel avec F est
indécomposable comme fibré vectoriel sur X.

Démonstration. On peut voir la preuve du lemme 2.6 de [Sc16]. m]

Dans la suite, on va introduire la notion de T-stabilité et donner des résultats dont nous
aurons besoin. Soulignons que les fibrés T-stables seront ceux dont le polygone de Harder-
Narasimhan est majoré par un polygone qui dépend de T (cf. proposition 4.4.2 [Ch15]), mais
la T-stabilité est une notion commode pour comparer avec la formule des traces.

Soit T = (T4,...,T,) € R", on note

d(T)[:= min {T; - Ti1}
i=1,...,.n—-1

Définition IV.3.1.2. Soit T = (T, ..., T,) € R" tel que d(T) > 0. On dit qu’un fibré vectoriel & est
T-semi-stable si pour tout sous-fibré vectoriel ¥ de & on a

T+ + T,
rgf

+.--+ T,

() - 7 < (@) - 2

Remarque IV.3.1.3. Dans la langage des adeles, les fibrés T-semi-stables correspondent aux
éléments g € G(A) tels que Tp(H(6g) — T) = 0 pour tout 6 € P(F)\G(F) et P € P(B). Clairement,
si T,T" € R" satisfont d(T — T”) > 0 alors la T"-semi-stablité implique la T-semi-stablité, en
particulier un fibré vectoriel semi-stable est T-semi-stable pour tout T tel que 4(T) > 0.

Lemme IV.3.1.4. Soient T € g = R" et g € G(A). Le fibré vectoriel E associé a g est T-semi-stable
si et seulement si F6(g, T) = 1.

Démonstration. On le prouve en comparant la définition de la T-semi-stabilité et le lemme

V211 O
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Proposition IV.3.1.5 (Harder-Narasimhan). Soit T = (Ty,...,T,) € R" tel que d(T) > 0. Pour
tout & # 0, il existe une unique filtration, appelée T-filtration de Harder-Narasimhan, de sous-fibrés
0=%F) ¢ ?'1 - C Fr = Ede rangs notés n; = r(F;) telle que
1. pour 0 < i <r—1, les quotients Fiy1/Fi sont (Tp1, -+, Tny,,
2.Onales megalztes parmi les pentes des quotients successzfs :

)-semi-stables ;

Ty +---+T T +---4+T
> > W Fr) - -
ni Ny —Ny—1

u(F1/%o) -

Démonstration. Le preuve marche parallelement comme dans le cas T = 0 ou T-semi-stabilité
coincide avec semi-stabilité définit par Harder-Narasimhan. Notamment %7 est un sous-fibré
de & caractérisé par les deux conditions suivantes :

T+ +Tor T1++TeF
w(#1) — rg—ﬁgl = maxgcg (,U(?') - T;:g)

T1+-~-+Trg;:1 Ty+-+T,,

1) = =gt = W(F2) — —m 2 = 18F1 > 18P 0uF1 = F2
On omet donc le preuve. m]

Lemme IV.3.1.6. Soit gx le genre de la courbe X, si d(T) > max{2gx — 2,0}, la T-filtration de
Harder-Narasimhan est scindée.

Démonstration. cf.lemme 4.2.1 [Ch15]. m|

Corollaire IV.3.1.7. Un fibré indécomposable est T-semi-stable pour tout T tel que d(T) > max{2gx—
2,0}

Proposition IV.3.1.8. Supposons T,T" € R" satisfont d(T) > 0, d(T’) > 0, et (T —T") > 0,
alors la T'-filtration de Harder-Narasimhan est plus fine que la T-filtration de Harder-Narasimhan.
C’est-a-dire tous les fibrés intervenant dans T-filtration de Harder-Narasimhan interviennent dans
la T'-filtration de Harder-Narasimhan aussi.

Démonstration. Soient T = (Ty,---,Ty) et T" = (T},---,T}). Soit 0 € F1 € --- S Fr =E la
T-filtration de Harder-Narasimhan de &. On insére dans #; € F;.1 la (Trg¢+1' .., T;gg:. 1)-
filtration de Harder-Narasimhan. Donc on obtient une filtration

0CF € CFRCTCT, ¢ CFH=8

Par l'unicité de T’-filtration de Harder-Narasimhan, il suffit de montrer que cela est une
T’-filtration de Harder-Narasimhan. Pour ¢a, il est suffit que si pourk =1,...,r — 1, on ait

’ ’
) +.--4+T ’ /
rgF 1 87k Trgﬂﬂ T rgFl

> (L) -
rgﬂ/ﬁjk H ka7 k+1/ﬂ

(IV.2) W(FL/FLE) -
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Supposons que G est un sous-fibré propre de 71, et H satisfait 71 ¢ H & 7. Par 'indication
dans la preuve de la proposition [[V.3.1.5 on déduit

deg 71 Ti+-+Tigr degH  Tit+Tgp

g1 rgF1 rgH rgH
deg‘ﬁ _ T1+"'+TrgT1 S degg _ T1+"'+Trgg
rgF1 rgF1 Z rgG rgG
.. ci rgH . e rgG .
La premier inequalité X gy T la second inequalité x 71130 -

Trgg+1 +--t Trg?'l Trg'fl+l teeet Trg(H

UF1/G) = = e > WU T) - =
Comme d(T — T’) > 0, on en déduit donc
T 44T T 4+ +T
_ rgG+1 g1 _ rgfi+1 rgH
WO T e YT T g

Cela prouve 'equation(IV.2) pour k = 1. En remplacant & par /7 et faire le récurrence, on
finit alors la preuve. o

Proposition IV.3.1.9. Soit & un fibré vectoriel de rang n donné par :

&= Lip®---®1i)

-

i=1

oit I;; sont des fibrés indécomposables de pentes y; tels que py > --- > . Soit n; le rang de
Ii1®---®1. Soit T € R" tel que d(T) > max{2gx — 2,0}. Pour que & soit T-semi-stable, il faut
et suffit qu’on ait

nipy + -+ ni; (8)< T1+"'+Tn1+~-~+n,' Ty+--+ T,
— < _
np+---+n; H ny+---+n; n

pouri=1,...,k—-1.

Démonstration. La nécessité est claire par la définition de la T-semi-stablité.
Réciproquement, posons Hy = --- = Hy, = 1, ..., Hy 4oy 141 = -+ = Hy = g, notons qu’on
aHy > Hy--- > Hy. Par simplicité, on définit les formes linéaires pouri=1,...,n -1

; : R" — R

n—i i
(T1, .., Tn) ¥— (n—)(T1+“'+Ti)_;(Ti+1+"'+Tn)
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et de plus
a; R" — R
(Th,..., Ty) — Ti = Tia

Onnote H = (Hy,...,H;) € R
On montre tout d’abord que la condition implique

H1+"'+H[
l

Th+---+T T+ 4Ty

(IV.3) l .

— () <

pour tout 1 </ < n. Eneffet, soit N; :=n; +---+m <I<m+---+ny;—-1:=Niyy—1,1a
condition implique 1'inégalité numérique suivante :

(DN,,(H - T) <0

CDNM(H -T)<0

Considérons le combinaison linéaire :
(Ni = Don,(H=T) + (I - N)on,,(H—=T) — njy10;(H - T)

d’apres un calcul direct, on trouve

I-N; Ni+1_l
(Nis1 = Don, + (L= Ndw,,, = nisady = =(Niw = 1) ) tanera = (= Ni) Yt
t=1 t=1

Mais par la définition ay(H) = 0 pour N;11 —1 >t > Nj, et ay(T) > 0 pour tout . Donc
0> (N; - l)cDNl.(H -+ (- N,')(DNM(H -T) 2 nipoH-T)

Ceci implique I'inégalité ([V.3).
Maintenant soit ] un sous-ensemble de {1, ..., n} et on désigne par |]| son cardinal, on a

Zie]Hi<Z|i]:|1Hi Ti+--+T) Ti+---+Ty

S Ty SHe

Pour voir que & est T-semi-stable, on observe que s’il existe une filtration T-filtration de
Harder-Narasimhan non-trivial 0 = o € 1 G - - F, = &, et F1 est T-déstabilisant. Puisque
d(T) > gx — 1, cette filtration est scindée par le lemme et donc 77 est isomorphe a
certaine somme de 7; ; en vertu du lemme Mais cela contredit 'inégalité (IV.4). O

(IV.4) ; .

IV.3.2 Rappel pour les fibrés de Higgs. Soit Higgs, ,(X1) le F;-champ algébrique des
fibrés de Higgs sur X, il parametre les couples (&, 0) tels que
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—& est un fibré vectoriel sur X; de rang n de degré e;

-0 : & = E® wyx, est un morphisme de Ox,-module, ot wx, est le fibré en droite canonique.
On sait que Higgs, ,(X1) est localement de type fini. Un couple (&, 0) est appelé stable, si
tout le O-stable sous-fibré ¥ C & (i.e. O(F) C F ® wx,) de & satisfait

wF) < p(©)

Soit Higgsifle(Xl) le sous-champ de Higgs, ,(X1) des fibrés de Higgs stables. Le schéma des
modules grossiers des fibrés de Higgs stables existe, on le note par Higgsit,e(Xl). On sait
que Higgsif,e(Xl) est un schéma lisse, quasi-projectif et de dimension 2(gx — 1)n* + 2 (cf.
proposition 7.4. [Ni91]).

Rappelons que A, .(X1) est le nombre des fibrés vectoriels géométriquement indécompo-
sables de degré e et de rang 1 sur X, et 01, ..., 024, sont les g-nombres de Weil de la courbe
X1 indexés de telle fagon que 00/, = q pour tout gx > i > 1.

Théoreme IV.3.2.1 (Schiffmann, Mellit). Soit e un nombre premier a n, on a
(o112 1 p 1
(IV.5) Ane(X1) = 778V Higgs? (X1)(Fy)|

De plus il existe un polyndme de Laurent Hg ,, dans Z[q, 25", . .., z?l] qui ne dépend que des nombres
g, n tel que
An,e(Xl) = ng,n(q/ 01, ,ng)

A a
En effet, pour chaque mondme q"zy" - - -2y dans Hgy ona
g
m+ Z min{a;, 0} >0
i=1

L'égalité (9) ci-dessus est montrée par Mozgovoy et Schiffmann (cf. [Sc16] [MS14]). On
donnera une autre preuve de cette égalité basée sur la formule des traces dans 1'appendice
B.

Concernant le polyndme de Laurent H, ,, on peut consulter le théoreme 1.1 de [Mel7]].
Notons que I'existence d"une fraction rationnelle qui joue le méme role est déja connue par
les travaux de Garcia-Prada, Heinloth et Schmitt (cf. corollaire 2.2 [GPHS14] et le théoreme
B [GPHI3)).

Le dernier énoncé peut se déduire de la formule de Mellit. En effet, en utilisant la
formulation de Mellit, on vérifie aisément que, a priori, il existe un polyndme de Laurent

Lg,, dans Q[g, zfl, ..zl

. . A a
7 | satisfaisant que pour chaque mondme q"zy' - -zg dans Lg, ona

8
m+ Z min{a;, 0} >0
i=1
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et un polynome R(g) € Q[g] tels que

Lg,n(q/ Z1,en- Izg)
1+4R()
Si Hg, ne satisfaisait pas I'hypothése, on obtiendrait une contradiction en examinant les

termes dans Hg , de plus bas degré en g qui ne vérifient pas I'hypothese.
A priori, le nombre A, ((X1) et donc le polyndme dans le théoreme précédent doivent

Hg,n(CI/Zl/ e ng) =

dépendre de degré e. Il se trouve qu’ils n’en dépendent pas. C’est montré par Mellit [Mel7],
et indépendamment par Groechenig, Wyss et Ziegler [GWZ17] quand le degré est premier
au rang. Nous donnerons une autre preuve pour le cas ot le degré est premier au rang dans
I'appendice A basée sur notre calcul de la formule des traces et un résultat sur (G, M)-famille.

IV.4 Une interprétation géométrique de la trace tronquée d’Arthur

IvV.4.1 Soit P un sous-groupe parabolique standard. L'espace L?(Mp(F)Np(A)\G(A)/AgK)
est un Hg-module. Dans cet article, on s’intéresse a 1’action de 1x € H; qui agit comme
identité mais cette action est aussi un opérateur intégral de noyau

kp(g, h)|= Z Z L R 1x(h Yynga)dn.
acAc yeMp(F) ¥ NP(B)

Par restriction sur la diagonale, seulement 2 = 1 contribue, donc on a
kn(g,9)= ) f Lk(g™ yng)dn.
')/EMP(F) NP(A)

Arthur a défini un noyau tronqué, pour g € G(F)\G(A)/AcK, par

(IV.6) K=Y, Y, (DImST(Hp08) - Thkp(08, 63)-
PeP(B) 5eP(E)\G(F)

Dans cette section, on reprouvera le compacité du support de sa restriction a G(F)\G(A)* de
la fonction g +— kT(g, g), et on va montrer aussi comment l'intégrale de cette fonction sur
G(F)\G(A)® dépend de T. On donnera une interprétation géométrique de son intégrale.

Lemme IV.4.1.1. Supposons que g = nmk avec n € No(A), m € Mg(A) et k € K, alors

f Z ]]-K(g_lyan)an = Z :H_K(m_l')/m)q(gX_l) dimNqupQ(HQ(m)).
No(A) yeMo(F) JeN(F)

Démonstration. Un groupe unipotent est unimodulaire. Par le changement de variable ng +—
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(y‘ln‘ly)‘ann‘l, ona
Z 1 -1,,-1 dne = -1 -1 d
k(m™ " n"yngnm)dng = Ig((m™ ym)(m™ " ngm))dng.
No(A) yeMy(F) No(A) yeMy(F)
Comme (m~Yym)(m~1ngm) € K si et seulement si m™tym € K et m™ngm € K, on en déduit
que la valeur de cette intégrale est égale a
f Y, kT ym)i(n T ngmydng = ) k(™ ym)gaxDeimNagiratiatm)
No(&) ey (F) yeMo(F)

ou on a utilisé le fait que vol(Ng(F)\Ng(A)) = q(gx‘l)dimNQ = vol(F\A)dmNe et Je lemme
suivant :

Lemme IV.4.1.2. Avec notre normalisation des mesures, le volume de A/F satisfait
vol(A/F) = g8x7!

Preuve du lemme. C’est bien connu, mais pour la commodité du lecteur, on en donne une
démonstration. On a par la proposition 3 I1.5 de [Se88])) et la dualité de Serre que

A/(F+0) = H\(X;,0x,) = H(X1, wx,)"

ol wy, est le faisceau canonique et H'(X7, wy,)" est le groupe dual de H’(X3, wx,). On a
FNO=TF;et dim]pq HO(Xl,a)Xl) = gx, donc

10
vol(A/F) = g8*vol((F + O)/F) = qu% = g8 1,

O

Cela finit le calcul. O

Lemme IV.4.1.3. Soit T € ag, tel que d(T) > max{2gx —2,0}i =1,...,n—1. Soit g € G(A)
satisfaisant
FR(g, )ty (Ha(g) -T) = 1,

pour un couple des sous-groupes paraboliques standard Q C P. On a l'identité suivante :

f Z JlK(g_lV”Qg)d”Q=f Z 1k(g  ynpg)dnp.
No(A) ) ey () Np(A) 3 eMp(F)



54 CHAPITRE IV. LA PARTIE GEOMETRIQUE DE LA FORMULE DES TRACES

Démonstration. Si FO(g, T)TS(HQ(g) —T) =1, par le lemme 4.2.3 de [Ch15], on sait

Y Lkl ym) = gD NograHelD Yy,
YE€Mp(F) y€Mg(F)

ouN g est le radical unipotent de QN Mp, et @est la somme des racines positives de QN Mp.
On pose pp = p$. Remarquons que pg — pg = pp etdim Ng — dim Ng = dim Np, donc par le
lemme

wn | o L I nogng
Q

A)
)/GMQ(F)
- Z 1~ ym)g(8x =1 dim N g2pp (Ho ()

)/EMP(F)
= f Z ]lK(g_lynpg)dnp.
Np

(A) yeMp(F)

Le théoréme suivant est dti a L. Lafforgue (cf. proposition 11, page 227, de [Laf97]).

Théoréme IV.4.1.4. La fonction x — k' (x, x) définie par I'expression est de support compact
sur G(F)\G(A)/Ag pour tout T € ag. Quand T € ag satisfait d(T) > max{2gx — 2,0}, elle est égale
a

x - FC(x, T) Z ILK(x_lyx).
yeG(F)

Démonstration. Soit T" € ag = R” tel que d(T”) > max{2gx — 2, 0}. Insérons l'identité (IV.1) du
corollaire[[V.2.1.3|a I'expression de kT (x, x) et regroupons la somme :

Y, Y. CDIMOUT(HREN) - Drd(Hpov) - T)FO(ox, T)
{PQIQCP} 6eQM\G(F)
f Y Ik yndx)dn.
Ne(A) yeMp(p)

Par le lemme|IV.4.1.3} il est égal a
. G ’
V8 Y, Y, (Y VI ET(HREx) - T (Hp(0x) = T)
Q<P 5<QD\G(P) (PIP2QI

FR(5x,T") Z 1x(x 16 ynox)dn.
No(A) yemy(F)
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Utilisons la définition de F’Q, on l’écrit comme

(IV.9) Z }: Io(Hg(0x) = T/, T = T))F(6x, T') f Z Lx(x 16~ yndx)dn.

QeP 5eQ(F)\G(F) No(A) y ey (F)

Cela finit la preuve du support compact modulo le centre pour tout T € ag en vertu du
lemme[[V.2.1.4
Quand d(T) > max{2gx — 2,0}, on prend T’ = T dans (IV.8), par le lemme [[V.2.1.2, on

obtient

kT (x,x) = FC(x, T) Z ]lK(x_lyx).
y€G(F)

O

D’apres le théoreme ITV.4.1.4} il est loisible de considérer 'intégrale de la fonction x
kT(x, x) sur G(F)\G(A)°. On définit

(IV.10) :: f kT (x, x)dx
GE\G(A)

Le théoreme suivant est démontré par Arthur sur un corps de nombre (cf. théoréme 9.1 de
[Ar05]). La méme méthode marche pour un corps des fonctions aussi (cf. théoreme 5.2.1 de
[Ch15] pour une variante). On donne une preuve pour complétude.

Théoréme IV.4.1.5. Comme une fonction en T € ag, 'application T v~ ]I est quasi-polynomiale au

sens de la définition

Démonstration. On utilise I'expression (IV.9) de kT (x, x) :

Z f To(Ho(x) - T, T - T)FO(x, T') Z 1x(x Yynx)dndx.
QeP QEN\G(A) No(&) YEMo(F)

Soit M(A)° = M(A) N G(A)°. En utilisant la décomposition d'Iwasawa, on en déduit que

aviy =Y f f 55 dim N 2paia()
Qep YNQ(F)\Nqg(A) JMq(F)\Mo(A)

F’Q(HQ(m) —T,T-T)F(m, T") f Z 1x(m™'n~Yyngnm)dngdndm.
No() yeMq(F)
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Par le lemme|IV.4.1.1} on peut conclure que J! a pour I'expression suivante

Z f To(Hg(m) = T', T = T')F(m, T') Z 1g(m™tym)dm
QeP(B) ¥ Mo(F)\Wg(A) YyeMo(F)

=Y ) ToH-T,T-T) Fom, T) )" Ix(m™ ym)dm
QeP(B) Heag Mo (F)\Mq(A)! yeMq(F)
deg H=¢

’ ’ T’
=Y Y To(H =T, T =T} u
QeP(B) Heag
deg H=¢
ot Mp(A)H = ‘1(H) est I'image inverse de H par le morphisme de Harish-Chandra. On
observe que la valeur ] M ' ne dépend que deeet (¢;) tels que H € b( ey donc cela nous permet

de poser ]MQ,e,(el-) I Mo, €t alors

(IV.12) JE = ZZ( Z IoH-T,T- T'))] o) ergw (l’T)]ﬂQ,E,(Ej)'

QeP (ei) He, ) QeP (&)
Par le lemme|[V.2.1.8cela prouve que J! est quasi-polynomiale en T. m]

IV.4.2 Exprimer la trace d’Arthur en terme de nombre de fibrés indécomposables. Dans
ce paragraphe nous donnons une interprétation pour J! en terme de fibrés vectoriels indé-
composables. Quand (e, 1) = 1, on obtient une interprétation en terme de fibrés de Higgs
stables.

Définition 1V.4.2.1. Soit & un fibré vectoriel sur Xy. On dit que & est isocline si pour toute
décomposition E=F & G, on a W(F) = u(E).

Remarque IV.4.2.2. Il s’ensuit par la définition que tout le fibré vectoriel se décompose, uniquement
a isomorphisme preés, comme une somme directe de fibrés isoclines de pente différente.

Soit #%,(X1) le nombre de classes d’isomorphie de fibrés vectoriels isoclines de rang n
et de degré e. Par la proposition un fibré vectoriel isocline est T-semi-stable quand
d(T) > max{2gx — 2,0}. Comme le nombre des classes d’isomorphie de fibrés vectoriels
T-semi-stables de rang n et de degré e est fini, on sait donc #%,(X;) est un nombre fini.

Théoréme IV.4.2.3. Soitee€ Z,ona
= =P (Xy).

Demonstmtzon Pour tout T € ag = R", tels que d(T) > max{2gx — 2,0}, d’apres le théoreme

JF = f FS(x, T) Z Ix(x tyx)dx.
G(EON\G(A) yeG(F)
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On a

f FS(x,T) Z ILK(x_lyx)dx
GIE\G(A) yeG(F)

- Z f FS(xk, T) Z L (k) dk
XeGF)\G(A) /K VKX G(F)x\K yeG(F)

FOeT) Y, Ly

y€G(F)

= Z vol(

-1
xeG(F\G(A) /K Knx=GE)x

En utilisant la traduction de Weil entre les fibrés et les adeéles, on voit que y € G(F)
satisfaisait yx € xK si et seulement si y induit un automorphisme de &*. Donc on a

vol(gartcg) = IAutE)™
Yyecr Ik yx) = [Aut(EY)).

Apres le lemme|[V.3.1.4} on obtient alors

|Aut(E)|
|Aut(8)|

(IV.13) Je =

& T-semi-stable de degré e

= #classes d’isomorphie de fibrés T-semi-stables de degré e.

Soit I = (ny,...,n) (le paragraphe [lII.1.2) une partition de n. On lui associe le sous-
groupe parabolique standard P; de G dont le sous-groupe de Levi s’identifie a GL;,, X- - - GLy,.
On définit la fonction caractéristique sur ap par I't((H, T) = I'p,(H, T) pour tout H € ap (cf.

paragraphe|[V.2.1).

Pour tout fibré vectoriel & de rang 1, on a une décomposition a isomorphisme pres

k
E=Puio--o1)
i=1

ou J; ; sont des fibrés indécomposables de pentes y; telles que yg > - > . Soit n; le rang
deL-,l ®"'€B—Zi,5i~ Soit Ig = (n1,...,1;).On a

Donc Ig est une partition de n qui ne dépend que de la classe d’isomorphie de &. Soit
Hg = (nmp,...,ngl), par la proposition quand d(T) > max{2gx — 2,0} le fibré
vectoriel & est T-semi-stable si et seulement si I'j (Hg, T) = 1.

En vertu du fait que la tensorisation par un fibré en droites de degré 1 donne une bijection
entre ’ensemble des classes d’isomorphie de fibrés indécomposables de degré e et de rang
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n et celles de degré e + n et de rang n, le nombre #;(X;) ne dépend que de la classe de
e dans Z/nZ. Donc on a le droit d’écrire #;,(X;) pour e € Z/nZ. On conclut que quand
d(T) > max{2gx — 2,0} :

Ji = Y I, (Hg, T)

& fibrés vectoriels de degré ¢

Z Z Lony,.ny((er, .o em), T) ﬁ?ﬁi(xl)
i=1

A+t =n 1 . em
ny nm
1+ +ey=e

Z Z Lo,y (€1, -+ o €m), T) ﬁ Pri(X1).
i=1

Ny -+ =N e1+-+ey=e

On utilise les notations définies dans le lemme[IV.2.1.§| alors on a de plus

(IV.14) =YY ) T nnl)(H,T)ﬁ?ﬁi(X1)
i=1

ny+-+ny=ne;eZ/n;Z Hebfev)
i:l,...,m '

- Z Z f(”lw-/”m)/bfei)(l/ T)ﬁ?iﬁ.(xl).
i=1

ny+-+nym=ne;eZ[n;Z
i=1,...m

Les deux cotés de cette égalité sont quasi-polynomiales en T quand T € af par le lemme

[V.2.1.8 le lemme [[V.2.1.6| et le théoreme [IV.4.1.5, donc c’est une égalité pour tout T € g.

.....

120 = (1),

En particulier, on a

Corollaire IV.4.2.4. Quand (e,n) = 1, P;(X1) = Ane(X1) le nombre des fibrés vectoriels géométri-
quement indécomposables. Donc dans ce cas

I70 = Ane(Xa) = g7 Higgs, (X1)(Fy)

Démonstration. Quand (e,n) = 1, tout fibré vectoriel isocline de rang n et de degré e est
indécomposable. Mais tout le fibré indécomposable de rang 1 et de degré e est géométrique-
ment indécomposable (cf. lemme [[V.3.1.1 et preuve du lemme 2.6. de [Sc16]). On obtient ce

corollaire par le théoréme[IV.3.2.T|et le théoreme[IV.4.2.3 m]



Chapitre V

La partie spectrale de la formule des
traces

V.1 Notations et lemmes

V11  Soit P,Q € P(B) deux sous-groupes paraboliques standard. Soit (resp.
W(ap, ag))|l’ensemble des doubles classes dans W\WE /WP = WMo\ IWC /WMP formées d’élé-
ments s € W tels que s(ap) 2 ag (resp. s(ap) = ag).

Soit M un sous-groupe de Levi et s € W. On notera pour sMs™. On a s(am) = a5
Chaque s € W induit un isomorphisme

51 X5 = XS
qui est défini par s(A)(m) := As™tms),V A € X/?A et m € s(M)(A).

Soit M un sous-groupe de Levi, et w € W(ap, ap). 11 existe un sous-groupe de Levi
minimal |L¥| dans £(M) tel que tout représentant de w dans W est contenu dans W.". Ce
sous-groupe de Levi est caractérisé par le fait que ar» = ker(w — id). Donc w agit comme
identité sur Xfw.

Chaque composante connexe du complémentaire de1'union des hyperplans {H € a$| a(H)
0} pour a € D(Zy, G) dans af/{ est appelé une chambre. L'ensemble des chambres dans a]% est
en bijection naturelle avec P(M) de telle facon que tout P € P(M) détermine une chambre

par
{H e a§la(H) >0, ¥ aeAp)

Soit P € P(M). 1l existe donc un unique sous-groupe parabolique |P| € P(M) tel qu'on ait
D5 = —Dp.
P

V.1.2  Soit L un sous-groupe de Levi. Afin d’énoncer des résultats facilement, on fixe une
fois pour toutes, un € a? de position générale (i.e. a(pr) # 0, V @ € O(T, G)) pour lequel
il existe un couple (nécessairement unique) d’un sous-groupe parabolique [Q;| € P(L) et un

59
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sous-groupe de Borel semi-standard B;, C Qy, tel que
Oé(pL) >0 Vac ABL-

Pour ne pas contredire les notations déja fixées, on suppose que p; = pg si L est le sous-
groupe de Levi du sous-groupe parabolique standard Q. Alors dans ce cas, B = Bet Qr = Q.
Soit
W(ay) := Il Wi(ar, ap).
QeP(BL)

On va identifier 'ensemble des doubles classes dans W(a;, ag) avec I’ensemble de ses repré-
sentants dans W de longueur minimale.

V.13 Le choix de p; donne un ordre pour 1’ensemble des facteurs de L : on peut faire
une identification L =P GL,, X --- X GL,,(ol1 on a précisé dans la notation pr, pour indiquer
la dépendance du choix). Comme on a fait pour les sous-groupes de Levi standard dans le

detL,i : L — Gy

(mq,...,my) —> detm;

----------

Alors toute racine dans ®(Z;, G) est de la forme

1 1
—detL,i - —detL,]-
n; Tl]'

pouri # jsietseulementsii < j, nl, dety ; —nlj det;, j appartient a @, . Dans ce cas, un élément
s € W(ar) permute les facteurs de L. On a un isomorphisme W(a;) = &,, qui est caractérisé
par le fait que ¥ s € W(ay), il existe un unique élément dans &, qu’on note encore s tel que le
diagramme suivant est commutatif

S
ap, — A1)

= | |=

R’ _s) R’

ou pour (Hy,--- ,Hy) € R

s(Hy, -~ Hy) = (Heqy, -+, Ho ).
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*

V.14 On a un plongement X, — aj

:= a;, ®r € donné par l'application

,
AeXE i Y AVdet,
i=1

*  XC ¢’identifie avec

Utilisons le systéme des coordonnées de aj ., X}

{(Ag,...,A) eC = aZ/C | /\g’l)\gzn./\ff =1}
Cela fournit un systéme de coordonnées sur X;. Sous ces identifications, ImXLG est égal a
{(Al,,A]/) (S CV = az,C | |A1| — cee = |/\r| = 1, ATl/\gZ ..-A::lr — 1}

En général, ce groupe n’est pas connexe, mais nous ne considérons que des fonctions qui

sont des restrictions a Xf de fonctions sur a; . Nous dirons qu'une fonction A +— 6(A) sur

X(L3 est rationnelle s'il existe une fonction rationnelle © sur q] . telle que 6 = O|yc.
7% L

L’accouplement multiplicatif sur X X a7 a valeurs dans C*, noté par (A, H) — AH, est
défini comme
H H,
(Ag ..., Ay HD = AT AT

Il ne dépend pas du choix de py car il est déterminé par les relations AHe® := A(g) pour
QeP(L),VgeGA)etAe Xg (cf. paragraphe [I1.1.6).

Le plongement X, — q] . fournit un autre accouplement sur X, X a; ¢ a valeurs dans C,
noté par (A, H) — (A, H), qui est induit par I'accouplement naturel

ap e xae—C
Sous le systeme des coordonnées fixées, on a
((A1,...,Ay),(Hy, -+, Hy)) = AMHy + -+ ALH,
pour tout A = (Ay,...,A,) € Xp et H = (Hy,--- ,H,) € apc. Cela ne dépend pas du choix de

pL-

V.1.5 Soit s € W(ay). Alors s(L) est le sous-groupe de Levi d"un sous-groupe parabolique
contenant B; que nous noterons Rs. Soit R® le sous-groupe parabolique contenant B; dont le
sous-groupe de Levi admet comme racines simples les a € Ag, tels que s~!(a)(pL) > 0. On
pose

[O]=s1Rs) et © =5 (RY).

L’association s — Qs donne une bijection entre W(ar) et P(L) (cf. lemme 1.4.1 de [LW13]).
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V.1.6 On dit que deux sous-groupes paraboliques P,Q € P(L) sont adjacents si les
chambres associées sont adjacents, i.e. on a |P; N Pg| = 1. Cela équivaut qu’il existe un
unique a € Ap tel que —a € Ag et les restrictions de Ap et Ag sur la facette commune définie
par {H € ar| a(H) = 0} coincident. Cela implique de nouveau que pour tout € Ap, il existe
un unique ' € Ag tel qu’on ait A" = A YA e XLG avec A% =1.

V.1.7 Soit Q € P(L). Soit ¢ la fonction caractéristique des H € ar tels que
@.(H) <0 sia(pr) >0

et
@a(H) >0 sia(pr) <0

ou les a parcourent Ag et ((Da)aeAQ = KQ est la base duale de Aé (cf. paragraphe [[V.1.2).
Soit €(Q) le nombre des a € Ag avec a(pr) < 0. Suivant L. Lafforgue, on définit la fonction

rationnelle ’IL\Q sur XE Pour A € XLG dans la région définie par
N <1, VaedT,L)alpr) >0

elle est donnée par la série convergente suivante :
Po(H)
To(h) = (1@ )’ TH
HeaQ/Z/aG/Z

Notons qu’on a des bijections

n—1

az/icz =2 [(m,...,n)Z = | [I(Hy, ..., H) € Z'| Hy + -+ H, = el.
e=0

On peut définir aussi

]l"Q A) = (-1)¥Q Z (PQ_(H)

H
HeZzZ" A
Hy+-+H,=e
On a alors
— e
1o(A) = ILQ(/\).

(2
I
o

Proposition V.1.7.1. Soit Q € P(L) associé a s € W(ar), c’est-a-dire Q = Q. On a

=, B e 1
(V.1) I%(A) = Ao H i
OKEAQ
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ol

- e
(V2) = sl = oL gl = o D es™ @) = of
ici, on a noté ré(L) = Mgy + o+ Mgy Si L =P GLyy X+ X GLy,.

Démonstration. Utilisons la base Aé de af qui est duale de Ap, chaque H € a;, 7z peut s’écrire
uniquement

H=5"¢,0,...,0)+ Z maar”
aeAQ

pour (¢,0,...,0) € ag1)z. De plus,ona ¥V a € Ag,

s(a)(pL) > 0

et la base des poids {@.| a € P(Zy1), G); a(pr) > 0} de ay) est précisément {@;| i =1,--- ,r—1}
ou

Tls—l(i+1) + -0+ ns_l(r) 1’15—1(1) + -+ ns-l(z-)

@;(H) =

(Hi+--+H) - (His + -+ Hy)

pour H € ay). Le calcul restant est direct. m]

On définit des fonctions pour Q € P(L) et A € XLG :

A) = [Tta"
aeAQ

On a également pour tout s € W(ar) :

1
A, a¥)

(V.3) Tp W) = nfmeiate T = (-1)¥meEA e 00, (1)

a€lg,

ici He = I:i“ +5710,1,1...,1) ot1 (0,1,--- ,1) € RH =prr as(L (I'identification est donnée par
pL non pas par psr))- En part1cu11er [ (L)] = —1 pour r > i > 1. Donc pour tout Q € P(M),
onprende=-letona

(Vi) T = [(—1)‘”“‘ o] Ai] BN ™.
i=1

Lemme V.1.7.2. Soit C une racine primitive n"®" de I'unité, on définit un caractere n € X par

n(g) — Cdegdetg g€ G(A)
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Alors pour tout e € Z, on a
1y k7 eky _ qe
w 2 C T = T
Démonstration. Observons que I'égalité est vraie sur la région définie par
N <1, YaedT,L)a(pr) >0

en vérifiant les séries de définitions. O

V.2 (G,M)-familles d’Arthur

V.21 (G,M)-familles. Nous introduisons la notion de (G, M)-familles. Comme les séries
d’Eisenstein sont des fonctions rationnelles sur X](\E/I, les (G, M)-familles dont nous avons
besoin different légérement de celles qu”Arthur a définies.

Définition V.2.1.1 (p.36, [Ar81]]). Soit Q) C Xf/[ un domaine. Soit (cp(A))pepa) une famille de
fonctions holomorphes sur Q). On dit que c’est une (G, M)-famille si cp(A) = cp/(A) pour toute paire
de sous-groupes paraboliques adjacents P, P’ € P(M), et pour tout A € Q tel que A*" = 1 oil a est
"unique racine ®p N CI)I—,I.

Soit (cg)gepy une (G, M)-famille des sur (2 C XI?/I, on définit une fonction sur Q par

(V.5) em) = ) )b ™.
QeP(M)

Théoreme V.2.1.2 (lemme 6.2, [Ar81]). Soit (co)gepy une famille des fonctions méromorphes
sur Xf/[ Si c’est une (G, M)-famille sur un voisinage de Ao € X$,, alors

cmD) = ) coD)fo(h)™
QeP(M)
est une fonction holomorphe en Ay.

Démonstration. Considérons l’ensemble
L = {a € ®(Zu, GIAS =1

Les seuls singularités possibles sont sur les hypersurfaces définies par A*" = 1, a € L.
Soit a € X, les paraboliques Q € P(M) pour qui 63 n’est pas réguliére sur I’hypersurface
A =1 peuvent se regrouper en deux parties : une partie consiste de ceux qui contiennent
a comme une racine et autre partie consiste de ceux qui contiennent —a. On observe que la
relation adjacence donne une bijection entre les deux parties, et si Q et Q" sont adjacents,
I'hypersurface A" = 1n’est pas singuliere pour la somme

00(A) " cg(A) + O (1) e (A)
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par le théoreme de Taylor. m|

V.22 Soit (cQ)oep) une (G, M)-famille sur QO C XE/I qui contient 1 € X](\;/I On notera cp;
pour la valeur cy(1), i.e.

(V.6) 113} Y, oMo

QeP(M)

Soit L € L(M). On va associer une nouvelle (G, L)-famille et des nouvelles (L, M)-familles.
On choisit un sous-groupe parabolique Q € P(L). Pour tout R € P-(M), on pose

(V.7) = cor(N) ¥ Aexk cX§

ol Q(R) est l'unique sous-groupe parabolique dans (M) qui est contenu dans Q dont
l'intersection avec L est R. Remarquons que ce groupe n’est autre que RNg. Nous obtenons
d’apres cette procédure une (L, M)-famille dont la construction dépend du choix de Q. De
plus, pour tout Q € P(L), et A € XE c XI?A nous prenons

(V.8) co(A) = cp(A)

pour n'importe quel groupe P C Q, cette construction ne dépend pas du choix de groupe P
car (cp)pep(m) est une (G, M)-famille. La nouvelle famille de fonctions est une (G, L)-famille.

Théoreme V.2.2.1 (Corollary 6.5, [Ar81]). Soient (cq)gepmy et (dg)oepavy deux (G, M)-familles
sur un voisinage de 1 telles que les valeurs c]%[ soient indépendants de Q € P(L), on notera ck, cette
valeur. Nous avons la formule de scindage du produit de deux (G, M)-familles

(cd= Y chdr.

LeL(M)

Démonstration. Rappelons qu’'on a un plongement Xﬁl — " = qa), ®r C (cf. paragraphe
[V.1.4). Notons que la restriction d'une (G, M)-famille définie par Arthur est une (G, M)-
famille a notre sens. Soient P € Q deux sous-groupes paraboliques. Comme le volume
Vol(aI(,2 / Z(Kg)v) ne dépend que des sous-groupes de Levi Mp et Mg, on note

0

M
e 1= vol(a3 /Z(AD)).

Par le Corollary 6.5 de [Ar81], on a
L .G

0y, 0
cd)p = MLy,
(A= ), e
LeLM) ‘M

Q
P

Pour tout P C Q, I’espace a est orthogonal a I'espace ag, et I'ensemble Aé est la projection
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on obtient alors v%

de Ay - (Ag)v en a koG =05, et donc

G
Q/

(cd= Y chdr.

LeL(M)

V.2.3 Des théoremes pour des (G,M)-familles spéciales.

Théoreme V.2.3.1 (p.1317, [Ar82])). Soit (cg)pea(zy,,G) une famille des fonctions méromorphes sur
C* indexées par les racines avec cg(1) = 1. Soit (cQ)gepmy la famille de fonctions définies par :

co(d) = H cp(AF).

pedq

Alors (cg)oepavy est une (G, M)-famille sur le domaine ot tout les cg soient holomorphe (en
particulier, il contient 1). On a

cw=1lim ) 6o eal) =) [ [

QeP(M) F BeF

G* ot

o dans la premiere somme, F parcourt tous les parties de ®(Zpy, G) qui forment des bases de aj;

c’ﬁ est la dérivée de Cp-

Démonstration. Toutd’abord, on montre que (cg)gepm) est une (G, M)-famille sur un domaine
contenant 1.

Soient Q et Q" deux sous-groupes paraboliques adjacents dans P(M). Alors il existe un
et seulement un élément o dans ®g N @5/, tel que pour tout A € X]C\;/I avec A*" =1, on ait

co) = [T s
pedq
=c() ] ()
ﬁE(DQﬂ(DQ/
=[] o0
peDNDy
= cor(A)

Maintenant on calcule cy1. On suit la méthode d’Arthur (cf. page 37 [Ar81] et page 1317
[Ar82]). On pose u = 1 + &t, avec € € XIC,; C (€)4me, Quand t € R est assez petit, par le
développement de Taylor ona:

i +én =Y oper Y (5 [T et + 0 i,

PeP(M) >0 pesp
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oum = dim a](f/l. Comme (cg)gepm est une (G, M)-famille, ¢y est lisse donc

0 = X pepu) 919(5)_1%((0%)]( e, cp((1 + ét)ﬁv)lt:O), 1<k<m-1
(V.9)

e = Epeon 00(9) ™ 31" Tlges, 6p((1 + &0 )lico

I s’ensuit que ¢y ne dépend que des valeurs cg )(1) pour tout f € ®(Zy,G), 1 < j<met
ne dépend pas de &. On observe de plus que si on suppose

Xy ; |
G@=1+ Y #(z —1) € Clz, Xg1, ..., Xpm]

1<jsm

alors ¢y sera un polyndme bien défini dans C[Xg; : 1 < j <m, B € O(Zp;, G)] et si on évalue
ce polyndme en posant Xg ; = C(ﬁj )(1), on retrouvera la valeur désirée. Nous travaillerons donc
avec ces polyndmes dans la suite de la démonstration.

Si B est une racine telle que B¥ = Yy — Umo € ap, 1 < u # v < dim ayg (cf. paragraphe

IV.1.2|pour les notations) :

1 u ;
(V.10) (L +EDF) =1+ Z —(1:;1)]
1<j<m ’ v
=1+ Z Z 2P = &) (_])égtn”
m=j>1 n>0 ' "
=1+ [ [i](N 1)( 1)N ](gu gv)]éi)\]_]] tN‘
N>1\1<j<min{m,N} J /

Notons que pour le polyndme cpy, il n’existe que des mondmes dont chaque variable
est de degré au plus 1. Soient fy,...,x € ®(Zm,G) et m > ji,...,jx = 1. Considérons le
coefficient de monome Xg, ;, - -- X, ;. dans cp;, pour lequel on peut supposer que f; # f; si
i # .

Supposons tout d’abord qu’il existe un i tel que j; > 2 par exemple c’est j; > 2. Posons

E=zp1+&

avec 51 orthogonale a &;. Nous pouvons certainement choisir &1 tel que

{a € D(Zm, G)Ka’, &) = 0} = {B1, —P1}-

Observons que le coefficient de Xp, ;, est d’ordre j; en z quand z approche 0, i.e. est égal a
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O(z"). D’autre part, on sait que
Og(zpr +£1) = O™

pour tout sous-groupe parabolique Q. Donc le coefficient considéré approche 0 quand z
approche 0, mais ce nombre a priori ne dépend pas de z, ca implique alors que les coefficients
de Xg, j, -~ X, j, s’annulent dés qu’il existe un i tel que j; > 2. On conclut que cy est
indépendant de Xg ; pour j > 2.

Donc on peut supposer que X3 ; = 0 pour j > 2, et par simplicité on note Xg1 = Xp,
i.e. cg(z) =1+ Xp(z — 1). Soient By, ..., fr € ®(Zpm, G) deux-a-deux distincts. Considérons le
coefficient de mondme Xg, - -- Xp, dans cy. Il est égal a

’ k k
QL@ [epnt Y, ey
Q j=1 {aj>0 ¥ aj+k=m} j=1

ot la somme porte sur tous Q € P(M) tels que Lo 2 {B1, ..., b} et on suppose ¥ = 1) —

Umyp) (cf. paragraphe[V.1.3).

Si k > m, le coefficient est donc 0.
Sim > k. On considere le coefficient du monoéme Xg, - - - X, dans la premiere équation de
qui est zéro mais peut s’écrire aussi comme

’ k
Qoo™ ] e8>
0 =1

ot la somme porte sur tous Q € P(M) tels que Xg 2 {1, ..., fi}. Doncon a
’ k k
_ m— a;
0= 6@ JEsnc Y, o] Ten).
Q j:1 {H]'20| Zaj+k:m} j=1

Il ne reste qu’a considérer le cas ot k = m. Dans ce cas le coefficient de X, - - - Xj5,, est égal

’ k
) o@D ][ 8)
Q j=1

ou la somme porte sur tous Q € P(M) tels que g 2 {B1,...,pk}. Cela a été considéré par
Arthur dans [Ar82] (p.1319-p.1320), our il a montré que ce coefficient est égal a 0 si les f; sont
linéairement dépendants, et est égal a 1 si les f; forment une base.

aw=2_[]%

F BeF

En conclusion,

ot F C ®(M, G) parcourt les bases de a$*. La preuve est compléte si I'on pose X3 = Cl;(l)' m]
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Lemme V.2.3.2. Notons $! le cercle dans C* orienté dans le sens antihoraire et dz la mesure complexe

usuelle. Pour des fonctions fg intégrables et F une base de af/{

[ [JorsraT] s o

M PeF
Démonstration. Soit m = dim alc\;/[. Considérons le morphisme défini par

ur : ImX]?/I — (Shy™
A= (AP )ger

ur est surjectif et a pour noyau Xg, donc (8!)™ est un quotient de ImX](fA. De plus, on observe

A H Fo(AF)AR”

PeF

que la fonction

est invariante sous l’action de Xg Donc soit dz la mesure de Haar de $! tel que le volume de
$! vaut1,ona
f H fﬁ(Aﬁv APdA = H f fp(2) )zdz.
mX§ eF peF
Soit dz la mesure complexe sur C, alors sur $! ona dz = 27izdz. Cela implique le lemme. O

Corollaire V.2.3.3. Soient (cg)peazy,G) une famille de fonctions holomorphes non-nulles sur un
voisinage de {z € C*| |z| = 1}. Soit (cq)gepvy une famille des fonctions définies par

o) = [ ] epa®").

LN

: A
fllnX& i 2, ol o)) = > T[N~ Peeg)

QeP(M) F peF

Alors

ol dans la somme, F parcourt les parties de ®(Zy1, G) qui forment des bases de ag*. Rappelons que
N(cp) (resp. P(cp)) désigne le nombre de zéros (resp. de poles) de cg dans le disque |z| < 1.

Démonstration. La famille des fonctions
co(Au)
P —
satisfait la condition du théoreme donc c’est une (G, M)-famille et on a

cH(AF)AF

lim )3 9()1C(A) oMl e S OP)

QeP(M) F BeF
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Donc par le lemme et le théoreme des résidus, on obtient le résultat. m]

Lemme V.2.3.4. Soit (cg)gepavy une (G, M)-famille comme dans le théoreme |V.2.3.1} Alors pour

tout sous-groupe de Levi L € L(M), les valeurs c§, sont indépendantes de sous-groupes paraboliques

R € P(L), on notera cette valeur par Cszr

Démonstration. Soit R € P(L), soit R = NrMpg sa décomposition de Levi. On désigne par
PR(M) I'ensemble des sous-groupe parabolique avec le sous-groupe de Levi M et contenus
dans R. On a une bijection entre PR (M) et P*(M) donnée par I'application

O~ QNL

d’inverse Q' - Q’Ng. Pour tout sous-groupe parabolique Q € PL(M) on a

A1) = e (A) = H cp(AF") H cp(AF),

‘BE(I)Q ﬁECDNR
Donc
lim 6% (A)cR (A lim ok (A cg(AP cg(AF”
Aexk A—1 Z,:‘ ( )Q( )= Aext A—1 Z Q( )H p) H p)
QePR(L) M QePR(L) pedq PEDPNg
=| lim Z oL(1) H cs(AF) || lim H cp(AF)
/\EXM,/\—>1 QEPR(L) fedg /\EXM,)\—>1 ﬁE‘I’NR
lim Z oL(1) H cp(AP")
/\eX A= 0 ER0) fedg,
qui est indépendante de R € $(L). m]

Théoreme V.2.3.5. Soit g € XI?A Soit (cq)oepovy une (G, M)-famille sur un domaine contenant
yOZ telle que c]\% sont indépendants de Q € P(L), qu’on le note c]LVI. Supposons que cg(Auo) = cgo(A)
pour tout A € XS/I Alors

lim Z 00(Ao) " co(Ao)
A—>1
QEP(M)

i ) . , . —dima§ N N
s’annule sauf si ug € Xg et dans ce cas la limite est égale a p, ™cpm, ot oy est la premiere
coordonné de uy cf.

Démonstration. Tout d’abord, la limite existe car (cg)gepv) est une (G, M)-famille.
Supposons

do(AP") := Bo(M)Bg(Auo) ™

nous montrerons que (dg)oepnv) est une (G, M)-famille sur un voisinage de 1. En effet

doh) = [ ] dpa*)

BeAQ
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pour dg(A) = % qui est holomorpheen A = 1.

Soient Q1, Q> € P(M) deux sous-groupes paraboliques adjacents. Le mur commun dans
XI(\;/I est définie par A" = 1 pour un a € Ag, tel que —a € Ag,. On a deux choses ['une :
— Soit yg‘v # 1. Pour tout A tel que A =1,0na (A, a¥)y=0et(Aug,a") # 0, donc

ta')y _,
Apo,a®y ~

Dans ce cas, sur le mur A% = 1ona dg,(A) = dg,(A) = 0 puisque a € Ag, et —a € Ag,.

— Soit yg‘v = 1. Soit 1 € Ag, — {a}, als)rs il evxiste un unique f € Ag, — {—a} tel que pour tout
A € X§, satisfaisant A% =1,0ona AP = APz, donc (A, BY) = (A, BY). Notons que dans ce cas,
ona (Ay)* =1 aussi. Cela implique

B (B
Qo B~ o, B
De plus si A% =1, soit a¥ = g, — Yaro (cf. paragraphe b

</\1av> _L_ </\1_av>
(Ao, vy wou  (Apo,—aV)

Cela finit la preuve que (dg)gepm) est une (G, M)-famille sur un domaine contenant 1.

Soit L € L(M), on considere la valeur dr. Il y a deux cas :
— Soit il existe a € O(Zy, L) tel que ygv # 1, alors pour tout A € Xf (en particulier A% = 1),
on a par la définition de dg pour Q € P(L) (cf. paragraphe([V.2.2) :

do(A)=0 Y QeP(L)

car il existe toujours un sous-groupe parabolique P € PL(M) tel que a € Ap.
— Soit yg‘v =1pour ¥V a € ®(Zy,L), alors ug € Xf et

do(A) = Op(M)0a(Apo)™ vV Q € P(L)

D’ouquand L # G

Z 0o(1) dg(A) = Z Oo(Auo) =0 VAeXC
QeP(L) QeP(L)

Quand L = G, c’est-a-dire ug € Xg. Ona6g(l) =1etdg(1) = ‘u;ldlm % (ol o1 est le premier
coordonnée de g par le plongement X§ < (C*)dimau),
Pour conclure, il suffit d’appliquer la formule de produit (le théoreme au produit
de la (G, M)-famille
Ar— CQ(Ayo)dQ(/\) = CQ(/\)dQ(A).
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V.3 Fonctions L et opérateurs d’entrelacement

V.3.1 Fonctions L. Nous rappelons la définition des fonctions L en nous restreignant au
cas dont nous avons besoin. Pour tout systéme local {-adique .# sur X, la fonction L de .7
est définie par le produit eulérien formel :

L(Z,2) = ] det(1-z%5"F, | #)
velXy|

ou F; est 1’élément de Frobenius local. Cette série converge quand |z| est assez petit. On sait
par le calcul de la dérivée logarithmétique et par la formule des traces de Grothendieck-
Lefschetz :

det(1 — zF} |[HX (X, 7))

L(7,7) =
(729 = e = ZFyJHY(X, 7)) det(1 — 2F, |H2(X, 7))

En particulier, L(.#, z) est une fonction rationnelle.

Maintenant, si on considere deux systémes locaux f-adiques irréductibles .#; de rang
ny et #, de rang ny sur Xj, on obtiendra un nouveau systeme local .#; ® ﬁzv de rang niny,
ol ﬂZV est le faisceau dual de .#,. Il existe un nombre complexe &(.#1 ® 9’2\/ ) et un entier
X(F1 ® 7)) tels qu'on a I'équation fonctionnelle :

[ aV ].
(V.11) L(71® %) ,2) = e(F ® F) )z "7 IU(F) © P, =)

Dans notre cas, les facteurs ¢ et x sont tres simples (voir [Lau84] et [Ra95]) :
(F1 ® Fy,2) = ¢
et
X(F1® Fy)) = (2-2gx)niny.

Par la correspondance de Langlands, on peut associer a .%#; et .%, deux représentations
automorphes cuspidales irréductibles m; et ; de GLy, (A) et GLy,(A). D’apres L. Lafforgue
[Laf02], on a:

L(my X 1,z) = (% ® Z), z)

ot la fonction L a gauche est la fonction L de paire (aussi appelée de Rankin-Selberg) qui est
définie dans [JPSS83|] comme produit eulérien de facteurs locaux en x € |Xj] :

1
IT;;1- g—;zdegx)

ota; (resp. ;) sont les valeurs propres de Hecke de 71 (resp. de 72). Cette fonction L(7t; X n%’ ,°)
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est donc une fonction rationnelle aussi. On sait situer ses poles et ses zéros. En effet, un A € C*
est un pole de L(rq X ng ,+) siet seulement si A ® 11 = 72, en particulier cela implique 11 = n5.
(Ici on considere A comme un caractere de GL,, (A) défini comme le composé

det Jir> Adeglt

GLy, (A) AX c*)

Si mtq et 1 sont cuspidales, tous les poles possibles sont simples.

Théoreme V.3.1.1 (Lafforgue). Soit (111, m2) un couple de représentations cuspidales partout non-
ramifiées de GL(n1) et GL(ny). Soit L(mt1 X 7'(;’ ,2) la fonction L de paire associée. C’est une fonction
rationnelle en z, donc nous pouvons supposer que L(t; xn;/ ,Z) = % avec P(z), Q(z) deux polyndmes
premiers entre eux.

Quand ny # ny ou quand ny = ny et qu'il n’existe pas de A € C* tel que 11 = T, @ A, on a
deg P(z) = (2gx — 2)nina

et
Qi) =1

Pour le cas restant, supposons sans perdre grand chose que 11 = T, alors
Q(z) = (@™ = 1)((gz) ) - 1)

et
deg P(z) = (2gx — 2)n7 + 2[Fix(m17)|

En tout cas, I'hypothese de Riemann généralisée est un théoreme, c’est-a-dire les zéros de P(z) satisfont
l2l = 7'/,

Remarque V.3.1.2. L'hypothese de Riemann généralisée est prouvée par L. Lafforgue comme
conséquence de la correspondance de Langlands. Le nombre de zéros de fonction L s’en est
déduit par I’équation fonctionnelle et le nombre de poles.

Corollaire V.3.1.3. Soit I} = 11 R vy et [T, = mp ® vy deux représentations discrétes partout
non-ramifiées de GLy,y, et GL,,,, respectivement . Soit vi > v,. Pour toute fonction méromorphe f
sur C, on noteN(f)|le nombre des zéros de f dans le région |z| < 1 et [P(f)| pour ce des pdles, on a

(V.12)
L(I x 1Y, 2) L(IT; X I1Y,2) {V2(2gx —mmny silly I

LI x I, q712)  L( x I, q7'2)"

Vz(zgx - 2)711712 + |FiX(T(1)| si Hl =1

Démonstration. Rappelons le lemme bien connu ci-dessous :

Lemme V.3.1.4. Soit Il = 7t ®v une représentation discrete irréductible. Alors pour toute représen-
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tation discrete I, on a

v
LATxIT,z2) = H L(n xIT'Y, 7 ~z)
i=1

Preuve du lemme. Par le théoreme |[[I1.3.4.5et le produit eulérien de fonction L. m|

D’apres ce lemme, soit v; > v;, on a alors

L xTL,2)  [1}2 Lim % Y, q T iz)

v+

L(H1 X HZV, q—lz) Hril L(T(l % 7.(;// gz +i—1Z)

On considere respectivement les zéros et les poles du numérateurs et du dénominateur :

— Par I’hypothese de Riemann généralisée, tous les zéros de numérateur sont dans la région
|z] <1, et aucun zéro de dénominateur n’est dans cette région.

— Utilisons le théoreme Si m; * 7y, il n’y a pas de poles pour les fonctions L. Si
711 = T2 on sait que quand v # v, tous les pdles de numérateur sont dans la région |z| < 1 et
aucun podle de dénominateur n’est dans cette région ; mais quand v1 = v les poles sur |z| = 1
se compensent. Notons que Il; ~ IT; si et seulement si v; = v, et My ~ 12, ce corollaire s’en
résulte. m]

V.3.2 Opérateurs d’entrelacement. Soit P € $(B) un sous-groupe parabolique standard.
On note Ap pour 'espace des fonctions sur Mp(F)Np(A)\G(A)/KA¢. Soit (P, ft) une paire
discrete. Soitl’induite de 7t dans Ap. C’est-a-dire 'espace sous-jacent de Ap est formé
des fonctions ¢ € Ap invariantes a droite par K telles que la fonction

m € M(A) — pp(m)~ ¢ (m)

est dans1’espace de 7t. L'espace Ap estisomorphe a 7 comme Hs-module par le morphisme
constant le long P. En effet, d'une part, la Hg-module structure de 7t est fournie par le
morphisme de constant le long P, tp : Hg — Hy,. D’autre part, pour tout ¢ € Apx et
x € G(A), soient ¢ € ft défini par @(m) = pp(m)~'p(m) et x = nymyk, avec n, € Np(A),
my € Mp(A) etk, € K,ona

f h(g9)p(xg)dg = f tp(h)(m)p(mem)dm VY h e Hg
G(A) Mp(A)
Soient (P, 7t) une paire discrete, P’ un sous-groupe parabolique standard, w € W tel que

w(Mp) = Mp et ¢ € Apz. Pour tout A € Xg, g € G(A) tel que l'intégrale ci-dessous soit
convergente, on pose

(V13) M(w, Dip)(g) = @(A)(g))™ f (@A) ng)dn

ZUNP(A)ZU*] NNpr (A)\Npr (A)
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Clairement, la définition ne dépend que de la double classe de w dans W(ap, ap/). Le théoreme
suivant est dfi a Langlands pour les corps de nombres ([Lan76]) et Morris pour les corps de
fonctions ([Mo82]) :

Théoreme V.3.2.1. Soient (P, 7t) une paire discrete, P’ un sous-groupe parabolique standard, w € W
tel que w(Mp) = Mp: et @ € Apy. Il existe un nombre C € R tel que I'intégrale converge dans
l'ouvert

A% >C VaeAp

et il ne dépend que de la classe double de w dans W. De plus la fonction A — M(w, A)(¢) admette
une prolongement analytique a Xl(f tout entier. Elle prend ses valeurs dans Ap ). On a I'équation
fonctionnelle : soient P,Q, R trois sous-groupes paraboliques standard, w € W(ap,aQ) et w’ €
W(ag,ag) ona:

M(w’, w(A)) o M(w, A) = M(w’ ow, ) Y AeX§

Soit (P, 7t) une paire discrete partout non-ramifiée. Pour tout sous-groupe parabolique Q
contenant P, ¢ € Apz, g € G(A) et A € XI? tel que la série si-dessous soit convergente, on
définit la série d’Eisenstein par

(V.14) Ep, @)= ), (pAdg)
6€P(F)\Q(F)

Le théoréme ci-dessous ot le dernier est di encore a Langlands pour les corps de nombres
([Lan76]]) et Morris pour les corps de fonctions ([Mo82]), voir aussi [MW94] :

Théoreme V.3.2.2. Soit (P, 7t) une paire discréte partout non-ramifiée de caractere central &. Soit
|E| "unique caractere continu qui prolonge le module de & qu'il s’agit d’'un élément de ReXICj. Pour
tout sous-groupe parabolique Q contenant P, A € Xg tel que |\*| > pgv JIEIY, @ € Apx, et tout
g € G(A), la série d’Eisenstein converge. De plus la fonction A — E(¢p, A) admette une
prolongement analytique a Xg tout entier. Pour tout w € W2, on a I'equation fonctionnelle :

EQ(M(w, Ao, w(A)) = E(p, A).

Pour tout 0 € W(ap, Q) avec un représentant w € W, soit

(V.15) = EQM(w, ), w(A)).

Cela ne dépend pas du choix d"un représentant w de o par le théoreme|[V.3.2.1|et le théoreme

V.3.3 Calculs explicites d’opérateurs d’entrelacement. ~ Soit P un sous-groupe parabo-
lique standard dont le sous-groupe de Levi Mp =PMp GL,,, X -+ X GLy,. Soit (P, 7t) une paire

’
velXq|
Soit (a1, ,an,), - , (Ans1-n,, -, an) les valeurs propres de Hecke des facteurs de . Soit

discrete. Soit 7 = ® 1, comme produit restreint avec 1, un Hyy, ,-module. Soit v € [Xj].
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o(t1) .
1

Xo le caractere de T(F,) défini par x,(t) = a . aZ(t”) (il dépend du choix d"un ordre sur les

valeurs propres de Hecke). On définit une fonction f,, , sur G(F;) par

f}(v,v(g) := pp(t)Xxo(t)

pour ¢ = ntk o n € Np(Fy), t € T(Fy) et k € K,. Comme l'espace (Indg((lf”)))(v)K” est de

dimension 1 engendré par f,, ,, ona

f h(g)fxv,v(xg)dg:( f h(g)fxv,z,(g)dg)f,@,v(x) Vx e G(E), Y h e Mo,
G(Fp) G(Fy)

Donc l'espace vectoriel Cf,, o, est un Hg,-module dont l'action de H;, est donnée par
'intégrale ci-dessus. Par la définition de la transformation de Satake, il est en effet isomorphe
a 1, vu comme H ,-modules.

Soient P’ un parabolique standard, w € W(ap, ap) et A € Xg. On définit un opérateur
A(w, A) comme le produit eulérien d’opérateurs Ay(w, A) : Cfy, o — Cfu(y,)0 définis par

(Ao, ) fro0)(9) = @A) f (Fron) @ ng)dn

wNp(Fo)w ' NNps (Fy) \Np (Fo)

ol on utilise le morphisme naturel G(F,;) < G(A) pour identifier A € Xg a une application
de G(F;) dans C. En utilisant I'isomorphisme de H ,-modules entre 1, et Cf,, », on obtient
un isomorphisme entre ®; €|X1|C fro0 €t Apx, alors on a un diagramme commutatif :

M(w,A) M(w,y)‘1
Apr —— Apwrn —— Apa

, A(w,A) , A(w,/.z)‘1 ,
®ve|xl|cfxv,v - ®y€|X1|wa(Xv)rv > ®ye|X1|Cvarv

En effet, le diagramme est commutatif car les opérateurs d’entrelacement ne dépendent que
de la structure de & comme un Hy,-module et ne dépendent pas d’'un modele de 7.
On a besoin de la formule explicite suivante di a Gindikin-Karpelevich :

Proposition V.3.3.1. Soient P,P’ deux sous-groupes paraboliques standard et w € W tel que
w(Mp) = Mp:. Soit x, un caractere non-ramifié de T(F,) et A € chj tels que A = (Ay,---,Ay) €
(C" = X(T;, a; = xo(diag(l,...,@x, ..., 1)) pour une uniformisante @, de O,. Alors on a

i

L= g8 (1 a) (17 )

d d
<jalseg) 1= A7 a)/(AT 5 )

Ay(w, /\)f)(v,v = w(xy), 0

Démonstration. Par 1’équation fonctionnelle, on peut décomposer l'intégrale comme com-
positions d’opérateurs d’entrelacement des permutations simples et donc les calculs se ré-
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duisent a ceux sur SLy(F;). On réfere au lemme 4.3.2 de [Shal0] pour ce calcul. m|

Soit (P, 7t) une paire discréte partout non-ramifiée avec Mp =? GL,, X- - -XGLy, . Supposons
que 7t = Il; ® - - - ® I, ot I']; est une représentation discrete de GL,,(A). Soit f € P(Zp1,, G) tel
que B = Y, — Pump,j- On notera pour tout z € C

L(IT;  ITY, 2)

V.16 i,2) = (1-gx)min; )
1 A T )

De plus soient (P, /1) une paire discrete partout non-ramifiée, (w, 1) € stab(P, ) et A € XGP,
on pose

(V.17) 17w, A)| = H ng(7t, AP).

BED(Zp,G)
B>0;w(B)<0

Corollaire V.3.3.2. Soient (P, ft) une paire discrete partout non-ramifiée, ¢ € 7, w € W(ap,) et
Aue XGP, alors

. ng(ft, AP")
M@, oM@, e =( [[ ===
Bed(Zn,G) ng(7t, )

B>0;w(B)<0

Si (w, 1) € stab(P, 7t), alors

Mw e =[] AP = nz(@w, Aep.
BEDP(Zp,G)
B>0;w(B)<0

V.3.4 Il est aussi commode d’utiliser les notations d’Arthur.

Soit P un sous-groupe parabolique standard avec le sous-groupe de Levi M. Soit Q €
P(M). On peut définir I'espace A de facon évidente. Pour tout w € W(ap, am), et A €
X](\;A il existe un opérateur d’entrelacement Mpg(w,A) : Apz — Agz qui est défini par
prolongement analytique de l'intégrale parallele de (V.13) ot 'on remplace P’ par Q. On
omet w dans la notation si w = 1. L'équation fonctionnelle peut s’écrire :

Mgr(A) o Mgjp(A) = Mgip(A).

Pour tous A,y € XS on définit

(V-18) = Mgp(1) ™" o Mgip(A/p)

Pour tout A € ImXI?/I' la famille des opérateurs

(1 > Mqo(A, P; w))gepamy
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est une (G, M)-famille sur une région contenant ImX](\;/I au sens que ses traces forment une
(G, M)-famille (cf. corollaire 5.3.2. de [LW13])). Soit L. € L(M) et R € P(L). Pour tous A € X]\G/I et
[TRS XE, donc 'opérateur Mg(A, P; i) ne dépend pas de Q pour tout Q € PR(M). On le notera
dans ce cas Mg(A, P; u).

Soit L € L(M). Pour tous P,Q € P(L) et A € X&, notons

(V19) anp(ﬁj’ /\) = H H 7’15(7:(, A.Bv)
ae@NP; {BeD(Zy1y,,G)l ﬁluf =a}

Pour tout &« € ®(Z;, G) et z € C, soit

(V.20) Na(7t, 2) = H ng(7t, 2).
Bz, Gl l,6=0l
Doncsi A € XE, onangp(ft,A) = Hae%nq)ﬁ na (7, A7)

Lemme V.3.4.1. Soit (P, 7t) une paire discrete partout non-ramifiée. Soit w € W(apm,, ap,). Pour
tous Q,R e P(L¥) et A € XGP, ona

TZQ|R(7:(, /\) = nQ|R(ﬁ, w(/\))

Démonstration. C’estparce que pour touta € ®(Z;, G)lafamille desnombres (Aﬁv ){ﬁeq)(ZMP,GN ﬁ|ﬁ§ —a)
coincide avec (w()\)ﬁv){ﬁqu(ZMP,G)l Blag=al- O
Par I’équation fonctionnelle et le corollaire on obtient :
Corollaire V.3.4.2. Soit (P, 7t) une paire discrete partout non-ramifiée et ¢ € Apz. Soit L € L(Mp),
et Q,R € P(L). Alors, pour tous R(P) € PR(Mp), JTRS XLG etAe X](\;/IP, ona

nor(ft, A/ w) nrpype(ft, A/ w)

(v21) Mol PP = S @ d) e, A)

V.4 Un développement spectral de la trace tronquée d’Arthur

V.41 Le coté spectral de la formule des traces. Soit C une racine n'®" primitive de I"unité.

Soit[r]un caractere

deg o det
 —

G(A) Z — C*

tel que n(g) = 9898, C’est un élément de Xg Par la théorie des séries d’Eisenstein de
Langlands, on sait que le noyau kg(g, ) pour g € G(A)/K admet une écriture spectrale :

Q Q
kols ) = Zm Y En R gk

() oeW(ap,Q)
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ol Eg(-, A) est défini au paragraphe (P, 7t) décrit un ensemble des représentants d’équi-
valence inertielle des paires discretes partout non-ramifiées avec 7t unitaire (au sens que son
caractere central est unitaire) et ¢ € Ap satisfaisant

1

f op(m) 2l (m)Pem = 1.
e e JMF)\Mp(A)/Am

oluny - - - n, estle produit des rangs des facteurs du sous-groupe de Levi Mp. On va considérer
l'intégrale de la fonction g — n(g)k’ (g, g) sur G(F)\G(A)/Ag :

(V:22) Iy = f @K (g 9dg =) CJ7
GF)\G(A)/Ag p—

voir 'expression pour la définition de J7.

L. Lafforgue a donné une expression spectrale pour |, ,? quand 7 est trivial. Le changement
nécessaire quand ) n’est pas trivial est minimal. On ajoute ce paragraphe pour corriger les
petits erreurs dans le théoreme 11, page 307, de [Laf97] et reformuler la formule de Lafforgue
dans une forme convenable pour nous.

Théoréme V.4.1.1 (L. Lafforgue). La trace tronquée tordue ] =" est égale a la somme portant sur
les classes d’équivalence inertielle des paires discretes (P, ft) partout non-ramifiées de I’expression
suivante :

1 1
VB e A flmx X )3 2.

(w,Ar)estab(P,7t) Lw Le /\ﬁLeImXEw,/\%G(ImXZL\;; )° /\weImXIL\Z)
Aﬁ:A%AﬁL /\w/w_l(/\w):/\%
Tea,(lim Y To@haen )Mo, P pdase) o M(w, w7 (1) 0 Az)dA.

QeP(L)

ot LY est défini au paragraphe |w| est le produit des longueurs des orbites de w et les opérateurs
d’entrelacement sont définis au paragraphe

Comme pour toutk € Z
n

Jh=Y 7,

e=1

cela implique
1 n
T _ = —ek 1T
= ; L

Théoreme V.4.1.2 (L. Lafforgue). Pour toute € Z, JT=0 est égal a la somme portant sur les classes
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d’équivalence inertielle des paires discrétes partout non-ramifiées (P, 7t) de I’expression suivante :

1 1
(V24) ——— Y f ; Y. 2.
| stab (P, 77)| (o Jemmmnpm) JmXG, WX

AnwelmXS, AL (Im XL“) /\weImX]L;;
A=A A A/ (Ag)=AL"
TI'}[R (2{11’1’1 Z ’I[\eQ([UAﬁLw)MQ(/\/\w, P} ‘UAﬁL?U) o M(w, w'l()\w)) o /\ﬁ)dA

QeP(L)

Démonstration. Par le lemme 9 p. 306 de loc. cit., on sait que ],? =0 est égal a la somme portant
sur un ensemble de représentants des classes d’équivalences inertielles des paires discretes
partout non-ramifiées et I'ensemble des caracteres continus y de ImXAGAP de I'expression

1
V) lim f f f
( ) | stab(P, 77)| Z‘ yoeX ImX&, JImXG ImXLw

(w,Az)estab(P,7t) Lw QeP(LY) L

Do) Tra,, (Mo(AN, P; o) o M(w™, w(A)) o w(Az)H)dA dAdu

To(upon™ ( 3

ou on a utilisé la décomposition Ime/IP = ImewImXﬁ}P et

f f(A)dA = f f f()\/\’)d/\d/\’ .
ImXS ImXS, JImXL”
Mp Lw Mp

On change (w, A#) € stab(P, ft) par son inverse : (w™, w(Az)™"), alors on a

1
V26) ———— lim f f f
( ) | stab(P, 77)| Z‘ ) pOEX ImXg, JImXf, JImX,

(@ Ax)estab(P) HO= e Qe7> L)

’

A , Sy '
— o Hol) T, (Mo, P; pgao) © M, w L(A)) 0 Az)dA’dAdp.

To(upon™(— o

On considére la suite exacte :
0 — ker uy — ImXLGw @ IszL\ZP LN Ime/IP -0

ol Uy est le morphisme qui envoie (u,A’) € ImXLGw & ImXL sur /X'y/w‘l(/\') € ImXG

D’apres cette suite exacte, les caracteres de ImXG sont les caracteres de Imew @ ImXL qu1

sont triviaux sur ker ;. On utilisera alors la formule suivante pour déduire la resultat
Haw(A) 1
—)f(A)dA = A
ZX: \]I:anw@ImXﬁ; X( Aﬁ )f( ) | ker {le Z f( O)
0

. . w N N
pour une fonction f lisse sur Imew & ImX]LVIP, ou la somme }, porte sur les caractéres
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continues de ImX]C\;AP et dA est la mesure de produit.
Pour le noyau ker i, observons que le groupe ImXE, rencontre chaque composante

connexe de ImXIL\;Up, et w(Ad) = A pour A € ImXL. Soit (ImXILV}U )°| la composante neutre de

w . . Se .
ImXﬁAP, on a alors un morphisme bien défini

A/ w w

’ L L% yo

| Z,UT(/\’) P ImXMP — (ImXMP) .

En fait, c’est un revétement (non-connexe en général) de degré IImXﬁI = IXfZI et Uy se
factorise par

L ido(AAw=1(1))) o (A1,A2)P A1,
—) —__)
Mp

ImXC, & Im

G ImX{, & (ImX; ) ImX§,

L’intersection (ImXZLVZI[;)o N ImXLGw a pour cardinal [w|, le produit des longueurs des orbites de
w comme un élément de Sjyy,.
La somme portant sur tous caractéres x de ImX]\GAP est donc égale a

1 1
V27) ———— — T
(V27) | stab (P, 77)] Z flmxg lwl X5 | Z‘ Z‘

(w,A)€stab(P,7t) A=A Aspw Aide /w0 (A)=AL"

T, (im ), To(uAsen™ IMo(dhe, P asis) o MG, w™ (o)) o Az)dA
QeP(LY)

. L. ~ G Lw L% \o
ol la somme sur Y, A=A Ao porte sur toute écriture tel que Az € ImX};, et A; € (ImXMP)

et la somme Y Rt (A=A porte sur tout Ay, € ImX]L\;IUP tel que A/ wl(Ay) = /\%w.
O

V4.2 On donne une premiere simplification dans ce paragraphe. On a le résultat suivant :

Proposition V.4.2.1. Considérons une représentation automorphe cuspidale partout non-ramifiée 1t
de G(A)/Ag, et @ € T, alors il existe un élément g de degré O dans G(A) tel que p(g) # 0.

Démonstration. Soit D =} ,¢x, nxX un diviseur canonique. On sait que

degD = Z nydegx = 2gx — 2.
xelXq|

Choisissons et fixons une uniformisante en chaque place x € |Xj|, on la note @y. On dé-
finit un idele u = (@, ™)ex,| € A%, alors par la dualité de Serre et par le fait que X; est
géométriquement connexe, on a (cf. proposition 3 IL.5 de [Se88])

A/(F +u0) = H'(X1,0x,(D)) = H(X1,0x,)" = F,

ot HY(X;, Ox,)" est le groupe dual de HY%(X;,0x). Donc un choix d’un caractére non-trivial
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de IF; définit un caractere non-trivial ¢ de A/(F + uO) en utilisant I'isomorphisme ci-dessus.
On a une décomposition ¢ = ®1y.

On voit que le conducteur de ¢, a la place x € |X;| est exactement n,. En effet, il est clair
que ¥ est trivial sur @, Oy. De plus, posons 1}, = n, pour x # xq et n}, = ny + 1, et notons le
faisceau inversible associé au diviseur xp par £ = O({x¢}). Alors

A/(F + (@,™)0) = H'(X1,0x,(D) ® £) = H'(X1, L)Y = {0}

car deg L™! < 0. Comme ¢ n’est pas trivial, il ne se factorise pas par un caractere de
A/(F+ (@;n; )O0). Donc 1y, nest pas trivial sur cD;Onxo Oy, . Cela implique que le caractere de F,
défini par a — (@5 "™a) est de conducteur 0, on le notera par @, ;.

On définit un caractere de Ng(A) (resp. Np(Fy)) qu’on notera encore par 1 (resp. 1x) par

n—1
PO =) i),
i=1

pour 1 = (1jj)uxn € Np(A) (resp. n = (1ij)uxn € Np(Fy)). Soit W(yy) (resp. W (1)) I'espace des
fonctions
W:G(Fy)/Ky —» C

(resp. W: G(A)/K — C)

telles que

W(ng) = p(m)W(g)

pour tout nn € Np(Fy) et g € G(Fy)/Kx (resp. n € Np(A) et g € G(A)/K). C’est un H(G(Fy), Ky)-
module a droite (resp. Hg-module & droite). Comme 7 est une représentation cuspidale
irréductible, on sait que 7, est générique. Par le théoreme de multiplicité un local, il existe
un unique sous-H(G(Fy), Ky)-module de ‘W (yy) qui est isomorphe a 7. Ce sous-module est
appelé le modele de Whittaker de m,, qu'on notera ‘W(n,, 1x). Comme 7, est de dimension
1, W(ny, ) l'est aussi. En remplagant ¢, par LD;"’“lpx, on obtient le modele de Whittaker
W(ny, @, x) par rapport a @, y.
Pour | = (j1,..., ju) € Z", soit

ik

Soit
Jx :( (1= 1)y, —(11 - 2ty .. o)
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Alors on a un isomorphisme de H(G(Fy), Ky)-module

W(ry, Py) = W(ny, w;"ﬁ,bx)
(g = W(Q) & (g W(@Lge)

Comme 7, est non-ramifiée et m{cxlpx est de conducteur 0. On a d’apres la formule de Shintani
(cf. page 116 de [Co08]]) que pour une fonction non-nulle W’ € W(m,, @,"*1)y) on a

W'(1)#0
Donc si W € W(my, P) est non-nulle, cela implique que
W(@k) #0
Soit Wy € W(my, x) normalisé telle que
Wo(@)) =1

Alors W(g) := [1,gx,| W5(gx) définit une fonction dans ‘W (y) qui engendre un sous-module
isomorphe a n. Par 'unicité globale du modele de Whittaker, c’est le sous-module unique
de W(y) isomorphe a 7. Soit ¢ € m non-nulle, on sait que la fonction

Wo(g) = f Png)y (m)dn
Ng(F)\Ng(A)

appartient a ‘W() et engendre aussi un sous-module isomorphe a 7. Donc il existe une
constante C non-nulle, telle que

W@ =C [ Wig) ¥ 8= (8, € GA).

xelXy|

Soit go = (@ )xeix,| € GLu(A). Alors

-1
deg go = — Z n(n2 )nxdegx =-nn-1)(gx—1)

xelXq|
et Wy (g0) = C # 0. De plus comme ¢ est invariante par Ag, la fonction W,, I'est aussi. Donc
et deg goa""V&x=1 = cela prouve la proposition. ]

Corollaire V.4.2.2. Soit (P, 7t) une paire discréte partout non-ramifiée. Soit ¢ € Apx (cf. paragraphe
pour la notation). Alors oAz = @ pour tout Ay € Fix(f).
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Démonstration. 1l suffit de le montrer pour P = G. Si 7t est cuspidale, soit Az € Fix(ft), on a
Axft = ft par le théoréme de multiplicité un. Donc ¥ ¢ € HAg z, il existe une constante c tel
que c¢ = @Az parce que dim 7t = 1. Par la proposition[V.4.2.1} il existe gy € G(A) un point de
degré 0 tel que @ est non-nulle. Alors

cp(go) = ¢(80)A#(80)

implique c = 1, c’est-a-dire ¢ = pAx.

Si ft nest pas cuspidale, d’apres Langlands, V ¢ € 7, il existe une paire discrete (P’, 7t’)
telle que tout le facteur de 7’ est cuspidale, une fonction cuspidale ¢’ € Ap: 7 et un point
A€ Xg tels que

9(g) = ResyE(¢', )(g) ¥ g € G(A)

G

ou Res est un opérateur de résidus et E(p’, 1)(g) pour A € X,

stein définie associée a ¢’(cf. I1.1.5. [MW94]).
On a Fix(7t) € Fix(7") par l'inclusion Xg c Xg Donc ¥V A € Fix(ft), on peut réduire le
probleme au cas cuspidal :

g € G(A) est la série d’Eisen-

@(8)A0(g) = Resy E(¢’, )(g)Ao(8)
= Res E(p" Ao, )(8)
= Resy E(¢",-)(3)

O
Avec les notations du théoreme|V.4.1.2} pour tout A € Imew, on a
AwA AA
—1, Mw w
w = —
(/\ﬁLw) Ax

Donc par le lemme pour tout sous-groupe parabolique S € P2 (M) on a

ngp(7t, $52) ~
nsip(ft, Adw)
rappelons que Qr» est un sous-groupe parabolique dans P(L”) qu’on a fixé. Apres le corollaire

V.4.2.2|et le corollaire [V.3.4.2) concernant les traces d’opérateurs entrelacement, J1=0 est égal
a la somme portant sur les classes d’équivalence des paires discretes partout non-ramifiées
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(P, 7t) de 'expression suivante :

1 1
VE) s ¥ [ ke X
| stab (P, 7)] _Jmxe, [wl| XL »
(w,\7)estab(P,7) Lw L )\ﬁLweImew,/\%we(ImX%) )° Awelmxf\;;
A=A Anpe Aw/w (Ag)=AL"

~ Ay
nQIQu (7, 1)
nQIQ,» (76, Adw)

lim Z T (A nre) 1w, W (Ag))dA.

21 e

V.5 Calculs des contributions spectrales

V.5.1 Nous traiterons 'expression (V.28). Par simplicité, on va fixer pour chacune des
paires discretes un représentant. Notons que dans toute la paire discrete, il existe un repré-
sentant (P, 7t) tel que comme Hj,-module

A=TH® - QIHRIL® - L - VI ®--- I
—_—
1 mri, mr,

mry

et I'l; sont deux-a-deux non-équivalentes inertielles. On appelle un tel représentant un bon
représentant. Pour tout bon représentant (P, 7), on a (w, A%) € stab(P, 7) si et seulement si
w € W(apm,, aprp), w(ft) = 7t et Az € [Fix(7)|.

Dans cette section, on va calculer ]Tfo qui est relativement plus facile a traiter. Dans
'appendice, on montre que J!=0 est indépendant de e € Z si e est premier a n. En utilisant
I'égalité , on sait ]5:0 est égal a la somme portant sur les classes d’équivalence de paires
discretes partout non-ramifiées (P, 7t) avec un représentant comme ci-dessus de I’expression
suivante :

1 1
V) GEEE A X flmxc IXEE] )3 )3

ey ) Al 10 FERELT et 1 cmX ) et
N ALYy 1 L
Ar=AZ Azpw Aw/w™ (Aw)=A%
dim ag - M
. nQIQ,w (7, 7222
d aG . -1 L A-Lw‘u -1
(=i dim ([T Qaedi) Y, Oo(uAne) e (w, w7 (A)dA
FGXL?U i=1 QeP(Lv) nQIQLw(n/ w)
u—1

ot y; (resp. (Azrv);) est 'i®™ coordonnée de u € Xfw (resp. Anre € XLGw) cf. paragraphe

Lemme V.5.1.1. Avec les notations ci-dessus, l'intégrale

dim arw

~  AA
. _ 010w (T 70 s)
(_1)dlmafwf hm( H (/\ﬁLw)ilui) Z QQ(‘U/\TZU") 1 L Lol dA
I i=1

mXLGw p—1 QeP(Lw) nQIQw (ﬁ’ AAW)
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est bien définie, et elle est indépendante de Ay, € ImXIL\;P quand Ay/w™ (Ayw) = AL". De plus, elle
s’‘annule sauf si Azpv € Xg En effet, quand Aspo € Xg, l'intégrale vaut

A Y [ [N, ) = POrg(, )

F BeF

ol la premiére somme porte sur toute la partie F de —Dq,,, telle que F forme une base de af;,.

que N et P donnent respectivement le nombre de zéros et de poles dans la région |z| < 1.

Rappelons

Démonstration. L'intégrale est bien définie car pour tout A € Imew, la famille

= Ay
anQLw (T[/ T)
(ot = =)
1010, (7, Adw) ) gep (i)
est une (G, L”)-famille sur un voisinage de 1 (cf. paragraphe [V.3.4).
Nous vérifions que la (G, L”)-famille satisfait la condition du théoréme|[V.2.3.5|avec g =

Azre. En effet, clairement on a co(uAz) = co(u) pour tout u € X&,. Pour tous A, u € X5, ona

o Awh )= M
AﬁLw,U /\ﬁH

Donc par le lemme on a cg(uAzrw) = co(u) pour tout y € Xfw. Donc on peut utiliser
le théoreme et on conclut que Ay € XLGw - Xg la limite s’annule.

Quand Aze € Xg, notons que dans ce cas (Axrv)1 = - = (Aarv)dim ag- Par la définition
des fonctions ng,,o(7, A), le théoréme est d'un résultat du théoréme|V.2.3.5/et du corollaire
V233. o

Par ce lemme, il faut que Azz« soit dans XS, pour que la somme correspondante soit
non-nulle. Soit (P, 1) une paire discrete partout non-ramifiée, et w € W(ap,, an,) tel que
w(7t) = 7t. On note
(V.30)

A w) = Y Ao Y Y. nz(w, 0™ (1))

—_— —-1
ApweX§ {Ax€Fix(71)] AxApw e(Imxﬁ; )°) {Awelmxgj‘; | Aw/w = (Aw)=AzArw )}

ol Arwy est 1% coordonnée de Arw € Xg cf. paragraphe Alors par le lemme [V.5.1.1

et un changement d’ordre de sommation, on a:

Proposition V.5.1.2. ]L:O est égale a la somme portant sur les classes d’équivalence des paires
discrétes partout non-ramifiées avec un bon représentant (P, 7t) et les w € W(apn,, am,) tel que
w(ft) = 7t, de I'expression suivante :

1 . 1 ) i
| stab(P, ﬁ)|A(n’ w) Jw|| XL ; Q(N(”ﬁ(“/ ) — P(np(7, ')))
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V.5.2 Le but de ce paragraphe est de calculer A(7, w).
On note simplement L pour L” dans ce paragraphe. Soit L =L GLj, 4, X---XGLy 4. Apres
réindexation, on identifie Mp avec

GLg, X -+ X GLgy X GLg, X -+ X GLg, X -+ X GLg, X --- X GLg))

ll 12 l|L|

tel que w permute cycliquement les facteurs de Mp contenus dans un méme facteur de L.
Soit I'l; une représentation de GL;, qui est un des facteurs de 7.

Lemme V.5.2.1. Soit d le plus grand commun diviseur des |Fix(IL;)|l; pour i = 1, ..., |L|. Nécessai-
rement c’est un diviseur de n. Soit m le sous-groupe d’ordre d de XG Soit /\L € XG Si AL ¢ AL,
alors l'ensemble .

Az € Fix(7)| AzAL € (ImXG, )°)

est vide. Si XZ € KL, alors 'ensemble
—~-1
{Az € Fix(D)| AxAL € (ImXy, )°)
est un espace principal homogene sous I'action de Fix(7t) N (IijLVIP)".

—-1
Démonstration. 11 suffit de prouver que I'ensemble {15 € Fix(ft)| AzAr € (ImXILVIP)"} est

non-vide si et seulement si ;{Z € KL
Onpeutécrire A; = (A1, .. /\Ll) en utilisantl’inclusion XG - XG S’il existe Ax € Fix(7t) C
Xﬁ tel que

| o .
Azl € (ImX]L\AP) 2@z 2 2y) € (©1zjnzip -z =1 =1, LI
Nécessairement I;
(ALl])lFiX(Hi)l — 1; ] = 1, ceey |L|

donc dFXT))  ~d
—~p.g.c.d.(l;|Fix(IT; —
AL B =y =1

C’est-a-dire ;\z € /~\L. _
Inversement, supposons que A; € Ap. Ona
ALlj S FiX(H]') ] = 1,. . ,|L|
—1;|Fix(IT)|

car le groupe Fix(TI;) est cyclique et AL{ = 1. Dans ce cas, on pose zj1 = ALj etz ji=1
pouri#letj=1,...,]L| alors

= (21,1, e s 210,220, /ZILI,I|L|) € FiX(fl) - Xﬁ
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et .
AzAL € (ImXjy, )°.

O

Tout d’abord, on considere le casou L = G, r = [Mp| et n = dr. Donc les facteurs de la paire
discrete (P, 7t) sont égaux, soit ft = TRV®--- @RV (cf. théoréme|lI.3.4.5). On peut supposer
simplement que w est la permutation cyclique (1, 2,...,r). Dans ce cas Fix(ft) = Fix(rn)" (cf.

propositﬂign IH3.4.6 .
Soit Ag € Ag ot Ag est le groupe défini dans Soit Az = (A,---, A;) € Fix(f) tel

——1 —~-1
que AzAg € (X](EA)". L'ensemble des A, € IngI satisfaisant A, /w1 (Ay) = AxAg  est

A=Ay Ap-e A, A,

{/\w:ClA(lz P | s, =)I1=1,...,n}
/\G /\Gl AGl
oit A € CX est un nombre tel que A(Mfr, 224 | Aey.= (ALY pA2de 1A € ImXG,
Ag Act Act A Act A1

et C une racine nme primitive de 'unité. Maintenant, on peut faire le calcul :
Soit IT = m R v. Soit L(n X ¥, z) = % pour P et Q deux polyndmes premiers entre eux.
On a d’apres I’équation fonctionnelle de la fonction L et le théoréme

(V.31) P(z) = q(gx—l)r(n)2+|Fix(n)IZ(ZgX—Z)r(n)2+2|Fix(n)| P(l)
qz

Par le lemme soit B € D(Zp,, G) et A € XAG4P

W B Y P(@IABYY y 1= (gIABY X v=14 — (g7IAB" i)
np(it, AP) = 0897 T T q I1 q I1 q

L P(g7iAFY) i 1 — (giAP")Fix(m) 3 1 — (gIAP")Fix(@l ”

Utilisons 1’équation (V.31), on a

(V.32) np(t, APy = —( AB*Y(Cax=2)r(r +4Fix(m)v~[Fix(r)|
—i 1 — (gt LFix(m)l v=1 1 _ (g L [Fix(n)l

ll[ P(q l/\/fv) 11[ 1 (ql/‘ﬁv) ix(m] v-1 1 (ql)\ﬁv) x(n)'

P(g-iAB) 111 — (gia")Fixmi 117 — (gipp")Eix(m)

i=1 i=1

Comme A; € Fix(n), il s’ensuit que la somme considérée est égale a

(V.33) Y, e () = Z H ng( Acy )

/\weImXMG I=1 s=2
P
Aw/w_l (/\w):/\g
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D’aprés I'égalité (V.32), la somme (V.33) est égale a

~ —[Fix ()| 52— v((2gx—2)r(r0)2 +4[Fix(r)|) 2
(-1 'ndg Acy

r(r-1)

Notons que
;\v—u:ix(nn@;rv((zgx—z)r(n)z+4|Fix(n)|)@ T IFix(r0)| 2

G1 G1 = 1G1
On peut conclure :

r(r=1
[Fix(ro)l )

Y, maww () = (1) Tndey

Aw€lmX
w Ml(,;

Ao/ (Ae)=AC
Notons que cela ne dépend pas de A5, et Fix(7) N (ImXI?/IP)0 a pour cardinal |Fix(r)|"~!. Donc

Y Y (w0, 0 (1))

—-1
A €Fix(R)| Axdc e(ImXG )} AwelmXS, | Ao/ () =Ardcy )

r(r 1)

F
= IXS)(- 1)y Fix() gy

Pour le cas général, Fix(7) N (ImXIQAP)O a pour cardinal le'ﬂl IFix(r;)l"~L. Soit A € Ar. En
utilisant les notations qu’au début de ce paragraphe, on a de méme

Y Y na(w,w™ (1))

—1 —-1
{AreFix()] ArAL E(ImXI,{AP)"} {Awl Aw/w  Aw)=ArALy )}
IL|

o8 | (G s
i=1

—[Fix(r;)| L4 ”)

On définit une somme

1(1 -1

- — (% 5 [Fix(r; )I)+1
5(7’(,L) = Z ALl
Aieh:
Alors
L]
(V:34) A, w) = K¢ | (00 Byl o(m, 1.
j=1

Il y a une expression pour 6(7, L) :
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Lemme V.5.2.2.

].
0 P
o7 L= ) p(-1) T
llp.g-c.d.(i[Fix(m;)I)

ot (I, |Fix(t;)|) désigne le plus grand commun diviseur de [ et |Fix(rt;)|.

Démonstration. On voit que

Li(l;-1
—  —i?

[Fix(rt;)[)+1
XA A

est un caractere de KL vers C* que nous noterons y;, il s’ensuit que 6(7, L) s’annule sauf si ce
caractere est trivial.

Cependant, on voit que

X*(AL) = o
puisque l'ordre de AL divise [;|Fix(m;)|. Donc si x est trivial, necessalrement le plus grand
commun diviseur des /;|Fix(m;)| est égal a 2 ou 1 et respectivement AL = {x1} ou AL = {1}.
Si le plus grand commun diviseur des ;|Fix(r;)| est égal a 1, alors 6(ft, L) = 1, et la somme a
droite dans le lemme est égale a 1 aussi.

On considere donc le cas ot1 le plus grand commun diviseur des ;|Fix(r;)| est plus grand
que 1. Dans ce cas (7, L) est égal a soit 2 soit 0.

Pour que 6(7t, L) soit égal a 2, on a besoin que le plus grand commun diviseur des /;|Fix(m;)|
est égal a 2 et =), @IFix(m)l — 1 est un nombre pair. Regardons l"(l"z—_l)lFix(ni)l suivant la
valeur de /; mod 4. La seule possibilité que la valeur 2 ¢ 11(1’2—_1) |Fix(rt;)| et 2 | I;|Fix(m;)| est quand
li = 2 mod 4 et |Fix(m;)| est un nombre impair. Il faut et suffit qu’on ait un nombre impair des
indices i qui vérifient la condition précédente pour que 6(7, L) soit égale a 2. Dans tout les
autres cas, 6(7t, L) est nul.

Maintenant, on précise la somme a droite de ce lemme.

Notons que I/(I, [Fix(t)[) est un entier qui divise /; pour tout j. Si p.g.c.d.(/i[Fix(r;)|) est un

1.
. . . . . LU+ o)
nombre impair, alors les | apparaissant dans la somme sont impairs. Donc (1)~ "¢Fx07 =

1, et
’.
]
L+ pmscan) _

u(H(=1)

lip.g-c.d.(li|Fix(m;)]) lip.g-c.d.(Li|Fix(m;)])

p) =0

cela est égale a 6(rt, w).

Sip.g.c.d.(l;|Fix(m;)|) est unnombre pair, alors soit 4 | p.g.c.d.(/j|Fix(n;)[), soit4 1 p.g.c.d.(li|Fix(m;)[)
mais 2 | p.g.c.d.(l;|Fix(m;)]).

Dans le premier cas. Considérons les [ apparaissant dans la somme tels que p(l) # 0. Par
la définition de la fonction Mobius, on a 4 { [. Il y a trois sous-cas pour les nombres /; et
[Fix(7t))| : 1
1.24 lj,ona2|lj+mcar”1+1 =27,
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l; I;
2.4|lj,ona2| —l/(l,lFi;(n,')l) donc2|/; + —l/(l,IFi;(n]-)l)'
. . . I;
3.2||l;(i.e.2|ljmais4 1 [;),ona2|l;et2 | |Fix(n;)|, alors 2 metdonCZ | lﬁm.

En tout cas .
L+ rameen)
Z y(l)(—l) T ITAEX(m) _ Z ‘Ll(l) =0
Ip.g.c.d.(hIFix(m) lip.gc.d.(Fix(r)

. 1:
Dans l'autre cas. Si 2 | |Fix(7tj)| pour un j, ona 2 m et donc 2 | [; + m

I . . . .
parce que [; et m sont de méme parité. Si 2 { [Fix(r;)|, forcément 2|l;. Si 4|l;, on a

I; .
2|l + —l/(llei;(le)')' Si 2||l;, alors

1 .
(_1)lf+l/(l,\T]x(n,~>|> _ 1, si24l
-1, si2|l

Donc s’il y a un nombre pair de j pour lesquels 2 || [; et [Fix(rt;)| est impair, on a

1.
(i
H(l)(—l)Z]( ]+l/(l,IF1x(nj)\)) — z [J(l) =0
Ilp.g.c.d.(l;|Fix(m;)) lip.g.c.d.(l;|Fix(m;)])

S’il y a un nombre impair de j pour lesquels 2 || /; et [Fix(t;)| est impair, on a

1.
(i e
Z ”(Z)(_l)Z/( J+1/(1/|F1x(n].)‘))
llp.g-c.d.(l;|Fix(m;)|)
=) wb- )
lp-g-.d.(hlFix(mi)); 241 llp.g-c.d.(l{Fix(r)); 201

=2 ), w0
l| pgc.d,(@Fix(ni)\)

|2, sip.g.cd.(lilFix(m)l) = 2
0, sip.g.c.d.(lilFix(m;)) > 2

cela est exactement 6(7, L) ! ]
V.5.3 En utilisant les calculs du paragraphe précédent, on prouve dans I'appendice que

le trace tronquée J7=0 ne dépend pas de e si e est premier au rang 1. On a alors le théoréme
suivant :
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Théoréme V.5.3.1. Soit e € Z. premier au rang n. La trace tronquée d’ Arthur JI=0 est égale i

zHi

7 \Fa(n n-

_u (™
(V.35) Z Z Ere Y o (H Fix(L)

WEW(GMP,GMP)
w(n)
lIp.g-c.d. (l |Fix(ITy)))
ij

-1

)

Y TT(Nossc, - - Posscz, )

F BeF

ot la somme Y. p porte sur toute partie F de ~®g,,, (cf. [V.1.1|et [V.1.2 pour les notations) telle que
F forme une base de aLw et la somme ). pry porte sur les classes d’ equzvalence inertielle de paires
discretes partout-non-ramifiées dont on prend un représentant t = TI|" ® --- ® Hmk tel que les I1;

sont deux-a-deux non inertiellement équivalentes. Pour chaque 1 < i <k, les l " sont les longueurs

des orbites de facteur de w qui agit sur I, vu comme un élément de S, (donc par définition

ool = TTE, T 251

Dans la section suivante, on donnera une formule simplifiée plus agréable.



Chapitre VI

Analyse du nombre des systemes
locaux {-adiques

VI.1 Petite préparation de la théorie des graphes

VIL1.1 on rappelle la définition des graphes et des arbres :

Définition VI.1.1.1. 1. Un graphe G est un couple (V,E) oit 'V est un ensemble fini, appelé
I'ensemble des sommets de G, |V| est appelé le nombre de sommets, et E C P»(V) est un
ensemble de paires d’éléments de V appelé I'ensemble des arétes de G. (Ici Po(V) désigne
I'ensemble des parties de cardinal 2 de V)

2. Un arbre est un graphe qui est connexe et sans cycle : c’est-a-dire pour n'importe quel {s,t} C V,
il existe eq,..., e € E tel ques € e, t € e, et e; N e;y1 contient exactement un élément pour
1 <i<k;etdeplus siles e; sont deux a deux distincts, ils sont uniquement déterminés par la
paire (s, t).

Le lemme simple ci-dessous est bien connu depuis L. Euler :

Lemme VIL.1.1.2. Un graphe a n sommets est un arbre si et seulement s’il est connexe et s'il a
exactement n — 1 arétes.

Démonstration. cf. théoreme 1.35. et le théoréeme 1.37. [Tu84]. |

Soit T un graphe. Introduisons des variables x;; = x;; correspondant aux arétes, et asso-
cions a chaque graphe un monoéme :
XT = H Xij

{i,j}eA(T)

ou A(T) est I'ensemble des arétes de T. Rappelons que pour une matrice de taille n X 1, le
jieme cofacteur principal est le déterminant de la matrice qui s’en déduit par suppression de
la jieme ligne et la i®me colonne.

93
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Soit E un graphe, il est complet si deux sommets quelconques sont connectés par un
aréte. Un arbre T, dont les sommets coincident avec ceux de G et I'ensemble des arétes est
un sous-ensemble de ce de E, est appelé un arbre couvrant de E.

Théoreme VI.1.1.3 (Le théoreme de “Matrix-Tree"/ Kirchhoff). Soit E un graphe complet d’en-
semble de sommets {1,...,n}, le polyndme générateur (appelé aussi le polyndme de Kirchhoff)

2

T

de tous les arbres couvrants de E, est égal au i®™ (1 < i < n) cofacteur principal de la matrice (appelé
la matrice de Kirchhoff) suivante (en particulier, ces cofacteurs principaux sont égaux entre eux.)

X12+ -+ Xip —X12 e —X1in
—X21 X1+ X3+ -+ Xpp - —Xon
_xnl e xn1+xn2+...+xn,n_1
Démonstration. cf. théoreme VI.29 [Tu84]. O
VI.1.2 Notons qu'une caractéristique importante de la matrice de Kirchhoff est que les

sommes des coefficients de chaque ligne et chaque colonne sont nulles. Le lemme suivant
nous permet de calculer les cofacteurs d'une telle matrice d"une autre fagon :

Pour une matrice A complexe de taille n X n de rang < 1, on voit que det(A + A Id) est un
polynome de terme constant 0, et on définit

B 1 det(A + A1d)
n A

(VL1) K(A) |A=0-

Notons que x(A) est invariant par conjugaison.

Lemme VI1.1.2.1. Soit A une matrice carrée complexe de taille nXn de rang < n, les valeurs suivantes
sont égales :
a. k(A)
b. le produit des valeurs propres non-nulles avec multiplicités divisé par n si la matrice A est de rang
n — 1, nulle si la matrice A est de rang <n —1
c. la moyenne des cofacteurs principaux de A

Si la somme des coefficients de chaque ligne de la matrice A est nulle, alors k(A) est égal a
d. .

m det(A + J,diag(uy, ..., us))

oit [, est une matrice de taille n X n dont tous les éléments sont 1 et Y.\, u; # 0.

Si de plus, la somme des coefficients de chaque colonne de A est nulle aussi, les cofacteurs
principaux de A sont égaux, et k(A) est égal a la valeur suivante :
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1
det(A + (10,
City ui) (X v)) et(A + (uiv))i )

Démonstration. Onvoit que I'égalité entre les quantités dans (a.) et (b.) est claire. Pour montrer
que k(A) est égal a la moyenne des cofacteurs principaux, on observe que

1., detA+AId) 1d
A)=-lim —— = —— A Id)|,-
x(A) — lim 3 Y det(A + AId)| =0

et on utilise I'identité suivante pour % det(A + A1d),

ajt(A) -+ apu(A)

d - o
7 det(@(A)xn) = ; det|ar (1) ¢ & (A)
an1(A) - agn(A)

ott (a;j(A))nxn = A + A1d. L'égalité résulte de ce que chaque membre dans la somme est un
cofacteur principal.

Maintenant on vérifie x(A) est égal a la valeur dans (d.) quand la somme des coefficients
de chaque la ligne de la matrice A est nulle. Soit

1 00 0 1 00 0

11 0 -1 10 0
p=(1 01 0 d’inverse P1=|-1 0 1 0

: 0 f 0

1 00 1) .. -1 0 0 1) ..

On voit que la premiére colonne de la matrice P"*AP est nulle donc tout le cofacteur principal
est nul sauf le premier. Si on note (P~ AP); le premier cofacteur principal de P~'AP, on a

1
k(A) = k(P"'AP) = E(P‘lAP)l.
Cependant, on vérifie aussi que

Yoliui up e
0 0 N 0
Py, diag(uy, ..., us)P =
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est une matrice concentrée sur la premiere ligne dont le premier élément est )/ u;, donc

det(A + Jydiag(us, ..., 1n)) = (Z u)(P~LAP), = nx(A) Z n
i=1 i=1

Quand la somme des coefficients de chaque colone de la matrice A est nulle aussi, soit
A = (a;j). On peut calculer det(A + (4;0)); ;) comme ga : ajouter chaque ligne de A + (u;0;); j ala
premiere ligne, ensuite ajouter chaque colonne a la premiere colonne. On voit que A + (4;0)); ;
est transformée en une matrice qui est de la forme

i u)Tjv) 02Xl w) vs(Tilgu) - on(Xiy 1)
u2(X 1 v5) A + UV A3 +UpV3 1 Ao + UpUy
us(Liq0j)  Aptusvy Az +usvs L Azt U3l
un(z;lzl Z7]) Ay + UyU2  Ap3 + UyU3 -+ App + UyUy

On peut soustraire " ligne Z”M—lu fois la premiere ligne (pour tout i > 2). D’apres ces
. . i=1 i
opérations, il se trouve que

det(A + (uiv);j) = (Y u)()_ oAy,

i=1 =1

ol A; est le premier cofacteur principal de A. Comme l'indice 1 n’est pas particulier dans
la preuve, on en déduit que les cofacteurs de A sont égaux et cela finit la démonstration du
lemme. =

VL13  Soit L =t GLy, X --- X GL,, un sous-groupe de Levi (voir le paragraphe [V.I1.3]
pour la notation et la convention). Soit E le graphe complet avec I’ensemble des sommets
{nl—] detL,l, ceey nl, detL,r}.

Lemme VI.1.3.1. Sous la bijection entre I'ensemble des arétes de E et —@q, qui envoie I'aréte reliant
{nl—1 dety ;, nl—l dety ;} (i > j) sur l'unique racine nl—l dety ; —nl—l det ; dans —®q, , les arbres couvrants
de E et les bases de af* formées de racines dans —®gq, sont en bijection.

Démonstration. Notons que le nombre d’arétes d’un arbre et le nombre de vecteurs d’une
base sont égauxar— 1.

SiF C —@g, estune base, le graphe T associé n’aura pas de cycle. Car un cyclee;, — ¢;, —
--- — ¢; = ¢;; donnera une relation linéaire avec coefficients +1 pour les vecteurs de F :

k-1
Z(eij - eij+1) =0.
=
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Par le lemme([VI.1.1.2] T est un arbre.

Réciproquent si T un arbre couvrant de E, I'ensemble des arétes associé F engendra af*.
Car un chemine¢; = ¢;; — ¢;, — --- — ¢; = e;;1 donnera une expression de vecteur e; — ey
comme combinaison linéaire des vecteurs de F :

=~

-
(ei, —eiy,y) = € — e,

Il
—_

j
et af* est engendré par les e; — e;.1. Donc F est une base. O

D’apres ce lemme le théoréme ona

Théoreme VI.1.3.2. Soit (yp)pe-a,, une famille de nombres complexes, et A la matrice symétrique
dont I'élément indexé par (i,]) i < j est égal a yg € C, pour {i, j} correspondant a B au sens de la
bijection du lemme précédent ; on prend les éléments diagonaux de A de sorte que la somme de chaque

ligne soit nulle. Alors
2L =
F BeF

oit la somme porte sur toute partie F de —®g, qui forme une base de af*.

VI.2 Dernier calcul pour la contribution d’une paire discrete

VI.2.1 Soit (P, ft) une paire discréte partout non-ramifiée. Rappelons qu’on a choisi un
bon représentant, c’est-a-dire

A=TH® - QIHRIL® - RIL® - VI ®--- I
— ———
mr, mry,

mnl

et I'l; sont irréductibles deux-a-deux non inertiellement équivalentes. Soit I; I'ensemble des
représentations distincts I1;; on a |Iz| = k. On a deux applications de I vers 'ensemble des
classes d’isomorphie des représentations automorphes cuspidales et IN* envoyant respecti-
vement une représentation discrete [l = mRvsur metv:

p1ID) = p1(nRv) = 7;

p2(Il) = po(m V) = 1.

Pour une représentation cuspidale irréductible 7t et un nombre v € IN, on note I; pour la fibre
de la premiére application p; en 7 et I, celle de p, en v. Alors les I; et I, sont sous-ensembles
de Iz. On dispose aussi d'un ensemble

Nz := {v e N'| I, # @}.
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. i~ N . . m .o
Soit w € W(am,, am,) stabilise 7. Nécessairement w laisse chaque I, fixé et permute ses
facteurs donc il s’identifie & un élément de

[]

Ilelx

.....

On note

Prenons garde qu’on a

n= Z a,v.

VGNﬁ

VI.2.2 On retourne a une somme apparaissant dans l'expression (V.35).

Théoreme VI.2.2.1. Avec les notations précédentes, on a

v12) Y TT(Netg(,9) - Pong(, ) =

F pBeF
|w|(HHeI dH)lNﬁI(ng - 2)|Iﬁ|_1 1_‘[,ueN,~7 (ZveNﬁ avmin{#/ V})llul
n ZVGNﬁ ay
[ T OFix(n) i + (2gx = 2)dn ) aymin{po(ID), vh)*1~!

Ilel VEN#

oit la premiére somme a gauche porte sur les bases de af; formées de racines dans —®g,,,. Rappelons
que |w] est le produit des longueurs des orbits de w, les opérateurs N et P donnent respectivement le
nombre de zéros et de podles dans la région |z| < 1.

Démonstration. On va utiliser le théoréme en posant yg = N(np(f, ) — P(np(f, -))
pour construire une matrice Mz, telle que k(Mz ) (cf.[VL.I.2 pour la notation) soit égale au
membre a gauche de I'expression (VI.2).

Par le corollaire et ’équation du paragraphe le nombre des zéros et
de poles de ng(f,-) dépend de si les deux facteurs de IT correspondant a  sont égaux ou
non. Il faut décrire My ,, comme une matrice par blocs. On utilise I pour indexer les blocs
de My . Pour chaque bloc associé a Il € I, on utilise 1 < s < ary pour indexer les éléments
dans le bloc. Pour simplifier 1’écriture, on utilise si; ou tr1 pour un nombre variant de 1 a
aq. L'écriture (ﬂni,nj (s, tnj))sl'[i/tl'[j doit étre comprise comme la matrice par blocs (Ani,nj) ol
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chaque bloc est donnée par

AHi/Hj :(aHi/Hj (s, t))lsssmni :
1<t<mn].

La matrice M+ eut alors s’écrire
7T,w

Mﬁ,w = diag(]/H(SH))sn - (xH,',Hj(SHi/ tl_[/'))Sni,tn],

[t lnj_ (2gx — 2)dm,dny; min{p2(TTy), p2(I1))}, sill; # II;;

Sl_[l‘ tn]
xr, i, (s, ) =

1l ((ng = 2)dry,drr, min{po(IL), p2(T1))} + |FiX(Hi)|), si IT; = IT;.

SIT; l‘n].
et les diagonaux :

yr(sn) = B [Fix(IT)lmm + (2gx — 2)Ii dn Z drymrymin{p(IT'), p2(IT)}

H/Elﬁ
On note
yrt = [Fix(IDlmr + (2gx = 2)drt ) . a;min{pa(TD), v}
VEN#
alors on a

yn(sn) = ynle,

On note aussi XI1,1; = (2gx - Z)dnidnj min{p,(I1;), p2(I1))} + 6nilnj|Fix(Hi)| ou ory,m; est le
symbole de Kronecker, on a donc

I L
xHi,Hj(Sl'[irSHj) = lSrEilSnjxnirHj'

On a besoin d"un lemme qui nous permet de descendre le rang de la matrice pour calculer
le déterminant :

Lemme V1.2.2.2. Soit (a1, j<k une famille de nombres complexes. On se donne pour tout 1 <i <k
un vecteur complexe U; = t(ui, ... ,ufqi) de taille n; X 1. Soient N = Zi-‘:l n;, et ]n,-xnj la matrice de
taille n; X nj dont tous les éléments sont 1, alors on a I'égalité :

1j
det(ldn —(@jJnsn 1<i jerdiag(ul, ... ub 12, k) = det(lde —(a;; Z )i<i jk)
=1

Démonstration. Supposons toutd’abord que les valeurs propres de la matrice (a;; 27:’ 1 u{ )1<i j<k
sont deux-a-deux distincts et non-nuls, en particulier la matrice est diagonalisable.
Soient (V;)1<i<k des vecteurs de taille n; X 1, tels que ‘U;V; = 0 pour tout 1 < i <k, alors le
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vecteur (V1, Va,..., Vi) est un vecteur propre pour la valeur propre 0 de

Z"ﬂiXI/l‘ NXN i 7Y 7y
(aij]. ]) d1ag(u% ull u% ukk)

Les vecteurs de cette type appartiennent a un sous-espace de 'espace propre pour la valeur
propre 0 de dimension> Zi;l(ni — 1) = N — k. Maintenant, soit V = (vy,...,7) un vecteur
propre pour la valeur propre A # 0 de (a;; 27:’ 1 u{ )1<i,j<k, ON Vérifie que le vecteur

for, ..., 01, Ok, UF)

nq fois ny. fois

est un vecteur propre de (aij]nixnj)Ki,jgkdiag(u%, Uk iy u%, ey u’,ﬁk) de valeur propre A aussi.

Par notre hypothese, ces vecteurs forment un espace de dimension k. Donc 1’égalité considé-
rée est vraie d’apres la comparaison des valeurs propres de deux cotés.

ko
Notons que I'ensemble des éléments ((a;j)1<;,j<k, U1, - - -, Ux) € Maty(C) X CLi" tels que
les valeurs propres de la matrice (a;; Z’;:/ 1 u{ )1<i j<k soient deux-a-deux distincts et non-nuls
K
est un sous-ensemble ouvert non-vide de Mat(C) x CZ= " L'égalité étant vraie pour un

ko
sous-ensemble fermé est donc vrai pour tout ((a;)1<i,j<k, Ui, - - -, Uy) € Maty(C) X cr=". o

Comme la somme des coefficients de chaque ligne et chaque colonne de la matrice (My
est nulle, par le lemme [VI.1.2.1| (I'égalité entre les quantités a. et e.), on a

1 T
M) = = det(Maz + (o Iy dridhr s, an )

(ZveNﬁ av)z
Donc par le lemme[VI.2.2.2} cette expression est égale a
1 . I1; 411
—2 det(dlag(yﬂ(sn))sn - (xH,-,l"I,-(SHi/ tnj)Sn‘,fnl) + (lSn.lSH_dnjdnj)Sn‘,Sn,)
(ZVENﬁ a,) i7" i 7 i
HHEIﬁ (]/%H_l H?Bl l?

(ZVGNﬁ av)z

det (diag(yn)n = (e, ;i ) o + (dnidnjmnj)ni,nj)

Ecrivons

Zy = (2gx —2) Z a,minfy, v}

VENﬁ
et
Wy,y = (2¢x — 2)min{y, v}
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pour p,v € N. En utilisant encore le lemme [VI.2.2.2} on voit que k(My ) est égal a

My~ 122, 27
(Lven, )
(e, 24 T, (o™ 112, 2
B (Lven, )

det(diag(zy,umdr)n — (Wpyr1,),poa1y My drydr o,y + (drydgmog ), ;)

det(diag(zy)y - (a)y,vav)y,v + (av)y,v)

De plus, comme la somme des coefficients de chaque ligne de la matrice diag(z,,), — (@) yv
est nulle, par 1’égalité entre les valeurs a. et 4. du lemme|[VI.1.2.1} I’expression ci-dessus peut
s’écrire comme

Tul-1

(I e, 24 )Hnelﬁ(dHytﬁn_l I1e% I

[N
ZV€N7"-[ ay

K(diag(zy)y - (a)y,vav)y,v)

Maintenant pour calculer k(diag(z,),— (@) y,v), on va transformer la matrice diag(z,) ,—
(wp,vay)y,y n une matrice triangulaire inférieure : On ordonne 'ensemble N de tel sorte que

Nz =1{vi,...,Vn.|}

et
V1 <Vp <:-r <VINg

Soit P la matrice de taille [Nz| X |[Nx|, qui est triangulaire inférieure dont tous les éléments
sous-diagonaux sont 1 :

10 0 --- 0 1 0 O 0

11 0 ---0 -1 1 0 0
p=(1 1 1 O d’inversep'=| 0 -1 1 0f.

11 1 0 0 -1 1

On considere la matrice :
p! (diag(zy)y - (wylvav)y,v) P.

Apres calcul direct, on trouve que c’est une matrice triangulaire supérieure telle que les
éléments diagonaux sont (2gx — 2) multiplié par

IN#| [N# [N#|-1

|
0, vl(z ay,), Vidy, +V2(Z ay,), .., ( Z Vifly,) + VN -1y, -
l:l l:2 l:1
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En utilisant encore une fois le lemme |V1.1.2.1| (I'égalité entre a. et b.), on a

(2gx — 2N [pen, Cven, avminfu, v})
1|Nx| ’

(VL3) k(diag(zy)y — (@pv)uy) =
On conclut que la valeur cherchée est égale a

|w|(l_[1'lel7~I dr)(2gx — z)llﬁl_l HyeNﬁ (ZveNﬁ avmin{[-lrv})llyl

(VL4)

n ZVGNﬁ ay
[ [ (Bix(Dmp + (2gx = 2)dn Y| aymin{pa(ID), v}y
Tlelx veN#
ot par la definition [w| = [T, TT51, I, m]

Théoréme VI1.2.2.3. Avec les notations du théoreme précédent, quand (e,n) = 1, JI=0 est égal a

(VL5) Zy(l) Z ! H(SH/EH)|Fix(n)|"1n(_1)?—§mn!

én|ﬂ1n,vn€1ﬁ
29x—2)d N~ @ymi T1), N
ot &1 = _(l,|Fi>£(l_I)|)’ et Smi = S Hzﬁsﬁ’a—iﬂmm{m( ot I somme sur (P, 7t) parcourt toutes les

classes d’équivalence inertielle de paires discrétes partout non-ramifiées tels que &ry | mry, ¥V I1 € Ix.

Démonstration. Par le théoréme|V.5.3.1} JT=0 est égal a la somme portant sur tout ! | n et toute

la classe d’équivalence inertielle de paires discretes partout non-ramifiées de a‘g((ll 7 fois

I'expression :

(_1)Zj,n( I/(I,\F]ix(l'l)\) -1)

e

(VL6) .
weW(ap,),w(ft)=1t w
w a pour longueurs des orbites (l}_{) in
tels que Zj l?:mn,\ﬂ_{elﬁ

et l|l?|Fix(ni)| VIIelz ¥j
[w(TTrer d)IN7I2gx = 2 TTyen, (Even, avminp, vhi
n ZVGNﬁ aV
[ [ (Fix@Dim + 2gx - 2)dn Y, aumin{pa(IT), v}t

Tlels vEN7

Notons que le facteur

(ITrer d)(2gx — 2)M1-1 [Ten, Cven, Symin{y, v}/

n ZVGNﬁ ay
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dans I’expression de la somme ne dépend que de 7. Pour tout IT € I

ary -
H [Fix(ID)[ " = [Fix (I~ [Fix(ID[' .
j=1

De méme, soit &7 = m ona

11

L.
YnXi(&-1) (2 -1)—(an-1)
(-p=n =Y = [Jen' :
I

Donc la somme (VI.6)) se simplifie :

(I e 428 x — 2)|Iﬁ|_1 HyeNﬁ (ZVEN,~7 aymin{u, V})”“l

7711_[
(VL7 (lFix(H |mn-1(—1)a)
) S, IH )
Z H “ [Fix(ID)mr + (2gx — 2)dn Lyen;, avmin{p2(I1), v} Jan-1
- |[Fix(ID)| '
weW(apmp),w(f)="t Ielx

w a pour longueurs des orbites (l]r.I) i
tels que Y. ; l?:mn,\/nelﬁ
et lll?IFix(ni)l VIIelz,Vj

On considere la derniere somme. Notons que les membres dans la somme ne dépend que
des longueurs des orbites des facteurs de w dans chaque S,,;, pour I € Iz. Soient &, m € IN".
On utilise la notation

(o m

si (j7) est une partition de m telle que & | j dés que c; # 0. Notons que pour une partition
(j) + mry le nombre des permutations dans &,,; qui ont pour longueurs d’orbites (/) est

Hcm'—nfllff De plus, pour tout IT € Iz, une partition (R lg) de myy satisfait [ | ZZ.HIFix(H)I
jeir L
Yi=1,...,rm si et seulement si m =& | lfl, i =1,...,r1. Donc la somme dans

I'expression (V1.7) est égale a
Z mi! H . [Fix(IDlmr + (2gx — 2)dn Lyen, avmin{p2(I), v}

- )an—l'
et I, /7 el [Fix(IT)

ol
(7 repymnl Tl

La condition nécessaire pour que la somme ne soit pas vide est &py | myy.
Lemme. Soit S € C*. Soient &, m deux nombres naturels tels que & | m. On a l'identité :

S

(VL8) ZY %szm—l = (m - 1)!(E %_1_ 1).
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Preuve du lemme. On va le prouver en considérant la fonction génératrice :

1

—SZ]>1 C]Z
H]/l C] ] ‘i

{neNI| &ln} (7 )ren

Cette fonction génératrice est égale a

1
exp(S Ez‘w‘ —) = exp(—— 11'1(1 —Z )) m
On obtient I'identité voulue par une comparaison de coefficients. m]

Donc si &rp | m, Y IT € Iz, I'expression (V1.7) est égale a

(ITrter, dm)INzI2gx = 27! T ien, (L yen, avmin{u, v

n ZVGNﬁ aV
[I(lf‘*[mn ﬁ]mmaDW”%mn 1),
el -
28x-2)d11 Lyen;, aymin{pa(ID), ) TP
ou Sy = _Ge? nzlvFing)lmm{pZ( iy Cette expression admet une simplification :
1 Sm/ 5H) : it
[Fix(IT)|""(=1) 1 mpy! .
(28x = 2)n Len, v 11 (mn/ <n

Sinon, l'expression (VI.7) est égale a zéro. m]

V1.3 La formule

VI.3.1 Maintenant il faut trouver une formule pour la somme portant sur toutes classes
d’équivalence inertielle des paires discrétes (P, ft) partout non-ramifiées dans le théoreme
V1.2.2.3] Pour ¢a, on fixe une partition A = (%) I n, soit

S.(1):= Zaj minli, j}.

>1

On varegrouper la somme et mettre ensemble les paires discrétes partout-nonramifiées (P, )
telles que N soit 'ensemble des j tels que a; # 0 et

Z r(I)mr = ja;.

HEI/'

rappelons que pour chaque I1 € [;, on a j | r(IT) (cf. pour les notations myy, N7 et I;
et le paragraphe [[11.3.4] pour r(IT)). Soit (P, 7t) une telle paire discréte. On définit les pairs



VI.3. LA FORMULE 105

discretes (Pj, 7t;) pour j > 1, de fagon que Mp, = Hnel GL(r(IT))"™, et ft; = ®H€IVH®’”H.
Notons que la classe d’équivalence inertielle de (Pj, 7tj) est uniquement déterminée par la
classe d’équivalence inertielle de (P, 7). De plus on a

|stab H | stab( P], n])l

On désigne par (P, 7t) <cusp GL(k) une classe d’équivalence inertielle de paire discrete partout-
non-ramifiée de GL(k) avec 7t une représentation automorphe cuspidale de Mp(A).
Rappelons le théoréme I'ensemble des classes d’équivalence inertielle des re-
présentations discrétes 7 ® j pour 7 cuspidale et j fixé est en bijection avec 1’ensemble des
classes d’équivalence inertielle des représentations cuspidales 7. On a |Fix(rt ® j)| = [Fix(m)|
par la proposition Par le théoréeme quand (n,e) = 1, on obtient alors que

JT=0 est égal a

p(l)
(V1.9) Z Z (28x = 2)n Y. j>1 4 H

I A=(f"i)n
(28x = r(M)S{(A)/EnlFix(rOl . o
| 5tab P 7'[)| H ( mn/én )|le(7—()| (—1) én mTl')

(P7t)<cuspGL(a})
Enlmn Vel

VI1.3.2 On considere la somme dans la parenthese de I'expression (VI.9) a savoir pour
chaquel|n,Arnetj=jo:

1 ~(2gx = 2)r(m)Sjy M)/ EnlFiX(ON . s
(VL10) Y WL{( )Ile(n)I (=1) ¥ 1l

(P/ﬁ)<cuspGL(aj0) mn/gn
Enlmn el

Soit (P, 1) <cusp GL% tel que Mp =[] i1 GL(j)". Cela fournit une partition (j/) de a;,. Soit
k] le nombre de facteur simple 7 de 7 tels que r(n) = j et |Fix(7)| = d. Nécessairement d | j et

Zdl] K ,=¢j,¥Vj>1Pouriz>1,soit bd le nombre de facteur simple distinct 7= de 7t tels que

my =i, 1r(n) = j et |Fix(n)| = d. Pour chaque d, j, cela donne une partition (i 1,]) F k;.l. Avec ces

Istab(P 7)| H H

=1 dj d z') lf

notations

Si on se donne une partition (j9) + a;j,, des entiers positifs k;’.l tels que Yy k; =cjet

- bt ‘ P . . . N
des partitions (i /) + k/, le nombre des classes d’équivalence inertielle des paires discretes
partout non-ramifiées (P, t) de GL,, avec 7t cuspidales qui peuvent donner naissance a ces



106 CHAPITRE VI. ANALYSE DU NOMBRE DES SYSTEMES LOCAUX ¢-ADIQUES

données est égal a

Dj@d)(Dj(d)-1)---(Dj(d) +1 - ¥;b

! 1] D(d) i z
Hl—[ Hi>1 bi,]" 1—[1_[(21 1])(bd bd ] )

j=1 d|j j=1 d|j 1,j/ 2]

(cf. théoréme [11.2.4.3|pour D;(d)). On a le résultat suivant :

Lemme VI1.3.2.1. Soient S,D € C, et &,k € N tels que & | k. On a l'identité :

> (65 T -(22)

(ii)rck

Démonstration. Tout d’abord, on note que (bZ’ ') est le nombre des partitions ordonnées
dont la partition non-ordonnée associée est egale a (i%). Donc la somme a gauche est égale a

Z ( ) | ( S )
Z _ II Ail&
521 {(A,0 AS)EEINY)S| g+t Ag =k} i=1

S(z) =

Soit
S

i_ ENS _
i/é)z 1+z°)” -1.

{i>1] €13} (
Alors la somme considérée est égale au coefficient de zF de la série formelle
D\ & yi D &\SD
Y1530 = 0 +5@)° = +2)P.
i20 !
. 4ol 5 (DS
Ce coefficient est égal a (; ;). ]

D’apres ce lemme, la somme (VI.10) est égale a

(l d)

( (28x = 2)S;,(M)Dj(d) A )

vy Y Y TTTIe 1<—‘I’

(v W ayymey 1 e
l,d) |kj }

(d

(2gx = 2)S;,(A)D; (d)L_)

- XX e

21 d
()i | kzjilzd\] d= 1] l,d)}] i d
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Considérons la fonction génératrice
(28x = 2)3,(M)D;(d) 71
T 2 (e |

P 0y e ) K,
ml dlj Ld)

La somme (VI.10) est égale au coefficient de z"o de la série formelle T(z) (Notons que le terme
constant dans le produit est égal a 1, donc le produit infini a un sens). On réécrit la somme
en changeant ¢ par iﬁ, elle est égale a

(28x = 2)8;,(A)Dj(d) -1 ) ’
VIL.12 T(z) = - 41 \ s
(VL12) 2) HH[Z( ( Z ]

=1 dj \i>0

Utilisons les fonctions formelles exp et log, on a

(VL13) T(2) = exp(z Y ~2gx - 2S;,()D; (d)— log(1 - 2/ am))
=1 dlj (l d)
5T
= exp((2gx — 25,() Y, Y. D d)d— Y =)
=1 dl D o1

On utilise le théoréeme :

ikaa
log T(z) = (2gx —2)S},(A) Z Z Z HOm)Cjra(Xapm) - Z : k( -

i>1 dlj mid (ld) k>1

On pose j/d =setd/m =t, alors :

i
Zsmtk T mt

log T(2) = (28x - 2)S;,(A) Y | (m)Cs(X)
s21 21 m>1 k=1 ( ) (lmt
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Il s’ensuit d’apres une simplification que
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smtk
(Imf
10g T(z) = p(m)Cs(Xe)
28x -2)5;,(1) 2)5 ; ; > Wb mt)
Cs(Xi)s?
yy ey )
N>1| {s,tk>1| stk|N} {m>1|(, mtrﬁl}
C (Xt)Sz
=) - Y, utm|2N
N>1| {s,t>1] stIN} {m>1|(1'7nlt)|bt}
Lemme VI1.3.2.2. Soit t,I,L € IN* on a l'identité suivante :
siL=1etl|t

Z p(m) = {1
2L 0

{meN*| o

sinon.

Démonstration. Soient (ps)ser les nombres premiers qui apparaissent comme des facteurs

premiers de ¢,/ ou L. Supposons t =Tl P&, 1= [Leer P et L = [1se )" avec as, Bs, Vs

m € IN" est tel que 77 mt) |L, alors on peut supposer m =

(I, mt) =

seI

et la condition % | L se traduit comme :

s + Ps

notons que cela équivaut y;

= Bs

>T]s+ﬁs_as_ns

— min{fs, as + 15}

> 0.S5i
Hselpsb On a

mm {Bs s +1s}

S Vs

—asetys 2 ns.

Donc la somme est non-vide si et seulement si [ | £, et dans ce cas la somme se rameéne a

la somme Y., p(m).

D’apres ce lemme, on conclut que

(ng 2)5]0 A) C (XNI
N>1 s|N
VI1.3.3 On définit
(VL.14) auty, (z)|:= exp(Z Z

O

_ (28x - lz)sjo(/\) Z Z Cs(;fkl)s K

s>1 k>1

2 = [T eon @,

s>1
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N

ou

(VL15) G, (2)| = exp() | %zk).

k>1

Alors la série formelle T(z) peut s’écrire comme

(2gx-2)5j, (1)

T(z) = auty,(z) ™~ 7

Rappelons que pour une série formelle f(z), on utilise pour le coefficient de z” de
f(2). Des considérations précédentes, on déduit alors le théoreme suivant :

Théoreme VI.3.3.1. Soit e € Z tel que (e,n) =1,0na

~ (l) o250
VL.16 =0 = £ Yautx,(2) " T
n Fn ]>1
oitlasomme ), porte sur les partition(s; TlO;lS (()Ar)données A= (j")js1denetSi(A) := ¥,51 aymin{v, j}.
8.
Notons que sil { aj, on a [z"]auty, (2 : =0

Combiné avec le corollaire[IV.4.2.4], on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire V1.3.3.2. Quand (n,e) =1,0na

VL) A= Y e 7 2O [ [t @
j

(I)rn fin 21

(2gx~ 2)5

Exemple VI.3.3.3. Ona
A11(X1) = Gi(Xy)

Ar1(X1) = Co(Xq) + (8 — 1DC1(X1)? + C1(X7)
et

A31(X1) = C3(X7) +4(g — 1)C1(X1)Ca(X1)+
(g - DC1(X1)C1(X2) +2(g — 1)*C1(X1)* + 2(g - 1)C1(X1)* + C1(X1)

V1.4 Preuve de l'intégralité

V141 Dans cette section, on montre le théoréme ci-dessous. Essentiellement il ne reste
qu’a prouver l'intégralité des coefficients des polynomes du théoréme.

Theoreme VI.4.1.1. Pour tousentiers g > 2etn > 1, il existe un polynome de Laurent P n(q,21,- ., zg)
€Zyzl,. .., gl] symétrique en les z; et invariant par la substitution z; — qz;* tel que pour tout
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k > 1, tout corps fini F; de cardinal g, toute courbe Xy projective lisse et géométriquement connexe
sur IF; de genre gx > 2 et tout nombre premier € { q, on ait

fA <k
Cn(Xk) = |(E;))FX| = PgX,n(qk/ Gli, e ,ng).

De plus, chaque mondome q"z]" -- -zgg qui apparait dans P, vérifie
8
(VL18) m+ Z min{n;, 0} > 0

Le terme de poids dominant de Pq, est q(g‘l)”2+1. C’est-a-dire si on pose degq = 2 et degz; =1,
alors deg Py, = 2((g — 1)n? + 1) et deg(Pg,, — 8~y < 2((g — 1)n® + 1).

Remarque VI1.4.1.2. Le polyndme dans le théoréme est nécessairement unique par un théoreme de
densité des g-nombres des Weil, cf. 'appendix B de [Sc16].

On raisonne par récurrence sur n. Quand n =1, on a
C1(Xy) = 7 |Higgsy, (Xi) ()| = [Pick, (Fyo)l.

Notons que IPicg(k (]Fqk)l = ngle(l - af)(l - qkai‘k), donc le résultat vaut dans ce cas.
On suppose que pour tout s < n — 1 le théoréme est vrai, cela équivaut que pour 1 <s <
n—1letleN*

I ;

CoXu) 4. == 84,01, 04)2)

CS, 1 = = - i
x,(2) exP(; k z") H]':Sl(l = @0, 0e))

pour des mondmes f; et g; satisfaisant la symétrie désirée et la restriction (VL18), et les
nombres I, m; € IN* qui ne dépendent que de gx et n.

On examine la relation , elle montre que lenombre A, .(X1) peut s’exprimer comme
un polyndme en Ci(X;) pour k < n. Quand s > n, G x, (z*)) ne contribue pas dans la formule

(VLI7). On voit que pour (1,e) = 1
An,e(Xl) = Cn(Xl) +--

ot les termes omis est un polynome en Ci(X;) avec k < n. D’apres ces remarques, on a

n-1 (2gx=2)5;(1)

(VL19) €)= Aneld0) = ), s Z)ZM(Z)H[Z“’( Coxi ()

A=(i")rn i>1 s=1

Par I'hypothese de récurrence et le théoréme [IV.3.2.1] il suffit de montrer que pour tout
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A = (i) + n 'expression

n-1 (2gx=2)5;(1)

(V1:20) n Z i>1 A ng 2) Z B l) H[Za] ( CS,XZ (ZSI)S)

i>1 s=1

est une combinaison a coefficients entiers des nombres de Weil qui sont des monomes en
ceux de la courbe X, et les coefficients de cette écriture ne dépend que du gx. Notons que
tous ces énoncés sont clairs sauf l'intégralité de coefficients des nombres de Weil, on se
concentre sur sa preuve dans la suite.

Pour tout s < n, soient a; = fi(q,01,...,04) et B; = gj(q,01,...,0¢,) qui sont g-nombres
de Weil. On a

I i

CoX) 4 i =F2)
CS’ f = = poo .
%) exp(é k2T A

Donc pour tout m € Z, on a
CSX(ZSZ sm H(Z( 1)k( )aklzksl)H(Z( 1) ( )nglzksl)
=1 k=0 j=1 k=0

Soit A = (v*) une partition de 7, on va regarder les a; et f; comme indéterminées; on pose
pour tous i,/ € N*:

_ n=1 (ls+m; €js(28x—2)sSi(A) _
fer-H{ e Joor)
S=

=1 k>0

1, 1<j<l
€js = .
_1, ls+1<]<ls+ms

et X;s sont des indéterminées a trois indices. On va montrer que

L aj 7 1 i
n Zi?l ai(ng - 2) Z [J(l) H[Z ]gi,l(z ) € Z[X]'IS]Z,],S-

1in i>1

(VI.21)

En effet, comparant avec 'expression (VI.20), cela est suffisant pour 'intégralité désiré. On a

Lemme VI1.4.1.3. Pour un mondme Hi,jls(X;s)k}fS, si Y sk;' =a;, Vi > 1, son coefficient dans le

polynome (V1.21)) est égal i

1 Z]/b s €is(2gx —2)sSi(A)/1
oD L M) H( T )
i7ile8 lip.gc.d.(kl,) ijs js




112 CHAPITRE VI. ANALYSE DU NOMBRE DES SYSTEMES LOCAUX ¢-ADIQUES

sinon le coefficient est zéro.
Démonstration. C’est parce quonaVi>1
€js(2gx — 2)sSi(A)/1

[2"1g},(2) = ( K/l
{kjs€IN*| X skjs=ai; llkjs}h jis 18

-

De plussi )., sk;/S =a;, VY i>1alors p.g.C.d.(k}s) | n puisque (i) est une partitionden. O

Nous prouvons que ces coefficients sont des entiers dans le dernier théoreme; avant
I"énoncer, nous indiquons le fait :

Lemme VI1.4.1.4. Pour tous nombres entiers non-nuls n,m, on a

n n
(n, m) | (m)

Démonstration. C’est parce que

donc

Comme ((}1’1”7), ﬁ) =1,ona

O

Par simplicité, on note y = 2¢x —2 dans la suite ; on va utiliser le fait que x est un nombre
pair. Dans la suite, si on ne précise pas, le p.g.c.d. est porté sur tous les indices.

Théoréeme VI1.4.1.5. Soit m > 1 un entier. Soient ay,...,a,, des nombres naturels non-nuls, et
(k;s)lgl’gm des nombres naturels tels que

jeli
SEKl'

i
Y, Ho=a

jEJiISEKi

ot pour tout i J;, K; sont sous-ensembles finis de IN. Soient v1,--- ,vy, des nombres entiers. Soit
S; = Z]-<i viaj + v,-Z]-%' aj,i=1,---,m. Soit & s € {£1} pour 1 <i<m, j€ Jets € K;. Le nombre

suivant ,
Zijs ks € jsxsSi/l
Y, o ] ()
kj,s/l

lp.g.c.d.(k. 1<i<m
Ip-g-c.d.(k,) jeliseK;

est divisible par xSy, Zja]-, ot x € 2IN.
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Démonstration. Soit v, la valuation p-adique.

Lemme V1.4.1.6. Avec les notations de I'énoncé du théoréeme|V1.4.1.5| si vp(p.g.c.d.(kj.s)) =0ona

(V1.22) p( H (x 5 kl ——) 2 Up(XSm Zﬂ]

1<i<m
j€Jis€K;

A= vp(zaj) >0
7

Preuve du lemme. Soit

Soient
@i =vp(x5) 20 VYix>1

Bi=vp(p.gcdll >0 Vi1
jeliseK; s
yi=0p@@;) 20 Vix1

Donc I'’hypothese vp(p.g.c.d.(kj.s)) = ( est équivalente a la condition min;,{fi} = 0. C'est
toujours vrai que ; < y; car tout 1 <i < m

yi=vp@) =vp( Y sk

j€Ji,s€K;
> min {vp(s) +vp(kf.s)}

iS€

> vp(p.g.c.d.(k;)) = Bi.

j€Jis€K;

Notons que pour chaque i, il existe au moins un (jo, so) € J; X K; tel que

(k% ‘) = Bi
On a alors S
p XSSOk; ) > max{vp()]i 0 ), 0} > max{a; — B; + v,(s0), 0}.
(XSO ir jU/SO) jo,S0
Soit 1 < i< m, on part de
Z skj»,s = 4.
]'E],‘,SEKI'

De deux choses 'une : 1) Soit v,(so) + i < yi, i-e. v]l,(sok;'.0 50) < vp(a;), alors il existe un autre
(j1,51) # (jo,s0) € Ji X K; pour lequel

) = Z);7(50) + Bi,

i i
UP(Slkjl,sl) < v,,(soij,SO
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donc comme s1 est un entier, on a

~0p(K, ) > ~p(s0) — .

I s’ensuit que

$1S;
vp(—X L) > maxa; — B; — v,(s0), 0}
(xs1Si, k. )
J1,51
On a S
Up( Lli) > max{2a; — 2f;, 0}
j€],‘,S€Ki (XSSZ', kj,S)

2) Soit vy(so) + Bi > yi, alors

XxsS;
Z)p( H W) > max{al +Yi— 2‘31', 0}

Donc en tout cas pour tout 1 <i<m

(VL.23) Up( H XsSi ) = min{max{2a; — 26;, 0}, max{a; + y; — 2p;,0}}

JEI SGK (Xssl/kl )

= max{min{2a; — 26;, a; + i — 2}, 0}

Sim =1,ona S = via; donc y; < a;. L'hypothese donne 1 = 0, I'inégalité (VI.23)
implique que
X851
Up( —
jEIIj,SIGKj ()(SSl, k]-’s)

Sim > 1. l'inégalité (VL.23) implique

) = a1 +y1 = vp(xa151)

(V1.24) o H &)/max — B;,0}

Pour tout 1 < k < m, on va prouver

(V1.25) Z max{a; — f;,0} > A — min{A, By, ..., i)

1<igk

Quand k = 1, c’est vrai car a; > A. Supposons que l'inégalité soit vraie pour k — 1. Si
Br > min{A, B1,...,Px-1} alors

Z max{a; — B;, 0} Z max{a; — f;, 0}

i<k i<k-1
> A —-min{A,pBi,...,Pk-1}
= A —min{A, B, ..., B}
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Sifr < min{A, B1, ..., Pr-1}, comme xSy est une combinaison linéaire a coefficients entiers de
)(Z]-aj etay,...,ap_1,ona

(V1.26) ap = 0p(xSk) 2 min{A, y1, ..., Yk-1} 2 minfA, By, ..., Br-1 -

Donc

Z max{a; — B;, 0} > ax — fr + A —min{A, 1, ..., Pr-1}

i<k
> A - By
=A- min{A,ﬁl,. . .,ﬁk}.

Par récurrence, I'inégalité est vraie pour tout k > 1

De méme, on a

(VL.27) Z max{a; — B, 0} > ay, — min{ay, fx, ..., P} V1<k<m

izk

En effet, quand k = m, I'inégalité (V1.27) est une égalité. Supposons que l'inégalité (V1.27)

soit vraie pour k + 1. Alors si fr > min{a,, fx+1,--.,Pm} On a

Z max{a; — B, 0} Z max{a; — B, 0}

i>k i>k+1
2y — min{ai’H/ ﬁk+1/ oo /ﬁm}
=y, — min{a, Pi, - - -, Pl

Si Br < min{ay, Prs1, - - -, Pm). Comme xSk est une combinaison linéaire a coefficients entiers
de xS, etay, ..., a1, 0na

(VI‘28) Ay = UP(XSk) Z mln{a’mz Vk+1/ et yi’l’l} mln{a'm/ ﬁk+1/ . /ﬁm}

Donc

Z maxia; — B, 0} = ax — Br + am — min{ay, i, - - ., P}
ik

m_ﬁk

04
Qp — min{ay,, Pi, - - ., Pm}

VvV

Par récurrence 'inégalité est vraie pour tout k > 1
Soit ip le plus petit indice tel que f;, = 0 et iy le plus grand indice tel que g;, = 0. Alors
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par 'inégalité (VI.25), on prend k = iy

(V1.29) Y maxa; - B;,0) > A = min(A, By, ..., fi,) = A

i<ip
De meme, on prend k = i; dans I'inégalité (VI.27), on obtient :

(VL.30) Z maxi{a; — B;, 0} > ay — min{ay, Biy, -+, P} = .

Donc si iy # i1, on obtient

Up( —)(sSi .
(xsSi ki)

i,j,5

) > A+ o =0p(XS ) ).
7

Siig = i1, est-a-dire que i est le seul indice tel que ; = 0. Comme a;, = ), jaj—

ona
Vi = rr;m{A ,7i} 2 min{A, y;, ay} > min{A, B, ap}

1¢ i#ip
Par I'inégalité (VI.26) et I'inégalité (VI.28)), on a alors

@;, = max{min{A, B}, mm lam, Bil)
i<ip
Donc
Qiy + Vi 2 min{A, ;81} + mi.n{am/ﬁi}
1<ip 1>10
et clairement

2aj, > min{A, ;} + min{a,,, fi} .
i<ig i>ig

Combinant avec I'inégalité (VI.23), on obtient

Z#io ajs

p( H X S kl ) =z max{mln{zalo zﬁl(]/ alo + ]/10 2ﬁ10} 0 + Z maX ,Bl/
17

1<i<m
j€Jis€K;

i#ig

> (min{A, B;} + min{ay,, fi}) + (A — min{A, B}) + (a — min{ay,, Bi})

=A+ay,

Le lemme est prouvé.

Utilisons ce lemme en remplagant k;s par k;.s /p” (P8cd ) ot le lemme|VI.4.1.4

O

on a pour
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tout nombre 7 | p.g.c.d.(k;.,s) :

€ isXsSi/n
(VL.31) vp( H (Z];l, Z ) /vp()(Za] vapgcd(k;s))
1<ism j,s/n
]'G]l',SEKi

Retournons au théoréme, il faut montrer que pour tout nombre premier p

'i,jsXSSill
(VL.32) ol Y w1 H(é ]kle / ) > 0y(x ) a;Sn)
jis j

llp.g.c.d.(k’].,s) L],

Zl/ s

Si p est un nombre premier tel que p 1 p.g.c.d.(k’]:s), I'inégalité ti déja implique le but
(VL.32).

. . . . o . l
Maintenant, soit p un nombre premier qui divise p. g.c.d.(k].’s), ona

2, sKis €jsX8Si/l
I (e
K /i

llp.glc.d.(k’j’s) Ljis
Zl s & isxsSi/l Z’Js jis €jsXsSi/l
_ D=1 T ) D(-1 ( )
Ul | (S R MU 1 (i
lp-g.c.d.(ki ); ptl i,js Js lip-g-c.d.(k;); pll Ljs 18
(VL33)
Zlus s & isxsSi/l Z”S &,jsxsSi/lp
- l ] ( ,],' )_ - ( ,],' ) '
Z H ()[( D H i 7O H K JIp
llp-g.c.d.(kl,); pil ijs Jis ijs Js

Pour tout nombre premier p et tout nombre entier n > 1, soit

n

. n!
fp(ﬂ) = H 1= —p["/P][n/p]!

i=1,pti

ou [n/p] est la partie entiere de n/p. On va invoquer le résultat suivant qui est le lemme 4.6
de [LZ16] :

() Si p est un nombre premier impair et @ > 1 un entieroup =2eta >2,0na
P S0 = ()"

Quandp =2,0na
f@2n) = (DB (mod 4).



118 CHAPITRE VI. ANALYSE DU NOMBRE DES SYSTEMES LOCAUX ¢-ADIQUES

(np) B (n) fp(np)
mp ~\m fp(mP)fp((n—M)P)'

(—np) _ (_1)m(p_1)(—n) fp(np + mp) .
mp m | fp(mp) fy(np)
On discute suivant deux cas :
e 1%cas.Sip # 2, oup = 2 et vp(p.g.c.d.(k;'.,s)) > 2, la différence entre parentheses dans

I'expression (VI.33)) est égale a

Comme

ikl €i7sX5Si/l
(VL.34) 0= [T sue-1] T ( isKESillp )
1<i<m 1<i<m k],s/lp
jGL‘,SEKi jE],',SGK,'
ou
. flesSi/l)
P Sl = K D f(K /1)
quand ¢; ;s =1, et
fxsSifl+ K 1)
Qiis = '
P OesSiD (K /D
quand ¢; ;s = —1. D’apres l'inégalité (VI.31), pour montrer (VI.32), il suffit de montrer que

.g.c.d.(kj./s) ‘

I'expression entre parentheses dans (VI1.34) est divisible par sz

On identifie le corps rationnelle Q a un sous-corps de Q, des nombres p-adiques. Par
simplicité, soit a = vp(p.g.c.d.(k;'.,s)) > 0 (dans le cas a = 0, il ny a rien a prouver). Notons
quepourtousl<i<mje€ JietseKk;

vp(k']-,s) > q;

Up(xsSi) > a.
De plus, par définition, fp(p“) Qst une unité dans Z;, le groupe des éléments de valuation
0 dans Q,. Soit u;js = fp(p“)kf?s/lp . Quand ¢;js = 1 (resp. quand ¢;;s = —1), soit v; ;s =
fp(Pa)XSSi/lpL el (resp. v;js = fu(p™)¥*5i/ IP"). Par le fait (¥), il existe Xiiss Yijjss Zijjs € Z. tels que
Ui js0ijs — Zijsp>

(i js — Xi jsP**) Wi js = YirjsP®)

8ijjs =

Utilisons l'identité : )
X

1
-1 2ka
=u +E p
) k+1
U — xp=a k>1u+
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pour x = X; s € Zy et u = ujjs € Z (resp. X = y; js € Zp et u = vj js € Z), on obtient

20
Ui jsVijs — Zi,jsP

iis (Wijis = Xijsp?) (@i s = i)

vp( -1) > 2a.

Donc on conclut que dans ce cas (VI.32) est vraie.
e 2"_cas. Il ne reste qu’a prouver le casoutp = 2 et vo(p.g.c.d. (kZ ) = 1. La différence entre
parentheses dans 1'expression (VI.33) est égale a

Zaijski

€i,j,s)(55i/2l) s Kis
. ijs — -1 2
||( k}s/Zl ||8,], (-1

i,j,5 i,j,5

L= fz(XSSl/l)
si= || Zoasn—empam

quand ;s =1, et
Qiis = (_1)"},5/211‘[ PsSill+ ki /1)
’ falesSi/D f(K: /1)

i,j,5

quand ¢; ;s = —1. Dans ce cas, par (VI.3T) on a

€i,j,sX55i/2l)
v ‘ >0 a;Sy) — 2.
Z(H( o ) zoczj] iSm)

i,j,5

Donc il suffit de montrer que

Lijsk
(VI.35) U2(H81]s ( 1) 21 )/

i,j,s

Par (), on a

sS s5i~ S
1 ([*4,’1—[—1—[ ’ D sie =1
8ijs = =D v (mod 4).

XSS

(=1)f"? (1) wi—i—[—H o), sig=-1

Cependant y est un nombre pair et v2(S;) > v2(p.g.c.d. (kl )) =1, donc & 41 L est un entier. On a

ki xsS;i — K K —k K
)(SSZ' s ! Sy _ s e s
g gl = gyl gl = gy (med2),
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De méme ‘
(X i
4] 4]
Donc c’est toujours vrai que

ki /21
$ijs = (1) (mod 4).
Cela implique (VI.35).
La preuve est complete finalement ! ]

VI.5 La caractéristique d’Euler

VI.5.1 Dans l'article [Del5]], Deligne a conjecturé aussi que le nombre C,,(Xj) est divisible
par |Pic())(k(quk)l, et il a donné des conjectures plus précises (la conjecture 6.3 et la conjecture
6.7 [Deld]). Dans cette section, on montre la conjecture 6.3 de loc. cit. dans le cas partout
non-ramifié et calcule “la caractéristique d’Euler”. Rappelons que pour toute variété V de
dimension m, sa caractéristique d’Euler est définie par

2m

xX(V) = Y (-1) dimg, H/(V @ F, Q).
i=1

Par un théoreme de Laumon ([Lau81]]), on peut remplacer dans la définition les cohomologies
t-adiques par celles a support compact. Donc par la formule des traces de Grothendieck-
Lefschetz, si
V(FI =Y mia, Vi>1.
1

alors }.; m; est la caractéristique d’Euler de V.

Théoreme VI.5.1.1. Il existe un nombre fini des nombres de Weil a; et des entiers m; tels que

Co(X) = IEQYH = Picd, (1Fqk)|(z mia), Vk>1
i

En particulier, pour tout k > 1, |Pic§<1 (IFqk)l divise |(E§1€))F§§|. De plus, on a
Y mi= ) ululn /DS
i IIn

Démonstration. Le résultat suivant est dti a Hausel, Rodriguez-Villegas et la théorie de Hodge
non-abélienne.

Lemme VI1.5.1.2. Il existe des g-nombres de Weil a; et des entiers m; tels que

gD Higgs! (X,)(F,0)| = [Pic, (JFqk)l(Z miak)
1
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pour tout n > et Y;m; = u(n)n?8=3.

Preuve du lemme. Soit (e,n) = 1. Soit M*(PGL,,) le champ des PGL,-fibres de Higgs de degré
e sur Xj, i.e., le champ qui parameétre les couples (P, 0), ou P est un PGL,-fibré principal de
degréeet 0 € H'(Xq, Ad(P)®wy, ). Le morphisme GL, — PGL, induit un morphisme surjectif
Higgs, .(X1) » M*(PGL,), et on désigne par M (PGL,) le sous champ de M*(PGL,) qui est
défini comme I'image de nggs (X1). I admet le schéma des modules grossier M* St(PGLn)
En effet, on a un morphisme de schema H1ggs (X1) = M**/(PGL,) qui fait H1ggs [(X1) un
P1cX -torseur au-dessus de M*S!(PGL,,), d’ou I ex1stence des entiers m; comme dans l’enonce
dulemme et de plus la somme Y, m; est égale a la caractéristique d’Euler de M (PGL,,). C’est
la méme pour 'espace des modules des PGL,-fibrés de Higgs stables de rang 1 et de degré
e sur une surface de Riemann X¢ de genre gx. Par la théorie de Hodge non-abélienne (cf.
[Da87], [Hi87], [Co88], [Si92]), }.; m; est égale aussi a la caractéristique d’Euler de la variété
de caractere tordu de PGL, que Hausel et Rodriguez-Villegas (cf. corollaire 1.1.1 [HRO8] )
ont calculée étre égale a u(n)n873. m]

Par la formule (VI.17), le nombre A, (X;) — C1(X1) est un polyndme a coefficients ra-
tionnels en Cs(Xy) pour s < n. Donc par récurrence, il existe des nombres de Weil a; et des
nombres rationnels m; tels que

Cu(Xp) = [Pick, (Eqk)|(z mak), Vk>1

Mais
ng

IPich, ()| = H(1 oy =g 4., Vi1

ol les termes omis sont de poids strictement plus bas que 2kgx. Donc on obtient I'intégralité
de m; par le théoreme [VI.4.1.T)en raisonnant par ’absurde et comparant les poids.
Maintenant on calcule }’; m;. Soit x, la somme correspondant pour C,(X;). On utilise
encore le fait que A, .(X;) est un polyndome a coefficients rationnels en Cs(Xy) pour s < n,
alors il suffit de trouver les termes qui sont linéaires en C,(X) de ce polyndme. Par la formule

(VLI7), c'est 0 o »
—2)n Cs(Xu)s
Z Z n(Zgil( 2)d d]( gXl Z Z (kkl)sz kl)

din 1|d s>1 k>1

qui est égal a

Z Z Z a0 C (Xays) = Z Z Cs(Xd/s)(Z u(l) = Z Ci(X1).

din 1ld 5|4 dn s\d T dn
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Par la formule (VI.17) et le lemme[VI.5.1.2} on obtient alors

pln = Y xa.

dln

Par I'inversion de Mobius, on a

Xn =) pDuln/HE>.

IIn



Annexe A

Indépendance de degré

Dans cet appendice on montre que /=0 ne dépend que de I'ordre de e dans Z/nZ et
cela implique que le nombre des classes d’isomorphie des fibrés vectoriels géométriquement
indécomposables de degré e de rang 1 ne dépend pas du degré e quand (e, 1) = 1.

Lemme A.0.1. Pour tout e € Z, la famille des fonctions (A /\Hfg)er(M) définie au paragraphe
est une (G, M)-famille sur X](\;/I

Démonstration. 1l suffit de prouver que la famille des fonctions

r—1
As1(y sty
(A H(—/\ )@ 0Oy o oy
S Asi

est une (G, M)-famille, ot1 s € W(ay) est associé a Q ( cf. paragraphe [V.1.5) et r = [M] le
nombre des facteurs de M. Supposons que s, t € S, sont des permutations tels que st™! soit
la transposition w de deux entiers adjacents [ et[+1,et A € X]C\;/I est telle que A1) = Ag149)-
Doncon a Ag1(y = Ap1(y pour tout 1 <7< ret

(2" (=¢,0,...,0)] = [@"(~¢,0,...,0)]
quand i # [. Mais quand i =/, on a

)[[D?(M)(_Q,O,...,O)] =1

d’ot1 ce lemme. O

Lemme A.0.2. Soit (cQ)oepmy une (G, M)-famille sur Xf/[ qui sont des polyndmes sur X%/{ dont le
degré cg(A) < dim afA, alors
CM = 0

123
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Démonstration. Comme (cQ)oep(m) est une (G, M)-famille , la fonction

em) = Y O co(A)

QeP(M)

est un polyndme sur X](\;/I Mais a priori c’est une fonction rationnelle dont le degré de
numérateur est inférieur strictement a celui du dénominateur. Pour que les deux énoncés
soient compatibles, il faut que cyp1(A) soitidentiquement nulle. Donc en particulier, cpr = 0. O

Lemme A.0.3. Supposons que {co}gepmy est une (G, M)-famille sur un voisinage de 1 telle que cf\j/f
soit indépendant de P € P(L), qu’on note CzL\/I' Alors la limite

hm Z ¢ (H)CQ(y

ez
ne dépend que de I'ordre de e dans Z./nZ.

Démonstration. Rappleons que 1 (y) = Oo(w)tu Mo soit (A) Ao, v Qe P(M). Alors
par le lemme cela définit une (G, M)-famille sur XG Par le théoréme il suffit
donc de prouver que d ne dépend que de I’ordre de e pour tout L € L(M).

Soit M =M GL,,, X --- X GL,, (cf. paragraphe|V.1.3). On a Hy = ﬁéq +s5740,1,1,...,1) (cf.
paragraphe[V.1.7]) pour s € W(ay) et (0,1,- -+, 1) € a5, ot

e _ 1480 €1
(Al) HEQS =S ([ETS(M)] - [Ers(M))] /[ rs(M)] [ s(M))])
Rappelons que
r;(M) = ns—l(l) + ns_1(2) + -+ i’ls—l(i)
Soit L € L(M). Sans perdre grand chose, on peut supposer que M et L sont standard. Par
I'inclusion XE c de, on suppose que

Xp=A=Wy A eXG A== A, A = = Aiyy oo, A1 = o0 = Ay

pour 1 <i; < --- < f = r. Soit s € W(apy) tel que le sous-groupe parabolique associé soit
dans un sous-groupe parabolique de $(L). Alors sous l'identification W(ay1) = S,, I'élément
s transforme l'intervalle [iy + --- + i1 + 1,71 +--- +i;] N {1,--- ,7} en un intervalle. Comme
une permutation s € W(aps) définit aussi un morphisme

G G
s: Xy —>XS(M)

tel que pour H € a4 et A € X, on ait 257 = 5(A)H. Donc pour s € W(ay) et t € W(ar) tels
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querQQt,OnaV/\eXf:

k

r r
Ao = ([T arems([ T ap = 4357y s(H A s ] 40)
I=1 =2

=2

cela est égal a (A; 171 -+ /\i],if_l)/\Hth dont le premier facteur ne dépend pas de ¢, et on obtient
donc
d; = lim Z Aoy
QeP(L)

Soit {x} = x — [x], Yx € R, alors

] - [yl = [x—yl, sifx}>{y
[x—yl+1, si{x}<{y}
Soient L = GL;,;, X -+ GLy,, ett € W(ar). On sait que

e ; e
[ rt(L)] [- r;(L))] = _[;mt‘l(i)] —elr

ou
&bt = {O' si n t(L )} = {nrt(L)}
1 1Losifgrh < {irg)

en particulier, e = 0. Il s’ensuit que

k n
H ~[em] 1-¢
Qf=<||Al. '”>S<||Ai ).
i=1 =2

_ e
Notons que le premier facteur ne dépend pas de t € W(az). La fonction S(Hi;z /\1.1 ) estun

polyndéme, et
n _te
degs(H /\3 %) = dim af — Z ef’e
i=2

i=2
Par le lemme on obtient que d = 0 sauf si ef’e = 0 pour tout i et £, cela équivaut que

€ i

(rigl=0 Yiz1

ie.n|e} ) mp- pourtouti>1ett e S, et donc cela équivaut encore

nlem YIix1
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Notons que si e, ¢’ ont le méme ordre dans Z/nZ. alors
nlem; Vizl)e= mn|em VYIiz1)
Donc d] ne dépend que de I'ordre de e et la preuve est complete. m]

Théoréme A.0.4. Le nombre J'=0 ne dépend que de I'ordre de e dans Z.[nZ.

Démonstration. Rappelons que JI=0 ( cf. I’équation (V.28)) est égal a la somme portant sur
toutes classes d’équivalence des paires discretes partout non-ramifiées (P, 71) de I'expression

suivante :
1 1
A mEm L WIXE )3 )3
sta Tt N w w
TN A n)estab(pr) I X “" AapwemXG, AL” €(Im XLZ; )° /\weImXﬁ;
A=A A A/ (M) =AL"

_ Ay
nQIQ (T 7o)
nQIQ,w (76, Adw)

lim Z /]IEQ(HAﬁLw) nﬁ(w/w_l(/\w))d/\

H1 oépLe)

Par le théoréeme et la preuve du lemme et le lemme on sait que la
limite u
_ 1nQIQu (7, 1)
lim 1% (A npe) —na(w, w (Ay))
u—1 QEPZ(L“’) Q " Q0w (7'(, /\/\w) " v

existe et elle est égale a 1 si Az » n’est pas dans Xg On peut supposer Az« € Xg, alors la
limite ci-dessus est égale a

~ Ay
nQIQu (7, =)

-1
————nx(w, w " (Ay)).
nQ|QLw (T(/ AAZU) ( ( ))

()i lim 3, T

QeP(L¥)

ott (Azre)1 est la 1% coordonnée de Azre € XG, cf. paragraphe Maintenant, d’apres
la limite ne dépend que d’ordre de e. Par le calcul du paragraphe (auquel on
renvoie pour les notations), il suffit de montrer que la valeur

5 ~(& M [Fix(ry))+e
6g(7—[, L Z /\Lwl

/\Lu EALw

ne dépend que de I'ordre de e dans Z/nZ. Rappelons que Aro est un sous-groupe de Xg et
le cardinal de 7\; est égal a p.g.c.d.(l;|Fix(m;)|). Si e et ¢’ ont le méme ordre dans Z/nZ, on a

—e —

Arer = Apeq
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et cela implique
6€(ﬁl Lw) = 66’ (7:(/ Lw)
O

Quand (1, e) = 1, on a montré (cf. théoreme(lV.4.2.3) que JT=0 est égal aunombre de classes
d’isomorphie des fibrés géométriquement indécomposables de degré e, donc cela implique

Corollaire A.0.5. Quand (n,e) = 1, le nombre des classes d’isomorphie des fibrés géométriquement
indécomposables Ay, .(X1) ne dépend pas de degré e.
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Annexe B

Lien entre les fibrés vectoriels
indécomposables et les fibrés de Higgs

Dans cet appendice, on explique comment extraire de nos résultats et ceux de [Ch15] une
preuve du résultat suivant :

Ane(X1) = g7 @D Higgs® (X1)(F,)l quand (1,¢) = 1

1,

(cf. paragraphe qui n"utilise que de la formule des traces.

Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, soit mp (resp. np) I’algebre de Lie de
Mp (resp. de Np). Soit g algebre de Lie de G. Soit 1) la fonction sur g(A) qui est la fonction
caractéristique de g(O). On normalise les mesures tels que vol(itp(F)\np(A)) = 1.

Pour tout g € G(A) (resp. X € g(A)) soit x, (resp. xx) son polynéme caractéristique. Pour
une partie R de G(A) ou g(A), et p € A[X] un polyndme unitaire de degré n on note

Ry={x€eR|xy,=p}
Si g€ G(A) ety € G(F) (resp. g(F)), ona
g'yg€ GO) = x, € FylX]

(resp. g_lyg €g(0) = x, € F[X])

Soit p € IF,[X] un polyndme unitaire de degré n. On définit deux fonctions pour tout
g€G(A)etT €ap

k;(g, Q)= Z (_1)dima§ Z ’T\p(HP((Sg) -T) Z f ﬂK(g_lé_lynég)dn
PeP(B) SeP(F)\G(F) yEMp(E), Np(A)

129
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et
Heg= Y 0F Y T -1 Y f Lo (X + gyl
PeP(B) 5eP(E)\G(F) Xemp(F), 1np(A)
Soient
1ﬁ=f KI(3,9)dg
G(F\G(A)
et

&=f‘ ki (g, 9)dg
G(F)\G(A)

Notons que tous nos résultats sur ]I marchent aussi pour ];, o
Soit T € ag = IR" tel que d(T) (cf. paragraphe|[V.3.1) assez grand. Alors

k(29 =F(gT Y, 1k(gyg)
y€G(F),

(cf. preuve du théoreme|IV.4.1.4), et

k(88 =F(T) Y. Txeyo)(8'Xg)
XeG(F),

(cf. théoreme 6.1.1.2. de [Ch15]). Donc par le dictionnaire des fibrés-adeles, on a (cf. preuve
de[IV.4.2.3)
i{y € Aut(E)lx, = pil

j pe —
& T-semi-stable de degré e | t(S)l

= Ity € End(E)lx, = pll
pe |Aut(E)|

& T-semi-stable de degré e

ol la somme porte sur les classes d’isomorphie des fibrés vectoriels T-semi-stables.

Lemme B.0.1. Soit & un fibré vectoriel de rang n. Un endomorphisme y est un automorphisme si et
seulement si le terme constant de son polyndme caractéristique est non-nul.

Démonstration. Notons que pour un endomorphisme y de &
(ker(y) = 0) & (coker(y) = 0) & (y est un automorphisme)
En effet, on a une suite exacte :
0 — ker(y) — & 28— coker(y) — 0

Donc on a deg(ker(y)) = deg(coker(y)) et rg(ker(y)) = rg(coker(y)). O
On en déduit alors que pour tout T tel que d(T) (cf. paragraphe[[V.1.2]et[[V.3.1) soit assez
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grand, si le terme constant de p est non-nul

(B.1) Tpe =Tne
et si le terme constant de p est nul

(B.2) Jpe=0

Par le théoreme [[V.4.1.5(et le théoréme 6.1.1(4) de [Ch15], on sait que ];, . et f; . sont quasi-
polynomiaux donc les équations (B.1) et (B.2) sont vraies pour tout T € ap.

Donc on a
T=0 _ T=0 _ 7T=0
e Z Jpe = Z Joe

pelF[X] pel,[X],p(0)#0

Quand p = X" le polyndme dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient dominant,
7T=0 _—
nilpe ~
on obtient quand (n,e) =1

on note fg jo. Par le théoréme 6.2.1 de [Ch15], comme il y a g — 1 éléments dans IF;,

T=0 _ =g _ 91 #T=0
=g-nIt=— Y I
peF,[X]

Par le corollaire 5.2.2 et le corollaire 5.2.3 de [Ch15], on a
T=0 _ q -1 —nz(gx—l) 1 H° st X+ )(IF
e =T q vol(Higgs;, ,(X1)(F;))

ot vol estla masse d'un groupoide. Comme tout fibré de Higgs semi-stable de rang n de degré
e pour (n,e) = 1 est automatiquement stable, le cardinal de son groupe d’automorphisme est
g — 1. On obtient
— _n2 —~1)— .
Jo=0 = g7 S Higgsy (X1)(Fy)

Cela prouve l'assertion par le théoreme|[IV.4.2.3
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Index des symboles

Tpy(A, T)

fe,-) ..................................... g
Hp oo 3
HZ) ...................................... 62
H“QS ..................................... 63
T e e 28
Hix oo P8
ImXILVI ................................... 29
(Imxgjpf ............................... 81
) 55
K(A) e
KP(QTE) e
Ky oo 27
Koo
L e 79
AL e
LMY o
MW, A) oo
Mp|Q(w, /\) ..............................
Mo, Pl) oo
L e e
PE) o 6]
(M, 1) e
NOf) oo
ME(TE,Z) e
N o 07
Na(W,A) oo
P 591
PP
PB) e
PLIM)
P(f) oo
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pgcd. o
PoUXL) e
DD 4T]
DZA,G) oo [T
TURV ottt e e e e e e e e B9l
WMpi o eveeeee e
(PofT) oo
QL et B9
s et [eT]
SEAD(P, 1) oo
)Y F1 o
[X] o 29
XL R8 9
0 27
X e
1 74 T
ReXk ..o R9
PL e e @

Index des symboles

pg ...................................... 4
SiA) e 104
SIM) e 59
Qo E
T 3
00 e 63
W(ap, (IQ)) ............................... @
W(C(p, Q) ................................ @l
WM 9]
() e @
A S 28]
[Z1f(2) oo 109
CoXy(2) weenenee e 103
TQ ceenee et 62
T8 e 62
b e 103
L] e 9
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