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Introduction

Le b�eton est l'un des mat�eriaux les plus utilis�es en g�enie civil. Peu coûteux, facile �a produire et �a

mettre en forme, il poss�ede �egalement de bonnes propri�et�es m�ecaniques en compression. Sa r�esistance

�a la traction est en revanche assez faible (environ 10 fois inf�erieure �a sa r�esistance �a la compression).

A�n de pallier cette faiblesse, des armatures en acier qui elles, sont r�esistantes �a la traction, sont

plac�ees dans les zones soumises �a des e�orts de traction, formant ainsi le b�eton arm�e.

Le dimensionnement des structures en b�eton arm�e ob�eit �a des r�egles strictes d�e�nies par des codes

(Eurocodes, BAEL, ...). Ces r�egles permettent de d�eterminer les caract�eristiques des structures, comme

la composition du b�eton, le diam�etre ou l'espacement des armatures, ou encore les longueurs d'ancrage

et d'enrobage, par rapport �a deux �etats limites que sont l'�etat limite de service (ELS) et l'�etat limite

ultime (ELU). L'ELS correspond �a un �etat de la structure au-del�a duquel celle-ci ne peut plus assurer

la fonction qu'elle est cens�ee remplir, tandis que l'ELU correspond �a la ruine de la structure. Les r�egles

de calcul des codes de dimensionnement sont des formules semi-empiriques, bas�ees sur la r�esistance

des mat�eriaux et des approches semi-probabilistes. Ces r�egles su�sent �a la conception des structures

vis-�a-vis des �etats limites, d�e�nis du point de vue de leur r�esistance globale par rapport aux di��erentes

actions auxquelles elles sont soumises au cours de leur cycle de vie. Cependant, la complexit�e et

l'importance croissantes des structures (telles que les enceintes de con�nement des centrales nucl�eaires,

les barrages, les ponts, ...) font que le dimensionnement aux �etats limites des structures en b�eton arm�e

ne su�t plus �a leur conception. En particulier, la connaissance de l'�etat de �ssuration est indispensable,

son in
uence �etant primordiale vis-�a-vis de certains ph�enom�enes comme l'�etanch�eit�e des structures ou

la corrosion des armatures. La pr�evision de la �ssuration n�ecessite de passer par la mod�elisation et la

simulation num�erique. Pour cela la m�ethode des �el�ements �nis reste la m�ethode la plus utilis�ee (bien

que l'on trouve dans la litt�erature certains mod�eles bas�es sur des m�ethodes particulaires, en particulier

en dynamique), mais se heurte �a deux di�cult�es :

| Tout d'abord, qu'il soit arm�e ou non, le b�eton est un mat�eriau au comportement complexe, dont la

mod�elisation a fait l'objet de nombreuses publications. Il s'agit en e�et d'un mat�eriau h�et�erog�ene,

constitu�e de pâte de ciment et de gravier, ce qui pose la question de l'�echelle de mod�elisation. Au

vue des moyens de calculs qui seraient n�ecessaires �a une mod�elisation �a l'�echelle microscopique,

la plupart des mod�eles de la litt�erature ont �et�e d�evelopp�es �a l'�echelle macroscopique. Malheureu-

sement, tr�es peu d'entre eux sont capables de pr�edire l'int�egralit�e du processus de d�egradation

du b�eton, depuis l'apparition d'endommagement di�us, jusqu'�a l'initiation et la propagation de

macro-�ssures. �A cela vient s'ajouter une di�cult�e suppl�ementaire dans le cas du b�eton arm�e

qui est le nombre important de macro-�ssures induites par la pr�esence des armatures.

| La deuxi�eme di�cult�e est d'ordre g�eom�etrique. En e�et, le diam�etre des armatures m�etalliques
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est g�en�eralement faible devant les dimensions caract�eristiques des structures qu'elles servent �a

renforcer (au moins un ordre de grandeur d'�ecart). Du point de vue de la m�ethode des �el�ements

�nis, cela n�ecessite des maillages particuli�erement �ns a�n de repr�esenter correctement l'interface

entre l'acier et le b�eton, entrâ�nant ainsi des coûts de calcul prohibitifs pour l'�etude de structures

industrielles. �A cela il faut ajouter le nombre g�en�eralement important des armatures et leurs tra-

jectoires �eventuellement complexes qui peuvent rendre le processus de maillage laborieux.

Cette th�ese s'inscrit dans le cadre du project ERC XLS n0 291102, qui a pour objet l'utilisation de

fonction de niveau, ou en anglais level sets, pour l'�etude de probl�emes complexes. On propose donc

dans cette th�ese d'utiliser ces level sets a�n de r�epondre aux deux probl�emes mentionn�es ci-dessus :

| La m�ethode TLS, pour Thick Level Set, d�evelopp�ee au sein du projet XLS, est appliqu�ee �a la

mod�elisation du b�eton. Cette approche, bas�ee sur l'utilisation d'une fonction de niveau pour la

repr�esentation du champ d'endommagement pr�esente l'avantage de permettre l'extraction directe

des ouvertures de �ssures sans aucune m�ethode de post-traitement particuli�ere.

| Une approche permettant de combiner repr�esentation volumique et lin�eique des armatures est

propos�ee. L'id�ee de cette approche repose sur le fait que, dans tout calcul par �el�ements �nis,

il est possible d'identi�er des zones d'int�erêts que l'on maille �nement tandis que le reste de la

structure est maill�e plus grossi�erement. Dans le cadre de cette nouvelle approche, les armatures

sont mod�elis�ees volumiquement par la m�ethode X-FEM (bas�ee sur l'utilisation de level sets) dans

la zone d'int�erêt a�n d'obtenir des r�esultats pr�ecis. Dans le reste de la structure, des �el�ements

barres 1D sont utilis�es a�n de diminuer les coûts de calcul. La m�ethode de transition propos�ee

permet d'assurer que, dans la zone d'int�erêt, les r�esultats obtenus sont quasiment identiques

�a ceux qui seraient obtenus avec une repr�esentation volumique des armatures dans toute la

structure.

Ce manuscrit est organis�e en cinq chapitres. Dans le chapitre 1, un �etat de l'art non-exhaustif des

mod�eles permettant d'�etudier la d�egradation des mat�eriaux quasi-fragiles dont fait partie le b�eton est

pr�esent�e. Les avantages et inconv�enients de chaque mod�ele seront mis en �evidence, a�n d'introduire

dans le chapitre 2 la m�ethode TLS. Les deux versions de la m�ethode y sont pr�esent�ees et compar�ees. Le

chapitre 3 illustre l'extraction d'ouvertures de �ssures avec la m�ethode TLS sur des cas tests simples en

b�eton non-arm�e, tandis que le chapitre 4 est consacr�e �a l'�etude de cas plus complexes sur des structures

en b�eton arm�e. En�n, le chapitre 5 pr�esente la nouvelle approche de mod�elisation volumique et lin�eique

des armatures, et son application sur di��erents cas tests illustratifs, en lin�eaire et en non-lin�eaire.
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1.1. Introduction

Le b�eton est un mat�eriau h�et�erog�ene, obtenu �a partir d'un m�elange d'eau, de ciment et de granulats.

L'eau et le ciment forment un m�elange 
uide, que l'on peut facilement mettre en forme, avant de se

solidi�er. Ceci, associ�e au coût assez faible de ses di��erents composants, en fait un des mat�eriaux les

plus employ�es en g�enie civil. Une des principales caract�eristiques du b�eton est sa tendance �a se �ssurer

en r�eponse �a un chargement. Par exemple, lorsqu'il est soumis �a un chargement statique, le b�eton

commence �a se d�eformer �elastiquement. Puis des micro-�ssures commencent �a apparâ�tre, dues entre

autres �a la d�ecoh�esion entre la pâte de ciment et les granulats. Les d�eformations se localisent progressi-

vement dans certaines zones. En�n, les micro-�ssures coalescent jusqu'�a l'apparition de macro-�ssures.

On cherche g�en�eralement �a �eviter ces �ssures qui peuvent s'av�erer gênantes, par exemple pour l'aspect

esth�etique, voire dangereuses pour l'int�egrit�e des structures. Savoir si ces �ssures vont se propager

n'est pas su�sant, il est �egalement n�ecessaire de pouvoir pr�edire leur trajectoire et leur ouverture,

qui peuvent avoir une in
uence sur l'�etanch�eit�e comme dans le cas des enceintes de con�nement en

b�eton arm�e des centrales nucl�eaires. Des r�egles existent (EN, 2005) a�n de calculer les dimensions

des structures permettant d'assurer leur tenue en service, mais elles ne permettent pas de connâ�tre

pr�ecis�ement l'�etat de �ssuration du b�eton. Il est n�ecessaire pour cela de passer par la mod�elisation et

le calcul num�erique.

Comme �evoqu�e plus haut, le b�eton peut-être consid�er�e comme un mat�eriau constitu�e de deux phases,

la pâte de ciment et les granulats. Cela pose la question de l'�echelle de mod�elisation. L'approche la

plus directe consisterait �a �etudier le b�eton �a l'�echelle microscopique, ce qui n'est �evidemment pas

possible au vu des moyens de calcul actuels. Des travaux ont certes tent�e de mod�eliser le b�eton �a

une �echelle m�esoscopique, c'est-�a-dire en ne prenant en compte que les plus gros granulats, mais sur

des structures de petites dimensions comme par exemple dans (Laborderie et al., 2007). Ces mod�eles

permettent d'obtenir une repr�esentation de la micro-�ssuration, mais posent la question de la forme

g�eom�etrique des inclusions (g�en�eralement id�ealis�ees en sph�eres ou en poly�edres r�eguliers). Ces ap-

proches demeurent �egalement coûteuses en ressources de calculs. La plupart des mod�eles utilis�es dans

la litt�erature consid�erent donc le b�eton �a l'�echelle macroscopique, c'est-�a-dire comme un mat�eriau

homog�ene.

Les premiers travaux sur la mod�elisation des �ssures ont �et�e r�ealis�es par Gri�th (1920), et s'appli-

quaient �a la propagation de macro �ssures dans un mat�eriau �elastique lin�eaire, ce qui en pratique est

rarement le cas. En particulier, la pointe de la �ssure, que l'on appelle zone d'�elaboration, ou Fracture

Process Zone (FPZ) en anglais, est souvent sujette �a des non-lin�earit�es (Ba�zant et Planas, 1997). Cette

zone peut être divis�ee en une zone adoucissante et une zone durcissante. Lorsque la zone durcissante

est de taille non n�egligeable par rapport �a la taille de la structure alors que la zone adoucissante est

petite, le mat�eriau est dit ductile (c'est par exemple le cas des m�etaux). Lorsque la zone adoucissante

est de taille non n�egligeable par rapport �a la taille de la structure alors que la zone durcissante est

petite, le mat�eriau est dit quasi-fragile. En�n, si la zone d'�elaboration est de taille n�egligeable par

rapport �a la taille de la structure, le mat�eriau est dit fragile (dans ce cas l�a le mod�ele de Gri�th
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peut-être utilis�e). On remarque que la notion de zone d'�elaboration n�ecessite de connâ�tre la taille

caract�eristique de la structure �etudi�ee, ce qui en ferait davantage une caract�eristique structurelle que

mat�erielle. On insistera sur les dimensions caract�eristiques de cette zone d'�elaboration par rapport �a

celle des structures �etudi�ees, qui interviennent notamment dans l'e�et d'�echelle (Ba�zant, 1976), c'est-

�a-dire la d�ependance de la contrainte nominale d'une structure �a sa dimension caract�eristique.

En ce qui concerne le b�eton, les dimensions caract�eristiques des structures �etudi�ees sont de l'ordre de

quelques m�etres �a plusieurs dizaines de m�etres, et la zone d'�elaboration est de l'ordre de quelques cen-

tim�etres. La zone d'�elaboration a un comportement adoucissant dû �a l'apparition des micro-�ssures,

on consid�ere donc le b�eton comme un mat�eriau quasi-fragile.

Pour terminer cette section, on pr�ecise que de nombreux ph�enom�enes physiques intervenant au cours

de la dur�ee de vie d'une structure en b�eton ne sont pas pris en compte dans ce m�emoire, notamment :

| La contraction de retrait due aux r�eactions chimiques entre ses di��erents constituants et �eventuellement

son milieu environnant

| La d�eformation de 
uage, c'est-�a-dire la d�eformation di��er�ee qui vient s'ajouter �a la d�eformation

�elastique lorsque le b�eton est soumis �a un chargement

| Les ph�enom�enes li�es �a la thermique ou au transport d'�el�ements �a travers le b�eton

| Les e�ets li�es �a la porosit�e

On se restreindra aux d�eformations imm�ediates des structures sous un chargement m�ecanique quasi-

statique et monotone.

1.2. Formulation du probl�eme m�ecanique

On pr�ecise dans cette section les principales �equations et hypoth�eses consid�er�ees dans ce m�emoire.

On consid�ere un domaine d'�etude 
, de fronti�ere @
 (cf. �gure 1.1). En se restreignant �a des probl�emes

quasi-statiques, l'�equilibre de 
 soumis �a des e�orts volumiques f s'�ecrit :

Figure 1.1. { D�e�nition du probl�eme m�ecanique
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r:� + f = 0 sur 
 (1.1)

o�u � est le tenseur des contraintes de Cauchy. Des e�orts Td sont impos�es sur @
T :

� � n = Td sur @
T (1.2)

et la solution du probl�eme en d�eplacements u v�eri�e :

u = ud sur @
u (1.3)

o�u

@
T [ @
u = @
 et @
T \ @
u = ; (1.4)

On se place dans le cadre des petites perturbations (HPP), ce qui permet d'�ecrire :

� =
1

2
(ru+ (ru)>) (1.5)

o�u � est le tenseur des d�eformations lin�eaires.

On note C l'espace des champs cin�ematiquement admissibles, c'est-�a-dire v�eri�ant la condition aux

limites (1.3) :

C = fv 2 H1(
); v = ud sur @
ug (1.6)

et C0 l'espace l'ensemble des champs cin�ematiquement admissibles �a z�ero :

C0 = fv 2 H1(
); v = 0 sur @
ug (1.7)

De fa�con �equivalente on peut reformuler le probl�eme m�ecanique en �ecrivant le Principe des Travaux

Virtuels : trouver u 2 C tel que pour tout champ de d�eplacement virtuel �u 2 C0 on a :

Wint =Wext (1.8)

Wint =

Z


� : �(�u)d
 (1.9)

Wext =

Z


f � �ud
 +

Z
@

Td � �ud� (1.10)

o�u Wint repr�esente le travail virtuel des e�orts internes et Wext le travail virtuel des e�orts externes.

Il restera �a pr�eciser la relation liant � et � et certaines conditions aux limites sp�eci�ques aux

di��erents types de mod�eles que l'on pr�esentera dans les sections suivantes.
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1.3. M�ecanique de la rupture

1.3.1. Mod�ele de Gri�th

Une premi�ere cat�egorie de mod�eles utilis�es pour �etudier la �ssuration des mat�eriaux, bas�ee sur

les travaux de Gri�th (1920), porte le nom de m�ecanique lin�eaire de la rupture. Les �ssures sont

repr�esent�ees par des surfaces de discontinuit�es de dimensions n� 1, n �etant la dimension du probl�eme

�etudi�e : point (n = 1), ligne (n = 2) ou surface (n = 3). Trois modes de rupture peuvent être

distingu�es : le mode I, ou mode d'ouverture, le mode II, mode de cisaillement dans le plan de la

�ssure, et le mode III, mode de cisaillement hors-plan. On peut montrer pour un probl�eme �ssur�e 2D,

dans le syst�eme de coordonn�ees (r; �) centr�e sur la pointe de la �ssure, (cf. �gure 1.2) en �elasticit�e

lin�eaire plane, que le tenseur des contraintes peut s'�ecrire comme la somme d'une partie r�eguli�ere et

d'une partie singuli�ere �S au voisinage de la �ssure (Irwin, 1957) :

8><
>:

�Srr = KI�
I
rr +KII�

II
rr

�Sr� = KI�
I
r� +KII�

II
r�

�S�� = KI�
I
�� +KII�

II
��

(1.11)

o�u KI et KII sont des termes d�ependants de la g�eom�etrie du probl�eme et du chargement, appel�es

facteurs d'intensit�e des contraintes.

8>><
>>:

�Irr = 1p
2�r

cos
�
�
2

� �
1� sin

�
�
2

�
sin
�
3�
2

��
�Ir� = 1p

2�r
cos
�
�
2

�
sin
�
�
2

�
cos
�
3�
2

�
�I�� = 1p

2�r
cos
�
�
2

� �
1 + sin

�
�
2

�
sin
�
3�
2

�� (1.12)

8>><
>>:

�IIrr = 1p
2�r

sin
�
�
2

� �
2 + cos

�
�
2

�
cos
�
3�
2

��
�IIr� = 1p

2�r
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�
�
2

� �
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�
�
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�
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�
3�
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��
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2�r
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�
�
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�
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�
�
2

�
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�
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� (1.13)

Pour un probl�eme 3D l'expression de �S est similaire, des termes associ�es aux modes III ainsi

qu'un facteur d'intensit�e des contraintes venant s'ajouter �a ceux correspondants aux modes I et II.

La pr�esence d'un terme en r�1=2, a pour cons�equence la divergence de �S en pointe : un crit�ere en

contrainte ne peut donc pas être utilis�e pour savoir si la �ssure va se propager. En revanche, il est

possible d'identi�er des valeurs critiques des facteurs d'intensit�e des contraintes, appel�es t�enacit�es,

au-del�a desquelles on sait qu'il y aura propagation. Les valeurs des facteurs d'intensit�e des contraintes

ont �et�e calcul�ees (analytiquement ou empiriquement) pour de nombreuses con�gurations (Tada et al.,

1973; Murakami Yukitaka, 1987), et peuvent donc servir de crit�ere pour savoir si une �ssure va se

propager.

Gri�th propose une autre approche utilisant le crit�ere en �energie suivant : la �ssure ne se propage

que si la variation d'�energie potentielle W n�ecessaire pour augmenter l'aire de la �ssure de A est �egale

�a une valeur critique Gc appel�ee taux de restitution d'�energie critique. Ainsi, en d�e�nissant :

G = �@W
@A

(1.14)
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on consid�ere que la �ssure se propage si G = Gc.

Figure 1.2. { Evolution de la contrainte en pointe de �ssure

Une m�ethode permettant de calculer ce taux de restitution d'�energie G a �et�e propos�ee par Rice

(1968). Elle consiste �a calculer l'int�egrale de Rice J , ind�ependante du contour � (cf. �gure 1.3) sur

laquelle elle est calcul�ee :

J =

Z
�
Wdy � n:�:@u

@x
ds (1.15)

o�u W est l'�energie de d�eformation et n la normale unitaire �a �. En �elasticit�e lin�eaire, G = J . On

pr�ecise que les l�evres de la �ssure @
+
c et @
�c (cf. �gure 1.3) sont libres : aux �equations donn�ees dans

la section 1.2, doivent être ajout�ees les conditions aux limites suivantes :

� � n�c = �� � n+c = 0 (1.16)

o�u n�c et n+c sont les normales aux l�evres @
�c et 
+
c respectivement (sous l'hypoth�ese des petites

perturbations, on a n�c = �n+c ).
En�n, les facteurs d'intensit�e des contraintes introduits par Irwin et le taux de restitution d'�energie

introduit par Gri�th sont li�es par la relation suivante :

G =
1� �2

E
(K2

I +K2
II) +

1 + �

E
K2
III (1.17)

La m�ecanique de la rupture lin�eaire constitue donc un outil permettant de savoir si une �ssure va

se propager. Elle reste cependant limit�ee au domaine de l'�elasticit�e, et ne s'applique qu'�a des �ssures

d�ej�a existantes, elle ne permet donc pas de pr�evoir comment de nouvelles �ssures vont s'initier.

1.3.2. Mod�eles coh�esifs

Le mod�ele pr�esent�e dans la section 1.3.1 n'est plus valable d�es lors que la taille de la zone d'�elaboration

ne peut plus être consid�er�ee comme n�egligeable. Ainsi, des mod�eles dits coh�esifs, �egalement appel�es
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Figure 1.3. { D�e�nition du probl�eme m�ecanique �ssur�e

mod�eles de �ssures �ctives (�ctitious crack en anglais), ont �et�e propos�es a�n de prendre en compte les

non-lin�earit�es de cette zone d'�elaboration, pour les mat�eriaux ductiles (Dugdale, 1960) comme pour

les mat�eriaux quasi-fragiles (Baranblatt, 1961). L'id�ee est de garder une repr�esentation des �ssures

par des surfaces de discontinuit�es de dimension n � 1, mais de concentrer les e�ets dissipatifs de la

zone d'�elaboration sur une certaine portion de ces discontinuit�es (cf. �gure 1.4). Sur la base de ces

travaux Hillerborg et al. (1976) propose de remplacer la condition aux limites (1.16) par :

� � n�c = �� � n+c = ��(w)n+c (1.18)

o�u �(w) est une fonction, param�etre du mat�eriau consid�er�e, w �etant l'ouverture de la �ssure (cf.

exemple de la �gure 1.5). Un des exemples les plus utilis�es dans le cas du b�eton est la loi bilin�eaire

(Petersson, 1981), �a laquelle on s'int�eressera plus en d�etails dans la section 2.5.1. L'introduction de

(1.18) permet de diviser la �ssure en deux parties : une partie libre o�u aucune contrainte n'est transmise

entre les deux l�evres, et une zone coh�esive en pointe o�u des e�orts transitent malgr�e l'ouverture de la

�ssure. On remarquera que l'introduction d'une zone coh�esive permet d'�eviter le caract�ere non born�e

du champ de contraintes en pointe de �ssure. Le reste du mat�eriau demeure �elastique lin�eaire. D'autre

part, contrairement au mod�ele de Gri�th, le mod�ele de �ssure coh�esive permet de g�erer l'initiation

des �ssures, en introduisant celles-ci dans la structure lorsque l'une des contraintes principales atteint

la valeur maximale de �(w) (�c dans l'exemple de la �gure 1.5).

La propagation de �ssures coh�esives n'est cependant pas triviale du point de vue num�erique. Par

exemple, Hillerborg et al. (1976) consid�ere sur un essai de 
exion 3 points (cf. �gure 1.6) que la �ssure

se propage d�es que �xx atteint �c : dans ce cas, la condition de sym�etrie sur ux est remplac�ee par un

e�ort coh�esif �(w). L'inconv�enient est qu'il est n�ecessaire de connâ�tre le trajet de propagation de la

�ssure a priori, a�n d'y positionner des n�uds du maillage �el�ements �nis. Lorsque ce n'est pas le cas, il

est n�ecessaire de modi�er le maillage au fur et �a mesure de la propagation (on verra dans la section 1.3.3

que des m�ethodes particuli�eres ont �et�e d�evelopp�ees a�n de r�esoudre ce probl�eme). Se pose �egalement
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FPZ

Figure 1.4. { Fissure coh�esive �equivalente

Figure 1.5. { Exemple de loi coh�esive �(w)

Figure 1.6. { Propagation d'une �ssure coh�esive dans une poutre en 
exion 3 points (Hillerborg
et al., 1976).

la question de la direction de propagation ; les crit�eres en contraintes sont num�eriquement di�ciles

�a �evaluer car ils n�ecessitent des maillages �ns en pointe de �ssure, mais des crit�eres �energ�etiques

existent (voir par exemple (Erdogan et Sih, 1963)). En�n, ces mod�eles ne s'appliquent qu'�a des macro-

�ssures, et ne permettent pas d'�etudier le ph�enom�ene d'endommagement di�us dû �a l'apparition de

micro-�ssures.

On peut �egalement citer les travaux de Ba�zant et Oh (1983) sur le mod�ele de \bande �ssur�ee"
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(crack band model), o�u les micro-�ssures de la zone d'�elaboration sont suppos�ees être �a l'origine d'une

d�eformation de �ssuration �f . Cette d�eformation est prise en compte dans la matrice de compliance

d'une bande d'�el�ements de largeur lb, par le biais d'une loi adoucissante �(�f ). L'un des principaux

inconv�enients de cette m�ethode est que le trajet de �ssuration est li�e �a l'orientation des �el�ements du

maillage. On peut montrer que cette m�ethode est �equivalente au mod�ele coh�esif, qui peut être vu

comme la limite du mod�ele de bande �ssur�ee quand lb tend vers z�ero.

1.3.3. Introduction de discontinuit�es dans la solution

Num�eriquement, l'introduction dans un maillage �el�ements �nis de surfaces de discontinuit�es de

dimension n�1 pose probl�eme ; les fonctions d'interpolation �el�ements �nis �etant continues, la �ssure ne
peut traverser les �el�ements. Les n�uds des �el�ements doivent donc co��ncider avec les bords de la �ssure,

qu'elle soit coh�esive (cf. section 1.3.2) ou non (cf. section 1.3.1). Cela rend l'�etude de la propagation

de �ssures laborieuse, une �etape de remaillage �etant n�ecessaire �a chaque pas de propagation. A�n

de r�esoudre ce probl�eme, plusieurs m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees, comme par exemple l'approche des

discontinuit�es fortes (J. Oliver, 1996a,b), dans laquelle l'approximation du champ de d�eplacement est

�ecrite comme la somme de deux termes :

u(x) = �u(x) +H(x)[[u]](x) (1.19)

o�u H est la fonction de Heaviside valant 0 d'un côt�e de la �ssure et 1 de l'autre. �u correspond �a la

partie r�eguli�ere du saut de d�eplacement et [[u]] au saut de d�eplacement.

Plus r�ecemment, la m�ethode des �el�ements �nis �etendus, plus couramment appel�ee X-FEM (eXtended

Finite Element Method) (Mo�es et al., 1999) suppose une approximation de la solution en d�eplacements

de la forme :

uh(x) =
X
i2I

uiNi(x) +
X
j2J

ajNj(x)H(x) +
X
k2K

Nk(x)

 X
l

blkFl(x)

!
(1.20)

o�u Ni;j;k sont les fonctions d'interpolation �el�ements �nis classiques, I l'ensemble des n�uds du maillage

et ui les d�eplacements nodaux associ�es. J d�esigne l'ensemble des n�uds du maillage coup�es par la

�ssure, la discontinuit�e du champ de d�eplacement est prise en compte via la fonction d'enrichissement

de Heaviside H, les aj �etant les inconnus nodales associ�ees �a cet enrichissement. K d�esigne les n�uds

des �el�ements situ�es en pointe de �ssures, qui sont enrichis �a l'aide de fonctions sp�eci�ques permettant

de prendre en compte la singularit�e du champ des contraintes, les blk �etant les inconnues nodales as-

soci�ees. La position de la �ssure est d�etermin�ee via l'utilisation de fonctions de niveau (ou level-sets

en anglais). Cette approche a tout d'abord �et�e d�evelopp�ee dans le cadre du mod�ele de Gri�th, mais a

rapidement �et�e �etendue aux �ssures coh�esives (Mo�es et Belytschko, 2002). Elle permet de repr�esenter

plus �nement la �ssure qu'avec l'approche des discontinuit�es fortes, pour laquelle la position de la

discontinuit�e peut être discontinue entre les �el�ements. En particulier, l'approche des discontinuit�es

forte ne permet pas de localiser pr�ecis�ement la pointe de la �ssure. La gestion de la multi-�ssuration

(Daux et al., 2000; Budyn et al., 2004), et en particulier du branchement et de la coalescence des

�ssures, reste n�eanmoins di�cile au niveau de la prise en compte des enrichissements.
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1.4. M�ecanique de l'endommagement

1.4.1. Mod�eles locaux

La m�ecanique de l'endommagement remonte aux travaux de Kachanov (1958); Chaboche et Le-

maitre (1988). L'e�et adoucissant des micro-�ssures est pris en compte en introduisant une variable

d'endommagement d, qui va diminuer progressivement la rigidit�e du mat�eriau. En supposant que le

seul ph�enom�ene dissipatif mis en jeu est l'endommagement (on ne consid�ere pas par exemple les e�ets

thermiques ou la plasticit�e par exemple), la densit�e d'�energie libre du mat�eriau s'�ecrit :

	(�; d) =
1

2
(1� d)� : C : � (1.21)

o�u C est le tenseur de Hooke du mat�eriau non-endommag�e. Physiquement, d peut être consid�er�ee

comme la densit�e de micro-d�efauts : d est ainsi comprise entre 0 pour un mat�eriau sain et 1 pour un

mat�eriau totalement endommag�e. On consid�ere dans ce qui suit que d est un scalaire, ce qui implique

qu'on suppose le mat�eriau isotrope, mais cette variable peut �egalement être tensorielle dans le cas de

l'endommagement anisotrope.

Les loi d'�etats se d�eduisent de l'expression du potentiel 	 :

� =
@	

@�
= (1� d)C : � (1.22)

Y = �@	
@d

=
1

2
� : C : � (1.23)

� est le tenseur des contraintes de Cauchy, et Y le taux de restitution d'�energie �elastique. Ce taux

de restitution d'�energie permet de d�ecrire l'�evolution de la variable d'endommagement �a l'aide des

�equations de propagation :

f � 0; _d � 0; f _d = 0 (1.24)

f est une fonction crit�ere, qui d�epend du mod�ele consid�er�e.

Mod�ele de Mazars Parmi les mod�eles employ�es pour mod�eliser le comportement du b�eton, on citera

par exemple le mod�ele de Mazars (1986), qui a l'avantage de distinguer les endommagements en

traction et en compression. On introduit la d�eformation �equivalente :

~� =

vuut 3X
i=1

h�ii2+ (1.25)
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avec �i les d�eformations principales du tenseur des d�eformations et < : >+ l'op�erateur de Macaulay :

(
h�ii+ = �i si �i � 0

h�ii+ = 0 si �i < 0
(1.26)

La fonction seuil s'�ecrit alors :

f(d) = ~��K(d) � 0 (1.27)

avec K(0) = �d0 , la valeur initiale de la d�eformation pour laquelle l'endommagement commence �a

apparâ�tre.

L'endommagement s'�ecrit alors comme une combinaison lin�eaire d'un endommagement dt en traction

et d'un endommagement dc en compression :

d = ��t dt + ��c dc (1.28)

o�u � est un coe�cient qui a �et�e introduit (Pijaudier-cabot et al., 1991) a�n de limiter l'endommagement

en cisaillement. �t et �c sont calcul�es de la fa�con suivante :

�t;c =
3X

i=1

�t;ci h�ii+
~�

(1.29)

o�u �t;ci sont les valeurs propres des d�eformations cr�e�ees par les contraintes positives et n�egatives, pour

l'indice t et c respectivement :

(
�t = 1+�

E < � >+ � �
E tr(< � >+)

�c = 1+�
E < � >� � �

E tr(< � >�)
(1.30)

On remarque que �t = 1 et �c = 0 pour une sollicitation de traction pure, et �t = 0 et �c = 1

pour une sollicitation de compression pure. En�n, les endommagements en traction et en compression

s'�ecrivent :

dt;c = 1� �d0(1�At;c)

~�
�At;ce

(�Bt;c(~���d0 )) (1.31)

Ce mod�ele est l'un des plus utilis�es, pour sa robustesse et sa simplicit�e, mais ne permet pas de bien

repr�esenter le comportement du b�eton en cisaillement. La pr�esence de l'op�erateur de Macaulay, non

d�erivable en z�ero, empêche le calcul de la matrice tangente. La matrice s�ecante est en pratique utilis�ee,

ce qui ralentit la convergence de l'algorithme de r�esolution non-lin�eaire utilis�e. De plus il ne permet

pas de prendre en compte la r�ecup�eration de raideur lors de la fermeture des �ssures.

Autres mod�eles d'endommagement Parmi les mod�eles d'endommagement anisotropes existants,

on peut citer par exemple celui de Desmorat et al. (2007) qui utilise une variable d'endommagement

tensorielle D , o�u la contrainte e�ective s'�ecrit :
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~� =
h
(I �D)�1=2�D(I �D)�1=2

iD
+
1

3

�
< tr(�) >+

1� tr(D)
� < tr(�) >� I

�
(1.32)

o�u (:)D = (:) � 1
3tr(:)I. L'utilisation d'une variable tensorielle permet de mieux prendre en compte

la dissym�etrie du comportement en traction et compression. En e�et, les micro-�ssures ont tendance

�a s'orienter perpendiculairement �a la direction de chargement pour un chargement en traction, et

parall�element �a la direction de chargement pour un chargement en compression. Pour une variable

d'endommagement tensorielle, on aura alors :

D '

2
64
D1 0 0

0 0 0

0 0 0

3
75 (1.33)

pour un chargement en traction suivant la direction 1, et

D '

2
64
0 0 0

0 D2 0

0 0 D3

3
75 (1.34)

pour un chargement en compression suivant la direction 1.

Ce type de mod�eles s'av�ere particuli�erement int�eressant lorsque les structures �etudi�ees sont soumises

�a des chargements multiaxiaux (tension-cisaillement par exemple) ou non radiaux. Ils sont en revanche

plus complexes �a impl�ementer, et ne sont pas n�ecessaires pour les cas de chargements consid�er�es dans

la plupart des �etudes.

Il peut �eventuellement être n�ecessaire de prendre en compte les d�eformations an�elastiques dues �a

l'ouverture des micro-�ssures. La Borderie (1991) propose ainsi l'expression suivante de la d�eformation

�elastique �e et de la d�eformation an�elastique �an :

�e =
< � >+

E(1� dt)
+

< � >�
E(1� dc)

+
�

E
(� � tr(�)I) (1.35)

�an =
�tdt

E(1� dt)
F (�) +

�cdc
E(1� dc)

I (1.36)

o�u �t et �c sont des param�etres du mod�ele, et F une fonction de refermeture de �ssure. Il est �egalement

possible de prendre en compte les d�eformations an�elastiques en utilisant un couplage avec la th�eorie

de la plasticit�e, comme avec le mod�ele de Jason et al. (2006). Ce type de mod�ele est utilis�e notamment

pour �etudier des structures sous sollicitation cyclique, comme un chargement sismique par exemple.

En�n, des mod�eles permettent de tenir compte �a la fois de l'anisotropie induite par la �ssuration, des

chargements non radiaux, de l'e�et unilat�eral et des d�eformations an�elastiques (Fichant et al., 1999;

Sellier et al., 1999).
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1.4.2. Probl�eme de localisation

L'inconv�enient de ce type de mod�ele est d'entrâ�ner d�ependance pathologique au maillage des

r�esultats obtenus (Ba�zant, 1976), ce que l'on illustre sur l'exemple de la �gure 1.7 (a). Une barre de

longueur L est encastr�ee �a l'une de ses extr�emit�es, et soumise �a un chargement �a son autre extr�emit�e.

Cette barre est constitu�ee d'un mat�eriau adoucissant, dont la relation � = f(�) est donn�ee sur la �gure

1.7 (b). Cette barre est maill�ee avec deux �el�ements �nis, num�erot�es 1 et 2. L'�equilibre statique de la

barre impose une contrainte constante �0 le long de celle-ci.

Lorsqu'on applique le chargement sur la barre, tant que la d�eformation reste inf�erieure �a la d�eformation

au pic �p, la d�eformation est identique dans les �el�ements 1 et 2 et vaut �0 =
�0
E . Le probl�eme d'unicit�e

intervient lorsque la d�eformation commence �a d�epasser �0 dans un ou deux des �el�ements. Plusieurs cas

sont possibles :

1. Si la d�eformation est parfaitement homog�ene, les deux �el�ements vont entrer dans la partie adou-

cissante de la courbe, la d�eformation sera donc homog�ene dans la barre et �egale �a une valeur

�1 > �p (cf. �gure 1.7 (b))

2. En pratique, une barre n'est jamais totalement homog�ene. Num�eriquement, on peut être confront�e

�a des instabilit�es ou des erreurs d'arrondis num�eriques. Ainsi la d�eformation seuil �p est g�en�eralement

atteinte en premier dans un �el�ement, par exemple dans l'�el�ement 1, qui entre donc dans la phase

adoucissante (�1 > �p). L'�el�ement 2 quant �a lui, n'est pas encore entr�e dans la phase adoucis-

sante : la contrainte �etant constante, le seul �etat de d�eformation possible est �2 < �p (cf. �gure

1.7 (b)), ce qui correspond �a une d�echarge �elastique

Cet exemple est g�en�eralisable pour un nombre N d'�el�ements �nis. L�a encore, la situation 2 est la

plus probable (adoucissement d'un �el�ement et d�echarge �elastique de tous les autres). Cet exemple

illustre bien la non-objectivit�e des r�esultats num�eriques par rapport au maillage : en e�et, en faisant

tendre la taille des �el�ements du maillage vers z�ero, la zone dans laquelle ont lieu les ph�enom�enes

dissipatifs (adoucissement) tend vers z�ero, entrâ�nant une dissipation nulle, ce qui n'est physiquement

pas acceptable.

A�n de r�esoudre ce probl�eme, il est n�ecessaire d'introduire num�eriquement une longueur caract�eristique,

a�n que les ph�enom�enes dissipatifs se localisent dans une zone de dimension non nulle. Quelques-unes

des m�ethodes d�evelopp�ees dans la litt�erature dans ce but sont pr�esent�ees dans les paragraphes suivants.

1.4.3. M�ethodes de r�egularisation des mod�eles locaux

Mod�eles �a second gradient

Les mod�eles �a second gradient (Cosserat et Cosserat, 1909) consistent �a faire intervenir le second

gradient du champ de d�eplacement, l�a o�u la plupart des mod�eles ne font intervenir que le premier

gradient (cf. �equation 1.5). Pour cela, on introduit un terme suppl�ementaire (Chambon et al., 1998)

dans l'expression du travail des e�orts internes (1.9) :

Wint =

Z


(� : �(�u) +� : rr�u) d
 (1.37)
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(a) (b)

Figure 1.7. { Illustration du probl�eme d'unicit�e pour les mod�eles adoucissants. (a) Barre de longueur
L maill�ee avec deux �el�ements �nis. (b) Loi de comportement adoucissante � = f(�)
consid�er�ee

o�u � est un tenseur de double contrainte d'ordre 3, li�e au terme rr�u par une relation de com-

portement de second gradient (cf. �gure 1.8). Le travail des e�orts externes (1.10) doit �egalement être

modi��e a�n d'introduire une condition aux limites de double force Fd :

Wext =

Z
@


(Td � �u+ Fd � r�u) d� (1.38)

Figure 1.8. { Exemple de loi de comportement de type second gradient en 1D (Chambon et al.,
1998) (N : contrainte classique.M : double contrainte). �A gauche : loi de comportement
adoucissante pour le premier gradient. �A droite : loi de comportement lin�eaire �elastique
pour le second gradient.

L'approche second gradient est coupl�ee au mod�ele d'endommagement de Mazars (Mazars, 1986) par

Kotronis et al. (2005), qui met en �evidence la pr�esence d'une longueur caract�eristique dans le mod�ele,

ce qui permet de garantir l'objectivit�e des r�esultats par rapport �a la discr�etisation �el�ements �nis. En
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revanche, l'unicit�e de la solution n'est pas assur�ee.

R�egularisation de variables internes

Les m�ethodes de r�egularisation de variables internes supposent que la valeur de la variable r�egularis�ee

en un point donn�e est in
uenc�ee par les valeurs de cette variable dans le voisinage de ce point. Ces

m�ethodes permettent de restranscrire �a l'�echelle macroscopique les ph�enom�enes ayant lieu �a l'�echelle

microscopique. Dans le cas du b�eton, ces ph�enom�enes sont dus d'une part au caract�ere h�et�erog�ene du

mat�eriau, d'autre part aux interactions entre les micro-�ssures (Ba�zant, 1991).

Mod�ele non-local int�egral L'une des solutions pour r�esoudre le probl�eme de localisation des mod�eles

d'endommagement locaux a �et�e propos�e par Pijaudier-Cabot et Ba�zant (1987). �Etant donn�ee une

grandeur X, on d�e�nit sa valeur moyenn�ee �X de la fa�con suivante :

�X(x) =

R

X(s)�(x; s)d
R


 �(x; s)ds
(1.39)

o�u `c est une longueur caract�eristique du mat�eriau consid�er�e et � est une fonction poids :

�(x; s) =
�0(x; s)R


 �0(x; s)ds
(1.40)

Plusieurs choix sont possibles pour �0, le plus courant �etant une fonction gaussienne :

�0(x; s) = exp

�
�4jjx� sjj2

`2c

�
(1.41)

Dans l'expression (1.40), �0 est norm�ee a�n de pouvoir repr�esenter un champ uniforme, c'est-�a-

dire X = �X si X est uniforme sur 
. On remplace ensuite dans les �equations du mod�ele local une

des variables internes X par sa valeur moyenn�ee �X. Di��erents choix sont possibles pour la quantit�e �a

moyenner, par exemple : dans le cas du mod�ele de Mazars, on peut moyenner la d�eformation �equivalente

(cf. �equation (1.25)), dans le cas plus g�en�eral d�e�ni par le potentiel (1.21), on choisira de moyenner le

taux de restitution d'�energie Y (Pijaudier-Cabot et Ba�zant, 1987) (cf. �equation (1.23)), etc. Le choix

de la quantit�e �a moyenner doit cependant s'e�ectuer avec pr�ecaution a�n d'�eviter des probl�emes de

locking (Jir�asek, 1998), c'est-�a-dire une contrainte non-nulle lorsque d = 1. On remarquera que le fait

de normer �0 rend � non-sym�etrique par rapport �a ses arguments, entrâ�nant une non-sym�etrie de

l'op�erateur tangent (Jir�asek et Patz�ak, 2002). La valeur de �X en un point donn�e x d�epend ainsi

des valeurs de X sur un sous-domaine de rayon de l'ordre de 2`c (�(x; s) �etant quasiment nul si

jjx� sjj > `c). Dans le cas du b�eton, Ba�zant et Pijaudier-Cabot (1989) montrent exp�erimentalement

que `c ' 2:7da, o�u da est la taille du plus gros granulat.

Cette m�ethode �a pour inconv�enient d'être coûteuse en ressources informatiques, le calcul des quan-

tit�es moyennes par l'�equation (1.39) devant être e�ectu�e sur tout le domaine. De plus, le fait de

moyenner introduit des couplages entre degr�es de libert�es distants de `c qui n'existent pas pour des

mod�eles purement locaux, ce qui augmente la largeur de bande de la matrice tangente. Des e�ets de
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bords peuvent être observ�es aux fronti�eres du domaine 
 (Krayani et al., 2009) si le support de la

fonction poids (1.40) n'est pas tronqu�e. Giry (2011) met �egalement en �evidence d'autres probl�emes

li�es �a l'amor�cage en pr�esence de singularit�es g�eom�etriques, ainsi que des erreurs de calcul des valeurs

moyenn�ees proches des bords ou de la rupture, et propose une am�elioration consistant �a remplacer la

longueur caract�eristique constante `c par une longueur caract�eristique �evolutive d�ependant de l'�etat

de contrainte local.

Mod�ele non-local �a gradients Les mod�eles �a gradients ont �et�e propos�es par Lasry et Belytschko

(1988), et consistent �a r�egulariser la d�eformation � (en 1D) en �ecrivant un d�eveloppement de Taylor

o�u sont n�eglig�es les termes d'ordre sup�erieurs �a 2 :

�� = �+ c2r2� (1.42)

o�u c est homog�ene �a une longueur. Cette expression de �� est cependant peu adapt�ee dans le cadre

d'un calcul num�erique : le terme en r2� n�ecessite en e�et d'utiliser des fonctions d'interpolation au

moins de classe C 1. Peerlings et al. (1996) proposent donc une expression implicite de ��eq :

��� c2r2�� = � (1.43)

�� devient ainsi solution d'une �equation di��erentielle du second degr�e, dans laquelle n'intervient

qu'un terme en �, ce qui ne n�ecessite qu'une continuit�e C 0 des fonctions d'interpolation. Pour r�esoudre

l'�equation (1.43) il faut imposer des conditions aux limites :

r�� � n = 0 sur @
 (1.44)

Cette condition n'a pas de r�eelle signi�cation physique, ce qui pose la question de la qualit�e des

r�esultats au niveau des bords du domaine. Peerlings et al. (2001) montrent que la r�egularisation non-

locale int�egrale et le mod�ele �a gradient implicite (1.43) sont qualitativement �equivalents. Il est possible

de montrer que la d�eformation moyenne calcul�ee par (1.43) peut s'exprimer sous la forme (1.39), avec

une fonction poids particuli�ere. Ils illustrent �egalement sur des exemples de propagation d'ondes et

d'analyse de champs de d�eformation en pointe de �ssure que la formulation explicite (1.42) aboutit �a

des r�esultats non-physiques, comme par exemple une d�eformation qui n'est pas maximale en pointe de

�ssure, ce qui constitue un argument suppl�ementaire en faveur de la formulation implicite. On notera

en�n que tout comme pour les mod�eles non-locaux int�egraux, il est possible de r�egulariser d'autres

variables que la d�eformation.

Champs de phase

L'approche par champs de phase (en anglais phase �eld), initialement d�evelopp�ee pour l'�etude des

changements de phase en physique, a �et�e adapt�ee �a l'�etude de la propagation dynamique des �ssures

en mode III par Karma et al. (2001). Elle est ensuite reprise (Miehe et al., 2010) dans le cadre de

la propagation quasi-statique des �ssures. Cette approche s'inscrit dans le cadre de la formulation

variationnelle de la rupture (Francfort et Marigo, 1998), initialement motiv�ee par les faiblesses de
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la m�ecanique de la rupture (initiation, propagation de �ssures complexes avec branchement et/ou

coalescence), mais se rapproche davantage de la m�ecanique de l'endommagement dans son formalisme

(pas de discontinuit�e).

Un champ auxiliaire �, qui joue un rôle �equivalent �a celui du champ d'endommagement d en

m�ecanique de l'endommagement, est introduit. Une des particularit�es de l'approche phase �eld du

point de vue num�erique est que ce champ auxiliaire est une variable nodale et doit donc être discr�etis�e,

contrairement �a la m�ecanique de l'endommagement o�u d est une variable interne. Le champ � satisfait

les �equations suivantes :

8>><
>>:
�� `2cr2� = 0 dans 


� = 1 sur �

r� � n = 0 sur @


(1.45)

(1.46)

(1.47)

� peut être consid�er�e comme un lissage de la fonction indicatrice de la position de la �ssure �,

c'est-�a-dire la fonction valant 1 sur la �ssure et 0 partout ailleurs (cf. �gure 1.9). Pour une poutre 1D

de longueur in�nie et �ssur�ee en x = 0, � a pour expression (Miehe et al., 2010) :

�(x) = e�
jxj
`c (1.48)

(a) (b)

Figure 1.9. { Champ auxiliaire � pour une �ssure en x = 0. (a) Champ id�ealis�e. (b) Champ liss�e.

L'approche phase �eld a �et�e compar�ee a la m�ethode TLS, utilis�ee dans ce m�emoire et pr�esent�ee plus

en d�etails dans le chapitre 2 par Cazes et Mo�es (2015). Un pro�l d'endommagement TLS est d�eduit

de (1.48) a�n d'obtenir une �energie de fracture �equivalente. Cette comparaison sur un cas 1D permet

de mettre en �evidence que la condition aux limites (1.47) a tendance �a causer des e�ets de bords. Ces

e�ets sont pr�esents aussi avec la m�ethode TLS mais de fa�con amoindrie et dus au calcul des variables

r�egularis�ees plutôt qu'�a une condition aux limites.

1.5. Transition endommagement-rupture

Les deux approches pr�esent�ees dans les sections 1.3 et 1.4 sont di��erentes mais n�eanmoins �equivalentes.

Ainsi Mazars et Pijaudier-cabot (1996) �etablit un lien entre les deux approches, bas�ee sur l'�egalit�e des
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incr�ements d'�energie dissip�ee :

dA =

R

(�Y d)d


Gc
(1.49)

o�u l'aire de la �ssure A et le taux de restitution d'�energie critique Gc, qui sont des grandeurs ca-

ract�eristiques de la m�ecanique de la rupture lin�eaire, sont mis en relation avec le taux de restitution

d'�energie �elastique Y et la variable d'endommagement d, qui sont des grandeurs caract�eristiques de

la m�ecanique de l'endommagement. Cela permet de d�eduire une zone endommag�ee �equivalente �a une

�ssure, et inversement. Cazes et al. (2009, 2010) utilise ce principe avec un mod�ele de �ssure coh�esive

en exploitant le fait que Gc est �egal �a l'aire sous la courbe d'adoucissement � = f(w). La courbe

� = f(w) est ainsi obtenue �a partir d'un mod�ele d'endommagement non-local. Planas et al. (1993)

montrent analytiquement sur un cas 1D qu'un mod�ele coh�esif peut-être solution d'un probl�eme trait�e

�a l'aide d'un mod�ele non-local. Ainsi mod�eles non-locaux et coh�esifs semblent toujours �equivalents

lors de la phase de localisation, et pour des probl�emes sans endommagement di�us les deux approches

donneront des r�esultats similaires. En revanche, aucune des deux utilis�ee s�epar�ement ne peut mod�eliser

l'int�egralit�e du processus de d�egradation des structures, depuis l'initiation de l'endommagement di�us,

jusqu'�a l'ouverture des macro-�ssures.

Des m�ethodes permettant la transition entre endommagement et rupture ont �et�e propos�ees, par

exemple par Peerlings et al. (2000) dans le cas de la fatigue. La m�ethode d�evelopp�ee est motiv�ee

par certains probl�emes de la m�ecanique de l'endommagement apparaissant lorsque d tend vers 1.

Num�eriquement, cela peut rendre le probl�eme �a r�esoudre singulier puisque la raideur de tels �el�ements

devient nulle, entrâ�nant des probl�emes de conditionnement. G�en�eralement, la valeur de d est born�ee

�a une valeur strictement inf�erieure �a 1, ce qui permet de r�esoudre le probl�eme. En revanche, un

autre probl�eme apparâ�t, sp�eci�que aux mod�eles non-locaux ; en e�et, les interactions non-locales de

part et d'autres des l�evres de la "�ssure\ (zone o�u d est proche de 1) ont tendance �a causer une

croissance non-physique de la zone endommag�ee. La solution propos�ee par Peerlings et al. (2000)

consiste donc simplement �a supprimer du calcul les �el�ements pour lesquels l'endommagement est

proche de 1. L'inconv�enient de cette approche est que la taille de la �ssure d�epend de la taille des

�el�ements du maillage. L'approche propos�ee par Simone et al. (2003), motiv�ee par les probl�emes de

croissance non-r�ealiste de la zone endommag�ee, utilise un mod�ele d'endommagement �a gradients associ�e

�a la m�ethode des discontinuit�es fortes (cf. section 1.3.3) a�n d'introduire une �ssure libre lorsque la

valeur de l'endommagement est proche de 1. Cela permet de supprimer les interactions non-locales

super
ues. Partant d'un mod�ele d'endommagement non-local, Comi et al. (2007) d�eduit une valeur

critique l'endommagement Dcr au del�a de laquelle une �ssure coh�esive est introduite. Dcr est un

param�etre num�erique d�ependant de la taille des �el�ements du mod�ele, en fonction de la pr�ecision d�esir�ee.

La forme de la loi coh�esive est d�etermin�ee de fa�con �a ce que la �ssure dissipe l'�energie qu'aurait dissip�e

l'endommagement s'il n'avait pas �et�e born�e �a Dcr.
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2.1. Introduction

On a vu dans les sections 1.3 et 1.4 que les mod�eles permettant d'�etudier le comportement des

mat�eriaux quasi-fragiles peuvent être class�es en deux cat�egories :

La m�ecanique de la rupture , pr�esent�ee dans la section 1.3. Les macro-�ssures sont introduites sous

la forme de discontinuit�es du champ de d�eplacements. Les mod�eles coh�esifs 1.3.2 en particulier

permettent de s'assurer que la dissipation d'�energie induite par la zone d'�elaboration est bien

reproduite. L'ouverture des �ssures peut ainsi être extraite, en revanche la gestion de l'endom-

magement di�us ne peut être prise en compte avec ce type de mod�eles.

La m�ecanique de l'endommagement , pr�esent�ee dans la section 1.4. L'in
uence de la micro-�ssuration

est repr�esent�ee par une diminution des propri�et�es m�ecaniques du mat�eriau, via des lois de

comportement adoucissantes, qui posent des probl�emes de perte d'unicit�e de la solution. Des

m�ethodes de r�egularisation (cf. section 1.4.3) permettent cependant d'y r�epondre. Ces approches

�etant continues, il n'est en revanche pas possible de mod�eliser l'apparition de macro-�ssures.

Quelques exemples de m�ethodes permettant de combiner les avantages des deux types de mod�eles

ont �et�e donn�es dans la section 1.5. L'approche Thick Level Set, souvent abr�eg�ee \TLS", initialement

propos�ee par Mo�es et al. (2011), fait partie de cette cat�egorie. Il s'agit d'une m�ethode de r�egularisation

des mod�eles d'endommagement locaux (cf. section 1.4.3) dont l'un des principaux avantages (Bernard

et al., 2012; Moreau et al., 2016), comme on va le voir dans ce chapitre, est d'introduire de fa�con na-

turelle des discontinuit�es du champ de d�eplacement par la m�ethode X-FEM. Initialement, la m�ethode

TLS ne permettait de traiter que des probl�emes o�u l'endommagement �etait localis�e, mais a rapidement

�et�e �etendue au cas de l'endommagement di�us (Mo�es et al., 2014). La m�ethode TLS est �egalement

applicable en dynamique (Moreau, 2014). Des m�ethodes de r�esolution e�caces pour traiter des calculs

3D sont pr�esent�ees dans (Salzman et al., 2016). En�n, l'approche TLS a �et�e appliqu�ee �a l'�etude des

mat�eriaux composites strati��ee par Gorris (2012), qui s'est int�eress�e notamment au processus de �ssu-

ration transverse et au d�elaminage, et par van der Meer et Sluys (2015) pour l'�etude de la d�elamination

en mode II.

Les concepts g�en�eraux de la m�ethode TLS sont tout d'abord rappel�es dans la suite de cette section.

Une pr�esentation uni��ee des deux versions de la m�ethode qui ont �et�e propos�ees jusqu'�a maintenant

(Mo�es et al., 2011, 2014) est ensuite d�evelopp�ee dans les sections 2.2 et 2.3. Les di��erences entre les

deux m�ethodes y sont mises en �evidence, et r�ecapitul�ees dans la section 2.4. Le choix des param�etres

de la m�ethode TLS est discut�e dans la section 2.5. En particulier, leur in
uence sur le comportement

local aux points de Gauss est �etudi�e. La m�ethode utilis�ee dans cette th�ese pour caler les di��erents

param�etres y est �egalement expliqu�ee.

2.1.1. �Equations du mod�ele local

La m�ethode TLS est ici introduite �a partir du mod�ele local d�e�ni �a partir de l'�energie libre suivante :

 (�; d) =
1

2
(1� d)� : C : � (2.1)
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o�u � est le tenseur des d�eformations, C le tenseur de Hooke et d la variable (scalaire) d'endommagement.

Le potentiel (2.1) a �et�e choisi pour sa simplicit�e, mais on notera que l'approche TLS ne d�epend pas

de l'expression de  (�; d).

Les �equations d'�etat s'en d�eduisent :

8>><
>>:
� =

@ 

@�
= (1� d)C : �

Y = �@ 
@d

=
1

2
� : C : �

(2.2)

(2.3)

o�u � est le tenseur des contraintes de Cauchy et Y le taux de restitution d'�energie �elastique. A�n

d'introduire une dissym�etrie du comportement entre la traction et la compression, le potentiel (2.1)

est modi��e (Lemaitre et Desmorat, 2005) :

 (�; d) = �(1� �id)�
2
i +

�

2
(1� �d)tr(�)2 (2.4)

o�u � et � sont les coe�cients de Lam�e, �i les valeurs propres du tenseur des d�eformations et

8>>>><
>>>>:

�i = � si �i < 0

1 si �i � 0

� = � si tr(�) < 0

1 si tr(�) � 0

(2.5)

Les lois d'�etat sont modi��ees en cons�equence :

8<
:
�i = 2�(1� �id)�i + �(1� �d)tr(�)

Y = ���i�2i � �
�

2
tr(�)2

(2.6)

(2.7)

avec 0 � � � 1. Si � = 1, on retrouve le potentiel lin�eaire (2.1). Si � = 0, l'endommagement n'agit

plus sur la partie compression du potentiel, le mat�eriau r�ecup�ere sa raideur en compression et ne peut

s'endommager qu'en traction.

La propagation de l'endommagement est alors gouvern�ee par l'�equation

f(Y; d) � 0; _d � 0; f(Y; d) _d = 0 (2.8)

o�u

f(Y; d) = Y � Yc(d) = Y � Y 0
c h(d) (2.9)

est une fonction seuil. Y 0
c est une constante, param�etre du mod�ele, et h est une fonction �egalement

param�etre du mod�ele appel�ee fonction d'adoucissement. Dans les premi�eres versions de la m�ethode

TLS (Mo�es et al., 2011; Bernard et al., 2012) la fonction constante h(d) = 1 �etait consid�er�e. Ce cas

correspond aux mat�eriaux purement fragiles. Une fonction h croissante et adimensionn�ee, telle que

h(0) = 1, a �et�e introduite plus tardivement (Mo�es et al., 2014; Parrilla G�omez, 2015) a�n d'�etudier

les mat�eriaux quasi-fragiles. Le choix de cette fonction sera discut�e dans la section 2.5.
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2.1.2. R�egularisation par la m�ethode TLS

Principe

Lors d'un calcul par �el�ements �nis avec un mod�ele local tel que celui d�e�ni par (2.4), l'endomma-

gement a tendance �a se localiser dans une bande dont la largeur est celle d'un �el�ement �ni (cf. section

1.4.2). Autrement dit, dans cette zone le gradient de la variable d'endommagement d devient in�ni.

L'id�ee de la m�ethode TLS est de conserver un gradient d'endommagement �ni :

krdk � g(d) (2.10)

o�u g est une fonction born�ee. Pour cela on introduit une longueur caract�eristique `c en �ecrivant la

variable d'endommagement d comme fonction d'une level set �, d = d(�) qui poss�ede les propri�et�es

suivantes :

d(�) = 0 si � � 0

0 < d(�) < 1 si 0 < � � `c et d0(�) > 0

d(�) = 1 si `c < �

(2.11)

Le pro�l d'endommagement d(�), d�e�ni par l'utilisateur, peut être consid�er�e comme une propri�et�e

du mat�eriau consid�er�e. Un exemple de pro�l d'endommagement quadratique d(�̂) = 2�̂� �̂2 (exprim�e
en fonction de la variable adimensionn�ee �̂ = �=`c) est donn�e sur la �gure 2.1. Du point de vue de la

discr�etisation, l'approximation �h de � s'�ecrit :

�h(x) =
X
i2N

�iLi(x) (2.12)

o�u N est l'ensemble des noeuds du maillage, et Li sont les fonctions d'interpolation �el�ements �nis

lin�eaires.

Figure 2.1. { Exemple de pro�l d'endommagement

La condition (2.10) peut s'�ecrire en fonction de �

kr�k � 1 (2.13)
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La fonction g de (2.10) �etant alors �egale �a g(d) = d0(�(d)). Le taux d'endommagement s'�ecrit alors :

_d = d0(�) _� (2.14)

Version simpli��ee et version compl�ete

Jusqu'�a pr�esent, deux versions de la m�ethode ont �et�e propos�ees, qui d�ependent de la fa�con dont la

contrainte (2.13) est impos�ee :

| kr�k = 1 : Dans cette version de la m�ethode, qui est historiquement la premi�ere (Mo�es et al.,

2011), la valeur du gradient de � est �x�ee �a 1. L'�equation (2.13) est bien respect�ee, mais cette

contrainte un peu plus forte fait que l'on ne peut mod�eliser que des probl�emes o�u l'endommage-

ment est localis�e. Cette version de la m�ethode sera quali��ee de simpli��ee.

| kr�k � 1 : Dans cette seconde version de la m�ethode (Mo�es et al., 2014), le gradient de �

peut �evoluer, mais est contraint de rester inf�erieur ou �egal �a 1, ce qui permet de mod�eliser

l'endommagement di�us qui apparâ�t avant le ph�enom�ene de localisation. Cette version de la

m�ethode sera quali��ee de compl�ete.

Certaines �etapes de la m�ethode TLS sont communes aux deux versions, d'autres sont sp�eci�ques

�a l'une ou �a l'autre. Certaines fonctionnalit�es pourraient être utilis�ees dans les deux versions, mais

ne sont impl�ement�ees que dans l'une ou l'autre. Les calculs r�ealis�es au cours de cette th�ese l'ont �et�e

avec l'une ou l'autre des m�ethodes, en fonction des sp�eci�cit�es des di��erents cas tests et des r�esultats

recherch�es. On donne dans la section 2.1.3 l'algorithme de r�esolution g�en�eral d'un probl�eme m�ecanique

par la m�ethode TLS. On d�etaille ensuite dans les sections 2.2 et 2.3 les sp�eci�cit�es des deux versions

de la m�ethode, telles qu'elles sont impl�ement�ees. Un r�ecapitulatif sur les deux versions de la m�ethode

sera fait dans la section 2.4.

2.1.3. R�esolution explicite

Quelle que soit la version de la m�ethode TLS consid�er�ee, le probl�eme est r�esolu de fa�con explicite,

c'est-�a-dire que le champ de d�eplacement u et la level set � sont calcul�es successivement. De plus, le

chargement F (qui peut être un e�ort aussi bien qu'une condition aux limites en d�eplacements) est

consid�er�e comme �etant une inconnue du probl�eme : on l'�ecrit sous la forme :

F = �Fref (2.15)

o�u Fref d�esigne un chargement de r�ef�erence (par exemple, le d�eplacement ou l'e�ort maximal que l'on

souhaite imposer �a la structure �etudi�ee). Le facteur de charge � est une inconnue du probl�eme, que

l'on va calculer �a chaque it�eration du calcul de fa�con �a obtenir une certaine propagation du champ �.

Cela permet entre autres de traiter les probl�emes de snap-back couramment rencontr�es lorsque l'on

utilise des mod�eles adoucissants.

En tenant compte de la loi de comportement (2.2), et en n�egligeant les e�orts volumiques, le probl�eme

m�ecanique (1.8) pr�esent�e dans la section 1.2, pour le chargement de r�ef�erence Fref peut se r�e�ecrire

sous la forme suivante : trouver uref 2 Cref tel que :
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Z


(1� d)�(uref ) : C : �(�u)d
 =

Z
@

Td;ref � �ud�; 8�u 2 C0 (2.16)

o�u :

Cref = fv 2 H1(
); v = ud;ref sur @
ug (2.17)

et ud = �ud;ref , Td = �Td;ref .

Tout calcul par la m�ethode TLS (peu importe la version consid�er�ee) suit les �etapes de calcul

pr�esent�ees dans l'algorithme 1.

Connaissant (un; �n; �n) au pas n :

1. Une solution de r�ef�erence un+1ref est calcul�e �a partir de �n. �n �etant connu, dn aussi (�equation

(2.2)), le probl�eme (2.16) devient lin�eaire, on peut donc calculer un+1ref , solution de (2.16) pour

le chargement Fref . On remarque que si la relation de comportement assym�etrique (2.6) est

utilis�ee, le probl�eme (2.16) devient non-lin�eaire par rapport �a u , on le r�esout donc avec un

algorithme de Newton-Raphson.

2. On calcule le nouveau facteur de charge �n+1, on a alors un+1 = �n+1un+1ref (cf. �equation (2.44)

section 2.2 pour la version simpli��ee et �equation (2.67) section 2.3 pour la version compl�ete).

3. �A partir du champ un+1ref et de �n+1, on calcule �n+1 (cf. section 2.2 pour la version simpli��ee

et section 2.3 pour la version compl�ete).

Algorithme 1 : Algorithme explicite de r�esolution d'un calcul par la m�ethode TLS

2.2. Version simpli��ee

On pr�esente dans cette section la m�ethode TLS pr�esent�ee dans (Bernard et al., 2012), bas�ee sur les

concepts introduits dans (Mo�es et al., 2011), pour le cas o�u on impose :

kr�k = 1 (2.18)

On d�e�nit les domaines et interfaces suivants :


� = fx 2 
; �(x) < 0g (2.19)


+ = fx 2 
; 0 < �(x) < `cg (2.20)


c = fx 2 
; �(x) > `cg (2.21)

�0 = fx 2 
; �(x) = 0g (2.22)

�c = fx 2 
; �(x) = `cg (2.23)
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Figure 2.2. { D�e�nition des di��erents domaines.

Dans ces conditions (cf. �gure 2.2), et en prenant en compte les propri�et�es du pro�l d'endommagement

d(�) (2.11) :

| 
� est le sous-domaine de 
 non-endommag�e, qu'on appellera aussi \mat�eriau sain"

| 
+ est le sous-domaine de 
 partiellement endommag�e, o�u \mat�eriau endommag�e"

| 
c est le sous-domaine de 
 totalement endommag�e, o�u encore \zone morte"

| �0 est la fronti�ere entre le mat�eriau sain et le mat�eriau endommag�e, qu'on appellera \front

d'endommagement"

| �c est la fronti�ere entre le mat�eriau endommag�e et la zone morte. On remarque que �c correspond

�a la position des �ssures macroscopiques

On insiste sur le fait que la condition (2.18) est v�eri��ee sur 
 tout entier, ce qui ne sera pas le cas

dans la section 2.3.

Un choix possible pour � permettant de v�eri�er (2.18) est une fonction distance sign�ee, c'est-�a-dire

telle que pour tout point x de 
 :

�(x) = � min
y2�0

jjx� yjj (2.24)

le signe de �(x) �etant positif si x 2 
+ et n�egatif si x 2 
�.

2.2.1. Calcul des champs moyens

D�e�nition

En tenant compte de (2.14), la dissipation s'�ecrit :

D = �
Z

+

Y d0(�) _�d
 (2.25)

A�n de respecter (2.18), le taux de la fonction level set _� doit v�eri�er :
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r _� �r� = 0 (2.26)

Figure 2.3. { D�e�nition de la zone endommag�ee

Ce qui signi�e que _� est uniforme le long de segments parall�eles �a r� (cf. �gure 2.3). Autrement

dit, connâ�tre la fa�con dont � se propage le long de �0 su�t �a savoir comment se propage � dans

l'ensemble du domaine. On peut ainsi d�e�nir un syst�eme de coordonn�ees locales (�; s), tel que s est

tangent aux iso-valeurs de �.

On �ecrit alors (2.25) dans le syst�eme de coordonn�ees (�; s) (Mo�es et al., 2011) :

D = �
Z
�0

 Z `(s)

0
Y (�; s)d0(�)

�
1� �

�(s)

�
d�

!
_�ds (2.27)

o�u �(s) est le rayon de courbure de �0 et `(s) la largeur de la zone endommag�ee. Comme _� est

ind�ependant de �, la force thermodynamique associ�ee Y doit l'être aussi ; on cherche donc Y tel que :

Z `(s)

0
Y (�; s)d0(�)

�
1� �

�(s)

�
d� =

Z `(s)

0
Y (s)d0(�)

�
1� �

�(s)

�
d� = Y (s)

Z `(s)

0
d0(�)

�
1� �

�(s)

�
d�

(2.28)

Ce qui am�ene �a d�e�nir, pour une grandeur donn�ee X, sa valeur non-locale X(s) le long de �0 :

X(s) =

R `(s)
0 X(�; s)d0(�)

�
1� �

�(s)

�
d�R `(s)

0 d0(�)
�
1� �

�(s)

�
d�

(2.29)

La grandeur X(s) est constante le long du gradient de �, et ne d�epend que de la position le long du

front d'endommagement �0. On choisit ici de r�egulariser le crit�ere f : f = Y � Yc. L'�equation (2.8)

est alors remplac�ee par sa version non-locale, d�e�nie le long de �0 :

�f � 0; a � 0; �fa = 0 (2.30)

o�u a = _� est l'avanc�ee du front d'endommagement. Cette �equation permet de d�eduire l'avanc�ee du

36



front �0 pour chaque valeur de l'abscisse curviligne s.

M�ethode Lagrangienne

L'�equation (2.30) n�ecessite de calculer les valeurs moyenn�ees Y et Yc, qui appartiennent �a l'espace

suivant :

�Y = fy 2 L2(
+); ry �r� = 0g (2.31)

Or l'utilisation de (2.29) fait intervenir le rayon de courbure �(s), qui peut s'av�erer compliqu�e �a

calculer en pratique. On pr�ef�ere donc calculer Y (la d�emarche est la même pour Yc) en r�esolvant la

formulation variationelle suivante : trouver Y 2 �Y tel que :

Z

+

Y Y
�
d0(�)d
 =

Z

+

Y Y
�
d0(�)d
; 8Y � 2 �Y (2.32)

On impose ainsi de fa�con forte que Y doit être constant le long du gradient de �. La construction

de l'espace �Y �etant complexe, on choisit plutôt d'imposer faiblement la contrainte ry �r� = 0 en

modi�ant la formulation variationelle (2.32). On d�e�nit les espaces Y et Y0 comme �etant :

Y = fy 2 L2(
+)g (2.33)

Y0 = fy 2 L2(
+); y = 0 sur �0g (2.34)

Y est alors calcul�e en r�esolvant :

8>><
>>:

Z

+

(Y Y
�
d0(�) +

h2

`c
rY �rY �

)d
 +

Z

+

`c(r� �r�)(rY � �r�)d
 =

Z

+

Y Y
�
d0(�)d
; 8Y � 2 YZ


+

`c(r�
� �r�)(rY �r�)d
 = 0; 8�� 2 Y0

(2.35)

� est un multiplicateur de Lagrange qui permet d'imposer la condition ry �r� = 0. Le terme en
h2

`c
rY �rY �

, o�u h est la taille caract�eristique des �el�ements du maillage, est un terme de di�usion

qui permet de limiter les oscillations de Y . Y et � sont ensuite discr�etis�es en utilisant les fonctions

d'interpolation �el�ements �nis classiques des �el�ements de 
+ :

Y
h
(x) =

X
i2N+

Y iNi(x) (2.36)

�h(x) =
X
i2N+

�iNi(x) (2.37)

o�u Ni d�esigne la fonction d'interpolation �el�ements �nis du n�ud i appartenant �a N+, ensemble des

n�uds du maillage appartenant �a 
+. La condition de Dirichlet sur � (cf. �equation 2.34) est impos�ee
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en �xant �a 0 les valeurs des degr�es de libert�e des �el�ements coup�es par �0. En injectant (2.36) et(2.37)

dans (2.35), on obtient le probl�eme matriciel :

"
K L

L 0

#"
Y

�

#
=

"
M

0

#
(2.38)

o�u Y et � sont les vecteurs contenant les degr�es de libert�es Y i et �i et :

Kij =

Z

+

�
d0NiNj +

h2

`c

@Ni

@xk

@Nj

@xk

�
d
 (2.39)

Lij =

Z

+

`c

�
@Ni

@xk

@�h

@xk

��
@Nj

@xk

@�h

@xk

�
d
 (2.40)

Mi =

Z

+

Nid
0Y d
 (2.41)

On obtient un probl�eme �el�ements �nis relativement simple �a r�esoudre, et d'autant plus rapide que

sa r�esolution est limit�ee �a la zone endommag�ee 
+.

Quelques remarques :

| On peut montrer que lorsque la largeur de la zone endommag�ee `(s) tend vers 0, la quantit�e

non-locale X tend vers la quantit�e locale X.

| La largeur de la zone endommag�ee `(s) �evolue au cours du calcul. Lorsque l'endommagement

commence �a se d�evelopper, `(s) < `c. Lorsque `(s) > `c, comme d
0(�) = 0 pour � > `c,

l'int�egrande de (2.29) devient nulle, le calcul des valeurs moyenn�ees se fait donc sur des segments

de longueur au plus `c.

| On notera que la condition (2.34) peut elle aussi être impos�ee �a l'aide d'un second multiplicateur

de Lagrange (cf. (Salzman et al., 2016)).

2.2.2. Pilotage et propagation du front

On suppose connue la valeur du champ � �a un instant donn�e n du calcul (l'exposant :h est omis

pour simpli�er les notations). Un calcul pour le chargement de r�ef�erence permet d'obtenir un champ

de d�eformations �n+1ref (algorithme 1, �etape 1). On en d�eduit les champs moyens Y
n+1
ref et Y

n+1
c (cf.

section pr�ec�edente). Ces champs sont ensuite utilis�es pour obtenir le nouveau facteur de charge �n+1

(algorithme 1, �etape 2) et le champ �n+1 (algorithme 1, �etape 3) �a l'instant n+ 1.

Tout d'abord, en utilisant l'expression de Y issue de (2.3) (la conclusion est identique en utilisant

le potentiel assym�etrique (2.7)), on a :

Y n+1 =
1

2
�n+1 : C : �n+1 =

1

2
(�n+1�n+1ref ) : C : (�n+1�n+1ref ) = (�n+1)2Y n+1

ref (2.42)

En injectant (2.42) dans la partie crit�ere de l'�equation de propagation (2.30) , on obtient :

(�n+1)2Y
n+1
ref � Y

n+1
c � 0 (2.43)

o�u Y
n+1
ref et Y

n+1
c sont calcul�es par l'�equation (2.35).
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�n+1 est alors d�etermin�e de fa�con �a ce qu'au moins un point du front d'endommagement �0 se

propage, autrement dit, que l'in�egalit�e (2.43) soit une �egalit�e en au moins un n�ud du front �h0
discr�etis�e :

�n+1 =

vuutmin
i2�h0

Y
n+1
ci

Y
n+1
refi

(2.44)

On calcule alors l'avanc�ee du front an+1 = �n+1 � �n. La valeur �n+1 + j��j est choisie comme

pr�ediction du facteur de charge, chaque n�ud du front �h0 est alors avanc�e en fonction du rapport

(�n+1+ j��j)2
�
Y
n+1
refi

Y
n+1
ci

�
(ce qui est quasiment �equivalent �a avoir une avanc�ee du front proportionnelle

�a


Y � Y c

�
+
) :

an+1i = k

*
(�n+1 + j��j)2

 
Y
n+1
refi

Y
n+1
ci

!
� 1

+
+

(2.45)

o�u �� = �n+1 � �n et

k =
amax�

1 + j��j
�n+1

�2 � 1
(2.46)

Ce qui permet de calculer �n+1 = �n+an le long du front �h0 . amax est un param�etre num�erique qui

repr�esente l'avanc�ee maximale du front, l'expression de k permet de s'assurer que le maximum de an+1i

soit �egal �a amax. Le choix de �n+1 + j��j comme pr�edicteur est arbitraire mais permet de retrouver
des taux de convergence coh�erents en fonction du param�etre amax (voir (Bernard et al., 2012) pour

une discussion plus d�etaill�ee sur les param�etres de l'algorithme). Il reste ensuite �a d�eterminer le champ

�n+1 sur tout le domaine, cf. par exemple (Sethian, 1999).

Il reste une derni�ere �etape de \r�einitialisation" a�n de v�eri�er que la condition kr�n+1k = 1 est

bien respect�ee dans tout le domaine ; pour cela on calcule pour chaque n�ud du maillage i situ�e en

xi (cf. �gure 2.4) :

�n+1(xi) = � min
y2�h0

jjxi � yjj (2.47)

L'algorithme de propagation du front pr�esent�e dans cette section a �et�e propos�e dans Bernard et al.

(2012), o�u une fonction d'adoucissement constante h(d) = 1 �etait consid�er�ee. On notera que dans le cas

particulier o�u la fonction d'adoucissement h a �et�e choisie de fa�con �a avoir un comportement �equivalent

�a un mod�ele coh�esif (cf. section 2.5.1), une m�ethode de pilotage et de propagation du front di��erente

a �et�e propos�ee par Parrilla G�omez (2015). Cette m�ethode est bas�ee sur des arguments math�ematiques

plus solides, mais n�ecessite de diviser par la d�eriv�ee de Y c par rapport �a d, ce qui n'est pas possible

lorsque h est constante. On verra en fait que cette m�ethode est proche de celle utilis�ee dans la version

compl�ete de la m�ethode TLS (cf. section 2.5.1). N�eanmoins, celle de Bernard et al. (2012) �etant utilis�ee

pour un cas test de cette th�ese (cf. section 3.2), il a �et�e choisi de la pr�esenter dans cette section.

39



Figure 2.4. { R�einitialisation de �

2.2.3. Initiation

Apr�es chaque calcul de un, le taux de restitution d'�energie local associ�e Yn est calcul�e. S'il existe

au moins un point xc de 
� tel que Yn(xc) > Y 0
c , on initie un d�efaut centr�e sur le point o�u Yn est

maximal, en for�cant �n �a prendre des valeurs positives. Ce d�efaut prend la forme d'une petite sph�ere

de faible rayon, de l'ordre d'une certaine fraction de la taille des �el�ements du maillage. Dans les cas

o�u l'on sait �a l'avance qu'une seule �ssure ne se formera, il peut être int�eressant de n'initier un d�efaut

qu'au d�ebut du calcul, puis de d�esactiver l'initiation de nouveaux d�efauts. En e�et, dans ces cas-l�a,

les nouveaux d�efauts ont tendance �a s'initier tr�es pr�es du front d'endommagement, rendant ainsi la

propagation du front moins nette. De plus, cela permet d'�economiser le coût du calcul de Yn et de la

recherche du maximum.

On rappelle que � est connu sur tout 
 d�es lors que l'on connâ�t son iso-z�ero. Il est donc possible

en d�ebut de calcul de charger la valeur de �, l'�etat d'endommagement initial �etant donc non nul. Cela

permet par exemple d'�etudier des probl�emes sur des structures comportant des d�efauts initiaux.

2.2.4. Enrichissement

La m�ethode TLS permet de r�egulariser les mod�eles d'endommagement, qui sont des mod�eles conti-

nus. Ces mod�eles font intervenir une variable d'endommagement variant de 0 �a 1 qui repr�esente

l'in
uence des micro-d�egradations sur les propri�et�es m�ecaniques du mat�eriau, en revanche ces mod�eles

ne permettent pas de mod�eliser l'apparition de macro-�ssures. Il pourrait �eventuellement être envisag�e

d'introduire une discontinuit�e du champ de d�eplacement lorsque l'endommagement atteint 1, ce qui

est di�cile en pratique d'une part parce que pour des raisons num�eriques il est souvent pr�ef�erable de

limiter la valeur de la variable d'endommagement �a 1 - � pour �eviter des probl�emes de conditionne-

ment, d'autre part il est di�cile de localiser exactement l'iso-valeur d = 1 d'une variable dont la valeur

maximale est 1.

L'un des principaux avantage de la m�ethode TLS est justement de \remplacer" la variable d'en-

dommagement d dont les valeurs sont comprises entre 0 et 1, par une variable � dont les valeurs ne
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a. Enrichissement \Heaviside"

b. Enrichissement \Ramped Heaviside"

Figure 2.5. { Enrichissement par la m�ethode X-FEM en 1D. a. Fissure 0D en m�ecanique de la
rupture, situ�ee en � = 0. b. Fissure TLS, positionn�ee en � = `c (la zone endommag�ee

c est en pointill�es).

sont pas born�ees (cf �equation (2.11)). Cela permet de localiser pr�ecis�ement l'iso-`c de �, c'est-�a-dire la

position de la �ssure, cf. �gure 2.3. A�n d'introduire une discontinuit�e du champ de d�eplacement, il

est n�ecessaire d'enrichir l'approximation de la solution du probl�eme uh. En m�ecanique de la rupture,

les �ssures sont des lignes (en 2D) ou des surfaces (en 3D), qui sont repr�esent�ees par l'iso-z�ero d'une

fonction level set : les �el�ements coup�es par cette iso-z�ero sont enrichis par la fonction de Heaviside (cf.

�gure 2.5 a.). Dans le cas de la m�ethode TLS, la �ssure est repr�esent�e par le sous-domaine 
c (cf.

�gure 2.2). Cela permet d'�eviter les probl�emes de conditionnement lorsque d = 1, en n'int�egrant pas

dans 
c. En revanche, dans le cas d'un n�ud dont le support est coup�e deux fois par l'iso-`c de � (cf.

�gure 2.6), il est n�ecessaire d'enrichir avec une version modi��ee de la fonction de Heaviside, appel�ee

fonction \Ramped Heaviside\, a�n d'assurer la discontinuit�e du champ de d�eplacement sur 
c (cf.

�gure 2.5 b.)

Figure 2.6. { Exemple de n�uds (en bleu) �a enrichir, dont le support est coup�e deux fois par l'iso-`c
(en rouge) de �

On remarque que cette fonction n'est pas discontinue, mais continue par morceaux. Cependant, la
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Figure 2.7. { Approximation de �c (ligne pointill�ee).

rigidit�e du mat�eriau �etant nulle dans la zone morte (zone compl�etement endommag�ee), on obtient bien

un champ de d�eplacement discontinu. Dans le cas o�u choisit d'avoir un mat�eriau qui ne s'endommage

pas en compression (� = 0 dans l'�equation (2.5)), le fait d'avoir un enrichissement continu permet de

g�erer automatiquement le contact en compression. On peut �egalement observer sur le cas 1D de la

�gure 2.5 b. que la fonction \Ramped Heaviside" n'est pas lin�eaire entre les deux points o�u � = `c,

mais lin�eaire par morceaux, et s'annule au niveau du n�ud dont le support est coup�e deux fois par

l'iso-`c de �. La fonction \Ramped Heaviside" est en e�et plus simple �a construire de cette mani�ere

en dimension 2 ou 3.

2.2.5. Double-d�ecoupe

On s'int�eresse ici �a la question de la repr�esentation de �c. Pour simpli�er, on introduit la level set

�c = � � `c. �c est alors l'iso-z�ero de �c. La discr�etisation de �c n�ecessite de calculer la position des

intersections entre �c et les arrêtes du maillage �el�ements �nis. L'approche la plus directe consiste �a

utiliser la version discr�etis�ee de �hc , comme illustr�e sur la �gure 2.7 (gauche). �hc �etant lin�eaire (cf.

�equation (2.12)), les intersections entre �c et les arrêtes du maillage �el�ements �nis sont localis�ees sur

des arrêtes AB o�u �hc change de signe (c'est-�a-dire �
h
c (A)�

h
c (B) < 0). Cela peut poser probl�eme lorsque

des �el�ements sont coup�es deux fois par �c, comme sur la �gure 2.7 (droite) ; �
h
c ne change pas de signe

sur ces �el�ements, on ne peut donc pas localiser son iso-z�ero. Une solution, appel�ee \double-d�ecoupe",

permet de prendre en compte ce cas de �gure. L'utilit�e de cette double-d�ecoupe est illustr�ee sur la

�gure 2.8. Cette m�ethode est pr�esent�ee en d�etails dans (Salzman et al., 2016).

2.2.6. R�ecapitulatif

L'algorithme 2 r�ecapitule les di��erentes �etapes de calcul pr�esent�ees dans cette section.

2.3. Version compl�ete

La version de la m�ethode TLS pr�esent�ee dans la section 2.2 ne permet de traiter que le cas de

l'endommagement localis�e. C'est pourquoi une seconde version de la m�ethode a �et�e d�evelopp�ee dans
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a. b.

Figure 2.8. { Exemple de �ssure obtenue : a : sans double d�ecoupe. b : avec double d�ecoupe.

�Etant donn�e �0

Calcul de uref pour un chargement Fref

Calcul de Y 0

si 9xc 2 
�; Y 0(xc) > Y 0
c (xc) alors

Initier un d�efaut centr�e sur xmax
c = argmaxx Y

0(x) en for�cant �0 �a prendre des valeurs

positives sur une petite sph�ere

�n

pour n = 1:::Nstep faire

Calcul de uref pour un chargement Fref

Calcul de Y
n
et Y

n
c

Calcul du facteur de charge �n

Propagation du front �0

Extension de �n sur tout le domaine

R�einitialisation de �n pour respecter la condition kr�nk = 1

si 9xc 2 
�; Y n(xc) > Y n
c (xc) alors

Initier un d�efaut centr�e sur xmax
c = argmaxx Y

n(x) en for�cant �n �a prendre des valeurs

positives sur une petite sph�ere

�n

�n

Algorithme 2 : Calcul TLS non-local
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(Mo�es et al., 2014) a�n de pouvoir mod�eliser l'apparition d'endommagement di�us. La condition (2.18)

est ainsi remplac�ee par :

kr�k � 1 (2.48)

On d�e�nit les domaines et interfaces suivants (cf. �gure 2.9) :


L = fx 2 
; kr�k < 1g (2.49)


NL = fx 2 
 n 
c; kr�k = 1g (2.50)

� = @
L \ @
NL (2.51)

Figure 2.9. { D�e�nition des di��erents domaines.

Les d�e�nitions de 
c et �c sont inchang�ees. Avec cette version de la m�ethode, la norme du gradient

de � est autoris�ee �a �evoluer. On suppose que l'on part d'un �etat d'endommagement nul sur tout le

domaine 
. Lorsque l'endommagement commence �a apparâ�tre, on a kr�k < 1, l'endommagement est

di�us (ou local). Puis kr�k augmente progressivement jusqu'�a atteindre 1, l'endommagement devient
localis�e (ou non-local). On fait l'hypoth�ese que la zone endommag�ee est toujours entour�ee d'une zone

non-locale (c'est-�a-dire que @
L \ �c = ;). L'impl�ementation de la m�ethode, que l'on d�etaille dans ce

qui suit, a �et�e r�ealis�ee par Moreau et al. (2016).

2.3.1. Calcul des champs moyens

Principe

Avec la nouvelle condition (2.48) on remarque que la condition r _� �r� = 0 (�equation (2.26)) n'est

plus valable que dans 
NL. Ainsi les variables pilotant l'�evolution de � n'ont besoin d'être constantes

le long du gradient de � que dans 
NL. On d�e�nit donc l'espace suivant :
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YLNL = fy 2 L2(
 n 
c); ry �r� = 0 dans 
NLg (2.52)

Pour toute grandeur X, on calcule sa valeur moyenn�ee X 2 YLNL en r�esolvant l'�equation :

Z

n
c

XX
�
d0(�)d
 =

Z

n
c

XX
�
d0(�)d
; 8X� 2 YLNL (2.53)

Dans la section 2.2.1, les champs moyens �etaient discr�etis�es en les projetant sur la base des (Li)i2I ,
en assurant de fa�con faible leur appartenance �a l'espace (2.31). Ici on choisit de construire une base

de fonction (Mi)i2M de YLNL sur laquelle on va projeter le champ X que l'on souhaite moyenner. Le

champ X est ainsi discr�etis�e de la fa�con suivante :

X
h
(x) =

X
i2M

XiMi(x) (2.54)

o�u M d�esigne l'ensemble des modes. Les coe�cients Xi sont alors calcul�es en injectant (2.54) dans

(2.53) :

Xi =

R

n
c Xd

0(�h)Mid
R

n
c d

0(�h)Mid

; 8i 2M (2.55)

(l'�equation (2.55) devrait en th�eorie faire intervenir une matrice, que l'on a condens�ee sur sa diagonale,

d'o�u l'expression de Xi qui ne d�epend que d'un seul indice i).

Figure 2.10. { D�e�nition des di��erents domaines discr�etis�es.

La construction des modes Mi n�ecessite une classi�cation des n�uds du maillage �el�ements �nis

consid�er�e. On appelle E l'ensemble des �el�ements du maillage de 
. L'ensemble non-local ENL est

d�e�ni comme l'ensemble des �elements pour lesquels kr�hk = 1. L'ensemble local EL est alors �egal

�a E n ENL. L'ensemble des n�uds NB de la fronti�ere entre EL et ENL est constitu�e des n�uds

appartenant �a la fois �a au moins un �el�ement de EL et de ENL. L'ensemble des n�uds locaux NL et des

n�uds non-locaux NNL contiennent tout les n�uds des �el�ements de EL (respectivement ENL) qui ne
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sont pas dans NB (cf. �gure 2.10). L'ensemble des modes M est alors d�e�ni comme M = NNL [NB.

Les modes Mi sont alors calcul�es pour v�eri�er :

Mi = Li; 8i 2 NL (2.56)

rMi �r�h = 0; 8i 2 NB (2.57)

o�u, on le rappelle, les Li sont les fonctions d'interpolation lin�eaires utilis�ees pour discr�etiser �, (cf.

�equation (2.12)). Cela permet d'assurer que tout champ X discr�etis�e sur la base des Mi appartient

bien �a YLNL. On remarque que _� 2 YLNL, ce qui permet d'�ecrire :

_�h =
X
i2M

_�iMi(x) (2.58)

Les modes Mi sont discr�etis�es sur la base des Li :

Mi(x) =
X
j2N

MijLj(x); 8i 2M (2.59)

Une fois que lesMij sont connus, les coe�cients Xi sont calcul�es par un produit matriciel ; en notant

fXg = (Xi)i2M et [M ] = (Mij)i2M
j2N

, on a :

fXg = ([M ]fAg):=([M ]fBg) (2.60)

o�u := d�esigne la division terme �a terme, avec

Ai =

Z

n
c

XLid(�
h)d
; 8i 2 N (2.61)

Bi =

Z

n
c

Lid(�
h)d
; 8i 2 N (2.62)

Le calcul des champs moyens est donc particuli�erement rapide puisqu'aucune inversion de matrice

n'est n�ecessaire. De plus la matrice M peut-être r�eutilis�ee pour calculer tout champ non-local X.

Calcul des modes

Le calcul des modes Mi n�ecessite de connâ�tre la matriceM , appel�ee matrice de d�elocalisation. En

organisant les indices de fa�con appropri�ee, M peut s'�ecrire par bloc :

[M ] =

"
IL 0 0

0 IB C

#
(2.63)

o�u IL et IB sont les matrices identit�es de taille card(NL) et card(NB), et C est une matrice rectan-

gulaire de taille card(NL) � card(NB) :

C = (cij) i2NB
j2NNL

(2.64)
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Avec cette d�e�nition, (2.56) est directement v�eri��ee. Il reste �a calculer la matrice C de telle sorte

que la condition (2.57) soit respect�ee. Pour cela la m�ethode Fast Marching, qui ne sera pas d�etaill�ee

ici mais est expliqu�ee par exemple par Sethian (1996); Adalsteinsson et Sethian (1999), est utilis�ee

a�n de r�esoudre le probl�eme suivant : pour chaque mode i 2 NB :

rMi �r�h = 0; dans 
h
NL (2.65)

Mi = Ni; sur �hNL (2.66)

o�u �h est l'interface � discr�etis�ee et 
h
NL le domaine 
NL discr�etis�e. Des exemples de modes pour

i 2 NL et i 2 NB sont donn�es sur la �gure 2.11.

Figure 2.11. { Calcul des modes.

2.3.2. Pilotage et propagation du front

On suppose connus �a un instant donn�e n le champ de d�eplacement unref calcul�e pour le chargement

de r�ef�erence (algorithme 1, �etape 1). Comme dans la version simpli��ee de la m�ethode TLS, on utilise

alors les champs moyens Y
n
ref et Y

n
c calcul�es dans la section pr�ec�edente a�n d'obtenir le nouveau

facteur de charge �n+1 (algorithme 1, �etape 2) et le champ �n+1 (algorithme 1, �etape 3) �a l'instant

n+1. Le calcul du facteur de charge est similaire �a celui de la version simpli��ee de la m�ethode TLS, en

raisonnant sur les modes plutôt que sur les n�uds du front d'endommagement : on calcule le facteur

de charge �n de telle sorte que le crit�ere f
n
= 0 soit atteint pour au moins un mode, on obtient alors :

�n =

s
min
i2M

Y
n
ci

Y
n
refi

(2.67)

Pour obtenir le champ �n+1 (les exposant :h sont omis pour all�eger les notations), on r�ealise une

�etape dite de \pr�ediction" ; pour cela on cherche une variation du facteur de charge �� = �pred � �n
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telle que :

�fi(u
pred; �pred) � 0; 8i 2Mn (2.68)

��i � 0; 8i 2Mn (2.69)

( �fi(u
pred; �pred))��i = 0; 8i 2Mn (2.70)

max
i2Mn

��i = ��max (2.71)

avec �� = �pred � �n, et ��max l'avanc�ee maximale de �, qui est un param�etre num�erique �x�e par

l'utilisateur (en g�en�eral on choisit ��max �egal �a une fraction de la taille des �el�ements du maillage).

Pour cela on fait une pr�ediction du crit�ere �f en le lin�earisant :

�fi(u
pred; �pred)) = �fi(u

n; �n)) + ��i

�
@ �f

@�
(un; �n)

�
i

+ �ui

�
@ �f

@u
(un; �n)

�
i

; 8i 2Mn (2.72)

o�u �u = upred � un. En �ecrivant �u = ��unref , on obtient le probl�eme �a r�esoudre suivant :

�fi(u
n; �n) + ��ni ��i + ����ni (u

n
ref ) � 0; 8i 2Mn (2.73)

��i � 0; 8i 2Mn (2.74)

( �fi(u
n; �n) + ��ni ��i + ����ni (u

n
ref ))��i = 0; 8i 2Mn (2.75)

max
i2Mn

��i = ��max (2.76)

avec :

��ni = �
R

n
c Ych

0(�n)d0(�n)Mid
R

n
c d

0(�n)Mid

; 8i 2Mn (2.77)

��ni =

R

n
c �(u

n
ref ) : C : �(un)d0(�n)Mid
R

n
c d

0(�h)Mid

; 8i 2Mn (2.78)

et dont la solution est :

�� = min
i2Mn

 
���ni ��max � �fi(u

n; �n)
��ni (u

n
ref )

!
(2.79)

��i =

*
�
�fi(u

n; �n) + ����ni (u
n
ref )

��ni (u
n
ref )

+
+

; 8i 2Mn (2.80)

� est ensuite mis �a jour en �ecrivant �n+1 = �pred :
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a. Avant r�einitialisation b. Apr�es r�einitialisation

Figure 2.12. { R�einitialisation de �

�n+1i = �ni + ��i; 8i 2Mn (2.81)

Une fois � mis �a jour, il est possible que kr�n+1k > 1, une �etape de r�einitialisation est donc

n�ecessaire. L�a encore, on utilise la m�ethode Fast-Marching, a�n de corriger les valeur de �n+1 de fa�con

�a ce que kr�n+1k = 1 dans 
NL (cf. �gure 2.12).

Il est important de noter que l'on n'a pas �n+1 = �pred ; �n+1 est recalcul�e au pas de temps n+1 �a

partir de l'�equation (2.67).

2.3.3. Enrichissement

La m�ethode d'enrichissement choisie par Moreau et al. (2016) est inspir�ee des travaux de Casey

L. et al. (2011). La repr�esentation de la discontinuit�e due �a la �ssure n�ecessite des degr�es de libert�e

suppl�ementaires dans l'approximation du champ de d�eplacement. Plutôt que d'utiliser une fonction

d'enrichissement a�n d'introduire ces degr�es de libert�es suppl�ementaires, on choisit ici d'utiliser des

n�uds virtuels : l'approximation du champ de d�eplacements s'�ecrit :

uh(x) =
X
i2U

uiNi(x) (2.82)

o�u U est l'ensemble des n�uds des �el�ements du maillage non coup�es par l'iso-`c de � et des n�uds

virtuels.

Cette approche, illustr�ee sur un exemple 1D �gure 2.13, o�u l'enrichissement par la m�ethode Ramped

Heaviside pr�esent�e dans la section 2.2.4 est �egalement rappel�e, utilise deux maillages :

| Un maillage de calcul, dans lequel les n�uds situ�es dans 
c sont d�edoubl�es

| Un maillage d'int�egration, qui correspond au d�ecoupage des �el�ements du maillage de calcul en

sous-cellules. Cette proc�edure est utilis�ee dans le cadre de la m�ethode X-FEM classique (Mo�es

et al., 1999). L'int�egration num�erique est ainsi r�ealis�ee en utilisant les points d'int�egration des
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a. Enrichissement \Ramped Heaviside"

b. Maillage de calcul et fonctions d'interpolation associ�ees

c. Maillage d'int�egration et points de Gauss associ�es

Figure 2.13. { Enrichissement par ajout de n�uds virtuels. Cercles noirs : n�uds du maillage d'ori-
gine. Losanges blancs : n�uds virtuels. Carr�es noirs : points de Gauss.

sous-cellules pour lesquelles � < `c. Ce maillage n'est utilis�e que pour l'int�egration num�erique,

aucun degr�e de libert�e suppl�ementaire n'y est associ�e.

Des explications d�etaill�ees sur la cr�eation des maillages de calcul et d'int�egration pourront être

trouv�ees dans (Moreau et al., 2016).

2.3.4. R�ecapitulatif

L'algorithme 3 r�ecapitule les di��erentes �etapes d'un calcul avec la version compl�ete de la m�ethode

TLS.

2.4. Comparaison des approches simpli��ee et compl�ete

Les deux versions de la m�ethode TLS ont �et�e pr�esent�ees dans les sections 2.2 et 2.3. On propose ici

de r�ecapituler leurs caract�eristiques et leurs di��erences, tant au niveau de la physique mod�elis�ee que

de l'impl�ementation.

Historiquement, la version simpli��ee de la m�ethode TLS est la plus ancienne, et dispose donc de

davantage de fonctionnalit�es, comme la double-d�ecoupe. De plus la version compl�ete de la m�ethode n'a

pour le moment �et�e impl�ement�ee que pour des probl�emes 2D. La version simpli��ee, en plus de pouvoir

traiter des cas 3D, est �egalement optimis�ee en termes de performances, (parall�elisme par exemple, cf.

(Salzman et al., 2016)). En revanche, du point de vue des ph�enom�enes physiques mod�elis�es, la version

compl�ete est plus g�en�erale. Ainsi on choisira d'utiliser la premi�ere version du code pour obtenir une

repr�esentation la plus exacte possible de �c, a�n d'extraire des ouvertures par exemple, ce qui sera le

cas dans le chapitre 3, ou pour �etudier des probl�emes 3D. En revanche, pour des probl�emes o�u l'en-

dommagement di�us est particuli�erement important, on pr�ef�erera la seconde version. Les di��erences

essentielles par rapport �a la version simpli��ee �etant que l'on sera limit�e �a des probl�emes 2D, avec une

repr�esentation par simple d�ecoupe de �c. Les caract�eristiques des impl�ementations des deux versions
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�Etat initial : �0 = 0, N0
L = N , N0

NL = ;, N0
B = ;, M0 = (�ij)i2N

j2N
pour n = 1:::Nstep faire

Calcul de uref pour un chargement Fref

Calcul de Y
n
et Y

n
c

Calcul du facteur de charge �n

Calcul de �n et �
n

Calcul de la variation du facteur de charge ��

Mise �a jour de �n

Classi�cation des n�uds pour constituer les ensembles Nn
L , N

n
NL, N

n
B, M

n

si Nn
NL 6= ; alors
R�einitialisation de �n pour respecter la condition kr�nk = 1 dans 
NL

Calcul de la matrice de d�elocalisation Mn

�n

�n

Algorithme 3 : Calcul TLS local/non-local

de la m�ethode sont r�esum�ees dans le tableau 2.14.

On remarque en�n que les di��erentes �etapes de calcul (calcul des champs moyens, enrichissement,

etc) expliqu�ees dans les sections 2.2 et 2.3 ont �et�e pr�esent�ees telles qu'elles sont impl�ement�ees dans

chaque version du code, mais peuvent toutes être utilis�ees dans l'une ou l'autre. Par exemple, on

pourrait utiliser des modes pour calculer les champs moyens dans 
+ dans le cadre d'un calcul non-

local ou utiliser la fonction Ramped Heaviside pour enrichir l'iso-`c de � dans la version compl�ete. La

seule di��erence est la fa�con dont est trait�ee la condition kr�k � 1.

2.5. Choix de la fonction d'adoucissement

2.5.1. �Equivalence avec les mod�eles coh�esifs

Les deux versions de la m�ethode TLS ont �et�e pr�esent�ees en d�etails dans les sections pr�ec�edentes. En

revanche, jusqu'�a pr�esent, deux �el�ements essentiels de la m�ethode n'ont pas encore �et�e discut�es :

| Le pro�l d'endommagement d(�) (cf. �equation (2.11))

| La fonction d'adoucissement h, qui intervient dans le crit�ere pilotant l'�evolution de l'endomma-

gement (cf. �equation (2.9))

Concernant le pro�l d'endommagement, pour tous les calculs r�ealis�es dans cette th�ese, un pro�l

d'endommagement parabolique est utilis�e :

d(�̂) = 2�̂� �̂2 (2.83)
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Impl�ementation de la version
simpli��ee

Impl�ementation de la version
compl�ete

Endommagement mod�elis�e Localis�e Di�us, puis localis�e

Calcul des champs moyens M�ethode Lagrangienne
Calcul de modes par Fast-
Marching

R�einitialisation Calcul de distance Fast-Marching

Enrichissement Ramped Heaviside N�uds virtuels

Repr�esentation de �c Simple ou double-d�ecoupe Simple d�ecoupe

Figure 2.14. { Comparaison des impl�ementations des deux versions de la m�ethode TLS.

o�u �̂ = �=`c est la valeur adimensionn�ee de la level set. Le choix d'un tel pro�l expliqu�e dans (Parrilla

G�omez, 2015), est justi��e par une comparaison avec des distributions d'endommagement obtenues par

des simulations utilisant des mod�eles m�esoscopiques. Il reste �a d�e�nir la fonction d'adoucissement h(d).

Parrilla G�omez (2015), a montr�e qu'il �etait possible de choisir h de fa�con �a obtenir un comportement

�equivalent �a un mod�ele de type coh�esif (Hillerborg et al., 1976). Pour cela, un probl�eme 1D de barre

en traction est �etudi�e, avec un mod�ele coh�esif et avec la m�ethode TLS. La fonction h est alors calcul�ee

analytiquement a�n d'avoir le même d�eplacement, la même �energie et la même dissipation pour les deux

approches. On remarquera que Lorentz et al. (2011) a utilis�e un raisonnement analogue pour �etablir

une �equivalence entre un mod�ele �a gradient d'endommagement et un mod�ele coh�esif. Concernant le

choix de la loi coh�esive, il a �et�e montr�e par Hoover et Ba�zant (2014) sur des essais de poutres en


exion trois points que dans le cas du b�eton, une loi bilin�eaire (Petersson, 1981) permet de retrouver

des r�esultats num�eriques proches des r�esultats exp�erimentaux (en particulier en ce qui concerne l'e�et

d'�echelle). On choisit donc d'utiliser cette loi pour d�eterminer l'expression de h. La relation contrainte-

ouverture est repr�esent�ee sur la �gure 2.15.

La loi coh�esive bilin�eaire d�epend de 6 param�etres �f , wf , �k, wk, �2 et w1. En r�ealit�e, �etant donn�ee

la loi coh�esive bilin�eaire choisie, seuls 4 param�etres ind�ependants sont n�ecessaires. En introduisant les

quantit�es adimensionn�ees suivantes :

ŵ1 = w1=wf ; ŵk = wk=wf ; �̂k = �k=�f ; � =
2�f `c
Ewf

(2.84)

on obtient l'expression de la fonction H telle que h(d) = H 0(d) :

H(�̂) =

8><
>:

2�̂��̂2
(1��̂+(�=ŵ1)�̂2)2 si �̂ < �̂k

( �̂k
1�ŵk )

2 2�̂��̂2
(1��̂+( ��̂k

1�ŵk
)�̂2)2

si �̂ > �̂k
(2.85)
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Figure 2.15. { Loi coh�esive bilin�eaire.

o�u :

�̂k =
a

2
(
p
1 + 4=a� 1) (2.86)

avec a = ŵk
��̂k

. �f correspond �a la valeur de la contrainte � �a partir de laquelle l'endommagement

commence �a apparâ�tre : lorsque le crit�ere (2.9) s'annule, on doit avoir Y (�f ) � Y 0
c h(0) = 0. On en

d�eduit l'expression de Y 0
c :

Y 0
c =

1

2

�2f
E

(2.87)

On remarquera que lorsqu'on utilise une telle fonction d'adoucissement avec la version simpli��ee

de la m�ethode TLS, une m�ethode de pilotage et de propagation du front di��erente de celle qui a �et�e

introduite dans la section 2.2.2 a �et�e mise en place par Parrilla G�omez (2015). Cette m�ethode est en

fait tr�es proche de celle qui est utilis�e dans la version compl�ete pr�esent�ee dans la section 2.3.2, mais

appliqu�ee seulement �a la propagation du front d'endommagement.

2.5.2. Param�etres mat�eriaux du mod�ele TLS

On donne ici quelques indications quant au choix des param�etres coh�esifs et de la longueur ca-

ract�eristique `c. `c a �et�e calibr�e pour chaque cas test de la fa�con suivante :

| Plusieurs cas tests reproduits dans cette th�ese ont �et�e �etudi�es num�eriquement par leurs auteurs

respectifs. Un des mod�eles les plus utilis�es est le mod�ele d'endommagement non-local int�egral

(cf. section 1.4.3). Lorsque c'est le cas, on utilise comme longueur caract�eristique de la m�ethode

TLS la longueur caract�eristique de la m�ethode non-locale int�egrale.

| Si le test n'a pas �et�e reproduit num�eriquement, on utilise `c ' 2; 7da o�u da est le diam�etre du

plus gros granulat (cf. (Ba�zant et Pijaudier-Cabot, 1989)).

| Si aucune de ces deux informations n'est disponible, on choisit `c arbitrairement. Parrilla G�omez

(2015) montre que plus `c est faible est plus le comportement de la m�ethode TLS se rapproche

de celui du mod�ele coh�esif. Il faut �egalement prendre en consid�eration les ressources de calcul.

En e�et, pour avoir une pr�ecision correcte sur le calcul des champs moyens, on doit avoir une

taille h des �el�ements du maillage de l'ordre de l ' `c=5. On choisit donc de prendre `c faible tout
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en conservant des temps de calcul raisonnables.

Une fois que `c est �x�ee, il reste �a choisir la valeur des param�etres coh�esifs. On choisit comme

param�etres ind�ependants �f , wf , �k, et w1. Tout d'abord, a�n de garantir la croissance de h, ces

param�etres doivent respecter les conditions suivantes :

�1 =
2�f `c
Ew1

� 1

2
; �2 =

2�k`c
E(wf � wk)

� 1

2
(2.88)

On donne sur la �gure 2.16 l'in
uence de chaque param�etre (les trois autres �etant �x�es) sur le

comportement �(�) en un point de Gauss :

| �f contrôle la hauteur du pic

| wf in
uence la valeur de la contrainte lorsque � ! 1. On notera que h(d) a �et�e calcul�ee de

sorte que lim
�!1�(�) = 0, mais cette limite est atteinte plus ou moins rapidement en fonction de

la valeur de wf

| �k contrôle la valeur atteinte par � avant discontinuit�e

| w1 d�etermine la largeur du pic

| On notera que la longueur caract�eristique `c a �egalement une in
uence non-n�egligeable sur la

forme du comportement aux points de Gauss ; lorsque `c augmente, l'aire sous la courbe �(�)

diminue. Cela doit être pris en compte si, pour une raison ou pour une autre, `c est modi��ee,

tous les autres param�etres �etant �x�es.

La valeur de �f est prise �egale �a ft, r�esistance �a la traction du b�eton consid�er�e, param�etre g�en�eralement

facilement accessible. Il reste donc 3 param�etres �a d�eterminer. Une autre grandeur importante lorsque

l'on �etudie la �ssuration du b�eton est l'�energie de fracturation totale GF , qui est �egale �a l'aire sous la

courbe �(w) : dans le cas de la loi bilin�eaire, on a :

GF =
1

2
(�fwk + �kwf ) =

1

2
(�fw1 + �k(wf � w1)) (2.89)

Comme la r�esistance �a la traction du b�eton, l'�energie de fracturation est une grandeur mesurable

exp�erimentalement (RILEM, 1985; Hillerborg, 1985) ; lorsque c'est possible, on utilisera donc GF et la

formule (2.89). Il ne reste donc plus que deux param�etres �a d�eterminer. On constate que la forme du

pic est contrôl�ee essentiellement par �k et w1 (cf. �gure 2.16), on utilisera donc ces deux param�etres

pour caler la forme du pic, wf �etant ensuite d�etermin�e �a partir de la valeur de GF et de l'�equation

(2.89). Par exemple, pour certains des calculs pr�esent�es dans cette th�ese, les r�esultats obtenus par la

m�ethode TLS sont compar�es �a des r�esultats num�eriques, pour lesquels on dispose du comportement

aux points de Gauss. On utilise alors �f (= ft donn�ee dans le calcul de r�ef�erence la plupart du temps)

et w1 pour reproduire la forme du pic. �k est choisie de fa�con �a ce que la �n du pic (point de rupture

de pente) soit la plus proche possible de la courbe de r�ef�erence. wf est ensuite �x�e par (2.89) a�n

d'assurer la bonne valeur de l'�energie de fracturation.

2.6. Conclusion

Les concepts g�en�eraux de la m�ethode TLS ont �et�e pr�esent�es dans la section 2.1. En particulier, l'al-

gorithme de r�esolution explicite a �et�e pr�esent�e. Les sp�eci�cit�es propres �a chaque version sont d�etaill�ees
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Figure 2.16. { In
uence des di��erents param�etres du mod�ele coh�esif et de la longueur caract�eristique
sur le comportement aux points de Gauss.
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dans les sections 2.2 et 2.3. Leurs di��erences ont �et�e synth�etis�ees dans la section 2.4. Historiquement,

la version simpli��ee est la premi�ere �a avoir �et�e d�evelopp�ee, selon les concepts introduits par Mo�es

et al. (2011). La version compl�ete a �et�e introduite plus r�ecemment Mo�es et al. (2014). Plus g�en�erale

au niveau de la physique repr�esent�ee, elle dispose de moins de fonctionnalit�es que la premi�ere version.

Certaines d'entre elles, notamment la double d�ecoupe pr�esent�ee dans la section 2.2.5, sont indispen-

sables �a l'extraction d'ouvertures de �ssure, c'est pourquoi il peut parfois être pr�ef�erable d'utiliser la

version simpli��ee. Les deux m�ethodes seront compar�ees sur des exemples num�eriques dans le chapitre

3. En�n, la fonction d'adoucissement est choisie dans la section 2.5 d'apr�es les travaux de Parrilla

G�omez (2015) de fa�con �a avoir un comportement de la m�ethode TLS �equivalent �a un mod�ele coh�esif

sur un cas 1D. Les mod�eles coh�esifs sont connus pour reproduire e�cacement les r�esultats d'essais

exp�erimentaux, ce qui devrait donc permettre d'avoir un mod�ele TLS le permettant aussi. Une �etude

sur l'in
uence des di��erents param�etres a �et�e r�ealis�ee, et une m�ethode pour les recaler a �et�e propos�ee.
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3. Extraction d'ouvertures de �ssures avec

l'approche TLS
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3.1. Extraction d'ouvertures de �ssures avec des mod�eles

d'endommagement

Les deux principales cat�egories de mod�eles utilis�es pour �etudier la d�egradation du b�eton ont �et�e

pass�ees en revue dans le chapitre 1. La m�ecanique de la rupture (section 1.3) introduit des discon-

tinuit�es du champ de d�eplacement, et permet donc d'obtenir directement les ouvertures de �ssures.

En revanche, la m�ecanique de l'endommagement (section 1.4) est formul�ee dans un cadre continu et,

de ce fait, ne permet pas de mod�eliser l'apparition de macro-�ssures. Les ouvertures ne sont donc

pas directement accessibles. En revanche, des m�ethodes permettant d'extraire les ouvertures de �s-

sures �a partir de calculs e�ectu�es avec des mod�eles d'endommagement ont �et�e d�evelopp�ees. Ainsi,

Dufour et al. (2008) compare sur un cas 1D les champs de d�eformation non-locaux obtenus dans le

cas continu, et dans le cas o�u la �ssure est mod�elis�ee par une discontinuit�e forte. Une expression du

saut de d�eplacement [U ] en est d�eduite. Cette approche est �etendue en 2D (Dufour et al., 2012) en la

couplant �a un algorithme permettant de retracer le trajet de �ssuration. On se ram�ene alors au cas

1D en consid�erant des lignes orthogonales aux �ssures a�n d'utiliser l'expression de [U ] d�eduite dans

(Dufour et al., 2008). Matalllah et al. (2010) suppose une partition la d�eformation en une d�eformation

�elastique et une d�eformation de �ssuration. L'ouverture de �ssure est alors calcul�ee comme l'int�egrale

sur la largeur d'un �el�ement �ni de la d�eformation de �ssuration. Oliver-Leblond (2014) propose une

m�ethode d'analyse globale/locale, bas�ee sur le couplage entre zone d'int�erêt (autour des �ssures) et

reste de la structure. �A l'�echelle globale, un mod�ele d'endommagement non-local est utilis�e. Le champ

de d�eplacement obtenu est appliqu�e comme conditions aux limites sur la fronti�ere de la zone d'int�erêt,

mod�elis�ee �a l'aide d'�el�ements discrets, chacun de ces �el�ements �etant un �el�ement poutre dot�e d'un

crit�ere de rupture. L'utilisation de ce type d'�el�ements permet d'obtenir les ouvertures de �ssures. Ces

approches sont e�caces mais n�ecessitent une �etape de post-traitement suppl�ementaire.

La m�ethode TLS pr�esent�ee dans le chapitre 2 est une technique de r�egularisation des mod�eles

d'endommagement locaux, mais pr�esente l'avantage d'introduire naturellement des discontinuit�es du

champ de d�eplacement via un enrichissement par la m�ethode X-FEM (cf. sections 2.2.4 et 2.3.3).

Par cons�equent, tout comme en m�ecanique de la rupture, les ouvertures de �ssures sont directement

accessibles, sans post-traitement particulier. On propose donc dans ce chapitre de montrer l'aptitude

de la m�ethode TLS �a extraire ces ouvertures. Le premier exemple �etudi�e dans la section 3.2 est un essai

br�esilien. Les r�esultats d'ouverture de �ssure obtenus sur ce cas test sont essentiellement illustratifs.

Dans la section 3.3, on s'int�eresse �a un essai de 
exion trois points. Les r�esultats en termes d'ouverture

seront cette fois-ci compar�es �a des r�esultats exp�erimentaux.

3.2. Essai br�esilien

L'essai br�esilien, aussi appel�e essai de fendage, a �et�e mis au point par Carneiro et Barcellos (1953)

a�n d'�etudier la r�esistance �a la traction des mat�eriaux rocheux, des b�etons et des g�eomat�eriaux. Il

consiste �a comprimer une �eprouvette cylindrique selon deux g�en�eratrices diam�etralement oppos�ees

au moyen de deux plateaux en acier. Les e�orts appliqu�es entrâ�nent des contraintes de traction qui

provoquent l'apparition d'une �ssure verticale.
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3.2.1. Description du cas test

L'essai �etudi�e dans cette section est mod�elis�e en 2D, sous l'hypoth�ese des d�eformations planes. En

utilisant la sym�etrie du probl�eme selon l'axe des x, seule la moiti�e du probl�eme est mod�elis�ee (cf.

�gure 3.1). On pourrait �egalement utiliser la sym�etrie selon l'axe des y a�n de n'�etudier qu'un quart

du probl�eme, ce que l'on ne fait pas ici a�n de pouvoir �etudier l'ouverture de la �ssure de la fa�con

la plus r�ealiste possible (c'est-�a-dire en calculant la di��erence des d�eplacements entre les deux l�evres

de la �ssure). Le rayon de l'�eprouvette est R = 0; 4 m, la largeur des plateaux B = 0; 012 m et leur

�epaisseur e = 0; 006 m. Trois tailles de maille di��erentes seront test�ees dans le centre de l'�eprouvette :

h = `c=5 (maillage grossier), h = `c=10 (maillage mod�er�e) et h = `c=15 (maillage �n).

R

P

B

e

Figure 3.1. { Essai br�esilien : g�eom�etrie et conditions aux limites.

3.2.2. Discussion sur les mod�eles d'endommagement consid�er�es

On s'int�eresse ici principalement aux ouvertures de �ssures, les simulations sont donc r�ealis�ees �a

l'aide de la m�ethode TLS simpli��ee (cf. section 2.2), a�n de pouvoir utiliser la double-d�ecoupe (cf.

section 2.2.5). On teste ici deux mod�eles d'endommagement :

| Un premier mod�ele correspondant �a une fonction d'adoucissement constante h(d) = 1. Ce mod�ele

correspond �a un comportement purement fragile, avec une chute de la contrainte lorsque la

d�eformation atteint la valeur critique

q
2Y 0

c

E (cf. �gure 3.3). On quali�era par la suite ce mod�ele

de \mod�ele d'endommagement �a adoucissement brutal" (ou, pour simpli�er, de mod�ele brutal)

| Un second mod�ele correspondant �a une fonction d'adoucissement calcul�ee de fa�con �a avoir un

comportement de la m�ethode TLS �equivalent �a un mod�ele coh�esif bilin�eaire, comme expliqu�e

dans la section 2.5. Ici la contrainte tend progressivement vers z�ero apr�es que la d�eformation

a atteint la valeur critique

q
2Y 0

c

E . Ce mod�ele sera quali��e de \mod�ele d'endommagement �a

adoucissement progressif" (ou, pour simpli�er, de mod�ele progressif)

Les param�etres mat�eriaux utilis�es pour le mod�ele progressif sont donn�es dans le tableau 3.2. Ces

caract�eristiques ont �et�e recal�ees par rapport au comportement local aux points de Gauss d'un mod�ele de

Mazars (cf. section 1.4.1), dont on a choisi les param�etres de fa�con �a être repr�esentatif du comportement

d'un b�eton standard. Pour le mod�ele brutal, le seul param�etre est Y 0
c , dont la valeur est la même que
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Mod�ele de Mazars

At 1,0

Bt 15600

�d0 1,0.e�4

� 1,0

E (MPa) 37700

� 0,24

Param�etres TLS

`c (mm) 5

Y 0
c (Pa) 188,5

�f (MPa) 3,77

�k (MPa) 0,57

wf (mm) 0,04

w1 (mm) 0,002

Figure 3.2. { Param�etres mat�eriaux de l'essai br�esilien.

pour le mod�ele progressif (calcul�ee par la formule (2.87)). Le comportement local aux points de Gauss

des trois mod�eles est donn�e sur la �gure 3.3.

Figure 3.3. { Comportement �(�) aux points de Gauss pour l'essai br�esilien.

Il est clair que le mod�ele brutal ne peut pas être utilis�e pour recaler le comportement local aux points

de Gauss d'un autre mod�ele. On peut n�eanmoins se demander si les r�esultats obtenus avec ce mod�ele

seront comparables �a ceux obtenus par le mod�ele progressif. En e�et, on peut montrer (cf. d�etails des

calculs en annexe A) qu'�a partir de la fonction d'adoucissement h(d) = 1 du mod�ele brutal, il est

possible de d�eduire une loi coh�esive �equivalente (exprim�ee en fonction des variables adimensionn�ees
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ŵ =
w

wf
et �̂ =

�

�f
) en suivant un raisonnement analogue �a celui de Parrilla G�omez (2015) :

�̂ = 1�
p
ŵ (3.1)

o�u la valeur de wf est impos�ee par la condition ŵ = 1 lorsque �̂ = 0 :

wf =
2�f `c
E

(3.2)

L'�energie de �ssuration pour la loi coh�esive �equivalente au mod�ele brutal s'�ecrit alors :

Gbru
F =

2�2f `c

3E
(3.3)

La loi �̂ = F (ŵ) est repr�esent�ee sur la �gure 3.4. On observe qu'elle pr�esente des caract�eristiques

similaires �a celles de la loi coh�esive bilin�eaire, avec en particulier une premi�ere phase de d�ecroissance

assez forte, suivie d'une phase o�u la pente devient moins importante. Il serait donc l�egitime de penser

que deux mod�eles provenant de lois coh�esives semblables puissent donner des r�esultats similaires. Les

lois coh�esives correspondant aux mod�eles progressif et brutal, pour les param�etres mat�eriaux donn�es

dans le tableau 3.2, sont trac�ees sur la �gure 3.5 (traits pleins verts et rouges respectivement).

Figure 3.4. { Loi coh�esive adimensionn�ee �equivalente �a un mod�ele TLS avec une fonction d'adoucis-
sement h(d) = 1.

Les deux lois coh�esives obtenues sont tr�es di��erentes. En particulier on observe que l'�energie de

fracturation Gbru
F = 1:25 N:m�1 (correspondant �a l'aire sous la courbe �(w)) pour le mod�ele brutal

est nettement moins �elev�ee que l'�energie de fracturation Gpro
F = 14:6 N:m�1 (calcul�ee par l'�equation

(2.89)) pour le mod�ele progressif. Cette valeur �etant primordiale pour l'�etude de la �ssuration d'un

b�eton, on pourrait chercher �a la recaler : �f �etant �x�e comme �etant la r�esistance �a la traction du

b�eton, le seul param�etre sur lequel on peut in
uer est `c (�equation (3.3)). On en d�eduit la valeur de

la longueur caract�eristique `recc = 58 mm qui serait n�ecessaire a�n d'obtenir un mod�ele brutal ayant
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Figure 3.5. { Lois coh�esives �equivalentes aux mod�eles brutal et progressif pour l'essai br�esilien.

une �energie de fracturation identique au mod�ele progressif d�e�ni par les param�etres donn�es dans le

tableau 3.2. La loi coh�esive pour le mod�ele brutale obtenue en recalant la valeur de `c est trac�ee sur

la �gure 3.5 (traits pointill�es bleus).

On peut tirer de cette discussion les conclusions suivantes :

| Il est �eventuellement possible d'avoir un mod�ele brutal poss�edant une �energie de fracturation

�egale �a celle d'un mod�ele progressif, mais le seul param�etre que l'on puisse modi�er pour cela

est la longueur caract�eristique `c. Or on a vu que le choix de `c est en g�en�eral impos�e soit pour

des raisons physiques, soit pour des raisons num�eriques (cf. section 2.5.2). Notons �egalement

que, dans l'exemple consid�er�e dans cette section, la longeur caract�eristique recal�ee `recc est de

l'ordre de 10 fois la longueur caract�eristique du mod�ele progressif, lequel poss�edait une �energie

de fracturation Gpro
F = 14:6 N:m�1. En pratique, il n'est pas rare d'avoir des b�etons pour

lesquels l'�energie de fracturation est de l'ordre de 100 - 200 N:m�1, ce qui n�ecessiterait des

longueurs caract�eristiques de l'ordre de 50 cm avec le mod�ele brutal, ce qui est inacceptable, la

longueur caract�eristique devant rester assez faible par rapport aux dimensions caract�eristiques

des structures �etudi�ees.

| De plus, �a �energie de �ssuration �egale, le mod�ele progressif dispose de davantage de param�etres,

ce qui permet d'obtenir plusieurs comportement di��erents en jouant sur les di��erents param�etres,

tandis qu'avec le mod�ele brutal, on ne dispose que de deux param�etres, �f et wf (que l'on peut

�eventuellement exprimer en fonction de Y 0
c et `c), sans aucun moyen d'action sur la d�ecroissance

de la courbe �(w). Le mod�ele brutal n'est donc pas adapt�e au recalage d'essais exp�erimentaux.

On verra n�eanmoins que pour ce cas test �a vocation purement illustrative, le mod�ele brutal permet

de mieux appr�ecier l'ouverture des �ssures que le mod�ele progressif, tout en mettant en �evidence

certaines di�cult�es li�ees �a ce dernier.

62



3.2.3. R�esultats num�eriques

Comportement global On donne sur la �gure 3.6 les courbes force-CMOD (Crack Mouth Opening

Displacement) obtenues pour les mod�eles brutal et progressif et pour chaque taille de mailles. Le

CMOD est ici d�e�ni comme la di��erence entre les d�eplacements verticaux de deux points situ�es en

x = �B
2 (point P et son sym�etrique par rapport �a l'axe y sur la �gure 3.1).

Une premi�ere remarque concerne la hauteur des pics, notamment avec le maillage le plus grossier,

qui semble plus �elev�ee avec le mod�ele progressif qu'avec le mod�ele brutal, pour lequel on observe

un pic de force aux alentours de 300 kN. En th�eorie, Y 0
c �etant le même pour les deux mod�eles, et

le pic correspondant au point o�u l'endommagement s'initie, l'e�ort maximal devrait être le même

dans les deux cas. La di��erence observ�ee peut s'expliquer par les algorithmes de propagation utilis�es.

Dans le cas du mod�ele brutal, l'algorithme utilis�e est celui qui a �et�e pr�esent�e dans la section 2.2.2. En

particulier, le facteur de charge est calcul�e par l'�equation (2.44). Comme expliqu�e dans la section 2.5.1,

un algorithme di��erent (Parrilla G�omez, 2015) est utilis�e avec le mod�ele progressif. Cet algorithme,

similaire �a l'algorithme gouvernant l'�evolution de � dans la version compl�ete de la m�ethode TLS (cf.

section 2.3.2), comporte �egalement une �etape de pr�ediction, suivie d'une correction qui aboutit �a un

facteur de charge � di��erent de celui donn�e par l'�equation (2.44). Cette di��erence est accentu�ee par

le fait qu'avec le mod�ele progressif, on observe une l�eg�ere augmentation de la force au d�ebut de la

courbe avant que celle-ci ne commence �a diminuer alors qu'avec le mod�ele brutal, la force commence

�a diminuer d�es l'apparition de l'endommagement. On remarque �egalement que lorsque l'on ra�ne le

maillage, la hauteur du pic diminue avec le mod�ele progressif, alors qu'elle reste relativement stable

d'un maillage �a l'autre avec le mod�ele brutal. Cela pourrait s'expliquer par une impr�ecision du calcul

du champ Yc. En e�et, la fonction d'adoucissement du mod�ele progressif est une fonction rationnelle

(cf. �equation 2.85), qui tend vers l'in�ni lorsque d tend vers 1. La quadrature de Gauss classique

utilis�ee pour calculer Yc ne permet donc pas d'avoir des r�esultats su�samment pr�ecis dans le cas des

maillages grossiers. Au contraire, avec le mod�ele brutal, Yc est calcul�e exactement. N�eanmoins lorsque

l'on ra�ne le maillage, la hauteur du pic calcul�ee avec le mod�ele progressif tend �a converger vers celle

obtenue avec le mod�ele brutal.

Apr�es le pic, on observe une d�ecroissance de la force et du d�eplacement (snap-back) correspondant

au d�eveloppement de la �ssure verticale (point A sur la �gure 3.6). Une fois que la �ssure a atteint

le milieu de l'�eprouvette (point B), le chargement augmente (points C et D), �a cause du travail en

compression des deux moiti�es de disque. Le snap-back observ�e avec le mod�ele brutal est nettement plus

prononc�e qu'avec le mod�ele progressif, ce qui �etait pr�evisible, la fonction d'adoucissement constante

correspondant �a un comportement purement fragile.

Champ d'endommagement Le champ d'endommagement dans le centre de l'�eprouvette pour un

CMOD environ �egal �a 7 microns, pour les mod�eles test�es et pour chaque maillage est donn�e sur la �gure

3.7. Tout d'abord, on v�eri�e bien que quelle que soit la taille des mailles consid�er�ee, l'endommagement

est r�eparti dans une bande de largeur 2`c. Ensuite, avec le mod�ele brutal, la �ssure semble mieux d�e�nie,

tandis qu'avec le mod�ele progressif, la �ssure ne semble pas compl�etement ouverte. On remarque

�egalement qu'avec le mod�ele progressif, pour le maillage le plus grossier, la hauteur de la �ssure

63



Figure 3.6. { Courbes force-CMOD

semble moins �elev�ee que pour les maillages mod�er�e et �n, tandis que la hauteur de la �ssure est la

même avec les trois maillages pour le mod�ele brutal. Ceci semble con�rmer que dans le cas du mod�ele

progressif on commet une certaine impr�ecision sur le calcul de Yc, qui diminue lorsque le maillage est

ra�n�e.

Ouverture de �ssure Dans ce paragraphe on illustre l'extraction des ouvertures de �ssures. On

donne tout d'abord sur la �gure 3.8 la d�eform�ee de la structure obtenue avec le maillage grossier, �a

di��erents instants du calcul correspondants aux points A,B,C et D de la courbe force-CMOD (�gure

3.6). On choisit ici de montrer les r�esultats issus du mod�ele brutal ; en e�et on a montr�e dans la

section pr�ec�edente que la �ssure �etait mieux d�e�nie qu'avec le mod�ele progressif. L'enrichissement

via la m�ethode X-FEM (cf. section 2.2.4) coupl�e �a l'utilisation de la double-d�ecoupe (cf. section

2.2.5) permet d'�eliminer du calcul la zone o�u d = 1 et de mod�eliser la discontinuit�e du champ de

d�eplacement. On a ainsi une repr�esentation directe de la macro-�ssure, contrairement aux mod�eles

d'endommagement classiques o�u la \�ssure" correspond en g�en�eral �a une bande d'�el�ements o�u la

d�eformation est tr�es importante.

L'ouverture de la �ssure le long de celle-ci peut donc être directement extraite en calculant la

di��erence de d�eplacement horizontal entre deux points situ�es de part et d'autre des l�evres de la �ssure,

pour une valeur de y donn�ee. On donne sur la �gure 3.9 l'ouverture de la �ssure pour di��erentes valeurs

du CMOD comprises entre 3.82 et 7.61 microns (�etats C et D de la �gure 3.8). Pour chaque valeur du

CMOD, l'ouverture de la �ssure a �et�e extraite pour 20 valeurs de y.
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Grossier Mod�er�e Fin Grossier Mod�er�e Fin

hcst hcoh

Figure 3.7. { Exemple de champ d'endommagement, pour une valeur de CMOD environ �egale �a 7
microns.
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A. (CMOD = 0.78 micron) B. (CMOD = 1.21 microns)

C. (CMOD = 3.82 microns) D. (CMOD = 7.61 microns)

Figure 3.8. { D�eform�ee de l'�eprouvette.
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Figure 3.9. { Ouverture de �ssure le long de la �ssure obtenue avec le mod�ele brutal pour di��erentes
valeurs du CMOD, maillage grossier.

3.3. Poutre en 
exion 3 points

3.3.1. Description du cas test

G�eom�etrie et conditions aux limites On s'int�eresse dans cette section �a l'�etude d'un essai de 
exion

trois points. Les caract�eristiques de cet essai sont celles de la poutre entaill�ee �etudi�ee par Dufour et al.

(2012). Les dimensions de la poutre sont : longueur L = 500 mm, distance entre appuis D = 400

mm, hauteur h = 100 mm, �epaisseur e = 50 mm, profondeur d'entaille t = 20 mm (cf. �gure 3.10).

N�eanmoins on s'int�eressera aussi au cas o�u la poutre n'est pas entaill�ee, ce qui permettra de comparer

les deux versions de la m�ethode TLS.

On choisit comme longueur caract�eristique `c = 8 mm, utilis�ee par Dufour et al. (2012) avec une

r�egularisation non-locale int�egrale (cf. section 1.4.3). Deux tailles de mailles seront test�ees dans le

centre de la poutre : h = `c=5 et h = `c=10. A�n d'�eviter un endommagement non physique autour des

conditions aux limites, comme il n'est pas possible avec l'impl�ementation actuelle du code d'avoir un

mat�eriau �elastique dans un sous-domaine du maillage, un mat�eriau endommageable dot�e d'un Y 0
c tr�es

�elev�e a �et�e utilis�e autour des appuis (zones en vert sur la �gure 3.11). Le même mat�eriau a �et�e utilis�e

dans la partie sup�erieure sous le chargement. On remarquera qu'avec la version simpli��ee du code,

cela n'est pas n�ecessaire. En e�et, l'initiation de l'endommagement se fait en ins�erant un petit d�efaut

au d�ebut du calcul, l�a o�u la valeur du taux de restitution d'�energie local est maximale (cf. section
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2.2.3) ; il su�t donc de restreindre le domaine o�u l'initiation est possible �a une petite zone dans la

partie inf�erieure au centre de la poutre (ou au niveau de l'entaille pour le cas de la poutre entaill�ee).

La recherche de d�efauts est ensuite d�esactiv�ee.

Figure 3.10. { Flexion trois points sur poutre entaill�ee : g�eom�etrie et conditions aux limites.

X

Y

Z

Figure 3.11. { Maillage grossier (h = `c=5) de la poutre entaill�ee

Param�etres mat�eriaux Les param�etres mat�eriaux de la m�ethode TLS utilis�es pour ce cas test sont

donn�es dans le tableau 3.12, ainsi que les param�etres du mod�ele de Mazars utilis�e par Dufour et al.

(2012) (seul un endommagement en traction �etait consid�er�e, d'o�u l'absence des param�etres Ac et

Bc). Ces param�etres ont �et�e obtenus en recalant la courbe force-CMOD obtenue par la m�ethode TLS

simpli��ee avec les r�esultats exp�erimentaux de Dufour et al. (2012) (cf. �gure 3.21). Le comportement

aux points de Gauss pour le mod�ele de Mazars utilis�e par Dufour et al. (2012) et pour la m�ethode

TLS est donn�e sur la �gure 3.12. On constate que le comportement du mod�ele de Mazars de r�ef�erence

montre une premi�ere phase croissante apr�es la phase �elastique. Cette phase ne peut pas être reproduite

avec la m�ethode TLS et l'�equivalence avec les mod�eles coh�esifs ; en e�et, la fonction d'adoucissement

h (cf. section 2.5.1) a �et�e calcul�ee de fa�con �a avoir une pente nulle pour d = 0, ce qui explique la

di��erence entre les deux comportements.

3.3.2. Poutre non entaill�ee

On consid�ere tout d'abord le cas o�u la poutre ne comporte pas d'entaille. On donne sur la �gure

3.14 un exemple de champ d'endommagement obtenu pour les deux maillages test�es, avec les deux
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At 0,9

Bt 4000

Mod�ele de Mazars �d0 4,0.e�5

(Dufour et al., 2012) � 1,0

E (MPa) 30000

� 0,24

Param�etres TLS

`c (mm) 8

�f (MPa) 4

�k (MPa) 0,26

wf (mm) 0,031

w1 (mm) 0,021

Figure 3.12. { Param�etres mat�eriaux de l'essai de poutre en 
exion trois points.

Figure 3.13. { Comportement �(�) aux points de Gauss pour l'essai de poutre en 
exion trois points.

versions di��erentes de la m�ethode TLS. Les r�esultats obtenus sont qualitativement tr�es di��erents ; avec

la version compl�ete, une large zone d'endommagement di�us peut être observ�ee, tandis qu'on observe

seulement une bande de largeur 2`c avec la version simpli��ee. En e�et, avec cette version, la contrainte

kr�k = 1 fait qu'on ne peut avoir (dans des cas avec une seule �ssure) des zones endommag�ees de

largeur au plus 2`c. Le champ d'endommagement (cf. �gure 3.14) est �egalement peu d�ependant de la

taille des �el�ements. En revanche, pour le maillage le plus grossier, les bords de la zone endommag�ee

pr�esentent des ondulations, qui ont tendance �a disparâ�tre lorsque l'on ra�ne le maillage. On remarque

�egalement qu'avec la version simpli��ee, la trajectoire n'est pas tout �a fait verticale. L�a encore il pour-
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rait s'agir d'un probl�eme de pr�ecision, li�e �a l'int�egration de la fonction d'adoucissement d'une part

comme mis en �evidence dans la section 3.2.3, et du calcul des champs moyens d'autre part. En e�et, les

champs moyens X sont calcul�es par une m�ethode Lagrangienne dans la version simpli��ee (cf. section

2.2.1), et par des modes dans la version 2.3.1. Or Moreau (2014) a montr�e que le calcul par mode �etait

plus pr�ecis, ce qui peut expliquer que la �ssure d�evie l�eg�erement avec la m�ethode simpli��ee. Lorsqu'on

ra�ne le maillage, la �ssure redevient droite, ce qui tend �a con�rmer qu'un degr�e de pr�ecision su�sant

a �et�e atteint.

Ces di��erences de comportement au niveau local ont �evidemment une in
uence non-n�egligeable sur

le comportement global de la structure, comme on peut le voir sur la �gure 3.15, o�u est trac�e l'e�ort

impos�e en fonction du d�eplacement vertical pour (h = `c=5). Avec la m�ethode simpli��ee, on obtient un

comportement beaucoup plus fragile qu'avec la version compl�ete. On remarquera �egalement la pr�esence

de fortes oscillations, que ce soit avec la version compl�ete o�u la version simpli��ee de la m�ethode. Ces

oscillations sont li�ees au caract�ere explicite de l'algorithme de propagation utilis�e. En e�et, �a chaque

pas de temps le facteur de charge est calcul�e de fa�con �a ce qu'en au moins un n�ud du maillage la level

set � progresse d'une valeur ��max. Le chargement en un instant n donn�e d�epend donc uniquement

de l'�etat m�ecanique en un point Pn. Il serait logique de supposer que ce point ne se d�eplace que

peu d'un pas de temps �a un autre, autrement dit, qu'�a l'instant n + 1 le point Pn+1 d�eterminant le

chargement se trouve au voisinage de Pn. L'�etat m�ecanique de ce point Pn+1 �etant proche de celui de

Pn, le chargement �evolue peu entre les instants n et n+ 1. En pratique, les impr�ecisions num�eriques

font que la position de ce point peut varier fortement d'un instant �a l'autre, d'o�u les oscillations, l'�etat

m�ecanique en un point Pn+1 n'ayant a priori aucune raison d'être proche de l'�etat m�ecanique en un

point Pn si Pn+1 est loin de Pn.

Dans le cas d'une fonction d'adoucissement choisie pour avoir une m�ethode TLS �equivalente �a

un mod�ele coh�esif, ces oscillations sont ampli��ees par le probl�eme d'int�egration num�erique dû �a la

singularit�e en d = 1. On remarque ainsi que l'amplitude de ces oscillations reste mod�er�ee au d�ebut

du calcul, lorsque d est encore �eloign�e de 1, et qu'elle devient de plus en plus importante au fur et

�a mesure du calcul, c'est-�a-dire lorsque la taille de la zone endommag�ee augmente. N�eanmoins, on

remarquera que le facteur de charge est d�e�ni comme un minimum (�equations (2.44) et (2.67)), les

oscillations ont donc tendance �a sous-estimer le chargement. Dans les cas tests compar�es �a des r�esultats

exp�erimentaux, on se focalisera donc sur l'enveloppe sup�erieure de la courbe force-d�eplacement. En�n,

on remarquera que ces oscillations diminuent lorsque l'on ra�ne le maillage (cf. �equation (3.15)).

Dans le cas de la version simpli��ee, on pourrait se demander s'il est l�egitime de n'activer la recherche

de d�efaut qu'au premier pas de temps, comme expliqu�e dans la section 3.3.1. Le champ d'endomma-

gement obtenu pour la version simpli��ee, pour h = `c=5 et en laissant cette fois-ci la recherche de

d�efaut active, est donn�e sur la �gure 3.17. On constate qu'une premi�ere �ssure semble d'initier au

centre de la poutre, mais rapidement celle-ci �nit par s'�elargir et former une large zone morte au lieu

de s'allonger. Au bout d'un certain temps on constate même que deux autres �ssures semblent ap-

parâ�tre, et �nissent par s'�elargir comme la premi�ere. Cela peut s'expliquer en observant les r�esultats

obtenus avec la version compl�ete (cf. �gure 3.14). On observe sur la face inf�erieure de la poutre une

large zone d'endommagement di�us, qui indique que le crit�ere de propagation local (2.9) a �et�e atteint
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h = `c=5, version simpli��ee. h = `c=5, version compl�ete.

h = `c=10, version simpli��ee. h = `c=10, version compl�ete.

Figure 3.14. { Champ d'endommagement pour la poutre non-entaill�ee, pour di��erentes tailles de
maille et pour les deux versions de la m�ethode TLS.

71



Figure 3.15. { Courbes force en fonction du d�eplacement impos�e (h = `c=5) pour la poutre non-
entaill�ee.

dans toute cette zone. Avec la version simpli��ee, un d�efaut est initi�e d�es que ce crit�ere est atteint.

Le probl�eme vient du fait que la propagation de ces d�efauts est ensuite r�ealis�ee de fa�con �a v�eri�er la

condition (2.18), y compris l�a o�u ce n'est pas n�ecessaire (zone en pointill�es verts sur la �gure 3.17 a.).

On obtient ainsi un champ d'endommagement erron�e.

3.3.3. Poutre entaill�ee

Une �etude identique est r�ealis�ee dans le cas de la poutre entaill�ee. Ici, la pr�esence de l'entaille entrâ�ne

une singularit�e du champ de d�eformation en pointe, for�cant ainsi la localisation de l'endommagement

(cf. �gure 3.18) d�es le d�ebut du calcul. Par cons�equent, dans le cas de la version compl�ete de la m�ethode

TLS, la zone endommag�ee est quasiment confondue avec la zone non-locale, ce qui explique que l'on

obtienne avec les deux versions de la m�ethode des r�esultats qualitativement identiques, c'est-�a-dire

une bande endommag�ee de largeur 2`c. Mis �a part la localisation tr�es rapide de l'endommagement, les

même conclusions que pour la poutre non entaill�ee peuvent être tir�ees (bords de la zone endommag�ee,

oscillations de la courbe force-d�eplacement, comportement en fonction de la taille des �el�ements du

maillage). On notera n�eanmoins une sensibilit�e du pic (cf. �gure 3.20) �a la taille des mailles plus

importante que dans le cas de la poutre non-entaill�ee, ce qui est li�e �a la singularit�e du champ de

d�eformation au niveau de la pointe de l'entaille.

Ouvertures de �ssure On compare sur la �gure 3.21 les courbes force-CMOD obtenues par les ver-

sions simpli��ee et compl�ete de la TLS �a la courbe obtenue exp�erimentalement par Dufour et al. (2012).

On rappelle que les param�etres mat�eriaux donn�es dans le tableau 3.12 ont �et�e recal�es de fa�con �a ce que

la courbe obtenue par la m�ethode simpli��ee soit la plus proche possible des r�esultats exp�erimentaux.
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a. b.

Figure 3.16. { Courbes force en fonction du d�eplacement impos�e pour la poutre non-entaill�ee, pour
di��erentes tailles de mailles : a. version simpli��ee. b. version compl�ete .

a. b.

Figure 3.17. { Champ d'endommagement obtenu pour la poutre non-entaill�ee avec la version sim-
pli��ee, en laissant active la recherche de d�efauts �a chaque pas de temps.
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h = `c=5, version simpli��ee. h = `c=5, version compl�ete.

h = `c=10, version simpli��ee. h = `c=10, version compl�ete.

Figure 3.18. { Champ d'endommagement pour la poutre entaill�ee, pour di��erentes tailles de maille
et pour les deux versions de la m�ethode TLS.
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Figure 3.19. { Courbes force en fonction du d�eplacement impos�e (h = `c=5) pour la poutre entaill�ee.

En utilisant ces param�etres avec la version compl�ete, on retrouve bien le même comportement.

L'ouverture de �ssure le long de la �ssure pour un CMOD �egal �a 200 microns est donn�ee sur la �gure

3.22. Cette ouverture a �et�e extraite du calcul TLS avec la m�ethode simpli��ee, en calculant la di��erence

de d�eplacement horizontal entre deux points situ�es de part et d'autre des l�evres de la �ssure, pour 10

valeurs de y di��erentes. Les r�esultats obtenus sont compar�es aux r�esultats exp�erimentaux obtenus par

corr�elation d'image, et aux r�esultats num�eriques obtenus par Dufour et al. (2012) en reconstruisant le

trajet de �ssuration �a partir d'un mod�ele d'endommagement non-local et en post-traitant le champ

de d�eformation.

Les r�esultats num�eriques obtenus en termes d'ouverture sont tr�es proches des r�esultats exp�erimentaux,

bien qu'ils les sous-estiment l�eg�erement. D'apr�es Dufour et al. (2012), cela s'explique par le fait que

les ouvertures de �ssures exp�erimentales ont �et�e obtenues par corr�elation d'image, mesur�ees sur la face

ext�erieure de la poutre. Or les ouvertures de �ssures sont plus importantes �a l'ext�erieur de la poutre.

Les r�esultats exp�erimentaux donnent donc un maximum, tandis que les simulations num�eriques, en

2D, fournissent une moyenne. N�eanmoins les r�esultats obtenus semblent tr�es corrects au vu du coût en

post-traitement, n�egligeable avec la m�ethode TLS. Le ra�nement du maillage n'a pas une in
uence

importante sur les r�esultats. On notera qu'avec les fortes oscillations, la valeur du CMOD de 200 mi-

crons est atteinte plusieurs fois. L'extraction des ouvertures de �ssures a �et�e r�ealis�ee pour le premier

champ de d�eplacement pour lequel cette valeur a �et�e atteinte.

3.4. Conclusion

Dans ce chapitre, l'extraction d'ouvertures de �ssure par la m�ethode TLS a �et�e illustr�ee sur deux

exemples, un essai br�esilien et un essai de poutre en 
exion trois points. Le premier a �et�e trait�e
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a. b.

Figure 3.20. { Courbes force en fonction du d�eplacement impos�e pour la poutre entaill�ee, pour
di��erentes tailles de mailles : a. version simpli��ee. b. version compl�ete.

Figure 3.21. { Courbes force-CMOD pour la poutre entaill�ee, comparaison entre r�esultats TLS ob-
tenus avec la version simpli��ee (h = `c=5) et r�esultats exp�erimentaux tir�es de (Dufour
et al., 2012).

avec deux mod�eles d'endommagement : un premier mod�ele, quali��e de \brutal", correspondant �a une

fonction d'adoucissement constante, et un second, quali��e de \progressif", calcul�e de fa�con �a avoir

un comportement �equivalent �a une loi coh�esive bilin�eaire (cf. section 2.5). Une discussion sur ces

deux mod�eles a �et�e r�ealis�ee, de laquelle il a �et�e d�eduit que le mod�ele brutal ne semble pas pertinent
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Figure 3.22. { Ouverture de �ssure le long de la �ssure pour la poutre entaill�ee, comparaison entre
r�esultats TLS, r�esultats exp�erimentaux et r�esultats num�eriques tir�es de (Dufour et al.,
2012), pour une valeur du CMOD �egale �a 200 microns.

pour recaler des r�esultats exp�erimentaux. N�eanmoins, celui-ci permet de mettre en �evidence certaines

di�cult�es li�ees au mod�ele progressif, c'est pourquoi il a �et�e utilis�e dans ce cas test, purement illustratif.

Grâce �a l'enrichissement par la m�ethode X-FEM du champ de d�eplacement, l'extraction d'ouvertures

de �ssure se fait sans technique de post-traitement particuli�ere, en calculant simplement la di��erence

de d�eplacement entre deux points situ�es de part et d'autre des l�evres de la �ssure. Cela n�ecessite

n�eanmoins la fonction de double-d�ecoupe (cf. section 2.2.5), qui n'est actuellement impl�ement�ee que

dans la version simpli��ee de la m�ethode. Cela ne pose pas de probl�eme pour des cas tests o�u l'endomma-

gement est uniquement localis�e, comme dans le cas de la poutre entaill�ee (section 3.3.3). En revanche

pour des cas o�u de l'endommagement di�us est attendu, la version simpli��ee donne des r�esultats

di��erents de la version compl�ete qui, on le rappelle, est plus g�en�erale au niveau des ph�enom�enes phy-

siques mod�elis�es (cf. section 2.4). Les r�esultats obtenus avec la version simpli��ee dans ce cas doivent

donc être consid�er�es avec pr�ecaution.

De plus, un probl�eme propre au pilotage explicite du chargement a �et�e mis en �evidence, �a savoir de

fortes oscillations sur la courbe force-d�eplacement. En plus de la m�ethode de pilotage du chargement,

des di�cult�es d'int�egration num�erique dues �a la forme particuli�ere de la fonction d'adoucissement ont

�et�e mises en �evidence, notamment sur le cas de l'essai br�esilien o�u un maillage assez �n est n�ecessaire

pour retrouver la bonne valeur du pic (cf. �gure 3.6). L'amplitude de ces oscillations semble diminuer

lorsque l'on ra�ne le maillage, mais n�ecessite des tailles de mailles assez faibles (de l'ordre de `c=10).

Cela reste envisageable sur des cas simples, par exemple avec une seule �ssure comme ceux pr�esent�es
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dans ce chapitre, o�u l'on peut se permettre de ra�ner localement le maillage sur le trajet de la �ssure.

En revanche pour des cas plus complexes, notamment avec plusieurs �ssures comme ceux qui seront

d�evelopp�es dans le chapitre 4, une telle �nesse de maillage peut s'av�erer n�ecessaire dans une bonne

partie de la structure, ce qui peut être r�edhibitoire.

Mis �a part les di�cult�es num�eriques de la m�ethode TLS li�ees �a la propagation de la level set et �a

la repr�esentation de la �ssure (double-d�ecoupe), le coût en post-traitement n�egligeable pour extraire

les ouvertures de �ssures en fait un outil particuli�erement int�eressant par rapport aux m�ethodes de

post-traitement existantes (cf. section 3.1). L'approche demanderait n�eanmoins �a être valid�ee avec

d'autres r�esultats exp�erimentaux a�n de mieux en estimer la pr�ecision.
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4. Application de la m�ethode TLS �a l'�etude de

structures en b�eton arm�e
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a. Poutre non renforc�ee b. Poutre renforc�ee

Figure 4.1. { Illustration du proc�ed�e de �ssuration dans une poutre en b�eton sur un essai de 
exion
trois points.

4.1. Introduction

4.1.1. Rôle des armatures

Le chapitre 3 a permis de valider la capacit�e de la m�ethode TLS �a extraire des ouvertures de �ssures �a

partir d'un mod�ele formul�e dans le cadre de la m�ecanique de l'endommagement, et ce sans m�ethode de

post-traitement particuli�ere. Les cas tests �etudi�es dans ce chapitre ne s'int�eressaient qu'�a des structures

en b�eton non arm�e, pour lesquels une seule �ssure apparaissait. En pratique, comme il a �et�e expliqu�e

dans l'introduction de ce manuscrit, la faible r�esistance �a la traction du b�eton n�ecessite de l'associer

�a des armatures m�etalliques a�n d'empêcher la ruine des structures. On consid�ere par exemple le cas

d'une poutre en b�eton en 
exion trois points (cf. �gure 4.1). Si la poutre n'est pas renforc�ee, une seule

�ssure va s'initier au centre, l�a o�u le moment de 
exion est le plus important, puis se propager jusqu'�a

provoquer la ruine de la poutre. En revanche, si l'on place une armature dans la partie inf�erieure de

la poutre, c'est-�a-dire la partie en traction, plusieurs �ssures vont s'initier et se propager. Dans ce cas,

la r�esistance de la poutre sera nettement plus �elev�ee que celle de la poutre non-arm�ee. On remarquera

que l'armature n'empêche pas totalement la �ssuration du b�eton ; en revanche, sa pr�esence induit une

redistribution des d�eformations qui provoque l'apparition de plusieurs �ssures au lieu d'une seule, ce qui

permet �a la structure de dissiper davantage d'�energie, et donc d'avoir une r�esistance plus importante.

Un autre e�et des armatures est de limiter l'ouverture des �ssures, voire de les refermer par retour

�elastique de l'acier. Or la connaissance de l'�etat de �ssuration peut s'av�erer crucial pour certaines

structures, comme par exemple les enceintes de con�nement des centrales nucl�eaires, pour lesquelles

cet �etat de �ssuration a un impact direct sur leur �etanch�eit�e. Tout l'enjeu des �etudes num�eriques est

donc de pr�evoir comment ces �ssures, in�evitables, vont s'initier, se propager et s'ouvrir.

Dans le cas du b�eton arm�e, la n�ecessit�e de pouvoir repr�esenter l'endommagement di�us (Ba�zant,

1986) impose le choix de la version compl�ete de la m�ethode TLS. Sans double-d�ecoupe (cf. section

2.4), il n'est pas possible d'�evaluer pr�ecis�ement les ouvertures de �ssures, mais ce point a d�ej�a �et�e

abord�e dans le chapitre 3. En revanche la simple d�ecoupe permet d'obtenir les espacements, ce que

l'on va chercher �a caract�eriser ici.
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4.1.2. In
uence et mod�elisation de la liaison acier-b�eton

Description du comportement de la liaison acier-b�eton

Toute l'in
uence des armatures sur les structures en b�eton arm�e provient de la transmission des

e�orts de l'acier vers le b�eton. Il est donc logique de penser que l'interface acier entre l'acier et le b�eton

occupe une place pr�epond�erante dans ce processus. Cette interface n'est pas parfaite et se d�et�eriore

lorsque le chargement augmente. Cette d�et�erioration a une in
uence importante sur le transfert des

e�orts entre les deux mat�eriaux. Trois ph�enom�enes sont mis en jeu au cours de la d�egradation de

l'interface acier-b�eton (Lutz et Gergely, 1967) :

| L'adh�erence chimique entre les deux mat�eriaux

| Les interactions m�ecaniques entre acier et b�eton, dues notamment �a la pr�esence de nervures le

long des barres d'acier. Ces interactions n'existent que pour des armatures �a \haute adh�erence"

(HA). Pour des barres lisses celles-ci sont absentes

| Le ph�enom�ene de frottement entre les deux surfaces de contact

Le m�ecanisme de d�egradation de la liaison acier-b�eton se divise en trois phases, d�ecrites par exemple

par Casanova (2012) :

Phase initiale (cf. �gure 4.2) : La liaison peut-être consid�er�ee comme quasi-parfaite ; un tr�es l�eger

glissement peut-être observ�e, dû �a la d�eformation �elastique du b�eton (phase AB sur la �gure 4.2

b.). Le b�eton �a proximit�e du renfort reste sain.

Figure 4.2. { (Casanova, 2012) Phase initiale. a. Interface acier-b�eton b. Partie de la loi d'adh�erence
associ�ee

Fissuration (cf. �gure 4.3) : D�es que l'adh�erence chimique est rompue, l'acier commence �a glisser

dans le b�eton. Dans le cas d'un renfort lisse, les ph�enom�enes observ�es sont semblables �a du

frottement �a l'interface entre les deux mat�eriaux (augmentation du glissement et diminution de

la contrainte d'adh�erence). En pr�esence de nervures, le b�eton se comprime pour s'opposer au

glissement du tirant, ce qui provoque une augmentation de la contrainte d'adh�erence (phase BC

sur la �gure 4.3 b.). Des micro�ssures commencent �a apparâ�tre dans le b�eton, ce qui entrâ�ne

un adoucissement (phase CD sur la �gure 4.3 b.).

Rupture (cf. �gure 4.4) : Le b�eton autour de la barre d'acier est presque compl�etement d�egrad�e et

n'oppose quasiment plus de r�esistance au glissement. La barre peut être consid�er�ee comme lisse,

le seul ph�enom�ene s'opposant encore au glissement est le frottement acier-b�eton (�a partir du

point D sur la �gure 4.4 b.).
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Figure 4.3. { (Casanova, 2012) Phase de �ssuration. a. Interface acier-b�eton b. Partie de la loi
d'adh�erence associ�ee

Figure 4.4. { (Casanova, 2012) Phase de rupture. a. Interface acier-b�eton b. Partie de la loi
d'adh�erence associ�ee

Mod�elisation num�erique de la liaison acier-b�eton

On se place ici dans le cas o�u les armatures sont mod�elis�ees par des �el�ements volumiques, sans tenir

compte des nervures. La question de leur repr�esentation g�eom�etrique sera discut�ee plus en d�etails

dans le chapitre 5. De nombreuses m�ethodes ont �et�e propos�ees a�n de prendre en compte le com-

portement de l'interface acier-b�eton. Un des premiers mod�eles a �et�e propos�e par Ngo et Scordelis

(1967) : il consiste simplement �a ajouter des ressorts entre les n�uds d'acier et les n�uds b�eton. Des

mod�eles plus �elabor�es ont ensuite vu le jour, tel que celui propos�e par Reinhardt et al. (1984), qui

suppose que le b�eton autour de l'acier a un comportement di��erent du b�eton loin des armatures.

L'interface acier-b�eton est alors mod�elis�ee par une couche d'�el�ements �elastoplastiques (cf. �gure 4.5

a.). Avec ce type de mod�eles, le d�eplacement est continu �a l'interface, ce qui limite leur application

au cas des petites glissements. D'autres mod�eles tels que celui de Richard et al. (2010) utilisent un

comportement �elastoplastique endommageable, permettant �egalement de prendre en compte les e�ets

de la corrosion. Une discontinuit�e du d�eplacement �a l'interface peut être introduite en utilisant une

loi contrainte/glissement. Un exemple assez simple est la loi trilin�eaire de Daoud (2003), divis�ee en

trois parties distinctes (cf. �gure 4.5 c.) : un premi�ere partie avec une pente Ks1 �elev�ee permettant de

repr�esenter la quasi-continuit�e du d�eplacement lorsque la liaison n'est pas encore endommag�ee, une

seconde partie avec une pente Ks2 repr�esentant la d�egradation progressive de la liaison, et une derni�ere

partie de pente nulle lorsque la liaison est compl�etement endommag�ee, permettant de repr�esenter le

frottement entre les deux mat�eriaux. On trouve �egalement des mod�eles utilisant des �el�ements d�eg�en�er�es

d'�epaisseur nulle tel que celui propos�e par Dominguez (2005)(cf. �gure 4.5 b.). Ces �el�ements poss�edent
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a. �El�ements d'interface d'�epaisseur �nie b. �El�ements d�eg�en�er�e d'�epaisseur nulle
(Reinhardt et al., 1984) (Dominguez, 2005)

c. Relation contrainte glissement �(g) (Daoud, 2003)

Figure 4.5. { Exemples de mod�elisations num�eriques de l'interface acier-b�eton.

leur propre loi de comportement, permettant de mod�eliser les interactions entre les deux mat�eriaux.

En�n, d'autres mod�eles tels que celui de Raous et Karray (2009) utilisent la m�ecanique du contact.

Dans le cadre de cette th�ese, on consid�erera l'interface entre l'acier et le b�eton parfaite. La prise en

compte de la liaison n'est en e�et pas encore possible dans le code utilis�e. Autant que possible, les cas

tests �etudi�es dans ce chapitre ont �et�e choisis de telle sorte que l'in
uence de la liaison acier-b�eton puisse

être consid�er�ee comme n�egligeable, tout en conservant un regard critique sur les r�esultats obtenus.

4.2. Simulation d'un essai de tirant

4.2.1. Principe de l'essai de tirant

L'essai de tirant consiste �a appliquer un e�ort de traction aux deux extr�emit�es d'une barre d'acier

plong�ee dans une �eprouvette en b�eton prismatique (cf. �gure 4.6). La d�eformation de la barre va

entrâ�ner l'apparition d'e�orts de traction �xx dans le b�eton. Si le b�eton �etait parfaitement homog�ene,

�xx ainsi que la r�esistance �a la traction ft seraient uniformes. En pratique, le b�eton �etant un mat�eriau

h�et�erog�ene, �xx atteint ft en un point particulier avant le reste de la structure (cf. �gure 4.6 a.), ce qui

provoque la cr�eation d'une premi�ere �ssure. La contrainte �xx s'annule au droit de cette premi�ere �ssure

et devient plus importante au fur et �a mesure qu'on s'en �eloigne. Lorsque le chargement augmente,

�xx atteint ft en un deuxi�eme point, une deuxi�eme �ssure s'initie, et ainsi de suite jusqu'�a ce que

l'espacement entre les �ssures soit compris entre `r et 2`r o�u `r est appel�ee longueur de transfert. `r

est la distance minimale entre deux �ssures. En ce qui concerne le comportement global (cf. �gure
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a. Apparition des �ssures

b. Courbe force-d�eplacement (d�eplacement
impos�e)

c. Courbe force-d�eplacement (e�ort impos�e)

Figure 4.6. { M�ecanisme de �ssuration d'un tirant en b�eton.

4.6 b. et c.), caract�eris�e par la courbe force appliqu�ee �a la barre d'acier en fonction du d�eplacement,

celui-ci peut-être d�ecompos�e en trois phases :

1. Une premi�ere phase �elastique.

2. Une phase de �ssuration du b�eton. En fonction de la m�ethode employ�ee pour piloter l'essai, on

observe des chutes d'e�ort (�gure 4.6 b.) pour un essai pilot�e en d�eplacement, et des plateaux

pour un essai pilot�e en e�ort (�gure 4.6 c.). N�eanmoins, les enveloppes sup�erieures des courbes

sont identiques (Maurel, 1999).

3. Une troisi�eme phase o�u le r�eseau de �ssuration n'�evolue quasiment plus, et o�u la d�eformation

du tirant n'est due qu'�a celle de l'acier. Cette phase sera quali��ee dans ce qui suit de phase de

\�ssuration stabilis�ee"

4.2.2. Caract�eristiques du tirant �etudi�e

Le tirant de r�ef�erence consid�er�e dans cette section a �et�e �etudi�e exp�erimentalement et num�eriquement

par Daoud (2003). Ce cas test est int�eressant pour deux raisons :

| Les tirants test�es par Daoud (2003) �etaient su�samment longs pour que l'on puisse observer la

formation de plusieurs �ssures (de l'ordre de 4 ou 5). Leur espacement a �et�e relev�e, ce qui va

permettre de voir si la m�ethode TLS est capable de retrouver les mêmes espacements.
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bloqué

Figure 4.7. { Maillage et conditions aux limites de l'essai de tirant.

| Les simulations num�eriques de r�ef�erence ont �et�e e�ectu�ees avec et sans mod�ele de liaison acier-

b�eton (contact parfait). Dans le cas d'une barre haute adh�erence, Daoud (2003) a montr�e que

la prise en compte de l'interface acier-b�eton a une in
uence moindre, ce qui permettra d'avoir

des r�esultats comparables �a ceux obtenus avec la m�ethode TLS et une interface parfaite.

G�eom�etrie et conditions aux limites Chaque �eprouvette est constitu�ee d'un bloc prismatique de

section carr�ee de dimensions 10�10�115 cm. Une barre d'acier est plong�ee au centre de l'�eprouvette.

Plusieurs diam�etres et types de barres, haute adh�erence (HA) et lisses, ont �et�e test�ees. Dans cette

section, on consid�erera le cas d'une barre haute adh�erence de diam�etre 12 mm, pour lequel Daoud

(2003) fournit de nombreux r�esultats exp�erimentaux et num�eriques.

Tout comme l'a fait Daoud (2003), le tirant a donc �et�e mod�elis�e en 2D avec des conditions axi-

sym�etriques. Une g�eom�etrie cylindrique est consid�er�ee, dont le rayon est calcul�e de fa�con �a avoir

la même section que l'�eprouvette prismatique mod�elis�ee. Les conditions aux limites utilis�ees sont

repr�esent�ees sur la �gure 4.7. Une longueur caract�eristique `c = 20 mm a �et�e choisie, de fa�con �a avoir

`c ' r=2, o�u r est le rayon du tirant, qui a �et�e maill�e avec des �el�ements triangulaires de taille `c=5,

pour un total de 5713 n�uds.
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ft (MPa) 3

GF (Nm/m2) 100

Mod�ele de Fichant h (mm) 9,4

(Daoud, 2003) E 30000

� 0,2

Param�etres TLS

`c (mm) 20

�f (MPa) 3

�k (MPa) 0,5

wf (mm) 0,045

w1 (mm) 0,175

Table 4.1. { Param�etres mat�eriaux de l'essai de tirant.

Param�etres mat�eriaux Num�eriquement, l'essai a �et�e mod�elis�e par Daoud (2003) en utilisant une

version simpli��ee du mod�ele d'endommagement de Fichant et al. (1999), similaire au mod�ele de Mazars

(1986) pr�esent�e dans la section 1.4. A�n d'obtenir une dissipation non d�ependante de la taille h des

�el�ements du maillage, une d�ependance �a h est introduite dans la loi d'�evolution de l'endommagement :

d = 1� �d0
~� exp(Bt(~�� �d0))

(4.1)

O�u Bt =
hft
GF

, �d0 = ft
E , GF =

hf2t
E . Les param�etres mat�eriaux utilis�es par Daoud (2003) pour le

mod�ele de Fichant sont rappel�es dans le tableau 4.1. Les param�etres TLS recal�es �a partir de la m�ethode

expliqu�ee dans la section 2.5.2, en utilisant notamment la même valeur de GF , y sont �egalement

donn�es. La valeur de h utilis�ee a�n de pouvoir tracer le comportement du mod�ele de Fichant au point

de Gauss est celle de la taille des �el�ements du maillage utilis�e par Daoud (2003) dans ses simulations.

Le comportement au point de Gauss pour les deux mod�eles est donn�e sur la �gure 4.8. En ce qui

concerne l'acier, celui-ci est mod�elis�e �a l'aide d'un mat�eriau endommageable de module d'Young 200

000 MPa, de coe�cient de Poisson 0.2, et une valeur de Y 0
c tr�es �elev�ee.

Daoud (2003) a constat�e qu'en utilisant une r�epartition homog�ene des caract�eristiques mat�eriaux, il

est di�cile d'obtenir un champ d'endommagement o�u des �ssures sont distinguables. Une r�epartition

al�eatoire du module d'Young suivant une loi normale d'�ecart type 10% a donc �et�e utilis�ee, for�cant

ainsi la localisation de l'endommagement. Avec la m�ethode TLS, le champ d'endommagement obtenu

pour une r�epartition homog�ene des caract�eristiques mat�eriaux est repr�esent�e sur la �gure 4.9. L'en-

dommagement s'initie au niveau des extr�emit�es de la barre d'acier, au niveau des coins rentrants,

puis se propage progressivement vers le milieu de l'�eprouvette. Deux �ssures s'initient �a une certaine

distance proche des extr�emit�es de l'�eprouvette. Lorsque l'endommagement s'est su�samment propag�e,

la d�eformation, et donc l'endommagement, devient homog�ene dans la partie centrale de l'�eprouvette.
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Figure 4.8. { Comportement �(�) aux points de Gauss pour l'essai de tirant

En�n, l'endommagement �evolue uniform�ement dans la partie centrale jusqu'�a atteindre 1, sans ap-

parition de �ssure. Tout comme Daoud (2003), on choisit donc d'utiliser une r�epartition al�eatoire du

module d'Young a�n de forcer la localisation de l'endommagement.

4.2.3. R�esultats num�eriques

Comportement global On donne sur la �gure 4.10 les courbes contrainte-d�eformation moyennes

dans l'acier, obtenues exp�erimentalement et num�eriquement par Daoud (2003) et par la m�ethode TLS

pour une premi�ere r�epartition al�eatoire du module d'Young. On pr�ecise que la contrainte moyenne est

calcul�ee en divisant l'e�ort appliqu�e aux extr�emit�es de la barre d'acier par sa section, et la d�eformation

moyenne en divisant la variation de longueur de l'armature par sa longueur initiale. Qualitativement, la

courbe obtenue par la m�ethode TLS est di��erente des courbes de r�ef�erence : des chutes de contraintes

sont observ�ees �a chaque fois qu'une �ssure apparâ�t, tandis que les courbes obtenues par Daoud

(2003) sont monotones croissantes. Cela est dû au pilotage en e�ort des essais exp�erimentaux (cf.

section 4.2.1). Comme dans la plupart des cas tests pr�esent�es dans le chapitre 3, des oscillations

peuvent être observ�ees. L'amplitude de ces oscillations augmente au fur et �a mesure du calcul, ce

qui peut s'expliquer par la taille de la zone endommag�ee, nettement plus importante que pour les

cas tests avec une seule �ssure pr�esent�es dans le chapitre 3. En e�et, plus la zone endommag�ee est

grande, et plus le nombre de points susceptibles de piloter l'�evolution du chargement augmente, d'o�u

une augmentation progressive de l'amplitude des oscillations (cf. explications de la section 3.3.2 sur

l'origine des oscillations observ�ees). En revanche, l'enveloppe sup�erieure de la courbe obtenue avec la

m�ethode TLS co��ncide bien avec les r�esultats de r�ef�erence.

Une deuxi�eme remarque concerne la phase de �ssuration stabilis�ee (cf. �gure 4.6 c.). La derni�ere

partie de la courbe est due normalement �a la d�eformation des aciers, le r�eseau de �ssures n'�evoluant

plus. Cette partie de la courbe ne peut pas être appr�ehend�ee avec l'impl�ementation actuelle de la

m�ethode TLS ; en e�et, l'algorithme de propagation utilis�e (cf. section 2.3.2) impose une avanc�ee de
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Figure 4.9. { Champs d'endommagement obtenus sans distribution al�eatoire du module d'Young, �a
di��erents instants du calcul au cours de l'essai de tirant.

l'endommagement �a chaque it�eration via la variable �. A chaque pas de temps, le facteur de charge

est calcul�e de fa�con �a ce que � progresse de ��max en au moins un point, même si le chargement

r�eel est tel que l'endommagement n'est pas cens�e �evoluer. Autrement dit il est possible d'obtenir un

champ d'endommagement non physique. L'�etude de la phase de �ssurations stabilis�ee n'est donc pas

possible avec l'algorithme de pilotage du chargement utilis�e. On se limite donc �a �etudier la phase de

�ssuration.

Caract�erisation de la �ssuration Le champ d'endommagement �a di��erentes �etapes du calcul est

donn�e sur la �gure 4.11. Comme dans le cas d'une r�epartition homog�ene du module d'Young, l'en-

dommagement commence �a apparâ�tre au niveau des extr�emit�es de la barre d'acier, puis se propage

progressivement vers le centre de l'�eprouvette. En revanche, l'introduction d'h�et�erog�en�eit�es permet

d'�eviter une �evolution uniforme de l'endommagement dans la partie centrale, ce qui permet d'avoir

une apparition progressive de 5 �ssures.

A�n d'�etudier l'in
uence de la r�epartition al�eatoire du module d'Young, deux autres distributions

(en plus de celle utilis�ee pour obtenir les r�esultats des �gures 4.10 et 4.11) ont �et�e test�ees. Le champ

d'endommagement en �n de phase de �ssuration pour chaque distribution est donn�e sur la �gure 4.12.

Les r�eseaux de �ssuration obtenus sont qualitativement similaires, avec 5 �ssures pour les distributions

1 et 3, et seulement 4 pour la distribution 2. La position des �ssures varie �egalement d'une distribution

�a l'autre.

Les espacements entre �ssures issus de Daoud (2003) et ceux obtenus par la m�ethode TLS sont
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Figure 4.10. { Courbes contraintes/d�eformation dans l'acier pour l'essai de tirant.

donn�es dans le tableau 4.2. Les espacements obtenus par la m�ethode TLS sont du même ordre de

grandeur que ceux obtenus exp�erimentalement. Num�eriquement, Daoud (2003) avait observ�e que l'uti-

lisation d'un mod�ele de liaison permettait d'obtenir des espacements plus proches de l'exp�erience, on

peut supposer que ce serait le cas avec la m�ethode TLS.

4.3. Poutre en b�eton arm�e (benchmark CEOS.FR)

Cette section est consacr�ee �a l'�etude d'un essai de 
exion trois points d'une poutre en b�eton arm�e,

similaire �a celle �etudi�ee dans le cadre du benchmark MECA d'EDF (Ghavamian et al., 2003), issu du

benchmark CEOS.FR (Comportement et �Evaluation des Ouvrages Sp�eciaux - Fissuration et Retrait).

Les r�esultats ont �et�e synth�etis�es par Jason (2009).

4.3.1. Description du cas test

G�eom�etrie et conditions aux limites Les dimensions et le plan de ferraillage sont donn�es sur la �gure

4.3.1. La longueur de la poutre est 5.4 m, et la distance entre appuis 5 m.

La poutre a �et�e mod�elis�ee en 2D, sous l'hypoth�ese des contraintes planes. Les armatures longi-

tudinales et transversales sont mod�elis�ees par des �el�ements barres 1D �elastoplastiques �a �ecrouissage

isotrope (cf. section 5.3 pour plus de d�etails sur les �el�ements barres 1D, et annexe B pour les �equations

du mod�ele �elastoplastique). Le contact est suppos�e parfait entre l'acier et le b�eton. Cette hypoth�ese,

retenue par tous les participants du benchmark (Jason, 2009) semble justi��ee dans la mesure o�u la

poutre est fortement arm�ee. Certains auteurs ont montr�e que l'interface acier-b�eton pouvait alors être

consid�er�ee comme parfaite (Adela��de et al., 2013; Oliver-Leblond et al., 2015).

La poutre est maill�ee avec des �el�ements triangulaires de taille h = `c=5 (cf. �gure 4.14), soit un total

de 32691 n�uds. La longueur des �el�ements barres 1D est �egale �a h=3, de fa�con �a avoir au moins deux

n�uds barres dans chaque �el�ement de b�eton, conform�ement aux recommandations de Jason (2008).
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Figure 4.11. { Champs d'endommagement pour la r�epartition al�eatoire n�1, �a di��erents instants du
calcul au cours de l'essai de tirant.
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Al�ea 1 Al�ea 2 Al�ea 3

Figure 4.12. { Champs d'endommagement en �n de phase de �ssuration pour chaque r�epartition
al�eatoire pour l'essai de tirant.
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Espacement
minimal (cm)

Espacement
moyen (cm)

Espacement
maximal (cm)

Exp�erience (Daoud, 2003)
Essai 1 14,0 17,0 19.0

Essai 2 12,5 15,8 21,0

Liaison AB (Daoud, 2003)

Al�ea 1 5 15,5 27,7

Al�ea 2 6,7 17,3 25,0

Al�ea 3 5 15,0 18,3

Contact parfait (Daoud, 2003)

Al�ea 1 15 17,8 21,7

Al�ea 2 18,3 20,5 25

Al�ea 3 7,5 19,2 25

Calcul TLS

Al�ea 1 15 16.6 18.2

Al�ea 2 22,1 23,5 24,5

Al�ea 3 13,4 17,8 25

Table 4.2. { Espacements des �ssures obtenus pour l'essai de tirant.

Figure 4.13. { G�eom�etrie et plan de ferraillage de l'essai CEOS.FR (Jason, 2009).
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Le d�eplacement du n�ud A est bloqu�e suivant x et y, et le d�eplacement du n�ud B suivant y. Le

chargement est appliqu�e au centre de la poutre. A�n d'�eviter un endommagement non physique au

niveau des conditions aux limites, un mat�eriau dot�e d'un Y 0
c tr�es �elev�e a �et�e utilis�e autour des appuis

(zones en vert sur la �gure 4.14). On notera qu'en th�eorie, au-del�a d'une certaine valeur du chargement,

la poutre est cens�ee s'endommager en compression sous le chargement (Jason, 2009). Or le mod�ele

utilis�e ici d�e�ni par le potentiel (2.4) ne permet pas de mod�eliser l'endommagement en compression.

Sans prise en compte de la compression, on observe avec la m�ethode TLS un endommagement de

la partie sup�erieure de la poutre dû �a la traction suivant y. Cet endommagement se d�eveloppe sur

une zone beaucoup plus large que si l'on avait pris en compte l'endommagement en compression (par

comparaison aux r�esultats obtenus par les autres participants du benchmark par exemple), ce qui

aboutit �a l'arrêt du calcul. Le même mat�eriau que celui qui entoure les appuis a donc �et�e utilis�e dans

la partie sup�erieure sous le chargement.

Figure 4.14. { Maillage de la poutre de l'essai CEOS.FR.

Param�etres mat�eriaux Les param�etres mat�eriaux, donn�es dans le tableau 4.3, ont �et�e recal�es �a partir

du mod�ele de Mazars utilis�e par un des participants du benchmark (Jason, 2008). Aux param�etres de

ce mod�ele, �egalement donn�es dans le tableau 4.3, vient s'ajouter la valeur de l'�energie de �ssuration :

GF = 200 N.m�1, param�etre du mod�ele Drucker-Prager (Jason et Durand, 2007) �egalement utilis�e

par Jason (2008) pour �etudier cet essai. Cette �energie a �et�e utilis�ee pour caler les param�etres TLS,

selon la m�ethode expliqu�ee dans la section 2.5.2. La longueur caract�eristique `c est la même que celle

de la r�egularisation non-locale int�egrale utilis�ee par Jason (2008) (cf. section 1.4.3). Le comportement

aux points de Gauss, pour le mod�ele de Mazars utilis�e par Jason (2008) et pour la m�ethode TLS, est

donn�e sur la �gure 4.15. On notera que seule la partie traction a �et�e recal�ee, le mod�ele asym�etrique

(cf. �equation (2.4) � = 0, donc pas d'endommagement en compression) �etant utilis�e.

4.3.2. Premier calcul

On donne sur la �gure 4.16 la courbe force-d�eplacement vertical obtenue pour un premier calcul.

On constate que la phase �elastique et le d�ebut de la phase de �ssuration sont correctement reproduits

(entre les points A et D sur la courbe). En revanche, lorsque l'on arrive environ �a la moiti�e du

chargement maximal observ�e exp�erimentalement, la force calcul�ee par la m�ethode TLS diminue au

lieu de continuer �a augmenter (points E et F sur la courbe).

Cette d�ecroissance de l'e�ort calcul�ee provient d'un probl�eme de \disparition de mati�ere", mis en

�evidence sur la �gure 4.17. Le champ d'endommagement �a di��erents instants du calcul est repr�esent�e �a
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Ac 1,2

Bc 1700

At 0,8

Mod�ele de Mazars Bt 10000

(Jason, 2008) �d0 9,5.e�5

ft (MPa) 3.5

� 1,06

E (MPa) 37200

� 0,2

E (MPa) 195 000

Acier � 0.3

(Jason, 2008) Limite �elastique (MPa) 466

Module tangent (MPa) 3245

Param�etres TLS

`c (mm) 50

�f (MPa) 3.5

�k (MPa) 0.8

wf (mm) 0.42

w1 (mm) 0.025

Table 4.3. { Param�etres mat�eriaux pour l'essai CEOS.FR.
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Figure 4.15. { Comportement �(�) aux points de Gauss pour l'essai CEOS.FR.

Figure 4.16. { Courbe force-d�eplacement vertical en cas de disparition de mati�ere pour l'essai
CEOS.FR.

gauche et le champ de d�eformation longitudinale �xx �a droite. A�n d'am�eliorer la lisibilit�e des r�esultats,

la d�eformation a �et�e repr�esent�ee suivant une �echelle logarithmique, pour des valeurs sup�erieures �a 1e�12

uniquement. L'id�ee est de mettre en �evidence les zones de la structure o�u �xx devient n�egatif et ne

contribue donc plus �a l'�evolution de l'endommagement, un potentiel asym�etrique �etant utilis�e. Cela

suppose que �xx est la principale contribution �a l'ouverture des �ssures, ce qui n'est pas rigoureusement

vrai, les �ssures n'�etant pas totalement verticales, mais permet d'illustrer le probl�eme consid�er�e. Les
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champs repr�esent�es sur la �gure 4.17 correspondent aux points A,B,C,D,E et F sur la courbe force-

d�eplacement de la �gure 4.16. On remarque donc que des �̂lots de mati�eres ont tendance �a disparâ�tre

(zones encadr�ees en rouge sur les champs d'endommagement B., D. et F.). Cela entrâ�ne une d�echarge

de la structure (zones encadr�ees en bleu sur les �gures 4.17 D. et F.). La �ssure rep�er�ee par le cadre

vert se propage brutalement tandis que la propagation des �ssures alentours ralentit, ce qui entrâ�ne

la ruine de la structure de fa�con anticip�ee.

Ce ph�enom�ene de disparition d'̂�lots de mati�ere est expliqu�e dans la section suivante.

4.3.3. Probl�emes de r�einitialisation

La principale di�cult�e de ce cas test r�eside dans la complexit�e des faci�es de �ssuration obtenus.

Un exemple est donn�e sur la �gure 4.18. En particulier, la forme de la zone endommag�ee poss�ede une

g�eom�etrie complexe due notamment :

| Au nombre �elev�e de �ssures

| Au fait que les �ssures sont parfois tr�es proches

| �A la pr�esence des armatures, qui ont tendance �a attirer l'endommagement

Cette g�eom�etrie complexe in
uence fortement l'�etape de r�einitialisation de la level set, expliqu�ee

dans la section 2.3.2, �gure 2.12. On pr�esente dans ce qui suit deux situations o�u cette �etape pose

probl�eme.

Disparition de mati�ere

La pr�esence des armatures, en particulier l'armature longitudinale inf�erieure, a tendance �a entrâ�ner

la formation d'̂�lots de mati�ere, comme on peut le voir sur la �gure 4.19. On notera que, par soucis

de clart�e, ces �̂lots ont �et�e repr�esent�es comme compl�etement d�etach�es du reste de la structure, ce

qui entrâ�nerait en th�eorie l'apparition de mouvement de corps rigides et donc l'arrêt des calculs. En

pratique ces �̂lots sont rarement compl�etement isol�es comme on peut le voir sur la �gure 4.18.

�A un instant n, le calcul de � permet de diviser le domaine de calcul en une zone locale 
L et une

zone non-locale 
NL, selon les notations introduites dans la section 2.3 (cf. �gure 4.19 a.). S'ensuit

une �etape de r�einitialisation, permettant d'assurer que kr�k = 1 dans 
NL. La fronti�ere de la zone

endommag�ee �c est ensuite calcul�ee �a partir de la fronti�ere � entre 
L et 
NL (cf. �gure 4.19 b.). Les

�̂lots de mati�ere que l'on peut observer sous l'armature longitudinale inf�erieure sont dus �a de petites

zones locales, constitu�es de seulement quelques �el�ements, parfois même un seul, comme pour l'�el�ement

en rouge en bas �a gauche sur la �gure 4.19 c.

Ces �̂lots d'�el�ements peuvent disparâ�tre �a cause du processus de r�einitialisation de �. En e�et, il

peut arriver au cours du calcul, par exemple, au pas de temps n+1, que le gradient de � �evolue jusqu'�a

d�epasser 1 dans un ou plusieurs de ces �el�ements (cf. �gure 4.19 d.). Ces �el�ements passent alors dans

la zone non-locale. La portion de � qui d�elimitait la fronti�ere entre ces �el�ements et la zone non-locale

disparâ�t. L'�el�ement en rouge passe dans la zone morte 
c �a l'issue de l'�etape de r�einitialisation, ce

qui explique la disparition de cet �̂lot de mati�ere. (cf. �gure 4.19 e. et f.). On a vu dans la section 4.3.2

que ce ph�enom�ene s'av�ere critique pour l'aboutissement du calcul, en particulier lorsque plusieurs de

ces �̂lots disparaissent, ce qui peut entrâ�ner la ruine de la structure de fa�con anticip�ee.
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A.

B.

C.

D.

E.

F.

Figure 4.17. { Disparition de mati�ere sous l'armature longitudinale inf�erieure au cours de l'essai
CEOS.FR : champ d'endommagement (�a gauche) et d�eformation longitudinale �xx (�a
droite). Pour la d�eformation �xx, une �echelle logarithmique avec un minimum de �xx
�a 1e�12 a �et�e utilis�e pour am�eliorer la lisibilit�e des r�esultats.
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Figure 4.18. { Exemple de champ d'endommagement obtenu pour l'essai CEOS.FR (zoom sur le
centre de la poutre)

La solution propos�ee, illustr�ee sur la �gure 4.20, consiste simplement �a r�etablir dans le calcul toute

partie connexe de � qui aurait �eventuellement disparu (cf. exemple en vert sur la �gure 4.20). On notera

qu'il ne s'agit que d'une solution temporaire, qui n'est pas rigoureusement juste du point de vue de

la th�eorie puisque qu'on obtient une portion de � qui n'est pas la fronti�ere entre une portion de 
L

et une autre de 
NL, mais qui se trouve enti�erement dans la zone non-locale. N�eanmoins cela permet

d'assurer qu'il reste su�samment de mati�ere a�n que l'armature longitudinale inf�erieure continue �a

entraver l'ouverture des �ssures, �evitant ainsi le probl�eme de propagation brutale d'une seule �ssure

�evoqu�e pr�ec�edemment.

Du point de vue de l'impl�ementation, l'�etape de r�einitialisation est r�ealis�ee �a partir de l'ensemble

de n�uds Nn
B qui, on le rappelle, sont les n�uds des �el�ements du maillage �el�ements �nis �a la fronti�ere

entre �el�ements locaux et �el�ements non-locaux, �a l'instant n. On va donc chercher �a �eviter la disparition

de parties connexes de Nn
B.On note Nn

B;k l'ensemble des parties connexes de N
n
B, de sorte que :

Nn
B =

[
k

Nn
B;k; Nn

B;k1

\
Nn
B;k2 = ;; 8k1 6= k2 (4.2)

�A chaque pas de temps n, pour chaque partie connexe Nn�1
B;k �a l'instant n� 1 :

1. A�n d'�eviter des temps de calculs trop lourds, on ne boucle que sur les parties connexes telles

que card(Nn�1
B;k ) est inf�erieur �a une certaine limite (on a choisit card(Nn�1

B;k ) < 30 pour cette

th�ese). On suppose en e�et que les Nn�1
B;k susceptibles de disparâ�tre sont relativement petits.

2. Une fois que les ensembles Nn
L , N

n
NL, N

n
B ont �et�e mis �a jour, on regarde si Nn�1

B;k a disparu. Pour

cela, on boucle sur les n�uds de Nn�1
B;k ; on consid�ere que Nn�1

B;k a disparu si aucun n�ud de
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a. b. c.

d. e. f.

Figure 4.19. { Illustration du probl�eme de r�einitialisation de la level set. a. D�ebut du pas de temps
n. b. et c. Reconstruction de �c �a partir de �. d. L'�el�ement en rouge passe dans 
NL.
e. La partie connexe de � correspondant �a cet �el�ement disparâ�t. f. Le calcul de �c �a
partir de � fait \disparâ�tre" l'̂�lot de mati�ere correspondant �a l'�el�ement rouge.
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a. b. c.

Figure 4.20. { Solution propos�ee au probl�eme de \disparition de mati�ere". a. D�ebut du pas de
temps n + 1, la partie connexe de � correspondant �a l'�el�ement rouge a disparu. b.
Cette derni�ere est rajout�ee dans �. c. L'̂�lot de mati�ere correspondant �a cette partie
connexe de � ne disparâ�t plus.

Nn�1
B;k n'est dans Nn

B. Cela suppose que chaque partie connexe de N
n
B n'�evolue pas de fa�con trop

brutale, c'est-�a-dire qu'�a chaque pas de temps, seuls quelques n�uds de Nn�1
B;k se sont d�eplac�es,

ce qui se v�eri�e en pratique, l'avanc�ee maximale de � �etant choisie inf�erieure �a la taille d'un

�el�ement du maillage (cf. section 2.3.2). Si Nn�1
B;k a disparu, on met �a jour Nn

NL et Nn
B en ajoutant

Nn�1
B;k �a Nn

B et en enlevant Nn�1
B;k de Nn

NL.

3. Apr�es la phase de r�einitialisation de �n, il est �eventuellement possible que des n�uds de Nn�1
B;k

se retrouvent dans la zone �n > `c. Ces n�uds sont retir�es de N
n
B. En e�et, en appliquant la

correction pr�esent�ee dans le point pr�ec�edent, une fois qu'une partie connexe est d�etect�ee comme

ayant disparu, celle-ci est conserv�ee jusqu'�a la �n du calcul. En toute logique il faut donc retirer

les n�uds qui pourraient �eventuellement se retrouver dans la zone compl�etement endommag�ee.

La version modif�ee de l'algorithme 3 d'un calcul TLS avec la version compl�ete, prenant en compte

la disparition des parties connexes de NB, est rappel�ee ci-dessous (algorithme 4).

Fissures tangentes

Un deuxi�eme probl�eme dû �a la phase de r�einitialisation peut arriver lorsque deux �ssures sont

tangentes (cf. �gure 4.21 a.). Tant qu'une zone locale s�epare les deux �ssures, celles-ci sont bien

d�e�nies. En revanche, il est possible que certains �el�ements s�eparant ces deux �ssures passent dans la

zone non-locale (�el�ement en rouge sur la �gure 4.21) ; dans ces conditions la fronti�ere � est modi��ee,

provoquant ainsi une coalescence des deux �ssures. Cela ne pose pas de probl�eme tant que la longueur

de la zone de coalescence n'est pas trop �elev�ee ; au del�a d'une certaine longueur, de l'ordre de 2`c, il

est possible qu'une troisi�eme �ssure, perpendiculaire aux deux autres, apparaisse, entrâ�nant ainsi la

cr�eation d'un �̂lot de mati�ere (cf. �gure 4.21 c.). En pratique, soit la zone de coalescence reste de taille

mod�er�ee, soit il est possible que cette zone devienne trop grande, ce qui est g�en�eralement dû �a un choix
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�Etat initial : �0 = 0, N0
L = N , N0

NL = ;, N0
B = ;, M0 = (�ij)i2N

j2N
pour n = 1:::Nstep faire

Calcul de uref pour un chargement Fref

Calcul de Y
n
et Y

n
c

Calcul du facteur de charge �n

Calcul de �n et �
n

Calcul de la variation du facteur de charge ��

Mise �a jour de �n

Classi�cation des n�uds pour constituer les ensembles Nn
L , N

n
NL, N

n
B, M

n

pour Nn�1
B;k dans Nn�1

B faire

si Nn�1
B;k a disparu et card(Nn�1

B;k ) < 30 alors

Rajouter Nn�1
B;k dans Nn

B

Enlever Nn�1
B;k de Nn

NL

�n

�n

si Nn
NL 6= ; alors
R�einitialisation de �n pour respecter la condition kr�nk = 1 dans 
NL

pour Nn�1
B;k dans Nn�1

B faire

pour i dans Nn�1
B;k faire

si �n(xi) > `c alors
Enlever i de Nn

B

Rajouter i dans Nn
NL

�n

�n

�n

Constituer les parties connexes Nn
B;k

Calcul de la matrice de d�elocalisation Mn

�n

�n

Algorithme 4 : Calcul modi��e avec la version compl�ete de la m�ethode TLS (les di��erences avec
l'algorithme 3 sont en rouge)

101



de ��max trop �elev�e. Dans tous les cas, ce probl�eme n'�etant pas handicapant pour l'aboutissement du

calcul (comme la disparition d'̂�lots de mati�ere �evoqu�ee dans la section pr�ec�edente), aucune solution

particuli�ere n'a �et�e d�evelopp�ee, on le mentionne toutefois pour expliquer certains r�esultats de la section

4.3.4.

4.3.4. R�esultats num�eriques

Comportement global On donne sur la �gure 4.22 la courbe force-d�eplacement vertical mesur�es au

centre de la poutre. Le comportement global de la poutre est correctement reproduit par la m�ethode

TLS (enveloppe sup�erieure), avec trois phases : une premi�ere phase �elastique, puis une phase de

�ssuration progressive, et en�n un plateau qui correspond �a la plasti�cation de l'armature inf�erieure.

L�a encore les oscillations mentionn�ees dans les pr�ec�edents cas tests sont particuli�erement importantes,

la zone endommag�ee �etant particuli�ere grande par rapport aux dimensions de la structure.

Sur la �gure 4.23 on donne les courbes force-d�eformations moyennes de jauges de d�eformations

plac�ees le long de l'armature inf�erieure. Pour la jauge la plus �eloign�ee du centre de la poutre (jauge

1), la courbe obtenue est relativement �eloign�ee de la courbe exp�erimentale, en revanche, plus on se

rapproche du centre de la poutre et meilleures sont les courbes obtenues. Cette tendance est �egalement

observ�ee par les autres participants du benchmark (Jason, 2009). En particulier, pour la jauge 4 situ�ee

au centre de la poutre, la seule pour laquelle la limite �elastique est cens�ee être d�epass�ee, la phase de

plasti�cation de l'armature est particuli�erement bien reproduite.

Caract�erisation de la �ssuration Le champ d'endommagement �a di��erents instants du calcul est

donn�e sur la �gure 4.24. La partie inf�erieure de la poutre commence par s'endommager de fa�con di�use,

puis l'endommagement se localise progressivement jusqu'�a former des �ssures. Ce processus se r�ep�ete

pour chaque �ssure : apparition d'une zone d'endommagement di�us, puis localisation progressive. On

constate �egalement qu'une fois que l'endommagement s'est propag�e au del�a de l'armature inf�erieure,

la zone endommag�ee est quasiment confondue avec la zone non-locale. Les �ssures peuvent clairement

être distingu�ees, bien que certaines semblent parfois coalescer. La raison en a �et�e expliqu�ee dans la

section 4.3.3. Les �̂lots de mati�eres �evoqu�es dans la section 4.3.3 peuvent �egalement être observ�es sous

l'armature longitudinale inf�erieure, mais la solution propos�ee au probl�eme de disparition de mati�ere

permet d'�eviter que la zone morte croisse de fa�con trop importante. En th�eorie, au-del�a d'une certaine

valeur du chargement, la poutre s'endommage sous l'appui, les e�orts de compression devenant suf-

�samment important pour d�epasser la r�esistance �a la compression du b�eton. Ici cet endommagement

n'est pas reproduit, �a cause du potentiel asym�etrique (2.4) n'autorisant pas d'endommagement en com-

pression. On peut supposer qu'avec un mod�ele permettant de g�erer l'endommagement en compression,

les r�esultats en terme de courbe force-d�eplacement (�gure 4.22) pourraient encore être am�elior�es.

Concernant l'espacement des �ssures, la plupart des participants au benchmark ont obtenu un

espacement de l'ordre de l'ordre de 20 cm (Jason, 2009), c'est-�a-dire environ un cadre sur deux, alors

que l'espacement observ�e exp�erimentalement �etait plutôt de l'ordre de 10 cm. On retrouve ici la même

tendance avec formation d'une �ssure tous les deux cadres environ.
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a. b.

c.

Figure 4.21. { Fissures tangentes. a. Deux bandes endommag�ees bien d�e�nies. b. Les deux bandes
endommag�ees coalescent sur une petite longueur. c. La longueur de la zone de coales-
cence s'�elargit jusqu'�a former une �ssure orthogonale aux deux premi�eres.
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Figure 4.22. { Courbe force - d�eplacement vertical pour l'essai CEOS.FR

4.4. Conclusion

Dans ce chapitre, la m�ethode TLS a �et�e appliqu�ee �a l'�etude de deux cas tests de structures en

b�eton arm�e, que sont l'essai de tirant et l'essai de poutre en 
exion trois points. La mod�elisation de

l'endommagement di�us caract�eristique de ce type de cas tests n�ecessite l'utilisation de la version

compl�ete de la m�ethode TLS, pr�esent�ee dans la section 2.3. �A l'heure actuelle, la double d�ecoupe

n'�etant pas impl�ement�ee dans cette version, l'extraction d'ouvertures de �ssures n'est pas possible.

Cet aspect a fait l'objet d'une validation sur des cas plus simples dans le chapitre 3. Ici, dans le chapitre

4, l'aptitude de la m�ethode TLS �a repr�esenter la multi-�ssuration et en particulier les espacements entre

�ssures a �et�e test�ee. Le comportement global des structures est bien reproduit, malgr�e les oscillations

d�ej�a observ�ees dans le chapitre 3. L'amplitude de ces oscillations est accentu�ee par la taille de la

zone endommag�ee, d'autant plus importante dans le cas des structures en b�eton arm�e pour lesquelles

plusieurs �ssures sont attendues. N�eanmoins l'enveloppe sup�erieure des courbes forces-d�eplacement

est en g�en�eral proche des r�esultats exp�erimentaux. La multi-�ssuration est correctement reproduite

tant que les �ssures ne sont pas trop proches, par exemple dans le cas du tirant. Les espacements

obtenus sont en accord avec les r�esultats exp�erimentaux, bien que la prise en compte de la liaison

acier-b�eton permettrait sûrement d'am�eliorer ces r�esultats. Pour le cas test du tirant consid�er�e dans la

section 4.2, son in
uence pouvait être consid�er�ee comme n�egligeable, mais il faut garder �a l'esprit que

dans le cas g�en�eral, la non prise en compte de l'interface acier-b�eton peut entrâ�ner des espacements

de �ssures tr�es di��erents de la r�ealit�e. Le cas test plus complexe de la poutre en b�eton arm�e de la

section 4.3, pour lequel un grand nombre de �ssures proches les unes des autres est attendu, met en
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Figure 4.23. { Courbes force - d�eformations moyennes des jauges J1 �a J4 pour l'essai CEOS.FR.
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A.

B.

C.

D.

E.

F.

G.

Figure 4.24. { Champ d'endommagement �a di��erents instants du calcul pour l'essai CEOS.FR.
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�evidence une limite de la m�ethode TLS due �a l'�etape de r�einitialisation de la level set, entrâ�nant

des probl�emes de repr�esentation de la zone endommag�ee. Ces probl�emes peuvent s'av�erer critiques

pour l'aboutissement des calculs (cf. section 4.3.3). Une solution temporaire, sp�eci�que �a ce cas test,

a �et�e propos�ee, mais ne repose sur aucun fondement th�eorique rigoureux. On notera que dans le cas

particulier de l'essai CEOS.FR mod�elis�e en 2D, la formation d'̂�lots de mati�ere est dû �a la pr�esence

de l'armature longitudinale, qui a tendance �a attirer l'endommagement. La solution la plus �evidente,

mais impossible �a mettre en �uvre �etant donn�ee l'impl�ementation actuelle de la version compl�ete de

la m�ethode TLS (cf. section 2.4), serait de r�ealiser le calcul en 3D. N�eanmoins, les r�esultats obtenus,

notamment par rapport aux autres participants du benchmark, sont satisfaisants.
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5.1. Introduction

Les pr�ec�edents chapitres de ce manuscrit se sont principalement int�eress�es �a la mod�elisation de

la �ssuration du b�eton, qui est l'une des principales di�cult�es lorsque l'on cherche �a analyser les

structures en b�eton arm�e. Un deuxi�eme aspect tout aussi technique que l'on se propose d'�etudier dans

ce chapitre est la mod�elisation des armatures m�etalliques. Comme expliqu�e dans la section 4.1.1, leur

rôle est de compenser la faible r�esistance en traction du b�eton. Ces armatures peuvent être lisses o�u

nervur�ees (armatures haute adh�erence, cf. section 4.1.2). Du point de vue de la mod�elisation, plusieurs

�echelles peuvent être consid�er�ees :

| L'�echelle la plus �ne, qu'on pourrait quali�er de \microscopique", consiste �a mod�eliser toute la

g�eom�etrie des armatures, jusqu'aux nervures des barres haute adh�erence. Cette �echelle, qui est

la plus proche de la r�ealit�e, permet d'�etudier de fa�con d�etaill�ee la liaison acier-b�eton sur des

petites structures, (Daoud et al., 2013; Phan et al., 2015). Elle est n�eanmoins inenvisageable

pour l'�etude d'un cas industriel �etant donn�e le niveau de �nesse des maillages �el�ements �nis qui

seraient n�ecessaires �a la mod�elisation des nervures.

| L'�echelle \m�esoscopique", o�u l'on consid�ere la g�eom�etrie globale de l'armature (g�en�eralement

cylindrique), sans mod�eliser les nervures. Leur in
uence est g�en�eralement prise en compte par

des lois d'interface (cf. section 4.1.2). Le coût en calcul d'une simulation �a cette �echelle de-

meure cependant �elev�e en raison du diam�etre g�en�eralement faible des armatures par rapport

aux structures �etudi�ees (au moins un ordre de grandeur d'�ecart), n�ecessitant des maillages �ns

pour pouvoir repr�esenter leur courbure (bien que le niveau de �nesse requis soit moins �n qu'�a

l'�echelle microscopique).

| L'�echelle \macroscopique" o�u la g�eom�etrie des armatures est remplac�ee par un mod�ele �equivalent.

On peut par exemple homog�en�eiser l'in
uence des armatures en ajoutant leur raideur �a celle des

�el�ements b�eton les contenant, induisant ainsi un comportement orthotrope d�ependant de l'orien-

tation des armatures (Suidan et Schnobrich, 1973). Plus r�ecemment, David (2012) a d�evelopp�e

un mod�ele de membrane d�edi�e �a l'�etude de nappes d'armatures, bas�e sur des d�eveloppements

asymptotiques. Ce mod�ele est plus pr�ecis que les �el�ements homog�en�eis�es et permet de prendre en

compte l'in
uence de l'interface acier-b�eton. Le mod�ele discret consiste �a ajouter des �el�ements

barres 1D le long des arrêtes des �el�ements volumiques. L'avantage est que la trajectoire des arma-

tures peut-être quelconque, �a condition que le maillage volumique s'y conforme. Cette contrainte

a �et�e lev�ee avec l'apparition de mod�eles \embedded" (Hartl et al., 2000; Gomes et Awruch, 2001).

Ces approches permettent d'obtenir de bons r�esultats �a l'�echelle globale pour des coûts en res-

sources de calcul raisonnables, mais ne permettent pas d'avoir une repr�esentation correcte des

champs m�ecaniques localement autour des armatures.

Pour r�esumer, en mettant de côt�e l'�echelle microscopique, inexploitable dans la plupart des cas,

deux m�ethodes permettent de mod�eliser les armatures : utiliser un maillage volumique, permettant

d'avoir des r�esultats pr�ecis �a l'�echelle locale comme par exemple l'�etat d'endommagement autour des

armatures, mais n�ecessitant des moyens de calculs importants, o�u utiliser une repr�esentation plus glo-

bale pour obtenir des coûts de calcul raisonnables, au d�etriment de la pr�ecision autour des armatures.
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L'approche propos�ee dans ce chapitre repose sur l'id�ee que dans la plupart des calculs par �el�ements

�nis, il est possible d'identi�er des zones d'int�erêt dans lesquelles on souhaite obtenir des r�esultats

pr�ecis (par exemple, �a cause de gradients �elev�es, o�u parce qu'il s'agit de zones critiques pour l'int�egrit�e

de la structure). Habituellement, ces zones sont maill�ees �nement, tandis que le reste de la struc-

ture est maill�e plus grossi�erement a�n de diminuer les coûts de calcul. En appliquant cette id�ee aux

structures en b�eton arm�e, on propose ici une approche permettant de combiner mod�elisation volu-

mique des armatures dans les zones d'int�erêt et mod�elisation lin�eique dans le reste de la structure. La

repr�esentation volumique associ�ee �a un maillage �n dans les zones d'int�erêt permettra d'obtenir des

r�esultats pr�ecis autour des armatures, tandis que la repr�esentation lin�eique dans le reste de la structure

permettra d'utiliser des maillages plus grossiers a�n de r�eduire les temps de calcul. La transition entre

les deux bas�ee sur un raisonnement g�eom�etrique pragmatique sera r�ealis�ee de fa�con ce que dans la

zone d'int�erêt les r�esultats soient proches des r�esultats obtenus avec une mod�elisation volumique des

armatures dans toute la structure.

On notera que des m�ethodes existent pour combiner mod�elisation 1D (ou 2D) et 3D dans un même

calcul, par exemple pour coupler des mod�eles de poutre ou de plaque �a des mod�eles 3D (Monaghan

et al., 1998; Mccune et al., 2000), en �ecrivant l'�egalit�e du travail des e�orts internes �a l'interface

entre les deux mod�eles, ce qui permet d'obtenir des relations entre degr�es de libert�e 1D/2D et 3D.

Nguyen et al. (2013) applique la m�ethode de Nitsche (Hansbo, 2005) au couplage poutre/solide et

plaque/solide. La principale di�cult�e de ces m�ethodes vient de la n�ecessit�e d'assurer la compatibilit�e

entre les cin�ematiques de poutre/plaque et volumique. En g�en�eral dans le cas du b�eton le diam�etre

des armatures est suppos�e être assez faible pour pouvoir supposer qu'elles ne travaillent qu'en trac-

tion/compression. Cependant, l'extension au cas o�u la 
exion est prise en compte (Sadek et Shahrour,

2004) ne devrait poser aucun probl�eme particulier.

5.2. Mod�elisation volumique des armatures

L'approche la plus directe pour mod�eliser les armatures consiste �a les mailler avec des �el�ements

volumiques, ce qui peut s'av�erer compliqu�e, �etant donn�e leur faible diam�etre, leur nombre, et leur tra-

jectoire �eventuellement complexe (intersections d'armatures, trajectoires courbes, etc.). Une solution

permettant de simpli�er cette proc�edure de maillage consiste �a utiliser la m�ethode X-FEM. Initiale-

ment d�evelopp�ee dans le cadre de la m�ecanique de la rupture (cf. section 1.3.3), cette m�ethode a �et�e

�etendue �a l'�etude des trous et des inclusions par Sukumar et al. (2001). La strat�egie d'enrichissement

propos�ee par Mo�es et al. (2003) pour l'analyse des inclusions est appliqu�ee �a la mod�elisation de la

partie volumique des armatures.

5.2.1. M�ethode des �el�ements �nis �etendus (X-FEM)

On consid�ere le probl�eme bidimensionel d'une inclusion circulaire constitu�ee d'un mat�eriau A, dans

une plaque carr�ee constitu�ee d'un mat�eriau B, repr�esent�e sur la �gure 5.1. On appelle � l'interface
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a. b.

Figure 5.1. { Mod�elisation d'une inclusion circulaire dans une plaque carr�ee par la m�ethode X-FEM.
a. D�e�nition des n�uds enrichis. b. Localisation de l'interface par une fonction level
set.

entre les deux mat�eriaux.

La plaque est maill�ee par des �el�ements dont les n�uds ne co��ncident pas avec l'interface entre les deux

mat�eriaux. On appelle I l'ensemble des n�uds du maillage, et J l'ensemble des n�uds appartenant

aux �el�ements coup�es par �. L'approximation par la m�ethode X-FEM consiste �a �ecrire l'approximation

du champ de d�eplacement sous la forme :

uh(x) =
X
i2I

Ni(x)ui +
X
j2J

Nj(x)F (x)aj ui;aj 2 R2 (5.1)

o�u (Nk)k=i;j sont les fonctions d'approximation �el�ements �nis classiques du n�ud k, ui les degr�es de

libert�e associ�es, ai sont les degr�es de libert�e enrichis et F la fonction d'enrichissement. Dans ce cha-

pitre on consid�ere l'interface entre les deux mat�eriaux parfaits : le d�eplacement doit donc être continu

sur l'ensemble du domaine. En revanche, �a cause du changement de mat�eriaux, la d�eformation doit

être discontinue �a l'interface. Cette propri�et�e est conf�er�ee �a uh en choisissant F continue, mais avec

une d�eriv�ee discontinue sur �.

Pour d�e�nir F , la position de l'interface � doit être d�etermin�ee. Une fonction level set � est introduite

a�n de localiser l'interface entre A et B, de telle que :

� = fx 2 R2 : �(x) = 0g (5.2)

�(x) est choisie positive si x est �a l'ext�erieur de � (mat�eriau B), n�egative si x est �a l'int�erieur de

�, et �egale �a z�ero si x est sur �. Un exemple de fonction level set d�e�nissant l'inclusion de la �gure

5.1 a. est donn�e sur la �gure 5.1 b.

L'exemple de fonction level set le plus connu est la fonction distance sign�ee �a l'interface, d�ej�a �evoqu�ee

dans la section 2.2 dans le cadre de la m�ethode TLS (�equation (2.24)). On en rappelle ici la d�e�nition :
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�(x) = � min
x�2�

kx� x�k (5.3)

Dans le cas particulier d'un renfort cylindrique, on utilise la fonction suivante :

�(x) = min
x�2�

kx� x�k � r (5.4)

o�u r est le rayon de l'armature et � sa ligne m�ediane (la courbe 1D passant par le centre de l'armature

et d�e�nissant sa trajectoire).

Du point de vue num�erique, � est discr�etis�ee en utilisant les fonctions de formes lin�eaires Ni :

�(x) =
X
i2I

Ni(x)�i (5.5)

o�u �i sont les valeurs nodales de la level set.

La position de l'interface � �etant connue, la fonction d'enrichissement peut être d�e�nie. On consid�ere

la fonction de Ridge introduite par Mo�es et al. (2003) :

F (x) =
X
i2I

Ni(x)j�ij �
�����
X
i2I

Ni(x)�i

����� (5.6)

F est donn�ee dans le cas 1D sur la �gure 5.2.

Matériau A Matériau B

Interface

Figure 5.2. { Fonction d'enrichissement de Ridge en 1D. Les n�uds losanges sont les n�uds enrichis.

5.2.2. Aspects num�eriques

Une premi�ere remarque sur l'utilisation de level sets pour repr�esenter implicitement des interfaces

est le fait que celles-ci sont interpol�ees lin�eairement (cf. �gure 5.3) ; la valeur de �i est connue �a chaque

n�ud du maillage i. Si i est �a l'int�erieur de �, �i < 0, et si i est �a l'ext�erieur de �, �i > 0. L'intersection

de � avec les arrêtes du maillage peut ensuite être calcul�ee en utilisant l'interpolation lin�eaire de � sur

chaque �el�ement (cf. �equation (5.5)). Ceci implique que la qualit�e de la g�eom�etrie discr�etis�ee avec une

fonction level set d�epend de la courbure, tout autant que si on l'avait maill�ee avec des �el�ements lin�eaires.

Une seconde remarque concerne l'int�egration num�erique. �Etant donn�e que la d�eriv�ee de uh est

discontinue �a l'int�erieur des �el�ements coup�es par �, les quadratures de Gauss classiques ne su�sent

plus �a obtenir une pr�ecision correcte. A�n de retrouver des r�esultats optimaux, les �el�ements coup�es
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Matériau A

Matériau B

a. b.

Figure 5.3. { Repr�esentation d'une interface sur un maillage en utilisant une fonction level set. Traits
pleins noirs : arrêtes du maillage. a. Traits pointill�es bleu : interface r�eelle. b. N�uds
triangles verts : �(x) < 0. N�uds carr�es rouges : �(x) > 0. N�uds circulaires bleus :
�(x) = 0. Traits pointill�es verts : g�eom�etrie approch�ee par la level set. L'int�egration
num�erique est r�ealis�ee sur chaque sous-cellule triangulaire de la �gure b.

par � sont divis�es en sous-cellules co��ncidant avec � (cf. �gure 5.3). L'int�egration num�erique est

ensuite r�ealis�ee en appliquant une quadrature de Gauss en utilisant les points d'int�egration de chaque

sous-cellule. On remarquera que les n�uds de ces sous-cellules n'apportent pas de degr�es de libert�e

suppl�ementaires au calcul. Il aurait �et�e possible de se passer de ce sous-d�ecoupage en augmentant

le nombre de points d'int�egration des �el�ements de calcul, mais l'utilisation de sous-cellules pr�esente

l'avantage de permettre d'obtenir un degr�e de pr�ecision optimal avec un nombre peu �elev�e de points

de Gauss.

5.2.3. Limitations de l'approche 3D

On consid�ere maintenant le cas 2D d'une plaque rectangulaire, renforc�ee avec une unique armature

(cf. �gure 5.4). En consid�erant l'interface parfaite entre les deux mat�eriaux, l'armature peut être

assimil�ee �a une inclusion et mod�elis�ee avec la m�ethode X-FEM telle que pr�esent�ee ci-dessus. La level

set est d�e�nie par l'�equation (5.4). En suivant l'id�ee pr�esent�ee en introduction, deux maillages sont

consid�er�es : un maillage �n, et un maillage dont la taille des �el�ements est identique dans la partie de

gauche (suppos�ee être la \zone d'int�erêt") et plus grossier dans la partie de droite. L'approximation de

la g�eom�etrie de l'armature obtenue avec X-FEM sur chaque maillage est donn�ee sur la �gure 5.4. Avec

le maillage �n, l'armature est parfaitement repr�esent�ee (en 2D, il s'agit d'un rectangle �elanc�e de largeur

le diam�etre de l'armature). Avec le second maillage, des erreurs g�eom�etriques importantes peuvent être

observ�ees, l'armature pouvant aller jusqu'�a disparâ�tre l�a o�u le maillage est le plus grossier. Un calcul

par �el�ements �nis avec une telle g�eom�etrie donnera �evidemment des r�esultats faux, tant localement
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Figure 5.4. { Repr�esentation d'armatures avec une level set. Gauche : maillage �n dans toute la
structure. Droite : maillage grossier dans une partie de la structure. Haut : vue d'en-
semble. Bas : Zoom sur la zone de transition entre maillage �n et maillage grossier.

que globalement.

Les �̂lots de mati�ere que l'on peut observer sur la �gure 5.4 sont dus aux n�uds dont le support

(ensemble des �el�ements reli�es �a un n�ud) est coup�e deux fois par �, comme illustr�e sur la �gure 5.5. Le

support du n�ud A est coup�e deux fois par �. On s'int�eresse ici plus particuli�erement �a l'intersection

entre � et les arrêtes AB et AC. D'apr�es l'�equation (5.4), la valeur de �A est �egale �a la distance entre

A et la partie inf�erieure de �, qui est plus proche de A que la partie sup�erieure. L'intersection entre �

et AB est donc correctement calcul�ee, en revanche, comme la distance entre A et la partie sup�erieure

de � est sous-estim�ee, l'intersection entre � et AC est plus proche de A qu'elle n'aurait dû l'être. Il

est important de noter que cette d�e�nition de � assure que le volume des armatures repr�esent�ees avec

des level set sera toujours sous-estim�e (de la mati�ere peut être \enlev�ee" mais pas ajout�ee). En�n, les

�el�ements 2D o�u l'armature semble disparâ�tre sont dus au fait qu'il n'y a aucun n�ud �a l'int�erieur

de � ; par cons�equent le signe de � ne change pas, ce qui ne permet pas de localiser l'int�erieur de

�. On remarque que ce probl�eme est similaire �a celui de la double-d�ecoupe pr�esent�ee dans la version

simpli��ee de la m�ethode TLS dans la section 2.2.5. La double-d�ecoupe n'est pas utilis�ee ici pour deux

raisons :

| La double d�ecoupe pourrait su�re �a repr�esenter en 2D une armature droite, en revanche la

pr�ecision de cette m�ethode est limit�ee en 3D en raison de la courbure due �a la g�eom�etrie cylin-
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drique des armatures.

| Cette m�ethode ne permet pas de traiter plusieurs niveaux de d�ecoupe (c'est-�a-dire la d�ecoupe

par plusieurs iso-valeurs), ce qui est n�ecessaire dans le cadre de l'approche pr�esent�ee dans la

section 5.4.1.

Figure 5.5. { Zoom sur un n�ud dont le support est coup�e deux fois par �. Traits pointill�es rouges :
g�eom�etrie r�eelle de �. Traits pleins verts : g�eom�etrie interpol�ee de �

5.3. Liaison entre �el�ements barres et �el�ements 3D

Parmi les possibilit�es cit�ees en introduction (cf. section 5.1), un autre moyen de mod�eliser les arma-

tures sans utiliser un maillage 3D est d'utiliser des �el�ements barres. Les armatures sont maill�ees avec

des �el�ements lin�eiques, dont les n�uds n'ont pas n�ecessairement besoin de co��ncider avec les n�uds

du maillage volumique, comme illustr�e sur la �gure 5.6. Un n�ud barre a est situ�e dans un �el�ement

cubique dont les n�uds sont not�es (bi)i=1;:::;8. La position de a dans l'�el�ement volumique est xa. En

consid�erant la liaison parfaite entre les deux mat�eriaux, les degr�es de libert�e 1D sont li�es aux degr�es

de libert�e volumique via les fonctions d'interpolation (Ni)i=1;:::;8 de l'�el�ement volumique :

ua =
8X

i=1

Ni(xa)ubi (5.7)

Figure 5.6. { N�ud bar �a l'int�erieur d'un �el�ement volumique.

Dans la section 5.4.1 on verra que les �el�ements barres seront utilis�es avec la m�ethode X-FEM dans

le même calcul. Par cons�equent, lorsqu'un n�ud barre est situ�e dans un �el�ement enrichi par X-FEM,
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l'�equation (5.7) devient :

ua =
8X

i=1

(Ni(xa)ubi +Ni(xa)F (xa)abi) (5.8)

Les degr�es de libert�e des �el�ements barres sont �elimin�es du calcul via l'�equation (5.7) (ou l'�equation

(5.8) pour les n�uds barres situ�es dans des �el�ements enrichis), ce qui revient �a consid�erer que la raideur

des �el�ements barres est redistribu�ee dans les �el�ements volumiques environnants (�el�ements en vert sur

la �gure 5.7 b.). Les �el�ements barres pr�esentent donc l'avantage de permettre l'utilisation de maillages

moins �ns autour des armatures. La proc�edure de maillage est �egalement simpli��ee, les �el�ements

lin�eiques et volumiques �etant g�eom�etriquement ind�ependants. Cette m�ethode permet de retrouver des

r�esultats corrects �a l'�echelle globale (courbes forces-d�eplacement par exemple) ou loin des armatures,

mais n'est �evidemment pas aussi pr�ecise que la mod�elisation volumique comme l'a montr�e Jason et al.

(2010). En particulier, deux inconv�enients peuvent être mentionn�es :

| La raideur globale de la structure est surestim�ee. On consid�ere l'exemple de la �gure 5.7 a.

Un renfort, occupant le volume 
inclusion, est inclus dans une matrice dont le volume est not�e


matrice. La structure est maill�ee avec des �el�ements 2D, ne prenant pas en compte la fronti�ere

entre 
inclusion et 
matrice, tandis que l'armature est mod�elis�ee par des �el�ements barres (cf. �gure

5.7 b.). Le domaine correspondant �a l'armature 
inclusion �etant maill�e avec des �el�ements 2D, la

raideur discr�etis�ee de 
inclusion est �egale �a la somme de la raideur de la matrice provenant des

�el�ements 2D et de la raideur de l'inclusion provenant des �el�ements 1D. Par cons�equent la raideur

de 
inclusion est surestim�ee. N�eanmoins, les armatures �etant plus raides que la matrice et leur

diam�etre �etant faible, l'in
uence de cette raideur super
ue peut être consid�er�ee comme faible

dans la plupart des cas.

| On peut voir sur la �gure 5.7 b. qu'en ra�nant le maillage 2D, l'�epaisseur de la zone dans laquelle

est redistribu�ee la raideur des �el�ements barres tend vers z�ero. Le probl�eme discret tend donc vers

le probl�eme d'une inclusion de diam�etre nul, entrâ�nant des concentrations de contraintes (comme

on le verra dans la section 5.5.2).

Il est �egalement possible de prendre en compte le cas o�u la liaison entre l'armature et la matrice

n'est pas parfaite en autorisant un glissement entre les n�uds barres et volumiques (Casanova, 2012),

mais dans le cadre de cette th�ese on se restreint au cas o�u l'interface est parfaite.

5.4. Mod�elisation multi-dimensionnelle

5.4.1. Correction

Il a �et�e montr�e dans la section 5.2 que la m�ethode X-FEM pouvait être utilis�ee a�n d'obtenir une

repr�esentation volumique des armatures avec un maillage n'ayant pas besoin de co��ncider avec leur

fronti�ere. Cependant, des erreurs g�eom�etriques importantes peuvent apparâ�tre lorsque les maillages

utilis�es sont trop grossiers. La solution propos�ee dans cette section consiste �a conserver la g�eom�etrie

des armatures approch�ee par X-FEM, aussi impr�ecise soit-elle l�a o�u le maillage est le plus grossier, et

�a utiliser simultan�ement une version modi��ee des �el�ements barres tels que pr�esent�es dans la section

117



a.

b.

Figure 5.7. { Redistribution de la raideur des �el�ements barres dans les �el�ements volumiques. a.
D�e�nitions des di��erents domaines. b. Maillage de la structure et maillage 1D.

5.3. On consid�ere l'exemple de la �gure 5.8. Une armature est mod�elis�ee en utilisant X-FEM et des

�el�ements barres simultan�ement. Sur cette �gure, le maillage est su�samment grossier pour que certains

n�uds aient leur support coup�e deux fois par �. La partie volumique et la partie lin�eique sont toutes

les deux assembl�ees dans la matrice raideur globale du probl�eme ; la modi�cation apport�ee consiste

simplement �a modi�er la matrice raideur �el�ementaires des �el�ements barres par un coe�cient �e. En

consid�erant que chaque �el�ement barre d�elimite un tron�con d'armature (lignes pointill�ees rouges sur la

�gure 5.8), le volume r�eel de ce tron�con peut être calcul�e par :


r�eel
e = Sle (5.9)

o�u S est la section de l'armature et le la longueur de l'�el�ement barre. Le coe�cient �e est alors d�e�ni

comme :

�e = 1� 
num
e


r�eel
e

(5.10)

o�u 
num
e est le volume du tron�con d'armature que la m�ethode X-FEM est parvenue �a repr�esenter

(partie color�ee et gris�ee �a l'int�erieur des pointill�es rouges sur la �gure 5.8). 
num
e est calcul�e de la

fa�con suivante :

1. Les �el�ements volumiques autour de l'�el�ement barre sont divis�es en sous-cellules en utilisant la

level set �, comme expliqu�e dans la section 5.2.2.

2. Les sous-cellules proches des extr�emit�es de l'�el�ement sont red�ecoup�ees par deux plans normaux

�a l'�el�ement barre, passant par ses deux n�uds (on remarque que c'est cette �etape qui empêche

l'utilisation de la double-d�ecoupe, comme mentionn�e dans la section 5.2.3).

3. 
num
e est alors �egal �a la somme des volumes des sous-cellules r�esultant des �etapes 1 et 2 qui sont

�a l'int�erieur de 
r�eel
e . Ces �el�ements peuvent être trouv�es facilement, il s'agit des �el�ements pour
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lesquels � est inf�erieur ou �egal �a z�ero en chacun de leurs n�uds

Figure 5.8. { Calcul de �e

Pour r�esumer, les �el�ements barres peuvent être vus comme une correction des erreurs de discr�etisation

de la m�ethode X-FEM (cf. �gure 5.2.3), en apportant �a la structure la raideur perdue, par l'in-

term�ediaire du coe�cient �e calcul�e par la formule (5.10) :

| �e = 0 si 
num
e = 
r�eel

e : le tron�con d'armature est parfaitement repr�esent�e par X-FEM, aucune

correction n'est n�ecessaire, l'�el�ement barre n'est donc pas pris en compte.

| �e = 1 si 
num
e = 0 : le maillage est particuli�erement grossier, aucun n�ud ne se trouve �a

l'int�erieur de l'armature qui \disparâ�t" localement : un �el�ement barre classique est assembl�e.

| �e 2]0; 1[ si 0 < 
num
e < 
r�eel

e : l'armature est seulement partiellement repr�esent�ee par X-FEM,

la correction apport�ee par l'�el�ement barre est active.

On insiste sur le fait que localement ces �el�ements barres modi��es ne r�esolvent pas les probl�emes

mis en �evidence dans la section 5.2.3 : dans la zone grossi�ere, les r�esultats autour des armatures se-

ront toujours impr�ecis. Cependant, d'un point de vue global, la raideur de la structure dans la zone

grossi�ere sera su�samment bien approch�ee pour que les r�esultats locaux dans la zone d'int�erêt soient

quasiment identiques �a ceux qui auraient �et�e obtenus avec une repr�esentation volumique des armatures

dans toute la structure. On remarquera �egalement que la raideur super
ue autour des �el�ements barres

mentionn�ee dans la section 5.3 est maintenant �egale �a �ek
matrice
e , o�u kmatrice

e est la raideur de 
r�eel
e

en supposant que 
r�eel
e soit occup�e par la matrice au lieu de l'inclusion. Comme �e est plus petit

que 1, cette raideur super
ue est plus faible que lorsqu'on utilise uniquement des �el�ements barres, la

raideur globale de la structure est donc mieux estim�ee. Ces propos seront illustr�es sur des exemples

num�eriques dans la section 5.5.

5.4.2. Algorithme de r�esolution

On donne ici l'algorithme de r�esolution g�en�erale d'un calcul par �el�ements �nis d'une structure

renforc�ee, sous les hypoth�eses de l'�elasticit�e lin�eaire et de l'interface parfaite entre les deux mat�eriaux,
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Matrice Armatures

Module d'Young (Pa) 1011 2; 175:1011

Coe�cient de Poisson 0:27 0:3

Limite �elastique (Pa) 1; 5:108 -

Module tangent (Pa) 108 -

Table 5.1. { Propri�et�es mat�eriaux

en utilisant l'approche pr�esent�ee dans cette section :

1. Mailler la structure avec des �el�ements volumiques (sans prendre en compte les armatures).

2. Mailler les armatures avec des �el�ements 1D.

3. Calculer la valeur de la level set � en utilisant l'�equation (5.4). On remarquera que la ligne

m�ediane des armatures � peut être remplac�ee par le maillage 1D des armatures, �a condition

que ce maillage comporte su�samment de n�uds, en particulier pour les armatures ayant une

trajectoire courbe.

4. Assembler la raideur provenant de la partie volumique, en suivant la proc�edure donn�ee dans la

section 5.2.2.

5. Assembler la raideur provenant de la partie lin�eique des armatures, en multipliant la raideur

�el�ementaire de chaque �el�ement barre par le coe�cient �e et en prenant en compte l'�equation

(5.7).

6. R�esoudre le syst�eme lin�eaire.

5.5. Simulations num�eriques

L'approche propos�ee dans la section 5.4 est appliqu�ee �a plusieurs exemples. Pour illustrer l'int�erêt

de la m�ethode, on consid�ere des renforts plus raides que la matrice environnante. L'interface entre

les deux mat�eriaux est consid�er�ee parfaite. Dans la section 5.5.1 la matrice et les armatures sont

�elastiques lin�eaires. Dans la section 5.5.2 on cherche �a illustrer l'int�erêt de la m�ethode sur des cas tests

non-lin�eaires. Les r�esultats pr�esent�es ici �etant purement qualitatifs, il a �et�e choisi de consid�erer une

matrice �elastoplastique (plasticit�e J2, Simo et Hughes (1998)). Le choix de l'�elastoplasticit�e se justi�e

par la simplicit�e de l'impl�ementation (pas de probl�eme de localisation en l'absence d'adoucissement

par exemple), et n'est en aucun cas repr�esentatif d'une quelconque physique. Les propri�et�es mat�eriaux

de la matrice et des armatures sont r�esum�ees dans le tableau 5.1.

Pour chaque exemple, une zone d'int�erêt est identi��ee. Cette zone est maill�ee avec des �el�ements

su�samment �ns pour repr�esenter correctement les armatures en 3D. Le reste de la structure est

maill�e avec des �el�ements plus grossiers. Ce maillage sera appel�e \maillage de calcul". La m�ethode

pr�esent�ee dans la section 5.4 sera appel�ee \m�ethode mixte" dans ce qui suit. Sauf mention contraire,
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les r�esultats obtenus avec la m�ethode mixte seront compar�es avec les r�esultats obtenus avec deux

autres m�ethodes :

| Une simulation r�ealis�ee sur le maillage de calcul, en utilisant des �el�ements barres uniquement.

Cette m�ethode sera appel�ee \m�ethode barre".

| Un calcul r�ealis�e avec un maillage �n dans toute la structure, dont la taille des �el�ements est

identique �a la taille des �el�ements dans la zone d'int�erêt du maillage de calcul. Ce maillage sera

appel�e \maillage de r�ef�erence". Les armatures seront mod�elis�ees par la m�ethode X-FEM en 3D

(dans toute la structure, le maillage �etant su�samment �n). Les r�esultats obtenus par cette

m�ethode, qu'on appellera \m�ethode volumique", seront donc utilis�es comme r�ef�erences.

En�n, tous les maillages utilis�es sont constitu�es d'�el�ements lin�eaires.

5.5.1. Cas tests lin�eaires

Poutre 2D �elastique en 
exion 3 points

G�eom�etrie et conditions aux limites On consid�ere une poutre 2D en 
exion trois points, mod�elis�ee

sous l'hypoth�ese des d�eformations planes. Les dimensions et conditions aux limites sont pr�ecis�ees sur

la �gure 5.9 : longueur L = 5.1 m, hauteur h = 0.8 m, �epaisseur t = 1 m. La poutre est renforc�ee

avec deux armatures de rayon 0.016 m dans la partie sup�erieure et 0.02 m dans la partie inf�erieure.

La zone d'int�erêt, de largeur D, est suppos�ee être au centre de la poutre.

Figure 5.9. { Dimensions et conditions aux limites de l'essai de poutre 2D en 
exion trois points.

Maillage La poutre est maill�ee avec des �el�ements dont la taille dans la zone d'int�erêt est 0.005 m, et

0.05 m en dehors (cf. �gure 5.10). La largeur de la zone d'int�erêt estD = 0.06 m. Dans la zone d'int�erêt,

le maillage est constitu�e de carr�es coup�es en triangles. Cela permet d'assurer que dans cette zone, les

�el�ements sont exactement superpos�es dans le maillage de calcul et dans le maillage de r�ef�erence. Cette

contrainte est n�ecessaire au post-traitement des r�esultats (cf. equation (5.14)).

La g�eom�etrie approch�ee par X-FEM des armatures est donn�ee sur la �gure 5.11, et le coe�cient �e

sur la �gure 5.12.

Comportement global Le d�eplacement vertical v et la contrainte normale � le long de l'armature

sup�erieure sont trac�es sur la �gure 5.13, ainsi que les erreurs relatives correspondantes (m�ethodes barre
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Figure 5.10. { Maillage utilis�e pour le cas test 2D de 
exion trois points en �elasticit�e. Dans la zone
d'int�erêt, les �el�ements du maillage de calcul et du maillage de r�ef�erence sont exactement
superpos�es.

Figure 5.11. { G�eom�etrie approch�ee des armatures pour l'essai de poutre 2D en 
exion trois points
(zoom dans le centre de la poutre).

Figure 5.12. { Coe�cient �e le long des armatures pour l'essai de poutre 2D en 
exion trois points.
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et mixte par rapport �a la m�ethode volumique). On rappelle l'expression de la contrainte normale pour

un �el�ement barre :

�ij =
E

le
(uj � ui):v (5.11)

o�u ui et uj sont les d�eplacements des n�uds de l'�el�ement, v le vecteur unitaire orientant l'�el�ement

du n�ud i au n�ud j. La même expression est utilis�ee pour les m�ethodes volumique et mixte (dans

le cas de la m�ethode volumique, on utilise �egalement un maillage 1D avec des �el�ements de raideur

nulle. Ces �el�ements ne sont utilis�es que pour calculer (5.11)). Les erreurs relatives en d�eplacement et

en contrainte sont alors calcul�ees par :

�bar=mix
v =

jvvoli � v
bar=mix
i j

jvvoli j (5.12)

pour l'erreur en d�eplacement, calcul�e en chaque n�ud i, o�u les exposants bar=mix=vol font r�ef�erence

�a la m�ethode barre, mixte et volumique respectivement, et

�bar=mix
� =

j�volij � �
bar=mix
ij j

j�volij j
(5.13)

pour l'erreur en contrainte, calcul�ee pour chaque �el�ement barre d�e�ni par les n�uds i et j.

Les trois m�ethodes donnent des r�esultats similaires. L'e�et de contrainte super
ue mentionn�e dans

la section 5.3 peut être observ�e, avec une structure globalement plus raide, et donc un d�eplacement

plus faible avec la m�ethode barre qu'avec la m�ethode volumique. Les erreurs calcul�ees sont plus faibles

avec la m�ethode mixte qu'avec la m�ethode barre, même si elles restent acceptables dans les deux cas

(inf�erieure �a 10%).

Comportement local Pour obtenir des informations localement sur la qualit�e des r�esultats autour

des armatures dans la zone d'int�erêt, on d�e�nit l'erreur volumique par �el�ement e :

�bar=mix
e =

s
j R
e �(ubar=mix � uvol) : C : �(ubar=mix � uvol)j

j R
e �(uvol) : C : �(uvol)j (5.14)

�
bar=mix
e est calcul�ee sur le maillage de r�ef�erence, en projetant les champs de contrainte et de

d�eformation obtenus avec les m�ethodes barre et mixte. On insiste sur le fait que cette quantit�e n'a

pas r�eellement de sens pour comparer des r�esultats obtenus sur deux maillages di��erents, les champs

de contrainte et de d�eformation �etant discontinus �a la fronti�ere entre les �el�ements. C'est pour cela que

dans la zone d'int�erêt, les maillages de calcul et de r�ef�erence ont �et�e choisis identiques, comme pr�ecis�e

dans la description de ce cas test. Cela permet d'assurer que l'erreur (5.14) est pertinente, au moins

dans cette zone. Les erreurs obtenues sont repr�esent�ees sur la �gure 5.14.

L'observation la plus int�eressante est que l'erreur dans toute la zone d'int�erêt est tr�es faible avec la

m�ethode mixte (inf�erieure �a 2.4%). Pour la m�ethode barre, cette erreur est �evidemment �elev�ee autour

des armatures, mais peut �egalement atteindre jusqu'�a 10% y compris dans le centre de la poutre.

En dehors de la zone d'int�erêt, l'erreur semble plus faible dans le centre de la poutre avec la m�ethode
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Figure 5.13. { D�eplacements, e�orts normaux et erreurs relativement dans l'armature sup�erieure
pour l'essai de poutre 2D en 
exion trois points. Les lignes pointill�ees noires marquent
les limites de la zone d'int�erêt.

124



M�ethode barre

M�ethode mixte

Figure 5.14. { Erreur en �energie pour l'essai de poutre 2D en 
exion trois points, trac�ee pour un
maximum �egal �a 0.2 pour am�eliorer la lisibilit�e : les zones en rouge correspondent �a
des erreurs sup�erieures �a 0.2.

mixte qu'avec la m�ethode barre, même si dans cette zone les conclusions tir�ees doivent être consid�er�ees

avec pr�ecaution �etant donn�es que les maillages compar�es ne sont pas les mêmes ; en particulier des

artefacts num�eriques rendent di�ciles l'interpr�etation des r�esultats. Dans les deux cas l'erreur est

particuli�erement �elev�ee autour des armatures, �a cause du tenseur de Hooke C, di��erent d'une m�ethode

�a l'autre.

Les r�esultats de ce premier cas test sont prometteurs ; dans la zone d'int�erêt la m�ethode mixte donne

des r�esultats tr�es proches de la m�ethode volumique. L'importance de la mod�elisation volumique par

rapport �a la mod�elisation lin�eique a �egalement �et�e mise en �evidence. Comme on pouvait s'y attendre,

dans le reste de la structure les r�esultats obtenus avec la m�ethode mixte ne sont pas aussi pr�ecis

qu'avec la m�ethode volumique, même si une l�eg�ere am�elioration semble être observ�ee par rapport �a la

m�ethode barre.

Flexion d'un poteau 3D

Cet exemple illustre la capacit�e de la m�ethode mixte �a g�erer de nombreuses armatures avec des

g�eom�etries complexes. On consid�ere un poteau �etudi�e cette fois-ci en 3D. Le maillage utilis�e, le maillage

1D des armatures et la g�eom�etrie des armatures approch�ee par X-FEM sont repr�esent�es sur la �gure

5.15. On rappelle que seul le maillage 1D des armatures et leur rayon est n�ecessaire pour les repr�esenter

avec la m�ethode mixte, ce qui est particuli�erement int�eressant sur un cas test de cette complexit�e. Le

nombre de degr�es de libert�e de ce calcul �etant particuli�erement important, il n'y aura pas de calcul de

r�ef�erence.

La surface inf�erieure du poteau est encastr�ee, tandis qu'un chargement de cisaillement est appliqu�e �a

son extr�emit�e sup�erieure. La zone d'int�erêt est suppos�ee être �a la base du poteau, l�a o�u l'on s'attend �a ce
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a. b.

c. d.

Figure 5.15. { a. Maillage 3D du poteau. b. Vu d'ensemble du maillage 1D, et g�eom�etrie approch�ee
des armatures par la m�ethode X-FEM. c. Zoom autour de la zone d'int�erêt. d. Zoom
autour de la zone d'int�erêt, proche de la partie 3D des armatures.

que les contraintes soient les plus �elev�ees. Pour simpli�er le calcul, seules les armatures longitudinales

et les deux cadres horizontaux inclus dans la zone d'int�erêt ont �et�e mod�elis�ees par la m�ethode mixte.

Les autres armatures ont �et�e mod�elis�ees par la m�ethode barre. La contrainte de Von Mises dans la zone

d'int�erêt dans di��erentes sections planes du poteau, est donn�ee sur la �gure 5.16. Loin des armatures,

la m�ethode barre et la m�ethode mixte donnent des r�esultats similaires. En revanche, la m�ethode mixte

permet de mieux repr�esenter la diminution de la contrainte de Von Mises au voisinage des armatures.

5.5.2. Cas tests �elastoplastiques

Dans cette section la m�ethode mixte est test�ee sur des cas tests non-lin�eaires. La matrice est

constitu�ee d'un mat�eriau �elastoplastique �a �ecrouissage isotrope. Pour �eviter la plasti�cation autour

des armatures l�a o�u celles-ci ne sont que partiellement repr�esent�ees par la level set, la plasticit�e est

restreinte �a la zone d'int�erêt tandis que le reste de la structure est �elastique lin�eaire. Les renforts sont

suppos�es plus r�esistants que la matrice, n'atteignant leur limite d'�elasticit�e que pour des chargements

126



Barre Mixte

Figure 5.16. { Contrainte de Von Mises dans plusieurs sections planes du poteau 3D.
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D = 1 m D = 0.3 m

Figure 5.17. { Haut : maillages utilis�es pour la poutre �elastoplastique en 
exion trois points. Bas ;
g�eom�etrie des armatures approch�ee par X-FEM

�elev�es ; par cons�equent ils seront consid�er�es �elastiques lin�eaires dans ce qui suit.

Poutre 2D �elastoplastique en 
exion 3 points

On consid�ere �a nouveau la poutre en 
exion trois points de la section 5.5.1, avec cette fois-ci une

matrice �elastoplastique dans la zone d'int�erêt. Deux valeurs sont test�ees pour la largeur de celle-ci :

D = 1 m et D = 0.3 m. La taille des �el�ements dans la zone d'int�erêt est de 0.012 m. Les maillages

correspondants et la g�eom�etrie des armatures repr�esent�ees par X-FEM sont donn�es sur la �gure 5.17.

La contrainte plastique �a la �n de chaque calcul pour les di��erents maillages est donn�ee sur la �gure

5.18.

Pour chaque calcul, la contrainte plastique commence par se d�evelopper sous le chargement, puis �a

la base de la poutre. En revanche, avec la m�ethode barre, la zone plasti��ee s'�etend jusqu'au centre de la

poutre, alors qu'avec la m�ethode volumique la plasticit�e est davantage localis�ee autour des armatures.

La contrainte plastique obtenue avec la m�ethode mixte dans la zone d'int�erêt est tr�es proche de celle

obtenue par la m�ethode volumique. Il semblerait que la zone �elastique due �a la partie volumique des

armatures avec ces deux m�ethodes entrave le d�eveloppement de la zone plastique, contrairement �a la

mod�elisation barre.

Poutre 3D en 
exion quatre points

L'exemple suivant est une poutre 3D en 
exion quatre points. Les dimensions de la poutre sont les

suivantes : longueur L = 5 m, hauteur h = 1 m, �epaisseur t = 0.5 m. La poutre est renforc�ee par 4

armatures (cf. �gure 5.19) de rayon r = 2
9 t, plac�ee �a une distance cv = 0.25 m des faces sup�erieures et

inf�erieures, et ch = 0.125 m des faces lat�erales. La distance entre les centres des zones de chargement

est b = 0.75 m et la largeur de la zone d'int�erêt D = 1 m.

En utilisant les diverses sym�etries du probl�eme, seul un quart de la poutre est mod�elis�e ; le d�eplacement

selon x de la face situ�ee en x = 0 est bloqu�e, ainsi que le d�eplacement suivant z de la face situ�ee en

z = L=2. La taille des �el�ements est de 0.05 m dans la zone d'int�erêt et de 0.05 m dans le reste de
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D = 1 m D = 0.3 m

Figure 5.18. { Contrainte plastique �a la �n de chaque calcul pour la poutre �elastoplastique en 
exion
trois points.. Haut : M�ethode barre. Milieu : m�ethode mixte. Bas : M�ethode volumique.
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bloqué

bloqué

bloqué

Figure 5.19. { G�eom�etrie et conditions aux limites de l'essai de poutre en 
exion quatre points.

la poutre. Pour le maillage de r�ef�erence, la taille des �el�ements est r�eduite �a 0.005 m au voisinage des

armatures a�n de pouvoir les repr�esenter volumiquement. Pour le maillage de calcul, ce ra�nement

local autour des armatures n'est e�ectif que dans la zone d'int�erêt (cf. �gure 5.20).

La g�eom�etrie des armatures approch�ee par la m�ethode X-FEM est repr�esent�ee sur la �gure 5.21. La

contrainte plastique dans la zone d'int�erêt dans di��erentes sections planes de la poutre passant par le

centre des armatures sont donn�ees sur la �gure 5.22. On peut observer avec la m�ethode barre une forte

concentration de la contrainte plastique autour des �el�ements 1D. Ce ph�enom�ene n'�etait pas observ�e

dans l'exemple 2D de la section 5.5.2. En e�et, en 2D des �el�ements �nis dont la taille est de l'ordre

de grandeur du diam�etre des armatures su�sent �a les repr�esenter correctement. En 3D, la courbure

due �a leur g�eom�etrie cylindrique n�ecessite des maillages beaucoup plus �ns (dans l'exemple de cette

section le rapport entre la taille des �el�ements autour des armatures et leur rayon est de l'ordre de 1
20).

Ceci explique ce ph�enom�ene de concentration de contrainte �evoqu�e dans la section 5.3.

Même loin des armatures, la contrainte plastique obtenue avec la m�ethode barre est tr�es di��erente

de celle obtenue avec la m�ethode volumique. En e�et dans le cas de la m�ethode barre la raideur des

armatures est concentr�ee dans une zone de rayon de l'ordre de la taille des �el�ements du maillage (cf.

section 5.3.), ce qui donne des champs m�ecaniques locaux tr�es di��erents de la m�ethode volumique.

Avec la m�ethode mixte on parvient �a retrouver une contrainte plastique quasi-identique �a la m�ethode

volumique dans la zone d'int�erêt.

Pour �nir, a�n de quanti�er le gain en coûts de calcul, un calcul �elastique a �et�e r�ealis�e avec chacune

des trois m�ethodes. Le nombre de degr�es de libert�e et les temps de calculs de certaines des �etapes du

calcul sont donn�ees dans le tableau 5.2. L'�etape de \Pr�e-traitement" inclut notamment la d�e�nition
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Figure 5.20. { Maillages utilis�es pour l'essai de poutre en 
exion quatre points. �A gauche : maillage
de calcul. �A droite : maillage de r�ef�erence.

Figure 5.21. { G�eom�etrie approch�ee des armatures par la m�ethode X-FEM pour l'essai de 
exion
quatre points.

des enrichissements X-FEM et le calcul du coe�cient �e.

Le coût additionnel de la m�ethode mixte est relativement bas compar�e �a la m�ethode barre. Le

calcul des coe�cients �e notamment ne semble pas entrâ�ner un surcoût trop important. Cela est

particuli�erement int�eressant compte tenu du fait que dans la zone d'int�erêt les r�esultats obtenus sont

quasiment identiques �a ceux obtenus avec la m�ethode volumique.

Poin�connement d'une dalle en 3D

Le dernier exemple est une dalle en 3D, renforc�ee avec deux nappes d'armatures r�eguli�erement

espac�ees de rayon 0.015 m. Chaque nappe est constitu�ee de 21 armatures dans la direction x et 21

armatures dans la direction y, pour un total de 84 armatures. La nappe sup�erieure est situ�e �a 0.032
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Bar Mixed Volumic

Figure 5.22. { Contrainte plastique pour la poutre en 
exion quatre points �a la �n de chaque calcul
dans di��erentes sections planes.
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Nombre de degr�es
de libert�e

Pr�e-traitement Assemblage R�esolution

Barre 117909 2.68 s 14.63 s 11.06 s

Mixte 155190 36.96 s 141.90 s 36.96 s

Volumique 482677 142.01 s 262.57 s 50.97 s

Table 5.2. { Nombre de degr�es de libert�e et temps de calcul pour le calcul de la poutre en 
exion
quatre points.

m de la face sup�erieure de la dalle (distance mesur�ee �a partir de la ligne m�ediane des armatures), et

la nappe inf�erieure �a une distance de 0.04 m de la face inf�erieure (cf. �gure 5.23). Les dimensions de

la dalle sont 3 � 3 � 0.25 m. La zone d'int�erêt est un parall�el�epip�ede de dimensions 0.3 � 0.3 � 0.25

m situ�e au centre de la dalle, sous la zone de chargement. La taille des �el�ements est de 0.01 m dans la

zone d'int�erêt et 0.15 m dans le reste de la dalle.

Pour simpli�er la prise en compte des level set et enrichissements, seules les armatures traversant la

zone d'int�erêt sont mod�elis�ees avec la m�ethode mixte (c'est-�a-dire trois armatures par couche et par

direction), tandis que les autres sont repr�esent�ees par des �el�ements barres uniquement. La g�eom�etrie

des armatures approch�ees par X-FEM est donn�ee sur la �gure 5.24. Une repr�esentation volumique des

armatures serait trop coûteuse, il n'y a donc pas de calcul de r�ef�erence pour ce cas test. En�n, les faces

lat�erales de la dalle sont encastr�ees et un chargement vertical est appliqu�e au centre sur une surface

carr�ee de dimensions 0.15 � 0.15 m.

Figure 5.23. { G�eom�etrie de la dalle 3D.

La d�eformation plastique dans di��erentes sections planes passant par le centre des armatures est

donn�ee sur la �gure 5.25, pour la m�ethode barre et la m�ethode mixte.

Dans ce cas test la taille des �el�ements dans la zone d'int�erêt et le rayon des armatures sont relative-

ment proches, ce qui explique qu'on n'observe pas de concentration de d�eformation plastique comme
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Figure 5.24. { G�eom�etrie des armatures de la dalle 3D approch�ee par X-FEM

dans l'exemple de la section 5.5.2. N�eanmoins des di��erences peuvent être observ�ees entre les r�esultats

obtenus par les deux m�ethodes, notamment autour des armatures.

5.6. Conclusion

Une nouvelle approche permettant de mod�eliser les armatures a �et�e propos�ee dans ce chapitre,

reposant sur l'id�ee que dans tout calcul par �el�ements �nis, des zones d'int�erêt peuvent être identi��ees.

Des maillages �ns sont utilis�es dans ces zones a�n d'obtenir des r�esultats locaux pr�ecis, tandis que

des �el�ements plus grossiers sont utilis�es dans le reste de la structure pour diminuer les coûts de

calcul. Suivant cette id�ee, la m�ethode X-FEM est utilis�ee pour mod�eliser les armatures, permettant

d'obtenir une repr�esentation volumique pr�ecise des armatures dans la zone d'int�erêt tout en simpli�ant

la proc�edure de maillage. En revanche dans la zone grossi�ere, l'approximation par fonction level set

ne permet pas de reconstituer la g�eom�etrie des armatures correctement. La solution pragmatique

propos�ee ici consiste �a utiliser simultan�ement des �el�ements barres 1D en multipliant leur matrice

raideur �el�ementaire par un coe�cient tenant compte de l'erreur commise par l'approximation X-FEM.

La raideur globale de la structure est ainsi correctement reproduite, assurant ainsi des r�esultats dans

la zone d'int�erêt quasiment identiques aux r�esultats obtenus lorsque les armatures sont mod�elis�ees

volumiquement dans toute la structure. Cette m�ethode, valid�ee sur plusieurs cas tests lin�eaires et

non-lin�eaires, pr�esente �egalement d'autres avantages :

| Elle est relativement facile �a impl�ementer, pour peu que l'on dispose d'une biblioth�eque de

fonctions permettant de r�ealiser des op�erations X-FEM basiques (enrichissement, utilisation de

level set et d�ecoupage en sous-cellules). On remarquera que contrairement �a la plupart des

134



Figure 5.25. { Contrainte plastique �a la �n de chaque calcul dans di��erentes sections planes de la
dalle 3D.
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approches permettant de coupler des mod�eles 1D/2D �a des mod�eles 3D, il n'est pas n�ecessaire

de connâ�tre exactement l'interface entre les zones 1D et 3D, la transition entre les deux �etant

assur�ee par le coe�cient �e.

| Le coût en calcul est faible, y compris en cas d'analyse non-lin�eaire : le calcul du coe�cient �e

ne doit être fait qu'une fois, en d�ebut de calcul.

| Elle est tr�es simple �a utiliser. Il su�t de connâ�tre la zone d'int�erêt, ce qui est une question

pr�ealable �a tout calcul par �el�ements �nis, et la trajectoire 1D des armatures. La partie 3D est

alors repr�esent�ee par X-FEM, ce qui simpli�e les proc�edures de maillage, tandis que le maillage

1D est totalement ind�ependant du maillage volumique.

Tout comme pour un calcul par �el�ements �nis standard, on insiste sur le fait que l'e�cacit�e de la

m�ethode mixte d�epend fortement du bon sens de l'utilisateur. Par exemple, la �nesse du maillage

dans la zone d'int�erêt doit permettre de repr�esenter correctement les armatures. L'approximation

g�eom�etrique par des fonctions level sets �etant lin�eaire (cf. section 5.2.2), la taille des mailles doit être

choisie comme on choisirait la taille d'�el�ements lin�eaires si l'on souhaitait mailler explicitement l'inter-

face avec des �el�ements volumiques. Au moins un ordre de grandeur d'�ecart avec le rayon de l'armature

semble être un minimum.
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Conclusion et perspectives

Les objectifs de cette th�ese �etaient de r�epondre �a deux probl�emes couramment rencontr�es lorsque l'on

cherche �a mod�eliser les structures en b�eton arm�e, �a savoir la mod�elisation du b�eton et la repr�esentation

g�eom�etrique des armatures.

Mod�elisation de la �ssuration du b�eton avec la m�ethode TLS

Un �etat de l'art des connaissances sur la mod�elisation des mat�eriaux quasi-fragiles a �et�e dress�e dans

le chapitre 1. Il en est ressorti que la plupart des mod�eles de la litt�erature permettant de mod�eliser

la d�egradation du b�eton peuvent être class�es en deux grandes cat�egories qui sont la m�ecanique de

la rupture et la m�ecanique de l'endommagement. Chaque type de mod�ele semble bien adapt�e pour

l'�etude d'un aspect pr�ecis de ce ph�enom�ene, �a savoir mod�elisation de l'endommagement di�us pour la

m�ecanique de l'endommagement, et macro-�ssuration pour la m�ecanique de la rupture. En revanche,

aucun n'est capable de repr�esenter l'int�egralit�e du sc�enario de �ssuration du b�eton.

L'approche TLS pr�esent�ee dans le chapitre 2 comme m�ethode de r�egularisation des mod�eles d'endom-

magement non-locaux semble être une alternative int�eressante. Cette approche relativement r�ecente

(Mo�es et al., 2011) est bas�ee sur l'utilisation d'une fonction level set � pour repr�esenter l'endom-

magement de la structure. Dans le cadre de la m�ethode TLS, le pro�l d'endommagement d est une

fonction suppos�ee connue, d�e�nie en fonction de � et d'une longueur caract�eristique du mat�eriau `c.

Les fonctions level set �etant particuli�erement adapt�ees �a la localisation d'interface, la position des

macro-�ssures peut alors ais�ement être localis�ee, il s'agit en e�et de l'iso-`c de �. Un enrichissement

par la m�ethode X-FEM est alors introduit, mod�elisant ainsi la discontinuit�e du champ de d�eplacement

correspondant �a l'ouverture des �ssures. La m�ethode TLS constitue ainsi une transition naturelle de la

m�ecanique de l'endommagement vers la m�ecanique de la rupture. La premi�ere version de la m�ethode

(Mo�es et al., 2011; Bernard et al., 2012) permettait de ne mod�eliser que l'endommagement localis�e,

et a �et�e rapidement suivie par une deuxi�eme version (Mo�es et al., 2014) permettant �egalement de

mod�eliser l'endommagement di�us. Cette deuxi�eme version est �evidemment plus compl�ete, mais dis-

pose de moins de fonctionnalit�es que la premi�ere, notamment la double-d�ecoupe (Salzman et al., 2016),

indispensable �a l'extraction des ouvertures de �ssures. Les deux versions ont donc �et�e pr�esent�ees et

compar�ees. Concernant le choix des param�etres, il a �et�e montr�e que les mod�eles coh�esifs sont parti-

culi�erement e�caces pour reproduire des r�esultats exp�erimentaux, notamment en ce qui concerne les

e�ets d'�echelle. Les param�etres mat�eriaux ont donc �et�e choisis a�n d'avoir un comportement de la

m�ethode TLS �equivalent �a un mod�ele coh�esif bilin�eaire sur un cas 1D (Parrilla G�omez, 2015).
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L'extraction d'ouverture a �et�e illustr�ee dans le chapitre 3, sur des cas tests en b�eton non-arm�e ne

pr�esentant qu'une seule �ssure. Une discussion a notamment �et�e r�ealis�ee sur le mod�ele d'endomma-

gement pour lequel la fonction d'adoucissement est une fonction constante. Il en a �et�e conclu que ce

mod�ele, qui est historiquement le premier mod�ele �a avoir �et�e utilis�e pour illustrer l'approche TLS (Mo�es

et al., 2011; Bernard et al., 2012), n'est pas pertinent pour reproduire des r�esultats exp�erimentaux.

Ce mod�ele a cependant permis de souligner certains probl�emes du mod�ele �equivalent �a un mod�ele

coh�esif bilin�eaire pr�esent�e dans la section 2.5. Les courbes force-d�eplacement pr�esentent de fortes os-

cillations dues au pilotage explicite du chargement, et des di�cult�es d'int�egration num�erique li�ees �a la

forme particuli�ere de la fonction d'adoucissement ont �et�e mises en �evidence. N�eanmoins, les r�esultats

num�eriques obtenus avec la m�ethode TLS permettent de retrouver (aux oscillations pr�es) les r�esultats

exp�erimentaux. Il existe dans la litt�erature des m�ethodes permettant d'obtenir les ouvertures de �ssure

en post-traitement �a partir de mod�eles d'endommagement non-locaux, mais on insiste sur le fait qu'au-

cune �etape de post-traitement n'est n�ecessaire avec l'approche TLS. Les deux versions de la m�ethode

ont �egalement �et�e compar�ees, mettant ainsi en �evidence que la version simpli��ee de la m�ethode TLS

est su�sante pour des cas o�u l'endommagement est uniquement localis�e, mais n'est plus valide sur des

probl�emes o�u de l'endommagement di�us est attendu.

La version compl�ete de la m�ethode TLS a donc �et�e appliqu�ee �a la simulation d'un tirant et d'une

poutre en b�eton arm�e dans le chapitre 4. L�a encore, les r�esultats globaux en termes de courbes force-

d�eplacement sont, aux oscillations pr�es, proches des r�esultats exp�erimentaux. La particularit�e de ce

type de cas test est le nombre �elev�e de �ssures attendu. L'extraction de leur ouverture n'est plus pos-

sible sans double-d�ecoupe, en revanche les espacements sont correctement reproduits dans le cas du

tirant. Pour le cas test de la poutre, issu du benchmark CEOS.FR, les espacements obtenus surestiment

les r�esultats exp�erimentaux. Cette tendance a �et�e observ�ee par la plupart des autres participants du

benchmark, ce qui laisse supposer que les �ecarts obtenus viennent d'une hypoth�ese de calcul g�en�eral

(calcul r�ealis�e en 2D, repr�esentation des armatures, ...) plutôt que de la m�ethode TLS. L'une des

principales di�cult�es rencontr�ees dans ce type de cas-test est due �a la multi-�ssuration, qui entrâ�ne

des di�cult�es lors de l'�etape de r�einitialisation de la level set. Une solution temporaire a �et�e propos�ee,

sans pour autant r�egler rigoureusement le probl�eme. N�eanmoins, aux quelques di�cult�es num�eriques

pr�es, ce chapitre a permis de valider la capacit�e de la m�ethode TLS �a reproduire la multi-�ssuration.

Repr�esentation multi-dimensionnelle des armatures

Une nouvelle approche de la mod�elisation g�eom�etrique des armatures a �et�e propos�ee dans le cha-

pitre 5. Cette m�ethode repose sur l'id�ee que dans la majorit�e des simulations par �el�ements �nis, il

est possible d'identi�er des zones d'int�erêt. Ces zones sont maill�ees �nement a�n d'avoir des r�esultats

pr�ecis, tandis que le maillage est d�era�n�e dans le reste de la structure, a�n de diminuer le nombre de

degr�es de libert�e du calcul. L'approche d�evelopp�ee dans ce chapitre permet de superposer mod�elisation

volumique et lin�eique des armatures. La partie volumique est trait�ee par la m�ethode X-FEM, et per-
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met d'obtenir des r�esultats pr�ecis dans la zone d'int�erêt tout en simpli�ant la proc�edure de maillage.

Lorsque le maillage devient trop grossier, la m�ethode X-FEM ne parvient plus �a repr�esenter les ar-

matures avec un degr�e de pr�ecision su�sant. La partie lin�eique permet alors de corriger la raideur

globale de la structure, sous la forme d'�el�ements barres 1D dont la matrice raideur est multipli�ee par

un coe�cient tenant compte de l'erreur commise par l'approximation X-FEM. Cela permet de retrou-

ver dans la zone d'int�erêt des r�esultats proches de ceux que l'on aurait obtenus avec une mod�elisation

volumique des armatures dans toute la structure. Cette approche a �et�e test�ee et valid�ee sur plusieurs

cas tests, en lin�eaire et en non-lin�eaire.

Perspectives

Il a �et�e montr�e dans cette th�ese que l'approche TLS est un outil prometteur pour l'analyse de la

�ssuration des structures en b�eton arm�e. Pris s�epar�ement, les ouvertures et les espacements de �ssures

sont correctement reproduits. Cette m�ethode est cependant r�ecente, et il semble qu'un certain travail

d'optimisation soit n�ecessaire a�n de pouvoir l'appliquer �a l'�etude de cas industriels complexes. Ainsi,

comme mentionn�e dans la section 2.4, deux versions de la m�ethode sont actuellement impl�ement�ees,

la version simpli��ee, plus restrictive en termes de physique repr�esent�ee mais disposant de davan-

tage de fonctionnalit�es, et la version compl�ete, plus g�en�erale mais �egalement moins avanc�ee dans son

impl�ementation. Une premi�ere �etape serait d'ajouter �a la version compl�ete les fonctionnalit�es qui lui

manquent. Les plus importantes �etant la double-d�ecoupe, n�ecessaire a�n d'obtenir une repr�esentation

su�samment pr�ecise de l'iso-`c de la level set a�n d'en extraire les ouvertures de �ssure, et la pos-

sibilit�e de r�ealiser des calculs en trois dimensions. Ce deuxi�eme point est d'autant plus important

que dans le cas du b�eton arm�e, les e�ets 3D dus �a la pr�esence des armatures peuvent di�cilement

être n�eglig�es, contrairement au cas non-arm�e o�u des mod�eles plans peuvent être su�sants. Un autre

aspect �a am�eliorer concerne l'�etape de r�einitialisation de la level set qui, on l'a vu sur le cas test du

benchmark CEOS.FR section 4.3, peut poser des probl�emes de repr�esentation de la zone morte.

Un travail d'optimisation des performances semble �egalement être indispensable. Le calcul des

champs moyenn�es n�ecessite en e�et d'int�egrer num�eriquement sur une bande de largeur comprise

entre 0 et `c. A�n d'obtenir une pr�ecision correcte sur ces champs, un nombre minimum d'�el�ements

�nis dans la largeur de cette bande est n�ecessaire (dans tous les calculs pr�esent�es dans cette th�ese, au

moins 5 �el�ements �nis dans une largeur de bande `c �etaient utilis�es). Cette contrainte impose donc

des maillages assez �ns. Cela ne pose pas de probl�eme pour des cas simples �a une seule �ssure tels

que ceux pr�esent�es dans le chapitre 3, o�u il su�t de ra�ner localement le maillage sur la trajectoire

de la �ssure. En revanche, dans le cas d'une structure en b�eton arm�e o�u de la multi-�ssuration est

attendue, un tel degr�e de ra�nement est n�ecessaire dans quasiment toute la structure. Les coûts

de calcul peuvent ainsi augmenter rapidement, d'autant plus que, comme mentionn�e ci-dessus, il est

pr�ef�erable autant que possible de mod�eliser ces structures en 3D. Des travaux d'optimisation sont en

cours, notamment au niveau de la parall�elisation des calculs (Salzman et al., 2016). Des strat�egies de

remaillage (Octree, anisotrope) sont �egalement envisag�ees, qui permettraient de concentrer les degr�es

de libert�es l�a o�u il est n�ecessaire d'avoir des r�esultats pr�ecis, comme par exemple en \pointe" de �s-
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sure, et de d�era�ner loin de ces zones. On peut ajouter �a cela une di�cult�e suppl�ementaire qui est la

forme particuli�ere de la fonction d'adoucissement permettant d'obtenir un comportement �equivalent

�a un mod�ele coh�esif, qui tend vers l'in�ni lorsque l'endommagement tend vers 1, ce qui complique

d'autant l'int�egration num�erique pour le calcul des champs moyens. Un enrichissement des champs

m�ecaniques pourrait am�eliorer la pr�ecision des calculs. Une premi�ere possibilit�e serait d'ajouter des

enrichissements sp�eci�ques �a la pointe de la �ssure a�n de mieux capter la singularit�e du champ de

d�eformation, comme cela est d�ej�a fait depuis les d�ebuts de l'application de la m�ethode X-FEM �a la

m�ecanique de la rupture. Une autre consisterait �a introduire une �ssure coh�esive devant la pointe de la

�ssure repr�esent�ee g�eom�etriquement par l'iso-`c de la level set, l�a o�u l'endommagement est tr�es proche

de 1, l'id�ee �etant qu'un saut de d�eplacement est plus facile �a int�egrer qu'une fonction d'adoucissement

tendant vers l'in�ni lorsque l'endommagement tend vers 1.

Concernant la m�ethode de repr�esentation g�eom�etrique des armatures pr�esent�ee dans le chapitre 5,

on rappelle que celle-ci a �et�e d�evelopp�ee en consid�erant l'interface entre les armatures et la matrice

parfaite, ce qui est en pratique rarement vrai (cf. section 4.1.2). Si les armatures sont mod�elis�ees par

la m�ethode X-FEM, une approche similaire �a ce qui a �et�e fait par Mo�es et Belytschko (2002) dans le

cadre des �ssures coh�esives permettrait d'introduire une loi d'interface. La fonction d'enrichissement

de Ridge serait remplac�ee par une fonction d'enrichissement discontinue de Heaviside, pour obtenir un

d�eplacement discontinu �a l'interface mais avec des forces \coh�esives" repr�esentant la liaison entre les

deux mat�eriaux. Pour les armatures repr�esent�ees par des �el�ements barres, il est possible d'introduire

un glissement entre les n�uds barres et les �el�ements volumiques a�n d'introduire des e�orts de liaison

(Casanova, 2012). Il reste �a traiter le cas o�u les mod�elisations volumiques et lin�eiques sont superpos�ees

(0 < �e < 1).

En�n, il serait int�eressant de tester cette approche sur des cas tests plus r�ealistes que les quelques

exemples illustratifs pr�esent�es dans ce chapitre. Un couplage avec la m�ethode TLS serait l'id�eal, mais

pr�esente n�eanmoins plusieurs di�cult�es, tant au niveau de la th�eorie (prise en compte des enrichis-

sements X-FEM pour l'ouverture de �ssure et de l'enrichissement de Ridge) que de l'impl�ementation

(notamment la gestion de deux fonctions level set dans le même calcul).
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A. Calcul de la loi coh�esive �equivalente �a une

fonction d'adoucissement constante h(d) = 1

On propose ici, connaissant les param�etres de la m�ethode TLS, �a savoir :

| Le pro�l d'endommagement d(�)

| La longueur caract�eristique `c

| La forme de la fonction d'adoucissement h

| Le taux de restitution d'�energie critique initial Y 0
c

d'en d�eduire la forme de la loi coh�esive � = f(w), o�u w est l'ouverture de la �ssure et � la contrainte

transmise dans la zone coh�esive, d'apr�es la m�ethode propos�ee par Parrilla G�omez (2015). On rappelle

tout d'abord quelques r�esultats et notations.

Parrilla G�omez (2015) s'int�eresse au cas d'une barre 1D en traction. La barre est mod�elis�ee par

un mod�ele coh�esif et par la m�ethode TLS. L'�egalit�e des d�eplacements aux extr�emit�es de la barre, de

l'�energie totale et de l'�energie dissip�ee permet d'�ecrire :

w =
2�

E

Z l

0

�
1

1� d(�)

�
d� (A.1)

� =

r
2EY 0

c H(d)
1� d

d
(A.2)

O�u :

H(d) =

Z d

~d=0
h( ~d)d ~d (A.3)

Parrilla G�omez (2015) montre que :

�f =
p
2EY 0

c (A.4)

On peut alors �ecrire (A.1) et (A.2)

ŵ = �I(�̂)�̂ (A.5)

�̂2 = H(d)
1� d

d
(A.6)

o�u �̂ =
�

`c
, ŵ =

w

wf
et �̂ =

�

�f
, et :
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I(�̂) =

Z �̂

0

d

1� d
d�̂ (A.7)

On rappelle que � est d�e�ni dans l'�equation (2.84). On s'int�eresse ici au cas o�u h(d) = 1, ce qui

donne H(d) = d : on rappelle �egalement que dans cette th�ese, un pro�l d'endommagement quadratique

d(�̂) = 2�̂� �̂2 a �et�e utilis�e. On peut alors �ecrire :

�̂ =
p
1� d = 1� �̂ (A.8)

ŵ = �(1� �̂)2 (A.9)

Or par d�e�nition de �̂ et ŵ, on a ŵ = 1 lorsque �̂ = 0, ce qui impose � = 1. On en d�eduit la valeur

de wf :

wf =
2�f `c
E

(A.10)

On d�etermine alors �̂ en fonction de ŵ :

�̂ = 1�
p
ŵ (A.11)

L'�energie de fracturation totale GF est alors �egale �a :

GF =

Z +1

0
�(w)dw =

1

3
�fwf =

2�2f `c

3E
(A.12)
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B. Mod�ele �elasto-plastique lin�eaire 1D

On rappelle ici les �equations en dimension 1 de l'�elasto-plasticit�e �a �ecrouissage isotrope. La contrainte

� s'exprime en fonction de la d�eformation � :

� = E(�� �p) (B.1)

o�u �p d�esigne la d�eformation plastique, dont l'incr�ement s'exprime en fonction de la d�eformation plas-

tique cumul�ee p, de la partie d�eviatorique du tenseur des contraintes ~� et de la contrainte �equivalente

de Von Mises �eq :

_�p =
3

2
_p
~�

�eq
(B.2)

qui se simpli�e en 1D :

_�p = _p
�

j�j (B.3)

Les lois d'�evolution s'�ecrivent alors :

j�j �R(p) � 0; _p � 0; R(p) _p = 0 (B.4)

o�u :

R(p) = �y +Hp; H =
E=ET

E � ET
(B.5)

R est la fonction d'�ecrouissage du mod�ele, exprim�ee en fonction de la limite �elastique �y et du

module tangent ET , illustr�es sur la �gure B.1.
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Figure B.1. { Comportement aux points de Gauss du mod�ele �elasto-plastique �a �ecrouissage isotrope.
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Résumé 
 

La prédiction de l’état de fissuration est un enjeu crucial 
pour l’analyse des structures en béton armé, qui 
nécessite le recours à la modélisation et à la simulation 
numérique. Le calcul par éléments finis des structures en 
béton armé pose au moins deux problèmes majeurs : 
d’une part il existe peu de modèles permettant de traiter 
à la fois l’initiation, la propagation et l’ouverture des 
fissures, d’autre part le diamètre généralement faible des 
armatures métalliques par rapport aux dimensions des 
structures étudiées nécessite des maillages 
particulièrement fins. On propose donc des solutions à 
ces deux problématiques basées sur l’utilisation de 
fonctions de niveau (level set). L’endommagement et la 
fissuration du béton sont modélisés à l’aide de 
l’approche TLS (Thick Level Set). Cette méthode, 
développée en tant que méthode de régularisation des 
modèles d’endommagement locaux, utilise une level set 
afin d’introduire une longueur caractéristique. Cela 
permet de rendre aisée la localisation de la position des 
fissures, et donc d’enrichir le champ de déplacement par 
la méthode des éléments finis étendus (X-FEM) afin de 
modéliser l’ouverture des macro-fissures. Concernant la 
modélisation des armatures, une nouvelle approche 
multidimensionnelle est proposée. Une représentation 
volumique des armatures par la méthode X-FEM est 
utilisée dans les zones d’intérêt afin d’obtenir des 
résultats précis tout en simplifiant la procédure de 
maillage, tandis qu’une représentation linéique est 
utilisée dans le reste de la structure afin de réduire le 
nombre de degrés de liberté du calcul. La méthode de 
transition développée ici permet d’assurer la cohérence 
des résultats obtenus 
 
Mots-clés 

Béton armé, fonction de niveau, mécanique de 
l’endommagement, modèle de zone cohésive, level set 
épaisse, armatures, méthode des éléments finis étendus, 
approche multidimensionnelle 

Abstract 
 

Prediction of cracking is a key point for the analysis of 
reinforced concrete structures, which requires the use of 
Modeling and numerical simulation. The analysis of 
reinforced concrete structures using the finite element 
method raises two issues: on one hand, few models are 
able to deal with the initiation, the propagation and the 
opening of cracks, on the other hand the diameter of the 
reinforcements which is usually small compared to the 
dimensions of the structures necessitates very fine 
meshes. Some solutions to these two problematics are 
proposed, based on the use of level set functions. 
Damage and cracking of concrete are modeled using the 
Thick Level Set (TLS) approach. This method, 
developped as a mean to regularize local damage 
models, uses a level set to introduce a characteristic 
length. It makes the location of the cracks easy, which 
allows to enrich the displacement field with the eXtended 
Finite Element Method (X-FEM) in order to model the 
macro-cracks opening. Concerning the modeling of the 
reinforcements, a new multidimensionnal approach is 
proposed. A volumic representation of the 
reinforcements with the X-FEM method is used in the 
zones of interest to get accurate results while simplifying 
the meshing process, whereas a lineic representation is 
used elsewhere to decrease the number of degrees of 
freedom. The developed transition method insures the 
consistency of the results. 
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Reinforced concrete, level set, damage mechanics, 
cohesive zone model, thick level set, reinforcements, 
extended finite element method, multidimensionnal 
approach 


