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INTRODUCTION

L'idée de 1'8tude que voici est née & la suite d'un mauvais souvenir du temps

oll j'étais encore &ldve de lycée.

Considérons en effet les textes sulvants : _
1.(;oit 2 un rEel. Résoudre l'8quation -2 x + a = 3 a + 1.1
.|Soit a un réel donné. Résoudre l'éqqftion Z2x+a=3a+]1. s
.| 80it a un réel quelconque. R&soudre 1'8quation 2 x + a = 3 a + 1.1 ,

2

3

4.1S0it a un r8el donné quelconque. Résoudre 1'8quation 2 x + a
5

=3 a+ 1.
.180it 2 un réel gquelconque donné. Résoudre 1'équation 2 x + a = 3 a + I.]
{ 2a+1-|
I1 s'agit dans les cing cas de trouver la réponsel x = - . Alnsi, en

mathématique, les cing phrases :

-[;;it a un réeI]

—rggit a un réel donn;1

—{Soit a un réel quelcouqJ;J
*rgbit a un réel donné quelconqﬁg]
—rg;it 2 un réel quelconque donnét]

peuvent signifier la m8me chose.

Je me rappelle avoir &t& profondément troublde par ce genre de synomymie. Pour
moi, rghnnénlsignifiait fix&, en ce sens que la valeur devait &tre effectivement don—
née. Le mot rgaelconque » Par comtre, signifiait qu'aucune restriction n'dtait faite
et que je pouvais prendre n'importe lequel parmi les nombres rZels, Ainsi déja, voir
une méme signification entre la phrase | Soit a un réel donné }et la phrase ]Soit a
un réel quelconque.] m'était tr3s difficile : comment un nombre qui est f-ﬁonnE—W,
c'est & dire fixé, ne variant pas, peut-il Btre r;;elconqagw, c'est 3 dire n'importe
lequel. Mais alors, quand je rencontrais des phrases telles que les exemples 4 et 3
ot 1'on rencontre les motslﬁgonng—]et F;;elconque & la fois, c'était vraiment la
panique, l'angoisse. Déjd.le probliéme de 1'abstraction se posait pour moi ! penser

4 un nombre quelconque, on ne sait pag lequel exactement,

Mais en plus, ce rzonné Iqui est présent et qui signifie’déterming! “connu’ "on



sait lequel exactementt me déroutait complBtement. Pour moi, il y avait indénia-
blement une contradiction dans de telles phrases ol les deux mots & la fois appa-

raissalent pour un méme objet.

On devine assez facilement alors le malaise gue je ressentals devant de tels

taxtes.

Des cing phrases citées au début, je préférais la premiéfe, cfest 3 dire cel-
le o4 1'on ne trouvait ni 1'un ni 1'autre des motsfzhelccnque.] at rgbnné"T. Et je
ne pouvals pas me trompar pour le nombrs 3 chercher car, de toute fagon, d&s qu'on
voit une 1ettrel—%‘iqui apparalt, c'est cet[—% l12 qu'il faut trouver ! (N'est-ce
pas 13 en effet une convention en math@matique scolaire?!). Ainsi, la phrase[—gqit

a un réel | Brait trés claire pour mol.

D'autre part : si on consid&re 1'exercice cité au début de ces pages, ume

fols traité, il se réaume comme suit :

v i r _2a + 1 ) )
¥a ¥ % L(zx+a=3a+1)<——?(x—~——-—m2

Or, quand le texte de présentation de l'exercice est du second type, c'est 3
dire oll on voit apparaitre le mot]_Eonné‘]: rggit a un nombre réel domm&. Résoudre

- l, je ne voyals pas du tout cette quantification universelle sur[—a-].

Comment d'ailleurs pouvait-il em Btre autrement puisque pour moi,(ma—]étant
donné, il &tait donc fix&, connu, unique done car il devait avoir une valeur bien

déterminée (et je trouvais d'ailleurs bizarre qu'on ne dft pas carrément quelle &-

tait cette valeur!).
N

Il allait de soi alors que s'il fallait se resservir du résultat de cet exer~
cice pour une autre question d'un probléme, moi je ne réussissais pas souvent, et en-
core moins si dans la suite du problBme en question le (”aidevient r.bﬂWpar exemple

~,

(¢a arrive!).

Et on imagine bien alors combien les conséquences d'une telle inocompréhen-
sion pouvalent &tre graves, puisque je ne voyais pas le caractére 1i&, cohérent,
des mathématiques que je faisais. N'est-ce pas 13 une des raisons qui font que

les &laves se détournent des mathZmatiques?

Et puis, plus tard, j'ai commencZ 3 domner des cours particuliers de mathé-
matiques. Je m'apercus alors que mon cas n'dtait pas 1solé, mals qu'au contraire
la plupart de mes Ei3ves ressentait aussi cette géne, ce malaise, devant des exer-—
cices ol il fallait voir une quantification universelle sur les lettres, cette

quantification &tant plus ou moins implicite.

Remarque : La difficulté de la quantification implicite avec des lettres se
retrouve mﬁme dans 1 es textes ofi on n'a pas les mots comme rggnngh], rg;elconqé;7, ‘
mots que nous appellerons par la suite des Marqueurs. Et cette difficultd n'est pas
toujours diminuée par ces Marqueurs, mais au contraire peut &tre augmentée. On peut

relier la difficults des Marqueurs 3 la difficultd pgénérale de l'emploi des lettres.

Ainsi devant un exercice du type suivant :

6— rCalculer 2(a + D) —~c + 4(a + b - ¢) ol a, b, ¢ sont des réels.' combien de
fois %‘ai vu des Eléves, de la classe de Quatridme 3 la Terminale A, désemparés.
Voici entre autres ce qu'ils me disaient:
- "On ne peut pas calculer car on ne connait pas a, b, c."
- "Quels nombres sont a, b, ¢, ils ne donnent pas de valeurs."

Et puis, devant le mBme exercice mais auquel on a ajoutd le mor Mquelcongue’

dans le texte:
7= rCalculer 2{za + b) ~c + 4(a +b -c) olla, b, ¢ sont des réels quelconques:w
les memes remarques des &l&ves se retrouvaient. Mais certains &laves alors, pour
traiter 1'exercice, donnaient des valeurs 3 Cal, TpT, Fel, des valeurs quelcongues
de leur choix.

Peut-2tre que, dans ces exemples en particulier, la difficults vient du ver-
be "calculer". En SixiBme et en Cinquiéme, effectivement, on calcule sur des chif-

fres.



Mais méme devant des ezercices ofi on ne voit pas le mot "calculer", d&s que
1'on travaille sur dés lettres (ce qui ést le cas en général), les &ldves réggis-
sent commé je 1'ai dit précédemment. Par exemple, devant des &noncés comme :
8-rg;ient a et b deux nombres décimaux relatéﬁi_tels que : a >b. Comparez les nom-

bres décimaux relatifs afa - b) et b(a - bﬂ.
(Monge - 48me - 1979 - P. 39)
la question qu'ils se posent est : comment peut-on comparer ces nombres pulsque
1'on ne connalt pas les valeurs de ra-Tet de]ﬂﬁ]?L'idée qu'il faut"discuter" juste-
ment sur ces valeurs {et montrer que le résultat de la comparaison ne dépend pas
de ces valeurs, du moment qu'elles vérifient r; > gT ) ne leur vient pas naturel-

lement en téte.

C'est ainsi qu'un mauvais souvenir que j'ai du temps of j'8tais &ladve moi-
méme, et plus tard les rfactions toujours semblables de mes Eléves, m'ont amendeid
vouloir en savoir plus long sur une certaine forme d'expression de la quantifica-
tion, ou plus exactement de la mutification des variables, et surtout l'usage en
mathématique de certains mots, que j'appellerai donc par la suite Marqueurs, tels
que-aaelconqag]ou rzonné-].

Ces mots jouent-ils un rSle dans un texte mathématique? Si oui, lequel? Sont-
ils toujours nécessaires? Utiles? Quelles significations ont=-ils? 4 quelle fréquen-
ce sont-ils employ&s? Celle—ci est-elle fonction de la classe? Ces Marqueurs sont-

ils régis par certaines régles syntaxiques?

C'est dans 1'espoir de trouver une réponse i toutes ces questions que j'ai

eifectuéd le travail qui va suivre.

Pour entreprendre l'&tude que je me suls proposée de faire, j'ai pensé que

regarder les textes mis 3 la disposition des 8l&ves serait un bon moyen.

J'ai alors pour cel3 consultd les manuels en usage dans les classes du Se-

cond Degré.

Les classes de Sixiéme et de Cinquidme Ztant sirtout des classes d'cbservation,

i'ai choisi de regarder les livres i partir de la classe de Quatridme, ol I'initia-

tion au raisonnement math&matique commence, jusqu'en Terminale.

D'autres &tudes auraient pu &tre faites en méme temps, telle que 1'observation
du langage oral des professeurs et des &ldves dans les classes par exemple, ou en-
core le langage &dcrit des &l3ves, mais ma situation ne me permettant que des moyens

trés limités, j'ai dU me contenter de la lecture des manuels.

Remarquons enfin que, tant sur le probl&me précis qui me préaccupait que sur
des problémes analogues, je n'ai trouvé pratiquement aucune référence bibliographi-
que. En dehors du cours (non publig) de D. LACOMBE, quil a servi de base 3 mes ana-—
lyses, le seul article intZressant est celui de Bernard PARZYSZ, intitulé "Comment
s'expriment en francais les quantifications mathématiques", paru dans les &ditioms
de 1'IREM de Paris 7; et encore ce dernier article m'a laissée insatisfaite sur de
nombreux points. (cf. "Comment s'expriment en francais les quantifications mathéma-—
tiques. (Réflexions basées sur une &tude de quelques manuels de Quatridme)" par B.

PARZYSZ, in Groupe francais-mathématiques. Volume 2. IREM. Publication septembre
1980.)



CHAPITRE O : PRELIMINAIRES

.17 Traitement des textes cit€s.

0.1.1 : Margue des citations.

On trouvera beaucoup de citations d'auteurs dans ce travail. Elles se distingueront
du texte glehal par des encadrements: FT,TTV. Notons, & propos de ces citations,que la

typographie des auteurs ne pourra etre reproduite ici par faute de moyens.

A l'intérieur m@me de ces citations, nous soulignerons d'un trait les parties des-
tinées 4 €tre plus particuliBrement analysées.
Pour la clarté, les wots (&ventuellement réduits 3 une lettre) qui en dehors des

citations sont étudiés dans mon discours seront &galement encadr8s par les crochets

r..71.

la référence des citations est notée entre parenth@ses 3 la fin de ces citations.

S'i1 n'y a2 pas de r&férence, l'exemple est imaginé.

0.1.2 : Corrections.

0.1.2.1 : Ponctuation.

I1 peut arriver que des fautes de ponctuation soient relevées dans les citatioms.
La ponctuation peut 2tre trop forte, ou au contraire insuffisante. Dans ces deux cas
elie gera rectifiée. Pour distinguer une ponctuation rectifife d'une ponctuation ori-
ginale, on trouvera un astéfisque X derriére un signe changé. -

Citons quelques exemples ici:

(@)1_rg;it un cercle C de centre 0 et de rayon r. On considére un diamétre [A,B].
— -
a) Le point M &tant un point gquelconque du plan E} Montrer que MAMB = OMZ— T
(ce nombre est 1z puissance de M par rapport au cercle C;TT

(R - 2% CT - 1977 - p. 303)

2



Manifescement, le point qui a &té encerclé est grammaticalement incorrect. Cette
ponctuation est trop forte, on devrait trouver une virgule i la place du point.
S$1 une telle citation devait figurer dans ce travail) on la trouverait sous la
forme corrigée que voici:
{Soit un cercle C de centre 0 et de rayon r. On considére un diamétre QA,B] .
o 2

a) Le point M &tant un point quelconque du plan® ‘montrer que MA.MB = OM° - r

(ce nombre est la puissance de M par rapport au cercle C).}

Voyans cet autre exemple:

' =1
(0)2. [Soit x un nombre réel non nul ona x x = | done:

ClxliE ] =0,

c'est 3 dire:

L
x| | x|

on en ddduit que 1'on a2 quels que soient x deﬂa et y de TR s

I
i = |xx <]

._l - |XJI_‘fl -
v ¥ ]

[

1 | x| I

=]

y
(R - 2% CT - 1977 = p. 39)

Dans cet exemple, en revanche, les ponctuations sont nettement insuffisantes. Il y
a certainement un point et une virgule & rajouter, et probablement le point-virgule de
l'auteur & changer en point.

Cette citation sera donec reproduite comme suit:

. . P -1
réﬂlt ¥ un nombre réel wmon nul¥ On a xx = |,* donc:
- -1,
ixlix | =1,
c'est—3-dire:

t ¥

b
3 x|
On en déduit que l'on a quels que soient x de R et y de %T}

[x

|

! 1 i
I I IRIE=
i ¥ 7

Lyl

x

Le point et la virgule rajoutds rendent les phrases correctes.

Quant au point-virgule qui a 2t& changé en point, c¢'est pour rendre la lecture plus
facile. En effet, on introduit dans la premiZre partie de cet exemple une variablel x1
dont le champ de quantification (différée) s'arréte au point-virgule de 1l'auteur. En-
suite, la variable qui joue le rdle de ce méme | x | change de nom, devient Ty, et on
donne le nom (x| Z une autre variable qui n'a aucun lien avec le %) du début. Ce nou--
vel {x1 joue un rBle tout & fait différent du premier. Un tel phé&noméne est certainement
génant, bien que parfaitement correct. On pourrait méme ajouter que c'est instructif
en ce sens que le lecteur est amené d faire beaucoup plus attention et 3 ne pas se lais-
ser aller 3 certaines habitudes ou certains automatismes.

Il manque encore, pour etre tout 3 fait correct, une virgule dans la dernidre
phrase, juste avant 1'expression | quels que soienE]; mais cette virgule n'est pas suf-

fisamment importante pour qu'il soit nécessaire de modifier la typographie em la rajou-

taat.

Précisons que la ponctuation peut avoir #té changée, mais qu' aucune n'a 8té to-

talement supprimée.

0.1.2.2: Fautes d'impression,

Tout ce qui semble relever d'une simple faute d'impression sera corrigé sans méme
le signaler.

Il nous est arrivé par exemple de trouver & la place du symbole ﬂé&(pour une mu-
tification fonctionnelie. c¢f. 2.2.4) le symbole incomplet =1, La correation a &té

faite sans aucun signe particulier pour la signaler.

Q.1.2.3: Autres "fautes".

Il arrive que les auteurs &tudiés commettent des "incorrections"” qui ne sont ni

des erreurs de ponctuation ni des fautes d'impression.

Exemple:

(0)3_rbeux éléments quelcongues a) et ay de ¥y tels que { a;, a; } soit libre
forment une base de FZ:Q

{QR ~ l&re CDE - Tome 2 - 1970)



De deux choses 1'une:

- ou bien l'adjectif riibréj s'applique & un systéme {c—3d-d. un p-uplet) de vecteurs,
- ou bien il s'applique 3 un ensemble de vecteurs.

Dans le premier cas, la notation | { ap, ap jj est incorrecte et devrait etre rem—
placée par r( ais azf].

Dans le deuxidme cas, c'est le th&oréme lui-méme qui est faux: si rél = a; ¥ dj,
la partie!ﬂ{ ayj, as ! { a, iw est libre mais ne constitue pas une base.

En pareil cas, si le texte est accompagné de la référence de l'auteur, nous ne nous
permettrons aucune correction. Inversement, si nous effectuons une correction nous sup-
primerons la référence et considérerons le texte corrigé comme un exemple imagingd.
Remarque: sur d'autres écritures contestables non corrigées, volir par exemple p.l101.

0.1.3 : Critiques.

Dans tout ce gul concerne directement ou indirectement le sujet de cette &tude, 3
savolir les Marqueurs, nous ne nous interdisons pas de eritiquer les auteurs, aussi bien
du point de vue pédagogique que linguistique. _

Mais en revanche, sur tous les autres aspects du texte (struccurz générale et style,
valeur mathématique, valeur pédagogique, aspects linguistiques non li8s aux Margueurs,

ere ...) notre propos n'est pas d'effectuer un examen critique, ni méme descriptif.

0.2, Termlnologle .

Nous emprunterons une grande partie de notre terminologie au cours (non publig) de
Daniel LACOMBE: "Langage mathématique et langage naturel”. La plupart des termes que o
nous utiliserons ("présentation', "mutification différée'", "contraction adjectivante"
etc ...) seront définls au moment o nous les introduirons. Nous nous bornons maintenant

i quelques termes généraux dont. nous aurons bescin dés le début.

0.2.1. Mutifications,

0.2, g_l‘ Lettres garlantes et lettres _muettes.

Soit x| une lettre, représentant un &lément "variable"

d'un ensemble fixe (géné-
ralement indiqué dans le contexte),. et soit E une expression mathématique contenant | x 1.
On sait que, dans E, Tx J peut Btre:

- s0ir parlante (on dit aussi libre},

- solt muette {on dit aussi lide}.

- EO_

L'exemple habituel en cette matilre est fourni par la notation classicue pour 1’

intégrale dé&finie dans 1'expression
r}“z sin(atd) at |
les lettres fal et [x7 sont parlantes tandis que la lettre 't3 est muette; en revanche,

. . 2 . . .
dans 1'expression [sin(at®)| prise isolément, les lettres lal et [t | sont toutes deux

parlantes.

0 2 1.2, Occurrences parlantes et occurrences muettes.

Pour gtre tout 3 fait précis, on sait que, si on considdre les diverses occurrences
d'une méme lettre dans une méme expression, cerraines de cés occurrences peuvent stre

parlantes et certainas muettes,

Ainsi dans 1l'expression (considérée comme équivalente 3 la précédente)

r]’: sin(axz) dx-7

L'occurrence de {x} "en haut du signe somme” est parlante, tandis que celle "sous le si—~

gne somme’ est muette ainsi que celle qui suit le "symbole différenciel™ Td 1.

Bien que logiquement irréprochables (avec des conventions adéquates), les expres-—
siens de ce genre, od une méme lettre possdde 3 la fois des occurrences parlantes et des
occurrences muettes, présentent certains dangers pé&dagngiques (mals aussi parfois cer-
tains avantages). En fait, on ne les rencontre presque jamais dans les manuels du Secon-—

daire; nous n'aurons donc pas i nous en préoccuper.

0.2.1. 3 Slgnes mutlflants at mutlflCathHS

En reprenant l'exemple de 1'intégrale dé&finie en notations classiques, nous dirons
que le signe doublerj"" cd. ) (signe "somme" associZ au symbole[—d“}) est mutifiant
pour la lettre qui suit Fd7J, c'est-i-dire qu'il transforme une expression ofl cette letc-
tre &talt parlante en une nouvelle expression (1'int8grale dé&finie) ofi cette lettre est

devenue muette. L'opération mathématico-linguistique correspondante est une mutification.




Un signe mutifiant peut reveétir la forme d'un symbole, mais aussi celle d'un syn-—

tagme employant des mots du langage usuel, Ainsi, les deux expressions

——

iu{ xR/ xz £3 < bdx }
[_l'ensemble des nombres réels x tels que x2 + 3 <,4x-1
sont synonymes (et désignent toutes deux 1'intervalle 11,3]). Ces deux expressions ren-
ferment une m8me mutification, exprimée dans le premier cas par le symbole multiple

r{.../...fWet dans le second cas par le syntagme rl'ensemble des ... tels que ..] .

0.2.1.4. Quantifications

Les mutifications les plus connues et les plus usitdes sont les quantifications,
et principalement les deux suivantes:

g . . P f P
- la quantification universelle, que (pour:=abréger) nous appellerons_bﬂ quantifi-
cation, qui s'exprime aussi bien par le Symboley\{]que par des syntagmes fels que rpour

—t

tougjg rquel que soitl, etc... 3

- la quantification existentielle, que nous appellerons.3-quantification, qui.s'ex—

-
prime aussi bien par le symbole[_ju\que par des syntagmes tels que rpour (au moins) uﬂ},

: ril existe (au moins) un ».: tel que ..:W, etc...

O%-peut utiliser d'autres guantifications, par exemple:

-13517, qui s'exprime aussi par [il existe un et un seul ... tel que e
- ril existe au moins deux ...(différents) tels que ..:T; |

-idil existe au plus trois ... tels que a.?];

-I‘il existe une infinité de ... tels que ..T1;

-'ﬁpour tous les ... sauf un nombre fini?;
—i_pnur presque tous les ..TT;

etc...

0.2.2. Qrdre des operations.

Dans ce travail, nous aurons trés fréquemment 3 nous demander si telle mutifica=«
b
tion (par exemple une\f—quantificatlon sur une lettre | xi) doit se situer "avant" ou
-
"aprés" telle autre (par exemple une =} - quantification sur ry]). A quel ordre ferons-—

nous-référence?

0.2.2.1. Ambiguité classique_

L e

On sait que, dans les notations fonctionnelles les plus usitées, 1'"ordre d'éeri-

ture" est opposé i L'’

"ordre chronologique” (c¢'est-d~dire 1'ordre de construction allant
des &léments simples aux éléments composés ). A partir du moment ol on a décidé de no-
terrqf(xyw 1'image de 1'&l&ment x par la fonction £, on est obligé de désigner par
ré(f(x)fw 1'objet obtenu en appliquant 3 1'&1&ment x "d'abord" la fonction £ et "en=
suite" la fonction g ; d'ol aussi la quasi-obligation de désigner par{“go fw 1'appli=-

cation composée ainsi définie.

0.2.2.2. Convention

Pt ki TR

L'ordre auquel nous ferons référence sera par convention 1l'ordre d'@criture, 2

condition qu'il s'agisse d'une &criture

(a) absolument correcte (par exemple, aucune quantification ne doit rester a
1'état implicite),

(b} oﬁ,-pour chaque opdration, le signe (symbole ou syntagme) représentant 1'opé-

ration est placé avant 1'expression réprésentant l'opérande.

La régle (b) s'applique au cas ol l'op&ration considérée est une mutification, et
en particulier une gquantification. En d'autres termes, dire que dans une certaine phrase

P (interprdtde d'une certaine fagon), une certaine mutificacion M, se situe "logique-

1
ment” avant une autre mutification M,, cela signifie que:
(1) dans une "formalisation”™ p de P, o0 M] et M2 seraient représentd@es respective-

ment par les symboles m, et m, , m, serait &crit "i gauche" de m, ;

i 2 1 2
(2) le champ de M, {(c'est—d~dire la portion de P ofi M, s'applique) englobe le

1 i

champ de M, : ondit alors parfois que M, "domine" M, dans P ;

1 on dit

(3) lors de la construction progressive de p, m, est appliquée "aprés" m,
parfois que m, a regu 'priorité” sur m,.

2 ]

Pour prendre un exemple classique (qui n'est pas au programme de 1’Enseignement
Secondaire) , la coutinuité (resp. convergence) uniforme s'obtient & partir de la con-
tinuité (resp. convergence) simple en faisant passer une certaine quantification exis=~

tentielle avant une certaine quantification universelle qui la précédait.



0.2.3. Niveau épimathématigue.

8:2:7:4: Metadiscours en mathematique.

Dans un texte mathématique, on rencoutre couramment des phrases comme celles-ci:

(&) {Dans 1'équation £(x) = 0, remplacons x par y sint |

{B) ri‘équation fi{x) = 0 se résout facilement en posant x = y sinfT

{C) rﬁans ce qui suit, les lettres a, b, c reprdsentent des nombres réels stricte-
ment posicifs ! A

(D) [Soient a, b, c des nombres réels strictement positifs |

= V1a propriété suivante constitue un cas particulier d'un théorsme général gue
nous démontrerons plus 1oiﬁj

(F) ria démonstration gque nous allons donner est assez délicaté]

(G) ¥Ce théoreme est 4t 2 Georgeé DUPONT |

Ces phrases ne constituent manifestement pas des assertions d'ordre math&matique
(en particulier, (A) et (D) ne sont mame pas des assertions du tout). On peut - au moins
superficiellement ~ considérer qu'elles constituent des discours portant sur le discours

purement mathématique, autrement dit des "mi&tadiscours".

Il serait denmc tentant de ranger toutes les phrases de cetfe sorte sous une rubri-
‘que "métamathématique". Mais cette terminologie serait inaddquate pour av moins deux
ralsons:

(1} en logique, le mot "métamathématique' reveét une signification assez différente
(qu'il est inutile de définir ici):

{(2) les phrases {(A), ..., (G) ci—-dessus ne sont pas toutes de méme nature sémanti-—

que (il suffit de comparer par exemple (A) et (G)).
Il faudra donc une terminologie plus précise.

Remarquons au passage gue, dams un texte mathématique contrairement % ce quai se pas-
se dans le langage écrit usuel, aucume marque spéciale ("...", ou §...], ou opposicion
typographique) ne sépare en général les métadiscours du discours proprement mathématique.
Par exemple, on ne trouverz presque jamais la version suivante de la phrase (A):

bans 1'équation "f(x) = 0", remplacons "x" par "y sint" "]



De méme, des phrases comme:

{les lettres a, b, ¢ désignent des nombres réeléj

ré, b, c désignent des nombres réel§7

(é, b, ¢ sont des nombres rée1£1
sont pratiguement interchangeables dans un texte mathématique, quelqu’'illogique que ce-
la puisse paraitre (une lettre n'est pas un nombre, et un nombre n'est pas supposé se

désigner lui-méme).

0.2.3.2. Définition sommaire,

Nous dirons que, dans un endroit donné d'un texte mathématique denng, un certain
syntagme (&ventuellement réduit 3 un seul mot, éventuellement &tendu 4 une phrase en-

tidre, tous les intermédiaires &tant possibles) se situe au niveau Epimathématique,

lorsque ce syntagme ne d&signe aucun objet mathé@matique (en considé&rant les fonctions,
les prédicats, les oparations telles que les quantifications, les valeurs de vérité,
etc ... comme des objets mathématigues), mais fournit auv lecteur une indication sur la
mapnisre dont il convient de compléter, de rectifier et de relier entre elles les por-

' tions strictement mathématiques du texte environmant ce syntagme, de fagon & obtenir
soit une proposition mathématique correcte et compléte, soit une démonstration math&ma-

tique convenablement mise en forme.

Cette dé&finition s'applique manifestement aux phrases (A) & (D) ci-dessus, plus

difficilement 3 la phrase (E), certalnement pas aux phrases (F) et (G).

C'est également au niveau épimathématique que se situent les mots tels que rﬁondW s
{par conséquent!, (a'0d1, Fearl, [en effet V,Tpuisquel ,{commel ,[orl, T mais], [par ail-
leurgj, etc ... qui n'expriment aucune opération mathématique (et en particulier aucun
connecteur), mais permettent au lecteur de reconstituer la structure (ou "arbre™) de la

démonstration.

Remarquons par ailleurs qu'une phrase peut se situer globalement au niveau é&pimathé-

matique tout en contenant des syntagmes qui se situent au niveau mathématigue, et inver-

sement.

Un texte mathBmatique apparait dome comme un mélange d'expressions d'ordre mathé-
matique et d'ordre Epimathématique (sans compter celles qui se situent 3 d'autres ni-
veaux}. Mais la distinction taxonomique ne constitue qu'un point de départ: la véritable
étude linguistique consiste 3 d&couvrir, pour chaque expression &pimathématique, le r&le

gu'elle joue, c'est-3~dire 3 analyser les indications qu'elle fournit au lecteur.

0.2.3.3. Criteres sommaires de distinction.

- o I [ oy iy e e R S A S

Malgré la remarque précédente, 1l est important de pouvoir distinguer rapidement
les divers niveaux de langage qui s'enchevétrent dans un texte mathématique, en essayant

de limiter le plus possible les difficultés et les cas douteux.

Commencans par le problEme le plus simple: celui d'unme phrase entidre.

Seit P une phrase d'un texte math8matique. Si P se situe au niveau strictement
mathématique, alors les conditions suivantes doivent @tre satisfaites:

(a) 81 P (ou toit au moins sa structure de base) est exprimée en langage usuel,
elle apparait comme &tant grammaticalement de type "assertif" (ou "déclaratif") et non
pas "impératif" ou "optatif" (le:type "intervogatif" ~ qui correspond généralement aux
€noncés d'exercieces - constitue un cas 3 part, cf. 2.3.4.)

(b) Si P contient des syntagmes exprimés en langage usuel; on peut les 2liminer
et_forﬁer une phrase P', synonyme de P, entiérement exprimée en langage symbolique (3
condition &ventuellement d'introduire des symboles adéquats) : c'est ce qu'on appelle
parfois "formaliser" P.

{c) Pour chaque lettre (ou occurrence d'une lettre) figurant dans P, on doit pou=
voir dire si cette lettre (cette occurrence)est.parlénte ou miette dans P.

(d} Si on attribue une "valeur fixe" A chacune des lettres parlantes figurant 'dans
P {(ou, comme on dit parfois, si on remplace chaque variable par une "constante”), on
obtient sans ambiguité 1'une des deux valeurs Vrai, Fiuxz.

(e) On peut prendre la négation de P (et la phrase obtenue est encore au niveau

mathématique)w

Ces crité@res montrent 3 l'&vidence que les phrases (A), ... , (G) ci-dessus ne se
sltuent pas au niveau mathématique. Mais, pour chacune d'entre elles, cela ne suffit
pas 3 prouver qu'elle est au niveau Epimathématique: il faudrait pour cela déterminer

son role. Et, bien entendu, il existe des cas ofi les critdres ci-dessus sont d'une apr

iication délicate ou douteuse.



Lorsque, au lieu d'une phrase entiBre, on a affaire 3 un syntagme plus restreint,
gventuellement rdduit & un mot, les crit@res précédents ne s'appliquent pas. Mais on
‘peut en trouver d'autres du méme genre.

Ainsi, leg adjectifs r;ationneij et[_lrrationneiw » lorsqu’ils concernent des
nombres réels, sont d'ordre strictement mathématique:l'ensemble R se divise en deux -
sous—-ensembles complémentaires, l'ensemble des rEels ratiomnnels et 1l'ensemble des réels
irrationnels.

En revanche, R ne se divise pas entre "l'ensemble des nombres rdels fixes" et "1'en=
semble des nombres réels variables", pas plus qu'entre '""1'ensembls des nombres réels
quelconques™ et "1'ensemble des nombres réels particuliers .. D'autre part, s$i on essaie
de remplacer une occurrence de 1'adjectif (fixel ou de 1'adjectif Tvariablé] par une
gxpression quantifiante (telle que [tout]l ou rau moins unl ), la phrase obtenue est an
général incorrecte ou absurde. On en conclut que les mots [ fixe}, {variablé] , [quel-
conquél, {particulier} ne sont pas d'ordre mathématique. Et, en analysant leurs roles
(ce qui sera fait plus loin pour=certains d'entre eux), on verrait que ces mots Somt

d'ordre épimathématique.

0.2.3.4. Fonctions épimathématiques des Marqueurs.

De ce qui précé&de, on peut d&ja d&duire que les mots qui font 1'objet de ce travail,
ceux gue nous avons indiqués dams L1'Introduction et que nous qualifierons plus loin de

"Marqueurs', sont 4'ordre essentieilement Epimathématique.

Toutefois, comme nous l'avons remarqué ci-dessus, cette conclusion n'offre en soi
que peu d'utilit&. Ranger une expression dans la catégorie "&pimath&matique” ne présente
un intérét que lorsqu’onm est en mesure d'indiquer la fonction &pimathématique exercée
par cetre expression (3 l'endroit considéré du texte comsidéx&). C'est donc & un recen-
sement et 3 une classification des rdles épimathématiques jouds par les Marqueurs que

nous allons essayer de proc&der dans les chapitres suivants.

0.3: Plan du travail.

Rappelons qu'il s'agit d'une &tude linguistique de textes Bcrits (manuels). L'&tude
porte essentiellament sur des manuels du Secondaire (dont on trouvera la liste & la fin
de- ce paragraphe) 3 partir de la classe de Quatriéme jusqu'en Terminale.

Pour une &tude comparative, des livres et articles destinés 3 1'Enseignement Supé-
rieur ont 8ti &galement consultés {om en trouvera Zgalement la liste i la fin de ce pa-

ragraphe}.

Comme dans tout qQuvrage de linguistique, nous avomns fait largement appel 3 des
exemples imaginés. La distinction entre correct, incorrect et douteux, telle que mous
1"avons faite sur ces exemples imaginés, nous semble conforme & ua certain consensus
observable dans le milieu mathématique; mais la notion de "locuteur compétent” offre les

mémes difficultés i propos de la langue math@matique qu'3 propos des autres langues.

Le recensement de ce que par convention on appellera Marqueur et la classificatiom
de leurs roles seront effectués au chapitre 1. Cette analyse nous conduira & &tudier unm
certain nombre de probidmes linguistiques annexes qui font 1'objet des chapitres 2 et 3.

- La théorie générale ainsi esquiss&e aux chapitres [, 2 et 3 est appliquée, dans
le chapitre 4, 3 des axemples supplémentaires qui nous paraissent particuli&rement in-
téressants.

Le chapitre 5 correspond 3 1'étude comparative du Secondaire et du Supérisur.

Le chapitre 6 correspond & 1'étude comparative de la friquence des Marqueurs dans
les manuels du Secondaire. .

Nous essaierons de montrer dans la Conclusion que 2i ce travail est en sol pure-.
ment linguistique, les recherches dans cette vole peuvent.aussi avolr des conséquences,

peut~etre importantes, sur le plan pé&dagogique.
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CHAPTITRE 1 : LES MARQUEURS ET LEURS ROLES

Le terme de "marqueur” est utilis& en linguistique pour des notions trds di-
verses. Les mots que nous &tudions dans ce travail constituent une catégorie tras
particulidre et tré&s restreinte de marqueurs, que 1'on pourrait appeler margueurs
de variance. C'est par convention et pour alléger 1'Bcriture que nous appellerons

simplement Marqueurs les margueurs de variance que nous &tudions.

1.1, Généralités sur les Margueurs.

1.1.1. = Liste des Margqueurs.

Ces Marqueurs sont des adjectifs. Les syntagmes nominaux auxquels ils s'ap-
pliquent servent & nommer des '"variables" (cf. 0.2.1.7) presque toujours représen-
t&ds par des lettres. '

Les Marqueurs que nous &tudierons sont les suivants :

- Eue 1 conque—'[
-(;}bitrair;1
—raonnéT
"[;ixéw
—[Eixgj
—r:hois£1
—r;ariabi;_].

Cette liste est rélativement arbitraire. On pourrait vy ajouter les adjectifs
suivants :
—iparticulie;wl, qul est susceptible de s'_dpposgi_é r;:elconqué_].
—r:bnstané—], qul est susceptible de s'opposer élvariablg_T.
-r;ém;T, qui est susceptible dans cartains cas de remplacer rgixé_](comme on le woit
par la gquasi-&quivalence des deux phrases suivantes :
*FE;S courbes Ct passent par un peint ;ﬁ;;;w
%|Les courbes Ct passent par un méme poigzw 7.

- et sans doute un certain nombre d'autres.

_2]_

On pourrait peut—&tre aussi considérer comme. Marqueur.l'adjectif Tcertain’ R

sinon au pluriel (sans article)-.ofi il semble jouer simplement &n rdle de o ~-quan-.

tification, du moins au singulier (avec l'article [um).
Dans les manuels que nous avons &tudiés, 3 1'exception d'un exemple portant
sur ‘particuliér l(cf. exemple n® (4)19), nous n'avons pas rencontréd de cas oil ces

Marqueuus supplémentaires seraient utilisé&s de facon int&ressante.

1.1.2. Cas des participes passés.

Dans la liste précédente, certains Marqueurs sont des participes passés de
verbes transitifs (on sait que de tels participes passés peuvent &tre considérés

comme des adjectifs). C'est le cas de Tﬁbnﬁé], T;ixé_T, et[:hoisimj.

On retrouvera les wverbes correspondants ]donne£_1, rgixer } et;gﬁoisir sous

leur forme active dans certaines phrases typiques, par exemple :

B

(l)l.l.Donnons—nous deux réels a et b 'TT

Ces phrases (tout comme cellas qui commencent par[ Soit i) ex¥priment une cer-
tainé opération (la présentation—quantification universelle diffdrée que nous &tu—
dierons plus lein). Cette opération particulisre est de nature €pimathématique, mais

elle est tout & fait distincte des divers r8les (&galement épimathématiques) que

peuvent jouer les Marqueurs.

1.1.3. Possibilités et contraintes syntaxigues.

On peut aveir deux Marqueurs s'appliquant au méme syantagme nominal, par exem—

ple :

r—

(i)Z.tSoit a et b deux nombres réels donnés gquelconques ].

Mais on ne peut pas, dans n'importe quel contexte, superpeser n'importe quels
Marqueurs ; toutefois, il semble difficile de donmner a priori vne liste exhzustive

des exclusions mutuelles, Ainsi om ne peut pas exclure A priori des phrases comme :
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{g;it b un nombre réel fixe choisi & 1‘avan;;T1 ni méme, en dépit de 1'opposi-
tion apparente, '
[si les points fixes du faisceau de cercles (F) varient en décrivant le cer-
cercle (C),...V en fait 1'adjectif ' fixes! intervient ici dans le hloc "points fi-
'xes d'un faisceau" qui pourrdit etre remplacé par "points de base d'un faisceau",
on n'est donc pas, 3 proprement parler, em présence d'un Marqueur {sur des cas ana-

logues, cf. 1.2.).

Mais il y a d'autres contraintes, dont certaines portent sur un Marqueur seul.

Ainsi on peut Bcrire :
—[E; peint M &tant choisi,...f?] ’
mals non(semble-t-11) :
=tSo0it M un point choisng
De méme on peut &crire :
—[;;it 0 un point fixé du plan ﬁ?j ,
aussi bien que.:

*[g;it 0 un point fixe du plan P.]

Mais on n'&crira pas :
-IMontrer que les droites AK u passent par un point fixéthiaiors qu'on &crit :

—|{Montrer que les droites AK U passent par un point fiﬁgf]
¥

1.1.4. Possibilité de supprimer un Margueur.

Les Marqueurs, qui sont des adjectifs, interviennent beauccup plus souvent en
siutation d'épithéte qu'en situatiom d'attribut. Il en résulte que, dans la plupart
des cas, la correction syntaxique de la phrase est préservée lorsqu'on supprime un

ou plusieurs Marqueurs. Le probl2me s&mantique que nous &tudierons est de savoir si

cette suppression des Marqueurs transforme -~ ou méme 8ventuellement ddtruit -~ la si-

gnification d'une phrase.

L'effet sur la phrase de la suppression du Marqueur nous renseignera alnsi

sur le rdle (épimathématique) joud par ce Marqueur.

1.1.5. L'adverbe ]arbitrairemen"_].

Dans nctre comvention terminologique, l'adverbel arbitrairement ln'ast pas

un Marqueur. Mais il joue un rBle tout & fait analogue. On le rencontre dans deux

cas

ler-cas : il se superpose i un Marqueur participe passé : | donné l,lfixé_I,

ou Tzioisi—].

28me cas : il s'applique 3 la forme active des verbes rgonne;_], Féier'T,
choisi;HIqu%)comme on 1'a dit,interviennent dans des phrases typiques exprimant

une opé&ration Epimathématique particulidre.

Le premier cas est (comme pour les Marqueurs adjectivaux entre eux), soumis

3 certaines limitations : on peut &crire larbitrairement fixe ]mais non pas Iarbi—

trairemant fi;;:}.

Ce dérnier exemple montre que les contraintes de superposition de 1'adverbe
rw;rbitrairemenzflne sont pas exactement les mEmes que celles de 1'adjectif [;;bi—
trair;—], puisqu'on peut parfaitement Zcrire !

lSoit A un point fixe arbitraire |.

Lorsque, dans les exemples, nous rencontrerons 1'adverbe r;rbitraireman:] )

nous 1'&tudierons comme s'il s'agissait d'un Marqieur.

1.2, Expressions ressemblant 3 des Margqueurs.

Il existe des cas ofi 1'on rencontre les mots r;;nné' et' variable] sans qu'ils

aient le rSle de Marqueur au sens oll on l'entend dans ce travail. Voici ces cas.

1.2.1, Cas de ldonné—T.

1.2.1.1. Syntagme iétant donné |.

Ce syntagme, qui imtervient presque toujours en début de phrase, constitue un
bloc ind&composable jouant 3 peu prés le r8le d'une préposition (il s'applique 3 un

syntagme nominal et précide ce syntagme). D'ailleurs certains auteurs utilisent cet-—
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te locution de fagon invariable, c'est-2-dire sans accord en genre et en nombre de

l'adjectif donﬁéﬂT.

Comme nous le verrons dans la suite au chapitre 3, lorsque le syntagmelrgéant
donngﬁls'applique & une ou plusieurs variables, il joue le wlme rdle &pimathdmati-
que que des locutions comme FEBiE_T, c’est-a-direlce que nous appelons une présen-—.
tation-quantification universelle différée ou PUD ; il y a toutefois une différen-
ce syntaxique tr&s importante sur laquelle nous reviendrons : | Soié_w gtant un ver-—
be, rggit + syntagme nomin;IT constitue une phrase, tandis queTnétant donné + syn-
tagme nominéij n'en constitue pas urne, mais seulement un membre de phrase jouant

3 peu pras le rBle grammatical de "complément circonstanciel" (ce qui nous posera

certains problémes). (cf. 2.3.2.2.)

Par ailleurs le syntagme propositionmel fEEént don;g1 peut s'appliquer 3 un
syntagme nominal mis sous la forme d'une proposition subordonnée précédéas de la
conjonctionraué—]. On obtient la locution Tgéant donné que ‘qui est 3 peu pré&s &-
quivalente 3 F;E-queﬁ—r, [;;isqu;ww,izgmm;uT. Il est danc &vident que dans la lo-
cution conjonctivei_gtant donné qug_], 1'adjectif rgonnghlne peut &tre considéré

comme un margueur de variance.
Par contre dans une phrase comme :

(1)3.(;;5 nombres a, b, et ¢ &tant donnés, nous allons &tudier la variation du tri-
ndme ax2 + bx + ¢ lorsque x décrit ﬂQj], )
nous pouvens considérer que 1'adjectif r;;nné;“Test un Margueur, D'ailleurg
dans ce cas, les mots rg;ant donné;_]suivent le syntagme nominal avquel ils s'ap-
pliguent au lieu de le précéder, et l'adjectif{—éonnégqporte obligatoirement la

marque du pluriel.

1.2.1.2.

C'est 13 un autre usage de 1l'adjectif rﬁonné}que l'on reacontre dans les ma=-
nuels ou les textes de mathématiques, et qui n'a rien 3 voir, 13 non plus, avec le

Marqueur qui nous intéresse. Citons un exemple :

(1)4.’Soient z=a+1b et z' = a' +ib' deux nombres complexes quelconques domnés

sous forme algébrique—jw
(Monge — Term D - 1977 - P. 126)

L'adjectif {donnéé_]intervient dans le bloc { donn&s sous formei. Il peut
gtre remplacé par d'autres mots, tels que ]écrit;_]our;is—1par exemple. Et dans ce

sens, il n'z pas le rSle d'un Marqueur. Par ailleurs, on peut avoir 1l'exemple sui-~
vant, avec le bloc| mis sous forme let cette fois-ci le mot I donné—]jouant le rb-

le de Marqueur :

{1)5.[Soient z=a+ib et z' = a + ib' deux nombres complexes quelconques donnds,

mis sous forme algdbrique.

1.2.2. : Cas de r:;riable 'substantif.

Ee motjvariable tse rencontre .trés souvent dans un texte mathématique. Mais
parmi les différents usages qu'on en fait, ‘variabléuln'est pas toujours un Mar-—
queur, tel qu'on l'entend ici. C'est ce qui se passe quand ce mot ast employé com—

me substantif. On peut noter trois usagaes dans ce cas.

-2.2,1, : Usage mét

L'exemple qui va suivre illustre bien cet usage.

(I)S.IDans la désignation d'une fonection, on utilise une letﬁre, u'on appelle la
g 9 P =2

variable, et qui n'est pas nécessairement la lettre x ; les fonctions mondmes :

R —R et R =R

X —3ax : t —3 at
sont égale;T]
(QR - 4&me - 1973 - P. 137.)

sl

Cet usage du Sﬁ&gtantif.r;ariabl;—]est en fait celui que nous effectuons dans
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tout cet guvrage. C'est bien un usage métalinguistique, au sens usuel du terme,

puisqu'il intervient dans ur discours portant sur le langage.

variable décrivantl,

1.2.2.2. } Syntagme

Considérons 1'exemple suivant :

(I)?.lSoit x une varlable décrivant 7 ; consid&roms les fonctions propositionnelles

suivantes :

(M (x+ D2=x>+2x+ i,
(2) 3x+ 12 =0,

(3 x*+ 1= dTW

(QR ~ 2e CT - 1974 - P.11)

Habituellement, on d&finit une fonction em un seul bloc par des formes telles
que

n n

la fonetion : xp-p...." ou "la fonction qui % chaque x associe ...", par exemple,

Or dans notre example (1)7 ci-dessus, cetts d&finition de fonction se fait en
deux morceaux. Le premier morceau réoit X une variable décrivani!ﬁindique uniquement
quelle est la lettre mutifife et quel est son domaine de variation, tandis que la

valeur de la fonction n'est donnée que dans le second morceau de la phrase.

Dans la sulte, nous verrons que la premidre phrase peut &tre considérée com-

me une présentation-mutification foncticmnelle différée (cf. 2.2.4. ot 2.3.)

Bien qu'il soit employ& dans cet exemple comme un substantif, le mot | varia-
blgq intervient ici d'une fagon tr@s voisine de son emploi comme Marqueur. D'ailleurs
on pourrait tr&s blen Bcrire -
rggit X variable décrivant % i]

avec r;ariable;employé comme adjectif.

Dans cet exemple (1)7, il semble que le mot cld soitf le participe présent(g;—

crivant ‘.
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1.2.2.3. : Syntagme ]fonction de... Variable(s)...

Considérons les expressiocns :
~f fouction d'une (ou plusieurs) variable(s)'

~lfonction de variable réell;T1

Dans ce cas, le substantif} variable in'a rien & voir avec le Marqueur. Il
intervient pour apporter une précision concernant la fonction considdrés : nombre

d'arguments, ensemble(s) de "départ'.
- Dans cette rubrique nous rangeons aussi des expressions commel fonction de
la variable ‘, qui, en toute rigueur,sont incorrectes (la variable n'a pas 3 s'ap-

peler nécessairement x) et appartiennent 3 un certain "vieux style",

1.3, : Les rbles das Margueurs,

On peut distinguer essentiellement trois rdles différents, qui sont :
1® - renforceur/indicateur de mutification.
2° -~ renforceur/indicateur d'ordre de mutification.

3° ~ annulateur de restriction.

On peut d&j3 pr&volr que l'usage des Marqueurs dans les premier et troisilme
rdles peut faciliter la lecture mais que 1'on doit pouvoir s'en passer. En fait, om
trouverait des phrases semblables dans des contextes identiques avec des Marqueurs

ou gsans Marqueurs,

Par contre, dans le second rdle, la présence des Marqueurs ast souhalitable
(bien qu'elle mne soit pas toujours indispensable) : on sait combien 1'ordre des
mutifications est important dans une phrase mathématique.

Voyons séparément ces rdles,

1.3.1. : Renforceur/indicateur de mutification.




En général, la mutification est une quantification, et le plus souvent une

quantification universelle,

D'autre part, par rapport i une mutification, un Marqueur peut agir soit com-

me indicateur, soit comme simple renforceur :

- il agit comme indicateur si c'est véritablement lui qui indique la présence

d'une mutification et sa nature ;

- il agit seulement comme renforceur si les indications concernant la muti~-

fication en question &taient d&ji fournies dans le reste de la phrase ou

dans les phrases précddentes.

Cette distinction est &videmment assez subtile et relativement subjective.
Elle peut s'effectuer en supprimant le Marqueur : si on n'est pas gé&ng, alors le

Marqueur sera consgidéré comme un simple renforceur de mutification ; s$i on est zéné,

alors le Marqueur sera considéréd comme un indicateur de mutification (et 1%analyse
] . ~ . ’ * 2 » . . )
de "ce qui géne" renseignera sur la mutification implicite dont le Marqueur signa -

lait la présence).

Remarquons que, dans notre terminologie, le rdle d'indicateur ast "plus fort"

que celul de renforceur.

1;5.3.5: : ExgmgL§§_§ygg“gggﬁgggggggrs renforceurs de mutification.

(E)S.(;;ux &léments quelconques a;et a, de F2 tels que (al3
une base de F;TT

(Remarque sur cet exemple cf, 0.1.2,3.)

a2) soit libre forment

Le Marqueur rzhelconque ldans cet exemple est un renforceur de.quuanﬁifica—

tion. En effet, si on le supprimait, le sens de ia phrase n'en serait pas du tout

modifisg,

La formalisation de cet exemple est
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2

(Val E,Fz ) (‘\I’a2 6F2) { ays a, ) libre => (al, a, Jest une base de F ]
Remarquons par ailleurs que ,dans cet exemple, iquelccnque n'est certainement

Pas un annulateur de restriction (cf. ci-dessous 1.3:3.) puisque la phrase contient

précisément une restriction portant surra;]Et régT, d savolr queff;-, azdSTSOit 1i-

bre.

(1)9.(;;opriété :
Soient a et b deux rdels quelconques. Pour tout entier impair n, supédrieur ou
&gal 4 3, on a : ,
a™ + br = (a + b ) (a™ L an“2 b+ ...-abp" —2'?'bnm; E;j}

(Monge - Term D ~ 1977 - P.26)

Dans cet autre exemple, quelconque;_]est aussi un renforceur de\/-quautifi—
cation, Cettehtquantification, qui porte surl_aﬂletTEfT, est "différ&e" puis-
qu'elle s'exerce dans la secunde phrase : il s'agit donc de ce que nous appellerons
une PUD (cf. 2.3.2.). Par contre, 1a\{*quantification surf_h-qest explicite et fi-
gure exactement 2 l'endroit ol elle doit s'exercer, c'est & dire asu d&but de 1a

seconde phrase.

(1)10.}Propridté :
Deux &léments quelconques de][>sont comparables pour la relation > dans]i;T]
(Monge =~ 4e ~ 1979 - P.35)

La suppression du Marqueur Tgﬁelconque ipeut effectivement géner. On pourrait
par exemple penser 3 unezg*quantification des deux Eléments en question dans cette
propriété, La présenca de]nguelconqug“ldans la phrase léve cette ambiguitéd et r&ta-
biit la\f—quantification.i-;uelcoanEWest donc bien ici un indicateur de\f~quantifi-
cation.

Dans des cas de ce genre, la présence de Marqueurs est utile (du moins en

1'absence d'autres procédés indicateurs de quantification),
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(l)ll;IL’intersection d'un nombre quelconque de sous-espace vectoriels d'un aspace
- vectoriel E sur ﬂ? est un sous-espace vectoriel de ETW

(QR - 2e CT - 1977 - P.173)

Dans cet autre exemple, un phénoméne linguistique intervient 3 propos du Mar-
queur [;;elconqé;T. En effet, du fait que 1'expression "un nombre de' ne se dit pas
en frangais (contrairement 3 1'anglais ol on dit bien "a number of"), la présence

de l'adjectif ‘quelconqu;ujest grammaticale; on ne peut pas l'enlever.

Notons cependant que 1'on peut remplacer '"un nombre quelconque de " par d'au-
tres mots, tels que "plusieurs' par exemple. L'expression "un certain nombre de"
8st possible Egalement, mais alors dans ce cas, on aurait une ambiguité& : on pour-

rait l'interpréter comme une E}—quantification au liey de 1a\{~quantification vou—~

lue,
Le Marqueur r;;elconque ieSt donc bien,ieci, un indicateur de\f—quantificatiou.

Remarquons aussi que,dans cet exemple, r;uelconqu;—Tést un Marqueur pour une
variable non nommde ( c'est 3 dirgﬁnn dé€signée par une lettre). Et dans un tel
texte, 1l faut voir en fait une double\d-quantification. Ceci apparait clairement

quand on &crit la phrase en langage formalisé, par exemple sous la forme :
(Vmei) (¥v,e8 @) (v eS®) Lvlf\...ﬂ v.edm® l
On 2 d' une part une\f—quantification sur le nombre rﬁ—Tde sous~espaces veg—

toriels, et d'autre part une\d—quantification sur les n sous—espacas vectoriels

eux-mémes.
Bien entendu, oun pourrait aussi adopter une formalisation comme la suivante
- .
(YF <« f® / F sini) <ﬂ?v ey,
. _ ve

mais dans le Secondaire on emploierait plutdt la formalisation avec deux‘v-quantifi—

cations s&pardes,
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1.3.2. : Renforceur/indicateur d'ordre de mutification

C'est vraisemblablement dans ce rdle que le Marquamur peut tenir la place la

plus importante.

Rappelons tout d'abord que nous avons défini (cf. 0.2.2) 1'ordre des opéra-
tions dans une phrase comme &tant l'ordre (au sens de 1'"ordre deﬁ'écriture”, clest~
d-dire de gauche i droite) dans lequel les signes repré@sentant ces opdrations inter-
viendraient dans la traduction formalisée de cette phrase, avec les conventions

classiques.

Comme précédemment, l1a distinction entre indicateur et renforceur peut s'ef-
fectuer en supprimant le Marqueur ; suivant que la géne ressentie devant la phrase
obtenue est plus ou moins grande, le Marqueur sera considéré comme jouant un rdle

d'indicateur ou de renforceur.

Dans ce paragraphe, pour mieux comprendre cette nuance entre indicateur et
renforceur, il nous a paru bon de donner les exemples avec des Margueurs indicateurs

d'ordre de mutification avant ceux des Marqueurs renforceurs de cet ordre.

1.3.2.1. : Exemples avec des Margueurs indicateurs d'ordre de mutification

(1)12.}) Théoréme : Il existe un plan, et un seul, contenant un point donné et paral-
1&le & un plan donné.l

(Alepho - l&re €DE - GEom I - 1970 - P. 201)

On s'apergoit que, tel que le théor@me est &crit, il v a interversion de l'or-
dre de quantification des variables. En effet, la traduction de ce thdordme en lan~
gage formalisé est ;

Ya Ve Jie (age ecr /72

Et c'est grice aux deux Marqueursx_;onngj que l'on est slr que c'est 13 la
bonne traduction du théoréme. Ils rétablissent le bon ordre de quantification des

variables, qui est essentiel pour la compréhension du texte. Si on supprimait les
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T - . . N
deux occurences du mot donne_T, la phrase obtenue pourrait avoir de fausses in-

terprétations, telle que la suivante :
Jrerda3e (AR’ ot B//PY).
De méme considérons la phrase:

(1) 13.1 Toutes les courbes Ct passent par um point fixe“LSa formalisation est :

M Y mec ).

Ici, aussi, l'oxdre des quantifications a &t inversé. Si on supprimg l'adjec-—

tif fixé“T, la phrase devient incompréhensible.

Dans des cas comme ceux~ci, om se rend bien compte de 1'utilitd d'une indica-
tion portant sur l'ordre de quantification des variables. Et la présence d'un Mar-
queur ayant ce rdle d'indicateur d'ordre est 3 notre avis fort souhaltable (du moins

en 1l'absence d'autres procédés, tels que par exemple des quantifications explicites

figurant 3 leur place correcte).

@

Considérons maintenant la phrase suivante :

(1) 14. r—i existe un point fixe appartenant i toutes les courbes 6—1

qui a exactement le méme sens que le-dernier exemple du paragraphe précédent. Mais
ici 1'ordre logique des quantifications n'a pas &té inversé. Aussi la suppression

de l'adjectif rgixe~7, bien que peut-&tre un peu génante, ne semble pas aussi catas-

trophique que dans l'exemple précddent : pour un lecteur mathématicien, la phrase

conserve sa signification.

Nous dirons donc que, dans un tel cas, le Marqueuri fixe‘]ast seulement rem—

forceur de l'ordre de mutification.

Remarquons quq&a géne 1égére ressentie ici apras la suppression du motj fixe ,

seralt, pous semble—t=il, encore atténue si 1'expression I appartenant ]etalt rem-
placge par r-ommunfw Cela dohnerait :

1 existe un point commun 3 toutes les courbes C:]

1.3.3. : Annulateur de restriction,.

En d'autres termes, le Marqueur joue ici le rdle d'un reaforceur de 1'ahsen—

ce de condition particulidre,

Exemple :

(1}1s5. f";lt a un réel quelconque et b un réel positif. On peut . @crire :

a 2 Vo 7

-~
—

Ve o ob

{C.G.G.L.R. = 3&me 1980 - P. 29)

f—

Manifestement, dans cet exemple, l'adjectif 1que1con0;;1 s'oppose 3 1l'adjec-
tlf]_-051t1£—1 On ne veut aucune restriction sur le reel;-a‘] contralrement au
reellﬂé_ré qul on impose d'étre positif. D'oli le rdle annulateur de restriction
de rg;elconque . Iei, le Marqueur rgﬁelconqu;an'a pas le rfle de renforceur de
\j*quantification. Si on avait-voulu renforcer la\d~quantification (dans ce cas’

une PUD), on aurait dU former la phrase suivante :
[Soit a un réel quelconque quelconque et b un réel pPositif quelconqu;Tl
Ce rdle d'annulateur de restriction se rencontre assez fréquemment.

1.4, & Remarques generales sur les Margueurs.

1.4.1. : Cn peut trouver des Marqueurs a tous les nlveaux scolalres

Comme je l'ai annoncé auparavant, j'ai donc consulté pour ce travail des ma-—
nuels du Secondaire & partir de la classe de Quatridme jusqu'en Terminale. Dans

tous ces manuels,sans exception, on note la présence de Marqueurs.
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En particulier, les Marqueursl quelconque‘ eti donﬁgﬁise retrouvent partout.
Quant aux autres Marqueurs, leur usage dépend des auteurs. Pour plus de détails

sur-ce point, cf, chapitye 6.

1.4.2. : 4 quel moment sont .apparus les Marqueurs.

O peut se demander & partir de quel moment historique les Marqueurs ont fait
leur apparition dans les textes math&matiques. C'est une question i laquelle je ne
saurais répondre exactement, mais pour information, on en trouve déjid dans la tra-
duction des Oeuvras d'Euclide par Francois Peyrard, &ditée en 1818. Voici gquelques

citations tirées de ce livre,

(1)16.} Soit le parallélogramme Aljpar le point B menons la droite EZ perpendiculai-
re d BI', prolongeons AA ; faisons 3Z &gal & BA ; dchevons les rectangles I'E,

I'Z, et d'un point H quelconque de AB menons HO perpendiculaire i Bftw
(PV - Préface). '

(1)17.r5;n3 I'A prenons un point donné H ; faisons HA 8gal 3 EZ, et du centre H, et
de la distance HA, décrivons le cercle AEW ;

( P. 35D

1.4.3. : Dans quels passages mathématiques on frouve les Margueurs.

On peut trouver des Marqueurs dans tout genre de passage mathématique, c'est-
d-dire aussi bien dans les démonstrations, dans les textes d'exercices, que dans

" les &noncés de théordmes ou de dé&finitions.

i.4.4. : Natrure épimathématigue des Margqueurs,

Blen que sommaire, l'analyse que nous venons de faire des rBles jouds par les
Marqueurs confirme ce qui avait &té indiqué précédemment (0.2.3.4), & savoir que

ces rBles sont d'ordre 8pimathématique et non pas mathématique.

Un Marqueur n'exprime aucune préoprié&té mathématique de 1'objet représentd
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par la lettre & laquelle ce Marqueur est appliqué.

On ne peut pas non plus dire qu'un Marqueur exprime une opération logico~ma-
thématique (par exemple une quantification), comme c'est le ¢ as par exemples pour
l’adjectifl tou;-]: c'est pourquol nous avons seulement employé d propos des Mar-

queurs des verbes comme indiquer et renforcer.

La présence d'un Marqueur dans une phrase ou une suite de phrases peut serviy
de guide pour construire ume formalisation. Mais, dans 1l'expression symbolique ob-
tenue, aucun symbole ou groupement de symboles ne constitue 3 proprement parler la
traduction du Marqueur consid&ré. Nous verrons méme que les Marqueurs se rencon-
trent avec ume fréquence spécialement &levEe dans des phrases qui n'admettent aucu-
ne formalisation séparBe (et sont par comséquent tout entidres au niveau gpimathé-

matique) : celles qui expriment une mutification différée (cf. ci-dessous 2.3.).

On peut prévoir aussi le phé&nom@ne suivant {(qui sera confirmé dans la suite
de ce travail) : quand une phrase exprime compl&tement, avec précision et dans
l'ordre convenable, toutes les opérations qui interviennent dans son coutenu mathé—
matique, alors la présence de Marqueurs est trds peu utile (et, em fait, assez
rare). En particulier on ne trouve jamais de Marqueur lorsque les opérations esonsi-
dérées sont exprimées sous forme symbolique : om n'éerit pasri;x donﬁgq ni r§%
quelconqézn. '

1.4.5. : Marqueurs et articles.

L'utilité des Marqueurs, dans les phrases dépourvues de quantifications
explicites, est renforcée par le fait (indiqué par D. LACOMBE) que l'article, aussi

bien dans le frangais des textes mathématiques que dans le frangais usuel, n'a par

lui-méme aucun r8le quantificateur ou presque.

L'article indéfinir-ﬁn b, Thné"},FEEEW doit, suivant le contexte, &tre rem-
placé soit par une‘€~quantification, soit par une za*quantification, soit (avec la

r‘l v » . .
copule }etréw } par une appartenance sans aucune quantification. Les phrases sui=

vantes
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(3)18.r£é_nom5re réel positif est toujours supérieur 2 un nombre réel négat;;],
(1)19.(E£ nombre réel positif est toujours le carré d'un nombre réel négatggl,

(1)20{r;-est un entie;—](d'ailleurs gquivalente é[_;—est entiézw Y.
se formalisent fe3pectivement (pour un auditeur ou lecteur avertl) par les ex-
pressions symboligues-suivantes (ol il est entendu que les lettresr_x_1,[§‘1,
représantent des nombres réels) :
(Y/x,—@\ T<ME >y,
( Vx20(Jy s 0 x =y,
xEZ .

L'article deflnl(r1e~1 T1a P, rieéml Taal !_duj I-auxj , . i

[‘égu\) marque parfois une\f—quantlflcatlon assez spéciale (cf. 2.3.2.5. et 3.3.2.

1.2.), mais il peut aussi accompagner une\(—quantlflcation banale et &tre inter-

changeable avec l'article ind&fini.
Dans la définition de la continuit8, les deux phrases suivantes :

(1)21.r5£e fonction réeile £ , définie sur un intervalle I deﬂ?, sera dite comtinue

en un point Xy de I sl ..:—1

(1)22.*La fonction réelle £, dé&finie sur l'intervalle I de ﬂ?, sera dite dontinue
au point ¥y de T si ....‘*]
sont. 8quivalentes et se formalisent toutes deux par

(VI) (Vf E-fRI) { VXOE 1) (f est continue en Xy & - )

(Remarquons qu'en frangais, dans ce genre de contexte, l'article défini appel-
le la prépositioni“a_ltandis que l'article indéfini et 1'absence d'article appellent
la prépositicn fen D).

1.4.6. ; tm Hargueur peut-il jouer tous les rdles?

Tout Marqueur n'est pas susceptible de jouer tous les rfles qu'un Marqueur
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peut gvolr. Tous péuvent jouer le rdle de renforceur de mutification. Mais par
exemple, dans lé rdle d'annulateur de restrictlon on ne trouve que T_;uelconngT,
[;;bitraigg_let la forme adverbiale arbitrairemeﬁz—]. Inversement, pour indiquer
une antérioritd de mutificationm, il semble qu'aucun de cas trois Marqueurs sus—ei-
t&s ne soit approprié (dans l'expression r;;bitrairement fi;gu], r;rbitraireme;;1

est annulateur de restriction et c'ast ]_}ixé-1qui indigue 1'anté&riorité&).

Ces points seront examinés dans les chapitres suivants et repris dans la
conclusion.



CHAPTITRE 2 : RECENSEMENT DES PLACES ET DES ROLES DES VaARTABLES SUSCEPTIBLES DE
RECEVOIR DES MARQUEURS.

I1 n'existe pas de formes déterminées de phrases, ni de rdles précis de va~
riables, ofi on voit apparaltre obligatoirement les Margueurs.Cependant on peut

recenser les places et les rdles des variables qui sont susceptibles de recevoir

des Marqueurs. C'est l'objet de ce chapitre.
On pourra par coms@quent y trouver des exemples aussi bien avec Marqueurs que

sans Marqueurs.

Notons gue ce recensement est probablement incomplet car il se limite aux

manuels que j'ai pu consulter. Les Marqueurs interviennent dans trois cas :

ler cas : dans une présentation simple de wvariables.
28me cas : dans une mutification immédiate de variables.
3&me cas : dans une présentation accompagnée d'une mutification différée de va-—

riables.

Comme on 1'a déja remarqué, quand les mutifications sont explicites, et que
leur ordre est clairement apparent, il n'y a gudre besoin de Marqueurs. Et dans

ce cas, en fait, on n'en rencontre pas beaucoup.

2.4 Présentation simple.

Dans une Présentation simple, on exhibe des lettres, ou des catdgories de let-

tres, en convenant qu'elles représenteront des objets mathématiques d'espdces dé&-
terminées. Ces lettres vont jouer ultérieurement, em des endroits non encore dé-
terminés du texte, des rdles de variables. Ces variables seront bien entendu muti-
figes, mais les diverses mutifications qu'elles subiront sont encore indétermindes
au moment de la pré@sentation.

Voici quelques exemples de Présentation simple.
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(Z)IQ_FSans la sulte, on désignera un vecteur par une lettre latine : u, v, w...

et un scalaire par une lettre grecque ®)35Yy....

(2)2.1 Nous convenons de noter un vecteur, c'est & dire un &lZment de’l)] par une let-
tre surmontée d'ume fl&che,.
- L. - > > >
Par exemple, nous &crivoms : u, v, 1, J...
. Nous lisons :'vecteur u", ou "u fléche".1

(Monge =~ 4&me - 1979 - P.268)

2.2. Mutlflcatlon immédiate.

Nous dirons qu'une expression, en langage naturel ou symbolique, exprime (ou
indique, ou renforce) une mutification immédiate lorsque cette mutification s'exer-
ce uniquement sur la phrase contenant cette expression (ou sur un morceau de cette
phrase), mais nonﬁpas au~-delz,. 8i 1la mutlflcatlon~s~axexce sur- la phrase ou.flgure
l'expression con51deree et aussi sur .une ou. pluSLeurs phrases uitdrieures, elle
sara dlte;prclongee..SL.elle s'exerce seulement sur des phrases-ultZrieures, at

non. pas dans la phrase .oli elle figure, elle sera dite différée.

Comme on s'en doute, la distinction entre ces trois types peut parfois &tre
délicate. En fait nous &tudieroms surtout les deux cas extrémes : murification im—
médiate et mutification différde. La mutification prolongée sera surtout examinde

dans la rubrique "Cas douteux"

Remarquons toutefols que les r3gles d'@criture du langage symbolique font
qu'une mutification exprimée dans ce langage est nécessairement immédiate; il en ré-
sulte que seules sont formalisables les mutifications de ce type. Inversement, les

expressions indiquant une mutification différée se placent nécessairement au niveau

&pimathématique.

2.2.1, ig_gantificatiog;

Cette&{*quantification immédiate peut &tre faite de facon explicite, ou au
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contraire plus ou moins implicite. Dans les deux cas, la présence de Marqueurs est

possible.

Labr-quantification explicite s'exprime comme chacun sait par des mots ou ex-—
pressions typiques tels que ]quel que soit ‘, f:ﬁaque I, et diverses formes con-—
tenant rzbué_{ou [todgw . Comme on 1'a remarqué déji, la présence de Marqueurs dans

ce cas est plutdt rare, mais pas impossible.
En voicl un exemple :

(2)3.T;; Hl gtant un EBnoncé vral, déduire de a) que Hn est vrai quel gue soit l'en-

tier naturel donné ;:1.w
{QR - 28 CT - 1977 - P, 120)

On trouve dans cet exemple, le Marqueur Edonné dans son r3le de renforceur

de mutification.

I1 ne faut pas oublier la forme symbolique "\f" qui sert 3 exprimer expli-
citement la quantification universelle. Cependant, comme on 1'a signalé dans le

chapitre précédent, on ne trouve jamais de Marqueur associé i ce symbole (cf. 1.4.
&),

-

2.2.1.2. :\f—quantif}pation plus ou moins implicite,

On aurait un peu plus besoin de mettre des Margueurs dans ce cas que dans le
cas précédent. Voyons quelques exemples de cette\f—quantification plus ou moins

implicite.

(2)4.|Deux Eléments deld) sont toujours comparables pour lLa relation 3 dansﬂ;?j

LaV{—quantification dans cet exemple se devine grice au mot FZOujours ', on

peut dire qu'elle est semi-implicite. Cependant, la présence d'un Marqueur renfor-
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ceur de mutlfication comme iquelconquesiserait peut—&tre souhaitable pour Eviter

toute amblguité.

(2)5.r;;it a un réel positif; Alors on a :
pour x et vy réels, ax > ay & x > y.[

I1ya une‘a —quantification implicite del x jeﬁ[?y_]. On peut tr@s bien
ajouteri quelconqueslpour renforcer cette\f*quantification (il serait d'ailleurs
tout aussi simple d'exprimer explicitament la\f*quantifh:ation : r;;els que solent

les rgels x et v,... )

{(2)6. :(;;éoréme :
I1 existe une droite, et une seule, contenant deux points distincts de l'espace.]

(Alepho - 18re CDE - Géom I - P. 157)

La quantification universelle qui porte sur les deux points distincts est
totalement implicite. Sans doute il y aurait—il au besoin ici d'un Marqueur comme

Iquelconques Fpour la renforcer, afin d'éviter une interprétation fausseconsistant
en une quantification existentielie.

-~

Un autre point important 3 signaler, & propos de cet exemple, concerne 1l'or-
dre des quantifications des variables. Pour cela, on peut se reporter i un exemple

analogue (mais avec le Marqueur rg;nng—]L qu'on a déjd vu en 1.3.2.1.

2.2.2.::awquantification.

Dans ce cas aussi, la d-quantification peut &tre faite de facon explicite ou

plus ou moins implicite,

2.2.1. :ja-quantification explicite.
Elle s'exprime gérralement par l'expression[ il exist;—], parfois par]-ZI v ;1_

Exemple :

(2)7.[;;xons un entier relatif y er un entier strictement positif x ; il existe
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que y divise x ; d'olt 1'égalité :

alors un entier naturel n tel que : : X = ny.

(nx >y} ~—T : RN T]
Ce résultat est connu sous le nom de théoréme d'Archiméde . i (Aleph, = Alg&bre - Term CE - 1975 - P. 100)

(Aleph, — Alg&bre - Term CE - 1975 - P. 58)

1

Dans cet exemple (d'ailleurs assez mal rédigé)fi1a§3—quantification surr_hq}

. s . : : i imé la o . s
Bien entendu, la quantification existentielle est parfois exprimée par est complétement implicite.

forme symboliqder:n; dans ce cas on ne trouve pas de Marqueurs (cf. 1.4.4.).

2.2.3. : Mutification ensembliste.

2:2.2.2. :‘ngEantification plus ou.?qfng éq?licite.

- - e . ‘

i

Il y a deux types de mutification ensembliste. D'une part la mutification
11 existe certaines expressions qui peuvent suggérer une:aﬂquantlflcatlon-

C'est le cas par exemple de [ﬂgé,la formé—l,rzz est possible de trouver |. Mals

- : . y
de telles expressions ne se rencontrent pas systématiquement chaque fols que l'on

qu'on appellera mutification ensembliste-~compréhension, et d'autre part la mutifi-
s P

cation qu'on appellera mutification ensembliste-image.

a une quantification existentielle.

2.2.3.1. : Mutification ensembliste-compréhension.

Voyons quelques exemples de J-quantification plus ou moins implicite. C'est la mutification dont voici les différentes formes usuelles possibles de

: formalisation rigoureause,
(2)8 fg;it F le sous—espace vectoriel de l'espace vectoriel réel E, engendré par

a at b. : a) -1 X/XE'E /\'/R .

. N . : : u N - _ « . "
Pour que x appartienne & F, il suffit que x soit de la forme a u + b v, avec u oi Rest un &noncé contenant x (et &ventueliement d'autres lettres jouant le réle

et v quelconques dans ”g-‘ de paramé@tres). Notons qu'i la place des barras obliques, on peut trouver des bar-

res verticales " [ "

, des points-virgules " ; ", ou encore des deux-points " : ",
‘ .
] ur d'une - . . . ‘e A ..
Dans cet exemple, on trouve le Marqueur Iquelconques comme renforce ou peut-@tre encore d'autres sigmes. Mais pour simplifier, mous n'utiliserens ici

:g—quantification. Ceci eontredit peut-&tre Bernard PARZYSZ qui, dans son article que la barre oblique.

d8ja cité (cf. fin de 1'introduction) semble soutenir que r;;elcoanQT accompagne

toujours une\f*quaﬂtification- Cette forme a) est parfols abrégée en :
. b)) { x/ €& et\'fR},..,_ou_encore en !
(2)9.1 Résoudre, 3 llaide de 1l'exercice n® 1-64 (P. 35), l'équation définie sux'n* ) {xe€E / R}
sar < = y*. Parfpis, par abus de langage, on omet d'indiquer le ré&férentiel de base -
Supposons : x 2z y > 0. . ; a { = /R
Veviesiesieeeves. Diaprds:1llunicité de la dE&composition , P 7 flgure dans %/,
et 1'on a done : Le référentiel de base peut &tre bien entendu simple comme ci-dessus, ou au
(my < ky ) = (m < k). contraire multiple. Ainsi om a aussi :

Cette relation &tant vrale pour tout diviseur premier de y, on peut en déduire { (Xl T ) E:EIX ex Eu/<R}'
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ifi i - igé cette &criture sym-
Comme dans les cas des quantifications formalisées, avec ¥V

bolique, om ne trouvera pas de Marqueurs.

s ' -
Dans le langage usuel, les expressions que l'on rencontre pour une telle mw

tification sont du genre :
- L'ensemble des &léments x de E tels queER.

- L'ensemble des x tels que(R.

Donnons ici un exemple de mutification ensembliste—compréhensiom.

(Z)io.r;éterminer l'ensemble des réels x qui vérifient 1'inégalité :

x-1 g3 x+ 571

(Monge - 28me CT - 1974 - P. 36)

Mutification ensembliste—imaqg;

Voici les différentes formes usuelles possibles de formallsatlon rlgoureuse

d'una telle mutificaticn:

-aJ{%/ X € e-nes X €8y LR

a ne axp ion contenant les varilables x,..., x_ (plus, &ventuel-
0 est une express ) .
- 1 —
lement,des paramétres) st désignant un 8iément (dépendant de Kyseees X 3 d'un cer
3 )
tain ensemble ¥ ;:Rgst un énoncé portant sur ces variables (et pouvant Bgalement

contenir des param@tres).

Cette forme a) est parfois abrégée en :

b) {B/ XléEl et .... et x EE et R}

. . . <4 . .
Lorsque,ﬁ{est identiquement vrai om & ia notation

;‘:) {g/ Xl eff:la-_-; 3 xn-e En }

i lci Ecri la forme
Bien entendu,ﬁén’est pas toujours expllcitement &2crite sous

LP( By wees Ky .

Si on dé&signe par"‘fl'app}_ication : (xl,... X ) }-—)y de Elx ce. % En dans F,
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on a, avec l'abus de langage usuel qui note par™ 1'extensicn de aux parties
’ gag q p P

{applicaticn dex-ﬁa( E} Maes X En ) dans {P(F)) :

{Y/ %, Bsennx gk I = ‘P(Elx...x*sn)
et

{j /% €B o x e B /RY =P (x . ix)e B x . xF_/RD).

Ceci met en &vidence le rapport entre 1'dcriture fonctiomnelle (avec({B at

L'écriture- ensembliste—image.

Et ici aussi, on ne trouvera pas de Marqueurs avec la forme d'&criture symbo-
lique de la mutification.

Dans le langage usuel, les modes d'expressions d'une mtufification ensembliste-
image sont tr&s varifes (souvent ambigus et entachds d'abus de langage). On peut
dire par exemple, pour exprimer la notation c¢) ci-dassus:

_rifensemble des valeurs prises pax'gjlorsque {xl,_.., X ) déerit E.x,.. xE .

i n

Voici un exemple de mutification ensembliste—image :

.

(2)11.}L'ensemble des valeurs prises par l'expression 6x -2y lorsque x et y sont

deux entiers relatifs quelconques qui décrivent;Zz-est.un@SOus;gIQupe de (Z,+) j

Dans cet exemple, on retrouve lquelconques dans son rfle de renforceur de
mutification.

2.2.3.3. : Cas douteux.

I1 est souvent difficile de faire 1a distinction entra

*

- d'une part une mutification ensembliste-image,

~ d'autre part une mutification ensembliste—compréhension comportant unej}—quanti-
fication,
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En effet, Si}E§ESt une expressilon contenant x, les deux nctations ensembli-

'{2/ x€E } et { v/ (Bx€E )y =g.‘)}

t &quivalentes,

I1 en est de mEme, dans le cas pius général, pour les deux notations
{q&{/ XEE ,...0, xneEn/:,_R}e;
{y/ (3x€E ) ... (=, €E ) (ﬁet.y=_5)}

Domnons quelques exemples de cas douteux.

(2)12.r; est 1l'ensemble des &l8ments de la forme o a+ Bb ol & etf sont des nombres

réels quelconqueé—].
(QR - 2e CT ~ 1977 - B. 171}

L'expression[gg-la forme ‘suggére généralement une Jguantification. Cependant

dans cet exemple on peut formaliser de deux fagons différentes.
La premiére traduction symbolique est

={aa+pB/oeERBER?
oti la mutification est simplement ensembliste-~image.
L'autre traduction est

F={x/(FeR) (FEM (x=ca+s>)}
ol la. mutification ensembliste—compréhension s'accompagne de quantifications exis-
tentlelles. Le Marqueur r-;elccnqué——‘apparalt done comme un renforceur de mutifi-
cation, sans qu'on puisse exactement décider de quelle mutification il s'agit (cf.

article de PARZYSZ dé&ja citd).

3 4 i .
(2) 13.‘—511 donne un point O de A2 et les vecteurs‘?, —x?, ,‘\-,?..(a’.#a’b.de%z » Dlan-vectariel |

associé au plan afflne A2 Trouver 1l'ensemble des points M de A2 tels que
_T?— u - 2v + A w, A decrlvantTR ‘
(QR - 28me CT - 1977 - P. 260)

Dans cet autre exemple, on ne retrouve pas les formes typlques qui suggérent
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une:g—quantification, mals on sent tout de méme que celle—ci est présente i propos
de rxl.Comme dans l'exemple précédent, on a woulu faire suer]une mutification
ensembliste. On peut, ici aussi, &crire l'ensemble cherché de deux facgons

“{u/ (DEeR) (T =T- 27+ 23}

(mutification ensembliste-compréhension avec quantlflcatlon exlistentielle),

- {ﬂ¥ - 5?'+ A w / kéiﬂ%}

(mutification ensembliste—image).

2,2,.3.4. : Mutification ensembllste at V-quantlflcatlon

Comme le remarque D. LACOMBE dans son cours, beaucoup d'éléves et d'dtudiants
(voire certains enseignants) semblent confondre les mutifications eysemblistas {(en
compréhension ou en image) avec des\j—quantifications; il n'est pas impossible que

B. PARZYSZ, dans 1'article d&€j3d cit&, commette une confusion de ce genre.

La raison en est sans doute que les expressioms en langage naturel qui tra-
duisent les mutifications ensemblistes contiennent parfois le mot F€oué"1. Ainsi,
1'@criture symbolique :

{x€R/o0g¢xg 1}
se traduit parfeis par :
ri'easemble de tous les réels x tels que 0 & x ¢ I—].
(dans ce qui va suivre, cet ensemble sera d8signé par E).
De méme, 1l'dcriture symbolique
{ X2 -2 x +2/0gxg=31

se tradult parfois par :

. 2
Tzﬁensemble des valeurs prises par x° - 2 x + 2 lorsque x prend toutes les va-
ieurs réelles comprises (au sens large) entre O et 3

(dans ce qui va suivre, cet ensemble sera d&signé par F).

Mais 11 s'agit seulement d'une apparence.

En effet, lorsqu'on dit par exemple que la r&union "correspond” & la disjone-
tion.r;d—]et que l'intersection "correspond" i la conjomction r;tdw, on a en vue
les E&quivalences suivantes, valables pour tuut x :

xC AlJ) B & (xgghs ou xE€B).
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x6A{)B &> ( x€A et XEB).

Pour consérvér la méme signification au mot "correspond" dans le cas des
ensembles E et F définis ci-deésus, il faut considérer les &quivalences suivantes,
valables pour tout x réel :

X€E & 0g x & |
veF .;‘;_:)(Eng?/()_,fx < 3){y. =x2—2x+2).

On voit donc que (premier cas) la' mutification ensembliste-compréhension ne
correspond & aucune quantification et que (deuxiZme cas) la mutification ensemblis-
te—image correspond 3 une quantification existentielle et non pas universelle. Bien
entendu, dans les deux cas, il y.a e» plus une\i—quantification préalable sur r;j 3
mais ceci est &galement valable pour l'union et 1'intersection, dont personne ne

songe i dire qu'elles correspondent & une quantification umiverselle.

' De la méme fagon, l'union généralisée correspond 2 une quantification exis-
tentielle pulsque, pour tout x,

xrel) 4 & (3i€1) (xea)
i€l '

Néanmoins, l'écriture]LJA;_Ise tradult parfoils par‘ 1l'union de.tous les Ail
iel

ou pari 1'union des Ai pour toutes les valeurs 1 damns I I, sans qu'il y ait pour

autant la moindre\{-quantification sur{ i ]dans la dafinition.

2.2.4. : Mutification Foncticnnelle.

C'est la mutification qui correspond & la fléche fonctionnellei;éjdans la no-

tation la plus récente), parfols accompagnée de la f£l&che F_;Q.

L'usage de ces fla3ches est imparfaltement codifié et donne lieu 3 de nombreux
abus de langage.
Une possibilité (parmi d'autres) de convention rigoureuse consiste 3 poser par

définition que l'Ecriture :

....49_.

[T‘application E—>F; X}-—-j:g i
ol iéest une expression (contenant en général x, plus éventuellement d'autres let-

tres jouant le r8le de paramétres) désignant un ElEZment de F, a la signification

suivante :

B —g

il'application de E dans F qui & chaque Elément % de E associle l’élémentéjI,

Lorsque E et ¥ sont clairement fixés par.le contexte, on peut. se borner 3

gcrire

I_l—'application x b—> {3—]
ou simplement: : rgi——é ng

Ainsi que D. LACOMBE le remarque dans son cours, avec cette convention,
E:;—-%>?£—]apparait comme un syntagme nominal et se manipule comme tel, par exem-
ple dans la phrase :

L'appiication x —>sin (xz) est continue puisqu’elle est la composée des

applications xp——)xz et Xb—3sin ;—].
Voyons quelques exemples de cette mutification fonctionmelle,
{2)14.‘On appelle application identique dans un emsemble A, l'application dans A qui,

« & chaque Elément a de A, associe 1'&lément a lui—méme.!

(Monge - 48me - 1979 - P, 7)

(2)15.f;;it (G,. ) un groupe, & l'8lZment neutre de la loi notée. -
1°) 2 &tant un §lément de G, on désigne par fa 1'application de G dans G telle

que, X &tant un &lément quelconque de G, f(x) = ax a_l.
a ermrarm—

Montrer que fa est un isomorphisme de (G,.) sur (G,.) l.

- (Le probléme de mathématique - Term CDE — Tome 2 - Collection Durrande - 1974
P, 18)

Dans une mutification fonctiounelle, quand om trouve le mot fzhaqu;d], comme
dans 1l'exemple (2)14 ci-dessus, on n'a aucune tentation de mettre des Marqueurs :
en effet, rzhaque ipeut étre considéré comme l'expression explicite {en langage na-—

turel) de la mutification ...p—3... Par contre, avec simplement TLAW on peut 8tre
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tenté de renforcer la mutification par un Marqueur tel que 'quelconque Icomme

lé montre l'ezemple (2)15.

Bien entendu, comme dans le cas de toutes les mutifications exprimées par un
symbole, on n'utilise pas de Marqueur avec ie signe}—_?.
On Ecrit :
rz; fonction x}———}x3 ast impai;;“].
Mais on .ne trouvera pas : .

; | . . 3 ) v 1 —-‘
114 fonetion x quelconque =» x~ est impaire.!

2.3. : Mutification diffdrée.

Cetrte notion a déji &td définie en 2.2,

2.3.1. : Mutification différde et présentation

Une phrase contenant une mutification différée doit nécessairement indiquer
les variables, c'est-3-dire en général les lettres qui seront ultdrieurement muti-
fides, Or, dans la majorité des cas, ces lettres n'ont pas fait l’objet d’uﬁe.pré-
sentation (cf; 2.1.) antérieure ; autrement dit, le lecteur n'est pas supposé sa-
voir quelles sortes d'objets mathématiques sont représentés par ces lettres ; cette

& & ie 4 1'intéri sidérée,
indication devra par conséquent &tre fournie 3 1'intérieur de la phrase com d

i 1fi i iffére ! ijours d'une pré-
On voit donc qu'une mutification différZe s'accompagne presque toujo B

sentation de variables, le tout formant un bloc que nous appellerons présentation-

mutification différée.

Le cas le plus fréquent est célui de la présentation-quantification universelle dif-

férde notde PUD dans ce travail.

\ . . R . e«
Afin de mieux voir ce qui se passe dans le cas d'une mutification différée,

considérons L'exemple (1)9 d&ji vu auparavant.

(1)9.J Propriété : Soient a et b deux réels quelconques.

Pour tout entier impair n, supé&rieur ocu égalzé 3, O% a
-1 a-2 __.a=2 o= "‘]
a® + bt o= {(a + b).. (an ER B BtiL, . TE D + b R
(Monge - Term D - 1977 - P. 26)

Dans la premi&re phrase, il n'est pas possible dekf—quantifier explicitement
les lettresr-é_fetl bnl; cela n'aurait aucun sens de le faire, puisqufune\f—quanti—
fication explicite n'est possible que dans un énoncé mathématique complet.

En fait la premi&re phrase :

Soient a et b deux réels quelconques| indique que :

- d'une part, les 1ettreslﬂa‘letlbildésjgneront.des nombres réels (c'est la partie
présentation},

- d'autre part, ces lettres devront &tre considdrées comme\f—quantifiées dans la

seconde-phrase (clest la-partie mutification différée).

Pour obtenir en une seule phrase un r&sultat clair et complet, on devrait &-
crire :

Pour tous réels a et b,pour tout entier impair n supérieur ou &gal 3 3, on a :

_ at o+ b= {a + b)) (an_l— an"Z b +,1{;agﬂ‘2 + bnmlnﬁ.

Il n'y a aucune formalisation possible de la premidre phrase seule ; elle est

nécessairement épimath&matique (un autre argument sera donné ci-dessous.ea 2.3.2.1.).

On retrouve dans cet exemple (1)9 le Marqueur ‘quelconques comme renforceur
de PUD.

2.3.2, : Le cas de. la PUD,

Une PUD ge rencontre tr&s souvent dams un texte mathématique.. Elle peut se

présenter de deux facons différentes : soit occupant une phrase entiBre s&parée

{c'est ce qui se produit dans la majorité des cas),soit occupant seulement un. mor-
ceau. de phrase.

-2.1, : PUD exprimée par une phrase entidre.

. LaAplupart de ces phrases commencent par certaines formes actives de verbes
typiques dont voieci la liste :

-lSoi;_](Qui,selon les auteurs, s'accorde en nombre ou reste invariable),

—TSE dééigné~1, rﬁésignonEW.

~f5; donnéﬂw, FSﬁ se donné_w,{sgﬁnons—noggj.
—[6; coﬁsidér;_1, rgbnsidér;;a
—wzgoisissoézT.
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—r;éxon;—]
~IOn_suppos;#I,rg;pposo;;1.
-IPrenoﬁgj .

On retrouve dans cette liste lLes verbes. dloll proviemment certains des Mar-
queurs, tommel donnéw‘, f%ixé \, rEix;-],rzhois{j .

Pour simplifier, on dé&signera dams la suite ces formes actives par la lettre
V(premidre lettre du mot "Verbe').

Notons que parmi ces V, rébignhest.éelui que les auteurs utilisent le plus
souvent (on le trouve d'ailleurs dans tous les: manuels &tudi&s), tandis que les
formes avec les verbes rgixe;_},fgaoisir ‘, rgiendre], et | supposer \sont beau-

coup plus rares (en tout cas dans les manuels du Secondaire).

Le caractdre épimathématique de ces phrases de PUD est marqué entre autres
par le fait qu'il est impossible d'en prendre la négation. De fagon plus prégise,
si on forme la ndgation syntaxigque usuelle d'une de ces phrases (aveci ne... pasi),

la phrase obtenue est dépourvue de toute signification dans un texte math@matique.
Voieci quelques exemples de ces phrases de PUD commengant par V.

(2)16.] Conséquences :

Soit a, b, ¢ des réels positifs. On peut &crire

Va bc= V(a be = V(_al;} \/-c_= V? V’?— \/c—_—]

(C.G.G.L.R. - 3&me - 1980 - P.28)

(2)17.} Désignons par p une proposition quelconque.

Aullieu de dire
"y est vraie'.

nous dirons souvent

1 ELE |

' PP 1
, nous avons p","on peut écrire p I.

(QR - 2eCT - 1977 - P.6)

"on a p
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Le Marqueur rgﬁelconqégw est ici un renforceur de PUD.

(2)13.r5£ donne un point O de A2 et les vecteurs Tﬁ'?t'? (‘ﬁﬁiffﬁ deﬂj’, plan vec~
toriel gssocié au plan affine A2' Trouver 1l'ensemble des points M de A
que : _

o =T - 57+ AT, A décrivant[_R—.‘

(QR - 2e CT - 1977 - P, 260)

2 tels

(2)18,Choisissons une base (i,. 1) deftL et considérons leés vecteurs derrj :
.—'9. — = 2
vex 1l +y ]

E I S

Vo= X 1

(QR - 2e CT - 1977 - P. 184)

Dans cet exemple, il y a une PUD sur huit variables lides par des conditions:
F??iet]qﬁy]doivent former une bhase, et les autresf?ank*T, ry—[, r?r] ,{.xr] ,r§f1

sont lies par des relations d'égalirté.

(2)19.i Familles de bijections'A da A3 surﬂ)é.

Fixons un point A de A3 ; quel que soit M, au couple (A,M) donc 2 M, pulsque A

est fixd, est associ& le vecteur EE?; nous définissons ainsl une application
L
A _u_ﬂJ
L{A 3720, =
M —>AM = u;.

{(QR - l&re CDE - Tome 2 - 1974 - P,88)

(2)20.[03 suppose a, b, ¢ strictement positifs.

| v ]
Simplifiar 33 b” o
V a_b c

(C.G.G.L.R. ~ 32me - 1980 - P,32)

Quand plusieurs variables sont 3 pré@senter dans unme seule phrase, il peut se
produire les différents cas suivants

ler cas : V peut 8tre consid8ré comme "mis en facteur",

(2)21.1S0ient p vecteurs Kyseans xp d'un espace vectoriel réel (E, +,.) et p réels
Dy ganne, G
i’ H p .
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o~

2sme cas : V peut 8tre TEpEtLé

'

(2)22. Soit a un réel et soit p un entier l.

38me cas : On peut avoir des V différents, comme le mentre 1'exemple (2)18 ci-des-

sus.
Mais il v a aussi les phrases enti@xes ce PUD ne commengant.pas par les
que~t'on a citds précédemment. En voici quelgues.exemples :

- i ' ré uelconques.
(2)23.] Dans les exercices sulvants a, b, ¢, X, y sont des nombres réels g q

Calculer :

1) 5x+3(a+bd) -2 ((y-at c}

2) 4. (x -2y +3¢) +3 (b-a) - (y+x-2b+c)
3) - (3a - 2x + y) + 4 (- 2a+ 3y - 5a) k.

i i ! nthéses et de simplifier les
Il s'agit dans cet exercice d enlever les pare

expressions. Par exemple, pour la premidre expression, il fallait arrive; a
S5 x+3(a+b) -2 (y-a+cy=5x+5a+3b-2y-2ci |
Le contenu de l'exercice montre que les lettres ra_‘, rbw, YET,T%1,F§1, se =

ré i t non
ront'b[Fquantifiées implicitement dans les réponses. On a domc bien une FUD e

une Pr8sentation simple de variables.

Voiei un autre exemple

(2)24.}Dans un quadrilatére ABCD, les droites (AC) et (BD) sont orthogonales.
Démontrer dque :

2
a2 (A,B) + dz'(c,n)=-d?~(A,D) + d (B,C;TT

(C.G.G.L.R. — 3&me 1980 - P.139)

3 T
Un texte comme celui-13 est bien ambigu. Par la phrase de PUD, 1'auteur a

voulu dire : ‘ )
Soit un quadrilatére ABCD tel que les droites (AC) et (BD) solent orthogonalesji.
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Or telle-qu'elle est domnde lci, cette phrase de PUD peut 8tre interprétée fausse-
ment, au moins dé deux fagonsfﬁ _ 7

13re interprétation. :r;;s diagonales d'un quadrilatdre sont orthogonalé;_]
(o&'ran—]suggére une h[-quantificétion).

C'est & dire que l'on considdre la phrase non comme une PUD, mais comme une
affirmation quantifige universellement, affirmation qui serait &videmment fausse.

28me interprétation : rEI existe un quadrilatére dont les diégonales sont or-

thogonalng.

Cette proposition est vraie, mals ce n'est certainement pas ce que 1l'auteur

a voulu dire.

2.3.2.2. : PUD exprimée par un membre de phrase.

- — TR oy .

On ne retrouve pas dans ce cas des formes aussi typiques. Mais on peut gquand

méme signaler des expressions qui interviennent fréquemment pour introduire une

PUD dans un membre de phrase. Ainsi on peut noter :

- 1'expressionl Etant donég_rque 1'on trouve généralement en début de phrase (sur
cette expressiom, cf. 1.2.1.1.).

- le motT—éi*]qui est généralement en début de phrase aussi {( et qui en pareil cas
n'exprime pas vraiment une implication).

- l'usage du participe présent : r%tanE—T, rgésignangml, [;;partenanzw s ete...,
que l'on peut trouver tantdt en début, tantdt en milieu, tantdt en fin de phrase.

- d'autres mots commeT_BﬁqT,FEQegj yase

- l'eﬁploi d'une proposition incise entre parenthises ou entre virgules,

-..et d'autres encore sfirement, mais il est impossible d'en faire ici ume liste

exhaustive. Donnons simplement un exemple.

(2)25.} Etant donnés deux espaces-vectariels E. et E2 sur ﬂ%, on munit 1'ensemble

. L. . . _ -
EIRIEZ de l'addition : (xl, XZ) + \yI, 32) (xl * ¥, X, * y2)
et de la multiplication externe : g (XI’ XZ} = {a X, G X, )

ol x, et Y sont des Eléments queiconques de El’ Xy et Yy des &léments quelcon-

ques de E2 et o un nombre réel quelconque.

Démontrer que l'on définit ainsi um espace vectoriel surrR, appelé espace vec-
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toriel produit de El et E2 noté EJ><E2|.

{(QR - lére CDE - Tome 2 - 1974)

Il v a ici une PUD sur les espaces vectoriélsrg;]etrééj . Si, pour &viter

tout abus de langage, on convenait de désigner reggfctivement par +1,-.1 et par
. . . ‘

+2, . les leis d'espace vectoriel sur rgl ‘et [E;.\, et si on convenalt de noter
h . - - ’ . t t

par—+1x,+2, * %oy les lois dgflnles sur _Elx E2 ]par la premié&re phrase du texte,

alors le théoré&me qu'on demande de démontrer prendrait la forme :
\‘f (Ei’ e ) espace vectoriel | (‘v} (Ez, *os ®, )'Weg?ace vectoriel ,

(Eix Eps +p X *95 o) x‘.z') est un espace vectoriel

2.3.2.3. : Cas d'hésitation entre une PUD et ung}d—guanti@}cation simple.

Lorsque la PUD consitue une phrase entidre, avec V comme verbe principal, son
caract®re spécifique (et épimathématique) ne fait aucun doute. Par contre, lorsque
la PUD n’occupe qu'un membre de phrase, on peut &tre tenté de la confondre avec une
simﬁlek{-quantification plus ou moins implicite. La distinction est d&licate, et
peut parfois paraltre arbitraire.

Trois critdres sont uatilisables {(indépendamment) .

a) ler critdre d'appréciation.

Si le domaine de\j—quantification des variables introduites dans le membre de phrase
considé&ré s'étend au-deld de la phrase entidre, on pourrait considérer qu'il s'agit
d'une PUD ; cela reviendrait 3 assimiler la mutification prolongde (cf. 2.2.) 3 une
mutification diffsrée, lorsqu'elle s'accompagne d'une présentation.

Exemple :

(2)26.} Etant donnés deux nombres r@els quelconques X et v , on a :

lx +y | = |x |+ |y | si x et y sont de méme signe,
]x +y l = |x |— |y [ si x et y sont de signe contraire avec lx [) |Y |
lx +y | = |y 1— ]x | si x et y sont de signe contraire avec |X |€ ly i

On en déduit que, dans chacun de ces ftrois cas,

lx+y | <ix |+ v 1.
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Vi que. lalvi.—quantificati;:on sur [ x] -etly_'] s'étend aussi sur la deuxidme phras

le membre de phrase souligné pourrait 8tre considéréd comme une PUD,

Comme on s'en doute, ce critdre est loin d'8tre parfait. En effet, il arrive
qu'on puisse encore hésiter entre deux interprétations : celle d'une PUD dans la

premidre phrase, et celle qui consisterait 3 voir dans chacune des phrases succes—

sives une'iquantification implicite (sur les mémes variables, introduites dans la

premi&re phrase). Ce pourrait 8tre le cas pour les deux exemples suivants :

(2)27.15%1 u et v sont des vecteurs de E, on a
2
R R B e

Les vecteurs u et v sont donc orthogonaux si, et seulement si, ils satisfont a

la relation

el 2 e e foif?]

(Bordas -~ l&re CDE ~ 1974 - P.211)

p

(2)28.IA'tout nombre réel non nul x on péut'associee le nombre réel -Z—

, & Etant
| x
un nombre réel,
8ia =0 alors 2 = O; Dans toute la suite nOUs SuUpPposSarons a4 non 1 1
répéter, * e e
Théordme :

L'application £ &EFRX vers ﬁ%:g définie pour tout x non nul par
a
f(x) = =

—
. : 3 *
est une bijection involutive de{R sur]Fi,

(QR ~ 2e CT - 1977 - P. 101)

Remarquons que ce dernier exemple est relativement compliqué, En particulier,

une condition restrictive supplémentaire est introduite dans la troisidme phrase.

o) 23me.-eritdre d'appréciation

L'usage de mots 3 coloration nettement épimathématique fait penser 3 une PUD

F——

lus 1u'3 une simple § ~quantification. C'est le cas pour le mot désione;_](sﬁr ce
plus 7 P q _ g

mot, e£.0,2,3.1).Avec ce critdre, nous classifierions comme PUD la phrase suivante
> P

=3

.
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(2)29.r; et B désignant deux points de 1'espace E, on a

iE = 0= = B .|

(Alepho -~ l3re CDE - 1970 - P, 126)

tandis que la phrase tout: i fait analogue:

(2)30.(;fét B &tant deux points de 1'espace E, oun a
§~§>= O<%:: A =B 1

serait considérge comme renfermant seulement uue\/—quantification (implicite)

sur les lettres FA-| ot I,

¢) 38me critére d'appréciation.
La ndcessité de "présenter" des variables, c'est-i-dire d'indiquer 3 quelle(s)
catégorie(s) mathématigue(s) appartiennent les objets représentés par ces let—
tfes, provient du fait que la plupart des expressions math&matiques n'offrent au-
cun sens lorsque les lettres qui y figurent représentent des objets n'appartenant
pas 4 certaines catdgories détermindes.

p:4

- L . . v .
Ainsi, ‘dans un texte de l'Enseignement Secondalre,L:+ ;“] n'a de sens que si

T;Tefrf]représentent des nombres ré&els (ou peut-&tre complexes) tels que leur som—

e sott -non-nulle.

De méme,’ ¥ Lfgqn'a de sens que si[—X_Iet F%W représentent des ensembles {or
les manuels de 1'Enseignement Secondaire ne se placent jamais dans le cadre d'une
"théorie générale des ensembles" ob tous les objets considérds seraient des ensem-

bles).

FEn gppliquant ce principe 3 un membre de phrase dont on se demande s'il cons-
titue une PUD ou umne simple\/~qﬁantification, on obtient le critdre suivaat : si
les conditions exprimé@es dans ce membre de phrase sont indispensables pour que le
reste de la phrase (et &ventuellement les phrases suivantes) présente une signifi-

cation, alors on a iffaire 2 une présentation, et par conséquent i une PUD.

Ainsi dans l'exemple suivant :
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(2)3I.|THEOREME : Etant donné deux entiers relatifs a et b, la somme ang+ Béz

est un sous-groupe de (&, + )J.

(GN ~ Term CE - 1979 - P.52)

pour que 1'expressionl aZ + bgé%ﬂ"présente une signification et déaigne
un sous-ensemble de 22, il est nécessaire queihgq etl_b_Treprésentent des- &18ments

de 22:.

De méme, dans l'exemple suivant

. i , * e
(2)32.\La fonction f définie pour tout x de ﬁa par £ (x) = mE_f

= ol a est un nom-

bre rdel non nulf est une fonction impairal,

(QR - 2&me CT - 1977 - P. 100)

: : a . < p

l'expression —~ n'a de sens que 51‘_a—irepresente un nombre réel.

Remarquons que dans ce dernier exemple, tant pour la signification que pour
la validité du théor&me, la condition ia non nul | ne joue aucun réle. Etf notons

aussi que. l'absence totale de ponctuation dans le texte original est un peu génante.

Par contre, dans l'exemple suivant:

T o .
(2)33.‘81 u et—z? . sont deux vecteurs quelconques non nuls de E,, on a 1'équivalen-

ce
o =g EGB é;f?f|u'“ =[| u"T[ et angle EE?'ETa = angle %TW
(Monge - Term. D - 1977 - P. 73)

on peut considérer qu'il y a seulement une%f*quantification implicite sur(:ﬁq
et[i?§1 (ce qui, comme on sait, est tras fréquent devant uyne implication ou une &-
guivalence), \j-quantification renforcée par le Marqueur r;;élconqué;_]. En effet,
la catégorie typographique.des "lettres fl&ches" a &té présentée au lecteur en da-
but de ghapitre dans l'ouvrage dont ce texte est extrait (cf. ci-dessus 2.1.) et

on sait par conséquent d&ji que les lettres | u;] etl_ﬁi |représentent des vecteurs

de E2'

Les exemples pr&c&dents montrent que les trois critires d'appréciation four-

nis ci~dessus sont d'une application délicata (voire quelque peuscolastique).
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2.3.2.4. : conditions restrictives 1ncorporees aux PUD.

I1 peut arrivér qu'une'PUD pdrtant sur certaines lettres comprenne uniquement
1'indication du (ou des) r&férentiells) que doivent décrire les Eléments variables

représeﬁtés par ces lettres. Il en est ainsi dans :

(2)34J{Soit a et b deux nombres réels‘.

Mais, comme an L'a.vu dans les exemples précédents, une PUD comporte trés
- - - » . )
souvent des conditions restrictives supplémentaires portant sur ces variables. C'est

le cas pour:

(2)35.|Soit a et b deux nombres réels tels que a < b l
Nous reviendrons sur ce point en 3.3.1.
Bien entendu, les conditioms restrictives considérées pauvent faire interve-

nir des lettres précédemment soumises 3 une PUD ant8rieure. Par exemple !

(2) 36, Soit W un vecteur non nul.

L L I R I I T I I I . T T ey L
LR B

. . . m

Considérons maintenant deux nombres réels positifs a, b tels que a < ” <b
Les domaines de\f-quantification différée des diverses variables peuvent ainsi

s'imbriquer les uns dans les autres ; on reviendra plus loim sur ce phé&noméne (ef,

2.3.2.6.).

2.3.2.5. : Les PUD=Sin gleLQQ§J

E; général, dans une PUD comportant des conditioans restrictives, rien n'indi-
que a priori la cardinalité du r&férentiel ainsi restreint (ou réfsrentiel net).

En particulier, il est parfaitement possible que ce référentiel net se révdle
a posteriori &tre vide. Par exemple, une d8monstration "par 1'absurde” de 1'irra-
tionalité de vz-péut COmmencer par

o - 2 2]
rg;it p et q deux entiers non nuls tels que p~ = 2 q° | .

Un cas spécial intéressant est celui o@l le r&férentiel net a pour cardinal 1 :

™) < b .
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nous parlercoms alors de PUD -Singleton. Dans ce cas, lorsque l'existence et 1'uni-

cit8 de l'élément considéré (soumis aux conditions restrictives) sont déja con-
nues du* lecteur (soit qu'elles aient &té démontrées, soit qu'elles soient consi-

darées comme &videntes), on utilise généralement 1l'article dé&fini singulier : |1;]

oul1a |:

(2)37.fg;it Xy la racine positive de 1'&quation © o+ 4 % x = 1= ‘71

(2)38.] Soit £ 1'application delR dans lR définie par
Vx, £ (x) = x3 e ® -

Autrement dit, dans le discours mathématique comme dans le discours usuel,

l'utilisation de l'article d&fini singulier comporte une présupposition d'existence

et d'unicité (du moins dans l'usage qui est indiqué ici : dans 1la langue usuelle
1'article défini singulier poss3de aussi un usage "géndrique" ; et dans la langue

mathématique, il possdde aussi un usage "pseudo-défini" qui sega indiqué ci-des—
socus emn 3.3.2.1.2.).

. Comme Le remarque D. LACOMBE dans son cours, il v a 13 une différence avec
l'article d&fini pluriel 1e;1 :
- dans la langue usuelle, rlegj comporte une presupp051tlon d'existence (et méme

de pluralité) : om ne dit pas riég enfants de Jean sont (tous) blondsl lorsqulon

ne sait pas d&j3 que Jean posside plusieurs enfants ;

~ par contre, dans la langue mathématique, les_]ne comporte aucune présupposition

de ce genre : la définition deI_AczB-]par FZEE €léments de A éppartienhenr (tous)
a gn]comprand le cas ol A est vide,

C'est sans doute 13 1'ume des sources des difficultids pédagogiques multiples

concernant l'ensemble vide.

2.3.2.6. : _Imbrication des champs de\fjgyantlfzcatlon des différentes variables,

Il est bien souvent nécessaire dans un texte mathématique d'introduire succes=~
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sivement plusieurs PUD de variables. Ainsi, les champs deV’—quantification des dif-
férentes va:iaBles entrant en jeu peuvent s'imbriquer. Ce qui constitue sans doute
une difficultd supplémentaire pour les &l3ves. Il faut distinguer les différents
r6les de ces variablés, voir comment elles sont reliées entre elles, reconnaftre

ol s’érréte le champ de‘f—quantification de chacune des variables. Certaines de

ces  variables peuvent Jouer le role de varlables aux111a1res, et ne figuraront
pas dans le. resultat final ‘auquel on. veut parvenir. Quel que 501t pourtant. le rfle

des variables, qu'elles soient aux111alres ou-qu'elles 1nterv1ennent dans’le prin-

-cipa} résultat, des Margqueurs peyvent s'y appliquer,

Voyons done quelques exemples de PUD ol les champs de\fﬂquantification des

variables s'imbriquent.

(2)39.fg;it M le milieu du segment [} , ﬁ] ou du bipeint (A,B). Les bipoints (A&,M)
et (M,B) sont équipoiients car le bipoint (A,B) et le bipoint (M,M) ont méme
milieu M (ef. 6. 2a).

Donc A_FF =—b.'-1-}-3> clest-d-dire

-+ W =T

(1)] MA + MB =0

--Considérons un point 0 quelconque du plan :

i ) .
Y0 oa (1) si et seulement si

7—3@ + (OB -0 <

of = L (GA + 3B) ___‘
2

(C.G.G.L.R. ~ 38me - 1980 - P. 60-61)

La PUD sur le segment'Ti%, Bjj_]est valable jusqu'Z.la fin de 1'exemple,
La PUD- sur le'pointlo Iintervient,poux“avoir,le,second_résultat.
Dans éet exemple, :foutes.les. variables. interviennent dans les résultats.
51 on formalisait. compldtement ceux-ci, .on. auralt o
ler resuitat VA.V%‘VM (M milieu de (A, B}é—— MA +_ﬁ§ Tﬁ
28me resultat VA ‘V/B VMVO M milieu de (A,B)< OM =
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Dans cet exemple, on veut démontrer la surjectivit® de la fonction vectoriel~-
le de Leibniz associde aux points Ai,..., An d'un espace affine g;(lui—méme as—

-

soclé 3 un espace vectoriel rdel E) et aux réels Aysenns a , avec 1a condition
ol n O,
él- ai¢:§.
1=
£ & E

M e

a. .

= i

i=]

(2)40-| Cherchons si f est surjective.

~

——80it 7 un vecteur quelconque de E ; cherchons s'il existe un point M de %?

tels- “que f M) = u.

>

;---Solt 0. unaaoxnt qpelconque de &3 on a @

£ (W -1?<=—>(f (0) + (5 a, )W =D =>
L o= (£(0) ~D)

&

= 1

fe

Il existe donc un point. unique M deEftel que : £ (M) =T ; par suite f ast sur-
jective|. (Monge — Term D ~ 1977 - P. 103)

Dans cet exemple,rOT est une variable auxiliaire. Son champ dev-—quantificaﬂ
tion s'imbrique 3 1'intérieur de celui de la variable FtiT et s'arréte avant 1's-
noncé du résultat final auquel on voulait parvenir : la surjectivitéd de 1'applica-

tion rfT

on aurait

VT? IMEQ) = D).

O-]ne figurera pas dans ce résultat final. Si on formalisait ce dernier

Remarquons que 1l'auteur a démontrd ici nom seulement la surjectivité, mais
aussi lé bijectivitéd de I'application rfw.

Remarquons d'autre part que, dans le passage qui constitue le champ de\f -quan-
tification de| Oq] la varlab1e| M_}est\f —quantifige (et non pas J-quantifide comme
pourrait le laisser croire les deux phrases qui encadrent ce passage) de fagom tota-

lement implicite (on sait que c'est fréquemment le cas avec des implications (::%ﬁ
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ou avec des &quivalences (<?::::)).
Exemple :

: . L 2 e .
(2)41.} Soit deux axes (D,1) et (D', 1i"). rCon51dérons deux repéres (0,L)et (0',17)

-_-_-T~-__m__--_:-';‘,;--;-77‘

T . T T T e

e
=
@]
[

S Al e e wn e e owm m e e o om  we b = ey [ pp—

r e '—.?
de D et D' tels que OI =*I$ et QL' = {7

—— Soit A et B des points quelconques de D,Appelons p la projection du plan P sur

- o - M T T n———— ©
s -

S la droite D' ~[801t O =p (), I =P (1), Al = p (A), Bl-= » (B)

Théoréme

\ - —
Soit deux axes (D, i) et (D' 1?).

_ng;g_gugtgq}gpg_ng_Eggpgﬁ_g_gqrg,_digtingtg,pdg_Q?_;@Qfﬁrojections orthogona-

4, By

AB

-les respectives Al et B1 sur D', le quotient ne dépend pas du choix

des points A et B.

L . . \ —
Ce quotient est appelé rapport de projectionm orthogonale de 1'axe {(D. 1) sur

l'axe (D}, 113

(C.G.G.L.R. - 3&me ~ 1980 - P. 125~126),

—

Remarque : pour &@tre tout & fait correct, on devrait aveir !respectivement ‘

aprds le morceauldeux repéres (0,I) et (0',I') de D et D!

Cet exemple est nettement plus compliqué que les précédents, pour las raisons
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suivantes :

a) le nombré total des PUD est plus &levé ;

b) la plupart de ces PUD sont soumises & des conditions restrictives (faisant inter-
venir les variables antérieurement PUD~ifiges);

¢) certaines de ces PUD sont des PUD-Singletons : c'est le cas pour les 1ettres‘”5}}
IBI-! s El-! s F&I—‘ {deux fois), rB}'_i (deux fois)

d) le passage considéré se divise en trois parties : Démomstration (du th&oréme),

" Th&or2me, D&finition (du "rapport.de projection orthogonale").

Sur ce dernier point deux remarques s'imposent
®) dans 1'&noncé du thé&oréme, on''repart 3 z&ro" pour les PUD.
8) bien que 1l'énoncé littéral de la dé&finition ne contienne pas les lettres rA-}

(% l ‘E.‘] ‘% , ces variables y sont neanmolns présentes par l'interm&diaire

e IA B
. . . . . 1 1
du démonstratif FEET qul renvoie au quotient] —— |,
AB
Remarque : Les imbrications de champs sont encore plus compliquées dans las
textes d'enseignement supérieut ou de recherche. Mais les lecteurs de tels textes
y sont probablement beaucoup plus habitués, si biem que les difficult&s se surmon-—

tent plus aisément.

2.3.3. : Mutification ensembliste-différés.

On peut rencontrer des mutifications différées autres que la PUD.Considzrons

en effet l'exemple suivant

(2)42 Un-triangle [A,3B, C) ast tel. qua A- e&:Busant-lees et Cddecrlt unegdrOLte
D, Quelsksonr les.ensembles..décrits.par : '
a).le milieu A’ de (B,C),

b) le milieu B' de-(A’C),

c) le centre de grévité'G du triangle (4,B,C) !.
(QR - 28me CT - 1977 - P. 261)

Sur les variables]_A_], Tf-w, rD‘]il y 2 une PUD. Par contre la mutifica-
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tion, différée aussi, surI‘C-Tn'est pas unebi-quantificatidn. En effet, quand on
gcrit les réponses aux questions demand8es en laﬁgage fofmalisé, on voit nettement
que cette mutificatien sur rt-]est une mutification ensembliste (et dans cet exem—
ple en particulier, une mutification ensembliste~image, le mot clé étantraécriE-T )
Ces réponses sont du type

RVBG\?) (Yoe & ) ({ @ (B,0) / CED } est une droite paralldle 3 D).
(oﬁJjahésigne le plan,éﬂl’ensemble des droites du plan, m (B,C) le milieu des pecints
B et C).

Il serait préfErable de mettre dans la premi&re phrase de cat exempler_B fi;;];

la présentation serait plus homogdne.

2.3.4. :.La mutification différée dans_les exerq@gg;

On rencontre la PUD dans fout genre de passége mathématique (démonstration,
théoréme, définition, exercice).

Cependant, certaines des PUD que l'on rencontre dans les textes d'exercices
ont un caract@re tout & fait particulier : le champ de\f*quantification des wvaria-
bles correspondantes est virtuel ; il ne se trouve pas dans 1'&noncd de l'exercice,
mais devra se situer sur la feuille de 1'ldve, dans sa rédaction, Le texte de
l'exercice comporte, pour ces variables, des consignes sur la fagon dont 1%3lave
aura 4 rédiger, et ces consignes sont assez impératives : un prefesseur ne trouve-
rait pas toujours agréable que 1'€l3ve donne aux variables des noms autres que ceux
qui sont fixés dans 1'Snoncé de 1'exercice.

On a déja vu trois exemples (cf. (2)23. (2)24. (2)25.) de PUD dans des &non-

cés d'exerclices. En ‘voici quelques autres.

(2)43.) On_considdre deux plans distincts P et Q.

En combien de r&gions 1'espace est-il partagé par ces deux plans ?-—]
(Monge — 28me CT - 1974 - P. 245)

Dans la réponse rédigde par 1'élave, rﬁq]etT'Q—ldevront étre considérées comme
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quantifiées universellement avec la restrictionl-; #75_].
Cette réponse ast ‘ ’
[E—// Q C:;>(P, Q) partage l'espace en trois régions.
(P // Qj;::> { P, Q) partage l'espace en quatre régi;;gl.

(2)44.(g;ient—déux vecteurs orghogoﬁéux-ﬁaétﬁEQ Que peut-on dire de afﬁ+et bT? (a
et b réels donnés)?!

(C.G.G.L.R. - 3&me - 1980 - P.143)

Remarquons que dans cet exemple on trouve simultanément deux formes de PUD
- - - _ — .
la phrase enti&re sé&parée pouri—u_‘et‘_v‘Let le membre de phrase entre parenthéses

poﬁr ra—‘ et rb—l .

La répomse attendue serait, sous forme complite

F;i? VWV Vo @lv=y awlow |

On retrouve dans cet exemple le Margueur [;;nné;] comme renforceur de\iquan—

tification. Son absence n'aurait pas &té génante.
Un dernier exemple de PUD dans un exarcice

(2)45.} Soit un cercle C de centre O et de rayon r. On considére un diamétreI:A; i] .

o . : - 2
a2} Le point M &tant un point quelconque du plan® montrer que MA :ﬁ? = OM2 -T

 {ce nombre est la puissance de M par rapport au cercle C),
b) le nombre réel k &tant donné * quel est 1'ensemble des points M tels gque
. TE =k ? |
(QR - 2e CT - 1977 - P. 303)
Les variables rC_l s rO_[ , rr —] s rA—I et ‘—31 devront &treVy —quantifiées (avec

des restrictions) dans les réponses aux questions a) et b).rifwsera également\f~quan—

tifié dans la réponse 3 la question a), ainsi quelk1 dans la réponse i la question
B).

Remarquons que la question b) de cet exemple contient une mutification ensem-

bliste portant sur[ﬂM i. Mais cette mutification est immédiate et totalement expli-
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cite ; elle n'entre donc pas dans notre présente rubrique. C'est aussi pour cette
raison que, dans cet exemple, nous avons considéré la PUD sur‘—ﬁ-]comme s'8tendant

seulement au a) (et 3 sa réponse Eventuelle).

La mutification différée qui doit s'exzercer dans la réponse d'un exercice
n'est pas nécessairement une\f—quantification : dans l'exemple (2)42 ci-dessus,

il s'agit d'une mutification ensembliste-image.

2.4, : Allusion épimathematigue a une mutification.

Il y a encore une autre piacé, différente de celles que l'on a vues jusqu'a
présent, dans laquelle on peut trouver des Marqueurs. Elle se rencontre dans un
passage de commentaire Zpimathématique, ofi l'on falr allusiom 3 une mutification.
Cette allusiom peut &tre effectufe dans le but de rappeler une mutification antd-
rieure, ou emcore dans le but de démontrer un rdsultat plus fort que celui qui a
déji &tZ obtenu. Voyons séparément ces deux cas,

‘o

g.qtizﬁi;géggggf M T mutzrxcat;on antérieurs,

Exemple :

(2)44. [Z; point O &tant un point quelconque domné, consdldéromns 1! appllcatlon 0 de

E dans V qui 2 tout point M.de E assocle*'x?> 1?0 M) = Oﬁ‘ Cette appllcatlon est

bijective pulsque,—z?etant donne dans V'q% M = v>equ1vaut a?ﬁ? m;>et d'aprés

(2), M existe et est unique.

Puisque 0 2st un point quelconque de E, nous pouvons conclure done que 1'espa-

ce affine E peut &tre associé d'une infinité de facons 4 V par des bijections

telles quecfg

Le commentzire Spimathématique que l'on a dans la dernidre phrase rappelle la
\f—quantificatibn sur la variable‘ O_]qui a2 &té effectude (sous forme de PUD)

dans les deux premidres phrases.
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2.4.2. : Démonstration allusive d'un resultat plus fort

Exemple :

(2)47.(g;it la fonction définie par :

* _ 1
VXGR k (x) = x cos e
k (0) =0,
Posons: XO = (0, On a alors :
e (x) - k'(xo) = | x cos _éﬁ_

Mais -:Vx efR|éos X | £ I.

Il en résulse que :

Vxe [Klx (0 - & (x) | < |x |-

Par guite :

VeR™ % VeeRx [x-0 s ek @ -« 0] <=

On en comclut que la fonction k est continue en x, = 0.

0
Dans cette démonstration, on a choisi o = €; n'importe quelle valeur inférieure

4 € convient &galement .J
(Alephz - Apnalyse - Tarm CE).

Dans cet exemple, on falt la démonstration de la continuité au pOlnt;X ‘]de
la fonetion FEW en utilisant la d&finition bien connue de la continuitd qui fait
intervenir le'ré‘!et lefal: |
(Ye€R™ ™ (FoeR™ *) (¥xe 1 ) (Ix - x ol o=l @ -k G | <o
Dans le commantalre plmathemathue qui falt suite- & cette. démonstration et qui est

enclenché par le mot r—Lois'] on a voulu montrer le résultat plus fort suivant:

[_C'_dEE‘_\R * (Ve CTR /OL<€)(ngDk)([x—x0|<oz_—_:>lk(x)—.k(x0{<e)'f!

ol on a unevﬂ-quantific‘ation sur l—a_l, au lieu d'une F-quantification.
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CHAPITRE 3 : ETUDE DETAILLEE DE LA STRUCTURE DES PHRASES ENTIERES DE PUD CONTENANT
UN SEUL VERBE CARACTERISTIQUE SITUEZ AU DEBUT.

Dans le chapitre 2 nous avons effectué une analyse logique, un peu sommaire,
des types de phrases olt des Marqueurs sont susceptibles d'apparaftre. Il serait
int@ressant d'effectuer une analyse linguistique détaillée de ces phrases.

Faute de place at de teﬁps, nous avons d{l borner cette analyse 3 une seule catégo-
rie de phrases, ol nous avons d&j3 vu que les Marqueurs sont particuliZrement

fréquents : les phrases entidres de PUD (cf. 2.3.2.1.) et plus spécialement celles

de ces phrases qui contiennent un seul V (sur cette notation V cf. 2.3.2.1.) situs

au début de la phrase.

Cette catZgorie est méme encore trop vaste pour une &atude syntaxique compléte
et rigoureuse : pour analyser complétement l'ordre des places des différents com—
posants, nNous nous sommes limitée - 3 une sous—catégorie particuliBre. Bien entendu,
nos classifications et nos résultats s'@tendraient sans grande difficultd 3 des cas

voisins ; Eéf exemple le cas (cf. exemples (2)18 et (2)22 ci-dessus) de la forme
2

: P1 et P

(qui ne serait d'ailleurs pas nécessairement le méme dans les deux).

ol chacune des deux r?;WSerait une phrase de PUD commen¢ant par un V

-..

Mis & part V que 1l'on suppose donc se trouver en déhut de phrase, les autres

composants des phrases qui nous intéressent peuvent &tre

- le nom (3 savoir une lettre) que l'on donnera 3 chacune des variables introduites
dans la phrase de PUD; on désignera par L cette lettre (s'il n'y a gu'une seule

variable) ou le systdme de ces lettres (s'il y en a plusieurs);

- le syntagme global indicateur du référentiel net de ces variables ("net" signi-
flant : compte tenu des conditions restrictives &ventuelles, cf. 2.3.2.4.) : on

le notera R5

- éventuellement les Marqueurs.
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Regardons de prés chacun des composants V, L et R.

Rappelons ici la liste de ce qu'on appelle V :
*rg;ié-T
-ran désigﬂgw s rBésignon;j
—ran donngq , ran se donné—], rgonnons~noﬁgw
-rah considér;1 s raénsidéron;_
—[Eioisissoﬁgq
-IFixon;T

- E;renon;} A

-iOn supposé“], rgupposon;w (sans proposition subordonnée, uniquement sous des for-
mes comme IOn suppose x réel positigT )]

Parmi ces V;i_goié-]est celul qui est le plus emplovd. Tous les auteurs des
manuels et livres consultés l'utilisent (aussi bien dans le Secondaire que dans le

Supérieur).

lSoi;_]est aussi particulier par le fait que, selon les auteurs, il peut s'ac-
corder en nombre ou rester invariable. En exemple, on peut citer les auteurs de la
collection Monge qui 1l'utilisent accord&, ceux de la collection Queysanne-Revuz qui

le laissent invariable. Voici deux exemples tirés de ces deux collections sus-citdes.

{(3)1. J Soient x et ¥ deux nombres ratlomnels .‘
(Monge — 48me - 1979 - P, 115).

(3)2. —lSoit les points A (Xo,y O) et B (Xl’yl)'“;w
(QR - 28 CT - 1977 - P. 251)

3.2. : Etude de L.

Comme chacun sait, on utilise la plupart du temps des lettres pour représenter
ou nommer les objets math&matiques'variables". Gindralement ce sont des lettres lati-

nes ou grecques que l'on trouve, et on les rencontre aussi bien en caractidre majuscule
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qu'en caractére minuscule. Parfois ces lettres sont en plus indicdes. C'est le sys-
téme constitué par les lettres qul figurent dams la phrase de PUD considérdes que

1%on notera L dans la suite.
Dans les phrases de PUD gqui nous intéressent, L pourtant ne figure pas tou-
jours. C'est-3i-dire qu'il peut parfois arriver que les variables ne soient pas nom—

mées (cf. 3.2.2.). Notoms tout de méme gque ca dernier cas est relativement rare.

3.2.1, : Cas ol L est présent.

J.2.1.1. : Remarque.

Comme on peut présenter, dans une phrase de PUD, autant de variables que ce-
la est nécessaire, il est donc possible que 1L contienne unme ou plusieurs lettres.

Quand L contient plusieurs lettres, celles-ci peuvent &tre :

¥

- soit "séparées” comme dans:

b, ¢, |

e

{3)3.1 Considérons trois nombres rdels a,

—~ soit "groupées" comme dans:

(3)4.’Soit-un triangle AEE]

- ou dans:

(3)5.r§;it {(a, b) un couple de nombres réels .I

En fait, dans le cas du groupement, il faut voir, pour chacune des lettres
composant ce groupement, unekf—quantification différ8e, avec &ventuellement des
conditions restrictives liant ces lettres. Ainsi pour 1'exemple (3)4 ci~dessus, il
faut veir une\;"quantification sur trois pointsi“A_], ré—T, rb-1(peut-étre 1iés par

la condition "former un véritable triangle”, c'est-i-dire &tre non alignés).

Dans le cas ot L est présent dans une phrase de PUD, il me sert pas toujours

pour autant ; autrement dit, il peutr arriver que les lettres imtroduites dans la

PUD ne soient pas reprises dans le texte qui suit. C'est ainsi qu'il existe deux

sortes de L : 1l'utile et 1'inutile.

3.2.1.2. : L utiles,

Ces L utiles sont ceux avec lesquels on opére dans le texte qui fait suite

d la phrase de PUD., Donnons ilcl quelques exemples ofi les L sont utiles.

: - - X . .
(s, ~nglent X et y deux réels quelconques. Le réel a” est strictement positif.

X Lo ax v Log a
On a : (a )y = g y g = g o et

xy _ _ %y Log a

a

On a donc : a = = (ax)y ]

(Monge - Term D—- 1977 - P,413)

e

Dans cet exemple, on s'est servi des lettres1—%"]et| y—Tpour effectuer la

démonstration et &noncer le théoréme, la lettre lal ayant fait 1'objet d'une PUD

s !
antérieure comportant la condition | as0!
37. —{Définition : Soit 2 un nombre réel. On dit que a est positif si a 20 ; on

dit que a est négatif si a OTW
Ici aussi, la 1ettrel~aﬂ1est utilisée dans la définition.

3.2.1.3. : L inutiles;

Ces L inutiles sont donc des L dont on ne se sert pas dans le texte qui suit
la phrase de PUD ; plus exactement, ce sont des L qui n'apparaissent que dans la

phrase de PUD. Ils ne sont pas du tout ndcessaires. Voici quelques exemples.

(3)8. —f;;éoréme :

Soit une application affine
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£ :ﬁ? +-ﬂ%
Xjp—ax + B
Si a = 0, 1'application affine est constante sur [R.
Si a > 0, l'application affine est croissante surﬂR.
St a < 0, l'application affine est décroissante surn{TW
(C.G.G.L.R. - 32me - 1980 P. 94)

Dans cet exemple, le nom rE]q;e l'on a donné 3 la fonction est totalement

inutile, puisqu'om ne s'en sert pas pour formuler le théorime.

On aurait trds bien pu s'en passer, et on aurait &vité& ainsi de donner cer-—
taines habitudes (pas toujours bonnes) aux &l8ves, comme d'appeler automatiquement

rf“lune application.

De plus, l'article défini fE;T dans [I:application affingu1est peu précis.

- .

On ne sait pas 3 quoi il renvoie. S'agit-il d'application affine en géndral ?

En fait on devrait avoir plutdt l'une ou l'autre des deux rédactions suivan-

tas :

lare rédactiom : rg;it 1'application affine
R - R
X b—rax + b.

81 a = 0, cette application affine est constante surfFi

Si a > 0, cette ...... [

28me rédaction :I Soit 1l'application affine

i:lR-* IR
xF—>axt+ b,

S§i a = 0, £ est constante sur”?.

St a >0, f ..TTT

Remarquons que,dans cet exemple (3)8, la PUD sur rﬁ—letl—b lest implicite.
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Dans l'exemple (2)43 vu auparavant et que nous ré=&crivons ici :

—[;; considére deux plans distincts P et Q. En combien de régiocns 1'espace
est~1l partagé par ces deux plang?1
(Monge - 2e CT - 1974 - P. Z45)

a priori, il n'y a aucune nécesiitd 3 donner les nomsfﬁ]et}d1=0n pourrait tr2s bien

tralter cet exercice sams L.
Cependant, le cas des exercices est un peu différent. En ginéral, on traite
un exercice avec des L, Et imposer ces L, plutSt que d'en laisser le choix aux &l&-

ves peut faciliter la correction (cf. 2.3.4.).

3.2.2. .: Cas ot on n'a pas de L.

Les phrases de PUQéans L sont plutdt rares. Celles que nous avons rencontrées

sont dans des énoncds d'exercices. En voici un exemple.

(3)9.lSoiént'tr0is points non alignés. Quel est le nombre de droites qui passent

par deux quelconques de ces pointsE—T
{Monge - 2e CT - 1974 - P, 142)

L'absence de L est souvent compensée dans la suite du texte par l'usage d'un

adjectif démonstratif : dans notre exemple, cet adjectif est[_;é;].

Remarque : C'est un exemple ol on trouve le Marqueur ‘quelconque ]et dans le-—

quel il semble que celui-ci aide particulidrement i la compréhension du texte (en

jouant le rdle d'un indicateur de postériorité de mutification). On trouvera 1'ana-

lyse détaillée d'un exemple aﬁélogue 3 celui-13 dans le chapitre 4 (exemple (4)22).

3.3. : Etude de R,

3.3.1. : Definition de R.
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Dans tout ce qui va suivre,R désignera le syntagme global qui indique le ré-

férentiel net des variables considdrées.

Ainsi,dans l'exemple suivant :

(S)IO.ISoit a et b des réels positifs tels que a < gTT

R est toute la partie soulignée. Le substantif qui iﬁdique-le.référentiel
brut des variables sera aussi appelé& substantif principal. Dans 1'exemple sus-citg,

ce substantif principal est [;%eiQW.

Ce référentiel net R peut &tre simple (portant sur une variable) ou multiple

(portant sur plusisurs variables).

Ce syntagme R est toujours nominal avec article, mais peut &tre parfois adjec-
tival comme on pourraz le voir par la sulte.

Ainsl dans les exemples que voilel :
(3)11.F§;it a et b des réels distinct;T]

(3)12.[531& a et b réels distincts.

R est nominal dams (3)11, adjectival dams (3)12.

Dans ce cas'particulier oll on a le mot!q;éeigw, qui est aussi bien un substan~—
tif qu'un adjectif, c'est la présence de l'article]ﬁéeé—]qui nous permet de faire la

distinction.

Le syntagme R désignant le référentizl net peut se décomposer, avec parfols
un certain arbitraire en :
- d'une part la donnée d'un ou plusieurs référentiels bruts (chaque ré&férentiel
brut correspondant & une des lettres composant L),
~ d'autre part la donnde de conditions restrictives supplémentaires qui peuvent por-

ter, soit sur_chaque variable séparément, soit sur le systdme global des variables.
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Dans l'énoncé de ces conditions supplémentaires, il peut y avoir reprise ou

non des &léments de L.

Dans 1l'exemple suivant :

(3)13.fg;it a et b des réels tels qﬁe a < gfq
. : = '1 ..
il ¥ a reprise des le;tresi—a1 eti b |, et la-condition  restrictive ‘he pexte -

pas sur chaque variable sépardment mais. sur le couple -(a,b).
Quand L contient plusieurs lettres et qu'il y a des conditions restrictives

sans reprise de ces lettres, il y a trds fréquemment emploi d'un adiectif au plu-

riel,
Exemples :
(3)14.{Soit a et b des réels pasitif;T}

(3)15.|Soit a et b des réels distinct;Tj

Ces exemples montrent qu'il faut distinguer (suivant D. LACOMBE) deux usages

de l'adjectif pluriel :

Dans le (3)14, l'adjectif pluriel r;;sitifs 'exprime un prédicat 3 une place,

appliqué séparément ifalet érgl et la phrase comnsidérée dqguivaut a :

(3)14’.Fg:it a et b des réels tels que a est positif et b est positégt]

ou

(3)14".rg;it a un réel positif et b un réel positif.l
Par contre, (3)15 n'équivaut pas 4 (3)15' ni 3 (3)15" :
(3)15'.rg;it a et b des réels tels que a est distinct et b est'distinct.{

(3)15".[Soit a un réel distinect et b un réel distinct.l



dans ce cas, l'adjectif pluriell distincgg] exprime un prédicat 2 deux places ap-
pliqué-globaleﬁént au couple (a,b).

Dans ce dernier cas, l'adjectif rg;stincégﬂidétermine une condition restric-
tive et le référentiel net qu'il détermine (“22 - diagonale) n'est pas un produit

direct,

Ceci nous montre que la considération uniquement syntaxique du syntagme est

insuffisante pour déterminer sa structure logique.

Remarquons & ce propes que la grammaire frangaise et les usages mathématiques
permettent certaines comstructions "illogiques", Ainsi la phrase
rg;it a et b des réels positifs distincégttest accept&e dans tous les textes mathé-
matiques alors qu'elle accolle deux adjectifs épith&tes dont les fonctions sont

fondamentalement diff&rentes.

Remarque : S€mantiquement, ce syntagme 2 est presque toujours math@matique,

mais il peut arriver {(rarement) qu'il soit "mEtamathématique'.

En effet, considéroms l'exemple (2)17 vu auparavant :

*[;;signons par p une proposition quelconque. Au lieu de dire :

" p est vraie "

nous dirons souvent :
"on a p", "nous avons p'", "on peut Ecrire pf.[

(QR - 2e CT ~ 1977 - P.6)
R, qui est ici lune proposition i, est métamathématique, car l'auteur n'a
jamais d&fini math&matiquement ce qu'est une propositiom. Il n'a jamais parlé de

" 1'ensemble des propositions”.

Voyons maintenant les différentes possibilités deR .

3.3.2. : R nominaéi

R est dit nominal quand il vy a un substantif principal indicateur du référentiel
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brut des wvariables.

Notons qué ce suBstantif Qrinciﬁal peut 8tre constitud d'un seul mot, ou a'un
groupe de mots non séparables pour des raisons de sémantique mathématique ; en exem—
ple de ce derniar cas on peut citer :

— aspace vectoriel.

- groupe topologique.

Quand R est nominal, il est souvent avec article, mals peut &tre parfois aus-

si sans article. Voyons séparément ces deux cas.

Note : c'est uniquement par pure convention grammaticale que nous appellerons
certains mots, dont on verra la liste plus bas, "article". Cette appellation est
bien commode,en effet, puisque ces mots jouent exactement le méme rdle qu'un arti-
cle (on vy trouve entre autres. de vrais articles). Le terme exact pour désigner cette
catégorie de mots serait plutdt "déterminant". Nous ne nous occupons ici que d'un
type trds particulier de déterminants ; et c'est ce type particulier que, par abus

de langage, nous désignerons par le terme d'"articles".

Pour le probléme qui nous inté&resse, nous séparercns nos Yarticles" en deux

classes : les "indéfinis" et les "d&finis”.

3.3.2.1.1. : Les articles indéfinis.

Voici les différents articles indafinis que l'on peut trouver devant le sub-

stantif principal dans une PUD:

- singulier: Tun? , Tunel , Tun certaint, T1'un? , (1'une, .

.4

- pluriel: Fdeux), Ttroisl ,..., Cn7
Tdes yae.

[ I N R, rplusieursj , Vcertains?
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Remérquons'que_les articles rhéuélr;roigl ... ne signifient pas tdujours

r:deux distinctg,rérois distincté? ... Quand on trouve une phrase telle que

rg;it trois réels a, b, c quelconques ’, on peut trés bien avoir trois réels

€gaux.
Dans la plupart des cas, ¢a n'a rien 3 voir avec le cardinal. Et ce fait peut

poser des probldmes puisque dans le langage naturel usuel, rgeﬁ;f]signifie deux
différenfg_T, Tzroi;—}signifie {trois différent;*j, etc...

Quan t aux articles constitués dans notre convention par des lettres telles
quef%f],r;-‘, ..., 1ls désignent généralement des entiers naturels. Leur usage
est fréquent en math@matique. Ils sont particuliers en ce sens qu'ils sugg&rent

une double‘f~qu3ntification (éf. (1)11). Considérons en effet lYexemple suivant :

(3)16.r5%finition : Soient p vecteurs XI’KZ""’ xp_d'un espace vectoriel réel
(B, +,.) et p réels oy ,az,...,ap. On appelle combinaison lindaire des p vec~

O, ,..40 le vecteur x de E

teurs Xys K9y eevs xp affectés des coefficlents Oy s 9 fy

dafini par :

= + ... F .
X = 0% f O, X o, X ‘

2 72
{Monge - 2e CT - 1974 - P, 41..milieu.de la page).

I1 v a d'une part uneb’—quantification sur l'entier ri_], et d'autre part une
\f-quantification sur les p-uplets de vecteurs et de scalaires, Si 1'on veut forma-
liser ce genre d'expression, on peut s'y prendre de deux facons. La premiére forma-

%;satlon, parfaitement rigoureuse mals lourde  est la suivante:

{-(Vp CINz p) (_VE—; 5P ) (VL{')GIRP ) {x est combinaison linéaire de £ affecté de Of
<?::>x =_é%; prfi (). er E (£ )
l=

P

ol pTy désigne la i8me projection du p-uplet.

La seconde formalisatlion est impropre mails commode

i_\fp E,ﬁ*g k{xl ...\fxp‘V%I:Tf\fap.(x,est combinaison linéaire.de.xz,...,.xp affec—

..8]-.-

té€s de ¢,,..., Q X =0, % +t... t X )
P Y = P ¥ % ) -

Mais de toute fagon , dans les deux formalisations, omn voit bien-apparaitre

la V—quantification surrp_) at _-lav—quantification sur les p-uplets ; c'est-Z-dire

qu'il y a bien une double\d-quantification dans ce cas d'article ind&fini.
Donnons quelques exemples de phrases ofi R est nominal avec article ind&fini:

(3)17.} Soit -E>_1_1_I_]; vecteur de E. L'applicationcf)-a-bdefg dans E définie par :Y x€ [
C%;?(x) = x'?”est une application linéairéTW

(Alephl— Term CE - 1975)

(3)18.1%0it a et b des réels donnds, Cherchons 3 réscudre dans ﬁil’équation d'inecon-
nye x ¢ a + x = £T1
(QR - 2e CT - 1977 - P.24)

(3)19.|Définition : Cousidérons deux r8els a et b pour lesquels nous avons : a < b.
1. On appelle intervalle fermé d'extrémités a et b, et l'on note[_é, ﬁ:], 1'en~
. .semble.des. réels. x qui vérifient : a € x § b.]

(Monge ~ 2e CT - 1974 - 2. 26)

(S)ZO.lSoit F, G, H... plusieurs sous—espaces vectoriels d'un méme espace vecto-
riel E sur WQ.
Considérons l'intersection I de tous ces sous—espaces vectoriels ;....I

(GR - 2e CT - 1977 - P. 173)

{3)21 JConsidérons D vecteurs LSRRy xp d'un espace vectoriel (E,+.) et p réels o
cees a;TW "

(Monige — 28 CT - 1974 = P, 41- ¢n milieu de la page quelques lignes avant la dé&fi-

1’

nition de l'exemple (3)16),

(3)22.rg;it %, 1'une des racines de 1'&quation
f (x) = 0.
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3.3.2.1.2. Les articles défin;sf

Voici les articles d&finis que l'on peut trouver devant le substantif dans

une phrase entiére de PUD:

- gingulier: F1e) ,Figw s rcemt s rce£1 ,Yncettew g e

- pluriel: [les! , rles deux ! s rles troisﬁl,..., ries ol ,“1es #T , | ces ! yaea

Remérque : bien entendu,[—zéﬂw, rzet_T,fZ;ttgq ,[ﬁze;1 sont grammaticalement
des adjectifs démonstratifs. Mals nous avons signalé que notre emploi du mot Marti-

cle” copstituait un abus de langage. Et on verra dans quelques lignes que, pour

notre probléme, ces démomnstratifs jouent bien le méme rdle que des articles d&finis.

Parmi les articles définis, on doit distinguer deux cas :
ler cas : l'article vraiment dé&fini.

23me cas : Llarticle pseudo-dé&fini.

jer cas : un article d&fini est dit vraiment-défini quand il indique la tota-

1ité des &léments du référentiel net. Dams le cas ol l'article en question est au
singulier, la phrase comstitue ce que nous avons appelé une PUD-Singleton (cf. 2.3.
2.5.)

Exemples

(3)23.|Soit M le milieu du segment [},Ei]ou du bipoint EA,BiTW
(C.G.G.L.R. —~ 38me — 1980 - P. 60)

(3)24.1Considérons un point 0 et la symétrie centrale s de centre O.
(Monge - 4&me — 1979 - P. 230)

la racine positive de 1l'&quation X -x-2= 0.I

(3)25.] soit xg

Dans 1'exemple suivant, rles la une valeur de vraiment-d&fini

(3)26.]501t Xl; Xy Xq les racines de l'équatiom x3 -2 XZ - % + 2 = O.I

ELQ*], rzes deuxf], TI;s troi;_],...
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lLes'deﬁ;—l, iles troi;_],;.., ont une valeur de vraiment-défini quand, dans

la phrase considérée, rZe;_Ia une valeur de vraiment—d&fini.

——

(3)27.‘Soit X)s Xy Xq les trois racines de 1'é&quation x3 - 2x2 - % + 2 = 0.]

L

. FZE_I,I_EeE_l,rZettJW ,fZe;T sont toujours des vraiment-d&finis.

(3)28.|ﬁ’équation xz - x = 2 =0 admet deux racines ré8elles. Soit x, et x

ciné;i_[ :

ces ra—
7 ===

{n pourralt aussi bien &crire :

(3)28'.f;;it e at %, les deux racines de 1l'équation xz -x -2 = BT]

La différence entre les exemples (3)28 et (3)28" est que la premidre phrase

de (3)28 exprime explicitement ce qui, dans (3)28', est & 1'état de présupposition

(cf. 2.3,2.5.) . Comme pour llarticle vraiment-défini au-singulier (qui correspond
auw cas n = 1) l'article vraiment-dafini rE;s ;_]implique la présuppesition d'une

cardinalité &gale Z m.

, 28me cas : un article défini est dit pseudo~défini quand il a en fait la va-

leur d'un article indéfini, c'est-3-dire peut 3 la méme place &tre remplacé par un

article indéfini sans changer le sens de la phrase.

Les articles dé&finis qui peuvent Ztre des pseudo—définis sont r—le-],l la‘1,

Exemples:

(3)29.1Soit les propositions p, q, r. La proposition (p et q) est vrale uniquement

sl p et ¢ sont toutes les deux vraies. La proposition l(p et q) et r ’est vraie
uniquement si (p et q) est vraie et.si.r est.vraie,. donc.uniquement.si.p,. g, T
sont vraies simultanément.l

(QR - 2e CT -~ 1977 - P.8)

On pourrait trd@s bien remplacer r;esl iei parl—éroi;],par exemple ,ou par! de;}

Le sens de la phrase n'en serait nullement changé.
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Revoyons 1'exemple (2)13 que voicil
-1on donne un point O de A2 et les vecteursnﬁi Vs ﬁfcwﬂ;35delrg plan.veetoriel as-
soc1e au plan aff;ne A2 Trouver 1' ensemble des points M de A2 tels que

OM 7?-2 + K W, A decrlvantﬂz ‘

(QR - 2e CT ~ 1977 - P. 260)

Dans cet exemple, on peut noter l'usage dans une méme phrase de PUD de 1l'ar-
ticle indéfini r;ﬁ_](pcur le point[—a_]) et de l'article dé&fini (cu plus exactement

pseu&o—défini) !légi pour exprimer en fait exactement la méme idée.

Ceci me parait d'un tr@s mauvais style car, comme omn connaft les deux valeurs
que peut prandre l'article rie;1 (2 savoir vraiment-défini et pseudo-d&fini),
telles phrases sont susceptibles de troubler le lecteur (notamment 1'818ve). Il me

semble plus simple, et surtout plus naturel, dans ce cas,d'utiliser 1l'article in-

—

défini Itro£;1 i la place de Iles . Aucun risque d'ambiguité ne serait alors pos-

sible. Ieci, l'usage de rIe;1 avec rﬁéw peut masquer la quantification universelle

différée qui péfte sur [ ,ﬁ/’\- et m

Pourtant un tel style est utilis@ assez fréquemment dans les manuels du Secon-

daire,

3.3.2.1.3. : Ordre des places des diffdrents composants dans le cas de R n_Agggi

avec article.

Les composants L et R de la phrase de PUD (le composant V se trouvant toujours
en début de phrase) sont en général soumis 2 des contraintes de place. Ces comntrain-
tes peuvent dépendre soit du V, soit de l'article quand R est nominal avec article.

Etudions domc les diffé&rentes possibilités,

é—l) avec article indéfini.

On peut avoir l'ordre VRL
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(3)30.‘Soit un nombre r&el é:q
ou l'ordre VIR :

(3)31.‘Soit X un nomﬁré réel.!
{3)32.r;;it ¥y une racine de 1'éguation f (x) = 2;1

Dans cértains cas oli le syntagme qui donne R est long, on ne peut plus avoir
1'ordre VRL. La phrase
Soit une racine de 1'dquation f (x) = 0, g;?}est impossible sans la virgule, et
Eratiquementidifficile avec la virgule. Ce que 1'on peut faire alors, c'est de met-
tre L & 1'intérieur de R, aprds le substantif principal. C'est-3-dire pour la

phrase ci~dessus:
(3)33.[;;it une racine x, de 1'&quation £ (x) = gj]

Cet ordre sera noté V RL-(le L en indice signifie que L est 3 l'inté&rieur de

R, aprds le substantif principal).

a-2} avec article pseudo~défini,

On n'a pas dans ce cas l'ordre VLR. On ne pourrait pas &crire
[;;it X le nombre réel.
Car cela supposerait qu'il n'existe qu'un seul nombre réel.

On a nécessairement l'ordre VRL

(3)34. 1 Soit le nombre réel ;T]
ou l'ordre VRL

(3)35.’Soit 1a racine x. de 1'équation £ (x) = 5?]

o

Dans cet exemple (3)35 on n'a pas besoin de supposer 1'unicitd, ni méme 1'exis~
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tence de la racine. L'exemple (3)35 signifie la méme chose que 1l'exemple (3)32 ci-

dessus,

'a;ﬁﬁ avéc:azticle vraiment-défini,

Dans ce cas, L doit se trouver avant R. On doit avoir 1'ordre VLR.
(3)36.]Soit M le milieu de (A,B).I

(3)37.rg;it x. la racine de 1l'équation f(x) = O.l

0

Dans 1'exemple (3)37, l'existence et l'unicité de la racine sont présupposées.

3.3.2.1.3, - b} Avec les V| Considérons ‘, (On considére ,I Prenons I:

b—1) avec article.indéfini

Avec ces V, on a VRL, ocu VRL’ et jamais VLR. En effet, on &crit

e,

(3)38.{E;nsidérons un nombre réel x.'

(3)39.{;;enons une racine Xq de l'équation I (%) =:;]
Mais.on n'écrirait pas :

E;;sidérons ¥ un nombre réel

Prenons X, une racine de l}équation £ (%) =:;]

0
On pourrait certes Ecrire

LPrenons pour x, une racine de 1'&quation f{(x) = 671

Mais alors il ne s'agirait plus d'une PUD (mais d'une condition supplémentaire

impos&e 3 une variable r&o-]qui aurait déja falt 1l'objet d'une PUD antérieure).

h=2) avec article défini

Dans le cas d'un artiéle pseudo-défini et aussi d'un article vraziment-défini,
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on a pareillement les ordres VRL ou VRL’ et jamais VLR (pour la méme raison qu’au

paragraphe b-1) ci-dessus).

Dans le cas de.ces V aveec-article-dé&fini, seul le contexte indique-que 1l'ar-
ticle est'pseudc—défini ou vralment défini. Un auteur conscient de celd devrait
alors mettre un article indéfini 3 la place du pseudo~dé&fini, ou alors renforcerait

le pseudo-d&fini par un Marqueur tel que lqﬁelconque lpar exemple.

Alnsi dans l'exemple suivant
(S)QO.IConsidérous la racine %, de 1'€quation £(x) = BT]
Seul le contexte (34 savoir la connaissance préalable &ventuelie de l'existen-—

ce et de l'unicité de la racine) permettra de faire la distinction pour'rE;_‘entre

un pseudo—défini et un vraiment-d&fini.

c—-1) avec article indéfini
Avec ces V, on a les ordres VRL ocu VRL, et jamais VLR.
Cn Ecrit

(3)41.r50nnons—nous_ﬁn nombre réel ;TT

(3)42.r;1xons ull point M du pl;;T}

(3)43.r;;oisissons une base Eii‘?')l

Mais on n'€crirait pas

Donnons-nous ¥ uyn nombre réel.i

Tout au plus Ecriraitc-on, avec une virgule et sans article:

(3)44.[55nn0ns—nous %, nombre réel supérieur 3 1{.
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Cc=2 ). aves arﬁicle pseudo-défini

Li~aussi, on a iés ordrés VRL ou VR , et jamais VLR.
(3)45.1 Donnons—nous le nombre réél,zzjl
(3)46.r;;xons le point M du plagjw

- iy
(3)47.1Choisissons la base (i, j ;TT
gg_n'écriréit pas
1Donnons—nous x le ncombre ré;ITT
Méme avec une virgule, on n'écrirait pas
Donnons—-nous ¥, le nombre réeITT

cela supposerait qu'il n'existe qu'un seul nombre réel.
¢=-3) avec article vraiment-defini.

Avec ces V, on ne peut pas trouver un article vraiment-d&fini. Em effet, puis-
que 1'on considdre, dans le cas du vraiment-défini la totalité des Eléments d'un ré-
férentiel, ces objets scnt déja, par nature, "donnés” et "fixds". On ne peut ni se
les "donnmer", ai se les "fixer", ni les "choisir". Ainsi, quand on rencontre un
article~défini avec ces V, on est slir que c'est un pseudo~défini.

5.3.2.1,5.2) Avec les v on_aésigne |, | pésigrons 1+

d-1) avec article Zndéfini

On n'a pas:i'ordre VRL avec- ces V. En effet, 3 cause de la prépositioan;ar¥
qui accompagne toujours le verbe r;%sign;;],bn me peut pas couper R pour y intro-
duire L. On n'écrit pas
lDésignons une racine par %, de l'équation £ (x) = 6?1

Ce que l'on peut avoir ici, ce sont les ordres VLR ou VRL.
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(3)48.(;ésignons par x un nombre réeth (VLR)

Pour une PUD, avec l'ordre VRL, on n'dcrivait sans doute pas

[Désignons un nombre réel par x.
ce qui a 1'air d'une pré@sentation simple.

Mais on peut, semble-t-il, Zcrire
(3)49.iDésignons 1'une de ces racines par XAT—](VRL)
d-2) avec article pseudo~defini.

Avec ces V, il n'y a jamais d'article pseudo-d&fini. On n'dcrirait pas par
exemple dans une'phrase de PUD

Désignons par x le nombre réel.l
d-3) avec article vraiment défini,
On a les ordres VLR et VRL.

(3)50.(;;signons par M le-milieu de {:é;B;]-T_](VLR)

(3)51.

Désignoné'cétte racine par XOT_] {VRL)

(3)52.[Désignons par x, la racine de 1'8quation f (x) =O.i (VLR)

el . AV Sl S S S

Dans une PUD, il semble que ces verbes s'emploient le plus souvent sans arti-

cle &

Cependant, il semble que l'on peut &erire pour une PUD

(3)53.rg;pposons donnée une fonction f holomorph;iq
(usage fréquent dans le supérieur)

ol comme on peut. le. comstater.R. est nominal avee- article.
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Mais on n'dcrireit pas :
‘Suppesons uné fonction f holomorphe donnégjw

Autrement dit, éuand on a2 la suite de mots :
[;;pﬁoéon;_1 suivi d'un syntagme adjectival'(en particulier {E;nng—I) sulvi d'un
syhitagme nohinal, alors ce syntagme adjectival joue le rdle graﬁmatical d'un at-
tribut du syntagme nominal et non pas d'un épith&te. Comme en frangais usuel, dans :
rg;pposohs Pierre_tecaigfl, r;ecalé.ls'interpréte comme attribut et cette phrase
est Equivalente 3 :
Supposons que Pierre est recalETT

Dans le cas oit on peut rouver R nominal avec article, cet article peut &tre

indéfini ou dé&fini,
a-1) avec article indéfini,

On a les ordrés-VRi (exemple (3)54 ci-dessous), VRL (exemple (3)53 ci-dessus).

(3)54.[;;£posons'donnée une fornction holomorphe ;Tq
On n'a pas l'ordre VLR. On n'écrirait pas :
rggpposbns dounée f une fonction holomorph;T]

(du moins sans virgule aprés rfﬂ]).

e=2) avec article pseudo-defini.
On a l'ordre VRL.

(3)55.[E;pposons donnée la fonction holomorphe f??
L?ordre'VRL est plutdt génant ; on n'écrirait peut &tre pas :
TE:PPOSOHS donnde la fonetion f holomorphé??

De méme on n'a pas 1'ordre VLR. On n'écrirait pas :

Supposons domnée f la fonction hOEOmorpheT]

e-3) avec article vraiment-deéfini.

...g‘i_

1 nous semble que ce cas ne se présente jamais. On n'dcrirait :
ni Glpposons M le milieu de‘E&,Bj —l (VLR)
ni rghpposons lé miliéu M de [é,%]-jw (VRL)'
ni rghpposons-le milieu de [é}%] 'MT”l (VRL)

Par contre, on peut bien entendu avoir
Supposons que M soit le milieu de [g,B:].

Mais dans ce cas, rﬁyra té antérieurement d&fini, clest-i-dire a déjé fait 1'ob-

jet d'une PUD).

3.3.2.1.4. : Remarquessur les conggaintes~dans'le_cagwggugmggggggg_avec article.

a) Comme on 1'a vu géparément pour chaque verbe, lorsqu'on & un article pseudo-
défini, L est toujours soumis 3 la contrainte de se trouver aprds le substantif

principal. C'est-i-dire que l'on n'a jamais 1l'ordre VLR.

b) Avec les articles indéfinis et pseudo—définis, on peut avoir des Marqueurs dans
les phrases de PUD.
Mais)bien Evidemment, ces Marqueurs {qui sont, rappelons-le, des marqueurs
de variance) n'ont plus leur place guand on se trouve avec un article vraiment-

défini : dans ce cas en effet il n'y a aucune possibilité de variance. On ne

peut pas Ecrire !

fg;EE_M le milieu quelconque de AETW

, . : . . ] 3 2
n11801ent Xy Xy XB les trois racines quelconques de 1'équatien % = 2x ‘X+2=OT?

Bien entendu, on peut Scrire
Soit g L'une gquelconque des trois racines de l'Zquation Xy < 2 x2 -x+ 2= é??
oil rde;7 est vraiment—-dé&fini {contraction de .rEe leé_q )) mais dans ce cas le

Marqueur rg;élcoanEW ast 1i8 & 1'article indéfini | 1'une ,.

: R nominal sans article.
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Dans ce cas, il v a &galement une contrainte de place. L est avant le subs-

tantif principal. On a donc L'ordre : VLR.

Donnons guelques exemples de ces phrases de PUD olt R est nominal sans article.

(3)56.f;;it B eé?ace vectoriel surﬂQ .Rien ne nous empéche de prendre pour £ 1l'en-—
semble Wziui-méméjl
(QR = 2e CT - 1977 ~ P. 163)

(3)57.{g;it a et b éléments de !l . Montrons que l'om a
opp (2 = b) =D - a. |
{Monge - 4&me - 1979)

3.3.3. : R adjectival,

C'est donc ie cas ol dans le syntagme qui donne le référentiel net des varia-
bles, il n'y a pas de substantif principal indicateur du référentiel brut, etci
par .conséquent R est réduit 3 un adjectif ou, plus généralement, & un syntagme

adjectival,

Dans ce cas, on n'a qu'un seul ordre possible : VLR.
Voyons quelques exemples,

(3}58:r§;it“® r8el, Des relations e (B) = e (8 + 0) et e (8 +0) =e (8) o e (0},
on -déduit -

e (@) =e (@) o e (O).I
(Mathématiques - 1Zre CDE - Bordas - 1974 - P. 326)

Remarque : cet exemple montre bien que, du fait que certains adjectifs, comme
r_kéel lpedvent aussi Btre utilisés comme substantifyg, il peut arriver qu'on hésite

entre le sas R nominal sans article et le cas R adjactival.

C'est dans cette catégeorie que 1l'on trouvera souvent les phrases de PUD com-
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mengant par les V lSupposongnlou ,faé 5uppos;hT. En effet, comme on 1'a indiqué

auparavant (cf. 3.3.2.1.3.e), ces verbes s'emploient plutdt sans article.
On écrit

(3)59.rg;pposens % Eégg;nT

Cette phrase n'a de sens que dans deux cas. Ou bien ce n'est pas une PUD mais,
c'est une condition supplémentaire imposée 3 un r%TIqui a 8té déja présentd, par
exemﬁle comme un nombre complexe ;'ou bien c'est une PUD, mais dans un contexte oi

: + s ze . . P :
en l'absence d'indication, r%w seralt consldéré comme un nombre complexe.

Revoyons l'exemple (2)20 que l'on a vu dans les paragraphes'précédents.

~|On suppose a, b, ¢, strictement positifs.

:UaB b5 c .ﬁW
Vab o

( C.6.G.L.R. - 3&me - [980- P. 32)

Simplifier

1 - . ) i —_ —
C'est une PUD dans un contexte oQ en 1'absence d'indication, rﬁ l,f‘b_]et' é7
» - 1" E : - * . -~
seralent des réels quelconques™. Mais on n'&crirait pas dans ce méme contexte

Cn suppose a, b, ¢ réels.

Autrement dit, il semble que dans la phrase de l'exemple (2)20, la partie

essentielle c'est la restriction.

Le syntagme adjectival pour cet exemple (2)20 est composé d'um adjectif et
d'un adverbe. _

Dans les exemples (3)59 et (2)20 ci-dessus, les adjectifs employé&s indiquent

. b4
que les référentiels sont respectivenment ﬁ% at WR e

(3)60.r5;it % et y appartenant 2. Montrons que X2+ v est un sous-groupe de

&, 9.

Dans cet exemple, le syntagme adjectival est constitué par un participe pré-

sent accompagnd d'un complément.
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(3)61.] Soit x tel que 2 < x4 571

Ici le syntagme adjectival est constitud parl tel que lsuivi d'une propostion.

{3)62.] Soit x% G:Al !! AZ' Démontrar que f (x) €F (Al)LJ f (A;;j
(Vissio— l&re CDE - 1970)

(3)63.r;1ué précisément, donnons=-nous ¢ > 0 gquelconque. Chsrchons x > O tel-quén.J
(QR = 2e CT - 1977 - P. 104)

Dans les exemples (3)62‘et {3)63, il y a une contraction adjectivante.

~ Damns 1'exemple (3)62, r;oit X \‘EAI U A-—l est une contraction de [_S_oit X
tel que x appartient & AE k) AZ . Le symbolerié]qui se 1lit normalement r;;partient
g}', devient | appartenant g_] dans la phrase consldérée, autrement dit devient un

participe présent, c'est-d-dire um cas particulier d'adjectif.

Dans 1'exemple (3)63 aussi, on a une contraction adjectivante. En effat, le
symbolel > d_uni ge lit normalement(;;t postrif Idevient adjectif par suppression

de la copule r;s;_]quand il se lit| positiEfWCDmme dans [_;onnons—nous a >0

“_ Dans 1l'exemple (3)61, il y a ume contraction puisque r;; X <_;]éqaivaut i

iZ < xetx <3 j. Mais‘cétt&vcantractian.n}estupasﬁadﬁéetivantegzguiSQHeuLJeﬁ@res—

sion-}2 < x <3 lseali;xnormaiameﬁmfr;iest=éoﬁpris,antre.z et.%ﬁl,”iL n'y a donc

pas.dans ce cas suppression de la copule r;st?];:mais il y.a formation d'un.syntagme

adjectival ‘grice aux mots tel que ‘(suivis, comme il est normal dans cet emploi,

d'une proposition compl@te comportant un verbe sous forme active).

3.3.4. : cas ol R est absent.

11 arrive parfois dans une phrase de PUD que le syntagme donnant le référen-
tiel soit inexistant.

En voici un exemple
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(3)64}r6h donﬁe‘§7e£*%{ Résoudre 1'équation d'inconnue &*:
2 x - Cf-J'z) = Z; +_§ +-§71

(C.G.G.L.R. - 32me - 1980 - P. 62)

Il faut tout de méme avouer que dans le cas ol R est absent, il n'est pas
toujours facile pour les &l3ves de deviner le référentiel. Dans 1'exemple ci-dessus
la tlche est relativement facile car la catdgorie typographique derzgé]etf?g{7in- ’
dique que 1'on a affaire 3 des vecteurs. Mais en est-il toujours ainsi? En tout cas
il me semble qu'une pré&sentation simple par catégorie typographique est nécessaire ,
au préalable si on veut ensuite 8crire de telles phrases de PUD.

Fort heureusement, ce cas de R absent est plutdt rare.
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CHAPITRE 4 : ILLUSTRATIONS SUPPLEMENTAIRES,

Dans ce chapitre on trouvera des exemples réels, tous avec des Marqueurs,

illustrant les différents rbdles de ces derniers, & savoir :
- renforceur/indicateur de mutification.
- renforceur/indicateur de 1'ordre de mutification.

- annulateur de restrictionm.

Les Marqueurs considérés joueront ces réles aux cdtds de variables dont la

place et la fonction ont &té recensé&s dans le chapitre 2.

Dans cette partie, on ne trouvera pas de classification des exemples, car,
comme on pourra le constater, cela ne serait pas toujours possible. En effet le
rdle d'un méme Marqueur dans une phrase peut Etre unique ou multiple, et parfoils

méme difficile & distinguer.

Par ailleurs, dams beaucoup de ces exemples, plusieurs Marqueurs figurent &

la fois avec des rdles différents.

Nous commencerons par domner des illustrations avec un seul Marqueur, puls

ensuite avec deux ou plusieurs.

Rappelons que tous ces exemples sont tiré@s de manuels du Szcondailre, sauf

l'exemple (4)15 que nous avons pris dans un livre du Supérieur.

Rappelons de méme la nuance entre un rBle renforceur et un rdle indicateur.
Un Marqueur est renforceur si on ne ressent aucumne géne quand on le supprime. Sinon
i1 est indicateur. Parmi les premiers exemples que mnous citerons ici, on pourra dis-

tinguer nettement cette nuance.

En fin de chapitre, on trouvera une &tude 3 part du cas particulier des &qua-

tions.

Al ¢ Exemples [llustrant les différents réles des Marqueurs

(4)1. J Le produit A f du réel quelconque A par un &lément quelconque f deég:iA,ﬁ%)
est défini par : _—

¥xeca (O £Xx) = AR . i
(Monge - Term CE - 1976)

On pourrait tr&s bien dans cet exemple supprimer lesl quelconque_lsans que

celd géne la lecture. Ce sont ici des renforceurs de lakf—quantification implicite
surl A Tet lfT.

ﬁemarquons 1'usage tantdt de l'article pseudo-défini r&u-j(mis pour [ de {EU
et tantdt de l'article indéfini r;n—Tpour exprimer la méme idée. En fait on pour-
rait aussi bien &crire :
r£e produit A f d'un réel quelconque A par Eg;élément quelconque f de:F%A,ﬂe) est
défini par ..T] | )
Et cela aurait &té méme mieux 3 mon avis, puisqu'on éviterait ume géne Zven-—

tuelle provenant de 1l'emploi de deux articles de natures différentes dans une méme

phrase pour dire exactement la méme chose.

(4)2. —fg;it oy 8 deux réels quelcongues et x, y deux &léments quelconques de I,
Les €léments %,y appartiennent donc 3 chacun des sous-espaces F, G,H... ; il en est

de méme de @ x + 8 yX* Donc nous avons

Ve, e RH (Heyr€1®) ax+8yEL |
(QR - 28 CT - 1977 - P, 173

(Dans cet exemple, I d&signe l'intersection de plusieurs sous-espaces vectoriels

F, G, H..., d'un m8me espace vectoriel E).

Les Marqueurs ﬂ;uelconquesﬂ1sont ici des renforceurs de la PUD qul constitue
la premi&re phrase. Le champ de cette PUD s'arrdte au r:*lj(qui dans le texte ori-

ginal est en fait une virgule), puisqu'on repart i zéro pour les quantifications

universelles,
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(4)3! —[;;it x = d'a +B8b, " = a'a + B' b des &léments quelconques de F. Nous a-
vons quels que solent x, x' de F et A de iR

x+x'=(o£a+8b)+(a'a+8'b)=(o&+0‘.')a+(B+B‘)b6F

Ax=A@a+B8b) =(Aha)a+(AB)bEF.T

Donc F est stable par combinaisons linéairegt]

{QR - 28 CT - 1977 = 2. 171)

I1 v a ici quelque chose de bizarre, d'insolite : la reprise de la\f—quanti—
fication des variables [x let Jx' | . La PUD constitue par la premidre phrase, et
ranforcée par le Margueur r;uelconque‘, est annulée par cette reprise avant méme

-

dl'avoir servi. ('estunl bien mauvais style & mon avis.

Remarquons aussi que les lettres raj, iQBW, ﬂirT,réfisont soumises # une PUD

implicite (avec les conditions restrictives imposées par les &galités).

E*

{4Y4. —raﬁels que soient de‘ﬁ? et x de E on a donc 0% = &‘OE =0 Réciproque-
- ment solib o ﬁe[ﬁét x de E tels que ¢ x = OEl Si a = 0, x peut 3tre un &lément

‘quelcondue de E, comme nous venons de le voir...

{(QR - l&re CDE - T2 - 1974 - P 14)

Dans le cas présent, il est vraiment génant d'enlever raaelconqﬁzw. En effet,
ce Marqueur ici n'est pas seul. Il y a le verbg rieuf—Lrgouvoirﬁ]est trds fréquem~
ment employé avec une nuance existentielle. Comme c'est le cas par exemple dans des
phrases que 1l'on rencontre souvent,telles que r;.peut se mettre sous la formg;;TT,
rﬂon peut trouver f tel que ..:TT, etc... Or, dans lg cas ei-dessus,i pouvoir | est
universel. On ne peut pas remplacer ici r;éut étr;T-par‘Igstﬁw, car le.EPt r—peut_T
sous—entend { pour satisfaire 3 1l'équation ci-dessu;_1 ;lquelconqu;—\etl peu£_1sont
ici insdparables. On se trouve 13 devant un cas, pas trés fréquent il faut le recon-
naltre, ol le Marqueur rgzélconqué_‘est vraiment indispensable pour insister sur une
\7’ -quantification.

{ o - [ 3 0 |-
Si on veut faire apparaltre clairement cette\f—quantlflcatlon, il suffit d'a

crire la phrase en langage formalisé :

o = O::%? (\J}d (o x-= Oﬁﬁ
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(&)5. —r;. Congruénces modulo o »

k désigne un entier relatif et o un réel strictement positif donné.
1. Dé&finition.

Considérons la relatiom.(ﬁdéfihie dans 1'ensemble des rdels
a&a‘(——> Jdk & Z : a-a' = ka,

Cette relatiom est réflexive, symétrique, transitive.

La relation(j{est une relation d'équivalence d&finie dams ﬂ?. Pour exprimer que :
dxe Z a-b=ka

on note : a ég b (mod o )

on lit " a est congru i'b, modulo-;:[

(E Riche - [&re AB - 1972 - P.285)

Comme on peut le constater, dams la phrase| k désigne unm entier relatif et
O un réel strictement positif donné—], il y a une Présentation simple del—kT(qui

sera ensuite quantifié existentiellement de fagon explicite) et par contre une

PUD de}71_1. Ce qui différencie la présentation des deux variables est la présence
du Margqueur rgonné‘T. On peut en déduire que ce Marqueur est ici un indicateur de

~quantification différée,

En effet, avec cette forme de présentation pour| k let raT, on s'attendrait
aussi 3 une PUD pour ‘k |; c'est ce qui se passe presque toujours. Par conséguent,

si on n'avait pas rE;nné h on serait conduit i une mdme interprétation pour les

deux variables.

Alnei raonné-Ta ici un rSie bien net : indicateur de PUD. Mais est-ce que les
€laves le comprennent? A mon avis, il aurait &té mieux de s€parer les présentations

des deux variables. La lécture en aurait &té slrement facilitée.

{4)6. —IMontrer que l'ensemble des triplets (x, vy, 2x + 5y) ofi x et y sont des nom~

- bresAzéelsaezbitrairess.estmun.sousvespaceevectorief’deIR3L
(QR - 2& CT - 1977 - P. 189)

Dans cet exemple,[—;rbitrairQEWest un renforceur de mutification ensembliste-

image. La formalisation de ceci est, en effet :
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((x, v, 2x+57) /x€ R, yeRig IR

2 -
47, —r; ast 17 ensemble des polynomes f définis par f (x) =k (x~ + 1), oft k est
un. nombre réel quelconque qul decrlth

(QR - l8re CDE - Tome 2 - 1974 - P. 17)

Dans cet eXemple rgﬁelconqu;—rest un renforceur de lata—quantification qui
intervient dans la mutification ensembliste—compréhension.
L'écriture formalisée de ce passage est i
fie/3keR Wxe€R ,e@= &+ = 51

Le Margqueur f;;elconqu;Ts'applique aliknjf_mais pagnélwfl.-

Remarquons que cette écriture formalisée pourrait &tre remplacée par 1'écri-
ture suivante, qui ne contient pas[_f~T
r{xl—-—ék(x +1) /e €R 1
qui peut aussi s'Bcrire :
r-L'ensemble des polyndmes de la forme x k——ék(x + 1) ofl k dacrit ”% I
velire (par abus de langage)

2 N .
rE Tensemble des polynomes de 1a forme k (x 1), ol k déerit ﬂéj} .

P - - . -

On obtient alors une mutlflcatlon ensembliste—image {on se retrouve dans le

cas signal& au paragraphe 2.2.3.3.).

{4)8. -rggéoréme :
Une fonction vectarielle F n'est pas continue en un point £ de son ensemble de

définition si et seulement.si :

TeeR T WER *, Fxe D Jrx, oo l¥ (o -7 o Il
Exemple :

Solt A = El + uf[-Considérons la fonection F de ﬂ?dans 1l'espace vectoriel euclidien

_?

E, diéfinie par :
.f?

{VXS[R xGA:%F (%)
ou-ﬁ*et'vade51gnent deux vecteurs distincts de E

1)

g#.A___;>F (%)

—_—
Soilt X, = l. On a alors F (x ) = u.

—
Les vecteurs J’et v &tant dlStlnCtS, leur distance est non nulle.

N

‘Posons p

l
Soit & = =! i

{u

Quel que soit le rfel positif non nul o, 1l'intervalle ]}—q,1+at
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- contient par exemple 1- 53 glément de A, dont 1'image par F est™W
donc n'appartient pas 3 1la boule ouverte B C‘? e).
[Cr-% ) -1 <aet [FUS)-F QY| =] F=T|>e.

L3 encore,

s 2L

le cheix de ¢ et celul de x sont dans une large mesure arbitraireg(il
suffit que :

£ < ”:E?i-;?!Let 1 -0 <x < l;?}

{ Alephl - Analyse - Term GE - P, 27)

(772

Remarque: La notation b(x)1est totalement illégitime puisqueF%Ta.déjé Eté pré-

sentée comme une application de R dans E, si 1'auteur 1'avait voulu, 11 aurait

o

pPu noter ¥ ‘cette application, ce qui aurait conduit 3 la notation F(x).

Dans cet exemple, le Marqueur larbitrairé;Tintervient dansg un commentaire &-
pimathématique pour suggérer un résultat plus fort (cf. 2.4. ) que celui qui est

demand&, Ce- résultat plus fort est :

(VE <H—u>-*\?u) (\'],oa > 0) (VX / 1-a <x<. 1) (I X - Xoi <o et “ ¥ {:2) -F (x0)>“ zg).

. Les variables qualifides d'arbitraires sonz‘v—quanﬁifiées » (Dans le résultat

demand&, ces mémes variables n'&tzient que53~quantifiées).

Il serait difficile de supprimer le Marqueur r;rbitrairegmipuisque c'est lui
qui donne son sens i la phrase.

Cet exemple est analogue & celui de 2.4.2. (exemple (2)47),

On voit donc qu'3 cBtd des rdles d’indicateur et de renforceur, un Marqueur
peut jouer celui de "suggéreur".

{4)9, -lThéoréme : Soit ﬂ% considéré comme espace vectoriel sur lui-mdme.

Quel que soit le nombre réel donné a

f de ﬁ?vers ﬁ% talle que f{1) = ;T]

(QR - 28 CT -~ 1977 - »p. 197.)-

s 11 existe une application linéaire unique

(4)10. *[5; sait qu'une application £ de E vers F est surjective si et seulement si

tout €lément de F est l'image par f d'au moins un Elément de E¥ c'est-2.dire si
¢t seulement si, quel que $oit b domné de F, 1'&quation £ (x)

une solutioatw
(QR - 28 CT - 1977 - B. 24)

= b ddmet av moins

Dans ces exemples (4)9 et (4)10, 1l'absence des Marqueurs| donné | ne génerait
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slirement pas beaucoups Ces Marqueurs ont ici pour rdle de renforcer l'antériorité
de-laﬁV”quantification (portant respectivement sur ré—]et EX par rapport i la 3-

quantification (portant respectlvement sur[-fTetl_xw ).

Notons que l'on retrouve dans l'exemple (4)10 une habitude, mauvaise & mon
avis (bien que tout le monde l'utilise, y compris moi-méme dans 1'introduction de
ce travail) car elle donne bien souvent de fausses 1d&es aux &l&ves, celle d'appeler

automatiquement]_%—Tl'inconnue d'une Equation. Normalement, on aurait d4 &crire :

ré'éqﬁation en x f(x) = b admet au moins une solutiont_l_
ou
rz'équation f(x) = b admet au moins une solution en x?]

Ainsi,dans cet exemple (4)10, 1'a§i§ctif raonnéw peut @tre considéré comme -
s'opposant virtuellement au substantif Iinconnu;_W. C'est tout 3 fait normal puis-
que {(cf. ci-dessous 4.2.), lorsqu'il s'agit d'équat;pn, les objets qualifiés de
"constants" ou de "donnés' ont pour unique propriétd d'tre quantifids avant les
objets qualifiés de "variables” ou d'"inconnus".

Il arrive quelquefols gque | douné ldans ce rfle de renforceur d'antériorité
de mutification solt sncore suraccentug par d'autres expressions. Ainsi dans 1'exem-

ple qui va suivre, il sera suraccentué par 1'expression rg 1'avanc;1.

(4)11, —(gn dit que f a pour limite le nombre £ (ou que f tend versf), gquand |x |
tend vers + « sl et seulement si, quel que soit le nombre strictement positif w
donné 3 1'avance, il est possible de trouver un nombre réel‘strictémenﬁ positif
R tél que pour tout nombre réel x on ait : |x | >B:=%+f (x)-2] < &t]

(QR - Term CDE - Tome 2 - 1974 - P, 26)

i
(4y12. —(;;éoréme : Soit~35une base orthonommée etjs une base quelconque. Pour que
LY P
_ B soit orthonormée, il faut et il suffit que la matricetfzéégsoit orthogonalgi]
(Bordas — l&re CDE ~ 1974 - P. 244) '

; quelconque ‘ est i¢i un annulateur de restriction.

Manifestement dans cet exemple le Marqueur 'quelconq;;Ts’oppose g 1'adjectif | ortho-

norméé*\. Rappelons qu'un Margqueur annulateur de restriction est umr renforceur de
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l'absence de conditions particulisres. Autrement dit un tel Marqueur signale ay
lecteur que 1'on n'impose aucune condition particuli@re aux variables concerndes
(ce qui bien entendu n'empéiche pas ces variables de satisfaire &ventuellement les
c%pditions imposées aux autres variables intervenant : ainsi dans notre exemple,
peut trds bien &tre orthonormée). Le théordme se formaliserait ainsi

(V'J'Sorthonormée) (VQ'B}) (J'S' est orthonomée@% a Pa' est orthogeonale).

Un Marqueur annulateur de restriction n'exclut en fait aucun cas.
Cette remarque montre par ailleurs i'&volution du sens en mathématique du
mot ‘quelconquel. En effet, dans le "vieux" langage mathématique, un triangle{h;uel~

conqu;T n'8tait (entre autres) ni isocile (ni a fortiori équilatéral), ni rectangle.

Notons qu'un Marqueur jouant ce rdle d'annulateur de restriction n'est pas
absolument indispensable, mais que sa présence peut faciliter la lecture {(en empé-
chant de croire que certaines restrictions impos&es 4 d'autres variables s'appli-
quent aussi 3 celles sur lesquelles porte le Marqueur consid@ré),

Les Marqueurs les miesux appropriés pour ce rble sont] quelconque ‘et | arbi-

trairé_l.

(4)13. ~r;—et b &tant deux réels quelconques :
[ + R et
YeelR" %, a.:sb_—:}cascb.__]

(E. Riche ) lare AB - 1972).

Devant un exemple comme celui-13, on ne peut s'empdcher de poser la cuestion :
pourquoi a-t-on traitéd différemment les variables [a | et ib | d'une part, et la va-
riable rc-Td’autre part? Pourquoi n'a~t-on pas tout &crit en langage formalisé? La

compréhension en aurait &té& certainement plus facile.

Si on voulait donner él quelconquel le r8le de remforceur de\f*quantification
¥ avait-il besoin de le faire pourr_ﬁj etf_b-f?

Mais peut &tre que r;ueicgggué—Iest un annulateur de restriction (s'opposant

~ par avance i [strictement positif'i ), auquel cas sa présence devient compréhensible.

On peut wvoir par cet exemple que les réles des Marqueurs ne sont pas toujours

aets. Tout comme le fait qu'un Marqueur peut avoir plusieurs ré8les 3 la fois.
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.

14, - : jues F et B
{(4) 14 Etant domnés deux vecteurs quelconques & et b de E'* nous allons montrer

qu'il existe une application lingaire unique de?]; vers E}vérifiant fzg? = a

et £(3) =B,
Si £ existe, pour tout'§42 kzﬁi Y‘E?dellg on.a.i —- : ) -L,f' :
EEG?.= f(xf§>+ v = x ffza +y f(?i = x B+ Y—g. o T Co -

. . % . < —_— .
Donc si £ existe, elle est unique lorsqu'on se.donne =7 or giT

(QR - 2e CT - 1977 ~ P.199)

Dans cet exemple, 1quelconqué_]a le rdle double de renforceur de PUD ar {(peut
étre ) d'annulateur de restriction (par opposition a]tis]etf;fq qui doivent &tre in—
dépendants) .

Mais 1'&l&ve appréciera-t—il cette subtilit&?

On peut en outre faire.deux remarques 4 propos de cet exemple.

' a - ’
Tout d'abord, on note une lncorrection : en effet, on devrait trouvar le nom

r_f-Tde 1'application en question apr3s.le morceau de phrase | il.existe .une. appli-

cation lindaire uniqugj pour.donner. tout son sens &.la.phrase, et 3.ce.qui.va suivre.

-

i 1 3 3 1 s ' = . ) ’ i
Ensuite, il est bien curieux qu'z la fin de cette dEmonstration - on reprenne

_ —F . . l
l'lorsqu'cn se donne a et b |, puisqu'au d&but on a déjz dit | Etant donnés deux vec-

teurs quelconques"5> et 7;5’-

(4)15. —!Puisque les normes || || et || Hz sont &quivalentes dans E, on a
i : M 1 P

Hx=all, = ilx-al

MiEtant un nombre fixe.l

(.Calcul différentiel - Cartan- 1971 - P. 30)
Ieci, |fixéw-semb1e avoelr le double rdle d'indicateur de?!-quantification (som
absence pourrait conduire 3 interpréter parxumav-quantification ) et de renforcer

. .. N . . . - .
llantériorité de cet;eaaquantlflcatlon par rapport 3 lav—quantlflcation Implicite
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sur rx_l et l_a 1.

Nous avons signalé, dans l'introduction de ce travail, qu'il existe des cas
ol deux Marqueurs différents sont synonymes. Fait qui m'avait Enormément génée du
temps ot j'étais &lave, et qui est une des raisons d'8tre de cette dtude. Cecl est
trés bien illustré par les exemples qui vout suivre. Il s'agit de passages dans
deux manuels d'une méme collection, pour une méme classe mais &dités 3 des anndes

différentes, et dans lesquels on trouve les pr@sentations suivantes pour un méme

paragraphe :

(4)16. —rEﬁsemble des vecteurs orthogonaux 3 un vecteur donné.
Soit-iihn vecteur quelconque de%fé.
Si-§¢=‘3+tout vaectaur de%fz est orthogonal é_g?
Si?'ﬂ.’.’:—g il existe donc? tel que _l

(QR - 2e CT - 1974 - P. 289)

()17, —lEnsemble des vecteurs orthogonaux 3 un vecteur donné.
Soit ¥ un vecteur domné de ‘fz.

~

. — 5
S1L v'’= 0, tous les vecteurs de 22 sont orthogonaux 3 v,
.=
Sl'vzﬁj? ,....]

(QR- 2e  CT - 1977- P.279)

Manifestement, Iquelconque Iet ldcnné Iici sont syunonymes. Ce sont dans ces

axemples des renforceurs de PUD. Notons que.c‘est seulement dans ce r8le de renfor-

ceur de mutification gue ces deux Marqueurs peuvent &tre synonymes.

(4)18, ~{g;it (A,B) un bipoint donné. Nous supposerons A% B. Cherchons s'il existe

—>
un point C de la droite (AB) tel que CA = k‘EﬁZ X Etant un nowbre réel donnd.,
(QR ~ 22 CT - 1977 - P. 235)

Dans cet exemple, le deuxidme Marqueur [Eonné_]renvoie la\j-quantification
différée qui.porte sur la variable rk‘]avant lazaﬂquantification sur le point[_CW.

a~

La réponse 3 cette question ast en effet ; e
a3y a3) (¥ [:( k#l<:>(31 &) (TX = kﬁ%) et (k= 1¢& 530
(A= xTF) '
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Si on supprimait rg;nné-}’ d'autres interprétations seraient possibles, com~
me les questions
3“];t~ce que (V(A,B / A"_‘F B)) (4o (Vk) (ﬁ>= k@)?_'
84 laquelle la répomse serait : nomn.
Y @ 5
2-|Est-ce que (\/(A,B / AFB) (Jc) (k) (CE = k CE)?

2 laquelle 1a réponse serait : oudl.

Mais ces interprétations ne sont pas cellesque les auteurs voulaient.
Le rdle de raonnEW est donec ici primordial, comme indicateur d'antériorité

pour une thuantification.

Par ailleurs, on peut remarquer que dans cet exemple, on trouve deux fols le
Marqueur rgonnéi, avec des rOles différents. Dans la phrase rgoit.(A,B) ur bipoint
donné_w , 11 joue le rdle de renforceur de PUD ; son absence n'aurait absolument

pas génz.

De ce point de vue, comparons les Marqueurs] donngu]etl quelconque |. Ce der-
nier joue le r8le de reaforceur de mutification par excellence. Peut-il aussi jouer

le ¥0le d'indicateur d'ordre de mutification?

Pour le savoir, remplacgons le second ldonﬁgq dans l'exemple ci-dessus par
l;quelcouque . On aurait donc
[g;it (A,B) un bipoint donné. Nous supposerons A=FB . Cherchons s'il existe un peint
c deﬁa droite (AB) tel que 53?¥ k"EﬁZ k &tant un nombre résl quelconqﬁgfw

La phrase est alors ambigu#, ou tout au moins peu claire. Nous en déduisons

que le Marqueur r;uelconque Ine peut pas 8tre un indicateur d'antériorité pour une
mutification.
Le probléme se pose de savoir si | quelconque ! psut 8tre un indicateur ou un

renforceur de postériorité. Nous reviendroms sur cette question dans 1'exemple

(4)19, ci-dessgus.

(4)19. -f;;it une application £ du plan dans lui-méme telle que tout bipoint (M,N)
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ait pour image un bipoint (MIN') é&quipollent i (M,N}.

1. Soiént A un point particulier d'image A' et M un point quelconque.
Que pouvez-vous dire des bipoints (4,M) et (A',M')?
Quelle E€galité vectorielle pouvez-vous &crire?
Que pouvez~vous dire du vecteur_ﬁﬁﬁ§

2. En d&duire que £ est une translation de vecteur KEF?

3. Conclusion : une application f de P dans P qui transforme tout bipeint en un
bipoint &quipollent est une translatio;TT

(Mauguin - 48me — 1979 -~ P. 215).

On a 13 un exemple avec deux Marqueurs différents, s'appliquant 3 deux varia-
bles différentes & qui on veut faire jouer deux rSles différents. Mais disons tour
de suilte que ces rBles différents ne vont pas apparaltre tout de suite d&s la toute
premi&re question. En effet, méme dans les deux premidres questions de cet exercice,
r“A_]etl-Md1ont un rdle absolument identique. En effet les réponses 3 ces deux pre-
mi&res gquestions sont |

-v&&vvi(les bipoints (A, M) et (A', M') sont &quipollents)

-Valu - 2w .

Mais c'est 3 partir dJde la question :raﬁe pouvez-~vous dire du vecteur-§ﬁ2;1
que 1l'on veut faire jouer aux deux variables des rBles différents. Plus exactement
on vaut faire le passage de : ) N
Va ¥ (R - W aga Ve an - m ~
gui permettra en méme temps de répondre & la question suivante :l En déduire que
f est une translation. de chteur—KK§T1

A ce moment ,‘ particulie;uldevient un indicateur d'antéricrité de muti-
fication, plus exactement fait passer la d-quantification de rA_‘avant lav— quan-
tification dei-ﬁfLSa présence devient utile. Le Marqueur[—;uelconqﬁ;_], lui, est

renforceur de la.v-quantification sur rﬁl,Sa présence n'est pas indispensable.

— —_ —5
Ce passage deVA VM (AA' = MM') & Ha VM (E' = MM") est tri&s subtil. Les

€leves, surtout ceux de la classe de Quatri@me, comprennent-ils?
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Cet exemple nous montre que dans le cas ol on a deux variables différentes
sur lesquelles portent respectlvement un Marqueur tel que{_;artlcullg_w (qui pour-
rait d'ailleurs 8tre remplacé par rgonné_]) et un Marqueur tel que r_auelconqﬁ;-T,
il semble que ce dernier soit un indicateur de post&riorité de mutification. Ce qui

répondrait au probléme que 1'on se posait 2 1'issue de 1'exemple (4)18 précédent.

(4320. ~r;;ns un rep&re orthonormé on comsid@re les points A (A, Q) , B (0, W),
I(A)u) o A et | sont des paramdtres réels 1ids par la relatiom A+ p = &, % &-
tant um nombre strictement positif domné. Ecrire 1'gquation dela droite & per-
pendiculaire 3 (AB) passant par I,
Montrer que A passe par un point fixe.

(QR - 2e CT - 1977 ~ P, 308)

5i 1'on n'avait gue la premidre question (&quation de la droite L. u ) liin-
troduction de la lettre[ﬂﬂ_], et par conséquent aussi la presence du Marqueur ‘don—
né_l, seralent parfaitement inutiles.

Pour la deuxiéme question, la formalisation correcte du résultat demandd est

ﬁfﬁ Je (Vau/ rsu=2) ( PE“B.;\ u T] .

On wveit ainsi :

- d'abord que r_éonné_]renforce une thuantification at r%ixé-]une:?*quantification,

~ ensuite et surtout que ces deux Marqueurs indiquent l'antériorité des quantifica- .

tions portant sur]#ﬁ fet rﬁ_]par rapport aux V-qpﬁntlflcatlons sur| A letl u—]

On peut se demander s'il y a dans_le texte quoi que ce soit qui indique.l'an-

t&riorité de la quantification sur‘mﬁ_]par rapport & celle sur' P-w. Autrement dit,
¥ a—t-il un &lément linguistique qui permette d'éliminer a priori la formalisation
|-3? Ve (W, u/ rep=2) (€ 4 j
)\ﬂi
qui est pourtant tentante, wvu la force habltuelle_du motruéing ?
La réponse est d notre avis négative : c'est seulement le ré&sultat du calcul qui

montre quergwdépend defhlp

Tout au plus peut-on remarquer que laV*quantification compliquée Wﬂ (V A,

B/ A+ U =2 )i&quivaut (indépendamment de. 1'&noncé qui peut lui faire sulte, pour-
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VU que cet énoncé ne contilenne pas]ja l) E:A la\f—quantlflcatlou beaucoup plus simple
| V(l, u i l La deux1eme formalisation (inexacte) ci-dessus rendrait donc inutile
l'lntroductlon de la lettre r}-]et dela condltlonf—; + U =g I Mais les &ldves
peuvent-ils s'en rendre compte? Et n'aurait~il pas &té préférable de compléter le

motr_lxé_]par r-;pendant seulement de Ef] ?

(4)21, *lOn consid&re dans le plan P deux points fixes B et C, et une droite fixe

A ; un point varisble A décrit A.

ay Trouver, lersque A varie, l'ensemble des milieux B' des segments [;, 6:let
l'ensemble des milieux C' des segments [;,Bj].
b} Trouver, lorsque A varie, l'ensemble des centres de gravité G des triangles

AB cj

(QR =~ 2e CT - 1974 - P._268)

Dans cet exemple, qui est une autre version de 1'exercice de 1’ exempla (2)42
au paragraphe 2.3.3., on trouve le Marqueur r—;rlablé_]en tant que renforceur d'une

mutification ensembliste-image différée.

La phrase FQL point variable A décrit A |n'a aucun sens math@matique 3 elle
seule. Elle sert uniquement pour une présentation et une mutification différée de

[a]

Les réponses attendues seront du genre :

rz; milieu B' de L} é:]decrlt une droite paralli@le 3 A lorsque A déerit A—*]
dans lesquelles l'expression r—;crlt.. . lorsque ... décrit .:71 constitue un bloc
insécable qui, luii_ﬁ_un sens mathématique. (On peut d'ailleurs noter 1'analogie
avec l'expression 1... tend vers ... lorsque... tend vers... {)La mutification sur

Af]apparait nettement quand on formalise les réponses aux questions de 1l'exercice,
Ces réponses sont, comme on l'a déj3 vu donc au paragraphe 2.3.3., de la forme
(VC € {P ) (VAE@) ({m (A,C) / AEA}  est une droite paralléle a A ).
{ mlgjdeSLgne le plan,éDl ensemble des droites du plan et m (A,C) le milieu des

points A et C).

Ici, les Marqueurs [fixefgﬂ, qui s'opposent & |variable |, sont des renfor-

ceurs d'ordre entre les mutifications différées. Ils marquent l'antériorité de la
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mutification sur1_B-1; rC T,Tb7par rapport d.la.putification sur,r;]‘.

(4)22. —lSoient quatre points distincts tels que trois guelconques d'entre eux ne
solent pas align&s. Quel est le nombre des droites qui passent par deux gquelgon-
ques de ces polints?

(Monge — 2e CT - 1974 - P. 142)

C'est un exemple ol on a une PUD sans L. On a signalé en 3.2.2. un exemple

analogue (exemple (3)9.)

Le premiex rg;elconqué—West un indicateur de\f—quantification. En effet, si
on le supprimait, on pourralt croire que c'est unez}*quantification que 1l'on a sur
les trois points en question. Ce qui n'est pas le cas. La présence de ce Marqueur
3 cet endrolt nous paralt donc utlle.

Le deuxidme rg;elconqu;—]est encotre plus difficile & supprimer. Grammaticale-~
ment ce serait possible, mais un lecteur comp&tent serait géné, car alors la répon-
se la plus probable i la question serait: 1. (ce qui n'est sirement pas la réponse
voulue), En fait, ce que l'on demande dans cet exercice c’est de considérer tous
les eouples de points distincts appartenant 4 1'ensemble de quatre points donné,
ét dé trouver le nombre des droites obtenues avec tous ces couples de points. Le
Marquéur rauelconqugT est. donc bien ici un indicateur de mutification, mais la na-—

ture de cette mutification a'est pas &8vidente.

On pourrait formaliser de la facon suivante :

SOltEﬁl 'ensemble desg points du plan et&Dlﬁensemble des droites du plan.

Pour une partie quelcongque A de«ﬂD désignons pari? la condition suivante :
carah = 4 et (VXCA / card X = 3)—(ADE D) (XCD), et par &
semble suivant de D {D€®/ (3xCa/cardx=2) (X CD )}

A le sous-eﬁ;\\

Le probléme consiste 3 détermimer un element n de )ﬁ tel que:

CYac @/cg ) ( Catd E, =1n)

’;i.: '

Une zutre formalisation consisterait, pour chague partie X deé}jayant pour
cardinal 2, & désigner par «d(X) la droite (unique et bien déterminée) qui inclut
X, puis & prendre pour E

{ 4(X) / Card X =

A la définition Zquivalente suivante

2 et XCA} .

On retrouve ainsi (e¢f. 2.2.3.3.) l'&quivalence entre une mutification ensem—
bliste—image et une;g—quantification incorporée 3 une mutification ensembliste-

compréhension.

On peut constater d'apr@s ces formalisations que le deuxiéme' quelconqué-7
est avant tout un indicateur de postériorité de mutification. En effet la r3ponse
attendue dans cet exercice est —

(VAC\"?/C@A ) EC‘ard D€YY (IxCA/tarax=2) xCD ) = 6__1

51 ce deuxi@me Marqueur &talt absent, on aurait &8t& amend 3 la mauvaise interpré-

tation signalée plus haut, et qui s'@crirait dela manidre suivante :

(VAC?/% ) (YxC A/ Card X = Z)EIard (o&edACD 1 = IJ

Ces traductions sont &videmment trd3s lourdes, mais elles suivent de prés la
démarche linguistique de l'auteur (remarquons d'ailleurs que l'exercice lui-méme

est relativement lourd pour sa trivialitéd).

Remarquons par ailleurs que, pour respecter la pensée de 1'auteur et le semns
de l'énoncé, nous avons du traduirer—zrois quelconque;—l(resp. ra;ux quelconquegw )
en introduisant des parties de A ayant exactement 3 (resp. 2) pour cardinal; autre-
ment dit, les 3 (resp. 2) &léments considérés doivent &tre distincts. Autrement dit
encore, si nous avions exprlmeﬁgg sous la forme

Eard A =14 et (VXI, Xyy Xg € a )*-1(3136@) (X €D et £, ED et X E,D—]

le. résultat aurait &té lnexac:t.

Or, comme nous L'avons déji indiqué (cf. exemple (4)12), cecl est contraire

d 1'usage actuel du moti quelconquel: dans un énoncé comme

—

|Deux Eléments quelconques de‘1Qsont comparables pour la relation g ’
on n'exclut nullement le cas ol ces "deux"&léments "quelconques" sont Egaux.

L'impotrtance de cette remarque s'accroit du fait que.le début]Soient quatre
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points distincts... i pourrait laisser croire que le Marqueur r;;eiconque la un
rGlz d'annulateur de restriction et indique que les points en question ne sont pas
nécessairement distincts, c'est-i-dire tout le contraire de ce qui est voulu par

1'auteur.

Cet exemple (4)22 est difficile & lire. C'est le type méme de 1'exercice ofl

-~

on mettra sans doute plus de temps & comprendre ce qui est demandé qu'id ré&soudre

l'exercice lui-méme.

(4)23. —{;;éoréme et Définition :

Etant donné€ un point quelconque fixé O de 1l'espace affine E, l'application de

- . -— — s
”%xi%%dans le plan P passant par A et de vecteurs directeurs uf'et u, dé&finie

par :

(kyy ky I M ol OM = 04 + kl—d_l) + k, u—z;’est une bijection de foH sur P,

Cette bijection est appelée repr@sentation paramétrique du plan P passant par

A et de vecteurs directeurs‘ﬁTbet uzé l

(QR - lére CDE - Tome 2 — 1970 ~ P. 92)

C'est un exemple ol on trouve deux Marqueurs i la fois pour une méme variable.

D'ailleurs cet exemple montrs assez bien que la forme rEtant donné Iast bien une
locution, et ne peut pas 8tre considérée comme deux mots ayant chacun son rdle (si-

non an aurait trois Marqueurs pour la méme variable).

Par ailleurs, il y a autre chose, bizarre, dans cet exemple. On insiste lon-
guement et lourdement sur la PUD de la variablel O_], qui est en fait une variable
T — — =1 ,._ . s

inefficace dans 1'égalité‘ OM = 0A + k, u, + kz uzuLClaquelle.pourralt aussi bien

I 71 ' .
s'écrire[ié?: quﬁ? + kz-jiw ) .Par contre, sur.;es.variablesr_A-],Fajj . EZf‘g qui

sont réellement sfficaces dans.cette 8galité, la v'—quantification est totalement
implicite.

On peut aussi remarquer quefﬁ?? est une fausse variable puisque le plan]né-T
arement dcerning e a8 1,07, ae 2] 2]
est entiérement détermind par la donnée del| A |,lu , et uy b La lettre| P | est

donc inutile (tout comme le morceaui de H?)(ﬂzsur P | qui est aprés 1'égalité).

On peut enfin noter que l'expressiom
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signifie en fait

L'unique M tel que o = 08’ + kl—u? + kz_ﬁg-!

11 s'agit 13 d'une mutification spécifique (que nous n'avons pas étudide dans
ce travail) souvent formalisde par le symboleTFCW(iota), avec la convention que
l‘écriturer; xéaposséde un sens lorsque 3! x Qet signifie alors]_zuunique X tel
que (on sait que, s8i on veut s'affranchir de 1a condition.gl x (L, on peut rem-

_ -
placerrllpar le symbolef;lparfois appelé ™ tau de BourbakiM),

En résumé, on a dans cet exemple la_gyccession suivante de lettres (ol "ef-

. s e . - s = = —
ficace" signifie "efficace dans l'egalltel oM =04 + kl ﬁ: + kz—ggwuet ol les mu-

tifications considérédes sont &videmment situées en dehors de cette Egalité) :

fd]: inefficace, avec pourtant une PUD explicite renforcée par deux Marqueurs ;
r§1: inutile ;

‘_A-l, IT?I ,I"Tzﬂ : efficaces, avec une v—quantification totalement implicite ;
kiﬂ , rkg]: efficaces, explicitement mutifides pari—>;
M

: efficace, avec une “v-mutification quasi-implicite (3 peine marquée par[iﬁa).

Notouns que. la présence de]ﬂo et 1a -mutification surlrﬁ_rpourraient Etre

&vitées si on autorisait la notationl_b + 77 I, oﬁ'-P‘?désigne un point et]vq1un

vecteur : l'application dont on s'occupe serait alors simplement notée
- . —%
i(kl’ ky YA + ky ul + K, 4, (.

Toutefois, la présence de[*b-1et der_M ]peut,peut—étre)s'expliquer par la né-

cessité d'introduire ultdrieurement un systédme de coordonnées.

(4)24, —rgoit un nombre. complexe-guelconque de.module 1. On peut.l'dcrire sous la

forme dos x + isin x, x &tant un nombre réel quelconque..Par.définition, nous

peserons @

'(VX €YR) e iX, =_cos X + isin X, _‘

(GN - Nombres, Analyses, Probabilitds - Term CE “”1979 - P. 363)
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Cet exemple est assez difficile 3 comprendre. L'auteur voulait £tablir la
surjection de l'ensemﬁle{RHes nombres réels dans l'ensemble des nombres complexes
de module 1. Mais telles que les phrases sont tournées ici, cecin apparalt pas

clairement. La premisre phrase est une PUD renforcée par‘ uelconque | (celui-ci

n'est slrement pas un annulateur de restriction puisqu'il en précdde justement une).

-

On ne s'attend pas alors a trouver la deuxiZme phrase qui est quelque peu embaras-
sante. En effet, l'expression r;-étant un nombre résl quelconqigj suggére aussi
bien une V--quantification qu'une Equantification ( alors que c'est la 4-quanti-
fication qui convient ici}. L'explication vient du fait que les variables sont
"dépendantes", et que 1l'auteur a voulu aller trop vite en disant dans une seule
phrase deux choses différentes :

(1) (VZG(/ Iz | =1) (EXEFFO (z =cos x + 1 sin x )
(2) (VXQ{R) ( jeos x + 1 sin x [=).

A notre avis, pour que cet exemple soit bien clair et tout 3 fait compréhen-
sible, il fallait 1'&crire :
rgoit un nombre complexe quelconque de module 1. On peut 1'écrire sous la forme
gos X + isin x, of x est un nombre réel. _
Inversement, x Etant un nombre réel quelcongue, cos X + 1 sin x est de module 1,

ix. _ I
et nous poserons la définition : e =cos x + 1 sin x.

En séparant la §-quantification et la v—quantification, on verrait bien la

surjection.

(4)25. -[;:une manidre générale solent trois décimaux relatifs %, y, et z ; en les
&crivant - sous la forme x = a IOP, vy =b10%, z = ¢ 109 o1 a, b, ¢, p, q sont
des entiers relatifs quelconques, vous montrerez, i titre d'exercice, le résul-
tat suivant : '

Quels que soient x , y,z de H)on a :
x{y+z)=2yv +3xz
autrement dit : dans UDla multiplication est distributive par rapport a4 1'ad-

ditiogt]

(QR - 4Eme- S&rie rouge - 1973 - P. 39)

- 115 -

i —

Dans cet exemple comme dans le précédent le membre de phrase |odl a, b, c, p,
g sont des entiers relatifs quelconque;w est génant, et s 'explique de la méme fa-

gon : les variables sont dépendantes.

Ce qui rend cet exemple difficile 3 comprendre, c'est gue cette phrase veut
exprimer deux mutifications. Fn effet, partant de\i(x,y,z), on arrive a_}(a b, e,

P, q) ; mais pour faire le calcul demand&, on raisonne avec\f(a,b, C, P, q).

Dans ces exemples (4)24 et (4)25, il nous semble que bien peu d'éléves com-
prendront ce rdle de !quelconqu;_Tintervenant dans une mutification ol on a i ia

fois unea—quantification et une’d-quantification.

(4)26. —(g;it D et D’ deux droites parallZles. D est dé&finie PAr un point A ot un
>

vecteur directeur u. Soit A' un point quelconque de D'. Dans la translation de
vecteur A A:, l'image de D est la droite définie par A' et le vecteur directeur
—>

u": c'est donec D'. Puisque A' a &té& choisi arbitrairement, nous pouvons conclure:

Corollaire :

Etant donnés deux droites paralldles D et D' de l’espace affine AS’ il existe

une infinité de translations t telles que t(D) ; ce sont les translations

_.._a R
de vecteurs A A' ol A est un point quelconque de D et A' un point quelconque de

D', |

- {(QR - l&re CDE - Tome 2 - 1974 - P, 104)

Dans cet exemple, le Marqueur r:£oisi arbitrairemen;_] est un indicateur
dans une allusion épimathématique 3 une mutification (ce genre de situation a &té
examiné en 2.4,), plus exactement 3 uneb!—quantification {comme c'est ce qui se pro-
duit le plus souvent),

Si on supprimait rZLoisi arbitrairemeézl, on serait obligé de supprimer toute
la partie de phrase r;;isque A' a &té choisi arbltralreme;__[ Clest-a-dire que 1'on
devrait supprimer toute la partie qui rappelle que l'on a en fait une\f-quant1f1~
cation différde sur] A". Or ceci serait trés génant puisque c'est cette partie mé-
me qui constitue la preuve de la phrase contenue dans le corollaire et qui est :

il existe une infinité de translations telles que t(D) = D'.
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Cette partie, oll on ne parle que de rA;] , est suffisante pour prouver qu'il
existe une infinité de translations, mais reéarquons toutefois que las variables
rhAT]ét r;fﬁ]jouent exactement le m@me rdle dans le corollaire.

Le Marqueur r;helconqu;—T, que l'on trouve trois fois ici,est un renforceur

de V;quantifications (dont une différée).

2. Le cas des éguations.

Il existe.aussi un cas ol l'on rencontre souvent les Marqueurs, et notamment

le Marqueuriﬂéonné_]: il s'agit du cas des &quations.

Ce cas des Equations ast assez particulier en ce sens que 1l'onm y trouve aussi
certains mots Qui jouent un r6le épimathématique analogue & celui des Marqueurs, 3
savoir les mots :I_Z£connu (e}—w (adjectif ou substantif), FZEerché:](ou rzherch£;1%
r;;ramét£;1 ,r;onstant(é§1 {adjectif ou Substantif),l équatioﬁ—[, }systémEW s r;é—

soudréﬁ}, raiscutegw.

Ces mots, ainsi que les Marqueurs idonngjjr%ixé i,rgixgw (ce qui justifie le
lien avec le reste de notre travail), peuvent &tre associ@s entre eux ; ainsi on a

les assoclations

1. rlnconnue—]- r;herché_](ou r:herché;w _:[:@?ouerJY- . :
2, r;;ramétr;1 - rz;nstant;W -rgixé_T (ou‘ fixeri)sou lfixéw -ldonnéul— r;iscute;].

Beaucoup plus .que dans las chapitres précédents, les habitudes de notation
font qu'on peut souvent se passer des Marqueurs ou des mots analogues. Par exemple

le texte suivant :

[ , . . 2 _l
(4)27. -|REsoudre et discuter l'équation (a + 1 ) x =23~ - 1,
(QR ~ 2e CT - 1977)

est automatiquement interprété comme demandant de résoudre en‘ XﬂTet discuter

A - e 1 -
en[_awW. Autrement dit, ec'est par automatisme que[ix-1est considé&r&é comme "incon

aue" et 4adlcomme "paramétre’,
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Si on voulait &viter 3 la fois 1'automatisme et l'ambiguité, on pourrait &-
crire par exemple :

-

r;;soudre et discuter 1'équation em x
(a +1) x= 2% - 1

ol a est un nombre riel donné.|

Dags le cas des &quations (comme d'ailleurs dans la plupart des autres cas),
le Marqueur raonn;—]a'le double r8le de remforceur deV -quantification et d'indi-

cateur-renforceur d'antdriorité de mutification.

Ainsi la réponse 3 l'exercice (4)27 ci-dessus pourrait se formaliser comme
conjonction des deux expressions ci-dessous (dont la premi&re représente la "dis-

cussion” et la seconde la "résolution™) :

-. Ya E{ a ? -1 & 3! x E(a+l)x = a2~lj ) et { a = 1@\]’}: [(aﬂ)x = az—lj )]

- (Va.# -1} [ta+l)x = a2-1 & x = a—lj-

Remarquons au passage que 1'expressioni résoudre et discuter{revat un ordre

assez illogique : on doit en fait discuter avant de résoudre.

De méme le théordme classique sur l'2quation du second degré dans le domaine

réel (partie "discussion") peut se formaliser ainsi :

(Va %O ) V@ \‘/c '___Bx (ax2 + bx + ¢ = O}é}'bz- 4 ac> 0]

Dans tous ces cas, les "données" ou "constantes" r;—],fBW, [ c Tsout tout aussi

"variables" que"1'inconnue" | x |, mais la\f-quantification qui les affecte s'applique

avant la mutification (universelle, ou existentielle, ou existentielle avec unicité)

portant sur[ﬂx"1.

Dans les exemples suivants, rappelons (cf. 2.3.4.) qu'il s'agir d'exercices,

et que par conséquent les mutifications sont cemsdes s'exercer sur des &noncés ex -
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primés dans la réponse.

(4)28. —(;;solution_de l'équation 2 o = B, ol B est un angle donné de A, o un an-
gle cherché de ;:1

{(Géométrie - Gourion~Lixi- Term CE - 1978)

(4)29., -|Résoudre dans-)—l.‘{)2 le systéme suivant :
x2-.y2=a
2 xy =5
(a, b nombres réels donné;;T

{Decreton et Poret -~ Term CE - 1974)

(4)30.-|Résoudre les. &quations suivantes, a, b, ¢, &tant des nombres réels :
xz - 2ax + a2 - bz =0
(a- 1)2 X2 - (a+b) (a~-1)yx+ab=0
4 cZ X2 - 4 acx + az - (b + ¢c) 2 0.

(QR - 2e CT - 1977 - P. 68)

Dans l'exempiquZS nous avons le maximum d'informations sur chacune des.let-

tres intervenant dams 1'équation. Le texte ne peut &tre plus clair,

Dans l’exemple(é}ZS,gr&ce 3 [donn;—]qui précise quels sont les paramdtres, la
lecture du texte est encore relativement facile. r;onné“]compense 1'absence de

inconnugw .

Par contre, dans,l'exempld@)BG, il n'y a que les habitudes de notation qui
entrent en jeu ; on n'a ni[—gnconnugw , 1l [&onné_],(ni quoique ce soit d'équiva-
lent). C'est par automatlsme que[_x_lest considéré comme 1'inconnue et les autres

lettres comme des paramétres.

Bien &videmment. on peut rencontrer aussi d'autres Marqueurs que rgonné“1,
parmi les Marqueurs qui nous intéressent pour ce travail, dans les &dquations. Ainsi

voyons l'exemple suivant :
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l - 2 . .

(#)31. - Reso“@Fedda?5ZZ; L'équation ax + by = ¢ (a, b et ¢ &tant trois entiers
rationnels'queECanues;71

(Algébre - Term CE - Decreton et Poret - Ed Gamma - 1976)

Le mot quelconqﬁgw peut &tre un renforceur/indicateur de postdriorits de
zutification, mais pas du tout remforceur/indicateur d'antériorita de mutification
(ef. 4.1.). Ainsi dans cet exemple, son rdle est de renforcer la\f—quantification
sur r;11, FB'Tet [_c"](ce qui suggdre qu'il faut discuter) et peut-dtre aussi com-
me annulateur de restrictions &8ventuelles. Mais cette interprétation n'est valable

qu'3 cause des habitudes oﬁ[_%q‘etr—y—]sont les inconnues etfqéT rﬁ_], rﬁj les pa-

ramétres,

I1 aurait tr&s bien pu arriver &galement que 1'on ait r;onné;]a la place de
[;;elconques . Dans ce cas, rgonné;u]aurait el le rdle (que rahelconquéﬁ1
ne pourrait avoir )d'indicateur d'antdriorité des\f—quantifications sur ré.w

TB hlet rﬁ—]par rapport aux mutifications sur r%-1et r&—].

>
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CHAPITRE 5 : QUELQUES REMARQUES COMPARATIVES AVEC LTENSEIGNEMENT
SUPERIEUR.

Il nous a semblé utile de faire ici quelques remarques comparatives sur l'u-
sage des Marqueurs dams le Secondaire et dans 1'Enselignement Supérieur.

Pour cela nous avons regardé quelques livres destinés au Supé&rieur et guelques
revues, écrits paf des professionnels, afin de voir éventuellement des ressemblances

ot des différences avec le Secondaire.

5.1. Remarques_ générales.

lLa constatation générale est que l'on retrouve dans le Supérieur tous nes
Marqueurs avec les memes roles que dans le Secondaire.

Cependant, & propos-des phrases de PUD, quelques remarques sont & faire:

a) On note gue, contrairement & ce qu'on a vu dans le Secondaire, l'usage du
V.FéupposefT est trés courant dans le Supdrieur. La plupart des auteurs des livres

1 .
que nous avons pu consulter en tout cas 1'emploient.

b) Dans le méme ordre d’'idée, alors que dans un livre du Secondaire om emploie
des V assez variés, ce n'est pas toujours le cas pour un livre du Supérieur. De plus,
dans quelques livres du Supérieur on note une sorte d'automatisme pour certaines for-—
mes de phrases.

Ainsi, dans Bourbaki (Eléments de mathématiques. Edition 1970) ou encore dans
le livre de Jean-Pierre Lafon "Algébre commutative", quand on rencontre les phrases
entidres de PUD commengant par le V Soif), on trouve invariablement 1'ordre VLR

pour les composants de la phrase (et pas du tout VRL ou VRL).

c) On a remarqué aussi précédemment que, dans le Secondalre, on ne rencontre
que trés rarement des phrases de PUD sans que soit mentionné le référentiel des va-
riables. Or cet usage semble etre plus fréquent dans le Supérieur.

Ainsi trouve=t'on des phrases telles que:

(syr. - (Soient wuj, uo .
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(2. - Isoit S(X) = g aan; par définition, la s@rie dérivée S'(X) est don—
née par la formule
S'X) = Tanaxtt
n
n>0
- (Cartan - Théorie élémentaire des fonctions analytiques - p. 14)

d) Pour en revenir aux Marqueurs, comme on 1'a constaté dans le Secondaire,
- - i éri
{‘quelconque' et rﬁonné1 se Tencontrent dans tous les livres du Supérieur.

11 semble que les auteurs du Supérieur emploient plus volontiers le Marqueur

. .o .
férbltrazre! que les auteurs du Secondaire.

Il est rare que, dans le Secondaire, le Marqueur raonné! , dans les phrases
entidres de PUD commencant par V, se trouve juste aprds V., Or, dans le Supérieur,
. . . ~ .1

e'egt un fait qui se preoduit couramment, notamment avec les V ré‘u.ppose-,l:-1 et (Soit!.

Dounons en quelques exemples:

(5)3. —Téemarque: Soient donnés un ouvert U<RxE, un point (t., x.)EU, et
une fonction continue f£: U - ETW

(Cartan - Calcul différentiel - p. 114)

. i .
{3)4. =-'80it k un entier > 1. Suppcsons donnZes k fonections holomorphes de

k+1 variables complexes:

£ vy v, beid < k.|

{Cartan — Théorie &lémentaire - p. 214)

Comme dans le Secondaire, l'usage des Marquetits dans le Supé@rieur se fait la
plupart du temps selonr 1'inspiration des auteurs. Et cela explicgue assez bien 3 no-

tre avis le fait que dans certains livres, ces Marqueurs abondent, alers que dans

d'autres il v en a moins.

Mais voyons maintenant des exemples dans le Supérieur illustrant les grands

r6les des Marqueurs.

5.2: Quelgques i1llustrations.

5.2.1: Renforceur len ;gggggﬁﬂggzmut£:' ation

5.2.1.1: Renforce ur de guantification.

— mm wes e abs s et e
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(5)5 - MPour deux &léments quelconques x, v de R, ou bien x g ¥y, ou bien
¥ > K.
(Dieudonnd —~ Analyse — p. 18)

56 - F'si R et S sont des ensembles donnés, leur intersection RN S est 1l'en-

gemble des éléments communs A R et 3:

BAS = { x / xeR et xeS } .V

(Mac Lane — Algabre - p. 3)

-

Dans ces exemples, rquelconquéj et T donunés! sont bien des renforceurs de Y --

quantifications. Leur suppression ne génerait slrement pas la lecture.

(57 = rX étant un ensemble quelconque donné, moatrer que le dual du module

x)

est le module fonctionnel 3 gauche RX. (Utiliser le
X, gy 1

l1ibre & droite R

(X)

fait que R est libre pour d&finiy les £: R

(Mac Lane - Alg@bre - p. 254)

Dans cet exemple, rquelconquej et "donné 1 n'ont tous deux qu'un seul rdle

identique: celui de reaforceur de PUD.

(3)8 - [ bemontrer : les extensions. sulvantes de la régle | dans tout grou-

pe G:

si ar

(Mac Lane - Algdbre - p. 89)

a pour un &lément quelconque donné, alors r = u?

(La régle 1 dont on parle dans cet exemple est la suivante:
rRégle 1: Dans tout gzoﬁpe G il existe un élément unique u tel que au = a

pour tout asG et ua = a pour tout aeG.l)

On peut noter dans cet exemple une double incorrection. Tout d'abord, pour
aue la phrase soit mathématiquement correcte, on devrait trouver explicitement:
rpour un élément quelconque donné §:T, car il est impossible a priori de savoir
si 1'&l8ment en question est "aY ou TrY . De plus, meme si 1'on admet que 17&1E&-
ment "quelconque" est représentd par Fal, on peut se demander si la mutification
portant sur Cal est une 3 -quantification (traduction (1)) ou une‘v —quantifica-

tion {(traductiom (2)):

u) )
u ) )

(1) ¥r ([3a (ar=2)] = (r

() ¥Vr ((Ya ( ar

]
1]

a )] = ( r
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Dans un cas général ia traduction (1) est plus forte gque la tra-
duction (2). Malheureusement, dans le cas d'un groupe, (1) et (2) sont &quivalentes.
Et rien ne nous permet de saveir quelle est 1'intention de 1'auteur.

Pyl . . A . .
rquelconqué1 et [donnélont ici encore le rdle identique de renforceur de gquan-

tification.

Avec ces deux derniers exemples, on peut penser que certains auteurs du Supé-

rieur aiment la surabondance, le superfiu.

5.2.1.2: Renforceur de mutification ensembliste.

{(3)9 - ra) Montrer que si f n'est pas une application t = At + u, l'ensemble
(£(x) - £(¥))
(x - y)

de [0 ,8] tels que x # vy, est idenrique i 1 mM [T]

de tous les nombres

ol x et ¥ sont des nombres arbitraires

(Dieudonné - Analyse = p. 163)

Puisque l'ensemble 3 considérer est:

{ f(x) - £(y)

X~y /% g [@:8] s ¥ e [d,B] et X # vy}

le Marqueur Tarbitraires' est bien un renforceur de mutification ensembliste (ici

ensembliste—-image) .

5.2.1.3: Indicateur dans une allusion épimathématique & une mutification.

(5)10 = rdonc, d'aprés (7.1.1), ona & ...a_ ¢ | =& (( ”x “ +...+§lx ! ™My
%, X, ! I “nl
cela veut dire qu'étant donné ¢ >0, il existe n tel que 1l'on ait

(7.1.2) ﬂan(Xi""’Xn)if < =€ (11X]H ot Hxn! yB

. b . . P .

dé&s que ﬂxlﬂ +...+E'xn" < n . Mais alors cette inégalitd a lieu pour
i ' ~

LITERETE arbitraires, parce que,‘Pn gtrant multilinéaire, on a

=[xl i 3 1?11(X1""’Xn)EI'

Ainsi (7.1.2) a lieu quels que soient x

Wn(kxl,...,xxn)¥

preee¥ 5 comme ¢ >0 peut etra

choisl arbitrairement, on conclut que

~
?n(x],h..,xn) = 0 pour tous XysresX

Donc ?n = 3, et @ est de degré g n-1t1

~

{Calcul différentiel - Cartam -~ 197! - p. 89)
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Le Marqueur Farbitraires' indique que 1'on a en fait une ¥Y-quantifieation
sur rxl_‘,...,rxn"'. .

De meme , Cchoisi arbitrairement ! rappelle ta PUD que 1l'on a sur € '. Ce
rappel facilite la compréhension de la conclusion:

It : 7
r\fn(xl,...,xn) = 0. pOUT tOUS Xy,. 05X

5.2.2: Renforceur / indicateur d'ordre de mutification.

.2.2.1: Indicateur d'antériorite de \f-quantificatioQ;

i

(5)1].— MEtudier la variation des fonctions

' - i 1 \x p x+1
SRR ST LGS IO PR G IS -2

pour x >0, p &tant un nombre positif arbitraire fixé&; trouver leurs limi-

tes gquand x tend vers + -

(Dieudonné - Analyse - p. 174)

On a pu constater avec certains exemples vus auparavant ((5)7 et (5)8) que
deux Marqueurs différents ?ortant sur une meme variable peuvent avoir des roles
identiques.

Mais comme on a pu le vdrifier aussi dans- le Secondaire, deux Marqueurs dif-
f8rents pour une meéme variable péuvent avoir chacun un role différent. C'est ce qui
se passe dans 1l'exemple (35}11. |

Le Marqueur Marbitraire? est en effet un renforceur de la PUD sur " p7 (sa sup-
pression ne changerait en rien le sens de la phrase), tandis que Tfixg indique 1
antériorité de cette V/"quantificatinn de Fp1 sur la mutification fonctiommnelle (=)
implicite de Tx7). La réponse attendue (qui comporte une "discussion sulvant les va-

leurs de p'') sera du type: Vp ( p vérifie ... 3 la fonction x »... vérifie vea)

5.2.2.2: Indicateur d'antériorité de d-guantification.

T R T e e e mw o mww m vk E ue

(3312 ~ T... 0@ ~ h(a) = (g (£(@)s £'(a) ).(xa) + g' (£(a)). P (x-a)
+ u(E(x)-£(a)).
Pour prouver que h est différentiable au point a et a pour dérivée
g'(£(a))o £'(a), il suffit de montrer que le second et le troisidme ter-
me du membre de droite sont tangents 3 0, c'est-d-dire
(2.2.4)  [g' (E@). Y| = o] xa ),
(2.2.5) M E@-£@E) || =0 == ).
Or (2.2.4) résulte de
' @) Yo || ¢ JerE@f | teo |
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(2.2.5) résulte du fait que
loE) - £@] = f@ ~ £@])
et du fait que, en vertu de (2.2.2), 1'inégalité
[£) - €@ < ¥ .| xal
(o M est donné >§lf'(a)a ) a lisu pour %ix—a?! assez petit, comme cela
résulte de (2.2.2).1
(Ca;tan - Calcul différentiel -~ p. 31-32)

Dans cet exemple, le Marqueur Cdonngt 2 le double rdle d'indicateur de 3-gquan-—
tification et d'indicateur de 1'antériorité de cette 3 -quantification sur ! M7 par

rapport aux V-quantifications sur les variables Ma} et Fx7

5.2.3: Annulateur de restriction.

(5)13 - TNous verrons en 1-5 qu'on peut dé&finir un tel "calcul fonctionnel"

o 1 * - - .
pour les €léments normaux 4 une C —algébre quelconque (pas né&cessairement
s@mmutative)?‘

(J. Dixmier - Les C*“&lgébres et leur représentation - p. 9)

Le mot Tquelconque' ici manifestement insiste sur le fait que 1'on n'impose

' .. . . ”* - ' .
aucune condition particuligre sur la C -algébre, c'est vraiment un gnnulateur de

restriction.

(314 - Tdes notations similaires peuvent 2tre utilisdes pour 1'ensemble des
&léments d'une suite quelconque, finis ou infinie. !

(Dieudonné =~ Analyse — p. 11)

I1 est ctair dans 1'exemple (5)14 que rquelconqué\ a un role de renforceur

de l'absence de condition particuliére.

5.2.4: Usage de Tarbitrairement? , propre au Supérisur.

Il y 2 dans le Supdrieur un usage du Marqueur de forme adverbiale Varbitrai-
rement ! que 1'on ne trouve pas dans le Secondaire. En effet, on avait noté que,
dans le Secondaire, larbitrairement! &tait toujours soit accompagné d'un des Mar—
queurs comme | donné |, rfixé“i, Feige , oul choisi?! , soit {(dans les phrases de
PUD) d'une forme active des verbes T domnerV , ' fixer? et Tchoisir? (comme par ex-

emple: rDonnons-nous arbitralirement a>0:])
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Tarbitrairement! autrement,; et

Dans le Supérieur par comntre, on peut trouver
seul notamment.

Voici quelques exemples:

(5315 ~- I'soient A une partie ouverte de €, a un point isolé de €-A, r un nom-—
bre > 0 tel que tous les points de la boule |z-a| < r, sauf a, appartien—
nent 3 A. 31 f est une application analytique de A dans un espace de Banmach

complexe E, alors, pour 0 < |z—a| < T, 0on a

o] [ve

. _\m .\
f(z) _néO cn(z a) +n§1 dn(z a)

ol les deitx s&ries sont convergentas pour O<|z-a|< r, et

= 1. 3 f(o)dx , d_ = “if'f (x-a)n_lf(x)dx, ol v est le circult
o 2ai Y(X—a)n+l n 2w Ty

c

tv a + relt (0gtg27) .
Ceci résulte immédiatement de (9.14.2) appliqué 3 la couronne pélz—a|$ T,

ol p est arbitrairement petit.!

(Dieudonné - Analyse - p. 2453)

Le mot Varbitrairement” intervient ici dans le bloc [ arbitrairement petit?.
Ce blac renvoie de fagon extrémement abrég€e 2 un raisonnement qui aurait la struc—
ture suivante:

il s'agit de démontrer une &galitd de la forme Fa =38Y. A 1'aide d'un résul-
tat antérieur, le (9.14.2), on montre une égalité de la forme 'A - B = f(p)j vala-—
ble pour tous les o tels que O<p< ¥ , et od ‘f(p)' est infiniment petit avec p.

On en dé&duit ¥Ye 3o %if(p)!<s), d'ol Ve (IA - Bl<e ), ce qui entraTne bien A =3B .

Dans cette démonstration, [ p ! serait donc soumis successivement 2 une quanti-

fication universelle et 3 une quantification existentielle.

(516 - (g1 g est une primitive d'une application continue f de I dans F,
alors g a, en tout point £el, une dérivée par rapport 3 T €gale 3 £(§).
En effet, il résulte de (8.5.2) que pour tout intervalle[g,g+x]c;1

le(evr) - 8(8) - £(zf <z sup |£(g+m) ~ £(8)
Dgngh

pour Ogish, et sup |E(g+n) - f(g)“ est arbitrairement petit avec i, par
N Ogn<x
hypothesaSW

{(Dieudonné — Analyse — p. 168)
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Dans cet exemple, le mot | arbitrairement | , intervenant dans le bloc) arbis
trairement petit avec | (qui semble ici presque équivalent i [ infiniment petit avec!)
indique au lecteur averti un certain nombre de quantifications (surlA]let sur des
variables auxiliaires: les "&'" de 1'Analyse).

-

. . 1 -+ . N
Ces usages du mot { arbitrairement ! dans le Supérieur soant hien compliqués.

On estu & i ! i
T peu rassure en pensant au 11 n en existe pas de tels dans le Secondairs.
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CHAPITRE 6 : ETUDE COMPARATIVE DE LA FREQUENCE DES MARQUEURS DANS LES MANUELS DU
SECONDATIRE. ’

Comme: on.a pu le constater, la présence des Marqueurs est généralement facul-
tative: il est possible soit de les supprimer purement et simplement, soit d'intro-
duire une expression quantifiante plus explicite qui rend leur présence inutile.

On peut alors se demander 3 quelle fféquence ces Marqueurs apparaissent. Sont-ils

fonction de quelque chose?

Pour répondre i ces questions, quelques &tudes statistiques comparatives,
extrimement sommairées, ont &té faites ici. Il s'agit de relever le nombre des Mar-
queurs dans des livres entiers ou quelques chapitres de livres, et de comparer les

taux d'apparition des Marqueurs.

Dans les relevds, j'ai distingué les phrases entilres séparées de PUD od,
comme on 1'a indiqué dans les chapitres précédents, on trouve les Marqueurs plus

souvent qu'ailleurs.

Quatre types d'études ont &té faits:
- Etude de manuels de différents niveaux d'une méme collection.

- Etude de manuels de meme niveau mais &dité@s & des annies différentes, d'une

méme collection.
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Nombre de PUD Nombre de PUD Total des Taux de présence
sans Marqueurs avec Marqueurs PUD des Marqueurs
1 53 4 17 170 1 072

b) Moyenne derMarqueurs par page (PUD et autres)

Total du nombre Nombre de pages Moyenne par page

de Marqueurs

189 2809 C, 65

6.1.2: lere CDE - Tome 2 - Sur 381 pages.

a) Etude des phrases entidres de PUD.

- Etude de
- Etude .de

suite de 1'autre

6.1;::FEtude

manuels de méme niveau, mais de collections différentes.
manuels de meme niveau dans deux collections dont 1'une a pris la
chez le méme Editeur.

de manuels de différents niveaux d’une méme collection.

Les manuels dtudids sont ceux de la collection Queysanne-Revuz, &dités en 1974

(sauf le manuel de 48me qui a. été& &dité au troisiéme trimestre 1973) ; l'étude est

faite sur tout le livre entiérement, de la classe de A&me & la Terminale CDE.

6.1L.L. Terminale CDE. Sur. 289 pages.

a) Etude de phrases entiéres de PUD.

Nombre de PUD Nombre de PUD Total des Taux de présence
sans Marqueurs avec Marqueurs PUD des Marqueurs
l i
330 i 9 8 4 2 8 22 ,9%

b) Moyenne da Marqueurs par page (PUD et autres)

Total du nombre Nombre de pages Moyenne par page

de Marqueurs

PRV I ——— Y

383 i 381

6.1.3: 2de CT - Sur 344 pages (FEdition 1974).

a) Etude des phrases entidres de PUD.

Nombre de PUD Nombre de PUD Total des Taux de présence

sans Marqueurs avec Marqueurs PUD des Marqueurs

277 6 8 345 19,77
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%) Moyenme de Marqueurs par page (PUD et autres). 6.1.4: Conclusions.
Total du nombre Nombre de pages Moyenne par page On constate déji grice 3 ies tableaux que 1'usage des Marqueurs n'est pas une
de Marqueurs fonction simple de la classe (c'est—a-dire n'est ni une fonction croissante, ni
e décroissante, ni constante).
299 34 4 0, 66 Dans 1'emsemble des tableaux a), le pourcentage reste i peu prds invariant
de la 4éme 3 la lare (entre 19,7% et 23,57 ), et chute brusquement en Terminale
(ot il n'est plus que de 10%).
6.1.4: 3éme - Sur 257 pages. Pour les tableaux b), la moyenne par page varie entre 0,534 et 0,66, sauf pour
RN R la Jére ol elle est &gale 3 |.
a) Etude des phrases entidres de PUD. Dans les deux cas, ces fréquences sont loin d'étre négligeables.
Nombre de PUD Nombre de PUD Total des Taux de présence 6.2: Ftude de manuels de mége niveau mqgs edites a dgs_;nn%g; différentes,
sans Marqueurs avec Marqueurs PUD des Marqueurs g’uné méme collection,
| 59 L8 20 7 23,272 Les manuels consulté@s pour cette partie sont trois livres de la classe de
_ seconde de la collection Queysanne-~Revuz, &dités successivement les anndes 1970,
) Moyenne de Marqueurs par page (PUD et autres). 1974, 1977. Les tableaux correspondant aux relevés du livre &dité en 1974 figurent
déja dans ceux de 1'&tude précédente 4cf£:6.1.3). Il reste donc i donner les tableaux
Total du nombre Nombre de pages i Moyenne par page pour les livres &dité&s en 1970 et en 1977.
de Marqueurs i
— it ) 6.2.1: 2de CT - 1970 - Tome 2 - Sur 335 pages.
139 257 ; 0, 54
i
a)
PUD sans Marqueurs ‘ PUD avec Marqueursl Total PUD ] Taux des Marqueurs
* ‘ =
6.1.5: deme = Sur 238 pages.
347 8 0 4 27 18,7 %
a) Etude des phrases entiéres de PUD.
b)
Nombre de PUD Nombre de PUD Total des Taux de présence Total des Marqueurs| Nombre de fages § Moyenne par page
sans Marqueurs avec Marqueurs PUD des Marqueurs i
260 335 1 0,77
12 7 39 1 66 23,51%
b) Moyenne de Marqueurs par page (FUD et autres) . o 6.2.2: 2de CT = 1977 - Sur 340 pages.

Total du nombre Nombre de pages Moyenne par page

de Margqueurs

;
|
|

238 [ 0,57

et e . A AT,
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a)
PUD sans Marqueurs PUD avec Marqueursj Total PUD Taux des Marqueurs
:
258 65 i 323 1 20, | Z
b)

Total des Margqueurs| Nombre de pages Moyenne par page

2 45

.

340 f 0,72

6.2.3: Conclusions

Pour les tableaux a), on constate que les taux des Marqueurs augmente 1&-
gérement suivant 1'année d'&dition des livres: 18,97 - 19,77 - 20,1%.
Par contre, pour les tableaux b), cette augmentation ne se vérifie pas: 0,77

0,66 — 0,72, mais la variation n'est pas tré&s forte.

6.3: Etude de manuels de méme niveau, mals de collections différentes.

SR

L'étude ici a étd faite pour deux classes,48me et 2de, pour ume partie trai-
tant un Meéme sujet. '

Pour la 4Bme, j'ail choisi la partie qui traite des vecteurs et des transla-
tions. Selon la collection, cela constitue un ou deux chapitres.

Pour la 2de, j'ai choisi la partie qui traite des espaces vectoriels sur R
et des applications et équations lindaires.

Pour la 48me, j'ai consulté cing collections différentes de livres &dités
tous en 1979: Monge, E.Gallion, Renée Polle, Mauguin et Queysanne-Revuz.

Pour ia 2de, j'ai consult@ deux collections de livres édités tous deux en

1974: Monge et Queysanne—Revuz.

6.3.1: pour la classe de deme.

6.3.1.,1; Monge ~ 4deme - Sur 30 pages.

a)

PUD sans Marqueurs PUID avec Marqueurs

Total PUD i Taux des Marqueurs

l £ b e e s e

4 7

.M.
3]
—
JER—
9,1
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b)

Total des Marqueurs | Nombre de pages Moyenne par page

|
|
|

0, 23
€.3.1.2: E, Gallion - deme - 23 pages.
a)
PUD sans Marqueurs ] PUD avec Marqueurs |[Total PUD I Taux des Marqueurs
] !
6 2 ‘ 7 59 11,817
b)
Total des Marqueurs | Nombre de pages i Moyenne par page
; i -
10 | 23 0, 43
6.3.1.3: Renée_Polle - déme - 13 pages.
aj
PUD sans Marqueurs PUD avec Marqueurs lTotal PUD Taux des Marqueurs
24 5 i 29 17, 27
b)

Total des Margueurs i Nombre de pages Moyenne par page

I 6 19 ‘ 0,84

6.3.1.4: Mauguin - deme - 18 pages.

a)

PUD sans Marqueurs i PUD avec Marqueurs iTotal PUD Taux des Marqueurs

n
| %
5 4 2 § 5 6 §

e b Eo ki N e At e e
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6.3.2.2: Monge — 2de CT - Sur 8% pages,

b) _ B I e e e

Total des Margueurs | Nombre de pages Moyenne par page

a)
& ! {8 ’ 0 2 9 PUD sans Margueurs PUD avec Marqueurs iTotal PUD Taux des Marqueurs
i : = : , i , —
| |
| 270 | 2 ‘ i 6,712
6.3.1.5: Queysanne— Revuz—Rouquarlol - deme ~ 16 pages. 5
a7 ‘-"——----_...-..__. i b)
a) | Total des Marqueurs] Nombre de pages l Moyenne par page
PUD sans Marqueurs , PUD avec Mardqueurs | Total PUD ] Taux des Marqueurs
: - mHW_j e st o 6 8 9 l 0, 06
21 , 13 3 4 i 38, 2%
Cette fois-ci, les différences sont extr@mement marquées: 0,7 % et 36,47 pour
b) : le taux, 0,06 et |,!0 pour la moyemnme par page.

Moyenne par page
IO 6.4: ?tude de. manuels de meme nlveau:dans deux collection

Total des Marqueurs% Nombre de pages

dont l ‘une a_prls

E
2 6 - 16 i 1, 62

~ Pour cette &tude, j'ai choisi:

6.3.1.6: COHCIUSanS- i) deux livres de Terminale:

- Queysanne-Revuz — Terminale CDE - 1974
Pour la classe de Quatridme, ['obsarvation de ces tableaux montre bien que - Goukion-Novelli - Terminale CE - 1979

1 . . ’ . - -~ 3 a - - ._h_ N
L'utilisation des Marqueurs dépend trés fortement des auteurs. Le taux des Marqueurs J'al fait les relev@s pour un wéme chapitre intitulé dans les deux livres:

't] . - . . - . . - . . .
. . - . - Fonctio ! : £ " -
varie d'une collection 2 1'autre de 3,6% (Mauguin) 2 38,27 (Queysanne-Revuz), ce 7 numérique d une variable réelle: continuité et limites" (le second 11

qui est considérable. vre remplace la collection du premier livre, en conservant exactement le méme plan

De méme, laz moyenne par page varie de 0,22 31,62 et les memes divisions en paragraphes et sous-paragraphes).

11} deux livres de Troisidme:

= Queysanne-Revuz =~ 3éme — 1974

6.3.2: pour la classe de seconda.

=~ Corieu—-Gourion~Lixi-Goutodier-Rougeau — 1980

De méme, ici aussi, le second livre remplace le premier. Le chapitre 8tudid

g'intitule: "Appiications linéaires et Applications affines.”

a)
PUD sans Marqueurs l PUD avec Marqueursl Total PUD I
1 | ‘
35 | 20 55 ’ 36,47 i G411
i

{

6.4.1: pour la Terminale.

Taux des Marqueurs

Queysanne-Revuz - Terminale CDE - Sur 41 pages.

b) | a)
PUD sams Marqueurs PUD avec Marqueurs! Total PUD

vy,

Taux des Marqueurs

Moyenne par page

Total des Marqueurs{ Nombre de pages

e e e v e I N

71 6 4 7 4 6

(8]
w
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b)

Total des Marqueurs| Nombre de pages Moyenne par page

32 i 4 1

6.4.1.2: Gourion=Novelli - Terminale CE — Sur 42 pages.

T e e R T e e e m e m wa o e T T

a)

!
PUD sans Marqueurs PUD avec Marqueurs | Total PUD

Taux des Marqueurs

b

P e ottt 8 ki e e

20, 4%

39 ! 10 i 4 9

b)

Total des Marqueurs| Nombre de pages Moyenne par page

2 2 42 0,52

|

{
w..mm.—._-....‘..mw__.-...._...I...,...;_,—«_T..N_v.‘-,.ﬁ_.-“_m.._,,.-..l,.q~,_-..M.A.- T i

{

1

! |

-

Pour les tableaux a), le taux a augmenté& de 15,27 & 20,4%. Par contre, pour
les tableaux b), les movennes ont diminud de 0,78 3 0,52, Les différences sont net-
tes, mais beaucoup moins marquées gque celles rencontrées en 6.3 (méme classe et col-

lections différentes).

6.4.2: pour la classe_de 3éme.

6.4.2.1: Queysappe-Revuyz = Jeme - Sur 26 _pages,

e == T e e e e e —— i

a)

PUD sans Marqueurs i PUD avec Marqueurs | Total PUD Taux des Marqueurs

26, 97

i 9 7 I 26

b)

Total des Marqueurs; Nombre de pages

Movenne par page
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§.4:2.2:  CordeusGourion... - Jeme - Sur 23 pages.
a)
] !
PUD sans Marqueurs 1 PUD avec Marqueursi Total PUD % Taux des Marqueurs
: |
i i ¢ e e e
| : I
2 2 | 3 (25 g 12 7%
b)
Total des Marqueursl Nombre de pages ' Moyenne par page
8 l 23 i 0,34

ﬁ'g;%:Z’ Conc{qg{pqu

Ici, contrairement 3 la Terminale, le taux des tableaux a) a nettement baissé,
mais, 13 encore, beaucoup moins qu'entre les collections différentes vues en 6.3.

Quant 2 la moyenne des tableaux b), elle n'a pratiquement pas changé.

Ce que 1l'on peut conclure de ces tableaux est que 1'usage des Marqueurs ne

se fait que suivant 1'inspiration des auteurs. Il n'est fonction ni du niveau de la

classe, ni de la date d'&dition.

La fréguence des Margqueurs n'est jamais négligeable et est parfois considéra-

bie.
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CONCLUSTIONS

1. Conclusicns technigues.

11 nous semble que les usages possibles des différeants Marqueurs peuvent &tre
résuméS'danskle:tahleauisuiként.

renfor - penfor~ |[renfor- penfor- |¥enfor~ Roenfor- fenfor - !énnula*
ceur/indipeur/indi| ceur/in-¢eur/indi| ceur/infeur/inditeur/indi §teur de
cateur depateur de|dicateurpateur defdicateudrateur fateur defrestric-
\f 23 de{com— {?mage g de b—y i 'antériopostério-ftion
yréheny 1t8 _de Fitéd
qunn } Elflcatﬁugffﬁgat
D
guelconque X ? X X X X X
arbitraire X ? X X £ X X
Honns X X X
fixé _ X X
fixe X X X
Fhoisi X X
yariable X X X b:4
i

-] X { indique que c'est un cas qui se produit,

indique que c'est un cas que nous n'avons pas rencontré, etirmus n'avons pas

réussi 4 imaginer un exemple: convaincasnt.
-1 ? indique que c'est un cas-douteux : h&sitation entre une J-quantification dans

une mutificatien ensembliste-compréheusion\{{,gompréhension}‘),;et une mutifi-

cation ensembliste~image ({ image} ).
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Dans le rdle d'annulateur de restriction et de:renforceur/indicateur d'ordre
de mutification, .on peut dire que 1'emploi. de chaque Marqueur est relativement clair
{ encore que, pour un &l&ve, retrouver le bon ordre des mutifications n'est pas tou-

jours &hose facile).

Par contre.dans le rdle de renforceur/indicateur de mutification, il est beau-
coup plus difficile de s'y retrouver (un méme Marqueur peut Ztre renforceur/indica-
teur de mutifications différentes). Il n'y a pas de moyen sfir & 1'avance qui nous
indique 4 quelle mutification on a affaire ; seul le contexte peut le dire. Un glave

pourra—-t-il toujours g'en sortir seul?

Remarque : pulsque r;snné peut intervenir dans le rdle de renforceur/indica-—
teur dei}*quantification, on peut se demander pourquoi il n'en est pas de méme pour

Ifixé let rzgoisi-]. Bien siir, on peut rencontrer des phrases telles que :

—ran peut cholsir o tzl que ..TTW

1

*TEl est possible de fixer y de telle sorte que ....
dans leéquelles on reconnalft une_quuan;ification-(grace aux mots r;euf—]et

r-;ossibI;—T), ou encore des phrases telles que :

—fu peut &tre choisi de telle sorte que ..?71

Mais dans tous ces eas (y compris le dernier, oil r;hoisi“]intervient dans le

b10c| étre choisi Iqui est une forme passive de] choisf;_1), il ne s'agit pas de

Marqueur au sens défini dans ce travail (cf. }.1.4.).

2. Conclusions pedagogigues.

Ce travail comstitue une étude linguistique de type monographique sur un point
trés particulier du langage mathématique : l'emploi des mots que nous avons appelés
Marqueurs. Nous pemnsons que des &tudes monographiques portant sur d'autres points
particuliers conduiraient & des conclusions générales analogues. De facon sommaire,

ces conclusions sont les sulvantes :

a) du point de vue de sa structure linguistique {(c'est 3 dire indépendamment



- 140 -

dé. la complexité proprement mathématique des contenus}, le langage utilis& dans les
manuels de 1'Enseignement Secondaire est essentiellement le méme (et en tout cas,
est aussi compliqud) que celul utilisé dans l'Enseignement Supérieur ou dans les

articles 3 1'usage des mathgmaticiens professiomnels.

b) ce langage utilise un grand nombre de procédés spécifiques, souvent gub-
tils, parfois d'usage délicat, et dont la connalssance et la compréhension ne peu~
vent absolument pas &tre présupposées {non seulement chez l'enfant, mais méme chez

1'adulte cultivé non mathématicien).

¢) parmi ces proc&dés, il y a l'utilisation de certains mots dont 1'utilité
est variable : ils sont parfols indispensables (du moins en 1l'absence d'expressions
plus explicites mais plus lourdes), parfois simplement utiles, parfois superflus,

voire dangereux.

Par ailleurs, il faut noter une différence importante entre les classes de
frangais et de mathématiques : dans les premi&res, on fait une large place i 1'ana-
lyse des procédés syntaxiques et sZmantiques employés dans les textes &tudisds ; par
contre dans les secondes, les explications linguistiques sur les procédés particu-
liers du langage math&matique sont extrfmement rares, d'oﬁ.une grande difficulté

pour beaucoup d'éléves & remédier par eux-mémes 3 leurs incompréhensions éventuelles.

Quelles comclusions pratiques peut~on alors tirer sur la facon d'écrire et
de rédiger des manuels destinés aux &l&ves du Secondaire? On peut définir deux at-

titudes possibles, opposées, entre lesquelles i1l ¥ a une multitude d'intermédiaires.

‘La premidre attifude est.de considérer . que les &l&ves doivent étre. habitués
au langage math&matique tel qu'il est (y compris dans ses subtilit&s et ses abus de

langage) grice 3 un entrainement pratique.sans explications théoriques.
La seconde attitude consiste 3 n'utiliser dans les textes destinés aux 8ldves

du Secondaire que des proc@d&s linguistiques simples et diment expliqués.

Quelle que soit la solution adoptfe, il nous semble que les Professeurs de
mathématiques doivent &tre capables de tout expliquer aux Glaves.

Dans le cas particulier des Marqueurs, il nous paralt que leur usage devrait

8tre r8duit au minimum, uniquement aux cas ol ils seromt.r@ellement utiles, et avec

el i
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les explications nécessaires.

Beaucoup de points restent & exploiter concernant cette &€tude, et en particu-
lier nous regrettons de n'avoir pas pu faire des &tudes expérimentales auprds des
8laves eux~mémes. Nous espérons tout de méme que ce modeste travail contribuera 3

aider les enseignants de mathématiques dans leur tiche.



DI FEICULTES LINGUISTIQUES ET PEDAGOGIQUES "SOBLEVEES
PAR L'EMPLOI.0ANS LES TEXTES MATHEMATIQUES. DE
CERTAINS ADJECGTIFS MARQUEURS DBE VARIANCE.
(Exemplés prinecipalement empruntés aux manuels

du Secaond Degré)

ERRATA

. Comme nous 1'avons indiqué au paragraphe 0.1.1., la.typographie des auteurs cités dans cette étude n'a pas pu 8tre res-
pectde. C'est un imconvénient lorsque 1'écriturée de ces citations est aitisl rendue plus lourde ou moins claire. Par exemple,
% page 62 aux lignes 8 =t 10, un espace plus large devrait exister entre R ot "\cos «I" d'une part, et entre "R" et*lx ®
-k (xo) I" d'autre part ; 2 la ligne 12, l'astérf%ue devrait @tre plus rapproché du signe + @ dans "Iﬁf‘“ {idem page 10Q).
Par ailleurs, & des androits différents de cette brochure, les espacements entre les lignes me sont pas toujours corrects.
Par exemple page 22, un double interligne seralt nécessaire entre “rggit M un point choisg_]" et "De méme on peut écrirel,
tandis qu'un seul suffiraic emtre "Ig;}t © un peint fixe du plé;_1" et "Mais on n'écrira pas' . Des probléemes analogues se

/ rencontrent aux pages 48 et 76,

Nous nous excusons du probléme de. tirage pout le haut de la pagei?3,

ase 8§ : ligne 10, aprés "certainms autematismes! ajouter la phrase i"Toutefois un point placé 2 cet endroit séparerait plus
pag g . ap _ P

nettement les deux phrases et serait dome préférable”,

page 22 : ligne 2, aprés Vapparente” remplacer la virgule par deux poinks.
ligne 3, supprimer "cer-",
ligne 4, aprds "cercle (c),..]" mettre un pelnt~wirgule,

. ligne 5, aprds "points de base d'un faisceau" remplacer la wirgule par un point=virgule.
page 26 : ligme 13, remplacer les guiilemets par des crochets de citatiom (r.]).
pace 33 : ligne 16, rajouter aprds "la phrase suivante” : " (8xclus €0 pratigue)."

page 39 : ligne 8 & partir du bas de page, remplacer “dans la rubrique ''Cas douteux" 'par Ysous la rubrique 2.3.2.3.7

page 41 : ligne 13, lire "Sans doute y aurait-il" A la place de "Sans doute il y aurait-il".
page 44 1 formule e} du 2.2.3.2, :Qé, %, E1,..., X5 En’ ainsi que les symboles& devraient se trouveT sur la méme ligne.
page 45 : ligne 9, lire Moutification” 3 ia place de “mtufication”.

page 46 : dernitre ligne, & la place de "yans cet autre exemple” lire "Dams ce dernier exemple',

page 47 : ligne 10 & partir du bas de page, lire "0£x<3" au lieu de "0€x =~ 3",
page 48 : ligne 5 A partir du bas de page, supprimer la parenthise aprés "récente”.
: . ' page 53 : exemple (2)18, mettre un crochet de citation au début.

exemple (2)21, sculigner "gpient."

page 54 : ligne 14, mettre um crochat de citation av début.

. page 57 : exemple {2)27, souligner "3i u et v sont des vecteurs de "
exemple {2)28, sculigner "a étant un nombre réel'.

. . page 59 : ligne 10, mettre ‘2é%i'entre des crochegs de citation,

. ' page 63 : ligne 1, vemplacer "Dans cet exemple" par "Dams 1l'exemple suivant"

\
-
!

ligne 6, M, pi = , aiiﬂg_devraient se trouver sur la méme ligne.

page 65 : aprés i'exemple (2)42, ajouter : "Remarque.: Bien que 1'exercice ssit donné sous la ferme interrogative, 1'auteur ne

termine pas son texte par un point d'interrcgation comme il serait correct de le faire."
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1
page 69 : avant derniére ligne, remplacer " of LE" par "o £ gn.

P s P
page 70 : lignesii, 12,13, supprimer la phrase "Cette catégorie.... sous—catégorie particuliére,

page 72 : ligne 2, lire "oonsidérée” au lieu de "considéréés.”

H it
ligne 10, lire "Ce syntagme R est presque toujours" au lieu de "Ce syntagme R est toujours .

page 76

: s s g t]
page 78 : ligne 4, aprés "restrictive" ajouter "indécomposable”.

n
ligne 13, remplacer "ce syntagme" par "le syntagme.

2: ' =

3 3 - T L "n ‘Q.— T .

page 80 : ligne 4, 2 partir du bas de page, lire "f:i au lieu de "2 A

page 83 : ligne 11 avant le bas de page, aprés “le sens de laz phrase” ajouter "(ef. 1,4.5.)".

page 84 : ligne 7 avant le bas de page, aprés "la phrase de PUD" ajouter "du type étudié Iei."”

page 89 : avant dernidre ligne, lire "Supérieur” au lieu de "supérieur",
page 90 : ligne 10, lire "trouver" ay lieu de "rouver."
page 93 : ligne 10, supprimer la wirgule aprds "c'

page 104: ligne 8, lire "peut-&tre" 2 la place de "peut &tre."

s ax . s "
ligne 9, remplacer "&tre indépendants” par "représenter des vecteurs indépendants,

page 109: mettre la ligne 5 avant le bas de page entre des crochets de citation,

page 112 : ligne 9, supprimer le sculipmement de "point."”

page 113 : ligne 153, mettre "v——3 " entre des crochets de citation.

ligne 5 & partir du bas de page, supprimer le soulignement de "complexe."

page 116 : ligne 9 avant le bas de page, mettre la parenthise fermante aprés "Y}ixgw" et non pas aprés "(%ixegw '
ligne 10 3 partir du bas de page, mettre la parenthise fermante aprés "lchercher|” et non pas aprés "r}ésoudré1 '

ligne 12, remplacer "a = 1" par "a = -{."

page 117

page 118 : ligne 6 avant le bas de page, remplacer "quoique™ par "quoi gque "
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page 125 : ligne 10, lire "par rapport 2 la E}—quantification sur la variablelx1 " i 1a place de "par rapport auxif«quantifica—
tions sur les variables [aler {x."

ligne 4 & partir du bas de page, lire "accompagné soit " au lieu de "soit accompagné,"

page 126 : ligne 3 & partir du bas de page, lire "0= 584" au lieu de ”D_-f_-%-"&f{ ",

entre les lignes 13 et 9 avant le bas de page, remplacer respectivement "A" et "B par " et "B,

page 139 : ligne 10, aprés “Cdonné | ajouter "ainsi que { fixe ] ".




