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 ���
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��� �� ��� �����������( ��� ���������
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� ��������� �� ��� ��
�� ��������� &�� 
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��� �� ������ 
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�� *�+ #��� �� ���������� ��� ������ ������������ ������ �� �
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a > b. ���������� � �
��� ���/�
��� �� ��$���� �� �� ����'��
 ���
���� σ∞� "������ ����� ���� ���

�����
� �� ��� ����������� �� �� ���#� ���� ��� ��'���� ������ �� ��� �
��� �� 
�
���� �� ��� ��� ��

��� �

���� ��� �� ��
���� �� ��� ����� ��
��� �� σmax = σ∞(1 + 2a/b) � &�� ������ 
��
���������

��
��� Kt �� ���� ��$��� �� Kt = 2a/b ���� ��������� �'

�����
� �� ��������� 
�� ���
� �
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�
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��3
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� �� �� ������������ � 
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�����
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����
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��� ������ ���
���� �� ��� 
��
% ���� �� �#� ����������� 
������%

������� "�

���� *5+ ��� )�#�� *6+ ���#�� ���� ������ �����
����� �� �� �� ��� ����� r−1/2� #��� r
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 �	�
��
 �� � �� ����� ���� � ! " �#�$� % (x, y)
 %& �'! ()* � (r, θ)


'��%� #+� � &� * &�$# %"� #) #+� #�( �$�� ���
	
�!
 �%&��&, #+�  $-.(#)#�" $#��$$�/�*& �$ �%#���*-

&�/%�& '- �%�0��$ * 1���+# 2�%"#�)%$,  %&  $�# )2 (�)'*�.�&�(�%&�%# $" * �$, KI , KII  %& KIII 


�% ()* � "))�&�% #�$ #+� $#��$$ /�*& �3( %$�)% " % '� �3(��$$�&  $�

σrr =
KI

4
√
2πr

(
5cos

θ

2
− cos

3θ

2

)
+

KII

4
√
2πr

(
−5sin

θ

2
+ 3sin

3θ

2

)
+O(1) �	
	!

σθθ =
KI

4
√
2πr

(
3cos

θ

2
+ cos

3θ

2

)
+

KII

4
√
2πr

(
−3sin

θ

2
− 3sin

3θ

2

)
+O(1) �	
�!

σθr =
KI

4
√
2πr

(
sin

θ

2
+ sin

3θ

2

)
+

KII

4
√
2πr

(
cos

θ

2
+ 3cos

3θ

2

)
+O(1) �	
4!

�+� ")�5"��%#$ )2 #+� *� &�%� )�&�� )2 #+�$� �3( %$�)%$, KI , KII  %& KIII ,  �� #+� ������

��������� �	
���� �
��! )2 #+� #+��� ")���$()%&�%� .)&�$ )2 2� "#���  %& O(1) �")%$# %# #��. �%

#+� �3( %$�)%! #��.$  �� $�'�$�%��* � #��.$ $�"+  $ #+� ��$#��$$ )� ')�%& �- �6�"#$  "#�%� 2 �

2�). #+� "� "7 #�( 89:


�)%$�&���%� #+ #  "� "7 " % '� &�/%�&  $ #+� *)"�$ )2  &�$")%#�%��#- �% #+� &�$(* "�.�%# /�*&

u )2  $)*�& ')&-, �# �$ �$�2�* #) &�$#�%���$+ #+� #+��� ' $�" $)*�"�# #�)% .)&�$ )2 #+� "� "7
 �+�

&�$(* "�.�%# ;�.( [u] = u+ − u− �$ #+�% &�/%�& '- #+� &�6���%"� '�#1��% #+� #1) /�*&$  "�)$$

#+� 2� "#��� $��2 "�
 <+�*� .)$# "� "7$  �� $)*�"�#�& �%&�� ").(*�3 .�3�&�.)&� *) &�%�,  %-

$#��$$ )� &�$(* "�.�%# /�*&  �)�%& #+� "� "7 #�( �$  *�%� � ").'�% #�)% )2 #+� #+��� 2)**)1�%�

.)&�$,  $ �3(��$$�& �%  � �#�$� % "))�&�% #� $-$#�. �
�� ���
	
4!�

• .)&� �, )� )(�%�%�� #+� "� "7$ *�($ .)0�  1 - 2�). � "+ )#+�� �%  &���"#�)% (��(�%&�"�* �

#) #+� (* %� )2 #+� "� "7


[ux] = 0, [uy] �= 0, [uz] = 0 �	
=!

• .)&� ��, )� $*�&�%�� #+� "� "7 *�($  �� $+� ��& �% &���"#�)% )�#+)�)% * #) #+� "� "7 2�)%#


[ux] �= 0, [uy] = 0, [uz] = 0 �	
>!
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• ���� ���� �� �������� ��� 
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) 
��� ��� ������� �� ����
���� ���������
 �� ��� 
��
) ������

[ux] = 0, [uy] = 0, [uz] �= 0 ���*�

+�#�� ��� ��
���������  ��,��� ������ ��� ����
�
����� �� 
����� �
����
��$� �� �� ����� 
� �� ������#�

�� �"�
�
�� �"�������� �� ��� -�� �����
 �� � .! ��� 
�� &��� �.(�

KI = lim
r→0

μ

κ+ 1

√
2π

r
[u2] �����

KII = lim
r→0

μ

κ+ 1

√
2π

r
[u1] ���/�

����� μ �� ��� ����� ����
�� �� ��� �������
 ��� κ ��� 0�
���# 
�������� ,���� #�
�� �������

�� ��� 1������2� ����� ν ��� ��� �
��� ������ �� ������ �����������

κ =

⎧⎨
⎩
3− 4ν ��� �
��� ������
3− ν

1 + ν
��� �
��� ������

���3�

4���� ��� #�
��� �� ��� ������ ��������$ ��
���� ��� ��
$ 5������$ ��� ��������� �� ��� ������

�����
����$�  �� �
�� ���#��� �� ����
����� �� ��� ������ �� ��� 
��
) ��
�
�������� 4��� ��
���

���
� �� ����������� ,�

  � �����
 �� ��������� ��� 
��
) ����������� ����
����� ,������ ��� 6���

�� ����
���#� �� ,��� ��� �� ��� 
��
) ���������� �� �

� ������� �5������� ����� ������� �����

���, ���� ��� �������#� ���� ���� �������
�  ���) ,��� ����� ������ ���
��� � 
������ 
����
�
 #�
��

 �
���� �����
�
� 
� �� � 
��
) ��� �� ��� �������� ����� �� �� ��6���$�

4� 
��
��#��� ���� ��� 
��� ��,�� �����
���� ��� �"�����
� �� � �������
 ��������� 5������$

KIc� ��� ���
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� ��� 
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�$�� (���%' ��� *��+ �% �%'$��, �&� �� �%�$-��� ./01 ���2&� ������ ) �% 	345 &� 6�"%)�%' &� ��- �6

6���&"� 7 ���%��� .80 �� �%  9& %���% �6 &� :��& ���%���$ �6 &� �7�)-%�7���� &� �%&��)"�&��%

�6 &� �"�6��  % �'- γs �$$�* ) ���2&� &� ��%��) � �����'�&��% �6 � ��  9��&�%' ) 6 �& �� �%

 % �'-�(�$�%� ���($ 7
 � � γs �&�%)� 6�� &�  % �'- % � ����- &� �� �& % * 6���&"� �"�6�� �

� � "%�& �� � �%) �� �%&��%����$$- &� ) &� &�  % �'- % � ����- 6�� (�%) (� �+�' 
 �% &�  # %& �6

� !"�����&�&�� ����+ �����'�&��%1 �%) % '$ �&�%' �$$ %�%�7 ���%���$ *��+�1 &�  % �'- (�$�%� 

( &*  % &*� �%�&�%&� t �%) t+ dt ��  9�� �� ) ���

δWext = dWk + dWel + 2eγsdl ;	
	5<

����  !"�&��% ��%# -� &��& &� *��+ �6  9& �%�$ 6��� � δWext �� ��%# �& ) �%  �&� � &� #����&��%

�6 &� +�% &��  % �'- Wk1 �6 &� �&���%  % �'- Wel �� &� �� �&��% �6 % * 6���&"� �"�6�� � *� %

&� ����+ &�&�$ $ %'&� �%�� �� � �6 dl
 �� % *$- �� �& ) �"�6�� �� � �7�"%& &� 2dA = 2edl1

*�&� e ( �%' &� &���+% �� �6 &� 7 )�"7
 =� % dt '� � &� 01  !
 ;	
	5< ��% ( � *��&& % �%

& �7� �6 ��* ���

Ẇext = Ẇk + Ẇel + 2eγs l̇ ;	
		<

�� ������ ������� ��	� G1 &��& �� &� ��- &�  % �'- ��%�"7 ) )"��%' ����+ �����'�&��% � � "%�&

�6 % *$- �� �& ) 6�  �"�6�� � �� �1 ��% ( ) :% ) ���

G = − d

edl
(Wel −Wext) ;	
	4<

����+ �����'�&��% *�$$ ( "%�&�($ �6 dWk/dt > 0 .	>0 *���� &��%�$�& � ���

∂Wk

∂A
.
dA

dt
> 0 ;	
	><

��# % &��& &� ���"7�&��% &��& &� ����+ ��%%�& � �$ �%) �%$- �)#�%� 1 �
 
 dA/dt > 01 * 

� &�� # �
∂Wext

e∂l
− ∂Wel

e∂l
− 2γs > 0 ;	
	8<

���

G > 2γs 6�� "%�&�($ �����'�&��% ;	
	/<

�% &� �&� � ��%)1 * �$ ��$- ' & 6��7  !
 ;	
		< �%) ;	
	4< &��& &� 6�$$�*�%' 7"�& � 7��% &�" 

�& �$$ &�7 � �6 � !"�����&�&�� �����'�&��% �

Gl̇ = 2γs l̇ ;	
	?<

�� ���2&� �����'�&��% ���& ���% � �"$&� 6��7 &� &*� ��$"&��%� �6 &���  !"�$�&-� �� ����+ ������
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G =
κ+ 1

8μ

(
K2

I +K2
II

)
+

1

2μ
K2

III "���1$
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 ������� �� ��� KI = KI,c
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�, � -$&����� � �	�
� *"�*&)&���� �,�%, %&� 3 %$#3 "��# �� %�#*$� $���) .���  ' # ��
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G(ΘΘΘ) =

∫
D
(ψ∇.ΘΘΘ− σσσ : (∇uuu∇ΘΘΘ)) dV /�
7B1
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������� ����������+ �� ���� ∇ΘΘΘ/. �����+ �(
�!� �� �� ���
�� ����������� ��� 
��
 

��! 01�2� '����� ��� ����� ����+ ΘΘΘ = (1, 0) ��� ΘΘΘ = (0, 0) ������� ��� ����� ���� ���� ���� ���"�

$��� 
���������
� ��
������ ��� ��3� �� ��� �
���
 ����������� �������

��� �
 
�� ���
�	�� ����� 
��

4��� ��� 56�������
 ������ �� ��� G(ΘΘΘ) !��
����� ��� 
������ �� ����� �������� ��
�!���
��� ��

��������� ��� ���������
 ������ ��������� ��
���� ��!�����
�� $� ��!����� ��� ����� ��!���� �����

��� �������� ��� &'�+ ��� ��� �� ����� !���6����!������ �������
� �� ��
���
�� &���� �� ��	 0172

���� 4����8� ��
�!��
�
 ��� ������� ��� ��� 
�� ������� ��� &'� ��� ��� %��� ����� ������ %�
�



�� ������	 �
 �����

��� �	����	�� ����	������ �����	����

���� ��
 ��
�� ��� !"� ��
#�� � $%�� &!'� ��� (��� �)*����$ %  + , -$%�,� ' ./$%,�$ %  + KI ���

KII �� � ������	 
����	�
� �� � �
�

�	 ����
��� ��� �� ��� ���� ���� ��� ��
����	�
 ��� ��
���
�

���


�	� ��
�� �� �	����� ���  �

�!�� � 
���	���
���
����	�
 �����
"��� #���
��	
�� � ���
$�

������
��
 �"�


�	
��
(
u
(tot)
j , ε

(tot)
jk , σ

(tot)
jk

)
�� ��� ��� �� ��� ��		��� �����

(
u
(c)
j , ε

(c)
jk , σ

(c)
jk

)
���

�� ���


�	� ��
�
(
u
(a)
j , ε

(a)
jk , σ

(a)
jk

)
� �"� %&�'() 
� 	���	��
���� �� ���	��� ��� ����
 ��
����	�
 ��*

J tot =

∫
Γ
(ψtotnx − (σcij + σaij)(u

c
i,x + uai,x)nj)ds %&�+')
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�� ψ
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∫
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]
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M11(θi) M12(θi)
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[
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M11(θi) = 1− 3π2

8
m2 +

(
π2 − 5π4
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)
m4 +

(
π9

9
− 11π4
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+

119π6

15360

)
m6

+ 5.07790m8 − 2.88312m10 − 0.0925m12 + 2.996m14 − 4.059m16

+ 1.63m18 + 4.1m20 +O(m22)
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M12(θi) = −3π
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(
10π

3
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���.1!

M21(θi) =
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+
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)
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εe1 �%"  �� #% �(%�� '��� #� "�*�(!� #�% εe�

ε = εe + εp 6
�7.8
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ρė = σ : ε̇+ r − "#+q 6
�7:8

3��(� ρ #�  �� "�%�# )1 e  �� #% �(%�� �'��#,� �%�(2) 6�%�(2) '�( &%# !���81 r  �� ��� ��&(��

"�%�# ) �%" q  �� ��� ;&9�

5� �9'(��� ����%" ��3 �*  ��(!�")%�!#��  �(�&2�  �� ���&�#&�
�&��! #%�4&��# )�

σ : ε̇p − ρ(ψ̇ + sṪ )− q
∇T
T

� 0 6
�7<8

3��(� ψ = e− Ts #�  �� �'��#,� *(�� �%�(2) �%" s  �� �'��#,� �% (�')�

����� 	��
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��		 	�	��� ψ = ψ(εe, T,Vk)� $������ �	������� ��	 �	�������� �� �� �����%�	 �� �	���	�	 ��	 ����	

���� �� 	�����
��� ���� 	�� &��'() ��� &��'*)�

σ = ρ
∂ψ

∂εe
&��'+)

s = −∂ψ
∂T

&��',)

$��� σ ��	 ���	�� �	���� ��	� ��	 ���� �����%�	 �� ε�

-� ������� �� �� �����%�	 �� �	!�	 ��	 ���� �����%�	� �� ��� Vk�

AK = ρ
∂ψ

∂Vk
&��./)

0��	 ���� ����	 	�� &��'+) �� � ����	 ��� �	�
��%��� ��	 	�������� �� �� ���	����	 �	!�	� ���	����

�����%�	 	�� &��./) �� �	�	�� � �	!������ �� ��	 ���� ���	���� �����%�	� Ak� 1��	 	�������� ��	
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�

2 ����������� ���	����� φ = φ(ε̇p, V̇k) �� �������
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−ρ ∂ψ
∂εp

ε̇p − ρ
∂ψ

∂Vk
V̇k − q∇T

T
� 0 &��.�)

⇔ σ : ε̇p −AkV̇k − q∇T
T

� 0 &��.�)

3�	 !��� �	�� �	�	�� �� �	
����
�� ����������� ��� ��	 �	
��� �� ��	���� ������������ %��� ����
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3�	 ����������� ���	����� �� �	�	����� 
���	� �� � �������	 �
���� ���
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�� ������������ 3�	 	������ �	������ �� ��	��

AK = − ∂φ

∂V̇k
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σ =
∂φ

∂ε̇p
&��.')
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φ∗(σ,Ak) = sup
(ε̇p,V̇k)

[σ : ε̇p −AkV̇k − φ(ε̇p, V̇k)] +	
,,-

.�  �/� � ���

ε̇p =
∂φ∗

∂σ
+	
,0-

−V̇k =
∂φ∗

∂Ak
+	
,1-
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���� �	
���� Γ 	-�	����� �� ��	 x ���	
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d(x) = e−|x|/lc *��&.+
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������	�� ���� ��	 ����� 
��

 ��������� d(0) = 1� d(±∞) = 0 ��� ��

lc → 0 ��	 �����	 ���� �	 ���� 	�	����	�	 ��� �� x = 0� )� 	"� *��&.+ ��	 �	���� �
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d(x)− l2cd
′′(x) = 0 *��&4+

��� �������� �� 	"� *��&4+ ���� �	
	������� ������� ��	 
���������

d = ���

{
inf
d
I(d)

}
*��5'+

��	�	 �	 �	!�	 ��	 ���
������ I(d) ���

I(d) =
1

2

∫ +∞

−∞

[
d2 + l2cd

′2] dx *��5�+

)� ��	 
��	 �� �� ��!���	 ���� I(d = e−|x|/lc) = lcΓ� 6	
�������� Γ �� ��	 
��
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 �	��	�	������� �� � ����� ���
	� ���� �	 ���	 �� ������� �� �� �����	 �����	

�	��	�	�������� Γ = I(d = e−|x|/lc)/lc� 7	 ��� �	�	����/	 �� ����	� ���	����� Γ �� � ���
���� ��

��	 �����	 d ��	�	�� �� ��� ����� ���	������� ���� Ω�

Γ(d) =

∫
Ω
γ(d,∇d)dV *��5�+
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����� γ(d,∇d) �� ��� ����� ������� 	�
���
 ��
����
� �� �� �� !"# ��� �$��%�&$' () �*� +
�,
-

�.��$'�' �( /� ���0&��($�1 '�2�'�' 3# lc�

γ(d,∇d) = 1

2lc
d2 +

lc
2
|∇d|2 +
�,/-

��������� ���	
���

4� �$��('05� ��� ��" �("�6 )��� �$��%#�

E(ε, d) =

∫
Ω
ψ(ε, d)dV +
�,�-

��� 5�(��$ )��� �$��%# '�$���# �� ���$ �.!�����' &��

ψ(ε, d) = g(d).ψ0(ε) +
�,7-

����� ψ0(ε) �� ��� 0�0&" ���&�$ �$��%# &$' g(d) & !&�&3("�5 '�%�&'&��($ )0$5��($�

ψ0(ε) =
1

2
εTC0ε +
�,,-

g(d) = (1− d)2 + k +
�,8-

����� C0 �� ��� 0$'& &%�'  &����&" ���9$���  &���. &$' k & 2��# � &"" $0 ���5&" ��&3�"��#

!&�& �����

��( �*� +
��:- &$' +
�,,-1 �� �� !(���3"� �( '���2� ��� ��&�� "&� '�;$�$% ��� ��� ������ ��$�(��

σ = ρ
∂ψ

∂ε
⇒ σ = g(d)σ0 = g(d)C0ε +
�,:-

����� σ0 ��)��� �( ��� ������ ��$�(� () ��� 0$'& &%�'  &����&"� �*� +
�,:- �""0���&��� �(� ���

'& &%� ;�"' � !&5�� ��� �������� &$' '�%�&'�� ���  &����&" ���9$����

��5&0�� () ��� '�90�� 5�&5< ��!����$�&��($1 �� �&2� �( ��'�;$� ��� )�&5�0�� �$��%#� =&<�$% ($5�

 (�� &$ &$&"(%# ���� ��&$'&�' ���=1 ��� )�&5�0�� �$��%# �� �.!�����' &� ��� !�('05� 3�����$

��� 5����5&" �$��%# ��"�&�� �&�� gc &$' ��� 5�&5< �0�)&5� '�;$�' �$ �*� +
�,�-

W (d) =

∫
Ω
gcγ(d,∇d)dV +
�,>-

��$&""#1 5($��'���$% k ≈ 0 ��� �(�&" !(��$��&" �$��%# () ��� �#��� 5&$ 3� ������$ &��

Ep(u, d) =W (d) + E(ε, d)−Πext(u) +
�8?-

=

∫
Ω
[gcγ(d,∇d) + (1− d)2ψ0(ε)]dV −

∫
∂Ω

t.udA +
�8
-

����� E(ε, d) ��)��� �( ��� )��� �$��%# &$' Πext �( ��� �(�< () �.���$&" )(�5�� t &5��$% ($ ���
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� �� ������"�	 �� &'()% ��	 ������������ �� 	�� *��+�, 
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��� ����
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	�

*--/, �#��	�� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
ḋ � 0

f − gcδdγ � 0

ḋ(f − gcδdγ) = 0

*��+�,

�� ���
� �	 �������
	� ��	 �����"�	 f % ���� �� d� f = ∂ψ/∂d = 2(1−d)ψ0(ε) ��� ��	 ������	�����

��������� δdγ�

δdγ =
∂γ

∂d
−Div(

∂γ

∂∇d) *��+0,

=
1

ld
(d− l2cΔd) *��+',

!� �	 
�����	� ��	 
��	 ��	� �����	 �� ��
�	����� *ḋ > 0, ��	 ������ 	������� �� �#��	� *��+�,

�����	� ���� f = gcδdγ ���
� ��������	� �� ��	 �����	 	�������� ����

gc
lc

(
d− l2c∇d

)
= 2(1− d)ψ0(ε) *��+�,

��
�������

1�� ���"����# ������	�% ��	 ���"�	� �� �	
����	�� ��	 ������
	�	�� �	�� ��� ��	 ����	 �	�� ��	

�	�	����	� "# ��� ����� ���	�	��	�� ��������������

1�� 	�
� ���	 ��	� �� ��	 ����������% ��	 ����	 �	�� �� �����	� ����� 1��� 	�� *��+�,% �� �� 
�	��

���� �����	 �� ����	� "# ��	 ������� ����	� 	�����
 	�	��# 	�	� ���	��	�� "# ��	 ���	�����

$	 ��	�	���	 �������
	 � ������# �����"�	�

Hn+1 =

⎧⎨
⎩ψ0(ε) �� ψ0(ε) > Hn,

Hn ���	����	.
*��+2,

/�	�% ����� � �������# ���	�	� ���	����� 	�	��#% �	 �	� ��	 	�������� ��� �� ��	 �����	 �	���

dn+1 = 3��

{
inf
d

∫
Ω
[gcγ(d,∇d) + (1− d)2H]dV

}
*��++,

!� 	�� *��++,% �	 
�����	� ���# ��	 �	��� �	�	��	�� �� d� /��� 	�
���	� Πext% �� �	 �����	 ����
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un+1 = ���

{
inf
u

∫
Ω
ψ(u, dn)dV −

∫
∂Ω

t.dA

}
'
�()*
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FEM results
Ghelichi’s results : arctan(α)
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Δya 0.45 1.5 0.77
Δyc 0 0.95 0.66
Δyr 0 0.41 0.86

θ0 λ α

θa 44.8 0.96 2.35
θr −16.3 0.35 1.61
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θ0i ≈ −64.1◦

θi

−64.1◦ θi − θ0i > 0

(Δx,Δy)

Δy = 1

Δx = 0

θi

Δx = 0 Δy � 5.10−2

Δy ≈ 10−3

(Δx,Δy)
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L = 4
d = 0

d � 1.84
d = 0.3 d = 1 d = 1.84

d = 1.85
d = 2 d = 3

d
d = 4 d = 5 d = 7
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L = 4
5% 15% 25%
d = 2.25 d = 1.74

(Δx,Δy) = (2.10−2, 2.10−2)

(Δx,Δy)
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!"� 5)�! �%/ ,��! #3�$�� � !"� 5,3 ��))��2�%/#%$ !� #32���/ /#�2,���3�%! � 0 33 �%/ 5 33

)��2��!#&�,'7 �%/ 4 #3�$�� /�)#%$ !"� 2)�2�$�!#�% !�*�% �&�)' 22 ����%/�� :#&�% !"� ��3�)� 2#6�,

/�%�#!' �%/ !"� �.+��!#&�(��32,� /#�!�%�� #% ��) ��!(�27 !"� 5%�, )���,�!#�% #� �.��! 0.13 33

2�) 2#6�,�

�"� /#�2,���3�%! .�!1��% !1� #3�$�� 1�� !"�% /�!�)3#%�/ �#32,' .' � !")�� �!�2� 2)���/�)��

• �"� ���)/#%�!�� � !"� $)#/ 2�!!�)% #% ���" #3�$� �)� #/�%!#5�/� �"� /�!��!#�% 2)�����

��%�#�!� #% .#%�)#;#%$ !"� 2"�!�7 )�%%#%$ !"� .�#,!(#% 3�)2"�,�$#��,,' �,��#%$ 5,!�) � 

��!,�. �© 10 !#3��7 �%/ ��,��,�!#%$ !"� ���)/#%�!�� � !"� .�)'��%!)� � ���" 2�#%!�� 	�%(

%#%$ !"� �,��#%$ 5,!�)7 1"#�" ��%�#�!� #% � /#,�!#�% �!�2  �,,�1�/ .' �% �)��#�% �!�2 �% �

3 ∗ 3 2#6�,� $)#/7 #� %������)' !�  ��� �3�,, .)��*� �%/ 5,,� $�2� #% !"� ��%!��) � !"� /�)*

2�#%!��

• �"� ��))��2�%/�%�� .�!1��% !"� $)#/ 2�!!�)%� � !1� ��%����!#&� #3�$�� #� /�!�)3#%�/

2�#%! 2�) 2�#%!7 �!�)!#%$  )�3 !"� !�2 ,� ! ��)%�)7 �#32,' .' #/�%!# '#%$ !"� %��)��! %�#$"(

.��) � ���" 2�#%!�

• �"� /#�2,���3�%! � � !)��*�/ 2�#%! #� ��32�!�/ �� !"� /#<�)�%�� .�!1��% #!� ���)/#%�!��

#% !1� ��%����!#&� #3�$���

��
���������

�� /�!�)3#%� !"� ���)/#%�!�� �,�%$ !"� �)��* 2�!"� �� 2)��#��,' �� 2���#.,�7 �,, ��32,�� 1�)�

���%%�/ �! � 600 2#6�,� 2�) #%�" -�) 0.04 33 2�) 2#6�,0 )���,�!#�% � !�) !"� !�%�#,� !��!�

�� #/�%!# ' !"� �)��* 2�!"�7 !"� ���%%�/ #3�$� #� !"�% �%�,'��/ !")��$" !"�  �,,�1#%$ 2)�����

-��� �#$� 
�
0�

• �"� #3�$� #� .#%�)#;�/ �%/ !"� �)��*� �)� #/�%!#5�/ �� !"� !1� ,�)$��! $)��2� � 1"#!�

2#6�,�� ���" )�!�#%�/ 2#6�, #� #/�%!#5�/ .' #!� (xraw, yraw) 2��#!#�%�

• �"� )��$" (xavg, yavg) ���)/#%�!�� �,�%$ ���" 2�!" #� /�!�)3#%�/ .' �&�)�$#%$ !"� yraw

2��#!#�%�  �) ���" xraw ����))�%��� ������� 1� �)� #%!�)��!�/ #% 3����)#%$ �%$,�� �%/





(0, 0)

• (xavg, yavg)

10 x
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ux uy
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1

t = 0 t = 22

uy uy = ±8.10−2

Ox
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��� �
�
 �� ��� ��
�* �� ���
 !��	�� �

� �
� ��
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� 30 �
��!��


�
!&��� ��!& 1� �� 20%� �+
������ ���
 ��	�� �
�� ����!���� 
�� ��
���
�!� �&�����& �������

�
� ��
�*�� 2���
�� 20% �� �
� ��
�* �
��� �
� �����	!& ����!��"� ��� ���� 
�&�������
!� 
��
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 ��	�� �
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"����� �
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� 
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� �
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���� �� �+��������
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� (L, d) �
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� �
� ���
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!!�� �
�� ����
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L = 2 d = 0.5
L = 4 d = 0.2

L = 4 d = 1.5
L = 2 d = 2
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! L = 4 �� 
�� d = 0.2 ��" 
��  #! L = 4 �� 
�� d = 0.5 ��� �
� �
����� 
�	�� ��
��������� θrm �� ������ #������ �
� 
�������
� 
�� �
� ������ 	���� ����� �
� ����� 	���� ����
���������� �
� �
�
 ������� �$�� �
��
 �
� ��������� θrm �
� ����
��% &�����

����� 
�� ��
	� ����������" �
'��	 �
� ��������
���� �� �
� �
����� 
�	�� �� ��������� 

�����

(������ ��� ��������" �
� ��� �� ��� �������� ������ ��� ��� �����
�� �
� ���������� �� �
� �������)

��� �� �
� ��� �
����� �
����	 
 	��� �%�����% #������ �
� ��
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 ��
�� �
*����%  ���� ��

�
��! ���� �
�� �� 
 ���
� ������ +� 
��� ��� ��� �����
�� �
� ���������� �� �
� �
�����


�	�� �� ���������� ��$� (L, d) ���#��
����� ���� ������ �� #��
 '���� �� �
����� , ��������� �
�

�����	�� ��� �
� 	�
��-������� �
����� �� �
��� ����
�����

����
	��� �� ������
��

�� �������% ��
���� �
� �
����� 
�	�� �� ��������� �� 

� &��� �� 
������ ��� �
� �����	


�%�����% ������� �� ���� �
������ +� ./0 �
� 
��
��� ���$�� �
�� ���#��� #% ��
�����	 �
�

���
�
���� ����
���� (δx, δy) #������ �
� ��
�' ���� 
� �
�
 ���� �����
� �� 
�������	 �
� ��
-

*�������� �������%� 1� 2(34 �� $��% #������" ��
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� �� ��� �
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��



���� �� �
��
 �$�� �
�� ����	 
 
�	
-����� �
���
� 5� �
������� ����
���� �
� �
�����


�	�� �� ��������� #������ �2-��
�'� ���� �
� ��	������ �
�
� ������#�� �� ������� ����� �
�
��

�

� &��� �
'�� �����	 �
� ������� �����

����� 
� 6
$��
	�6 ��
�' �
�
 �
� ����������) ��� ��
�' �
� �������� 
�� �����
��� �� �
� (x, y)

��
�� �� �

� �
� ��� ��������� �� 
���
����� ��
������� ������ ���� ����������, �
� 
$��
	� ��
�'

�� �����% �
� ������ ���� #������ �
��� ��� �
�
�  ��� ��	� ���!� 1 ���
� �����
����� 
�	�� θk

�� �
�� ���������� ��� �
�
 xsmth �������� 
���	 �
� 
$��
	� �
�
 #% 
 ������	 ����
� &�� �
�

��������� 
�	�� θrm �� �
�� �
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� �
� �
����� �� θk(xsmth)� �
� &� �� 
������ �� 2 �� ���	

 ��� 70 ������! �������� �� �
� �
�
� �
� ����� �
� ���������� 
� �
� ��
��
�� ��$�
���� �� �
�

���
� ������
���� 
�	�� �$�� 
 78-������ ���� ������� �� �
� ��
�' �
�
�" ������� �� θrm ���������



θrm d

θrm

d

L θrm

θrm

Wel = C1(J
−2/3I1 − 3) + C2(J

−4/3I2 − 3)

C1 C2 J

I1 I2
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� �������
� �! 
		��� 
� �-��
 �
����
� �
�
�����. ��� ��
�
��������� ������ lc 
� 
 ��
��)

���	 ������������ 	
�
��� "
 	
 �
� �� ��� ��� /�
,�� ��
��)���	 ���������
��
� �
� ��
�����

����
����� ��
�
��	 �! +
��0� �� ��� 1234 
�	 ��������	 �� �����
� 5��� �
 ����
	��� �������
��!

��� �-��������� ��������	 �� �����
� 6�5� +
�� �����
��
� ������� ��������	 �� ���� �����
� ����

��
����	 
� �
�� 7�������� %���
�	�� �����������

����� ����	
�
��


���� � ����	
�� �	
��	�
��

 � 
�� 
�
�� �
������� �
��� �
� �&)��
��� �� 
 ��
�� ��
��� ��	�� ��� �
�� ��� 
� ��
������

�
�
������ ��
� �� �����
� ��6. 
 10 �� ∗10 �� �,�
�� ��
�� �
����	 �! ��
 ��
��� �����
��!
���
�
��	 �! L 
�	 d� �� ��
�� ������ 8��� %��� ���59�

"�� ���� �
� �����	 �
 
 ���� 
� h = 0.1 �� ����� ��� ��
�� �
� �
�����
��! ��
�
�
��. 
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�� �
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�� �� hmax = lc/2 1:;� 234�  � ��
�� ��� �
�� ���� ���� h
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��
��� /� 
 ������� ��� ������ ����


�������	 �
� lc = 0.2 �� 
�	 �
��
���	 
 �
��� ������ 
� ��������� 
�
��	 Nelem ≈ 180000

	����	��� 
� (L, d)� 
�	 ���� ��� ���� 
� ��� �����
���
� �
��� �
���� 
�� �����
��
�� �
��

�
������� ���� 
�	 ���
�! ����������

�����	��� 
� ��� �����
��
�� �� ���	 
�� 
� ��
 �
����
�� ���� ��� �
��
���� ��
�������.

<
���=� �
	���� E &
���
�=� �
��
 ν �����! ����
�� �
�� Gc

+
����
� 5 1, 8.103 +&
 0.35 5000 >?�2

+
����
� � 1 +&
 0.35 100 >?�2
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� � ������ �� 	�
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� ���������� �� �
��� ���� ������ �� !"#� $%� L = 4&
d = 1 '!& lc = 0.2 !!& ! (��� # ) "�%"��(��*

+�,�- (.� �%�-�/* !%0�#�  -0 (.� �-���1 ��#� *� � (�*& ! (��� # ) �* !%��  2�- (% ���  -0

! (��� # 3 (% ����
 4�*(  * �- *�'(�%- 3
	& ν . * -% �5�'( %- (.� '� '2* (� 6�'(%���*
 
- (.�

%(.�� . -0& E  -0 Gc  5�'( (.� *(� �- �-���1� (.�1 �!" '( (.� '� '2 "�%" � (�%- *"��0 7�(

-%( �(* *. "�&  * #%-�  * (.� '%!"�( (�%- �* '%-,����0 �- ��� �0* (% (.� (�!� 0�*'��(�8 (�%- 9*��

*�'(�%- 	
3
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� ����������

�.� '.%�'� %$ 7%�-0 �1 '%-0�(�%-* 9'# !"�0 "%�-(*& ��*(��'(�0 0�����* %$ $���0%!  -0 �!"%*�0

0�*"# '�!�-(: . *  *��-�;' -( �!" '( %- (.� ;- # *. "� ( 2�- 71 ��<'� '2*
 =� �-�(� ##1 (.%��.(

(.� ��77��<'# 0 '# !"* �*�0 �- (.� ��"���!�-(* >�  �� (�1�-� (% *�!�# (� >��� 7�*( !%0�##�0 71

�!"%*�0 uy  -0 $��� ux  #%-� (.� (%"  -0 7%((%! *�0�* %$ (.� * !"#�
 �* >� . ,� *��- �- *�'(�%-

	
)
3& �(  ""� ��0 (. (& �- (.� ' *� %$ ����  ( #� *(&  - �0� # '# !" 9�!"%*�0 ux  -0 uy %- 7%(.

�0��*: �*  7�((�� ;(
 =.�- >� ' !� (% (.�* �� #�* (�%-&  *��-�;' -( -�!7�� %$ '%!"�( (�%-* . 0

 #�� 01 7��- '%!"#�(�0�  *  '%-*�?��-'�& ��*�#(* "��*�-(�0 �- *�'(�%- 	
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