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Résumé

Dans cette thése, nous nous focalisons sur le développement et la conception d’algo-
rithmes de diagonalisation conjointe par similitude. Le but de ces algorithmes est d’estimer
la matrice diagonalisant conjointement un ensemble de matrices diagonalisables dans la
méme base de vecteurs propres. Les algorithmes de diagonalisation conjointe par similitude
permettent, entre autres, de résoudre le probléme de décomposition canonique polyadique
de tenseurs. Le but de ce probléme est d’estimer les matrices facteurs d’'un tableau de
données multidimensionnel appelé tenseur. La décomposition canonique polyadique est
particuliérement utilisée dans les problémes de séparation de sources et de dé-mélange.
L’utilisation de la diagonalisation conjointe par similitude permet de palier certains pro-
blémes dont les autres types de méthode de décomposition canonique polyadique souffrent,
tels que le taux de convergence, la sensibilité a la surestimation du nombre de facteurs et
la sensibilité aux facteurs corrélés.

Les algorithmes de diagonalisation conjointe par similitude existants sont déclinés en
deux versions : l'une pour traiter des données réelles et 'autre pour traiter des don-
nées complexes. Dans le cas complexe, une partie des algorithmes donne de bons résultats
lorsque le niveau de bruit est faible alors que I'autre partie des algorithmes est plus robuste
au bruit mais a un cotit de calcul élevé. Nous proposons donc en premier lieu des algo-
rithmes de diagonalisation conjointe par similitude fonctionnant & la fois sur des données
réelles et complexes sans modifications et estimant les parameétres inconnus de maniére
analytique.

Par ailleurs, dans plusieurs applications, les matrices facteurs de la décomposition cano-
nique polyadique contiennent des éléments exclusivement non-négatifs. Prendre en compte
cette contrainte de non-négativité permet de rendre les algorithmes de décomposition ca-
nonique polyadique plus robustes a la surestimation du nombre de facteurs ou lorsque ces
derniers ont un haut degré de corrélation. Nous proposons donc aussi des algorithmes de
diagonalisation conjointe par similitude exploitant cette contrainte de non-négativité.

Les simulations numériques proposées montrent que le premier type d’algorithmes dé-
veloppés améliore la précision et le cotit de calcul pour des matrices de petite et moyenne
taille. Cependant, ces algorithmes sont sensibles a la taille des matrices & diagonaliser.
Les simulations numériques montrent aussi que les algorithmes avec contrainte de non-
négativité améliorent I'estimation des matrices facteurs lorsque leurs colonnes ont un haut
degré de corrélation. Enfin, nos résultats sont validés a travers deux applications de sépa-
ration de sources en télécommunications numériques et en spectroscopie de fluorescence.
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Abstract

This thesis focuses on the development and the design of several joint eigenvalue de-
composition algorithms. These algorithms consist in finding a matrix diagonalizing a set
of matrices jointly diagonalizable in the same basis of eigenvectors. These algorithms al-
low amongst others to solve the canonical polyadic decomposition problem. This problem
consists in finding the factor matrices of a multiway array called tensor. The canonical
polyadic decomposition is widely used for blind source separation and unmixing problems.
Using the joint eigenvalue decomposition to solve the canonical polyadic decomposition
problem allows to avoid some problems whose the others canonical polyadic decomposition
algorithms generally suffer, such as the convergence rate, the overfactoring sensibility and
the correlated factors sensibility.

The existing joint eigenvalue decomposition algorithms are declined in two versions :
the first one deals with real data and the second one with complex data. In the complex
case, some algorithms give good results when the noise power is low, while the others are
more robust to the noise power but have a high numerical cost. Therefore, we first propose
algorithms dealing with real and complex data without modifications and analytically
estimating the unknown parameters.

Moreover, in some applications, factor matrices of the canonical polyadic decomposition
contain only nonnegative values. Taking this constraint into account makes the algorithms
more robust to the overfactoring and to the correlated factors. Therefore, we also offer joint
eigenvalue decomposition algorithms taking advantage of this nonnegativity constraint.

Suggested numerical simulations show that the first developed algorithms improve the
estimation accuracy for small and medium size matrices and reduce the numerical cost in
the case of complex data. However they are sensitive to big-size matrices. Our numerical
simulations also highlight the fact that our nonnegative joint eigenvalue decomposition
algorithms improve the factor matrices estimation when their columns have a high cor-
relation degree. Eventually, we successfully applied our algorithms to two blind source
separation problems : one concerning numerical telecommunications and the other concer-
ning fluorescence spectroscopy.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Cadre de la thése

L’analyse de signaux multidimensionnels est devenue un outils important dans de nom-
breux problémes de traitement du signal. Ce type d’analyse permet de profiter de diffé-
rentes diversités d'un signal afin d’en extraire au mieux des informations utiles. Ces signaux
peuvent étre stockés dans des tableaux a plusieurs dimensions directement aprés la me-
sure lorsque le modéle physique le permet. Ces tableaux peuvent aussi étre construits en
appliquant différents opérateurs d’analyse tels que les statistiques d’ordre supérieur ou les
représentations temps-fréquence.

Ainsi, les travaux présentés dans cette thése portent sur la conception et le dévelop-
pement d’algorithmes de décomposition de tableaux de données multidimensionnels. Le
but de ces algorithmes est d’estimer un ensemble de matrices a partir d'un tableau de
données multidimensionnel en minimisant une fonction cotit judicieusement choisie. Nous
nous focalisons sur deux types de décomposition : la décomposition Canonique Polyadique
(CP) de tableaux multidimensionnels particuliers appelés tenseurs et la Diagonalisation
Conjointe de matrices par Similitude (DCS).

Ces algorithmes peuvent étre utilisés pour la séparation aveugle de sources issues d'un
mélange linéaire. Le but est alors de retrouver les signaux sources a partir d’observations
caractérisant un mélange inconnu de sources. Le probléme de séparation de sources modé-
lise de nombreux systémes multi-capteurs comme des réseaux d’antennes, de microphones
ou de capteurs chimiques. Il peut donc étre appliqué aux domaines de l’astronomie |[1,2],
de l'audio [3,4], du biomédical [5-9], de la sismique [10, 11|, des télécommunications nu-
mériques [12-17] ou encore de la spectroscopie de fluorescence [18-22].

1.1.1 Décompositions tensorielles

Les décompositions tensorielles jouent un réle important dans plusieurs problémes
de traitement du signal comme la psychomeétrie [23], la chimiométrie [24], la vision par
ordinateur [25], la fouille de données [26], les neurosciences [27] ou les télécommunications
numériques [17]. Un résumé des différentes décompositions tensorielles et de leurs domaines
d’application peut étre trouvé dans [28,29].

Les premiers travaux sur les décompositions tensorielles sont attribués & Hitchcock [30]
en 1927. Par la suite, ces travaux ont été popularisés par Tucker [31,32] en 1963, puis par
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Caroll et Chang [33] et Harshman [23] en 1970.

La décomposition tensorielle multilinéaire la plus générale est la décomposition de
Tucker. Cette derniére considére qu’un tenseur peut se décomposer a l'aide d’un tenseur
coeur et de plusieurs matrices facteurs de maniére multilinéaire. Dans le cas ot les matrices
facteurs sont orthogonales, cette décomposition prend le nom de HOSVD [34]. Lorsque le
tenseur coeur est diagonal, il s’agit alors de la décomposition CP. Celle-ci est aussi connue
sous de le nom de PARAFAC (de l'anglais PARalel FACtor analysis). La HOSVD est
généralement utilisée pour des problémes de compression [35|. La décomposition CP est
quant a elle trés utilisée dans les problémes de séparation de sources et d’estimation de
mélanges [36]. Elle permet, en effet, de retrouver sur les colonnes de ses matrices facteurs
une ou plusieurs estimations des signaux sources et/ou du mélange. L’intérét d’utiliser
la décomposition CP pour des problémes de séparation de sources est qu’elle posseéde des
conditions d’unicité souvent vérifiées en pratique et qu’elle permet ’estimation de mélanges
sous-déterminés [37].

Il existe de nombreux algorithmes de décomposition CP. La plupart d’entre eux consistent
a minimiser l'erreur quadratique entre les données observées et les données estimées. Nous
pouvons distinguer trois grandes familles d’algorithmes permettant de minimiser cette
erreur : les algorithmes de type alterné, les algorithmes de descente et les algorithmes
basés sur une réduction de dimensions. Ce dernier type d’approche peut consister a sim-
plement transformer le probléme en un probléme de décomposition CP de plus petites
dimensions ou alors a réécrire le probléme en un probléme de diagonalisation conjointe de
matrices 22,38, 39).

Les algorithmes de type alterné ou de descente souffrent généralement de problémes de
convergence (minima locaux, faible vitesse de convergence ou cotit de calcul élevé). Ils sont
trés sensibles a la surestimation des facteurs (lorsque le nombre de sources est inconnue)
et aux facteurs corrélés [22,40|. Pour palier ces problémes, plusieurs auteurs ont montré
comment une décomposition CP peut étre réécrite en un probléme de Diagonalisation
Conjointe par Similitude (DCS) [22,39].

Dans certaines applications comme la spectroscopie de fluorescence [18,20] ou I'imagerie
hyperspectrale [41], les matrices facteurs et par conséquent les termes du tenseur qu’elles
forment doivent contenir des valeurs non-négatives. La décomposition CP est alors appelée
décomposition CP non-négative. Cette caractéristique permet de contraindre la valeur des
matrices facteurs estimées et a donné lieu a plusieurs méthodes de décomposition CP
sous contrainte de non-négativité. De nombreuses méthodes de décomposition CP non-
négatives ont été présentées dans [42|. Prendre en compte les contraintes offertes par
une décomposition CP non-négative permet de rendre les algorithmes plus robustes a la
surestimation du nombre de facteurs ou d’améliorer leurs performances lorsque les facteurs
sont corrélés.

1.1.2 Diagonalisation conjointe de matrices par similitude

La DCS consiste a trouver la matrice de vecteurs propres d’'un ensemble de plusieurs
matrices de données diagonalisables dans une méme base. Il est évident qu’'une simple dé-
composition en éléments propres sur n’importe laquelle de ces matrices permet de diago-
naliser conjointement cet ensemble. Cependant, considérer I’ensemble des matrices s’avére
utile dans le cas de données bruitées ou alors dans le cas de valeurs propres dégénérées [38.
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La DCS fait partie de la famille des problemes de diagonalisation conjointe de matrices.
Ce probléme plus général considére un ensemble de matrices conjointement diagonalisables.
Les problémes de diagonalisation conjointe de matrices interviennent dans des problemes
pratiques comme la formation de faisceaux [43-46], le débruitage de signaux [9], 1'égali-
sation aveugle de canaux pour de systémes de télécommunications multi-entrées multi-
sorties [47], Pextraction des différences de marche d’échos Doppler en radar [48], analyse
en composantes indépendantes [49,50] et bien sur en séparation aveugle de sources [36,51].

La résolution de ce type de probléme est généralement basée sur des procédures itéra-
tives de type Jacobi [52,53|. En effet, a chaque itération, la matrice a estimer est mise a
jour de maniére multiplicative. Le but étant qu’a la fin du processus itératif, les matrices de
I’ensemble soient le plus diagonale possible. Les algorithmes de diagonalisation conjointe
de matrices différent généralement selon la structure imposée a la matrice de mise a jour
et selon la fonction de coiit a optimiser. Les algorithmes de diagonalisation conjointe sont
généralement déclinés en deux versions, une pour traiter des données réelles et une pour
traiter des données complexes. Pour le probléme de DCS, les modifications effectuées pour
passer a la versions complexes rendent I'étape d’optimisation plus compliquée et amoin-
drissent les performances [50|. Cela s’explique principalement par le fait que les versions
complexes de ces algorithmes estiment séparément soit les parties réelles et imaginaires,
soit les modules et les arguments des paramétres. Il y a donc deux fois plus de paramétres
a estimer. Dans le cas réel, les algorithmes atteignent généralement tous un bon niveau de
performances. Dans le cas complexe, une premiére famille d’algorithmes permet d’obtenir
de bons résultats de maniére peu cotiteuse mais voit ses performances décroitre fortement
avec quand le niveau de bruit augmente. Une seconde famille d’algorithmes permet d’ob-
tenir de meilleurs résultats lorsque le niveau de bruit est élevé, cependant le cotit de calcul
de ces algorithmes est trés élevé.

1.2 Objectif et plan de la thése

Dans le but d’améliorer les performances des algorithmes de DCS, nous proposons dans
cette these de nouveaux algorithmes fonctionnant sur des données réelles et complexes sans
modifications. Les stratégies proposées permettront ainsi d’obtenir de meilleures perfor-
mances que celles fournies par les algorithmes existants dans le cas complexe.

Par ailleurs, il n’existe a ce jour, a notre meilleure connaissance, aucun algorithme
de décomposition CP non-négative basé sur une étape de DCS. Nous utiliserons ainsi
les contraintes offertes par I'algorithme de décomposition CP introduit dans [22] pour
proposer des algorithmes de DCS sous contraintes de non-négativité.

Ce manuscrit est donc organisé de la maniére suivante : La fin de ce chapitre est
consacrée aux notations et aux outils mathématiques utilisés par la suite. Dans le se-
cond chapitre, nous présentons les outils utiles d’algébre multilinéaire et les différentes
décompositions tensorielles en nous focalisant sur la décomposition CP. Nous terminons
ce chapitre par un état de I'art des différents algorithmes de décomposition CP. Le chapitre
3 est consacré a la diagonalisation conjointe de matrices. Nous y présentons d’abord les
différents problémes de diagonalisation conjointe et les stratégies de résolutions déployées,
puis nous faisons I'état de l'art des différents algorithmes de DCS. Nos travaux sur les
algorithmes de DCS sans contraintes fonctionnant a la fois sur des données complexes ou
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réelles font I'objet du chapitre 4. Nous y présentons les différentes stratégies que nous
avons mis en ceuvre et nous comparons les algorithmes proposés a ceux de la littérature.
Nos algorithmes de DCS sous contraintes de non-négativité sont présentés dans le chapitre
5. Nous explicitons les différentes méthodes proposées et nous les comparons a plusieurs
méthodes de décomposition CP classiques. Enfin, dans le chapitre 6 nous montrons I'inté-
rét de nos méthodes a travers deux applications : la séparation de sources de signaux de
télécommunications numériques et I'analyse de signaux de fluorescence.

1.3 Liste des contributions

Les travaux présentés dans les chapitres 4, 5 et 6 de cette thése ont donné lieu a cinq
publications dans des conférences et une dans une revue scientifique internationale :

1. R. André, T. Trainini and X. Luciani and E. Moreau, A fast algorithm for joint
eigenvalue decomposition of real matrices, EUropean Slgnal Processing COnference
(EUSIPCO’2015), Nice, France, 2015.

2. R. André, X. Luciani and E. Moreau, A coupled joint eigenvalue decomposition
algorithm for canonical polyadic decomposition of tensors, IEEE Sensor Array and
Multichannel signal processing workshop (SAM’2016), Rio de Janeiro, Brazil, 2016.

3. R. André, L. Albera, X. Luciani and E. Moreau, On JEVD of semi-definite positive
matrices and CPD of nonnegative tensors, IEEE Sensor Array and Multichannel
signal processing workshop (SAM’2016), Rio de Janeiro, Brazil, 2016.

4. R. André, X. Luciani and E. Moreau, Diagonalisation conjointe par similitude avec
contrainte de non négativité sur les valeurs propres, GRETSI, XXVIeme colloque
sur le Traitement du Signal et des Images, Juan-les-Pins, France, 2017.

5. R. André, X. Luciani and E. Moreau, A fast algorithm for the CP decomposition of
large tensors, Statistics and Data Science : new challenges, new generations (SIS),
Florence, Italie, 2017.

6. R. André, X. Luciani and E. Moreau, A new class of block coordinate algorithms for
the joint eigenvalue decomposition of complex matrices, Signal Processing, volume
145, pages 78 - 90, 2018.

1.4 Notations et outils mathématiques

Nous présentons ici les notations utilisées dans cette theése ainsi que la définition et
les propriétés de différents produits, opérateurs et décompositions matriciels. De plus,
dans le but de calculer ultérieurement la complexité numérique des méthodes proposées
et existantes, nous donnons aussi le nombre de multiplications effectuées par chacun des
produits présentés. Nous calculons ici le nombre de multiplications sans tenir compte des 0
et des 1 éventuels. Les définitions des opérateurs et décompositions matricielles présentées
ainsi que leurs propriétés sont disponibles de maniére plus détaillée dans [54,55].
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1.4.1 Notations

Dans ce manuscrit, nous notons [a; b|y 'intervalle de N contenant les entiers naturels
compris entre a et b. Un scalaire sera noté a ’aide d’une lettre minuscule z. Lorsque un
scalaire représente une dimension d’un tableau de données (taille d’un vecteur, nombre
de lignes ou de colonnes d’une matrice...), il sera noté a ’aide d’une lettre majuscule X.
Un vecteur sera noté en gras et a l’aide d’une lettre minuscule v. Le i™¢ élément de ce
vecteur sera noté v;. La norme 2 d'un vecteur v sera notée ||v||2. Une matrice sera notée
en gras et a 'aide d’une lettre majuscule M. L’¢lément (4, j) d’une telle matrice sera noté
M ; et sa 7™ colonne sera notée m;. Les opérateurs matriciels classiques seront notés de

la maniére suivante :
o (M) pour 'opérateur transposé.

M) pour I'opérateur transposé-conjugué ou transposé hermitien.

(M)

(M)
° (1\/1)_1 pour 'opérateur inverse.
e (M)

M)’ pour la pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose.

I; dénotera la matrice identité de dimension R. Un tableau de données de plus de deux
dimensions sera noté en gras, a ’aide d’une lettre calligraphique majuscule 7. Un élément
(i1,...,ig) d’'un tableau de données a ) dimensions (@) > 2) sera noté T, ;. Le conjugué
d’un nombre complexe ¢ sera noté ¢ et son module sera noté |c|.

1.4.2 Produits matriciels

Le produit de Hadamard. Le produit de Hadamard [56] est le produit terme a terme
entre deux matrices A € C'™*/ et B € C'*’ de mémes dimensions. Nous le notons AFIB €
C™7. Les termes de la matrice résultante du produit de Hadamard s’expriment donc

V(i,j) € [ ]n x [1; ]y, (AGB);; = Ai;jBi;. (1.1)

Propriétés. Considérant une matrice C € C'*” et un scalaire o € C, le produit de
Hadamard admet les propriétés suivantes :

e associativité : ADBHC=(AEB)IC=AH(BXC)
e distributivité : AL (B+C)=(AEB)+ (AQC)

commutativité : ALDB =B A

(AOB)T = AT BT

a(AEB) = («A)EB = A (aB)
e Si A et B sont des matrices diagonales, alors A[1B = AB

Nombre de multiplications du produit de Hadamard. Pour réaliser le produit
A [ B, il faut effectuer I.J multiplications.
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Le produit de Kronecker. Le produit de Kronecker A ® B € C'5*/% [57] entre deux
matrices A € C'*7 et B € CE*E est défini de la maniére suivante :

Al,lB ALQB oo ALJB
Ay B AyoB - Ay B

AgB= |2 e (1.2)
AnB AB - A B

Propriétés. Considérant C € CE*F et un scalaire a € C, le produit de Kronecker
posséde les propriétés suivantes :

e associativitée : A BRC=(AB) C=A® (B®C)
e distributivité :

> A (B+C)=(A®B)+(A®C)
> B+C)A=B®A)+(C®A)

e non-commutativité : A@B#B® A

e (A@B)" = A” @ BY

e si A et B sont carrées et inversibles alors (A®@ B) ' =A@ B!
¢ (A®B) =A'@B'

e (A®B)(C®D)=(AC)® (BD)

¢ (A®B)=(aA)®B = A® (aB)

Nombre de multiplications du produit de Kronecker. Le produit a;;B coiite
K R multiplications. Donc, selon l'expression (1.2), il est nécessaire de calculer IJKR
multiplications pour effectuer A ® B.

Le produit de Khatri-Rao. Soient deux matrices A = [a;,ay,--- ,a;] € CI*7 et B =
by, by, -+, by] € CE*/. Le produit de Khatri-Rao [58] entre A et B, not¢ AOB € C!E*/|
est défini comme le produit de Kronecker entre les colonnes de A avec les colonnes de B
correspondantes, ainsi :

AOB=[a;®b;, aa®by,---, a;®by]. (1.3)

Propriétés. Soit C une matrice ayant le méme nombre de colonnes que A et B et
a € C un scalaire. Le produit de Khatri-Rao posséde les propriétés suivantes :

e associativitée : A (BOC)=(BoC)OA
e distributivité : (A+B)©C=A0C+BoC

e non-commutativité : A©B #B® A

(A®B)"(A®B)=ATAGOB’B
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e a(A®B)=(acA)®B =A0© (aB)
e Le produit de Katri-Rao peut se réécrire a ’aide du produit matriciel simple :

BDY

BD"

AOB= (1.4)

BDY

ol DX) Vi € [1;I]y est une matrice diagonale contenant la ™ ligne de la matrice

A.

Nombre de multiplications du produit de Khatri-Rao. Pour réaliser le produit
de Kronecker a; ® b;, I K multiplications sont nécessaires. Ainsi pour réaliser le produit
de Khatri-Rao, IJK multiplications sont nécessaires.

Nous résumons la complexité numérique des différents produits matriciels dans le ta-
bleau 1.1.

Produits matriciels taille de la 1°'® matrice | taille de la 2°™° matrice | complexité numeérique
Produit matriciel classique I XR RxJ IJR
Produit de Hadamard IxJ IxJ 1J
Produit de Kronecker IxJ K xR IJKR
Produit de Khatri-Rao IxJ KxJ I1JK

TABLE 1.1: Tableau récapitulatif des complexités numériques des différents produits ma-
triciels.

1.4.3 Opérateurs matriciels

Opérateurs Diag{e} et ZDiag{e}. L’opérateur Diag{e} met a zéro les termes hors
diagonaux de la matrice en argument. Soit une matrice M de dimension R, alors

My 0 ... ... 0
0 My :
Diag{M} = : : : (1.5)
: .0
0 ... ... 0 Mg

L’opérateur ZDiag{e}, quant a lui, met & zéro les termes diagonaux de la matrice en
argument.

1
Exemple : Si M = | 8

5 6
6 3], alors
10 7 4
0 5 6
ZDiag{M} =18 0 3
10 7 0

Nous avons alors

ZDiag{M} = M — Diag{M}. (1.6)
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La trace d’une matrice. Soit une matrice carrée M de dimension R. La trace de M,
notée trace{ M}, est la somme de ses éléments diagonaux, i.e

R
trace{M} = Z M,,. (1.7)
r=1

Propriétés. Soient deux matrices carrées A et B de méme dimension et un scalaire
«. La trace admet les propriétés suivantes :

o trace{A + B} = trace{ A} + trace{B}

o trace{aA} = atrace{A}

o trace{AT} = trace{A}

e trace{AB} = trace{BA}

e La trace est invariante par similitude, i.e trace{ BAB™'} = trace{A}

e Soit F'(X) une fonction dérivable par rapport a chaque composante de X, alors

Otrace{ F(X)}

= f(X)" 1.
e rx) (1.9
avec f(e) la dérivée scalaire de F(e).
Exemple :
Otrace{AXB} T
——>—=A"B". 1.
X (1.9)

La norme de Frobenius. Soit ||[M||r la norme de Frobenius de la matrice M € C'*/,
Celle-ci est définie par

Ml = [ 3037 I (1.10)

i=1 j5=1

La norme de Frobenius peut aussi s’écrire en fonction de la trace :
e Soit M € R/ alors ||[M||p = trace{ MM7} 2

e Soit M € C™*/ alors ||M||p = trace{ MM}z

La norme L;. Soit ||[M]]; la norme L; de la matrice M € C'*”. Celle-ci est définie par

M= (M. (1.11)

i=1 j=1
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Opérateur de vectorisation vec{e} . L’opérateur vec{e} permet de déplier une ma-
trice en vecteur en juxtaposant chacune de ses colonnes les unes sous les autres. Ainsi,
considérant une matrice M € C'*’, nous avons

M, 4

vec{M} = (1.12)

M, ;

M;y 5

Propriétés. Soient A € C'*/, B € C/*N, C € CN*E E € C™*/ et a € C. Nous
donnons les propriétés suivantes pour 'opérateur vec{e} :

e vec{aA} = avec{A}
o vec{A + E} = vec{A} + vec{E}
o vec{A}Tvec{E} = trace{ ATE}
e vec{ABC} = (CT ® A)vec{B}
Propriété 1.4.1 (Equation de Sylvester). Soit I’équation de Sylvester
AX +XB = C. (1.13)

L’opérateur de vectorisation permet de résoudre [’équation matricielle de Sylvester lorsque
la matrice (I ® A + BT @ 1) est inversible. En effet, en vectorisant (1.13) nous obtenons

vec{X} = (I® A +B" ®@1) 'vec{C} (1.14)
Opérateur ~. Soit A € R™*/ et b € R. L'opérateur > est alors défini comme

A=b=V(i,j) e [Li]nx[1;J]n,A; >0b. (1.15)

Opérateur de projection sur R*. Soit A € R’/ I'opérateur de projection sur R*

est alors défini par :
A st A >0
([AL4),, = { JN (1.16)

0, sinon



28 Chapitre 1. Introduction générale
1.4.4 Quelques décompositions matricielles utiles

La décomposition LU. Toute matrice A € C**® peut étre décomposée comme
A = DPLU, (1.17)

avec D une matrice diagonale, P une matrice de permutation, L une matrice triangulaire
inférieure ne contenant que des 1 sur sa diagonale et U une matrice triangulaire supérieure
ne contenant que des 1 sur sa diagonale.

La décomposition QR. Toute matrice A € RF¥*% peut s’écrire sous la forme
A =DQR, (1.18)

avec D une matrice diagonale, R une matrice triangulaire ne contenant que des 1 sur sa
diagonale et QQ une matrice orthogonale. Si A € C**¥ alors Q est une matrice unitaire.

RRXR

La décomposition polaire. Toute matrice A € peut s’écrire sous la forme

A = QH, (1.19)

avec H une matrice symétrique et Q une matrice orthogonale. Dans le cas complexe H
est une matrice symétrique hermitienne et Q est une matrice unitaire.

La décomposition polaire algébrique. Nous appelons matrice symétrique complexe
toute matrice H € C*% veérifiant H = H”. De méme, nous appelons matrice orthogonale
complexe toute matrice Q € CF*F vérifiant QQT = 1.
Soit A € Cf*® une matrice inversible. Il est montré dans [59] que A admet une
décomposition polaire algébrique
A = QH, (1.20)

avec H une matrice symétrique complexe et Q une matrice orthogonale complexe.

Décomposition de Schur. Toute matrice carrée M € CF*% peut s’écrire
M = QTQ”, (1.21)

ol Q € CP* est une matrice unitaire et T est une matrice triangulaire.
Il est intéressant de noter que la matrice T contient sur sa diagonale les valeurs propres
de la matrice M.

(C]\/[XN

Décomposition en valeur singuliére. Toute matrice A € peut étre décompo-

sée de la maniére suivante :
A =USVH, (1.22)

avec

o U c CM*M ype matrice unitaire,



1.4 Notations et outils mathématiques 29

e S € CM*N est une matrice ne contenant que des zéros, excepté sur sa diagonale
principale,

e V € CV*N une matrice unitaire.

Cette décomposition en valeur singuliére est notée SVD (de l'anglais « Singular Value
Decomposition »). Une SVD peut étre tronquée a l'ordre @), nous aurons alors

e U e CM*C telle que UYU =1,
e S € C?*? est une matrice diagonale,
e V € CV*@ telle que VEV =1,

L’égalité (1.22) reste vraie si et seulement si () est supérieur ou égal au rang de la matrice

A.

Théoréme 1.4.1. Théoréme d’Eckart-Young.
Soient A € CM*N et Ag = USV la matrice correspondant a la SVD de A tronquée

au rang ) avec S contenant les () valeurs singuliéres de plus grand module de A. Nous
avons alors

Ag = argmax||A — X||r (1.23)
X

ou X est une matrice de rang Q). Ainsi, Ag est la matrice de rang () approximant le mieux
la matrice A au sens de la norme de Fobenius.
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Chapitre 2

La décomposition Canonique
Polyadique de tenseurs

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de décomposition Canonique
Polyadique (CP) de tenseurs et aux différentes méthodes de 1'état de I'art permettant
de le résoudre. Pour pouvoir présenter et situer le probléme de décomposition CP, il est
nécessaire d’introduire en premier lieu certains outils mathématiques spécifiques a I’algébre
multilinéaire ainsi que les principales décompositions tensorielles utilisées en traitement
du signal.

2.1 Tenseur, définitions et outils mathématiques asso-
ciés
2.1.1 Définitions

Tenseur. Le terme tenseur peut avoir différentes significations selon le domaine scien-
tifique. Ici, un tenseur définit une application multilinéaire. Lorsque les bases des espaces
vectoriels sont fixées, un tenseur correspond & un tableau multidimensionnel [28,60]. Ainsi
dans la suite de cette thése, un tenseur sera assimilé & un tableau de nombres multidimen-
sionnel.

Le nombre de dimensions d’un tenseur est appelé 'ordre du tenseur. Un tenseur d’ordre
() peut étre généré par au minimum @) vecteurs a l’aide du produit externe (voir équation
(2.2)).

Les dimensions d’un tenseur sont aussi appelées modes. Un exemple de tenseur d’ordre
3 et de dimensions 4 x 5 x 3 est illustré sur la figure 2.1. Un élément quelconque d’un tenseur
T d’ordre @ est noté Tj, 4. (voir figure 2.1). Un tenseur dont toutes les dimensions sont
égales a R est dit de dimension R.

Tenseur diagonal. La diagonale d’un tenseur 7 d’ordre () représente les éléments du
tenseur de coordonnées égales i.e. Vg € [1;Q]y T, ig,..ig- Un tenseur diagonal est un
tenseur dont toutes les dimensions sont égales et ne contenant que des valeurs nulles hors
des éléments diagonaux.
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Mode — 3 | ’\ ’\

Mode — 1

Mode — 2

FIGURE 2.1: Schéma d’un champs de données a trois dimensions dit tenseur d’ordre 3.

Tranche frontale Tranche latérale Tranche horizontale

Tooi3 Toizo Tiln

FIGURE 2.2: Schéma illustrant les trois différents types de tranches d’un tenseur d’ordre
3.

Tranche d’un tenseur. Une tranche d’un tenseur est une matrice obtenue en fixant
tous les modes d'un tenseur sauf deux. Soit 7 un tenseur d’ordre @) dans C'***!e nous
notons une tranche quelconque de ce tenseur Ty, o ..., OU @ représente les indices des
modes libres du tenseur 7. Ainsi un tenseur d’ordre () aura au plus (Q — 1)Q/2 types
de tranches différentes. La figure 2.2 permet de visualiser les trois différentes tranches
(frontales, latérales et horizontales) d'un tenseur d’ordre 3.
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2.1.2 Dépliements d’un tenseur

De la méme maniére qu'une matrice peut étre dépliée en vecteur (opération de vec-
torisation), un tenseur peut étre déplié en un tenseur d’ordre plus petit et en particulier
en matrice [19]. Dans le cas de la vectorisation d’'une matrice, les deux modes de cette
derniére sont fusionnés et ainsi la multiplication de ses deux dimensions donne le nombre
de lignes du vecteur obtenu. Ce raisonnement peut étre étendu aux tenseurs.

Dépliements d’un tenseur d’ordre trois. Il existe plusieurs maniéres de déplier un
tenseur d’ordre trois selon ses différents modes. Une matrice de dépliement d’un tenseur
est obtenue en juxtaposant ses tranches frontales, horizontales ou verticales. Par exemple,
comme le montre la figure 2.3, un mode peut étre isolé sur les lignes de la matrice de
dépliement, les autres modes sont alors regroupés sur ses colonnes. Pour un tenseur d’ordre
3, nous considérons les trois matrices de dépliement suivantes (parmi les six possibles) :

e la matrice de dépliement dans le premier mode (concaténation des tranches frontales)
a I lignes et I513 colonnes (voir figure 2.3). Nous la notons Ty,

e la matrice de dépliement dans le second mode (concaténation des tranches horizon-
tales) a I, lignes et I3/, colonnes (voir figure 2.3). Nous la notons Ty,

e la matrice de dépliement dans le troisiéme mode (concaténation des tranches laté-
rales) a I3 lignes et [/ colonnes (voir figure 2.3). Nous la notons T ).

Dépliements d’un tenseur d’ordre supérieur a trois. Les maniéres de déplier un
tenseur d’ordre quelconque sont donc trés nombreuses. Pour simplifier, nous choisissons de
déplier un tenseur en juxtaposant chacune de ses tranches selon seulement un de ses modes.
Nous notons T, la matrice de dépliement du tenseur 7 selon le mode ¢. La matrice T )

Q
a alors pour dimensions I, X [] I;. Ainsi, dans cette thése, la matrice de dépliement T,

k=1
k#q

aura un nombre de colonnes égale a la multiplication de toutes les dimensions du tenseur

T a l’exception de celle du mode ¢ qui sera égale & son nombre de lignes.

2.1.3 Norme de Frobenius d’un tenseur

De la méme maniére que pour une matrice, la norme de Frobenius ||7||r d'un tenseur T
est définie comme la racine carrée de la somme du module au carré de tous ses éléments [28].
Par exemple, pour un tenseur d’ordre 3, nous avons :

Iy I I3

TN = 4| DD D 1Tl (2.1)

i1=1142=113=1

Ainsi, il est évident que la norme de Frobenius d’un tenseur est égale & la norme de
Frobenius de ses matrices de dépliement.
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Dépliement dans le premier mode: Ty

L

Dépliement dans le second mode: Ty

I
\ \ \ \
Ig Il Il Il Il

I3

Dépliement dans le troisiétme mode: T3
P

FIGURE 2.3: Schéma explicatif du dépliement matriciel d'un tenseur d’odre 3.

2.1.4 Produits sur les tenseurs

Nous présentons ici deux produits faisant intervenir des tenseurs [61]. Ces produits per-
mettent notamment de reformuler les décompositions tensorielles de maniéres compactes.

Le produit externe. Soient deux tenseurs 7 € Chx2xxIn ot § ¢ ChxJ2x>xJm 1o
produit externe entre 7 et S est défini par

(TO S)il,ig,...,iN,jl,jg,...,jM = Til,ig,...,iNSjl,jQ,...,jM- (2-2)

DOI]C TO 8 c Cllx...xINlex...xJM‘
Cas particulier important : le produit externe entre deux vecteurs colonnes a € C!
et b € C’ donne une matrice A de rang 1 telle que

A=aob=ab’. (2.3)

En étendant ce raisonnement au produit externe de trois vecteurs a € C!, b € C’ et
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c € CX, nous obtenons le tenseur d’ordre 3
A=aoboc, (2.4)

avec
Ai,j,k: = al-bjck. (25)

Un tenseur pouvant s’écrire ainsi est dit de rang 1 (la notion de rang d’'un tenseur sera
précisée a la section 2.2.1). De la méme maniére, le produit externe entre () vecteurs
donnera un tenseur de rang 1 et d’ordre Q.

Le produit tensoriel n-mode par une matrice. Le produit n-mode, ou produit
contracté, entre un tenseur 7 € C/1X/2X /N ot une matrice A € C*/» est noté T X, A.
Un élément d’'un tenseur résultant d’un tel produit a pour expression

JIn
(T Xn A)jl7j27-~~7jn71>inajn+17~~-7jN = Z E17j2a~-~>JNAinajn' (26)

Jn=1

Donc T x,, A € C/v¥Jn-1xInxJnsrJN ogt un tenseur de méme ordre que le tenseur 7
dont le n®™ mode a maintenant pour dimension le nombre de lignes de la matrice A. On
parle de produit contracté car généralement I, < J,.

Propriété : ce produit peut étre appliqué successivement sur les différents modes. Le
produit contracté est alors commutatif si et seulement si m # n. Soient A € Cl*/n et
B € C'*/m nous avons alors V(m,n) € [1; N]y, m #n

(T XpA) X, B=(T X, B) X, A=T x, A x,,, B. (2.7)

Lien entre produit matriciel et produit tensoriel n-mode : le produit tensoriel
n-mode sur un tenseur 7 peut étre réécrit en fonction de sa matrice de dépliement T,
de la maniére suivante :

T Xn A = AT(n). (2.8)

2.1.5 Décomposition de Tucker et HOSVD

Il existe de nombreuses décompositions tensorielles, nous nous intéressons ici aux dé-
compositions multilinéaires qui peuvent étre vues comme la transformation d’un tenseur
en un autre tenseur du méme ordre par combinaisons linéaires des vecteurs de ses diffé-
rents modes [62]. Ainsi, la décomposition tensorielle la plus générale est la décomposition
de Tucker [32]. Cette décomposition multilinéaire permet de décomposer tout tenseur
T € Cll2xxlo 3 T’ajde un tenseur coeur S et un ensemble de matrices UM ... U®@) de
la, maniére suivante :

T=8x, UM x,UP . xoU@, (2.9)

Ainsi, si S est un tenseur dans C/t*/2%-*Je alors U@ e Clo*Ja. Cette décomposition
existe toujours pourvu que le tenseur coeur soit de dimensions suffisamment grandes. Nous
nous intéressons a deux cas particuliers :

1. Les colonnes de chaque matrice U@ forment une base orthonormale entre elles (i.e.
U@Hy@ = IJq>.
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2. Le tenseur S est diagonal.

Le premier cas de figure est appelée HOSVD [34] (de I'anglais «High Order SVD»).
Un algorithme simple de calcul de la HOSVD est le suivant : la matrice U Vg € [1; Q]x
est prise comme la matrice U de la SVD tronquée a 'ordre J; de la matrice de dépliement
Ty, le tenseur coeur est alors calculé en inversant (2.9) :

S =T x, UV 5, UDH  »,U@H (2.10)

Remarque : s'il existe au moins une valeur de g pour laquelle J, est inférieur au rang de
la matrice T, la HOSVD n’est généralement pas exacte et les matrices U@ et le tenseur
S ne permettent que de reconstruire une approximation de 7. Cette approximation n’est
pas optimale mais elle est souvent suffisante en pratique [63]. La HOSVD est alors un outil
efficace pour compresser des tenseurs.

Le deuxiéme cas de figure permet de définir la décomposition CP que nous allons
présenter en détails dans la section suivante.

2.2 La décomposition CP

2.2.1 Définition

La décomposition CP peut donc étre vue comme un cas particulier de la décomposition
de Tucker ot S est un tenseur diagonal de dimensions R. Sans perte de généralité, nous
pouvons choisir de mettre a 1 les termes diagonaux de S. En effet, cela revient & multiplier
a droite 1'une des matrices U@ par une matrice diagonale. Le tenseur 7 peut donc étre
factorisé a 'aide de () matrices facteurs que nous noterons maintenant F(9 € Cla*® pour
tout ¢ € [1, @]y de la maniére suivante :

T =T x1 FY x, FO %, FO (2.11)

ou Zp est le tenseur identité c’est-a-dire un tenseur diagonal d’ordre (), de dimension R
et ne contenant que des 1 sur sa diagonale (voir figure 2.4). Les R() colonnes des matrices
facteurs sont appelées facteurs de la décomposition.

Rang de la décomposition CP et rang du tenseur. La grandeur R ainsi définie est
appelée rang de la décomposition CP. L’équation (2.11) est vraie pour plusieurs valeurs
de R. La plus petite valeur de R pour laquelle (2.11) est vraie est alors appelée rang
du tenseur, nous la notons Ry. Cette valeur existe toujours. Autrement dit, tout tenseur
admet une décomposition CP.

La distinction entre rang du tenseur et rang de la décomposition est fondamentale en
pratique, nous y reviendrons dans les sections 2.2.2 et 2.3.

Les décompositions CP ont été introduites par F. L. Hitchcock dans [30] en 1927.
Dans ses travaux, Hitchcock montre que la décomposition CP de rang R d’un tenseur est
équivalente a la somme de R tenseurs de rang 1 a 'aide du produit externe (figure 2.5)
i.e.

R
T = Zfr(l) of@o..  of@, (2.12)
r=1
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FIGURE 2.4: Schéma représentatif de la décomposition CP d’un tenseur d’ordre 3.

Finalement, un terme quelconque d’un tenseur correspondant au modeéle de décomposition
CP a pour expression

R
Tiissio = D Fi ) Finy - Figh. (2.13)
r=1

La décomposition CP de tenseur est un outil intéressant pour le dé-mélange de signaux. En
effet, dans de nombreuses applications de séparation de sources, les colonnes des matrices
facteurs contiennent une ou plusieurs estimations des signaux sources et/ou du mélange.
Nous renvoyons au chapitre 6 et a l'introduction de cette thése pour des exemples d’ap-
plications et des références bibliographiques.

2.2.2 Unicité de la décomposition CP

Notre objectif est d’estimer les matrices facteurs de la décomposition CP d’un tenseur
connu. Il est donc important de savoir si ce probléme a une solution unique ou pas.

Il est facile de montrer que quelque soit 'ensemble de @ matrices diagonales AW ... A(@)
et de Q matrices de permutation P ... P(@ de dimension R vérifiant Hqul ADP@ =T,
alors

T x1 FY . xo FQ = Tp x; FOAOPWD 5 FQOAQPQ@ (2.14)
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+ ...+ O

I 7 f(2) £

f(l) fg)

I3

I

FIGURE 2.5: Schéma explicatif de la décomposition CP d’un tenseur d’ordre 3 vue comme
une somme de tenseur de rang 1 (équation (2.12)).

Par conséquent, une décomposition CP de rang donné sera au mieux unique & une per-
mutation et & une mise a 1’échelle prés des colonnes des matrices facteurs. On parle alors
d’unicité essentielle. Nous disposons d’une condition suffisante d’unicité essentielle basée
sur la notion de rang de Kruskal.

Le rang de Kruskal. Le rang de Kruskal d’'une matrice A, noté ranky(A), est le nombre
maximal k tel que chaque ensemble de k colonnes de A soit linéairement indépendant. Par
définition, le rang de Kruskal est donc inférieur ou égal au rang d’une matrice. Cet outil
mathématique a été présenté dans [64| et nommé rang de Kruskal dans [65].

Condition suffisante d’unicité d’un tenseur d’ordre 3. Dans [64] Kruskal propose
une condition d’unicité suffisante pour une décomposition CP d’ordre 3 :

2R + 2 < ranky (FY) + ranky (F@) + rank, (F®). (2.15)

Condition suffisante d’unicité d’un tenseur d’ordre quelconque. Les travaux de
Kruskal ont été généralisés a 'ordre quelconque par N. D. Sidiropoulos et R. Bro dans [66],
la condition suffisante d’unicité essentielle s’écrit alors

Q
> ranki(F@) > 2R+ (Q — 1). (2.16)

q=1

Une preuve plus intuitive et facilement adaptable au cas de tenseurs a valeurs complexes
a été proposée dans [67] pour la condition d’unicité essentielle de la décomposition CP.
Cette condition est vérifiée dans la plupart des applications. Par exemple, si I'on sup-
pose que les matrices facteurs sont de rang colonne plein et supérieur a 1, la condition est
automatiquement respectée pour @ > 2.
Dans [68], une approche différente basée sur les notions de rangs typiques et génériques
fournit différents résultats et conjectures sur 'unicité des décompositions CP de tenseur
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dont les éléments sont tirés aléatoirement. Ce type de tenseur est important puisque dans
de nombreuses applications le tenseur de données est modélisé comme la somme d’un
tenseur de rang faible contenant le signal d’intérét et d’'un tenseur de bruit aléatoire. Il en
résulte un tenseur aléatoire. Il a été montré que le rang de tels tenseurs peut étre largement
supérieur a la plus grande des dimensions du tenseur, et que leur décomposition CP peut
ne pas étre essentiellement unique. La conjoncture importante ici est alors que dans ce
cas la une décomposition CP de rang plus faible correspondant au rang attendu (connu
ou estimé) du tenseur signal permet d’avoir unicité essentielle. On cherchera bien str la
décomposition CP correspondant & ce rang.

2.2.3 Décomposition CP et matrices de dépliement

La décomposition CP peut se réécrire a l'aide des matrices de dépliement et du pro-
duit de Khatri-Rao. Ainsi pour un tenseur d’ordre 3, nous avons pour chaque matrice de
dépliement du tenseur

T =FOFD o F?)T, (2.17)

T =FOFY oFY)T, (2.18)
et

T = FOF® o FO)T, (2.19)

Plus généralement, pour un tenseur d’ordre supérieur a trois, la matrice T,y de dimensions

Q
I, x [] I a pour expression
=
T () = FPK@T (2.20)

avec
K@@ — FOD o oFD o F@ o ... o Fe), (2.21)

Il est intéressant de noter que 'expression de la matrice facteurs F(@ peut étre retrouvée
en pseudo-inversant la matrice K(@@7 . Les matrices de dépliement sont ainsi largement
utilisées dans les algorithmes de décomposition CP.

Comme dit précédemment, la matrice T4 ne représente pas la seule maniere de déplier
le tenseur 7. Nous verrons par la suite qu’il peut étre utile de fusionner plusieurs modes de
T sur les lignes de la matrice de dépliement désirée. La matrice F(9 dans (2.20) serait alors
remplacée par le produit de Khatri-Rao des matrices correspondant aux modes fusionnés
sur les lignes de la matrice de dépliement.

2.2.4 Décomposition CP et diagonalisation conjointe de matrices

En considérant I’équation (1.4) des propriétés du produit de Khatri-Rao, nous pouvons
remarquer que les tranches frontales, verticales et horizontales d'un tenseur d’ordre trois
peuvent étre vues comme trois ensembles de matrices conjointement diagonalisables par
deux matrices facteurs. Par exemple, pour les tranches frontales, nous avons

Vi € [1; L]y Teeiy, = FODE) FOT, (2.22)
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Pour les tranches horizontales :
Vi, € [1; L]y Tiree = FODU) FOT. (2.23)
Enfin, pour les tranches latérales :

Vi € [1; L]y Taipe = FODL) FOT, (2.24)

Avec Diffl)), Dgfz)) et Dgf’g) des matrices diagonales contenant respectivement la $™¢, la
5™ et la i5™¢ ligne de FV, F® et FO) sur leurs diagonales.

De méme, en considérant I’équation (2.20) et I’équation (1.4), il est facile de voir qu’un
tenseur d’ordre supérieur a 3 peut étre réécrit comme un ensemble de matrices conjointe-

ment diagonalisables. En effet, une tranche Ty i, i, ,ees, +1..ig Aura pour expression

Q
We[l; H I,

k=1
k#q—1,k#q

Tilig...iq,QOOqurl.“iQ = F(q)D(i)F(qil)T- (225)

N

Avec D® une matrice diagonale contenant la i-éme ligne de la matrice F¢=2 o .. . oFV o
FQ@ o .. . o F@t),

2.3 Etat de ’art des méthodes de décomposition CP

Dans cette section, nous présentons les différentes méthodes (ou algorithmes) itératives
de calcul d'une décomposition CP de rang donné. Nous distinguons trois types d’algo-
rithmes : les algorithmes de type alterné, les algorithmes de descente et les algorithmes
résolvant le probléme de décomposition CP aprés une étape de réduction de dimensions
du tenseur.

Les algorithmes originaux présentés dans cette thése permettent d’améliorer les résul-
tats fournis par la troisiéme catégorie, ¢’est pourquoi nous lui accorderons plus d’impor-
tance ici. Cependant, il est aussi utile de rappeler ici le principe des méthodes de type
alterné et de descente les plus connues, car nous serons amenés & reprendre plusieurs
résultats et procédures algorithmiques établis a cette occasion.

Ces deux premiers types de méthodes formulent le probléme de décomposition CP
comme un probléme d’optimisation classique que nous présentons dans la section suivante.
Avant cela, il convient de se donner des critéres pour juger de la qualité des différentes
méthodes :

e Le taux de convergence de I’algorithme lié & la méthode.

e Le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence.

La précision d’estimation des matrices facteurs a partir d’un tenseur bruité.

La complexité numérique de la méthode définie ici comme le nombre de multiplica-
tions effectuées a chaque itération.

La résistance au mauvais conditionnement des matrices facteurs i.e. lorsque les co-
lonnes d’une ou de plusieurs matrices facteurs sont quasi-colinéaires.
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e L’insensibilité a la surestimation du rang utile de la décomposition CP (appelée
communément overfactoring).

Notion de rang utile : dans la plupart des applications, le tenseur de données est
modélisé comme la somme d’'un tenseur de rang faible contenant le signal d’intérét et
d’un tenseur de bruit aléatoire. Par exemple dans le contexte de la séparation de sources,
le rang du tenseur signal correspond au nombre de signaux sources. Il est donc évident
que 'on appliquera au tenseur de données une décomposition CP de rang égal a cette
valeur lorsque celle-ci est connue. On parle de rang physique ou de rang utile R, de la
décomposition CP. Cependant, le rang utile d’'un tenseur est généralement inconnu en
pratique. L’estimation du rang utile d’'un tenseur n’est pas trivial. Des solutions ont été
proposées dans [69,70], mais elles n’en permettent pas toujours une estimation précise.
Le probléme est alors le suivant : Plus on augmente le rang de la décomposition, plus on
minimisera 1’écart quadratique entre les données et le modéle au risque d’estimer du bruit.
Ainsi, on aura tendance a surestimer le rang de la décomposition par rapport au rang
utile : on parle alors d’overfactoring. Dés lors deux types de comportements sont possibles
lors du passage d'une décomposition de rang R, a une décomposition de rang R, +r (avec
r un entier supérieur ou égal a 1) :

1. Soit les R, facteurs du tenseur ne changent pas et les r facteurs supplémentaires
ont une contribution négligeable dans au moins un des modes. On dit alors que
I’algorithme est peu sensible a I'overfactoring et ’estimation du rang utile n’est plus
un probléme.

2. Soit un ou plusieurs des R,, facteurs précédemment estimés sont modifiés et au moins
R, + 1 facteurs ont des contributions non-négligeables.

2.3.1 Formulation comme un probléme d’optimisation classique

Soit F@ une estimation de la ¢®™° matrice facteurs et T le tenseur reconstitué a partir

des matrices facteurs estimées :
T =TIp <1 FO 5, F® 5o F@. (2.26)

Nous représentons I'écart entre le tenseur de données et sa décomposition CP de rang R
a I'aide d’un tenseur &, 'expression du tenseur a décomposer devient alors

T=T+¢. (2.27)

Les matrices facteurs sont généralement estimées en minimisant une fonction de coiit choi-

sie comme une mesure quadratique de I’écart entre le tenseur 7 et le tenseur reconstitué
~ ~

o(T) = IT = Tlle- (2.28)

Notre probléme est alors le suivant :

Probléme 2.3.1. Estimer les matrices facteurs F@ de la décomposition CP de rang donné
du tenseur T minimisant la fonction de cott (2.28).
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On introduit alors, a l'aide des matrices de dépliements, les fonctions de coiit ¢, ne
dépendant que d’une seule matrice facteurs :

P (FD) = || T — FOKLN )7, (2.29)

avec K@@ Je produit de khatri-Rao des autres matrices facteurs estimées. La matrice F@
minimisant (2.29) est donnée par [71]

Flo — T(q)(K(q’Q)T)T Vg € [1; Qlx. (2.30)

L’opérateur de vectorisation permet d’écrire ¢, sous forme vectorielle |72

@(Q)(p(q)) = [lt — Z(q)p(Q)Hg, (2.31)
avec
o p@ = vec{F@} de dimensions L,=1,R,
Q
o t() =vec{T(y} de dimensions M = [] I,,
q=1

LVAPES K9 @ I;, de dimensions M x L,.

Le vecteur gradient de P4 (p(g)) a pour expression
Vo, PY) =220 (=t + Zp'?). (2.32)
De méme, nous définissons les vecteurs d’erreur

Vg € [1;Qn, &4)(P) =t — Zyp?. (2.33)

Leurs Jacobiens sont alors donnés par

J-

€(a)

(p) = —Z,). (2.34)

2.3.2 Les méthodes alternées

Ces méthodes, comme leur nom l'indique, estiment les matrices facteurs de maniére
alternée a chaque itération. Le principe est de considérer, & une itération donnée, toutes
les matrices facteurs comme connues excepté une que 1’on va estimer en fonction de toutes
les autres. La structure de ces algorithmes est résumée dans la table algorithmique 1.

2.3.3 La méthode des moindres carrés alternés

La méthode des moindres carrés alternés appelée aussi ALS (de I'anglais Alternating
Least Square) [19,23,33] est la méthode la plus célébre pour résoudre le probléme 2.3.1.
Lors d’une itération, la fonction de cott (2.29) est minimisée @ fois en fonction de chaque
matrice facteurs F(@. Ainsi, pour un tenseur d’ordre @), la mise & jour des () matrices
facteurs s’effectue comme

7@

(it+1) T(q)(Kgfi)Q)T)T Vg € [1;Qln (2.35)



2.3  FEtat de lart des méthodes de décomposition CP 43

Algorithme 1 Forme générique des algorithmes de type alterné

Soit S¢ un critére d’arrét préalablement défini et It,,,, le nombre d’itérations maximal ;

Initialisation des matrices facteurs F® a F(@ ;
it 1;
while S¢ est faux et it < It,,,, do
forg=14a@ do
Estimation des paramétres de la matrice facteurs
matrices facteurs précédemment estimées ;
end for
Mettre & jour S¢;
it it +1;
end while

fw(q)

(it+1) € fonction des autres

avec IA{Eft)Q) = f‘gf:l)) ®...0 ]?‘&)H) ® f‘gg)) ®...0 f‘ggl). Il s’agit alors de résoudre
successivement () probléemes des moindres carrés dont la solution est unique si et seulement
si les matrices K@@ sont de rang colonnes plein.

Par exemple, pour un tenseur d’ordre 3, lors d'une itération it les matrices facteurs

sont mises & jour de la maniére suivante :

(1) 7B ~ @)\t

F(it+1) < T ((F(it) © F(it)) ) (2.36)
(2 (@) EORVAN)

Fiiy ¢ T ((Fu) OF))") (2.37)
73 (2 L) 7T\ T

Fiy « T ((F(it-i-l) OF i) ) (2.38)

L’ALS présente plusieurs avantages. Il est simple & implémenter, il garantit la conver-
gence vers un minimum au moins local et il est toujours possible de calculer chacune des
matrices facteurs.

L’ALS présente aussi des inconvénients. Il est trés sensible a 'initialisation des matrices
facteurs. Il est également peu efficace lorsqu'une ou plusieurs matrices facteurs ont des
colonnes colinéaires ou quasi-colinéaires ou lorsque le rang du tenseur est surestimé [22,73—
76]. De plus, PALS est un algorithme plutot lent a converger dans sa version de originale.
En effet, la fonction de cott (2.29) décroit de maniére quasi-linéaire au fil des itérations
lorsque qu’elle est minimisée par ’ALS alors que d’autres méthodes permettent un taux
de convergence super-linaire voir quadratique. Dans le but d’accélérer la convergence de
I’ALS, une méthode appelée ELS (de I'anglais «Enhanced Line Search») a été proposée
dans [77| pour des tenseurs a valeurs réelles et dans [16] pour des tenseurs a valeurs
complexes. L’ELS consiste & faire une recherche linéaire optimale des matrices facteurs
a partir de leur précédente estimation. A chaque itération nous avons donc une nouvelle
expression pour chaque matrice facteurs :

FEZ)ouveau) = FEZ)) + ni‘(Q)(FEgt)-i—l) - FEZ?)) vq € [1’ Q]N (239)

ol Mg Vg € [1;Q)] sont les pas de direction de recherche linéaire. Ces derniers sont cal-
culés, a chaque nouvelle estimation de la matrice F@ de maniére optimale en cherchant
les racines du polynéme go(q)(F(q) ). Bien que 'ELS augmente le cott de calcul par

(nouveau)
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itération de I’ALS, il permet de réduire significativement le nombre d’itérations néces-
saires pour atteindre la convergence. L’ELS permet aussi & I’ALS de converger lorsque les
dimensions du tenseur ne sont pas suffisamment grandes devant son rang [78].

2.3.4 ALS non-négatif

L’ALS a été adapté de plusieurs maniéres au probléme de décomposition CP non-
négative pour des tenseurs d’ordre 3. L’adaptation la plus naturelle, présentée dans [42],
est la projection de chacun des termes des matrices facteurs dans R*. Ainsi, directement
aprés l'estimation de chaque matrice facteurs cette derniére est projetée de la maniére
suivante : R R

FEZ)H) = [th)ﬂ)h'
La plupart du temps, les signaux représentés par une décomposition CP non-négative
présentent d’autres propriétés particuliéres. La fonction de coit (2.29) peut alors étre
modifiée pour en tenir compte. Selon les cas, les signaux & séparer peuvent étre de type
lisse ou parcimonieux. La fonction de cotit peut alors étre pénalisée de deux maniéres :

(2.40)

Q
P(T)+ Y gl [FOI3 (2.41)
q=1

pour favoriser une solution lisse, ou alors

Q
P(T) + ) gl [FO|l; (2.42)
q=1

lorsque la solution recherchée présente des propriétés de parcimonie. Avec oy, des scalaires
de RT appelés parameétres de régularisation. Ces parameétres de régularisation sont des
parameétres heuristiques, ils peuvent ainsi étre fixes au cours des itérations ou bien étre
mis a jour de différentes manieres. Bien entendu, ces pénalisations peuvent étre aussi
utilisées pour I’ALS sans contrainte de non-négativité. L’expression des matrices facteurs
est obtenue en minimisant une des deux fonctions de colt précédentes alternativement
comme dans la procédure de ’ALS classique.

2.3.5 La Méthode des directions alternées

La méthode des directions alternées appelée aussi ADMM (pour Alternating Direction
Method of Multipliers) [79] est une méthode utilisée pour résoudre les problémes d’opti-
misation sous contrainte de la forme :

minimiser f(x) + g(z) (2.43)
contraint & Ax + Bz = c,

avec X ER", ze R, Ac R BeRP**etceRP, f:R" - Retg:R*— R.
Cette méthode présente de bonnes propriétés de convergence ainsi qu’'une preuve dans
le cas convexe. Le principe est de minimiser le Lagrangien augmenté du probléme (2.43) :

L,(x,2,y) = f(x) + g(z) + y' (Ax+ Bz — ¢) + (p/2)||Ax+ Bz —c|[3. (2.44)
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avec p > (0 un parametre de pénalité et y € R? le multiplicateur de Lagrange. De la méme
maniére que pour UALS, le critére (2.44) va étre minimisé alternativement par rapport
aux variables x et z. Ainsi une itération d’ADMM est définie de la maniére suivante :

X(it41) ¢ argminl, (X, Z(it)» y(,-t)) (2.45)
Z(it+1) < argminL, (X(itJ,,]_), Z, y(it)) (2.46)
Yiery < Yy + p(AXrrn) + Bz — c). (2.47)

L’ADMM a été adaptée aux décompositions CP non-négatives dans [80] pour des tenseurs
d’ordre trois. Nous proposons ici de I’étendre a ’ordre quelconque.

Pour se faire, une matrice auxiliaire F@ est introduite pour chaque matrice facteur
(avec ¢ € [1;Q]n). Ces matrices auxiliaires permettent de définir les fonctions de cofit
suivantes :

Q
. 1 . L
V€ [LQlw, ey (FP,F) = 5% (F@) + ) i(FD) (2.48)
j=1
avec i(M) une fonction indicatrice définie par
0si M>0
i(M) = { T (2.49)
+ 00 sinon

Le probléme d’optimisation a résoudre a chaque itération devient alors

V ¢ € [1;Q]n, minimiser ngXD (F(q), F(Q))
F@) JF@

contraint & F@ = F@. (2.50)

Le Lagrangien augmenté d'un tel probléme s’écrit
L,(F@ F@ A@) — SOA]))MM F@ F@) 4 Z (trace{ AT ( FU) — F@))
7j=1

@
+ EI[FO RO, (251)

ott les A9 sont les multiplicateurs de Lagrange.

Le but est donc maintenant de minimiser le Lagrangien augmenté (2.51) comme indiqué
précédemment. Il est montré dans [81] que l'opérateur proximal qui minimise la fonction
i(x) est la projection de x sur RT. Ainsi, les matrices facteurs, les matrices auxiliaires et
les multiplicateurs de Lagrange & estimer sont mis a jour de la maniére suivante :

(9 1 (9,Q) (q) (@) (10 (0,Q)T 15(¢,Q) -1
Fily « (ToKgh + p@ Foy — Ady) (K Ky + P 1)
(@) (9) L @
F(qt+1) — [(F(;]H-l) + P )A(gt))]
Al — A+ p@(FE‘?ﬂ) Bl ). (2.52)
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Cette méthode, nommée ADMoM dans [80] peut étre facilement implémentée pour du
calcul parallele de décomposition CP de tenseur de grandes dimensions et diminue les
temps de calcul en comparaison avec I’ALS pour des tenseurs de rang faible.

Définissons maintenant :

(@ _ @ m(a)
P(gt+1) - F((ilt—i-l) - F(3t+1) (2-53>
et
(@ _ (@) @ (9)
Y = Py Fiy — Fiip) (2.54)

Dans [79], Il est conseillé de mettre a jour les paramétres de pénalité p'9 de la maniére
suivante :

PE?E)T(D si HPEZ)H)HF > MHY((;It)-i-l)HF
(@ _ (9) /7_(2) si HY(q) || > ||P(Q) H
Pit+1) Pit) (it+1) [ |F = P Gy [F

pgft)) sinon,

avec > 1, 7 > 1 et 7 > 1. L’idée est ici d’essayer de conserver un rapport j entre

la norme de Yggt) 1 €t de ngt) 1) de telle sorte que ces deux quantités convergent toutes

les deux vers zéro. En effet, en observant le Lagrangien augmenté (2.51), nous pouvons

(9)

remarquer que plus p est grand plus ||P<q> || sera petit et plus pggt) 41 est petit plus

(it+1) (it+1)
||Y((;1t)+1)||F sera petit (voir équation (2.54)).
De plus, un critére d’arrét est aussi proposé lorsque les normes des matrices ngt) +1) €t
YE;?H) sont suffisamment petites. Ainsi ADMoM est stoppé si : Vq € [1; @]y,

(it+1) (it+1) (it+1)

||YEQ) ||F S ]qREabs + erel”A(‘I) HF7

{HP(q) HF < IqRe“bs—Femlmaw{Hf‘(q) HFa HF(Q) HF}
(it+1)

it+1)

avec €5 = ¢rel = 1074,

2.3.6 Algorithmes de descente

Principe général. La décomposition CP peut également étre calculée a ’aide des algo-
rithmes de descente classiques tels que le gradient, le gradient conjugué, Gauss-Newton,
Levenberg-Marquardt ou encore BFGS pour ne citer que les principaux. Ces méthodes
étant bien connues, nous ne rappelons ici que le principe général des algorithmes de des-
cente dans le cas réel ainsi que la partie spécifique a la décomposition CP c’est-a-dire le
calcul du gradient et celui du Jacobien. En effet, ceux-ci peuvent se calculer analytique-
ment ce qui rend la plupart de ces méthodes efficaces en pratique. Nous renvoyons a la
lecture de [28,72,78,82] pour les détails d’implémentation et des comparaisons avec les
méthodes alternées.

En comparaison avec les algorithmes alternés, toutes les variables sont ici estimées
simultanément a chaque itération. Nous définissons :
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e Le vecteur parameétre
i
2
p
b= . (2.55)

p(Q)
ott les vecteurs p'@ sont définis comme dans la section 2.3.1 (le vecteur p est donc

Q
de dimension L =R " I,),

g=1

° '?(p) le tenseur reconstruit a partir des matrices facteurs estimées F@ Vg € [1; Qln,

Q
o t() =vec{T(,} de dimensions M = [] I,

q=1
n ’\ Q
o t(p) = vec{T(p)(y} de dimensions M = [] 1,.
q=1

L’écart quadratique & minimiser (2.28) peut alors s’écrire :

p(p) = It — b (®@)I13
= e(y)(p) e (P), (2.56)

avec e(q)(P) = t() — t(q)(P)-
Le principe des algorithmes de descente est de minimiser (2.56) en choisissant une

direction d € RY et un pas p € R & partir du point courant Pit)- Par conséquent, la régle
de mise a jour des algorithmes de descente est

Pit+1) = Pty + Hend i) - (2.57)
Il convient donc a chaque itération de trouver d et u tel que

() (Pt+1)) < @) (Paty)- (2.58)

Le choix de d et i dépend de 'algorithme utilisé. Plus précisément, le calcul de d est basé
sur le gradient de ¢(p) noté g(p) et le Jacobien de e, (p) noté J¢(p) dont nous donnons
ici les expressions :

v@(l)(pzli) 2Z§:1)(_t(1) + Z(l)pg;)

Ve (P?) 2Z5)(=t2) + Z2)p"?)

gp)=| " S (2.59)
Vo, (P9) 275 (—t) + Zp'?),

Je(p) = (Jé(l)(p(l)) H(l)Jé(2)<p(2)) H(Q*l)Jé(Q)(p(Q)))

= (—Z(l) —H(l)Z(Q) —H(Q_l)Z(Q)), (260)
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ot les matrices IIMW ... TI@=Y sont des matrices de permutation chargées de remettre
les lignes de Jg,, (p?)... Jé(Q)(p(Q)) dans le méme ordre que celles de Jé<1>(p(1)).
On en déduit par exemple la direction de descente pour ’algorithme du gradient :

dgraa = —8(P) (2.61)

ou pour l'algorithme de Levenberg-Marquardt :
dim = —[J(p)Je(p) + AL 'g(p). (2.62)

Algorithmes de descente non-négatifs. Tout comme pour les méthodes alternées, il
est possible de contraindre les résultats fournis par les méthodes de descente a étre non-
négatifs de maniére triviale par projection dans Rt a chaque itération [83]. Toutefois, une
autre maniére de procéder a été proposée dans [84,85]. Cette derniére consiste & minimiser
les fonctions de cotit (2.42) ou (2.41) a l'aide de différents algorithmes de descente tout en
paramétrisant les matrices facteurs de la maniére suivante :

Vg € [1;Qly, F@ =G 1@ GW (2.63)

Les fonctions de cott (2.41) ou (2.42) sont alors minimisées par rapport aux matrices
G, Chaque terme des matrices F@ éstant le carré du terme de G@ correspondant, F@
est alors non-négative par construction. Cette méthode est plutot lente a converger pour
des tenseurs de grandes dimensions. En revanche, elle fait preuve d’une grande robustesse
lorsque le nombre de facteurs est surestimé. Dans [86], une paramétrisation exponentielle
est utilisée : R R

Vg € [1;Qly, F9 = exp(G@). (2.64)

2.3.7 Algorithmes de réduction de dimensions

Le principe de ce type de méthode consiste & réduire une ou plusieurs des dimensions
du tenseur initial. L’intérét est principalement de réduire la complexité numérique du
processus itératif et généralement d’en faciliter la convergence. Les méthodes que nous
allons présenter ici sont basées sur une HOSVD ou une SVD tronquée au rang R. En
pratique, si R est inconnu, seules les valeurs singuliéres significatives sont conservées. Les
algorithmes sont présentés ici dans le cas d’'une décomposition CP exacte. Ils restent bien
stir applicables tels quels pour le calcul d'une décomposition CP approximée.

2.3.7.1 Compression par HOSVD

On suppose ici que R est plus petit que les dimensions du tenseur. En appliquant une
HOSVD de rang R au tenseur 7, nous obtenons la relation suivante :

T=8x1UWx,UP %o UQQ =75 x; FU x, F? | xo F@, (2.65)

Nous rappelons que les colonnes des matrices U@ e Cl*% forment une base orthonormale
de CE et que S € C*x xR T4 décomposition CP du tenseur S s’écrit alors

S=7Tp x; HY x, H? ... xo H@, (2.66)
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avec HY = UWAF@  vq € [1;Q]n.

Les matrices H@ peuvent alors étre estimées en utilisant n’importe quelle méthode de
décomposition CP appliquée au tenseur S. On en déduit alors directement les matrices
facteurs F(@. Toutefois, nous verrons ultérieurement qu’une autre stratégie est possible.

Compression par HOSVD sous contraintes de non-négativité. Effectuer une
décomposition CP non-négative a I’aide d’une compression par HOSVD consiste & résoudre
le probléme d’optimisation suivant :

minimiser , [|S — S|
HD  H@Q
contraint a V ¢ € [1;Q]y, UYH® = 0. (2.67)

Dans [87, 88|, plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre ce probléme. Comme
par exemple 'ALS projetée (PROCO-ALS pour PROjected COmpressed ALS), ’ADMM
(COADMM pour COmpressed ADMM) ou encore le gradient conjugué. Par exemple

pour PROCO-ALS, il convient tout d’abord d’estimer H'? , puis de calculer Fl?

R (it+1) (it+1) —
U(‘I)HEZ? 1) (étape de décompression), I’étape de projection est alors
Fo e [FY9 ] (2.68)
(it+1) (it+1)1 + :

et enfin de calculer ICIEZ) ) = U@ ]/F\‘Eft) 1)

(étape de recompression).

Compression par HOSVD et Diagonalisation Conjointe par Similitude. Cette
méthode a été proposée dans [39,89] sous le nom de SECSI pour SEmi-algebraic framework
for approzimate CP decompositions via SImultaneous matrix diagonalization. Considérant
(2.65) et (2.66), nous pouvons réécrire

SxsUB | xo U@ =T x; HY x, H? x3 FO) | xo F@, (2.69)

Posons maintenant P = S x5 U®) . XQ U@ . Nous pouvons noter que P est un tenseur
correspondant au modéle de décomposition CP. Une tranche dans le premier mode d’un
tel tenseur s’écrit alors

Q
Pedis.ip = HVAVH?T vi € [1; qu] , (2.70)
q=3 N

ott la matrice A est une matrice diagonale contenant sur sa diagonale la i-éme ligne de la
matrice F@ ® ... ®F®) . Ainsi en multipliant une tranche Peeis..ig, avec la pseudo-inverse
d’une tranche P-.ig.“i'Q , nous obtenons :

V(is, ..., iq) # (i3, ... 7g) P..l-gmiQPi.i,Sm% = HODUVHO-, (2.71)
ot la matrice DY) = AOAT La matrice DY contient donc la division terme & terme de
la i-éme ligne de la matrice F(@ ©. . .©F® par la i/-éme ligne de la matrice F(@ ©.. .0 F®
sauf si un élément de la 7'-éme ligne de la matrice F(9) ©...©OF®) est égal a zéro (I'élément



50 Chapitre 2. La décomposition Canonique Polyadique de tenseurs

correspondant de la matrice DU) est alors égal & zéro). Cet ensemble d’équations constitue
un probléme de Diagonalisation Conjointe par Similitude (DCS) qui sera abondement
traité dans la section 3.3 du chapitre suivant. En répétant (2.71) pour tous les indices
i3,...,iq et is,...,ig, nous obtenons un ensemble de HqQ:3 Iq(HqQ:3 I, — 1) matrices a
diagonaliser.

Une fois ce probléme de DCS résolu, nous disposons des estimées de H® et des matrices
DO, respectivement notées H® et D®. La matrice FM) est alors estimée a partir de
FO = UVHO, Les matrices F®, ... F@ sont estimées a partir des matrices D@ et la
matrice F(?) par pseudo-inverse (de la méme maniére que dans I'équation (2.30)).

On peut construire un second probléme de DCS a partir des matrices Pioig...i QP°°i’3~-iQ'
La résolution de ce probléme fournit de la méme maniére une seconde estimation de
I’ensemble des matrices facteurs. Enfin, le méme schéma peut étre reconduit a partir
de n’importe quelle permutation des modes du tenseur conduisant & chaque fois & deux
nouvelles estimées pour chaque matrice facteurs.

Les auteurs proposent alors différentes heuristiques pour choisir les estimées des () ma-
trices facteurs parmi toutes les combinaisons possibles. Cette méthode a plusieurs avan-
tages : elle est particuliérement efficace lorsqu’une ou plusieurs des matrices facteurs sont
mal-conditionnées et est peu sensible au probléme d’overfactoring. En outre, elle permet
d’initialiser efficacement les méthodes alternées et de descente. En contre partie, le calcul
de toutes les estimées et leur choix peut étre inutilement cotiteux et ’algorithme a une
condition nécessaire de fonctionnement :

/

3 (q1,q2) € [1;Q%, qu # o tels que I, > Ret I, > R. (2.72)

2.3.7.2 Compression par SVD

Le principe est ici d’appliquer une SVD de rang R sur une matrice de dépliement du
tenseur, ainsi nous avons :

T, = FOK@OT — usv¥, (2.73)

Q
ot la matrice K@@ est la matrice définie dans (2.21). Si R < min(I,, [] I;), il existe une
i=1

t;q

matrice W € C**® inversible telle que
FOYW = US (2.74)
et
WIK@QT — vH, (2.75)

Compression par SVD et Diagonalisation Conjointe par Congruence. La mé-
thode présentée ici, proposée dans [90], permet de réécrire le probléme de décomposition
CP comme un probléme de Diagonalisation Conjointe de matrices par Congruence (DCC).
Le probléme de DCC considére un ensemble de matrices conjointement congruent a un
ensemble de matrices diagonales. Nous renvoyons au chapitre suivant pour plus de détails
sur la DCC et sa résolution.



2.3  FEtat de lart des méthodes de décomposition CP 51

La méthode de décomposition CP présentée ici a été détaillée dans R et pour un tenseur
d’ordre 3 ou pour un tenseur d’ordre 4. Nous la résumons ici pour ¢ = 3 et () = 3 ainsi :

V= (F® o F)w-T. (2.76)

Considérons en premier lieu la fonction suivante :

(I)(X,Y) . RIX‘] X RIX‘] N RIXIXJXJ (277)
(X,Y) —» ®(X,Y) (2.78)

avec
(®(X,Y)ijer = TiwYji + TjYie — TaYjk — TjkYil- (2.79)

Il est démontré dans [90] que ®(X, X) est égale a un tenseur a valeurs nulles si et seulement
si X est une matrice de rang inférieur ou égal 1.

La matrice V est maintenant reformée en R matrices V(" € R2*t de la maniére
suivante :

Vi, € [1;II]N7 Vig € [1;[2]1\], Vr € [1,R]N, V(T) Vv(z‘2,1)]1+i17,,«, (280)

92,01
Il vient alors

R
¥(s,r) € [1; Rly, ®(VO,VE) =" (W), (W), " 20T, (2.81)

b
t,au=1

Nous pouvons noter que (V" V) = (V) v,
Soit M une matrice symétrique de dimension R et satisfaisant le systéme suivant :

R
> M VD, VW) =0, (2.82)

r,s=1

o O est un tenseur ne contenant que des 0. Sachant que M est symétrique et que
q)(ft(2)ft(1)Ta ft( ftl)T) O V1 <t < R, nous obtenons

R R
Yo S W (W), M BEPEDT £V = 0. (2.83)
r,s=1tu=1
En posant
R
Dt,’u, - Z (W_T)t,T(W—T>u,sMr,s (284)
r,s=1

et en supposant que les tenseurs @(ft(Q)ft(l)T, fzgz)qul)T) sont linéairement indépendants pour

1 <t<wu<R,alors Dy, = 0sit# u. Enréécrivant alors (2.84) sous sa forme matricielle,
nous avons

M= W'DW, (2.85)

ot D est une matrice diagonale. Ainsi n’importe quelle matrice diagonale D génére une
matrice M permettant de résoudre le systéme (2.82). Donc, toujours en supposant que les
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tenseurs @(ft(Q)ft(l)T, féz)fqgl)T) sont linéairement indépendants, il existe un ensemble de R

matrices symétriques M) vérifiant (2.82) de la forme :

MY = WDOW

MB = WID®RW. (2.86)

Nous obtenons donc bien un ensemble de matrices M) conjointement congruent a une
matrice diagonale D). En pratique les matrices M) sont obtenues en calculant le noyau
de (2.82).

Par ailleurs, W est estimée comme une matrice résolvant (2.86). Ainsi, il est possible
de remonter aux matrices facteurs de la maniére suivante :

F® = UsSwW! (2.87)
(FOoF®) = VWT, (2.88)

Finalement, afin de séparer les matrices F® et F()| R matrices G, € R2*/1 sont construites
a partir des colonnes de (F? ® F) de la maniére suivante :

(Gpigis = (FPOFMY g, 1ypvir Yr=1,...,R (2.89)
Par conséquent,
G, = f@f7, (2.90)

Les colonnes de F® et de F() sont donc estimées a partir d’une approximation de rang 1
des matrices G,, comme par exemple une SVD tronquée a 1’ordre 1.

Cette méthode est particulierement intéressante dans les cas ot le probléme de décom-
position CP est mal conditionné ou lorsque que le rang utile du tenseur est grand.

Compression par SVD et Diagonalisation Conjointe par Similitude. Cette mé-
thode a été originalement proposée dans [22] sous le nom de DIAG (pour DIrect AlGo-
rithm). Une variante nommée SSD-CP (pour Simultaneous Schur Decomposition-CP) a
ensuite été proposée dans [91]. Nous les décrivons ici.

Tout d’abord, la matrice K@% peut étre réécrite comme

K@@ — pl-D) o K9 (2.91)

avec KP9 = F@-2 o 0 FD o FQ o ... ©F@), En utilisant la propriété (1.4) du
produit de Khatri-Rao, nous obtenons :

K(q,Q)T _ [A(I)Ké%Q)T, o 7A(Iq—1)KgQ»Q)T}7 (292>

ot A® € C™*F est une matrice diagonale contenant la i-éme ligne de F@=D. D’aprés les
équations (2.75) et (2.92), il vient

VI = W AOKEDT AT OT] = [pOT P T] (2.93)

avec ' ‘
Vi€ [1:1,1]y, TO = KEDAOW-T, (2.94)
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En calculant les pseudo-inverses des matrices ' il est possible de construire un ensemble
de I,_1(I,—1 — 1) matrices

V(iv,ig) € [1; Igalnyia #in - MO0 = DOIIPE), (2.95)
En remplacant les matrices T'¥ par leur définition, il vient
V(i1,ia) € [1; I1]n,da # iy M2 = WIDOWT (2.96)

ot la matrice D1%2) est une matrice diagonale contenant la division terme & terme de la
is-éme ligne de F~ par la i;-éme ligne de F@~ Y. Grace a la pseudo-inverse, si la i;-éme
ligne de F(4=1) contient des zéros, les éléments correspondant de la matrice D) sont
aussi égaux a zéro.

Les matrices M%) sont donc conjointement diagonalisables dans la méme base de
vecteurs propres et correspondent & un probléme de Diagonalisation Conjointe par Simi-
litude (DCS).

Une fois le probléme de DCS résolu les deux approches différent. Dans DIAG, nous
utilisons la matrice W estimée et nous remontons aux matrices facteurs a ’aide des deux
équations suivantes :

F@ = USW™! (2.97)

et
KT = wvH, (2.98)

En formant un tenseur de rang 1 a partir de la r-éme colonne de K@@ il suffit d’appliquer
une HOSVD tronquée a I'ordre 1 sur ce tenseur pour retrouver la r-éme colonne de chacune
des @ — 1 matrices composant K@)

Dans SSD-CP, au contraire, nous utilisons la structure des matrices D2), En effet,
pour chaque colonne 7 de F@~Y nous avons I, ;(I, 1 — 1) équations de la forme :

Vi i#j, By - DEPETY =0 299

Le systéme d’équations (2.99) a une infinité de solutions. Cependant, grace a l'indétermi-
nation d’échelle du probléme de décomposition CP nous pouvons fixer a 1 les termes de la
premiére ligne de F=1 et résoudre ce systéme. Les matrices facteurs restantes peuvent
étre retrouvées de plusieurs maniéres différentes. Par exemple, en prenant la matrice de
dépliement du tenseur 7 dans le ¢ — 1-éme mode nous obtenons

K@ 17T _ F(q_l)TT(q_l). (2.100)

Puis les matrices facteurs peuvent étre extraites de la matrice K(4=19) comme dans DIAG.
On pourrait aussi réécrire () fois le probleme de DCS & partir de toutes les matrices de
dépliement de T et résoudre @ fois (2.99). Ces deux méthodes ont les mémes avantages
que 'approche SECSI. Néanmoins, leur complexité numérique est beaucoup plus faible et
la condition nécessaire de fonctionnement est moins stricte. La matrice de dépliement T,
n’est pas la seule maniére de déplier un tenseur. Nous notons ici la matrice de dépliement
T(P) du tenseur 7 définie de la maniére suivante :
Y(m,n) € [1;7{]1\1 X [1;7rg+1]N T(P)n,

n=T (2.101)

1:~"7iQ

)
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ou my = I, 7T3 =1 lyi1... Iy et

Vm € [1; 77y, m—zl—l—z (2.102)

Vn e [1;78, v, m=ipp + Z — Dbt (2.103)

q=P+2

Ainsi contrairement a la matrice T ), la matrice T(P) permet de fusionner les P premiers
modes du tenseur sur ses lignes et donc les () — P autres modes sur ses colonnes. La matrice
T(P) a alors pour expression :

T(P)=(FPo...0FN)FDo.. o FF)T, (2.104)

Le raisonnement détaillé ci-dessus peut étre alors repris en remplacant la matrice K(@®)
par FQ o .. @ FP+D et la matrice F@ par FP) o ... @ FW,

En appliquant alors la SVD de (2.73) sur la matrice T'(P) plutét que sur la matrice
T (,), une condition générale nécessaire de fonctionnement de DIAG et SSD-CP est :

3 P € [1;Q — 2]n, 3fr une permutation des ) premiers entiers naturels et 3 ¢, > P
tels que

P Q
[T1hG) = Ret 1] 1(7:6) = R (2.105)

i=P+1
i#qs

Dans les chapitres suivants, nous présenterons et proposerons plusieurs méthodes pour
résoudre le probléme de DCS.

2.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons introduit différents outils mathématiques d’algébre multi-
linéaire. Puis nous avons présenté le probléme de décomposition CP ainsi que les différentes
maniére d’écrire ce dernier : 'expression tensorielle, les expressions matricielles en fonction
des matrices de dépliement ou des tranches du tenseur ou encore ’expression par élément
du tenseur. Nous avons alors proposé un état de I’art des méthodes de décomposition CP
en distinguant trois types d’approches : les méthodes de type alterné, les méthodes de
descente et les méthodes basées sur une réduction de dimensions. Ces derniéres peuvent
conduire & un probléme de décomposition CP de plus petites dimensions ou bien a des
problémes de diagonalisation conjointe de matrices.

Nos innovations portant sur la diagonalisation conjointe par similitude induite par
une réduction de dimensions par SVD (algorithmes DIAG et SSD-CP). Le chapitre sui-
vant concernera les différents probléemes de diagonalisation conjointe de matrices. Nous
y présenterons aussi différentes méthodes de la littérature permettant de résoudre ces
problémes.



Chapitre 3

La diagonalisation conjointe de matrices

Nous allons maintenant aborder le probléme de diagonalisation conjointe de matrices.
La forme la plus générale de ce probléme s’écrit de la maniére suivante :

M®*) — A(l)D(k)A@)i, VEk € [1, K]y, (3.1)

avec M(#®) € C1ix2 A ¢ CxBE A ¢ C2xF  DW® ¢ CP*E yne matrice diagonale et
ot le symbole  correspond soit & I'opérateur transposé, soit a 'opérateur transposé her-
mitienne ou alors & 'opérateur inverse (la matrice A® doit alors étre carrée et inversible).

Comme nous I’avons vu précédemment, les K matrices M®*) peuvent correspondre aux
tranches d’un tenseur d’ordre 3 du probléme de décomposition CP. Ainsi, le probléme (3.1)
est équivalent au probléme de décomposition CP et les méthodes vues dans le chapitre
2 peuvent aussi étre utilisées pour résoudre un probléme de diagonalisation conjointe de
matrices.

3.1 Préliminaires

Nous nous intéresserons ici et dans la suite de ce chapitre aux cas ou les matrices
M®) sont carrées i.e J; = Jo = R et ot AY = A®. Par conséquent, nous noterons
maintenant A les matrices A et A®). Nous présentons ici plusieurs problémes spécifiques
de diagonalisation conjointe de matrices :

e La diagonalisation conjointe d'un ensemble de matrices symétriques
M® = AD®AT Vi e [1, K]y, (3.2)
ou de matrices de la forme
M® = ADWAH Vi € [1, K]y, (3.3)

appelée Diagonalisation Conjointe par Congruence (DCC). Dans I’équation (3.3),
les matrices M*) sont symétriques hermitiennes lorsque les matrices D®) ont des
valeurs réelles. Dans les cas particuliers ot A”A =1 ou A¥ A = I nous parlons res-
pectivement de Diagonalisation Conjointe par Congruence Orthogonale (DCC-O) et
de Diagonalisation Conjointe par Congruence Unitaire (DCC-U).

%)



56 Chapitre 3. La diagonalisation conjointe de matrices

e la décomposition conjointe en éléments propres de matrices partageant la méme base
de vecteurs propres
M® = AD®A-L VE € [1, K]y, (3.4)

appelée aussi Diagonalisation Conjointe par Similitude (DCS).

Les problemes de diagonalisation conjointe sont au cceur de nombreuses méthodes de
séparation de sources basées sur l'utilisation de cumulants d’ordre supérieur [43,92,93|.
Une étude trés compléte des méthodes de DCC est disponible dans [94].

Bien que nos travaux soient focalisés sur le probléme de DCS, nous ne pouvons omettre
de parler des quatre autres problémes. Premiérement, il est évident que la DCC-O et la
DCC-U sont a la fois des problémes de DCC et de DCS. Deuxiémement, la plupart des
méthodes de DCS sont inspirées des méthodes de DCC. Enfin, le probléeme de DCC peut
étre réécrit en probléme de DCS lorsqu’au moins une des matrices M*) est inversible [95].
En effet, soient

M® = AD®A* VE € [1; K]y, (3.5)

avec I =T ou i = H, si Jky € [1; K]y tel que M*2) soit inversible, nous avons alors
Yk, € [1; Ky, MEIMED-L = AD®IDE)-1 AL (3.6)

Des conditions nécessaires et suffisantes d’unicité ont été fournies pour les problémes de
DCS [96], de DCC dans le cas réel [97] et dans les cas symétrique complexe et symétrique
hermitien [98].

Théoréme 3.1.1. Soit la matrice

1 K
Dy - Dy
Q= L : (3.7)
1 K
Diyp -+ Dy

contenant sur ses colonnes les diagonales des matrices D).

La DCC est alors essentiellement unique si et seulement si les lignes de €2 sont diffé-
rentes du vecteur nul et non-colinéaires deur a deuz.

Le probléme de DCS, quant a lui, est essentiellement unique si et seulement si les lignes
de Q sont toutes différentes (i.e. Vm,n avec m # n, Qe — Qpe # 0 00 Qe et Qe sont
respectivement la m®™® et la n®™ ligne Q). Ces résultats sont valables pour K > 1.

Comme pour le probléme de décomposition CP, les problémes de diagonalisation conjointe
admettent une indétermination d’échelle et de permutation, c’est pourquoi nous parlons
aussi ici d’'unicité essentielle. Nous expliciterons cette indétermination ultérieurement.

Remarque : en considérant les équations (3.5) et (3.6), nous pouvons remarquer qu’il
y a équivalence entre la condition d’unicité de la DCC et celle de la DCS.

En effet, considérons un ensemble de matrices de DCC défini comme dans (3.5) i.e.

T =T oui= H. Comme explicité dans le théoréeme 3.1.1, la DCC d’un tel ensemble est

essentiellement unique si et seulement si Vr € [1; R]y, 3k € [1; K]y tel que Dgi) #0 et si

DYy, D2,

V (r1,7m2) € [1; R]n, 3(k1,k2) € [1; K]y tels que D(k;) + D(k;)

2,72 2,72

(3.8)
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avec D£’§122 # 0 et Dﬁ’ji?z # 0. Le probléme de DCS obtenu grace a I’équation (3.6) est
quant & lui essentiellement unique si et seulement si

D4, D&
Y(ry,me) € [1; Rln, 3(k1, k2) € [1; K]y tels que ——— # —=2

DY " D,

(3.9)

et D) £ 0 et D2 £ 0.

b, D, piy D)

3 ’ ) 1 15

Nous avons donc bien — R G R
DTlvrl 72,72 DTQ#TQ DTQ’TQ

Idéalement, une simple décomposition en éléments propres sur n’importe quelle matrice
M®) ou MFEIMF2)-1 suffirait pour résoudre respectivement les problémes de DCS et de
DCC. Cependant, la décomposition en éléments propres d’une matrice est unique si et
seulement si cette matrice a toutes ses valeurs propres différentes. Ainsi prendre plusieurs
matrices a diagonaliser permet d’avoir des conditions d’identifiabilité moins fortes. De
plus, dans la plupart des cas pratiques, il existe un écart (bruit) entre les matrices M%)

correspondant au modéle de diagonalisation conjointe et les données observées M,()k) i.€.
M — ADPAT + EW VE € [1; K]y, (3.10)

ott E® est une matrice de dimension R représentant le bruit. Dans de nombreux travaux,
comme par exemple [38,99-101], il a été montré a l'aide de simulations numeériques que
plus le nombre de matrices a diagonaliser est grand, plus les résultats obtenus sont robustes
au bruit (pour tous les problémes de diagonalisations conjointes).

Les premiéres approches de diagonalisation conjointe de matrices ont concerné un en-
semble de deux matrices seulement. Ces méthodes sont connues sous le nom de GEVD (de
I'anglais Generalized EigenValue Decomposition) ou GSVD (de 'anglais Generalized Sin-
gular Value Decomposition). La GEVD a l’avantage de fournir directement (sous-entendu
via un processus non-itératif) une solution. Par la suite, une méthode basée sur la GEVD
de deux matrices représentant de ’ensemble a été présentée dans [102|. Cette méthode
appelée EJD (de Panglais Ezact Joint Diagonalization) fournit, elle aussi, directement
une solution sous-optimale. Dans [103] 'algorithme DIEM (pour Dlagonlization using
FEquivalent Matrices), inspirée de EJD, fourni aussi une solution directe dans le cadre du
probléme de DCC.

3.2 Les stratégies de résolution
Nous considérons ici le probléeme générique suivant :

M® = AD®A* VE € [1, K]y. (3.11)

3.2.1 Fonctions de cott

Les différentes stratégies de résolution itératives proposent de considérer le probléme
de diagonalisation conjointe comme un probléme d’optimisation. C’est pourquoi nous pré-
sentons ici les différents critéres utilisés.
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Critére direct. Le critére direct, utilisé dans [44]| dans le cadre de la DCC-U, est une
mesure quadratique de la différence entre les matrices a diagonaliser et leur modéle théo-
rique. Ce dernier s’écrit comme :

K
Caireet (A, DW) = > " [[M*) — AD® AY|[7.. (3.12)
k=1

Minimiser la fonction de cott (3.12) va donc nous donner une solution optimale au sens
des moindres carrés pour la matrice A et pour les K matrices D®). 1 est notable que ce
critére est utilisé pour I'algorithme non-itératif EJD cité précédemment. Par la suite, ce
critére a été utilisé pour les problémes de DCC dans [104-106]. Nous avons déja vu une
fonction de cott similaire lors du chapitre précédent. En effet, ’ensemble de matrices M®*)
peut se réécrire comme un tenseur M dont les matrices facteurs de sa décomposition CP
au rang R sont A, (AH)T et une matrice C € CE* contenant sur chacune de ses lignes la
diagonale d'une matrice D®). Donc le critére direct (3.12) est égal a la fonction de coit
de la décomposition CP (2.29) d’un tenseur d’ordre 3 et peut s’écrire :

Cdirect(A7 C) = HM(l) - A(C © (Ai)T)TH% (313>

Ainsi, ce critére a 'avantage de pouvoir traiter le probléme de diagonalisation dans le cas
général (3.1) de la méme maniére que dans le chapitre précédent. Dans [107], le critére
direct est d’ailleurs minimisé en utilisant une méthode de descente de type Gauss-Newton
dans le cadre de la DCC d’un ensemble de matrices symétriques hermitiennes. Ce critére
a aussi été utilisé pour un algorithme de type ADMM afin d’imposer la non-négativité sur
la matrice A et sur les K matrices D®) [108].

Critére inverse. Le critére inverse est une mesure quadratique de la diagonalité des
matrices & diagonaliser conjointement par une matrice B. Ce dernier s’écrit comme :

K
Ciaverse(B) = Y _ || ZDiag{BM®B'}| 7. (3.14)

k=1

Le principe de résolution est ici différent dans sa conception. En effet, le but n’est pas
de faire correspondre les parameétres a estimer au modéle (3.11) mais de diagonaliser
'ensemble des matrices M®*) i e. minimiser les termes hors diagonaux de I’ensemble des
matrices M®*) simultanément.
Pour se faire la matrice B, appelée matrice diagonalisante, doit étre estimée telle que
les matrices
N® = BM®B Ve (l; K]y (3.15)

soient aussi diagonales que possible. Lorsque la matrice B diagonalise parfaitement 1'en-
semble de matrices, elle est égale a I'inverse de la matrice A & un facteur d’échelle et a une
permutation prés. En effet, soient A une matrice diagonale inversible et P une matrice de
permutation telles que BA = AP, alors

N® — BM®B!
APDWPIAT VE € [1; K]y (3.16)
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sont diagonales quel que soit I'opérateur représenté par I et quelles que soient les valeurs
des matrices A et P. L’indétermination d’échelle permet d’estimer la matrice B avec R
degrés de liberté.

Dans [49], ce critére est minimisé grace a la méthode du gradient pour de la DCC.
Cependant dans nombres d’algorithmes la matrice B est estimée par le biais de mises a
jour multiplicatives. L’avantage de cette fonction de cotit est qu’il suffit d’estimer la matrice
B pour la minimiser, ce qui n’est pas le cas du critére direct (3.12) dans lequel les matrices
D®) doivent aussi étre estimées. En contre partie, ce critére a trois défauts : premiérement
la matrice A doit étre inversible (ce qui est toujours le cas pour le probléme de DCS),
deuxiémement il admet la solution triviale B = 0 dans le cas de la DCC et troisiemement
ce critére est sensible aux variations de norme des matrices N®). La solution triviale
B = 0 est facilement évitable, car comme explicité précédemment la matrice B peut étre
estimée avec R degrés de liberté ce qui permet de lui imposer certaines structures comme
par exemple une diagonale dominante ou encore un déterminant égal & 1. Pour palier le
probléme de variation d’échelle, le critére suivant a été proposé dans [97] et [109] pour
traiter des données réelles dans le probleme de DCC :

K
Ciiverse2(B) = Y [|[M® — B~ 'Diag{N"}B~7||3. (3.17)
k=1

Du fait de la propriété d’invariance de la norme de Frobenius au transformation or-
thogonal, minimiser le critére (3.14) est équivalent a maximiser le critére suivant pour le
probléme de DCC-O :

K
Chiverses(B) = Y _ || Diag{BN®B"} 7. (3.18)
k=1

Dans [110], ce critére est maximisé a I'aide de la méthode du gradient.
Dans [111,112], une méthode est proposée pour séparer des signaux non-négatifs. Le

critére (3.14) est alors rééerit comme un critére direct en inversant les matrices M®*)
K
Civeciz(H) = 3 | ZDiag{ATM® A} |2 (3.19)
k=1

avec A = H[JH. L’ensemble de matrices symétriques est donc ici a valeurs réelles et la
matrice A contient des valeurs non-négatives. Pour se faire, la matrice A est paramétrisée
comme A = H[IH, ainsi le critére (3.19) est optimisé par rapport a la matrice H.

Critére log-vraisemblance. Le critére du maximum de vraisemblance a été proposé en
premier lieu par Flury pour résoudre le probléme de DCC-O de matrices définies positives
[113], puis il a été généralisé par Pham pour la DCC de matrices définies positives [114].
Ce dernier s’écrit

Clog(B) = Znk(log(det(Diag{BM(k)Bi})) — log(det(BM®™BH))), (3.20)

k=1
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avec T = H ou i = T. Ce critére permet de résoudre les problémes de diagonalisation
conjointe en conservant la symétrie et la non-négativité de la diagonale de matrices sy-
métriques définies positives. Par conséquent, ce critére n’est pas directement adapté au
probléme de DCS. Pham démontre que sa méthode (appelée JD-BGL) fait décroitre le cri-
tere (3.20) a chaque itération. Enfin, la méthode proposée dans [115] minimise une version
approximée de (3.20).

3.2.2 Stratégie de résolution globale

De nombreuses méthodes de diagonalisation sont basées sur la mise & jour multiplicative
de la matrice B. En effet, a chaque itération une matrice X est calculée pour mettre a

jour B de la maniére suivante :
B <~ XB. (3.21)

Par conséquent, 'ensemble de matrices N*) défini & I’équation (3.15) est mis a jour ainsi
V ke[l Ky N® « XN®XE (3.22)

La matrice X est choisie de sorte & minimiser 1'un des critéres précédents. Cette mise a
jour multiplicative est répétée jusqu’a atteindre un point stationnaire. Par exemple, la
fonction de cott (3.14) doit étre optimisée en fonction de la matrice X a chaque itération.
Nous avons donc

K
Chverse(X) = || ZDiag{(XNOX} 2. (3.23)

k=1
L’indétermination d’échelle et le processus algorithmique nous permettent aussi ici de
factoriser une matrice diagonale inversible & la matrice X. Ainsi nous avons R degrés de
liberté et donc nous pouvons nous contenter d’estimer R(R — 1) paramétres. Par exemple,
il est possible de contraindre la matrice X a n’avoir que des 1 sur sa diagonale. Nous

pouvons donc écrire
X=1z+7Z (3.24)

avec Z une matrice de dimension R dont les termes diagonaux sont nuls. Cette paramé-
trisation est connue en traitement du signal plus particuliérement pour les probléme de
séparation aveugle de sources [116]. Elle a été utilisée par la suite pour la DCC d’'un en-
semble de matrices symétriques dans [117], puis cette méthode a été adaptée a la DCC
de matrices symétriques hermitiennes dans [118|. Elle a enfin été généralisée aux deux
problémes dans [119].

La table algorithmique 2 présente la forme générique classique d’un algorithme de
diagonalisation conjointe basé sur une approche globale.

3.2.3 Stratégie de résolution locale

La matrice X est ici factorisée en R(R — 1)/2 matrices X(i’j)(pgi’j ), pg"j )) ne dépendant
que de deux paramétres. X peut donc s’écrire comme

R-1
X=]1I

R
XD (7, py ), (3.25)
+1



3.2 Les stratégies de résolution 61

Algorithme 2 Forme générique des algorithmes de diagonalisation conjointe basés sur
une stratégie globale

Soit S¢ un critére d’arrét préalablement défini et It,,,, le nombre d’itération maximal ;

Initialisation de B avec la matrice identité ou par n’importe quel choix judicieux;
it 1;
while S¢ est faux et it < It,,,, do
Calculer les parameétres de la matrice X ;
Mettre a jour B + XB;
Mettre a jour N*®) « XN®X* VE € [1, K]y ;
Mettre & jour S¢ ;
it it +1;
end while

ou les matrices X(i’j)(pgi’j ), pg’j )) sont égales a la matrice identité excepté pour les termes
X0 s, X 0 o), X (0 0y ) et X5 (0, py ) pouvant prendre
n’importe quelles valeurs dans R ou C selon les cas considérés. Pour simplifier les notations,
nous remplacerons dans la suite X @) (p{"? p{*7)) par X9 et les termes XZ-(;’J V() i)y,

respectivement.
Par exemple, pour R = 5, la matrice X®>% est donc de la forme

1 0 0 0 0
0 X537 0 XY

XEH=1o 0 1 0
0 x5 0 XY
0 0 0 0

(3.26)

_ o O O

La mise a jour globale de ’ensemble de matrices (3.22) est par conséquent décomposée en
R(R —1)/2 mises a jour locales du type

N® ¢ XECINEOXEDE v € [1; Ky (3.27)

Ainsi pour ce type d’approche, une itération consiste a balayer séquentiellement toutes les
paires d’indices (i,7) avec i < j. Sur la figure 3.1, nous pouvons observer l'impact d’une
transformation locale sur une matrice N®). Il est donc notable que la multiplication de
droite de (3.27) affecte les colonnes i et j des matrices N®) et que la multiplication de
gauche affecte les lignes i et j des matrices N®). Par conséquent, cette approche consiste
a4 minimiser les i-éme et j-éme lignes et colonnes des matrices X®I)N®XEDE (privees
des termes diagonaux bien entendu), ce qui simplifie le processus d’optimisation. Cette
stratégie a été inspirée de la méthode de Jacobi [52] pour la diagonalisation d’une seule
matrice hermitienne & l’aide de matrices de rotation plane de Givens. Elle a été utilisée
par la suite dans 'algorithme JADE [53] traitant le probléme de DCC-U. Cette stratégie
a été utilisée dans [120] pour de la DCC sans contrainte unitaire. La table algorithmique 3
présente le schéma de fonctionnement général d’un algorithme de diagonalisation conjointe
basé sur une approche locale.
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Algorithme 3 Forme générique des algorithmes de diagonalisation conjointe basés sur
une stratégie locale

Soit S¢ un critére d’arrét préalablement défini et It,,,, le nombre d’itérations maximal ;

Initialisation de B avec la matrice identité ou par n’importe quel choix judicieux ;
it 1,
while S¢ est faux et it < It,,,, do
forto=1to R—1do
for j =14+ 1to R do
Estimer les paramétres de X7
Mettre a jour B + X/)B;
Mettre & jour N®)  X@IN(K) (X(i’j))i, VEk e [1, K]y
end for
end for
Mettre a jour S¢
it it+1;
end while

Nous pouvons aussi remarquer sur la figure 3.1 que les termes Nl(l:), N; l;) , N (k) et N (k

sont affectés deux fois par la transformation élémentaire (3.27). Ainsi le critere (3 23) peut
étre approximé de la maniére suivante :

K
O/inverse(X(iJ)) _ Z \(X(i’j)N(k)X(i’j)i)i,jIQ + |(X(i’j)N(k)X(i’j)i)m|2. (3.28)
k=1

Ce critére a été présenté pour la premiére fois dans [121] pour de la DCC, il a été repris
par la suite pour de la DCS dans [22|. Minimiser ce critére n’est pas équivalent & minimiser
tous les termes hors diagonaux des matrices N*) | cependant il offre en pratique de bonnes
propriétés de convergence. De plus, il permet de réécrire le probléme initial en une série
de sous problémes de taille 2 x 2. Ainsi en posant

. N® - N
N® = < iy Vk € [1, K]y; (3.29)
) (k;) ) ; N,
Nj,i Nj}j
“ (4.9) (4:9)
oy (XED x b
X () — <X i X("]zﬂ) , (3.30)
753
la transformation (3.27) devient alors,
(k) (k) N1
N (X (@) <N ) N; o )) <X(“)> Vk € [1, K]x (3.31)
N]ﬂ JiJ

et le critére approximé (3.28) peut s’écrire

K
Cimverse (X)) = 3| (X@J)Nw)f((i’ﬂi)m I’ + | (Xu,j)N(k)X(i,jn) > (3.32)
k=1 ’

2,1
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1 J

FIGURE 3.1: Schéma de I'impact de la transformation locale (3.27) par la matrice X7
sur une matrice N (les cases bleues sont les éléments non affectés par la transformation,
les jaunes sont les éléments affectés une seule fois et les rouges sont les éléments affectés
deux fois).

Dans [122], il est montré, dans le cadre de la DCC, que les fonctions de coit (3.23) et
(3.32) sont équivalentes lorsque nous nous trouvons proche de la solution diagonalisante.

3.2.4 Factorisations matricielles

Les factorisations matricielles LU, QR et dans une moindre mesure la décomposi-
tion polaire sont fréquemment utilisées pour résoudre les problémes de diagonalisation
conjointe. Ces derniéres permettent de décomposer les matrices X ou X7 en plusieurs
matrices inversibles ne dépendant que d’un seul paramétre. La matrice X étant inversible,
I'ordre des matrices de chaque factorisation peut étre interverti.
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Paramétrisation de la matrice X. Soient les propositions suivantes [123,124] :

Proposition 1. Toute matrice triangulaire inférieure inversible L peut étre décomposée

comme
R R-1

L=AJ] J] %, (3.33)

i=1 j=i+1
o A est une matrice diagonale inversible et L7 est une matrice triangulaire mferzeure
élémentaire, c’est-a-dire qu’elle est égale a la matrice identité excepté pour le terme L ’])
(avec i < j). La matrice L) est donc de la forme

1 0 - -0
0 1 o0

LOD = - _ (3.34)
: L;f;j) .10
0 .. ... 0 1

Proposition 2. Toute matrice triangulaire supérieure inversible U peut étre décomposée

comme
R R-1

U=A[] [] v*, (3.35)

i=1 j=i+1
ot A est une matrice diagonale inversible et U%9) est une matrice triangulaire superzeure
élémentaire, c’est-a-dire qu’elle est égale a la matrice identité excepté pour le terme U(”
(avec i < j). La matrice U%D) est donc de la forme

1 0 - - 0
0o 1 . U
2y
ued = - . , (3.36)
S0 . 1 0
0 i oo 0 1

Proposition 3. Toute matrice orthogonale Q peut étre décomposée comme

R R-1

Q=AJ] [] @ (3.37)

i=1 j=i+1

o A est une matrice diagonale inversible et Q) est une matrice de rotation plane de
Givens, c’est-a-dire qu’elle est égale a la matrice identité excepté pour les termes Q(”)

Q(i’-j) (3) oy Q(Z’]) La matrice Q9) est donc de la forme

23 7 It
1 0 B
0 cld) o gl
QU = | .. ], (3.38)
s )

0O -+ v 0 1



3.2 Les stratégies de résolution 65

avec () et s%9) deur parameétres réels liés par la relation ()2 4 (s09))2 = 1,
Proposition 4. Toute matrice unitaire G peut étre décomposée comme

R R-1

G=A]] [] 6", (3.39)

i=1 j=i+1

ot A est une matrice diagonale inversible et GU9) est une matrice de rotation plane de
Givens, c’est-a-dire qu’elle est égale a la matrice identité excepté pour les terme G(”)

G G(”) et G(”) La matrice GU9) est donc de la forme

3.3 7
1 0 B
0 ) .. (i)
GED = . ; (3.40)
—glid) . gl
0O -+ .. 0 1

ot ™) et s09) sont des parameétres complexes liés par || 4+ |s(9)]2 = 1

Les propositions 1 et 2 se démontrent de maniére triviale et constructive. Les proposi-
tions 3 et 4 découlent directement de la méthode de Jacobi [52].

En prenant encore une fois en compte l'indétermination d’échelle de notre probléme,
la matrice X peut étre paramétrisée en utilisant soit :

e une factorisation LU

R R-1 R R-1
X=11 IT ] [ v, (3.41)
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

e une factorisation ()L dans le cas réel

R R-1 R R-1
H (ivj) H H L(i’j)’ (3.42)
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
e une factorisation (L dans le cas complexe
R R- R R-1
X =] H GO TT I 1. (3.43)
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
e une factorisation (R dans le cas réel
R R- R R-1
X — H H (i.9) H H U, (3.44)
=1 =141 i=1 j=1+1
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e une factorisation QR dans le cas complexe

R R-1 R R-1
X =TT IT ¢ IT u“". (3.45)
i=1 j=1+1 =1 j=141

Nous pouvons noter que les matrices L®7), U QU9) et GU+9) sont toutes de déter-
minant 1. Cela permet d’assurer I'inversibilité de la matrice diagonalisante B. La paramé-
trisation de la matrice X avec de telles décompositions a donné naissance a un type de
méthodes résumées dans la table algorithmique 4 dans le cas d'une factorisation LU. Ce
type d’algorithme a été utilisé pour le probléme de DCC en premier lieu dans [109] avec
les factorisations QR et LU en minimisant le critére (3.14). Puis dans [122] un algorithme
basé sur un factorisation LU et minimisant le critére (3.28) a été proposé dans le cas
complexe.

Algorithme 4 Forme générique des algorithmes de diagonalisation conjointe basés sur une
stratégie locale et paramétrant la matrice X avec une factorisation matricielle (utilisant
ici une factorisation LU)

Soit S¢ un critére d’arrét préalablement défini et It,,,, le nombre d’itération maximal ;

Initialisation de B avec la matrice identité ou par n’importe quel choix judicieux;
it 1;
while S¢ est faux et it < It,,,, do
fori=1to R—1do
for j=17+1to Rdo
Estimer UiE?J )
Mettre & jour B «+ UGB
Mettre & jour N® « UGIN® (UED) vk e [1, K]y;
end for
end for
fori=1to N —1do
for j=1+1to N do
Estimer Ll(ljj ) ;
Mettre a jour B «+ LOJ)B;
Mettre a jour N®) « LEAN® (L) vk € [1, K]y
end for
end for
Mettre a jour S¢;
it<—ait+1;
end while

Décomposition des matrices X9, Les matrices de mise & jour X/ peuvent aussi
étre factorisées a l’aide des décompositions matricielles LU, QR et polaire. La décompo-
sition LU de la matrice X7 s’écrit alors

X 6:d) — 6Ny (3.46)
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La décomposition QR peut s’écrire soit

X (0d) — @), (6d) (3.47)
ou

X () — @) y6d) (3.48)
dans le cas réel, ou alors

X (09 = QU (0-d) (3.49)
ou
dans le cas complexe. L’utilisation de la décomposition polaire,

X ) = QU (D) (3.51)

dans le cas réel a été introduite et justifiée par Antoine Souloumiac dans [121]. La matrice
H7) est appelée matrice symétrique hyperbolique et est définie de la maniére suivante :

1 0 - - 0

HOD) = . . - | (3.52)
: SELZ'J) CE:J) 0
0 «-- ... 0 1

ot i) et 5,) deux paramétres réels liés par la relation (c,9))2 — (s,0)2 = 1. Elle a

été ensuite étendue au cas complexe dans [95] et s’écrit de la maniére suivante :

X (7)) — G(i’j)K(i’j), (3.53)
o K7 est appelée matrice symétrique hermitienne hyperbolique et est définie de la
maniere suivante :

1 0 - - 0
0 CSJ) T CY )R

KO =\ - - ], (3.54)
: Sg’j) o) 0
0 .- .. 0 1

ou cg’j ) un parameétre réel et s, un paramétre complexe tous deux liés par la relation
lep@9))2 — |5, |2 = 1 dans le cas complexe.

La paramétrisation de la matrice X7 avec de telles décompositions matricielles a
donné lieu a un type de méthodes résumé dans la table algorithmique 5 dans le cas d'une
factorisation LU. Dans [125|, une méthode basée sur une décomposition QL de la ma-
trice X9 est proposée pour le probléme de DCC dans le cadre de données complexes.
Dans [126] et [127] des méthodes basées sur une factorisation LU ont été proposées dans
le cadre de la diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices symétriques hermi-
tiennes et dans dans le cadre de la diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices
symétriques complexes, la matrice X(*7) est paramétrisée avec une factorisation LU . Enfin,
Une méthode basée sur une factorisation QR est implémentée dans [128] pour diagonaliser
un ensemble de matrices symétriques a valeurs réelles.
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Algorithme 5 Forme générique des algorithmes de diagonalisation conjointe basés sur
une stratégie locale et estimant séparément les paramétres de la matrice X (exemple
avec une factorisation LU )

Soit S¢ un critére d’arrét préalablement défini et It,,,, le nombre d’itérations maximal ;

Initialisation de B avec la matrice identité ou par n’importe quel choix judicieux;
it 1;
while S¢ est faux et it < It,,,, do
fori:=1to R—1do
for j =i+ 1to R do
Estimer U7) ;
Mettre & jour B «— U)B
Mettre a jour N®) < UGINE) (U(i’j))i, Vk € [1, K]y;
Estimer L) ;
Mettre a jour B «+ LOJ)B;
Mettre & jour N*) — LEDINE) (L(i’j))i, VEk € [1, Kly;
end for
end for
Mettre a jour S¢;
it it +1;
end while

Remarque : dans les trois derniéres références citées, les paramétres de X7 sont esti-
més simultanément. Les algorithmes proposés correspondent donc a la table algorithmique
3.

3.3 Etat de I’art des méthodes de diagonalisation conjointe
par similitude

Nos travaux portent sur la DCS (voir équation (3.4)). Ce probléme de diagonalisation
conjointe est utile pour de nombreuses applications en traitement du signal, comme 1’es-
timation de direction d’arrivée [129], 'estimation d’angles et de retard conjointe [130], la
récupération d’harmoniques multi-dimensionnelles [131], I’Analyse en Composantes Indé-
pendantes (ACI) [50] et bien stir la décomposition CP [22,38,39].

Pour les trois premiéres applications citées, seules les valeurs propres sont utiles. Les
méthodes alors présentées ne sont pas des méthodes de diagonalisation conjointe de ma-
trices a proprement parlé, mais des méthodes de triangularisation conjointe basées sur
une décomposition de Schur conjointe (voir sous section 1.4.4). En effet, en écrivant la
décomposition QR de la matrice de vecteurs propres A, nous obtenons (dans le cas réel)

M® = QRDWR!QT, Vk e [1;K]y (3.55)

ol R est une matrice triangulaire inférieure ou supérieure ne contenant que des 1 sur
sa diagonale. Ainsi une fois la matrice orthogonale (ou unitaire dans le cas complexe) Q
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estimée par triangularisation, ’ensemble de matrices M*) est transformé en
T® = RDWR™  VEk € [1; K]y, (3.56)

ot les matrices matrices T®) sont par conséquent des matrices triangulaires. Les valeurs
propres sont donc directement accessibles car D®) = diag{T®}, V k € [1; K]x.

Nous allons maintenant présenter les méthodes de DCS existantes. Nous les différen-
cierons par rapport a la factorisation matricielle utilisée : décomposition polaire ou LU.
Chacun des algorithmes de DCS de la littérature a été décliné en deux versions, I'une pour
diagonaliser des ensembles de matrices réelles et 'autre pour diagonaliser des ensembles
de matrices complexes. En effet, les versions réelles ne sont pas directement applicables
au cas complexe, la réside une des principales faiblesses des algorithmes présentés ici.

Dans le cas réel, le méme niveau de performances est globalement atteint en ce qui
concerne la précision de 'estimation de la matrice diagonalisante peu importe la décompo-
sition matricielle utilisée. En revanche, la stratégie de résolution des algorithmes basés sur
une factorisation LU permet de diminuer le cotit calcul et donc d’estimer plus rapidement
la matrice diagonalisante.

Dans le cas complexe, les algorithmes de DCS estiment les parties réelles et imaginaires
des paramétres a estimer. Cette estimation se fait soit de maniére non conjointe, soit de
maniére conjointe par minimisation d'un polyndéme de degré élevé. Dans les deux cas,
les performances des algorithmes se retrouvent dégradées. Les algorithmes basés sur une
décomposition LU estiment mieux la matrice diagonalisante lorsque le niveau de bruit est
faible. A partir d’un certain niveau de bruit, les algorithmes basés sur une décomposition
polaire permettent d’obtenir une meilleure estimation de la matrice diagonalisante. Le
cotit de calcul de ces derniers est cependant systématiquement tres élevé, car ils nécessitent
beaucoup plus d’itérations pour converger que dans le cas réel.

Dans [132], une analyse de perturbation a été présentée pour différents algorithmes de
DCS.

3.3.1 Algorithmes de DCS basés sur une décomposition polaire

Les algorithmes de DCS de la littérature basés sur une décomposition polaire sont
tous de la forme présentée a la table algorithmique 5. Ainsi, dans le cas réel, lors d’une
itération les matrices N®*) sont mises a jour R(R — 1)/2 fois alternativement par une
matrice symétrique hyperbolique H®7) puis par une matrice de Givens Q7 de la maniére
suivante :

N® — HOIN®HO) i e [1; K]y (3.57)

et
N®  QUIN®KQENT vk  [1; K]y. (3.58)

Dans le cas complexe, nous utilisons les matrices symétriques hermitiennes hyperboliques
K9 et les matrices de rotation de Givens unitiaires G7). Nous avons alors

N® « KEINWKO) i e [1; K]y (3.59)

et
N®  GEIN®GENT v e [1; K]y, (3.60)
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Pour simplifier, nous expliquerons le fonctionnement global de ces algorithmes dans le cas
réel.

Le premier algorithme de DCS a avoir été proposé est SH-RT [133] (de I'anglais SHear-
RoTation algorithm). Dans cet algorithme la matrice H/) est calculée en minimisant la
norme des termes hors diagonaux d’une seule matrice :

||ZDiag{N™1||3. (3.61)
ou 'entier k est choisi de la maniére suivante :

r= argmax|Ni€’;) — Nj(7§)| (3.62)
1<k<K

La matrice Q) est quant & elle estimée en minimisant Ciyyerse(Q7)) défini a 1’équation
(3.14).

Le second algorithme de DCS a avoir été proposé se nomme JUST [134] (de 'anglais
Joint Unitary Shear Transformation). Cet algorithme résout le probléme en minimisant
alternativement les critéres Cipyerse(H®) et Cinyerse(Q7)). Enfin, le dernier algorithme
basé sur une décomposition polaire a avoir été proposé se nomme JDTM [22]| (pour Joint
Diagonalization algorithm based on Targeting hyperbolic Matrices). Dans cet algorithme
la matrice de rotation de Givens est estimée en minimisant Cinverse(Q(i’j)). La matrice
hyperbolique est estimée, comme le nom de la méthode I'indique, en ciblant seulement les
termes hors diagonaux Ni(yl;) et N ](]Z) Ainsi le critére utilisé pour estimer les matrices H7)

est O/ ..o (H®) défini & I'équation (3.28), le principe est de se ramener & un probléme de
décomposition en éléments propres d’une matrice de dimension 2 comme dans [121] pour
le probléeme de DCC.

Nous pouvons noter que 'estimation des matrices de Givens de JUST et JDTM est

identique a celle de l'algorithme JADE [53] pour le probléme de DCC-U.

3.3.2 Algorithmes de DCS basés sur une factorisation LU

Comme pour les méthodes @R, les algorithmes de DCS utilisant une factorisation LU
sont basés sur la factorisation de la matrice diagonalisante B. La premiére étape consiste
donc a triangulariser I’ensemble de matrices a diagonaliser en estimant une matrice tri-
angulaire inférieure décomposée en matrices élémentaires (c.f équation (3.33)) de maniére
itérative. L’avantage est de pouvoir estimer la matrice triangulaire supérieure sans pro-
cessus itératif, ce qui permet de réduire le cotit de calcul de I'algorithme. Pour se faire,
une méthode nommée JET [50] (pour Joint Eigenvalue decomposition algorithm based on
Triangular matrices) a été déclinée en deux versions. La premiére nommée JET-O dont
I'estimation des matrices L(*7) est obtenue en minimisant le critére de triangularisation

K R
Curiang (L) =Y "3 >~ (182 (3.63)

avec
T® = LEAN®LEN 1 vk € [1; K]y (3.64)
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La seconde, nommée JET-U, estime la matrice L7 en minimisant le critére simplifié

K

Ctriang (L) = > (1), (3.65)

k=1

Le fait de minimiser (3.65) plutot que (3.63) permet de réduire la complexité numérique
de T'algorithme d’un facteur 2 et donc d’augmenter sa vitesse de convergence. Pour les
deux algorithmes, & la fin du processus itératif, les matrices T*) doivent étre idéalement
triangulaires supérieures, car

T® = UD®WU, (3.66)

ou U est une matrice triangulaire supérieure. Les valeurs propres d’une matrice triangulaire
sont égales aux éléments de sa diagonale donc

D® = Diag{T®™} Vk € [1; K]y. (3.67)

Ainsi nous avons Vk € [1; K]y et V(i,7) € [1; R]y avec i < j

J
k k k
(1) =T = Y U, T, (3.68)
p=1+1
En posant
J
o =T -1 et b =" U1, (3.69)
p=i+l
I'équation (3.68) peut se réécrire comme
U; jalt) = b, (3.70)

Finalement les éléments de la matrice U sont données au sens des moindres carrées par
Al Hpy(.9)

3.3.3 Complexité numérique

Nous définissons la complexité numérique I' d’un algorithme itératif comme le nombre
de multiplications que ce dernier effectue a chaque itération. L’étape la plus cotiteuse lors
d’une itération étant généralement les R(R — 1)/2 mises & jour de I'ensemble de matrices

N® ¢ XEINEX DL (3.72)

Cette étape est en O(KR®). Nous négligeons ici les complexités des étapes d’ordre de
grandeur plus faible. Nous avons alors, dans le cas réel

[[SH-RT] ~ S8KR® (3.73)
[JUST] ~ 11KR? (3.74)
I'JDTM] ~ SKR? (3.75)
IJET-O] ~ 2KR? (3.76)
IJET-U] ~ KR® (3.77)
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Nous considérons qu’une multiplication complexe implique 4 multiplications réelles (méme
si on pourrait se contenter de 3 multiplications). Ainsi il suffit de multiplier par 4, I’ap-
proximation proposée de la complexité des algorithmes dans le cas réel pour avoir leur
complexité dans leur version complexe. Les algorithmes JET sont les moins cotiteux, ceci
est principalement di au fait que le processus itératif des algorithmes JET n’estime qu'un
seul paramétre & chaque mise & jour de I'ensemble de matrices. Ainsi, nous considérons le
cotlit de calcul total d'un algorithme comme la multiplication entre le nombre d’itérations
dont 'algorithme a besoin pour atteindre un point stationnaire (lorsque la fonction de
colit & minimiser n’évolue plus au cours des itérations) et la complexité numérique définie
ici.

3.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté le probléme de diagonalisation conjointe de ma-
trices de maniére générale. Nous avons ensuite introduit différentes méthodes de résolution
en nous focalisant sur les méthodes de mises & jour multiplicatives de la matrice diagona-
lisante B. Grace a l'indétermination d’échelle inhérent aux probléemes de diagonalisation
conjointe de matrices, la matrice de mise a jour X dépend de R(R — 1) paramétres. Nous
avons alors pu distinguer quatre types d’algorithmes :

e les algorithmes correspondant a la table algorithmique 2, estimant la matrice X de
maniére globale a chaque itération,

e les algorithmes correspondant a la table algorithmique 3, estimant R(R — 1)/2 ma-
trices X7 & chaque & itération en calculant simultanément les paramétres de cha-
cune d’entre elles,

e les algorithmes correspondant a la table algorithmique 4, estimant la matrice X
de maniére locale en la paramétrant avec des matrices ne dépendant que d’un seul
paramétre provenant des factorisations matricielles classiques,

e les algorithmes correspondant a la table algorithmique 5, estimant R(R — 1)/2 ma-
trices X(7) en les paramétrant a 'aide des factorisations matricielles classiques et
estimant séparément chacun des paramétres de ces derniéres.

Enfin, nous nous sommes focalisés sur ’état de 'art des différentes méthodes de dia-
gonalisation conjointe de matrices par similitude. Nous présentons dans le tableau 3.1
un récapitulatif des différents problémes de diagonalisation conjointe présentés dans ce
chapitre ainsi que les principales méthodes permettant de les résoudre. Dans le chapitre
4, nous présenterons les travaux que nous avons effectués pour développer de nouvelles
méthodes de DCS. Notre but est de développer des algorithmes ayant un faible cotit calcul
tout en étant a la fois précis et robustes dans le cas d’'une DCS de matrices a valeurs
complexes. Dans le chapitre 5 nous proposerons des méthodes de DCS sous contrainte
de non-négativité dans le cadre de la réécriture du probléeme de décomposition CP non-
négative.



3.4 Bilan du chapitre 73
Probléme | Propriétés des | Propriétés de la | Propriétés des matrices | Algorithmes
matrices D) matrice A M®*)
réelles réelle réelles symétriques U-WEDGE [106],
. FFDIAG [117],
AD™MA LUJID ,QRJID [109)]]
J-DI [121]
complexes/réelles| complexe complexes symétriques | NOODLES [119],
AC-DC [104]
réelles réelle orthogonale| réelles symétriques JADE [53],
(i.e. AAT =1) GAEX [110]
réelles a valeurs | réelle réelles symétriques JD-BGL [114]
positives définies positives
complexes complexe complexes DIEM [103],
o i CVFFDIAG [118],
AD®A NOODLES [119],
FAJD [135),
AC-DC [104],
CJDI [95], SL [125]
réelles complexe complexes symétriques | JADE [53],
hermitiennes EJD [102]
complexes complexe unitaire| complexes SOBI [93]
(i.e. AAH =1)
réelles a valeurs | complexe complexes JD-BGL [114]
positives symétriques hermitiennes
définies positives
AD® AT réelles/complexes| réelle/complexe | réelles/complexes SH-RT [133],
JUST [134],
JDTM [22],
JET [50]
TABLE 3.1: Tableau récapitulatif des différents problémes de diagonalisation conjointe.
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Chapitre 3. La diagonalisation conjointe de matrices



Chapitre 4

Nouveaux algorithmes de
diagonalisation conjointe de matrices
par similitude

Comme nous ’avons vu au chapitre précédent, les méthodes de DCS de la littérature
sont déclinées en deux versions : une pour traiter des données complexes et une pour traiter
des données réelles. Les versions complexes des algorithmes de DCS sont généralement
peu robustes au bruit ou alors trés couteuse en terme de cotit calcul total. Nous proposons
ici deux familles de méthodes de DCS (déclinées en plusieurs algorithmes) fonctionnant
a la fois dans le cas réel et complexe sans modifications. Par conséquent, dans tout ce
chapitre, nous travaillons dans C. De plus, dans le but d’avoir une expression analytique
des paramétres a estimer, nous faisons I’hypothése suivante :

Hypothése 1. Nous sommes au voisinage d’un point stationnaire et de la solution dia-
gonalisante.

Dans le contexte des algorithmes basés sur une mise a jour multiplicative (voir équation
(3.22)), un point stationnaire se traduit par X = Ig. Ainsi, la premiére partie de ’hypo-
thése 1 induit

||ZDiag{X}||r < 1. (4.1)

La seconde partie quant a elle induit
||ZDiag{N®}||r < 1, Vk € [1, K]n. (4.2)

Cette hypothése dépend de la puissance du bruit et du point initial choisi pour la matrice
diagonalisante B. Une maniére judicieuse d’initialiser la matrice diagonalisante est de
prendre le résultat de la GEVD de deux matrices de ’ensemble a diagonaliser afin de se
ramener dans le cadre de 'hypothése 1. Toutefois, nous verrons que cela n’est pas toujours
nécessaire.

)
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4.1 Meéthode basée sur un développement de Taylor de
la matrice de mise a jour

Dans cette section, nous présentons une méthode pour estimer la matrice de mise
a jour a laide de la paramétrisation (Iz + Z) présentée dans I'équation (3.24). Cette
méthode, inspirée de [119], a engendré deux algorithmes : le premier pour lequel cette
paramétrisation est appliquée a la matrice X et le second pour lequel elle est appliquée a
la matrice X (7).

4.1.1 Stratégie de résolution globale

Nous proposons ici un algorithme correspondant a la table algorithmique 2 (page 61).
L’idée est de paramétrer la matrice de mise a jour X de la maniére suivante

X = (Iz + Z), (4.3)

oul € CP*F est la matrice identité et Z € C**F est une matrice ne contenant que des zéros
sur sa diagonale. Cette paramétrisation est possible grace a I'indétermination d’échelle du
probléme de DCS. Nous utilisons ici le critére inverse de diagonalisation (3.23). Ainsi en
remplagant ’expression de X dans ce critére, nous obtenons

Criz(Z) = ||r + Z)NW (I + Z) 7|} (4.4)

Le terme (Iz+Z) ! rend le probléme d’optimisation difficile a résoudre analytiquement. En
prenant en compte la premiére partie de I'hypothése 1, ’équation (4.1) est alors équivalente
a ||Z||r < 1, puis en utilisant le développement de Taylor de (I + Z)~! tronqué a ordre
1, nous pouvons faire 'approximation suivante :

(Ig+2Z) ' ~1z - Z. (4.5)

Le critére & minimiser est alors de la forme
K
Crp+z(Z) =) ||(Ir + Z)NW (I, — Z)[|3. (4.6)
k=1

En développant et en négligeant les termes d’ordre supérieur & 1 en Z, nous obtenons :

Vk e[l Ky, Ig+Z)NW(1z-Z) = N® 4+ zZN® - NKZ - ZN®7Z
~ N® 4 zZN® _N®Z, (4.7)

Nous décomposons a leur tour les matrices N*) comme la somme d’une matrice diagonale
et d'une matrice dont les termes diagonaux sont nuls :

VEk € [1; K]y, N® = A® L W), (4.8)

oit A®) = Diag{N®} et O®) = ZDiag{N®}. En se basant maintenant sur la deuxiéme
partie de 'hypothése 1, 'équation (4.2) est alors équivalente a ||O®)||r < 1, Vk € [1; K]y.
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Ainsi en négligeant encore une fois les termes d’ordre supérieur a 1, Iexpression (4.7)
devient alors :

Vk € [1; K]y, N® + ZN® - N®Z ~ A® 1 0% 4 ZAK — A7, (4.9)
Puis, en injectant I'expression (4.9) dans (4.6), le critére & minimiser est approximé par :

K
Co(Z) = ||ZDiag {O®) + ZA®) — A®IZ} |]3. (4.10)

k=1

Enfin, en développant (4.10), nous obtenons

N
Ca(z) = Z fm,n(Zm,n) (411)
WZZEI
avec
K
Fn(Zmn) = D |OW, + Zin (ML), = AR )P (4.12)
k=1

Puisque les f, ,(Z ) sont indépendantes Vm, n, minimiser le critére C,(Z) est équivalent
a minimiser chaque f, »(Z,,,) indépendamment. L’expression de la dérivée de fr, n(Zp.n)
par rapport a Z,, ,, avec m # n, est alors

K

Vm,n m #n M :Z(A(’“

57 S = AL OR + Zina(AL) = ADL)). (413)
mn k=1

m,n n m,m

Ofm.n(Zm.n)

La valeur optimale de Z,, ,, est alors obtenue en annulant =%

, soit :

7 T (A = AR)O

22(71 ’Ags)m B A%QLP (4.14)
Nous pouvons noter que dans le cas réel, 7, , a pour expression
K (k) (k) \ (k)
f\nlnl__f\nn/()nzn
Zmp = iz (A, n)On, (4.15)

S (Al — A2

L’implémentation dans le cas complexe ne nécessite pas de modification pour traiter des
données réelles. Nous appelons cet algorithme JDTE pour Joint Diagonalization based on
Taylor Fxpansion.

Complexité numérique : la matrice de mise a jour étant ici une matrice de taille
R dont les termes hors-diagonaux peuvent étre différents de 0 ou 1 et dont les termes
diagonaux sont égaux a 1, nous obtenons :

I'[JDTE] ~ 2K R? (4.16)

dans le cas réel et donc
I'[JDTE] ~ 8K R? (4.17)

dans le cas complexe.
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4.1.2 Stratégie de résolution locale

Dans le but de proposer un algorithme de balayage par paire correspondant au type
d’algorithme présenté a la table algorithmique 3 du chapitre précédent (page 62), nous
effectuons le méme raisonnement en paramétrant cette fois-ci les matrices X7 comme

X 1) = 1 + 269 (4.18)

ot les entrées de Z() sont toutes nulles exceptées pour les termes Z;; (09) ot Z; (w ). Nous
choisissons maintenant de minimiser un critére du type (3.28), la fonctlon de cout de notre
algorithme s’écrit donc

K
260 (Z0) =3 " [(Ig + Z9)N® (15 — Z09)), 517 +
k=1
(Tg + ZUD)NW (A — Z209)),. (4.19)

Ainsi, en appliquant la méme méthode que précédemment, la fonction de cotit & minimiser

approximée devient B N
CUZD) = [,,(Z5)) + f;.(25). (4.20)

Finalement, I'expression des deux termes inconnus de la matrice Z(») est donnée par :

;

i _ LAl = ATHO

Yo DL - age o)
i) _ L (A% — AFHOT '
Js Zk ) |A(k) (k)|2

Nous appelons cette méthode SJDTE pour Sweeped JDTE.

Complexité numérique : la matrice de mise a jour étant décomposée comme R(R —
1)/2 matrices de dimension R égales a la matrice identité a I'exception des termes XZ.(;:J )

et X J( o ), la complexité numérique de SJDTE est

I'[SJDTE] ~ 3KR? (4.22)

dans le cas réel et donc
I'[SJDTE] ~ 12K R? (4.23)

dans le cas complexe.

4.1.3 Discussion sur le calcul de Z et Z)

Il est important pour les algorithmes précédemment proposés de vérifier que le déno-
minateur de Z,,,, dans (4.14) ou (4.15) et que le dénominateur de ZJ(;’J ) et de Z;fi’] ) dans
(4.21) ne puissent pas étre égaux a zéro au cours des mises a jour i.e.

K
k=1
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et
K

Y OIAL - AP A0 (4.25)
k=1
Nous pouvons remarquer qu’il suffit de montrer que (4.24) soit vraie pour que (4.25) soit
vraie. Nous proposons donc ici une condition suffisante pour assurer (4.24) a chaque mise
a jour.
Tout d’abord, nous introduisons la matrice

K
MY g
A=| : o (4.26)
1 K
AR - ARk

Nous vérifions facilement que le dénominateur de Z,,,,,, V(m,n) m # n est non nul si et
seulement si toutes les lignes de A sont distinctes entre elles.

Lorsque A®) = D®) | Vk € [1, K]y, il est intéressant de noter que cette condition est
similaire & celle de 'unicité du probleme de DCS. Nous établissons d’ailleurs le lien entre
la matrice A et la matrice € définie dans I’équation (3.7) du chapitre 3. Pour cela nous
définissons la matrice G comme

G =BA, (4.27)

ou B est I'estimation de la matrice diagonalisante B suite & une mise a jour. Ainsi & chaque
mise & jour, 'ensemble de matrices N*®) s’écrit

VEk € [1, K]y, N® = GDWG, (4.28)

Soit diag{e}, le vecteur colonne contenant la diagonale de la matrice en argument. Le
vecteur colonne contenant la diagonale de N*) peut alors étre écrit comme

diag {N®} = (GO G™) diag {D®}. (4.29)
En posant H = G [ G~7, nous avons finalement
A = HQ (4.30)

car A = [diag {NW} .. diag {NF)}] et = [diag {DW} ... diag {DF)}].
La différence entre deux lignes m et n de A s’écrit

Amo - Ano = (Hmo - HTL.)Qy (431)

ol Ane, Ave, H,e et H,,, sont respectivement la m®™® et la n®™¢ lignes des matrices A
et H. Alors,

Ae—AL#0s Q'(H,. - H,.)" #0. (4.32)

Ainsi il suffit & la fois que H,,q — H,o # 0 et que (H,,. — H,,)” ne soient pas dans le
noyau de Q7 V(m,n), m # n.

D’un point de vue pratique, il serait peu probable que la premiére des deux conditions
ci-dessus ne soit pas respectée. En effet, la matrice G et donc H sont sensées devenir de
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plus en plus proches de la matrice identité (& une matrice diagonale et de permutation
pres).

Nous pouvons cependant donner une condition suffisante plus rigoureuse. En utilisant
I’hypothése 1, nous pouvons affirmer que G est proche d’une matrice diagonale (& une
permutation pres) dans le sens ou elle est a diagonale strictement dominante, i.e.

N
j;i

Dans [136] (page 27), il est montré que l'inverse d’une matrice a diagonale dominante
est aussi une matrice & diagonale dominante. Donc G~ est aussi & diagonale dominante
et par conséquent la matrice H 1'est aussi (ce dernier point est renforcé par le produit
d’'Hadamard). Le terme H,,,, — H,,s ne peut donc pas étre égal au vecteur nul pour tout
(m, n) avec m # n.

Pour la seconde condition, il est suffisant de supposer que la matrice Q7 est de rang
plein. En effet, dans ce cas 1a, le noyau de I'application (4.32) est I’ensemble vide. Cette
condition correspond a la condition d’unicité du probléme de DCC. Rigoureusement, nous
avons donc une condition suffisante plus contraignante que la condition d’unicité de la

DCS.

4.2 Meéthode basée sur une estimation simultanée des
parameétres de mise a jour

Dans cette section nous proposons une classe d’algorithme de DCS correspondant au
type d’algorithme présenté dans la table algorithmique 3 du chapitre précédent (page 62).
Le critére choisi ici est le critére (3.32), nous permettant de réécrire notre probléme
comme une série de problémes de dimension 2. Nous rappelons ici I’expression de ce critére :

(4.34)

2,1

K
O 1nverse X(ZJ) E ‘ (X(l’])N(k)X(Z’])_l) ‘2 + ‘ <X(Z’J)N(k)5((l7])_1)
1,2
k=1 ’

Les algorithmes proposés ici ont tous la méme structure qui peut étre déclinée en
plusieurs versions selon la paramétrisation de la matrice X @) Dans le but de simplifier
les notations, nous noterons X la matrice X9, dont les éléments seront notés

X = ("”1 xQ) . (4.35)

T3 Ty

4.2.1 Structure générale des algorithmes

Grace a I'indétermination d’échelle de notre probléme, nous pouvons imposer det{f{} =

1. Nous avons donc
X! = ( o _”“"2) . (4.36)

—T3 I
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Soient les matrices N'®) définies par
N'® = XN®X-1, (4.37)

les termes hors-diagonaux de N’®) peuvent donc étre écrits :

<k < (k < (k < (k < (k
Vi e 1 K N{E2) = JL"13U2(N2(,2) - Nl(,l)) + x%Nfz) - ngQ(,l)v 438
€ LK ¢ i _ S(K) )y, 2 2 k) (4.38)
N2,1 = x3x4(N171 - N2,2) + $4N2,1 - x3N1,2'
Définissons maintenant les deux vecteurs
T1T9 T3y
v=| 2} |; w=| 2} (4.39)
et les deux matrices O e e .
Nys — Nyiy 12 —iVoi
Fip = : : : (4.40)

7 (K 7 (K 7 (K K
AT T A

~(1 <1 1 1

Ny - N N N

Fy = : f R . (4.41)
(K S(K) (K (K
SO D SO A

Les deux termes composant la fonction de cotit (4.34) peuvent ainsi étre réécris comme

K
7, (F)
Z [N, ? = vIF{3F v,
k=1
Ko N (4.42)
Z |N/2,1|2 = WHFgF21W~
k=1

Ces deux termes ne partagent aucune variable & optimiser et peuvent donc étre minimisés
séparément par rapport 4 v et w. Les matrices FILF 5 et F& Fy; sont semi-définies positives
par construction, nous pouvons ainsi résoudre chacun de ces deux problémes en effectuant
une décomposition en éléments propres sur les matrices FILF1, et FZ Fy; (comme expliqué
dans [126]). En effet, il est bien connu que le vecteur de norme 1 minimisant une forme
quadratique est le vecteur propre normalisé associé a la plus petite valeur propre de la
matrice associée (ici FILF 5 et FIIFy;). De plus, imposer a ce vecteur d’avoir une norme
égale & 1 permet d’éviter d’avoir le vecteur nul comme solution.

Pour que ce vecteur propre soit unique, il est nécessaire que la valeur propre associée
ne soit pas de multiplicité supérieure & 1 (i.e. ne soit pas dégénérée). Dans le cas contraire,
nous aurions une infinité de solutions pour les vecteurs v et w (tous les vecteurs normés
appartenant a l’espace vectoriel engendré par les différents vecteurs associés a cette valeur
propre). Or, en observant la structure de Fy5 et Fop, il est facile de voir que si la solution
diagonalisante est parfaitement atteinte, ces deux matrices seront de rang 1 et donc FLF,
et F£ Fy; auront comme valeur propre minimale zéro et cette derniére aura une multiplicité
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de 2 rendant impossible 'estimation de v et w. Ainsi dans le but d’éviter ce probleme
nous nous a I’h hé (k)
ppuyons sur 'hypothése 1. Nous allons alors négliger les termes x2N21 et

x%NiQ) dans (4.38) et il advient donc :

~ (k) < (k < (k k
N/1,2 = 5131952(]\72(,2) - N1(,1)) 2N1( 2)7

Vi € [1, K]y, (4.43)

~ k ~ ~
N7 ~ 3z (N8 — NI) + 23N R,

Définissons maintenant les deux vecteurs :

[ T2 | [ T3y

E;, = : : (4.45)

et les deux matrices

< K K) (K
Ny, Y NQ(Z) N2(,1)
La nouvelle fonction de cofit a minimlser est alors donnée par

Co(X) ~ vEEEE v, + wELE, w,. (4.47)

Nous pouvons maintenant observer que méme si a la convergence, E{‘;Elg et EgEgl
peuvent étre de rang 1, leur structure empéche 'apparition de valeur Fropre de multi-
plicité 2 si et seulement si il existe au moins un k € [1, K]y tel que N k N, (k) .l est
remarquable, qu’a la convergence, cette derniére condition est équivalente a la condltlon
d’unicité de la DCS donnée au chapitre précédent (page 56). Nous pouvons aussi remarquer
qu’a la convergence, nous nous situons bien a un point stationnaire de notre probléme. En
effet, une fois ’ensemble de matrices diagonalisé, nous avons

K | xr(k < (k
EgE12 — E12LIIE21 — (Zk_l ’Nz(g) - N1(,1)|2 8 ) ) (4.48)
Nous obtenons ainsi, vI' = w? = [0 1]7 et donc X = 1.

Comme précédemment expliqué, la fonction de coiit (4.47) admet une solution triviale
ou vy et wy sont des vecteurs nuls. Cette solution triviale n’est pas possible car nous
imposons aux vecteurs propres d’étre de norme 1. Cela implique également que x; et x4
sont différents de 0.

Nous notons e et f les vecteurs propres normalisés associés a la plus petite valeur
propre de E{IQEH et EgEzl respectivement. Nous avons donc le systéme suivant :

e = Qavy,
4.49
{fzﬁwly ( )
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ou « et 3 sont des paramétres scalaires inconnus.
Nous pouvons directement déduire du systéme (4.49) et de (4.44) que

i) . €1
T 627
5 (4.50)
Ty fo

Remarque : tout comme vy et wy, e et f ne peuvent pas étre nuls, cela assure ey # 0
et f2 7é 0.

Dans le but d’estimer la matrice de mise a jour X, nous proposons cing maniéres de
paramétrer celle-ci. Pour cela, nous rappelons trois factorisations matricielles décrites au
chapitre précédent et nous en introduisons deux autres.

Remarque importante : dans chacune des propositions suivantes, X est une matrice
de déterminant 1, a valeurs dans C et possédant une indétermination d’échelle sur ses
lignes, avec x1 # 0 et x4 # 0.

Proposition 5. [l existe deux nombres complezes ys et ys tels que :

< 1 yg) 1
X = < _ (4.51)
ys 1) VT =1pys
~ La proposition 5 vient du fait que I'on a factoris¢ une matrice diagonale a la matrice
X (comme nous le permet I'indétermination d’échelle de notre probléme) afin qu’elle ne
dépende plus que de deux paramétres. Le terme \/1—1‘1,723;3 permet d’imposer son déterminant
a étre égale a 1.

Proposition 6 (factorisation LU). Il existe deux nombres complexes | et u tels que :

X = (} ?) (é ?). (4.52)

Cette proposition découle directement de la factorisation LU.

Proposition 7 (factorisation QR). Il existe deuz nombres complexes r et q tels que :

w6

Cette propositions découle directement de la factorisation Q) R.

Proposition 8 (factorisation QR algébrique). Il existe deux nombres complexes r et q

tels que :
= 1 1 —q 1 r
x= Vv1+¢? (q 1 ) (0 1) (4.54)

La démonstration de cette proposition est donnée dans la section A.1 de 'annexe A.
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Proposition 9 (décomposition polaire algébrique). Si (%)2 # —1 et (%)2 # -1,

alors il existe deux nombres complexes h et q tels que :

X=Ta —hi><1+q2> 66 (4.59)

La démonstration de cette proposition est donnée dans la section A.1 de 'annexe A.

Dans la proposition 9, la matrice X est décomposée comme le produit d’'une matrice
orthogonale complexe et d’'une matrice symétrique complexe. Nous rappelons qu’une ma-
trice orthogonale complexe est une matrice complexe Q vérifiant Q'Q = I et une matrice
complexe symétrique est une matrice complexe H vérifiant H' = H. La décomposition
proposée dans la proposition 9 est un cas particulier de la décomposition polaire algébrique
présentée et étudiée dans [137] et [59] pour laquelle la matrice orthogonale complexe s’ap-
parente a une matrice de rotation plane de Givens et la matrice symétrique complexe
s’apparente & une matrice hyperbolique. Cette décomposition est plus adaptée a notre
probléme que la décomposition polaire classique (définie comme le produit d’une matrice
unitaire et d’une matrice symétrique hermitienne). En effet, la décomposition polaire al-
gébrique ne faisant pas intervenir le produit croisé entre les paramétres complexes et leurs
conjuguées, elle nous permet d’estimer directement les paramétres dans C plutét que dans
R2.

N’ayant pas trouvé de trace d’une telle factorisation dans la littérature, nous appelons
«factorisation Q) R algébrique» la factorisation de la proposition 8 en référence a la décom-
position polaire algébrique. Dans le cas complexe, la factorisation QR est classiquement le
produit entre une matrice unitaire et une matrice triangulaire complexe. Nous remplagons
ici la matrice unitaire par une matrice orthogonale complexe.

A ce stade, nous pouvons résumer notre probléme de la maniére suivante :

Probléme 4.2.1. Soit X une matrice inconnue & valeurs dans C dont le déterminant est
égal a 1 et dont les lignes ne peuvent étre estimées qu’a un facteur d’échelle pres :

X = ("”1 xQ) . (4.56)

T3 Ty

Soient e et f deux vecteurs non-nuls connus et définis par :

o T1T2\ o T34
e—a(x%>,f—6(ﬁ) (4.57)

ot «, 8 sont des parameétres inconnus. Nous cherchons x1, Ta, x3 et x4 tels que  lim  (x1) =

T9 — 0
$3—>0
lim  (x4) = 1.
T9 — 0
r3 — 0

4.2.2 Solutions au probléme 4.2.1

Nous donnons ici plusieurs maniéres de résoudre le probléme 4.2.1.
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Solution triviale. La proposition 5 fournit une solution triviale. En effet, en considérant

Iéquation (4.50), nous obtenons directement yo = ¢ et donc y3 = %

Solution basée sur une factorisation LU. La proposition 6 nous permet de chercher

X de la forme :
- 1 U
X = (l lu + 1) . (4.58)

Puis grace a (4.50) et (4.58) nous en déduisons :

€1
U= —,
€2
l fren (4.59)
B f2€2 - f161'

Solution basée sur la factorisation QR. La proposition 7 nous permet de chercher

la matrice X sous la forme :
. 1 _ =
X=—<1 " ‘J>. (4.60)

V1+lgP\e ar+1

En utilisant (4.50) et (4.60) nous obtenons :

2 (4.61)
lq]eaf1 + qlerfi — eafo) + e1fo = 0.

A la convergence, la matrice X doit étre proche de la matrice identité. Cela se traduit
par le fait que ¢ doit étre proche de zéro. Nous choisissons donc ¢ comme la racine du
polynéme de plus petit module.

Solution basée sur la factorisation QR algébrique. La proposition 8 nous permet

de chercher X de la forme :
. 1 _
X:—(1 " q). (4.62)

Vit \g qr+1
Grace a (4.50) et (4.62) nous avons :

r a +
= —7T(q
(&) (463)

Ceafi +qlerfi — eafa) +e1fa = 0.

Nous pouvons remarquer que, dans le cas réel, les solutions fournies par les factorisations
QR et QR algébrique sont égales. Comme précédemment expliqué, la matrice X doit étre
proche de la matrice identité a la convergence. Nous choisissons donc ¢ comme la racine
du polynéme de plus petit module.
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Solution basée sur la décomposition polaire algébrique. Si nous avons (2—;)2 # —1
et (%)2 £ —1, alors la proposition 9 nous permet de chercher X de la forme

- 1 14+qgh h—q
X = VA=) (1+¢) (h+q 1—qh) (4.64)

En identifiant (4.50) et (4.64) nous obtenons :

€1 + eaq
ey — €1q (4.65)
¢*(eafi — fae1) + 2q(eafa + fier) + e1fo — frea = 0.

b=

Pour les mémes raisons que les factorisations QR et QR algébrique, nous choisissons ici ¢
comme la racine du polyndéme de plus petit module.

Solution sous forme unifiée. Comme le probleme 4.2.1 admet un seul degré de li-
berté, nous pouvons aussi donner une forme de solution globale permettant de réécrire les
solutions précédentes sous forme unifiée. Pour cela, nous proposons ici de paramétrer la
matrice X comme :

- 1 1
X = 2)——————, 4.66
<xé Ty) /), — (4.66)

avec x)y # 0. Nous pouvons alors immédiatement déduire de la définition de e et f que :

/ /_6_1
P h
4—9%5ﬁ) (4.67)
h
Ty = —al,
\3 f24

avec g n’importe quelle fonction de D — C* ou D = C?*—{(a,b) € C* \ ab # 1} et vérifiant
lim g(a,b) = 1.
a—0
b—0
Par exemple, dans le cas de la factorisation LU g(a,b) =

1
l—ab’

Les solutions précédemment données définissent une classe d’algorithme que nous ap-
pelons JAPAM (pour Joint eigenvalue decomposition Algorithms using a PArametrized
Matriz). Nous obtenons ainsi cing algorithmes JAPAM-1, JAPAM-2, JAPAM-3, JAPAM-
4 et JAPAM-5 correspondant respectivement aux solutions précédemment proposées. La
structure de ces algorithmes est résumé dans la table algorithmique 6.

Il est clair que la paramétrisation de la matrice X peut étre changée au cours du
processus itératif, nous proposons donc un sixiéme algorithme nommé JAPAM-M (pour
JAPAM-Mixed) pour lequel la paramétrisation choisie est celle qui fait le plus décroitre
le critére (4.47) a chaque itération. Le coiit de calcul supplémentaire de JAPAM-M est
négligeable devant la mise & jour des matrices a diagonaliser. La particularité des algo-
rithmes proposés est qu’ils fonctionnent tous sur des données réelles et complexes sans
modifications contrairement aux méthodes existantes de diagonalisation conjointe.
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Algorithme 6 Algorithme JAPAM

Soit S¢ un critére d’arrét et It,,,, le nombre maximal d’itérations;
Initialisation de B avec I ou n’importe quel choix judicieux;
it 1;
while S¢ est faux and it < It,,,, do
fortr=1to R—1do
for j=i7+1to Rdo
Calculer ELE |y et EX Ey; a partir de (4.45) et (4.46);
Effectuer la décomposition en éléments propres de EZLE |, et EZ Ey; pour trouver
eetf;
Calculer les parameétres de X en utilisant une des solutions proposées dans 4.2.2 ;

Construire X7) 3 partir de z1, =2, 23 et z4;
Mettre a jour B + X B;
Mettre & jour N®) « XEIN®) (X)) ™ vk € [1, K]y ;
end for

end for

Mettre a jour S¢;

it —it+1;

end while

Complexité numérique : icil’ensemble de matrices & diagonaliser est mis a jour R(R—
1)/2 fois a chaque itération par une matrice égale a 'identité excepté pour quatre termes.
La complexité des algorithmes JAPAM est alors

I'[JAPAM] ~ 4K R? (4.68)

dans le cas réel et
[[JAPAM] ~ 16 K R? (4.69)

dans le cas complexe.

4.3 Simulations numériques

Nous comparons maintenant les performances des algorithmes SJIDTE, JDTE et JA-
PAM avec celles des algorithmes existants de DCS : SH-RT, JDTM, JUST, JET-U et JET-
O. Dans nos comparaisons, nous présenterons les performances des algorithmes JAPAM-2,
JAPAM-4, JAPAM-5 et JAPAM-M. En effet, suite a des études préliminaires, nous avons
pu constater que ces derniers sont les plus performants des algorithmes de type JAPAM.

Dans nos simulations, l’ensemble de matrices a diagonaliser est construit de la maniére
suivante :

N AD® AL Y E®)
TAD®A ] A
Les parties réelles et imaginaires des matrices A, D®) et E® ¢ CF*E sont générées

indépendamment selon une loi normale centrée réduite. o est un paramétre permettant de
régler le Rapport Signal sur Bruit (RSB). Le RSB est défini ici comme —20log;,(0).

Vk=1,.., K. (4.70)
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Aprés élimination de I'indétermination de permutation et d’échelle, nous utilisons le
critére
L _lA=B|
1Al

dans le but de mesurer 'erreur d’estimation entre la matrice de vecteurs propres vraie et
la matrice de vecteurs propres estimée.

Un second critére est utilisé pour mesurer le cott de calcul des algorithmes. Nous
appelons ce critére Iy [algorithme], nous le définissons comme le produit de la complexité
numérique [" avec le nombre d’itérations dont I’algorithme étudié a besoin pour converger.

Pour le critere d’arrét, nous définissons aussi la fonction suivante :

(4.71)

K
S(B) = ||ZDiag{BM"WB™'}|7. (4.72)
k=1

Nous considérons qu’'un algorithme a atteint la convergence lorsque le critére |S(Bjiy1) —
S(Bi;)| est inférieur & 1075 (ou1 By; est Pestimation de la matrice diagonalisante a I'itération
it). Nous fixons le nombre d’itérations maximal a 150 pour tous les algorithmes.

Nous étudions ici le comportement des algorithmes de DCS selon deux scénarios. Dans
le premier, nous étudions I'impact du niveau de bruit et dans le second l'influence de la
taille des matrices a diagonaliser. Pour chaque scénario, nous effectuons 200 réalisations
de Monté-Carlo (pour chaque valeur du RSB ou chaque taille de matrice), bien évidement
a chaque réalisation un nouvel ensemble de matrice est généré. Ainsi nous étudierons pour
chaque algorithme l'erreur r4 en moyenne, en médiane ainsi que son écart type. Nous
considérons que plus l'erreur moyenne et ’écart type d’un algorithme sont faibles plus
celui-ci est précis.

4.3.1 Scénario 1

Paramétres : nous considérons ici des matrices de taille R = 5, un nombre de matrices
K = 20 et nous varions le RSB de 0 dB a 100 dB par pas de 10 dB. La matrice B est
initialisée avec la matrice identité.

Reésultats : sur les figures 4.1 et 4.2, nous pouvons observer que toutes les méthodes
proposées dans ce chapitre estiment mieux la matrice de vecteurs propres (en médiane et
en moyenne) que les méthodes existantes de DCS a I’exception de JAPAM-2. En effet, pour
des RSB inférieurs a4 30 dB, JAPAM-2 fournit une moins bonne estimation de la matrice
de vecteurs propres en médiane que tous les algorithmes existants (figure 4.1). Quant a
'estimation moyenne de la matrice de vecteurs propres (figure 4.2), JAPAM-2 a le méme
comportement en moyenne que JET-O et JET-U basés eux aussi sur une décomposition
LU. Ainsi JAPAM-2 fournit une meilleure estimation de la matrice de vecteurs propres
que les algorithmes basés sur une décomposition polaire pour les forts RSB, puis sous 60
dB, son erreur moyenne augmente. JAPAM-2 est donc peu robuste au bruit.

Concernant I’écart type du critére r4 (figure 4.3), nous pouvons remarquer que les
méthodes proposées ont un écart type plus faible que les algorithmes de DCS existants pour
toutes les valeurs du RSB supérieures a 30 dB. Sous 30 dB, leur écart type est quasiment
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FIGURE 4.1: r4 médian en fonction du RSB.
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10° 6 g ~
107"} :
Q | —6— JAPAM-M
§ 10—2: —¢— JAPAM-5 |
) | - - - JAPAM-4
£ ¢ JAPAM-2
"<, -3]| —— JDTE
5 10 4 - & - soprE
87 | —e— JET-U
_4|| = == - JET-0
10 4 SH-RT
i JUST
_g] JDTM | | |
10 ‘ | ‘
0 20 40 60 80 100

RSB

FIGURE 4.2: r4 moyen en fonction du RSB.

égal & celui que SH-RT, JUST et JDTM. Encore une fois, JAPAM-2 se comporte de la
méme maniere que les algorithmes JET-O et JET-U.

En observant I’écart type et la moyenne de l'erreur r4, nous pouvons voir que l’en-
semble des algorithmes proposés (& 'exception de JAPAM-2) sont ici plus précis que les
algorithmes existants.

Nous présentons sur la figure 4.4 les coiits de calcul totaux des algorithmes. Les al-
gorithmes les plus cotiteux sont les algorithmes existants basées sur une décomposition
polaire. JET-U est, quant a lui, le moins cotiteux de tous les algorithmes pour toutes les
valeurs considérées du RSB. Nous pouvons observer que les algorithmes JDTE et SIDTE
sont moins cotiteux que tous les algorithmes étudiés pour des valeurs du RSB supérieures
a 30 dB (a l'exception de JET-U). Les algorithmes de type JAPAM ont, quant a eux, un
colit de calcul compris entre celui des algorithmes basés sur une décomposition polaire
et JET-O. Les algorithmes les moins cotiteux de la famille JAPAM sont JAPAM-5 et
JAPAM-M. JAPAM-M est légérement moins cotiteux que JAPAM-5 sous 40 dB.

Ainsi dans ce premier scénario, nous montrons que les algorithmes développés dans
ce chapitre sont plus précis que les algorithmes de DCS existants pour des matrices a
diagonaliser de petite taille (& I'exception de JAPAM-2). De plus, les algorithmes proposés
ont un cotit calcul proche des algorithmes existants les moins cotiteux. En résumé, JAPAM-
4, JAPAM-5, JAPAM-M, JDTE et SJDTE sont bien moins cotiteux que JDTM, JUST et
SH-RT tout étant bien plus précis que JET-O et JET-U.
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FIGURE 4.3: écart type de r4 en fonction du RSB.

4.3.2 Scénario 2.a

Parameétres : nous fixons maintenant la valeur du RSB a 50 dB, le nombre de matrices
a K = 20, puis nous faisons varier la taille des matrices & diagonaliser de R =3 & R = 22
par pas de 1. La matrice B est encore une fois initialisée avec la matrice identité. Nous
choisissons R = 22 comme valeur maximale, car cette valeur est assez grande pour mettre
en évidence les problémes de convergence de nos méthodes.

Résultats : en observant la valeur médiane et moyenne de 74 (figure 4.5 et 4.6 res-
pectivement). Pour chacune des méthodes proposées, nous pouvons voir que ces valeurs
augmentent de maniére radicale & partir d’une valeur critique de R en fonction de I’al-
gorithme considéré. Ce scénario permet donc de définir une zone de bon fonctionnement
pour chacun des algorithmes proposés.

La zone de bon fonctionnement de JAPAM-2 est située sous R = 7 (figure 4.5). Pour
R < 6, il est compétitif avec les algorithmes de référence concernant la valeur moyenne
(figure 4.6) et 'écart type de r4 (figure 4.7). JAPAM-2 a un cout calcul (figure 4.8) plus
faible que les algorithmes de références basés sur une décomposition polaire mais reste
plus cotiteux que les algorithmes de type JET.

La zone de bon fonctionnement de JDTE est située sous R = 8. Sous R = 7, il fait
clairement parti des algorithmes les plus précis. JDTE est un des algorithmes les moins
cotiteux (dans sa zone de bon fonctionnement), en effet son coit calcul se situe entre
JET-O et JET-U qui sont les algorithmes de référence les moins cotiteux.
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FIGURE 4.4: Cott calcul en fonction du RSB.

La zone de bon fonctionnement de JAPAM-4 se situe sous R = 10. Pour R = 7, il
atteint un niveau de précision intéressant en comparaison avec les algorithmes de référence.
Sous R = 6, il est un des algorithmes les plus précis.

La zone de bon fonctionnement de JAPAM-5 se situe sous R = 12. Dans cette zone,
JAPAM-5 fait parti des algorithmes ayant la plus petite erreur moyenne et le plus petit
écart type (a I'exception de R =7 et R = 10). JAPAM-5 est légérement plus cotiteux que
JET-0, ce qui en fait aussi un algorithme intéressant en termes de cotit calcul.

La zone de bon fonctionnement de JAPAM-M se situe sous R = 15 ce qui justifie
I'intérét de cette version mixée. Il fournit une des meilleures estimations de la matrice de
vecteurs propres pour R < 12. Son cofit calcul est légérement inférieur a celui de JAPAM-5.

Ici, SJDTE est l'algorithme le plus performant que nous proposons. En effet, sa zone
de bon fonctionnement se situe sous R = 22, il fournit les meilleurs résultats en termes de
précision pour R < 20. De plus, seul JET-U est moins cotiteux que SJDTE.

Ainsi, dans ce scénario, nous avons montré que nos algorithmes fournissent des résultats
intéressants en termes de précision et de cotit calcul dans une zone de bon fonctionnement
variable en fonction de l'algorithme considéré lorsqu’ils sont initialisés avec la matrice
identité. Cependant, ces derniers ne sont pas adaptés a des matrices de trés grande taille.
Ce comportement peut étre expliqué par les approximations induites par 'hypothése 1,
car les algorithmes de la littérature ne sont pas basés sur cette hypothése et sont moins
sensibles aux grandes valeurs de R. Dans le prochain scénario, nous montrerons que ce
probléme peut étre corrigé facilement.

Le comportement de nos algorithmes permet de faire deux autres conclusions intéres-
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FIGURE 4.7: écart type de 74 en fonction de R (initialisation de la matrice diagonalisante

avec la matrice identité).

1Htot

| |

1 | | | | | |

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

FIGURE 4.8: Cott calcul en fonction de R (initialisation de la matrice diagonalisante avec

la matrice identité).
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santes. Premiérement, la structure commune des algorithmes de type JAPAM permet de
mettre en évidence que la factorisation LU est moins robuste aux erreurs d’approximation
considérées sur le critére que la factorisation QR algébrique, elle méme moins robuste que
la décomposition polaire algébrique. Deuxiémement, le principe de calcul des paramétres
de la matrice de mise & jour étant similaire pour JDTE et SJDTE, nous pouvons supposer
que la stratégie de balayage par paire est plus robuste aux erreurs d’approximation du
critére qu’une stratégie d’estimation globale.

4.3.3 Scenario 2.b

paramétres : nous fixons ici la valeur du RSB a 50 dB, le nombre de matrices & K = 20,
puis nous faisons varier la taille des matrices & diagonaliser de N = 3 & N = 22 par pas
de 1 comme pour le scénario précédent. Cependant, la matrice B est ici initialisée avec le
résultat d’'une GEVD effectuée sur deux matrices de I’ensemble M),

10

ey JADPAM-M
+ JAPAM-5

Iogm(rA) (médiane)
o

- = @ - - JnraM-4
““““ & 00 gaPAM-2
+ JDTE
- Q = = SJDTE
@ JET-U
- = @ = = JET-O

SH-RT
JUST

JDTM
I I

107 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

R

FIGURE 4.9: 4 médian en fonction de R (initialisation de la matrice diagonalisante par
GEVD).

résultats : nous pouvons remarquer ici que l'initialisation par une GEVD permet aux
algorithmes proposés de fonctionner pour toutes les tailles de matrices étudiées.

En médiane, nos algorithmes permettent d’obtenir la meilleure estimation et donnent
des résultats similaires entre eux.

En moyenne, SJDTE donne globalement les meilleurs résultats. Les autres méthodes
proposées rivalisent avec les méthodes paramétrisées par le biais d’une décomposition
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FIGURE 4.10: 74 moyen en fonction de R (initialisation de la matrice diagonalisante par
GEVD).
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FIGURE 4.11: écart type de 74 en fonction de R (initialisation de la matrice diagonalisante
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FIGURE 4.12: Cott calcul en fonction de R (initialisation de la matrice diagonalisante par
GEVD).

polaire alors que JET-U et JET-O sont nettement surpassés. JAPAM-5 et JAPAM-M
procurent de meilleurs résultats que JAPAM-4, JDTE et JAPAM-2.

L’écart type de r4 (figure 4.11) apparait comme le plus faible pour SJDTE bien que
JDTM atteigne quasiment le méme niveau de performances. Les autres algorithmes pro-
posés voient leur écart type augmenter lorsque la taille des matrices étudiées augmente.
JAPAM-2 est I'algorithme proposé le moins stable mais atteint le méme niveau de stabilité
que JET-U et JET-O.

Le cotit calcul des algorithmes étudiés est affiché sur la figure 4.12. Toutes les méthodes
proposées sont légérement plus cotiteuses que JET-O, alors que SH-RT, JDTM et JUST
sont bien plus cotiteux que les autres algorithmes. SJDTE est ’algorithme proposé le moins
colteux.

4.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux classes d’algorithme fonctionnant sur des
données réelles et complexes sans modifications contrairement aux algorithmes de DCS
existants. Nous proposons dans la section A.2 de 'annexe une simulation numérique pour
montrer que nos méthodes fonctionnent également sur des données réelles.

Les deux classes sont basées sur ’hypothése que nous sommes proches de la solution
diagonalisante et d’un point stationnaire. Les approximations induites par cette hypotheése
nous permettent d’obtenir une expression analytique des paramétres a estimer. De plus,
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trois algorithmes (JAPAM-5, JAPAM-M et SJIDTE) sont particuliérement efficaces et peu
coliteux en comparaison avec les algorithmes existants de DCS. Cependant, les erreurs
d’approximation du critére font que ces algorithmes ne fonctionnent plus a partir d’une
certaine taille de matrices. Pour régler ce probléme, les algorithmes peuvent étre initialisés
a 'aide d’'une GEVD effectuée sur deux matrices de I’ensemble a diagonaliser.

La premiére classe est basée sur une paramétrisation particuliére de la matrice de mise
a jour et sur un développement de Taylor pour calculer son inverse. Les simulations per-
mettent de mettre en évidence qu'une approche de balayage par paire est plus robuste aux
erreurs d’approximations considérées sur le critére qu'une approche d’estimation globale.

La deuxiéme classe donne naissance a des algorithmes ayant tous la méme structure,
leur différence réside dans la paramétrisation de la matrice de mise a jour. A 'aide de
simulations numériques, nous pouvons montrer que la factorisation LU est moins robuste
aux erreurs d’approximations du critére que la factorisation QR algébrique, elle méme
moins robuste que la décomposition polaire algébrique. Nous proposons aussi une version
mixée choisissant la meilleure solution pour calculer la matrice de mise a jour. Cette version

améliore les résultats obtenus et permet de traiter des matrices de plus grande taille sans
utiliser de GEVD.



Chapitre 5

Nouveaux algorithmes de DCS sous
contraintes de non-négativité

Dans ce chapitre, nous allons présenter nos travaux sur le probléme de DCS obtenu a
partir de la réécriture du probléme de décomposition CP non-négative par le biais d’une
compression par SVD (chapitre 2, section 2.3.7.2).

Soient U, S et V les matrices de la SVD appliquée sur une des matrices de dépliement
du tenseur comme expliqué au chapitre 2 (équation (2.73)) et M®*) = AD® A~ avec
k € [1; K]y les matrices de I’ensemble & diagonaliser, nous avons alors comme contraintes :

D® > 0Vk e [1; K]y,
USB” > o,
VA > 0, (5.1)

ott la matrice B est la matrice diagonalisante de ’ensemble de matrices M*). Nous rappe-
lons que dans l'algorithme DIAG [22[, la matrice D®) contient la division terme & terme
de deux lignes d’une des matrices facteurs du probléme de décomposition CP. Les matrices
USB” et VA donnent directement I’expression des autres matrices facteurs ou alors du
produit de Khatri-Rao des autres matrices facteurs, d’oti les contraintes précédentes.

Nous proposons, en premier lieu, une méthode basée sur la mise a jour multiplicative
de la matrice diagonalisante B contraignant les valeurs propres des matrices M*) & étre
positives. Puis nous proposerons des méthodes de type ALS et ADMM prenant en compte
les trois contraintes de (5.1).

5.1 Meéthode de DCS avec contrainte de positivité sur
les valeurs propres

Nous considérons ici que les éléments diagonaux des matrices D*) sont strictement po-
sitifs. Notre premiére idée pour contraindre la positivité sur les valeurs propres fut d’utiliser
la méthode JD-BGL [114] basée sur la fonction de cotit log-vraissemblance (3.20). Cette
méthode permet de diagonaliser un ensemble de matrices définies positives en conservant
la positivité de leurs termes diagonaux au cours des itérations, elle ne peut donc pas étre
directement adaptée au probléme de DCS. En effet, une matrice ayant ses valeurs propres

99
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positives n’a pas forcément ses éléments diagonaux positifs (dans le cas ou la matrice
de vecteurs propres est non-orthogonale). Nous proposons donc ici une méthode permet-
tant de transformer le probléme de DCS en un probléme de DCC-O de matrices définies
positives.

Toute matrice carrée peut se décomposer comme le produit d’une matrice triangulaire
inférieure L (ou supérieure) et d’une matrice orthogonale Q tel que A = LQ. Ainsi
I’ensemble de matrices M®) peut se réécrire comme :

M® =LQDWQTL™, Vk € [1, K]y. (5.2)
En posant alors
S® =L MWL, V& e [1, K]y, (53)
il vient
s® — QDMQT, Wk € [1, K]x. (5.4)

Sans bruit, les matrices S®*) sont donc symétriques. De plus, comme les éléments diago-
naux des matrices D) sont strictement positifs Yk € [1, K]y, les éléments diagonaux des
matrices S sont aussi positifs. Les matrices S*) forment donc un ensemble de matrices
définies positives.

L’idée est alors de chercher dans un premier temps une matrice L réalisant la symé-
trisation conjointe des matrices M*®). Cette premiére étape de symétrisation nous permet
de transformer le probléme de DCS en un probléme plus simple de DCC-O résumé par
I'équation (5.4). Nous préservons ainsi la propriété de positivité des matrices diagonales.
La deuxiéme et derniére étape de I’algorithme consistera donc a résoudre ce probléeme de
diagonalisation conjointe sous contrainte de positivité des valeurs propres.

Cette stratégie originale de résolution en deux étapes permet aussi de résoudre le
probléme de DCS sans contrainte de positivité. En effet, suite a I’étape de symétrisation,
n’importe quel algorithme de DCC-O (ou de DCC) permet de diagonaliser I’ensemble de
matrices.

5.1.1 Principe de la symétrisation conjointe

Nous proposons pour symétriser les matrices M*) un algorithme de balayage par paire.
Le principe est d’estimer L comme

I— ﬁ—f[ ﬁ L(i,j)}A(J‘)]A(R)7 (5.5)

j=1 bi=j+1

ot les matrices L("7) sont des matrices triangulaires inférieures élémentaires de méme type
que celles définies dans le chapitre 3 (proposition 1) et les matrices A sont des matrices
diagonales élémentaires. C’est-a-dire qu’elles sont égales a la matrice identité a I'exception
du terme A§JJ) .

Contrairement aux algorithmes de diagonalisation conjointe, il n’est pas possible de
symeétriser un ensemble de matrices & une matrice diagonale prés (sauf si cette matrice
a tous ses éléments diagonaux égaux). C’est pour cette raison que nous ne pouvons pas

imposer ici a la matrice L d’avoir ses termes diagonaux égaux a 1.
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La méthode de symétrisation présentée ici est basée sur des mises a jour multiplicatives.
Nous nommerons la matrice de mise a jour Y. Par conséquent, a chaque itération, nous
avons

N® — Y IN®Y VE € [1; K]y, (5.6)

ott N = M®) Wk € [1; K]y a la premiére itération. De plus, nous proposons le critére de
symétrisation suivant

K R-1
(k) _ ar(k)y2
Sym ZZ Z Np,q Nq,p ) 5.7
k=1 p=1 q=p+1 ( . )
ot N = y-IN®Y,

Lors d’une itération, le critére (5.7) est minimisé par les R(R — 1)/2 matrices L) et par
les R matrices AV et AR,

5.1.2 Construction des matrices S**) et estimation de L

D’aprés 1'équation (5.5), 'ensemble de matrices N®) est mis a jour successivement par
les R(R—1)/2 matrices L) pour chaque paire d’indices (4, ), j € [I; R—1]x et i € [1; R]y
a une itération donnée. De plus, lorsque ¢« = R I’ensemble des matrices est mis & jour par
la matrice AY) et a la fin du balayage (i.e.i=Ret j=R—1) une mise a jour par AR
est effectuée.

Dans le but de rendre I’ensemble de matrices N®) le plus symétrique possible, nous
choisissons la matrice minimisant de maniére optimale le critére (5.7).

Considérons, en premier lieu, une mise & jour par une matrice L) (i.e. Y = L)),
Nous vérifions facilement que la mise & jour n’affecte que les lignes i et les colonnes j de
I’ensemble de matrices & symétriser et donc

K
i k k) k) k
@) =3 (5 (2 - 7 5 -2 +

k=1 pFi
p#j
(N — N2 > +A (5.8)

ot A est une constante ne dépendant pas de L7) et

Vp#i, N = ngf)N;f“) N(k) (5.9)

.y

N8 = LGN 4 LD )+ N,
Ainsi, nous avons :

Coym (L)) = P(LY)) = au LI + aa L3 4 0o LI 4 i LY +ag + A (5.10)
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avec .
K
ar =Y (N2 (5.11)
k=1
K k) k
22 DN — NB); (5.12)
=
k=1

Z (N(k) N(,'?)Q)); (5.13)

m—?Z(N“ N VNG = N2) +
k) (ke k k), ok k
Z (Nzg’i)(NIEJ) _ Ng(,p)) _ N;yp)( Nz’(,p) _ N}Ey}))). (5.14)
pFi
p#£j

Nous choisirons donc LEZJ] ) comme la racine réelle de la dérivée du polynome P minimisant
P. Ce qui revient a rechercher les racines d’'un polynéme d’ordre 3, la solution de notre
probléme se calcule donc de maniére analytique.

Intéressons nous maintenant au calcul des matrices AY). Le principe est similaire. Lors
de la mise & jour par la matrice élémentaire AW (Y = AU) dans (5.7)), nous avons cette
fois-ci :

Com(AD) =SS (N — NIV 4 A (5.15)
- ZZ (%5))2 AD (N2 ) N (5.16)
)+ A (5.17)

ot A est une constante ne dépendant pas de AY). Et donc :

o) B2
vAY) 20, OIS0 _ oy a = Sict Syt (N ) . (5.18)

aM) " z“zmw%

f étant paire, nous choisissons

LTy (N
/%:<x;ziw%)‘ 19
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Remarque : pour symétriser un ensemble de matrices, il est aussi possible d’utiliser un
criteére simplifié du type :

NB N2, (5.20)

sym

Mw

k:l

Nous obtenons alors pour A(] )

0 (S (N
b = (zkzlwf,’;h ) ' 2

Pour estimer le terme L{*?. il suffit de remplacer dans le polynéme (5.8) ay par

Z] Y
K
g = Z <— 2NJ§”§)( Nj{/;) _ N},’?) o Nf,’f) _ N§7§>>2>; (5.22)
k=1
et oy par
a; = 22 (k) (k:) (NZ(”;) - Nj(f)). (5.23)

Cependant nous avons constater que 'utilisation de ce critére donne de moins bons résul-
tats en pratique. Comme dit dans le chapitre 3, ce type de critére est justifié par le fait
qu’un ou plusieurs éléments hors diagonaux de chaque matrice N*) sont modifiés deux fois
par la mise & jour. C’est ici le cas pour la mise & jour par la matrice L) ot le terme N (k)
est affecté deux fois. Cependant lors d’une mise a jour par la matrice AW, la jéme hgne
et la j°™M¢ colonne sont les seules modifiées et par conséquent aucun terme hors diagonal
n’est affecté deux fois.

La procédure algorithmique de la méthode de symétrisation proposée est résumée dans
la table 7.

A la fin du processus itératif de symétrisation, nous avons N®) = S vk ¢ [1; K]y
lorsque la matrice L est parfaitement estimée. L’algorithme que nous choisissons pour es-
timer la matrice Q est I'algorithme JD-BGL proposé par Pham dans [114]. Cet algorithme
est parfaitement adapté au probléme de diagonalisation de matrices définies positives. En
effet, a chaque mise a jour, les éléments diagonaux des matrices N®) sont bornés entre
la plus petite et la plus grande valeur propre de chacune de ces derniéres. De plus, cet
algorithme fournit de trés bons résultats et sa convergence est démontrée. Nous appelons
I’algorithme proposé JDJS pour « Joint Diagonalisation based on Joint Symetrisation ».

En pratique, 'ensemble des matrices M®*) ne peut étre parfaitement symétrisé (& cause
d’un écart entre le modéle et les données mesurées par exemple). Les matrices N*) ne
sont alors pas forcément parfaitement symétriques définies positives et la conservation
de la positivité des éléments diagonaux des matrices N*) n’est pas forcément possible.
Cependant, nous pouvons fabriquer un ensemble de matrices parfaitement symétriques et
définies positives de la maniére suivante :

Sgk) _ gkTgk)
QDWD®QT. (5.24)
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Algorithme 7 Algorithme de symétrisation

Soit S¢ un critére d’arrét et It,,,, le nombre maximal d’itérations;
Initialisation de L avec I ou n’importe quelle choix judicieux;
it 1;
while S¢ est faux et it < It,,,, do
for j=1to R—1do
fori=j+1to Rdo N
Estimer LEZJJ ) comme la racine réelle de la dérivée de P(LZ(-:LJ’-] )} minimisant
P(L));
Construire L0 ;
Mettre & jour L < LL®9) ;
Mettre & jour N®) < (LED))TIN®LEG) vE € [1; K]y;
end for
Estimer Agjj) a l'aide de (5.19);
Construire AV ;
Mettre & jour L + LAU);
Mettre a jour N®) + (AU)TIN®AW Vi € [1; K]y ;
end for
Estimer Ag?fz)a a l'aide de (5.19) ;
Construire A(® ;
Mettre & jour L < LA,
Mettre & jour N®) « (AF)TINFAER Vi € [1; K]y ;
Mettre & jour S¢;
it it +1;
end while
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Ainsi, n’importe quel algorithme de DCC basé sur des mises a jour multiplicatives conser-
vera par construction la positivité des éléments diagonaux des matrices Sgk). Pour retrouver
les valeurs propres de notre probléme, il suffira alors de prendre la racine carrée positive
des éléments des matrices diagonales estimées. Cette stratégie peut étre appliquée pour
n’importe quel probléme de DCS (sans obligation de contrainte de positivité sur les va-
leurs propres) lorsque nous nous intéressons uniquement a l'estimation de la matrice de
vecteurs propres. Cette stratégie est particuliérement utile pour améliorer I'estimation des
valeurs propres lorsque la contrainte de positivité sur les valeurs propres est avérée. Nous
choisissons une fois encore pour I'étape de diagonalisation JD-BGL et nous appelons ce
second algorithme JDJS2.
La complexité numérique d’une itération de I’étape de symétrisation est

[[sym] ~ 2K R (5.25)
et la complexité de JD-BGL pour I'étape de diagonalsiation est
I'[JD — BGL] ~ 4K R® (5.26)

Remarque : la matrice L) pouvant étre paramétrée grace a une décomposition po-
laire, I’étape de symétrisation peut aussi étre réalisée a ’aide d’une matrice symétrique. En
pratique, il semble que symétriser avec une matrice triangulaire ou symétrique donne des
résultats similaires. Nous donnerons les détails du calcul de cette matrice dans la section
A.3 de I'annexe.

5.2 Meéthodes alternées de DCS sous contraintes de non-
négativité

Nous proposons ici de résoudre le probléme de DCS en utilisant des méthodes alternées
de type ALS et ADMM. Comme expliqué au début du chapitre 3, les matrices M®*) peuvent
étre vues comme les tranches d’un tenseur d’ordre trois que nous notons M. Le probléme
de DCS peut donc se réécrire comme la décomposition CP de rang R d’un tel tenseur :

M =T x1 A xy3 A® x5 C, (5.27)

ot A® = AT et ott la matrice C € (R*)E*% contient la diagonale des matrices D®) sur
ses lignes.

Les algorithmes de DCS étant généralement basés sur des mises & jour multiplicatives,
nous proposons en premier lieu un algorithme de type ALS sans contraintes afin d’obser-
ver son comportement par rapport aux algorithmes de DCS classiques. L’ALS et ’TADMM
existant déja [19,23,33,80] pour le probléme de décomposition CP non-négative, I'origina-
lité des méthodes proposées réside principalement dans la prise en compte des contraintes
induites par la compression par SVD du probléme de décomposition CP non-négative.

5.2.1 ALS sans contraintes de non-négativité

Nous choisissons de minimiser ici I'erreur quadratique de reconstruction du tenseur

U(A, A C)=||M —Tp x1 A xy A® x; C|[% (5.28)
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ol A, A® et C sont les estimations de A, A® et C. Nous rappelons que la procédure de
I’ALS consiste & minimiser alternativement & chaque itération :

Ui (A) = M) — A(Co AP} (5.29)
en fonction de K,
Uy(AP) =My — A®(A © )|} (5.30)
en fonction de A® et
U3(C) = |[M) — C(A® @ A3, (5.31)

en fonction de C. Dans le but de tenir compte de la contrainte A~7 = A® nous modifions
la fonction (5.28) de la maniére suivante :

0(A,A® C) = ¥(A, AP C) + al|[APAT — Iy|[2, (5.32)

ol a € R™ est un paramétre de régulation dont le choix sera expliqué dans la partie
simulations numeériques. Finalement, I'expression des variables a estimer est obtenue en
dérivant (5.32) alternativement par rapport a A, A® et C a chaque itération. Ainsi, les
matrices facteurs du tenseur M sont estimées de la maniére suivante :

Agiten) = (M) (Ciny © ALY) + aAL)
(( ity © A(zt)) (C(it) © AEZ))) + O‘AE?)TAEZ))) (5.33)
(

Agt)—i-l M(Q ( (it) ® A(zt+1)) + Oé;&(it+1))
((Cit © M) (Coiny © Agurany) + AL, Apn) (5.34)
C(Zt-‘rl) — M(B) (A(Zt+1) @ A(zt+l)) -T (535)

Evidement, 'ordre d’estimation des matrices peut étre inter-changé a chaque itération.
Nous avons ainsi proposé un algorithme de type ALS adapté au probléme de DCS.

5.2.2 ALS sous contraintes de non-négativité

En reprenant le critére (5.32) et ajoutant maintenant les contraintes (5.1), nous obte-
nons le probléme d’optimisation sous contraintes suivant :

Probléme 5.2.1.

minimiser ¢ (A, .?A(Q), 6)
AA®@ C

contraint a (5.36)
VA >0
USA® -0
C = 0. (5.37)
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La méthode proposée ici est en partie inspirée de [87] ot une méthode de type ALS pro-
jetée est utilisée (page 49 de cette theése). Lors d’une itération, nous calculons directement
aprés 'estimation de la matrice A, la matrice

W = VA, (5.38)
Puis, nous projetons la matrice W) sur R* de la maniére suivante :
WO — (Wb, (5.39)
Finalement, nous obtenons pour la matrice A
A=V'wWh (5.40)

Pour calculer la matrice A®), nous procédons de la méme maniére en calculant cette fois-ci
la matrice

W® = USA®), (5.41)
puis nous effectuons I’étape de projection
WO (W], (5.42)
et enfin nous avons R
A® =8 1uTW®, (5.43)

La matrice C est, quant a elle, directement projetée de la maniére suivante :

C « [Cl,. (5.44)

5.2.3 ADMM adaptée au probléme de DCS

L’ADMM est une maniére élégante de résoudre des problémes d’optimisation sous
contraintes. Comme présentée dans le chapitre 2, cette méthode a été adaptée au probleme
de décomposition CP non-négative dans [80]. De la méme maniére, nous introduisons trois
variables auxiliaires C, W et X ainsi que la fonction de cofit suivante :

S 1 e e~ _ .
OADMM (A’ A® C,CW, X) = §¢(Aa AP, C) +4(C) + (W) +i(X) (5.45)

avec i(e) la fonction indicatrice définie comme dans la section 2.3.5. Résoudre le probléme
(5.36) revient donc a résoudre le probléme :

Probléme 5.2.2.

_minimiser _ @ADMM(A, A® C,C,W, X)
AA®) C,CW.X

contraint a (5.46)
C=C
USA® =W

VA =X. (5.47)
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Le Lagrangien augmenté d'un tel probléme est donc
Lp(:&-a K-(Q)) 67 év Wa Xa A) = SOADMM(;&a 1/&-(2)’ av é> W? X) +
trace{ AWT(C — )} + %Hé Q2+
trace{ A®T(USA® — W)} + %HUSK@) W+
trace{A®T (VA — X)} + %HVK — X||3, (5.48)
ot p = [p1;p2; p3] et A = [AD; APD; A®)]. L'expression des variables a estimer est alors

obtenue en dérivant alternativement (5.48) par rapport a chacune d’entre elles, ainsi lors
d’une itération, nous avons :

Aty = (M) (Cpapy © AZ)) + @AL) + ps VI Xy — VIAD)

—1
((Cay © AL (Ciny © AD)) + aAgfg)TAgft) + pslg) (5.49)
VeC{A(th)} = (Kuy ®Ig) + (Ig® pQSS)) Z(it) (5.50)
Clirsn) = (M (AL 1) © ) + p1Cary — AY)
~ -1
((A(n+1) © A(zt+1)) (Agt)ﬂ) © Airyr)) + P1IR) (5.51)
o ay
Ciitr1) = |Clirgr) + (5.52)
P1 +
A(2)
it
W) = [USA &y — )} (5.53)
P2 4
A(3)
< N it
Xit+1) = |:VA(it+1) +— )} (5.54)
P34

avec, Z(zt) = VeC{M(2)<C(lt) ® A(zt+1)> + OéA(lH_l) — SUTA
(Ciiyy © Agirsn) " (Cpany © Agiran) + aAT A,

) + pgSUTW} et K(it) =

(it

Comme précédemment, 'ordre d’estimation des variables peut étre inter-changé d’une
itération a l'autre. Nous pouvons noter que l'expression de la matrice A® vectorisée est
obtenue grace a I’équation de Sylvester (1.13). Une fois la matrice A® estimée sous forme
vectorisée, il faut donc la reformer en matrice de taille R x R.

Les matrices des multiplicateurs de Lagrange sont calculées comme

AEz‘lt)Jrl) = A(n) + pl(c(itJrl) — Clitt1)) (5.55)
2 2 2 <

AEit)-i-l) = Az(t) + PZ<USAEH)+1) W(it-‘rl)) (5.56)

Agi)m = Ag’t)) + pS(VA(itJrl) — X(it+1)) (5.57)

Les termes de pénalité py, po et p3 peuvent étre laissés fixes a chaque itération. Néanmoins,
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il est proposé dans [79] une méthode judicieuse pour calculer ces parameétres :

Patiny™™ s [P p > ]| ZE) ||

Putit+) = S patiy /72 51 12| > ul[PE)|

Pq(it) SINoON.

Avec g € {1,2,3}, u=8, 7 =4, 72 =2,
(p() _ & -
P(it) - C(it) - C(it)7

1 ~ ~
Zgz‘t)) = p1(Can — Char-n),

@ _ A (2) X
P(it) - USA(it) — W,

) 3 5

ZEit)) = p2(Wiy = Wi-1)),
B) _ v A X

Py = VAua — Xay,

3 ~ ~
L ZEit)) = p3(X(it) - X(it—l))-

Ainsi, moins les contraintes sont respectées, plus les valeurs de p1, p2 et p3 sont augmentées
et inversement dans le but d’éviter que les variables auxiliaires ne varient trop d’une
itération a l'autre (lorsque les contraintes sont suffisamment respectées).

La complexité numérique de ces trois algorithmes est environ de 3R*K.

Notre but est d’intégrer les trois algorithmes de DCS précédemment présentés dans
I'algorithme DIAG [22]|. Nous appelons ainsi respectivement ces méthodes DIAG-ALS,
DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM.

5.3 Simulations numériques

Nous nous placons ici dans le cadre de la décomposition CP non-négative d'un tenseur
d’ordre 3, de rang 5 et de dimensions 30 x 30 x 30. Les colonnes des matrices facteurs sont
générées de la maniére suivante :

Vg € [1;3], Vr € [2;5]y £ = 6 + (1 — 6)ul?, (5.58)

ot la premiére colonne des matrices F(@ et les vecteurs colonnes u@ € Rl sont générés
a partir d'une loi uniforme sur [0; 1]. Le coefficient ¢ € [0; 1] permet de régler le degré de
colinéarité entre les différentes colonnes des matrices F(@. Le tenseur a décomposer est
construit de la maniére suivante :

Zr x1 FO) x, F@ %, FG) N £
[Zr %1 FO 5, F& 5 FO[r  CJE]]F
avec £ un tenseur généré selon une loi uniforme sur 0 et 1 représentant le bruit et o un
parameétre permettant de régler le RSB défini ici comme —20log,(0).

Pour mesurer 'erreur d’estimation des matrices facteurs, nous utilisons l'indice de
performance suivant (aprés correction de l'indétermination d’échelle et de permutation) :

3 ~
1 ||F(q) —F(Q)IIF
== E 5.60
TF 3 q:1 ||F(q)||F ) ( )

T (5.59)
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ot F@ est D'estimation de la matrice F(@,

Nous comparons les performances des méthodes proposées dans ce chapitre avec les
algorithmes ADMoM [80], PROCO-ALS [87] et DIAG [22].

Pour I'étape de DCS de l'algorithme DIAG, nous utilisons les algorithmes JDTM [22]
et JET-U [50]. Nous notons ces algorithmes DIAG-JDTM et DIAG-JET-U.

Nous rappelons que PROCO-ALS est un algorithme basé sur une compression du
tenseur 7 par HOSVD. Nous choisissons de réduire par 2 les dimensions du tenseur initial,
le tenseur obtenu suite & cette compression est alors de dimensions 15 x 15 x 15.

Concernant ADMoM et PROCO-ALS les matrices FV), F?) et F®) sont initialisées
aléatoirement & partir d’une loi uniforme sur [0; 1]. Pour ADMoM, les autres paramétres
sont initialisés comme dans [80].

Concernant DIAG-JDTM et DIAG-JET-U, la matrice diagonalisante est initialisée
avec la matrice identité.

Nous intégrons I'algorithme JDJS dans 'algorithme DIAG [22] et 'algorithme JDJS2
dans SSD-CP [91] nous nommons respectivement ces algorithmes DIAG-JDJS et SSD-
JDJS2. Concernant ces deux méthodes, les matrices L et Q sont initialisées avec la matrice
identité.

Concernant DIAG-ALS, DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM, les matrices A et A sont
initialisées aléatoirement & partir d’une loi normale centrée et réduite. La matrice C est
quant a elle initialisée & partir une loi uniforme sur [0; 1]. Le coefficient o dans ’équation
(5.32) est initialisé & 1 pour les trois méthodes alternées proposées. Ce dernier est divisé
par 2 a chaque fois que

- )~
(W (Agitg), AEZ»BH), Crrn) — V(Ag, A(,t), Cun)l
N (2
U(Ait41), AE%)H), Cit+1))

<1072 (5.61)

En effet, il arrive parfois que la fonction de coit (5.32) ne diminue plus car la contrainte
AT =A® est trop forte. Plus spécifiquement, pour DIAG-ADMM, les termes de pénalité
p1, P2, ps sont initialisés a 1073, Les matrices auxiliaires C, W, X et les matrices de
multiplicateurs de Lagrange A@ sont initialisées & zéros.

Il est important de noter que pour les algorithmes DIAG et SSD-CP (peu importe
'algorithme de DCS utilisé), les matrices facteurs estimées ou les produits de Khatri-Rao
des matrices facteurs estimés a l'issue de 'étape de DCS sont projetés en prenant leur
valeur absolue.

Les fonctions de cotlit optimisées par les algorithmes ADMoM, PROCO-ALS, DIAG-
ALS, DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM peuvent ne plus évoluer pendant plusieurs itérations
avant de décroitre de nouveau. Nous proposons alors comme seul critére d’arrét un nombre
d’itérations suffisant pour atteindre un point stationnaire. Ainsi, le nombre d’itérations
pour ADMoM, DIAG-ALS, DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM est de 1000. Le nombre d’itéra-
tions pour PROCO-ALS est de 200. Le nombre d’itérations DIAG-JDTM et DIAG-JET-U
est de 10. Enfin pour DIAG-JDJS et SSD-JDJS2, le nombre d’itérations est de 200 pour
I’étape de symétrisation. DIAG-JDJS effectuera 10 itérations et SSD-JDJS2 effectuera 40
itérations pour I'étape de diagonalisation.

Nous présentons dans la suite deux études. La premiére dans le cas ol les colonnes des
matrices facteurs ne sont pas corrélées (i.e. § = 0). La seconde dans le cas ou les colonnes
des matrices facteurs ont un haut degré de corrélation (6 = 0,85). Dans ces deux études,
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nous faisons varier le RSB de 10 dB a 100 dB par pas de 10 dB. Pour chaque valeur du
RSB, nous effectuons 200 simulations de Monte-Carlo et a chacune de ces simulations un
nouveau tenseur est généré. Comme au chapitre précédent, nous considérons que plus la
moyenne et I’écart type de rp d’un algorithme sont petits, plus ce dernier est précis.

5.3.1 Scénario § =0

La valeur médiane du critére rp en fonction du RSB est tracée sur la figure 5.1. Nous
pouvons observer que l'algorithme permettant d’obtenir ici la plus petite erreur est AD-
MoM pour tous les RSB. SSD-JDJS2 fournit des résultats similaires & ce dernier au-dessus
de 40 dB. L’erreur médiane de PROCO-ALS est ici la méme que ADMoM sous 80 dB.
DIAG-ALS fournit quant & lui la moins bonne erreur médiane de 30 & 100 dB. Il est in-
téressant de remarquer que les deux autres algorithmes alternés proposés (DIAG-ALS+
et DIAG-ADMM) fournissent de meilleurs résultats que DIAG-ALS au-dessus de 30 dB,
mais restent parmi les algorithmes fournissant la moins bonne estimation en médiane.
DIAG-ALS+ a une erreur d’estimation comparable & celle de DIAG-JET-U, au-dessus de
20 dB. DIAG-JDJS et DIAG-JDTM procurent ici la méme erreur d’estimation au-dessus
de 20 dB, sous cette valeur DIAG-JDTM fournit une erreur médiane plus importante.
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FIGURE 5.1: rr médian en fonction du RSB (§ = 0).

La moyenne du critére rx en fonction du RSB est affichée sur la figure 5.2. DTAG-ALS
est 'algorithme ayant la plus grande erreur en moyenne pour les valeurs du RSB supé-
rieures & 30 dB. DIAG-ADMM et particuliérement DIAG-ALS+ fournissent de meilleurs
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résultats que DIAG-ALS au-dessus de 30 dB. Toujours au-dessus de 30 dB, DIAG-ALS+
et PROCO-ALS ont quasiment la méme erreur en moyenne. Au-dessus de 60 dB DIAG-
JDJS fournit de moins bons résultats en moyenne que DIAG-JDTM et DIAG-JET-U.
De 40 a 60 dB, il estime en moyenne aussi bien les matrices facteurs que DIAG-JDTM
et DIAG-JET-U. Puis sous 40 dB, il fournit une mauvaise estimation des matrices fac-
teurs. SSD-JDJS2 est I'algorithme le plus précis de 40 a 60 dB. Enfin, ADMoM fournit les
meilleurs résultats pour les faibles RSB.
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FIGURE 5.2: rp moyen en fonction du RSB (6 = 0).
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L’écart type du critére rr est donné a la figure 5.3. PROCO-ALS a globalement 1’écart
type le plus élevé pour toutes les valeurs du RSB. L’écart type de DIAG-ALS est le
plus élevé au-dessus de 40 dB. Dans cette plage de valeurs, DIAG-ADMM a un écart
type légérement inférieur a celui de DIAG-ALS alors que DIAG-ALS+ a un écart type
inférieur a ceux des deux méthodes alternées proposées mais reste parmi les algorithmes
ayant I’écart type le plus élevé. Au-dessus de 30 dB, SSD-JDJS2 a un écart type largement
inférieur a celui des autres algorithmes étudiés, DIAG-JDTM est le second algorithme &
avoir le plus petit écart type suivi de prés par DIAG-JET-U. DIAG-JDJS a un écart type
légérement supérieur que ADMoM au dessus de 70 dB, puis les tendances s’inversent entre
50 et 70 dB. ADMoM est 1'algorithme fournissant le plus petit écart type pour les faibles
RSB.

La figure 5.4 représente la médiane de l'erreur de reconstruction du tenseur 7 en
fonction du nombre d’itérations pour les algorithmes ADMoM et PROCO-ALS a 60 dB.
Nous pouvons remarquer que cette erreur ne diminue plus significativement a partir de
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400 itérations pour ADMoM et & partir de 100 itérations pour PROCO-ALS.
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FIGURE 5.4: Evolution de la médiane de I'erreur de reconstruction Q/(f’(l), f‘(z), f‘(3)) du
tenseur 7 en fonction des itérations avec 6 = 0 et a 60 dB.

La figure 5.5 représente la médiane de l'erreur de reconstruction du tenseur M en
fonction du nombre d’itérations pour les algorithmes DIAG-ALS, DIAG-ALS+ et DIAG-
ADMM & 60 dB. Cette erreur ne diminue quasiment plus a partir de 600 itérations pour
DIAG-ALS, a partir de 100 itérations pour DIAG-ALS+ et a partir de 300 itérations pour
DIAG-ADMM.

L’évolution du critére (3.63) pour 'algorithme JET-U et I'évolution du critére (3.14)
pour l'algorithme JDTM au cours des itérations (& 60 dB) sont tracés sur la figure 5.6.
Ces critéres ne diminuent plus a partir de 4 itérations pour JDTM et & partir de 6 pour
JET-U.

L’évolution du critére (5.7) pour I'étape de symétrisation de JDJS et ’évolution du
critére (3.14) pour I'étape de diagonalisation de JDJS au cours des itérations (a 60 dB)
sont tracés sur la figure 5.7. Ces critéres ne diminuent plus a partir de 30 itérations pour
I’étape de symétrisation. L’étape de diagonalisation de JDJS prend 4 itérations et celle de
JDJS2 prend 6 itérations.

Pour calculer le cotit calcul total de chacun des algorithmes proposés, nous multiplions
le nombres d’itérations pour lequel les algorithmes ne font plus évoluer les fonctions de
colit précédemment citées par la complexité numérique des processus itératifs de chacun
des algorithmes. Il est important de noter que dans ’algorithme DIAG, le tenseur M est
de dimensions 5 x 5 x 870. Le cotit de calcul total a 60 dB est donné dans le tableau
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FIGURE 5.5: Evolution de la fonction de reconstruction \I/(;&, K(z)) 6) du tenseur M en
fonction des itérations avec § = 0 et a 60 dB.



116 Chapitre 5. Nouveaux algorithmes de DCS sous contraintes de non-négativité

1010' T T T T T T T T ]
s [~ oneomi] |
8 o5t ]
)

5
B 100[

c
Rel

L

itérations

105 T T T T T T T T
- —oncuEry]
o J
[}
©
s 1007 ]
5
c
L

10.5 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
itérations

FIGURE 5.6: Evolution respective des critéres Cipyerse (3.14) et Ciyiang (3.63) pour les algo-
rithmes JDTM et JET-U avec § = 0 et & 60 dB.

5.1. L’algorithme le moins cotiteux est ici DIAG-JET-U suivi de DIAG-JDTM puis de
PROCO-ALS. DIAG-JSJD et SSD-JDJS2 sont respectivement les troisiéme et quatriéme
algorithmes les moins cotiteux. DIAG-ALS+ est moins cotiteux que DIAG-ADMM. En-
fin les algorithmes les plus cotiteux sont respectivement DIAG-ALS et ADMoM qui ne
bénéficient pas d’étape de réduction de dimensions.

Algorithmes | ADMoM | PROCO-ALS ALS ALS+ | ADMM | JDTM | JET-U | JDJS | JDJS2

Cott calcul | 1,6.10% 5,1.10° 1,9.10% | 3,2.10" | 9,8.107 | 3,4.10° | 6,6.10° | 8,2.10° | 8,9.10°

TABLE 5.1: Tableau des cotits calcul totaux des différents algorithmes itératifs étudiés a
60 dB et pour § = 0.

Cette premiére étude nous permet de tirer les conclusions suivantes :

e Les méthodes alternées (DIAG-ALS, DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM) ne sont pas les
plus performantes pour résoudre le probléme de DCS dans le cadre d’une décompo-
sition CP ot les colonnes des matrices facteurs ont un faible degré de corrélation.
En effet, les algorithmes alternés proposés sont généralement moins précis pour 1’es-
timation des matrices facteurs et plus cotiteux que ceux avec lesquels ils sont com-
parés. Cependant, la prise en compte des contraintes de non-négativité offertes par
le probléme de décomposition CP non-négative permet d’améliorer la précision et de
diminuer le cofit calcul de ces derniers.
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FIGURE 5.7: Evolution respective des critéres Ciym (5.7) et Ciuverse (3.14) pour 'étape de
symétrisation et de diagonalisation de I'algorithme JDJS avec § = 0 et & 60 dB.
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e Cette étude ne permet pas de montrer I'intérét pratique de DIAG-JDJS, ce dernier
a un coiit de calcul assez faible mais ne procure pas les meilleurs résultats en termes
de précision.

e SSD-JDJS2 fournit ici de bons résultats et plus particulierement en termes de pré-
cision. Le niveau de performances atteint par SSD-JDJS2 comparé a DIAG-JDJS
montre ici 'intérét de forcer les matrices de ’ensemble & étre parfaitement symé-
triques et définies positives (équation (5.24)).

5.3.2 Scénario = 0,85

La valeur médiane de 7 pour ce scénario est affichée sur la figure 5.8. Nous pouvons re-
marquer qu’ici ADMoM et PROCO-ALS fournissent une mauvaise estimation des matrices
facteurs pour toutes les valeurs du RSB. DIAG-JDJS a une erreur médiane inférieure a
celle de DIAG-JET-U et DIAG-JDTM pour tous les RSB. SSD-JDJS2 fournit de meilleurs
résultats que DIAG-JDJS au-dessus de 40 dB, puis a partir de cette valeur son erreur mé-
diane devient plus importante que celle de DIAG-JDTM et DIAG-JET-U. DIAG-ALS,
DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM fournissent de moins bons résultats que DIAG-JET-U et
DIAG-JDTM au-dessus de 60 dB. Inversement, sous cette valeur, les trois méthodes al-
ternées proposées estiment le mieux les matrices facteurs en médiane. DIAG-ALS+ et
DIAG-ADMM surpassent DIAG-ALS sous 40 dB.
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FIGURE 5.8: rr médian en fonction du RSB (§ = 0, 85).
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La valeur moyenne de rg en fonction du RSB est tracée sur la figure 5.9. D’une maniére
générale, les algorithmes ont le méme comportement que pour la valeur médiane de rp.
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FIGURE 5.9: 7r moyen en fonction du RSB (6 = 0, 85).

L’écart type de rp est tracée sur la figure 5.10. SSD-JDJS2 est I'algorithme ayant
le plus petit écart type au-dessus de 50 dB. DIAG-JDJS atteint ici le méme niveau de
performances que ce dernier pour 70 et 80 dB, puis son écart type devient supérieur a
celui de DIAG-JET-U et DIAG-JDTM sous 70 dB. Il est notable que bien que DIAG-
JET-U et DIAG-JDTM aient un faible écart type sous 70 dB en comparaison avec la
plupart des autres algorithmes, ces derniers n’ont pas une erreur moyenne suffisamment
faible pour que cette valeur de I'écart type soit significative.

Ainsi les algorithmes alternés proposés procurent la meilleure précision sous 60 dB.
DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM sont les algorithmes les plus précis sous 40 dB. SSD-JDJS2
est quant a lui 'algorithme le plus précis a partir de 60 dB.

L’évolution de I'erreur de reconstruction du tenseur 7 est tracée sur la figure 5.11 pour
ADMoM et PROCO-ALS a 60 dB. Nous pouvons remarquer que cette erreur n’évolue plus
de maniére significative a partir de 20 itérations pour ADMoM et d’environ 100 itérations
pour PROCO-ALS. L’estimation des matrices facteurs étant peu satisfaisante pour ces
deux méthodes, nous pouvons supposer que ces méthodes convergent rapidement vers un
minimum local.

L’évolution de I'erreur de reconstruction du tenseur M en fonction du nombre d’itéra-
tions (& 60 dB) est tracée sur la figure 5.11 pour les algorithmes DIAG-ALS, DIAG-ALS+
et pour DIAG-ADMM. Nous pouvons remarquer que cette erreur n’évolue quasiment plus
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FIGURE 5.10: écart type de rp en fonction du RSB (§ = 0, 85).
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pour les trois méthodes de DCS alternées a partir de 100 itérations.
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FIGURE 5.12: Evolution de la fonction de reconstruction du tenseur M \II(K, K(z)’ 6) en
fonction des itérations avec 0 = 0,85 et a4 60 dB.

L’évolution du critére (3.14) pour 'algorithme JDTM et I'évolution du critére (3.63)
pour l'algorithme JET-U au cours des itérations (a 60 dB) sont tracées sur la figure 5.6.
Pour JDTM, le critére n’évolue plus a partir de 3 itérations. Pour JET-U le critére ne
semble plus évoluer a partir de 9 itérations.

L’évolution du critére (5.7) pour I’étape de symétrisation de JDJS et de JDJS2 ainsi
que I’évolution du critére (3.14) pour l'étape de diagonalisation de JDJS et de JDJS2 au
cours des itérations (a 60 dB) sont tracées sur la figure 5.14. Le critére de symétrisation ne
diminue plus a partir de 10 itérations. Le critére de diagonalisation n’évolue plus a partir
de 2 itérations pour JDJS et & partir de 25 itérations pour JDJS2.

Le cotit de calcul total de chacun des algorithmes comparés est présenté dans le ta-
bleau 5.2. L’algorithme le moins coiiteux est DIAG-JET-U, le second est DIAG-JDTM,
le troisiéme est DIAG-JDJS, le quatriéme est PROCO-ALS, le cinquiéme est ADMoM et
le sixieme est SSD-JDJS2. Enfin les trois algorithmes les plus cotiteux sont DIAG-ALS,
DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM.
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FIGURE 5.13: Evolution respective des critéres Cipverse (3.14) et Ciriang (3.63) pour les
algorithmes JDTM et JET-U avec 6 = 0,85 et a 60 dB.
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FIGURE 5.14: Evolution respective des critéres Ciym (5.7) et Cinyerse (3.14) pour I'étape de
symétrisation et de diagonalisation de 1’algorithme JDJS avec = 0,85 et & 60 dB.
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Algorithmes | ADMoM | PROCO-ALS ALS ALS+ | ADMM | JDTM | JET-U | JDJS

JDJS2

Cott calcul | 8,1.10° 5,1.10° 3,2.107 | 3,2.107 | 3,2.107 | 2,6.10° | 9,8.10° | 3,0.10° | 1,3.107

TABLE 5.2: Tableau des cotits calcul totaux des différents algorithmes itératifs étudiés a
60 dB et pour § = 0, 85.

Ainsi, nous pouvons observer que les méthodes alternées effectuant I'étape de DCS dans
I’algorithme DIAG ont un réel intérét lorsque les colonnes des matrices facteurs du pro-
bléme de décomposition CP ont toutes un haut degré de corrélation. En effet, elles per-
mettent d’obtenir des résultats plus précis que les autres approches lorsque le niveau de
bruit est élevé. La prise en compte des contraintes de non-négativité permet de rendre ce
type de méthode plus précise lorsque le RSB est trés faible. Cependant, ces algorithmes
sont les plus cotiteux des algorithmes étudiés.

DIAG-JDJS procure de bons résultats en termes de précision et de cotit calcul dans ce
scénario en comparaison avec les algorithmes de la littérature.

Enfin SSD-JDJS2 est quant & lui le plus précis des algorithmes étudiés lorsque le
RSB est élevé, il est cependant peu précis pour les faibles RSB. Le cotit de calcul de cet
algorithme est plus important que celui des algorithmes basés sur des mises a jour mul-
tiplicatives (DIAG-JET-U et DIAG-JDTM) mais bien plus faible que celui des méthodes
alternées proposées. Une fois encore les résultats fournis par SSD-JDJS2 montrent l'intérét
de forcer la contrainte de positivité.

5.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux types de méthodes pour résoudre le pro-
bléme de DCS sous contraintes de non-négativité. Ces méthodes sont particuliérement
intéressantes lorsque les colonnes des matrices facteurs du probléme de décomposition CP
ont un haut degré de corrélation.

Dans ce cas de figure, les méthodes basées sur la mise a jour alternée des matrices a
estimer donnent des résultats intéressants lorsque le RSB est trés faible. D’'une maniére
générale, nos résultats montrent que le niveau de performances est amélioré par la prise en
compte de ’ensemble des contraintes de non-négativité. En effet, DIAG-ALS+ et DIAG-
ADMM sont plus précis que DIAG-ALS lorsque les colonnes des matrices facteurs ont un
degré de corrélation nul et plus robustes au bruit que DIAG-ALS dans le cas de facteurs
avec un haut degré de corrélation.

Les deux méthodes basées sur la mise a jour multiplicative de la matrice diagonalisante
ne prennent en compte que la contrainte de positivité sur les valeurs propres de ’ensemble
de matrices a diagonaliser. L’'une des méthodes proposées (DIAG-JDJS) ne prend pas
forcément en compte la contrainte lorsque le niveau de bruit ne permet pas de suffisamment
symétriser ’ensemble de matrices. L’autre méthode (SSD-JDJS2) procure de trés bons
résultats de maniére générale et plus particuliérement lorsque les colonnes des matrices
facteurs du probléme de décomposition CP ont un haut degré de corrélation.

Ainsi, dans le cas ou les colonnes des matrices facteurs du probléme de décomposition
CP ont un haut degré de corrélation, les algorithmes alternés proposés sont plus adaptés
lorsque le RSB est faible alors que les algorithmes basés sur une étape de symétrisation
sont plus adaptés pour des RSB moyens et élevés.
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Chapitre 6

Applications en séparation de sources

Dans ce chapitre, nous allons mettre en évidence I'intérét des méthodes que nous avons
développées a travers deux applications classiques de décomposition CP.

La premiére application concerne un dispositif de télécommunications numeériques et
des signaux a valeurs complexes. Nous comparerons ainsi dans cette application les algo-
rithmes SJDTE et JAPAM-5 présentés au chapitre 4 avec des algorithmes de la littérature.

La seconde application est la spectroscopie de fluorescence. Cette technique permet de
connaitre les espéces chimiques présentes dans une solution suite a une excitation lumi-
neuse. Lorsque les espéces chimiques sont faiblement concentrées, les signaux physiques
mesurés peuvent étre modélisés par une décomposition CP non-négative. Cela nous don-
nera donc l'occasion de tester les algorithmes présentés dans le chapitre 5.

6.1 Application a la séparation de signaux de télécom-
munications numériques

Les tenseurs a valeurs complexes et les décompositions CP sont fréquemment utilisés
pour les problémes de séparations de sources en télécommunications numériques [12-17].
En particulier, dans [17], Sidiropoulos et al ont montré comment un systéme MIMO (Mul-
tiple Inputs Multiple Outputs) de DS-CDMA (pour Direct sequence Code Division Multiple
Access) peut étre modélisé par le biais d’'une décomposition CP. Un récepteur spécifique
a alors été proposé dans le but d’estimer les signaux sources de maniére déterministe. En
effet, en I'absence d’interférence inter-symbole, I'enveloppe complexe des signaux sources
apparait comme les colonnes d’une des matrices facteurs de la décomposition CP. Depuis
ces premiers travaux, plusieurs approches déterministes faisant intervenir des tenseurs ont
été appliquées avec succés aux dispositifs de DS-CDMA [138-141].

6.1.1 Modélisation du dispositif DS-CDMA & l’aide de la décom-
position CP

Les dispositifs DS-CDMA sont des systémes de codage de transmissions basés sur une
technique d’étalement de spectre par multiplication. Un des intéréts de ces dispositifs
est qu’ils permettent le multiplexage des signaux. Ils permettent également de rendre les
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signaux confidentiels en les codant. Enfin, ils procurent une bonne résistance aux interfé-
rences et ont une faible consommation d’énergie.

Le principe est le suivant : R utilisateurs transmettent en méme temps des signaux
sources s, constitués de P symboles & une période Ti. Nous représentons ces signaux sur
les colonnes de la matrice S € CP*f. Avant émission, chaque signal s, est modulé & 1’aide
d'un second signal numérique ¢, € C? appelé code et qui contient une séquence de Q
valeurs émises a une période T, telle que T, = w7, otl w est un entier supérieur a 1. Il
est important de tenir compte de la différence de débit entre les signaux sources et codes
pour effectuer la multiplication et donc sur-échantillonner le signal d’entré d’un facteur w,
ce qui revient a étaler son spectre. L’opération de modulation entre les signaux s, et c,
s’écrit donc :

X, =S, ® C,. (6.1)

Les signaux générés par I'antenne émettrice peuvent étre alors rangés dans une matrice
X € CP@*% définie comme :
X=SoC (6.2)

ou C € CY¥F est la matrice contenant les codes ¢, sur ses colonnes. A la réception,
les signaux regus peuvent étre modélisés (en négligeant les interférences inter-symbole et
autres phénomeénes perturbateurs) comme une combinaison linéaire des signaux émis, les
parameétres de la combinaison modélisent les gains des canaux de transmission. Les gains
de transmission (n,7) sont ici représentés par une matrice H € CN*%. L’ensemble des
signaux recus peuvent alors étre rangés dans une matrice Ty vérifiant :

Ty =HSoC)" (6.3)

L’équation (6.3) est ainsi la décomposition CP de rang R d'un tenseur d’ordre 3 dont Ty
est la matrice de dépliement dans le premier mode. Le dispositif DS-CDMA est résumé
dans le schéma 6.1 de maniére simplifiée. En pratique les signaux regus sont perturbés par
un bruit. Les signaux émis, le code et le gain de chaque canal peuvent alors étre estimés
en décomposant le tenseur suivant :

T:IRleXQCX3S+8 (64)

o £ € CN*@XF représente le bruit.
Ainsi la décomposition CP du tenseur 7 fournit une estimation des signaux sources,
des codes utilisés et des gains de transmissions (& une permutation et a un facteur d’échelle

preés).

6.1.2 Simulations numériques

Notre but est d’évaluer les performances de nos méthodes de DCS pour effectuer la
décomposition CP de ce type de tenseurs. Ainsi nous comparons ici les performances
des algorithmes suivants : ALS, ALS+ELS, DIAG-JDTM, DIAG-JET-U, DIAG-JAPAM-
5 et DIAG-SJDTE. Les quatre derniers algorithmes sont quatre versions différentes de
I'algorithme DIAG [22| utilisant respectivement les algorithmes JDTM, JET-U, JAPAM-
5 et SIDTE pour I'étape de DCS.

L’intérét des méthodes tensorielles étant notamment de pouvoir traiter des cas sous-
déterminés, nous simulons donc un systéme de transmission DS-CDMA avec R =7, P =
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FIGURE 6.1: Schéma simplifié du dispositif DS-CDMA.
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FIGURE 6.2: Evolution de la valeur moyenne du BER en fonction du RSB.

512, @@ = 16 et N = 5 de sorte que nous ayons moins d’antennes réceptrices (5) que
d’antennes émettrices (7). Les colonnes de la matrice S sont construites a partir de la
modulation QPSK d’un signal binaire aléatoire de taille 2P, la matrice C est générée a
partir d’'un code de Hadamard et la matrice H est construite selon une loi normale centrée
et réduite.

Nous faisons varier le RSB de 0 dB a 8 dB par pas de 2 dB. Pour chaque RSB, nous
construisons 200 tenseurs résultants du dispositif DS-CDMA précédemment décrit et nous
analysons les performances des différents algorithmes étudiés en moyennant les résultats
obtenus sur ces différents tenseurs.

Notre premier critére de performances est le Bit Error Rate (BER) ou taux d’erreur
binaire que nous calculons aprés démodulation des colonnes de la matrice source estimée
pour chaque algorithme. Notre second critére de performances est le critére rp présenté
dans la section simulations numériques du chapitre 5 a I’équation (5.60). Nous rappelons
que ce critére permet d’évaluer 'erreur d’estimation des trois matrices facteurs. Enfin,
nous étudierons le nombre d’itérations dont les différents algorithmes de DCS ont besoin
pour atteindre le critére d’arrét |S(By1) —S(Bi¢)| < 1076, Ou §(B) est la fonction définie
dans (4.72).

L’évolution de la valeur moyenne du BER est disponible sur la figure 6.2. Nous pouvons
observer que DIAG-JDTM, DIAG-SJDTE et DIAG-JAPAM-5 surpassent largement les
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FIGURE 6.3: Evolution de la valeur moyenne du 7z en fonction du RSB.

autres algorithmes étudiés. Par ailleurs, DIAG-SJDTE et DIAG-JAPAM-5 atteignent le
méme niveau de performances et sont 1égérement plus performants que DIAG-JDTM pour
8 dB.

La valeur moyenne de rp est affichée sur la figure 6.3. Comme pour le BER, DIAG-
SJDTE et DIAG-JAPAM-5 sont les algorithmes les plus performants, suivis de prés par
DIAG-JDTM.

Nous pouvons observer le nombre d’itérations des algorithmes de DCS sur la figure 6.4.
JET-U a besoin d’environ dix fois moins d’itérations que JDTM pour atteindre le critére
d’arrét prédéfini. JAPAM-5 et SJDTE ont besoin d’environs deux fois moins d’itérations
que JET-U pour pour atteindre le critére d’arrét.

Ainsi dans cette étude, nous démontrons que les algorithmes SJDTE et JAPAM-5
peuvent étre utilisés avec intérét pour la séparation de signaux DS-CDMA via I’algorithme
DIAG. Nos deux algorithmes sont 1égérement plus précis que les algorithmes les plus précis
de la littérature, mais ils se démarquent surtout sur le nombre d’itérations dont ils ont
besoin pour atteindre le critére d’arrét choisi.
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FIGURE 6.4: Evolution de la valeur moyenne du nombre d’itérations en fonction du RSB
pour I'étape de DCS.

6.2 Application au dé-mélange de spectres de fluores-
cence

Couplée a des méthodes de séparation de sources, la spectroscopie de fluorescence est
une technique permettant de connaitre les espéces chimiques présentes dans différentes
solutions ainsi que I’évolution de leurs concentrations relatives.

Lorsqu'une molécule (ou un atome) est excitée par une source lumineuse (photons),
celle-ci tend a revenir & un état d’excitation stable. Lors de I'excitation, la molécule ab-
sorbe donc des photons, puis elle en émet lors de sa relaxation aprés un délais trés court.
Ce phénoméne s’appelle la fluorescence. La fluorescence est un des processus (radiatif)
de relaxation. La molécule (ou I'atome) peut aussi revenir a son état fondamental sans
aucune transition radiative (processus non-radiatif). Les molécules (ou atomes) ayant une
relaxation radiative sont appelées fluorophores. Les fluorophores présents dans une so-
lution peuvent alors étre identifiés grace aux spectres lumineux qui les excitent et aux
spectres lumineux qu’ils émettent par fluorescence.

6.2.1 Absorption d’un photon par une molécule ou un atome

Un photon est un quanta d’énergie lumineuse (ou électromagnétique) qui est défini par
son énergie F = hv, avec h la constante de Planck (6,62 x 1073*.J.s) et v la fréquence de
'onde électromagnétique définit par v = ¢/X (c la vitesse de la lumiére dans le vide égale
a 3% 10%m.s! et A la longueur d’onde). Un atome, a un état stable Sy (dit fondamental),
voit ses électrons répartis sur ses orbitales atomiques (régions sur lesquelles il y a de
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FIGURE 6.5: Diagramme de Jablonski.

fortes probabilités que se situent les électrons d’un atome) selon les lois de la mécanique
quantique. Lorsque que I’atome est irradié par un photon suffisamment énergétique (voir
conditions dans [21]), il peut passer & un état excité Sy, un électron de cet atome se situera
donc sur une orbitale inoccupée de plus haute énergie. Les niveaux d’énergie d'un atome
sont quantifiés et notés S,,. La mise en relation des électrons des atomes pour former des
molécules s’appelle liaison chimique. Ces liaisons chimiques sont en fait une combinaison
d’orbitales atomiques définissant une orbitale moléculaire. On peut alors généraliser les
notions vues précédemment aux molécules.

Le diagramme de Jablonski (figure 6.5) tiré de [142]| résume le phénomeéne de fluores-
cence. Il introduit aussi la notion de phosphorescence qui est un retour a I’état initial plus
long et plus complexe que la fluorescence, nous ne nous intéresserons pas a ce phénomene
ici. Ainsi la fluorescence est le retour a un état stable d’'un atome ou d’une molécule par
émission d’énergie lumineuse lorsque ce dernier ou cette derniére a été excité par une
source lumineuse (sans passer par un état triplet).

6.2.2 La spectroscopie de fluorescence

Nous avons donc vu dans la section précédente qu’aprés excitation, une molécule ou
un atome émet une radiation électromagnétique (lumiere). La longueur d’onde de cette
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radiation caractérise une liaison entre atomes ou molécules. Sur la figure 6.6, nous pou-
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FIGURE 6.6: Schéma du spectrofluorimétre.

vons observer le principe du spectrofluorimétre. La source lumineuse est tout d’abord
filtrée grace au monochromateur d’excitation. Ce filtre permet de sélectionner les lon-
gueurs d’ondes destinées a exciter la solution & étudier. En sortie du filtre d’excitation,
la lumiére est polarisée et concentrée sur la solution a étudier et vient donc exciter les
fluorophores présents dans celle-ci. La lumiére de fluorescence émise par la solution a plu-
sieurs longueurs d’ondes est alors a son tour polarisée et concentrée sur le monochromateur
d’émission. Les spectres (intensité lumineuse mesurée en fonction de la longueur d’onde)
d’émission et d’excitation sont alors acquis grace a une photo-diode.

Grace au monochromateur d’excitation, on peut mesurer un spectre d’émission & une
longueur d’onde d’excitation donnée A.. Et inversement, grace au monochromateur d’émis-
sion, on peut mesurer un spectre d’excitation a une longueur d’onde d’émission de fluores-
cence donnée As. De plus, la fonction monochromatrice des filtres d’excitation et d’émis-
sion est primordiale car elle donne une condition indispensable pour utiliser la loi de
Beer-Lambert qui ne s’applique que sur des faisceaux ne possédant qu'une seule longueur
d’onde et qui permet d’obtenir 'intensité de fluorescence (¢, A.) mesurée pour un couple
de longueurs d’onde fixé. Pour une solution ne comportant qu'un seul fluorophore, faible-
ment concentré, ’approximation linéaire de la loi de Beer-Lambert s’écrit

I(Af, Ae) = IoB(Af)v(Ae)e,

avec [y une constante, [ le signal proportionnel au spectre d’émission de fluorescence du
fluorophore, v le signal proportionnel & son spectre d’excitation et ¢ sa concentration dans
la solution étudiée. Le signal mesuré pour un ensemble de couples (Af, A.) est un signal
bi-dimensionnel appelé Matrice d’Emission-Excitation de Fluorescence (MEEF).

(6.5)
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Pour un mélange de R fluorophores (faiblement concentrés), on mesure une combinai-
son linéaire des spectres :

IO A) =10 Bl 1 (Ae)er, (6.6)

avec r l'indice du fluorophore considéré.
Enfin, on peut généraliser cette formule pour K solutions correspondant & K mélanges
de R fluorophores :

R
Vk € (LK, T(Ap Ae k) =10 Y Br(Ap) e (Ae) e, (6.7)
r=1

Les monochromateurs permettent de parcourir la plage de longueurs d’onde d’émission
et d’excitation désirée avec un pas arbitraire, ainsi le signal mesuré est donc un signal
discret et tri-dimensionnel que nous modélisons & 'aide d’un tenseur 7 € R/*/*K Tes
indices i € [1; ]y correspondent aux longueurs d’onde d’émission Ay sélectionnées et les
indices j € [1; J]y correspondent aux longueurs d’onde d’excitation A, sélectionnées. Ainsi
en prenant en compte I’équation (6.7), nous pouvons observer que l’expression du tenseur
T est équivalente a ’expression du modéle de décomposition CP. Nous avons donc :

R
V(i,j, k) € [LHN X [17 J]N X [17K]N7 T’i,j,k - ZAi,TBj,TCk,T‘7 (68)

r=1

ot la matrice A € R™*® contient sur ses colonnes les spectres d’émission de chaque fluoro-
phore, la matrice B € R7*® contient sur ses colonnes les spectres d’excitation de chaque
fluorophore et la matrice C € RE*E contient sur ses colonnes 1'évolution relative des
concentrations de chaque fluorophore dans les différentes solutions étudiées. Chaque MEEF
correspond alors & une tranche frontale du tenseur. Les spectres d’émission et d’excitation,
et les concentrations ayant des valeurs non-négatives, nous avons ici affaire a un probléeme
de décomposition CP non-négative.

6.2.3 Application sur des données réelles

Les données sur lesquels nous allons effectuer notre étude ont été présentées dans [143,
144] et sont disponibles sur le site internet http://www.models.life.ku.dk/Fluorescence.
Nous utilisons le jeu de données numéro 11 de ce site contenant 51 mélanges de quatre fluo-
rophores : Le catéchol, I'hydroquinone, I'indole et la tyrosine. Ce jeu de données contient
les MEEF de 51 mélanges, mesurées pour 136 longueurs d’onde d’émission (de 230 a 500
nanométre (nm) tous les 2 nm) et pour 19 longueurs d’onde d’excitation (de 230 a 320
nm tous les 5 nm). Le jeu de données numéro 0 contenant les solutions pures, nous avons
accés aux spectres des fluorophores que nous devons estimer. De méme, les concentrations
utilisées pour fabriquer les mélanges sont connues. Ce jeu de données est considéré comme
compliqué car trois de ses composés (le catéchol, I'indole et la tyrosine) ont des spectres
d’excitation trés proches, de plus tous les composés ne sont pas forcément présents dans
les 51 mélanges.
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Lors de l'acquisition des MEEF, des spectres de diffusion non-linéaires (non pris en
compte par le modéle de décomposition CP) apparaissent. Dans le but de les supprimer,
nous utilisons la méthode proposée dans [145|, puis nous appliquons un filtre passe-bas
a toutes les MEEF. Pour supprimer les problémes de non-linéarité persistant, nous reti-
rons les trois premiéres longueurs d’onde d’excitation. Nous obtenons donc un tenseur de
dimensions 16 x 136 x 51 et de rang utile 4.

Dans cette étude, nous comparons les performances de DIAG-JDJS, SSD-JDJS2, DIAG-
ALS, DIAG-ALS+ et DIAG-ADMM avec celles de ADMoM, PROCO-ALS et DIAG-
JDTM. Dans PROCO-ALS, le tenseur de données est compressé de telle sorte que le
tenseur obtenu ait ses dimensions toutes égales a 16. Il est important de noter que pour
les algorithmes DIAG et SSD-CP, les matrices facteurs ou les produits de Khatri-Rao des
matrices facteurs estimées sont projetés en prenant leur valeur absolue.

Le critére de performances utilisé est le critére rp défini dans (5.60) aprés correction
de I'indétermination d’échelle et de permutation.

Les algorithmes DIAG-ALS, DIAG-ALS+, DIAG-ADMM, ADMoM et PROCO-ALS
étant sensibles a l'initialisation des matrices facteurs, nous les appliquons 100 fois au jeu
de données a traiter avec a chaque fois une initialisation aléatoire.

107 ¢

—— ADMoM | |

fonction de colt normalisée

| | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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FIGURE 6.7: Evolution de la médiane de l’erreur de reconstruction normalisée du tenseur
en fonction du nombre d’itérations pour ADMoM.

Les différentes fonctions de cotut affichées sur les figures 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11, 6.12 et
6.13 sont normalisées par la norme de Frobenius au carré du tenseur contenant les données
a traiter.

L’évolution de la médiane de l'erreur de reconstruction normalisée du tenseur est af-
fichée sur la figure 6.7 pour ADMoM. Nous pouvons voir que cette fonction de cotit ne
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FIGURE 6.8: Evolution de la médiane de lerreur de reconstruction normalisée du tenseur
en fonction du nombre d’itérations PROCO-ALS.

L’évolution de la médiane de I'erreur de reconstruction du tenseur est affichée sur la
figure 6.8 pour PROCO-ALS. Nous pouvons voir que cette fonction de cotit n’évolue plus
apres 60 itérations.

L’évolution du critére Ciyese (3.14) est affichée sur la figure 6.9 pour DIAG-JDTM.
Nous pouvons voir que cette fonction de cotit ne décroit plus aprés 3 itérations.

L’évolution du critére Cyym (5.7) et du critére Cipyerse (3.14) est affichée sur la figure
6.10 pour DIAG-JDJS et SSD-JDJS2. Nous pouvons voir que 1'étape de symétrisation
prend 3 itérations et que I'étape de diagonalisation prend 30 itérations pour JDJS2 (soit
un total de 33 itérations). JDJS ne permet pas de stabiliser complétement la fonction de
colt aprés décroissance.

L’évolution de la médiane de l'erreur de reconstruction de l’ensemble de matrice a
diagonaliser est affichée sur la figure 6.11 pour DIAG-ALS. Nous pouvons voir que cette
fonction de coiit n’évolue plus aprés environ 150 itérations.

L’évolution de la médiane de l'erreur de reconstruction de l’ensemble de matrice a
diagonaliser est affichée sur la figure 6.12 pour DIAG-ALS-. Nous pouvons voir que cette
fonction de cotiit n’évolue plus aprés environ 750 itérations.

Enfin, I'évolution de la médiane de I'erreur de reconstruction de I’ensemble de matrice
a diagonaliser est affichée sur la figure 6.13 pour DIAG-ADMM. Nous pouvons voir que
cette fonction de cotit n’évolue quasiment plus aprés environ 550 itérations.
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FIGURE 6.9: Evolution du critére Civerse (3.14) normalisée en fonction du nombre d’itéra-
tions pour DIAG-JDTM.

Algorithmes ADMoM | PROCO-ALS | DIAG-JDTM | DIAG-JDJS | SSD-JDJS2 | DIAG-ALS | DIAG-ALS+ | DIAG-ADMM
7 moyen 0.2129 0.2318 0.1715 0.4608 0.1502 0.5367 0.5356 0.4848
rr médian 0.1762 0.1486 0.1715 0.4608 0.1502 0.6172 0.6084 0.4866

rp écart type 0.1299 0.1040 0 0 0 0.1327 0.1099 0.0866

TABLE 6.1: Tableau des valeurs du critéres rp.

Les valeurs moyennes et médianes du critére rg ainsi que ’écart type sont donnés dans le
tableau 6.1. Nous rappelons que les algorithmes DIAG-JDTM, DIAG-JDJS et SSD-JDJS2
étant toujours initialisés avec la matrice identité, leur moyenne est égale a leur médiane
et leur écart type est égal a 0.

Le meilleur algorithme en moyenne est SSD-JDJS2 suivi par DIAG-JDTM puis par
ADMoM et PROCO-ALS. DIAG-JDJS est légérement plus précis que DIAG-ADMM en
moyenne. Enfin les algorithmes estimant le moins bien les matrices facteurs en moyenne
sont DIAG-ALS+ et DIAG-ALS.

Concernant la valeur médiane de rp, I’algorithme atteignant le meilleur niveau de per-
formances est cette fois-ci PROCO-ALS suivi par SSD-JDJS2. DIAG-ADMM et DIAG-
JDJS donnent ici de moins bons résultats que ADMoM et DIAG-JDTM, mais ils four-
nissent de meilleurs résultats que DIAG-ALS et DIAG-ALS+. L’algorithme le moins précis
est toujours DIAG-ALS.

En observant I’écart-type du critére rx, nous pouvons voir que DIAG-ADMM est moins
sensible a linitialisation par rapport aux autres algorithmes étudiés. PROCO-ALS et
DIAG-ALS+ sont aussi peu sensibles a l'initialisation. Au contraire, ADMoM et plus
particulierement DIAG-ALS sont assez sensibles a I'initialisation. Il est important de noter
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FIGURE 6.10: Evolution du critére de symétrisation Ciym (5.7) normalisée, puis du critére
Cinverse (3.14) normalisée pour JDJS et JDJS2 en fonction du nombre d’itérations .

que sur les 100 initialisations différentes de PROCO-ALS, 45 d’entre elles fournissent des
résultats moins précis que celui obtenu par SSD-JDJS2. De méme, sur les 100 initialisations
différentes de ADMoM, 52 d’entre elles fournissent un résultat moins précis que SSD-
JDJS2.

Cette étude sur ce jeu de données ne nous permet pas de faire des conclusions générales
sur les performances de nos algorithmes. Toutefois, nous avons montré que dans ce cas,
lalgorithme SSD-JDJS2 améliore les performances obtenues par DIAG-JDTM et par la
moyenne des réalisations de ADMoM et PROCO-ALS. Bien que PROCO-ALS soit plus
précis en médiane, ce dernier est sensible a l'initialisation choisie et a besoin de beau-
coup plus d’itérations que SSD-JDJS2 pour converger. De plus, I'initialisation qui permet
d’obtenir la meilleure estimation des matrices facteurs n’est pas forcément celle qui fait
le plus décroitre 'erreur de reconstruction du tenseur, I'initialisation de PROCO-ALS ou
de ADMoM est donc difficile a choisir en pratique. Enfin, les résultats fournis par DIAG-
ALS, DIAG-ADMM et DIAG-ALS+ permettent de confirmer que la prise en compte des
contraintes de non-négativité augmente la précision des algorithmes et diminue leur sen-
sibilité a 'initialisation. Cependant, ces trois méthodes ne donnent pas des résultats assez
précis ici pour étre exploités.
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FIGURE 6.11: Evolution de la médiane de l'erreur de reconstruction de I’ensemble de
matrices de DCS normalisée en fonction du nombre d’itérations pour DIAG-ALS.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons proposé plusieurs méthodes de diagonalisation conjointe
de matrices par similitude.

Les algorithmes de diagonalisation conjointe par similitude sont habituellement déve-
loppés en deux versions, I'une pour traiter des données réelles et I'autre pour traiter des
données complexes. Dans le cas de données complexes, une catégorie d’algorithmes de la
littérature fournit généralement des résultats précis de maniére peu couteuse lorsque le
niveau de bruit est faible alors que 'autre catégorie d’algorithmes de la littérature est plus
robuste au bruit mais a un cofit calcul bien plus élevé. Nous proposons donc, dans un pre-
mier temps, deux nouvelles classes de méthodes permettant de traiter des données réelles
et complexes sans modifications. Celles-ci sont basées sur 'hypothése que nous sommes
proches de la solution recherchée. Cette hypothése permet d’estimer simultanément les
paramétres inconnus de notre probléme de maniére analytique.

La premiére classe utilise un développement de Taylor et nous a permis de développer
deux algorithmes. Le premier (JDTE) estime la matrice diagonalisante de maniére globale
tandis que lautre (SJDTE) estime la matrice diagonalisante par le biais d’'un balayage
par paire.

Les algorithmes de la seconde classe ont une structure commune et estiment la matrice
diagonalisante a ’aide d’un balayage par paire. Leur différence réside dans la paramé-
trisation de la matrice de mise a jour a l'aide de différentes factorisations matricielles :
classiques, peu connues (décomposition polaire algébrique) ou nouvelles (factorisation QR
algébrique). De plus, nous montrons que nous pouvons passer d’une paramétrisation &
lautre en ne changeant qu’'un seul parameétre. Les décompositions polaire et QR que nous
proposons ne sont pas celles classiquement utilisées pour traiter des données complexes,
nous utilisons leur version dite algébrique. Celles-ci nous permettent d’estimer directement
les paramétres complexes sans passer par R2.

Nos simulations numériques montrent que plusieurs de ces algorithmes améliorent les
résultats obtenus par les algorithmes de la littérature en termes de précision et de coiit
calcul en particulier pour des données complexes. Cependant, ils sont sensibles & la taille
des matrices de I’ensemble & diagonaliser. Cette sensibilité permet toutefois de faire des
conclusions intéressantes. En effet, il apparait que la stratégie de balayage par paire est
plus robuste aux erreurs d’approximation pour la premiére classe d’algorithmes et que la
décomposition polaire est plus robuste aux erreurs d’approximation que la décomposition
@R, elle méme plus robuste que la décomposition LU pour la seconde classe. Ce probléme
de sensibilité aux matrices de grandes tailles est résolu en initialisant nos algorithmes avec
une décomposition en valeurs propres généralisée. Nous appliquons enfin un algorithme de
chacune des deux classes au probléme de séparation de signaux DS-CDMA. Nous montrons
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alors que nos algorithmes permettent de retrouver les signaux sources en peu d’itérations
et de maniére précise.

La diagonalisation conjointe par similitude étant généralement utilisée pour résoudre
le probléme de décomposition CP, nous proposons une autre catégorie de méthodes ti-
rant avantage des contraintes du probléme de décomposition CP non-négative, suite a
une réduction de dimensions par SVD. Nos travaux sur les méthodes de diagonalisation
conjointe par similitude prenant en compte les contraintes du probléme de décomposition
CP non-négative sont précurseurs.

Notre premiére idée permet seulement d’imposer une contrainte de positivité. Pour
imposer la positivité sur les valeurs propres de matrices conjointement diagonalisables
dans la méme base de vecteurs propres, nous avons d’abord développé un algorithme de
symétrisation conjointe de matrices par similitude. Cet algorithme transforme I’ensemble
de matrices initial en un ensemble de matrices approximativement symétriques définies
positives et nous permet d’utiliser des méthodes existantes de diagonalisation conjointe
par congruence conservant la positivité des valeurs diagonales par construction. Ainsi
I'algorithme de diagonalisation conjointe par similitude que nous proposons (JDJS) est
basé sur une étape de symétrisation suivie d'une étape de diagonalisation. Nous avons
aussi proposé une seconde version de cet algorithme (JDJS2) dans laquelle les matrices
sont contraintes a étre parfaitement définies positives suite a I’étape de symétrisation.
Nous avons intégré JDJS a 'algorithme DIAG et JDJS2 a 'algorithme SSD-CP dans le
but de résoudre le probléme de décomposition CP non-négative. La prise en compte des
contraintes de non-négativité est généralement utile dans les cas difficiles (surestimation du
rang, facteurs corrélés...). Ainsi, nous montrons que nos algorithmes sont particuliérement
efficaces lorsque les colonnes des matrices facteurs de la décomposition CP ont un haut
degré de corrélation pour des niveaux faibles et moyens de bruit. De plus, nous avons
réussi & montrer qu'une des deux méthodes (JDJS2) permet d’obtenir de bons résultats
sur un jeu de données de spectroscopie de fluorescence issue de mesures expérimentales
(signaux non-synthétiques).

Les algorithmes précédents permettent de prendre en compte seulement les contraintes
sur les valeurs propres du probléme de diagonalisation conjointe par similitude, or il existe
aussi des contraintes sur la matrice de vecteurs propres. De plus, ces algorithmes per-
mettent d’imposer seulement une contrainte de positivité et non pas de non-négativité.
Pour prendre en compte les contraintes de non-négativité a la fois sur les valeurs propres
et les vecteurs propres, nous avons proposé des méthodes alternées résolvant le probléme
de diagonalisation conjointe par similitude : un algorithme de type ALS projeté, un al-
gorithme de type ADMM et un algorithme de type ALS sans contraintes. Ce dernier
algorithme nous permet de démontrer I'intérét de la prise en compte de la non-négativité
et aussi d’apprécier le comportement des méthodes de type alternées en comparaison
avec les méthodes classiques basées sur des mises a jour multiplicatives. Les simulations
numériques ont montré que la prise en compte de I’ensemble des contraintes améliore les
performances pour les méthodes de type alterné. De plus, ces trois algorithmes permettent
d’obtenir de meilleurs résultats que ceux obtenus par les algorithmes avec lesquels ils sont
comparés lorsque le niveau de bruit est important et que les colonnes des matrices facteurs
de la décomposition CP ont un haut degré de corrélation.
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Les travaux présentés dans cette thése ouvrent plusieurs perspectives. Nous avons déve-
loppé des méthodes de type ALS projeté ou ADMM pour prendre en compte les contraintes
de non-négativité offertes par le probléme de décomposition CP non-négative. Or, il existe
bien d’autres méthodes pour mettre en ceuvre ce type de contraintes. Les méthodes ba-
sées sur des mises a jour multiplicatives ayant de meilleurs propriétés de convergence que
les méthodes alternées, il serait judicieux de développer des méthodes de diagonalisation
conjointe par similitude avec mises & jour multiplicatives prenant en compte la totalité
des contraintes du probléme de décomposition CP non-négative. Par ailleurs, nous avons
vu dans le chapitre 2 que la SVD n’est pas le seul moyen de réduire les dimensions d’un
tenseur, il pourrait aussi étre intéressant de développer des algorithmes sous contraintes
suite a une compression par HOSVD.

Le probléme de diagonalisation conjointe par similitude n’est pas seulement utilisé pour
le probléme de décomposition CP (il peut étre aussi utilisé pour de I’analyse en composante
indépendante par exemple). Appréhender les contraintes offertes par les autres problémes
dans lesquels la diagonalisation conjointe par similitude intervient pourrait permettre de
mettre en ceuvre de nouveaux algorithmes.

Les méthodes que nous proposons pour conserver la positivité de la diagonale des
matrices sont basées sur une étape de symétrisation. Il serait astucieux de trouver une
fonction de cott propre au probléme de diagonalisation conjointe par similitude dans le
but de contraindre les valeurs propres estimées a étre non-négatives sans passer par une
étape de symétrisation. Inversement, on pourrait aussi chercher d’autres applications a
notre algorithme de symétrisation.

Enfin, les conditions de fonctionnement des algorithmes DIAG et SSD-CP étant plus
contraignantes que les conditions d’autres algorithmes de décomposition CP, il serait in-
téressant de trouver une nouvelle maniére de transformer le probléme de décomposition
CP en un probléme de diagonalisation conjointe imposant des conditions moins fortes.
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Annexe A

Annexe

A.1 Démonstrations des propositions 8 et 9

Démonstration de la proposition 8. L’équation (4.54) est équivalente &

X (é T) (_1q ‘11> %@ = A. (A1)

Ou A est une matrice diagonale inversible. Ainsi, nous devons trouver une condition né-
cessaire et suffisante pour laquelle le systéme suivant a une solution pour ¢ et r :

XLl(q — ’I”) + Xl@ =0
X2’1<1 + qr) — qX272 = 0 (AQ)
1+¢*#0.

Nous rappelons que XQQ #0, )~(171 #0 et det(f() = X1,1X2,2 - XMXLQ =1.

Nous pouvons distinguer quatre cas :
cas 1 XLQ = X271 =0
Dans ce cas la matrice X est déja une matrice diagonale, ainsi nous avons la solution
triviale r = ¢ = 0.

cas 2 Xl,Z =0et XQJ # 0
Dans ce cas, le systéme (A.2) devient :

r=gq
X1 — qXop + Xo1 =0 (A.3)
1+¢*#0.

Le polynome en ¢ de ce systéme a toujours une solution dans C. La condition > # —1 est
assurée alors par Xso # 0.

cas 3 X271 =0et XLQ 7’é 0
X12‘

Nous avons directement ¢ = 0 et r = ==
1,1

147
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cas 4 Xll 7£ 0 et XLQ 7é 0
Dans ce cas, le systéme (A.2) devient :

X2

T X, T4 o

X2’1X171q2 —q+ X271X1’1 =0 <A4)
1+¢*#0.

r =

Le polynéme en ¢ de ce systéme a toujours une solution dans C et la troisiéme équation
implique ¢? # —1.
Ainsi, peu importe le cas considéré, la matrice X pourra toujours étre paramétrée a
I’aide d’une factorisation QR algébrique.
O]

Démonstration de la proposition 9. Nous utilisons le méme raisonnement que pour la pro-
position 8 :
Ainsi nous cherchons a montrer qu’il existe toujours h et ¢ tels que la matrice

X (—1q (f> (—1h _1h) V(1 —hi><1+q2)

soit une matrice diagonale et inversible. Nous cherchons donc sous quelles conditions le
systéme suivant a une solution :

Xleqh + X1,~1q - X1,~1h + X1,~2 =0
—Xo1qh — X55q — Xooh + X501 =0
1+¢*#0

1—h2#0.

(A.5)

Cette fois-ci encore, nous distinguons quatre cas :
case 1 )~(1,2 = )~(2,1 =0
Ce cas est trivial puisque X est déja une matrice diagonale inversible. Nous avons donc
q = h = 0 pour solution.

case 2 XLQ =0et X271 7é 0
Nous pouvons facilement vérifier dans ce cas que ¢ = h avec g vérifiant :

— X2’1q2 — 2)22,2(] + XQJ = O <A6)
Ce polyndme a toujours une solution dans C. La condition ¢* # —1 implique (%)2 # —1.
La condition 7% # 1 est assurée par X,y # 0.

case 3 )M(LQ # 0 et X271 =0
I1 est facile de vérifier ici que ¢ = —h avec ¢ une solution de

— XLQQQ -+ 2)2171(] + XLQ = 0. (A?)
Ce polynéome a toujours une solution dans C . Ici la condition q*> # —1 est équivalente &

(%)2 # —1. La condition h? # 1 est assurée par Xy # 0.
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case 4 XLQ 7’é 0 et X271 7é 0

Nous avons ici :
ag—Bh+~v=0
Bh?+2h — B3 =0

h? # 1.
Avec L L
o = A¥271)§v171 - ¥2,2¥1,2
f=X11X01 + Xo2X1
Y= 2Xz,1X1,2-
Nous devons ici étudier quatre sous-cas en fonction des valeurs de v et (3 :
a) a=0et =0
Ce cas est impossible car )~(271 # 0 et )~(172 # 0.
b) a#0et 3=0
. . . _ Yo _X1,2 _ et ot @ 2 _
Ici, une solution est donnée par ¢ = —2 = 5o et h = 0. Ainsi si (5(1,1) #+ —1
alors ¢% # —1.
c)a=0et 3#0
. . . o _1:%'1,2:%'21 '2:
Ici, une solution est donnée par ¢ = 0 et h = 5 Som fop Ici h 1 est

incompatible avec det{X} = 1.
d) a#0and g #0

Ici, il est clair que h # 1 et h # —1 (sinon la seconde équation dans (A.8) serait
fausse). La premiére équation de (A.8) donne h = %ﬁ. En reportant cette expression
dans la deuxiéme équation nous avons :

o’q* + 207+ 20)q + 7" +27 = =0 (A.9)
Ce polynéme a au moins une solution. Aprés développement, nous pouvons montrer
que :
F# -1 a#+i(l+y) (A.10)
(32)7 # -1 .
et que 5(;1)2 I = a # +i(1+ 7).
X2¢2
]

A.2 Simulation numérique des méthodes du chapitre 4
dans le cas de données réelles
Dans le but de montrer que les méthodes proposées dans le chapitre 4 fonctionnent sur

des données réelles, nous proposons une simulation numérique identique a celle du scénario
1 du chapitre 4 ou les matrices a diagonaliser contiennent cette fois-ci des nombres réels.
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FIGURE A.1: r4 médian en fonction du RSB.

La médiane du critére r4 en fonction du RSB est tracée sur la figure A.1. Les algo-
rithmes de I'état de ’art fournissant les meilleurs résultats sont JET-U et JDTM. JUST est
globalement le moins performant en médiane de tous les algorithmes comparés. Tous les
algorithmes que nous proposons sont aussi performants que JDTM et JET-U au-dessus de
60 dB. Sous 60 dB, JAPAM-4 et JAPAM-2 donnent de moins bons résultats mais les autres
algorithmes proposés restent en compétition avec JET-U, JET-O et JDTM. JAPAM-2 est
meilleur que SH-RT au dessus de 30 dB, puis devient moins performant que ce dernier
sous cette valeur.

La moyenne du critére r4 en fonction est disponible sur la figure A.2. JUST reste le
moins performant de tous les algorithmes de cette étude. JAPAM-M, JAPAM-5, JET-O,
JET-U et JDTM sont fournissent la meilleure estimation moyenne et ont des performances
quasiment équivalentes. JAPAM-4 et SH-RT estiment moins bien la matrice diagonalisante
que les algorithmes précédemment cités et fournissent des résultats similaires entre eux.
JAPAM-2 est meilleur que SH-RT au-dessus de 20 dB.

Ainsi, grace a cette simulation nous avons montré que les algorithmes proposés au
chapitre 4 fonctionnent sur des données réelles et fournissent des résultats équivalents a
ceux des meilleurs algorithmes existants.
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FIGURE A.2: r4 moyen en fonction du RSB.
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A.3 Meéthode de symétrisation & ’aide d’une matrice
symétrique

Nous proposons ici de symétriser les matrices M*) issues du probléme de DCS a l'aide
d’une matrice symétrique de déterminant 1 de la forme :

1 0 -+ - 0
oo
HOD = [ - - - , (A.11)
LD G g
0 - o 0 1

avec hgi’j )héi’j ) hg’j )2 — 1. Pour se faire, nous effectuons une décomposition polaire sur
la matrice L") de I’équation (5.5) du chapitre 5. Nous pouvons donc écrire L) =
HGDQUD) | ou Q) est une matrice de rotation de Givens définie dans la proposition 3
du chapitre 3. Il est important de noter qu’une transformation telle que (5.6) par une
matrice orthogonale n’affecte pas la symétrie des matrices de ’ensemble. Il n’est donc pas
nécessaire d’estimer la matrice Q). Cependant, il est toujours nécessaire d’estimer une
matrice diagonale comme explicité au chapitre 5. De plus, comme L7 ne dépend que
d’un seul parameétre, nous devons chercher les liens entre hgi’j ), héi’j ) et hg’j ). Nous avons
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en effet le systéme d’équations suivant :

hgi’j)c + héi’j)s =0,
—n{ s+ nie = 0,

> (i-1)2
(:5) 1thy —
—hy”'s + A c=0.

Les deux premiéres équations nous permettent d’établir :

P
hgz,1)2+héz,1)2’
i)
h§1’7)2+hg”]>2’
L (i,5)2
, 1+h
—héms + —2

hY«])

Chapitre A. Annexe

(A.12)

(A.13)

En injectant les expressions de ¢ et s dans la troisiéme équation de (A.12), nous obtenons :

i,J 4,7)2
Wi = /1= ng?,

pouvons chercher la matrice H®7) de la forme :

(A.14)

Grace a cette derniére équation et au fait que le déterminant de H®7) est égal & 1, nous

1 0 o 0
0o 1 S
\/1-h5?
HO) = /1 — p9? . _ - (A.15)
hg@ - ”h%f 0
V1-h$? 1-hy7)
0 0 1
. (i.3)
En posant A7) = \/%, nous avons finalement :
1—hy"
1 0 0
o 1 . A
) — L (A.16)
V17 Lz ‘ S
pld) o 1 pled2
0 o ... 0 1

Le critére (5.7) devient alors :

K
i . k ! k ’ k / k ’ k
Coym () =37 (Z (@ = NP+ v = Ng2) + (v
k=1 \ p#i
P#]

ou N = HEHNEHE)-T,

’ (k:)/ 2
—N&y ) (A.17)
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En développant chacun des termes de (A.17), nous obtenons pour le premier terme :

(k) 1 (,5)2 (K) (F)\ (i k) (k)\12
(N(’?)’ _ N(k)’)Q _ [2Ni,p hD? — (Npg + Njp Jht) + (Nip — N >]
p?z

ip (1 + h(4)2)2
B Pkpiid) (pio1) ALS
i) (A18)
Pour le second terme, nous obtenons :
(k) 1 (1,52 (k) (k)N 1, (ij (k) (k)\12
(N(’f)’ _ N(k)’)2 _ [_ 2N, P2 — (Nip + Ny JhtD) 4 (Nip — Nog ﬂ
Jsp p.J (1 + h(4)2)2
B QUpi:d) (B(13)) (A.19)

(14 na2)2 "
Et enfin pour le dernier terme, nous avons :
2 1
ij o Vg ) = (1 + h0)2)2 [
k k)N 7. (6, k k)12
Q(Ni(,i) - Nj(,j))h( 9+ <Ni(,j) - NJ(%))]
RF3:3) (p(0:9))

AN RGN 9N - NI pED3 1 (5N — N pE02

= —(1 R (A.20)
En posant
K
S (p9)) = Z R%4D) (b)) 4 Z (p(k,p,i,j)(h(m)) + Q(k,p,z‘,j)<h(i7j)))7 (A.21)
k=1 pFi
PFj
nous pouvons réécrire (A.17) de la maniére suivante :
o S(i,j)(h(i,j))
(0.3)) —
Csym<H ) - (1 4 h(@j)g)g‘ (A22)
aCsym(H(i»J')

Pour minimiser ce critére, nous annulons ). Cela est équivalent a annuler le

polynome de degré 9 suivant :
S (pla)
Ohd)

Oh(i.d)

(1 + A2y — gp(id) §Gid) (pid)y (A.23)

Remarque :

1. Pour symétriser un ensemble de matrices, il aussi possible de minimiser le critére

suivant :
K

c (H(i,j)) _ Z(N(k)/ B N(k),)2. (A.24)

sym 2 Jri
k=1
Pour se faire, il faut annuler le polynéme de degré 9

ORI (R0

i) (1+ R)2) — 4h(i,j)R(i,j)(h(i7j)). (A.25)
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2. Nous pouvons remarquer qu’avec cette paramétrisation, la matrice H®7) tend vers la
matrice identité lorsque h7) tend vers 0. Cela permet de proposer des algorithmes
moins coliteux en approximant les termes de plus hauts degrés de C’Sym(H(i’j)) ou
CL L (HED),

sym

3. Pour symétriser un ensemble de matrice a 'aide d’une matrice symétrique, il est
aussi possible d’appliquer une décomposition polaire sur les matrices X7) définie &
la page 60. La matrice de mise & jour symétrique sera alors une matrice de rotation
hyperbolique définie comme a la page 67 et I'estimation de ses parameétres sera
identique & l'estimation des parameétres de la matrice symétrique de 1’algorithme
JDTM [22].
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Résumé

Cette thése présente de nouveaux algorithmes de diagonalisation conjointe par similitude. Ces
algorithmes permettent, entre autres, de résoudre le probléme de décomposition canonique po-
lyadique de tenseurs. Cette décomposition est particulierement utilisée dans les problémes de
séparation de sources. L’utilisation de la diagonalisation conjointe par similitude permet de pa-
lier certains problémes dont les autres types de méthode de décomposition canonique polyadique
souffrent, tels que le taux de convergence, la sensibilité & la surestimation du nombre de facteurs
et la sensibilité aux facteurs corrélés. Les algorithmes de diagonalisation conjointe par similitude
traitant des données complexes donnent soit de bons résultats lorsque le niveau de bruit est faible,
soit sont plus robustes au bruit mais ont un cofit calcul élevé. Nous proposons donc en premier
lieu des algorithmes de diagonalisation conjointe par similitude traitant les données réelles et
complexes de la méme maniére. Par ailleurs, dans plusieurs applications, les matrices facteurs
de la décomposition canonique polyadique contiennent des éléments exclusivement non-négatifs.
Prendre en compte cette contrainte de non-négativité permet de rendre les algorithmes de décom-
position canonique polyadique plus robustes & la surestimation du nombre de facteurs ou lorsque
ces derniers ont un haut degré de corrélation. Nous proposons donc aussi des algorithmes de
diagonalisation conjointe par similitude exploitant cette contrainte. Les simulations numériques
proposées montrent que le premier type d’algorithmes développés améliore 'estimation des pa-
ramétres inconnus et diminue le coiit de calcul. Les simulations numériques montrent aussi que
les algorithmes avec contrainte de non-négativité améliorent 1'estimation des matrices facteurs
lorsque leurs colonnes ont un haut degré de corrélation. Enfin, nos résultats sont validés a travers
deux applications de séparation de sources en télécommunications numériques et en spectroscopie
de fluorescence.

Abstract

This thesis introduces new joint eigenvalue decomposition algorithms. These algorithms allow
amongst others to solve the canonical polyadic decomposition problem. This decomposition is
widely used for blind source separation. Using the joint eigenvalue decomposition to solve the
canonical polyadic decomposition problem allows to avoid some problems whose the others ca-
nonical polyadic decomposition algorithms generally suffer, such as the convergence rate, the
overfactoring sensibility and the correlated factors sensibility. The joint eigenvalue decomposition
algorithms dealing with complex data give either good results when the noise power is low, or
they are robust to the noise power but have a high numerical cost. Therefore, we first propose
algorithms equally dealing with real and complex. Moreover, in some applications, factor matrices
of the canonical polyadic decomposition contain only nonnegative values. Taking this constraint
into account makes the algorithms more robust to the overfactoring and to the correlated fac-
tors. Therefore, we also offer joint eigenvalue decomposition algorithms taking advantage of this
nonnegativity constraint. Suggested numerical simulations show that the first developed algo-
rithms improve the estimation accuracy and reduce the numerical cost in the case of complex
data. Our numerical simulations also highlight the fact that our nonnegative joint eigenvalue
decomposition algorithms improve the factor matrices estimation when their columns have a
high correlation degree. Eventually, we successfully applied our algorithms to two blind source
separation problems : one concerning numerical telecommunications and the other concerning
fluorescence spectroscopy.



