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Chapitre 1

Introduction

Les systémes quantiques ouverts décrivent 1’évolution d’un systéme de référence S en inter-
action avec un ou plusieurs autres systémes Ri,Ro, ... généralement appelés réservoirs ou envi-
ronnements. On rencontre dans la littérature deux approches a ’étude des systémes ouverts : les
approches hamiltoniennes et markoviennes. L’approche hamiltonienne est plus fondamentale au
sens ol on s’intéresse & une description compléte du systéme (petit systéme -+ environnement).
Si on se place dans le cadre usuel de la description de la mécanique quantique, le systéme S
est décrit par un espace de Hilbert Hs (espace des états) et son évolution est engendrée par un
Hamiltonien Hg, voir I’équation (1.7). De la méme facon, le systéme R est décrit par un espace
de Hilbert Hz et un Hamiltonien Hg. L’espace de Hilbert du systéme joint est alors donné par

H:=Hs ®@Hr, (1.1)

I'interaction entre les deux systémes est décrite par un opérateur auto-adjoint v, appelé opérateur
d’interaction et agissant sur ’espace Hs ® Hr, et ’évolution du systéme en interaction est
engendrée par le Hamiltonien

H:=Hs®@1rg + 1s @ Hr + v. (1.2)

A Tinverse, dans approche markovienne, on abandonne I'idée de décrire le systéme dans
son ensemble et on se concentre sur le petit systéme S uniquement, la philosophie étant que
Penvironnement est trop compliqué & décrire (dans ’approche hamiltonienne, seuls des environ-
nements trés simples ont été traités avec succés), voire méme il est tel que 'on n’a pas accés
aux informations le concernant. A la place, on considére uniquement la dynamique effective du
systéme S qui est générée par 'interaction avec cet environnement. L’influence de ce dernier
est typiquement modélisée par I'ajout de termes de type dissipatif (opérateur de Lindblad) ou
stochastique.

Le lecteur intéressé pourra consulter | |, resp. | |, pour plus de détails sur
I’approche Hamiltonienne, resp. Markovienne.

Une classe particuliére de systémes ouverts va nous intéresser dans cette thése : les systémes
quantiques a interactions répétées (abrégé SIR par la suite). Ils sont structurés de la maniére sui-
vante : on a un petit systéme S et une suite de sous-systémes (&;), indépendants qui interagissent
de fagon successive avec S. Plus précisément S interagit avec £; durant intervalle [0, 7 [, puis

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

avec & durant lintervalle [7i,7; + 7o[, etc. Durant linteraction entre S et &, les autres &;
évoluent librement. L’évolution totale du systéme est alors déterminée par les dynamiques des
systémes &; et S + &;.

Le cas le plus simple, appelé cas idéal, est celui oui tous les sous-systémes &; sont des copies
d’un méme sous-systéme &, initialement dans un méme état invariant pour la dynamique libre
des &;, et interagissent de la méme facon et pendant la méme durée 7 avec S. L’évolution du
systéme S au cours d’une interaction sera alors décrite par un opérateur £ appelé opérateur
de dynamique réduite, voir (1.21), qu’il suffira d’itérer n fois pour avoir I’évolution du systéme
aprés n interactions comme nous le verrons dans la Section 1.3.2. Les SIR sont ainsi & la fois
Hamiltonien, le systéme total étant décrit par un Hamiltonien (dépendant du temps, constant
par morceaux), et Markovien en temps discret puisque l’état de S aprés n interactions peut-
étre déduit de ’état aprés n — 1 interactions en appliquant 'opérateur £, voir (1.22). L’étude
des SIR a donné lieu & de nombreux travaux ces derniéres années. On peut citer par exemple
[ ’ I ? ’ ’

; ]. Une introduction a ce sujet est donnée dans article de revue [ ]

D’un point de vue physique, I’étude des SIR est motivée par les problémes d’interaction
matiére-lumiére : le systéme S décrit un, ou plusieurs, mode du champ électromagnétique dans
une cavité et les sous-systémes &; représentent les atomes d’un faisceau (expérience du maser
a 1 atome [ , , , , | et quelques élaborations | ,

, , ])- De tels systémes jouent un role fondamental dans la compréhension
pratique et théorique des processus d’interaction matiére-lumiére ainsi qu’en optique quantique.
L’expérience du maser consiste en un champ électromagnétique quantifié et piégé dans une
cavité optique (le systéme S) et traversé par un faisceau d’atomes (les £;) de telle sorte qu'un
seul atome soit dans la cavité & la fois. Pour des travaux plus mathématiques on peux citer

[Bri4, BPO9, I

Cette thése porte sur I’étude d’un systéme de type maser & un atome. Le modéle considéré
décrit un champ électromagnétique S dans une cavité et traversé par un faisceau d’atomes (&;);
mais auquel on ajoute un réservoir supplémentaire R interagissant de fagon continue avec S.
L’idée est que la cavité n’est pas parfaitement isolée et le réservoir R permet de modéliser les
fuites dans la cavité. Une telle situation a été considérée dans [ | mais dans le cas ou S est
un systéme de dimension finie alors qu’ici S sera décrit par un mode du champ électromagnétique
(unitairement équivalent a un oscillateur harmonique). L’environnement R sera décrit par un gaz
de bosons sans masse initialement & I’équilibre thermique et sans condensat de Bose-Einstein.
Enfin les atomes du faisceau seront décrits par des systémes & deux niveaux.

Dans | ], les auteurs étudient un tel systéme mais avec une approche Markovienne de
la description de I'interaction entre S et R. Ils décrivent I'interaction entre S et les &; via les
SIR, et les fuites de la cavité sont décrites par une extension de type Kossakowski-Lindblad
de la dynamique Hamiltonienne, voir ’équation (1.27). Ils ont montré l’existence d’un unique
état invariant pour 1’évolution dans la cavité, donné une formule explicite de celui-ci, montré
la relaxation en temps long vers cet état. Ils donnent par ailleurs des formules pour la valeur
moyenne du nombre de photons dans la cavité en fonction du temps et étudient les variations
d’énergie dans la cavité. Dans le cadre de 'approche Markovienne la question de la définition
de la production d’entropie n’est pas complétement claire, ils n’ont donc pas pu décrire la
production d’entropie du systéme et il s’agira d’une des questions abordées dans cette thése.

En Pabsence d’atomes le systéme “cavité+réservoir” a été étudié par Kénenberg dans [ ,

) ) ) b ) ) b
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| en se basant sur des travaux antérieurs de Arai [ , |. Arai étudie un systéme
couplé constitué d’un oscillateur harmonique, systéme unitairement équivalent & la cavité consi-
dérée dans cette thése, couplé avec un champ électromagnétique quantifié & température nulle,
tandis que Konenberg considére un systéme similaire mais avec un réservoir a température po-
sitive. L’idée essentielle derriére leurs travaux est que le hamiltonien du systéme couplé est un
hamiltonien bosonique quadratique et peut étre “diagonalisé”, permettant ainsi d’étudier plus
facilement l’évolution des opérateurs d’annihilation/création. Les travaux | , | re-
posent en particulier sur des formules explicites obtenues dans [ | et Vauteur montre des
propriétés de retour & I’équilibre pour le systéme couplé (voir le Théoréme 3.13 page 60). La
question de la diagonalisation des hamiltoniens bosoniques quadratiques a été récemment étu-
diée de fagon générale dans [ , , ]. Dans le Chapitre 2 nous utiliserons leurs
travaux pour donner un nouvel éclairage sur ceux de | , ]

Dans la suite de cette introduction nous allons commencer par présenter le cadre mathéma-
tique dans lequel se situe cette thése en rappelant les outils principaux utilisés par la suite :
espaces de Fock bosoniques (ou symétriques), systémes dynamiques quantiques, systémes en in-
teractions répétées. Nous présenterons ensuite plus en détails le modéle étudié dans cette thése.

1.1 Espaces de Fock bosoniques

La théorie quantique des champs est une théorie permettant de décrire des systémes ayant un
tres grand nombre ou une infinité de degrés de liberté. Elle est basée sur la seconde quantification
des champs introduite par Dirac en 1927. Dans cette théorie pour décrire un nombre variable de
particules indiscernables on utilise les espaces de Fock. Nous donnons ici une bréve présentation
des principaux objets et résultats que nous serons amenés a utiliser dans cette thése. Le lecteur
intéressé pourra consulter par exemple | , , | pour plus d’informations sur le sujet.

1.1.1 Définition et opérateur de seconde quantification

Les espaces de Fock sont les espaces de Hilbert appropriés pour décrire un systéme ayant un
nombre variable de particules. L’espace des états pour une particule est un espace de Hilbert
complexe b, appelé par la suite espace & une particule. L’espace décrivant n particules est alors
le produit tensoriel hilbertien

" =h® - ®h.
—_—

n fois

Pour prendre en compte le caractére indistinguable des particules on est amené & considérer
seulement certains sous-espaces de h®", symétrique pour les bosons et antisymétrique pour les
fermions. Plus précisément les produits tensoriels symétriques et antisymétriques sont définis
comme suit

1
fl ®s -+ Qs fn = ﬁ Z fa(1)®~-~®fa'(n)7 fla"'afne ba

oeS,

1
fl ®a "'®a f’ﬂ = E Z E(U)fa(1)®'-'®fo(n)a fla-'-afn € ba

‘T oeS,
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ot S, est le groupe des permutations a n éléments et (o) la signature de la permutation o. Dans
cette thése nous aurons uniquement besoin des espaces symétriques et nous nous restreindrons
donc & la description de ces derniers. Le vecteur d’état de n bosons est un élément de I’espace

fi(h) = VeCt({fl ®s - Qs fn|f1>~~~7fn € b})

Par exemple, si h = L?(R3,dk) alors F}(h) est isomorphe & L2 ((R*)",dk; - --dk,) 'ensemble
des fonctions f(ki,...,ky,) de L? ((RS)”, dky--- dkn) symétriques par rapport a (ki,...,ky).
On peut maintenant définir ’espace de Fock symétrique.

Définition 1.1. Soit h un espace de Hilbert, I’espace de Fock bosonique sur by est l’espace de
Hilbert défini par

Fo(h) = O F(h),
n=0

ot par convention F9 () = C.
L’espace 6 nombre fini de particules est le sous-espace dense de F.(h) défini par

Finh) = {0 = (Vy,...,¥,,...) € F.(h)|Ing, ¥, =0 ¥n = ng}.

Le vecteur Q = (1,0,0,...) est appelé I’état du vide. Enfin, si D C b est un sous-espace vectoriel
(D jouera ultérieurement le role de domaine), on notera F73 (D) le produit tensoriel algébrique
symétrique de n copies de D et }fn(D) l’espace & nombre fini de particules correspondant.

Etant donné un opérateur auto-adjoint h agissant sur ’espace & une particule h on peut
généraliser a ’espace de Fock bosonique sur h de la fagon suivante.

Définition 1.2. Soit h un opérateur auto-adjoint agissant sur by de domaine D(h). On définit
Vopérateur de seconde quantification H = dI'(h) sur F}(D(h)) par

dl(h) =) 1@ -@1ehele-- ®1.
= T T
Il définit un opérateur essentiellement auto-adjoint sur Fi*(D(h)). Lorsque h = 1 on notera

alors N = dI'(1). Cet opérateur est appelé opérateur de nombre : si U e F(h) alors NV = n¥.

Remarque 1.3. Sih est le hamiltonien engendrant la dynamique pour une particule, I’opérateur
dI'(h) engendre la dynamique du systéme a plusieurs particules identiques et sans interactions.

Remarque 1.4. Il découle directement de la définition que si h est positif alors dT'(h) également.

Pour décrire la variation du nombre de particules on utilise les opérateurs de création et
d’annihilation qui ajoute ou retire une particule a I’état quantique décrit, ils sont notés respec-
tivement a* et a.

Définition 1.5. Soit f € h. On définit les opérateurs de création a*(f) et d’annihilation a(f)
sur F1(h), n e N, par

() [i®s s fu Vn+ 1 f®s f1 ®s -+ ®s fn € Fit1(h),
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et

CL(f) : f1®9®9 fn = % Z<faf]>fl®s®€ fj—l@s fj+1®5'“®5fne‘7:1_1(b)7
j=1

sinz=1eta(f)Q=0.

Les opérateurs a(f) et a*(f) définissent des opérateurs fermables sur Fi(h). On notera de
la méme fagon leur fermeture, et on a alors a*(f) = (a(f))*. On peut noter que les opérateurs
a(f) et a*(f) sont bien définis sur D(N'/?). Ils vérifient les relations dites de commutation
canonique (ou CCR) suivantes

[a’(f)a a(g)] =0, [a*(f)a a* (g)] =0, [a(f)a a*(g)] = <f> g>7

les égalités étant & comprendre au sens fort sur D(N). On peut noter aussi que pour tous

fi,-..,fnebona )

\/n!

et que a®(f) est linéaire par rapport & f tandis que a(f) est antilinéaire.

fi®s -+ ®s fn = —=a*(f1)a*(f2)-.a® (fn),

Notation 1.6. On utilisera souvent la notation “bra-ket”. Si f € b, |f) et {f| désigneront
respectivement

1f):CaAm—Afeb et (fl:hag—{fgpeC.
Ainsi, si f,g € b la notation |f)g| désignera Vopérateur

|/Xgl:b3h—{g,h)f €.

En particulier si | f|| = 1 alors |f){f| désigne le projecteur orthogonal de rang 1 sur Vect(f).
Remarque 1.7. Si h = |f){f]| alors

dU(1fXSf1) = a*(f)a(f)-

Plus généralement, si h est auto-adjoint et (f,,)n est une base Hilbertienne de b telle f, € D(h)
pour tout n on a alors

A0(h) = 3 fo hfumda® (Fa)alfm).

n,m=0

Les inégalités suivantes sont souvent utiles et parfois appelées estimations N, dans la littérature.
Elles remontent & [ ], voir aussi par exmple [ , , ]

Proposition 1.8. Soit h un opérateur auto-adjoint positif et f € D(h~1/?). Alors pour tout
U e D(dI'(h)) on a

la(f)®|?
la*(£)w]?

Enfin on définit 'opérateur suivant.

|[R=Y2 £ |20, dT (h) D),
|

<
< R FPCR, dU (YY) + | 7).
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Définition 1.9. Soient by et ho deux espaces de Hilbert et u : h1 — ho un opérateur borné. On
définit alors T'(u) : Fy (h1) — F4 (b2) par

()= u @ ®u.

Si w est unitaire alors I'(u) également. Enfin, si h est auto-adjoint sur b, alors

F(eith) _ eitdF(h) )

1.1.2 Les algébres CCR

Définition 1.10. Soit f € h un espace de Hilbert. L’opérateur de champ associé est défini sur

Fi(b) par )
o(f) = ﬁ(a(f) +a*(f)).

Proposition 1.11. On a les propriétés suivantes.
1. Pour tout f € b, ¢(f) est essentiellement auto-adjoint sur ]—"ﬁn(h). On notera toujours
o(f) son unique extension auto-adjointe. On a D(NY?) < D(¢(f)).

2. Pour tous f,g € b on a, au sens fort sur D(N),
[6(f), ¢(9)] = dm{f, g).

3. Si (fu)n est une famille de b qui converge vers f € by alors ¢(f,) converge vers ¢(f) au
sens fort sur D(N/?).

Définition 1.12. Si f € b on définit sur F4(b) Uopérateur unitaire
W(f) = ete(f)
Les W(f) sont appelés opérateurs de Weyl.

L’avantage des W(f) sur les opérateurs de champs est que ce sont des opérateurs bornés. La
Proposition 1.11 se traduit par

Proposition 1.13. On a les propriétés suivantes.

1. Pour tout f € b Uopérateur W(f) laisse D(N) invariant.

2. Pour tous f,g € b on a la version suivante des CCR
W(f +g) = e S2W(HW(g). (1.3)

3. Si fn — f dans by alors W(f,) converge vers W(f) au sens fort sur F.(h). Cependant

pour tous f # g dans b on a
W (f) =Wi(g)ll = 2. (1.4)

On appelle CCR(h) la C*-algebre engendrée par les opérateurs de Weyl sur F (h). Sauf dans
le cas ou h est de dimension finie, I’algébre CCR(h) est strictment plus petite que ’ensemble
B(F. (b)) des opérateurs bornés sur F (h). Elle est cependant suffisamment grosse dans le sens
suivant.
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Proposition 1.14. Le vecteur  est cyclique pour CCR(h), c’est-a-dire que le sous-espace
Vect{W (f)2| f € b} est dense dans F(h), et CCR(h) agit de facon irréductible sur F.(h),
c’est-a-dire que si A € B(F4(h)) est telle que [A,W(f)] = 0 pour tout f € b alors il existe
A € C tel que A = M. Il découle du Théoréme du bicommutant de Von Neumann que CCR(h)
est dense dans B (F1(h)) pour la topologie faible et pour la topologie forte des opérateurs.

Si D < b on notera de méme CCR(D) la C*-algebre engendrée par les W(f), f € D.

Remarque 1.15. Le manque de continuité de W(f) par rapport & f, en particulier l’identité
(1.4), a pour conséquence que CCR(D) # CCR(H) dés que D # b, méme si ce dernier est un
sous-espace dense.

La proposition suivante indique comment évolue un opérateur de Weyl sous ’action d’opé-
rateurs I'(u).

Proposition 1.16. [DG] Siu: by — by est unitaire alors, pour tout f € by,
Lu)Wi ()P (u™h) = Wa(uf),

ot Wy et Wy désignent les opérateurs de Weyl sur Fy(b1) et F(h2) respectivement. En parti-
culier, si h est auto-adjoint sur by alors pour tout t € R on a

eitdl‘(h)w(f)e*itdr(h) - W(eithf). (1.5)

1.1.3 Produit tensoriel d’espaces de Fock

Etant donnés deux espaces h et hs et j; : h; = h1 @ho, ¢ = 1,2, les injections canoniques, on
définit Iopérateur U : Fin(hy) @ Fit(ho) — Fin(h; @ he) par : si ¥q € F1(h1) et Uy € F1?(h2)

(n1 + n2)!

UV, ®%, = i
n1:ng:

(T(51)¥1) ®s (I'(j2)¥2). (1.6)

On a alors le résultat suivant, voir par exemple [DG].

Théoréme 1.17. 1. L’opérateur U défini en (1.6) s’étend en un opérateur unitaire de F(h1)®

F1(b2) vers F1(h1 @ bh2).
2.UMN ® 0y =0 ou §; désigne le vide de F1(h;) et Q0 celui de Fi(h1 @ ha).
3. Pour tous f1 € b1, fo € by on a

(L@ f2)U =U (¥ (f1) @1+ 1®a”(f2)),
ot a¥ désigne a ou a*, et donc
W(f1® f2)U =UW(f1) @W(f2),
4. Si hy et ho sont auto-adjoints sur by et ho respectivement alors
dT'(h1 @ ho)U = U (dl'(h1) @ 1+ 1® dI'(hs)) .
5. Siuy € B(hy) et us € B(h2) alors
MNug @ug) U = UT (u1) @T (ug).

Ce résultat est appelé “loi exponentielle pour les espaces de Fock”. Il permet d’identifier le produit
tensoriel de deux espaces de Fock avec un unique espace de Fock. On 'utilisera réguliérement
dans la suite de cette thése, voir par exemple la Section 1.4.1.
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1.2 Description mathématique des systémes quantiques ou-
verts

Dans cette section on introduit le cadre algébrique de la mécanique statistique dont on aura
besoin dans cette thése. Il sera nécessaire pour prendre en compte les fuites dans la cavité et en
particulier décrire le gaz de bosons a température positive qui modélisera le réservoir additionnel.
On ne rappelle ici que les principaux éléments dont on aura besoin. Le lecteur intéressé trouvera
une description plus compléte par exemple dans | , , |-

1.2.1 Systémes ouverts et trace partielle

Dans sa forme la plus simple, un systéme en mécanique est décrit & l’aide d’un espace de
Hilbert H et d’un opérateur auto-adjoint, également appelé hamiltonien ou opérateur d’énergie,
H agissant sur H. L’état du systéme est alors donné par un vecteur ¥ € H de norme 1. Si ¥
est ’état initial du systéme son évolution est décrite par I’équation de Schrédinger

d
z&\I!(t) = HU(t), ¥(0) =T, (1.7)
et le Théoréme de Stone permet alors d’écrire W(t) = e~*7 W, ot e~ désigne le groupe unitaire
engendré par H. Une observable du systéme est alors un élément auto-adjoint O € B(H) et la
valeur moyenne de l'observable O dans ’état ¥ est (O) := (¥, O¥). Ainsi, la valeur moyenne
d’une observable O au temps t si le systéme est initialement dans I’état ¥g est

{0y = (U(t),0U(t)) = (W, e Oe™H W),

Plutot que de considérer que I’état du systéme évolue et que 1’observable évolue (point de vue
de Schrodinger), un point de vue équivalent est de considérer que les états sont fixes et que les
observables évoluent (point de vue de Heisenberg). L’observable O(t) évoluée au temps ¢ est
alors O(t) = e Oe~"H_ Son évolution est décrite par I'équation

d .
S0 =i[H,0()].

Considérons maintenant deux systémes S et R en interactions, voir (1.1)-(1.2). Une obser-
vable du systéme S aura la forme Og ® 1z. Cependant méme si I’état initial du systéme est de
la forme ¥y = Us®@Ur (état produit) ce ne sera pas le cas de I’état ¥(¢) au temps ¢. On montre
alors facilement qu’il existe un unique opérateur a trace p(t) agissant sur Hs uniquement et tel
que, pour tout Os € B(Hs) on ait

Try5 (p(t)Os) = (¥ (t), Os Onsenr IrY(1))- (1.8)

On vérifie facilement que p est auto-adjoint positif et que Tr(p) = 1. On parlera de matrice
densité. Il est ainsi naturel d’étendre la notion d’état d’un systéme quantique : un état est
donné par une matrice densité p. Un état donné par un vecteur ¥ € H comme ci-dessus est
appelé état pur et correspond & p = |U)( V.
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Si un systéme est dans ’état p et O est une observable du systéme, la valeur moyenne de
O dans état p est alors (O), = Tr(pO). L’évolution de I’état du systéeme est lui décrit par
I’équation de Liouville

S olt) = ~i[H, (1), (1.9)

i.e. si I’état initial est po on a p(t) = e~ pye*H et on a pour tout t € R

Tr(p(t) O) = Tr(p O(1)). (1.10)

Finalement l'opération de ‘“réduction” donnée par (1.8) se généralise immédiatement de la
facon suivante.

Définition 1.18. Soit p un opérateur a trace sur Hs ® Hr, on appelle trace partielle de p par
rapport & Hr l'unique opérateur a trace ps sur Hs tel que

Try s (ps Os) = Trysenr (POs @ Ir), VYOs € B(Hs).

On notera ps = Try (p). Si p est positif alors Try, (p) aussi et Tryys (Tryg (p) = Trysour (0)-
En particulier si p est une matrice densité alors Try, (p) également. On parle alors de matrice
densité réduite.

1.2.2 Systémes dynamiques quantiques

Afin de décrire un systéme infiniment étendu ayant une densité positive de particules le
cadre usuel briévement rappelé dans la section précédente ne suffit plus et il est commode de
passer & une description plus algébrique. Pour ne donner qu’un exemple, si on est en dimension
finie et H est le hamiltonien du systéme, 'unique état d’équilibre & température 7" > 0 est
Tr(e=BH)
s’étendre en dimension infinie mais cela nécessite que lopérateur e #H soit de classe trace,
en particulier le spectre de H doit étre purement discret. C’est le cas par exemple pour un
oscillateur harmonique mais ¢a ne le sera pas pour le réservoir bosonique qui apparaitra dans le
modéle que nous étudierons. On donne ici une bréve description de cette approche.

donné par la matrice densité pg = ou g = % Dans certains cas cette formule peut

Définition 1.19. L’algébre des observables est une C*-algébre 2.
Remarque 1.20. On supposera toujours que les C*-algébres possédent une unité.

Définition 1.21. Etant donné une C*-algébre 2, un état w est une forme linéaire positive sur
A, i.e. w(O*O) = 0 pour tout O € A, telle que |w| = 1.

Remarque 1.22. Sur une C*-algébre une forme linéaire positive est automatiquement continue,
ainsi |w| est bien définie. On peut par ailleurs montrer que dans ce cas |w| = w(ly) et donc la
condition de normalisation peut s’écrire w(ly) = 1.

On voit facilement que la situation décrite dans la section précédente est un cas particulier
de celui-ci dans lequel 21 = B(H) et I'état w est défini par w(O) = Tr(p O). La quantité w(O)
sera ainsi naturellement appelée valeur moyenne de 'observable O dans ’état w.
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Définition 1.23. Une dynamique sur une C*-algébre 2 est un groupe a un paramétre (17%)cr
de #-automorphismes de 2.

Le point de départ est ici I’évolution des observables. Si wg est un état donné jouant le role
d’état initial, 1’état du systéme au temps ¢ est alors naturellement donné par w; = wo 7’ et on a

wi(0) = w(7'(0))
qui est I’analogue de (1.10).
Définition 1.24. Un état w sur 2 est dit 7' -invariant si w o ¢ = w pour tout t € R.

On peut remarquer que dans la définition ci-dessus on n’a imposé aucune propriété de conti-
nuité par rapport a t. Dans le cadre des C*-algébres la notion naturelle de continuité est celle
de continuité forte : pour tout O € 2 Papplication t — 7¢(O) est continue pour la norme . Un
tel couple (2, 7t) est alors appelé C* systéme dynamique. Cette situation est cependant vite
restrictive. En effet, si on reprend la situation de la section précédente la dynamique est alors
donnée par

Tt(O) — eitHO efitH’
et on peut montrer que (7t); est fortement continu si et seulement si I'opérateur H est borné.
Il est donc nécessaire d’affaiblir I’hypothése de continuité sur 7¢. Cela améne & la définition
suivante.

Définition 1.25. Un systéme dynamique quantique est un triplet (A, 7%, w) on
o A est une C*-algébre (décrivant ’ensemble des observables),
o 7! est un groupe de x-automorphisme (décrivant la dynamique du systéme),
o w est un état, dit de référence, qui est Tt -invariant,

tel que t — w (O*74(0)) est continue pour tout O € .

1.2.3 Meélange et états KMS

La notion de mélange donne des informations sur le comportement en temps long d’un
systéme dynamique quantique, et dans un certain sens sur la stabilité des états invariants. Au
préalable on a besoin pour cela de la notion d’état relativement normal.

Théoréme 1.26. Soit A une C*-algébre et w un état sur 2A. Il existe un espace de Hilbert H,
une représentation (un x-morphisme de C*-algébre) m : A — B(H) et Q € H un vecteur cyclique,
i.e. {m(0)), O € AU} est dense dans H, tel que pour tout O € A

w(0) =2, 7(0O)D).

Le triplet (H,7,Q)) est appelé représentation GNS de (,w). Une telle représentation est unique
a équivalence unitaire pres.

Exemple 1.27. Soit h un espace de Hilbert séparable et p une matrice densité sur by telle que
kerp = {0}. On considére A = B(h) et w ’état donné par la matrice densité p. En prenant
H = Ja2(bh) Vespace des opérateurs Hilbert-Schmidt sur b, m : B(h) — B(H) définie par si
Ae B(b) alors m1(A) : H 3 X — AX € H et Q = p/? € H, on vérifie facilement que (H,m, )
est une représentation GNS de (A, w).
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Une autre fagon équivalente de décrire la représentation GNS de (2,w) est la suivante.
Elle sera utilisée dans le Chapitre 4. On se fixe une conjugaison compleze 1) — 1) sur b, i.e.
une involution anti-unitaire. On vérifie alors que lapplication o @ 1 — |p)3)| s’étend en un
opérateur unitaire U : h @ b — TJo(h). En notant H = h @b, 7(A) = U*n(A)U et Q = U*Q, le
triplet (H,7,Q) fournit une autre représentation GNS de (U, w) et on vérifie facilement que

FA) =A®1, VAeq,

et si (¢;)j=1 est une base orthonormée de vecteurs propres de p, pp; = Xj¢;, alors
- 1/2 -
Q=>2"¢®4,.
jz1

Définition 1.28. Soit w et u deuzx états sur une C*-algébre A et (H,mw, Q) la représentation
GNS de (A, w). On dit que p est un état w-normal si, et seulement si, il existe une matrice de
densité p,, sur H tel que pour tout O € A on a

#(0) = Tr (p,, 7(0))..

Définition 1.29. On dit qu’un systéme quantique dynamique (A, 7%, w) est mélangeant (mizing)
st pour tout état w-normal p et tout A€ A on a

lim p(7%(A4)) = w(A).

t—+w

Parmi les états invariants d’un systéme dynamique quantique les états KMS (Kubo-Martin-
Schwinger) jouent un role important.

Définition 1.30. Soient 2A une C*-algeébre, (1%); un groupe de -automorphismes et 3 > 0.
On dit qu’un état w est (t*, B)-KMS si pour tout A, B € 2 il existe une fonction Fg(A, B; z)
analytique sur la bande

Sg:={2€eCl0<Imz < 3},

continue sur Sg et vérifiant les égalités swivantes sur 0Sg
Fs(A, B; t) =w (ATY(B)), VteR, (1.11)
Fs(A, Byt +i8) =w (7'(B)A), VteR.
D’un point de vue physique ces états décrivent les états d’équilibre thermique. Si 2l = B(H)

avec H de dimension finie et 7¢(0) = ™ Oe™™H  pour tout 4 > 0 il existe un unique état
(7%, B)-KMS donné par

0 "

=Tr | —— .

() (Tr(eﬁH) )

Physiquement /3 joue le role de l'inverse de la température d’ou le fait qu’on définit les états

KMS pour § positif. Néanmoins, comme ce sera le cas dans le Chapitre 4, on peut définir
mathématiquement un état (7¢, 3)-KMS avec 3 < 0 en utilisant la méme définition mais avec

Sg:={2€C|f<Imz<0}.
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Lorsque 5 = 0 la condition KMS devient simplement w(AB) = w(BA) pour tous 4, B € 2. On
parle alors d’état tracial.

On peut alors montrer que si w est un état (7%, 8)-KMS alors il est 7¢-invariant. De plus, en
prenant A = B* dans (1.11), la continuité de la fonction Fg(B*, B; t) sur le bord de Sg assure
que (2,7, w) définit un systéme dynamique quantique.

Finalement, on vérifie facilement que pour tout A # 0 si un état est (7%, 8)-KMS alors il est
(72, B/X)-KMS. En particulier il est (o*, —1)-KMS ot

ol(A) = 771 (A).

1.2.4 Etats sur ’algébre CCR(b)

Dans le cas de 'algébre CCR(D), D c b, un état w est complétement déterminé par la
donnée des w(W(f)), f € D. Cela conduit & la définition suivante.

Définition 1.31. Soit w un état sur CCR(D). La fonction caractéristique de w est la fonc-
tion S, : D — C définie par S,(f) = w(W(f)). Un état w est entierement déterminé par la
connaissance de S,,.

Définition 1.32. Soit w un état sur CCR(D).

1. On dit que w est régulier si pour tout f € Y la fonction s — S, (sf) est continue.

2. On dit que w est analytique, resp. entier, si pour tout f € D la fonction s — S, (sf) admet
une extension analytique au voisinage de 0, resp. sur C.

Remarque 1.33. L’intérét d’un état w analytique est de pouvoir définir la valeur moyenne d’un
opérateur de champ ¢(f)

w(p(f)) = =i0sSu(sf)[s=0, Yf€D. (1.12)
Plus généralement, si w est analytique et fy, fo € D alors

w(p(f1)o(f2)) = —0s, 05,0 (W (s1f1)W (s2f2)) [s1=55=0
= — 04, 00”2150 G (51 f1 4 55 f)[ ) —sp0- (1.13)

Pour plus d’informations le lecteur intéressé pourra consulter | I
Parmi les états sur CCR(D) certains états jouent un role particulier, les états dits quasi-libres.

Définition 1.34. Un état w sur CCR(D) est dit quasi-libre si sa fonction caractéristique est de
la forme

1 1
Su(f) = exp ( = fI* = Seo(f)
4 2
0w o est une forme quadratique positive sur D.

On vérifie alors aisément qu’un état quasi-libre est analytique. Par ailleurs si T est 'opérateur
auto-adjoint positif associé & g on doit avoir D — D(T/?). Cette condition expliquera le choix
de l’algebre des CCR utilisée dans la suite de cette thése, voir (1.28)-(1.29).
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Finalement, étant donné un opérateur auto-adjoint h sur b, pour tout sous-espace D c b
on a CCR(h) ¢ B(H) oun H = F.(h), e¢ H = dI'(h) engendre une dynamique sur CCR(D).
Alternativement, (1.5) permet de définir 7¢ par

T (W(f)) = W(e"f).

On peut alors montrer, en utilisant les CCR (1.3), que pour tout 8 > 0, 'unique état quasi-libre
qui est (7%, 8)-KMS a pour fonction caractéristique

st = (<512 = 3 (Fommmys ) = (<3 (room () 1))

On voit qu’un tel état existe uniquement si h est positif et que 0 n’est pas valeur propre de h.
La condition D c D(T"?) ci-dessus se traduit alors par D < D(h~1/?).

1.3 Les systémes en interactions répétées

Afin de simplifier la présentation des systémes en interactions répétées on commence par se
placer dans le cadre usuel décrit dans la Section 1.2.1. Pour plus d’informations sur les SIR le
lecteur est invité & aller lire I’article de revue | | dont cette partie est inspirée.

1.3.1 Description mathématique

Les systémes quantiques en interactions répétées (SIR par la suite) sont structurés de la
maniére suivante : on a un petit systéme S, dont 1’évolution libre est régie sur un espace de
Hilbert hs par le Hamiltonien Hg, et une infinité de sous-systémes (€;) en+ dont chacun est
défini sur son espace de Hilbert Hg, par son propre Hamiltonien Hg,. Chaque sous-systémes &;
interagit un & un avec S pendant un temps 7; > 0. Pour M interactions le systéme total est

décrit par I’espace de Hilbert
M

HM = Hs @ R) He, -

j=1

On notera aussi I'environnement formé par les sous-systémes &£; par

Heny = ® He; -

On note V; les opérateurs décrivant les interactions entre S et les sous-systémes &£;. V; est un
opérateur auto-adjoint sur Hs ® He,. On note t; = 7 + ... + 75 pour 1 < j < M. Pour M
interactions ’évolution du systéme en interactions répétées est alors décrite par le Hamiltonien

M M
=Hs+ ) He, + ) x;(0) V. te[0,tu), (1.15)

ol x; est la fonction caractéristique de I'intervalle [t;_1, t;). On supposera que

H;:= H3+ng +V; (1.16)
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définit un opérateur auto-adjoint sur Hs ® He,. L'opérateur H(t) est constant par morceaux

H(t)=H; = Hj+ Y He,, tel[tj_1,t)). (1.17)
k#j

Dans les identités ci-dessus, pour plus de clarté, on a omis d’écrire les facteurs 1 triviaux, le
contexte et les indices indiquant généralement sur quel espace agit 'opérateur de fagcon non-
triviale. Par exemple, dans (1.15) Hg devrait étre Hs ® g, ® - - ® 1¢,, tandis que dans (1.16)
on devrait écrire Hs ® lg. On utilisera cette convention sans plus de précision dans toute la
suite.

Le cas le plus simple de SIR, appelé idéal, est le cas ol tous les sous-systémes £; sont des
copies d’'un méme sous-systéme & interagissant tous de la méme facon et pour la méme durée
avec S. Autrement dit, dans le cas idéal on a He, = He, He;, = He, V; =V et 7; = 7. Le modéle
considéré dans cette thése se placera dans le cadre des interactions idéales et pour simplifier la
présentation on restreindra la suite de la description des SIR & ce cas. Une généralisation dans
un cadre aléatoire a été étudiée dans | ]

1.3.2 L’opérateur de dynamique réduite

Un état initial du sous-systéme S est donné par une matrice densité ps. De la méme maniére
on note (pg;)1<j<nm les états initiaux (matrices densité) des sous-systémes &;. A nouveau, pour
simplifier la présentation, on supposera que les pg; sont les copies d’'un méme état pg et que
celui-ci est invariant pour la dynamique libre des &;, i.e. eitfe pee=He = po L6tat du systéme
couplé aprés n < M interactions est donné par la matrice de densité suivante

p(?’l) = e—’LTHn . ‘e—lTHl <pS ® ®p€j> em‘Hl . 'elTH".

J=1

En notant _ _
. —iTH, —iTH
U, :=e co-e t

on obtient alors que ’état du systéme S aprés ces n interactions est alors donné par la trace
partielle de p(n) par rapport a l’environnement., i.e.

M
ps(n) = Trynr, lUn </)s ® ®ps_,») Un (1.18)

j=1

De par la nature des SIR, les différents sous-systémes (€;)1<;<m Dn'interagissent pas entre
eux ce qui se traduit par
[ng, Hgk] =0, Vj#k.

De plus, le systéme S n’interagit qu’une seule fois avec chacun des sous-systémes &; ce qui se
traduit par
[H;, He,] =0, Vj#k.

Ainsi on peut factoriser U, sous la forme

Up = U x e™i™Hn .. o7 = (1.19)
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ou

n—1 n
Ul =exp (—i 2 (n —j)Tng) et U, =exp (—i Z(] - 1)7'ng> .
j=2

Jj=1

L’opérateur U, décrit ’évolution (libre) des &; aprés leur interaction avec S tandis que U,
décrit celle des &£; avant leur interaction avec S. Puisque les £; sont initialement dans un état
invariant pour la dynamique libre les opérateurs U, ne jouent aucun role, et comme on s’intéresse
uniquement & la matrice densité réduite ps(n) les U ne jouent aucun rdle non plus (ce qui se
voit mathématiquement a P’aide de la cyclicité de la trace). En insérant (1.19) dans (1.18) on
obtient ainsi

ps(n)
] M
— T‘I‘Hé‘ﬁv e—17'H71 A e—’t‘f'H1 ps ® ® st ezTHl el'an
j=1
n .
— T‘I‘H:n\, e—lTHn e—m—Hl 0s ® ® pf,'J em—Hl N eran
j=1
— Tngn eszHn TI‘H;LH—Vl efz'an_l . efz'rHl ps ® ® st ez‘rHl . ez‘an_l ® P, e’LTHn
j=1
= Try,, [e*”H" (pg(n -1) ®pgn)e”H"]. (1.20)

On rappelle que ni pg, ni H, ne dépendent de I'indice n. Le role de ce dernier est juste d’indiquer
quelle copie de & interagit avec S. L’équation (1.20) améne donc naturellement a la définition
suivante.

Définition 1.35. FEtant donné un SIR idéal on définit lopérateur L sur l’espace J1(Hs) des
opérateurs de classe trace sur Hs par

L(p) := Try, [e ™ (p® pe) e™], (1.21)

ot H=Hs+ Hg+V est le hamiltonien décrivant une interaction S —E. L est appelé opérateur
de dynamique réduite.

Les propriétés de L ci-dessous découlent directement de sa définition.

Proposition 1.36. Pour tout SIR, l'opérateur de dynamique réduite L est un opérateur compleé-
tement positif et préservant la trace sur J1(Hs). En particulier ¢’est un opérateur de contraction
(pour la norme trace).

L’opérateur L décrit la dynamique effective de S lors d’une interaction. On a ainsi, pour tout
n< M,
ps(n) = L(ps(n — 1)), (1.22)

et donc, si S est initialement dans ’état pgs,

ps(n) = L"(ps).
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On met ici en évidence ’évolution Markovienne mentionnée au début de l'introduction obtenue
a partir de la description Hamiltonienne des interactions.

A ce niveau le nombre M d’atomes ne joue plus de role et on considérera par la suite un
nombre arbitraire d’interactions, 'idée étant d’étudier le comportement du systéme en temps
long, c’est-a-dire lorsque n tend vers l'infini. Le temps “physique” est ici n7 puisque n décrit le
nombre d’interactions, chacune ayant une durée 7.

Dans ce qui précéde nous nous sommes placés dans le point de vue de Schrédinger, nous
avons fait évoluer 1’état du systéme en laissant les observables fixes. On peut facilement obtenir
le point de vue dual (de Heisenberg) dans lequel ’état est fixe et les observables évoluents. Le
dual de J1(Hs) est identifié avec B(Hs) via le crochet de dualité

(©.p) = TH(pO).
On définit alors sur B(Hs) ladjoint L* de L. Pour tous p € J1(Hs) et O € B(Hs)
Tr(L(p) O) = Tr(p L*(0)).

L*(0O) décrit I’évolution de 'observable O aprés une interaction. L’évolution, en temps discret,
de observable O est ainsi décrite par le semi-groupe (L*"),en. En utilisant (1.21) on obtient
également la formule explicite suivante pour le calcul de L*

L*(0) = Try, [P O@Tge ™ 1s®pe], VO € B(Hs). (1.23)

On a vu dans la Section 1.2.2 que pour décrire un systéme quantique on pouvait étre amené
a considérer des états qui ne sont pas décrits par des matrices densité. Ce sera le cas dans
cette thése pour modéliser les fuites dans la cavité. Pour cette raison on se placera par la suite
dans le point de vue de Heisenberg et on étudiera le semi-groupe (L*"),en associé au modéle
d’interactions répétées décrit dans la section suivante. Afin d’éviter d’avoir & écrire ’adjoint L*
tout au long de la thése on notera £ = L* Popérateur défini par (1.23). Il agira sur ’algebre des
observables du systéme (on vérifiera que cette derniére est bien invariante par L).

1.4 Le modéle de type maser & un atome

Le modeéle considéré dans cette thése modélise la situation suivante. Un champ électromagné-
tique quantifié est piégé dans une cavité optique et interagit avec un faisceau d’atomes (€;);»1.
Le faisceau est réglé de facon a ce que les atomes interagissent un & la fois avec la cavité, comme
c’est le cas dans les travaux | , , , |, ce qui conduit & une structure
en interactions répétées telle que décrite dans la section précédente. En paralléle on considére
la situation dans laquelle la cavité n’est pas parfaitement isolée et on la couple donc, de fagon
continue, avec un environnement modélisé par un gaz de bosons sans interactions ni conden-
sat de Bose-Einstein et initialement & 1’équilibre thermique. En désignant par C la cavité et R
I’environnement additionnel le systéme est donc représenté par le schéma suivant
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Ce systéme pourra étre considéré comme un systéme en interactions répétées mais dans lequel
le “petit” systéme S sera le systéme composé S = C + R.

1.4.1 Modélisation mathématique du modéle

Dans cette section on propose une modélisation mathématique du systéme que 1’on va consi-
dérer. On va supposer que les atomes sont préparés dans un mélange de deux états d’énergies
FEy < FE et on supposera que la cavité est presque résonante avec la transition entre ces deux
niveaux d’énergie. On négligera les modes non-résonants et on ne considérera qu’un seul mode
de fréquence 0 ~ FE — Ey. Sans perte de généralité on pourra supposer que Fy = 0 et on décrira
les atomes par des systémes a deux niveaux (fondamental d’énergie 0 et excité d’énergie E).

La cavité C. L’espace de Hilbert pour la cavité est I’espace de Fock bosonique sur ’espace C (on
ne considére qu’un mode)

He := F.(C).

On notera par la suite Q¢ le vecteur de vide correspondant. Pour alléger les notations on notera
simplement A = a(1) et A* les opérateurs d’annihilation et de création (si ¢ € C on a alors
a(c) = ¢A et a*(c) = cA*). Ils vérifient les relations de commutation canonique (ou CCR)
suivantes

[A,A] =0, [A* A*]=0, [A,A*]=1.

Le Hamiltonien de la cavité est
He :=dI'(#) = 0A*A

ot 0 > 0 est le mode du champ électromagnétique considéré.

Remarque 1.37. I est bien connu que ce systéme correspond a un oscillateur harmonique de
2
fréquence 0. Si Hoge = %PQ + %QQ est le hamiltonien d’un oscillateur de fréquence 0, agissant
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sur L?(R) et ot Q et P sont les opérateurs de position et d’impulsion usuels, on définit les
opérateurs d’annihilation et de création

0 i 0 i
A*,=\/7 - —P Asz\/7 —P.
0SC 2Q \/@ ) osc 2Q + \/%
Agse + g. Si 1 désigne ’état fondamental de Hys., l'opérateur

U:F.(C) 3 (A*)"Qc v (A%,.)"v € L*(R)

osc

On a alors Hyse = 0AF

osc

s’étend en un opérateur unitaire et on a UHcU ™' = Hygo — g.

L’état initial de la cavité sera a priori arbitraire. L’algébre des observables de la cavité est
naturellement

Ae = B(He) = CCR(C), (1.24)
et la dynamique de la cavité libre est donnée par le groupe de *-automorphismes

7t(0) = eitte O g—itHe

Les atomes £. On considére ici des atomes & deux niveaux d’énergies 0 et E > 0. L’espace de

Hilbert pour un atome est donc
Hg = (CQ.

On introduit les opérateurs d’annihilation b et de création b* sur C? par

(0 1 «. (0 0
= (0 ) e (00).

Le hamiltonien d’un atome s’écrit alors

R A V)
P

La notation en terme d’opérateurs b/b* prend sa source dans le fait que C? est unitairement
équivalent a l’espace de Fock fermionique F_(C) et dans ce point de vue Hg = dI'(E).

L’algébre des observables pour un atome est g = B(C?). Ceux-ci sont initialement envoyés
dans une mixture des deux états fondamentaux et excités. Si on note p € [0, 1] la probabilité
que l'atome soit initialement dans 1’état excité, 1’état initial we d’un atome est donc donné par
weg(0) = Tr(psO) o pg est la matrice densité

pe = (1 7 2) = (1 — p)bb* + pb*b. (1.25)
La dynamique d’un atome libre est donnée par le groupe de *-automorphismes

7L(0) = e'tHe O g itHe

L’interaction cavité-atome. L’interaction entre la cavité et un atome est donnée par 'opérateur
d’interaction

Hy, :=~v(A+ A*) ® b*b, (1.26)

agissant sur Hec®He et ol v € R est une constante de couplage. On peut noter deux particularités
de cette interaction :
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1. les atomes arrivant dans ’état fondamental sont “transparents” pour la cavité,

2. lors de linteraction les atomes restent dans le méme état qu’initialement (le terme Hy,
commute avec le hamiltonien libre He, et avec pg).

Un autre choix d’interaction est plus couramment étudié dans la littérature, tant physique
[ | que mathématique | , | : une interaction dipolaire dans l’approximation des
ondes tournantes

Hi, == v(A®b* + A*®b).
Cette derniére est cependant plus difficile & traiter mathématiquement et dans cette thése nous
nous restreindrons a l'interaction donnée par (1.26).

Ce choix d’interaction a été étudié dans [ |, et peut étre considéré comme une sorte de
“limite d’atomes rigides”. Dans cet article les auteurs étudient le modéle d’interactions répétées
cavité+atomes. Dans un premier temps ils considérent le cas plus simple ou la cavité est “sans
fuites”, autrement dit le modéle de SIR dont 'opérateur de dynamique réduite L est donné par
(1.21) avec H = He+Hg+Hj, . Dans un deuxiéme temps ils modélisent les fuites dans la cavité en
ajoutant a I’évolution libre de la cavité des termes de nature dissipative (approche Markovienne).
Plus précisément, en ’absence d’interaction avec les atomes ils remplacent I’équation de Liouville
&p = —i[He, p], voir (1.9), par 'équation de Lindblad

o= —ilHe.pl + 5o- ([4p, A"+ [4,pA"]) + Lo ([A%p, Al +[A% 4], (127)

ol les paramétres o_ et o, représentent respectivement les taux d’émission et d’absorption de
photons dans la cavité. L’objectif ici est de remplacer cet ajout de termes dissipatifs par une
interaction avec un réservoir additionnel, autrement dit de se placer entiérement dans I’approche
hamiltonienne.

Le réservoir R. L’environnement est modélisé par un gaz de bosons libres, non-massifs, initia-
lement & I’équilibre thermique & température inverse 8 > 0 et sans condensat. Sa description
repose sur les objets introduits dans les Sections 1.1 et 1.2.4. L’espace a une particule est

hr = L*(R?,dk),
et le hamiltonien & une particule est opérateur de multiplication par la fonction w(k) = |k|
hR . f = wf

k est 'impulsion et w(k) est appelé relation de dispersion. L’opérateur hxr est auto-adjoint sur
son domaine naturel D(hg) = {f € L?(R?®) |w f € L*(R3)}.

On fixe 8 > 0. L’état initial sera donné par I’état quasi-libre wzgz dont la fonction caractéris-
tique est donnée par (1.14), ou par une petite perturbation de celui-ci. L’algébre des observables
sera donc (voir la fin de la Section 1.2.4)

Ar = CCR(), (1.28)
I’algébre des CCR sur le domaine dense

F={f e L2(R%) |=~ 2 f € L2(R)). (1.29)
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En particulier w}} est analytique et on pourra considérer les valeurs moyennes d’observables
données par des expressions polynomiales en terme des opérateurs de champs.
La dynamique libre du réservoir est donnée par le groupe de #-automorphismes

R(W(f)) =W (e"Ff), fef,
et wZ} est un état (75, 3)-KMS. Alternativement on peut écrire
(W () = =W (fe 1%,

ou
Hp :=dl'(w)

agissant sur
Hp = Fy (L*(R®,dk)) .

On notera par la suite Qp le vide de Hg.
L’interaction cavité-réservoir. Pour décrire 'interaction entre la cavité et le réservoir on com-

mence par se donner une fonction p € hg = L?(R3, dk), appelé facteur de forme. On fera sur p
I’hypothése suivante.

(H1) La fonction p est invariante par rotation, strictement positive et vérifie
w tpe L*(R3,dk).

Remarque 1.38. On sera amené ultérieurement a faire une hypothése supplémentaire sur p,
essentiellement technique et liée a l'usage de déformations analytiques. Cette hypothése n’est pas
nécessaire & ce niveau et on préféere la repousser afin de clarifier la présentation.

L’interaction entre C et R est alors donnée par
A
R \/5

agissant sur He @ Hr et oit A € R est une constante de couplage. La présence du facteur /2 est
juste par convention. La raison de ce choix apparaitra clairement dans (1.33). A cette interaction
s’ajoute un terme supplémentaire, appelé contre-terme et défini par

H; (A+4%) @0 (= 2p)

Ny #12
R:=ZHw p|” (A+A*) @ 1x

Ce terme additionnel n’agit de facon non-triviale que sur la partie cavité.

Remarque 1.39. Comme on l'a mentionné précédemment la cavité correspond a un oscillateur
harmonique quantique. Dans ce langage les deux termes de linteraction s’écrivent

20
Hi, =202Q@¢ (w7%),  R="r ="' Q*@1x,
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ot Q désigne l'opérateur de position sur L*(R). Cette interaction provient d’une approzima-
tion dipolaire a partir d’un modéle “oscillateur harmonique + champ électromagnétique” avec
couplage minimal, voir par exemple [ |. On peut voir alors que le contre-terme R a un rdle
de renormalisation de la fréquence de loscillateur, die o la présence du champ. Ainsi qu’on
l’a mentionné au début de l'introduction, le systéme couplé cavité+réservoir a été étudié dans
i , R | en partant de ce point de vue “oscillateur harmonique”.

Le systéeme couplé. Le systéme étudié dans cette thése est composé de la cavité, d’un faisceau
d’atomes et du réservoir. La cavité interagit de fagon continue avec le réservoir et sous le schéma
des interactions répétées avec les atomes. Les atomes et le réservoir n’interagissent pas directe-
ment mais uniquement via la cavité. L’idée est que le temps d’interaction 7 entre le mode du
champ et les atomes est beaucoup plus petit que le temps de relaxation di & la présence du
réservoir. Les atomes n’ont donc pas le temps de ressentir les effets du réservoir au cours de leur
interaction avec le champ.

Ainsi le systéme étudié peut étre vu comme un systéme de type SIR dans lequel S est le
systéme couplé “cavité-+réservoir”, les £; sont les atomes et l'interaction entre S et les &; est
décrite par (1.26). Comme on I’a vu dans la Section 1.3, pour comprendre le systéme total il suffit
de décrire le systéme couplé pour une interaction. On obtient ainsi I'opérateur de dynamique
réduite associé dont il s’agira de comprendre le comportement des itérés. On commence donc
par décrire le systéme couplé “cavité+ réservoir + 1 atome”.

L’espace de Hilbert pour une interaction est donc

H="He @Hr @He = F1(C) ® F(L*(R,dk)) ® C?,
et le hamiltonien du systéme couplé est
H:=H¢c+Hr+He +Hp, + R+ Hy, (1.30)

Remarque 1.40. Comme mentionné a la fin de la Section 1.3.1 on a omis ici d’écrire certains
facteurs 1. Par exemple H;, agit trivialement sur la partie réservoir et devrait s’écrire (A +
A*)® 1g ® b*b.

Le Hamiltonien du systéme couplé “cavité + réservoir” en ’absence d’atome jouera un role
primordial par la suite. On notera

Hy:=He+ Hp et Heir = Ho+ Hyp,, +R. (1.31)

Ces opérateurs agissent sur He @ Hr = F4 (C) @ Fy (L*(R3,dk)).

Comme on I'a vu dans la Section 1.1.3 on peut identifier le produit tensoriel F.(C) ®
Fi(L*(R3,dk)) avec
Herr = Fr (C® L*(R?,dk)).

Notation 1.41. Dans la suite de cette thése on notera heyr = C@® L?(R3,dk), et alternative-

ment c ® f ou (;

esprit, si k € R et hg est un opérateur auto-adjoint sur L*(R®,dk) on pourra noter alternative-

ment k@ hgr ou (

> un élément générique de ber, avec c€ C et f € L?(R3,dk). Dans le méme

g hO ) Dopérateur auto-adjoint sur C@® D(hg) défini par c® f — kc@®hr f.
R
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Via cette identification les opérateurs Hy, Hy,, R et Hy, s’écrivent

HO = dF(ho), ou h0=9(—9w, (1.32)

Hie = 26(100) ¢ (00w ), (1.33)
2

R = %Hw_lpHQ $(1@0)?, (1.34)

Hi, = v/26(1®0)®b*b. (1.35)

Les opérateurs Hy, Hy, et R agissent sur F (C® L?(R3,dk)), ho sur C® L?(R3,dk) et Hj, sur
F+(C® L*(R3,dk)) ® C2. On se placera désormais dans cette description du systéme C + R.

Finalement 1’algébre des observables du “petit” systéme cavité+réservoir est
Aerr =AU ®Ar ~ CCR(C dF)

ou f a été défini en (1.29).

1.4.2 L’opérateur de dynamique réduite

Comme on l'a vu dans la Section 1.3.2, la structure en interactions répétées permet de
ramener 1’étude du comportement en temps long du systéme cavité+réservoir & 1’étude des
itérés de 'opérateur de dynamique réduite £ donné en (1.23) et ou ici H est le hamiltonien
couplé (1.30). Comme on l’a indiqué en (1.16) il faut au préalable s’assurer que H définit bien
un opérateur auto-adjoint. Notons que H peut se mettre sous la forme

H = Hein® (lg — b*D) + (Hcm +26(1@®0) + E) ® b*b.

La base orthonormée de C? formée des états fondamentaux et excités de He permet d’identifer
Herr @ C? avec Herr ® Heor. L'opérateur H est alors diagonal par blocs

_ (Hevr 0
"= ( 0 Herr +7W20(1@0) + E> : (1.36)

et I’étude de son auto-adjonction se raméne donc & celle des opérateurs apparaissant sur la
diagonale.

Remarque 1.42. On retrouve ici que si un atome arrive dans son état fondamental il est
transparent pour la cavité.

L’opérateur hg défini en (1.32) est auto-adjoint sur son domaine naturel
D(ho) = C@{f € L*(R*)|wf € L*(R%)}.

L’opérateur Hy = dI'(hg) est donc essentiellement auto-adjoint sur Fi%(D(hy)), voir Section
1.1.1. On notera D(Hj) le domaine de son unique extension auto-adjointe.
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Proposition 1.43. Les opérateurs
H_:=Heyp =Ho+Hp, +R et  Hy:=Heig +7V20(1®0) + E (1.37)
sont auto-adjoints sur D(Hy). En conséquence
H=H ®(1g—5b*b)+ H, ®b*b (1.38)
est auto-adjoint sur D(Hy) @ C2.

L’auto-adjonction de H_ = Heig sur D(Hp) a été montrée dans | | en utilisant le
Théoréme du commutateur de Nelson ([R52], Section X.5). On reviendra dessus dans le Chapitre
2 lorsque nous étudierons la question de la diagonalisation de ’opérateur H_. L’auto-adjonction
de H,; découle de celle de H_ via le Théoréme de Kato-Rellich ([RS2], X.2). La preuve sera
donnée dans la Section 2.1.

Bien que l’algébre des observables CCR(C @f) ne soit pas B(Hc4+r) tout entier, a ce niveau-
ci opérateur £ est bien défini sur B(Hc4r). La structure (1.38) de H permet d’obtenir une
expression plus maniable de £ qui ne fait pas apparaitre de trace partielle.

Proposition 1.44. Pour tout O € B (F(C@® L*(R?))) on a
L (0) — (1 _p) ei‘rH, Oefz"rH, +p eiTH*' Oefi‘rH_,_. (1.39)

Remarque 1.45. On peut voir ici que le choiz particulier de linteraction Hj,, en particulier
le fait qu’elle commute avec Hg (et avec pg), entraine Uapparition d’une sorte de processus
classique. Si on note X la variable aléatoire (de Bernoulli) prenant la valeur —1 avec probabilité
(1—1p) et +1 avec probabilité p, et si Hx désigne ’opérateur auto-adjoint égal ¢ H_ si X = —1
et @ Hy si X = +1, lévolution d’une observable O au cours d’une interaction est donnée par
eTHx QemmHx o, X = —1 correspond au cas ot Uatome arrive dans l’état fondamental et
X =1 a celui ou il arrive dans ’état excité. L’opérateur de dynamique réduite est alors obtenu
comme “Uespérance” de cette évolution : L(0) = E (e'™Hx O e~imHx),

Si on se donne maintenant une suite (X,), de variables aléatoires i.i.d de méme loi que X
(la variable X,, va décrire I’état initial du n-éme atome) on pourra alors écrire

Ln(O) =E (eiTHxl L ei‘rHXn Oefi‘rHX71 . efi‘erl) .
Preuve. L’identité (1.38) permet d’écrire
eiTH — eitH_ ® (ﬂg _ b*b) + eitH+ ®b*b

Par ailleurs on a pg = (1 — p)(1g — b*b) + pb*b. En partant de (1.23) on a donc, pour tout
O € B (F.(Ca@ L*(R?))),

£(0)

= Tre2 [e”H O®@1e)e ™ (leyr ® pe) ]

= Trca [ (71 @ (15 = %) + 7+ @175) (0 @ T ) (7711 @ (s — b*b) + 711+ @ b*b)
X ((1 —p)leir ® (g = 0*b) +plesr @ b*b)]

— (1 _p) eiTH_ Oe—iTH_ +p eiTH+ Oe—iTH+’
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ol & la derniére ligne on a utilisé le fait que (I¢ — b*b)b*b = 0 (b*b est le projecteur sur I’état
excité de ’atome).

Remarque 1.46. On peut aussi écrire le calcul ci-dessus en utilisant lidentification de Heir ®
C? avec Hesr ® Herr comme dans (1.96). On woit alors que le produit présent dans la trace
partielle correspond simplement a un produit de matrices diagonales par blocs.

A ce niveau il n’est pas évident que l’algébre des observables e r = CCR(C @ f) soit
invariante par £ et il s’agira de s’en assurer comme on ’a mentionné a la fin de la Section 1.3.2.

1.5 Plan de la thése

L’objectif de cette thése est d’étudier le comportement en temps long du modéle présenté dans
la section précédente. Celui-ci repose principalement sur 1’étude de l'opérateur de dynamique
réduite £ et la Proposition 1.44 montre que les opérateurs H_ et H, définis en (1.37) joueront
un role important.

Le Chapitre 2 est consacré a I’étude de ceux-ci. En plus du caractére auto-adjoint de H, sur
D(Hy) on s’intéressera surtout a la diagonalisation de l'opérateur H_ afin de pouvoir faciliter le
calcul de ’évolution des observables de Weyl W (f), f € C@f. Ce chapitre s’appuiera principa-
lement sur les travaux de Nam, Napiorkowki et Solovej | | concernant la diagonalisation
des Hamiltoniens bosoniques quadratiques. Il s’appuiera également, pour traiter I’évolution en-
gendrée par H, sur article | | qui concerne les perturbations linéaires d’opérateur dI'(h).

Les principaux résultats sur le comportement en temps long du systéme seront présentés dans
le Chapitre 3. Nous étudierons d’abord ’évolution des observables de Weyl. Nous obtiendrons
des formules explicites pour I’évolution au temps n (Proposition 3.3) que nous utiliserons ensuite
pour en déduire le comportement en temps long du systéme (Théoréme 3.9). Nous étudierons
également I’évolution d’observables généralisées du type ¢(f) ou ¢(f)d(g) (Proposition 3.4 et
Théoréme 3.19). Ces résultats seront utilisés entre autre pour étudier les variations d’énergie.
Ainsi qu’on peut le voir dans (1.15) le hamiltonien total décrivant un systéme en interactions
répétées est dépendant du temps (constant par morceaux). Il n’y a donc aucune raison pour
que ’énergie totale du systéme soit conservée au cours du temps. Le systéme étant infiniment
étendu cette énergie est bien sir infinie et on s’intéressera a la variation de 1’énergie totale
(Théoréme 3.25). En plus de la variation totale on s’intéressera aux échanges d’énergie dans le
systéme. Comme on I’a mentionné le choix de I'interaction Hy, a pour effet que I’état des atomes
reste invariant et donc 1’énergie dans le faisceau d’atome sera inchangée. Cependant la cavité
étant de dimension infinie (c’est essentiellement un oscillateur harmonique) il est intéressant
d’étudier les échanges d’énergie entre celle-ci et le réservoir (Théoréme 3.29). On terminera ce
chapitre en comparant les divers résultats avec ceux obtenus dans | | en utilisant la version
markovienne de ce modéle.

Ainsi qu’on ’a mentionné au début de cette introduction, le fait de se placer dans ’approche
markovienne n’a pas permis d’aborder les questions de production d’entropie dans | ]
Celles-ci feront I’objet du Chapitre 4. L’outil clé sera la formule de production d’entropie (4.12).
Celle-ci a été prouvée dans | | et repose en particulier sur la théorie de perturbation des états
KMS d’Araki [A75, |. Nous aurons besoin ici d’une petite généralisation de cette formule
(Théoréme 4.42). Enfin on reliera la production d’entropie aux variations d’énergie étudiées dans
la Section 3.3 et on vérifiera que le systéme satisfait le second principe de la thermodynamique.
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On donnera en appendices quelques notations et un résultat provenant des travaux |

[ Jet | J-
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Chapitre 2

Etude des opérateurs H_ et H,

Comme on I’a vu dans la Section 1.4 nous allons dans un premier temps étudier certaines
propriétés des opérateurs H_ et H, définis en (1.37). D’une part leur caractére auto-adjoint est
nécessaire afin de s’assurer que la dynamique du systéme est bien définie. D’autre part, comme
on l’a vu dans la Proposition 1.44, la dynamique réduite des observables du systéme C + R se
raméne & celle des groupes unitaires engendrés par H_ et H, .

L’opérateur H_ fait partie de la classe des opérateurs bosoniques quadratiques. C’est-a-dire
qu’ils peuvent s’écrire sous forme d’expression quadratique en les opérateurs d’annihilation et
de création comme le montrent (1.31)-(1.34), voir aussi la Remarque 1.7. Pour un opérateur de
seconde quantification H = dI'(h), ce qui correspond a ’absence de terme de la forme a*(f)a*(g)
ou a(f)a(g) dans I’expression quadratique, I’évolution d’observables de Weyl se rameéne a I’espace
A une particule et 4 ’étude du groupe unitaire e*", voir (1.5). Cependant 'opérateur H_ contient
de tels termes du type a*(f)a*(g) ou a(f)a(g). L’idée est donc de diagonaliser 'opérateur H_.
Plus précisément on va montrer qu’il existe une transformation, dite de Bogoliubov, telle que
H_ soit unitairement équivalent, & constante prés, & un opérateur de seconde quantification. La
diagonalisation des Hamiltoniens bosoniques quadratiques remonte a | | et a été étudiée
récemment dans [ , , , ]

2.1 Auto-adjonction

Comme nous 'avons mentionné précédemment Arai a montré dans [ | que lopérateur
H_ est auto-adjoint sur D(Hp) en utilisant le Théoréme du commutateur de Nelson, et que par
ailleurs celui-ci est positif. Nous reviendrons dessus par une méthode alternative via le Théoréme
KLMN ([R52], X.2) & la fin de la Section 2.2.2. Dans cette section nous achevons la preuve de
la Proposition 1.43 en montrant que 'opérateur H, est également auto-adjoint sur D(Hp). On
rappelle que H, peut sécrire

H.=H_ +~v(a(1®0)+a*(1®0))+ E.

L’idée est de montrer que la perturbation v (a(1 ®0) + a*(1 @ 0)) est relativement bornée par
rapport & H_ avec borne infinitésimale, ce qui permet ainsi d’appliquer le Théoréme de Kato-
Rellich.

35
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La Proposition 1.8 avec f =1@0 et h = 0§ @0 nous donne, pour tout ¢ € D(H)),
[ (@(1@0) +a*(1®0)¢|* < 2Ja(1®0)p|* + 2]a* (1 ©0)¢|*

< 2. dAT(0 ®0)p) + 2| (2.1)

| A~

Si on prend maintenant f = 0@ w /2p et h = 0 @ w, 'Hypothése (H1) assure que f €
D(h~'?) et on peut donc & nouveau appliquer la Proposition 1.8. On a ainsi pour tout ¢ € D(Hy)

(e (AP0 @) + Hiy + R)¢)
> (o (=" ol a* 0@ = pJa0 @ =)

+250100) (1400w %) + a0 ) + w61 @0)?) o )
2
- |(Sl= s @0) + = sl a0 @m0 ) o
>0, (2.2)

En combinant (2.1) et (2.2) on obtient, pour tout ¢ € D(Hy) et € > 0,
4
[ (c(1®0) +a*(1©0)) ¢l* < 7{p, H-¢) +2[¢|?
4
SelH-¢f* + (24 — 2
Ao+ (2+ ) ol

ce qui prouve que 7 (a(1®0)+a*(1@®0)) est H_-borné avec borne infinitésimale. L’auto-
adjonction de H, sur D(Hj) en découle par application du Théoréme de Kato-Rellich.

Remarque 2.1. L’inégalité (2.2) assure que

(o, H_p) = {p,dT(0 @ 0)p) > 0,

et donc que lopérateur H_ est bien positif.

2.2 Diagonalisation de H_

Comme on ’a indiqué précédemment, 'opérateur H_ défini sur F. (hcir) par

2
H_ = dU(ho) +A6(1©0)6 (0@ =/%p) + | pl? o1 @0)”,

fait partie de la classe des Hamiltoniens quadratiques bosoniques dans le sens ou ils s’écrivent
comme une expression quadratique en a et a*. De fagon générale un Hamiltonien quadratique
bosonique est un opérateur, agissant sur un espace de Fock bosonique F (h), de la forme

Hed)+ 5 Y (Thnfu b alfmalfa) + Thafo T (F)a*(F)) . (2

m,nz=0
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ol h est un opérateur auto-adjoint positif sur b, J : h — h une conjugaison complexe, hg : h — b
un opérateur tel que D(h) © D(hg) et réel symétrique, i.e. tel que h¥, = JhrJ, et (fn)n=0 une
base Hilbertienne de h formée d’éléments appartenant & D(h). Ecrite ainsi une telle expression est
en général formelle. On peut lui donner un sens a l'aide de la théorie des formes quadratiques en
utilisant les notions de matrices densité & une particule. Nous n’en aurons cependant pas besoin
ici puisque nous savons déja que H_ définit un opérateur auto-adjoint sur D(Hy), Hy = dI'(ho).
Une grande simplification ici vient du fait que H_ n’a qu’un nombre fini de termes de la forme
a(f)a(g) et a*(f)a*(g). L’'opérateur hg sera donc ici de rang fini. Nous renvoyons le lecteur &
larticle [ | pour plus de détails sur la définition de I'opérateur H donné par (2.3) dans le
cas général.

Dans certains cas le Hamiltonien quadratique (2.3) peut étre diagonalisé par une transfor-
mation dite de Bogoliubov. Plus précisément, sous certaines conditions suffisantes en termes des
opérateurs h et hg, on peut trouver un unitaire sur F, (h) qui transforme H en opérateur du
type dI" tout en préservant ’algébre des CCR, voir le Théoréme 2.6 ci-dessous. Nous allons voir
dans cette section que cette théorie s’applique bien & ’opérateur H_. Nous allons pour cela nous

baser sur les résultats de | ]. Pour cela, on va commencer par rappeler quelques notations
et les principaux résultats que nous utiliserons. La présentation qui suit est largement inspi-
rée de l'introduction de | |- Dans un deuxiéme temps on montrera comment ces résultats

s’appliquent & notre cas.

2.2.1 Diagonalisation des hamiltoniens quadratiques bosoniques

N. Bogoliubov dans [ | montre que la diagonalisation dans l’espace de Fock F. (h), ou
h est un espace de Hilbert, peut-étre associée & une diagonalisation sur ’espace h @ h. Pour
cela il est nécessaire d’introduire la notion d’espace conjugué h* et une conjugaison complexe
J : b — bh*. L'opérateur, dit d’interaction, hp est alors défini sur b & valeurs dans h*. Plusieurs
choix canoniques d’espace conjugué sont possibles, le plus simple étant de prendre h* = h
et J une involution anti-unitaire. Ce choix est particulérement adapté lorsqu’une conjugaison
complexe naturelle est présente comme dans le cas d’espaces de type L2, ce qui sera le cas ici

et justifie donc ce choix. Nous adapterons la présentation donnée dans ’article | | & cette
situation. Pour plus de détails sur ces notions d’espaces conjugués nous renvoyons le lecteur par
exemple & [DG, ]

On définit sur h @ b les opérateurs d’annihilation et de création généralisés

A(f@Jg) = a(f) +a*(9), A*(f@Jg) =a™(f)+alg), fg€b,

(50 s ()

L’opérateur J est anti-unitaire et S est unitaire. De plus

etsur h@h

A¥(F) = A(JF), [A(F),A*(G)] = (F,SG), VYF,Geh@®h. (2.4)

Définition 2.2. Un opérateur V borné sur h@b est dit unitairement implémentable sur l’espace
de Fock s’il existe un opérateur unitaire Uy, tel que

UpA(F)U% = A(VF), VFeh@h.
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En utilisant les deux identités dans (2.4) on peut voir que si V est implémentable alors pour
tous F,Geh@hon a
A*(VF) = UpA*(F)Uy = UyA(JF)U, = AWIF) = A*(JVJIF),
et
(F,8G) = U(F,SG)U3, = Uy [A(F), A*(G)| U}, = [A(VF), A*(VG)] = (VF,SVG),

d’ou 'on déduit que

IVI =V, V*SY =S8 =VSV*. (2.5)
La premiére identité dans (2.5) entraine que V peut s’écrire sous la forme
u JvJ
V= <V JUJ) (2.6)

avec U : h > B, V : h — b et les autres identités (2.5) assurent que
U*U =1+ V*V, UU*=1+JVV*], V*JU =U*JV. (2.7)
On peut également noter qu’il découle de (2.5) que
VTl =8V*S.
Définition 2.3. Une transformation V qui vérifie (2.5) est appelée transformation de Bogoliu-
bov.

Remarque 2.4. Si V est unitairement implémenté par Uy en prenant F = f @ Jf pour f € h
on en déduit que pour tout f €h on a

Uy W(HUp = WU + JV)f). (2.8)

C’est surtout sous cette forme que nous utiliserons les transformations de Bogoliubov dans la
suite. On peut noter ici qu’d cause de la présence de la conjugaison complexe J l'opérateur U+JV
est seulement réel-linéaire. Nous reviendrons dessus ultérieurement, on verra en particulier que
c’est une transformation symplectique, voir la Section 2.5.1.

Le Théoréme de Shale | | assure qu’une transformation de Bogoliubov V est implémen-
table si, et seulement si, V' est Hilbert-Schmidt (voir également la Remarque 2.25 dans la Section
2.3.2). L’objectif de la diagonalisation des opérateurs quadratiques bosoniques est de trouver
une transformation de Bogoliubov V implémentable telle que en plus de (2.8) on ait

Uy HUY = dT'(€) + C, (2.9)

ou £ est auto-adjoint sur h et C' € R. Avant d’énoncer le résultat de | | voyons I'intérét d’une
telle transformation. Si on note Z = U + JV, les relations (2.7) assurent que Z est inversible
d’inverse Z~! = U* — V*J et en combinant (2.8) et (2.9) on obtient

eitHW(f)e—itH _ U;x; eit(dF(§)+C) W(Zf) e—it(dF(§)+C) Uy,
= U W (e Zf) Uy
=W (Z7'e"™Zf). (2.10)
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L’évolution d’observables de Weyl sous la dynamique engendrée par un tel opérateur quadratique
se réduit & I’étude de la dynamique w;(f) := Z~1e!Z f sur I'espace & particule.

Dans [ | les auteurs donnent des conditions suffisantes pour pouvoir diagonaliser un
Hamiltonien quadratique bosonique par une transformation de Bogoliubov. Comme on 1’a men-
tionné ci-dessus une telle diagonalisation peut-étre associée a la diagonalisation d’un certain
opérateur A défini sur 'espace h @ b.

Définition 2.5. Soient h un opérateur auto-adjoint tel que h > 0 et hg un opérateur réel
symétrique tel que D(h) < D(hg). On définit 'opérateur A sur D(h) @ JD(h) par

Ao (h JhRJ>.

hr JhJ
On regroupe dans le théoréme ci-dessous les deux Théorémes de [ | que nous utiliserons.
Théoréme 2.6. ([ ], Thm 1 et 2). Soient h, hg et A comme dans la Définition 2.5.

1. On suppose que Uopérateur G := Jh=2Jhrh=1/? est densément défini et s’étend o un

opérateur borné vérifiant |G| < 1. Alors A définit un opérateur auto-adjoint avec A > 0. De
plus A peut étre diagonalisé sur h @b par une transformation de Bogoliubov V dans le sens ou
il existe un opérateur auto-adjoint & > 0 sur b tel que

«_(§ O
YAy _(0 JgJ),
et on a

i< (L2lely”
1-|a|

2. Si de plus Uopérateur G est Hilbert-Schmidt et en mettant V sous la forme (2.6), V est

Hilbert-Schmidt aussi avec )

WViks < 7—=r1Glms,
-G

ot || - |ms désigne la norme Hilbert-Schmidt. En particulier V est unitairement implémentable.
3. Si on suppose de plus que lopérateur hrh=? est Hilbert-Schmidt alors le Hamiltonien
quadratique H, donné par Uexpression formelle (2.3), définit une forme quadratique bornée in-
férieurement et fermable. Sa fermeture définit donc un opérateur auto-adjoint qu’on note encore
H. De plus, si Uy est l'opérateur unitaire sur l’espace de Fock implémentant la transformation
de Bogoliubov V alors
Uy HUY, = dI'(€) + inf sp(H),

ot sp(H) désigne le spectre de H.

Remarque 2.7. Dans le cas de Uopérateur H_ étudié ici l'intérét du point 8. dans le théoréme
précédent est I’équivalence unitaire, & constante prés, avec un opérateur dT'(€). L’auto-adjonction
de H_ est en effet déja assurée par les travaux de Arai.
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2.2.2 Application a 'opérateur H_

Dans cette section nous montrons que les résultats de [ ] donnés dans la section précé-
dente s’appliquent au cas de opérateur H_. Ici h = heyr = C @ L?(R3?,dk) et la conjugaison
complexe J est la conjugaison usuelle

Jic®f »cdf

ot f est la fonction définie par f(k) = f(k). On va commencer par identifier les opérateurs h et
hr permettant de mettre H_ sous la forme (2.3).

Si on note fo = 1®0 et f; le vecteur 0@ w /2p normalisé alors H_ peut se mettre sous la
forme

2
H_ = dP(ho) + X6(fo) 6 (1) + - [= 0l 0(fo)?

o172 2 o=1,2
= ar(ho) + W7 (ax(pyatso) +a*Gojat)) + 2P0 ()
o 1/2 2) 1,12
+ 2P (agoyats) +at o)1) + LZEE (aats) +a* (oya* ()
, Xl pl?
ol

Soit hr lopérateur agissant sur C @ L?(R?) et défini par

_ 1w pl? A w2y
he =3 <A|w1/2p> . . (2.11)

Remarque 2.8. Comme w~'/?p e L? (R%) Uopérateur hg est borné. Par ailleurs le fait que p
soit a valeurs réelles assure que hy vérifie bien JhrJ = h¥,. En fait on a en plus hr auto-adjoint.

On vérifie alors aisément que 'opérateur H_ —M est de la forme (2.3) avec h = ho+hgr
et oll hy est donné par (2.11). Comme hp est borné h est auto-adjoint sur D(h) = D(hg) et on
a évidemment D(h) ¢ D(hg). Notons aussi que les opérateurs h et hg ont également le méme
domaine de forme, i.e. D(|h|'/?) = D(h(l)/Q).

Dans la suite de cette section nous allons montrer que toutes les hypothéses du Théoréme
2.6 sont satisfaites :

1. L’opérateur h est défini positif, ce sera 'objet du Lemme 2.9, et ainsi I'opérateur h'/2 est
bien défini et D(h1/2) = D(h/?).

2. L’opérateur G = Jh~/2Jhrh~'/? est densément défini et s’étend en un opérateur borné
avec |G| < 1 (Proposition 2.10). On peut ici noter que l'opérateur h commute avec la
conjugaison J, cela provient du fait que hg est un opérateur de multiplication et du fait que
hr est a la fois réel symétrique et auto-adjoint. Ainsi 'opérateur G s’écrit ici simplement

G = h™Phgh="2 (2.12)

3. Les opérateurs hph~? et G sont Hilbert-Schmidt.
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Lemme 2.9. L’opérateur h, auto-adjoint sur D(hy), est défini positif.
Preuve. Soit ¢® f € D(hg), on a

<<;> R (;>> = (6‘ + W) lc|*> + X Re (5<w*1/2p, f>) + |2 f)2. (2.13)

Par ailleurs on a
A Re (e 20, )|
<=0 lel |=21]

A ~ 22|12 —1/2 22|12
O B | [ i B

Nl= ™ pl?

1/2
5 > lc| et b= |2 f]. En

ol on a utilisé I'inégalité |ab] < 3(a® +b?) avec a = <9 +

insérant (2.14) dans (2.13) on a ainsi

(()»()
21,12\ "2 212
>Q_§leﬂ@+k”2p) )[@+A”2”)kﬁﬂmwm1.

" V)
"

>0

On s’intéresse maintenant a l'opérateur G donné formellement par (2.12).

Proposition 2.10. Le domaine
D(G) := {w e D(h=Y2) | hph="2¢ D(h—l/Z)}

est dense dans beir et Uopérateur G défini sur D(G) par G := h=Y2hph=12 s%étend a un
opérateur borné sur C@® L? (R?) avec |G|| < 1. De plus G est Hilbert-Schmidt.
Comme hr = h — hg on peut écrire, au moins formellement, G sous la forme
G =1—hY2poh=1?
11 est donc naturel de s'intéresser & I'opérateur hy/>h=1/2,

Lemme 2.11. Pour tout ¢ € D(hé/Q) = D(h'/?) on a

B*<¢7 hO'l/J> < <¢7 h¢> < B+<’l/)a h0¢>7 (215)

ol
A2|co—1p|2 + 40
. < v Lk .16
N|w=tp[? + 40 F |||~ p].
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En conséquence l’opérateur h(l)/zifl/2 initialement défini sur D(h’l/z) s’étend a un opérateur
borné inversible. De plus h=/?hoh=1/? = (hé/Qh_l/z)*(h(l)/zh_l/Q) vérifie

0<B'<h V2hoh V2 < Bt < 2. (2.17)

Remarque 2.12. Il découle du fait que hl/zh_l/2 s’étend a un opérateur borné qu’on a également
D(hal/Q) = D(h=Y2). En effet, si p € D(hl/2) et ¢ € D(h="?) on peut écrire

Koo, 2] = [Cp, k™29 < B2 gl 9],

ce qui prouve que h(l)/2<p e D(h='?) et donc D(h, 12y = h(l)/2D(h(1J/2) = D(h™1/?).

Preuve. La preuve est dans le méme esprit que celle du Lemme 2.9. Soit ¢ = c® f € D(hl/Q).
Pour tout K >0 on a

sy = 0 e + 2+ 22

+ A Re (5<w*1/2p, f>)
<ot + [ ]+ 2E L s e 1o wafu

2 )\2 -1 112 A —1
<8|C|2+Hw1/2fH + sz ol |C|2+| |Hzﬂ2 ol <K| |2 K” 1/2f||2>

1
En prenant K = 3 (4/)\2Hw—1p||2 + 46 — |/\|||w_1PH) on obtient

ity < B (01 + [ 21]) = 2o how

L’autre inégalité s’obtient de méme en écrivant, pour tout K > 0,

PR S ERT
Gty > 0l + [t + e = PUEPL (ke + L2

1
puis en prenant K = 3 ( A2|w1p|? + 40 + |)\|||w_1pH).
Si ¢ € D(h=1/?) alors h='/?¢) € D(h'/?) et donc en appliquant la premiére inégalité de (2.15)
a h~Y24¢ on obtient

g/ h=20) < BZ 2y,
1/2 g’étend a un opérateur borné, de norme inférieure a B_l/2 < V2.
1/2 o 1/2p —1/2

ce qui prouve que h(l)/ ’h-
Un argument similaire prouve que h'/ 2hy

est inversible.
Finalement (2.17) découle directement de (2.15). O

s’étend aussi en opérateur borné et donc hy

Preuve de la Proposition 2.10. On rappelle que hpr est donné par (2.11). L’hypothése (H1)
assure que Ran(hr) C D(h_l/g) D(h~'/?) et donc

{1/16D 1/2 |th 1/21/16 D(h 1/2)} _ D(h*1/2)



2.2. DIAGONALISATION DE H_ 43

est dense. Par ailleurs (H1) assure également que hrh, /2 défini un opérateur borné et donc
hrh=? et G = h=Y?hrh~1/? également. Comme hp est de rang fini opérateur G est égale-
ment donc en particulier Hilbert-Schmidt.

1l reste & montrer que |G| < 1. Puisque hr = h — hg, pour tout 1) € D(h~'/?) on peut écrire

W, Gy = (b, (1 — h™ 2 hoh= )y

et (2.17) donne
(1= BZY|¢|? < W, Gy < (1— B |v]?.

L’opérateur G vérifie donc (on rappelle que B~' < 2)
|G| < max{1-B7' B! -1} <1.
]

Remarque 2.13. Le fait que hy soit de rang fini et hph™'/?

que hph=/?

définisse un opérateur borné assure
est également de rang fini et donc en particulier Hilbert-Schmidt.

Le Lemme 2.9, la Proposition 2.10 et la Remarque ci-dessus prouvent que dans notre cas
toutes les hypothéses du Théoréme 2.6 sont satisfaites. On en déduit donc le résultat suivant
concernant la diagonalisation de 'opérateur H_.

P ) . . u JvJj
Théoréme 2.14. Il existe une transformation de Bogoliubov) = v oJuJ) s herr®berr

avec V' Hilbert-Schmidt, un opérateur unitaire Uy sur F(beyr) et un opérateur auto-adjoint
&> 0 sur he r tels que

Uy A(F)U}, = A(VF), VYF€beir @ berr, (2.18)
h JhrJ\ ., (& O

V(hR JhJ)V = <o JeT) (2.19)

et
UyH_U$, = dr' (§) + inf sp(H-). (2.20)
Remarque 2.15. On peut noter que [’auto-adjonction de l’opérateur H_ fait partie des résultats
du Théoréme 2.6, ce qui fournit ainsi une autre preuve que celle de [ J. Cependant le
Théoréme 2.6 ne fournit aucune information sur le domaine de H_ alors que dans [ ]
Pauteur montre qu’on a D(H_) = D(Hy). La raison principale est que les travaux de [ ]

se basent essentiellement sur des techniques de formes quadratiques. On pourrait donc s’attendre
a obtenir par cette méthode une information sur le domaine de forme de H_. C’est en effet le
cas comme on le montre ci-dessous.

Proposition 2.16. Le domaine de forme de H_ est égal a celui de Hy, i.e. D(Hi/2) = D(Hé/Q).
Corollaire 2.17. Le domaine de forme de H, est égal a celui de Hy, i.e. D(|H,|'/?) = D(Hol/z).

Remarque 2.18. L’égalité entre les domaines de forme de Hy et H_ avait été notée dans

[Ar81a].
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L’identité (2.15) assure que les formes quadratiques positives dI'(h) et Hy = dI'(hg) ont
méme domaine. Il suffit donc de montrer que le domaine de forme de H_ est le méme que celui
de dI'(h). Le résultat découle du lemme ci-dessous en appliquant le Théoréme KLMN.

Lemme 2.19. Au sens des formes quadratiques H_ —dT'(h) est relativement bornée par rapport
a dT'(h) avec borne relative inférieure ou égale 4 |G| < 1.

La preuve du Lemme est une application du résultat suivant de | ]

Lemme 2.20. ([ [, Lemme 9) Si H est un Hamiltonien bosonique quadratique de la
forme (2.3) tel que h > 0, h’l/Qh}‘f-C est Hilbert-Schmidt et hg h™'h% < A JhJ avec 0 < A <1,
alors

2 2

(1 . A1/2) dr(h) — %/2 Hh*1/2h3’§ <H< (1 + A1/2) dr(h) + %/2 Hh*lﬂh;’;{

HS HS

au sens des formes quadratiques. En particulier H — dT'(h) est relativement borné au sens des
formes par rapport a AT'(h) avec borne relative A2,

Preuve du Lemme 2.19. La positivité de h et le fait que h='/2h% soit Hilbert-Schmidt ont
déja été prouves (ce dernier est méme de rang fini).
On rappelle que h commute avec J et il reste donc & montrer que hg h='h% < |G|*h. 11
suffit pour ca d’écrire
hr h~h% = BY2GG*RY? < |G *h.

O

Preuve du Corollaire 2.17. Ca découle directement du résultat de la Section 2.1 et du
Théoréme KLMN, en utilisant le fait que si un opérateur B est A-borné avec borne relative a
alors il est relativement borné au sens des formes par rapport & A avec méme borne relative. []

2.3 Dynamique engendrée par H_

2.3.1 Dynamique symplectique associée a H_

Comme expliqué dans la Section 2.2 un des avantages de la diagonalisation du Hamiltonien
est de pouvoir calculer plus facilement 1’évolution des observables et notamment des opérateurs
de Weyl W(f). Comme on ’a noté dans la Section 2.2.1, voir (2.10), en combinant les identités
(2.18) et (2.20) du Théoréme 2.14 on a, pour tout f € heyr,

St (fe - = W (27t 2f) | (2.21)

ot Z = U + JV est inversible avec Z~! = U* —V*J, et U, V et ¢ sont donnés par le Théoréme
2.14. On notera que ’antilinéarité de J fait que Z est uniquement réelle-linéaire. Bien sur ici cela
ne semble pas simplifier le probléme puisque ni Z ni £ ne sont explicites & ce niveau. L’objectif
de cette section est d’exprimer ces derniers, et en particulier Uopérateur Z—1e¢?€Z 3 I’aide des
opérateurs h et hg.
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La structure sous-jacente aux transformations de Bogoliubov est en fait celle de transforma-
tion symplectique. On rappelle que si b est un espace de Hilbert alors ’application

hxb>(f,g)— Im{f,g

définit une forme symplectique.

u JvJ
vV JuJ

Z =U+ JV, alors Z est une transformation symplectique sur b, i.e.

Proposition 2.21. Si V = ( > est une transformation de Bogoliubov sur h @ bh et

Im{Zf,Zgy =TIm{f, g), Vi, geh. (2.22)

Avant de donner la preuve de cette Proposition on introduit quelques notations que ’on
utilisera également ci-dessous. Cela permet de rendre plus transparents certains calculs qui
seraient autrement fastidieux. On introduit pour cela le sous-espace

Y={F=f@Jfeb@dh|feb}

de 'espace “doublé” h @ h vu comme R espace vectoriel. L’application o : ) x ) — R donnée
par

o(f@Jf,g®Jg):=1Im(f,g) (2.23)

définit alors une forme symplectique sur ). L’identitée JVJ =V, voir (2.5), traduit alors le fait
que V laisse Y invariant et il est facile de voir que si F' = f@® Jf € ) alors

VF =Zf®JZf. (2.24)

Preuve de la Proposition 2.21. L’identité V*SV = S traduit le fait que V définit une
transformation symplectique sur ), i.e.

oc(VF,VG) = o(F,G), VE,Ge). (2.25)
La relation (2.22) découle directement de (2.23), (2.24) et (2.25). O
Cela nous conduit au théoréme suivant qui sera mis en relation avec les résultats de | ]

dans la section suivante.

Théoréme 2.22. Pourt € R on note w; = Z~ e Z. Alors (wy); définit un groupe fortement
continu de transformations symplectiques sur herr. Son générateur est lopérateur i (h — Jhgr),
et on a pour tout f € heor etteR

=W (f)e™ = = W (w(f)).

Preuve. Pour tout ¢ € R, /¢ est unitaire donc symplectique. Comme Z est également symplec-
tique cela assure que w; est symplectique. Le fait que (w;); définisse un groupe fortement continu
découle directement du fait que (e”¢),cg est un groupe fortement continu (¢ est auto-adjoint)
et que Z et Z~! sont des opérateurs bornés.
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Il reste a justifier que le générateur Z 1i€¢Z de (w;) est bien i (h — Jhg). Les opérateurs
vveet A= ([ et

laissent ’espace ) invariant et on vérifie facilement que si F' =
hr JhJ
f@®Jfe) alors

VEF =Z*f@®JZ*f, (2.26)
ou Z* =U*—-V*J"', et
AF = (h+ Jhr)f ® J(h + Jhg)f.
Ainsi l'identité de diagonalisation (2.19) du Théoréme 2.14 se traduit par

Z(h+ Jhr)Z* = €. (2.27)
Par ailleurs 'opérateur ¢S préserve également ) et on a
iIS(feJf)=if@Jif. (2.28)

En combinant (2.24), (2.26) et (2.28), Iidentitée V*SV = S se traduit donc par la relation, on
rappelle que Z n’est que réel-linéaire,
Z%i7 = 1. (2.29)
Finalement, cette relation et (2.27) entrainent que, on rappelle que £ est bien complexe-linéaire
lui,
Z7YiZ = (h+ Jhr)Z*iZ = (h+ Jhg)i = i(h — Jhg).

2.3.2 Théoréme de Shale et comparaison avec Arai-Konenberg

L’objectif de cette section est de comparer les résultats obtenus dans les Sections 2.2 et 2.3.1
avec certains résultats obtenus par Konenberg dans [ | et qui reposent sur des travaux
antérieurs de Arai, | , |, et en particulier une “diagonalisation” explicite de 'opérateur
H_. Ceux-ci requiérent un peu plus de régularité sur le facteur de forme p décrivant le couplage
cavité-réservoir. En plus de I’hypothése (H1) on supposera & partir de maintenant que p € C?.
Cette hyopthése n’est pas restrictive, on sera de toute maniére amené a la renforcer par la suite
dans ’étude du comportement en temps long.

On commence par rappeler quelques notations. L’algébre des observables du systéme ca-
vité+réservoir est Ac,r = CCR(C ®F), ou

Fim {ge 2R =29 e LA®RY)},

tandis que Ar = CCR(f) désigne l’algébre des observables du réservoir seul, i.e. d’un gaz de
bosons libres. On rappelle également que w? désigne I’état quasi-libre dont la fonction caracté-
ristique est donnée par (1.14), et que c’est un état KMS pour la dynamique libre 75 du réservoir.

Le résultat suivant, issu de | |, montre que le systéme C + R est équivalent & un gaz de
bosons libres. La notion de transformation symplectique apparaissant dans le théoréme est la
méme que dans la section précédente, la forme symplectique étant donnée par la partie imaginaire
du produit scalaire.

1. Si Z : h — b est réelle-linéaire, Z* désigne son adjoint sur b vu en tant qu’espace de Hilbert réel muni du
produit scalaire (f,g) := Re{f, g).
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Théoréme 2.23. (/ [, Thm I1.1) 1 existe une unique application symplectique v : COf —
f, tel que v : Acr 3W(f) — W(v(f)) € Ar définisse un =-isomorphisme et l’état

wg+R = wZ} ov
est un état KMS a température inverse 8 pour la dynamique TéJrR engendrée par H_ = He. R,

i.e. b g (A) = e™-Ae™"H— pour A€ Acir. Sa fonction caractéristique est donnée par

SR = S W) = e (—3 (oo () o). @30

De plus, pour tout t e R on a
oy = vt

et il existe une unique transformation symplectique wy : C®f - C@F, tel que
=T (f) e M- = W (w,(f)) et wips = wy 0 ws.

On peut noter que la derniére assertion correspond au résultat obtenu dans la section précé-
dente dans laquelle on a obtenu une expression explicite du générateur du groupe (w;)er. Par
ailleurs les relations

VW (f) = W((f)) et vorh,g=rhov (2.31)

sont les directs analogues des relations
UyW(f)Uy, =W(Zf) et UpH_U}, =dI'(§) + infsp(H_). (2.32)
En effet, si on note v le #-isomorphisme de ¢ x défini par
v(A) = Uy AU,
alors les relations ci-dessus se traduisent par
PW () = W(ZF) ot Forbm = Fprod

ol 74, est la dynamique engendrée par dI'(€).

Comme on ’a indiqué ci-dessus le résultat du Théoréme 2.23 repose sur les travaux de
[ |- En particulier il repose sur 'existence d’opérateurs d’annihilation et de création asymp-
totiques obtenue via des formules exactes, et plus ou moins explicites, pour I’évolution des obser-
vables de champs. Dans la suite de cette section nous allons voir comment la transformation de
Arai-Ko6nenberg peut en fait étre unitairement implémentée. En combinant cela avec les résul-
tats des sections précédentes on verra que 1’on peut en fait écrire (2.31) sous une forme similaire
a (2.32). Pour cela on commence par rappeler quelques éléments sur I'implémentation unitaire
des transformations de Bogoliubov.

Etant donné un espace de Hilbert complexe b (ce dernier joue le role d’espace a une particule),
on note h® I’espace h vu comme espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (f, g) = Re{f, g).
La forme o(f,g) = Im{f,g) définit alors une forme symplectique sur h®. Etant donnée une
application réelle-linéaire R : B® — B® on note alors R* son adjoint pour le produit scalaire
(-,+). Si R est une transformation symplectique sur b, la question de I’implémentation unitaire
de R est : existe-t-il un unitaire Ur sur F (h) tel que W(Rf) = UpW (f)Uy" pour tout f € b,
ot les W(f) désignent les opérateurs de Weyl. La réponse est donnée par le Théoréme de Shale
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Théoréme 2.24. /. [ Soit R : b — b une application linéaire bornée, inversible et symplec-
tique. Il existe un opérateur unitaire Ugr sur F. (h) tel que

W(Rf) = UgW (f)Ug"', Vfeh,

si et seulement si (R”‘R)l/2 — 1 est Hilbert-Schmidt.

Lorsque R est symplectique, pour tous f,g € h on a
Im{f,g) =Im(Rf Rg) <= Re(if,g) =Re(iRf Rg) =Re(R*iRf,g).

On en déduit que son adjoint R* vérifie R*iR = i, ou encore R*~! = —iRi, o i désigne
Popérateur de multiplication par i. Cette relation est I’équivalent de (2.29).

Puisque R est bornée 'opérateur (R*R)l/ 2 4 1 est un opérateur borné inversible et la condi-
tion du Théoréme de Shale est équivalente au caractére Hilbert-Schmidt de ’opérateur

R*R—1= R*(R+iRi) = R*i(Ri —iR),
et donc R est unitairement implémentable si et seulement si Ri — iR est Hilbert-Schmidt.
Remarque 2.25. Dans le langage de la Section 2.5.1 cette condition est équivalent a la condi-

tion, voir (2.24) et (2.28), VS ~ 8V = ( _2=é vJ

que V est implémentable si et seulement si V' est Hilbert-Schmidt.

est Hilbert-Schmidt, et on retrouve donc

Afin de pouvoir montrer que 'application symplectique v apparaissant dans le Théoréme 2.23
est unitairement implémentable nous avons besoin d’une petite généralisation du Théoréme de
Shale. En effet ici les espaces de départ et d’arrivée ne sont pas les mémes, respectivement
C® L3(R3) et L*(R3). Elle est donnée par le Lemme suivant.

Lemme 2.26. Soit R : h; — bo une application linéaire bornée, inversible et symplectique,
i.e. In{Rf,Rgyy, = Im{f, gy, pour tous f,g € h1. On note W; les opérateurs de Weyl sur
Fi(b;), pour i =1,2. L’application R est unitairement implémentable, dans le sens ot il existe
un opérateur unitaire U : F1(h1) — Fi(ba) tel que

Wa(Rf) = UWL(/)U*, Vfeb

si et seulement si (R*R)l/2 — 1 est un opérateur Hilbert-Schmidt sur b1, ou de fagon équivalente
si lopérateur Ri — iR : h1 — bo est Hilbert-Schmidt.

Preuve. L’équivalence entre les caractéres Hilbert-Schmit des opérateurs (R*R)Y/? — 1 et
Ri — iR se montre comme dans le cas h; = bhs.

On note R = V|R| la décomposition polaire de R avec |R| : h1 — by et V : h; — b
une application orthogonale (R est réelle-linéaire inversible). Comme R est symplectique, les
éléements de sa décomposition polaire sont également symplectiques, voir [ , |. Ainsi V
est & la fois orthogonale, donc Re{V f,Vg) = Re{f,g) pour tous f,g, et symplectique, donc
Im{Vf,Vgy =Im{f, gy pour tous f,g, V est donc unitaire. Ainsi R = V|R| avec V : h; — bq
unitaire et |R| : h; — h; symplectique.
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L’opérateur I'(V'), voir la Section 1.1.1, est unitaire et la Proposition 1.16 assure que, pour
tout f € hl:
Wa(Rf) = W2 (VIR|f) = T(V) Wi(|R[f) D(V)*.
Ainsi R : h; — by est unitairement implémentable si et seulement si |R| : h; — by Dest.

D’aprés le Théoréme de Shale, ce dernier est implémentable si et seulement si (|R|*|R|)1/ -1
est Hilbert-Schmidt sur h;. Comme

R*R = |RI*V*V|R| = |R*|R|

on en déduit que R est implémentable si et seulement si (R*R)l/ ? — 1 est Hilbert-Schmidt sur
b1 O

En utilisant les résultats de [ |, Kénenberg montre dans [ ] que v peut s’écrire sous
la forme

(e®g) =Wig+Q, —W-g—cQ_, Ve®ge CdF, (2.33)

ou
Wy : L?(R3,dk) — L*(R3,dk) avec W4(f)cf et W_ Hilbert-Schmidt
et

Q) = % <w1/2 + w_l/Q) Q o QeD(@w ) nD@7?) et Q wQeL”(R3dk). (2.34)

En particulier les fonctions @ et @ sont dans f. Les formules explicites et certaines propriétés
additionnelles de Q4 et W sont rappelées dans ’annexe A. Le choix des notations suit celui de
[ | afin de simplifier la lecture de [ ) | pour le lecteur qui le souhaiterait.

Remarque 2.27. Bien que dans [ | Vauteur indique que v: C@®f — §, Uexpression (2.33)
montre que v est une application définie sur heor tout entier, a valeurs dans hr, et telle que
v(CdF) =7
On vérifie facilement que
vi—iw:c@®gr— 2i(W*g + cQ-),
qui est donc Hilbert-Schmidt. La proposition suivante découle donc directement du Lemme 2.26

Proposition 2.28. L’opérateur v est unitairement implémentable, i.e. il existe Uy, : Fi(hear) —
F+(br) unitaire tel que pour tout f € herr on ait

v(W(f) =W(u(f) = UW(HUT.

La seconde relation dans (2.31) se traduit alors par une diagonalisation explicite de I'opé-
rateur H_ = H¢yg. En effet, en appliquant cette derniére a un élément W(f), f € heir on
a

)
) U:l: — eitdl‘(m) va(f) U:e—itdF(w)
)efitH, U* = eitdl‘(w) U, W(f) U: efitdF(w)

v

P11
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—itdT(

D’apreés la Proposition 1.14; et comme Ufe @)U, eH~ est unitaire, on en déduit que pour

tout ¢t € R il existe ((t) € R tel que

U;}; e—itdl‘(m) U'u eitH_ — e’LC(t)]l — eitH_ — ez((t)U:l: eitdF(w) U'u-

Le fait que e'f- et (@) definissent des groupes a un paramétre fortement continus assure

que ((t) = (t pour un certain ¢ € R, d’ot on déduit que I'opérateur U, diagonalise H_ :
U,H U} = dl'(w) + C.

En considérant la borne inférieure du spectre on en déduit que ¢ = infsp(H_). Par ailleurs,
si on compare avec (2.20) on en déduit que les opérateurs dI'(§) et dT'(w) sont unitairement
équivalents.

Remarque 2.29. L’équivalence unitaire ci-dessus montre que sp(H_) = [infsp(H_),+o[,
que inf sp(H_) est valeur propre simple et que le reste du spectre de H_ est purement absolu-
ment continu. Ces propriétés sont mentionnées dans [ | mise a part l’absolue continuité du

spectre, seule l’absence de valeurs propres plongées y est prouvée.

Remarque 2.30. Les opérateurs i€ et iww sont eux symplectiquement équivalents. En effet, on
a pour tout f € heir

W (wi(f) = 124=(W(f))

— v otk ou(W()

=1 (eitdF(w)W(,U(f))efitdl“(w))

=W (v ("0(f))
autrement dit ‘

vow(f) = e u(f). (2.35)

En combinant cela avec (2.21) on en déduit que

eitﬁ — (’I)Z_l)_leitw’l}Z_l

et donc i¢ = (vZ~ )" tiwvZz L.

2.4 Dynamique engendrée par H,

Dans les sections précédentes nous nous sommes concentrés sur la dynamique engendrée par
H_. Comme le montre la Proposition 1.44, afin d’étudier la dynamique du modéle présenté
dans la Section 1.4 et en particulier 'opérateur de dynamique réduite £ il est nécessaire de
comprendre aussi la dynamique engendrée par H,. Ce dernier est une perturbation linéaire, en
les opérateurs d’annihilation/création, de 'opérateur quadratique H_, voir (1.37). En ce sens,
il est trés proche des hamiltoniens de la forme

H =dI'(h) + a*(g) + a(g). (2.36)



2.4. DYNAMIQUE ENGENDREE PAR H, 51

Un tel hamiltonien est parfois appelé Hamiltonien de Van Hove et a été étudié par exemple dans
[ ] Les résultats de diagonalisation obtenus dans les sections précédentes vont permettre
de se ramener & un Hamiltonien de Van Hove et d’en déduire des résultats sur 1’évolution des
observables de Weyl par le groupe unitaire e+,

En effet, la relation (2.18), en prenant F' = f @ Jf avec f =~y @0, et (2.20) on obtient

UyH, U}, =dl(€) + A(VF) +infsp(H_) + E
=dl() +a(Z7®0)+a* (Zy®0) +infsp(H_) + E. (2.37)
De fagon similaire, la diagonalisation explicite décrite dans la Section 2.3.2 permet d’écrire
U,H. .U} =dl(w) + a (v(y®0)) + a* (v(y®0)) + infsp(H_) + E. (2.38)

A constante prés ces deux formulations sont bien de la forme (2.36).
Pour énoncer le résultat concernant 1’évolution engendrée par Hy on introduit au préalable
quelques notations.

Notation 2.31. Pour se R et f € herr on note
as(f) :==~2yIm 1 @0, wy(f)). (2.39)
La propriété de groupe de (w); entraine que pour tous s,t € R,

as (we(f)) = ase(f). (2.40)
Notons également que pour tout s l’application f — as(f) est réelle-linéaire.

La proposition suivante décrit 1’évolution des observables de Weyl pour la dynamique engen-
drée par H, .

Proposition 2.32. Pour tout t € R et tout f € heyr on a

e (et~ exp (i "0 s ) Wiwn(1). (2.41)

0

Comment on ’a mentionné ci-dessus l'idée est de se ramener & un hamitlonien de Van Hove.
Le calcul du groupe unitaire engendré par de tels opérateurs repose sur la propriété suivante

Proposition 2.33. [ | Soient h un opérateur auto-adjoint positif sur un espace de Hilbert
b et soit f € D(h~'/?). Alors, pour tout t € R

GIHAT () +a()+a* (1))
) ) 1— e—ith
— exp (ilm (RLf et Ey |2 f||2) eitdl (W) 7 (ﬁlh f> .

Remarque 2.34. L’hypothése f € D(h_l/Q) assure que les différentes quantités ci-dessus sont
bien définies. En particulier le terme Im(h=1 f,e®®"h=1f) est a comprendre comme

<h1/2f, Sln}(lth) h1/2f> .
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Preuve de la Proposition 2.32. Afin d’utiliser la Proposition 2.33 I’idée est soit d’utiliser
(2.37) sur h = heyr avec h = £ et f = Zy @O0, et il faut s’assurer que Zy @0 € D(£-1/?), soit
(2.38) sur h = hr avec h = w et f = v(y@®0), et il faut alors s’assurer que v(y@0) € D(w/?).
Le fait d’avoir des formules explicites pour v incite & utiliser plutot (2.38). Les équations (2.33)
et (2.34) donnent

v(Y®0) = yw 2Q

qui appartient bien au domaine de w~1/? puisque Q € D(w™!). On peut donc appliquer la

Proposition 2.33 avec h = w et f = v(y@0). On obtient ainsi pour tout f € heir,

e THE W (feTH+ (2.42)
. eiT(dF( +\f¢(u(7®o)))U W(f)U*e —ir(dl(w )+7\/§¢(v(1@0)))UU

—itw
_ U: eitdF(w)W (\/51 _.e

1— —itw

11 ®0)) WEOW (V2= v @0) ) o T,

En utilisant les CCR, (1.3) on a, pour tous f,g € hr,
W(HW(g)W(=f) = e 5w (g), (2.43)
et donc (2.42) devient

eiTH+W f)eizTH+
= exp (—W\flm < _z; v(1®0), v(f)>> U* @) (y(f))e 0=,
exp <—Z’Y\/71m < —©

ztw

W(190), v(f)>> G 7 () et~

7'Ltw)

= exp (—Z’Y\flm <(1—e

(%%

o(1@0), v(f)>) W (wi(f)). (2.44)

On remarque par ailleurs, en utilisant (2.35), que

1 — ¢ itw 0o
,70(1@0)=f e”“ v (1®0)ds
—t

(%%

I
—
o
4
=
@
=
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et donc
Im <(1_Z‘;m) v(1®0), v > =Tm <v (JO ws (1@0)d > (f)>
=hn<rugl®0dsf>
=Im< w s (f) ds>

= Im <1@0, fo S(f)ds>, (2.45)

ol on a utilisé le fait que v et w; sont symplectiques ainsi que la propriété de groupe de (w;);-
En insérant (2.45) dans (2.44) on en déduit (2.41).

Remarque 2.35. Dans l’approche markovienne du modéle de la Section 1./ considérée dans
[ ], Vopérateur de dynamique réduite (agissant sur la cavité) a une structure similaire &
celle apparaissant dans (1.39). Le terme correspondant ¢ H. a une structure de type Van Hove
et afin d’étudier la dynamique engendrée par celui-ci les auteurs introduisent une transformation
unitaire U dont Ueffet correspondrait, pour les hamiltoniens de Van Hove, a écrire

U@C(h)+a(f)+a*(f))U* =dl'(h) + C,

ot C' est une constante. Dans le cadre des hamiltoniens de Van Hove l'opérateur U est appelé
opérateur d’habillage (dressing operator) mais n'existe que sous la condition f € D(h™1), voir
i . Cela nécessiterait ici que la fonction Q vérifie Q € D(w /%) ce qui n'est pas le cas. La
Proposition 2.33 permet de contourner ce probléme.
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Chapitre 3

Dynamique d’interactions répétées

Dans ce chapitre on étudie ’évolution, en temps discret, engendrée par la dynamique d’in-
teractions répétées. C’est-a-dire qu’on s’intéresse au comportement du semi-groupe (£"),>1 ol
L est Vopérateur de dynamique réduite donné par (1.39), et en particulier au comportement de
ce semi-groupe en temps long n — o0.

3.1 Evolution en temps fini

On rappelle que l'opérateur de dynamique réduite £, qui décrit 1’évolution des observables
du systéme cavité-+réservoir sous l’effet des interactions répétées avec les atomes, est donné par

ﬁ(O) — (1 _ p) eiTH, Oe—iTH, +p eiTH+ Oe—iTH_'_.
Afin d’alléger les notations il est commode d’introduire la quantité a(f) suivante.

Notation 3.1. Pour tout f € heyr on note

o) = [ autn)as

0
ot as(f) est défini par (2.39). A nouveau Uapplication f — a(f) est réelle-linéaire.

Remarque 3.2. La relation (2.40) entraine directement que pour tout [ on a

(n+1)T
awar()= [ af)ds ¥nzo, (3.1)

nTt

et en utilisant la linéarité de f — a(f) on en déduit que pour tout entier n

n—1 nt
« (Z ij<f>) = j as(f) ds. (3.2)
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Pour une observable de Weyl O = W (f) le Théoréme 2.22 et la Proposition 2.32 donnent
alors
T W () em T = W(w,(f), W () em T = T D W (w (). (33)

et donc, pour tout f € heir,

LW () = (pe™D + (1= p)) W (w (). (3.4)

En particulier le fait que w; préserve C @ § assure que L préserve bien l’algebre des obser-
vables 2l¢+ . La proposition suivante qui décrit 1’évolution d’une observable de Weyl aprés n
interactions découle directement de (3.4) par récurrence.

Proposition 3.3. Pour tout fe C®fetn>1 ona

n

L) = lﬂ (peieeomort) 4 1 —p>)] W (wr (). (35)

Jj=1

ot (wy); est le groupe réel-linéaire et symplectique sur C @ L?(R3) engendré par i (h — J*hg) et

T T

o(f) =J ou(f) ds =~N§J Im (1@0, ws(f)) ds.

0 0

Le prochain résultat étend la proposition précédente en considérant I’évolution d’opérateurs

de champs. Bien que ce ne soient pas des observables au sens strict du terme leur évolution

sera utile par la suite dans ’étude des variations d’énergie et d’entropie, voir la Section 3.3 et
le Chapitre 4.

Proposition 3.4. L’évolution aprés n = 1 interactions d’un opérateur de champ est donnée
par, pour tout f € CO,

nT

L)) = dlwnr(£)) — j as(f) ds, (3.6)

0

l’égalité ayant lieu au sens fort sur D (H3/2>.

Par ailleurs, pour tous f,g € C@®f,

£ (6())é(9)) (3.7)
= 6 (wnr(f)) & (wnr(9) — jo s (9) ds % & (wnr (f) —pfo o () ds x 6 (wnr (9))
#9=0) Y @ g (D) - @)+ ([ ntnas) ([ antaas)

ot ’égalité est & mouveau o comprendre au sens fort, ici sur Dom (Hy).

Preuve. On commence par démontrer (3.6). D’apreés la Proposition 2.16 et le Corollaire 2.17
on a D(Hi/Q) = D(|H,|"?) = D(Hé/2). Ainsi pour tout fe CHf = D(hgl/Q) la Proposition
1.8 assure que les opérateurs

eiTH_ ¢(f)e_iTH‘ et ei'rH+ ¢(f)e_iTH+



3.1. EVOLUTION EN TEMPS FINI o7

sont bien définis sur D(Hé/Q). 11 découle alors de (3.3) que
()T = g(w-(f)) et eTHG(fleTTHE = g(wr(f)) —alf).  (38)

Ainsi £ (¢(f)) est bien défini sur Dom (Hé/Q) et on a

L(¢(f)) = pe' ™ ¢(fle™ T + (1 =p)e™=¢(fle™ = = ¢ (w-(f)) — palf)-

Comme w,; préserve C @ f on peut alors itérer le calcul et une simple récurrence donne, en
utilisant (3.2),

nT

L((f)) = ¢ (wnr (f)) — p j aa(f) ds.

0

Comme D(H_) = D(H.) = D(Hy) le méme raisonnement que ci-dessus assure que pour
tous f,g € C@®f les opérateurs

TH=g(f)p(g)e™ = et e THrG(f)p(g)eT T
sont bien définis sur D(Hp) et (3.8) montre que

L(o(f)e(9))
= pem T p(pg)e T + (1= p)e ™= g(f)g(g)e T
— peiT Hy qb(f)e_” H+ei7' H+¢(g)e—i7 Hy + (1 _ p)ei‘r H_(b(f)e—iT H_eiT H_ ¢(g)e—i7' H_
= ¢ (wr(f) ¢ (wr(g)) — palg)d (wr(f)) —pa(f)¢ (wr(9)) + pa(f)alg), (3.9)

ce qui prouve (3.7) pour n = 1.
Oun montre ensuite le résultat par récurrence. Etant donné n > 1 on suppose (3.7) vraie au
rang n pour tous f,g € C@®f. En utilisant (3.9) on a

L7+ (6()é(9))
L (L(9(/)(9))
= £ (6w () 6 (wr(9)) ) —par(9) £" (6 (wr(f) ) = pa () £7 (& (wr(9)) ) +pa () (g).

On applique maintenant I’hypothése de récurrence avec w,(f) et w,(g) (on utilise & nouveau
que w; préserve C @ f) ainsi que (3.6), ce qui donne

L (3(f)e(9))
= ¢ (w(n+1)‘r(f)) ¢ (w(n+1)r(g))

= [ s r9) s x 6 (e (D) = [ s (1) ds X (wai110(9))
0

~palg) [as (e () = " (wr(£)) ds] ~ pa(f) [¢> (@) = [ wno)

+pa(f) ().
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En utilisant (2.40) et en regroupant la deuxiéme ligne du membre de droite avec les termes en
¢ de la quatriéme ligne on obtient

L (3(f)e(9))
= ¢ (w17 (f)) ¢ (Wns1)-(9))
(n+1)7 (n+1)T
_pf as (wr(g)) ds x ¢ (w(n+1)r(f)) - pj as (wr(f))ds x ¢ (w(nJrl)'r(g))

0 0
n

+p(1—p) ) a(wr () @ (wjr(9)) + pa (f) a(g)

Jj=1

(n+1)T (n+1)1 (n+1)7 (n+1)1
2 (j cvs(f)d$> (f as(g>ds> T palg) f as<f>ds+p2a<f>j aa(g) ds.

T T T T

En écrivant dans la troisiéme ligne
n n+1
Dia(wir(f)a(wi-(9) = D) a(wi—y- () @ (wi-1)-(9)) — alfalg)
j=1 j=1

et en factorisant la quatriéme sous la forme

(n+1)7 (n+1)7
P [( f o (f)dS) ( f o (9) ds> —a(f) a(g)]7

on obtient bien (3.7) au rang n + 1. ]

3.2 Comportement en temps long et état asymptotique

L’objectif dans cette section est d’étudier la limite en temps long du systéme C + R. Plus
précisément, étant donné un état initial w on cherche a savoir s’il existe un état asymptotique
wy i.e. tel que pour toute observable O € 2, % on ait

lim w (L"(0)) = w4 (0). (3.10)
n—o
De plus on se posera la question de la dépendance de w, par rapport & I’état initial w, autre-
ment dit de P'unicité de ’état asymptotique. A la vue de la Proposition 3.3 il est important de
comprendre la limite lim w (W (w,,)) correspondant au systéme cavité-+réservoir sans interac-
n—xw0

tions avec le faisceau d’atomes et qui a été étudiée dans | ]. Pour cela on a besoin d’une
hypothése additionnelle sur le facteur de forme p qui apparait dans le couplage entre la cavité
et le réservoir. On rappelle que p vérifie ’hypothése (H1), voir la Section 1.4.1. La fonction p
étant invariante par rotation on note p la fonction définie sur R, et telle que

ARD) = p(k), Vk € RS,

On supposera en plus que p vérifie 'hypothése suivante, on rappelle que § > 0 est l'inverse de
la température du réservoir.



3.2. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG ET ETAT ASYMPTOTIQUE 59

(H2) j a un prolongement analytique sur {z € C : |[Im (z)| < 273!}, que I'on
notera toujours p, tel que p(—r) = p(r) pour tout r € R et

sup ,[ lp(r +i8))* (1 + |r*)dr < +o0.
R

|s|<2mp—t
On supposera toujours & partir de maintenant que les deux hypothéses (H1) et (H2) sont
vérifiées.
Avant d’énoncer le principal résultat de cette section on introduit quelques notations supplé-
mentaires. Pour f € L?(R3) on note f : R x §? — C la fonction définie par

v _ f(ra w)a r=0
) = {f(r, ¥), r<O0.

Etant donné x > 0 on note $2(x) Pespace des fonctions f : (0,00) — L2(S?) tel que f a un
prolongement analytique sur {z € C, |Im (2)| < k} et tel que

J sup
R seR, |s|<k

2

(1 + |r*)dr < +o0.
L2(S?)

f(r +1is)

On définit aussi
R(k) := {(aiwl/z + bw_l/z) fef:a,beR, fe 532(/1)},

et g(k) Vespace vectoriel réel des fonctions h € C@f telles que v(h) € (k). Les propriétés de la
fonction @, voir Appendice A, assurent que ¢@® 0 € g(x) pour tout ¢ € C et tout x > 0.

On rappelle également que wSt™ est Pétat quasi-libre dont la fonction caractéristique est
donnée par (2.30) et est un état KMS pour la dynamique engendrée par H_. Enfin on introduit
une certaine classe d’observable 2, ainsi qu’une classe d’états &, dits analytiques pour lesquels
on aura une convergence exponentielle dans (3.10). La définition ci-dessous provient de | |

Définition 3.5. Etant donné x > 0, les éléments de [’algébre
Aa (k) := {W(g)|g€g(r)},

sont appelés des observables analytiques et les éléments de
Sl = {u état de C +R|3IB € Au(k), VA € Acir, p(A) = WG+ (B*AB)}

sont appelés des états analytiques.

Remarque 3.6. Puisque ¢ ®0 € g(k) les observables de la cavité, i.e. de la forme W (c@® 0)
sont toutes analytiques.

Remarque 3.7. Si pu est de la forme
u(A) = Wi (W (u)* AW (), (3.11)

avec u € CPF, en particulier si u € S4(k), alors u est analytique au sens de la Définition 1.51.
En effet, sa fonction caractéristique est alors donnée par

Su(f) = p(W(f)) = w5 (W(W)* W (/)W (u)) = ™™ TIEHR (W (f)). (3.12)

ot on a utilisé (2.43). L’analyticité de p découle de celle de w%*R.
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Définition 3.8. On notera &, l'ensemble des états de la forme (3.11) avec u € C@f.
Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 3.9. Il existe A\g > 0 tel que pour tout 0 < |\| < Ao, tout état initial p sur Acir
qui est wg+R—normal et toute observable A € Ac r on a

lim p (ﬁn(A)) = Wy (A),

n—ao

0U Wy, est déterminé par, pour tout f € CAO,

we(W(f)) = [H (pe ol 1 - p))] TR (W (). (3.13)

Jj=1

De plus, il existe &(\) tel que pour tout 0 < k < &(N), si p € So(k) et A€ Uy(k) alors il existe
C > 0 tel que

1 (L7 (A)) — we (A)] < C e ™, ¥n 1. (3.14)

Remarque 3.10. La constante ~(\) est reliée au prolongement analytique de la fonction @
définie en (2.33)-(2.34). Par souci de commodité sa définition précise est rappelée dans l’annezxe,
voir le Lemme A.3.

Remarque 3.11. La convergence du produit infini dans (3.13) fait partie du résultat du théo-
reme. Cette convergence est 4 comprendre dans le sens usuel si tous les facteurs sont non nuls
et dans le sens ot si au moins un des termes du produit est nul alors le produit infini est
nul. On vérifie facilement que ce dernier cas ne peut arriver que si p = = et f est tel que

2
a(w;r(f)) € (2Z + 1) pour un certain j.

Remarque 3.12. Si l’état initial est analytique on a toujours convergence exponentielle quand
on se restreint aux observables de la cavité, i.e. de la forme W (c@®0). En effet, comme on l’a
mentionné ci-dessus celles-ci sont toutes analytiques.

Ce théoréme repose bien entendu sur la formule (3.5) qui exprime 1’évolution aprés n inter-
actions. D’un c6té, le comportement en temps long de u(W (wnr(f))) = p (78T (W(f))) a été
étudié dans | ]

Théoréme 3.13. [ | Pour \ # 0 suffisamment petit le systéme (QKC+R, iR wng) est

mélangeant. De plus il existe R(\) tel que pour tout 0 < k < &(X), tout A € Ay(k), p € Su(k) il
existe C' > 0 tel que

"“ (1é4r(4)) — WEHZ(A)‘ < Ce "t

Afin de prouver le Théoréme 3.9 il reste donc & montrer que pour tout f € C@® f le produit
infini converge et que si de plus f € g(k) alors la convergence de ce produit est exponentielle.
Ces convergences reposent sur les deux lemmes suivants.

Lemme 3.14. Pour tout f € COf les séries Z ! (w(j_l)T(f)) etZ o (w(j_l)T(f))2 convergent.
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Lemme 3.15. Si f € g(k) alors il existe C = 0 tel que
las(f)| < Ce ™™, Vs=0. (3.15)
En particulier il existe C > 0 tel que pour tout j on ait | (wj, (f))] < Ce ™,

La preuve du Lemme 3.15 découle directement de la définition de «y, du fait que 1@ 0 € g(k)
et du Lemme ci-dessous prouvé dans | ]. Ce dernier repose sur un principe de déformation
analytique.

Lemme 3.16. [ ] Soient f, g € g(k), il existe C = 0 tel que
[Im (v(f), eitwv(g)>| <Ce ™, Vt=0.

Preuve du Lemme 3.14. On rappelle que
(G+1)7

W2 Im (1®0,ws(f)) ds
JjT

G+D7
7\/§J : Im (v(1@0),e"%v(f)) ds

JT

a(w;-(f))

1)7

G+ _
W2 Im <w71/2Q,e”wv(f)> ds,
JT
ot v est donné par (2.33). On rappelle également que si f € C@f alors v(f) € f. Dans la suite de
la preuve on notera simplement a; cette derniére intégrale. On doit donc prouver que les deux
séries > a; et Y a3 convergent.
La somme partielle des a; se calcule facilement et on a, pour tout n > 1

n—1
2, %
=0

Jm Im <w_1/2Q,eiswv(f)> ds

0

- 1o (=7 w_l(f)>

w

Puisque Q € D(w™!) d’aprés (2.34) et v(f) € f = D(w~?) la fonction g = w=1Q x w~/2v(f)
est dans L'(R3,dk) et on a

n—1

dlaj=Tm | ("™ —1)g(k)dk.
3=0 R
En passant en coordonnées sphériques, i.e. si on note g la fonction définie sur R par
i) = | atreyia(e).

alors le fait que g € L*(IR?) assure que la fonction r2g(r) € L*(R,) et donc

n—1
Z a; =Im (e —1)g(r)r? dr =5 —Im g(r)yr?dr
=0 R, R,
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d’aprés le Lemme de Riemann-Lebesgue.
On montre maintenant que la série Za? converge. L’idée de la preuve est similaire. En
utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

(G+1)7 o 2
a? <72 J ‘<w*1/2Q,e”wv(f)>‘ ds,

J

et il faut donc montrer que la fonction s +— <w_1/2(2,eiswv(f)> est dans L?*(R,,ds). On note

cette fois g = Q x w ™ Y?v(f) et en passant en coordonnées sphériques on a de la méme facon
que ci-dessus

<w_1/2Q,eiswv(f)> = JR e g(r)r®dr,

et il suffit donc de prouver que la fonction r2g(r) € L2(R,, dr). On a

JR+ rg(r))?dr = JR+ r Lﬁ g9(r©)do(0)

4 fR+ r (L |g(r®)|2da(@)) dr

47TJ k|2 |g(k)|? dE, (3.16)
R3

2
dr

YA\

ol on a utilisé l'inégalité de Cauchy-Schwarz a la deuxiéme ligne. Puisque v(f) € f on a
w=Y2u(f) € L*(R3,dk) et, d’aprés (2.34), wQ € L*. Ainsi wg € L*(R?,dk) et (3.16) prouve
que r2g(r) € L?(R, dr). 0

Remarque 3.17. L’identité (3.2) montre que la convergence de la série Za (wii—1)r(f)) est

nT

équivalente a lexzistence de la limite lim as(f)ds. Le méme raisonnement que dans la
n—ao
0

t
prewve ci-dessus montre qu’en fait, pour tout f € C® f, la limite tlimf as(f)ds existe. La
— 0 0

fonction s — a(f) nest par contre pas nécessairement intégrable. Par la suite, si f € C@f,

AL
lorsqu’on écrira J as(f)ds on sous-entendra toujours que celle-ci est définie dans le sens
0
60 t
s(f)ds:= i s(f)ds, 1
| apasi= gim | au(pas (3.17)

sans pour autant que la fonction as(f) soit intégrable sur R, .

Remarque 3.18. Le méme raisonnement ci-dessus montre que non seulement lim o (f) =0
t—o0

mais que quels que soient f,g€ COf on a

lim Im (v(f),e"®v(g)) = 0. (3.18)

t—oc

Jim Im (f,wi(g))
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Preuve du Théoréme 3.9. On supposera par la suite qu’aucun des termes du produit dans
(3.13) n’est nul sinon il n’y a rien & prouver.

1. Le Lemme 3.14 assure que a; := a(w(j_1)-(f)) — 0 lorsque j — oo et donc la convergence
du produit (3.13) est équivalente & celle de la série

Zln (1 +p (emj — 1)) .
Celle-ci découle du Lemme 3.14 en développant
In (1+p ("% —1)) = ipa; + O(a3).

2. On suppose maintenant que f € g(k) et on montre (3.14). Dans toute la suite C' = 0
désignera une constante pouvant varier d’une ligne a 'autre pouvant dépendre de s et f mais
pas des indices temporels j,m,n, ... En utilisant (3.1) et I'inégalité (3.15) on a pour tout j = 0

‘e—mwﬁ(f)) _ 1‘ < o (wyr (f)] < Ce 7. (3.19)

Pour la suite de la preuve on note
Pu(f)i= [T (pemreluo-0-D) 4 (1= ).
j=1

On sait que (P,(f)), converge et notera P, (f) sa limite. On va commencer par montrer que
P, (f) converge exponentiellement rapidement vers P.,(f).
Si ay,...,a, € C on montre facilement par récurrence que

Kﬂ 1+ay > —-1l< (H 1+ |a ] )—1,
et donc, en majorant 1 + |a;| par elail
o)

(ﬁ(l—i—aj)) —1
eXp( m p‘ —it w(J I)T(f)) ‘) -1
Jj=n+1

j=1
<exp (Ce (1 —e ™)) —1,

On en déduit que pour tous m > n on a

ﬁ (pe_ia(w(j—m(f)) +(1 _p)) -1

j=n+1

ou on a utilisé (3.19), et donc
1P (f) = Pu(H) < [Pa(f)] (exp (Ce™" (1 —e™™™)) —1).
En passant a la limite m — oo et en utilisant le fait que (P,(f)), est bornée, on en déduit

|Pu(f) = Po(f)] < [Pu(f)] (exp (Ce™"™) — 1)
< Ce "k, (3.20)
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ce qui prouve la convergence exponentielle de P, (f) vers P, (f) si f € g(x).
Soit maintenant p € G, (). Le Théoréme 3.13 assure que pour tout n = 1 on a

[ (W (war (1)) = 5 RW ()| = | (RETR (W () = &SRV < Ce7. (321)
Ainsi en combinant (3.20) et (3.21) on a, pour tout f € g(x),

| (L™ (W (£))) = woe (W(S)) |

< [P (1 OV (war (1) = 5 RW ()| + [(Palh) = Po() w5 R (1)
< C«efn‘rn7
ot a la derniére ligne on a utilisé a nouveau le fait que P, (f) est borné. O

Tout comme dans la section précédente, en vue de I’étude de I’évolution du nombre de photons
dans la cavité et des variations d’énergie et d’entropie, on va s’intéresser au comportement en
temps long de 1’évolution des opérateurs de champs.

Théoréme 3.19. Soit € &,, alors pour tous f,g € CPf,

i ("GN =p [ (1) (3.22)

n—o 0

lim 10 (L (¢(f)$(9))) (3.23)

n—>a0

= e (uhcoth (22 ) uto)) + S (1.0 47 (| atnas) ([ au0)s)

jo’s]

+p(1—p) Y, o (wi—1).(f)) o (wi—1)-(9)) -

+

<.
Il

Remarque 3.20. La convergence de la série ci-dessus est assurée par le Lemme 3.1/.

Preuve. Soit u € C®f tel que u(A) = wngR(W(u)*AW(u)), et donc la fonction caractéristique

de p est reliée & celle de wngR par, voir (3.12),

5,() = e IDSER () = o e (-2 (u().coth (02 ) u()) )

Comme on I’a mentionné dans la Remarque 3.7 I’état p est analytique. On peut donc calculer la
valeur moyenne d’observables de type champ en utilisant (1.12)-(1.13) et on a ainsi, pour tous

f,9e Caf,

p(o(f)) =Im (f, u), (3.24)

p(@(06(0)) = 3Re (ocoth (57 ) o0)) + §1m (7.g) + I () x T (). (329
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En utilisant (3.6) et (3.24) on obtient donc, pour tout f e C@f,

nT

(L (B(f))) = I (wnr (f), ) — p j as (f) .

0

et (3.22) découle de (3.17)-(3.18).

On montre maintenant (3.23). On commence par remarquer que pour tous f,g € C@f et
tout te Ron a

w(@(we(f))p(we(g)))

= e (vountfcotn (57 ) voun(s) ) + St (), wilo)) + I e ),) T ).

= gite (oot (57 ) @) ) + g1m () + 1 (w110 T (o). )

ou on a utilisé (2.35) et le fait que w; est symplectique. En utilisant (3.24)-(3.25) dans (3.7) on
obtient donc, pour tous f,g € C@®f,

u (L™ (¢(f)e(9))) (3.26)
1

= SRe <v(f),coth (5;”) v(g)> + éIm (f,9) + Im (wnr(f), w) Im (wnr(g), u)

nT

+pjom as (g) ds x ITm {wp-(f),w) —i—pf0 as (f) ds x Im {(wy,(g),u)

+p(1 - p) Za (w12 (1) @ (w51 (9)) + P ( [ as(f)d8> ( [ Oés(g)ds) |

0 0

A nouveau le résultat découle de (3.17)-(3.18), la convergence de la série étant assurée, d’aprés
le Lemme 3.14, par le caractere 2 de o (wi;—1),(f)) et o (w(;—1y,(9)) O

Application a I’évolution du nombre de photons dans la cavité.

Comme premiére application de la Proposition 3.4 et du Théoréme 3.19 on considére I’évo-
lution du nombre de photons dans la cavité. On notera N l'opérateur décrivant le nombre de
photons dans la cavité, i.e. 'opérateur N = dT'(1) défini sur He = F, (C).

Notation 3.21. Pour tout j = 1 on note
uj = a (w1, (1@0)), @ :=a(wi_1)(i®0)), ¢ =u;+iiy. (3.27)
Les équations (3.1)-(3.2) entrainent que
JT nT n
u;j =J as(1®0)ds et J as(1®0)ds = Zuj7 (3.28)
(-7 0 j=1

avec également des relations similaires pour ;.
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Proposition 3.22. L’évolution de l’opérateur du nombre de photons dans la cavité aprés n
interactions est donnée par

L"(N) = % [¢ (wnr (1 @0))2 + ¢(wnT(i@O))2 - 1] -p9 (wm— (Z Cj @0>)

Jj=1

+ M Z:l le;)? + % (Zl uj) + <Z ﬂj> . (3.29)

j=1

L’égalité est & comprendre au sens fort sur Dom(Hy).
Sip e S, alors

Tim (£"(N)) = <v(1 ®0), coth (‘?) (1 @0)> +3 <v(i(—BO),coth (%”) v(i(—BO)> -3

p(l _p) +x ) p2 +0 2 +o0 2
+ = el + o Dluj | +{ D) |- (3.30)
j=1 j=1

j=1

Remarque 3.23. Toutes les séries apparaissant dans (3.30) convergent. Autrement dit le
nombre moyen de photons dans la cavité converge dans la limite des grands temps vers une
valeur indépendante de l’état initial p.

Preuve. En utilisant l'identification entre He ® Hr et F,i(heciwr) introduite & la fin de la
Section 1.4.1 on écrit

N=a*1®0)a(1®0) == (s(1®0)* +¢(i®0)* —1).

1
2

La Proposition 3.4 donne alors

LY(N) = 5 [6 (war (L @0)* + 6 (wir (:©0))* ~ 1]

nT

[ @ 1@0)dsx 6w 100) =5 [ ac(i®0)ds x 6 (a1 ©0))

0 0
p(l—P)n 2, ~2 P’
+TZ(uj+uj)+§

j=1

Lm as(1® 0)d5>2 + (Ln as(i @0)d5>2] ,

et (3.29) en découle en utilisant (3.28) et le fait que ¢ et w; sont réel-linéaires.
De fagon similaire (3.30) est une conséquence du Théoréme 3.19 (en particulier la convergence

des séries > u,,, Y. i, et > |cnl?). =

3.3 Variations d’énergie

Dans cette section on va s’intéresser aux considérations d’énergie. D’une part le systéme
total n’est pas totalement isolé et on s’intéressera a la variation d’énergie totale dans le systéme.
D’autre part on s’intéressera a la question de la répartition de cette énergie dans les différentes
composantes (cavité, réservoir, atomes), autrement dit aux échanges d’énergie.
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3.3.1 Variation de I’énergie totale

Si H(t) est un Hamiltonien dépendant du temps, 7; la dynamique engendrée par H(t) et u
Pétat initial, ’énergie totale du systéme au temps t; est formellement donnée par p (74, (H(t1))),
et la variation d’énergie entre l'instant ¢; et l'instant ¢, > t; est donc donnée par, toujours
formellement,

p (7o, (H(t2)) =74, (H(11))) -

On revient a notre systéme. Comme on considére le systéme total on revient un instant & la
situation ou il y a M atomes dans le faisceau et n < M. Ici le Hamiltonien dépend du temps
mais est constant par morceaux, voir (1.17). Ainsi la variation de ’énergie totale au cours d’une
méme interaction est nulle. Afin de comprendre la variation de I’énergie totale du systéme il faut
donc comprendre comment celle-ci varie quand on passe d’une interaction a 'autre. En utilisant
(1.17), on voit que le propagateur du systéme entre les instants 0 et ¢ est donné par

U(t) = e*i(t*nf)f{nﬂe*”gﬂ...e*”ﬁl, te[nr,(n+ 1)7).

On notera simplement U,, = U(n7). Pour 0 < (n — 1)7 < t; < n7 < t2 < (n + 1)7, on vérifie
alors facilement que
U(t2)*H(t2)U(t2) — U(t1)* H(t1)U(t1)
_ U:ei(tg—'rLT)Hn+1 ﬁn+1€_i(t2_n7—)g”+l U, — U:ilei(tl_(n_l)T)g"Iz’ne_i(tl_(n_l)T)ﬁ” U, 1

z'anHneszHn 1

=U¥Hp4 U, —U¥

.
—U* (ﬁnﬂ - Hn) U,

—U; (Hi,,, — Hie, ) Un.

_ie

On rappelle que Hj, —désigne I'interaction entre la cavité et le n-iéme atome et est donné par
(1.35). Si p est Pétat initial de la partie cavité-+réservoir du systéme on note i = 1@ ®}L,we
oll wg est I’état initial d’'un atome, donné par la matrice densité pg définie en (1.25)

we(B) = Tr[pe B]. (3.31)

La variation d’énergie entre les instants ¢1 et t5 s’écrit donc

6Bty t1) = it (U (Hie,,, = Hie, ) Un).

On retrouve ici le fait que cette variation d’énergie ne dépend pas précisément des instants ¢; et
to, et correspond au saut d’énergie lorsque ’on passe de la n-iéme a la (n + 1)-iéme interaction.
Cette discussion conduit & la définition suivante.

Définition 3.24. Pour tout état initial p du systéme C + R et 1 < n < M — 1 on définit la
variation d’énergie entre la n-iéme interaction et la (n + 1)-iéme interaction par

5Bu(n) = i (U3 (M, — Hr, ) Un)

ol i = M@@;—w:lw(g.
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La variation de ’énergie totale du systéme aprés n < M interactions est définie par

- i SE, (k)
k=1

On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 3.25. Pour tout état initial p et n < M on a

2

(1 — cos(tw))? _SE

o8, = 272 1 - p) | S22 EE 1 w0)

Remarque 3.26. On constate que la variation d’énergie entre la (n — 1)-iéme et la n-iéme
interaction d’une part ne dépend pas de l'état initial p mais surtout ne dépend pas de n et
qu’elle est positive. Ainsi la variation d’énergie est linéaire en temps AE,(n) = ndE et le
passage d’une interaction a ’autre requiert de l’énergie.
Enfin, a nouveau ici le nombre M d’atomes ne joue plus aucun réle et la variation asymp-
totique moyenne d’énergie
AFE := lim M
n—ao0 nrt

par unité de temps ne dépend pas de u et vaut

)2 2

AE=Llsp- 2" o(1®0) (3.32)
T

(1 — cos(rm))
Y

Preuve. Etant donné un état initial p on a

M
(0, 00) = (i |3, 0 (1020 G )|

=1
= (Tf®;:f "

n+1l
U:Hfgn+1 Un <]lc+7z @R Ps)]) .

Jj=1

En écrivant
Hp,  =7V20(1@00)®@Tg x leir @b, by,

ol b, désigne 'opérateur d’annihilation correspondant au (n + 1)-iéme atome, on peut com-
muter leir ® b 1b,41 avec Uy, et donc

/1 (U:H15n+1 Un) = ’y\/§ 1% (Tr®;z:ll H

U:¢(1 @ O)Un <]1C+R ® ® pe ® b*bpg> ])

j=1

Uyo(1@0)U, (ﬂc+7z ® C>n<) pg> D x Tr(b*bpe)

= fy\/i " (Tr®;_zl He
j=1

= V2 (L"(G(1@0))). (3.33)
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En raisonnant de fagon similaire, et en utilisant le fait que le terme bj;b,, provenant de Hj,
commute avec U,, on a

i (UFHy,, Uy

n—1
=2 p <T1"®;=1 He lU§¢(1 ®0)U, (ﬂc+7a ® X re ® b*b/Js)D

Jj=1

n—1
= V2 p <Tf®;=—11 He [U:J‘fﬂg [e™ (1@ 0)e™ ™ (1o @ b*bpe) [Un-—1 (ﬂc+7z R X ,05> ])

j=1

n—1
= pyV2 (Tf T lU:1 T p(1@0)e™ ™+ U,y (ﬂc+R ® X Pe)D
7= ]:1

= pyV2pu (L7 (1 @ 0)e T H)) (3.34)
En combinant (3.33) et (3.34) on obtient
6B (n) =2 p p(£" (6(1@0)) — £ (e g(1@ 0)e™7H+) )
= W2 p o L' (L(G(1@0) - T o(1@0)e T ).
En utilisant (3.6), pour n = 1, et (3.8) on a

L(p(1®0) =™ o(1@0)e ™+ = ¢ (w,(1®0)) —p (1®0) — ¢ (w-(1D0)) + (1 DO)
=(1-p) a(1®0),

et donc, on rappelle que a(1 @ 0) est un scalaire et que £(1) = 1,
0Eu(n) =yV2p(1 —p) po L7 (a(1@0)) = yW2 p(1 —p) a(190).
Finalement on a

a(1®0) =’y\@fTIm (1®0,ws(1®0))ds
0

= V2 L fm (o(1@0),¢*=0(1@0)) ds

T

— 2Im <u(1@0),e p 1”(1®0)>

2
: (3.35)

=mH(1—<w>>/

wl/2

v(1@0)

et donc )
1 — cos(rw))'/?

SE,(n) = 24 p(1 — p) H( N —u(1@0)
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3.3.2 Echanges d’énergie

Comme on ’a remarqué dans la Section 1.4 (voir les remarques qui suivent I’équation (1.26))
le choix de l'interaction cavité-atome a pour effet de laisser 1’état des atomes inchangé. Il n’y
a donc pas d’échange d’énergie avec le faisceau d’atomes. On va donc s’attacher & déterminer
comment la variation d’énergie dans le systéme se répartit entre la cavité et le réservoir. Ces
derniéres ne faisant appel qu’a des observables qui agissent sur C + R on pourra étudier leur
évolution via 'opérateur de dynamique réduite L.

Définition 3.27. FEtant donné un état initial p du systéme C + R on définit les variations
d’énergie de la cavité, du réservoir et du systéme cavité+réservoir entre les instants O et nt par

AEcu(n) = p(L"(He) — He)
AER u(n) = p(L"(Hr) — Hr) ,
AEciwru(n) = p(L"(Hesr) — Hetr)
et, si elles existent, les variations asymptotiques par unité de temps

AFE AFE AFE
AFe, = tim 2Eenl®)  np gy ABRa0) g gy AEeRa M)
n—%L nrt n—u nTt n—ox nr
Remarque 3.28. Ces variations d’énergie ne sont a priori pas forcément définies pour tout
état initial p, les quantités L"(He) — He et L™"(Hg) — Hr ne définissant pas des opérateurs
bornés.

Théoréme 3.29. Pour tout p € S, on a

2

(1 — cos(Tw))/? AR

AEC,[L =0 et AE’R = AEc_,_R w = H 1/2 U(]. @O)

Autrement dit, asymptotiquement toute l’énergie transmise au systéme est absorbée par le réser-
voir R.

Le résultat concernant l’énergie de la cavité sera une conséquence immédiate de ’étude de
I’évolution du nombre de photons dans la cavité effectuée a la fin de la Section 3.2. Pour étudier
la variation de ’énergie dans le réservoir 1’idée est d’écrire

Hr = Heyr — He — Hp, — R,

et d’étudier séparément 1’évolution de chacun de ces termes. Les termes H¢, Hr, et R sont
quadratiques en les opérateurs de champs et leurs contributions s’obtiennent & 1’aide de (3.26).
Le lemme qui suit donne I’évolution du terme correspondant & He¢ir. On rappelle que les u;
sont définis en (3.27).

Lemme 3.30. Pour toutn =1 on a
L"(Heqir) — Heqyr (3.36)
= —pV26 (war (1@0)) +9pV26(1 D 0) +7p°V2 Y. u; + nyp(l — p)V2a (180),
j=1

0w lidentité ci-dessus est & comprendre au sens fort sur D(Hp).
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Preuve. De la méme maniére que pour la Proposition 1.44 on a, au sens fort sur D(Hy),
L(Heir) — Hern = p ™+ He o =i+ 1 (1 — p) o™= Ho g =™ H- _ Ho o,
Puisque Heyr = H_ on a donc
L(Heyr) — Heyr =p ("M H_e ™H+ —H_).

En écrivant H_ = H, — v/2¢(1 ®0) et en utilisant (3.8) on obtient, toujours au sens fort sur
D(Ho),

L(Heyr) — Herr = pyV2 (6(1@0) —e ™+ p(1@0)e 1) (3.37)
—p V2 ¢ ((w- = 1) (180)) + prv2 a (1®0),

ce qui correspond & (3.36) pour n = 1.

En appliquant la Proposition 3.4 & (3.37) on obtient, au sens fort sur Dom(Hy) et pour tout
J=1,

LI (Heyr) — L7 (Heyr)
(G- 1)7

= =200y =) 100)) + 92 [ o ((wr =) (180) Jds +pivEa(1@0)
:—m\@QS((wjr— ) (1®0) )+p vﬁa(w(] D — )(1®0))+mﬁa(1®0)7

=—mﬁ¢(<wﬁ—w ) (1@0) ) +p*932u; +p(1 = p)7V2 a (180), (3.38)
ou on a utilisé (3.2). En sommant (3.38) pour j allant de 1 & n on en déduit (3.36). O

Preuve du Théoréme 3.29. Soit € S, et ue CDf tel que pu(A) = wg+R(W(u)*AW(u)).
1. Les résultats concernant les variations d’énergie de C découlent directement du fait que
= 0N et de la Proposition 3.22.

2. Passons maintenant & la moyenne asymptotique de la variation d’énergie pour le systéme
C +R. D’aprés le Lemme 3.30 on a

% p(L" (Hesr) — Hetw) (3.39)
= (o 10+ 00 + 202 3w+ TP 0100,

En utilisant (3.24) on peut écrire

(9 (war (1©0)) ) = Im (wn, (1©0),w)
qui tend vers 0. Par ailleurs la série ] u,, converge (voir la Remarque 3.23). On en déduit que

. 1 1— 2
lim — pu(L" (Heyr) — Heyr) = M

n—®0 NT

a(1@0),
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et donc en utilisant (3.35) et (3.32) que

o1 n
AFEcir,y = lim — p(L" (Heyr) — Heqr) = AE.

n—wL NT

3. On termine avec la variation d’énergie dans le réservoir R. En écrivant
Hr = Heyr — He — Hr, — R,
on a
AER .(n) = AEcir u(n) — p(L" (Hry ) — Hi ) — p(£" (R) — R) — AEc u(n),

et il reste a analyser les termes u(L"(R) — R) et p (L™ (Hy,) — Hy, ). Ceux-ci se traitent de la
méme maniére que l’évolution de I'opérateur de nombre N. On rappelle que

2
=2 o6 01007,

et
Hi, =\ (1©0) ¢ (0 @w*l/%) .

Puisque 1®0 et 0@w~?p € C@f le Théoréme 3.19 assure que chacun des termes u(L"(R) — R)
et u (L™ (Hy,)— Hi,) convergent lorsque n — o0 ce qui termine la preuve. O

Remarque 3.31. La preuve ci-dessus montre que de facon plus précise chacune des limites
ci-dessous existe et est finie

lim AFE, lim AFE —nTtAFE lim AE, —ntAE.

lm ABe,(n), lim AP, () —~nTAE et lim ABeru(n) - nr
On a convergence de la variation totale d’énergie dans la cavité tandis que modulo un “terme de
bord” l’énergie dans le réservoir croit linéairement en temps.

3.4 Comparaison avec | |

Comme on ’a mentionné dans l'introduction, dans | | les auteurs étudient un modéle
similaire mais avec une approche Markovienne de la description de l'interaction entre C et R.
Ils appellent ce systéme “cavité ouverte” et le mettent en paralléle avec le SIR cavité+atomes
qu’ils appellent “cavité idéale”. L’approche Markovienne de la description de I’interaction entre la
cavité C et 'environnement R revient a considérer uniquement la dynamique effective du systéme
C qui est générée par l'interaction avec ’environnement R. Pour ce faire, en absence d’atome
Pévolution de la cavité est décrite par I’équation de Lindblad (1.27). En présence d’atomes le
systéme est décrit sur ’espace de Hilbert

M
Hivz =He ®XR) He.

Jj=1
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Pour la cavité idéale (ce qui correspond dans cette thése a prendre A = 0), le Hamiltonien du
systéme en interactions répétées est donné par

M

M
HNVZ(t) = HC + Z ng + Z X[(j*l)njv') (t) Hfgja Vit e [OvMT)a
j=1 j=1

et ’évolution d’une observable O est donnée par

d .
%O(t) =i[Hyyvz(t),0(t)]. (3.40)
Comme dans le cas “sans atomes” pour décrire la cavité ouverte on remplace alors ’équation
d’évolution (3.40) par I’équation de Lindblad

%O(t) = i[Hyvz(t), O(t)] + o_(A* @ 1)O(t)(A® 1) — % (A*A®1, O(t)} (3.41)

+ o (AR O()(A* @ 1) — % {AA*®1, O(t)}

ol o, et o_ représentent, respectivement, les taux d’émission et d’absorption de photons dans
la cavité. L’algébre des observables de la cavité est toujours 2.

Dans | | les auteurs étudient alors le comportement en temps long du systéme, dans
les deux cas d’une cavité idéale ou ouverte. Ils montrent l'existence et donnent une formule
explicite d'un unique état invariant pour 1’évolution dans la cavité ouverte, ils donnent des
formules pour la valeur moyenne du nombre de photons dans la cavité et pour les variations
d’énergie dans le systéme. Dans cette section nous comparons leurs résultats sur la dynamique
et sur les variations d’énergie & ceux obtenus dans ce chapitre. Notamment nous allons voir
comment on peut interpréter leurs résultats & partir des ceux obtenus dans cette thése.

3.4.1 La cavité ouverte dans I’approche markovienne

En ’absence d’atomes 1’évolution markovienne TaMark d’une observable de Weyl W (c), c € C,

dans la cavité ouverte se calcule explicitement, voir par exemple I’Appendice dans | |, et
est donnée par
2 _
4 ptantc (W(©)) = exp (—"" (1t moen) ”*”) W), @4y
' 4 o_ —04
ou
0 =i+ =7+ 5 ks

Dans I’approche markovienne 1’évolution d’une observable de la cavité reste bien entendu une
observable de la cavité. Afin de comparer avec I’évolution obtenue dans I’approche hamiltonienne
utilisée dans cette thése, dans laquelle 74 +r(0) € Ac@AR , on peut alors prendre la trace partielle
de cette derniére sur le réservoir, ’état de référence de celui-ci étant 1’état d’équilibre wzaz. Si on
écrit w;(c @ 0) sous la forme

wi(c®0) = wl(c®0) DwR(c®0) e CAY,



74 CHAPITRE 3. DYNAMIQUE D’INTERACTIONS REPETEES

sz (W(e®0)) = W(w(c®0)) = W(wi(c®0)) @ W(wi(c®0)) € Ae @Ar

et 74 ypark (W(c)) est alors & comparer avec
1c ® w}} (W(wt(c @ 0)))

= R (W(R(e®0)W(wu(c ®0))

exp (-i <wf(c@0),coth (@”) w?(c@0)>> W (u(c ®0)).

On définit la version markovienne w1 de w; par
_ 1/2
wi\dark(c@ 0) := efetc@)Rt(c), Ri(c) := (1 — e*("**”)t) cpMark.
ott pMaTk ¢ § est fixé, de norme 1, et décrit la facon dont la cavité est couplée au réservoir (pMark

joue un role similaire au facteur de forme p apparaissant dans Hy,). On vérifie alors facilement
que pour tous ¢, € C on a

Im (w}™™*(c @ 0), w}™™ (' ®0)) = Im (c®0,c ®O),
i.e. wMak est symplectique. De plus

e ®wk (W (WM™ (c ®0)) ) (3.43)

w? (W(Rt(c))) w (e_étc)

(1 _ 6*(0_7G+)t> <pMark’ coth <6;ﬂ> pMark>) W(ef@tc)'

En choisissant pM®’% de facon & ce que

<pMark, coth <,8w) pMark> _I-to+ (3.44)
2 O —04

on retrouve alors bien (3.42).

On va voir que si dans chacun des résultats obtenus on remplace w; par sa version marko-

vienne wM*™* on retrouve alors exactement les résultats de [ ]

Il

(e}

k]

e
/|\
%‘E
[NV}

3.4.2 Evolution des observables de Weyl.

On rappelle la formule de I’évolution aprés une interaction d’un observable de Weyl pour la
cavité ouverte obtenue dans [ ]

Théoréme 3.32. [ | Pour toutce Cetn>1 ona
_ 2
vz (W(e) =W (e*”@Tc) exp <—|C| (1 — e*"("**‘“f)T) 0+0+> (3.45)
4 o_ —04

- (1= Gener, 1= ver _
lepexp(\/?( 5 ¢ ¢ 5 e cl|+1=p)].

j=1
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Afin de décrire les versions markoviennes de nos résultats on remplace comme on ’a dit wy
par wMk. En particulier les phases

U anas=va [ maeo w) ds

(G-D7

a(wi () = [

(G-
deviennent, pour f =c@®0,

JT

a (w%w“k (c® 0)) 2y J

m <16—)0, 67680@R5(0)> ds
(G-1)7

_ e
V27 Im (1;6(31)@%) (3.46)

Ainsi la version markovienne de la Proposition 3.3 devient

n

Mark(W(c®0)) := ln (pe i o(wdhl (c@0)) +(1 _p)>] W (w%ark(CG-)O)) )

Jj=1

En utilisant (3.43), (3.44) et (3.46) on en déduit facilement que pour tout ¢ € C et tout n > 1
on a

e @wf (Lt (W(e®0)) = Liz (W(e)),

autrement dit I’évolution markovienne obtenue dans | ] coincide bien avec celle obtenue
dans ’approche hamiltonienne en remplacant w; par sa version markovienne.

3.4.3 Nombre de photons dans la cavité

L’évolution de 'observable N décrivant le nombre de photons dans la cavité ouverte obtenue

dans l’approche markovienne (équation (3.38) dans | ]) s’écrit
~nvz(N) (3.47)
= e (o——opx)nTpr 4 Zz(;’y ( —(o——o4)nT _ —@nT) A* — % (e—(o——0+)n7 - e—em) A
- a_+0+ (1 N e—(U——U+)nT) +p|g2|2 (o =o )T (] — ¢O7)(1 — )11—_ee (:J___j:)
27 1 — e (0-—o4)n7 272

(1 — e (o=mot)7/2 008(07')) + p? (1 — e (o=mo4)nT/2 cos(GnT)) ,

Y TeP 1= e o CE

que I’on va comparer avec le résultat de la Proposition 3.22, en remplagant w; par wM* dans

(3.29).
D’une part pour tout c€ C on a

¢ (WM (c@0)) = ¢ (e*@tc) @ 1x + e ® ¢(Ru(c)), (3.48)
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et donc

6 (%) + 2 (G(R(e) & (7€) +F (6(RA()))

0)2 + %Re <Rt( ), coth <52 > Ri(c )>

- ¢ (e—étcf 4 %m (1 _ e—(o_—mt) ]2,
o_ _J+

1e @k (¢ ()™ (c®0))*)

I
-
/N
CDI

o

On obtient ainsi
1
1 © ([0 (@01 ©0)° + 0 (1} ©0)° ~1])

% |:¢ (e—@t)2 +o (e_éti)Q _ 1] n %% (1 _ e—(a_—o+)t)
- — 04

o loont g T (1 _ ef<o:o+>t), (3.49)

O_ — 04

Par ailleurs, en utilisant (3.46) avec ¢ = 1 et ¢ = ¢ pour calculer respectivement u; et @; puis
les c; on trouve

—-O(G-1)T _ ,—OjT —-e(G-1)T _ ,—OjT
uj=—7\/§Im<e ¢ ), ﬂjz'y\/iRe<e 5 ¢ ),

©

et donc
O(i—1)T _ o—Oj7
cj = u; +iuj = z’y\f

On en déduit que

)

(3.50)

Il
©-
N
CD\
0]
3
3
<.
D=
O
~

ol on a utilisé (3.48) et le fait que w?(qﬁ(f)) = 0 pour tout f € f, et que

n

_on . 2,}/2 _or 9 1_e—(o_—o+)n7
Zlcjﬁ Ielz| or 1 2‘ ~0(-1) - oF =07 =1 % S o (35D
J]=
et
—ont __ 2
|@|2 | 1 (3.52)
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En partant de (3.29) et en utilisant (3.49)-(3.52) on obtient

e ®wF (Liand(V))
_ —(o_—o4)nT AT _ Zﬁ —Onr _ . —OnT * : l —OnT _ —Onr
e TN — 4 5 ¢ (1 e ) A* + zp@ e " (1 e ) A

p(1 = p)? T em(omm T piy? e-omr _ 1]’
|@|2 1 —e(o——0p)T |@|2
L9 (1 _e_<g,_a+>n7)’
O_ — 04

+

. . . o_—0 . .
et on vérifie aisément, en se rappelant que © = i + TJF, que cela coincide avec (3.47), i.e.

Ie @ (Lhtanc(N)) = Livy (V).

Remarque 3.33. Dans le cas de la cavité idéale I’évolution du nombre de photons dans la cavité

obtenue dans [ | est donnée par (Lemme 2.3)
fdeal(N) = N +p% [(1—e"T) A* 4+ (1 —e™¥"7) A] (3.53)
272 22
+np(l — p)a%(l —cos(07)) + ng%(l — cos(fnT)).

On peut noter qu’ici on a génériqguement une croissance linéaire du nombre de photons dans la
cavité.

Dans notre approche cela correspond o prendre la constante de couplage A\ = 0. Dans ce
cas Uopérateur w; devient simplement w;(c ® f) = ¢%'c @ ™! f (la cavité et le réservoir sont
découplés), et le méme raisonnement que ci-dessus donne

1 . 2 —i0T —i(j— T
B [¢(wt(1®0))2 + ¢ (w, (i ®0))* — 1] =N et ¢ = 7\7[ (1—e)e (G=1)07
On en déduit aisément que dans ce cas (3.29) devient
En(N) = N-— % eianr (1 _ e—i@nr) A* _p% e—i@n‘r (1 _ eiﬁnr) A
2 2
b —ifT |2 i —iOnT 2
+np(1—p)0—2|1—e 0 |+ 2ﬁ|e o -1,
et on retrouve bien (3.53).
3.4.4 Saut d’énergie
On compare finalement ’expression pour les sauts d’énergie obtenue dans | | avec celle

obtenue dans la Section 3.3.1. Il faut noter que dans ’approche markovienne cela ne correspond
pas a la variation de I’énergie totale. En effet, si au cours d’une interaction ’énergie totale est
constante dans I’approche hamiltonienne ce n’est plus le cas dans ’approche markovienne o le
systéme est dissipatif.
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Dans le cas de la cavité ouverte, ’expression du saut d’énergie lorsqu’on passe de la (n — 1)-
éme A la n-éme interaction est donnée par (équation (4.27) dans | D

5ENVZ (TL’I’7 (TL — ].)T) (354)

2726

2 _
<1 — e (o——o4)7/2 cos(97)> —p(1—p) Y- —94) (J|@|2 7+) e (o——o1)7/2 sin(67).

Dans la Section 3.3.1 on a obtenu, voir le Théoréme 3.25 et (3.35),
5E (n7, (n — 1)7) = N2 p(1 — p) a(1®0).

En remplacant a(1 @ 0) par sa version markovienne donnée par (3.46) on obtient alors

0 Evark (nT, (TL — 1)7’) = 2’)/2 p(]_ — p) Im (1_67)

0Envz (nt,(n—1)7).

Remarque 3.34. Dans le cas de la cavité idéale on a simplement

_ V2
0

a(l1®0) zv\@JTIm <1®0,eise®0> ds (1 — cos(071)),
0

et donc

0E (nt,(n—1)7) =p(1 — p)%(l — cos(671)),

qui coincide bien avec lexpression obtenue dans [ | (Théoréme 4.2).



Chapitre 4

Production d’entropie

Dans ce chapitre on s’intéresse & la production d’entropie dans le systéme. Supposons un
instant que tous les états considérés soient donnés par des matrices densité. Si p et p’ sont deux
matrices densité sur un espace de Hilbert H I’entropie relative de p’ par rapport a p est définie
par

Ent (p'|p) = Tr (p"log p — p"log p’) <0,
cette quantité pouvant éventuellement étre égale & —oo (c’est le cas si p’ n’est pas relativement
normal par rapport & p). Etant donné un état de référence prer, po 1’état initial du systéme

et p(n) létat aprés n interactions on va s’intéresser a la variation d’entropie relative aprés n
interactions, c’est-a-dire la quantité

AS(H) := Ent (p(n)|pref) — Ent (p0|pref) )

ainsi qu’a la production moyenne d’entropie par unité de temps, c’est-a-dire la quantité

AS := lim —LAS(n).

n—+x nrt

Ici tous les états ne sont pas représentés par des matrices densité, en particulier pour le réservoir.
On est donc amené & utiliser un cadre plus général pour définir ’entropie relative. Celui-ci a
été développé par H. Araki, il a étendu la définition de I’entropie relative a des états arbitraires
d’une algébre de von Neumann dans | , ]. Avant de s’intéresser a la production d’entropie
dans notre modéle on commence par rappeler le cadre algébrique nécessaire dans la Section 4.1.

4.1 Quelques pré-requis

On rappelle ici les principales définitions et les principaux résultats dont on aura besoin par
la suite. Le lecteur intéressé peut consulter | , , | pour plus de détails.

79
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4.1.1 Algébres de Von Neumann et théorie modulaire

On rappelle qu’une algébre de von Neumann 9 ¢ B(H) est une C*-algébre qui est fermée
pour la topologie faible. Si M ¢ B(H) est une sous =-algébre on note

M = {AeB(H)|VBeM, [A,B] =0}

son commutant. Le théoréme du bicommutant de von Neumann assure qu’une sous #-algébre
M de B(H) contenant Iidentité est fermeée pour la topologie faible si et seulement si 9t = 9"
ot M” = (M’ désigne le bicommutant de .

Remarque 4.1. Si 2 c B(H) est une C*-algébre alors A" est une algébre de von Neumann
appelé algébre enveloppante de A. Par exemple, la Proposition 1.1/ traduit le fait que CCR(h)" =

B(F(b))-

Définition 4.2. Soit 9 une algébre de von Neumann, Nt < 9 une sous-algébre de von Neumann
et w un état sur M. On appelle support de w respectivement a N

s =inf {P e M: P est une projection orthogonale et w (1 — P) = 0}.

Dans la suite on notera
Sy, 1= sin, S

et on dit que w est fidele si s, = 1.
Si w(A) = (2, AQ) on notera

On peut alors montrer que
Ran sp = MQ, Ran sq = M'Q.
En particulier w est fidéle si et seulement si 2 est cyclique pour 2. De plus
(MO)L = ker(sh) = (1 — s5)H.

On peut également facilement montrer que € est cyclique pour 9 si et seulement si Q est
séparateur pour 9, c’est-a-dire si A € M vérifie AQ = 0 alors A = 0.

Définition 4.3. Soient M < B(H) une algébre de von Neumann et Q) € H un vecteur cyclique
et séparateur pour M. On définit lopérateur antilinéaire Sq sur M par

Sq 1 AQ — A*Q.

Sq est un opérateur fermable et on note toujours Sq sa fermeture. Si Sq = JA;)/2 désigne la
décomposition polaire de Sq on appelle Aq Dopérateur modulaire et J la conjugaison modulaire.

Remarque 4.4. Le fait que () soit séparateur assure que Sq est bien défini, et le fait que ()
soit cyclique assure que son domaine de définition soit dense.

Remarque 4.5. La conjugaison modulaire J posséde une certaine universalité par rapport au
vecteur €2, voir la Remarque 4.12. C’est pourquoi on la note en général simplement J et pas Jgo.
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Définition 4.6. [A77] Soient M < B(H) une algébre de von Neumann et U, € H. On définit
Vopérateur antilinéaire Sq w sur le domaine MY + (1 — s )H par

SQ7\I/(A\]:I + @) = S\I/A*Q,

o A e M, O € (1 —sy)H. Sou est un opérateur fermable et on note ?qu, sa fermeture.
L’opérateur modulaire relatif est défini par

Aaw =S4 ¢Sa,w.
Remarque 4.7. Si Q est cyclique et séparateur alors Sq o = Sq et donc Ag g = Aq.

C’est la notion d’opérateur modulaire relatif qui permettra de généraliser celle d’entropie
relative de deux états (voir la Section 4.1.3).

4.1.2 Forme standard et Liouvillien

La théorie générale sur les formes standard a été développée par Haagerup [H75] suivant les
travaux de Araki [A76] et Connes [C73].

La notion de forme standard fait appel & celle de cone et en particulier de cone auto-dual
d’un espace de Hilbert. On rappelle que C' € H est un cone si pour tout ¢ € C et t > 0 on a
ty e C.

Définition 4.8. Soit H un espace de Hilbert et C un cone. Le cone dual de C' est ’ensemble
C:={peH[NpeC, (p,9)>0}.

Un cone C est dit auto-dual si C = C, et il est automatiquement fermé.
Définition 4.9. Une algébre de von Neuwmann I < B(H) est dite sous forme standard, s’il
existe une involution anti-unitaire J sur H et un cone auto-dual Ht < H tels que
1. JMmJ =M,
2. JAJ = A* pour Ae Mn M,
3. Jy = pour tout p e HT,
4. ATJTAHT < HT pour tout Ae M.
On notera (M, H, J, HT) une algébre de von Neumann sous forme standard.
Le théoréme suivant montre qu’il y a unicité, a isomorphisme prés, d’une représentation

standard. Une idée de la preuve peut étre trouvée dans | |. Elle repose sur la représentation
GNS (voir le Théoréme 1.26) et la théorie modulaire de Tomita-Takesaki.

Théoréme 4.10. Toute algébre de von Neumann 9 posséde une représentation 7 : M — B(H)
telle que (M) soit sous forme standard. Cette représentation est unique & équivalence unitaire
pres.

De la méme fagon, si 2 est une C*-algébre, w un état fidéle sur A, et (H,w,Q) la repré-
sentation GNS de (2(,w) alors 'algébre enveloppante 9 := 7(2A)” est sous forme standard.
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L’opérateur J est la conjugaison modulaire associée au vecteur représentatif Q et le cone H+t
est

HT = {AJAJQ, AeM}. (4.1)

On dira que (H,m, J, H") est une représentation standard de 2I.
Les deux théorémes suivants montrent I'importance de la notion de représentation standard
dans I’étude des systémes dynamiques quantiques.

Théoréme 4.11. Soit (M, H, J, Ht) une algébre de von Neumann sous forme standard. Pour
tout état normal w sur M il existe un unique vecteur représentatif W, € HT tel que

w(A) = (T, AV,), YAeMm

De plus, si w et u sont deux états normauz on a
2
o Vo = V" <lw—pll < Vo = Wpf Vo + Wl
o U, est cyclique pour m(M) < U, est cyclique pour w(IM)" < w est fidéle.
o Plus généralement w(MM)¥,, = Jr(IM)'V,,,.

Remarque 4.12. Si 9 est sous forme standard et W € H*, alors U est cyclique si et seulement
st il est séparateur. On peut alors montrer que la conjugaison modulaire Jg associée a U vérifie
Jy = J et que le cone Hy, := {AJAJY, A€M} ne dépend pas non plus de V, i.e. Hy = H™ .
En particulier si A est une C*-algebre, w un état fidéle, (H,m, J, H") la représentation stan-
dard de A associée a w, et si pu est un autre état relativement normal par rapport a w, alors

fu(m(A)) := p(A)

s’étend en un état normal sur M = 7(A)". Il existe donc un vecteur représentatif ¥, € H*. Si
de plus 1 est fidéle alors V,, est séparateur, donc cyclique et la conjugaison modulaire associce
a ¥, et la méme que celle associée a w.

Le second résultat concerne l'implémentation unitaire des x-automorphismes sur 9. Soit
(M, H, J,Ht) une algebre de von Neumann sous forme standard. On note Aut(9M) le groupe
des =-automorphismes de 99t muni de la topologie de la convergence o-faible, et 4l ’ensemble des
opérateurs unitaires de H tels que

UMU* =9 et UHT cH*.

Muni de la topologie forte des opérateurs il est un groupe et 7y7(A4) := UAU* définit un mor-
phisme continu de 4 dans Aut(91).

Théoréme 4.13. L’application U — 1y est un homéomorphisme. En particulier pour tout -
automorphisme o de I il existe un unique U € U tel que o = 1y. U est appelé l'implémentation
standard de o.

De plus, pour tout U € L et tout état normal w sur M on a

e [U,J] =0.

o UMU* =M.

o UMV, =Vyor,.
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Finalement, étant donné un systéme dynamique quantique (2, 7%, w), voir la Définition 1.25,
et (H,m, Q) la représentation GNS de w, il est naturel de chercher & décrire la dynamique 7

.....

GNS et le fait que w est invariant on montre alors

Proposition 4.14. Soit (A, 7%, w) un systéme dynamique quantique et (H,w, Q) la représenta-
tion GNS associée. Il existe un unique opérateur auto-adjoint L sur H tel que, pour A € A,

o w(1H(A)) = e*Er(A)e™E, pour tout A€ A et t € R,

e LO)=0.

L est appelé Liouvillien associé au systéme dynamique quantique (A, 7%, w).

Exemple 4.15. On reprend la situation de I’Ezemple 1.27. Soient A = B(h), 71(A) = el Ae~itH
ou H est un opérateur auto-adjoint sur by, et w est l’état associé 4 une matrice densité p > 0
invariante, i.e. telle que e_”Hpe“H = p pour tout t € R. (A, 7%, w) est un systéme dynamique
quantique dont la représentation GNS est donnée dans I’Exemple 1.27, et on vérifie facilement
que le Liouvillien associé est

L=H®1-1®H,
0w on rappelle que H est défini par Hip = Hi’(/;

L’opérateur L permet bien entendu d’étendre la dynamique a 91 = 7()”. En utilisant le
Théoréme 4.13 on peut alors montrer que si w est fidéle alors

LI+JL=0 et e™HTcH" VteR. (4.2)

Un cas particulier important est celui dans lequel w est un état (¢, 3)-KMS. On peut alors
relier le Liouvillien avec I'opérateur modulaire associé au vecteur représentatif ) de w

Aq = e PL. (43)

4.1.3 Entropie relative

On peut maintenant définir ’entropie relative d’un état p respectivement & un état de réfé-
rence w. Celle-ci a été introduite par Araki dans [A75] et [A77] et repose sur la notion d’opérateur
modulaire relatif introduit dans la Section 4.1.1. Il sera utile de définir I’entropie relative non
seulement de deux états mais plus généralement de deux formes linéaires positives pas nécessai-
rement normalisées.

Définition 4.16. Soit (M, H,J,H") une algébre de von Neumann, w,u deuz états normauz
sur M, et Q, 0 € H leurs vecteurs représentatifs. L’entropie relative de u par rapport a w est
définie par

(¥, log Ago¥) sis, < s,

—00 sinon.

Bur(u]) = {

De la méme fagon, si (2, 7%, w) est un systéme dynamique quantique avec w fidéle, (H, w, J, HT)
une représentation standard associée & w, et p un état relativement normal par rapport a w,
I’entropie relative de p par rapport & w est alors définie par

(¥,log AqwV) sis, < s,
—00 sinon,

Bur(u]) = {
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o Q, ¥ sont les vecteurs représentatifs de w et p dans le cone H™.
On rappelle deux propriétés utiles sur les opérateurs modulaires relatifs et sur I’entropie
relative.

Proposition 4.17. Soient w, u deux formes linéaires positives sur M de vecteurs représentatifs
respectifs Q, V.

1. Pour tout a € R*, le vecteur représentatif de ap est \/aV.

2. Pour tous a,be R¥,
2

a
Agopy = 75 A,
b2

3. Pour tous a,be R¥
Ent(ap|bw) = a Ent(p|w) + a p(1)(logb — loga).
4. Soit I : 9T — 9N un =-automorphisme, alors
Ent(pol|lwol)=Ent(u|w).

Proposition 4.18. [A77] Soient w, i deuz formes linéaires positives sur M de vecteurs repré-
sentatifs respectifs 0, V. Alors

JAQ7\I/JA\I/,Q = A\I]7QJAQ,\IJJ = S&Sq;.
En particulier, si w et u sont fidéles on a A;}Q = JAq,uJ et donc

log A\I}7Q = —Jlog AQ7\I}J

4.1.4 Convergence au sens fort de la résolvante

Dans cette partie on rappelle quelques résultats sur la convergence forte au sens de la résol-
vante qui nous seront utiles dans la Section 4.3. On commence par deux conditions équivalentes
impliquant la convergence au sens fort de la résolvante.

Proposition 4.19. [151] Supposons que A,, et A sont des opérateurs auto-adjoints. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Soit 20 ¢ . _, o(Ay) (par exemple si Im zo # 0). Alors
(20 — Ap) "1 "257 (29 — A)TY fortement.
(2) Si f est une fonction continue et bornée sur | J_, o(A,), alors

F(An) "5 F(A)  fortement.

. .. . s n—+xC .
Si l'une de ces conditions est vérifiée alors A, — A fortement au sens de la résolvante.

Proposition 4.20. [RS1]
Supposons que A,, A sont des opérateurs auto-adjoints, A est essentiellement auto-adjoint sur

D et Apip "25" A pour ip € D. Alors A, "25° A aqu sens fort de la résolvante.
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Proposition 4.21. [ ]

Supposons que A,, A sont des opérateurs auto-adjoints et A, [=arey| fortement au sens de
la résolvante. Supposons que ¥y, tel que ¥, "—=>" 1 faiblement et |Antn| < C. Alors ¢ €
Dom(A), la limite faible de A1, existe et A, "257 Ay faiblement.

Proposition 4.22. [ | Soit (M, H, J, H') une forme standard d’une C*-algébre 2.
On suppose que, pour Q,, ¥, € HT,
n—-—+w0

o Aq, w, — M fortement au sens fort de la résolvante,

n——+w0C .

v, — VU faiblement,
n—-+aoo

® sy, — sy fortement,

e 0,28 Q faiblement.
Alors M = Aq .

4.2 Retour au modéle

On revient ici au modéle étudié dans les chapitres précédents. Tout comme pour les varia-
tions d’énergie 1’étude de l'entropie nécessite de considérer le systéme total, c’est-a-dire “ca-
vité+réservoir+atomes”. On procéde comme dans la Section 3.3 en revenant d’abord & la situa-
tion ou il y a M atomes dans le faisceau et ot n < M. L’algébre des observables du systéme est
donc

M
AM = Ae @ Ar @ ) Ae;.,
j=1

o ¢, Ar sont définies respectivement en (1.24), (1.28) et A¢, = Ag = B(C?). On rappelle que
si u est un état sur 2A¢ ® Ax on note

M
fi=p®Quws (4.4)
j=1

ol we désigne I’état initial des atomes, voir (3.31). Si p est 1’état initial du systéme C + R alors
I’état du systéme total aprés n interactions est

fi, (A) := p(Us A Un) (4.5)

ou U, désigne le propagateur unitaire correspondant a n interactions (voir la Section 3.3.1).

Afin de définir la production d’entropie on se fixe un état de référence wyer fidéle du systéme
C+R. On supposera aussi par la suite que p € ]0, 1[ afin que les états wg soient également fidéles.
On reviendra sur les deux cas particuliers p = 0 et p = 1 dans la Section 4.5.

Définition 4.23. Soit p I’état initial du systéme C + R. La variation d’entropie aprés n inter-
actions est donnée par

AS(n) := Ent (fiy, | Oret) — Ent (| Oret) -

A vpriori la définition de AS(n) dépend du choix de I’état de référence wyer et du nombre
M d’atomes. Cependant au temps n7 seuls les n premiers atomes ont interagi avec la cavité
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tandis que les autres atomes sont restés invariants (les atomes sont initialement dans un état
invariant pour leur dynamique libre). Ainsi, aprés n interactions, seuls les n premiers atomes ont
contribué a la production d’entropie et AS(n) ne dépend pas du choix de M > n. A nouveau le
nombre M d’atomes ne joue plus de role et on omettra de I’écrire.

Définition 4.24. La production d’entropie dans le systéme est définie, si elle existe, par

AS := lim —LAS(n).
n—%  NT

L’objectif de la suite de ce chapitre est d’étudier la production d’entropie dans le systéme.
Nous allons dans un premier temps calculer la variation d’entropie au temps nr et relier celle-ci &
la variation d’énergie. En s’appuyant sur les résultat de la Section 3.3 on pourra alors déterminer
la production d’entropie dans le systéme. Comme on I’a mentionné la variation d’entropie dépend
a priori du choix de I’état de référence wyer. Pour ce dernier on va considérer le cas correspondant
a l'état d’équilibre wngR du systéme C + R couplé et dont la fonction caractéristique est donnée
par (2.30).

Comme on I’a vu dans la Section 4.1.3 la définition de I’entropie relative de deux états
nécessite de se placer dans la représentation standard de I’état de référence. On commence donc
par décrire ci-dessous la représentation standard de 1’état de référence mentionné ci-dessus. Pour
cela on commence par décrire la représentation standard de I'état KMS découplé w§ ® wf. On

en déduiera ensuite celle de I’état wng_

4.2.1 Représentation standard de wg ®wZ§

On rappelle que 7} et 7h décrivent respectivement les dynamiques des systémes C et R
découplés, voir la Section 1.4.1. On donne ici la représentation standard de I’état

Wref = wg ® w;z.
Ici w§ est 'état donné par la matrice densité

1

C _ —BHc
P5 = Ty (ePHe)®

En notant

Tocir =T ® TR (4.6)
la dynamique du systéme découplé, le triplet (e ® A, 74 ¢y r,wh ® wk) définit donc bien
un systéme dynamique quantique et ’état wg ®wl7§ est un état (T870+R,ﬂ)—KMS. Comme on
I’a mentionné & la fin de la Section 1.2.3 un état (7%, 3)-KMS est également (o?, —1)-KMS ou
o'(A) = 7P(A). On en déduit que w§ @ wf est un état (o0cir, —1)-KMS ol o cqr est la
dynamique agissant sur ¢ ® 2Ar et définie par

dheir(A) = 17 @m"(4) (4.7)

e—itﬂ(Hc-}-HR)A eitﬁ(Hc-‘rH'R).

Elle est appelée dynamique modulaire associée & wg ®wZ§. Son intérét apparaitra dans la Section
4.3.
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Remarque 4.25. On vérifie facilement que pour tout c € C et tout f € f on a

W @WE (W(A) @ W) = f (W(e)) x wf (W(f)

Gl 26N

Comme on I’a vu dans la Section 4.1.2, afin d’obtenir une représentation standard de 2l @2z
associée & WG ®w] on commence par déterminer la représentation GNS de celui-ci. L'état w§@wf
est un état produit, il suffit donc de déterminer la représentation de chacun des composants
séparément.

La représentation de w§

La représentation GNS (He, e, Q¢ p) de (Qlc,wg) est donnée par, voir I’Exemple 1.27,

He = F4(C)® F1(O),

me : e = B(F+(C)) — B (He).
A— AR,

+o0
Qepi= D A6, ®9;.

j=1

ol (¢;); est une base orthonormée de vecteurs propres de p% et \; la valeur propre correspon-
dante.

Remarque 4.26. La conjugaison complexe est la conjugaison usuelle sur C étendue ensuite a
F+(C), et on a en fait ¢; = ¢;. Si on identifie F (C) avec L*(R) comme dans la Remarque 1.57
la conjugaison complexe utilisée correspond a la conjugaison usuelle sur L*(R). Les ¢; sont alors
les fonctions propres de loscillateur harmonique de fréquence 6 et vérifient donc bien (;3]- = ¢;.

On peut alors vérifier que Me = ¢ (Ac) = B(F4+(C)) ® 1 et que la conjugaison modulaire
Jo : He — He est donnée par Je 1 ¢ @Y — 1 ® .

Enfin, le Liouvillien associé au systéme dynamique quantique (¢, 74, wg) dans la représen-
tation standard ci-dessus est, voir I'Exemple 4.15,

Le:=He®1lc — 1 ® He,
ot on a utilisé le fait que He commute avec la conjugaison complexe choisie et donc He = He.

La représentation de wf¥

La représentation GNS d’un gaz de bosons libres a été obtenue dans | | et est appelée
représentation d’Araki-Woods dans la littérature.
e L’espace de Hilbert est

Hr = Fy (L2(R?) ® Fy (LA(RY)).
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e La représentation mr est donnée par
R W({F) — B (’ﬁn)
W) —w ((1+0)"2 f)@W (o 7)

ol g = (eﬁw — 1)71 et f désigne la conjugaison complexe usuelle sur L?(R?).
e Le vecteur représentatif est N
Qr =Qr @ Og,
ot on rappelle que % est le vecteur de vide de I'espace de Fock F (L2(R3)).
La conjugaison modulaire Jx : 7-t7g — 7-L7g est ici aussi donnée par Jg : ¢ Q ¢ — 7,/; ® qi_), le
Liouvillien par
Lz = Hr ® Iz — Iz ® Hg,

et on notera My = 7r (UAr )" 'agébre enveloppante associée a Ax.

La représentation de wg ® w?

A partir des représentations décrites ci-dessus on obtient celle de wg ®w§ :
e l’espace de Hilbert de la représentation est

H = 7'~lc®ﬁ7z,

e la représentation est donnée par 7 : e ® Axr — B(H) avec

7 (A® B) :=nmc(A) @ mr(B),

le vecteur représentatif _
Qp = Qe g @O,

¢ la conjugaison est
J = JC ® JR7

I’algebre est
Meir = Me @ Mg,

le cone H+ < H est obtenu comme dans la Section 4.1.2, i.e.

HT = {ATATQy, AeMeyr}
Enfin le Liouvillien associé & la dynamique découplée 7§ ¢, donnée par (4.6) est
Ly:=Lc®1+1® Ly,
tandis que celui associé & la dynamique modulaire U&CHQ, (4.7), est
Lo := —BLg.

Comme dans les chapitres précédents il est utile d’étendre la représentation 7 aux opérateurs
de champs qui ne sont pas & proprement parler des observables. Cette extension repose sur la
notion d’opérateur affilié & une algébre de von Neumann.
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Définition 4.27. Un opérateur auto-adjoint P agissant sur un espace de Hilbert H est affilié a
M < B(H) si et seulement si ' € M pour tout t € R.

La notion d’opérateur affilié est plus générale que celle donnée ici, voir par exemple | I
Comme nous ne 'utiliserons que pour les opérateurs de champs qui sont auto-adjoints la défi-
nition ci-dessus sera suffisante. On vérifie facilement que pour tout c® f € C @ f les opérateurs
de la forme ¢(c@® f) sont affiliés & ¢, . La représentation m s’étend alors & ces opérateurs par

(9(c@® ) = 9(c) @1@ Iy, +15, ® (6 (1 +0)2f) @1+1006 (o2)).  (48)
Remarque 4.28. Comme nous l’avons indiqué dans la Section 1.1.3, pour ce C et f €f, on a
Ur (W(e) @W(f))Up =W (c@®f),

0uUp : FL (C)®F L (L%(R?)) — F (COL?(R?)) est défini comme dans (1.6). Pour simplifier les
notations nous noterons toujours © la composée tomp ou mp : Ycqr 3 A ULAUp € Ae @A
et ainsi, pour tout ce C et f €§

T(W (@) =WEAOleW ((1+0"2f)@W ().

4.2.2 La représentation standard de wgwa

La construction de la représentation standard pour wngR va reposer sur celle de wg ® wZ}

et de la théorie de perturbation des états KMS. On rappelle que 7¢ +r est la dynamique du

systéme C + R couplé engendrée par Heyr (voir le Théoréme 2.23) et que wngR est un état

(Té+R, B)-KMS.
Le théoréme suivant fournit une représentation standard de 2Ac ® A associée a wg+R a

partir de celle associée a wg ® w?. On rappelle que le couplage entre la cavité et le réservoir
est donné par les deux termes Hy, et R, voir la Section 1.4.1, et que A désigne la constante de
couplage.

Théoréme 4.29. ([ J, Thm II1.2 et [ ]) Soit § > 0. Il existe A\g > 0 tel que, pour
tout 0 < |A| < Ao,

1. les opérateurs
Lo+n(Hi, +R) et Lo+n(Hr, +R)—Jr(Hr, + R)J
sont essentiellement auto-adjoints sur D(Lg) n D(w(H, + R)) et D(Lo) n D(n(H, +
R)) n D(Jrw(Hy, + R)J),
2. Qge D (enflbotnlim t1/2) of

e=BLo+m(Hig +R)/20)
Q/\ :

_ +
T o PR H TRI2Q €H (4.9)

est le vecteur représentatif de wg”z dans H™T, i.e.
witR(A) = (A, T(A)Q), VAeA @An,
et est cyclique pour ©(Ac @ Ax)”.
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Remarque 4.30. Le point 1. est prouvé dans [ [ en utilisant le Théoréme du commutateur
de Neslon, de fa¢on similaire o celle pour l'opérateur He g dans [ | Voir aussi le Théoréme
4.46 dans la Section 4./ ci-dessous.

Le fait que le vecteur Qy € D (e_B(L0+”(H1R+R))/2) est également prouvé dans [ ] 1l
découle de la théorie de perturbation des états KMS d’Araki que le vecteur Q) définit un état
(téiw, B)-KMS. Le fait qu’il coincide avec w?’R est l'objet du Théoréme IIL.2 dans [ ]

Le théoréme ci-dessus montre que (ﬁ, m, 8, ) est une représentation GNS de (U@, wgwa)_

Par ailleurs, comme Q) € HT, la Remarque 4.12 assure que la conjugaison modulaire et le cone
associé sont également J et H™T, autrement dit (H, 7, J,H1) fournit une représentation standard
associée a l’état wngR. Enfin le Liouvillien correspondant a la dynamique couplée 75  est donné
par [DJP03]

Ly = L0+7T(H[R +R) —J’JT(H[R +R)J

Comme dans la section précédente on peut définir la dynamique modulaire o ., » associée a
C+R . . , t . t _ =Bt C+R
wg T Puisque ce dernier est un état (75,z,)-KMS on a simplement, ONCiR = Teir> Wp

est ainsi (aﬁ\ﬁc +=>—1)-KMS et le Liouvillien associée a la dynamique modulaire couplée est

Ly =—fBL,.

4.2.3 Représentation des états du systéme total

On décrit briévement la représentation pour l’état du systéme total, atomes inclus, corres-
pondant aux états du systéme cavité4réservoir étudiés dans les Sections 4.2.1 et 4.2.2, i.e. aux
états

M M
w0=wg®w§®®w5 et w,\=wg+R®®Wg.
j=1 j=1
Comme ces états correspondent & des états produits, leur représentation est obtenue a partir de
celles des différents composants.

La représentation de we

La représentation d’un atome est obtenue de facon similaire a celle de wgc en utilisant

I’Exemple 1.27. Si (|=),|+)) est la base canonique de He = C?, et la conjugaison complexe est
la conjugaison usuelle sur C? alors la représentation de (g, 75, we) est donnée par

He = C2@C2,

me : B(C?) — B (le)
A— A®1

Qe :=/1-p|=)@® | +PIH®[+),

Me =me(™Ue) = B(C?)®1, la conjugaison modulaire J¢ : ﬁg - 7—75 est donnée par Je : ¢Qv —
P ® ¢, le cone H est HE = {AJcAJeQe, A€ Me} et le Liouvillien

Lg = Hg@]lg—]lg@Hg.
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Le systéme total

La représentation standard des états wy et wy est alors donnée par (M), 7 (M) ) g/+.(M))
ou

j=1
M
7T(M) =T ® e,
j=1
M
JID = @) Je,
j=1
M
HEM =3t @ R HE
j=1
Le vecteur représentatif de wqg est
M
Qo = Qo ® Q) e,
j=1

et celui de w) est

Le Liouvillien du systéme dynamique (M), Téyc+n ® ®JM=1 TE, wp) est
u M M
LM =Lo® @1y, +1; @R Le,
j=1 j=1
; (M) .t M ¢
et celui de (A™M) 78, 2 @ X)) T¢, wx) est
u M M
LM =Ly@®1y, +150 ) Le.
j=1 j=1
Remarque 4.31. Comme LgQe = 0, la relation (/.9) donne

N efﬁ(LgM)er(M)(HIR+R))/2§‘20
Q) =

He—ﬂ<LéM>+w<M><HzR +R)/2¢), H '

On rappelle que la matrice densité pg décrivant 1’état initial wg d’un atome est donnée par
(1.25). On voit aisément que cela correspond a un état (7¢, Bg)-KMS avec

Be = log(p) — log(1 —p)
E = E .
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Tout comme dans les sections précédentes, les dynamiques

M M
—Bet —Bt o _—Bt —Bet
op = 06,C+R®®75 Pet = TCﬁ ®7'Rﬁ ®®7’£ Pe (4.10)
Jj=1 Jj=1
et
Mo Mo
0= er®QTe " = T r®@Q T (4.11)
i=1 i=1

sont telles que wp et wy sont respectivement des états (0§, —1) et (o}, —1)-KMS. Elles sont
appelées dynamiques modulaires associées et leurs Liouvilliens sont

M M
LM =Loo® Iy, —Bely ® X Le,
j=1

j=1
et
- (M) N M M
Y =1eQ@lg, ~ 6150 @ Le.
j=1 j=1

4.3 Geénéralisation de la formule de production d’entropie
L’étude de la variation d’entropie nécessite de calculer des quantités de la forme
Ent (o |w) — Ent (1| w)

ol et w sont deux états, U un unitaire et py est ’état défini par uy(A) = p(U*AU). Dans le
cas qui nous intéressera, w sera un des états de référence considérés dans la section précédente, p
I’état inital du systéme et U le propagateur unitaire de la dynamique, voir la Définition 4.23 et
(4.5). L’approche pour calculer de telles quantités est la formule dite de production d’entropie.

Théoréme 4.32. [ | Soit A une C*-algébre, o une dynamique sur A dont le générateur
sera noté 0, et w un état (o, —1)-KMS. Soit u un état w-normal et U € A n D(d,) un opérateur
unitaire, on note py(A) := u(U*AU) pour A € A. Alors on a

Ent (i ) = Ent (u|w) — i 12 (U*6,(0)) (4.12)

Le fait que dans le théoréme ci-dessus I’état w soit un état KMS joue un réle crucial. On voit
ici apparaitre I'importance des dynamiques modulaires of) et o} définies en (4.10)-(4.11).

Dans notre modeéle la C*-algebre est AM) | Iétat de référence wy, la dynamique est la dyna-
mique modulaire o}, et opérateur unitaire U est le propagateur

Un — e*lTHn . eszHl.

Le générateur de o} est
M

A—i|BHeym + Be Y. He, Al

Jj=1
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et
M
BHeir + Be Y, He, Uy

j=1
n’est pas borné (plus de détails sont donnés dans la Section 4.4, Lemme 4.45). Il faut donc
au préalable généraliser le Théoréme 4.32 au cas d’'un opérateur unitaire U n’appartenant pas
nécessairement & D(d,).
La preuve de (4.12) donnée dans | | repose sur la théorie d’Araki de perturbation des
états KMS [A77].

Lemme 4.33. Soient (M, H,J,H") est une algébre de von Neumann sous forme standard, o'
une dynamique sur M, w un état (o, B)-KMS fideéle, Q) le vecteur représentatif de w dans H™,
L le Liouvillien associé a (M, ot ,w), et P € M un élément auto-adjoint. Alors

L Qe D (emPEAP)2).
2. Qp = e PIAPIRO € 3T
(Qp, AQp)

3. wp(A) := ONE

L+ P, i.e.

définit un état (o', B)-KMS ot o', est la dynamique engendrée par

J%)(A) _ eit(LJrP)Aefit(LJrP)’ VAe m,
et Lp =L+ P — JPJ est le Liouvillien associé.

4. Pour tout état p qui est w-normal on a

Ent(|wp) = Ent(1] w) — Bu(P) — log |2p]. (4.13)
Remarque 4.34. Cette formule a été prouvée dans le cas ot p est un état fidéle par [A70, ]
et a été généralisée pour p un état w-normal quelconque par [ .

Remarque 4.35. La dynamique perturbée op peut également étre définie a partir de o et d’une
série de Dyson

oh(4) = Y

z"J
ns0  JOSt <<ty <t

[0t (P), [, [0 (P), 0" (A)] ---]] dty - dt,..

Si § est le générateur de o alors celui de op a le méme domaine que & et est donné par dp(A) =

5(A) +i [P, Al.

Afin d’obtenir la généralisation de la formule (4.12) dont nous aurons besoin on va au préa-
lable étendre (4.13) au cas de certaines perturbations P non-bornées. La théorie de perturbation
des états KMS (propriétés 1. & 3. du Lemme 4.33) au cas de perturbations non-bornées a été
étudiée par Derezinski-Jaksi¢-Pillet.

Théoréme 4.36. [ | Soient (M, H,J, H") est une algébre de von Neumann sous forme
standard, o' une dynamique sur M, w un état (o, 3)-KMS fidéle, Q) le vecteur représentatif de
w dans HT, L le Liowvillien associé¢ a (MM, ot,w), et P auto-adjoint affilié a M. On suppose que
o L + P est essentiellement auto-adjoint sur D(L) n D(P),
o Lp est essentiellement auto-adjoint sur D(L) n D(P) n D(JPJ),
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o e PP2Q| < +o0.
On définit
0b(A) = M EHP) g LHP) -y 4 e .

Alors on a
1 Qe D (e P |
2. Qp:=e PULAPI2Q0 e 3+,

(Qp, AQp)

3. wp(A) = HQPHQ

associé.

définit un état (o', 3)-KMS et Lp = L+ P— JPJ est le Liouvillien

4. Qp est cyclique et séparateur.
5. log AQP’Q = —5L - BP
6. On a linégalité de Golden-Thompson

[2p] < |e #7720 .

7. Pour tout 0 < ¢ < 1, cP satisfait les hypothéses du théoréme, ainsi Q.p est bien défini.
De plus, lim |Q.p — | = 0.
c—0*t

L’idée de la preuve de ce théoréme est d’approcher P par une suite (P,), d’opérateurs
bornés puis d’utiliser des arguments de passage a la limite. On va procéder de facon similaire
pour étendre (4.13).

Lemme 4.37. On reprend les hypothéses et notations du Théoréme 4.36. Soit p un état w-
normal et fidéle. On note ¥ e H* son vecteur représentatif. On suppose que log Aq v — BP est
essentiellement auto-adjoint sur D(log Aq,w) n D(P) et que ¥ € D(P). Alors

Ent (1] wp) = Ent (j1]w) — Bu(P) — log |2 .

Remarque 4.38. L’hypothése sur lauto-adjonction de log Aq v — SP apparait naturellement
du fait que Uentropie relative Ent(u | w) est définie a partir de lopérateur modulaire relatif Aq v,
voir (4.14).

Dans le cas ot p = w on a Agq = e L (voir (4.3)). Ainsi la condition log Aq v — BP
est essentiellement auto-adjoint sur D(log Aq,w) N D(P) se raméne a L + P est essentiellement
auto-adjoint sur D(L) n D(P). On verra plus loin, Remarque /.41, que cetle situation est en
fait un peu plus générale.

Remarque 4.39. La restriction a p fidéle n’est probablement pas nécessaire en ajustant l’hypo-
theése sur lauto-adjonction de log Aq w — BP (Aq,w a alors un noyau non trivial). Elle permet
cependant de simplifier la preuve et nous suffira par la suite ou, tout comme dans la Section 3.3,
on considérera des états analytiques p € S, voir la Définition 3.8.

Preuve. La preuve de (4.13) repose sur l'identité

10g AQP7\I/ = log AQ,\IJ — ﬁP (414)
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Celle-ci a été prouvée dans [A77] dans le cas ot P est borné. On va montrer qu’elle reste valable
sous nos hypothéses et comment on en déduit alors (4.13).

Etape 1 : De (4.14) a (4.13).

On note ﬁp = |Qp] ' Qp. ﬁp est le vecteur représentatif de wp dans H*. D’aprés le
Théoreme 4.36 ce vecteur est séparateur, on a donc sq, = 1 et ainsi

Ent (u|wp) = <\I/, logAg q,\I'>
Par ailleurs, en utilisant la Proposition 4.17 et (4.14) on a

log Ag . o = log (”QP”72AQP,\I/)
= log Aq,.v — log [Qp[?
= log Aq .y — AP — log [2p*.
d’ou

Ent (uwp) = (¥, (log Aqy — BP —log [Qp?) )
= Ent (u|w) — Bu(P) — log |2p|*.

Etape 2 : Preuve de (4.14).
Dans le cas particulier p = w, l'identité (4.14) s’écrit

log Aﬁpﬂ =logAqqo— P =—-pBL— P,

qui n’est rien d’autre que le 5. du Théoréme 4.36. Pour démontrer le cas général on suit la

méthode utilisée dans [ ]. L’idée est d’approcher P par une suite (P,)nen d’opérateurs
bornés, d’utiliser (4.14) pour P, et de passer a la limite.
On définit

P, i=1{_, (P)P, VneN,

ott Ij_, »)(P) est la projection spectrale de P associée a I'intervalle [—n,n]. Ainsi P, converge
vers P au sens fort de la résolvante, et comme P,, est borné on a pour tout n

log Aq, v =logAqw — Py, (4.15)

et on va chercher & “passer a la limite” n — +o0.

1. Pour tout ® € D(P) on a P,,® — P® et donc pour tout ® € D(log Aq v) n D(P) on a
(log AQ7\I} — ﬁPn)ti) - (log AQ7\I} — ﬂP)rb

Comme log Aq ¢ — BP est essentiellement auto-adjoint sur D(log Aq w) n D(P), la Proposition
4.20 permet d’en déduire que log Aq ¢ — BPF, converge vers log Aqg ¢ — BP au sens fort de la
résolvante.

2. On va montrer que le membre de gauche de (4.15) converge fortement au sens de la
résolvante vers log Aq, w. Le point 1. assure qu’il converge au sens fort de la résolvante et il
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reste & justifier que sa limite est bien log Aq, v, ce qui en utilisant la Proposition 4.19 est
équivalent & la convergence au sens fort de la résolvante de Aq, ¢ vers Ag, y. On va pour cela
utiliser la Proposition 4.22 avec ,, = Qp et ¥,, = U. Il reste donc a justifier que

w— lim Qpn = QP. (416)
n—+x0 )
On va pour cela utiliser la Proposition 4.21 avec A, = ¢ #L+FPn)/2 A = ¢ BULAP)2 of ) =
P = Q.
La convergence au sens fort de la résolvante de L + P, vers L + P, et donc de A,, vers A, se

montre comme au 1. On a évidemment w — lim¢,, = t. Enfin, comme P, vérifie les hypothéses
du Théoréme 4.36, 'inégalité de Golden-Thompson nous donne

|2, || < e 2.
Or par hypothése Q € D (e /) et donc
e PP = 1, 1 (P)e PPRQ 2R o BP2)

La suite Qp = e #LTPn)/2Q = A4, est donc bornée. D’aprés la Proposition 4.21 on a donc
w — lim A, %, = A1) ce qui est exactement, (4.16). O

Dans la pratique il peut étre difficile de vérifier que log Ag ¢y — BP est essentiellement auto-
adjoint sur D(log Aq,w) n D(P). La difficulté est qu’il n’est pas forcément aisé d’avoir une
expression simple pour l'opérateur modulaire relatif Aq y. Dans la section 4.4 on sera amené &
considérer le cas ol w = wng et u € S, ie. de la forme p(A) = w(W(u) AW (u)*). On pourra
alors utiliser le lemme suivant.

Lemme 4.40. Soit (2,0t w) un systéme dynamique quantique tel que w soit un état (0!, 3)-
KMS fidéle, U € 2 un unitaire et p = wy 'état défini par p(A) = w(U*AU). Si (H, 7, J,HT)
est une représentation standard associée a w, Q) le vecteur représentatif de w dans H' et L le
Liowvillien associé a (2,0, w), alors le vecteur représentatif de p dans H* est

U =7(U)Jn(U)S,

et on a

log Aqw = BJm(U)La(U*)J = —BJm(U)JLIm(U*)J. (4.17)
Remarque 4.41. Pour un état pu de la forme ci-dessus la preuve de ’essentielle auto-adjonction
de log Aqw — BP se raméne donc a celle Jn(U)JLIJn(U*)J + P et ainsi a celle de L +
Jr(U*)JPJw(U)J. Comme P est affilié a M et que Jw(U)J € M on a Jr(U*)JPJn(U)J = P
et Dessentielle auto-adjonction de log Aq v — BP se raméne a celle de L + P.

Preuve. 1. On rappelle que J est une involution anti-unitaire, en particulier

<(I)17 Jq)2> = <(I)2, J(I)1> s Vq)l, @2 € H, (418)
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et verifie JQ = Q et JIMJ = M. Ainsi on a, pour tout A € 2,

w(A) = (0,7 (U AV) )

= (JQ, 7 (U*AU) JQ)

= (Jr (U*AU) JQ, Q)

= (Jr (U*AU) JQ, © (U*U) Q)

= (7 (U) Jr (U*AU) JQ, 7 (U) )

= {(Jr (U*AU) J= (U)Q, 7 (U) Q)
=(Jr(U)Q,n(U* AU)JTF(U)Q>

= (m () Jr (U) Q7 (A) 7 (U) Jm (U) Q)

ol on a utilisé (4.18) aux 3e et Te lignes, et le fait que Jr (U*AU)J € I a la 6e ligne. Par
définition de H™*, voir (4.1), le vecteur ¥ = 7 (U) Jr (U)Q est dans HT et est donc l'unique
vecteur représentatif de p dans celui-ci.

2. On commence par déterminer Ag . On utilisera ensuite la Proposition 4.18. Par définition,
pour tout A€ 2 on a

Se.am(A)Q =

ot on a utilisé JQ = Q ala 1e ligne, Jr(U)J € M’ ala 2e et S = JASI{2 a la 4e. Comme w est
un état (o?, 3)-KMS on a de plus Ag = e~ L et donc

Sy.om(A)Q = Jn(U)e PL2r(U*)r(A)Q.
Comme 7(U) est unitaire, 7(U)e PL/27(U*) est auto-adjoint positif et on en déduit que

Ag g = m(U)e Pla(U*) = e ATOLTUT),
Finalement (4.17) découle de la Proposition 4.18 et ot on a utilisé (4.2) pour obtenir la deuxiéme
égalité. 0

Finalement on peut généraliser le Théoréme 4.32.

Théoréme 4.42. Soient (2,0t ,w) un systéme dynamique quantique tel que w soit un état
(ot,—1)-KMS fidéle, p un état w—normal fidéle et U € A un unitaire. On note (H,m,J,HT)
une représentation standard associé a w, Q le vecteur représentatif de w dans H*, U celui de p
et L le Liowvillien associé a (A, 0t,w). On suppose que —iU*5,(U) est affilié a A ou , est le
générateur de ot, et si P := 7 (—iU*0,(U)) on suppose que

o L + P est essentiellement auto-adjoint sur D(L) n D(P),
e Lp =L+ P— JPJ est essentiellement auto-adjoint sur D(L) n D(P) n D(JPJ),
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) Hep/2QH < 400,
e log Aqw + P est essentiellement auto-adjoint sur D (log Aq w) n D(P),
o Ve D(P)
Alors
But (g | @) = Bt (1 o) + u(—iU*6,(D)),

ot on rappelle que py(A) == w(U*AU).

Preuve. Cette preuve est similaire a celle du Théoréme 4.32 dans | |
La Proposition 4.17 donne

Ent (u |w) = Ent (1 oy ).

et on note que d’aprés le Lemme 4.40 le vecteur représentatif de ’état wyr+ est
Qus = 7(U*)Jr(U*)Q.

D’aprés le Théoréme 4.36, I’état

(Qp, AQp)

wP(A) = HQPH2 )

QP = e(LJrP)/le7

est (of,—1)-KMS ou of est la dynamique engendrée par L + P. L’idée est de montrer que
wy+ = wp et de pouvoir ainsi appliquer le Lemme 4.37.

Soient Tt := e LH+Ple=itL ot Tt .= 7 (U*a'(U)) = 7 (U*) e*Fn(U) e L. D’une part
d . _
&7—1 = 7—1 ethPefth’ TO — ]17

et, par définition de L,

d o _ * t
g‘l = (U*a" (0,(V)))

= (U*) eitL7T ((Sa(U)) e—itL
— SteitLﬂ' (U*) T (60'(U)) efitL
= ‘IteitLPe_itL.
Puisque T° = 1 on en déduit que pour tout t on a 7% = T! et donc que
AP = TtethQ = gl = p(U*)eLr(U)N. (4.19)

Vu la définition de Qp I'idée va étre d’effectuer une continuation analytique de I’identité ci-dessus
jusqu’a t = —i/2. On utilise pour cela la proposition suivante.

Proposition 4.43. (/[ [, Prop. A.2.) Soit H un opérateur auto-adjoint et il existe s > 0
tel que Q€ D (eSH). Alors z — e*H () est analytique dans la bande 0 < Re (z) < s, continue en
norme sur sa fermeture et

||ezHQH < ”esHQ”RC(Z)/S HQ”17Re(z)/s‘
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D’apreés le Théoréme 4.36, Q € D (e(L+P)/2) donc la fonction z — e**(E+P)Q) est analytique
dans la bande —% < Im (2) < 0 et est fortement continue sur sa fermeture. Ainsi la continuation
analytique de (4.19) jusqu’a z = —% donne

Qp = ETP20 = 7(U*)eEPr(U)Q.
Comme w est (o!, —1)-KMS et que L est le Liouvillien associé on a Aq = e’ et donc
eL/2 = Al/z = JSQ
Ainsi
Qp = m(U*)JSqmn(U)Q

= 7(U*)Jn(U*)Q
= Qus.

On a donc bien wyx = wp et comme Qpx est le vecteur représentatif de I'état wy« il est de
norme 1. Le Lemme 4.37 donne donc finalement (on a ici § = —1)

Ent (py |w) = Ent (@ jwys )
— Bt (ufwop)
— Ent (o) + (¥, PT) — log [0p?
=Ent (p|w) + p(—iU*6,(U)).

4.4 Application au modéle

Dans cette section on va calculer la variation d’entropie relative et la production d’entropie
par unité de temps, voir la Définition 4.23, en prenant comme état de référence

—wg+R®®w5

On relie aussi ces variations d’entropie aux variations d’énergie étudiées dans la Section 3.3.
Etant donné un état initial p sur Ae @ Ag et i Uétat défini sur AM) par (4.4) on note
AS\(n) la variation d’entropie correspondante, i.e.

ASy(n) = Ent(fiy, |wx) — Ent(f | wy).

M

On va chercher a utiliser le Théoréme 4.42. Le systéme dynamique considéré est (A a4, wy).

Le générateur J,, de la dynamique modulaire oy associée & wy est

M
055 (A) = —i | BHesw + Be Y He, A
j=1
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et sa représentation standard est donnée dans la Section 4.2. L’opérateur unitaire U est ['opéra-
teur d’évolution U, qui n’est pas dans le domaine de d,, comme on I’a mentionné au début de
la section précédente. Enfin pour ’état initial p on supposera, comme dans la Section 3.3, que
e S,. Le résultat principal de cette section est

Théoréme 4.44. Soit 1 € &,. La variation d’entropie ASx(n) aprés n interactions est donnée
par
AS\(n) = = AEcyr u(n),

et la production d’entropie moyenne par unité de temps existe et vaut
AS\ =3 AFE.

Afin de pouvoir utiliser le Théoréme 4.42 la premiére chose est de s’assurer que —iU*d,, (U,,)
est affilic & AM) et de déterminer son image P, dans la représentation standard, les autres
hypothéses du théoréme s’exprimant en terme de celui-ci. Afin de ne pas alourdir les notations
on notera aussi P, := —iU*d,, (U,). Comme on I’a déja noté la dynamique du systéme couplé
laisse invariants les atomes. Ainsi U,, commute avec les Hg, et on a

P, = —pU} [Heywr, Un]
—B(UpHeyrU, — Heyw) -

Lemme 4.45. Soit ’opérateur P, défini sur

M M
D(P,) = {1/) € D(Heyr) ® Q) He ‘ Unp € D(Heyr) ® Q) ’Hg} :

=1 j=1
par

Pn = _ﬂ (U:HC+R Un - HC+R) .

Alors P, est affilié a AM) | s’étend o D (H&ﬂ) ®®jM=1 He, et on a

Py = 52 S 6 ((w1r — wiony,)(L@0)) @ b (4:20)

=1

— ByV2uy Z bib, — ByV2 Z (W—g+1 — wi—) @ biibr, ® b by,
1=

1<k<i<n
ot on rappelle que les u; sont des scalaires et sont définis en (3.27).

Preuve. Sur D(P,) on a
Py =—B(UyHeir Un — Heir),

ol
M

U, = e—’LTHn .. .e_lTHl, H, =H¢cir +HIg" + Z ng.
Jj=1
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Le choix de I'interaction cavité-atome entraine que, pour tous j, k, [Hr,, , He,| = [Heiw, He;| =
0, et donc

iTH, —itH, iT(Heyr+H —iT(Heyr+H
et nHC re 1T Hy, _ei( c+ IEn)HC re iT(He IEn)

i (H, +H —i7(H, +H
_HC R” H[gn el ( C+R I‘S”)ngne K3 ( C+R Ign)

i T ir T
= Heqir + Hlsn, —e'7 ngne v

Ainsi, pour tout n > 1,

P, =8 (U,’f_le”H" Hepme iTHny, | — Hc+R)
—B (Un_1He+rUp—1 — Hesr) + B (Ut Hi,, Un — Us_ 1 Hi, Up—1)

=Fp_1+ B (U:ngn Un - U':l:—lHIgn Un—l) )

ou Py = 0. Par récurrence on en déduit que

Py=p8)] (Ul* Hy, U, — Ui, Hy, UH)
=1

n
* it(Hesr+Hr, ) —it(Hesr+Hr, )
=1

ou Uo =1.
En raisonnant comme dans le Lemme 1.44 on peut écrire

eiT(HC+R+HIgl) — eiTH_ ® (]15, _ bl*bl) + ei'rH+ ®bl*bl

tandis que

Hi,, = yV20(1@0) @ bjby,

ot by/b} désigne les opérateurs d’annihilation/création sur C? associé au l-iéme atome. En uti-
lisant (3.8) on en déduit

iT(H +H
e (He+r Igl)HIsle

= V2 (e p(1@0)e™ ™+ — ¢(1@0)) ® by
= V2 (¢ ((w, = (1 @0)) — a(1®0)) @by,

77;7'(HC+’R+HIEL ) _ H]
&

et donc, en notant que U;_; agit trivialement sur He, et ainsi commute avec b}b;,
Po= B2 Y U, (6 ((w, — 1)(1@0) — a(1@0)) @ b'br Upy
1=1

= B2 Y Ut 16 ((w, — (1 @0)) Uiy @ bfb — (1@ 0)lle o @ b} b (4.21)
=1
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Etant donné f € C®f, en utilisant (3.8) et en raisonnant comme ci-dessus on a, sur D(Hp) ®
He

eiT(HC+R+HIS)¢(f)e*iT(HC+R+HIE) _ ei-rH,Qb(f)efi‘rH, ® (]lg _ b*b) + ei7H+ ¢(f)efiTH+ ®b*b
¢(w-(f)) ® (e —b*b) [6(w-(f)) — a(f)] @™
o(wr(f)) — a(f)b* (4.22)

En utilisant (4.22) on obtient donc
U1 ((wr = DA @0) U1 @ bf'by
_ Ul"‘_zeiT(HchRJrHIgl*l)¢((wT " @0))e—ir(Hc+R+H1£lil)Uli2 ® b7
= U 50 ((wer —w;)(1@0))Ui—2bi'by — o((wr — 1)(1 @ 0)) by bi—1 @b} by,
et par récurrence

U 10((wr = 1)(1@0))Ui—y @ bifby
-1

= ¢((wir —w_1)) (1 @0)) @bFb — Y a((Wa—r)r — Wa—k—1)-)(1 D 0))bbr @ bi'by.

k=1

En insérant cette identité dans (4.21) et en utilisant la notation u; = a (w;_1),(1@0)), voir
(3.27), on obtient (4.20).
Finalement, comme 1 ®0 € C® f et que w; laisse C @ f invariant, P, est de la forme

Z (f) @blbl+Zglblbl+ D1 Grbibi @b (4.23)

=1 1<k<i<n

ot les f; sont dans C @ et les (;, (j, sont des scalaires, et P, est donc bien affilié & AM) O

On va maintenant s’attacher a vérifier les différentes hypothéses du Theoreme 4 42 La repre—
sentation standard associée au systéme dynamique (Q[(M)7 ok, wy) est (H(M) M ) H (M )
le vecteur représentatif de wy est Q, et le Liouvillien ™). En notant egalement U le vecteur
représentatif de [ il faut donc vérifier :

1. ZE\M) + 7M)(P,) est essentiellement auto-adjoint sur D (EE\M)) n D (7M)(P,)),

2. f/E\M) +7M(P,) — JM7M) (P, ) JM) est essentiellement auto-adjoint sur

D (I87) A D (0 (P)) o D (JO070(R,) TN

ew(M)(pn)/QQ/\H < 400,
4. logAg ¢ + 7(M)(P,) est essentiellement auto-adjoint sur D <log Afn,w) A D(xM)(P,)),
5. We D(rM(P,)).
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On a supposé que p € &, il existe donc u e C @ f tel que fi(A) = wy (W (u)* AW (u)) oir on
a simplement écrit W (u) pour W(u) ® ®J1Vil 1¢. D’aprés le Lemme 4.40 on a donc
U = 7MW (1)) J M 7D (W (1) Qy = 7D (W () T 7D (W (1)) TP Qy, (4.24)

et la Remarque 4.41 assure que '’hypothése 4. se raméne & 1. Les hypotheses 1. et 2. découlent
directement du théoréme ci-dessous, qui est un cas particulier du Théoréme 4.2. dans [ I,
et du fait que les parties correspondant aux atomes (les Lg et b*b) sont bornées.

Théoréme 4.46. Soient A, B;,C € C®f,
L=Lc®1+1Q Lg,
et .
Q:= le (6(A7) 7 (6(B;)) + 7 (6(C)) (4.25)

ot Le, Lr, m = ¢ @ mr sont définis dans la Section J.2.1. Alors les opérateurs
sont essentiellement auto-adjoints sur D = Fi*(C)QFI(C)@F™ (CFL (R?, dk))@FI (CX (R3, dk)).

En effet, Hr, + R et P, sont bien tous de la forme (4.25) et D est inclus dans chacun des
domaines D (L{")), D (x0(P,)) et D (JODxAD(P,)JOD).

1l reste donc a vérifier les hypotheéses 3. et 5. C’est I'objet des deux lemmes suivants.

Lemme 4.47. Pour tout u € C ®f, le vecteur U défini en (4.2/) est dans D (x)(P,)).

Preuve. Comme V := 7™ (W (1)) J™M a3 (W (u))JM) est unitaire, ¥ € D(x(M)(P,)) si et
seulement si 2 est dans le domaine de

VM (p,)V
= (J(M)T‘-(M)(W(u))J(M)> 7T(JVI)(W(u)*)W(M) (Pn)ﬂ-(M)(W(u))J(M)ﬂ-(M)(W(u))J(M)
= 7MW (w)* )M (P )n M (W (w))
= 7 (W (u)* P, W (u)).
ot on a utilisé que JM M) (T (u))JM) est dans le commutant 7(M) (QI(M))I. Comme

W(u)* (/)W (u) = ¢(f) +1m (u, f),
on vérifie aisément que W (u)* P, W (u) est également de la forme (4.23), en remplacant (; par
¢ + Im (u, ;). On obtient alors 7™) (W (u)*P,W (u)) en utilisant (4.8) et on a bien Q) €
D (eM(W (w)* P, W (u))). O
Lemme 4.48. Soit ’opérateur P, défini dans le Lemme 4.}5. Alors

e3n(

P")Q,\H < 400.
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|

ainsi on cherche a controler w) (eP ") .

Preuve. On a
1 ~ 2 ~ ~
eéﬂ-(M)(Pn)Q)\H _ <Q)\,e7T(M)(P")QA> = wy (ePﬂ) .

Décomposition de P,

Pour tout j on définit les projecteurs orthogonaux
= biby, oy = (Lg, —n)).
On rappelle que
M
wy = wg+R ® ®w5.
j=1
L’idée est de décomposer P,,, puis e/, comme combinaison linéaire de termes produits de la

forme P, c4+r @ B1®---® By dans lesquels les B; seront soit n;r soit nj - I1 découle directement
de (4.20) que P, est de la forme

Pn = Z P;,L% ® 77#3
#e{+,—}n

ott # = (#1, ..., #n) € {+,—1", chaque P¥ agit sur Hc.r et est de la forme
PY = o(ff) + ¢ (4.26)
avec ¥ e C®fet (€ C, et
= @ @

Comme P, agit trivialement sur les atomes d’indice j > n il est inutile de décomposer les facteurs
lg;, j > n, en terme de 17;’ et ;. On peut noter que les 7 sont des projecteurs orthogonaux
tels que

Dot =1 et pFp* =0, V#E# e{+, )"
#e{+, -}

n* n’est en fait rien d’autre que le projecteur de rang 1 associé au vecteur propre |#1) ®- - -®|#n)

de Z Hg,;. On en déduit que

Jj=1

efn = Z Pl @i,
#el{+,—}n

Controle de wy (eP")

Puisque wg(b*b) = p (c’est la probabilité qu’un atome arrive dans 'état exicté) on a

R we(n?) = pOard+(#) (1 - p)Card-#)
j=1
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ot Card, (#), resp. Card_(#), est le nombre de +, resp. —, dans #. Ainsi

Wy (ePn) _ Z pCard+ (#) (1 _p)card,(#) wg+n (epf)
#e{+,—}"
_ Z pOArds(#) (1 _ p)Card—(#) oiF wng (e¢(f#)) ,
#6{4’77}”

ot on a utilisé (4.26). Il nous reste & s’assurer que chacun des termes
C+R *
w3+ (e¢(f" )) (4.27)
est fini. Pour cela on va utiliser la théoréme de Wick suivant.

Théoréme 4.49. [IW50] Soit w un état quasi-libre sur une algébre CCR(h) et (A;j)1<j<m une
famille d’opérateurs ot chaque A; est une combinaison linéaire d’opérateurs de création et d’an-
nihilation. Alors

0 , st m est impasir,
w(A1 Az Ap) = > W(Aa-(l)Aa-(Q))w(Ag(g)AU(4))...W(AU(m_1)AU(m)) , st m est pair,
0EPm/2
ot, pour tout entier n, P, l'ensemble des permutations de {1,...,2n} telles que

o2l—1)<o(2l) et o(20—1)<o(20+1),

2n)!
pour tout 1 € {1,2,....n}. On a par ailleurs Card(P,,) = é”nr)L'
On applique le Théoréme 4.49 & 1’état quasi-libre wngR et A4 = -+ = A, = o(f) ou
feC®f. Sij=2l+1¢€ N est impair, on a
WG (0())M) =0, (4.28)

et si j = 2] € N est pair on a

WER (B(f) = 3T WS (o)) = B e (5(p2)

N
oc€P; 2 l

En utilisant (1.13) et (2.30) on a donc

21

SR (o) = O

o (4.29)

1/2
coth (?) v(f)
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Finalement, en utilisant (4.28) et (4.29), on peut estimer (4.27)

JjeN
21
1 (2 <Bw>1/2
=% —— —— |lcoth | — v(f#)
= (20! 2t 2
21
1 Bew 1/2
leN ’
1/2 2
=exp | = |coth (%) v(f#) < 400,
ce qui achéve la preuve. O

Preuve du Théoréme 4.44. Tout ce qui précéde assure qu’on peut appliquer le Théoréme
4.42 et donc

ASx(n) := Ent (uy, |wx) — Ent (@ ]wy)
= ﬁ(Pn)
=B a(UyHeyrUn — Heyr)
= —f AEcyr u(n).

Finalement le Théoréme 3.29 assure que la production moyenne d’entropie par unité de temps
existe et vaut 1
AS)\ = lim ——ASA(n) = BAE
nr

n—+uw

4.5 Cas ou les atomes sont tous dans 1’état fondamental ou
tous dans l’état excité

On rappelle que la matrice densité pg décrivant I’état initial we d’un atome est donnée par
(1.25). Ainsi si p = 0 (tous les atomes arrivent dans I’état fondamental) ou p = 1 (tous les
atomes arrivent dans I’état excité) pe n’est pas de rang maximal et wg n’est pas fidéle, voir la
Définition 4.2, et on ne peut pas raisonner comme dans la Section 4.4.

Comme on ’a déja mentionné, a cause du choix du couplage entre la cavité et les atomes,

I’état de ces derniers est invariant sous la dynamique. Ainsi, si p est 'état initial de C + R et
M

f=pQ ) we est celui du systéme total avec M atomes, I'état du systéme total aprés n < M
j=1

interactions est

M
fiv, = (no L") ® Q) we.

Jj=1
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La variation d’entropie relative ASy(n) peut donc aussi s’écrire

ASx(n) = Ent(fv, |wa) — Ent(fi|wy)
C+R C+R
= Ent(poLl" |w5+ ) — Ent(p | wﬂ+ ).
Or dans les cas p = 0 et p = 1 Vopérateur de dynamique réduite £ correspond en fait a une
évolution unitaire. On a simplement

ei‘rH, o) efi‘rH,

sip=0,
E(O) = { eiTH+Oe—iTH+ p

sip=1.

Ainsi
ASy(n) = Ent (,uU; |wg+R) — Ent (u | wg”z) )

ol # = +,— et le propagateur Uy est donné par U_ = e - gsip=0et Uy =e TH+ g

p = 1. On va alors pouvoir utiliser les résultats de la Section 4.3 en travaillant directement sur
le systéme réduit cavité+réservoir.

4.5.1 Lecasp=0
Proposition 4.50. Soit 1€ &, et p = 0. Pour tout n € N on a

AS\(n) = —=BAEc4r,u(n) =0,
et la production d’entropie par unités de temps vaut donc
AS) = BAFE =0.

Preuve. En utilisant le 4. de la Proposition 4.17 et comme wg+72 est Té+R—invariant on obtient

ASy(n) = Ent (ng |wg+R> — Ent (p | wg+R>
= Ent (,u | wngR) — Ent (u | wng)
=0.

Par ailleurs il découle directement de (3.39) que si p =0 on a AE¢; % ,(n) = 0. O

4.5.2 Le cas p=1

Comme dans la section 4.4 on va chercher & utiliser le Théoréme 4.42. Le systéme dynamique

considéré est (Acir, O’f\7c+R, wg”z). Le générateur §, de la dynamique modulaire o) c+®r

associée a wgwa

OXN,C+R
est

60’>\,C+R (A) = _Zﬁ [HC+R7A]7

et sa représentation standard est donnée dans la Section 4.2. L’opérateur unitaire U est ’opé-
rateur d’évolution U} = e~ TH+  Comme précédemment on supposera que 1’état initial p est
dans &,.
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Avant d’utiliser le Théoréme 4.42 il faut s’assurer que
P, = _i(U-ﬁ)*(Sax,c+R (U-T—L) =-p (einTH+HC+Re_inTH+ - HC+R)

est affilié & ¢z, déterminer son image dans la représentation standard et vérifier que

Lemme 4.51. Soit lopérateur P, défini sur

e%ﬂmm”? < +o.

D(P,) := {1 € D(Hesr) Ul € D (Heir)}
par
P, =-p (einTH+ Heypge "+ — HC+R) .
Alors .
P, = ByV2 (qﬁ((wm - 1)(1@0)) —f as(1@0) ds) . (4.30)

0

En particulier P, est affilié a Acrr et de plus

2
Q%W(P")Q)\H < +00.

Preuve. Comme D(H,) = D(H_) = D(H,) on a simplement D(P,) = D(Hp). En raisonnant
comme dans le Lemme 3.30 (voir (3.37)) on obtient, sur D(Hy),

P, = B2 <¢((wm -0 - [ auen ds) .

Comme 1@0 € COF et que wy laisse invariant C@f on en déduit que P, est bien affilié¢ a ¢ .
Il reste & vérifier que

2
e%”(P")Q,\H < +00.

e%w(Pn)Q)\HQ _ wgwa (eP”)

= exp (—ﬂ%/if as(180) ds) W§tR (e¢<fn>) ,
0

ot f, = BYV2(wnr — (1@ 0) et il suffit donc de vérifier que
C+R (o0(fn)
Wg (e ) < +00.

Ce terme est exactement de la méme forme que (4.27) et la preuve est identique. O
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Proposition 4.52. Soit p € &, et p = 1. La variation d’entropie ASx(n), pour n = 1, est
donnée par

nT

A&mﬁhﬁAﬂnmAm=—mV2Gm«ﬂ—mﬁﬂ®®ﬂO+J

0

as(1®0) dds) ,

et la production d’entropie moyenne par unité de temps existe est vaut
AS, =B AE =0.

Preuve. On procéde de la méme maniére que dans la Section 4.4, en appliquant le Théoréme
4.42. Pour cela il faut vérifier les hypothéses suivantes

1. Ly + 7 (P,) est essentiellement auto-adjoint sur D (E)\) n D (7 (P,)),

2. Ly +n(P,) — Jr (P,) J est essentiellement auto-adjoint sur

D (EA) A D (7 (Py) D (Jr(Py)J),

2
3, e%”(P")QAH < too,

4. log Aq, w + 7 (P,) est essentiellement auto-adjoint sur D (log Aq, v) n D (7 (P,)),
5. We D(m(P,)),

ot ¥ est le vecteur représentatif de p.

Les preuves des différents points sont similaires & celles effectuées dans la Section 4.4. On a
supposé que p € G, il existe donc u € C@f tel que p(A) = wy (W(u)* AW (u)), et d’apres le
Lemme 4.40 on a donc

U = (W (u)Jr(W(w) Qs = 7(W(w))Jr(W(w))JQs.

La Remarque 4.41 assure que ’hypothése 4. se raméne & 1. Les hypothéses 1. et 2. découlent
directement du Théoréme 4.46. Le point 3. est démontré dans le Lemme 4.51. Le point 5. se
montre de la méme facon que le Lemme 4.47.

Ainsi on peut appliquer le Théoréme 4.42 et on obtient

Ent ('uUi |wg+R> = Ent ( |wC+R) + u(Py).

et donc
ASx(n) = w(Pn) = —BAEciRu(n).
Par ailleurs, (4.30) et (3.24) donnent

A8\ = 57321 (((wor = D100~ [ 0100 ds).

Finalement, le fait que AF = 0 découle directement de (3.32) avec p = 1.
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Annexe A

Quelques résultats de |Ar81al,
|Kol1la| et |Kol11b]

Dans cette annexe on rappelle des notations et des résultats provenant du travail de A. Arai
dans [ | et de M. Kénenberg dans | et ]. Ces notations sont utilisées dans la
preuve du Lemme 2.26 ainsi que dans la Section 3.4.

Définition A.1. Pour z € C\[0, +0) on défini

12 p(k)
D(z) = =240+ |z 'p| + A’ JRs =k,

D, := lim D(r +ie), re][0,+0),

e—0+
p(k)
Q(k) _)\D+ k2

(g J o

Définition A.2. On définit les opérateurs swivant sur L?(R3)

o g(K) /
(Geg)(k) = f G R AR g
é = 111314_ Gm

Tg:=g+ )\wl/QQéwl/2pg,
T*g:=g - \w'?pGw'/?Qy,

Wig:= 1 (w—1/2T*w1/2 + wl/QT*w—l/Q) 7

N

W_g:i= = (w’l/QT*wl/Q _ wl/QT*w’l/2> '

\}
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112 ANNEXE A. QUELQUES RESULTATS DE [AR81A], [KO11A] ET [KO11B]

Le lemme suivant donne la forme de &£(\) qui correspond au taux de décroissance apparaissant
dans le Théoréme 3.13 et utilisé dans le Théoréme 3.9. Ce taux est donné par la partie imaginaire
des zéros du prolongement analytique de R 3 r + D, (r?) sur une bande autour de I'axe des
réels.

Lemme A.3. [ ] Pour X\ # 0 suffisement petit, il existe un prolongement analytique de
R 57+ D.(r?) sur {z€C: |Imz| < |[Imi(\)|} qui n’a pas de zéros. De plus, k() est pair,
analytique et

RN = 1+ kA2 + k)t +

ot Im ko = 27%p%(1).
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