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Résumé

Cette thèse de doctorat porte sur le calcul par la méthode des éléments finis du comportement

dynamique de réservoirs élastiques précontraints contenant un liquide interne à surface libre. Nous

considérons que la pression hydrostatique exercée par le fluide interne incompressible sur les parois

flexibles du réservoir est à l’origine de grands déplacements, conduisant ainsi à un état d’équilibre

non-linéaire géométrique. Le changement de raideur lié à cet état précontraint induit un décalage des

fréquences de résonances du problème de vibrations linéaires couplées. L’objectif principal du travail

est donc d’estimer, par des approches numériques précises et efficaces, l’influence des non-linéarités

géométriques sur le comportement hydroélastique du système réservoir/liquide interne autour de dif-

férentes configurations d’équilibre. La méthodologie développée s’effectue en deux étapes. La première

consiste à calculer l’état statique non-linéaire par une approche éléments finis lagrangienne totale. L’ac-

tion du fluide sur la structure est ici modélisée par des forces suiveuses hydrostatiques. La deuxième

étape porte sur le calcul des vibrations couplées linéarisées. Un modèle d’ordre réduit original est

notamment proposé pour limiter les coûts de calcul associés à l’estimation de l’effet de masse ajoutée.

Enfin, divers exemples sont proposés et comparés à des résultats de la littérature (issus de simulations

numériques ou d’essais expérimentaux) pour montrer l’efficacité et la validité des différentes approches

numériques développées dans ce travail.

Mots-clés : Interaction fluide-structure, Méthode des éléments-finis, Forces suiveuses hydrosta-

tiques, Précontrainte, Hydroélasticité, Masse ajoutée, Modèle d’ordre réduit
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Abstract

This doctoral thesis focuses on the calculation by the finite element method of the dynamic be-

havior of prestressed elastic tanks containing an internal liquid with a free surface. We consider that

the hydrostatic pressure exerted by the incompressible internal fluid on the flexible walls of the tank

causes large displacements, thus leading to a geometric non-linear equilibrium state. The change of

stiffness related to this prestressed state induces a shift in the resonance frequencies of the coupled

linear vibration problem. The main objective of the work is therefore to estimate, through precise and

efficient numerical approaches, the influence of geometric non-linearities on the hydroelastic behavior

of the reservoir/internal liquid system around different equilibrium configurations. The methodology

developed is carried out in two stages. The first one consists in calculating the non-linear static state

by a total Lagrangian finite element approach. The action of the fluid on the structure is modelled here

by hydrostatic following forces. The second step is the calculation of linearized coupled vibrations. In

particular, an original reduced order model is proposed to limit the calculation costs associated with

the estimation of the added mass effect. Finally, various examples are proposed and compared with

results from the literature (from numerical simulations or experimental tests) to show the effectiveness

and validity of the different numerical approaches developed in this work.

Keywords : Fluid-structure interaction, Finite element method, Hydrostatic follower forces, Pres-

tressing, Hydroelasticity, Added mass, Reduced order model
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2.5.5 Exemple d’utilisation de la ligne de niveau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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3 Équilibre statique non-linéaire géométrique avec forces suiveuses uniformes par

construction d’une base réduite PGD a priori 107
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3.2 Problème NL géométrique avec forces suiveuses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

3.2.1 Rappel : Discrétisation du principe des travaux virtuels . . . . . . . . . . . . . 110

3.3 PGD a priori avec pression uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.3.1 PGD avec champ de pression uniforme et grandes transformations . . . . . . . 112
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3.6.5 Analyse de la convergence du point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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4 Vibrations hydroélastiques linéaires : formulation EF et calcul de la matrice réduite
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5.2.1 Notations et définitions des configurations de la structure . . . . . . . . . . . . 186
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6.3.2 Perspectives : hydroélasticité et non-linéarités . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
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A.1 Potentiels hyperélastiques et invariants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
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D.1 Développement des formes continues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
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D.2 Opérateurs discrétisés et coefficients associés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
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pression hydrostatique ; (b) Maillage tridimentionnel de la structure avec 1536 éléments
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drostatique (∥u∥ = 0 mm (en bleu) et ∥u∥ = 0.176 mm (en rouge) ; (b) Déformation
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2.27 (a) Maillage en configuration de référence ; Configurations courantes pour (b) h1 = 46.3

mm et V1 = 0.02× 106 mm3 ; (c) h2 = 205.5 mm et V2 = 0.401× 106 mm3 ; (d) h3 = 219.1

mm et V3 = 260× 106 mm3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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gentes sont analogues aux matrices du problème non-linéaire avec forces suiveuses. . . 122
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3.10 Évolution du résidu d’équilibre en fonction des itérations de l’algorithme de Newton-

Raphson pour différentes valeurs de pression p. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

3.11 Neufs premiers modes (λi,Λi) générés par l’algorithme proposé Tab. 3.3. . . . . . . . . 129
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4.16 Exemples de modes hydroélastiques (partie structure) pour m = 3 pour différentes
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nombre de degrés de liberté. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
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5.31 Évolution des cinq premières fréquences de résonance avec effet de masse ajoutée et
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précontrainte (ligne pointillée rouge). L’effet de masse ajoutée est prise en compte dans

les deux cas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
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C.2 Exemple cas 2 dans l’élément réel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
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Chapitre 1

Introduction

Ce chapitre d’introduction aborde les problématiques associées à l’interaction fluide-structure
entre un réservoir et un liquide interne à surface libre. A partir d’une vue d’ensemble d’applica-
tions industrielles allant de la bio-mécanique à l’aérospatial, nous soulèverons le cas particulier
du comportement hydroélastique de réservoirs précontraints abordé dans la suite du manuscrit.
Cette précontrainte vient, par exemple, d’une pressurisation et peut être à l’origine de décalages
des fréquences de résonance du système. Celles-ci ne sont pas estimées à l’heure actuelle via les
approche linéaires classiques. L’originalité principale du travail consistera donc à calculer un état
d’équilibre non-linéaire géométrique d’un réservoir pressurisé par un fluide (liquide ou gaz) avant
l’analyse de son comportement dynamique. L’objectif est d’estimer l’influence d’une telle précon-
trainte sur les fréquences couplées hydroélastiques de l’ensemble réservoir-liquide interne. Pour
cela, nous nous servirons de la méthode des éléments finis et d’approches par projection sur bases
réduites.
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1.1. CONTEXTE ET APPLICATIONS INDUSTRIELLES

1.1 Contexte et applications industrielles

1.1.1 Modélisation du comportement mécanique de réservoirs couplés à des li-
quides internes

Dans le cadre de cette thèse, nous étudions le comportement statique et dynamique de réser-

voirs précontraints 1 contenant un liquide interne à surface libre via la méthode des éléments finis

(MEF). L’interaction fluide-structure entre un réservoir élastique et son contenu fait encore l’objet

de nombreuses recherches, même si les travaux précurseurs apparaissent dès les années soixante dans

le domaine aérospatial [1]. En effet, lors de la conception des réservoirs de lanceurs ou de satellites,

l’influence du ballottement du carburant joue un rôle significatif sur la dynamique du système. Ce phé-

nomène peut être à l’origine d’échecs ou de retards de missions spatiales (notons que pour un satellite,

sa durée de vie dépend de la quantité de carburant disponible pour la correction de sa trajectoire). De

nombreuses autres applications industrielles sont aussi concernés par des problématiques d’interaction

fluide-structure avec un liquide interne à surface libre (voir Fig. 1.1).

Figure 1.1 – Exemples de cas d’applications de réservoirs contenant un fluide interne à surface libre.

Nous proposons ci-après des exemples non-exhaustifs d’applications nécessitant l’étude du compor-

tement statique et/ou dynamique de tels systèmes. Ces cas sont catégorisés dans un premier temps par

domaines industriels. En aéronautique le ballottement du kérosène contenu dans les ailes d’avions

peut avoir un impact sur le son comportement dynamique sous écoulement [2] (aéroélasticité). D’autres

problèmes portent sur le dimensionnement de systèmes de contrôle actif des vibrations de structures

1. Précontrainte : L’état précontraint est associé à un état d’équilibre statique avec prise en compte de non-linéarité
géométriques (hors du cadre de l’hypothèse classique des petites perturbations).
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minces, assimilées à une aile, en contacte avec un liquide interne [3]. Revenons dans le domaine de

l’aérospatial et en particulier sur le ballottement du carburant des réservoirs de satellites en orbite.

Dans ce cas, les tensions superficielles jouent un rôle important et difficile à prévoir, sur la dynamique

des liquides en micro-gravité. Certains ont imaginé des solutions basées sur des membranes très souples

pour amortir ce phénomène [4, 5, 6]. D’autres ont proposé des études portant sur la forme des réser-

voirs ou sur des systèmes de contrôle actif. Un autre effet, plus en lien avec les développements qui

vont suivre, concerne le couplage hydroélastique 2 entre les vibrations d’un réservoir pressurisé et le

fluide interne lors du décollage. Différentes études montrent que l’effet d’une pressurisation peut avoir

une influence sur le comportement hydroélastique d’un réservoir, tel qu’un déacalage des fréquences

de résonance [7]. Dans le domaine du transport routier, le ballottement peut modifier la dynamique

des véhicules transportant du liquide menant parfois à des accidents de la route [8]. Certains s’inter-

essent au contrôle de ce type de véhicules avec une grande quantité de liquide [9] ou à l’influence de la

forme du réservoir sur le ballottement [10]. Les applications liées au transport maritime sont d’une

importance économique et écologique cruciale. Par exemple, les conséquences de l’impact de liquides

sur les parois internes de réservoirs de méthaniers peuvent être dramatiques en conduisant par exemple

à la ruine de la structure. Estimer l’intensité du champ de pression maximale admissible lié à l’impact

de la surface libre sur une paroi élastique est un sujet de recherche actuel [11, 12]. Dans le cadre du

génie civil, les citernes contenant une immense quantité de carburant doivent résister à des séismes

de grandes amplitudes. Dans certains cas, ces structures doivent résister à des impacts d’avions [13].

Toujours dans ce domaine, l’étude de barrages en caoutchouc, pressurisés à l’eau ou au gaz, nécessitent

des études à la fois statiques et dynamiques autour de l’état précontraint pour leur dimensionnement

[14, 15, 16]. Enfin, en bio-mécanique, de nombreuses applications nécessitent l’étude du compor-

tement de matériaux très souples (tels que des tissus organiques) en contact avec des liquides (par

exemple pour des études en lien avec l’œil, la vessie ou encore les disques inter-vertébraux avec li-

quide interne). Dans ce cadre, nous pouvons citer les travaux traitant de la prédiction de la position

d’organes pelviens [17] ou d’instillation de la vessie [18] (traitement contre le cancer). En dynamique,

la vibration d’une réplique de corde vocale [19] ou les vibrations d’un œil avec un glaucome [20] né-

cessitent l’estimation d’une précontrainte avant une analyse dynamique couplée. Au travers de toutes

ces applications, nous voyons clairement que l’étude des phénomènes mécaniques entre réservoirs et

2. Hydroélasticité : Phénomène décrivant les vibrations d’une structure couplées à celles d’un fluide incompressible
interne ou externe.
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liquides internes peuvent être de différentes natures. Nous verrons en section suivante que certains

phénomènes peuvent être découplés en fonction de la plage de fréquence d’intérêt.

Dans la suite de ce travail, nous nous intéressons uniquement à la dynamique de réservoirs avec

liquide interne autour d’un état d’équilibre. Cette thèse n’aborde donc pas le cas des liquides en

écoulement [21]. De plus, nous nous intéressons aux applications pour lesquelles la structure subit

une précontrainte due à des non-linéarités géométriques. Nous choisissons ci-dessous d’illustrer la

problématique avec une application spatiale. Un lanceur comme Ariane 5, d’une masse totale de

750 tonnes au décollage, est constitué à 90 % de ses réservoirs et d’ergol liquide. La prédiction des

vibrations hydroélastiques est donc un enjeu crucial pour le déroulement du lancement, compte tenu

des actions mécaniques colossales nécessaires lors du décollage et du coût économique investi pour

l’envoie d’une charge utile (voir Fig. 1.2). Dans le futur, l’utilisation de parois de plus en plus fines et

de matériaux souples peuvent nécessiter la prise en compte des non-linéarités matériau et géométrique

dans la modélisation.

Figure 1.2 – Illustration des action mécaniques lors du décollage d’un lanceur.

40
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Cadre applicatif de la thèse

Parmi tous les exemples d’application proposés, nous nous restreignons aux réservoirs élas-
tiques avec un liquide interne initialement au repos. Nous faisons en particulier l’hypothèse que la
structure vibre autour d’un état d’équilibre statique précontraint. C’est à dire que l’état d’équi-
libre du réservoir soumis à une charge statique (pressurisation d’un gaz ou champ de pression
hydrostatique) est suffisamment grand pour changer la raideur de la structure. Les applications
concernées par ces hypothèses sont le génie-civil, la biomécanique et le domaine de l’aérospatial.

1.2 Enjeux de la thèse : hydroélasticité et état précontraint

1.2.1 Dynamique d’un système fluide-structure autour d’états d’équilibre sta-
tiques

La durée d’un décollage de lanceur est de l’ordre de quelques minutes. C’est la durée durant laquelle

le réservoir se vide de ces ergols pour générer la propulsion de gaz par combustion. A l’échelle des

sollicitations dynamiques que subit un réservoir (> 10 Hz) la durée de vidange est suffisamment lente

pour être considérée quasi-statique. Nous appelons τ le rapport entre le volume de fluide disponible

et le volume de fluide au décollage. Les études que nous proposons s’effectue alors pour un τ supposé

figé vis-à-vis de la dynamique du système (voir Fig. 1.3).

Figure 1.3 – Dynamique du problème couplé considéré à chaque taux de vidange donné.

Une difficulté rencontrée lors de la modélisation concerne la prise en compte des mouvements de

corps rigides [22]. Pour simplifier nos développements, nous considérons que la structure est encastrée

sur une partie de son bord dans la suite de ce manuscrit (voir Fig. 1.4). Nous serons alors en mesure
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de nous concentrer sur l’influence de la précontrainte sur le comportement dynamique sans prendre

en compte les modes de corps rigides.

Figure 1.4 – Non prise en compte des mouvements de corps rigides dans la suite de l’étude.

1.2.1.1 Ballottement, hydroélasticité et échanges d’énergies

Lors de l’excitation dynamique d’un réservoir rempli de liquide autour d’un état d’équilibre sta-

tique, plusieurs phénomènes physiques bien distincts sont rencontrés. Ces phénomènes sont a priori

assez découplés et peuvent être répertoriés en plusieurs catégories. La première concerne les modes

dits de ballottement liés à la gravité 3, qui sont à très basse fréquence (< 1 Hz). De nombreux modèles

décrivant la dynamique du ballottement existent dans la littérature [1, 23]. En fonction du niveau de

description requis, le ballottement peut être modélisé par des systèmes masses-ressorts ou pendulaires

(voir Fig. 1.5), des modèles de fluide potentiel, ou les équations de Navier-Stokes en milieux dipha-

siques. Ces modes de ballottement existent à moyenne et haute fréquence, mais les énergies potentielles

de la surface libre mis en jeux sont généralement négligeables par rapport aux autres phénomènes vi-

bratoires. C’est l’une des raisons pour laquelle ce phénomène ne sera pas développé dans la suite du

manuscrit.

Figure 1.5 – Exemples de modèles masse-ressort ou pendulaire associés au ballottement.

3. La prise en compte de la gravité est à l’origine des modes de ballottement en dynamique.
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La deuxième catégorie porte sur les modes dits hydroélastiques pour lesquels les modes de ballot-

tement seront négligés. Les échanges prépondérants d’énergie s’effectuent entre l’énergie cinétique du

fluide incompressible et les énergies potentielle et cinétique de la structure. Dans ce cas, nous pouvons

faire l’hypothèse que la fluctuation de pression au niveau de la surface libre est nulle. Notons que c’est

ce phénomène qui sera étudié au cours de ce travail (voire Fig. 1.6).

Figure 1.6 – Dynamique des lanceurs et caractérisation du comportement dynamique.

Il existe des situations pour lesquelles les phénomènes de ballottement et d’hydroélasticité se

couplent. Dans ce cas, nous parlons d’hydroélasticité avec gravité. Ils sont plutôt rares dans la littéra-

ture et sont classiquement associés à une dynamique de la structures très basse fréquence (structure

très fine ou très élancée). Ce phénomène a été abordé dans le cadre de mon stage de Master [24] anté-

rieur à la thèse (voir Fig. 1.7). De plus, un travail de synthèse du couplage entre la gravité et l’élasticité

d’un réservoir est proposé dans [22]. Nous ne reviendrons pas sur ce phénomène de couplage dans le

cadre de cette thèse.

Figure 1.7 – Simulation du couplage hydroélastique avec gravité basée sur une expérience [25].
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Hydroélasticité et plage de fréquence d’intérêt

En définitif, le phénomène dynamique d’interaction fluide-structure étudié dans ce travail
concerne le comportement hydroélastique sur une plage d’intérêt supérieur à 10 Hz (voir Fig.
1.8). Dans la suite de ce manuscrit, nous ne prendrons pas en compte les effets de gravité sur
la dynamique linéarisée. Les structures étudiées seront supposées encastrées sur une partie du
bord pour simplifier les équations vis-à-vis des mouvements de corps rigides. De plus, le fluide est
supposé incompressible. Aucun phénomène vibro-acoustique n’est pris en compte dans la suite du
travail.

Figure 1.8 – Plage de fréquence d’intérêt.

1.2.2 Enjeux de la thèse et problématique : prise en compte d’une précontrainte

Les problématiques récentes de réduction de masse et d’intégrations de nouveaux matériaux amor-

tissant [26] ou matériaux intelligents [27] soulèvent des enjeux sortant du cadre de ce travail. Le

principal objectif de la thèse est d’étudier le comportement dynamique linéarisé d’un réservoir partiel-

lement rempli de liquide, autour d’un état précontraint. Nous nous intéressons donc à la réponse d’un

système réservoir-liquide, sollicité par une source d’excitation harmonique, sur une plage de fréquence

donnée. Nous souhaitons estimer en particulier les fréquences de résonance, pour lesquelles les ampli-

tudes des réponses dynamiques du système fluide-structure peuvent être importantes et donc conduire
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par exemple à l’endommagement de la structure (voir Fig.1.9).

Figure 1.9 – Système réservoir-liquide et réponse en fréquence.

Ces fréquences dépendent de nombreux paramètres : le matériau du réservoir, ces conditions aux

limites ou encore la quantité de liquide qu’il contient. Un résultat bien connu de l’hydroélasticité li-

néaire montre qu’en présence d’un liquide incompressible, les fréquences de résonances diminuent. Ce

phénomène s’explique compte tenu de la prise en compte de l’énergie cinétique du fluide déplacé : c’est

ce qu’on appelle l’effet de masse ajoutée.

Cependant, nous faisons l’hypothèse que la structure est dans un état précontraint. Cette précon-

trainte peut être causée par l’action du champ de pression hydrostatique du fluide sur la structure

ou par pressurisation du réservoir. Quelle serait l’influence d’une précontrainte sur le comportement

dynamique ? Nous appellerons dans la suite ”́etat précontraint” la configuration d’équilibre statique

prenant en compte les non-linéarités géométriques et de forces suiveuses. C’est à dire que le dépla-

cement induit par une charge statique est suffisamment grand pour que cet état soit en dehors de

l’hypothèse des petites perturbations. Dans ce cas, la raideur de la structure est modifiée et il devient

difficile de prédire l’influence de cette précontrainte sur le comportement dynamique du système (voir

Fig. 1.10).
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Figure 1.10 – État précontraint de la structure élastique causée par l’action du fluide interne.

Problématique

Peut-on quantifier, avec un outil numérique, l’influence d’une précontrainte sur le comportement
dynamique d’une structure élastique contenant un liquide interne à surface libre ?

Approche proposée

Nous avons choisi de développer dans ce travail une approche en deux étapes :
• Étape 1 : Calcul d’un état statique non-linéaire ;
• Étape 2 : Calcul des vibrations hydroélastiques couplées linéarisées.

Pour ce faire, nous nous basons sur un code éléments-finis développé au cours de la thèse.

Figure 1.11 – Approche proposée en deux étapes.
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1.3 Approche proposée et contenu des chapitres

Cette thèse est donc consacrée à la modélisation et à la simulation du comportement dynamique

de réservoirs précontraints. L’originalité principale est de prendre en compte les non-linéarités géomé-

triques d’un état statique dans nos modèles et d’étudier son influence sur la dynamique linéarisée de

l’ensemble. Ainsi, nous proposons une approche qui se décompose en deux parties (voir Fig. 1.11) :

• Le calcul d’un état précontraint en statique non-linéaire ;

• Le calcul des vibrations couplées linéarisées autour de l’état précontraint.

Partie 1 : Cette première partie porte uniquement sur le calcul de l’état précontraint. Nous sommes

donc sur des problèmes statiques non-linéaires dans lesquelles le fluide, sous réserve d’hypothèses, est

modélisé par des forces suiveuses statiques (uniformes ou hydrostatiques). Deux chapitres sont pro-

posés : l’un concerne la résolution d’un problème d’ordre complet et l’autre propose une approche

originale par réduction de modèle a priori :

- Chapitre 2 :Calcul de l’état d’équilibre statique non-linéaire géométrique avec forces

suiveuses hydrostatiques - A partir d’une synthèse bibliographique de travaux existants en

statique non-linéaire, nous présentons les points clés du calcul de l’état précontraint de réser-

voirs avec liquide interne. Ce chapitre se base sur la prise en compte de forces suiveuses dans

l’écriture de la formulation variationnelle et sur l’utilisation de la méthode des éléments finis en

grandes transformations. Une approche incrémentale quasi-statique est proposée et des algo-

rithmes (méthode de Newton-Raphson et méthodes de continuations) y sont développées. Une

des originalités de ce chapitre consiste à utiliser une méthode de ligne de niveau pour l’intégra-

tion numérique d’opérateurs éléments finis. Ces opérateurs (scalaires, vectoriels et matriciels)

dépendent d’une interface fluide-structure non-cöıncidente avec la discrétisation de la structure

au cours d’une transformation. De nombreux exemples numériques y sont proposés montrant

l’efficacité de l’approche et la validité de notre code éléments finis développé. Ainsi, cet état

d’équilibre non-linéaire, défini comme état précontraint, peut être utilisé tel quel dans la Partie

2 consacrée à la prédiction du comportement dynamique linéarisé autour de l’état d’équilibre
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du système fluide-structure précontraint.

- Chapitre 3 : Équilibre statique non-linéaire géométrique avec forces suiveuses uni-

formes par construction d’une base réduite PGD a priori - Au même titre que pour

le chapitre 2, ce troisième chapitre aborde le calcul d’un équilibre statique non-linéaire avec

forces suiveuses. Son originalité se base sur l’utilisation de la Proper Generalized Decomposi-

tion (PGD) a priori pour construire une base réduite d’un problème non-linéaire géométrique

avec forces suiveuses. L’hypothèse fondamentale consiste à supposer que la solution approchée

peut être décomposée en une série de produits de fonctions à variables séparées. Cette forme est

ensuite introduite dans les équations non-linéaires, écrites sous forme variationnelle, avant la

résolution. De ce fait, le nombre de problèmes à résoudre est réduit car il dépend du nombre de

termes de la série. L’intérêt d’une telle formulation permettrait à terme (i) de générer une base

réduite multiparamétrique sans résoudre le modèle d’ordre complet et (ii) de pouvoir construire

une solution rapprochée en temps réel. Néanmoins, à l’heure actuelle, même si nous ne considé-

rons qu’un paramètre de pression uniforme, la prise en compte de non-linéarités géométriques

conduit à une formulation complexe sur l’aspect technique : à la fois lors de la formulation, de

la discrétisation et de la résolution des sous-problèmes qui en découlent. Les résultats montrent

la faisabilité d’une telle approche et son potentiel dans le cadre du calcul statique non-linéaire.

Cette démarche n’est pas classique et soulève encore de nombreuses problématiques intéres-

santes à explorer.

Partie 2 : La seconde partie de la thèse est consacrée aux vibrations couplées linéarisées autour de

l’état précontraint. A partir des méthodes développées en Partie 1, nous sommes dans une situation

où l’état d’équilibre non-linéaire du réservoir est connu. Deux chapitres y sont proposés. Le premier

porte sur un rappel des formulations couplées hydroélastiques classiques. L’une d’entre elle fait ap-

parâıtre une matrice de masse ajoutée, coûteuse à calculer et à stocker, et pouvant conduire à des

études dynamiques prohibitives en temps de calcul. Une extension vers une approche par projection

sur base sèche permet de construire une matrice réduite de masse ajoutée et réduire ainsi de façon

significative le temps de calcul. L’autre chapitre rassemble les pièces du puzzle étant donné que nous

nous servirons des résultats du chapitre 1 et du chapitre 4. Ce dernier chapitre apporte une réponse à
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la problématique de l’estimation de l’influence d’une précontrainte sur le comportement hydroélastique

d’un réservoir.

- Chapitre 4 : Vibrations hydroélastiques linéaires : Calcul de la matrice de masse

ajoutée par projection sur base de la structure in vacuo - A partir d’une synthèse biblio-

graphique sur l’utilisation de méthodes numériques existantes en interaction fluide-structure,

nous rappelons quelques approches pour le calcul des vibrations hydroélastique (sans précon-

trainte) : en particulier les approches en déplacement/pression ou déplacement/potentiel de

déplacements. Ces deux méthodes peuvent se ramener à un problème aux valeurs propres sur

les degrés de liberté de la structure avec la construction d’une matrice de masse ajoutée. Cette

matrice à l’avantage de contenir l’information de l’énergie cinétique du fluide incompressible

déplacé. Néanmoins, pour un grand nombre de degrés de liberté, la construction de celle-ci

devient prohibitive en mémoire et en temps de calcul. C’est pour cela que nous nous sommes

intéressés à une approche par projection du problème sur base de structure sèche (ou in vacuo).

Nous montrons que la formulation de cette méthode permet de réduire le temps de calcul. Ce

temps de calcul réduit dépend tout de même du nombre de modes sur une plage de fréquence

d’intérêt. Une comparaison entre les deux méthodes, basée sur un exemple issu d’une expérience

de la littérature, montre le gain en temps de calcul et la validité de l’approche.

- Chapitre 5 :Vibrations hydroélastiques autour d’un état précontraint - Le dernier cha-

pitre de cette partie aborde la construction du problème couplé hydroélastique, sans gravité, par

projection sur une base de modes propres de la structure in vacuo (ou structure sèche). Quelque

soit l’état de précontrainte, l’approche s’inspire de ce qui est fait dans le cadre de problèmes

semi-analytiques pour des structures simples (cylindres ou plaques). L’étude de convergence

sur un problème simple montre la validité de l’approche. Cette approche est ensuite étendue

à des structures plus réalistes montrant la faisabilité de celle-ci. De nombreuses perspectives,

détaillés dans ce chapitre, sont alors envisagés pour le dimensionnement de futurs réservoirs de

plus souples et plus légers.
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1.4 Contributions originales de la thèse et valorisations

Les travaux développés dans le cadre de cette thèse ont donné lieu à des résultats originaux.

Certains ont fait l’objet de publications dans un journal international, des conférences nationales et

internationales. Nous pouvons lister ci-dessous les contributions majeures du travail :

• Nous proposons des résultats de problèmes non-linéaires avec forces suiveuses hydrostatiques

dans le cadre de structures en 3D. Un travail de découpage d’éléments quadratiques courbes à

8 nœuds y est porposé [28, 29, 30]. Ce découpage est utilisé par une méthode de ligne de niveau

pour intégrer des opérateurs partiellement mouillée sur l’interface fluide-structure.

• Une approche de réduction de modèle PGD 4 a priori a été formulée pour la résolution d’un

problème non-linéaire géométrique avec forces suiveuses [31]. Il n’existe que très peu d’articles

sur les non-linéarités géométriques via la PGD a priori. Aucun d’entre eux ne prend en compte

les forces suiveuse à ce jour. Nous proposons au sein de ce manuscrit toutes les clés pour for-

muler et implémenter les opérateurs nécessaires à la résolution d’un tel problème.

• Nous proposons une formulation hydroélastique par projection sur base sèche avec prise en

compte de la précontrainte. Cette approche permet de construire un problème hydroélastique

réduit faisant apparaitre une matrice de masse ajoutée réduite. Nous montrons au travers d’une

comparaison entre nos résultats et des résultats expérimentaux de la littérature, la validité et

l’efficacité de cette approche [32] par rapport à la construction d’une matrice de masse du

problème global [33]. Notons que la prise en compte des précontraintes est estimée via cette

contribution.

• Un code calcul nommé PELICAN 5 a été entièrement implémenté sous matlab. La création de ce

code de A à Z a été particulièrement formateur. Il démontre la volonté de mâıtriser l’intégralité

de nos formulations. Même si de nombreux outils numériques libres existants sont disponibles

(Code aster, FEniCS, FreeFEM++, etc ...), l’objectif était de pouvoir développer de nouvelles

4. PGD : Proper Generalized Decomposition

5. PELICAN : Programme ÉLéments finis pour Interaction fluide-structure et Couplage Avec Non-linéarité
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méthodes difficiles à implémenter dans des codes existants. Par exemple la continuation avec

force suiveuse hydrostatique, la méthode de ligne de niveau sur éléments quadratiques ou l’ap-

proche PGD a priori en non-linéaire géométrique. Ce prototype de code a aussi contribué à

d’autres travaux au sein du laboratoire. En particulier il a été utilisé pour la construction d’opé-

rateurs linéaires tangents d’élastomères précontraints [34, 35].

Valorisation des travaux

Nous récapitulons ci-dessous les contributions en termes de communications scientifiques qui
ont contribué à la diffusion des travaux présentés dans ce manuscrit :

• Un article dans une revue internationale [30] ;

• Trois actes de conférences internationales [29, 33, 32] ;

• Deux actes de conférences nationales [28, 31] ;

• 5 prix de journées jeunes chercheurs :
— prix du meilleur poster JJCAB 2017 (vibrations) ;
— prix de la meilleure présentation CSMA juniors 2018 (calcul des structures) ;
— prix de la meilleure présentation JJCAB 2018 (vibrations) ;
— prix de la meilleure présentation au CSMA juniors 2019 (calcul des structures) ;
— prix du meilleur code au concours de code CSMA juniors 2019 (calcul des structures) ;

• Finaliste national de Ma Thèse en 180 secondes 2019 (vulgarisation scientifique) ;
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52



Première partie
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Chapitre 2

Calcul de l’état d’équilibre statique
non-linéaire géométrique avec forces
suiveuses hydrostatiques

Ce second chapitre porte sur l’évaluation de l’état précontraint d’un réservoir rempli de liquide
à partir de la méthode des éléments finis. Trois points particuliers sont ainsi abordés. Le pre-
mier concerne l’expression du problème non-linéaire tridimensionnel dans lequel l’action du fluide
sur la structure est modélisée par une force suiveuse hydrostatique. Nous détaillons ensuite la
linéarisation du problème en explicitant les opérateurs tangents symétriques associés aux non-
linéarités matériau, géométriques et de force suiveuses. Une méthode originale de ligne de niveau
est finalement développée pour suivre l’évolution quasi-statique de la surface mouillée au cours
d’un remplissage de réservoir. Cette méthode est appliquée à des éléments d’interface courbes à
8 nœuds. Les différents développements proposés dans ce chapitre sont validés à travers l’ana-
lyse d’exemples numériques montrant la convergence quadratique de l’algorithme de résolution
non-linéaire.
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2.1 Introduction et état de l’art

2.1.1 Calculer l’état précontraint d’un réservoir par la MEF

Ce chapitre concerne le calcul de l’équilibre statique non-linéaire de structures élastiques partiel-

lement remplies de liquide avec l’utilisation de la méthode des éléments finis (MEF). L’objectif est

d’évaluer l’état précontraint de réservoirs flexibles en grandes transformations. Les résultats de ces

calculs seront utilisés pour estimer l’influence de non-linéarités géométriques sur le comportement

dynamique linéarisé de systèmes fluide-structure précontraints. Par exemple, la précontrainte peut

générer un décalage des fréquences de résonances [36], qui n’est pas pris en compte dans les approches

classiques de vibrations hydroélastiques linéaires [37, 38]. Dans le cadre de cette étude purement sta-

tique, nous faisons l’hypothèse que le liquide est non-visqueux, incompressible, au repos et sans tension

de surface. Son action mécanique sur la structure est modélisée par un champ de pression suiveur hy-

drostatique (voir Fig. 2.1).

Figure 2.1 – Forces suiveuses hydrostatiques

La contribution majeure de ce chapitre est liée à l’utilisation d’une méthode de ligne de niveau [39]

pour l’intégration numérique des opérateurs EF (e.g. les vecteurs des efforts extérieurs et la matrice

tangente des forces suiveuses[40]). Ces opérateurs sont utilisés dans les algorithmes de résolution de

problèmes non-linéaires.

Le calcul de l’état d’équilibre non-linéaire de structures partiellement remplies de liquide ou de

gaz, par l’utilisation de la MEF, a été traité sous différents aspects dans la littérature. Dans les années

2000, l’équipe de Schweizerhof a traité des cas avec des pressions qui dépendent du volume du fluide
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[41] et des forces suiveuses hydrostatiques [42] en particulier pour l’étude des membranes pressurisées

[43]. Toujours dans la même équipe, l’étude de la stabilité de structures très fines est proposée dans

[44] et l’influence de la forme de systèmes contenant de multiples réservoirs remplis de liquides est

analysée dans [45]. L’un des points clés, commun à cette littérature, repose sur l’expression d’une ma-

trice tangente symétrique des forces suiveuses. Celle-ci est utilisée lors d’une itération de l’algorithme

de résolution (e.g. méthode de Newton-Raphson ou méthodes de continuations). Dans notre cas, étant

donnée l’hypothèse d’incompressibilité du liquide, la variation de pression peut être exprimée en fonc-

tion du déplacement de la structure à l’interface fluide-structure, lors d’une étape de linéarisation. Par

conséquent, aucun maillage volumique du fluide n’est nécessaire dans le cadre de ce chapitre. Ce type

d’approche a été utilisée récemment dans [46] pour l’analyse de problèmes instables de membranes

hyperélastiques soumises à un champ de pression hydrostatique, dans [47] pour l’étude de membranes

d’épaisseurs non-uniformes et dans [48, 49] pour des analyses de problèmes instables multiparamé-

triques. Nous pouvons citer [50] pour le calcul de l’équilibre de structures flottantes soumises à un

champ de pression hydrostatique externe à la structure. Enfin, une littérature utilisant une approche

basée sur la théorie des coques et plaques a été publiée récemment dans [51].

Un des aspects novateurs de ce chapitre concerne la méthode de ligne de niveau utilisée pour l’in-

tégration numérique des opérateurs ayant comme support la surface courante chargée qui n’est plus

cöıncidente à la ligne de contact au cours du chargement. Ce cas a été abordé pour des éléments sur-

faciques linéaires dans [46, 50]. Étant donné que nous utilisons des éléments héxaédriques à 20 nœuds

pour mailler notre structure, nous proposons une implémentation originale de méthode de ligne de

niveau sur des éléments quadratiques courbes à 8 nœuds. Cette méthode nous permet d’obtenir (i)

une nouvelle position des points de Gauss et des poids de Gauss pour l’intégration numérique et (ii)

un support de maillage curviligne quadratique de la ligne de contact courante.

Le contenu du chapitre est le suivant. En Section 2.2, nous rappelons les équations non-linéaires,

continues et discrétisées par MEF, de structures élastiques soumises à des forces suiveuses hydro-

statiques. Une formulation variationnelle de la structure tri-dimentionnnelle, basée sur une approche

lagrangienne totale y est présentée. En Section 2.3, nous détaillons l’expression des opérateurs obte-

nus lors d’une linéarisation du principe des travaux virtuels. Ces opérateurs seront utilisés lors de la
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2.2. FORMULATION DU PROBLÈME AVEC FORCES SUIVEUSES

résolution du système linéaire tangent utilisé dans les algorithmes de résolution non-linéaire. Ensuite,

la Section 2.4 présente quelques aspects numériques développés tels que l’utilisation de multiplica-

teurs de Lagrange pour résoudre des problèmes non-linéaires à déplacements imposés ou l’algorithme

de continuation pour passer des instabilités. En Section 2.5, nous présentons la méthode de ligne de

niveau utilisée pour l’intégration numérique d’éléments partiellement mouillés. Enfin, en Section 2.6,

des exemples numériques sont analysés pour valider et montrer l’efficacité de nos développements.

2.2 Formulation du problème avec forces suiveuses

2.2.1 Configuration de référence et configuration courante

La structure dite en configuration de référence est définie par un domaine Ωs de R3 borné par une

surface ∂Ωs. Nous considérons deux types de surfaces, notés ∂uΩs et ∂tΩs qui sont respectivement les

surfaces avec conditions aux limites en déplacement et en effort, tel que ∂Ωs = ∂uΩs ∪ ∂tΩs. Le vec-

teur position associé à cette configuration est noté en lettres majuscules tel que X = Xex+Y ey+Zez.

La structure dite en configuration courante est définie par un domaine ωs de R3, un domaine borné

par une surface ∂ωs. Nous considérons deux types de surfaces, notés ∂uωs et ∂tωs qui sont respective-

ment les surfaces avec conditions aux limites en déplacement et en effort, tel que ∂ωs = ∂uωs ∪ ∂tωs

avec ∂uωs. Le vecteur position associé à cette configuration courante est noté en lettres minuscules tel

que x = xex + yey + zez.

Au cours d’une transformation de la configuration de référence vers la configuration courante, due

à un chargement ou un déplacement imposé, nous définissons le déplacement u comme la différence

entre la position courante et la position de référence d’un point matériel :

u = x−X (2.1)

avec u = u ex+v ey+w ez. Dans la suite, nous cherchons à calculer u en tous points de la configuration

de référence. Cette description est communément associée à une approche lagrangienne du mouvement.

Afin de mesurer la variation de déplacement entre deux points voisins par rapport à une position
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courante, nous définissons le gradient eulérien tel que :

gradu = ∂u

∂x
(2.2)

De la même façon, nous définissons le gradient lagrangien, qui mesure la variation de déplacement

entre deux points voisins de la configuration de référence tel que :

Grad u = ∂u

∂X
(2.3)

Le gradient de la transformation est défini par :

F = Gradx = I + Gradu (2.4)

Enfin, nous introduisons le tenseur de Green-Lagrange E comme étant une mesure de déformation

définie par :

E = 1
2(FTF− I) (2.5)

avec FTF = C communément appelé tenseur de Cauchy Green droit. Ces définitions nous permettront

d’établir les lois de comportement nécessaires au calcul des efforts internes en grandes transformations.

Pour plus de détails associés à ces outils de mesure de déformation nous pouvons nous référer aux

ouvrages suivants [52, 53, 54, 55]

2.2.2 Charge suiveuse hydrostatique

Le liquide est supposé non-visqueux, incompressible, sans tension de surface et au repos. L’action

du fluide sur la structure est modélisée par un champ de pression hydrostatique p(z, h) (voir Fig. 2.2).

Celle-ci est définie de façon suivante :

p(x, h) = 0 si z ⩾ h

p(x, h) = −ρg(z − h) si z < h
(2.6)

avec ρf la masse volumique du fluide et h la hauteur de la surface libre. L’effort surfacique est porté

par la normale extérieure n à la surface courante chargée notée Σ.

2.2.3 Lois de comportement hyperélastiques

Le solide est supposé homogène, élastique et isotrope. Nous prenons en compte dans le modèle les

grands déplacements et, si nécessaire, les grandes déformations. Notons que dans le cas des grands
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Configuration de référence Configuration courante

∂uΩs ∂uωs

∂tΩs

∂tωs
g

n

−p0n0

ex
ey

ez h : hauteur de fluide

−p(z, h)n p(z, h)

Surface mouillée Σ

Figure 2.2 – Surfaces internes associées à la configuration de référence de la structure Ωs et aux
configurations courantes ωs. Le chargement est modélisé par une pression suiveuse hydrostatique sur
la configuration courante.

déplacements et faibles déformations, nous utilisons une loi de comportement hyperélastique de Saint-

Venant Kirchhoff reliant le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff noté S au tenseur de

déformation de Green-Lagrange E :

S = 2µE + λtr(E)I (2.7)

Cependant, dans le cas des grandes déformations, une loi de comportement hyperélastique quasi-

incompressible est plus adaptée (par exemple pour des matériaux en caoutchouc ou des tissus orga-

niques). Ce type de loi suppose l’existence d’un potentiel d’énergie volumique noté Ψ. Une approche

classique consiste à séparer ce potentiel en deux parties : un potentiel volumique Ψvol et un potentiel

isochore Ψiso. Ces lois font intervenir les invariants du tenseur modifié de Cauchy Green droit C = J
2
3 C

avec J = det(F) et C = FTF. De cette façon, le potentiel s’écrit comme la somme suivante :

Ψ = Ψvol (J) + Ψiso

(︂
CI , CII

)︂
(2.8)

avec CI = CIC
− 1

3
III , CII = CIIC

− 2
3

III les deux premiers invariants de C et CI = tr(C), CII = 1
2 [tr2(C)−

tr(C2)] et CIII = det(C), les trois invariants de C. L’expression du tenseur des contraintes S s’obtient

par la dérivation du potentiel Ψ par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit tel que :

S = 2∂Ψ
∂C (2.9)
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Notons que la dérivée seconde du potentiel permet d’obtenir le tenseur d’ordre 4 reliant la variation

de la contrainte ∆S par rapport à la variation de la déformation ∆E :

∆S = D : ∆E avec D = 4∂
2Ψ
∂C2 (2.10)

Références bibliographiques : Pour plus de précisions sur l’expression de ces opérateurs et les lois

de comportement quasi-incompressibles, nous pouvons citer les références suivantes [56, 57, 58, 59]. De

plus, nous rappelons en Annexe A le détail des calculs pour les lois de comportement néo-hookeenne,

de Mooney-Rivlin et de Yeoh. Nous détaillons en particulier en annexe les points suivants :

• l’expression de la dérivée première des potentiels volumiques et isochores pour le calcul du

tenseur des contrainte S ;

• l’expression de la dérivée seconde des potentiels volumiques et isochores pour le calcul du

tenseur D d’ordre 4 ;

• l’écriture de tous ces opérateurs, en notation de Voigt, utilisés dans l’implémentation numérique.

2.2.4 Équations locales et formulation variationnelle

Les équations locales définies sur la configuration courante ωs et le bord ∂ωs sont obtenues sous

réserve des hypothèses définies précédemment. Pour ne pas alourdir les calculs, nous ne prendrons pas

en compte d’efforts volumiques. On a alors :

divσ = 0 dans ωs (2.11)

σ n = −p(x, h) n sur ∂tωs (2.12)

u = 0 sur ∂uωs (2.13)

avec σ le tenseur des contraintes de Cauchy. A partir des Eqs. (2.11), (2.12) et (2.13), la formulation

variationnelle en configuration courante est donnée par la relation suivante :

∫︂
ωs

σ : δϵ dv = −
∫︂

∂tωs

δu · p(x, t) n ds, ∀ δu ∈ Cu (2.14)

avec δϵ = 1
2(grad δu+gradTδu), la partie symétrique du gradient du déplacement virtuel par rapport

à la configuration de courante, i.e. grad • = ∂•
∂x et Cu l’espace des déplacements cinématiquement
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admissibles de fonctions suffisamment régulières (δu = 0 sur ∂uωs). Cette formulation s’écrit de façon

classique en configuration de référence sur Ωs et son bord ∂tΩs comme suit :

∫︂
Ωs

S : δE dV = −
∫︂

∂tΩs

δu · p0(x, t)n0 dS, ∀ δu ∈ Cu (2.15)

avec δE = 1
2(δFTF + FT δF) le tenseur virtuel de Green-Lagrange, δF = Grad δu et Grad • = ∂•

∂X .

Les champs p0 et n0 correspondent à la pression et la normale extérieure ramenées sur la surface de

référence. L’expression 2.15 est équivalente à celle du principe des travaux virtuels définie de façon

suivante :

δWint(u, δu)− δWext(u, δu) = 0 ∀ δu ∈ Cu (2.16)

avec δWint l’énergie virtuelle interne et δWext l’énergie virtuelle externe :

δWint(u, δu) =
∫︂

Ωs

S : δE dV (2.17)

δWext(u, δu) = −
∫︂

∂tΩs

δu · p0(x, h)n0 dS (2.18)

Rappelons que dans le cas de forces suiveuses, le travail virtuel des efforts externes dépend de la

position courante de la structure, donc du champ de déplacement inconnu u.

2.2.5 Notations de Voigt

Les notations de Voigt des tenseurs δE et S, notés δ ˆ︁E et ˆ︁S, sont définis pour que le travail virtuel

des efforts internes s’écrive sous la forme d’un produit de vecteurs :

δWint =
∫︂

Ω0
δ ˆ︁ETˆ︁S dV (2.19)

avec

δ ˆ︁E = [δE11 δE22 δE33 2δE12 2δE23 δ2E31]T (2.20)

ˆ︁S = [S11 S22 S33 S12 S23 S31]T (2.21)
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Le vecteur δ ˆ︁E peut s’écrire à l’aide d’opérateurs différentiels notés B et BNL détaillés en note de page 1

faisant apparâıtre de façon explicite le vecteur δu tel que :

δ ˆ︁E = B δu + BNL(u) δu (2.23)

On en déduit alors l’expression de l’énergie interne tel que :

δWint =
∫︂

Ω0
δuT[B + BNL(u)]Tˆ︁S dV (2.24)

Cette forme nous sera utile pour l’étape de discrétisation.

2.2.6 Vecteur des efforts intérieurs

Considérons une discrétisation spatial du domaine Ωs notée Ωh. Les champs discrétisés éléments

finis u et δu sont notés respectivement uh et δuh tels que :

uh =
Nn∑︂
i=1

Ni(X)ui, δuh =
Nn∑︂
i=1

Ni(X)δui (2.25)

avec Nn le nombre de nœuds, Ni les fonctions de formes éléments finis et ui = [ui viwi]T les vecteurs

des inconnues nodales en chaque nœud (de même pour δui). Chacun de ces vecteurs peut s’écrire sous

forme matricielle sous la forme :

uh = Nq, δuh = Nδq (2.26)

avec N une matrice de fonctions de formes de taille (3 × 3Nn) et q = [uT
1 ,u

T
2 . . .u

T
Nn

]T un vecteur

d’inconnues nodales de taille (3Nn × 1) (de même pour δq). A cette étape, nous pouvons introduire

les matrices des dérivées des fonctions de forme B et BNL définies par :

B = BN (2.27)

BNL(q) = BNL(uh)N (2.28)

1. Opérateurs différentiels linéaires B et BNL :

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂

∂X
0 0

0 ∂
∂Y

0
0 0 ∂

∂Z
∂

∂Y
∂

∂X
0

0 ∂
∂Z

∂
∂Y

∂
∂Z

0 ∂
∂X

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , BNL =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂u
∂X

∂
∂X

∂v
∂X

∂
∂X

∂w
∂X

∂
∂X

∂u
∂Y

∂
∂Y

∂v
∂Y

∂
∂Y

∂w
∂Y

∂
∂Y

∂u
∂Z

∂
∂Z

∂v
∂Z

∂
∂Z

∂w
∂Z

∂
∂Z

∂u
∂X

∂
∂Y

+ ∂u
∂Y

∂
∂X

∂v
∂X

∂
∂Y

+ ∂v
∂Y

∂
∂X

∂w
∂X

∂
∂Y

+ ∂w
∂Y

∂
∂X

∂u
∂Y

∂
∂Z

+ ∂u
∂Z

∂
∂Y

∂v
∂Y

∂
∂Z

+ ∂v
∂Z

∂
∂Y

∂w
∂Y

∂
∂Z

+ ∂w
∂Z

∂
∂Y

∂u
∂Z

∂
∂X

+ ∂u
∂X

∂
∂Z

∂v
∂Z

∂
∂X

+ ∂v
∂X

∂
∂Z

∂w
∂Z

∂
∂X

+ ∂w
∂X

∂
∂Z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.22)
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Ainsi, l’expression des travaux virtuels discrétisés des efforts internes s’écrit à partir de l’ Eq. (2.24)

et des matrices B et BNL sous forme suivante :

δW h
int = δqTFint(q) avec Fint(q) =

∫︂
Ωh

[B + BNL(q)]Tˆ︁S dV (2.29)

faisant apparâıtre explicitement le vecteur des efforts intérieurs noté Fint(q). Ce vecteur dépend de

façon non-linéaire du vecteur inconnu q dans la mesure ou l’opérateurBNL contient des termes linéaires

par rapport à uh et ˆ︁S contient des termes quadratiques pour la loi de Saint-Venant Kirchhoff (voir

Annexe A pour un cas plus général).

Remarque sur la construction de Fint : La construction de cet opérateur s’effectue à l’aide

d’éléments tri-dimensionnels iso-paramétriques [60, 61]. Un calcul de matrice élémentaire, basé sur

une intégration par points de Gauss, est effectué sur un élément de référence et un assemblage sur

l’ensemble des éléments conduit au vecteur des efforts intérieurs global (voir 2.3).

Figure 2.3 – Discrétisation EF avec éléments hexaédriques à 20 noeuds.

2.2.7 Vecteur des efforts extérieurs

Pour exprimer le vecteur des efforts extérieurs noté Fext, nous considérons l’expression du travail

virtuel des efforts extérieurs discrétisé sur la configuration courante tel que :

δW h
ext = −

∫︂
Σh
δuh · pn ds (2.30)

= ρg

∫︂
Σh

0

δuh ·
(︂
zh − h

)︂
(xh

,ξ × xh
,η) dS (2.31)

= δqTFext (2.32)

avec Σh la surface chargée discrétisée en configuration courante et Σh
0 est la surface EF paramétrée

par (ξ, η) avec dS tel que dS = dξdη. Son expression ramenée sur la surface de la configuration de
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référence discrétisée s’écrit de la façon suivante :

Fext =
∫︂

∂fΩh
p(xh)NT(xh

,ξ ∧ xh
,η) dS (2.33)

Remarque sur la construction de Fext : Au même titre que les efforts internes, le calcul des efforts

extérieurs se fait à un niveau élémentaire, mais sur des éléments iso-paramétriques surfaciques. Un

assemblage sur l’ensemble des éléments de la surface chargée aboutit au vecteur des efforts extérieurs

global Fext.

Remarque sur l’intégration par points de Gauss : Une attention particulière doit être portée

à la construction des opérateurs élémentaires obtenus par intégration par points de Gauss. En effet, le

modèle du champ de pression contient une discontinuité du gradient de pression en z = h. Il existe des

éléments surfaciques dit ”partiellement mouillés” nécessitant l’utilisation d’une ligne de niveau pour le

calcul de Fext.

2.2.8 Expression du problème EF non-linéaire discrétisé

La discrétisation EF de la formulation variationnelle en configuration de référence conduit à
l’expression de l’équation d’équilibre non-linéaire discrétisée suivante :

Fint(q)− Fext(q) = 0 (2.34)

avec Fext et Fint les vecteurs d’efforts extérieurs et intérieurs. Dans la suite, nous proposons de
résoudre cette équation par une méthode de Newton-Raphson. Pour ce faire, il est nécessaire de
linéariser le principe des travaux virtuels afin d’exprimer les problèmes linéaires tangents et les
matrices de raideurs tangentes.

2.3 Linéarisation des travaux virtuels internes et externes

2.3.1 Notations associées à la linéarisation

Dans la suite de ce manuscrit, nous utilisons la notation ”∆” pour faire référence à la linéarisation

d’une fonction ou d’un opérateur, par rapport à une variation de déplacement ∆u. Ainsi, nous rappe-

lons ci-dessous, les expressions de E, de δE associées à leurs linéarisations respectives ∆E et ∆δE, en
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fonction de u, ∆u et du champ virtuel δu, tels que :

E = 1
2(Gradu + GradTu + GradTuGradu) (2.35)

∆E = 1
2(Grad∆u + GradT∆u + GradT∆uGradu + GradTuGrad∆u) (2.36)

δE = 1
2(Gradδu + GradTδu + GradTδuGradu + GradTuGradδu) (2.37)

∆δE = 1
2(GradTδuGrad∆u + GradT∆uGradδu) (2.38)

Pour ne pas alourdir les notations, nous admettons de façon implicite les dépendances suivantes :

E = E(u), ∆E = ∆E(u,∆u), δE = δE(u, δu) et ∆δE = ∆δE(∆u, δu). De plus, les tenseurs δE et

∆E sont de la même forme. Le tenseur des contraintes S est relié à E par la loi de comportement donc

S = S(u) et la variation ∆S = ∆S(u,∆u) car ∆S = D : ∆E.

Pour les lois de comportement hyperélastiques quasi-incompressibles, D = D(u) (alors que pour la

loi de comportement de Saint-Venant Kirchhoff, D est constant).

2.3.2 Linéarisation des travaux virtuels internes

La linéarisation de Eq. (2.17) s’écrit, dans notre cas, sous la forme de deux termes distincts tels

que :

∆δWint(∆u, δu) = ∆δWg(∆u, δu) + ∆δWm(∆u, δu) (2.39)

avec :

∆δWg(∆u, δu) =
∫︂

Ωs

∆δE : S dV (2.40)

∆δWm(∆u, δu) =
∫︂

Ωs

δE : ∆S dV (2.41)

avec ∆S et ∆δE les formes linéarisées de S et de δE, par rapport à une variation de déplacement ∆u.

Les opérateurs ∆δWg et ∆δWm sont des formes bilinéaires symétriques en ∆u et δu et représentent

respectivement la raideurs géométrique et la raideur matériau, contribuant à la raideur globale du

système. En effet, d’après l’Eq. (2.10), l’expression de la raideur matériaux peut s’écrire sous la forme

suivante :

∆δWm(∆u, δu) =
∫︂

Ωs

δE : D : ∆E dV (2.42)
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Remarque : Le tenseur D est symétrique, il y a donc égalité entre ∆δWm(∆u, δu) et δ∆δWm(δu,∆u).

Le tenseur ∆δE étant symétrique d’après Eq. 2.38, nous pouvons directement en déduire la symétrie

de la forme ∆δWg.

2.3.3 Opérateurs de raideur avec notations de Voigt

Notons ∆ˆ︁E la forme de Voigt du tenseur ∆E tel que :

∆ˆ︁E = [∆E11 ∆E22 ∆E33 2∆E12 2∆E23 ∆2E31]T (2.43)

La forme bilinéaire de raideur matériau s’écrit sous forme de produit de matrices et de vecteurs dont

l’expression est la suivante :

∆δWm(δu,∆u) =
∫︂

Ωs

δ ˆ︁ET
D∆ˆ︁E dV (2.44)

avec D une matrice (6 × 6) associée au tenseur D. Rappelons que ∆ˆ︁E et δ ˆ︁E sont de la même forme,

donc ∆ˆ︁E = [B + BNL(u)] ∆u. Nous pouvons en déduire l’expression de ∆δWm, écrit comme produit

de matrices et de vecteurs, tel que :

∆δWm(δu,∆u) =
∫︂

Ωs

δuT[B + BNL(u)]TD[B + BNL(u)] ∆u dV (2.45)

Le terme sous l’intégrale de ∆δWg peut s’écrire sous la forme de produit de matrice tel que

∆δE : S = δuTGT SNL G∆u (2.46)

avec SNL une matrice (9× 9) contenant les termes de S par blocs et G un opérateur différentiel défini

en note de page 2. On en déduit l’expression de ∆δWg tel que :

∆δWg(δu,∆u) =
∫︂

Ωs

δuTGT SNL G∆u dV (2.48)

2. Définition de l’opérateur différentiel G :

GT =

⎡⎣ ∂
∂X

∂
∂Y

∂
∂Z

0 0 0 0 0 0
0 0 0 ∂

∂X
∂

∂Y
∂

∂Z
0 0 0

0 0 0 0 0 0 ∂
∂X

∂
∂Y

∂
∂X

⎤⎦ ,SNL =

[︄
S O O
O S O
O O S

]︄
,O =

[︄0 0 0
0 0 0
0 0 0

]︄
(2.47)
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2.3.4 Matrices tangentes matériaux et géométriques

La variation du champ de déplacement discrétisée s’écrit comme combinaison linéaire des fonctions

de formes tel que :

∆uh = N∆q (2.49)

avec ∆q les inconnus nodaux d’incréments de déplacement. A partir de Eq. (2.49) et des matrices

de dérivées de fonctions de formes Eqs. (2.27) et (2.28), l’expression de la raideur matériau en notation

de Voigt défini en Eq. (2.45) s’écrit alors :

∆δWm(δuh,∆uh) = δqTKm∆q (2.50)

avec

Km =
∫︂

Ωs

[B + BNL(q)]TD [B + BNL(q)] dV (2.51)

Ensuite, nous pouvons introduire une matrice de dérivée des fonctions de forme notée GNL telle que :

GNL = G N (2.52)

A partir de l’Eq. (2.48) et de GNL, nous obtenons l’expression de la matrice tangente géométrique

telle que :

∆δWg(δuh,∆uh) = δqTKg∆q (2.53)

avec

Kg =
∫︂

Ω0
GT

NLSNLGNLdV (2.54)

Remarques : Les matrices Km et Kg sont symétriques.

2.3.5 Linéarisation du travail virtuel des efforts extérieurs

La linéarisation du travail des efforts extérieurs dépend de la variation du champ de pression ∆p

et de la variation de la normale extérieure ∆n telle que :

∆δWext = −
∫︂

Σ
δu · (∆pn + p∆n) ds (2.55)
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avec ∫︂
Σ

∆nds =
∫︂

Σ0
(∆u,ξ × xξ −∆u,η × xη) dS (2.56)

D’après Eq. (2.6), l’expression de la variation du champ de pression hydrostatique s’écrit de façon

suivante :

∆p = −ρfg(∆z −∆h) (2.57)

avec ∆h la variation de la hauteur de fluide due à son incompressibilité et à la gravité au cours d’une

itération de l’algorithme de Newton-Raphson. Dans ce cas, nous pouvons réécrire Eq. (2.55) comme

suit :

∆δWext = −
∫︂

Σ
δu · p∆n ds+ ρfg

∫︂
Σ
δu ·∆z n ds⏞ ⏟⏟ ⏞

∆δWΣ(∆u, δu)

−ρfg
∫︂

Σ
δu ·∆hn ds⏞ ⏟⏟ ⏞

∆δWV (∆u, δu)

(2.58)

avec ∆δWΣ une forme bilinéaire en δu et ∆u dépendant de (i) la variation de la normale et (ii)

du déplacement de la surface mouillée dans un champ de pression hydrostatique. La forme bilinéaire

∆δWV dépend de la variation de hauteur de fluide.

2.3.6 Symétries des formes linéarisées ∆δWΣ et ∆δWV

Symétrie de ∆δWΣ : La preuve de la symétrie se base sur l’identité suivante (voir démonstration en

Annexe B) :

∆δWΣ(∆u, δu)−∆δWΣ(δu,∆u) = −
∮︂

∂Σ
p (δu×∆u) · dl (2.59)

qui s’annule si (i) p = 0 sur ∂Σ ou si (ii) δu = 0 sur ∂Σ, avec ∂Σ le bord de la surface mouillée (aussi

appelée la ligne de contact). Tous les exemples présentés en Section 2.6 vérifient une combinaison de

ces deux conditions.

Symétrie de ∆δWV : La preuve de la symétrie de ∆δWV se base sur une considération géométrique

qui lie le déplacement de la surface mouillée et la conservation du volume de fluide déplacé lors d’un

incrément dans la boucle de Newton (voir Fig. 2.4). La relation entre ∆h et ∆u est la suivante :

∆h = 1
| Af |

∫︂
Σ

∆u · n ds avec Af =
∫︂

Σ
n · ez ds (2.60)

L’expression de ∆δWV s’écrit alors comme suit :

∆δWV (∆u, δu) = − ρfg

| Af |

∫︂
Σ
δu · n ds

∫︂
Σ

∆u · n ds (2.61)
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qui est une forme bilinéaire symétrique étant donné la relation suivante :

∆δWV (∆u, δu) = ∆δWV (δu,∆u) (2.62)

Figure 2.4 – (a) Incrément de déplacement ∆u (flèches bleues) de la surface interne entre une confi-
guration donnée (ligne en pointillé) et la suivante (ligne continue) et aire de la surface mouillée (en
rouge) ; (b) Vue en coupe, le volume en rouge généré par le dépacement normal linéarisé de la paroi
à travers la surface mouillée est supposée égal au volume du cylindre de hauteur ∆h généré par la
surface libre.

Bibliographie associée à la preuve de symétrie

D’autres démonstrations ont été proposées dans la littérature pour prover les symétries des formes

∆δWΣ et ∆δWV par [42] pour un champ de pression hydrostatique, en utilisant des opérateurs surfa-

ciques. De plus, dans un cadre associé à la dynamique linéarisée de réservoirs, prenant en compte cette

raideur de force suiveuse hydrostatique, [37] propose une démonstration se basant sur des opérateurs

surfaciques et [62] se base sur des opérateurs volumiques.

2.3.7 Matrice tangente des forces suiveuses

L’expression de la matrice tangente des forces suiveuses est présentée dans cette sous-section. Nous

séparons ∆δWΣ en deux termes

∆δWΣ(∆u, δu) = −
∫︂

Σ
δu · p∆n ds⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δW (a)

Σ

+ ρfg

∫︂
Σ
δu ·∆z n ds⏞ ⏟⏟ ⏞

∆δW (b)
Σ

(2.63)

En pratique, la construction de la matrice tangente dépend d’une surface paramétrée par (ξ, η) telle

que les expressions ∆δW (a)
Σ et ∆δW (b)

Σ s’expriment de manière suivante :

∆δW (a)
Σ = −

∫︂
Σ0
δu · p (∆u,ξ × x,η + xξ ×∆u,η) dS (2.64)

∆δW (b)
Σ = ρfg

∫︂
Σ0
δu · (∆u · ez)(x,ξ × x,η) dS (2.65)
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Compte tenu des preuves de la symétrie de la sous-section précédente, nous ne gardons que la par-

tie symétrique des Eqs. (2.64) et (2.65) dans la suite. Après une intégration par partie et quelques

développements mathématiques, nous obtenons les relations suivantes :

∆δWΣ = 1
2

∫︂
Σ0
p [δu · (x,η ×∆u,ξ)− δu,ξ · (x,η ×∆u)] dS

+ 1
2

∫︂
Σ0
p [δu,η · (x,ξ ×∆u)− δu · (x,ξ ×∆u,η)] dS

+ ρfg

2

∫︂
Σ0

[(∆u · ez)δu + (δu · ez)∆u] · (x,ξ × x,η) dS (2.66)

Ensuite, à partir de l’équation Eq. (2.66), la forme discrétisée de ∆δWΣ est donnée par :

∆δWΣ(∆uh, δuh) = δqT 1
2

∫︂
Σh

0

p (NTΩηN,ξ −NT
,ξΩηN) dS∆q

+ δqT 1
2

∫︂
Σh

0

p (NT
,ηΩξN−NTΩξN,η) dS∆q

+ δqTρfg

2

∫︂
Σh

0

NT((xh
,ξ × xh

,η)eTz + ez(xh
,ξ × xh

,η)T)NdS∆q

= δqTKΣ ∆q (2.67)

avec KΣ la matrice tangente issue de contribution de la variation de normale extérieure et de la

variation du déplacement ∆z de la surface mouillée dans un champ de pression non constant. Les

opérateurs Ωξ et Ωη correspondent aux matrices anti-symétriques associées à un produit vectoriel 3

des dérivées du déplacement courant par rapport aux paramètres respectivement notés xh
,ξ and xh

,η.

Ensuite, à partir de l’Eq. (2.61), la forme discrétisée de ∆δWV s’écrit directement de la façon

suivante

∆δWV (∆uh, δuh) = − δqT ρfh

∫︂
Σh

0

NT(xh
,ξ × xh

,η)dS
∫︂

Σh
0

(xh
,ξ × xh

,η)TN dS∆q

= δqKV ∆q (2.69)

avec KV la matrice tangente associée à la variation de hauteur de fluide lors d’un incrément.

Finalement, la matrice tangente des forces suiveuses Kf est la somme de KΣ et KV .

3. Matrices anti-symétriques associées à un produit vectoriel :

Ωη =

(︄ 0 −z,η y,η

z,η 0 −x,η

−y,η x,η 0

)︄
et Ωξ =

(︄ 0 −z,ξ y,ξ

z,ξ 0 −x,ξ

−y,ξ x,ξ 0

)︄
(2.68)
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2.3.8 Matrices tangentes et problème linéaire tangent discrétisé

A chaque itération de l’agorithme de Newton-Raphson le système linéaire tangent à résoudre
est de la forme :

Ktan∆q = R(q) (2.70)

avec R = Fext − Fint le résidu d’équilibre et Ktan la matrice tangente définie par :

Ktan = Km + Kg −Kf (2.71)

Km est la matrice tangente de raideur matériau [57, 58], Kg est la matrice tangente de raideur
géométrique [53] et Kf est la matrice tangente des forces suiveuses. Les constructions de ces
opérateurs sont les points clé des algorithmes présentés en Tabs. 2.1 et 2.2

Algorithm 1 : q← Newton-Raphson(ε,q,h)

Initialization q
Compute R← Fext(q, h)− Fint(q)
While ∥R∥L2 > ε
Compute Ktan ← Km(q) + Kg(q)−Kf(q, h)
Solve Ktan∆q = R(q)
q← q + ∆q
Compute R← Fext(q, h)− Fint(q)

End while

Table 2.1 – Algorithme de Newton Raphson

Algorithm 2 : Chargement par incréments de hauteur de fluide

Initialization h
For k = [1 : nstep]
q(h)← Newton-Raphson(ε,q,h)
h← h+ dh

End for

Table 2.2 – Chargement par hauteur de fluide

Remarques : Dans cette section, nous avons considéré un chargement paramétré par une hauteur de

fluide h en considérant une structure encastrée (ud = 0 sur ∂uω). Notons que le même opérateur de

raideur est utilisé pour les cas suivants :
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• problèmes à déplacements imposés non-nuls (ud ̸= 0 sur ∂uω) ;

• problème à volume de fluide imposé Vf ;

• problèmes instables tels que le flambage.

A la section suivante nous proposons quelques détails sur l’implémentation numérique associée à chacun

de ces cas de figures listés précédemment. Les exemples numériques qui en découlent seront analysés

en Section 2.6.

2.4 Méthodes de résolution numériques

2.4.1 Déplacements imposés et multiplicateurs de Lagrange

En Section 2.6, la plupart des exemples numériques sont soumis à des déplacement imposés sur

une partie du bord du domaine tel que :

u = ud on ∂uΩs (2.72)

Nous rappelons brièvement l’approche basée sur les multiplicateurs de Lagrange pour prendre en

compte les déplacements imposés. Le problème discrétisé s’écrit de la forme suivante :{︄
Fint(q)− Fext(q) + BTλ = 0

Bq = qd

(2.73)

avec λ le vecteur inconnu des multiplicateurs de Lagrange et B une matrice rectangulaire satisfai-

sant les conditions aux limites de Dirichlet. Le problème linéaire tangent associé s’écrit alors de façon

suivante : ⎡⎢⎣Ktan BT

B O

⎤⎥⎦
⎛⎜⎝∆q

∆λ

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝Fext(q)− Fint(q)−Bλ

qd −Bq

⎞⎟⎠ (2.74)

Le critère d’arrêt de l’algorithme de résolution par méthode de Newton-Raphson est dans notre

cas la norme L2 (i.e. ∥a∥2L2
= aTa), du membre de droite de l’équation (2.74).

2.4.2 Calcul du volume de fluide à partir du maillage de l’interface

Dans certains cas, le paramètre qui pilote un problème de structure déformée par un liquide interne

consiste à piloter un volume de fluide Vf durant la simulation. Nous proposons un approche basée sur
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une réévaluation de la hauteur de fluide par un méthode de dichotomie. En effet, ceci est possible

étant donné que nous sommes capables de calculer un volume sans maillage du domaine fluide par

l’utilisation du théorème de la divergence. En Fig. 2.5, nous considérons un domaine fluide Ωf borné

par une surface mouillée Σ et une surface libre Γ. Rappelons que cette dernière est supposée plane

car nous négligeons l’effet des tensions de surface dans cette étude. Considérons un champ de vecteur

Figure 2.5 – (a) Surface mouillée Σ pour le calcul du volume de fluide Vf ; (b) Domaine volumique
Ωf et sa surface libre plane Γ.

approprié noté Z tel que div(Z) = 1 (par exemple Z = (z−h)ez), le volume du fluide est donc calculé

via le théorème de la divergence (Green-Ostrogradski) tel que :

Vf =
∫︂

Ωf

dV (2.75)

=
∫︂

Ωf

div [(z − h)ez] dV (2.76)

=
∫︂

Σ
(z − h)ez · n ds+

∫︂
Γ
(z − h)ez · n ds (2.77)

Le terme défini sur la surface libre Γ disparâıt car celle-ci est horizontale (z = h), donc nous obtenons

la relation suivante :

Vf =
∫︂

Σ
(z − h)ez · n ds (2.78)

Cette précédente équation est utilisée pour évaluer la hauteur de fluide par méthode de dichotomie

(voir Tab. 2.3) à chaque itération de Newton-Raphson avec déplacement imposé (voir Tabs. 2.4 et

2.5). Certains exemples numériques basés sur le déplacement imposé d’une paroi à volume fixé sont

résolus en ne considérant uniquement que le maillage de peau de la surface mouillée.
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Algorithm 3 : h←Dichotomie(Vinit, εd,hmin, hmin)

Compute hmid = (hmax − hmin)/2
Compute V (hmid)
While | (V (hmid)− Vinit)/Vinit |> εd
If V (hmid)− Vinit > 0
hmax ← hmid

Else
hmin ← hmid

End if
Compute V (hmid)

End while

Table 2.3 – Algorithme de dichotomie

Algorithm 4 : (q,λ)← Newton-Raphson-Deplacement(ε,q,λ,qs,Vinit)

Compute h← Dichotomie(Vinit, εd,hmin, hmin)

Compute R←
(︄
Fext(q, h)− Fint(q)−Bλ

qd −Bq

)︄
While ∥R∥ > ε

Compute Ktan ← Km(q) + Kg(q)−Kf(q, h)

Solve

[︄
Ktan BT

B O

]︄⎛⎜⎝∆q

∆λ

⎞⎟⎠ = R(q)

q← q + ∆q
λ← λ + ∆λ
Compute h← Dichotomie(Vinit, εd)

Compute R←
(︄
Fext(q, h)− Fint(q)−Bλ

qd −Bq

)︄
End while

Table 2.4 – Algorithme de Newton Raphson avec Vf constant et déplacements imposés

Algorithm 5 : Chargement par déplacement imposé à volume constant

Initialization qd and Vinit
For k = [1 : nstep]

(q,λ)← Newton-Raphson-Deplacement(ε,q,Vinit)
qd ← qd + dqd

End for

Table 2.5 – Algorithme de chargement par déplacement imposé et volume de fluide constant
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2.4.3 Méthode de continuation par longueur d’arc

La prise en compte de non-linéarités géométriques peut mener certains problèmes à une instabilité

tel que le flambage [41, 48]. Une approche classique basée sur une méthode de Newton-Raphson n’est

plus appropriée dans ces cas là. Une possibilité consiste à utiliser une méthode de continuation 4 telle

que la méthode de longueur d’arc.

Le principe se base sur la prise en compte du paramètre de chargement noté λ comme inconnue

du problème. Dans notre cas, le paramètre de chargement serait la hauteur de fluide. L’équation

d’équilibre non-linéaire s’écrirait alors de façon suivante :

G (q, λ) = Fint (q)− Fext (q, λ) = 0 (2.79)

avec en particulier

δqTFext = −
∫︂

Σ
δuh · p(z, λ) n ds

=
∫︂

Σ
δuh · ρgzhn ds− λ

∫︂
Σ
δuh · hn ds (2.80)

= δqTF1 (q) + δqTλF2 (q) (2.81)

Pour résoudre ce problème non-linéaire, il est nécessaire d’introduire une contrainte de longueur d’arc

prenant en compte le paramètre de chargement. Cette longueur d’arc notée ∆l dépend les déplacements

qP d’un nuage de points P appartenant à la structure déformable et du paramètre de chargement λ.

Son expression est définie par :

∆l =
√︂

∆qT
P ∆qP + ψ2∆λ2h2 (2.82)

avec ψ un paramètre d’échelle. Une valeur élevée de ψ correspond à un problème piloté en chargement

et, au contraire, une petite valeur de ψ correspond à un problème piloté en déplacement.

4. Il existe plusieurs méthodes de continuation telles que la longueur d’arc ”sphérique”, la longueur d’arc ”prédiction-
correction” [63] ou encore la méthode asymptotique numérique (MAN) [64].
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Récapitulatif des types de chargements

• Problème piloté par une hauteur de fluide h
• Problème piloté par un déplacement imposé à volume constant
• Problèmes instables par méthode de continuation

2.4.4 Remarque sur l’intégration numérique

Quel que soit le chargement proposé, un problème numérique concerne les éléments surfaciques

partiellement mouillés. En effet, tous les opérateurs nécessitant une intégration sur Σ tels que Fext,

Kf ou Vf sont concernés par un problème d’intégration numérique. En Section 2.5, nous proposons

une approche originale basée sur une méthode de ligne de niveau pour l’intégration numérique de ces

opérateurs.

2.5 Méthode de ligne de niveau pour l’intégration numérique

2.5.1 Élements surfaciques partiellement mouillés

Le volume de fluide, l’aire de la surface libre et chaque terme des opérateurs EF tels que le vecteur

des efforts extérieurs ou la matrice tangente de forces suiveuses sont calculés par intégration numérique.

Au cours des itérations, le maillage déformé de la surface interne du réservoir n’est plus cöıncident à la

surface chargée par le fluide. De ce fait certains éléments surfaciques sont partiellement mouillés comme

l’illustre Fig. 2.6). La discrétisation initiale n’est donc plus appropriée pour l’intégration numérique

par points de Gauss.

Figure 2.6 – Éléments surfaciques partiellement mouillés lors d’une itération de l’algorithme de
Newton-Raphson.
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Une première approche consiste à trouver les points de Gauss appartenant à la surface mouillée et

ceux appartenant à la surface sèche. Si le point de Gauss appartient à la surface sèche, il ne reste qu’à

fixer la valeur de poids de Gauss à zéro. Néanmoins, nous ne savons pas si cette approche engendre

des erreurs d’intégrations numériques. Pour répondre à cette question, nous proposons une approche

basée sur une méthode de ligne de niveau [39] pour déterminer une nouvelle position des points de

Gauss et des poids de Gauss des éléments partiellement mouillés.

2.5.2 Définition de la ligne de niveau

Rappelons que par hypothèse, nous ne prenons pas en compte l’effet de tensions superficielles dans

le modèle. Il est donc possible de définir la ligne de niveau par une fonction scalaire ϕ correspondant

à l’équation d’un plan de normale ez et de hauteur h :

ϕ(x) = z − h (2.83)

Dans ce cas, la surface interne est séparée en deux parties par ligne avec d’un côté la surface

mouillée (ϕ(x < 0)) et de l’autre la surface sèche (ϕ(x > 0)) (voir Fig. 2.7).

Figure 2.7 – Ligne de niveau définie par un plan et son intersection avec la surface interne réelle de
la géométrie (en pointillé) et la surface courante éléments finis (en rouge).

L’objectif est de trouver la ligne d’intersection entre la ligne de niveau définie par un plan et la

surface interne du réservoir. Dans la pratique, nous cherchons à calculer cette intersection par une

discrétisation EF de la ligne de niveau exprimée de façon suivante :

ϕh(x) =
Nint∑︂
i=1

ϕiNi = 0 (2.84)
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2.5. MÉTHODE DE LIGNE DE NIVEAU POUR L’INTÉGRATION NUMÉRIQUE

avec Nint le nombre de nœuds de la surface interne. A partir d’un ”découpage” de l’élément partielle-

ment mouillé, l’intégration numérique est effectuée au travers d’une réévaluation de nouveaux points

de Gauss et de Poids de Gauss (voire Fig. 2.8).

Figure 2.8 – (a) Exemple d’un élément coupé par la ligne de niveau en configuration courante ; (b)
Nouvelles positions des points de Gauss dans l’élément de référence iso-paramétrique.

Cette méthode est particulièrement utile car elle nous permet de traiter des chargements ayant des

discontinuées de gradient, indépendamment de la forme et de la discrétisation de la surface interne du

réservoir. Cependant, dans le cas d’une discrétisation par éléments finis quadratiques à 8 nœuds, la

recherche de l’intersection est une véritable difficulté d’implémentation numérique.

2.5.3 Difficulté de recherche d’intersection entre un plan et un élément quadra-
tique à 8 nœuds

Le calcul des nouvelles positions des points de Gauss et des poids de Gauss a été proposé par [46]

pour des triangles à 3 noeuds et par [50] pour des quadrilatères à 4 nœuds. Dans notre cas, une des

difficultés majeures provient du grand nombre d’intersections possibles entre un plan et un élément

quadratique à 8 nœuds. Comme l’illustre la figure 2.9, un élément peut être découpé en 2 parties ou

plus en fonction de sa configuration. Un travail d’implémentation numérique, détaillé en Annexe C,

doit être effectué pour prendre en compte ces différents cas.

2.5.4 Découpage d’un élément partiellement mouillé

Découper un élément partiellement mouillé consiste à trouver l’équation de ligne de contact. Notre

approche est la suivante :

(i) Dans un premier temps, nous évaluons le nombre de points d’intersection sur les quatre bords

de l’élément de référence. Cela revient à chercher les racines d’équation du second degré donné
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Figure 2.9 – Exemples non exhaustifs d’intersections entre un éléments quadratique courbe et un
plan en configuration courante. Plus de 255 cas peuvent être rencontrés (voir Annexe C).

par :

8∑︂
i=1

ϕiNi(1, η) = 0 with η ∈ [−1, 1] (2.85)

8∑︂
i=1

ϕiNi(−1, η) = 0 with η ∈ [−1, 1] (2.86)

8∑︂
i=1

ϕiNi(ξ, 1) = 0 with ξ ∈ [−1, 1] (2.87)

8∑︂
i=1

ϕiNi(ξ,−1) = 0 with ξ ∈ [−1, 1] (2.88)

(ii) Ensuite, si il n’y a que deux points d’intersection, un grand nombre de cas peut être déduit

comme l’illustre la figure 2.10. Notons qu’il est nécessaire de calculer un point interne pour dé-

crire la courbe d’intersection. Afin de minimiser le nombre de cas à implémenter, il est possible

de définir des rotations pour se ramener à une seul configuration à coder.

(iii) Si le nombre de points d’intersection est supérieur à deux, il est difficile de déduire le décou-

page des éléments sans informations supplémentaires (comme nous pouvons le voir Fig. 2.11, il

existe plusieurs configurations possibles). Afin de palier ce problème nous effectuons un décou-

page régulier de l’élément tel que les sous-éléments découpés ne contiennent que deux points

d’intersection (voir Fig. 2.12).

Certaines configurations, rarement rencontrées en pratique, ne peuvent être traitées par la méthode

précédente (voir Fig. 2.13). Ces cas dégénérés doivent être implémentés uns à uns. Ils sont générale-

ment rencontrés lors de la première itération pour des maillages structurés.
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Figure 2.10 – Deux cas de découpage d’éléments les plus souvent rencontrés en pratique avec deux
points d’intersections : (a) les points d’intersection se trouvent sur deux bords adjacents ; (b) les deux
points d’intersection sont sur des bords opposés.

Figure 2.11 – (a) Exemple d’un cas à 4 points d’intersection ; (b) Deux cas possibles de découpages
sans informations supplémentaires.

Figure 2.12 – (a) Exemple d’un élément de référence ayant quatre points d’intersection ; (b) Décou-
page régulier de l’élément tel que les éléments sous découpés aient 2 points d’intersection.

Une dernière remarque concerne la taille et la qualité des sous-éléments créés. Étant donné que

la seule information retenue concerne les positions des points de Gauss et des poids de Gauss des

sous-éléments, la taille des sous-éléments n’influence pas le conditionnement des matrices ou la qualité

de la solution EF. Cependant, si cette méthode s’étend à une approche XFEM [39, 65, 66], la qualité

du maillage sous-découpé devrait être prise en compte.
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Figure 2.13 – Exemples non exhaustifs de cas dégénérés : (a) l’intersection correspond à un noeud
du maillage ; (b) l’intersection correspond à un bord du maillage ; (c) L’intersection correspond à deux
noeuds du maillage.

2.5.5 Exemple d’utilisation de la ligne de niveau

Dans la suite, nous proposons un exemple simple qui consiste à calculer des aires et des volumes à

partir de maillages de surfaces. Comme l’illustre la figure 2.14, nous considérons le cas d’un remplissage

d’un cube creux rigide entre deux sommets. L’objectif est de calculer l’aire de la surface libre Af, l’aire

de la surface mouillée AΣ et le volume de fluide Vf, en fonction de la hauteur de fluide h, en n’utilisant

que les éléments de surface. La surface est définie par six faces qui sont des éléments quadratiques à 8

nœuds. Deux méthodes sont comparées : (i) une intégration par points de Gauss classique (à 9 points

de Gauss) et (ii) la méthode de ligne de niveau.

Figure 2.14 – (a) Remplissage d’un cube entre deux sommets avec a = 2 m. Visualisation de (b) l’aire
de la surface libre Af, (c) l’aire de la surface mouillée AΣ et (d) le volume de fluide Vf sous la hauteur
h.

Nous avons tracé l’évolution de Af, AΣ et Vf en fonction de la hauteur de fluide en Fig. 2.15. La

méthode de ligne de niveau montre des résultats très proches des résultats analytiques. L’approche

d’intégration numérique classique montre des discontinutés pour le calcul des aires. Bien entendu, un
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maillage plus fin permettrait de réduire ces écarts. Enfin, le calcul du volume pour les deux méthodes

numériques se superposent aux résultats analytiques.
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Figure 2.15 – Évolution des quantités qui dépendent de la hauteur de fluide h : (a) aire de la surface
libre ; (b) aire de la surface mouillée ; (c) volume de fluide disponible sous la surface libre ; Pour chaque
quantité, une solution analytique est tracée (en bleu) ainsi que la solution numérique obtenue avec la
méthode de ligne de niveau (ligne rouge en pointillé) et celle obtenue par une intégration classique
sans méthode de ligne de niveau avec nGP = 9 points de Gauss (ligne verte).

2.5.6 Conclusion sur la méthode de ligne de niveau

En Section 2.5, une méthode originale d’intégration numérique basée sur une méthode de ligne de

niveau a été proposée. Cette approche permet de calculer les termes ayant comme support des éléments

partiellement mouillés. La difficulté de cette méthode provient du grand nombre de cas d’intersections

possibles entre un élément quadratique à 8 nœuds et un plan. Ce développement permet de traiter

des chargements ayant des discontinuités de gradients de pression indépendamment du maillage de

la surface interne d’un réservoir. Même si l’implémentation numérique est fastidieuse, son utilisation

s’adapte aisément à toutes les géométries surfaciques courbes.

Remarque : Dans notre cas, la fonction de ligne de niveau est définie par un plan. Étant donné que

nous effectuons une discrétisation éléments finis de celle-ci, cette méthode s’appliquerait à n’importe

quelles situations pour lesquelles les valeurs de ligne de niveau sont connus aux nœuds du maillage

interne. Par exemple, ce type d’information peut provenir d’un code de calcul fluide en milieu dipha-

sique, via le transport d’une ligne de niveau séparant deux fluides. Dans le cas de la prise en compte

de tension superficielle, il serait possible de générer un maillage curviligne de la ligne de contact. Des

opérations peuvent être effectuées directement sur ce support 1D obtenu avec notre approche (voir

83



2.6. EXEMPLES NUMÉRIQUES DE PROBLÈMES STATIQUES NON-LINÉAIRES

Annexe C).

Originalité de la méthode de ligne de niveau

• Découpage d’éléments courbes quadratiques à 8 nœuds.

• Calcul de nouveaux points et poids de Gauss adaptés à l’intégration numérique.

• Les opérateurs dépendant de chargements ayant une discontinuité de gradient de pression
(ou faible discontinuité) peuvent être traités indépendamment du maillage chargé.

• Le temps de calcul nécessaire au découpage des éléments est négligeable vis-à-vis de la
construction des opérateurs matricielles au cours d’une itération de Newton. En effet, le
nombre d’éléments surfaciques partiellement mouillés est très faible par rapport au nombre
total d’éléments de la surface interne.

2.6 Exemples numériques de problèmes statiques non-linéaires

Un code EF en 3D a été implémenté avec la méthode de ligne de niveau proposée en Section 2.5. Le

code permet de résoudre des problèmes non-linéaires géométriques avec forces suiveuses hydrostatiques.

Plusieurs exemples, à la fois issus de la littérature et inventés dans le cadre de nos développements

sont proposés :

Pb 1 : Problème piloté par une hauteur de fluide [42] ;

Pb 2 : Problème piloté par un déplacement imposé à volume de fluide constant [42] ;

Pb 3 et 4 : Problèmes avec instabilités et lois de comportement hyperélastiques [48] :

Pb 5 : Succession de 2 problèmes :(i) Remplissage piloté par hauteur de fluide et (ii) Problème à

déplacement imposé à volume constant.

L’objectif de ces exemples numériques est de montrer les possibilités offertes par notre modélisa-

tion, ainsi que la validité du code dédié au calcul d’un état précontraint par des forces suiveuses. Ainsi

nous mettons en évidence : (i) l’utilisation de la ligne de niveau sur des problèmes 3D et (ii) une conver-

gence quadratique des problèmes non-linéaires, démontrant la garantie d’une bonne implémentation
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numérique des matrices de raideurs tangentes.

2.6.1 Pb1 : Remplissage d’un crochet creux élastique

L’objectif de ce problème numérique est de calculer l’état précontraint d’un crochet creux élastique

en fonction de la hauteur de fluide. Ce premier exemple numérique se base sur [42] qui a effectué ce

calcul avec des éléments coques. La pression hydrostatique dépend de la masse volumique ρf = 1000

kg.m−3 et de l’accélération gravitationnelle arrondie à g = 10 m.s−2. Les paramètres du maillage

hexaédrique et de la géométrie sont donnés en Fig. 2.16. Le nombre d’éléments a été choisi pour que

la solution EF soit indépendante du nombre de maille. Une loi de comportement de Saint-Venant

Kirchhoff est utilisée S = 2µE + λtr(E)I avec le module de Young E = 1.0 GPa et le module de

Poisson ν = 0.3 tel que λ = νE
(1+ν)(1−2ν) et µ = E

2(1+ν) . Enfin, la structure est encastrée en Z = 0.

Figure 2.16 – (a) Paramètres géométriques du crochet creux élastique chargé soumis à un champ
de pression hydrostatique ; (b) Maillage tridimentionnel de la structure avec 1536 éléments et 32502
degrés de liberté ; (c) Paramètres du maillage et de la géométrie utilisés pour nos simulations.

La simulation est pilotée par la hauteur de fluide h et un état d’équilibre non-linéaire est calculé à

chaque itération. La hauteur de fluide varie entre hmin = −90 cm et hmax = −5 cm avec un incrément

de chargement fixe de dh = 1 cm (85 incréments de chargement). En Fig. 2.17, nous traçons l’évolution

du déplacement d’un point A ainsi que l’aire de la surface libre en fonction de la hauteur de fluide.

Qualitativement, les résultats sont en accord avec la littérature. En effet, le déplacement du point A

évolue de façon croissante entre−90 cm et−32 cm avant d’atteindre un palier (légèrement décroissant).
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Cependant, le déplacement maximum du point A est de | dmax |= 4.01 cm pour nos simulations,

contrairement à celui de la littérature qui est de | dref |≃ 4.3 cm. Cette différence pourrait être due à

la différence entre notre modélisation 3D et le modèle coque utilisé dans la littérature.
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Figure 2.17 – Évolution de l’aire de la surface libre Af et de la norme du déplacement | dA | en
fonction de la hauteur de fluide h ∈ [−90, 0] cm avec un pas de remplissage dh = 1 cm. (Attention la
surface libre n’est représentée que pour un souci esthétique de visualisation. Elle n’est en aucun cas
utilisée comme un support de calcul.)

Nous avons effectué deux fois la simulation pour montrer l’influence de la matrice tangente des

forces suiveuses Kf sur la convergence de l’algorithme de Newton-Raphson. Une première simulation

a été faite avec Kf et une autre sans. En Fig. 2.38, nous avons tracé l’évolution de la norme du résidu

d’équilibre ε =|| Fint − Fext || en fonction du nombre d’itérations dans un boucle de Newton avec un

critère d’arrêt fixé à ε = 10−7 N. Les courbes montrent une contribution importante Kf sur le taux de

convergence de notre algorithme de résolution non-linéaire. En effet, le nombre d’itérations nécessaire

pour converger est compris entre 3 et 4 avec la matrice Kf alors que sans sa contribution le nombre

d’itérations est quasiment doublé (entre 6 et 9 itérations).
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Figure 2.18 – Évolution de la norme du résidu d’équilibre en fonction du nombre d’itérations d’un
algorithme de Newton-Raphson pour deux simulations : l’une avec la matrice tangente des forces
suiveuses et l’autre sans (h = −80 cm, h = −60 cm, h = −40 cm and h = −20 cm).

En Fig. 2.19, nous pouvons observer la ligne de niveau sur une configuration de référence donnée

(h = −42 cm). Notons que la ligne de contact n’est pas cöıncidente au maillage de la surface courante.

Fig. 2.19 montre aussi la dépendance des vecteurs des efforts extérieurs Fext en fonction de la hauteur

de fluide. Attention, les vecteurs des efforts affichés dépendent aussi de la taille des mailles d’un élé-

ment surfacique.

Cet exemple pour lequel le paramètre de chargement est la hauteur de fluide met en évidence de
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Figure 2.19 – Éléments partiellement mouillés en jaune. La ligne de contact est tracée en rouge.
Vecteur des efforts extérieurs en gris.

points clés de nos développements : (i) l’influence de la matrice tangente des forces suiveuses sur la

résolution du problème non-linéaire et (ii) l’utilisation originale de la ligne de niveau sur des éléments

quadratiques à 8 nœuds.

Nombre d’éléments volumiques 1536
Nombre d’éléments surfaciques 1536
Nombre de degrés de liberté 32505
Nombre d’incréments de chargement 85
Nombre total de systèmes linéaires (avec Kf) 256
Nombre total de systèmes linéaires (sans Kf) 595
Temps moyen par incrément de chargement (avec Kf) 15 sec
Temps totale de la simulation (avec Kf) 21 minutes
Temps moyen par incrément de chargement (sans Kf) 26 sec
Temps total de la simulation (sans Kf) 36 minutes

Table 2.6 – Pb 1 : Informations maillages et temps de calculs associés

2.6.2 Pb2 : Déplacement imposé d’un parallélépipède creux

Ce deuxième exemple numérique consiste à calculer l’état d’équilibre d’un parallélépipède creux,

contenant un volume de liquide fixé, soumis à un déplacement imposé (voir Fig. 2.20). Cet exemple est

basé sur un cas de [42] qui utilise des éléments coques. Le parallélépipède est soumis à un déplacement

imposé assimilable à de la traction et de la torsion. Le volume de fluide Vf doit rester égal au volume

de fluide initial Vinit au cours de la simulation. Aucune pressurisation n’est prise en compte dans la
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partie sèche de la structure. Nous utilisons une loi de comportement de Saint-Venant Kirchhoff avec

E1 = 0.75 GPa pour le corps de la structure et E2 = 1 GPa pour les extrémités (ν = 0.3 dans toute

la structure). Cette configuration particulière permet d’éviter les instabilités d’après [42].

Figure 2.20 – (a) Paramètres géométriques du parallélpipède creux soumis à un déplacement imposé à
ces extrémités et à un champ de pression hydrostatique ; (b) Vue d’une partie du maillage héxaédrique
paramétré ; (c) Valeurs des paramètres du maillage et de la géométrie.
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Figure 2.21 – Évolution de la hauteur de surface libre en fonction du paramètre de chargement λ tel
que u1d = −u2d = λumax ez avec umax = 0.0125 m, et θ1d = −θ2d = λπ/4 rad .

Nous traçons l’évolution de la hauteur de fluide en fonction du paramètre de chargement λ tel

que λ ∈ [0, 1] en Fig. 2.21. Nos résultats sont en accord avec ceux de la littérature. En Fig. 2.22 nous
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traçons le maillage déformé pour différentes configurations du paramètre de chargement.

Figure 2.22 – (a) Norme du déplacement ∥u∥ de la structure soumise à un champ de pression hy-
drostatique (∥u∥ = 0 mm (en bleu) et ∥u∥ = 0.176 mm (en rouge) ; (b) Déformation de la structure
pour λ = 0, λ = 0.5 et λ = 1. Attention : La surface libre en rouge n’est représentée que pour la
visualisation car le support de la surface libre n’est pas nécessaire pour le calcul des états d’équilibres
statiques.

En figure 2.23, nous traçons l’évolution de la norme du résidu d’équilibre || Fint − Fext || calculée

pour trois valeurs de paramètres de chargement. Une convergence quadratique de la norme est observée.

Rappelons que pour chaque itération de la boucle de Newton, la hauteur de fluide est recalculée par

une méthode de dichotomie pour satisfaire la condition de volume de fluide fixé. La Fig. 2.23 montre

la convergence du volume de fluide au cours de la dichotomie pour la première itération de Newton

λ = 0.5.

2.6.3 Pb 3 : Remplissage d’un cylindre en caoutchouc pré-étiré

Ce troisième exemple numérique consiste à calculer l’état d’équilibre d’un cylindre pré-étiré soumis

à une charge suiveuse hydrostatique. Comme l’illustre la Fig. 2.24, la simulation s’effectue en deux

étapes : (i) un calcul en déplacement imposé du barreau est effectué sans fluide et (ii) le calcul du

remplissage de la structure pré-étirée. Cet exemple, basé sur un cas de [48] utilisant des éléments de

type membrane, a la particularité d’être instable. Une loi de comportement hyper-élastique quasi-
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1 2 3 4 5
10

-10

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

2 4 6 8 10 12
0.5

0.7

0.9

1.1

1.3

1.5

Figure 2.23 – (a) Évolution de la norme du résidu pour λ = 0.1, λ = 0.5 et λ = 1 ; (b) Convergence de
la méthode de bissection pour conserver le volume de fluide lors de la première itération de l’algorithme
de Newton pour λ = 0.5.

Nombre d’éléments volumiques 338
Nombre d’éléments surfaciques 250
Nombre de degrés de liberté (déplacement) 7176
Nombre de degrés de liberté (mult. de Lagrange) 1056
Nombre d’incréments de chargement 45
Nombre total de systèmes linéaires 160
Temps moyen par incréments 21 sec
Temps moyen de la dichotomie 5 sec
Temps total de la simulation 14 minutes

Table 2.7 – Pb 2 : Informations maillages et temps de calculs associés

incompressible de Mooney-Rivlin (cf. annexe A) a été choisie :

Ψiso = c10
(︂
C1 − 3

)︂
+ c01

(︂
C2 − 3

)︂
et Ψvol = k0

2
(︂
C3 − 1

)︂2
(2.89)

avec les paramètres matériaux suivants : k = 1
7 et µ = 0.4225 MPa avec c10 + c01 = µ

2 et k = c01
c10

. Le

module de compressibilité noté k0 est calculé en considérant k0 = E
3(1−2ν) et E = 6(c10 + c01) [59]. No-

tons que E est le module d’Young linéarisé en ne considérant aucune déformation et ν est le coeficient

de Poisson ν = 0.499 pour assurer la condition de quasi-incompressibilité du matériau. Un maillage

hexaédrique a été utilisé, même si la structure est très fine : le rapport entre la plus grande arête

d’un élément par rapport à la plus petite peut atteindre 100 (sans déformation). De plus, à cause des

grandes déformations, certains éléments peuvent être ”́ecrasés” au cours de la simulation. Mais d’après

[67], l’utilisation d’un élément quadratique à 20 nœuds minimise l’effet de la qualité du maillage sur
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la solution EF.

Figure 2.24 – Étirement et remplissage du cylindre creux en caoutchouc et ces paramètres géomé-
triques.

En Fig. 2.25, nous traçons l’évolution de la hauteur de fluide en fonction du déplacement radial

spécifié en 3 points de la configuration de référence (A, B et C). Dans un premier temps, nous

calculons l’état d’équilibre de la structure pré-étirée à partir d’un calcul non-linéaire à déplacement

imposé. Ensuite, le remplissage de la structure peut se décomposer en deux parties : (i) un équilibre

stable ayant une hauteur de fluide croissante au cours du remplissage et (ii) une partie instable où

la hauteur de fluide stagne, puis diminue comme le montre la Fig. 2.25. En Fig. 2.26, nous traçons

l’évolution du volume de fluide en fonction du déplacement radial des points A, B et C. Ces résultats

sont en acord avec ceux de [48].
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Figure 2.25 – Évolution de la hauteur de fluide en fonction du déplacement radial aux points A, B
et C.
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Figure 2.26 – Évolution du volume de fluide en fonction du déplacement radial aux points A, B et
C.

En Fig. 2.27, nous montrons le maillage déformé de la structure pour différentes étapes de la si-

mulation. Rappelons que la ligne de contact n’est pas cöıncidente au maillage de la structure dans la

mesure où nous utilisons la méthode de ligne de niveau pour l’intégration numérique.

La partie instable de la simulation est calculée avec l’algorithme de continuation basé sur une mé-

thode de longueur d’arc prédiction-correction. Une convergence quadratique de la solution non-linéaire

est assurée par la matrice tangente des forces suiveuses (voir Fig. 2.28). Les simulations effectuées sans

Kf divergent sur la partie instable.

Nombre d’éléments volumiques 525
Nombre d’éléments surfaciques 261
Nombre de degrés de liberté 8964
Nombre d’incréments de chargement 88
Nombre total de systèmes linéaires 285
Temps moyen d’un incrément 23 sec
Temps total de la simulation (remplissage) 33 min

Table 2.8 – Pb 3 : Informations maillages et temps de calculs associés
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Figure 2.27 – (a) Maillage en configuration de référence ; Configurations courantes pour (b) h1 = 46.3
mm et V1 = 0.02× 106 mm3 ; (c) h2 = 205.5 mm et V2 = 0.401× 106 mm3 ; (d) h3 = 219.1 mm et
V3 = 260× 106 mm3.

2.6.4 Pb 4 : Remplissage d’une membrane circulaire instable

Cet exemple numérique se base sur un exemple de [46]. L’objectif est de calculer l’état d’équilibre

d’une membrane soumise à des forces suiveuses hydrostatiques pour un liquide fictif 10 fois plus dense

que l’eau. Cet exemple fait apparaitre deux instabilités nécessitant un algorithme de continuation.

Nombre d’éléments volumiques 500
Nombre d’éléments surfaciques 540
Nombre de degrés de liberté 10809
Nombre d’incréments de chargement 250
Nombre total de systèmes linéaires 875
Temps moyen par incrément 23 sec
Temps total de la simulation 1 h et 35 minutes

Table 2.9 – Pb 4 : Informations maillages et temps de calculs associés
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Figure 2.28 – Évolution de la norme du résidu pour trois configurations illustrées en Fig. 2.27 avec
h1 = 46.3 mm et V1 = 0.02× 106 mm3, h2 = 205.5 mm et V2 = 0.401× 106 mm3, h3 = 219.1 mm et
V3 = 260× 106 mm3.

2.6.5 Pb 5 : Remplissage et rotation d’un réservoir hémisphérique couvert par
une membrane pré-étirée

Ce dernier exemple numérique consiste à calculer l’état d’équilibre d’une membrane en caoutchouc

recouvrant une demi-sphère rigide de rayon r = 0.2 m partiellement remplie de liquide. Le principe de

la simulation est illustré en Fig. 2.31 avec trois phases distinctes :
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Figure 2.29 – Évolution de la hauteur de fluide en fonction du déplacement vertical au point de
coordonnées de référence (0, 0, 0).

Figure 2.30 – Différentes configurations courantes de la structure déformée par la fluide pour diffé-
rentes hauteurs h : (a) h = −0.1 mm et q = 0.2 mm; (b) h = −1 mm et q = 2 mm; (a) h = 1.9 mm
et q = 10 mm; (a) h = −1.5 mm et q = 1.8 mm.

• Phase 1 : calcul d’un état pré-étiré de la membrane ayant un rayon initial R0 ;

• Phase 2 : remplissage du réservoir piloté par une hauteur de fluide ;

• Phase 3 : rotation de la partie rigide du réservoir à volume de fluide constant.

Aucun effet d’inertie n’est pris en compte étant donné que les transformations sont supposées

quasi-statiques. L’objectif de cet exemple est de mettre en œuvre plusieurs types de chargements va-
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Figure 2.31 – (a) Phase 1 : Extension de la membrane ayant un rayon initial de R0 = 0.10 m
jusqu’au rayon final r = 0.20 m; (b) Phase 2 : Remplissage d’un réservoir couvert par la membrane
piloté par une hauteur de fluide h entre h = 0 to h = 0.160 m; (c) Phase 3 : Rotation de la partie
rigide hémi-sphérique à volume de fluide constant.

lidés précédemment sur un exemple original, c’est-à-dire : (i) chargement piloté par hauteur de fluide

h et (ii) chargement à déplacement imposé pour une volume de fluide fixé.

Phase 1 : Calcul à déplacement imposé sans fluide

La phase 1 consiste à calculer le déplacement ustr tel que x = X + ustr, en considérant un dé-

placement imposé sur son bord. Le rayon et l’épaisseur initiale de la structure de la membrane sont

respectivement R0 = 0.10 m et T = 0.4 mm. Les paramètres matériaux du caoutchouc sont les mêmes

que ceux utilisés au Pb 3. Le maillage de la membrane élastique est composé de mailles hexaédriques

à 20 nœuds. La partie rigide du réservoir est maillée par des éléments quadratiques à 8 nœuds pour

les calculs utilisant la méthode de ligne de niveau (le volume de fluide Vf et l’aire de la surface libre

Af). Les paramètres du maillage sont donnés en Fig. 2.32. Les maillages déformés pour différents états

de la simulation sont donnés Fig. 2.33).
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Figure 2.32 – (a) Maillage de la membrane et de la partie rigide hémisphérique ; (b) paramètres du
maillage composé d’hexaèdres à 20 avec nθ le nombre d’éléments d’un quart de la circonférence, le
nombre d’éléments dans l’épaisseur nt = 1 et nr le nombre d’éléments sur la ligne radiale, la valeur a
est donnée pour la construction du maillage hexaédrique tel que a = 0.3Ri ; (c) Maillage surfacique de
la partie rigide du réservoir, ce maillage est nécessaire pour le calcul du volume de fluide et l’aire de
la surface libre.

Figure 2.33 – Visualisation de la configuration courante du problème à déplacement imposé pour
passer d’un rayon intial de la membrane R0 = 0.1 m à un rayon final r = 0.2 m. λ est un paramètre
de chargement tel que λ = 0 (aucun chargement) and λ = 1 (fin du chargement). Le point A′

correspond à la position courante du point A tel que XA = (0,−0.3Ri, 0) en configuration de référence
et XA + ustr(XA) en configuration de référence.

Phase 2 : Remplissage piloté par hauteur de fluide

L’objectif de la phase 2 est d’évaluer le déplacement ufil de la structure partiellement remplie de

liquide tel que x = X + ustr + ufil(h). Dans la suite, notre quantité d’intérêt (QI) est la norme du

déplacement q =|| ufil(XA) || illustrée en Fig. 2.34 lorsque la structure est complètement remplie. Le

tableau 5.4 récapitule les données du maillage et les valeurs de q pour différents paramètres de maillage
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nθ et nr. Comme le montre la Figure 2.34, le maillage sélectionné a pour paramètres (nθ = 5, nr = 5)

avec moins de 0.5 % d’erreur par rapport à une solution ”overkill” qref.

(nθ,nr) (1, 1) (2, 2) (5, 5) (10, 10) (20, 20) (40, 40)
nelem 5 20 125 500 1200 8000
ndof 144 489 1188 4623 18243 169209
q (mm) 11.03 11.77 11.81 11.83 11.85 qref = 11.86

Table 2.10 – Nombre d’éléments nelem, nombre de degrés de liberté ndof et valeur de la quantité
d’intérêt q(QI).
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Figure 2.34 – Convergence de la QI normée par la QI de référence en fonction du nombre de degrés
de liberté qref ; (a) Étape 1 : Extension de la membrane en caoutchouc ; (b) Membrane chargée par
un champ de pression hydrostatique si le réservoir est complètement rempli.

Figure 2.35 – Champ de déplacement ufil de la membrane pour plusieurs jeux de paramètres de
maillages (nθ,nr) : (a) (1, 1) ; (b) (2, 2) ; (c) (5, 5) ; (d) (10, 10) ; (e) (20, 20) ; (f) (40, 40).

Le remplissage de la structure s’effectue entre une hauteur h = 0 mm jusqu’à h = 180 mm avec

un pas de hauteur de fluide fixe de dh = 20 mm. Les résultats sont donnés sur différents maillages

déformés Fig. 2.36, avec la ligne de contact non cöıncidente au maillage de la structure. L’évolution de

q est tracée Fig. 5.11 montrant une réponse non-linéaire en fonction du paramètre de hauteur de fluide.

Comme il a été fait pour le Pb1, nous avons effectué deux simulations pour mettre à nouveau en
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Figure 2.36 – Norme du champ de déplacement ufil de la membrane entre 0 mm (en bleu) et 10.6
mm (en rouge) pour différentes hauteurs de fluide :(a) h = 50 mm; (b) h = 100 mm; (c) h = 120
mm; (d) h = 160 mm.
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Figure 2.37 – Évolution de q en fonction de la hauteur de fluide ; (a) Déplacement du point
A = (0, 0,−0.3Ri) au A′ lors de l’extension de la membrane ; (b) Déplacement du point A′ lors
du remplissage.

évidence l’influence de Kf sur la convergence de l’algorithme de Newton-Raphson (voir Fig. 2.38).

Phase 3 : Rotation de la partie rigide

Cette dernière phase consiste à imposer un déplacement de la partie rigide du réservoir. Ce dé-

placement correspond à une rotation imposée autour de l’axe (O, ex). Le volume de fluide est fixé au

cours de la simulation. Le déplacement de la membrane est noté urot tel que x = X + ustr + urot(Vf).

Nous avons affiché en Fig. 2.39 : (i) le maillage déformé en configuration courante et (ii) le maillage
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Figure 2.38 – Influence de la matrice tagente des forces suiveuses sur la convergence de l’algorithme
de Newton-Raphson pour différents états d’équilibre (i.e. h = 40 mm, h = 80 mm, h = 120 mm and
160 mm) de la Phase 2.

déformé sur une configuration fixe par rapport à la partie rigide du réservoir. La rotation est imposée

par un angle θ ∈ [0, 360] degrés avec un pas fixe de dθ = 1.8 degrés. Le volume initial du fluide

Vf = 1.0× 10−3 m3 est choisi comme étant le volume du réservoir de la phase 2 pour une hauteur de

fluide de h = 0.1 m.

La hauteur de fluide varie pendant la simulation pour satisfaire la condition de volume de fluide

constant (voir Fig. 2.40). L’évolution de la norme du déplacement y est aussi représentée en fonction
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Figure 2.39 – Norme du champ de déplacement pour différentes configurations de référence || urot ||
associés aux rotations de la partie rigide d’angle θ autour de l’axe (O, ex) pour un volume de fluide
fixé Vf = 1.0e−3 m3 (en bleu || urot ||= 0 et en rouge || urot ||= 4.55 mm).

de l’angle. Nous observons qu’entre θ = 230 et θ = 270 degrés, la membrane n’est pas sollicitée par la

pression du fluide.
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Figure 2.40 – Évolution de la hauteur de fluide et de q en fonction de l’angle θ entre θ = 0 degrés et
θ = 360 degrés.
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Enfin, nous avons tracé en Figure 2.41 l’évolution du résidu d’équilibre au cours des itération de

Newton-Raphson pour quatre angles données. Une légère décroissance du taux de convergence peut

être observée, néanmoins le nombre d’itérations nécessaire pour converger reste satisfaisant (entre 3

et 4 itérations de Newton-Raphson).
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Figure 2.41 – Influence de la matrice tagente des forces suiveuses sur la convergence de l’algorithme
de Newton-Raphson pour différents états d’équilibre (a) θ = 45 degrés ; (b) θ = 90 degrees ; (c) θ = 135
degrés ; (d) θ = 180 degrés.
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Nombre d’éléments volumiques 125
Nombre d’éléments surfaciques 250
Nombre de degrés de liberté 2784
Nombre d’incréments de chargement phase 1 10
Nombre d’incréments de chargement phase 2 9
Nombre d’incréments de chargement phase 3 200
Temps simulation phase 1 2 minutes
Temps simulation phase 2 2 minutes
Temps simulation phase 3 30 minutes

Table 2.11 – Pb 5 : Informations maillages et temps de calculs associés

2.7 Conclusion et contributions

Dans ce chapitre, nous avons calculé l’équilibre non-linéaire géométrique de réservoirs flexibles

partiellement remplis de liquides. L’action du fluide incompressible au repose sur la structure a été

modélisée par un champ de pression suiveur hydrostatique. Un algorithme de Newton-Raphson com-

binée à une méthode originale de ligne de niveau a été implémenté sous matlab. Les formulations du

problème ont été rappelés pour des problèmes stables et instables résolus par la méthode des éléments

finis. Les deux contributions les plus importantes sont (i) la construction de la matrice tangente des

forces suiveuses et (ii) l’utilisation d’une ligne de niveau pour l’intégration d’éléments partiellement

mouillés. Ce dernier aspect est nécessaire pour le calcul des efforts extérieurs et de la matrice tan-

gente qui dépendent de la surface mouillée courante. Ces deux contributions ont été combinés pour

la résolution d’exemples numériques utilisant des éléments quadratiques à 20 nœuds. Nos résultats

ainsi obtenus sont en accord avec la littérature existante [42, 48], validant ainsi le calcul de l’état

précontraint. Cet état peut être directement récupéré pour le calcul des vibrations hydroélastiques

linéarisées dans en Partie 2. Nous rappelons que ces travaux ont été présentés en conférences [28, 29]

et a donné suite à un article dans un journal international avec comité de lecture [30].

Vers un calcul du problème non-linéaire sur base réduite a priori : La modélisation que nous

avons proposée est une approche incrémentale. Nous montrons au travers de nos exemples que un pa-

ramètre de chargement, les temps de calculs restent raisonnables (tout dépend du nombre d’incréments

de chargement et de degrés de liberté du système). Le chapitre suivant propose un autre approche

pour calculer un état d’équilibre statique. La méthode proposée consiste à calculer la solution sous
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forme de base réduite calculée a priori. Nous nous demandons :

(i) Est-ce que les approches sur bases réduites avec la prise en compte de non-linéarités géomé-

triques et de forces suiveuses convergent ?

(ii) Si elles convergent, est-ce que le temps de calcul est plus faible que l’approche incrémentale

proposée pour un paramètre de chargement ?
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Chapitre 3

Équilibre statique non-linéaire
géométrique avec forces suiveuses
uniformes par construction d’une base
réduite PGD a priori

Ce chapitre porte sur la formulation d’un problème non-linéaire géométrique avec force suiveuse
uniforme via l’utilisation de la Proper Genearlized Decomposition (PGD) a priori. Trois points
particuliers sont ainsi détaillés. Le premier repose sur l’expression du principe des travaux virtuels
avec l’hypothèse d’une solution écrite sous forme de produits de fonctions à variables séparées. De
ce fait, la solution dépend de la position de la géométrie de référence et du chargement de pression
uniforme. Nous montrons que l’approche revient à résoudre une succession de sous-problèmes non-
linéaires séparés en espace et en paramètre de pression. Le deuxième point concerne la résolution
de ces sous-problèmes non-linéaires. Enfin, nous montrons aux travers d’exemples numériques la
validité de l’approche via la convergence de la solution reconstruire vers une solution de référence.
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3.1. INTRODUCTION ET ÉTAT DE L’ART

3.1 Introduction et état de l’art

3.1.1 Enjeu : Réduction de modèle a priori

Dans ce chapitre, nous proposons une formulation originale pour le calcul d’une solution statique

non-linéaire avec forces suiveuses (voir Fig. 3.2), par utilisation de la PGD a priori, combinée à la

méthode des éléments finis. Les non-linéarités géométriques sont prises en compte dans le modèle.

L’objectif est de générer une base réduite sans effectuer le calcul du modèle complet (cf. Chapitre

1). La principale originalité de ce chapitre consiste à exprimer le travail des des efforts extérieurs

dépendant du déplacement écrit sous forme de fonctions à variables séparées.

Figure 3.1 – Exemple d’abaque virtuel pour générer des solutions ”en-ligne” à partir d’une base
réduite générée ”hors-ligne”. Dans la suite, nous ne considérons qu’un paramètre de chargement avec
pression uniforme pour simplifier les calculs.

A ce jour, aucune formulation incluant des forces suiveuses n’a été proposée dans la littérature

associée à la PGD. L’originalité de ce chapitre est de proposer une formulation avec un paramètre de

pression uniforme, pour résoudre le problème avec non-linéarités géométriques. Les nombreux détails

de calcul associés aux sous-problèmes séparés sont données en Annexe D. En particulier, les dévelop-

pements associés aux expressions des énergies virtuelles internes et externes et leurs linéarisations,

sont exposés en considérant une loi de comportement hyperélastique de Saint-Venant Kirchhoff.

Au cours de ces dix dernières années, un grand nombre de problèmes multi-physiques ont été revi-

sités via la méthode de réduction de modèle PGD a priori [68]. Cette méthode consiste à approximer

la solution du problème par une série de produits de fonctions à variables séparées. Cette hypothèse

conduit à la résolution d’une succession de sous-problèmes par un algorithme de point fixe. La PGD

permet de contourner la malédiction de la dimensionnalité lors de la construction d’une base réduite
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Figure 3.2 – Configuration de référence et configurations courantes de la surface interne d’un réservoir
soumis à des champs de pression suiveurs.

”hors-line”. Ainsi, l’utilisateur peut se servir de cette base pour générer des solutions approchées en

temps réel pour un grand nombre de paramètres [69, 70, 71]. Notons que la PGD n’est efficace que

si la solution peut être écrite sous forme de fonctions à variables séparées. De nombreux exemples

de problèmes en mécanique non-linéaire sont proposés dans la littérature [72], tel que les problèmes

de contact entre deux solides, [73], les problèmes non-linéaires élasto-plastiques [74], le comportement

non-linéaire du sol [75] et les problèmes non-linéaires géométriques [76]. D’autres types de problèmes

rencontrés en mécaniques ont été traités via la PGD tels que la dynamique transitoire [77, 78], ou

des problèmes à paramètres géométriques variables [79, 80, 81]. De plus, la combinaison de la PGD

à d’autres méthodes numériques ont vu le jour tel que la POD-PGD (Proper Orthogonal Decom-

position) pour résoudre les équations de la dynamique en temps réel[82] ou la LATIN-PGD (LArge

Time INcrement) [83, 84, 85] pour la résolution de problèmes non-linéaire non incrémentaux. Nous

pouvons aussi citer la PGD-ANM (Asymptotic Numerical Method ou Méthode Asymptotique Numé-

rique) utilisé pour résoudre des problèmes avec non-linéarités géométriques et non-linéarités de lois

de comportement hyperélastique en grandes déformations [86, 87]. Aussi la PGD-HBM (Harmonic

Balance Method ou Balance Harmonique) [88, 89] a été utilisée pour calculer des modes non-linéaires.

La PGD est aussi développée dans le cadre de la vérification de modèles pour le calcul d’estimateurs

d’erreurs [90].

Notons qu’il existe d’autres approches de réduction de modèle tel que la POD [91, 92]. Cependant,

ces approches nécessitent le calcul du modèle complet sur un plage de paramètres pour générer des

bases réduits a posteriori. De nombreuses applications utilisant la POD sont proposées dans la litté-
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rature. Nous pouvons au moins citer quelques une faisant intervenir des non-linéarités géométriques,

[93], de l’homogénéisation de matériaux hyperélastiques [94] ou le calcul en temps réel de simulation

de tissues très souples POD-PCMFS (Point Collocation Method of Finite Spheres) [95].

Le contenu de ce Chapitre est le suivant. En Section 3.2, nous rappelons succinctement les éléments

clés de la formulation variationnelle discrétisée, pour un problème non-linéaire avec forces suiveuses.

En Section 3.3, nous nous servons de l’hypothèse d’une solution écrite sous forme de produits de fonc-

tions à variables séparées de la PGD a priori, dans les équations non-linéaires. Nous faisons apparâıtre

deux sous-problèmes séparés : un problème en espace et un autre en paramètre de pression. Ensuite, en

Section 3.4, une discrétisation EF, analogue au problème non-linéaire décrit au Chapitre 2, est propo-

sée. Ce problème est résolu par une méthode de Newton, ce qui nécessite la linéarisation du problème

et donc la construction des matrices tangentes et des résidus d’équilibre. En Section 3.5, nous mon-

trons que le problème de paramètre de pression peut s’écrire sous la forme d’un problème fonctionnel

polynomial. Deux méthodes de résolution sont proposées dans ce chapitre. Enfin, en Section 3.6, des

applications numériques montrant la convergence de la méthode sont proposées, permettant ainsi de

valider l’approche et son implémentation numérique.

3.2 Problème NL géométrique avec forces suiveuses

3.2.1 Rappel : Discrétisation du principe des travaux virtuels

Le problème consiste à trouver le champ de déplacement inconnu u qui vérifie l’équation suivante :

δWint(u)− δWext(u) = 0,∀ δu ∈ Cu (3.1)

avec δu le champ de déplacement virtuel, Cu l’espace des fonctions cinématiquement admissibles, δWint

et δWext les travaux virtuels des énergies internes et externes. Nous rappelons la définition de leurs

expressions ci-dessous :

δWint(u) =
∫︂

Ω
δE : S dV (3.2)

δWext(u) = −
∫︂

∂tω
δu · pn ds (3.3)
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avec δE la forme virtuelle du tenseur de Green-Lagrange et E le tenseur de green-Lagrange 1 et S le

second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Pour faciliter nos développements, δWint est direc-

tement écrite en configuration de référence Ω et δWext sur la configuration courante ω (cf. Chapitre

1 pour la définition des configurations courantes et de la configuration de référence). L’expression du

travail virtuel externe, prenant en compte l’hypothèse de fonctions à variables séparées, sera détaillée

dans la suite du manuscrit. Nous prendrons en compte une loi de comportement hyperélastique de

Saint-Venant Kirchhoff 2.

La discrétisation EF des Eqs. (3.1) conduisent à l’expression du problème non-linéaire :

Fint(q)− Fext(q) = 0 (3.7)

avec Fint et Fext les vecteurs des efforts internes et externes, tous deux dépendants du vecteur des

inconnues nodales q. La linéarisation d’un tel problème permet d’écrire le problème linéaire tangent,

utilisé dans un algorithme de Newton, tel que :

[Kmat + Kgeo −Kfol]∆q = R(q) (3.8)

avec R le résidu d’équilibre, Kmat la matrice tangente de raideur matériau, Kgeo la matrice tangente de

raideur géométrique et Kfol la matrice tangente du chargement suiveur. Dans la suite, nous proposons

une autre méthode basée sur la PGD a priori pour résoudre le problème non-linéaire.

3.3 PGD a priori avec pression uniforme

Par opposition à la réduction de modèle a priori, la réduction de modèle a posteriori nécessite

la construction de ”snapshots” à partir du problème complet avant la génération d’une base réduite.

1. Définition du tenseur de Green-Lagrange et de sa forme virtuelle :

E = 1
2(Gradu + GradTu + GradTuGradu) (3.4)

δE = 1
2(Grad δu + GradTδu + GradTδu Gradu + GradTu Grad δu) (3.5)

2. Loi de comportement de Saint-Venant Kirchhoff :

S = 2µE + λtr(E)I ou S = D : E (3.6)
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Dans ce cas, si le nombre de paramètres devient trop élevé, le temps de calcul nécessaire peut devenir

prohibitif à cause de la malédiction de la dimension. Au contraire, l’idée principale des approches a

priori consiste à construire une base réduite avant la génération de solutions approchées. De ce fait,

le nombre de calculs à effectuer est réduit par principe (il est dépendant du nombre de vecteurs de la

base). Dans le cadre de la PGD a priori, nous partons du postulat que la solution peut s’écrire sous

forme de produits de fonctions à variables séparées tel que :

u(n) =
n∑︂

i=1

⎛⎝Λi(X)
K∏︂

j=1
λj

i (µj)

⎞⎠ (3.9)

avec K le nombre de paramètres et n le nombre de produits de fonctions à variables séparées. Dans

notre cas, nous allons introduire ce type de solution directement dans le principe des travaux virtuels

donné par l’Eq. (3.1). Dans la suite, nous considérons un paramètre de pression uniforme pour simpli-

fier les développements.

En résumé, l’avantage de la réduction de modèle a priori repose sur la construction de la base

réduite ”hors-ligne” qui ne nécessite aucun calcul du modèle complet. La base générée peut permettre

de construire la solution du problème multi-paramétrique en temps réel.

3.3.1 PGD avec champ de pression uniforme et grandes transformations

Nous considérons dans ce développement un champ de pression uniforme p indépendant de la posi-

tion courante. Ce champ de pression varie sur une plage de paramètres I = [0, Pmax]. L’approximation

du champ de déplacement à reconstruire s’écrit sous forme suivante :

u(n) =
n∑︂

i=1
ui =

n∑︂
i=1

Λi(X)λi(p) (3.10)

avec n couples inconnus (Λi, λi). Les solutions en espace Λi dépendent du vecteur position de référence

X et les solutions en paramètre de pression λi dépendent du paramètre de pression uniforme p. A

partir des équations précédentes, la démarche classique de la PGD consiste à calculer la (k + 1)ème

approximation uk+1 = λk+1Λk+1 en supposant les k premières approximations connues.

112



3.3. PGD A PRIORI AVEC PRESSION UNIFORME

3.3.2 Génération de la (k + 1)ème approximation sachant les k premières

Dans cette section, les k premiers couples d’approximation u(k) sont supposés connus. Par souci

de clarté, dans la suite de ce chapitre u(k) devient u, Λk+1 devient Λ et λk+1 devient λ, ainsi :

u(k+1) = u + Λλ (3.11)

L’un des points-clés de la méthode consiste à exprimer le champ virtuel de déplacement comme somme

de deux termes :

δ(λΛ) = δλΛ + λδΛ (3.12)

avec δλ le champ virtuel de la fonction en paramètre de chargement et δΛ le champ virtuel de la

fonction en espace. Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer le principe des travaux virtuels

à partir des Eqs. (3.2) et (3.3), que nous intégrerons sur l’intervalle de pression I. L’objectif est de

formuler deux sous-problèmes : (i) un sous-problème en espace et (ii) un sous-problème en paramètre

de pression (voir Fig. 3.3).

Figure 3.3 – Approche proposée pour exprimer les deux sous-problèmes (non-linéaires) en utilisant
les hypothèses de la PGD a priori. L’objectif est de calculer le couple (λ,Λ) qui vérifie les deux
sous-problèmes, l’un en espace et l’autre en paramètre de pression.
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3.3.3 Travail virtuel des efforts intérieurs intégré sur l’intervalle de pression

Le travail virtuel des efforts intérieurs repose sur l’expression du tenseur de Green-Lagrange E et

de sa forme virtuelle δE avec l’approximation de la PGD et les champs virtuels définis par les Eqs.

(3.11) et (3.12). Afin de faciliter nos développements, nous introduisons les notations suivantes ε et γ,

correspondant respectivement à la partie linéaire et la partie quadratique du tenseur des déformations

de Green-Lagrange, tels que :

ε(u) = 1
2(Gradu + GradTu) (3.13)

γ(u,u) = 1
2(GradTuGradu) (3.14)

En considérant l’approximation Eq. (3.12), le tenseur de Green-Lagrange s’écrit de façon suivante :

E(u(k+1)) = ε(u) + γ(u,u) + λ [ε(Λ) + γ(u,Λ) + γ(Λ,u)] + λ2γ(Λ,Λ) (3.15)

Par conséquent, à partir des notations de l’équation (3.12), le tenseur δE se décompose en deux parties

distinctes :

δE(u(k+1)) = δEΛ + δEλ (3.16)

avec

δEΛ = λ [ε(δΛ) + γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)] + λ2 [γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)] (3.17)

δEλ = δλ [ε(Λ) + γ(Λ,u) + γ(u,Λ)] + 2λ δλγ(Λ,Λ) (3.18)

L’expression de δEΛ (resp. δEλ) contient des opérateurs qui dépendent exclusivement de δΛ (resp.

δλ). Les termes qui dépendent de u dans les Eqs. (3.15), (3.17) et (3.18) s’expriment en fonction des

k couples supposés connus (Λi, λi)i=1...k tels que :

ε(u) =
k∑︂

i=1
λiε(Λi) (3.19)

γ(u,u) =
k∑︂

i=1

k∑︂
j=1

λiλjγ(Λi,Λj) (3.20)

γ(u,a) + γ(a,u) =
k∑︂

i=1
λi(γ(Λi,a) + γ(a, Λi)) (3.21)
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avec a faisant référence à Λ ou δΛ. A partir de toutes ces notations, l’expression du travail virtuel

interne défini l’équation (3.2), intégré sur I, s’exprime comme étant la somme de deux expressions :∫︂
I
δWint dp =

∫︂
I

∫︂
Ω
δEΛ : D : E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞

δGint

+
∫︂

I

∫︂
Ω
δEλ : D : E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞

δHint

(3.22)

avec δGint et δHint, des termes qui dépendent respectivement des champs virtuels δλ et δΛ. Compte

tenu du très grand nombre de termes à expliciter, l’expression complète de la forme δGint n’est pas

détaillée ici. Elle s’écrit comme une somme de 12 termes notés ai tels que :

δGint(Λ, λ) =
12∑︂

i=1
ai (3.23)

L’expression des termes ai sont tous explicités en Annexe D.1.1. De façon analogue, l’expression

complète des terme δHint s’écrit :

δHint(λ,Λ) =
12∑︂

i=1
ci (3.24)

avec les coefficients ci détaillés en Annexe D.1.2. Tous les termes ai et ci peuvent s’exprimer comme

produits de fonctions à variables séparées. Cette propriété ne serait pas conservée si nous avions utilisé

une loi de comportement hyperélastique quasi-incompressible. Dans ce cas là, un développement de

Taylor serait nécessaire comme cela a été proposé par [86, 87].

3.3.4 Travail virtuel des efforts extérieurs

Nous rappelons que le champ de pression p est supposé uniforme dans nos développements. A

partir de l’ Eq. (3.12), le travail virtuel des efforts extérieurs Eq. (3.3), intégré sur l’intervalle I, s’écrit

comme somme de deux termes tels que :

∫︂
I
δWext dp = −

∫︂
I

∫︂
∂tω

λ δΛ · pn ds dp⏞ ⏟⏟ ⏞
δGext

−
∫︂

I

∫︂
∂tω

δλΛ · pn ds dp⏞ ⏟⏟ ⏞
δHext

(3.25)

avec δGext et δHext qui dépendent respectivement de δΛ et δλ. La normale extérieure à la paroi n

dépend de la position courante de la structure. Par conséquent δGext et δHext dépendent aussi des

inconnues Λ et λ. Nous introduisons un changement de variable, sur une surface réglée ∂tΩ paramétrée
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par (ξ, η) tel que : ∫︂
∂tω

n ds =
∫︂

∂tΩ
(x,ξ × x,η) dξdη (3.26)

=
∫︂

∂tΩ
(X,ξ + u,ξ + λΛ,ξ)× (X,η + u,η + λΛ,η) dξdη (3.27)

La partie spatiale δGext du travail virtuel Eq. (3.25) s’exprime alors comme somme de 6 termes notés

bi tels que :

δGext(Λ) =
6∑︂

i=1
bi (3.28)

Les termes bi sont tous explicités en Annexe D.1.3. De façon analogue, δHext s’exprime aussi sous la

forme suivante de 6 termes :

δHext(Λ) =
6∑︂

i=1
di (3.29)

avec les termes di détaillés en Annexe D.1.4. Les termes bi et di conservent la propriété de fonctions

à variables séparées. L’utilisation de la PGD dans l’expression du travail virtuel des efforts extérieurs

avec forces suiveuses est l’une des originalités de ce Chapitre.

3.3.5 Formulations variationnelles séparées et algorithme de point fixe

La nouvelle formulation consiste à trouver le couple de fonctions inconnues (Λ, λ) vérifiant les

équations suivantes :

δG(Λ, λ) = δGint(Λ, λ)− δGext(Λ, λ) = 0, ∀δΛ ∈ CΛ (3.30)

δH(Λ, λ) = δHint(Λ, λ)− δHext(Λ, λ) = 0, ∀δλ ∈ Cλ (3.31)

avec CΛ et Cλ des espaces de fonctions suffisamment régulières (CΛ ayant une admissibilité cinématique

à zéro tel que δΛ = 0 sur ∂uΩ). Un algorithme de Point Fixe est utilisé pour résoudre ce couple

de problèmes non-linéaires associés aux équations (3.30) et (3.31). Cela consiste à résoudre les deux

sous-problèmes alternativement jusqu’à convergence (voir Tab. 3.1). Le premier problème revient à

trouver Λ, pour un λ donné, vérifiant l’équation suivante :

δG(Λ, δΛ) = 0, ∀δΛ ∈ CΛ (3.32)

Ensuite, sachant Λ, le deuxième problème consiste à trouver λ qui vérifie :

δH(λ, δλ) = 0, ∀δλ ∈ Cλ (3.33)

Ces deux étapes sont répétées jusqu’à la stagnation du couple de solutions.
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Algorithm 1 : greedy algorithm

Initialization λ0

While the criterion is non verified
Compute Λ knowing λ0 (nonlinear solution δG(Λ))
Compute λ knowing Λ (nonlinear solution δH(λ))
λ0 ← λ

End while

Table 3.1 – Algorithme glouton pour deux paramètres

3.3.6 Conclusion sur la formulation

Dans cette Section, nous avons exprimé la formulation variationnelle d’un problème non-linéaire
géométrique avec forces suiveuses en considération notre solution écrite sous forme de produit de
fonctions à variables séparées. Sachant les k premiers couples d’approximation (Λi, λi), l’objectif
est de trouver le (k + 1)ème couple noté (Λ, λ) solution de deux sous-problèmes non-linéaires :

δG(Λ, λ) = 0, ∀δΛ ∈ CΛ (3.34)

δH(Λ, λ) = 0, ∀δλ ∈ Cλ (3.35)

Un algorithme de point fixe est utilisé pour y parvenir.

La résolution des Eqs. (3.34) and (3.35) ne sont pas triviales. La section suivante est consacrée à

la résolution du problème en espace δG pour une fonction λ supposée connue, avec la méthode des

éléments finis. Ce problème étant par nature non-linéaire, une méthode de Newton-Raphson sera uti-

lisée. La linéarisation exacte de l’équation (3.34) est détaillée en sous-section 3.4.4 afin d’exprimer le

problème linéaire tangent. La résolution du problème en paramètre de pression Eq. (3.35) sera détaillée

plus loin en Section 3.5.

Remarque : La méthode des éléments finis est particulièrement adaptée pour exprimer le change-

ment de variable de l’Eq. (3.27), sur une surface iso-paramétrique (voir Fig. 3.4).
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Figure 3.4 – Discrétisation EF de la structure. Configuration de référence et configuration courante
d’un élément de surface iso-paramétrique.

3.4 Discrétisation EF du problème en espace

Cette Section a deux objectifs : (i) exprimer le problème non-linéaire discrétisé δG associé à

l’Eq. (3.34) et (ii) exprimer le problème linéaire tangent utilisé dans un algorithme de résolution

non-linéaire de type Newton-Raphson. Nous rappelons que δG est la somme de deux termes δGint et

δGext. Afin de faciliter nos développements, nous exprimerons d’abord la forme discrète de δGint, puis

celle de δGext.

3.4.1 Forme discrète de δGint

La discrétisation EF associée à la fonction Λ est notée Λh = Φr et sa forme virtuelle δΛh = Φδr

avec r le vecteur d’inconnues nodales et δr sa forme virtuelle. La forme discrétisée de δGh
int permet

d’écrire le vecteur Gint, qui dépend du vecteur inconnu r, tel que :

δGh
int = δrTGint(r) (3.36)

Le vecteur Gint est la somme de nombreux termes, dépendant des k couples de modes connues.
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Son expression est donnée ci-dessous :

Gint = α1G1 + α2G2 + α3G3 + α4G4

+
k∑︂

i=1
α5iG5i + α6iG6i + α7iG7i + α8iG8i + α9iG9i + α10iG10i

+
k∑︂

i=1

k∑︂
j=1

α5ijG5ij + α7ijG7ij + α11ijG11ij + α12ijG12ij

+
k∑︂

i=1

k∑︂
j=1

k∑︂
l=1

α11ijlG11ijl (3.37)

Les coefficients associés à la lettre grecque α dépendent des fonctions λ et λi et sont récapitulés dans

le tableau Tab. D.1 de l’Annexe D.2.1. L’expression des vecteurs sont tous explicités en Annexe D.2.2.

La construction de tous ces vecteurs fait intervenir des opérateurs discrétisés analogues à ceux utilisés

pour construire le vecteur des efforts intérieurs.

Un problème numérique majeur apparâıt lors de la construction de Gint. Les doubles sommes et

triples sommes de l’Eq. (3.36) conduisent à la construction d’un très grand nombre de termes, si le

nombre de modes n est grand (n > 10). Le temps de calcul et la mémoire nécessaire à la construction

des opérateurs peuvent être impactée. Nous verrons que pour les exemples numériques, le nombre de

modes nécessaires à la reconstruction d’une solution satisfaisante reste inférieur à 10. Si le nombre de

modes s’avère devoir être supérieur à 10, peut-être qu’une méthode d’orthogonalisation des modes en

espaces serait une piste judicieuse pour minimiser le nombre de termes à calculer.

3.4.2 Forme discrétisée de δGext

De façon analogue à la sous-section précédente, la forme discrétisée de l’Eq. (3.28) s’écrit sous

forme de produits de vecteurs, tel que :

δGh
ext = δrTGext(r) (3.38)

avec Gext exprimé sous forme d’une somme :

Gext = β1Ge1 + β2Ge2 + β3Ge3 +
k∑︂

i=1
(β5iGe5i + β6iGe6i)

+
k∑︂

i=1

k∑︂
j=1

β4ijGe4ij (3.39)
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Les coefficients associés à la lettre grecque β, qui dépendent des fonctions λ et λi connus, sont expli-

cités dans le tableau D.2 de l’ Annexe D.2.3. Les vecteurs sont détaillés en Annexe D.2.4. Notons que

la construction de ces vecteurs est analogue à la construction du vecteur des efforts extérieurs avec

forces suiveuses.

Dans le cadre de ce Chapitre, nous supposons que le champ de pression est uniforme. Si nous avions

utilisé un champ de pression hydrostatique dépendant de la configuration courante, de nombreux

termes additionnels seraient à prendre en compte dans l’équation (3.39). L’expression d’un tel champ

serait à prévoir en perspective de ces travaux de recherches.

3.4.3 Équation non-linéaire discrétisée du problème spatial

Le sous-problème spatial discrétisé est un problème non-linéaire vectoriel de la forme suivante :

G(r) = Gint(r)−Gext(r) = 0 (3.40)

Il est analogue au problème non-linéaire présenté au chapitre 2 dans la mesure où Gint et Gext sont

assez proches des vecteurs des efforts intérieurs et extérieurs Fint et Fext. La Fig. 3.5 récapitule sous

forme de schéma les opérateurs discrétisés associés aux formes continues du problème spatial. Malgré

l’analogie, les difficultés des expressions reposent d’une part sur le nombre de termes à construire et

d’autre part sur l’expression des coefficients (voir Tabs. D.1 et D.2 détaillés en Annexe D).

Figure 3.5 – Forme continue et forme discrétisée par MEF associé à l’équation non-linéaire en espace.
A cette étape, les λ sont connus, donc les coefficients qui dépendent de λ peuvent être calculés avant
la résolution du problème.

Afin de résoudre cette équation non-linéaire, la sous-section 3.4.4 est consacrée à la linéarisation
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de G. Nous détaillons en particulier l’expression des matrices tangentes qui seront utilisées dans un

algorithme de Newton-Raphson.

3.4.4 Linéarisation de δG fonction de Λ sachant λ

Rappelons que le problème à résoudre est de la forme suivante : δG = δGint−δGext. Afin d’exprimer

les matrices tangentes, un travail préliminaire consiste à linéariser la forme continue de δGint telle que :

∆δGint(Λ, λ) =
∫︂

I

∫︂
Ω

∆δEΛ : D : E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δGg(δΛ,∆Λ)

+
∫︂

I

∫︂
Ω
δEΛ : D : ∆E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞

∆δGm(δΛ,∆Λ)

(3.41)

où ∆E et ∆δEΛ sont respectivement la linéarisation du tenseur de Green-Lagrange et de sa forme

virtuelle par rapport à Λ. Leurs expressions sont données ci-dessous :

∆δEΛ = λ2(γ(δΛ,∆Λ) + γ(∆Λ, δΛ)) (3.42)

∆E = λ[ε(∆Λ) + γ(u,∆Λ) + γ(∆Λ,u)] + λ2[γ(∆Λ,Λ) + γ(Λ,∆Λ)] (3.43)

Ensuite, étant donné que la variable p ne dépend pas de Λ, la linéarisation de δGext est donnée

ci-dessous :

∆δGext(Λ, λ) = −
∫︂

I

∫︂
∂tω

δΛλ · p∆n ds dp⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δGf(δΛ,∆Λ)

(3.44)

avec ∆n, la variation de la normale. A l’aide d’un changement de variable et de l’hypothèse de la

PGD, la variation de normale s’écrire de façon suivante :∫︂
∂tω

∆nds =
∫︂

∂tΩ
λ∆Λ,ξ × (X,η + u,η + λΛ,η) dξdη +

∫︂
∂tΩ

(X,ξ + u,ξ + λΛ,ξ)× λ∆Λ,η dξdη (3.45)

Les discrétisations par la MEF des Eqs.(3.41) et (3.44) font apparâıtre les expressions des matrices

tangentes, pour résoudre le sous-problème non-linéaire discrétisé G(r) = 0.

3.4.5 Contributions analogues aux matrices de raideurs matériaux, géométriques
et de forces suiveuses

La forme discrétisée de ∆δGm notée ∆δGh
m s’écrit de façon suivante :

∆δGh
m = δrTKm ∆r (3.46)
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avec la matrice Km détaillée en Annexe D.3.1. La même démarche permet d’écrire la forme discrétisée

de ∆δGgeo tel que :

∆δGh
g = δrTKg ∆r (3.47)

avec le détail de la matrice Kg donnée en Annexe D.3.2. Ces deux matrices dépendent de deux coeffi-

cients associés aux lettres grecques α détaillés en Tab. D.1. Leurs expressions dépendent d’opérateurs

utilisés pour construire les matrices tangentes géométrique et matériau.

Enfin, la forme discrétisée ∆δGh
f s’écrit de la forme suivante :

∆δGh
f = δrTKf∆r (3.48)

dont l’expression de Kf est détaillée en Annexe D.3.3.

3.4.6 Résolution du problème linéaire tangent en espace

Le problème linéaire tangent, utilisé dans un algorithme de Newton-Raphson pour résoudre le

sous-problème non-linéaire en espace, s’écrit de façon suivante :

(Km + Kg −Kf)∆r = −G(r) (3.49)

Les matrices tangentes sont associées aux formes linéarisées de ∆G rappelées en Fig. 3.6.

Figure 3.6 – Formes continues et formes discrètes du problème spatial linéarisé. Les matrices tangentes
sont analogues aux matrices du problème non-linéaire avec forces suiveuses.

L’utilisation des matrices tangentes garantit une convergence quadratique de la solution du pro-

blème spatial Λ. Cette solution calculée est ensuite utilisée pour résoudre le problème en paramètre

de pression Eq. (3.33), abordé dans la Section 3.5.
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3.5 Sous-problème en paramètre de pression

Dans cette section, nous proposons deux approches pour résoudre le sous-problème en paramètre

de pression δH de l’Eq. (3.33) avec Λ connu. Dans un premier temps nous rappelons l’expression de

l’équation fonctionnelle non-linéaire δH et les coefficients dépendant de Λ et de Λi. Ensuite, deux

méthodes de résolutions sont présentées : (i) la première consiste à effectuer une discrétisation EF à

une dimension sur l’intervalle de paramètre de pression I et (ii) l’autre approche consiste à résoudre

le sous-problème non-linéaire de façon incrémentale sur l’intervalle de pression I.

3.5.1 Expression de δH en considérant une pression uniforme

Le problème de paramètre de pression peut s’écrire sous la forme variationnelle suivante :

δH(λ, δλ) =
∫︂

I
δλ H(λ) dp = 0,∀ δλ ∈ Cλ (3.50)

avec H(λ) une équation fonctionnelle polynomiale en λ de la forme suivante :

H(λ) = q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ
3 (3.51)

Les coefficients qi and ri sont détaillés en Annexe D.4. Tous ces coefficients dépendent des fonctions

en espaces supposées connues Λ and Λi.

3.5.2 Résolution de δH avec Λ connu

Méthode 1 : Approche par discrétisation EF - A partir de la formulation variationnelle Eq. (3.50),

nous pouvons exprimer sa forme linéarisée écrite ci-dessous :

∆δH(δλ,∆λ) =
∫︂

I
[q1 + r1 p+ 2(q2 + r2 p)λ+ 3q3λ

2]∆λ dp = 0 (3.52)

Nous pouvons introduire la discrétisation EF λh = Ψs et sa forme virtuelle discrétisée δλh = Ψδs,

avec Ψ une matrice de fonction de forme 1D, s le vecteur d’inconnues nodales et δs sa forme virtuelle.

Les formes discrétisées associées aux Eqs. (3.50) et (3.52) s’expriment sous la forme suivante :

δH(λh) = δsTH(s) (3.53)

∆δH(δλh,∆λh) = δsTKh∆s (3.54)
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avec

H(s) =
∫︂

I
ΨT[q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ

3] dp (3.55)

Kh =
∫︂

I
ΨT[q1 + r1 p+ 2(q2 + r2 p)λ+ 3q3λ

2]Ψdp (3.56)

Le vecteur H(s) est la forme discrétisée de δH et Kh est la matrice tangente du problème non-linéaire

discrétisé.

Méthode 2 : Approche par incréments - Résoudre l’Eq. (3.50) revient aussi à trouver la fonction

λ qui vérifie H(λ) = 0 dans l’Eq. (3.51), pour chaque valeur de p dans l’intervalle de pression I. La

linéarisation de H par rapport à λ, utilisée dans un algorithme de Newton, est donnée par la relation

suivante :
∂H

∂λ
= q1 + r1 p+ 2(q2 + r2 p)λ+ 3q3λ

2 (3.57)

Une solution scalaire issue d’un problème non-linéaire est alors calculée pour chaque valeur de p sur

l’intervalle I.

3.5.3 Conclusion sur la formulation en paramètre de pression

Nous avons proposé deux approches pour résoudre le sous-problème non-linéaire en paramètre
de pression δH. La première méthode se base sur une discrétisation EF et la deuxième sur une
approche par incréments (voir Fig. 3.7). Une comparaison entre ces deux méthodes est proposée en
sous-Section 3.6.6, au travers d’un exemple numérique. Nous verrons que l’approche par incréments
est préférable à la méthode par discrétisation EF de l’espace I. On peut finalement noter que la
résolution du problème en paramètre de pression n’est pas coûteuse en temps de calcul (problème
1D) contrairement au problème en espace.
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Figure 3.7 – Deux approches proposées pour résoudre le problème en paramètre de pression.

3.6 Exemples numériques avec pression uniforme

3.6.1 Plaque circulaire tri-dimensionnelle soumise à une pression uniforme

Dans cet exemple numérique, nous nous intéressons au calcul de l’équilibre statique non-linéaire

d’une plaque circulaire encastrée sur son bord et soumise à une pression uniforme sur l’une de ses

faces. Les paramètres matériaux sont le module d’Young E = 6, 96.109 Pa et le coefficient de Poisson

ν = 0.38. Les paramètres du maillage 3D héxaédrique et de la géométrie sont donnés en Fig. 3.8.

Dans la suite, nous présenterons : (i) une solution de référence obtenue sur l’intervalle de pres-

sion I obtenue avec le modèle complet (ii) la solution obtenue avec la réduction de modèle PGD a

priori. L’intervalle de pression considérée est I = [0, Pmax] avec Pmax = 1500 Pa. Ces solutions sont

comparées pour valider l’approche présentée dans ce chapitre.
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Figure 3.8 – (a) Plaque circulaire tri-dimensionnelle soumise à une pression uniforme p ; (b) Géométrie
de la plaque utilisée pour générer le maillage héxaédrique avec Rint = 0.144 m et l’épaisseur t = 0.25
mm; (c) Paramètres du maillage avec des hexaèdres à 20 nœuds tels que nr = 4 et nθ = 4.

3.6.1.1 Solution de référence du modèle complet

Dans un premier temps, nous avons effectué une simulation du modèle complet en utilisant la

méthode présentée au Chapitre 2 (Newton-Raphson incrémentale). En Fig. 3.9, nous avons tracé

l’évolution du déplacement du centre de la plaque en fonction de la pression, ainsi que le maillage dé-

formé pour une pression donnée. Nous donnons les informations sur le temps de calcul en Tab. 3.2. La

solution est non-linéaire car l’amplitude du déplacement est 15 fois supérieure à celle de l’épaisseur. De

plus, la pente de la courbe varie en fonction du chargement. Nous avons tracé l’évolution de la norme

du résidu issu de l’algorithme de Newton-Raphson pour quelques incréments de pressions, montrant

ainsi la convergence quadratique de notre algorithme (voir Fig. 3.10).

Figure 3.9 – (a) Vues de la configuration de référence d’épaisseur t = 0.25 mm et norme du champ de
déplacement en configuration courrante (∥u∥ = 0 en bleu et ∥u∥ = 4.29 mm en rouge) ; (b) Évolution
du déplacement adimensionné au centre de la plaque en fonction de la pression avecdp = 10 Pa.
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Figure 3.10 – Évolution du résidu d’équilibre en fonction des itérations de l’algorithme de Newton-
Raphson pour différentes valeurs de pression p.

Nombre éléments volumiques 80
Nombre de degrés de liberté 1809
Nombre d’incréments de chargement 150
Nombre de systèmes linéaires moyen par incrément de charge 4
Temps de calcul moyen par incrément 1.5 sec

Temps de calcul total 3 minutes et 40 sec

Table 3.2 – Données et temps de calcul

Dans la suite, nous nous servirons du même maillage pour calculer la base réduite PGD a priori

(c’est à dire nr = 4 et nθ = 4) et de la même discrétisation de l’intervalle de pression à 150 nœuds.

Même si cela n’est pas montré ici, ce maillage est suffisant pour considérer la solution EF indépendante

du maillage.

3.6.2 Construction d’une base réduite PGD a priori

Nous proposons en Tab. 3.3 l’algorithme utilisé pour construire la base réduite PGD a priori. C’est

cet algorithme que nous avons utilisé pour construire les 10 premiers modes PGD associés au problème

(dont les 9 premiers sont illustrés en Fig. 3.11).

A propos de l’algorithme, les remarques suivantes peuvent être faites :

• Aucun critère d’arrêt n’a été proposé concernant le nombre de couples de modes à générer.

L’idée principale est de générer un nombre de modes suffisant et d’observer la convergence de

la solution reconstruite par rapport à la solution de référence précédemment calculée.

• Le nombre de boucles de l’algorithme de point fixe a été fixé arbitrairement à 5. En pratique,
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Algorithm : PGD a priori Comments

For imode = 1 : nmode nmode = 10
Initialization λ0

For igreedy = 1 : ngreedy ngreedy = 5
Compute G(Λ) knowing λ0 Spatial NL problem
While || G(Λ) ||> εg εg = 10−2

Solve (Km + Kg −Kf)∆Λ = −G(Λ)
Λ← Λ + ∆Λ
Compute G(Λ)

End while
For ipres = 1 : npres npres = 150

Compute H for a given p Param. problem
While || H ||> εh εh = 10−15

Solve
∂H

∂λ
∆λ = −H

λ(p)← λ(p) + ∆λ(p)
End while

End for
λ0 ← λ

End for
λi ← λ and Λi ← Λ

End for

Table 3.3 – Algorithme utilisé pour générer les modes PGD a priori

nous verrons que pour cet exemple, 5 itérations suffisent pour obtenir une stagnation des solu-

tions.

• Deux types d’analyses d’erreur sont proposées dans la suite : (i) une analyse d’erreur pour

vérifier la convergence globale du problème reconstruit vers la solution de référence, et (ii) une

autre analyse d’erreur pour vérifier la convergence de l’algorithme de Newton du sous-problème

non-linéaire en espace.

Nous pouvons observer en Fig. 3.11 les neufs premiers modes en espace et paramètre de pression. Les

modes en espace sont axi-symétriques et vérifient les conditions aux limites en déplacement. Les modes

de paramètres de pression contiennent des discontinuités étant donné que les fonctions ne semblent

pas régulières sur l’intervalle de pression I. Une explication, basée sur l’utilisation de méthodes de

continuation pour résoudre Eq. (3.31), sera présentée en sous-section 3.6.6.
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Figure 3.11 – Neufs premiers modes (λi,Λi) générés par l’algorithme proposé Tab. 3.3.

3.6.3 Analyse de la convergence globale du problème

L’objectif est de comparer la solution reconstruite par les modes PGD a priori par rapport au

modèle complet, à l’aide d’un indicateur d’erreur global. Pour ce faire, nous proposons l’erreur globale,

notée Eg, qui correspond à l’intégrale sur le champ de pression de l’erreur normalisée en énergie, définie
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ci-dessous :

E(n)
g =

∫︂
I

|| q(n)(p)− qref(p) ||g
|| qref(p) ||g

dp with || • ||g=
1
2

∫︂
Ω
S(•) : E(•) dV (3.58)

avec qref la solution EF de référence associée à une valeur de pression et q(n) la solution reconstruite

en considérant les n premiers modes PGD. La Fig. 3.12 montre la décroissance de cette erreur en

fonction du nombre de modes. Nous observons qu’à partir de 8 modes, l’erreur globale est inférieure à

1% (Eg < 1 %). Cependant, cette analyse montre que parmi les 8 modes PGD, seuls trois d’entre eux

ont une influence significative sur la convergence.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
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0.2

0.3

Figure 3.12 – Évolution de l’erreur globale en fonction du nombre de modes

Une comparaison qualitative de l’évolution du déplacement au centre du disque est proposée en

Fig. 3.13. La solution de référence et la solution reconstruite par n modes y sont tracés. L’approxima-

tion se superpose à la solution de référence pour un nombre de mode n supérieur ou égal à 8.
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Figure 3.13 – Évolution du déplacement q adimensionné par l’épaisseur t = 0.25 mm au centre du
disque en fonction du paramètre de pression pour n = 1, n = 3 et n = 8 modes.
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3.6.4 Analyse de la convergence du sous-problème non-linéaire en espace

Une analyse de la convergence des sous-problèmes non-linéaires en espace est proposée en Fig. 3.14

pour la génération des modes 1, 3 et 8. Pour chacun de ces modes, un algorithme de point fixe (GL

pour ”Greedy algorithm Loop”) a été utilisé avec un nombre d’itérations ngreedy = 5. Pour chacune

de ces itérations du point fixe, un problème non-linéaire en espace doit être résolu, soit un total de

5 problèmes non-linéaires résolus par un algorithme de Newton-Raphson. L’analyse proposée consiste

à tracer l’évolution de la norme L2 du résidu d’équilibre (∥G∥L2), à l’issue de chacun des systèmes

linéaires tangents résolus. A l’exception du premier problème non-linéaire, peu d’itérations de Newton-

Raphson sont nécessaires pour la convergence du problème non-linéaire en espace (avec εg = 10−2).

Ceci peut s’expliquer étant donné que la convergence quadratique de l’algorithme est vérifiée aux

alentours de la solution. Cependant, à la première itération du premier point fixe, l’initialisation de

notre solution semble très éloignée de la solution du sous-problème non-linéaire numéro 1.

3.6.5 Analyse de la convergence du point fixe

En Fig. 3.15 nous avons tracé l’évolution d’un critère de stagnation pour chaque itération du point

fixe. Ce critère de stagnation est défini de manière suivante :

εΛ = ∥Λ−Λold∥
∥Λ + Λold∥

and ελ = ∥λ− λold∥
∥λ+ λold∥

(3.59)

Nous pouvons constater que pour la 5ème itération du point fixe, les modes calculés ne varient plus.
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Figure 3.14 – Évolution de la norme du résidu ∥G∥L2 à l’issue de chaque système linéaire tangent
dans une boucle du point fixe (GL). La convergence est atteinte si ∥G∥L2 < εg = 10−2. Rappelons que
le nombre total d’itérations par point fixe est fixé à ngreedy = 5 pour chaque mode.

Résultats à retenir sur l’exemple numérique

• Convergence de la solution reconstruite vers la solution de référence.
• Peu de modes suffisent pour converger (n < 10).
• Certains modes contribuent plus que d’autres à la convergence.
• Les modes en paramètre de pression présentent des discontinuités.

Même si dans cet exemple, la solution reconstruite par base réduite PGD a priori converge vers la

solution du modèle complet. Plusieurs questions sont restées en suspens. L’une d’entre elles concerne
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Figure 3.15 – Évolution du critère de stagnation de l’algorithme de point fixe, pour la génération du
3e couple de modes (λ3,Λ3).

Nombre d’éléments volumiques 80
Nombre d’éléments surfaciques 80
Nombre de degrés de liberté 1809
Nombre d’incréments de chargement 150
Temps de calcul avec le modèle complet 3 minutes et 40 sec

Nombre de mode généré 10
Temps de calcul mode 1 1 min. 15 sec
Temps de calcul mode 2 37 sec.
Temps de calcul mode 3 2 min 15 sec
Temps de calcul mode 4 2 min 45 sec
Temps de calcul mode 5 5 min
Temps de calcul mode 6 8 min et 30 sec
Temps de calcul mode 7 12 min
Temps de calcul mode 8 20 min
Temps de calcul mode 9 45 min
Temps de calcul mode 10 1 h 20 min
Temps de calcul total 3 h

Table 3.4 – Informations sur le maillage et les temps de calcul.

la présence de saut dans les modes du paramètre de pression. Nous faisons l’hypothèse que ces sauts

proviennent d’instabilités de la solution du problème en paramètre de pression. Dans la suite, nous

avons utilisé un algorithme de continuation sur un exemple simple pour vérifier cette hypothèse.
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3.6.6 Instabilité du problème non-linéaire en paramètre de pression

Nous proposons de résoudre un cas simplifié du problème de paramètre de pression. Nous rappelons

que celui-ci s’écrit sous forme d’équation fonctionnelle polynomiale tel que :

H(λ) = q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ
3 (3.60)

Dans cet exemple, nous fixons arbitrairement les qi et ri de l’Eq. (3.60) à l’exception du coefficient q2.

L’objectif est de tracer la solution dans l’intervalle p ∈ I = [0, 1] avec un algorithme de continuation.

Le problème que nous traitons consiste à trouver λ qui vérifie l’équation suivante :

−p+ λ+ q2λ
2 + λ3 = 0 (3.61)

Les deux approches présentées en Section 3.5.2 sont comparées à une méthode de continuation par

longueur d’arc [63]. En Fig. 3.16, nous traçons l’évolution de λ pour différentes valeurs de q2.

Nous observons que pour q2 = −1 et q2 = −1.5, les trois algorithmes convergent vers la même

solution (en effet les solutions se superposent). Pour q2 = −1.8, un saut de la solution apparait pour

les deux premières méthodes alors que l’algorithme de continuation suit une courbe en ”S”. En dehors

de cette zone, les solutions se superposent. Enfin, pour q2 = −2, la solution ne converge pas avec

la première méthode (avec discrétisation EF de l’intervalle I). Nous retrouvons encore une fois un

saut avec la deuxième méthode. La courbe en ”S” obtenue avec la méthode de continuation est très

prononcée pour q2 = −2.

En Fig. 3.17, nous montrons que pour certaines valeurs de q2, la solution obtenue par méthode de

continuation peut se trouver hors de l’intervalle de pression I.

Ce type de résultat est très intéressant car il pourrait peut-être permettre la résolution de problèmes

instables par construction d’une base réduite PGD a priori. Cette problématique pourrait être une

piste pour des perspectives futures de ces travaux.
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Figure 3.16 – Solution de δH in I = [0, 1] avec la méthode 1 (en pointillé bleu), la méthode 2 (en
vert) et la continuation (en rouge) avec q0 = 0, r0 = −1, q1 = 1, r1 = 0, r2 = 0, q3 = 1 et différentes
valeurs de q2 : (a) q2 = −1 ; (b) q2 = −1.5 ; (c) q2 = −1.8 ; (d) q2 = −2
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Figure 3.17 – Solution λ pour différentes valeurs de q2 appartenant à [−2.2,−1].

3.6.7 Réservoir pressurisé avec non-linéarité géométrique

Ce second exemple numérique consiste à calculer l’équilibre d’un réservoir pressurisé en aluminium

à extrémités hémisphériques. Les paramètres matériaux sont le module d’ Young E = 70.109 Pa et le
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module de Poisson ν = 0.33. Les paramètres de maillage et de la géométrie sont présentés en Fig. 3.18.

Nous prenons en compte la symétrie du problème et du chargement de façon à ne considérer que 1/8

du problème étudié.

Figure 3.18 – (a) Dimension du réservoir en 3D soumis à une pression uniforme p ∈ [0, 3] MPa ; (b)
1/8 de la géométrie du réservoir utilisé pour le maillage héxaédrique avec le rayon interne Rint = 2.5
m, la longueur du cylindre L = 5 m, l’épaisseur du réservoir t = 3 mm (les deux points A et B sont
définis par φA = π

4 , φB = π
3 et θB = π

4 ) ; (c) Paramétrisation du maillage héxaédrique à 20 noeuds
avec nL = 10, n1 = n2 = 5 and nt = 1.

Des conditions aux limites en glissement sont définies sur les surfaces Sx, Sy et Sz (voir Fig. 3.19).

Le chargement uniforme p est compris dans un intervalle I = [0, 3] kPa. Un tel intervalle permet

d’avoir un comportement non-linéaire géométrique de la structure sur le déplacement vertical qz du

point de coordonnée de référence (Rint, 0, 0). Aucune plasticité n’est prise en compte car nous nous

intéressons uniquement à la convergence de l’algorithme de PGD a priori avec la prise en compte de

non-linéarités géométriques.

Les quatres premiers couples de modes PGD a priori illustrés en Fig. 3.20 ont été générés en

utilisant l’algorithme décrit en Tab. 3.3. Les modes en espace vérifient l’admissibilité cinématique. Le

premier mode est de la même forme que la solution statique et ressemble à un mode de gonflement.

Nous observons que les modes en espace Λ2,Λ3 et Λ4 contiennent des oscillations entre la partie

sphérique et la partie cylindrique. Enfin, les modes de pression λi sont tous réguliers.
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Figure 3.19 – (a) Surfaces soumises à des conditions aux limites en déplacement avec u · ex = 0
sur Sx, u · ey = 0 sur Sy et u · ez = 0 sur Sz ; Quantités observées qx et qz au point (Rint, 0, 0) ; (b)
Évolution des quantités observées adimensionnées par l’épaisseur qx/t and qz/t (t = 3 mm), avec et
sans la prise en compte de non-linéarité géométrique, en fonction de p. Le chargement de pression est
fait par incréments dp = 0.15 kPa fixe. Ces solutions ont été obtenues avec le modèle complet par
utilisation d’un algorithme de Newton-Raphson à chaque pas de pression.

Figure 3.20 – Four first modes (Λi, λi) of the pressurized tank.

Contrairement à l’exemple précédent, la non-linéarité géométrique n’est que très peu prononcée

pour ce problème. De ce fait, peu de modes suffisent pour converger vers la solution du modèle com-

plet (voir Fig. 3.21). Ce résultat est néanmoins très intéressant car dans la pratique, si l’effet des

non-linéarités est présente, mais faible, cet algorithme est approprié pour la génération d’abaques
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virtuels. Étant donné que peu de modes sont nécessaires pour reconstruire la solution, une analyse

prenant en compte d’autres paramètres de conception pourrait être développée dans le futur.
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Figure 3.21 – Comparaisons entre le modèle complet et la solution obtenue par réduction a priori
avec 1 et 4 modes. Décroissance de l’erreur globale.

Nombre d’éléments volumiques 175
Nombre d’éléments surfaciques 175
Nombre de degrés de liberté 4059
Nombre d’incréments de chargement 20
Temps de calcul modèle complet 1 minutes

Nombre de modes générés 4
Temps de calcul mode 1 99 sec
Temps de calcul mode 2 96 sec
Temps de calcul mode 3 166 sec
Temps de calcul mode 4 363 sec
Temps de calcul total 11 minutes

Table 3.5 – Informations sur le maillage et les temps de calcul.

Résultats à retenir sur ce deuxième exemple

• Problème à faible non-linéarité géométrique.
• Convergence de la solution reconstruite vers la solution de référence.
• Peu de modes suffisent pour converger (n < 5).
• Les modes en paramètre de pression sont réguliers.
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3.6.8 Conclusion des exemples numériques

Dans ce chapitre, deux exemples numériques ont été proposés pour résoudre un problème non-

linéaire géométrique avec forces suiveuses avec un méthode de réduction de modèle PGD a priori.

Pour ces deux cas, les solutions reconstruites avec la base réduite convergent vers la solution obtenue

avec le modèle complet. Aussi, peu de modes suffisent pour avoir une approximation satisfaisante.

3.7 Conclusions et valorisation

Dans ce chapitre, l’équilibre non-linéaire de structures, chargées par une pression suiveuse uni-

forme, a été calculé par construction d’une basé réduite PGD a priori. Ces développements ont été

présentés en conférence [31]. L’une des contributions principales porte sur la prise en compte des forces

suiveuses avec l’hypothèse d’une solution approchée par une série de produits de fonctions à variables

séparées. Nous avons montré que le problème revient à résoudre une succession de couples de pro-

blèmes non-linéaires via l’utilisation d’un algorithme de point fixe. Deux exemples numériques ont été

proposés et comparés à une solution obtenue par une approche classique de type Newton-Raphson.

Nous avons montré que peu de modes suffisent pour obtenir une solution qui converge vers la solution

de référence du modèle complet. A l’heure actuelle, le temps de calcul de la méthode PGD dépasse

celui de l’approche classique, mais ce point nécessite des précisions :

• Les calculs ont été effectués pour un paramètre. Une analyse prenant en compte plus de para-

mètres (matériaux, géométriques) devrait être fait dans le futur pour comparer à nouveau les

temps de calculs.

• La comparaison a été faite sur un intervalle de pression fixé. Une analyse du temps de calcul

par rapport à la taille et la discrétisation de l’intervalle de paramètre serait à prévoir dans le

futur.

De futurs développements sont à envisager sur l’utilisation de la continuation pour résoudre des

problèmes instables. Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons les résultats du modèle complet

pour calculer l’état précontraint. Cet état sera ensuite utilisé pour l’analyse dynamique couplée fluide-
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structure linéarisée.
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Deuxième partie

Vibrations hydroélastiques sans et avec
précontrainte
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Chapitre 4

Vibrations hydroélastiques linéaires :
formulation EF et calcul de la matrice
réduite de masse ajoutée

Ce chapitre porte sur les vibrations hydroélastiques de structures élastiques contenant un liquide
interne incompressible à surface libre. Aucun effet de précontrainte n’est pris en compte dans
ces développements. Deux points particuliers sont abordés. Le premier concerne un rappel des
formulations existantes, sans effet de gravité sur la surface libre. La formulation retenue repose
sur l’expression d’une matrice de masse ajoutée prenant en compte l’énergie cinétique du fluide
déplacé au cours des vibrations hydroélastiques. A partir d’une validation de l’approche, nous
montrons que le temps de calcul de cet opérateur est un problème majeur et rend les études
paramétriques prohibitives. Le deuxième point se concentre donc sur une approche permettant
de réduire les temps de calcul via l’utilisation d’une base de projection construite en utilisant
les modes de la structure in vacuo. Même si cette approche se limite à une plage de fréquence
réduite, les résultats présentés montrent un gain en temps de calcul particulièrement adapté à la
simulation des vibrations hydroélastiques avec précontrainte.
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4.1. INTRODUCTION ET ÉTAT DE L’ART

4.1 Introduction et état de l’art

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au calcul des vibrations hydroélastiques linéaires entre

un réservoir et un liquide interne incompressible à surface libre, via la méthode des éléments finis.

L’objectif est de calculer le champ de déplacement de la structure couplé aux fluctuations du champ

de pression au sein du fluide. Pour cela, nous reprendrons le formalisme des approches variationnelles

proposées dans [37]. Ces méthodes, basées sur l’hypothèse des petites perturbations en régime har-

monique, permettent de construire des opérateurs matriciels associés aux domaines du fluide, de la

structure et de l’interface fluide-structure. Ces formulations aboutissent à la construction de problèmes

aux valeurs propres couplés entre la structure élastique et le fluide incompressible, tous deux initiale-

ment au repos. Les modes et les fréquences de résonance ainsi calculés sont appelés modes et fréquences

hydroélastiques. L’utilisation de cette base est particulièrement adaptée à la résolution de problèmes

dynamiques par projection sur base réduite [96]. Même si nous nous restreignons à l’étude des vibra-

tions hydroélastiques, notons que ces méthodes numériques peuvent être étendues à la prise en compte

phénomènes non traités dans le manuscrit (e.g. compressibilité [97, 98], ballottement [99, 62, 100] ou

capillarité [101, 102], amortissement [103, 104]). Revenons au couplage entre une structure élastique

et un fluide lourd. Un résultat bien connu montre que plus il y a de liquide au voisinage de l’interface,

plus la fréquence de résonnance du système diminue. Ce phénomène s’appelle communément l’effet de

masse ajoutée (ou masse induite). Contrairement à ce que laisserait penser son intitulé, ce n’est pas la

masse « ajoutée » du fluide qui en est la cause, mais l’énergie cinétique du fluide déplacé à l’interface.

En effet, du point de vue purement structurel, cette énergie cinétique du fluide déplacé vient s’ajouter

à celle de la structure au cours d’une sollicitation. Du point de vue des équations harmoniques, il est

possible de prendre en compte cet effet via la construction d’un opérateur matriciel de masse ajoutée.

Cependant, la construction d’une telle matrice est très coûteuse et fait encore l’objet de limitations

en termes de mémoire et de temps de calcul [105]. C’est pour cela que nous nous sommes intéressés à

une approche par projection sur la base modale de la structure in vacuo. Nous montrons à travers un

exemple, issu d’une expérience de la littérature [106], la convergence de l’approche par projection sur

base sèche. Cette formulation réduit le temps de calcul si le nombre de fréquences propres hydroélas-

tiques à calculer est restreint sur une plage de fréquence d’intérêt. Ces méthodes sont généralement

utilisées dans le cadre de calculs semi-analytiques pour des structures simples. L’extension à la MEF

permet de traiter des structures en 3D de formes quelconques.
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Le contenu du chapitre est le suivant. En Section 4.2, nous rappelons la formulation variationnelle

d’un problème couplé hydroélastique symétrique via la construction d’une matrice de masse ajoutée.

Cette matrice est associée à l’énergie cinétique du fluide déplacé aux cours des vibrations. En Section

4.3, nous montrons la faisabilité et les limites d’une telle approche en nous basant sur une expérience

de la littérature. En Section 4.4, nous proposons une approche basée sur la projection du problème sur

base propre de la structure in vacuo. L’avantage d’une telle méthode est qu’elle permet de construire

une matrice de masse ajoutée réduite conduisant à une diminution significative des temps de calcul.

En Section 4.5, nous revenons sur l’exemple numérique précédent pour valider la convergence de la

méthode.

4.2 Formulations du problème hydroélastique

Les formulations des problèmes fluide-structure font intervenir beaucoup de notations. Voici un

récapitulatif de celles utilisées dans ce chapitre pour faciliter la lecture et la compréhension de nos

développements.

4.2.1 Notations des domaines de définition du problème

Nous définissons dans un premier temps les domaines sur lesquels nous formulons notre problème

d’interaction fluide-structure avec liquide interne.

Domaines

Ωf Domaine borné volumique fluide défini sur R3

Γ Surface libre définie sur R2

Σ Surface mouillée ou interface fluide-structure définie sur R2

Ωs Domaine borné volumique solide défini sur R3

∂uΩs Surface de la structure avec déplacements imposés
∂tΩs Surface de la structure avec efforts extérieurs
n Normale extérieure à la structure
•h Indice h pour le domaine discrétisé

Table 4.1 – Notations des domaines de définitions.
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Figure 4.1 – Maillage cöıncident du fluide et de la structure avec des éléments héxaédriques quadra-
tiques.

Variables

us Fluctuation du champ de déplacement solide
uf Fluctuation du champ de déplacement fluide
p Fluctuation du champ de pression dans le fluide
φ Potentiel de déplacement dans le fluide
δu Champ virtuel (ou champ test) de déplacement
δp Champ virtuel (ou champ test) de pression
δφ Champ virtuel (ou champ test) de potentiel de déplacement

Table 4.2 – Notations sur les variables d’états fluides-structures

Figure 4.2 – (a) Domaines du fluide et de la structure ; (c) Vibrations hydroélastiques linéaires.
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4.2.2 Convention sur les indices des bases réduites

Dans ce chapitre, les indices en lettres grecs (ex. α, β ou γ) sont utilisés pour les valeurs propres,

vecteurs propres et coordonnées généralisées des problèmes réduits.

4.2.3 Équations locales linéaires

4.2.3.1 Hypothèses du fluide et de la structure

Nous rappelons en Tab. 4.3 les hypothèses associées aux équations locales harmoniques du fluide et

de la structure utilisées dans la suite de ce chapitre. Nous ne prenons pas en compte les effets de pré-

contrainte car ils seront introduits dans le chapitre suivant. Les fluctuations sont donc calculées autour

d’un état de référence et sont supposées suffisamment faibles pour pouvoir rester dans l’hypothèse des

petites perturbations.

Hypothèses fluide Hypothèses structure

H1f Incompressible H1s Élastique
H2f Non-visqueux H2s Homogène
H3f Homogène H3s Isotrope (dans notre cas)
H4f Sans tension de surface H4s Pas de forces volumiques
H5f Effets de gravité négligés

Table 4.3 – Hypothèses du fluide et de la structure

4.2.3.2 Équations de la structure linéaire

Les équations locales harmoniques pour la structure, sont les suivantes :

divσ = −ω2ρsus dans Ωs (4.1)

σ n = f sur ∂tΩs (4.2)

σ n = −pn sur Σ (4.3)

us = 0 sur ∂uΩs (4.4)

L’Eq. (4.1) correspond au principe fondamental de la dynamique appliqué à un volume infinitésimal

de la structure. Les Eqs. (4.2) et (4.4) sont les conditions aux limites en effort et en déplacement et

l’Eq. (4.3) représente le couplage entre la contrainte de la structure et la fluctuation de pression du
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fluide. La contrainte est reliée au déplacement us via la loi de Hook en élasticité linéaire :

σ = D : ε(us) (4.5)

avec D un tenseur d’ordre 4, ε le tenseur des déformations et σ le tenseur des contraintes de Cauchy.

4.2.3.3 Équations dans le fluide en déplacement fluide uf et pression p

Les équations locales harmoniques vérifiées par le déplacement fluide uf et la fluctuation du champ

de pression p sont données ci-dessous :

divuf = 0 dans Ωf (4.6)

ω2ρfuf = grad p dans Ωf (4.7)

uf · n = us · n sur Σ (4.8)

p = 0 sur Γ (4.9)

L’Eq. (4.6) correspond à la condition d’incompressibilité du fluide, l’Eq. (4.7) aux équations d’Euler

harmoniques, l’Eq. (4.8) est associée à la condition de non-pénétration à l’interface et enfin l’Eq. (4.9)

correspond à la condition de fluctuation de pression nulle à la surface libre. Attention, définir la fluc-

tuation de pression nulle n’implique en aucun cas que le déplacement fluide soit nul.

Du fait de l’irrotationalité du fluide et de l’Eq. (4.7), il convient d’exprimer les équations locales

harmoniques du fluide en fonction d’une fonction scalaire : (i) soit une approche en fluctuation de

pression ou soit (ii) une approche en potentiel de déplacement fluide.

4.2.3.4 Équations dans le fluide en fluctuation de pression p

A partir de ces équations et compte tenu de l’irrotationalité du fluide et de l’Eq. (4.7), nous

sommes en mesure de nous ramener à des équations locales écrites uniquement en fonction du champ

de pression :

∆p = 0 dans Ωf (4.10)

p = 0 sur Γ (4.11)

gradp · n = ρfω
2us · n sur Σ (4.12)
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Cette formulation a l’avantage de faire intervenir la fluctuation de pression qui apparâıtra explicitement

dans l’équation de couplage de la structure à l’Eq. (4.18).

4.2.3.5 Équations dans le fluide en potentiel de déplacement fluide φ

L’irrationalité du fluide nous permet d’introduire un changement de variable en potentiel de dé-

placement tel que :

gradφ = uf (4.13)

D’après l’Eq. (4.7), ce potentiel de déplacement est relié au champ de pression au travers de la relation

suivante :

ρfω
2φ = p (4.14)

Les équations locales du fluide, vérifiées par le potentiel de déplacement φ, s’écrivent alors :

∆φ = 0 dans Ωf (4.15)

φ = 0 sur Γ (4.16)

gradφ · n = us · n sur Σ (4.17)

Ces équations ont l’avantage d’avoir une interprétation géométrique. Étant donné que le fluide est

incompressible, le gradient de potentiel de déplacement varie lors du déplacement de l’interface fluide-

structure pour conserver le volume de fluide. Le couplage côté structure nécessite la ré-écriture de

l’Eq. (4.3) telle que :

σ n = −ρfω2φn sur Σ (4.18)

4.2.4 Formulation variationnelle en (us, p)

Nous introduisons un champ de déplacement virtuel δu appartenant à un espace cinématiquement

admissible à zéro Cu (δu = 0 sur ∂uΩs). La démarche consiste à multiplier l’Eq. (4.1) par un champ de

déplacement virtuel δu et à intégrer l’expression sur Ωs. Une intégration par partie (IPP) et la prise

en compte des conditions de bords des Eqs. (4.2), (4.3) et (4.4) permettent d’exprimer la formulation

suivante :

∫︂
Ωs

δε : σdv +
∫︂

Σ
pn · δu ds− ω2

∫︂
Ωs

ρsus · δu dv =
∫︂

∂tΩs

f · δu ds ∀ δu ∈ Cu (4.19)
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De façon analogue, multiplions l’Eq. (4.10) par un champ de pression virtuel δp appartenant à un

espace admissible de champ de pression suffisamment régulier Cp (avec δp = 0 sur Γ). Nous appliquons

la même démarche en intégrant l’expression sur Ωf et en effectuant une IPP avec la prise en compte

des Eqs. 4.11 et 4.12. Nous obtenons alors la formulation :∫︂
Ωf

grad p · grad δp dv + ω2ρf

∫︂
Σ
us · nδp ds = 0, ∀ δp ∈ Cp (4.20)

Notons que le signe ”+” sur le terme de l’interface Σ vient du fait que la normale extérieure au solide

n est de sens opposé à la normale extérieure au fluide. Le problème revient à chercher le couple (us, p),

solutions de la formulation couplée :

K(us, δu) + C(p, δus)− ω2M(us, δu) = F(δu) ∀ δu ∈ Cu (4.21)

H(p, δp) + ω2ρfC(δp,us) = 0 ∀ δp ∈ Cp (4.22)

avec la définition des formes linéaires et bilinéaires définies dans le tableau 4.6.

Opérateurs Relations Interprétations associées

K(us, δu)
∫︂

Ωs

ε(us) : D : ε(δu) dv Raideur de la structure

M(us, δu)
∫︂

Ωs

ρsus · δu dv Inertie de la structure

C(p, δu)
∫︂

Σ
pn · δu ds Couplage à l’interface fluide-structure

F(δu)
∫︂

∂uΩs

f · δu ds Énergie virtuelle extérieure

H(p, δp)
∫︂

Ωf

grad p · grad δp dv Forme bilinéaire des gradients de pressions∗

Table 4.4 – Définitions des opérateurs dans les domaines continus - ∗ Nous montrons par la suite que
cet opérateur est relié à l’énergie cinétique du fluide déplacé.
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4.2.5 Formulation variationnelle en (us, φ)

De façon analogue à la formulation variationnelle en pression, nous introduisons cette fois-ci un

champ virtuel en potentiel de déplacement δφ appartenant à un espace admissible à Cφ (δφ = 0 sur

Γ). Ainsi, la formulation variationnelle couplée en fluctuation de déplacement solide us et potentiel de

déplacement φ s’écrit de façon suivante :

∫︂
Ωs

δε : σdv + ρfω
2
∫︂

Σ
φn · δu ds− ω2

∫︂
Ωs

ρsus · δu dv =
∫︂

∂tΩs

f · δu ds ∀ δu ∈ Cu (4.23)∫︂
Ωf

gradφ · grad δφ dv + ω2ρf

∫︂
Σ
us · nδφ ds = 0, ∀ δφ ∈ Cφ (4.24)

Finalement, le problème revient à chercher le couple (us, φ) qui vérifie la formulation couplée

suivante :

K(us, δu) + ω2ρfC(φ, δu)− ω2M(us, δu) = F(δu) ∀ δu ∈ Cu (4.25)

H(φ, δφ) + C(us, δφ) = 0 ∀ δφ ∈ Cφ (4.26)

Le potentiel de déplacement étant défini par le gradient du déplacement fluide uf = gradφ, on

peut exprimer l’énergie cinétique du fluide déplacé par :

1
2ω

2
∫︂

Ωf

ρf | uf |2 dv = 1
2ω

2
∫︂

Ωf

ρf | gradφ |2 dv = 1
2ρfω

2H(φ,φ) (4.27)

L’opérateur H est donc associé à l’énergie cinétique du fluide déplacé. Enfin, les opérateurs K,M sont

symétriques en u et δu et H est symétrique en p et δp.

Pour plus de détails sur la formulation de ces opérateurs, leurs propriétés et l’origine de ces équa-

tions, nous pouvons citer [107, 37, 62, 100, 108].

4.2.6 Discrétisation EF

4.2.6.1 Notations des champs dans les domaines discrétisés

Nous utilisons la méthode des éléments finis pour résoudre les problèmes écrits sous formes varia-

tionnelles. Cette approche implique la construction d’opérateurs vectoriels et matriciels, ainsi que la

définition des champs discrétisés rappelés dans le Tab 4.5.
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Opérateurs

uh
s Discrétisation EF du champ de fluctuation de déplacement de la structure
ph Discrétisation EF du champ de pression du fluide
φh Discrétisation EF du champ potentiel de déplacement fluide
Us Vecteur des inconnues nodales de déplacement de la structure
P Vecteur des inconnues nodales de pression
φ Vecteur des inconnues nodales de potentiel de déplacement fluide
K Matrice de raideur linéaire de la structure
M Matrice de masse de la structure
H Matrice des gradients de pression du fluide
C Matrice de couplage fluide-structure
Ma Matrice de masse ajoutée (ou masse induite ou masse apparente)

Table 4.5 – Notations associées aux champs et opérateurs discrétisés.

4.2.7 Discrétisation EF des champs

Nous faisons l’hypothèse que les maillages du solide (Ωh
s ) et du fluide (Ωh

f ) sont cöıncidents à l’in-

terface fluide-structure Σh. Nous définissons les champs discrétisés uh (resp. ph et φh) de déplacement,

de pression et de potentiel de déplacement, comme étant des combinaisons linéaires de fonctions de

formes. Ainsi, nous pouvons exprimer ces champs sous formes matricielles :

uh
s = NsUs et ph = NfP φh = Nfφ (4.28)

avec Us (resp. P et φ) les vecteurs des inconnues nodales de déplacement (resp. de pression et de

potentiel de déplacement), Ns (resp. Nf) les matrices des fonctions de forme de la structure et du

fluide. Les champs virtuels discrétisés sont écrits sous les mêmes formes, tels que :

δuh = Ns δU et δph = Nf δP δφh = Nf δφ (4.29)

En notant δˆ︁ε(uh) la forme de Voigt du tenseur de déformation du champ virtuel discrétisé comme

suit :

δˆ︁ε = [δε11 δε22 δε33 2δε12 2δε23 2δε31]T (4.30)

on a alors :

ˆ︁ε(δuh) = Bs δU (4.31)
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avec Bs les matrices des dérivées de fonctions de formes associés aux champs de la structure. De plus,

nous pouvons définir le champ de contrainte en notation de Voigt ˆ︁σ tel que :

ˆ︁σ = [σ11 σ22 σ33 σ12 σ23 σ31]T (4.32)

Ce vecteur est associé au champ de déplacement par la loi de comportement (4.5), tel que :

ˆ︁σ(uh) = DBsUs (4.33)

avec D une matrice (6 × 6) de loi de comportement définie par les coefficients matériaux. De façon

similaire, nous définissons les gradients des champs de pressions et des champs de pressions virtuels

tels que :

grad ph = BfP et grad δph = BfδP (4.34)

gradφh = Bfφ et grad δφh = Bfδφ (4.35)

avec Bf la matrice des dérivées de fonctions de formes des champs de pression.
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4.2.8 Discrétisation des opérateurs

A partir des formes discrétisées des champs et des opérateurs, l’expression des matrices associées

est récapitulée dans le tableau 4.6 de manière suivante :

Forme Forme de l’opérateur Matrice Taille

K(uh
s , δu

h) =⇒ δUT
∫︂

Ωh
s

BT
s DBs dvUs =⇒ δUTKUs (ndofs × ndofs)

M(uh
s , δu

h) =⇒ δUT
∫︂

Ωh
s

ρsN
T
s Ns dvUs =⇒ δUTMUs (ndofs × ndofs)

C(ph, δuh) =⇒ δUT
∫︂

Σh
NT

unNf dsP =⇒ δUTCP (ndofs × ndoff)

F(δuh) =⇒ δUT
∫︂

∂uΩh
s

NT
u f ds =⇒ δUTF (ndofs × 1)

H(ph, δph) =⇒ δPT
∫︂

Ωh
f

BT
pBp dvP =⇒ δPTHP (ndoff × ndoff)

C(uh
h, δp

h) =⇒ δPT
∫︂

Σh
NT

f n
TNs dsUs =⇒ δPTCTUs (ndoff × ndofs)

Table 4.6 – Définitions des opérateurs dans les domaines discrétisés et leurs tailles avec ndofs le nombre
de degrés de liberté côté structure et ndoff le nombre de degrés de liberté côté fluide.

4.2.9 Problème discrétisé (Us,P) non-symétrique

4.2.10 Problème dynamique en régime forcé

Ainsi à partir des équations de la formulation (us, p) et de la discrétisation des champs EF, nous

obtenons le système matriciel qui traduit le problème dynamique harmonique couplé suivant :

⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K C

O H

⎤⎥⎦− ω2

⎡⎢⎣ M O

−ρfCT O

⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us

P

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝F

0

⎞⎟⎠ (4.36)

Nous proposons en Fig. 4.3 une représentation des matrices du problème couplé harmonique.

On constate que cette approche fait intervenir des matrices creuses à la fois pour les opérateurs

de la structure, du fluide et de l’interface. Le problème global est non-symétrique. Si nous faisons la

distinction entre la matrice de ”raideur globale” et de ”masse globale” (avec la matrice de masse globale

étant celle pondérée par ω2), nous constatons qu’aucun bloc de zéro ne se situe sur la diagonale de

la matrice de raideur globale. A l’inverse un bloc de zéros se situe sur un des blocs diagonal de la
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matrice de masse globale. Cette configuration ne pose pas de problèmes car les valeurs propres les plus

grandes se retrouvent à +∞. Les valeurs propres les plus faibles correspondent au carré des premières

fréquences propres hydroélastiques. Par contre, le fait d’avoir un problème non-symétrique peut avoir

des conséquences sur le choix de l’algorithme de résolution du problème aux valeurs propres.

Figure 4.3 – Visualsation des matrices du problème en (Us,P).

4.2.11 Vecteurs propres et valeurs propres associées

Calculer les modes propres et les pulsations propres du problème hydroélastique consiste à trouver

l’ensemble des n premiers couples de valeurs propres et de vecteurs propres associés au système Eq.

(4.49) non symétrique, tel que :⎧⎪⎨⎪⎩ω2
α,

⎛⎜⎝Uα

Pα

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ avec α = 1 . . . n et n ∈ N∗+ (4.37)

Un vecteur propre (ou mode hydroélastique) est composé d’une partie structure notée Uα et

d’une partie pression notée Pα. Rappelons que les fréquences propres hydroélastiques sont reliées aux

pulsations propres par la relation suivante :

2πfα = ωα (4.38)

Enfin, nous rappelons ci-dessous les avantages et inconvénients associés à l’utilisation de cette

formulation pour le calcul du comportement dynamique de problèmes hydroélastiques. Notons qu’un

point délicat de cette approche est la non-symétrie du problème aux valeurs propres. Pour cette raison,

nous ne travaillerons pas directement avec cette approche pour les exemples numériques.
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Avantages Inconvénients

Aucune valeur propre nulle Pb. aux valeurs propres non-symétrique
Aucune manipulation supplémentaire Beaucoup de degrés de liberté

Table 4.7 – Avantages et inconvénients de l’approche (Us,P)

4.2.12 Problème discrétisé (Us, φ) symétrique

4.2.12.1 Problème dynamique en régime forcé

A partir des équations de la formulation en (us, φ) et de la discrétisation EF, nous obtenons le

système matriciel qui traduit le problème dynamique harmonique couplé (Us, φ) suivant :

⎛⎜⎝
⎡⎢⎣ K O

CT H

⎤⎥⎦− ω2

⎡⎢⎣M −ρfC

O O

⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us

φ

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝F

0

⎞⎟⎠ (4.39)

Écrit sous cette forme, cette formulation n’est pas symétrique. Mais, si nous multiplions les blocs

matriciels de la seconde ligne de l’Eq. (4.49) par ω2ρf, le système peut alors se ré-écrire de façon

suivante :

⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K O

O O

⎤⎥⎦− ω2

⎡⎢⎣ M −ρfC

−ρfCT −ρfH

⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us

φ

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝F

0

⎞⎟⎠ (4.40)

Le système matriciel de l’Eq. (4.40) est symétrique. Mais, contrairement à la formulation en (Us,P),

un bloc de zéro se situe sur la matrice de raideur globale du problème. Ce bloc de zéro est problématique

car le problème aux valeurs propres associé aura un nombre de valeurs propres nulles égal au nombre

de degrés de liberté du fluide.

4.2.12.2 Problème aux valeurs propres

Le problème aux valeurs propres associé à l’Eq. (4.40) consiste à trouver les n premiers couples de

valeurs propres (non nulles) et de vecteurs propres hydroélastiques suivants :⎧⎪⎨⎪⎩ω2
α,

⎛⎜⎝Uα

φα

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ avec α = 1 . . . n et n ∈ N∗+ (4.41)
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Figure 4.4 – Visualsation des matrices du problème en (Us,φ).

Un vecteur propre ou mode hydroélastique est composé d’une partie structure notée Uα et d’une

partie en potentiel de déplacement φα. Nous récapitulons ci-dessous les avantages et inconvénients

d’une telle approche en Tab. 4.8.

Avantages Inconvénients

Aucune manipulation préalable Blocs de zéros à l’origine d’apparition de
valeurs propres nulles

Pb. aux valeurs propres symétrique Beaucoup de degrés de liberté

Table 4.8 – Avantages et inconvénients du problème (Us,φ).

Dans notre cas, l’apparition des blocs de zéros sur la diagonale de la matrice de raideur globale

nous a conduit à ne pas utiliser cette approche. La suite du manuscrit est consacrée à l’approche

symétrique du problème condensé avec matrice de masse ajoutée.

Un désavantage fondamental des deux approches proposées précédemment provient du fait que le

problème aux valeurs propres à résoudre est de taille (ndofs +ndoff)× (ndofs +ndoff). Dans la mesure où

la gravité n’est pas prise en compte, il est judicieux d’exprimer le problème uniquement sur les nœuds

de la structure en exprimant l’opérateur de masse ajoutée.
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4.2.13 Opérateur de masse ajoutée

L’approche développée ci-après est codée dans nos algorithmes. Reprenons le système matriciel du

problème (Us,P) de l’Eq. (4.49) et développons le de la façon suivante :(︂
K− ω2M

)︂
Us + CP = F (4.42)

HP + ω2ρfC
TUs = 0 (4.43)

A partir de l’équation (4.43), nous pouvons exprimer le vecteur des inconnues de pression en fonction

du vecteur des inconnues de déplacement tel que :

H∗P∗ = −ωρfCT
∗ U (4.44)

avec H∗ inversible, si nous ne prenons pas en compte les lignes et colonnes définies sur les degrés de

liberté de la surface libre discrétisée Γh (la condition de fluctuation de pression nulle sur la surface

libre Eq. (4.12) fixe les valeurs de la pression en ces nœuds à zéro). À partir des Eqs. (4.44) et (4.42),

nous obtenons le problème dynamique symétrique condensé avec masse ajoutée ci-dessous :[︂
K− ω2 (M + Ma)

]︂
Us = F (4.45)

avec Ma la matrice de masse ajoutée (ou masse induite) définie par la relation suivante :

Ma = ρfC∗H−1
∗ C∗T (4.46)

Notons que cette matrice est symétrique, semi-définie positive mais pleine sur les degrés de liberté de

la structure à l’interface fluide-structure discrétisée.

Figure 4.5 – Visualisation des matrices du problème symétrique avec la matrice de masse ajoutée.

Même si nous faisons apparâıtre explicitement H−1
∗ dans nos équations, ce terme n’est ni calculé ni

stocké explicitement pour des raisons de mémoire et de temps de calcul. En effet, calculer H−1
∗ néces-

siterait le stockage de (ndoff × ndoff) termes en mémoire avec ndoff le nombre de degrés de liberté dans
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le fluide. Alors que si nous nous référons à la Fig. 4.6, seulement (ndofi×ndofi) termes sont nécessaires

pour construire la matrice de masse ajoutée, avec ndofi le nombre de degrés de liberté structure de

l’interface. Dans notre cas, il est préférable de calculer Ma directement avec la fonction ”\” de matlab.

Cependant, nous verrons que cette approche a des limites de temps de calculs et de mémoire.

La résolution du problème couplé hydroélastique s’effectue en deux étapes :

1) Résoudre le problème aux valeurs propres symétrique défini par l’Eq. (4.50) pour trouver les n

premiers couples valeurs propres et vecteurs propres, associés aux déplacements de la structure :

{︂
ω2

α,Uα

}︂
avec α = 1 . . . n et n ∈ N∗+ (4.47)

2) Calculer les n champs de pression complémentaires Pα (ou φα), à partir de l’équation (4.44)

(à cette étape, il est préférable de résoudre n systèmes linéaires).

Nous décrivons en Tab. 4.9 les avantages et inconvénients d’utiliser une méthode par pivots de

Gauss. Même si cette approche nécessite un peu plus d’étapes de calcul, le problème aux valeurs propre

qui en découle est symétrique, réduit au nombre de degrés de liberté de la structure et parfaitement

adapté à nos algorithmes de résolution de systèmes aux valeurs propres.

Avantages Inconvénients

Pb. aux valeurs propres symétrique Calcul de matrice de masse ajoutée
Moins de degrés de liberté Matrice pleine à l’interface fluide-

structure

Table 4.9 – Avantages et inconvénients du problème symétrique avec matrice de masse ajoutée.

159



4.2. FORMULATIONS DU PROBLÈME HYDROÉLASTIQUE

Récapitulatif : Problème aux valeurs propres hydroélastique

• Problème non-symétrique (Us,P)

⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K C

O H

⎤⎥⎦− ω2

⎡⎢⎣ M O

−ρfCT O

⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us

P

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝0

0

⎞⎟⎠ (4.48)

• Problème symétrique (Us,φ)

⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K O

O O

⎤⎥⎦− ω2

⎡⎢⎣ M −ρfC

−ρfCT −ρfH

⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us

φ

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝0

0

⎞⎟⎠ (4.49)

• Problème symétrique avec masse ajouté

[︂
K− ω2 (M + Ma)

]︂
Us = 0 (4.50)

avec Ma, la matrice de masse ajoutée :

Ma = ρfC∗H−1
∗ CT

∗ (4.51)

Dans la suite, nous proposons de calculer les modes hydroélastiques d’un exemple issu de la
littérature avec le problème aux valeurs propres symétrique avec masse ajoutée.

Les approches développées précédemment ne sont pas exhaustives. Les méthodes basées sur les

éléments de frontière (BEM pour Boundary Element method) permettent aussi de calculer la matrice

de masse ajoutée [109, 110]. Ces formulations ont certaines limitations associées à la construction de

matrices non-symétriques et pleines. Des méthodes numériques tels que la Fast Multipole [111] ou les

H-matrix [112] sont nécessaires pour accélérer le temps de calcul pour la construction de cet opérateurs.
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4.3 Exemple numérique : effet de masse ajoutée

4.3.1 Cylindre partiellement rempli de liquide

Nous nous intéressons aux vibrations hydroélastiques d’un cylindre élastique encastré à la base

et partiellement rempli de liquide (voir Fig. 4.6). Il est constitué d’un matériau linéaire homogène

élastique et istotrope avec un module d’Young E = 5.6× 109 Pa, un coefficient de Poisson ν = 0.3 et

une masse volumique ρs = 7.8× 103 kg/m3. La masse volume du fluide est ρf = 1.0× 103 kg/m3.

Figure 4.6 – (a) Géométrie du cylindre partiellement rempli de liquide avec une épaisseur t = 0.250
mm, une longueur L = 0.112 m et un rayon moyen R = 0.1 m; (b) Paramètres du maillage fluide et
solide constitué d’éléments quadratiques à 20 noeuds.

Afin de caractériser les modes, nous pouvons nous servir de la Fig. 4.7. Du fait de la géométrie

cylindrique, un mode peut être caractérisé par son nombre de longueurs d’ondes circonférentielles n

et longitudinales m.

Figure 4.7 – Dénomination des modes par nombre de longueurs d’ondes circonférentielle et longitu-
dinale respecivement notées n and m.
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4.3. EXEMPLE NUMÉRIQUE : EFFET DE MASSE AJOUTÉE

4.3.1.1 Analyse des modes in vacuo

Intéressons nous dans un premier temps aux modes de la structure in vacuo. Une comparaison

entre les résultats expérimentaux de [106] et nos calculs montrent la validité des simulations. En effet,

nous retrouvons les formes de courbes en cloche qui sont caractéristiques de cette géométrie. Les écarts

sont de plus en plus grands lorsque le nombre d’onde circonférentiel et longitudinal sont grands. Ces

écarts proviennent certainement de l’erreur de discrétisation.

Figure 4.8 – (a) Fréquences propres expérimentales [106] ; (b) Fréquences propres simulées
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Figure 4.9 – Comparaison des fréquences propres simulées et des fréquences mesurées [106] pour
m = 1, m = 2 et m = 3.
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4.3. EXEMPLE NUMÉRIQUE : EFFET DE MASSE AJOUTÉE

4.3.1.2 Analyse des modes hydroélastiques

Un calcul des fréquences de résonance du système couplé a été effectué pour un cylindre à moitié

rempli de liquide avec h = 0.5L. Nous montrons la validité du code de calcul développé au travers

d’une comparaison entre l’expérience de Chiba et nos simulations. L’influence du liquide modifie la

forme des courbes en cloche obtenues précédemment.

Figure 4.10 – (a) Fréquences propres hydroélastiques mesurées [106] ; (b) Fréquences propres hydroé-
lastiques simulées.
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Figure 4.11 – Comparaison des fréquences propres hydroélastiques mesurées et simulées.

Une comparaison entre les modes in vacuo et les modes hydroélastiques montre que la présence du

fluide a une influence à la fois sur la valeur des fréquences de résonance et sur la forme des modes (voir

4.12 et 4.13). Les fréquences de résonance hydroélastiques sont plus basses (effet de masse ajoutée).
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Figure 4.12 – Évolution et écarts entre les fréquences de la structure in vacuo et les fréquences
hydroélastiques des modes (1, n) en fonction du nombre d’onde circonférentiel n.

Nous observons que la contribution de l’effet de masse ajoutée n’est pas la même en fonction du

nombre d’onde circonférentiel. Dans cet exemple, pour m = 1, nous constatons que pour n ∈ [1, 7],

plus la valeur de n est faible plus l’effet de masse ajoutée est importante. A l’inverse, pour n ∈ [7, 15],

plus n augmente et plus l’effet de masse ajoutée est prononcé.

Une analyse des déformées modales, normalisées par la masse de la structure in vacuo montre que

la forme des modes est aussi modifiée (voir Fig. 4.13). En effet, plus la contribution de la masse ajoutée

est grande, plus la forme du mode diffère de celle de la structure seule. Pour de grandes valeurs de

n, les déformations de la structure se localisent de plus en plus proche de la partie en contact avec le

fluide, alors que la partie non-immergée se déforme de moins en moins (voir Fig. 4.14).
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4.3. EXEMPLE NUMÉRIQUE : EFFET DE MASSE AJOUTÉE

Figure 4.13 – Déforméesmodales (1, n) de la structure in vacuo et de la structure partiellement
(normalisation à la masse de la structure in vacuo).

Ce phénomène se visualise aussi pour les modes ayant un nombre de longueurs d’ondes longitudi-

nales m = 2 et m = 3 (voir respectivement les Figs. 4.15 et 4.16).
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Figure 4.14 – Évolution des déformées modales des modes hydroélastiques (partie structure) associés
à un nombre d’ondes longitudinalesm = 1 en fonction du nombre d’ondes circonférentielles n = 8, 9, 10
et 11.

Figure 4.15 – Exemples de modes hydroélastiques (partie structure) pour m = 2 pour différentes
valeurs du nombre d’ondes circonférentielles n.

Figure 4.16 – Exemples de modes hydroélastiques (partie structure) pour m = 3 pour différentes
valeurs du nombre d’ondes circonférentielles n.

Nous rappelons que le champ de pression d’un mode hydroélastique peut être calculé et représenté

(voir Fig. 4.17).
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Figure 4.17 – Pression du fluide et déplacement de la structure des modes hydroélastiques.

4.3.1.3 Temps de calcul de la matrice de masse ajoutée

Même si cet exemple permet de valider nos développements pour un cylindre à moitié rempli de

liquide, le temps de calcul nécessaire pour la construction de la matrice de masse ajoutée rend cet

approche prohibitive. Le tableau ci-dessous permet de donner des ordres de grandeur du temps de

calcul en fonctions de paramètres de maillage :

(nθ,nf) (5, 5) (10, 10) (15, 15) (25, 10)
nelem-f (fluide) 500 2600 6975 10250
ndof-f (fluide) 2260 11020 29280 45696
Temps de calcul 4.3 sec 211 sec 1020 sec 4136 sec

Table 4.10 – Temps de calcul pour obtenir la matrice de masse ajoutée avec inversion de matrice
(rappel : Ma = ρfC∗H−1

∗ CT
∗ ).
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4.3.2 Récapitulatif de l’exemple numérique

L’exemple numérique traité dans cette cette section nous a permis :

• de calculer des modes propres et valeurs propres hydroélastiques d’un cylindre à moitié
rempli de liquide, sans précontrainte, par méthode des éléments finis ;

• de comparer des résultats obtenus à ceux de la littérature montrant la validité de (i)
l’approche avec masse ajoutée et (ii) du code que nous avons développé au cours de cette
thèse ;

• d’observer que la forme de la partie structure des modes hydroélastiques et des modes de
la structure in vacuo diffèrent en fonction de la hauteur de fluide. En particulier, lorsque
le nombre de vagues circonférentielles augmentent, les déplacements de la structure se
localisent au niveau de la partie mouillée du cylindre.

Au travers de cet exemple, nous montrons que le point le plus problématique de cette approche
est le temps de calcul de la matrice de masse ajoutée. En effet, son calcul dépend du nombre de
degrés de liberté de l’interface et du nombre de degrés de liberté dans le fluide. La suite de ce
chapitre est consacrée à une formulation qui permet de réduire le temps de calcul associé à la
construction de la matrice de masse ajoutée.
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4.4 Projection du problème hydroélastique sur base in vacuo

L’objectif de cette section est de calculer les modes hydroélastiques, sans calculer explicitement

l’opérateur de masse ajoutée Ma. Le principe est basé sur une projection du problème sur base in

vacuo. Comme l’illustre la Fig. (4.18), l’approche se décompose en trois phases :

1 Calculer les modes propres et valeurs propres de la structure in vacuo ;

2 Calculer la réponse du fluide incompressible (en potentiel de déplacement), induite par les

modes in vacuo (on rappelle que les effets de gravité sont négligés). Se servir de ces réponses

pour calculer un champ de pression induit.

3 Prendre en compte ces efforts induits et projeter le nouveau problème sur la base de modes

in vacuo.

Figure 4.18 – Schéma de l’approche utilisée pour la projection du problème hydroélastique sur base
de modes in vacuo.

Nous proposons un développement de ce concept, d’abord d’un point de vue continu et ensuite
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d’un point de vue numérique. Nous montrerons la validité de l’approche via un retour à l’exemple

numérique.

4.4.1 Approche continue de la projection sur base sèche

Étape 1 : Cette étape se base sur le calcul des déformées modales de la structure obtenues à partir

de l’équation suivante :

K(us, δu)− ω2M(us, δu) = 0, ∀ δu ∈ Cu (4.52)

Du fait des propriétés des opérateurs K et M, il existe une base orthogonale {uβ}, telle que la

fluctuation du champ de déplacement s’écrit sous forme de combinaison linéaire de celle-ci :

us =
+∞∑︂
β=1

κβuβ (4.53)

Dans la pratique, cette base est tronquée aux N premiers termes, avec N suffisamment grand 1. L’Eq.

(4.52) étant vérifiée quelque soit le champ virtuel δu, elle l’est en particulier pour les N vecteurs de

la base {uβ} pris un à un, tel que δu = uβ. Il est donc possible d’écrire la relation suivante :

N∑︂
β=1

(ω2
β − ω2µβ)κβ = 0 (4.54)

avec les µβ définis par une normalisation à la masse du β ème mode associé (µβ =M(uβ,uβ) = 1) et

κβ les coordonnées généralisées.

Étape 2 : Pour chacun des N modes de la structure in vacuo calculés à l’étape 1, l’objectif de

cette étape consistent à calculer N champs de potentiels de déplacement fluide {φβ} soumis à un

déplacement imposé de l’interface fluide-structure. Étant donné que (i) le fluide est incompressible et

que (ii) nous ne prenons pas en compte les effets de gravité sur la surface libre, les N problèmes sont

donnés ci-dessous :

∆φβ = 0 dans Ωf (4.55)

gradφβ · n = uβ · n sur Σ (4.56)

φβ = 0 sur Γ (4.57)

1. Le nombre de termes N dépend a posteriori du nombre de modes nécessaires pour converger vers les K modes
hydroélastiques se trouvant dans une plage de fréquence d’intérêt [fmin, fmax].
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La formulation variationnelle associée aux Eqs. (4.55), (4.56) et (4.57) s’écrit alors sous forme suivante :

H(φβ, δφ) + C(δφ,uβ) = 0, ∀ δφ ∈ Cp (4.58)

Nous verrons par la suite, sur la formulation discrète, que la résolution de cette équation permet de

gagner du temps de calcul sur la construction de l’opérateur de masse ajoutée.

Étape 3 : Les fluctuations des champs de pression induits sont calculés à partir de l’Eq. (4.14). Ceux-

ci sont proportionnels aux coordonnées généralisées de l’étape 1. Chaque champ de pression induit est

donc de la forme suivante :

pβ = ω2ρfφβκβ (4.59)

Ces N champs de pressions sont alors pris en compte comme actions extérieures sur la structure à

l’interface fluide-structure. Le travail virtuel extérieur associé à ces N champs de pression s’écrit de

manière suivante :

−
N∑︂

β=1

∫︂
Σ
pβ n · δu ds = −ω2ρf

N∑︂
β=1
C(φβ, δu)κβ (4.60)

Nous écrivons alors un nouveau problème de dynamique, prenant en compte les N champs de pression

induits définis comme suit :

K(us, δu)− ω2M(us, δu) = −ω2ρf

N∑︂
β=1
C(φβ, δu)κβ ∀ δu ∈ Cu (4.61)

De façon analogue à l’étape 1, prendre un à un les champs virtuels égaux aux N modes conduit à la

relation suivante :

N∑︂
γ=1

⎛⎝ω2
γ − ω2

⎛⎝1 +
N∑︂

β=1
mγβ

⎞⎠⎞⎠κβ = 0, avec mγβ = −ρfC(φβ,uγ) (4.62)

avec mγ,β correspondant à la contribution de la masse ajoutée associée aux modes de la base sèche.

Nous montrerons au travers de nos exemples numériques que ce problème réduit sur N vecteurs de la

base converge vers la partie structurelle du problème hydroélastique.

4.4.2 Approche EF discrétisée de la projection sur base in vacuo

Les opérateurs discrétisés de ces développements se basent sur les même opérateurs définis en

sous-section 4.2.6. Au même titre que l’approche décrite sous forme continue, l’approche discrétisée se

décompose en 3 étapes :
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Étape 1 : On calcule d’abord les N premiers vecteurs propres du problème linéaire classique de la

structure in vacuo :

[K− ω2M]Us = 0 (4.63)

Ces vecteurs formeront une base orthogonale notée {Uβ}β=1..N . Le déplacement de la structure Us

peut alors s’écrire combinaison linéaire des vecteurs de base :

Us =
N∑︂

β=1
κβUβ = Buκ (4.64)

avec Bu une matrice composée des vecteurs de la base {Uβ} et κ est le vecteur de coordonnées

généralisées :

Bu =

⎡⎢⎢⎣
...

...
U1 . . . UN
...

...

⎤⎥⎥⎦ et κ =

⎡⎢⎣κ1
...
κN

⎤⎥⎦ (4.65)

Étape 2 : Pour chaque vecteur propre Uβ, nous calculons la réponse fluide en potentiel de déplace-

ment φβ associée au déplacement de l’interface fluide-structure Uβ. Cette étape consiste à résoudre

N systèmes linéaires, basés sur la condition φβ = 0 sur Γ, tel que :

H∗φβ = −CT
∗ Uβ (4.66)

Les N potentiels de déplacements φβ calculés sont ensuite stockés dans une matrice Φ :

Φ =

⎡⎢⎢⎣
...

...
φ1 . . . φN
...

...

⎤⎥⎥⎦ (4.67)

Ces N systèmes linéaires correspondent à l’une des plus importantes contributions en économie de

temps de calcul et de mémoire. En effet, la résolution de ces systèmes linéaires prend beaucoup moins

de temps de calcul que l’opérateur de masse ajoutée Ma si le nombre de modes sélectionnés N reste

raisonnable (si N << 3 × ndofi). De plus, ces calculs peuvent être effectués en parallèle. Dans notre

cas, nous avons une machine à 10 cœurs. Nous réalisons donc 10 calculs en parallèle dans la limite de

la mémoire disponible.
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Étape 3 : Le calcul de la pression induite se déduit directement par la relation suivante :

Pβ = ω2ρfφβκβ (4.68)

Néanmoins, nous garderons le formalisme faisant apparâıtre explicitement le terme ω2. La prise en

compte de chaque contribution de la pression apparâıt alors dans le membre de droite de l’Eq. (4.63)

tel que :

[K− ω2M]Bκ = −ω2ρfCΦκ (4.69)

La projection du problème défini par l’Eq. (4.69) sur les modes de la structure in vacuo s’obtient en

multipliant à gauche par BT
u tel que le problème réduit s’écrit de façon suivante :

[Ω− ω2(I + ma)]κ = 0 (4.70)

avec Ω = BT
uKBu, I = BT

uMBu et ma = ρfB
T
uCΦ des matrices réduites de taille N×N . La résolution

de ce système aux valeurs propres réduit conduit au calcul des couples suivants :

{︂
ω2

γ ,κγ

}︂
avec γ = 1 . . . N et N ∈ N∗+ (4.71)

A partir de cette équation, nous pouvons lister un certain nombre de remarques :

• Le nouveau système aux valeurs propres de taille N × N est très petit en comparaison du

système complet de taille ndofs×ndofs, ndofs étant le nombre de degrés de liberté de la structure

(N << ndofs).

• Toutes les matrices réduites sont symétriques dans la mesure ou ma = ρfB
T
uCH−1CTBu,

Ω = BT
u KBu et I = BT

u MBu. Nous pouvons rappeler que les vecteurs de la base in vacuo Bu

sont normalisés à la masse :

∥ • ∥M =
√
•TM• (4.72)
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Synthèse sur la projection du problème hydroélastique
sur base de structure in vacuo

• Étape 1 : Nous avons calculé les N premiers vecteurs propres et valeurs propres de la
structure in vacuo.

• Étape 2 : A partir de ces N vecteurs propres nous avons calculé N potentiels de déplace-
ments du fluide (supposé incompressible et sans effet de gravité). Nous sommes en mesure
de calculer N champs de pression induits à l’interface fluide-structure.

• Étape 3 : La prise en compte de ces N actions du fluide sur la structure nous conduisent à
un nouveau système que nous projetons sur les N modes de la structure in vacuo. A cette
étape, nous avons à notre disposition un système symétrique de taille réduit (N ×N) :

[Ω− ω2(I + ma)]κ = 0 (4.73)

avec ma une matrice de masse ajoutée réduite. Les N valeurs propres et vecteurs propres
de ce système réduit sont notés :{︂

ω2
γ ,κγ

}︂
avec γ = 1 . . . N et N ∈ N∗+ (4.74)

Deux questions subsistent :

Q1 : Est-ce que les K premières valeurs propres de ce système réduit convergent vers les K
premières valeurs propres du problème hydroélastique ? Nous répondrons à cette question
dans l’exemple numérique qui suit.

Q2 : Admettons que les K premières valeurs propres convergent, peut-on retrouver les défor-
mées modales hydroélastiques associées à ces K premières valeurs propres convergées ?

Nous pouvons dès à présent répondre positivement à la question 2 puisque le calcul des N vecteurs

de la nouvelle base {Uγ} est réalisé à l’aide de la matrice de passage composée des vecteurs propres

du problème réduit Pred tel que :

Uγ = UβPred (4.75)

avec

Pred =

⎡⎢⎢⎣
...

...
κ1 . . . κN
...

...

⎤⎥⎥⎦ (4.76)
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4.5 Retour sur l’exemple numérique sans précontrainte

L’objectif de ces développements numériques est de valider la convergence du calcul des modes

hydroélastiques par projection du problème sur base sèche. Revenons sur l’exemple numérique présenté

en Section 4.3.

4.5.1 Contribution des modes secs aux modes hyroélastiques

L’objectif est de calculer les modes et les fréquences hydroélastiques sur une plage de fréquence à

partir du calcul des modes de structure in vacuo. Prenons une plage de fréquence arbitraire contenant

les 30 premiers modes hydroélastiques (voir Fig. 4.19). Quels sont les modes de la structure in vacuo

qui contribuent à la construction des K modes hydroélastiques sur la plage de fréquence donnée ?

Figure 4.19 – Quelles modes de la structure in vacuo contribuent au calcul des modes hydroélastiques ?

Le graphe donné en Fig. 4.20 donne une autre représentation des 30 premières fréquences propres

calculées par ordre croissant d’apparition. Nous cherchons à calculer ces 30 premières fréquences par

projection du problème sur base sèche.

4.5.2 Calculs par projection sur N premiers modes in vacuo

Nous partons du principe que les 400 premiers modes de la base sèche ont été calculés au préalable.

Parmi ces 400 modes, nous faisons trois sélections :

Cas 1 : sélection des 50 premiers modes ;
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Figure 4.20 – Evolution des 30 premières fréquences hydroélastiques de la structure à moitié rem-
plie de liquide caractérisés par (m,n) avec m le nombre d’onde longitudinal et n le nombre d’onde
circonférentiel.

Cas 2 : sélection des 150 premiers modes ;

Cas 3 : sélection des 400 modes.

Le graphe ci-dessous (Fig. 4.21) montre une comparaison entre les fréquences calculées par projec-

tion sur base de structure in vacuo et les fréquences hydroélastiques calculées en Section 4.3. Quali-

tativement, nous observons une convergence des fréquences du problème réduit vers les K premières

fréquences du problème hydroélastique si N augmente. Quantitativement, nous constatons que (i) le

pourcentage d’erreur par mode diminue et (ii) l’erreur maximum sur les K fréquences d’intérêt dimi-

nue aussi. En effet, pour N = 50 l’erreur semble augmenter progressivement en fonction du numéro

du mode, à l’exception de certaines fréquences pour lesquelles des pics d’erreur apparaissent. Pour

N = 150, seuls certains pics d’erreur subsistent, mais les premières fréquences propres ont convergé.

Enfin, pour un nombre de modes N = 400, tous les pics d’erreur sont inférieurs à 1%.
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Figure 4.21 – Évolution du pourcentage d’erreur maximum des 30 premiers modes hydroélastiques
en fonction du nombre de modes de la base sèche N ∈ [1, 150] modes.

Nous avons calculé plusieurs problèmes aux valeurs propres pour visualiser la décroissance du pour-

centage de l’erreur maximum en fonction de N en Fig. 4.22.
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Figure 4.22 – Évolution du pourcentage d’erreur maximum, parmi les 30 premières fréquences propres,
en fonction du nombre de modes de la base sèche N ∈ [1, 150] modes.

Nous observons une décroissance de l’erreur maximum par palier. L’interprétation que nous pou-

vons faire est la suivante : ce n’est pas que le nombre N de modes qui contribue à la convergence de

l’erreur maximum, mais certains modes parmi les N sélectionnés contribuent de façon plus marquée.

On peut effectivement s’en convaincre en projetant certains modes hydroélastiques Uα, calculés en

Section 4.3, sur la base de modes de la structure in vacuo Bu :

µ = BT
uUα (4.77)

Les valeurs du vecteur µ peuvent servir d’indicateurs de la contribution d’un mode de structure

au αème mode hydroélastique. Nous traçons alors la valeur de ces indicateurs, pour les modes hydroé-

lastiques (1, 7), (1, 3) et (1, 16) sur les 50 premiers modes de structure in vacuo, en Fig. 4.23 .
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Figure 4.23 – Contribution des modes in vacuo aux modes hydroélastiques (1, 7), (1, 3) et (1, 16)

Nous observons que pour un mode hydroélastique, peu de modes de structure in vacuo contribuent.

Par exemple, pour le mode (1, 7), les modes secs qui contribuent sont à la fois les modes autour du mode

(1, 7) mais aussi les modes autour du mode (2, 7), ceux-ci peuvent donc être relativement éloignés.
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4.5.3 Temps de calcul

Nous donnons l’ordre de grandeur des temps de calcul entre le calcul des modes hydroélastiques du

modèle complet vue en Section 4.3, et le temps de calcul des 30 premiers modes hydroélastiques calculés

par projection sur base sèche. Ces temps de calcul sont donnés pour le même maillage. Rappelons que

le calcul de Ma a un avantage certain vis-à-vis des autres approches dans la mesure où la méthode ne

se limite pas à un nombre fixe de modes. Néanmoins, avec la capacité de mémoire disponible, il nous

était impossible d’augmenter le nombre de degrés de liberté du fluide. Cette comparaison est donc

faite pour le nombre de degrés de liberté maximum autorisé par le calcul complet de Ma. Les autres

approches ne sont pas concernées par ce problème de capacité mémoire pour la gamme de degrés de

liberté étudiée (∼ 50000 à ∼ 200000 ddl). De plus, l’approche par projection est parallélisable.

Tps. de calcul avec Ma ∼ 1 h et 10 minutes

Tps. avec projection sur 150 modes (en série) ∼ 30 minutes

Tps. avec projection sur 150 modes (en parallèle sur 10 coeurs) ∼ 3 minutes

Tps. avec projection sur 400 modes (en série) ∼ 1 h et 20 minutes

Tps. avec projection sur 400 modes (en parallèle sur 10 coeurs) ∼ 8 minutes

Table 4.11 – Temps de calcul du problème traité dans l’exemple numérique avec nelm-f = 10250 et
ndof-f = 45696.

Dans un premier temps, nous observons que les temps de calculs ne sont pas du même ordre de

grandeur. Nous parlons ici de quelques heures pour le calcul de la construction de Ma ou la projection

en série contre quelques minutes pour la projection avec parallélisation. Nous rappelons que le nombre

de modes à une influence linéaire sur le temps de calcul. Néanmoins, pour le nombre de modes que

nous nous sommes fixés (30), nous obtenons un facteur 10 de gain en temps de calculs.

Nous pouvons signaler que cette comparaison est faite dans une situation défavorable pour la

projection. Des études [32] montrent que pour des structures complètement remplies (ou complètement

immergés), le nombre de modes secs nécessaire avant convergence est très faible. Effectivement, la forme

des modes secs est, dans ces cas-là, très proche de la forme des modes hydroélastiques. Nous verrons

que cette remarque à un impact significatif sur les exemples proposés au chapitre suivant.
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4.6 Conclusion

Dans le cadre de ce chapitre, nous nous sommes intéressés au calcul des fréquences et des modes

hydroélastiques d’une structure élastique linéaire partiellement remplie de liquide. Une formulation

symétrique condensée sur les degrés de liberté de la structure, faisant apparâıtre une matrice de

masse ajoutée, a été implémentée. Au travers d’une comparaison entre les résultats de nos simulations

et une expérience de littérature, nous montrons que nos calculs sont conformes validant ainsi notre

implémentation numérique. Néanmoins, le temps de calcul est prohibitif (quelques heures) si nous

souhaitons faire évoluer un paramètre tel que la hauteur de fluide. Nous avons alors proposé une

approche par projection sur base de structure in vacuo limitée à un nombre de modes sur une fréquence

d’intérêt. Cette méthode à l’avantage d’être parallélisable et ne nécessite pas une grande capacité de

stockage contrairement à la construction d’une matrice de masse ajoutée du problème complet. A

partir des résultats numériques de référence, nous avons montré la convergence de l’approche par

projection. Les temps de calcul sont de l’ordre de quelques minutes ce qui nous permet d’effectuer

des études paramétriques. Le chapitre suivant traite de la prise en compte d’une précontrainte sur le

comportement hydroélastique.
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Chapitre 5

Vibrations hydroélastiques autour d’un
état précontraint

Ce chapitre porte sur les vibrations hydroélastiques de réservoirs partiellement remplis de liquide
autour d’états précontraints. Nous supposons que chaque état de précontrainte est connu (cf.
Chapitre 2). A partir d’une linéarisation du principe des travaux virtuels autour d’un état
d’équilibre avec non-linéarité géométrique, nous montrons que le problème couplé fluide-structure
est de la même forme celui du Chapitre 4. La différence majeur vient du fait que l’opérateur
de raideur prend en compte les non-linéarités matériaux, géométriques et de forces suiveuses.
Une comparaison entre notre nos développements basés sur la méthode des éléments finis et
une expérience de la littérature montre la validité d’une telle approche. Si la précontrainte joue
un rôle significatif, nous sommes donc en mesure d’estimer rigoureusement son influence sur le
comportement hydroélastique linéarisé.
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5.1 Introduction et état de l’art

Ce chapitre concerne l’estimation du comportement hydroélastique de structures élastiques autour

d’un état précontraint via la MEF.

Nous rappelons que nous considérons des structures très fines et très flexibles (e.g. des réservoirs

de lanceurs pressuriés). Dans ce cas, nous faisons l’hypothèse que les déplacements de la structure

chargée par le fluide à l’équilibre sont grands vis-à-vis d’une longueur caractéristique (e.g. l’épaisseur

du réservoir). La raideur globale de la structure est modifiée provoquant un décalage des fréquences

hydroélastiques [100, 113, 114, 115]. Nous verrons que les approches classiques basées sur la configura-

tion de référence ne peuvent pas capter ces écarts [37, 116, 99, 62]. L’objectif de ce chapitre est donc

d’estimer l’influence des non-linéarités géométriques sur le comportement dynamique couplé fluide-

structure. Nous rappelons que le calcul de l’état d’équilibre non-linéaire a été abordé au Chapitre 2.

Nous considérons ici que l’état d’équilibre non-linéaire est connu. Seul l’aspect dynamique linéarisé

autour de l’état précontraint est développé sur dans chapitre (voir Fig. 5.5).

Figure 5.1 – (a) État d’équilibre statique non-linéaire connu soumis à un champ de pression hydro-
statique ; (b) Vibrations hydroélastiques autour d’un état précontraint

Une étude expérimentale méttant en évidence l’influence de la précontrainte a été effectuée dans

[36]. Cette expérience consiste à calculer les vibrations hydroélastiques d’une plaque en plexiglas très

fine circulaire encastrée à son bord, située en dessous d’une colonne d’eau. Les fréquences de résonance

des premiers modes couplés ont ensuite été calculées pour différentes hauteurs de fluide. Pour de faibles

hauteurs de fluides, les fréquences de résonance diminuent, due à l’effet de masse ajoutée, comme le
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prédit les approches linéaires classiques. Néanmoins, contrairement à la théorie linéaire, pour des

hauteurs de fluide de plus en plus grandes, les fréquences de résonance expérimentales augmentent (à

l’exception du premier mode). Une approche semi-alalytique, prenant en compte le couplage membrane

flexion a été développé dans [117]. Même si cette approche permet d’obtenir des tendances similaires

à l’expérience, aucune comparaison entre l’expérience et la solution du problème semi-analytique n’a

été proposée. Une autre expérience récente [118] effectuée sur une plaque rectangulaire en contact a

un liquide a été proposée dans [118].

L’une des originalités de ce chapitre consiste à proposer une méthode de cacul des vibrations hy-

droélastiques adaptée à des structures précontraintes en 3D. La méthode peut être utilisée sur des

structures de formes complexes discrétisées par la méthode des éléments finis. De plus, nous proposons

une validation de la méthode par une comparaison entre nos simulations et les résultats de l’expérience

de Chiba [36].

Le contenu du chapitre est le suivant. En Section 5.2 nous rappelons les hypothèses sur le fluide et

la solide. En Section 5.3, nous présentons la formulation en (ud, p) linéarisée autour d’un état précon-

traint. Cette formulation est utilisée pour une résolution par projection du problème IFS sur base sèche

précontrainte, basée sur la démarche présentée au Chapitre 4. En Section 5.4, une discrétisation EF

permet de mettre en évidence le système au valeur propre contenant la raideur tangente de la structure

et la matrice de masse ajoutée. Cette raideur est la contribution des raideurs matériau, géométriques et

de forces suiveuses. Cette matrice tangente contient les informations liées la précontraintes, alors que

la matrice de masse ajoutée contient celles de l’énergie cinétique du fluide. Finalement aux Sections 5.5

et 5.6, nous proposons deux exemples numériques. Le premier valide notre approche par comparaison

à l’expérience de Chiba et l’autre est un exemple original montrant la validité de l’approche sur des

structures de plus en plus complexes.
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5.2 Configurations du fluide et de la structure

5.2.1 Notations et définitions des configurations de la structure

Nous distinguons trois configurations de la structure au cours de notre modélisation : (i) la configu-

ration de référence, (ii) la configuration courante statique non-linéaire et (iii) la configuration courante

dynamique linéarisée autour de l’état précontraint.

Configuration de référence : La configuration de référence est définie par une structure occu-

pant un domaine Ωs de R3 quand celle-ci est libre de chargement externe (cette configuration est connue

sans calcul préalable). Ce domaine est borné par une surface ∂Ωs = ∂uΩs ∪ ∂tΩs avec ∂uΩs la sur-

face avec déplacements imposés et ∂tΩ la surface avec chargements extérieurs imposés. Cette dernière

surface correspond en pratique à l’image de la surface chargée et déformée issue de la configuration

courante statique non-linéaire. Une attention particulière est portée sur le type de chargement exté-

rieur. Nous appelons Σ0 la surface mouillée ramenée à la configuration de référence telle que Σ0 ∈ ∂tΩs.

Le reste de la surface ∂tΩs \Σ0 correspond à l’union de surfaces (i) libres d’efforts, (ii) soumise par une

charge morte surfacique ou (iii) une charge suiveuse uniforme extérieure (issue d’une pressurisation

par exemple). Un point de ce domaine est défini par un vecteur position X = Xex + Yey + Zez.

Configuration courante statique non-linéaire : A l’équilibre non-linéaire, la structure occupe

un domaine ωs de R3. Au même titre que la surface de référence, ωs est borné par ∂ωs = ∂uωs ∪ ∂tωs.

La surface mouillée (ou interface fluide-structure) sera notée Σ en configuration courante. Un point

de ce domaine est défini par le vecteur position courant à l’équilibre statique x = X + u, avec

x = xex + yey + zez et u = uex + vey +wez le vecteur déplacement statique non-linéaire. Le champ

de déplacement statique non-linéaire u est connu, mais il nécessite un ou plusieurs calculs

statiques non-linéaires associés aux développements des Chapitres 2 et 3.

Configuration courante dynamique linéarisée autour de l’état précontraint : Nous appe-

lons xd la position de la structure lorsque celle-ci est soumise à une sollicitation harmonique f de faible

amplitude, autour de son état précontraint. La fluctuation de déplacement définie par ud = xd − x

étant supposée très faible, nous confondons la configuration courante statique non-linéaire ωd à la
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configuration dynamique linéarisée autour de l’état précontraint ωt. Une représentation graphique de

ces trois configurations est proposée en Fig. 5.2.

ss ss

exey

ez

X X u

x
x ud

xd

(a) (b) (c)

Ωs ωs ωd ≃ ωs

Figure 5.2 – Représentation graphique des configurations et des variables associées aux configurations
de la structure (voire Tab. 5.1) : (a) Configuration de référence ; (b) Configuration courante statique
non-linéaire ; (c) Configuration courante dynamique linéarisée autour de l’état précontraint.

Table 5.1 – Notations associées à la structure et ses configurations

Notations Définitions

Ωs Domaine occupé par la struct. en configuration de référence
ωs Domaine occupé par la struct. en configuration courante statique non-linéaire
ωd Domaine occupé par la struct. en configuration courante dynamique linéarisée
Σ Interface fluide-structure en configuration courante statique
X Vecteur position en conf. de référence
x Vecteur position en conf. statique non-linéaire
xd Vecteur position en conf. dynamique linéarisé
u Solution du problème statique non-linéaire
ud Fluctuations de déplacement u = xd − x
ut Déplacement total ut = u + ud

Notations des domaines et champs vectoriels

Ce qu’il faut retenir : La fluctuation de déplacement de la structure u est l’inconnue du pro-

blème côté structure. La configuration courante dynamique linéarisée autour de l’état précontraint est

confondue à la configuration courante de l’état statique non-linéaire Ωs.
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5.2.2 Notations et définitions des configurations du fluide

Autour d’un état d’équilibre non-linéaire de la structure, nous considérons deux configurations

distinctes associées au fluide interne : (i) une configuration du fluide à l’équilibre statique et (ii) une

configuration dynamique linéarisée autour de l’équilibre.

Configuration statique du fluide : A chaque état non-linéaire géométrique de la structure, le

fluide occupe un domaine ωf de R3. Ce domaine est borné par une surface ∂ωf = Σ∪Γ, avec Σ l’inter-

face fluide-structure associée au fluide en configuration courante et Γ la surface libre. Nous rappelons

que cette dernière est supposée horizontale à l’équilibre car (i) la tension superficielle est négligée et

(ii) le champ de gravité est supposé constant en intensité et en direction au voisinage de Γ. Cette

configuration est supposée connue et dépend du calcul non-linéaire comme l’illustre l’exemple en Fig.

5.3. Dans cet exemple, une structure est chargée par une pression hydrostatique ph dépendante de

la hauteur de fluide h et de la position courante dans le fluide. Notons que le type de chargement

extérieur induisant l’état d’équilibre de la structure peut être de nature variée (i.e. pressurisation d’un

réservoir ou un déplacement imposé de la structure).

ssss ss ss

ωf

ωf

Ωs

(a) (b)

h

ωs

Forces suiveuses

ph Γ
Γ

Γ

ωf

Σ Σ Σ

Figure 5.3 – (a) État d’équilibre statique non-linéaire d’une structure soumise à des forces suiveuses
issues d’une pression hydrostatique ps paramétrée par une hauteur de fluide h (ωs et Ωs sont respec-
tivements les configurations courante et de référence de la structure) ; (b) Différentes configurations
statiques du fluide à l’équilibre occupant le domaine ωf borné par la surface libre Γ et l’interface
fluide-structure Σ.

Remarques sur le maillage volumique du fluide : Contrairement au calcul non-linéaire géo-

métrique, il est nécessaire de générer un maillage volumique du fluide pour le calcul des vibrations

hydroélastiques linéarisées autour de l’état précontraint. D’un point de vue de la mise en donnée

numérique, nous supposons être en mesure de générer des maillages volumiques fluides et structures
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compatibles pour chaque configuration courante statique non-linéaire. En effet, il s’agit d’un point dur

(surtout avec l’utilisation d’éléments hexaédriques volumiques) qui sera développé plus tard.

Configuration dynamique linéarisée du fluide : Lors d’une sollicitation harmonique de très

faible amplitude, le déplacement du fluide uf occuperait une nouvelle configuration. Cependant, cette

configuration est supposée confondue à la configuration statique car (i) les déplacements fluides uf sont

supposés très faibles et (ii) la fluctuation de pression de la surface libre est considérée nulle dans la

plage de fréquence d’intérêt de l’étude (f > 10 Hz). La fluctuation de déplacement fluide uf est reliée

à la fluctuation de pression p au sein du fluide comme l’illustre la Fig 5.4. La pression totale au sein

du fluide est donc la somme d’une pression hydrostatique et d’une fluctuation de pression pt = ph + p.

psss ssωf

p = 0 sur Γ

Fluctuation de pression p

f

(a) (b)

Γ

Σ

Figure 5.4 – (a) État d’équlibre statique ; (b) Fluctuations de pressions p au sein du fluide lors d’une
sollicitation harmonique fs de faible amplitude.

Table 5.2 – Notations et définitions des configurations du fluide

Notations Définitions

ωf Domaine fluide
Γ Surface libre
Σ Interface fluide-structure
∂uωf Fluctuations de déplacement du fluide
ph Pression hydrostatique au sein du fluide à l’équilibre statique
p Fluctuations de pression au sein du fluide autour de l’équilibre

Remarques sur la pression de la surface libre : Fixer la condition p = 0 sur Γ n’implique en

aucun cas que le déplacement de celle-ci soit nulle. Au contraire, cette dernière est libre de se déplacer

(soit uf ̸= 0 sur Γ). Notons que le déplacement de surface libre, dans cette étude, n’est pas liée aux

effets de gravité (ou ballottement) mais plutôt à l’incompressibilité du fluide.
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5.3 Problème hydroélastique autour d’un état précontraint

Cette section est consacrée à la formulation variationnelle du problème hydroélastique linéarisé

autour de l’état précontraint. La formulation consiste à rechercher la fluctuation de déplacement ud

et la fluctuation de pression p sachant la solution de l’état quasi-statique notée u. Les effets de gravité

(ballottement) ne sont pas pris en compte sur la surface libre (p = 0 sur Γ).

5.3.1 Petites perturbations dynamiques autour de l’état précontraint

Notre problème se décompose en deux étapes : (i) un problème quasi-statique traité au Chapitre

2 et (ii) un problème dynamique linéarisé autour de l’état précontraint (voir Figure 5.5).

Figure 5.5 – (a) Équlibre statique précontraint connu ; (b) Domaine fluide associé à l’état précon-
traint ; (c) Vibrations hydroélastiques linéarisées.

5.3.1.1 Principe des travaux virtuels (sans linéarisation)

Nous introduisons à nouveau un champ de déplacement virtuelδu ∈ Cu l’espace des fonctions

cinématiquement admissibles suffisamment régulières (avec δu = 0 sur ∂uΩs). Le principe des travaux

virtuels consiste à trouver ut(xt, t) vérifiant les conditions aux limites et conditions initiales, tel que :

δWint(ut)− δWext(ut) + δWacc(ut) = 0, ∀ δu ∈ Cu (5.1)

avec δWint, δWext et δWacc qui sont respectivement le travail virtuel des efforts intérieurs, le travail

virtuel des efforts extérieurs et le travail virtuel des quantités d’accélération définis par :

δWint(ut) =
∫︂

Ω0

S : δE dV (5.2)

δWext(ut) = −
∫︂

Σ
pt n · δu ds+

∫︂
∂tΩs

ft · δu ds (5.3)

δWacc(ut) =
∫︂

ωs

ρsüt · δu dv (5.4)

A cette étape, le problème est non-linéaire et le champ de pression n’a pas encore été défini.
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5.3.1.2 Rappel sur les notations associées à la linéarisation

Le déplacement ”total”ut est la somme d’un déplacement quasi-statique u et d’une fluctuation de

déplacement ud :

ut = u + ud (5.5)

La fluctuation de déplacement ud est supposée très petite par rapport à une dimension caractéristique

de la structure lc (par exemple l’épaisseur du réservoir) tel que || ud || ≪ lc. A partir de ces hypothèses,

nous reprenons la notation ”∆”, introduite au Chapitre 2, pour faire référence à la linéarisation des

fonctions ou des opérateurs par rapport à ud. Ainsi, l’expression des champs linéarisés ∆E et ∆δE

sont écrits en fonction de ud, u et du champ de déplacement virtuel δu de manière suivante :

∆E = 1
2(Gradud + GradTud + GradTudGradu + GradTuGradud) (5.6)

∆δE = 1
2(GradTδuGradud + GradTudGradδu) (5.7)

Dans la suite, nous admettons les dépendances suivantes de façon implicite : E = E(u), ∆E =

E(u,ud), δE = E(u, δu) et ∆δE = E(ud,u)

Rappelons que le tenseur des contraintes S est relié à E par la loi de comportement, donc S = S(u).

De même, la variation ∆S = ∆S(u,ud) car ∆S = D : ∆E.

Ensuite, nous supposons que le champ de pression agissant sur l’interface fluide-structure est la

somme d’un champ de pression hydrostatique ph connu et d’une fluctuation de pression p telle que :

pt = ph + p (5.8)

avec le champ de pression hydrostatique à l’équilibre qui s’écrit de façon suivante :

ph = −ρfg(u · ez − h) (5.9)

Enfin, rappelons que nous pouvons exprimer l’intégrale de la normale sur l’interface fluide-structure

par : ∫︂
Σ
n(u + ud)ds ≃

∫︂
Σ
n(u)ds+

∫︂
Σ

∆n(u,ud) ds (5.10)
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En supposant que la surface soit régulière, celle-ci peut être paramétrée par (ξ, η) définie sur une

surface de référence Sref. L’expression des intégrales ramenées sur la surface de référence s’écrit de

façon suivante : ∫︂
Σ
n(u) ds =

∫︂
Sref

(︃
∂x(u)
∂ξ

∧ ∂x(u)
∂η

)︃
dξdη∫︂

Σ
∆n(u,ud) ds =

∫︂
Sref

(︃
∂ud

∂ξ
∧ ∂x(u)

∂η
− ∂ud

∂η
∧ ∂x(u)

∂ξ

)︃
dξdη (5.11)

avec x(u) = X + u. Ainsi, dans la suite de ce manuscrit, il sera admis les dépendances suivantes :

n = n(u), ∆n = ∆n(u,ud)

5.3.1.3 Linéarisation autour de l’état précontraint

A partir des notations précédentes et de l’hypothèse de champ fluctuant de l’Eq. (5.5), nous pouvons

ré-écrire le travail virtuel des efforts intérieurs comme suit :

δWint(u + ud) ≃ δWint(u) +
∫︂

Ω0

∆S : δE dV +
∫︂

Ωs

S : ∆δE dV (5.12)

avec les termes qui dépendent de ud notés :

Km(ud, δu) =
∫︂

Ωs

∆S : δE dV (5.13)

Kg(ud, δu) =
∫︂

Ωs

S : ∆δE dV (5.14)

Les fonctions Kg et Km sont des formes bilinéaires symétriques par rapport à ud et δu et correspondent

respectivement aux contributions des raideurs matériaux et géométriques de la structure.

L’expression du travail virtuel de l’accélération associée à l’Eq. (5.4) s’écrit de façon suivante :

δWacc(ud + u) =
∫︂

ωs

ρs(ü + üd) · δu dv

≃
∫︂

ωs

ρsü · δu dv⏞ ⏟⏟ ⏞
0

+
∫︂

Ωs

ρsüs · δu dv

≃
∫︂

ωs

ρsüs · δu dv (5.15)

Nous faisons l’hypothèse que la partie fluctuante est en régime harmonique, ainsi son expression

devient :

δWacc(ud + u) ≃ −ω2
∫︂

ωs

ρ′
sud · δu dv (5.16)
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Dans la suite, nous définissons l’opérateurM tel que :

M(ud, δu) =
∫︂

ωs

ρsud · δu dv

=
∫︂

Ω0

ρsud · δuJdV (5.17)

avecM correspondant à l’opérateur d’inertie associé à l’énergie cinétique de la structure et J = detF

le jacobien de la transformation.

L’effort extérieur ft = f est considéré harmonique et de faible amplitude. A partir des notations

associées à la linéarisation, l’expression du travail des efforts extérieurs s’écrit de façon suivante :

δWext(u + ud) ≃ −
∫︂

Σ
ph n · δu ds−

∫︂
Σ
ph ∆n · δu ds−

∫︂
Σ
pn · δu ds+

∫︂
∂tωs

f · δu ds (5.18)

Le travail des efforts extérieurs peut être séparé en deux types de sollicitations : (i) une sollicitation

statique qui dépend de u :

δWext(u) = −
∫︂

Σ
ph n · δu ds (5.19)

et (ii) les termes qui dépendent des fluctuations ud, p et f séparés en trois contributions :

Kf(u, δu) = −
∫︂

Σ
ph ∆n · δu ds (5.20)

C(p, δu) =
∫︂

Σ
pn · δu ds (5.21)

F(δu) =
∫︂

∂tωs

f · δu ds (5.22)

avec Kf correspondant à un opérateur de raideur des forces suiveuses sans la prise en compte de

la gravité, C correspondant à l’opérateur de couplage entre la fluctuation du champ de pression à

l’interface et le déplacement de la structure et F correspondand au travail des efforts extérieurs (qui

n’est pas issu du champ de pression).
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Problème dynamique linéarisé avec précontrainte

Les termes fluctuants qui interviennent dans le problème hydroélastique linéarisé autour de
l’état précontraint est donné sous forme variationnelle par :

Ktan(ud, δu)− ω2M(ud, δu) + C(p, δu) = F(δu), ∀ δu ∈ Cu (5.23)

avec
Ktan = Km +Kg −Kf (5.24)

Cette équation du côté structure sera utilisée dans la suite pour la formulation du problème
hydroélastique. A ce stade, il nous reste à formuler le problème du côté du fluide.

Problème quasi-statique résolu au Chapitre 2

La partie quasi-statique du principe des travaux virtuel s’écrit sous la forme suivante :

δWint(u) +
∫︂

Σ
ph n · δu ds = 0, ∀ δu ∈ Cu (5.25)

5.3.2 Rappels : formulation variationnelle en p côté fluide

A partir des développements effectués au Chapitre 3, nous rappelons que la formulation variation-

nelle côté fluide s’écrit de façon suivante :

H(p, δ p) + ω2ρfC(δp,ud) = 0, ∀ δp ∈ Cp (5.26)

avec

H(p, δ p) =
∫︂

Ωf

grad p · grad δp dv (5.27)

C(δp,ud) =
∫︂

Σ
ud · n δp ds (5.28)

avec H un opérateur qui correspond à la contribution de l’énergie cinétique du fluide due à son incom-

pressibilité et C, l’opérateur de couplage entre le fluide et la structure.
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5.3.3 Formulation variationnelle du problème couplé hydroélastique linéarisé

Le problème hydroélastique linéarisé autour de l’état précontraint consiste à trouver la fluctuation

de déplacement ud et la fluctuation du champ de pression p, sachant la solution quasi-statique u qui

vérifie les relations suivantes :

Ktan(ud, δu)− ω2M(ud, δu) + C(p, δu) = F(δu), ∀ δu ∈ Cu (5.29)

H(p, δ p) + ω2ρf C(ud, δp) = 0 ∀ δp ∈ Cp (5.30)

avec Ktan = Kg+Km−Kf. Dans la suite nous nous baserons sur la formulation symétrique avec matrice

de masse ajoutée définie au Chapitre 4.

5.4 Discrétisation éléments finis

Dans cette Section, nous supposons que la structure et le fluide sont discrétisés par des éléments

finis héxaédriques comme l’illustre la Figure 5.10. Nous supposons que le maillage de la structure et

celui du fluide sont cöıncidents. Néanmoins, cette dernière condition nécessite un travail sur le maillage

qui est à l’origine de manipulations numériques supplémentaires.

Figure 5.6 – Maillage cöıncident du fluide et de la structure avec des éléments héxaédriques quadra-
tiques.

Pour chaque configuration de la structure précontrainte, un maillage du fluide cöıncident à celui de

la structure doit être généré. Dans notre cas, la procédure de remaillage, illustrée en Fig. 5.7, s’effectue

en trois étapes :

1 Génération d’un maillage cöıncident fluide-structure (le maillage de la structure est fait en

configuration de référence).
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2 Si le maillage de la structure est différent (nombre de mailles, types d’éléments, positions des

nœuds) de celui du problème non-linéaire quasi-statique, il est nécessaire de projeter la solu-

tion statique sur le nouveau maillage. L’algorithme de projection de solution EF entre différents

maillages est donné en Annexe E ;

3 Afin d’obtenir une position courante du fluide, nous résolvons un problème à déplacement im-

posé sur le maillage fluide.

Figure 5.7 – Procédure de remaillage du domaine fluide cöıncident avec le maillage de la structure
en configuration courante.

Après la création des maillages fluide-structure associés à chaque configuration précontrainte, nous

sommes en mesure de construire les opérateurs Ktan = Km +Kg−Kf , M, H, C et F (voir Tab. 5.3).
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Forme Discrétisation Matrice

Km(uh
d, δu

h) =⇒ δUT
∫︂

Ωh
s

[B + BNL]TD[B + BNL] dVUd =⇒ δUTKmUd

Kg(uh
d, δu

h) =⇒ δUT
∫︂

Ωh
s

GT
NLSNLGNL dVUd =⇒ δUTKgUd

Kf(uh
d, δu

h) =⇒ δUT 1
2

∫︂
Σh

0

(NTΩηN,ξ −NT
,ξΩηN)

+(NT
,ηΩξN−NTΩξN,η) dSUd =⇒ δUTKfUd

M(uh
d, δu

h) =⇒ δUT
∫︂

Ωh
s

ρsN
TNJ dVUd =⇒ δUTMUd

C(ph, δuh) =⇒ δUT
∫︂

Σh
NT

s nNf dsP =⇒ δUTCP

F(δuh) =⇒ δUT
∫︂

∂uΩh
s

NT
s f dS =⇒ δUTF

H(ph, δph) =⇒ δPT
∫︂

ωh
f

BT
pBp dvP =⇒ δPTHP

C(uh
d, δp

h) =⇒ δPT
∫︂

Σh
NT

f n
TNs dsUd =⇒ δPTCTUd

Table 5.3 – Définitions des opérateurs dans les domaines discrétisés (les opérateurs B, BNL, GNL,
SNL, Ωη et Ωξ sont tous définis au Chapitre 2.)
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5.4.1 Formulation du problème précontraint avec matrice de masse ajoutée

Prise en compte de la précontrainte et de la masse ajoutée

Le problème aux valeurs propres hydroélastique symétrique avec masse ajoutée et prise en
compte de la précontrainte est donné ci-dessous :[︂

Ktan − ω2 (M + Ma)
]︂

Us = 0 (5.31)

avec
Ma = ρfC∗H−1

∗ CT
∗ (5.32)

Sous cette forme, les contributions de la précontrainte et de l’effet de masse ajoutée apparaissent
explicitement au travers de la matrice tangente Ktan et de la matrice de masse ajoutée Ma.

Projection sur base de structure in vacuo précontrainte

Nous rappelons que le calcul du problème hydroélastique s’effectue par projection sur base in
vacuo (cf. Chapitre 4). La particularité consiste à prendre la matrice tangente comme matrice de
raideur telle que : [︂

Ktan − ω2M
]︂
ud = 0 (5.33)

La projection du problème IFS, basé sur la contribution des pressions induites conduit à la réso-
lution d’un problème réduit de la forme suivante :

[Ωtan − ω2(I + ma)]κ = 0 (5.34)

avec Ωtan une matrice diagonale composée du carré des pulsations propres et problème de vibration
de la structure in vacuo avec la prise en compte de la précontrainte et ma la matrice de masse
ajouté réduite.
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5.4.2 Rappels : effet de masse ajoutée sans précontrainte

Dans un premier temps, afin de n’étudier que l’effet de la masse ajoutée, nous considérons la

raideur de la structure K sans prise en compte de non-linéarités géométriques (voir Figure 5.8) tel que

le problème aux valeurs propres à résoudre s’écrit :

[︂
K− ω2 (M + Ma)

]︂
Ud = 0 (5.35)

Rappelons que cette approche est résolue par projection sur base de la structure in vacuo menant

à la résolution d’un système aux valeurs propres réduit (cf. chapitre 4) :

[Ω− ω2(I + ma)]κ = 0 (5.36)

Notons que l’effet attendu est connu et prouvé [37], dans la mesure où la présence du fluide mène à

une décroissance des fréquences de résonances du problème hydroélastique (prise en compte de l’énergie

cinétique du fluide déplacé).

Figure 5.8 – Vibrations hydroélastiques sans précontrainte

5.4.3 Effets de la précontrainte sur les fréquences propres

Pour étudier l’effet de la précontrainte sur le comportement de la structure (sans fluide), nous

proposons de résoudre le problème aux valeurs propres sans l’effet de masse ajoutée :

[︂
Ktan − ω2M

]︂
U = 0 (5.37)

Ce problème n’a pas de sens physique dans la mesure où nous ne prenons pas en compte l’effet

de l’inertie du fluide qui est à l’origine de la précontrainte. Néanmoins, l’objectif est (i) d’interpréter

son effet sur la raideur du problème, indépendamment de son inertie (voir Fig. 5.9) et (ii) générer une

base de modes in vacuo pour la projection.
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Figure 5.9 – Vibrations de la structure in vacuo avec précontrainte

Contrairement à l’effet de la masse ajoutée, nous ne sommes pas en mesure, de prévoir a priori

l’influence de la précontrainte sur les fréquences de résonance de la structure. La présence d’une

raideur géométrique ne garantit pas la positivité de l’opérateur tangent Ktan (ce qui est le cas pour les

problèmes instables). Cette analyse est donc judicieuse pour prévoir l’effet de la précontrainte avant

l’analyse du problème couplé.

5.5 Validation de l’approche proposée : Expérience de Chiba

Le premier exemple consiste à étudier l’évolution des fréquences propres et des modes propres du

problème couplé hydroélastique avec précontrainte, en fonction de la hauteur de fluide. La structure

étudiée est un réservoir cylindrique rigide circulaire à fond très souple (voir 5.10). Le matériau est un

plexiglas de module d’Young E = 6.9 × 109, de module de Poisson ν = 0.38 et de masse volumique

ρs = 1.4 × 103 kg.m−3. L’exemple proposé a pour objectif de retrouver par le calcul les fréquences

observées sur les expériences de Chiba.

Figure 5.10 – (a) Modélisation de la précontrainte due à l’action de la pression hydrostatique du
fluide sur la structure, (b) Formulation hydroélastique en (Ud,P)
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L’analyse se décompose en quatre étapes :

• Étape 1 : Calcul de l’équilibre statique non-linéaire

• Étape 2 : Vibrations de la structure précontrainte in vacuo

• Étape 3 : Vibrations hydroélastiques sans précontrainte

• Étape 4 : Vibrations hydroélastiques avec précontrainte

5.5.1 Exemple 1 : Vibrations hydroélastiques d’une plaque circulaire

5.5.1.1 Étape 1 : Calcul de l’équilibre quasi-statique

Dans un premier temps, nous souhaitons trouver les paramètres du maillage qui minimisent l’in-

fluence de la discrétisation EF sur la solution quasi-statique. La paramétrisation du maillage est

proposée en Fig. 5.11.

Figure 5.11 – (a) Géométrie de la plaque circulaire utilisée pour générer le maillage avec t = 0.35
mm et Rint = 144 mm; (b) Paramètres du maillage avec nθ le nombre de mailles sur le quart de la
circonférence et nr le nombre d’éléments sur la ligne définie sur la figure. Le nombre d’éléments dans
l’épaisseur est fixé à 2.

La quantité d’intérêt observée pour la convergence de la solution est le déplacement vertical au

centre de la structure q pour une hauteur de fluide de h = 250 mm. Nous notons qref la solution

définie pour un nombre de mailles arbitraire élevé. Ensuite, plusieurs simulations ont été effectuées

pour tracer q en fonction du nombre de degrés de liberté. En Tab. 5.4 nous donnons le nombre de

mailles, le nombre de degrés de liberté et la valeur de q en fonction d’un jeu de paramètres (nθ, nr)

donné.
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(nθ,nr) (2, 2) (5, 5) (10, 10) (20, 20) (50, 50)
nelem 40 250 1000 4000 25000
ndof 771 4380 16995 66965 264009
q en [mm] −3.12 −3.74 −3.84 −3.86 qref = −3.87

Table 5.4 – Nombre d’éléments nelem, nombre de degré de liberté ndof et quantité d’intérêt q (dépla-
cement vertical du centre de la plaque à h = 150 mm en fonction de différents jeux de paramètres du
maillage).

Nous traçons en Fig. 5.12, l’évolution de la quantité d’intérêt normée par la solution de référence

q/qref en fonction du nombre de degrés de liberté sur une échelle log-log. Ainsi, pour un jeu de pa-

ramètres du maillage (nθ = 10, nr = 10), l’erreur est inférieure à 1 % d’erreur par rapport à notre

référence. C’est ce maillage que nous sélectionnons pour la suite de cet exemple.
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Figure 5.12 – Évolution de la quantité d’intérêt q pour hauteur de fluide h = 250 mm en fonction du
nombre de degrés de liberté.

Pour le maillage considéré, nous traçons l’évolution de déplacement vertical qz normé par l’épaisseur

de la structure t en fonction de la hauteur de fluide (voir Fig. 5.13). La solution est non-linéaire dans

la mesure où le déplacement est d’un ordre de grandeur 10 fois supérieur à l’épaisseur.
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Figure 5.13 – (a) Évolution du déplacement vertical normée par l’épaisseur t = 0.35 mm au centre de
la plaque, en fonction de la hauteur de fluide ; (b) Évolution du résidu d’équilibre de l’algorithme de
Newton-Raphson en fonction du nombre d’itérations pour trois hauteurs de fluide h = 1 mm, h = 50
mm et h = 150 mm.

5.5.1.2 Étape 2 : Calcul des vibrations de la structure précontrainte in vacuo

Nous nous intéressons ici au calcul des fréquences propres et des modes propres de la structure

précontrainte in vacuo. A cette étape, nous avons déjà à notre disposition les matrices tangentes pour

chaque état d’équilibre associé à une hauteur de fluide. Le seul calcul supplémentaire à effectuer est

la construction de la matrice de masse M. Les six premières déformées modales de la structure sans

précontrainte sont données en Fig. 5.14. Ces formes peuvent être caractérisées par deux nombres (n,m)

qui sont respectivement le nombre de longueurs d’ondes circonférentielles et radiales de la structure.

Des symboles associés à ces déformées modales y sont représentés. Notons que la symétrie cylindrique

de la structure implique l’apparition de modes par paire.

Figure 5.14 – Caractérisation des déformées modales par le nombre de longueurs d’ondes radiales et
circonférentielles (n,m).

Les déformées modales obtenues autour d’un état précontraint sont données en Fig. 5.15 et
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montrent que les modes peuvent être aussi caractérisés par les nombres (n,m).

Figure 5.15 – Déformées modales de la structure autour de l’état précontrainte pour h = 250 mm

En Fig. 5.16, nous traçons l’évolution des fréquences propres associées aux déformées modales

(n,m) en fonction de la hauteur de fluide. Les valeurs des fréquences des six premiers modes sont don-

nées en Tab. 5.5. Nous pouvons observer que pour tous les modes, les fréquences qui y sont associées

augmentent en fonction de la hauteur de fluide.

Mode (n,m) (h) 0 mm 20 mm 50 mm 100 mm 150 mm

1 (0, 1) 17.5 Hz 128.0 Hz 209.8 Hz 227.7 Hz 263.2 Hz
2,3 (1, 1) 36.6 Hz 144.9 Hz 235.5 Hz 255.5 Hz 295.1 Hz
4,5 (2, 1) 60.2 Hz 180.6 Hz 292.3 Hz 317.0 Hz 366.1 Hz
6 (0, 2) 68.5 Hz 201.7 Hz 324.2 Hz 351.6 Hz 406.0 Hz

Table 5.5 – Évolution des six premières fréquences propres hydroélastiques avec précontrainte en
fonction de la hauteur de fluide.

Ces résultats nous montrent que pour cet exemple, la précontrainte a tendance à augmenter la

raideur globale de la structure.
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Figure 5.16 – Évolution des fréquences de résonance en fonction de la hauteur de fluide avec Ktan =
Kmat + Kgeo −Kfol

5.5.1.3 Étape 3 : Vibrations hydroélastiques sans précontrainte

L’objectif de cette étape est de calculer les vibrations hydroélastiques du système couplé fluide-

structure, sans l’effet de la précontrainte (le déplacement issu du calcul n’est pas pris en compte u = 0).

La matrice de raideur Klin sera donc utilisée pour cet exemple. La Fig. 5.17 illustre le problème que

nous souhaitons traiter.

Figure 5.17 – (a) Géométrie du fluide et de la structure en configuration de référence ; (b) Vibrations
hydroélastiques sans précontrainte.
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Le domaine fluide et le domaine solide sont tous les deux discrétisés avec des éléments finis héxa-

édriques (voir Fig. 5.18). Le maillage est cöıncident à l’interface fluide-structure.

Figure 5.18 – (a) Paramètres de la géométrie du fluide et de la structure avec l’épaisseur t = 0.35
mm, le rayon interne Rint = 0.144 mm et la hauteur de fluide h ; (b) Paramètres du maillage définis
par nθ, nr et nh correspondant aux nombres d’éléments des lignes qui y sont associées.

Dans la suite nθ = 10, nr = 10 et nh = 10. Nous traçons l’évolution des fréquences propres en

fonction de la hauteur de fluide en Figure 5.19. Les valeurs numériques associées aux six premières

fréquences propres hydroélastiques sont données Tab. 5.6.

Mode (n,m) (h) 0 mm 20 mm 50 mm 100 mm 150 mm

1 (0, 1) 17.5 Hz 4.65 Hz 3.18 Hz 2.46 Hz 2.09 Hz
2,3 (1, 1) 36.6 Hz 9.96 Hz 7.32 Hz 6.36 Hz 6.11 Hz
4,5 (2, 1) 60.2 Hz 16.9 Hz 13.3 Hz 12.4 Hz 12.3 Hz
6 (0, 2) 68.5 Hz 19.4 Hz 15.3 Hz 13.98 Hz 13.6 Hz

Table 5.6 – Évolution des six premières fréquences propres hydroélastiques en fonction de la hauteur
de fluide.

L’effet de masse ajoutée est mis en évidence par la décroissance de toutes les fréquences de résonance

lorsque la hauteur de fluide augmente. De façon qualitative, cette décroissance est particulièrement
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Figure 5.19 – Évolution des six premières fréquences propres hydroélastiques en fonction de la hauteur
de fluide sans précontrainte.

importante pour une hauteur de fluide proche de l’intervalle h = [0, 20] mm. Notons que pour la

plupart des modes, la fréquence converge vers une valeur qui ne varie plus en fonction de la hauteur de

fluide. Cela peut s’expliquer car l’effet de masse ajoutée est dû à l’énergie cinétique du fluide déplacé.

Si nous visualisons le champ de pression des modes hydroélastiques pour différentes hauteurs de fluide,

nous constatons que la variation de pression reste localisée proche de l’interface fluide-structure (voire

Figs. 5.35 et 5.20). Ce qui signifie que pour une certaine hauteur de fluide, la quantité de fluide déplacé

ne varie plus.

• L’évolution des fréquences de résonance de cette étape n’est pas en accord avec l’expérience de

Chiba. Ce point est approfondi à l’étape 4.

• Le temps de calcul nécessaire pour un calcul des premiers modes hydroélastiques par projection

sur modes de structure in vacuo est de 20 secondes (en considérant 30 modes avec paralléli-

sation sur 10 coeurs). Pour 35 hauteurs de fluide, le temps de calcul est de 11 minutes. Sans

parallélisation, ce temps de calcul est 10 fois plus long soit un ordre de grandeur de ∼ 2 heures.

Le même calcul effectué sur le problème prenant en compte la construction complète de Ma

nécessite 3h pour une hauteur de fluide. Soit un temps de calcul total qui peut-être estimé à 3
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Figure 5.20 – Visualisation du champ de pression du premier mode hydroélastique pour différentes
hauteurs de fluide (p = 0 en bleu et p = 1 en rouge).

Figure 5.21 – Visualisation du champ de pression du second mode hydroélastique pour différentes
hauteurs de fluide (p = −1 en bleu et p = 1 en rouge).

jours.

• Étant donné que la partie élastique de la structure est complètement immergée, peu de modes

de structures sont nécessaire pour reconstruire les premiers modes hydroélastiques.
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5.5.1.4 Étape 4 : Vibrations hydroélastiques avec précontrainte

Cette étape prend en compte à la fois l’effet de la précontrainte et l’effet de masse ajoutée. Pour

chaque hauteur de fluide, nous calculons les fréquences propres et les valeurs propres du problème Eq.

(5.33). Nous traçons l’évolution des fréquences propres en fonction de la hauteur de fluide en Fig. 5.22.

Les valeurs des fréquences propres associées aux six premiers modes sont données en Tab. 5.7.

Figure 5.22 – Évolution des fréquences propres en fonction de la hauteur de fluide avec Ktan =
Km + Kg −Kf.

Mode (n,m) (h) 0 mm 20 mm 50 mm 100 mm 150 mm

1 (0, 1) 17.5 Hz 21.8 Hz 19.0 Hz 18.6 Hz 17.8 Hz
2,3 (1, 1) 36.6 Hz 25.4 Hz 24.5 Hz 25.2 Hz 27.5 Hz
4,5 (2, 1) 60.2 Hz 32.5 Hz 35.1 Hz 37.2 Hz 42.4 Hz
6 (0, 2) 68.5 Hz 36.4 Hz 39.4 Hz 41.7 Hz 46.8 Hz

Table 5.7 – Valeurs des six premières fréquences propres hydroélastiques avec précontrainte en fonc-
tion pour différentes hauteurs de fluide.
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A l’exception de la première fréquence propre, nous observons une première zone de décroissance

des fréquences de résonance, suivie d’un accroissement de celles-ci. La décroissance des fréquences est

bien entendu liée à l’effet de masse ajoutée. La croissance des fréquences est quant à elle liée à la

précontrainte de la structure chargée par le fluide. En Fig. 5.23, nous comparons l’évolution des modes

(0, 1), (1, 1) et (2, 1) à ceux de l’expérience de Chiba.
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Figure 5.23 – Évolution des trois premières fréquences propres hydroélastiques avec précontrainte
obtenues via notre approche comparées aux résultats expérimentaux de Chiba.

Observations et interprétations :

• Le comportement dynamique calculé via la méthode des EF est en accord avec l’expérience de

Chiba ;

• Nous ne prenons en compte ni l’effet de la source d’excitation ni les éventuelles sources de dis-

persions provenant de conditions aux limites ou des paramètres matériaux. Ceci peut permettre

d’expliquer les écarts observés entre nos simulations et les résultats expérimentaux.

• Pour des hauteurs de fluide très faibles (comme par exemple h = 1 mm), l’influence des tensions

superficielles pourrait ne pas être négligeable, mais cet effet est hors du cadre des hypothèses

que nous nous sommes fixées. De plus, nous ne prenons pas en compte l’effet des forces vo-

lumiques au sein du solide (efforts qui pourraient éventuellement avoir un effet pour de très
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petites hauteurs de fluide).

Nous visualisons en Figs. 5.24 et 5.26 la partie du champ de pression des modes hydroélastiques 1

et 2. Nous pouvons constater que pour le mode 2, les variations du champ de pression restent localisées

aux alentours de l’interface fluide-structure. Alors que pour le mode 1, le zone de variation du gradient

de pression continue de s’agrandir.

Figure 5.24 – Fluctuation de pression du premier mode hydroélastique pour différentes hauteurs de
fluide.

Figure 5.25 – Fluctuation de pression du deuxième mode hydroélastique pour différentes hauteurs de
fluide.
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5.5.2 Temps de calcul

Nous rappelons les temps de calcul et les données qui influent sur ce paramètre (nombre d’éléments

et de degrés de liberté) en Tab. 5.8.

Nombre d’éléments volumiques (structure) 1000
Nombre d’éléments volumiques (fluide) 5000
Nombre de degrés de liberté (structure) 16995
Nombre de degrés de liberté (fluide) 23702
Nombre d’incréments de chargement hydrostatique 35
Temps de calcul NL par incréments 3 sec
Temps de calcul total NL 140 sec

Nombre de calculs hydroélastiques 35
Nombre de modes in vacuo par calculs 30
Temps de calcul par hauteur de fluide (en série) 11 minutes
Temps de calcul par hauteur de fluide (en parallèle 10 cœurs) 20 secondes
Temps de calcul avec Ma ∼ 3h

Temps de calcul total (en série) 2 h
Temps de calcul total(en parallèle 10 cœurs) 20 secondes
Temps de calcul total estimé avec Ma ∼ 3 jours

Table 5.8 – Temps de calcul associés au problème hydroélastique avec précontrainte

Nous constatons que toutes les méthodes développées au cours des chapitres précédents nous per-

mettent de traiter ce problème paramétré par hauteur de fluide en quelques minutes. Premièrement,

le temps de calcul du problème non-linéaire reste raisonnable pour une étude à 1 paramètre. Ensuite,

la différence de temps de calcul entre l’approche par projection sur base réduite et la construction du

modèle complet est particulièrement parlante. L’approche par projection sur base sèche (avec parallé-

lisation du calcul des réponses fluides) est 400 fois plus rapide que le modèle complet (nécessitant la

construction de Ma).
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5.5.3 Réponse en fréquence

Nous avons effectué une réponse en fréquence du système couplé pour 3 valeurs de hauteur de

fluide avec le système complet. Cela consiste à résoudre, sur une plage de fréquence donnée, le système

matriciel :

[Ktan − ω2(M + Ma)]Ud = F (5.38)

Le comportement dynamique est en accord avec le calcul des modes et les fréquences propres calculés.

En effet, le pic associé au premier mode a tendance à se déplacer vers les basses fréquences lorsque la

hauteur de fluide augmente. Le pic associé au deuxième mode se déplace dans un premier temps vers

les basses fréquences, puis remonte.
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Figure 5.26 – Réponse en fréquence du système couplé à différentes hauteurs de fluide.

5.6 Réservoir ellipsöıdal avec précontrainte

Cette section a pour but de calculer les fréquences hydroélastiques avec précontrainte d’un réservoir

à fond ellipsöıdal. On retrouve généralement ce type de géométrie à l’extrémité des réservoirs de

lanceurs.

5.6.1 Géométrie et maillage de la structure

La géométrie et les paramètres du maillage héxaédrique de la structure élastique de forme ellipsöı-

dale sont proposées en Fig. 5.27. Les paramètres matériaux sont le module de Young E = 6.9× 109 Pa,

le module de Poisson ν = 0.38 et la masse volumique ρs = 1.4× 103 kg.m−3. La structure est soumise

à un champ de pression suiveur hydrostatique paramétré par une hauteur h.
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Figure 5.27 – (b) Profil de l’ellipse génératrice de la structure avec t = 0.35 mm, Ri = 0.144 m et
Zi = 0.25Ri soumis à un champ de pression hydrostatique d’une hauteur de fluide h. (a) Géométrie de
la structure pour générer le maillage héxaédrique avec α = 0.5 ; (b) Paramètres du maillage avec nθ =
le nombre de mailles sur le quart de la circonférence et nr le nombre d’éléments sur la ligne définie sur
la figure. Le nombre d’éléments dans l’épaisseur est fixé à 2.

Nous supposons que l’état précontraint de la structure a déjà été calculé au préalable pour diffé-

rentes hauteurs de fluides h ∈ [0, 500] mm, pour un pas dh = 10 mm.

Étant donné la forme et les symétries de la structure, nous pouvons caractériser les déformées

modales par 2 nombres (m,n), avec n le nombre de longueur d’ondes circonférentielles et m le nombre

de longueurs d’ondes se situant sur la ligne courbe génératrice (voif Fig. 5.28).

Dans la suite, nous nous servirons de ces symboles pour caractériser les fréquences de résonance

associées aux déformées modales.

5.6.2 Vibrations avec précontrainte sans effet de masse ajoutée

Pour chaque état précontraint, nous avons effectué un calcul des fréquences de résonance de la

structure in vacuo avec prise en compte de la précontrainte. Nous traçons l’évolution des ces fré-

quences en fonction de la hauteur de fluide en à la Fig. 5.29.

Nous observons une croissance de toutes les fréquences, montrant ainsi une influence de la pré-

contrainte. La croissance de ces fréquences est néanmoins beaucoup plus faible que celle obtenue sur

l’exemple du cylindre à fond plat montré précédemment. Nous nous servirons des ces modes calculés

pour chaque hauteur de fluide dans le calcul du problème hydroélastique sur base sèche. Mais avant,

intéressons nous au calcul des vibrations sans la précontrainte.

214
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Figure 5.28 – (a) Symboles ; (b) Vue en coupe ; (c) Vue de dessous ; (d) Vue isométrique

5.6.3 Vibrations sans précontrainte avec effet de masse ajoutée

Nous nous intéressons maintenant au calcul des vibrations couplées hydroélastiques sans précon-

trainte pour différentes hauteurs de fluide. La géométrie et le maillage utilisé pour les calculs sont

donnés en Fig. 5.30.

Le nombre de mailles et de degrés de liberté du fluide et de la structure sont récapitulés en Tab. 5.9.

Le graphe illustré en Fig. 5.31 a été obtenu après la résolution de 50 problèmes hydroélastiques.

• Nous observons une décroissance très importante des fréquences associées à tous les modes

lorsque h ∈ [0, 100] mm.
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Figure 5.29 – Évlution des cinq premières fréquences de résonance avec précontrainte et sans effet de
masse ajoutée.

Figure 5.30 – (a) Géométrie de la structure et du fluide étudié (données géométriques similaires à la
Fig. 5.27 ; (b) géométrie du maillage pour générer le maillage héxaédrique ; (c) Paramètres du maillage
du fluide avecc nθ = 10, nb = 5, nh = 10 et nr = 10.

• A l’exception des modes ayant un nombre de longueurs d’onde circonférencielles n = 1, les

fréquences n’évoluent plus en fonction de la hauteur de fluide. Cette stagnation s’explique car
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Nombre éléments structure 1000
Nombre éléments fluide 5000
Nombre éléments interface 500
Nombre de degrés de liberté structure 10809
Nombre de degrés de liberté fluide 21581
Nombre de modes de structure sélectionnés 30

Table 5.9 – Nombre d’éléments et de dégrés liberté pour le fluide et la structure.
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Figure 5.31 – Évolution des cinq premières fréquences de résonance avec effet de masse ajoutée et
sans précontrainte.

la quantité de fluide déplacé reste localisée à l’interface fluide-structure. Elle ne dépend donc

plus de la hauteur de fluide à partir d’une certaine hauteur (voir Fig. 5.33). Les modes pour

lesquelles n = 1 ont une influence plus globale sur la quantité de fluide déplacé (voir Figs. 5.32

et 5.34).
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Figure 5.32 – Mode 1

Figure 5.33 – Mode 2, 3

Figure 5.34 – Mode 4
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5.6.4 Vibrations hydroélastiques avec précontrainte

La dernière analyse consiste à calculer les fréquences du problème hydroélastique avec la prise en

compte de la précontrainte. Pour chaque état précontraint calculé précédemment, nous avons générer

un maillage fluide cöıncidant avec la configuration courante de la structure. Ensuite, nous avons

effectué 50 calculs hydroélastiques par projection sur la base des modes de la structure précontrainte.

Pour chaque incrément de hauteur de fluide, 30 modes in vacuo de la structure précontrainte ont

été calculés au préalable. Nous traçons ci-dessous une comparaison des fréquences de résonance du

problème hydroélastique sans et avec précontrainte.
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Figure 5.35 – Évolution des fréquences de résonance avec précontrainte (ligne continue bleu) et sans
précontrainte (ligne pointillée rouge). L’effet de masse ajoutée est prise en compte dans les deux cas.

• Qualitativement, nous observons une décroissance des fréquences de résonance en fonction de

la hauteur de fluide.

• L’effet de la précontrainte s’observe au travers de l’écart entre les courbes avec précontrainte

et sans précontrainte.

• Cet écart semble s’accrôıtre en fonction du numéro du mode. En effet, pour le premier mode,

l’écart entre les deux courbes reste faible, contrairement aux modes suivants.

• Contrairement à l’exemple numérique précédent, cet écart reste constant. Le système ne semble

pas suffisamment précontraint pour que les fréquences s’accroissent en fonction de la hauteur

de fluide.
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5.7 Conclusion

Au travers de ce chapitre, nous avons calculé les vibrations hydrélastiques d’un réservoir précon-

traint. Notre méthodologie est basée sur une succession de calculs non-linéaires géométriques quasi-

statiques suivis d’une analyse dynamique linéarisée par projection sur base de modes in vacuo. Une

validation de notre code et de l’approche a été faite au travers d’une comparaison de nos résultats de si-

mulations par rapport à une expérience issue de la littérature. Qualitativement, ces résultats montrent

que si la précontrainte devient importante, celle-ci doit être prise en compte via une approche statique

non-linéaire pour prédire de façon satisfaisante la dynamique du système couplé.
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Ce dernier chapitre porte sur la synthèse des contributions réalisées au cours de cette thèse et
sur les perspectives de recherches qui y sont associées. Dans un premier temps, nous rappelons la
problématique concernant l’influence d’une précontrainte sur le comportement dynamique linéarisé
d’un réservoir partiellement rempli de liquide. Nous revenons ensuite sur la méthodologie basée
sur le calcul d’un équilibre statique, suivi d’une analyse dynamique couplée fluide-structure. Nous
rappelons que dans le cadre de nos hypothèses, notre approche, basée sur l’utilisation de la méthode
des éléments finis, a été validée au fur et à mesure au travers de nombreux cas numériques et de
comparaisons à des expériences de la littérature. Finalement, les contributions de chaque chapitre
sont revisitées dans le cadre de perspectives et de problèmes ouverts pour de futures recherches.
Les thèmes concernés sont l’interaction fluide-structure, les problèmes non-linéaires et la réduction
de modèle.
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6.1 Conclusion générale

6.1.1 Rappels : problématique et résultats de l’approche proposée

Au cours de cette thèse, nous nous sommes donnés comme objectif d’étudier le comportement

dynamique de réservoirs élastiques précontraints contenant un liquide interne à surface libre. Si ces

précontraintes sont suffisamment importantes, celle-ci peuvent avoir des effets sur les vibrations hy-

droélastiques linéarisées d’un système réservoir-liquide. Ces effets peuvent se traduire par un décalage

des fréquences de résonance, dû à la prise en compte de non-linéarités géométriques qui changent la

raideur globale de la structure. Nous nous sommes donc basés sur la méthode des éléments finis afin

de répondre à la problématique suivante :

Peut-on quantifier, avec un outil numérique, l’influence d’une précontrainte sur le comportement
dynamique d’une structure élastique contenant un liquide interne à surface libre ?

L’approche que nous avons proposée pour y répondre a été décomposée en deux parties :

Partie 1 : Cette partie a été consacrée au calcul de l’état précontraint d’un réservoir soumis à la

pression d’un liquide interne, en utilisant la MEF. Pour cela, les non-linéarités géométriques ont été

prises en compte pour le calcul de l’état d’équilibre de la structure. L’action du fluide sur la structure a

été modélisée par des forces suiveuses hydrostatiques, car la transformation est supposée suffisamment

lente et donc quasi-statique. Ce champ de pression dépend de la gravité et de la position courante

de l’interface fluide-structure, il n’est donc nécessaire de mailler le volume du fluide. Deux approches

ont été développées pour calculer cet état d’équilibre. La première, qui a fait l’objet du Chapitre 2,

est basée sur les méthodes de résolution non-linéaires incrémentales (méthode de Newton-Raphson ou

approches par continuation). Les points clés résident dans la construction d’une matrice de raideur

tangente et d’un résidu d’équilibre, utilisés dans la résolution de systèmes linéaires tangents. L’une

des principales contributions de ce chapitre 2 consiste à utiliser une méthode de ligne de niveau pour

prendre en compte l’évolution quasi-statique de la surface chargée, au cours de nos simulations. Les

résultats obtenus, sur des maillages 3D quadratiques, ont été comparés à ceux de la littérature utilisant
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des éléments de type coque ou membrane, validant ainsi nos développements. résultats obtenus ont

fait l’objet d’une conférence nationale [28], d’une conférence internationale [29] et d’une publication

dans un journal international à comité de lecture [30]. La deuxième approche, faisant l’objet du Cha-

pitre 3, est consacrée au développement d’une méthodologie de type PGD a priori. L’hypothèse se

base sur la construction d’une solution approchée sous la forme d’une série de produit de fonctions à

variables séparées. L’originalité consiste à formuler le problème avec le formalisme de la PGD, en pre-

nant en compte les non-linéarités géométriques et une pression suiveuse uniforme. Cependant, malgré

la convergence de cette approche, les résultats actuels montrent que pour un paramètre de pression

unique, l’approche du chapitre 2 reste plus efficace en temps de calcul. Les développements réalisés

ont fait l’objet d’une conférence nationale [31].

Figure 6.1 – Récapitulatif des contributions des chapitres 2 à 3.

Si la précontrainte a une influence significative sur le comportement dynamique linéarisé réservoir
partiellement rempli de liquide, nous sommes capable de le calculer. L’approche et les résultats
obtenus ont été validés vis-à-vis des résultats de la littérature existante. De plus, la convergence
quadratique des algorithmes de résolution des problèmes non-linéaires garantit la validité de nos
opérateurs tangents géométriques, matériaux et de forces suiveuses.
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Partie 2 : La seconde partie du travail a été consacrée aux calculs des vibrations hydroélastiques d’un

réservoir avec liquide interne, autour d’états précontraints connus. L’objet du Chapitre 4 était le

calcul d’une matrice de masse ajoutée, prenant en compte l’énergie cinétique du fluide incompressible,

du point de vue de la structure non précontrainte. L’utilisation des méthodes classiques, coûteuses en

temps de calcul de, rendrait l’approche prohibitive pour plusieurs configurations de remplissage. Afin

de pallier à ce problème, la méthode développée a consisté à construire une matrice de masse ajoutée

réduite, projetée sur une base de modes de structure in vacuo. Les premières fréquences propres hy-

droélastiques d’un système réservoir-liquide,ont donc été calculées à moindre coût. Nos résultats ont

été validés et comparés à des expériences de la littérature existante. Les développements de ces travaux

ont fait l’objet d’une conférence internationale [32]. C’est au Chapitre 5 que nous avons apporté une

réponse à la problématique de départ. A partir des résultats du Chapitre 2 et de la formulation propo-

sée au Chapitre 4, nous avons été en mesure de calculer les vibrations hydroélastiques d’un réservoir

précontraint pour différents niveaux de liquide. Nos résultats, issus de simulations numériques, sont en

très bons accords avec ceux observés expérimentalement et issus de la littérature. Ces développements

ont fait l’objet d’une conférence internationale [33].

Figure 6.2 – Récapitulatif des contributions des chapitres 4 à 5.
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A partir d’un état précontraint connu, nous avons formulé et validé notre démarche de calcul
des vibrations hydroélastiques linéarisées. Nous sommes donc en mesure d’estimer, par la simula-
tion numérique, l’influence d’une précontrainte sur le comportement dynamique d’une structure
précontrainte couplée à un liquide interne à surface libre.

6.2 Perspectives : statique non-linéaire

6.2.1 Perspectives : calculs statiques non-linéaires

A partir des développements proposés au Chapitre 2, les problèmes ouverts suivants peuvent être

adressés :

• Calcul de structure libres-libres : Dans l’introduction, nous avons mentionné le fait que

ces développements serviraient aux calculs des vibrations de réservoirs de lanceurs pressurisés.

Contrairement à nos hypothèses, ces structures ne sont pas encastrées lors du décollage. Une

perspective consisterait à calculer un état précontraint équilibré, avec précontrainte, sans en-

castrement. A titre d’exemple, nous pouvons nous référer aux calculs d’équilibre de structures

flottantes précontraintes dans le transport maritime.

• Équilibre non-linéaire et capillarité : La prise en compte de la capillarité, dans le calcul

de l’équilibre statique non-linéaire entre un fluide à surface libre et un réservoir élastique, est

un problème ouvert. En effet, un logiciel comme Evolver [119] permet de prédire la forme de

la surface libre, avec les tensions de surfaces, mais uniquement pour des parois rigides. Nous

pensons que nos développements de méthodes de ligne de niveaux sur des surface courbes pour-

raient être à l’origine d’outils numériques adaptés à ce type de problématique.

6.2.2 Perspectives : réduction de modèle en statique non-linéaire

Les développements proposés sur la méthode de PGD a priori, abordés au Chapitre 3, soulèvent

de nombreux problèmes qui pourraient faire l’objet d’approfondissements :
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• Paramètre de hauteur de fluide : Nous avons fait l’hypothèse que la force suiveuse est issue

d’une pression uniforme au cours de nos développements. La suite logique consisterait à définir

un paramètre de chargement par hauteur de fluide. Cependant, la difficulté principale d’une

telle formulation repose sur le fait la hauteur de fluide change la topologie de la surface chargée

courante Σ(h,u). Cette surface, à frontière variable, sert de support d’intégration de l’effort

suiveur et dépend de la solution écrite sous forme de variable séparée. Un travail de formulation

d’une image réciproque de la surface courante par rapport à une surface de référence fixe, serait

à envisager.

• Problèmes instables et continuation : La formulation proposée dans ce manuscrit montre

que les sous-problèmes en paramètres de pression sont des équations instables (même si le

problème à résoudre est stable). Un algorithme de continuation permettant de résoudre des

sous-problèmes paramétriques instables de type ”snap-through” et ”snap-back” (peu coûteux)

a donc été proposé et développé. L’idée serait d’utiliser ces formulations pour résoudre des

problèmes réellement instables via l’approche réduite PGD a priori avec non-linéarités géomé-

triques et forces suiveuses.

• Paramètres géométriques et matériaux : Les travaux récents de Niroomandi [76] montrent

que la PGD a priori s’applique dans le cas de lois de comportement hyperélastiques quasi-

incompressibles. Ces lois sont adaptées aux grandes déformations (caoutchouc ou tissus orga-

niques). L’idée principale consiste à utiliser un développement en série de Taylor de ces lois

de comportement non-linéaires. Les travaux de Ammar [79] et d’Amaury [81] proposent des

approches prenant en compte des paramètres géométriques dans ce type de formulations. L’idée

serait d’y intégrer les non-linéarités de forces suiveuses pour générer des bases réduites de struc-

ture prenant en compte un grand nombre de paramètres. Les domaines d’applications concernés

seraient bien entendu aussi divers que la bio-mécanique ou encore l’optimisation de préhenseurs

souples pressurisés.

• Machin learning : Le contexte actuel associé à l’émergence de l’intelligence artificielle soulève
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des questions sur la génération de données massives. Les approches par réduction de modèle

sont des outils qui semblent s’inscrire dans ce contexte liant le domaine de la mécanique à

l’apprentissage.

6.3 Perspectives : vibrations couplées fluide-structure

6.3.1 Perspectives : vibrations hydroélastiques sans précontrainte

Le Chapitre 4 a abordé le calcul de vibrations hydroélastiques via la construction d’une matrice

de masse ajoutée réduite sur base de modes de structure in vacuo. Les perspectives associées sont

décrites ci-dessous :

• Sélection a priori des vecteurs de la base réduite in vacuo : Nous avons montré que la

projection sur N modes de la structure in vacuo permet de réduire considérablement le temps

de calcul de la masse ajoutée. Cette approche est limitée à la génération des K premiers modes

hydroélastiques sur une plage de fréquence d’intérêt. Nous avons montré que parmi les N modes

in vacuo, un nombre réduit d’entre eux participent de façon significative à la construction des

K modes visés. Un indicateur a priori des modes contribuant le plus permettrait de réduire le

nombre de calculs nécessaires sur la plage de fréquence d’intérêt.

• Vers des maillage fluide-structure incompatibles : Dans le but de faciliter la construction

de nos opérateurs, nos maillages du fluide et de la structure sont cöıncidents. Cette contrainte

complexifie et ralentit la mise en données numériques lors de la génération du maillage. Bien

entendu, le développement de méthodes avec maillages incompatibles faciliterait l’utilisation

de nos approches. La projection sur base de modes in vacuo est particulièrement adaptée à

ce type d’approche dans la mesure où les problèmes, bien que couplés, sont traités de façon

indépendante. En effet, d’une part, le fluide est soumis à un déplacement imposé des modes de

structure in vacuo, calculés au préalable. De plus, la structure est soumise à une combinaison

de champs de pression induits qui sont connus avant projection. Une gestion non-intrusive de

l’information à l’interface des maillages incompatibles est donc envisageable dans le futur.
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6.3.2 Perspectives : hydroélasticité et non-linéarités

Le Chapitre 5 rassemble les pièces du puzzle : il prend en compte la précontrainte calculée aux

Chapitres 2 ou 3 et la matrice de masse ajoutée du Chapitre 4. Mis bout à bout, nous sommes en

mesure d’estimer l’influence de la précontrainte sur les vibrations hydroélastiques. Les perspectives à

envisager sont les suivantes :

• Dimensionnement de sources d’amortissement adaptées : L’estimation des fréquences

hydroélastiques n’est qu’une étape dans la phase de conception. L’un des enjeux majeurs

consiste à concevoir des solutions techniques d’amortissement. Des systèmes d’amortissement

peuvent être réalisés grâce à l’utilisation de couches viscoélastiques précontraintes ou à partir

de systèmes passif ou actifs piézo-structure-fluide.

• Construction de bases réduites hydroélastiques paramétrées : Les fréquences et les

modes de résonance dépendent de la quantité de fluide à l’intérieur du réservoir. Ce réservoir

s’intègre dans des systèmes complexe dépendant de nombreux paramètres. L’idée serait de pro-

poser un modèle réduit de modes hydroélastiques qui dépendent de paramètres de conception.

• Échanges d’énergies BF-MF-HF 1 : Au cours de cette thèse, nous nous sommes limités à

la prise en compte de deux phénomènes sur le comportement dynamique : la précontrainte et

l’effet de masse ajoutée. La suite consisterait à incorporer des phénomènes supplémentaires tels

que la gravité, la compressibilité et la capillarité. La prise en compte de ces phénomènes nous

permettrait de mieux comprendre les échanges d’énergies entre la surface libre, la structure et

le liquide interne sur des plages de fréquences BF, MF et HF [120, 121].

1. BF : Basse Fréquence, MF, Moyenne Fréquence et HF : Haute Fréquence

228



Bibliographie

[1] H. N. Abramson and al. The Dynamic Behavior of Liquids in Moving Containers. NASA Report

SP-106, 1966.

[2] C. Farhat, K. Edmond, D. Amsallem, J.-S. Schotté, and R. Ohayon. Modeling of fuel sloshing
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[27] J.-F. Deü, A. C. Galucio, and R. Ohayon. Dynamic responses of flexible-link mechanisms with

passive/active damping treatment. Computers and Structures, 86 :258–265, 2008.
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[33] C. Hoareau, J.-F. Deü, and R. Ohayon. A finite element approach for hydroelastic vibrations

of partially filled prestressed elastic tanks. In Proceedings of the 6th European Conference on

Computational Mechanic (Solids, Structures and Coupled Problems), ECCM 6, Glasgow, UK,

2018.
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[85] P. Ladevèze. On reduced models in nonlinear solid mechanics. European Journal of Mechanics

- A/Solids, 60 :227–237, 2016.

[86] S. Niroomandi, D. Gonzalez, I. Alfaro, F. Bordeu, A. Leygue, E. Cueto, and F. Chinesta. Real

time simulation of non-linear solids by pgd techniques. Key Engineering Materials, 504-506 :467–

472, 2012.

[87] S. Niroomandi, I. Alfaro, D. Gonzalez, E. Cueto, and F. Chinesta. Model order reduction

in hyperelasticity : a proper generalized decomposition approach. International Journal for

Numerical Methods in Engineering, 96 :129–149, 2013.

[88] A. Grolet and F. Thouverez. On the use of the proper generalised decomposition for solving

nonlinear vibration problems. InMaterial Forming ESAFORM 2012, Key Engineering Materials,

236



BIBLIOGRAPHIE

pages 913–920. ASME 2012 International Mechanical Engineering Congress and Exposition,

American Society of Mechanical Engineers, 11 2012.

[89] L. Meyrand, E. Sarrouy, B. Cochelin, and G. Ricciardi. Nonlinear normal mode continuation

through a proper generalized decomposition approach with modal enrichment. Journal of Sound

and Vibration, 443 :444–459, 2019.
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[103] T. Miras, J.-S. Schotté, and R. Ohayon. Energy approach for static and linearized dynamic

studies of elastic structures containing incompressible liquids with capillarity : a theoretical

formulation. Computational Mechanics, 50(6) :729–741, 2012.
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Annexe A

Lois de comportement hyperélastiques
quasi-incompressibles

• Dérivation de potentiels volumiques et isochores
• Modèles Néo-Hookéen, Mooney-Rivlin et Yeoh
• Écriture en notation de Voigt facilitant la mise en donnée numérique

A.1 Potentiels hyperélastiques et invariants

Le potentiel hyperélastique ψ est la somme d’un potentiel isochore et d’un potentiel volumique tel

que :

ψ = ψiso(C1, C2) + ψvol(C3) (A.1)

avec

C1 = C1C
− 1

3
3 , C2 = C1C

− 2
3

3 , et C3 = C
1
2
3 (A.2)

et

C1 = tr(C), C2 = 1
2
[︂
tr2(C)− tr(C2)

]︂
et C3 = det(C) (A.3)

A.2 Dérivée première d’un potentiel hyperélastique

Dans le cas de grandes déformations, il est possible d’utiliser des lois de comportement hyperélat-

siques quasi-incompressibles pour calculer le tenseur des contraintes tel que :

S = 2 ∂ψ
∂C

(A.4)
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A.3. DÉRIVÉE SECONDE D’UN POTENTIEL HYPERÉLASTIQUE

où C est le tenseur de Cauchy-Green droit définir par C = FTF et ψ est un potentiel d’énergie par

unité de volume.

∂C1
∂C

= C
− 1

3
3

∂C1
∂C
− 1

3C1C
− 4

3
3

∂C3
∂C

(A.5)

∂C2
∂C

= C
− 2

3
3

∂C2
∂C
− 2

3C2C
− 5

3
3

∂C3
∂C

(A.6)

∂C3
∂C

= 1
2C

− 1
2

3
∂C3
∂C

(A.7)

∂C1
∂C

= I (A.8)

∂C2
∂C

= C1I−C (A.9)

∂C3
∂C

= C3C
−1 (A.10)

A.3 Dérivée seconde d’un potentiel hyperélastique

D = 4 ∂ψ
∂C

(A.11)

∂2C1
∂C2 = C

− 1
3

3
∂2C1
∂C2 −

1
3C

− 4
3

3
∂C3
∂C ⊗ ∂C1

∂C − 1
3C1C

− 4
3

3
∂2C3
∂C2

+ 4
9C1C

− 7
3

3
∂C3
∂C ⊗ ∂C3

∂C − 1
3C

− 4
3

3
∂C1
∂C ⊗ ∂C3

∂C (A.12)

∂2C2
∂C2 = C

− 2
3

3
∂2C2
∂C2 −

2
3C

− 5
3

3
∂C3
∂C ⊗ ∂C2

∂C − 2
3C2C

− 5
3

3
∂2C3
∂C2

+ 10
9 C2C

− 8
3

3
∂C3
∂C ⊗ ∂C3

∂C − 2
3I

− 4
3

3
∂C2
∂C ⊗ ∂C3

∂C (A.13)

∂2C3
∂C2 = 1

2C
− 1

2
3

∂2C3
∂C2 −

1
4C

− 3
2

3
∂C3
∂C ⊗ ∂C3

∂C (A.14)
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A.4. EXEMPLES DE POTENTIELS RETROUVÉS DANS LA LITTÉRATURE

∂2C1

∂C2 = O (A.15)

∂2C2

∂C2 = I ⊗ I− Isym (A.16)

∂2C3

∂C2 = C3
(︂
C−1 ⊗C−1 −C−1IsymC−1

)︂
(A.17)

avec les notations indicielles suivante :

Isymijkl = 1
2 (δikδjl + δilδjk) (A.18)(︂

C−1IsymC−1
)︂

ijkl
= 1

2
(︂
C−1

ik C
−1
jl + C−1

il C
−1
jk

)︂
(A.19)

A.4 Exemples de potentiels retrouvés dans la littérature

A.4.1 Potentiels volumiques

Le potentiel volumique est fonction du troisièmre invariant C3 et des paramètres matériaux liés au

module de compressibilité noté k0. Nous faisons le choix de prendre le potentiel volumique suivant :

Ψvol = k0
2
(︂
C3 − 1

)︂2
(A.20)

Notons que de nombreuses expressions de potentiels volumiques existent dans la littérature. Lorsque

nous dérivons ce potentiel par rapport à CIII , nous obtenons par définition le terme de pression

hydrostatique comme suit :

p ≡ ∂Ψvol

∂C3
= k0

(︂
C3 − 1

)︂
(A.21)

A.4.2 Potentiels isochores

Nous ne développons que trois potentiels isochores dans la suite : le modèle Neo-Hookeen, le modèle

de Mooney-Rivlin et le modèle de Yeoh. Le modèle Neo-Hookeen peut être défini par le potentiel

d’énergie suivant :

Ψiso = c10
(︂
C1 − 3

)︂
(A.22)

avec c10 = µ/2 et µ le module de cisaillement. Le modèle de Mooney-Rivlin défini par deux constantes :

Ψiso = c10
(︂
C1 − 3

)︂
+ c01

(︂
C2 − 3

)︂
(A.23)
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avec c10 = µ1/2 et c20 = −µ2/2 et µ = µ1−µ2. Enfin, le modèle de Yeoh est défini par trois constantes :

Ψiso = c10
(︂
C1 − 3

)︂
+ c20

(︂
C1 − 3

)︂2
+ c30

(︂
C1 − 3

)︂3
(A.24)

avec c10, c20 et c30 retrouvé par l’expérience.

A.4.3 Dérivées premières des potentiels

Pour le modèle Neo-Hookeen :

S = 2c10
∂C1
∂C

+ 2k0
(︂
C3 − 1

)︂ ∂C3
∂C

(A.25)

Pour le modèle de Mooney-Rivlin :

S = 2c10
∂C1
∂C

+ 2c01
∂C2
∂C

+ 2k0
(︂
C3 − 1

)︂ ∂C1
∂C

(A.26)

Pour le modèle de Yeoh :

S = 2c10
∂C1
∂C

+ 4c20
(︂
C1 − 3

)︂ ∂C1
∂C

+ 6c30
(︂
C1 − 3

)︂2 ∂C1
∂C

+ 2k0
(︂
C3 − 1

)︂ ∂C3
∂C

(A.27)

A.4.4 Dérivées secondes des potentiels

Commençons par les termes du modèle Neo-Hookeen :

D = 4c10
∂2C1
∂C2 + 4k0

(︂
C3 − 1

)︂ ∂2C3
∂C2 + 4k0

∂C3
∂C ⊗ ∂C3

∂C (A.28)

puis les termes issus du modèle de Mooney-Rivlin :

D = 4c10
∂2C1
∂C2 + 4c01

∂2C2
∂C2 + 4k0

(︂
C3 − 1

)︂ ∂2C3
∂C2 + 4k0

∂C3
∂C
⊗ ∂C3

∂C
(A.29)

et enfin ceux du modèle de Yeoh :

D = 4c10
∂2C1
∂C2 + 8c20

(︂
C1 − 3

)︂ ∂2C1
∂C2 + 8c20

∂C1
∂C ⊗ ∂C1

∂C + 12c30
(︂
C1 − 3

)︂2 ∂2C1
∂C2

+ 24c30
(︂
C1 − 3

)︂ ∂C1
∂C ⊗ ∂C1

∂C + 4k0
(︂
C3 − 1

)︂ ∂2C3
∂C2 + 4k0

∂C3
∂C ⊗ ∂C3

∂C (A.30)
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A.5 Formes de Voigt

Quelque soit le modèle. L’implémentation numérique des opérateurs est effectué via les notations

de Voigt. Nous rappelons ci-dessous leurs expressions :

C1C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C2C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C22 + C33
C33 + C11
C11 + C22
−C12
−C23
−C31

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C3C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C22C33 − C23C23
C33C11 − C31C31
C11C22 − C12C12
C23C31 − C33C12
C31C12 − C11C23
C12C23 − C22C31

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.31)

C1CC = O (A.32)

C2CC =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 1

2 0 0

0 0 0 0 1
2 0

0 0 0 0 0 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.33)

C3CC =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 C33 C22 0 −C23 0
C33 0 C11 0 0 −C31
C22 C11 0 −C12 0 0

0 0 −C12
−C33

2
C31
2

C23
2

−C23 0 0 C31
2

−C11
2

C12
2

0 −C31 0 C23
2

C12
2

−C22
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.34)

Une dernière remarque concerne les tenseurs obtenus par produits tensoriels ”⊗”. Les opérateurs

matricielles (6× 6) sont obtenus par multiplication d’un vecteur colonne (6× 1) par un vecteur ligne

(1× 6). Ainsi, prenons par exemple le terme suivant :

∂CI

∂C ⊗ ∂CI

∂C (A.35)
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son écriture matricielle sous forme de notation de voigth devient :

CT
1CC1C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.36)
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Annexe B

Symétrie de ∆δWΣ

• Preuve de la symétrie de la forme bilinéaire ∆δWΣ
• Utilisation d’opérateurs volumiques intrinsèques

B.1 Preuve 1

Dans cette annexe, nous donnons les éléments de démonstration de l’ équation (2.59) qui prouve

la symétrie de la forme bilinéaire ∆δWΣ (voir Section 2.3). Nous rappelons son expression ci-dessous :

∆δWΣ(∆u, δu) = −
∫︂

Σ
δu · p∆n ds+ ρfg

∫︂
Σ
δu ·∆z n ds (B.1)

Une transformation classique entre l’élément courant et l’élément de référence nous donne la relation

suivante : ∫︂
Σ
n ds =

∫︂
Σ0
JF−Tn0 dS (B.2)

Nous linéarisons l’expression de J et F−T, respectivement notés ∆J et ∆F−T tels que :

∆F−T = −gradT∆u · F−T (B.3)

∆J = J div∆u (B.4)

avec ∆u un petit incrément de déplacement. L’expression de l’intégrale de la variation de normale est

données par : ∫︂
Σ

∆n ds =
∫︂

Σ0
(∆JF−Tn0 + J ∆F−Tn0) dS (B.5)

=
∫︂

Σ0
(J div∆u F−Tn0 − J gradT∆u F−Tn0) dS (B.6)

=
∫︂

Σ
(div∆u n− gradT∆u n) ds (B.7)
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Par conséquente, l’expression de ∆δWΣ s’écrit :

∆δWΣ(∆u, δu) =
∫︂

Σ
δu · p (div∆un− gradT∆un + ρfg(ez ·∆u)n)ds (B.8)

A partir de ces expressions nous pouvons détailler la différence suivante :

∆δWΣ(∆u, δu)−∆δWΣ(δu,∆u) = α+ β + γ (B.9)

où

α = −
∫︂

Σ
p (div∆u δu− divδu ∆u) · n ds (B.10)

β =
∫︂

Σ
p (δu · gradT∆u n−∆u · gradTδu n) ds (B.11)

γ = ρfg

∫︂
Σ

(δu (ez ·∆u)−∆u (ez · δu)) · n ds (B.12)

L’expression Eq. (B.12) contient un produit mixte tel que :

γ = ρfg

∫︂
Σ

(ez × (δu×∆u)) · n ds (B.13)

En remarquant la relation suivante :

δu · gradT∆u n = grad∆u δu · n (B.14)

∆u · gradTδu n = gradδu ∆u · n (B.15)

l’ Eq. (B.11) devient :

β =
∫︂

Σ
p (gradδu ∆u− grad∆u δu) · n ds (B.16)

Finalement , nous à partir de l’expression suivante

rot(δu×∆u) = div∆u δu− grad∆u δu− divδu∆u + gradδu ∆u (B.17)

p = −ρfg(x · ez − h) (B.18)

nous obtenons

α+ β = −
∫︂

Σ
p rot(δu×∆u) · n ds (B.19)

= −
∫︂

Σ
rot(p δu×∆u) · n ds+

∫︂
Σ
gradp× (δu×∆u) · n ds (B.20)

= −
∫︂

Σ
rot(p δu×∆u) · n ds−ρf g

∫︂
Σ
ez × (δu×∆u) · n ds⏞ ⏟⏟ ⏞

−γ

(B.21)
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En prenant en compte les Eqs. (B.13) et (B.21) et en utilisant les formules de Green-Ostrogradski, l’

Eq. (B.9) devient :

∆δWΣ(∆u, δu)−∆δWΣ(δu,∆u) = −
∫︂

Σ
rot(p δu×∆u) ds (B.22)

= −
∮︂

∂Σ
p (δu×∆u) · dl (B.23)

où ∂Σ est le bord curviligne de la surface mouillée. Cette équation est explicitement utilisée en Section

2.3 afin de prouver la symétrie de la forme ∆δWΣ.
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Annexe C

Ligne de niveau

• Découpage d’éléments quadratiques à 8 nœuds
• Calculs de nouveaux points de Gauss et poids de Gauss associés
• Mise en donnée et interface graphique pour la visualisation des cas rencontrés
• Support curviligne de la ligne de contact

Nous rappelons que la méthode de ligne de niveau se base sur la recherche de la courbe définie par

une fonction scalaire ϕ(x) = 0. Dans notre cas, cette fonction est définie par :

ϕ(x) = x · ez − h (C.1)

avec h la hauteur de fluide.

C.1 Discrétisation EF de la ligne de niveau

Nous faisons le choix de travailler sur une fonction ligne de niveau discrétisée par éléments finis :

ϕh(x) =
nnode∑︂
i=1

ϕiNi(x) (C.2)

avec ϕi les valeurs de la ligne de niveau aux noeud du maillage considéré et Ni les fonctions de

formes éléments finis. Cette approximation apporte des erreurs dès la discrétisations. En effet, l’iso-zero

de la ligne de niveau de la géométrie ne sera pas cöıncidente à l’iso-zero des éléments surfaciques.
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C.2. DÉCOUPAGE D’ÉLÉMENTS QUADRATIQUES À 8 NŒUDS

C.2 Découpage d’éléments quadratiques à 8 nœuds

”Découper” un élément revient à (i) trouver la l’iso-zero de la ligne de niveau à l’intérieur de

l’élément de référence et (ii) proposer une discrétisation de cet élément de référence pour proposer des

nouveaux points de Gauss et poids de Gauss nécessaire à l’intégration numérique. D’un point de vue

mathématique, dans un élément de référence, cela revient à trouver (ξ, eta) ∈ [−1, 1]× [−1, 1] tels que :

ϕe(ξ, η) = α1 + α2ξ + α3η + α4ξ
2 + α5η

2 + α6ξη + α7ξη
2 + α8ξ

2η (C.3)

avec dans notre cas :

α1 = −0.25 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4) + 0.5 (ϕ5 + ϕ6 + ϕ7 + ϕ8) (C.4)

α2 = 0.5 (ϕ6 − ϕ8) (C.5)

α3 = 0.5 (−ϕ5 + ϕ7) (C.6)

α4 = 0.25 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4)− 0.5 (ϕ5 + ϕ7) (C.7)

α5 = 0.25 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4)− 0.5 (ϕ6 + ϕ8) (C.8)

α6 = 0.25 (ϕ1 − ϕ2 + ϕ3 − ϕ4) (C.9)

α7 = 0.25 (−ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 − ϕ4) + 0.5 (−ϕ6 + ϕ8) (C.10)

α8 = 0.25 (−ϕ1 − ϕ2 + ϕ3 + ϕ4) + 0.5 (ϕ5 − ϕ7) (C.11)

Nous ferons attention car ces coefficients dépendent des fonctions de formes et de l’implémentation de

celle-ci. Dans notre cas, nous nous sommes basés sur les fonctions proposés dans [Gmur].

Une première approche consiste à chercher les zeros de cette fonction sur le bord d’un élément de

référence. Dans ce cas, quatre équations du second degré sont à considérer :

Pour chaque cas, nous retrouvons une équation du second degré. Nous cherchons en particulier les

solutions réelles définies sur un intervalle restreint à [−1, 1] pour les quatre cas. Pour plus de clareté,

nous stockerons ces solutions dans un vecteur qui liste les 8 racines potentielles de manère suivante :

r = [η1 η2 η3 η4 ξ1 ξ2 ξ3 ξ4]T

= [r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8]T (C.12)
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ϕ(ξ, η) = 0

Cas ξ = −1 (α1 − α2 + α4) + (α3 − α6 + α8)η + (α5 − α7)η2

Cas ξ = 1 (α1 + α2 + α4) + (α3 + α6 + α8)η + (α5 − α7)η2

Cas η = −1 (α1 + α3 + α5) + (α2 + α6 + α7)ξ + (α4 − α8)ξ2

Cas η = 1 (α1 + α3 + α5) + (α2 + α6 + α7)ξ + (α4 + α8)ξ2

Table C.1 – Polynomes du second degré à résoudre sur les bords de l’éléments de référence

tels que le couple (r1, r2), (r2, r3), (r5, r6) et (r7, r8) sont les couples solutions des cas ξ = −1, ξ = 1,

η = −1 et η = 1. Nous pouvons ainsi lister les possibilités et en déduire le nombre de cas que nous

serons amener à traiter. Dans notre cas, nous avons au maximum 8 solutions réelles comprises sur

l’intervalle [−1, 1] et au minimum 1 solution réelle. Répertorions le nombre de cas minimum à traiter

sous forme de liste :

1 racine 1 parmi 8 8
2 racines distinctes 2 parmi 8 28
3 racines distinctes 3 parmi 8 56
4 racines distinctes 4 parmi 8 70
5 racines distinctes 5 parmi 8 56
6 racines distinctes 6 parmi 8 28
7 racines distinctes 7 parmi 8 8
8 racines distinctes 8 parmi 8 1
Total de possibilités >255

Table C.2 – Estimation du nombre de cas à traiter
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C.2.1 Cas à deux racines distinctes

η

1
2

3

4

5

6
7

8

ϕ(x) = 0

ex
ey

ez
ξ

−1

−1 1

1

1 2

34

5

6

7

8

34

5

6

8

1 2

34

5

6

7

8

1 2

34

5

6

7

8

1 2

Cas de référence

Figure C.1 – Exemple cas 1 dans l’élément réel

Cas 1 rotation

(r1, r2) 0
(r3, r4) −π
(r5, r6) −π/2
(r7, r8) π/2

Table C.3 – Couples solutions cas 1

η

1
2

3

4

5

6
7

8

ϕ(x) = 0

ξ
ez

eyex
−1

−1 1

1

1 2

34

5

6

7

8

1 2

34

5

6

7

8

Cas de référence

Figure C.2 – Exemple cas 2 dans l’élément réel
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Cas 2 rotation

(r1, r3) , (r2, r3) 0
(r1, r4) , (r2, r4)
(r5, r7) , (r5, r8) −π/2
(r6, r7) , (r6, r8)

Table C.4 – Couples solutions cas 2

η

1
2

3

4

5

6
7

8

ϕ(x) = 0

ξ
ez

eyex

ξ

η

−1

−1 1

1

1 2

34

5

6

7

8

34

5

6

8

1 2

34

5

6

7

8

1

1 2

34

5

6

7

8

1 2

Cas 1 Cas 2

Cas 3 Cas 4

Cas de référence

Figure C.3 – Exemple cas 3 dans l’élément réel

Cas 3 rotation

(r1, r5) , (r1, r6) 0
(r2, r5) , (r2, r6)
(r1, r8) , (r1, r7) π/2
(r2, r8) , (r2, r7)
(r3, r8) , (r3, r7) 3π/2
(r4, r8) , (r4, r7)
(r3, r5) , (r3, r6) −π/2
(r4, r5) , (r4, r6)

Table C.5 – Couples solutions cas 3
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C.2.2 Ligne de contact

Figure C.4 – Support EF curviligne de la ligne de contact
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C.3. INTERFACE GRAPHIQUE POUR LA DÉTECTION DE CAS

C.3 Interface graphique pour la détection de cas

Figure C.5 – Interface graphique pour faciliter le développement de la fonction ligne de niveau avec :
le maillage de la surface interne, la sélection des éléments à découper, la sélection d’une hauteur de
fluide, l’élément réel, l’élément de référence contenant l’iso-zero de la ligne de niveau.
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Annexe D

Développements mathématiques
associés à la PGD

Développements des formes continues et des opérateurs discrétisés associés au chapitre sur la
réduction de modèle a priori.

• Formes continues des opérateurs
• Formes discrètes des opérateurs (vecteurs et matrices tangentes)
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D.1 Développement des formes continues

D.1.1 Développement de δGint

δGint(Λ, λ) =
∫︂

I

∫︂
Ω
δEΛ : D : E dV dp =

12∑︂
i=1

ai (D.1)

a1 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ2ε(δΛ) : D : ε(Λ)dV dp (D.2)

a2 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ3ε(δΛ) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.3)

a3 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ3(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : ε(Λ)dV dp (D.4)

a4 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ4(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.5)

a5 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λε(δΛ) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.6)

a6 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ2ε(δΛ) : D : (γ(Λ,u) + γ(u,Λ))dV dp (D.7)

a7 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ2(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.8)

a8 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ3(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : (γ(Λ,u) + γ(u,Λ))dV dp (D.9)

a9 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ2(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : ε(Λ)dV dp (D.10)

a10 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ3(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.11)

a11 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.12)

a12 =
∫︂

I

∫︂
Ω
λ2(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : (γ(Λ,u) + γ(u,Λ))dV dp (D.13)
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D.1.2 Développement de δHint

∫︂
I

∫︂
Ω
δEλ : D : E dV dp =

12∑︂
i=1

ci (D.14)

c1 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ λ ε(Λ) : D : ε(Λ)dV dp (D.15)

c2 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ λ2 ε(Λ) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.16)

c3 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ2λ2γ(Λ,Λ) : D : ε(Λ)dV dp (D.17)

c4 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ2λ3γ(Λ,Λ) : D : 1

2γ(Λ,Λ)dV dp (D.18)

c5 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ ε(Λ) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.19)

c6 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ λ ε(Λ) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u))dV dp (D.20)

c7 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ2λγ(Λ,Λ) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.21)

c8 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ2λ2γ(Λ,Λ) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u)))dV dp (D.22)

c9 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ λγ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : 1

2ε(Λ)dV dp (D.23)

c10 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ λ2γ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : 1

2γ(Λ,Λ)dV dp (D.24)

c11 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλγ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : (ε(u) + γ(u,u)) dV dp (D.25)

c12 =
∫︂

I

∫︂
Ω
δλ λγ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u)))dV dp (D.26)
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D.1.3 Développement de δGext

δGext =
6∑︂

i=1
bi (D.27)

b1 = −
∫︂

I

∫︂
∂tω

δΛ · p λ(X,ξ ×X,η) dξ dη dp (D.28)

b2 = −
∫︂

I

∫︂
∂tω

δΛ · p λ2((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.29)

b3 = −
∫︂

I

∫︂
∂tω

δΛ · p λ3(Λ,ξ ×Λ,η) dξ dη dp (D.30)

b4 = −
∫︂

I

∫︂
∂tω

δΛ · p λ (u,ξ × u,η) dξ dη dp (D.31)

b5 = −
∫︂

I

∫︂
∂tω

δΛ · p λ((X,ξ × u,η) + (u,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.32)

b6 = −
∫︂

I

∫︂
∂tω

δΛ · p λ2((u,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ × u,η)) dξ dη dp (D.33)

D.1.4 Développement de δHext

δHext =
6∑︂

i=1
di (D.34)

d1 = −
∫︂

I

∫︂
∂tΩ

δλpΛ · (X,ξ ×X,η) dξdη dp (D.35)

d2 = −
∫︂

I

∫︂
∂tΩ

δλp λΛ · ((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξdη dp (D.36)

d3 = −
∫︂

I

∫︂
∂tΩ

δλp λ2Λ · (Λ,ξ ×Λ,η) dξdη dp (D.37)

d4 = −
∫︂

I

∫︂
∂tΩ

δλpΛ · (u,ξ × u,η) dξdη dp (D.38)

d5 = −
∫︂

I

∫︂
∂tΩ

δλpΛ · ((X,ξ × u,η) + (u,ξ ×X,η)) dξdη dp (D.39)

d6 = −
∫︂

I

∫︂
∂tΩ

δλp λΛ ·Λ · ((u,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ × u,η)) dξdη dp (D.40)
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D.2 Opérateurs discrétisés et coefficients associés

D.2.1 Coefficients de Gint qui dépendent de λ

Considering λ and the k first λi known, we can express the integration over the interval I of each

terms which depend on p. The Tab. D.1 recapitulates them all :

α1 =
∫︂

I
λ2 dp α2 =

∫︂
I
λ3 dp α3 =

∫︂
I
λ3 dp

α4 =
∫︂

I
λ4 dp α5i =

∫︂
I
λλi dp α5ij =

∫︂
I
λλiλj dp

α6i =
∫︂

I
λ2λi dp α7i =

∫︂
I
λ2λi dp α7ij =

∫︂
I
λ2λiλj dp

α8i =
∫︂

I
λ3λi dp α9i =

∫︂
I
λ2λi dp α10i =

∫︂
I
λ3λi dp

α11ij =
∫︂

I
λλiλj dp α11ijl =

∫︂
I
λλiλjλl dp α12ij =

∫︂
I
λ2λiλj dp

Table D.1 – Expressions de tous les α-coefficients qui dépendent de p pour le calcul de δGint

D.2.2 Termes de Gint

Nous considérons la forme de Voigt de ε et γ, respectivement notés ˆ︁ε et ˆ︁γ tels que :

ˆ︁ε(•) = [ε11 ε22 ε33 2 ε12 2ε23 2ε31]T (D.41)

ˆ︁γ(•,a) + ˆ︁γ(a, •) = [γ11 γ22 γ33 2γ12 2γ23 2γ31]T (D.42)

Nous reprenons les formes discrètes B et BNL, qui dépendent des fonctions de formes et de leurs

dérivés. Les formes de Voigt ˆ︁ε la partie symétrique de ˆ︁γ sont données par :

ˆ︁ε(δΛh) = B δr (D.43)

ˆ︁γ(δΛh,a) + ˆ︁γ(a, δΛh) = BNL(a) δr (D.44)

avec a un vecteur de R3 et δr le vecteur inconnu nodal virtuel. En considérant toutes ces notations,

les termes de Gint sont listés ci-dessous :
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G1 =
∫︂

Ω
BTD ˆ︁ε(Λ) dV (D.45)

G2 =
∫︂

Ω
BTD ˆ︁γ(Λ,Λ)dV (D.46)

G3 =
∫︂

Ω
BNL(Λ)TD ˆ︁ε(Λ)dV (D.47)

G4 =
∫︂

Ω
BNL(Λ)TD ˆ︁γ(Λ,Λ)dV (D.48)

G5i =
∫︂

Ω
BTD ˆ︁ε(Λ)dV (D.49)

G5ij = 1
2

∫︂
Ω
BTD (ˆ︁γ(Λi,Λj) + ˆ︁γ(Λj ,Λi))dV (D.50)

G6i =
∫︂

Ω
BTD (ˆ︁γ(Λ,Λi) + ˆ︁γ(Λi,Λ))dV (D.51)

G7i =
∫︂

Ω
BNL(Λ)TDˆ︁ε(Λi)dV (D.52)

G7ij = 1
2

∫︂
Ω
BNL(Λ)TD(ˆ︁γ(Λi,Λj) + ˆ︁γ(Λj ,Λi))dV (D.53)

G8i =
∫︂

Ω
BNL(Λ)TD (ˆ︁γ(Λ,Λi) + ˆ︁γ(Λi,Λ)) dV (D.54)

G9i =
∫︂

Ω
BNL(Λi)TDˆ︁ε(Λ)dV (D.55)

G10i =
∫︂

Ω
BNL(Λi)TDˆ︁γ(Λ,Λ)dV (D.56)

G11ij =
∫︂

Ω
BNL(Λi)TDˆ︁ε(Λj)dV (D.57)

G11ijl = 1
2

∫︂
Ω
BNL(Λi)TD (ˆ︁γ(Λj ,Λl) + ˆ︁γ(Λl,Λj)) dV (D.58)

G12ij =
∫︂

Ω
BNL(Λi)TD(ˆ︁γ(Λ,Λi) + ˆ︁γ(Λi,Λ)) dV (D.59)

D.2.3 Coefficients de Gext dépendant de λ

β1 =
∫︂

I
p λ dp β2 =

∫︂
I
p λ2 dp β3 =

∫︂
I
p λ3 dp

β4ij =
∫︂

I
p λλi λj dp β5i =

∫︂
I
p λλi dp β6i =

∫︂
I
p λ2 λi dp

Table D.2 – Expressions de tous les β-coefficients qui dépendent de p pour le calcul de δGext
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D.3. OPÉRATEURS TANGENTS

D.2.4 Forme discrète de Gext

Ge1 = −
∫︂

∂tω

NT(X,ξ ×X,η) dξ dη dp (D.60)

Ge2 = −
∫︂

∂tω

NT((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.61)

Ge3 = −
∫︂

∂tω

NT(Λ,ξ ×Λ,η) dξ dη dp (D.62)

Ge4ij = −
∫︂

∂tω

NT(Λi,ξ ×Λj,η) dξ dη dp (D.63)

Ge5i = −
∫︂

∂tω

NT((X,ξ ×Λi,η) + (Λi,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.64)

Ge6i = −
∫︂

∂tω

NT((Λi,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×Λi,η)) dξ dη dp (D.65)

D.3 Opérateurs tangents

D.3.1 Matrice analogue à une raideur matériau

Km = α1

∫︂
Ω
BTDB dV

+ α2

∫︂
Ω

(BTDBNL(Λ) + BT
NL(Λ)DB)dV

+ α4

∫︂
Ω
BT

NL(Λ)DBNL(Λ)dV

+
k∑︂
i

α6i

∫︂
Ω

(BTDBNL(Λi) + BT
NL(Λi)DB)dV

+
k∑︂
i

α8i

∫︂
Ω

(BT
NL(Λi)DBNL(Λ) + BT

NL(Λ)DBNL(Λi))dV

+
k∑︂
i

k∑︂
j

α12ij

∫︂
Ω
BT

NL(Λi)DBNL(Λj)dV dp (D.66)

D.3.2 Matrice analogue à une raideur géométrique

Kg =
∫︂

Ω
GT

NLSNLGNLdV (D.67)
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avec GNL et SNL détaillés ci-dessous :

SNL =

⎛⎜⎝S
′ O O

O S′ O
O O S′

⎞⎟⎠ and GNL =

⎛⎜⎝G
′ 0 0

0 G′ 0
0 0 G′

⎞⎟⎠ (D.68)

et

G′ =

⎛⎜⎝N1,ξ 0 0 N2,ξ 0 . . . Nne,ξ

N1,η 0 0 N2,η 0 . . . Nne,η

N1,ζ 0 0 N2,ζ 0 . . . Nne,ζ

⎞⎟⎠ and 0 =

⎛⎜⎝0
0
0

⎞⎟⎠ (D.69)

L’opérateur SNL dépend de S′ =
∫︂

I
DE dp tel que :

S′ = α2
1
2ε(Λ) + α4

1
2γ(Λ,Λ)

+
k∑︂

i=1
α7i

1
2ε(Λi) +

k∑︂
i=1

α8iγ(Λi,Λ) + γ(Λ,Λi))

+
k∑︂

i=1

k∑︂
j=1

α7ij
1
2γ(Λi,Λj) (D.70)

D.3.3 Matrice analogue à une raideur des forces suiveuses

Kf = −β2

∫︂
Ω
NT(ΩξN,η −ΩηN,ξ)dV (D.71)

− β3

∫︂
Ω
NT(AξN,η −AηN,ξ)dV (D.72)

−
k∑︂

i=1
β6i

∫︂
Ω
NT(AiξN,η −AiηN,ξ)dV (D.73)

avec Ωξ, Ωη, Aξ, Aη, Aiξ et Aiη qui sont des matrices anti-symétrique à un produit scalaire :

Ωξ =

⎛⎜⎝ 0 −Z,ξ Y,ξ

Z,ξ 0 −X,ξ

−Y,ξ X,ξ 0

⎞⎟⎠ and Ωη =

⎛⎜⎝ 0 −Z,η Y,η

Z,η 0 −X,η

−Y,η X,η 0

⎞⎟⎠ (D.74)

Aξ =

⎛⎜⎝ 0 −Λz,ξ Λy,ξ

Λz,ξ 0 −Λx,ξ

−Λy,ξ Λx,ξ 0

⎞⎟⎠ and Aη =

⎛⎜⎝ 0 −Λz,η Λy,η

Λz,η 0 −Λx,η

−Λy,η Λx,η 0

⎞⎟⎠ (D.75)

Aiξ =

⎛⎜⎝ 0 −Λiz,ξ Λiy,ξ

Λiz,ξ 0 −Λix,ξ

−Λiy,ξ Λix,ξ 0

⎞⎟⎠ and Aiη =

⎛⎜⎝ 0 −Λiz,η Λiy,η

Λiz,η 0 −Λix,η

−Λiy,η Λix,η 0

⎞⎟⎠ (D.76)

.
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D.4 Coefficients de δH dépendant de Λ

Nous rappelons l’expression de l’équation du problème en paramètre de pression :

δH(λ) =
∫︂

I
δλ(q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ

3) dp = 0 (D.77)

avec les qi exprimés ci-dessous

q0 =
k∑︂

i=1
(θ5i + θ6i) +

k∑︂
i=1

k∑︂
j=1

(θ5ij + θ11ij)λiλj +
k∑︂

i=1

k∑︂
j=1

k∑︂
l=1

θ11ijl λi λj λl (D.78)

q1 = θ1 +
k∑︂

i=1
(θ6i + 2θ7i + θ9i)λi +

k∑︂
i=1

k∑︂
j=1

(2θ7ij + θ12ij)λiλj (D.79)

q2 = θ2 + θ3 +
k∑︂

i=1
(θ8i + θ10i)λi (D.80)

q3 = θ4 (D.81)

et les coefficients θ donnés en Tab. D.3.

θ1 =
∫︂

Ω
ε(Λ) : D : ε(Λ) dV θ2 =

∫︂
Ω

ε(Λ) : D : γ(Λ,Λ) dV

θ3 =
∫︂

Ω
γ(Λ,Λ) : D : ε(Λ) dV θ4 =

∫︂
Ω

γ(Λ,Λ) : D : γ(Λ,Λ) dV

θ5i =
∫︂

Ω
ε(Λ) : D : ε(Λi) dV θ5ij =

∫︂
Ω

ε(Λ) : D : γ(Λi,Λj) dV

θ6i =
∫︂

Ω

∫︂
Ω
δλ λ ε(Λ) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u)) dV

θ7i =
∫︂

Ω
γ(Λ,Λ) : D : ε(Λi) dV θ7ij =

∫︂
Ω

γ(Λ,Λ) : D : γ(Λi,Λj) dV

θ8i =
∫︂

Ω
γ(Λ,Λ) : D : (γ(Λi,Λ) + γ(Λ,Λi))) dV

θ9i =
∫︂

Ω
γ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : ε(Λ) dV

θ10i =
∫︂

Ω
γ(Λ,Λi) + γ(Λi,Λ)) : D : γ(Λ,Λ) dV

θ11ij =
∫︂

Ω
γ(Λ,Λi) + γ(Λi,Λ)) : D : ε(Λj) dV

θ11ijl =
∫︂

Ω
γ(Λ,Λi) + γ(Λi,Λ)) : D : γ(Λj ,Λl) dV

θ12ij =
∫︂

Ω
γ(Λ,u) + γ(Λi,Λ)) : D : (γ(Λi,Λ) + γ(Λ,u))) dV

Table D.3 – θ-coefficients qui dépendent de Λ et Λi pour calculer les coefficients qi
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Les ri coefficients sont donnés par :

r0 = κ1 +
k∑︂

i=1
κ5iλi +

k∑︂
i=1

k∑︂
j=1

κ4ijλi λj (D.82)

r1 = κ2 +
k∑︂

i=1
κ6iλi (D.83)

r2 = κ3 (D.84)

avec les κ-coefficients détaillés en Tab. D.4.

κ1 =
∫︂

∂tΩ
Λ · (X,ξ ×X,η) dξdη

κ2 =
∫︂

∂tΩ
Λ · ((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξdη

κ3 =
∫︂

∂tΩ
Λ · (Λ,ξ ×Λ,η) dξdη

κ4ij =
∫︂

∂tΩ
Λ · (Λi,ξ ×Λj,η) dξdη

κ5i =
∫︂

∂tΩ
Λ · ((X,ξ ×Λi,η) + (Λi,ξ ×X,η)) dξdη

κ6i =
∫︂

∂tΩ
Λ · ((Λi,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×Λi,η)) dξdη

Table D.4 – κ-coefficients qui dépendent de Λ et Λi pour calculer les coefficients ri
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Annexe E

Projection de champs EF entres
maillages

La projection d’un champ EF entres différents maillages consiste à exprimer le champ d’une solution

EF qmesh−2 sur un maillage (maillage 2) sachant la solution EF qmesh−1 sur un maillage existant

(maillage 1).

Maillage 1 Maillage 2

Figure E.1 – Passer du maillage 1 au maillage 2

Étape 1 Pour chaque noeuds du maillage 2, déterminer si il est inclus ou non dans une maille

du maillage 1 ;

Étape 2 Si ce point est inclus, calculer la valeur interpolée du champ appartenant au maillage

1 en ce point ;

Point du maillage 2 inclu 
dans la maille du maillage 1

Figure E.2 – Point du maillage 2 inclu dans une maille

Cas particulier Si un point du maillage n’est pas inclus dans un élément du maillage 1, c’est
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un cas particulier qui sera traité ultérieurement.

E.1 Projection entre deux maillages volumiques

Dans la pratique, il est nécessaire de calculer la position d’un point dans l’élément de référence

connaissant la position de ce point dans l’élément réel (voir Fig. E.3).

Figure E.3 – Calculer les valeurs des paramètres

Tout d’abord nous calculons le centre d’un élément dans l’élément réel et nous calculons la distance

maximal entre les points de l’élément par rapport au centre (voir Fig. E.4a). Dans un deuxième temps,

nous ne sélections que les points du maillage 2 inclus dans cette boule de rayon d (voir Fig. E.4b).

Points du maillage 2
inclus

Figure E.4 – Inverse mapping

Pour chaque point inclus dans cette boule, il faut résoudre un système non linéaire. C’est à dire que

nous connaissons la valeurs xi du nuage dans l’élément réel et nous cherchons les paramètres (ri, si, ti)

associés tels que :

x(ri, si, ti) = xi (E.1)
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avec x le champ discrétisé combinaison linéaire des fonctions de formes est défini comme suit :

x =
∑︂

j

ϕj(r, s, t)xj (E.2)

Algorithme E.1 : Algorithme inverse maping

Initialisation r(0) = (r(0), s(0), t(0))
Calculer distance d(0) =| X(r(0))−Xi |
Tant que d(k) < 1× 10−6

Calculer jacobian matrix J(k) = J(r(k))
Résoudre J(k)dr = d(k)

Mettre à jour solution r(k+1) = r(k) + dq

Calculer distance d(k+1) =| X(r(k+1))−Xi |
Fin tant que

Table E.1 – Algorithme inverse maping

Algorithm E.2 : Projection de champ EF entres maillages

Boucle sur les éléments du maillage 1
Calculer Centre de l’élément xc

Calculer Rayon boule
Calculer Distance nœuds maillage 2

Boucle sur le nuage proche d(k) < 1× 10−6

Algorithme (r, s, t) = Inverse mapping
Test | r |< 1 ?
Test | s |< 1 ?
Test | t |< 1 ?
Si point inclus dans maillage
Interpolation EF du champ en ce point

Fin boucle nuage proche distance d(k+1) =| X(r(k+1))−Xi |
Fin boucle sur les éléments

Table E.2 – Algorithme de projection de champs EF
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Christophe HOAREAU
Vibrations hydroélastiques de réservoirs élastiques

couplés à un fluide interne incompressible à surface libre
autour d’un état précontraint

Résumé : Cette thèse de doctorat porte sur le calcul par la méthode des éléments finis du compor-

tement dynamique de réservoirs élastiques précontraints contenant un liquide interne à surface

libre. Nous considérons que la pression hydrostatique exercée par le fluide interne incompressible

sur les parois flexibles du réservoir est à l’origine de grands déplacements, conduisant ainsi à un

état d’équilibre non-linéaire géométrique. Le changement de raideur lié à cet état précontraint

induit un décalage des fréquences de résonances du problème de vibrations linéaires couplées.

L’objectif principal du travail est donc d’estimer, par des approches numériques précises et effi-

caces, l’influence des non-linéarités géométriques sur le comportement hydroélastique du système

réservoir/liquide interne autour de différentes configurations d’équilibre. La méthodologie déve-

loppée s’effectue en deux étapes. La première consiste à calculer l’état statique non-linéaire par

une approche éléments finis lagrangienne totale. L’action du fluide sur la structure est ici modéli-

sée par des forces suiveuses hydrostatiques. La deuxième étape porte sur le calcul des vibrations

couplées linéarisées. Un modèle d’ordre réduit original est notamment proposé pour limiter les

coûts de calcul associés à l’estimation de l’effet de masse ajoutée. Enfin, divers exemples sont

proposés et comparés à des résultats de la littérature (issus de simulations numériques ou d’es-

sais expérimentaux) pour montrer l’efficacité et la validité des différentes approches numériques

développées dans ce travail.

Mots clés : Interaction fluide-structure, Méthode des éléments-finis, Forces suiveuses hydrosta-

tiques, Précontrainte, Hydroélasticité, Masse ajoutée, Modèle d’ordre réduit

Abstract : This doctoral thesis focuses on the calculation by the finite element method of the

dynamic behavior of prestressed elastic tanks containing an internal liquid with a free surface. We

consider that the hydrostatic pressure exerted by the incompressible internal fluid on the flexible

walls of the tank causes large displacements, thus leading to a geometric non-linear equilibrium

state. The change of stiffness related to this prestressed state induces a shift in the resonance

frequencies of the coupled linear vibration problem. The main objective of the work is therefore

to estimate, through precise and efficient numerical approaches, the influence of geometric non-

linearities on the hydroelastic behavior of the reservoir/internal liquid system around different

equilibrium configurations. The methodology developed is carried out in two stages. The first one

consists in calculating the non-linear static state by a total Lagrangian finite element approach.

The action of the fluid on the structure is modelled here by hydrostatic following forces. The

second step is the calculation of linearized coupled vibrations. In particular, an original reduced

order model is proposed to limit the calculation costs associated with the estimation of the added

mass effect. Finally, various examples are proposed and compared with results from the literature

(from numerical simulations or experimental tests) to show the effectiveness and validity of the

different numerical approaches developed in this work.

Keywords : Fluid-structure interaction, Finite element method, Hydrostatic follower forces, Pres-

tressing, Hydroelasticity, Added mass, Reduced order model
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