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Résumé

On étudie la propagation d’ondes acoustiques dans un milieu poreux obéissant à la théorie de Biot
et contenant une distribution aléatoire de cavités cylindriques et celle d’une onde acoustique dans un
fluide contenant une distribution polydisperse aléatoire de sphères poreuses.
Dans le premier cas on utilise la généralisation de Conoir-Norris de la formule de Linton-Martin. En
effet, elle permet de prendre en compte le phénomène de la conversion entre les trois ondes (deux
longitudinales et une transversale) se propageant naturellement dans un milieu poreux de Biot conte-
nant une distribution aléatoire de cavités. Des expressions analytiques sont trouvées pour les nombres
d’onde effectifs des ondes cohérentes dans la limite de Rayleigh. Les approximations des masses
volumiques et modules des milieux hétérogènes sont présentées jusqu’à l’ordre c2 en concentration.
Le cas limite des cavités fluides aléatoires dans une matrice élastique est également discuté. Dans le
deuxième cas on détermine les nombres d’onde, modules et masses volumiques effectifs pour des dis-
tributions polydisperses de sphères poroélastiques. Pour y parvenir, les formules récentes du nombre
d’onde effectif données par Linton et Martin dans le cas dilué monodisperse ont été modifiées. Compte
tenu de l’incertitude entourant la prédiction de la distribution en taille des obstacles, trois densités de
probabilité différentes sont étudiées et comparées : uniforme, Schulz et lognormal. Plus précisément,
l’approximation de Rayleigh (régime de basse fréquence) est prise en compte lorsque les longueurs
d’onde peuvent être supposées très grandes par rapport à la taille des obstacles. Dans cette limite,
des formules simplifiées des concentrations sont fournies en fonction du paramètre caractérisant la
dispersion en taille.
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Abstract

We study the propagation of acoustic waves in a porous medium obeying the Biot theory and
containing a random distribution of cylindrical cavities and that of an acoustic wave in a fluid contai-
ning a random polydisperse distribution of porous spheres.
In the first case we use the generalization by Conoir-Norris of the Linton-Martin formula. It allows
to take into account the phenomenon of the conversion between the three waves (two longitudinal
and one transverse) naturally propagating in a porous Biot medium containing a random distribution
of cavities. Analytical expressions are found for the effective wavenumbers of coherent waves in the
Rayleigh limit (low frequency regime). The approximations of the densities and heterogeneous me-
dia modules are presented up to the order of c2 in concentration. The limiting case of random fluid
cavities in an elastic matrix is also discussed. In the second case the effective wavenumbers, moduli
and density are determined for polydisperse distributions of poroelastic spheres. To achieve this, the
recent formulas of the effective wave number given by Linton and Martin in the dilute monodisperse
case have been modified. Given the uncertainty for predicting the distribution in size of obstacles,
three different probability densities are studied and compared : uniform, Schulz and lognormal. More
precisely, the Rayleigh limitis taken into account when the wave lengths can be assumed to be very
large compared to the size of the obstacles. Within this limit,simplified formulas for concentrations
are provided depending on the parameter characterizing the size dispersion.
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Introduction générale

Les matériaux composites sont présents partout dans la nature. Dans les sols, roches ou sédiments
marins, ils sont à l’état de milieux poreux hétérogènes contenant des cavités remplies d’air, de li-
quide ou d’inclusions élastiques ou poreuses de tailles et de formes diverses. Chez les animaux et
les hommes, la chair est un milieu composite puisque c’est une matrice élastoplastique remplie de
canaux et cavités dans lesquels circulent l’air et le sang. Le tissu osseux constitue également un maté-
riau composite puisque l’os contient des pores à différentes échelles remplis de moelle. Par ailleurs les
produits manufacturés font appel aux matériaux composites artificiels qui sont utilisés en lieu et place
des matériaux naturels car, souvent une combinaison adéquate de deux ou plusieurs milieux homo-
gènes peut fournir des propriétés mécaniques et acoustiques n’existant pas à l’état naturel. On parle
alors de métamatériaux. Cette omniprésence des matériaux composites dans la nature et l’utilisation
des métamatériaux est à l’origine de nombreux problèmes tels que en géologie, la contamination des
sols par les polluants, en biologie l’ostéoporose qui est une maladie des os causant la perte en densité
osseuse. Il est donc important d’avoir des moyens de diagnostic pour évaluer par exemple le degré de
pollution d’un sol après une catastrophe écologique ou la perte en densité osseuse. On peut y parvenir
par l’étude des propriétés acoustiques de ces matériaux. Il existe plusieurs méthodes pour étudier les
propriétés acoustiques d’un matériau composite. On peut citer la méthode basée sur les fonctions de
Green de Bourret [7] en 1962, Furutsu [8] en 1963, Sornette [29] en 1989..., la méthode basée sur les
équations de la diffusion multiple de Foldy [1] en 1945, Lax [2] en 1951, Waterman et Truell [6] en
1961, Fikoris et Waterman [12] en 1964...
Notre étude s’inscrit dans le cadre de la recherche sur les métamatériaux et s’intéresse à la diffu-
sion multiple d’ondes dans des milieux contenant des obstacles aléatoirement répartis. Les résultats
peuvent s’appliquer dans des domaines variés comme l’acoustique médicale, la prospection et le diag-
nostic des sols ou la confection de nouveaux matériaux.
Notre travail étend des résultats antérieurs afin de traiter les cas de la diffusion multiple dans un
milieu poroélastique obéissant à la théorie de Biot et contenant une distribution aléatoire de cavités
cylindriques fluides et d’un milieu fluide contenant une distribution aléatoire polydisperse de cavités
sphériques poreuses.
Le mémoire est organisé de la manière suivante.
Le premier chapitre assez classique sert de revue bibliographique sur la diffusion multiple et les mi-
lieux poreux et donne des précisions et des justifications sur des notions qui sont utilisées par la suite.
On rappelle d’abord la description déterministe et statistique de la diffusion multiple. Ensuite on rap-
pelle les formules des nombres d’onde des ondes cohérentes de Foldy et de Lax pour un milieu fluide
contenant des inclusions sphériques ou cylindriques fluides [45], et la formule du nombre d’onde de
l’onde cohérente de Linton et Martin [45] dans un milieu fluide qui représente une extension des
formules des nombres d’onde des ondes cohérentes de Foldy et de Lax. On donne un bref aperçu de
la théorie du milieu poreux de Biot [4], [5]. Le milieu poreux est supposé continu et les longueurs
d’onde des ondes se propageant dans ce milieu sont très grands devant les éléments caractéristiques
du milieu poreux. L’hypothèse des petits mouvements permet de montrer que dans ce milieu il y a
trois ondes qui se propagent. Enfin on établit la formule des nombres d’onde des ondes cohérentes de
Conoir-Norris [49] dans un milieu poreux élastique homogénéisé saturé par un fluide contenant des
cavités cylindriques distribuées aléatoirement. Ce modèle dérive de l’approximation quasi-cristalline
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(QCA) de Lax [2] [45].
Le deuxième chapitre est consacré à la détermination des nombres d’onde effectifs d’ondes rapide,
lente et de cisaillement dans les limites de Rayleigh (limite de basse fréquence). Ainsi on détermine
les approximations des coefficients de diffusion d’un obstacle pour les conditions aux limites des
pores fermés. Des études numériques sont menées afin de comparer les coefficients de diffusion res-
pectivement pour les conditions aux limites des pores fermés et les conditions aux limites des pores
ouverts. On détermine les propriétés effectives du milieu (masses volumiques, modules) à partir des
nombres d’ondes cohérentes de Conoir-Norris tronqués. On évalue la validité des coefficients de dif-
fusion approximés en supprimant les micro-pores afin de retrouver les résultats pour des inclusions
cylindriques fluides dans un milieu élastique ou fluide (module d’élasticité nul).
On étudie dans le chapitre trois la propagation acoustique dans un milieu fluide contenant une distribu-
tion polydisperse en taille d’inclusions sphériques poreuses isotropes. On établit d’abord les équations
de base permettant de déterminer les coefficients de diffusion pour une inclusion sphérique poreuse.
En supposant une distribution continue du rayon des obstacles, on détermine la formule du nombre
d’onde effectif dans le cas polydisperse en s’appuyant sur la formule du nombre d’onde effectif de
Linton-Martin [45] (cas monodisperse). On en déduit les propriétés effectives dans le milieu fluide.
Celles du cas monodisperse sont obtenues (rayon identique pour toutes les sphères) en faisant tendre
vers zéro le coefficient de dispersion. Les distributions de rayons obéissant aux lois uniforme, de
Schulz et log-normale sont examinées et comparées numériquement, montrant l’importance des lois
sur la propagation acoustique.
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Chapitre 1

Diffusion multiple

1.1 Généralités
Le phénomène de la diffusion multiple est fréquemment observé lors de la propagation d’une onde

(ou champ) acoustique dans un milieu contenant un nombre d’obstacles (ou diffuseurs) supérieur ou
égal à deux. On examine ici le cas des concentrations faibles, c’est-à-dire que les obstacles (cylindres
ou sphères) ne se touchent pas, étant séparés les uns des autres par une distance de plusieurs dia-
mètres. Lorsque l’onde interagit avec un seul obstacle, on parle de diffusion simple.
Soit λ0 la longueur d’onde de l’onde acoustique : si λ0 est très grand devant les dimensions des
obstacles alors l’onde subit peu le phénomène de diffusion multiple (ricochets multiples sur les obs-
tacles).
Si la longueur d’onde λ0 est inférieure ou égale aux dimensions des obstacles, en un point donné
l’onde peut subir un grand nombre de va et vient dans tous les sens. L’onde sortant du milieu n’a plus
en mémoire la direction de l’onde incidente. Dans la théorie de la diffusion multiple, on s’intéresse
au comportement des ondes diffusées c’est-à-dire à l’évaluation des champs acoustiques diffusés. Il
faut alors calculer les nombres d’onde effectifs décrivant le mieux possible la propagation à travers
le milieu étudié. Il existe plusieurs théories dans la littérature permettant cette évaluation lorsque les
obstacles sont distribués aléatoirement.
On peut citer en particulier la méthode de la matrice T de Foldy [1], Lax [2], Waterman et Truell [6]...
et les méthodes utilisant les fonctions de Green et des approches diagrammatiques de Sornette [29],
Sheng [32]... Ces deux théories se fondent sur une analyse exacte générale de la diffusion multiple
puis sur un calcul du champ moyen obtenu en prenant une moyenne sur toutes les positions.
Dans ce qui suit, nous allons donner un bref aperçu de la méthode de la matrice T.

1.1.1 Description déterministe
Soient N obstacles placés aux points ~r j ( 1 ≤ j ≤ N) de l’espace (ou du plan). On suppose que

l’on connaît toutes les propriétés de chaque obstacle (orientation, conditions au limites,...etc). Au
point d’observation ~r (où il n’y a pas d’obstacles), le champ acoustique total ψ(~r) est la superposition
(ou la somme) de l’onde incidente ψinc(~r) et des ondes ψs

(
~r,~r j

)
provenant de chaque diffuseur j (

figure(1.1)). On a donc

ψ(~r) = ψinc(~r) +

N∑
j=1

ψs(~r,~r j). (1.1)

Le champ ψs(~r,~r j) tient compte non seulement de la diffusion simple de l’onde incidente ψinc(~r),
mais aussi de toutes les interactions ayant eu lieu entre les diffuseurs avant d’arriver sur le diffuseur j
( figure(1.2)).
Plus précisement ψs(~r,~r j) prend en compte tous les trajets acoustiques qui passent par le diffuseur
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1.1. Généralités

Figure 1.1 –

Figure 1.2 –

j, juste avant d’arriver au point d’observation ~r. La superposition de tous les champs arrivant sur j
est notée ψex(~r,~r j), champ incident sur j, et est appelée champ effectif (ou champ d’excitation du
diffuseur j). On a ( figure(1.3))

ψex(~r,~r j) = ψinc(~r) +

N∑
m=1
m, j

ψs(~r,~rm), (1.2)

expression signifiant que ψex(~r,~r j) est la somme du champ incident ψinc(~r) et des ondes diffusées par
les diffuseurs autres que j.
L’examen des équations (1.1) et (1.2) montre que celles-ci sont insuffisantes pour déterminer le champ
ψ(~r). Il faut nécessairement connaître le champ ψs(~r,~r j), c’est-à-dire la diffusion par chacun des N
diffuseurs pris isolément. On introduit pour ce faire une relation de fermeture en imposant l’ égalité

ψs(~r,~r j) = T (~r j)ψex(~r,~r j). (1.3)

14



Chapitre 1. Diffusion multiple

Figure 1.3 –

Ainsi, on convertit ψex(~r,~r j) en ψs(~r,~r j) à l’aide d’un opérateur de transition T (~r j) connu pour chaque
diffuseur. En reportant (1.3) dans (1.1) et (1.2), on obtient des équations de base de la diffusion mul-
tiple [51] :

ψ(~r) = ψinc(~r) +

N∑
j=1

T (~r j)ψex(~r,~r j) (1.4)

ψex(~r,~r j) = ψinc(~r) +

N∑
m=1
m, j

T (~r j)ψex(~r,~rm). (1.5)

En pratique, le nombre de diffuseurs N est très grand et ces équations ne peuvent pas être résolues de
façon exacte. La solution consiste alors à :

– effectuer un grand nombre de tirages aléatoires sur la position ~r j des diffuseurs,
– effectuer une moyenne d’ensemble afin de trouver le champ total moyen 〈ψ(~r)〉. En fait cela

revient à trouver l’équation régissant le champ acoustique moyen 〈ψ(~r)〉,
– trouver 〈ψ(~r)〉 en introduisant un certain nombre d’approximations.

C’est à partir de ce dernier point que prennent forme les différentes théories de milieux effectifs
telles que l’approximation de Foldy [1], l’approximation quasi-cristalline de Lax [2], la méthode de
perturbation développée par Keller et al. [11]...etc.

1.1.2 Moyennages
Quelques définitions et propriétés

Soit ~r le vecteur indiquant le point d’observation et soient ~r1, ~r2 · · · , ~rN les vecteurs positions de
chaque diffuseur dans l’espace R3. Soit D le domaine inclus dans R3 contenant les N diffuseurs. On a(

~r1,~r2, · · · ,~rN
)
∈ DN ⊂

(
R3

)N
.

Posons BN = DN . On définit par p(~r1, · · · , ~rN), la probabilité de présence des diffuseurs (probabilité
conjointe) vérifiant les hypothèses suivantes :

–
∫

BN

p(~r1, · · · ,~rN)d~r1, · · ·d~rN = 1

– Les diffuseurs sont indiscernables donc

p(~r1, · · · ,~ri−1,~ri,~ri+1, · · · ,~r j−1,~r j,~r j+1, · · · ,~rN) = p(~r1, · · · ,~ri−1,~r j,~ri+1, · · · ,~r j−1,~ri,~r j+1, · · · ,~rN).
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1.1. Généralités

– Il n’y a pas d’inter-pénétrabilité entre les diffuseurs car p(~r1, · · · ,~rN) = 0 si deux diffuseurs
s’interpénétrent.

L’intégrale est prise sur N copies du domaine BN contenant les N diffuseurs.

Définition 1.1.1 La probabilité de trouver un diffuseur dans le volume élémentaire d~r1 autour de ~r1
est donnée par une intègration sur toutes les positions sauf une, ~r1 :

p(~r1)d~r1 =

[∫
BN−1

p(~r1, · · · ,~rN)d~r2, · · ·d~rN

]
d~r1. (1.6)

On a

p(~r1)d~r1 =

[∫
BN−1

p(~r1, · · · ,~rN)d~r2, · · ·d~rN

]
d~r1

=

[∫
BN−1

p(~r1, · · · ,~ri, · · · ,~rN)d~r1,d~r2, · · · ,d~ri−1;d~ri+1, · · · ,d~rN

]
d~ri

p(~r1)d~r1 = p(~ri)d~ri ∀i 1 ≤ i ≤ N.

Puisque les N diffuseurs ont la même probabilité d’occuper le volume élémentaire d~r1 et sont
isotropes, Foldy [1] définit la densité n(~r1) de diffuseurs autour de ~r1 sous la forme

n(~r1) = N p(~r1)

et ∫
D

n(~r1)dr1 = N.

Définition 1.1.2 La probabilité conjointe de trouver un diffuseur dans le volume élémentaire d~r1
autour de ~r1 et un second diffuseur dans le volume élémentaire d~r2 autour de ~r2 est donnée par

p(~r1,~r2)d~r1d~r2 =

[∫
BN−2

p(~r1, · · · ,~rN)d~r3 · · ·d~rN

]
d~r1d~r2. (1.7)

La densité de diffuseurs n
(
~r1,~r2

)
autour de ~r1, ~r2 est donc n(~r1,~r2) = N p(~r1,~r2).

Cette définition se généralise à N diffuseurs : la densité n(~r1, · · · ,~rN) pour N diffuseurs dont les centres
sont placés en ~r1, · · · ,~rN est donnée par

n(~r1, · · · ,~rN) = N p(~r1, · · · ,~rN). (1.8)

Remarque 1.1.3 Ecrire p(~r1,~r2)d~r1d~r2 signifie que les positions des diffuseurs ne sont pas indépen-
dantes l’une de l’autre. En cas d’indépendance, on écrira plutôt p(~r1)p(~r2)d~r1d~r2 . Bien évidemment∫

B2

p(~r1,~r2)d~r1d~r2 = 1. (1.9)

Définition 1.1.4 La probabilité conditionnelle p(~r2, · · · ,~rN |~r1) correspondant au diffuseur 1 de posi-
tion connue (fixée) est définie par

p
(
~r1, · · · ,~rN

)
= p(~r1)p

(
~r2, · · · ,~rN |~r1

)
. (1.10)

Si deux diffuseurs sont fixés, on écrit la probabilité conditionnelle

p
(
~r1, · · · ,~rN

)
= p(~r1,~r2)p

(
~r3, · · · ,~rN |~r1,~r2

)
. (1.11)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

p(~r3, · · · ,~rN |~r1,~r2) est la probabilité pour que les diffuseurs repérés par ~r3, · · · , ~rN soient dans les
volumes respectifs d~r3, · · · , d~rN , sachant que les diffuseurs ~r1, ~r2 sont localisés (fixés). On notera que

p(~r1, · · · ,~rN) = p(~r1)p(~r2, · · · ,~rN |~r1) = p(~r1)p(~r2|~r1)p(~r3, · · · ,~rN |~r1,~r2) (1.12)

C’est la probabilité p(~r2|~r1) qui permet d’éviter l’interpénétration des diffuseurs. Lorsque l’on fixe la
position 1 par exemple, la densité de probabilité conditionnelle s’écrit

n(~r2, · · · ,~rN) = (N − 1)p
(
~r2, · · · ,~rN |~r1

)
. (1.13)

Définition 1.1.5 La densité de probabilité conditionnelle du jième diffuseur lorsqu’un diffuseur est
à la position fixée 1 en ~r1 est définie par

n(~r j|~r1) = (N − 1)p(~r j|~r1), j , 1

avec ∫
D

n(~r j|~r1)d~r j = N − 1.

Définition 1.1.6 On considère une grandeur aléatoire ψ(~r;~r1, · · · ,~rN). Sa moyenne par rapport à la
configuration

{
~r1, . . . ,~rN

}
est donnée par :

〈ψ(~r)〉 =
∫

BN

ψ(~r;~r1, · · · ,~rN)p(~r1, · · · ,~rN)d~r1 · · ·d~rN . (1.14)

La moyenne conditionnelle, en supposant la position ~r1 du diffuseur 1 connue, est :

〈ψ(~r)〉1 = 〈ψ(~r|~r1)〉 =
∫

BN−1

ψ(~r;~r1, · · · ,~rN)p(~r2, · · · ,~rN |~r1)d~r2 · · ·d~rN . (1.15)

C’est une fonction de ~r1. On n’intègre pas sur ~r1 puisque la position est connue. De même si deux
diffuseurs sont fixés en ~r1 et ~r2 on a

〈ψ(~r)〉1,2 =

∫
BN−2

ψ(~r;~r1, · · · ,~rN)p(~r3, · · · ,~rN |~r1,~r2)d~r3 · · ·d~rN . (1.16)

On peut encore écrire les trois moyennes ci-dessus sous les forme suivantes :

〈ψ(~r)〉 =
∫

D
〈ψ(~r)〉1 p(~r1)d~r1, (1.17)

〈ψ(~r)〉1 =

∫
D
〈ψ(~r)〉1,2 p(~r2|~r1)d~r2, (1.18)

〈ψ(~r)〉12 =

∫
D
〈ψ(~r)〉123 p(~r3|~r1,~r2)d~r3. (1.19)

1.1.3 Evitement de l’interpénétration des diffuseurs
L’espace est réduit au plan. On suppose que les diffuseurs sont tous identiques et localisés dans

un domaine D ⊂ R2. Cette hypothèse ne réduit pas la généralité de l’étude. La position d’un seul
diffuseur est équiprobable dans D. Par contre, les positions de deux diffuseurs pris au hasard ne sont
pas indépendantes. On introduit donc une probabilité conjointe p(~r1, · · · ,~rN). Les diffuseurs étant
identiques, on a

p(~rσ(1), · · · ,~rσ(N)) = p(~r1, · · · ,~rN), (1.20)
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pour toute permutation σ de {1, · · · ,N}.
Ceci conduit à écrire que {

p(~ri) = p(~r1) ∀i,
p(~ri|~r j) = p(~r2|~r1) ∀i , j. (1.21)

L’équiprobabilité de la répartition d’un diffuseur dans D implique que{
p(~r1) = 1

S si ~r1 ∈ BN ,
p(~r1) = 0 sinon.

(1.22)

S étant la surface du domaine D.
Pour simplifier le raisonnement, on suppose que les diffuseurs sont des disques circulaires de rayon a.
Dans la suite, on examine la probabilité conditionnelle p(~r2|~r1) interdisant l’interpénétration de deux
diffuseurs (1 et 2). Toutefois, le modèle n’est valable que pour de faibles concentrations de diffuseurs.
Bose et Mal [18] posent : {

p(~r2|~r1) = 1
S
[
1− f (‖~r1 −~r2‖)

]
si ~r2 ∈ D,

p(~r2|~r1) = 0 sinon.
(1.23)

La fonction f ne dépend que de la distance séparant les deux diffuseurs et est appelée pair correlation
function. Posons ‖~r1 −~r2‖ = r12. On a

Propriété 1.1.7

i. 0 ≤ f (r12) ≤ 1 puisque p(~r2|~r1) ≥ 0.

ii. lim
R→+∞

1
R2

∫ 2π

0

∫ R

0
f (r12)r12dr12dθ = 0. R étant le rayon du domaine circulaire D contenant les

diffuseurs.

iii. L’interpénétration est interdite lorsque p(~r2|~r1) = 0 si r12 < 2a.

La dernière condition équivaut à f (r12) = 1 si r12 < 2a.
Dans l’article de Bose et Mal, la fonction f qui respecte ces conditions est{

f (r12) = 1 si r12 < 2a,
f (r12) = Ae−

r12
L si r12 ≥ 2a

(1.24)

avec 0 < A < e
2a
L . La quantité L homogène à une longueur, est appelée longueur de corrélation.

Equation intégrale gouvernant le champ d’excitation moyen 〈ψex(~r,~r1)〉

On rappelle que ψex(~r,~r j) est le champ incident sur le jème diffuseur, ψS (~r,~r j) est le champ diffusé
par ce jème diffuseur et que l’on dispose de la relation fondamentale (1.3) reliant ψex(~r,~r j) et ψs(~r,~r j).
Pour calculer le champ moyen, on choisit un diffuseur au hasard que l’on fixe, par exemple celui repéré
par ~ri, ce qui conduit à considérer une probabilité conditionnelle

p(~r1, · · ·
′ · · · ,~rN |~ri) =

p(~r1, · · · ,~rN)
p(~ri)

(1.25)

où le prime signifie que l’on a considéré tous les diffuseurs sauf ~ri. On a donc

〈ψex(~r,~rk|~ri)〉︸         ︷︷         ︸
fonction de ~r et ~ri

=

∫
BN−1

ψex(~r,~rk)︸    ︷︷    ︸
fonction de ~r, ~r1,..., ~rN

p(~r1, · · ·
′ · · · ,~rN |~ri)d~r1 . . .

′ . . .d~rN . (1.26)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

Si l’on choisit de fixer deux diffuseurs ~ri et ~r j, on doit considérer la probabilité conditionnelle

p(~r1, · · ·
′′ · · · ,~rN |~ri,~r j) =

p(~r1, · · ·
′ · · · ,~rN |~ri)

p(~r j|~ri)
. (1.27)

On alors
〈ψex(~r,~rk|~ri,~r j)〉 =

∫
BN−2

ψex(~r,~rk)p(~r1, · · ·
′′ · · · ,~rN |~ri,~r j)d~r1 . . .

′′ . . .d~rN (1.28)

et ainsi de suite.
L’introduction des probabilités conditionnelles permet de faire le moyennage et de faire opérer les
opérateurs de transition non pas sur les champs acoustiques mais sur les champs moyens.
Les diffuseurs étant indiscernables, choisissons celui repéré par ~r1 . De la relation (1.5), on déduit que

〈ψex(~r,~r1|~r1)〉 = ψinc(~r) +

N∑
j=2

∫
BN−1

T (~r j)ψex(~r,~r j)p(~r2, · · · ,~rN |~r1)d~r2 . . .d~rN , (1.29)

soit encore

〈ψex(~r,~r1|~r1)〉 = ψinc(~r)+
N∑

j=2

∫
D

T (~r j)
[∫

BN−2

ψex(~r,~r j)p(~r2, · · ·
′ · · · ,~rN |~r1,~r j)d~r2 . . .

′ . . .d~rN

]
p(~r j|~r1)d~r j.

(1.30)

Le terme entre [.] est égal à 〈ψex(~r,~r j|~r1,~r j)〉. On a donc

〈ψex(~r,~r1|~r1)〉 = ψinc(~r) +

N∑
j=2

∫
D

T (~r j)〈ψex(~r,~r j|~r1,~r j)〉p(~r j|~r1)d~r j. (1.31)

Comme les diffuseurs sont indiscernables on a

〈ψex(~r,~r j|~r1,~r j)〉 = 〈ψex(~r,~rk|~r1,~rk)〉, (1.32)

et (1.31) devient alors

〈ψex(~r,~r1|~r1)〉 = ψinc(~r) + (N − 1)
∫

D
T (~r j)〈ψex(~r,~r j|~r1,~r j)〉p(~r j|~r1)d~r j. (1.33)

On sait que (Définition 1.1.5)

n(~r j|~r1) = (N − 1)p(~r j|~r1), j , 1.

Il s’ensuit que

〈ψex(~r,~r1|~r1)〉 = ψinc(~r) +

∫
D

T (~r j)〈ψex(~r,~r j|~r1,~r j)〉n(~r j|~r1)d~r j. (1.34)

1.1.4 Approximation quasi-cristalline (Quasi Crystaline Approximation QCA)
de Lax

Dans cette approximation introduite par Lax en 1954, on pose

〈ψex(~r,~r j|~r1,~r j)〉 � 〈ψex(~r,~r j|~r j)〉. (1.35)

Cela suppose que le champ d’excitation de deux diffuseurs fixés est le même que pour un seul diffuseur
fixé. Elle signifie que fixer le diffuseur 1 ou pas ne change pas beaucoup (et même peu) le champ

19



1.2. Nombres d’ondes de Foldy et de Lax

moyen si la moyenne est prise sur un grand nombre de diffuseurs (en général N = 106). Il est habituel
de simplifier la notation ci-dessus en posant

〈ψex(~r,~r j|~r j)〉 = 〈ψex(~r,~r j)〉. (1.36)

En tenant compte de (1.35), la relation (1.34) devient

〈ψex(~r,~r1)〉 = ψinc(~r) +

∫
T (~r′)〈ψex(~r, ~r′)〉n(~r′|~r1)d~r′. (1.37)

C’est l’équation gouvernant le champ moyen(voir aussi [52]).

1.2 Nombres d’ondes de Foldy et de Lax
Afin de déterminer le nombre d’onde de l’onde cohérente, que l’on désignera par la suite par

nombre d’onde effectif, Foldy [1] a simplifié le modèle de la diffusion multiple en considérant N
diffuseurs sphériques émettant de façon isotrope (il s’agit de sources monopolaires, les ondes diffusées
étant identiques dans toutes les directions). Ces diffuseurs sont répartis dans un milieu fluide et repérés
par leurs positions ~r j ( j = 1, ...,N) dans l’espace. Toutes les fonctions rencontrées dépendent de la
variable spatiale ~r et du temps t sous la forme : f (~r, t)e−iωt, ω étant la pulsation.
On considère un champ incident (onde plane scalaire longitudinale) ψinc défini par

ψinc(~r, t) = ei~k.~re−iωt, (1.38)

où~k est le vecteur d’onde associé à l’onde incidente en l’absence de diffuseurs et~r le vecteur désignant
une position quelconque de l’espace où il n’y a pas de diffuseurs. Dans la suite, on simplifiera les
notations en évitant d’écrire le terme temporel e−iωt.
Le champ total ψ(~r) diffusé en un point ~r est [45],

ψ(~r) = ψinc(~r) + g
N∑

j=1

ψex(~r,~r j)h0(k|~r−~r j|) (1.39)

où

ψex(~r,~rn) = ψinc(~r) + g
N∑

j=1
j,n

ψex(~r,~r j)h0(k|~r−~r j|) (1.40)

est le champ d’excitation du n-ième diffuseur. ‖~k‖ = k (nombre d’onde) étant la norme du vecteur
d’onde ~k. Ci-dessus g est le coefficient de diffusion d’une sphère, h0 la fonction de Hankel sphérique
d’ordre 0 de première espèce exprimant que les ondes s’éloignent des diffuseurs.
Les N champs d’excitation requis dans l’équation (1.39) sont obtenus en résolvant numériquement
l’équation (1.40) au point ~r = ~rn.
Supposons que les diffuseurs sont distribués aléatoirement. On calcule la moyenne d’ensemble du
champ ψ sur toutes les configurations possibles pour les positions des diffuseurs. D’après les équations
(1.39) et (1.40), il vient que

< ψ(~r) >= ψinc(~r) + gn0

∫
D
< ψex(~r1) >1 h0(k|~r−~r1|)d~r1 (1.41)

où
< ψex(~r) >1= ψinc(~r) + g(N − 1)

∫
D

p(~r2|~r1) < ψex(~r2) >12 h0(k|~r−~r2|)d~r2. (1.42)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

Ci-dessus, D désigne le volume contenant les N diffuseurs et n0 le nombre de sphères par unité de
volume.
Pour résoudre l’équation (1.41), Foldy suppose que l’onde cohérente garde la même direction que
l’onde plane incidente et que les champs moyens totaux et d’excitation sont approximativement
égaux :

< ψex(~r) >1'< ψ(~r) > . (1.43)

Twersky [10] a montré que la condition (1.43) ne tient pas compte des interactions aller-retour entre
deux diffuseurs. Autrement dit, pour obtenir l’équation (1.43), on néglige toutes les intéractions
doubles, triples,. . . etc entre les diffuseurs pour ne garder que les trajets directs orientés globalement
vers l’avant.
L’utilisation de l’approximation de Foldy permet de transformer l’équation (1.41) en la suivante

< ψ(~r) >= ψinc(~r) + gn0

∫
D
< ψex(~r1) > h0(k|~r−~r1|)d~r1, ∀~r ∈ D (1.44)

dite équation intégrale de Foldy.

1.2.1 Nombre d’onde effectif obtenu en utilisant l’approximation de Foldy
Soient K le nombre d’onde relatif à l’onde cohérente, ~r = (x,y,z) le vecteur position d’un point

quelconque dans le demi-espace (z > 0) dans le repère cartésien (O,~ex,~ey,~ez) et

~k = k(sinθinccosφinc, sinθincsinφinc,cosθinc)

les coordonnées du vecteur onde incident dans la base (~ex,~ey,~ez). On décompose le vecteur ~k sous la
forme ~k = ~kT +α~ez où

~kT = k (sinθinccosφinc, sinθincsinφinc,0) ,

α = kcosθinc et 0 ≤ θinc < π/2.

L’expression (1.38) devient
ψinc = eiαzei~kT .~q, avec ~q = (x,y,0). (1.45)

En utilisant l’équation (1.44), on obtient

< ψ(x,y,z) >= ψinc(x,y,z) + gn0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

< ψex(x1,y1,z1) > h0(k%1)dx1dy1dz1 (1.46)

où %1 = |~r−~r1| et ~r1 = (x1, y1, z1).
Dans la suite, on effectue le changement de variables X = x−x1 et Y = y−y1. L’équation (1.46) devient

< ψ(x,y,z) >= ψinc(x,y,z)+gn0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

< ψex(X + x,Y +y,z1) > h0(k%1)dXdYdz1 (1.47)

Compte-tenu de la forme (1.45) prise par le champ incident, on suppose que le champ total peut se
mettre sous la forme

< ψ(x,y,z) >= U(z)ei~kT .~q, z > 0, (1.48)

où U est une fonction inconnue. Dans l’approximation de Foldy l’onde cohérente garde en mémoire
la direction de l’onde incidente ; de ce fait les coordonnées du vecteur d’onde effectif dans le repère
cartésien peuvent s’écrire sous la forme

~K = K (sinϑcosϕ, sinϑsinϕ,cosϑ) = (ksinθinccosφinc,ksinθincsinφinc,λ) . (1.49)
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A partir de l’égalité (1.49), on déduit que

Ksinϑ = ksinθinc (1.50)

et que
λ = Kcosϑ, (1.51)

λ et K étant des nombres complexes avec des parties imaginaires strictement positives. L’équation
(1.51) constitue la loi de Snell. En introduisant (1.48) dans (1.47), on obtient

U(z) = eiαz + gn0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

U(z1)ei~kT . ~Qh0(k%1)dXdYdz1

où ~Q = (X,Y,0). D’après la référence [45] on a∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

ei~kT . ~Qh0(k%1)dXdY =
2π
kα

eiα|z−z1|, (1.52)

d’où

U(z) = eiαz +
2πgn0

kα

∫ +∞

0
U(z1)eiα|z−z1|dz1, (z > 0). (1.53)

On suppose qu’à la distance l (0 < z ≤ l), on ne dispose d’aucune information sur le champ acoustique
total et que si z > l, on doit avoir

U(z) = U0eiλz, (z > l) (1.54)

où U0, λ et l sont des inconnues. L’introduction de (1.54) dans (1.53) permet d’écrire la succession
d’égalités suivantes

U(z) = eiαz +
2πgn0

kα

∫ l

0
U(t)eiα|z−t|dt +

2πgn0

kα

∫ +∞

l
U(t)eiα|z−t|dt,

U(z)− eiαz =
2πgn0

kα
eiαz

∫ l

0
U(t)e−iαtdt +

2πgn0

kα

∫ +∞

l
U(t)eiα|z−t|dt,

puis

U(z)− eiαz =
2πgn0

kα
eiαz

∫ l

0
U(t)e−iαtdt +

2πgn0

kα

∫ z

l
U(t)eiα|z−t|dt +

2πgn0

kα

∫ +∞

z
U(t)eiα|z−t|dt.

La première intégrale ne peut pas être calculée car on ne sait rien sur U pour 0 < t < l. En calculant
les deux dernières intégrales, on trouve

U0eiλz − eiαz = −
4πign0U0

k
(
λ2 −α2)eiλz +

(
2πign0

kα

∫ l

0
U(t)e−iαtdt +

2iπgn0U0

kα(λ−α)
ei(λ−α)l

)
eiαz. (1.55)

Pour que l’équation ainsi obtenue soit satisfaite pour tout z strictement supérieur à l , il faut que les
coefficients de eiλz et eiαz soient simultanément nuls. Il s’ensuit deux égalités

U0 = −
4πign0U0

k
(
λ2 −α2) (1.56)

d’une part et (
2πign0

kα

∫ l

0
U(t)e−iαtdt +

2iπgn0U0

kα(λ−α)
ei(λ−α)l

)
= 1 (1.57)

d’autre part. D’après la loi de Snell (1.51) et la définition de α, on a

λ2 −α2 = K2 − k2. (1.58)
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En introduisant (1.58) dans (1.56), on déduit que

K2 = k2 − 4πign0/k. (1.59)

L’équation (1.59) est le nombre d’onde effectif s’arrêtant à l’ordre 1 en n0 trouvé par Foldy pour des
diffuseurs sphériques.
Dans le cas des diffuseurs cylindriques, le nombre d’onde effectif K prend la forme [56]

K2 = k2 − 4ign0. (1.60)

1.2.2 Nombre d’onde effectif obtenu en utilisant l’approximation de Lax
L’approximation de Lax va permettre d’étendre la formule (1.59) à l’ordre 2 en n0. D’après l’équa-

tion (1.35)
< ψex(~r) >12'< ψ(~r) >2 (1.61)

l’équation (1.42) peut s’écrire sous la forme

< ψex(~r) >1= ψinc(~r) + g(N − 1)
∫

D
p(~r2|~r1) < ψex(~r2) >2 h0(k|~r−~r2|)d~r2 (1.62)

appelée équation intégrale de Lax. On introduit la probabilité conditionnelle p(~r2|~r1) =
n0
N et on récrit

l’équation (1.62) en prenant l’intégrale sur l’ensemble

Db(~r) =
{
~r2 ∈ D : R2 = |~r−~r2| > b

}
.

On obtient
< ψex(~r) >1= ψinc(~r) + gn0

N − 1
N

∫
Db
< ψex(~r2) >2 h0(k|~r−~r2|)d~r2. (1.63)

Dans la suite, on considère un grand nombre de diffuseurs c’est-à-dire N → ∞ et par analogie avec
l’équation (1.46), l’équation (1.63) devient

< ψex(x,y,z) >1= eiαzexp(i~kT .~q) + gn0

∫
z2>0,%2>b

< ψex(X + x,Y + y,z2) >2 h0(k%2)dXdYdz2 (1.64)

où 0 < |q| <∞, z > 0 et %2 = |~r−~r2|. Comme dans le cas de Foldy, on suppose que

< ψex(x,y,z) >1= V(z)exp(i~kT .~q), z > 0. (1.65)

On peut alors récrire l’équation (1.64) sous la forme

V(z) = eiαz + gn0

∫
z2>0, %2>b

V(z2)h0(k%2)ei~kT . ~QdXdYdz2

V(z) = eiαz+gn0

∫
z2>0; X,Y∈R

V(z2)h0(k%2)e(i~kT . ~Q)dXdYdz2−gn0

∫
z2>0, %2<b

V(z2)h0(k%2)e(i~kT . ~Q)dXdYdz2

avec ~Q = (X,Y,0). En coordonnées polaires X = Qcosφ et Y = Qsinφ et on pose Z = z − z2. On a
alors %2 < b⇔ Q2 +Z2 < b2 c’est-à-dire Q <

√
b2 −Z2. La première intégrale est calculée en utilisant

l’équation (1.52). La deuxième intégrale est réécrite en coordonnées polaires. Il vient

V(z) = eiαz + gn0

∫ +∞

0
V(z2)

2π
kα

eiα|z−z2|dz2

− gn0

∫ +∞

0

∫ √
b2−Z2

0

∫ 2π

0
V(z2)h0

(
k
√

Q2 + Z2
)
e(ikQsinθincos(φ−φin))QdQdφdz2. (1.66)
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1.2. Nombres d’ondes de Foldy et de Lax

Posons ensuite c(Z) =
√

b2 −Z2H(b− |Z|) où H est la fonction de Heaviside.
Puisque

2πJ0(kQsinθinc) =

∫ 2π

0
eikQsinθinccos(φ−φinc)dφ

il vient

V(z) = eiαz+gn0

∫ +∞

0
V(z2)

2π
kα

eiα|z−z2|dz2−2πgn0

∫ +∞

0

∫ c(Z)

0
V(z2)h0

(
k
√

Q2 + Z2
)

J0(kQsinθinc)QdQdz2

(1.67)
où J0 est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre 0 (Annexe A).
Comme dans le cas de Foldy, la solution V de l’équation (1.67) est supposée être de la forme

V(z) = V0eiλz ∀ z > l, (1.68)

où V0, λ et l sont des inconnues. Considérons l’équation (1.67). Pour z > l+b et |z−z2| < b, il faut que
z2 > l. En utilisant les équations (1.67) et (1.68), on obtient

V0eiλz − eiαz

gn0
=

2π
kα

eiαz
∫ l

0
V(t)e−αtdt + I1 + I2, z > l + b. (1.69)

où

I1 =
2π
kα

∫ +∞

l
V(t)eα|z−t|dt,

I2 = −2π
∫ +∞

0
V(t)

∫ c(Z)

0
h0

(
k
√

Q2 + Z2
)

J0 (kQsinθin) QdQdt.

Le calcul des intégrales I1 et I2 donne d’après [45]

I1 =
2πiV0

kα

[
ei(λ−α)l

λ−α
eiαz −

2α
λ2 −α2 eiλz

]
, (1.70)

I2 =
4πiV0

k(K2 − k2)
eiλz (1−N0(Kb)) , (1.71)

où
N0(x) = eikb (cosx− i(kb/x)sinx) . (1.72)

En introduisant I1 et I2 dans (1.69), on obtient

V0eiλz − eiαz =Aeiλz +Beiαz, ∀z > l + b (1.73)

où
A =

4πign0V0

k(k2 −K2)
N0(Kb) (1.74)

et

B =
2πgn0

kα

∫ l

0
V(t)e−iαtdt +

2πgn0V0

kα(λ−α)
ei(λ−α)l. (1.75)

L’équation (1.73) est satisfaite quelque soit z > l+b si les coefficients de eiαz et eiλz sont tous nuls. On
a donc

A = V0 (1.76)

et
B = −1. (1.77)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

On introduit l’équation (1.76) dans (1.74). On en déduit que

K2 − k2 = −4πig(n0/k)N0(Kb). (1.78)

Supposons maintenant que Kb− kb << 1. Pour n0 petit on peut écrire le nombre d’onde effectif sous
la forme

K2 = k2 + δ1n0 + δ2n2
0 + · · · (1.79)

où δ1 et δ2 sont des fonctions inconnues qu’il faut déterminer.
Le développement limité de N0(Kb) au voisinage de kb à l’ordre 1 est donné par

N0(Kb) = N0(kb) + (Kb− kb)N ′(kb) + · · ·

= eikb (cos(kb)− isin(kb))− i(Kb− kb)
(
1− ekb sin(kb)

kb

)
+ · · ·

= 1− i(Kb− kb)
(
1− ekb sin(kb)

kb

)
+ · · ·

La méthode de Foldy a permis l’obtention de δ1 lorsqu’on s’arrête à l’ordre 1 en n0, c’est-à-dire
K2 − k2 = δ1n0 avec δ1 = −

4πig
k . On a (K − k)(K + k) = δ1n0. En faisant l’équivalence au voisinage de

kb, on obtient K − k =
δ1
2k n0, d’où

N0(Kb) = 1− ibδ1
n0

2k

(
1− ekb sin(kb)

kb

)
.

Son introduction dans l’équation (1.78), permet de déduire que

K2 = k2 −
4πnig

k
n0 +

8ib(πgn0)2

k3

(
1− ekb sin(kb)

kb

)
. (1.80)

avec δ1 = −
4πig

k et δ2 =
8π2ig2b

k3

(
1− ekb sin(kb)

kb

)
.

L’équation (1.80) est la formule du nombre d’onde effectif trouvée par Lax. C’est une extension à
l’ordre 2 en n0 de celui trouvé par Foldy. On remarque l’absence de l’angle d’incidence dans les
formules des nombres d’ondes effectifs.
Si l’on remplace les sphères par des cylindres le nombre d’onde effectif de Lax devient

K2 = k2 − 4in0g + 4πi(bgn0)2c0(kb),

où c0(kb) = J0(kb)H0(kb) + J1(kb)H1(kb). Dans la section suivante on va examiner brièvement la
façon dont le nombre d’onde effectif a été amélioré par Linton et Martin.

1.3 Généralisation du nombre d’onde effectif
En 1961, Waterman et Truell [6] ont trouvé une formule du nombre d’onde effectif sous la forme

de l’équation (1.79) en considérant un angle d’incidence nul. Ils ont trouvé

δ1 = −
4iπ
k

f (0) (1.81)

et

δ2 =
4π2i
k4

([
f (π)

]2
−

[
f (0)

]2
)

(1.82)

f étant la fonction de forme en champ lointain d’un seul diffuseur que nous définirons ultérieurement.
Cette fonction f contient les informations sur la diffusion et tient compte de la diffusion vers l’avant
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1.3. Généralisation du nombre d’onde effectif

f (0) et la diffusion vers arrière f (π) (rétrodiffusion). Lorsque f (0) = f (π), on retrouve la formule de
Foldy.
En 1967 Lloyd et Berry[13] ont utilisé des techniques issues de la physique nucléaire afin d’étendre
la formule du nombre d’onde effectif de Waterman et Truell au cas où la fonction du champ lointain
est définie pour tout angle de diffusion θ . Ils ont montré que

δ2 =
4π2

k4

{
−
[
f (π)

]2
+

[
f (0)

]2
+

∫ π

0

1
sin(θ/2)

d
dθ

[
f (θ)

]2 dθ
}

(1.83)

L’expression de δ1 reste toujours la même.
Une quarantaine d’années après Loyd et Berry, en 2006 plus exactement, Linton et Martin [45] ont
trouvé une formule équivalente à celle de Lloyd et Berry [13] mais plus simple à utiliser en vue des
applications numériques. Pour résumer, ils ont obtenu les résultats suivants

K2 = k2 + δ1n0 + δ2n2
0, (1.84)

où

δ1 = −
4π
k

f (0), (1.85)

et

δ2 � −
(4π)4

2k4

+∞∑
ν=0

+∞∑
n=0

TνTnKnν. (1.86)

Noter, que ci-dessus

f (θ) = −4π
+∞∑
n=0

(2n + 1)TnPn(cosθ), (1.87)

Knν(K̂) =

√
(2n + 1)(2ν+ 1)(2q + 1)

(4π)3/2

∑
q

q
√

2q + 1G (n,0, ν,q). (1.88)

Tn est le coefficient de diffusion d’une sphère pour un mode n, Pn désigne le polynôme de Legendre
d’ordre n , G le coefficient de Gaunt (Annexe C), q varie de |n−ν| à (n+ν) à pas de 2 tel que q + n + ν
paire.
L’expression du nombre d’onde effectif K à l’ordre 2 en n0 dans le cas où les diffuseurs sont cylin-
driques parallèles répartis aléatoirement immergés dans un fluide a été trouvé par Conoir et Norris
[52] en 2010. Ils ont montré que

K2 = k2 + δ1n0 + δ2n2
0 (1.89)

où
δ1 = −4i fcy(0), (1.90)

δ2 = −
8
k2

∑
m,n
|m− n|TmTn, (1.91)

fcy(θ) =
∑

n
Tneinθ. (1.92)

fcy est la fonction de forme en champ lointain d’un cylindre et les Tn, les coefficients de diffusion de
ce cylindre.
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Chapitre 1. Diffusion multiple

1.4 Diffusion par une cavité cylindrique dans un milieu poreux
de Biot

1.4.1 Milieu poreux de Biot
Un milieu poreux est un milieu formé d’une matrice solide le squelette (grains agglomérés par

exemple, figure (1.4)) dans lequel se situent des cavités ou fissures reliées entre elles par des canaux
appelé pores. On s’intéresse plus particulièrement aux milieux poreux saturés par un fluide visqueux
(de viscosité dynamique η) et dont la taille des pores est suffisamment faible pour que le nombre
de Reynolds (nombre sans dimension représentant le rapport entre les forces d’inertie et les forces
visqueuses) soit très petit devant l’unité (écoulements à faibles vitesses). Un tel milieu poreux est
décrit par un certain nombre de paramètres :

– la porosité φ qui est définie de la façon suivante

φ =
volume des pores

volume total
= 1− X

où X désigne la compacité (toujours plus petite que 1). Si le milieu poreux est homogène et
isotrope, on a aussi en considérant une section plane quelconque

φ =
surface occupée par les pores

surface totale
.

– la constante de structure α appelée la tortuosité. Elle rend compte de la complexité des chemins
de circulation du fluide à travers l’espace des pores et de l’influence de la taille des pores et
des bras morts (pores connectés avec le milieu extérieur par une seule de leurs extrémités). La
quantité α est souvent mesuré expérimentalement (α ≥ 1).

– La perméabilité κ qui relie α et φ. Il existe des formules pour approximer la perméabilité. On
peut citer celle de Kozeny-Carman :

κ =
φ3

6S 2
vα

où S 2
v est la surface interne des pores par unité de volume (ou encore aire spécifique).

Figure 1.4 – Milieu poreux

La masse volumique du milieu poreux saturé est définie par

ρ = (1− φ)ρs + φρ f (1.93)

où ρs est la masse volumique du solide et ρ f est la masse volumique du fluide saturant.
Le milieu est aussi décrit par des modules K f ( module d’incompressibilité du fluide dans les pores),
Kr (module d’incompressibilité du solide), Kb (module d’incompressibilité des grains) et par quatre
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constantes H, M, C et µ caractérisant le comportement du solide et du fluide. µ est le coefficient de
Lamé de cisaillement des grains. Les expressions des trois premières constantes sont :

H =
(Kr −Kb)2

D−Kb
+ Kb +

4
3
µ, (1.94)

M =
Kr

2

D−Kb
, (1.95)

C =
Kr (Kr −Kb)

D−Kb
, (1.96)

avec

D = Kr

[
1 + φ

(
Kr

K f
− 1

)]
. (1.97)

Une description détaillée des paramètres du milieu poreux est faite dans [26], [16], [20].

1.4.2 Ondes dans un milieu poreux saturé
La théorie qui décrit la propagation des ondes acoustiques dans les milieux poreux saturés est

celle développée par Biot [4], [5], [16]. Biot suppose que la longueur d’onde est grande devant les
dimensions macroscopiques du milieu poreux, ce qui conduit à faire l’hypothèse que le milieu poreux
est un milieu continu [26].

Loi de comportement

On suppose que la partie solide ou squelette (formée des grains) est élastique, le fluide saturant est
visqueux et compressible, les forces volumiques sont nulles et que le milieu est en équilibre statique.
Soient ~u le déplacement dans le squelette , ~U le déplacement dans le fluide saturant, P f la pression
au sein du fluide, σ et ε les tenseurs des contraintes et des déformations en un point du solide. Le
déplacement relatif du fluide par rapport au solide dépend de la porosité et s’écrit sous la forme

−→w = φ
(
−→
U − −→u

)
(1.98)

Sous l’hypothèse des petites perturbations (élasticité linéaire), Biot montre qu’on peut écrire le tenseur
des contraintes du milieu poreux et la pression dans les pores sous la forme

σi j = 2µεi j +
[
(H − 2µ)εI −Cζ

]
δi j, (1.99)

P f = Mζ −CεI (1.100)

où εi j = 1
2

(
ui, j + u j,i

)
représente les composantes du tenseur des déformations dans l’hypothèse des

petites perturbations, ζ = −div−→w = −wi,i mesure la variation du volume de fluide dans le milieu
poreux ou l’augmentation locale de teneur en fluide, εI = εii est le premier invariant du tenseur des
déformations dans l’hypothèse des petites perturbations et δi j le symbole de Kronecker.
Lorsque β = 0 ( milieu sans porosité), la pression du fluide P f disparaît et l’équation (1.99) devient

σi j = 2µεi j + λεIδi j. (1.101)

Le milieu se comporte alors comme un milieu élastique défini uniquement par deux constantes , µ et
λ = H−2µ (µ et λ coefficients de Lamé) où H→ Kr +

4µ
3 . Les équations (1.99) et (1.100) représentent

la loi de comportement du milieu poreux saturé de Biot-Stoll [5], [16].

28



Chapitre 1. Diffusion multiple

Equations du mouvement

Biot a montré que les équations du mouvement d’une particule du milieu poreux pouvaient s’écrire
sous la forme de deux équations vectorielles couplées :

(H − µ)
−→
∇ εI −C

−→
∇ ζ + µ∆~u = ρ

∂2~u
∂t2

+ ρ f
∂2~w
∂t2

C
−→
∇ εI −M

−→
∇ ζ = ρ f

∂2~u
∂t2

+ m
∂2~w
∂t2

+
η

κ
F (χ)

∂~w
∂t

(1.102)

A la place du rapport ρ f
φ qui devrait normalement apparaître, Biot a introduit un paramètre m = α

φρ f
(α ≥ 1) traduisant le fait que le mouvement du fluide dans les pores n’a pas toujours la direction du
gradient de pression macroscopique.
La fonction F prend en compte le fait qu’à haute fréquence l’écoulement du fluide dans les pores
n’est plus de type Poiseuille. Soit ωT la fréquence au-delà de laquelle l’hypothèse du flux Poiseuille
n’est plus verifiée alors

F(χ) = 1 pour ω ≤ ωT (1.103)

F (χ) =
1
4

χT (χ)

1 + 2
iχT (χ)

pour ω ≥ ωT (1.104)

avec

χ = ap

√
ωρ f

η
(1.105)

et
T (χ) =

ber′(χ) + ibei′(χ)
ber(χ) + ibei(χ)

(1.106)

ber + ibei étant la fonction de Kelvin définie par J0
(
ei 3π

4 χ
)

= ber(χ) + ibei(χ) (J0 est la fonction de
Bessel d’ordre 0) et ber′+ibei′ sa dérivée par rapport à χ, ap le rayon moyen des pores. Généralement,
ap et ωT sont déterminés expérimentalement.

Solutions des équations du mouvement

En appliquant le théorème de décomposition de Helmholtz, on peut voir les vecteurs déplacements
~u et ~w comme la somme du gradient d’un potentiel scalaire et d’un potentiel vecteur. Soit

(
φs, ~ψs

)
le

couple de potentiels scalaire et vecteur pour le déplacement ~u et
(
φ f , ~ψ f

)
celui pour le déplacement

~w. D’après le théorème de Helmholtz, on a

~u = −~∇φs + ~∇∧ ~ψs, div(~ψs) = 0, (1.107)

~w = −~∇φ f + ~∇∧ ~ψ f , div(~ψ f ) = 0. (1.108)

En introduisant les équations (1.107) et (1.108) dans les équations de mouvement puis en prenant
successivement la divergence et le rotationnel, Biot obtient deux systèmes séparés de deux équations : −ρω2φs − ρ fω

2φ f = H∆φs + C∆φ f

−ρ fω
2φs −mω2φ f = C∆φs + M∆φ f + i

(
ηF(χ)
κ

)
ωφ f

(1.109)

et  −ρω2 ~ψs − ρ fω
2 ~φ f = µ∆ ~ψs

−ρ fω
2 ~ψs −mω2 ~ψ f = i

(
ηF(χ)
κ

)
ω ~ψ f

(1.110)

Le système (1.109) d’inconnues φs et φ f , traduit la propagation des ondes de compression ou longi-
tudinales et l’autre (1.110) d’inconnues ~ψs et ~ψ f décrit la propagation des ondes de cisaillement ou
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transverses.
Considérons le cas des ondes planes monochromatiques telles que(

φs,φ f , ~ψs, ~ψ f
)

=
(
A,B, ~C, ~D

)
ei

(
~k.~r−ωt

)
, (1.111)

où ~k est le vecteur d’onde : ~k = ~k′ + i~k′′, ~k.~k = `2, ~k′ colinéaire à ~k′′ et où ~r est un vecteur repérant la
position d’un point d’observation quelconque. On obtient les systèmes linéaires homogènes A

(
H`2 − ρω2

)
+ B

(
C`2 − ρ fω

2
)

= 0
A
(
C`2 − ρ fω

2
)
+ B

(
M`2 −mω2 − iηF(χ)

κ ω
)

= 0
(1.112)

 ~C
(
µ`2 − ρω2

)
− ρ fω

2 ~D = 0
ρ fω

2 ~C +
(
mω2 − iηF(χ)

κ ω
)
~D = 0

(1.113)

A partir du système (1.112), on déduit une équation de dispersion de degré 2 en `2 (équation bicarrée)
dont les solutions sont `2

1 et `2
2. Elles indiquent que dans un milieu poreux il se propage deux types

d’ondes de compression : une dite rapide `1 et l’autre lente `2 telles que

`2
1 = ω2


−∆1 +

√
∆2

1 − 4∆2∆3

2∆3

 , (1.114)

`2
2 = ω2


−∆1 −

√
∆2

1 − 4∆2∆3

2∆3

 , (1.115)

où ∆1 = ρM − 2ρ f C +αρ f H/β, ∆2 = ρ f (ρ f − ρα/β) et ∆3 = C2 −HM.
Le système (1.113) permet quant à elle d’obtenir une équation de dispersion de degré un en `2 telle
que

µ`2 = ω2
(
ρ−

φρ f

α

)
. (1.116)

Il n’existe donc qu’une seule onde de cisaillement.

Autres grandeurs permettant de caractériser les ondes

Ce sont les coefficients de compatibités γ j [36] tels que

γ j =
H`2

j − ρω
2

ρ fω2 −C`2
j

( j = 1,2) , (1.117)

γt =
µ`2

t − ρω
2

ρ fω2 , (1.118)

et les masses volumiques acoustiques [36] :

ρ j =
(
H + γ jC

) `2
j

ω2 = ρ fγ j + ρ ( j = 1,2) , (1.119)

ρt = µ
`2

t

ω2 = ρ fγt + ρ, (1.120)

(
C + γ jM

) `2
j

ω2 =

(
1 + γ j

α

φ

)
ρ f = ρ f j ( j = 1,2) . (1.121)
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1.4.3 Diffusion par un cylindre fluide dans un milieu poreux
On considère un milieu poreux élastique contenant une cavité cylindrique infiniment longue de

rayon a, remplie d’un fluide de propriété (ρ0,c0). On envoie une onde incidente ~kinc (inc = 1,2, t) dans
la direction des x > 0 perpendiculairement à l’axe du cylindre. Le problème est alors bidimension-
nel. On suppose toujours une dépendance harmonique en temps e−iωt et on travaille en coordonnées
cylindriques (r, θ,z). L’objectif est d’établir les équations de la diffusion acoustique d’une onde plane
monochromatique harmonique par un cylindre fluide.

Figure 1.5 – Configuration géométrique d’un diffuseur cylindrique dans un milieu poreux

Déplacement et pression dans la cavité fluide

On suppose qu’il existe un potentiel scalaire φ0 tel que le champ de déplacement ~u0 des particules
s’écrive

~u0 = −~∇φ0 (1.122)

où ~u0 = (u0r,u0θ,0). Le potentiel φ0 vérifie l’équation de Helmholtz ∆φ0 + k2
0φ0 = 0.

L’équation d’Euler reliant ~u0 à la pression p0 est :

ρ0
∂2~u0

∂t2
= −~∇p0. (1.123)

Le déplacement ~u0 étant harmonique en temps d’après (1.122), l’équation (1.123) devient ρ0ω
2~u0 =

~∇p0 soit encore −ρ0ω
2~∇φ0 = ~∇p0. On déduit de cette dernière relation que la pression dans le fluide

est donnée par :
p0 = −ρ0ω

2φ0. (1.124)

Déplacements, contraintes et pression dans le milieu poreux

Dans le milieu poreux, on suppose qu’il existe des potentiels vérifiant l’équation de Helmholtz :
– φ1 potentiel scalaire de l’onde rapide 1
– φ2 potentiel scalaire de l’onde lente 2
– ~ψt = ψt~z potentiel vectoriel de l’onde transversal t.
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1.4. Diffusion par une cavité cylindrique dans un milieu poreux de Biot

Le champ de déplacement ~u dans la partie solide est :

~u = −

2∑
j=1

~∇φ j + ~∇∧ ~ψt. (1.125)

En coordonnées cylindriques on obtient :

~u =

− 2∑
j=1

∂φ j

∂r
+

1
r
∂ψt

∂θ
,−

2∑
j=1

1
r
∂φ j

∂θ
−
∂ψt

∂r
,0


T

. (1.126)

Le vecteur champ de déplacement ~w du fluide par rapport au solide est donné par :

~w = −

2∑
j=1

γ j~∇φ j + γt~∇∧ ~ψt (1.127)

ou bien

~w =

− 2∑
j=1

γ j
∂φ j

∂r
+

1
r
γt
∂ψt

∂θ
,−

2∑
j=1

1
r
γ j
∂φ j

∂θ
− γt

∂ψt

∂r
,0


T

. (1.128)

Ainsi, le vecteur déplacement total est donné par :

~u + ~w =

− 2∑
j=1

(1 + γ j)
∂φ j

∂r
+ (1 + γt)

1
r
∂ψt

∂θ
,−

2∑
j=1

(1 + γ j)
1
r
∂φ j

∂θ
− (1 + γt)

∂ψt

∂r
,0


T

. (1.129)

D’après la théorie de Biot, on sait que le tenseur des contraintes σ en un point du milieu est donnée
par :

σi j = 2µεi j +
[
(H − 2µ) ~∇.~u + C~∇.~w

]
δi j. (1.130)

Sachant par ailleurs que ~∇.~u = −

2∑
j=1

∆φ j et que ~∇.~w = −

2∑
j

γ j∆φ j, on obtient

σi j = 2µεi j +

− 2∑
k=1

(H − 2µ+ γkC)∆φk

δi j. (1.131)

Comme φk vérifie l’ équation de Helmholtz, (1.131) devient

σi j = 2µεi j +

 2∑
k=1

`2
kHkφk

δi j. (1.132)

où Hk = H − 2µ+ γkC. En coordonnées cylindriques, la composante σrr est donnée par

σrr = 2µ

− 2∑
j=1

∂2φ j

∂r2 −
1
r2
∂ψt

∂θ
+

1
r
∂2ψt

∂θ∂r

 +

2∑
j=1

H j`
2
jφ j

ou encore

σrr =

2∑
j=1

−2µ
∂2φ j

∂r2 +H j`
2
jφ j

 + 2µ
[
−

1
r2
∂ψt

∂θ
+

1
r
∂2ψt

∂θ∂r

]
. (1.133)
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et la composante σrθ par

σrθ = 2µ
2∑

j=1

 1
r2

∂φ j

∂θ
−

1
r
∂2φ j

∂r∂θ

 + µ

(
1
r2
∂2ψt

∂θ2 −
∂2ψt

∂r2 +
1
r
∂ψt

∂r

)
. (1.134)

La pression dans les pores s’exprime sous la forme

P f = −M~∇.~w−C~∇.~u =

2∑
j=1

(
γ jM + C

)
∆φ j = −

2∑
j=1

(
γ jM + C

)
`2

jφ j. (1.135)

Expressions des potentiels

Dans le milieu poreux, il faut tenir compte de l’onde incidente et des ondes diffusées par la cavité
cylindrique. On écrit le potentiel φinc incident sous la forme

φinc(r) = ei~kinc.~r = eikincx, inc = 1,2, t, (1.136)

où l’amplitude du potentiel est supposé unitaire. Le développement en série de fonctions de Bessel de
l’équation (1.136) est [14] :

φinc =

+∞∑
n=−∞

inJn(kincr)einθ, (1.137)

où Jn est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre n (Annexe A).
Les ondes diffusées, de nombres d’onde k1 (ou `1), k2 (ou `2) et kt (ou `t) c’est-à-dire celles qui
s’éloignent de la cavité, dépendent de la fonction de Hankel H(1)

n de première espèce d’ordre n. On a
alors

φ jinc =

+∞∑
n=−∞

inA jinc
n H(1)

n (k jr)einθ, j = 1,2 (1.138)

ψtinc =

+∞∑
n=−∞

in−1Atinc
n H(1)

n (ktr)einθ, (1.139)

A1inc
n , A2inc

n , Atinc
n étant des coefficients à valeurs complexes. Le double exposant j inc indique la

conversion de l’onde inc en l’onde j ( j, inc = 1, 2, t) [55].
Dans la cavité, comme le potentiel ne peut pas devenir infini, on prend donc la fonction de Bessel qui
ne possède pas de singularité en r = 0, c’est-à-dire Jn. Par suite, l’expression du potentiel φ0 dans la
cavité prend la forme

φ0 =

+∞∑
n=−∞

inB0inc
n Jn(k0r)einθ (1.140)

où B0inc
n est un coefficient à valeurs complexes.

Pour la suite on pose A jinc
n = T jinc

n , j, inc = 1, 2, t. Ils représentent des amplitudes modales des ondes
diffusées dans le milieu poreux et en provenance de l’inclusion [55].
L’objectif de la section suivante est de déterminer les quatre inconnues T 1inc

n , T 2inc
n , T tinc

n et B0inc
n en

utilisant les conditions de passage à l’interface fluide-milieu poreux en r = a.

Conditions de passage à l’interface fluide-milieu poreux

On cherche à déterminer ces amplitudes en utilisant la continuité du vecteur champ de déplace-
ment radial, de la pression et du vecteur contrainte. A l’interface r = a, on a pour toute valeur de
θ :
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1.4. Diffusion par une cavité cylindrique dans un milieu poreux de Biot

– Continuité du débit , (
uinc, r + winc, r

)
+

(
udi f f , r + wdi f f , r

)
= u0r, (1.141)

– Continuité de la pression,
pinc, f + pdi f f , f = p0, (1.142)

– Continuité de la contrainte radiale,

σinc, rr +σdi f f , rr = −p0, (1.143)

– Continuité de la contrainte tangentielle,

σinc, rθ +σdi f f , rθ = 0. (1.144)

Nous appellerons ces conditions de passage aux limites des pores ouverts. La détermination de ces
inconnues en utilisant les conditions aux limites des pores ouverts a été faite par Franklin et al [55]
(Voir aussi [49]).

Cas d’une onde longitudinale incidente inc = 1 ou 2

La continuité du débit (déplacement radial) en r = a conduit à l’équation

−(1 + γinc)
∂φinc

∂r
−

∑
j

(
1 + γ j

) ∂φ jinc

∂r
+ (1 + γt)

1
r
∂ψtinc

∂θ
= −

∂φ0inc

∂r
.

En remplaçant les potentiels par leurs expressions puis en introduisant les nombres d’onde sans di-
mension xinc = kinca, x j = k ja ( j = 1, 2), xt = kta et x0 = k0a, on obtient :

− (1 + γinc)xincJ
′

n(xinc) −
2∑

j=1

(
1 + γ j

)
x jH

(1)
n
′

(x j)T
jinc

n + (1 + γt)nH(1)
n (xt)T tinc

n = −x0J
′

n(x0)B0inc
n .

(1.145)

De même, les 3 autres conditions conduisent respectivement à

ρ f incJn(xinc) +

2∑
j=1

ρ f jH
(1)
n (x j)T

jinc
n = ρ0Jn(x0)B0inc

n , (1.146)

2xincJ
′

n(xinc) +
(
−2n2 + ρinctx2

t

)
Jn(xinc) +

2∑
j=1

[
2x jH

(1)
n
′

(x j) +
(
−2n2 + ρ jtx2

t

)
H(1)

n (x j)
]
T jinc

n

+ 2n
[
−H(1)

n (xt) + xtH
(1)
n
′

(xt)
]
T tinc

n = 0, (1.147)

et

2n
(
Jn(xinc)− xincJ

′

n(xinc)
)
+ 2n

2∑
j=1

(
H(1)

n (x j)− x jH
(1)
n
′

(x j)
)
T jinc

n

+
((

2n2 − x2
t

)
H(1)

n (xt)− 2xtH
(1)
n
′

(xt)
)
T tinc

n = 0. (1.148)

Ces quatre équations forment un système linéaire à quatre inconnues que l’on peut mettre sous la
forme matricielle suivante

Mn.


T 1inc

n
T 2inc

n
T tinc

n
B0inc

n

 = S n, (1.149)
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où Mn = (an
i j) est une matrice carré d’ordre 4 et S n un vecteur tels que

Mn =



(
1 + γ1

)
x1H(1)

n
′
(x1)

(
1 + γ2

)
x2H(1)

n
′
(x2) −n (1 + γt) H(1)

n (xt) −x0J
′

n(x0)

ρ f 1H(1)
n (x1) ρ f 2H(1)

n (x2) 0 −ρ0Jn(x0)

2x1H(1)
n
′
(x1) +

(
ρ1t x2

t − 2n2
)
H(1)

n (x1) 2x2H(1)
n
′
(x2) +

(
ρ2t x2

t − 2n2
)
H(1)

n (x2) 2n
[
xtH

(1)
n
′
(xt)−H(1)

n (xt)
]
−ρ0t x2

t Jn(x0)

−2nH(1)
n (x1) + 2nx1H(1)

n
′
(x1) −2nH(1)

n (x2) + 2nx2H(1)
n
′
(x2) −ρ0t x2

t Jn(x0) 0


et

S n =


− (1 + γinc) xincJn

′
(xinc)

−ρ f incJn(xinc)

−2xincJn
′
(xinc)−

(
ρinct x2

t − 2n2
)

Jn(xinc)

2n
(
Jn(xinc)− xincJn

′
(xinc)

)

 .

Onde transversale incidente

La continuité du débit en r = a conduit à

−(1 + γt)nJn(xt)−
2∑

j=1

(
1 + γ j

)
x jH

(1)
n
′

(x j)T
jt

n + (1 + γt)nH(1)
n (xt)T tt

n = −x0J
′

n(x0)B0t
n . (1.150)

Pour les trois autres conditions, on obtient respectivement :

2∑
j=1

ρ f jH
(1)
n (x j)T

jt
n = ρ0Jn(x0)B0t

n , (1.151)

2∑
j=1

[
2x jH

(1)
n
′

(x j) +
(
ρ jtx2

t − 2n2
)
H(1)

n (x j)
]
T jt

n +
[
2nxtH

(1)
n
′

(xt)− 2nH(1)
n (xt)

]
T tt

n − ρ0tx2
t Jn(x0)B0t

n

= 2n
[
Jn(xt)− xtJ

′

n(xt)
]
, (1.152)

et

((
2n2 − x2

t

)
Jn(xt)− 2xtJn

′

(xt)
)
+ 2n

2∑
j=1

(
H(1)

n (x j)− x jH
(1)
n
′

(x j)
)
T jt

n

+
((

2n2 − x2
t

)
H(1)

n (xt)− 2xtH
(1)
n
′

(xt)
)
T tt

n = 0. (1.153)

Ces équations forment un système linéaire de quatre équations à quatre inconnues. La forme matri-
cielle est

Nn.


T 1t

n
T 2t

n
T tt

n
B0t

n

 = Rn, (1.154)

où Nn = (bn
i j) est une matrice carré d’ordre 4 et Rn un vecteur tels que

Nn = Mn (1.155)
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et

Rn =


− (1 + γt)nJn(xt)

0
2n

[
Jn(xt)− xtJn

′

(xt)
]

−
(
x2

t − 2n2
)

Jn(xt)− 2xtJn
′

(xt)

 . (1.156)

Pour la suite on pose Nn = Mn = Dn. Soit Di
n la matrice déduite de Dn en remplaçant les éléments de la

ième colonne par les éléments du vecteur S n si l’onde incidente est longitudinale ou par les éléments
du vecteur Rn si l’onde incidente est transversale, en utilisant la méthode de Cramer, les coefficients
de diffusion pour un mode n s’écrivent sous la forme d’un quotient

T i j
n =

det(Di
n)

det(Dn)
, i, j = 1, 2, t. (1.157)

où det(Di
n) et det(Dn) sont les déterminants respectifs des matrices Di

n et Dn.

1.5 Généralisation de la théorie de Conoir et Norris à un milieu
poreux élastique contenant des inclusions cylindriques

D’après la théorie de Biot, on sait que dans un milieu poreux élastique saturé par un fluide il se
propage trois types d’onde : deux longitudinales et une transversale. Si la porosité est nulle, le milieu
est élastique et deux ondes seulement se propagent : une longitudinale et l’autre transversale. Si la
porosité est égale à un, alors le milieu devient fluide et l’on a seulement une onde longitudinale qui se
propage. Partant des travaux de Fikioris et Waterman [12] en 1964 dans un milieu fluide contenant des
inclusions sphériques, Conoir et Norris [51] en 2010 ont trouvé la formule du nombre d’onde effectif
pour un milieu élastique contenant des diffuseurs cylindriques infiniment longs. On présente ici la
généralisation à un milieu poreux élastique contenant des cavités cylindriques, basée sur les travaux
de Conoir et Norris. On rappelle d’abord brièvement la théorie de Fikioris et Waterman.

1.5.1 Théorie de Fikioris et Waterman
Equations de la diffusion multiple

La géométrie du problème est la suivante : Soit −→r = (x,y) la position d’un point d’observation
quelconque P du plan (O, x,y). Soit O j le centre du diffuseur (cylindre) j ( j = 1, · · · ,N), repéré par
le vecteur −→r j = (x j,y j). Soit (x′,y′) les coordonnées du point P dans le repère d’origine O1. On
désigne par −→% j la position du point P dans le repère d’origine O j ( j = 1, · · · ,N). On suppose partout
une dépendance harmonique en temps des ondes longitudinales de nombres d’ondes k j ( j = 1,2) et
transversale t de nombre d’onde kt qui se propagent perpendiculairement à N cylindres parallèles dans
un milieu poreux élastique. On note ~% j = ~r −~r j, ~rk j = ~rk −~r j, θ(~% j) = arg(~% j) = angle(~x,~% j) et ψα(~r)
(α = 1, 2, t), le champ acoustique total en un point ~r où il n’y a pas de diffuseur. Après le passage
de l’onde incidente ψαinc(~r) (α = 1, 2, t), il y a trois ondes acoustiques qui sont diffusées à savoir
deux ondes longitudinales et une onde transversale. Le champ diffusé par le jème diffuseur est noté
ψαs (~r,~r j) (α = 1, 2, t). Le champ acoustique total est alors

ψα(~r) = ψαinc(~r) +

N∑
j=1

ψαs (~r,~r j), α = 1, 2, t. (1.158)

Soit ψαex(~r,~r j) le champ incident sur le jème diffuseur ou le champ excitant et T l’opérateur de transi-
tion. On a alors

ψαs (~r,~r j) =
∑

β=1, 2, t

Tβα(~r j)ψ
β
ex(~r,~r j) (1.159)
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Figure 1.6 – Configuration géométrique

où les Tβα (β,α = 1, 2, t) sont des opérateurs tels

T(~r j) =

 T11(~r j) T12(~r j) T1t(~r j)
T21(~r j) T22(~r j) T2t(~r j)
Tt1(~r j) Tt2(~r j) Ttt(~r j)

 , j = 1, · · · ,N. (1.160)

ψαex(~r,~r j) étant la contribution de tous les champs arrivant sur le jème diffuseur donc

ψαex(~r,~r j) = ψαinc(~r) +
∑

β=1,2, t

N∑
m=1
m, j

Tβα(~rm)ψβs(~r,~rm). (1.161)

Les équations (1.158) à (1.161) sont les équations de la diffusion multiple. D’après la méthode du
moyennage sur toutes les configurations des diffuseurs développée par Foldy et Lax, le champ d’ex-
citation moyen sur toutes les configurations des diffuseurs est

〈
ψαex(~r,~r1)

〉
= ψαinc(~r) +

∑
β=1,2, t

∫
D

n(~r,~r j)Tβα(~r)
〈
ψ
β
ex(~r,~r j)

〉
d~r. (1.162)

où
〈
ψαex(~r,~r1)

〉
(α = 1, 2, t) désigne le champ d’excitation moyen, ~r1 la position de l’un des diffuseurs

(diffuseur 1). L’intégrale est prise sur toute la surface D occupée par les diffuseurs et n(~r,~r j) la densité
de probabilité du diffuseur localisé à la position ~r j.
Pour une répartition uniforme et aléatoire de cylindres identiques de densité constante n0 et de rayon
a, Fikioris et Waterman [12] ont définit la densité de probabilité conditionnelle sous la forme

n(~r,~r j) =

{
n0 si |~r−~r j| > b
0 sinon (1.163)

où b > 2a. b est la distance la plus courte entre les centres des cylindres adjacents. Elle a pour raison
physique d’éviter le recouvrement des cylindres. Le champ moyen effectif devient alors

〈
ψαex(~r,~r1)

〉
= ψαinc(~r) + n0

∑
β=1,2, t

∫
D

Tβα(~r j)
〈
ψ
β
ex(~r,~r j)

〉
d~r j. (1.164)
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Equations modales

Les cylindres sont distribués de manière aléatoire dans le demi-espace noté S + = {x > 0}. On
suppose que l’onde incidente est de la forme

ψαinc(~r) = Aαeikαx (1.165)

où Aα est une constante (α = 1, 2, t) et x l’abscisse du vecteur position ~r. Les champs incidents et
effectifs vérifient l’équation d’Helmholtz c’est-à-dire

∇2ψα + k2
αψ

α = 0, α = 1, 2, t. (1.166)

On peut écrire le champ excitation sous la forme d’une série :

〈
ψαex(~r,~r j)

〉
=

+∞∑
n=−∞

Aαn (~r j)Jn(kα% j)einθ(~% j). (1.167)

En tenant compte de (1.76), la relation de fermeture entre le champ excitation et le champ diffusé
devient alors [51]

Tβα(~r j)Jn(kβρ j)einθ(~ρ j) = T βα
n H(1)

n (kβρ j)einθ(~ρ j), α, β = 1, 2, t. (1.168)

Jn est la fonction de Bessel de première espèce et H(1)
n fonction de Hankel d’ordre n (Annexe A),

T βα
n représentant le coefficient de diffusion du diffuseur j. L’équation (1.168) montre que les ondes

arrivant sur le diffuseur j (membre de gauche) sont transformées en ondes s’éloignant de ce même
diffuseur (membre de droite). On déduit à partir de l’équation (1.168), l’écriture en champ lointain de
la fonction de diffusion ou fonction de forme f βα sous la forme d’une série de Fourier :

f βα(θ) =

+∞∑
n=−∞

T βα
n einθ α,β = 1, 2, t. (1.169)

En remplaçant les équations (1.165) et (1.167) dans (1.164) et en tenant compte de la relation [14],
[44] :

eikαx = eikαx1

+∞∑
n=−∞

inJn(kαρ1)einθ(−→% 1),

il vient

+∞∑
n=−∞

{
Aαn (~r1)− inAαeikαx1

}
Jn(kα%1)einθ(−→ρ1 ) =

∑
β=1,2, t

∫
S +

n(~r j,~r1)Tβα(~r j)
+∞∑

n=−∞

Aβn(~r j)Jn(kβ% j)einθ(−→% j )d~r j.

En y insérant (1.168), il s’ensuit que

+∞∑
n=−∞

{
Aαn (~r1)− inAαeikαx1

}
Jn(kα%1)einθ(−→%1 ) =

∑
β=1,2, t

+∞∑
n=−∞

T βα
n

∫
S +

n(~r j,~r1)Aβn(~r j)H
(1)
n (kβ% j)einθ(−→% j )d~r j. (1.170)

Dans la suite on va écrire la série à droite de l’équation (1.170) dans le repère d’origine O1. Pour cela,
on impose la condition %1 < r j1 nécessaire pour utiliser le théorème d’addition [14] :

Hn
(1)(kα% j)einθ(~% j) =

+∞∑
m=−∞

(−1)m−nei(n−m)θ(−~r j1)H(1)
m−n(kr j1)Jm(k%1)eimθ(~%1). (1.171)
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Il permet d’écrire les ondes diffusées par les diffuseurs en ~r j au voisinage de ~r1. L’équation (1.170)
devient alors

Aαn (~r1) =
∑

β=1,2, t

+∞∑
p=−∞

(−1)pT βα
p+n

∫
S +

n(~r j,~r1)Aβn+p(~r j)H
(1)
p (kβr j1)eipθ(~r j1) + inAαeikαx1 d~r j (1.172)

pour α = 1, 2, t.
On cherche maintenant à déterminer les solutions du système linéaire (1.172) sous la forme suivante

Aαn (~r j) = inAαn e~ξ.~r j + inBαn e~ξ
′.~r j + inCα

n e~ξ
′′.~r j (1.173)

ou encore
Aαn (~r j) = inAαn eξx j + inBαn eξ

′x j + inCα
n eξ”x j , ~r j =

(
x j,y j

)
, (1.174)

les ~ξ = (ξ,0), ~ξ′ = (ξ′,0) et ~ξ′′ = (ξ′′,0) étant des vecteurs d’ondes effectifs relatifs aux ondes qui se
propagent suivant l’axe des abscisses (ξ pour l’onde rapide, ξ′ pour l’onde lente et ξ′′ pour l’onde
transversale). Les coefficients Aαn , Bαn et Cα

n sont des inconnues . En insérant la relation (1.173) dans
l’équation (1.172), il vient

Aαn e~ξ.~r1+Bαn e~ξ
′.~r1+Cα

n e~ξ
′′.~r1 =

∑
β=1,2, t

+∞∑
p=−∞

(−1)pT βα
p+n

[
Aβn+pIαp (ξ) + Bβn+pIαp (ξ′) + Cβ

n+pIαp (ξ′′)
]
+Aαeikαx1

(1.175)

où
Iαp (ζ) =

∫
S +

n(~r j,~r1)H(1)
p (kαr j1)eipθ(~r j1)ei~ζ.~r jd~r j, ζ ∈

{
ξ,ξ′, ξ′′

}
. (1.176)

En utilisant la "hole correction" (1.163), on peut encore écrire l’équation (1.176) sous la forme

Iαp (ζ) = n0ei~ζ.−→r1

∫
S b

φ(kαr j1)ei~ζ.~r j1d~r j1, (1.177)

pour tout ζ ∈ {ξ,ξ′, ξ′′} avec φ(kαr j1) = H(1)
p (kαr j1)eipθ(−−→r j1 ), (α = 1, 2, t). L’ensemble S b étant défini

sous la forme
S b =

{
(x,y) ∈ R2; x > 0 et (x− x1)2 + (y− y1)2 > b

}
.

Le calcul de l’intégrale (1.177) (Annexe E) donne

Iαp (ζ) = ip

 2in0

kα (ζ − kα)
eikαx1 +

2πn0(
ζ2 − k2

α

)Nα
p (ζ)eiζx1

 (1.178)

où
Nα

p (ζ) = ζbH(1)
p (kαb) J′p (ζb)− kαbH(1)

p
′

(kαb) Jp (ζb) (1.179)

pour tout ζ ∈ {ξ,ξ′, ξ′′}, (α = 1, 2, t). On peut récrire alors l’équation (1.175) sous la forme

Aαn eξx1 + Bαn eξ
′x1 + Cα

n eξ
′′x1 = Aαeikαx1 + eiξx1κα(ξ,A) + eiξ′x1κα(ξ′,B) + eiξ′′x1κα(ξ′′,C)

+ eikαx1
{
κ′α(ξ,A) + κ′α(ξ′,B) + κ′α(ξ′′,C)

}
(1.180)

où

κα(ζ,G) =
2πn0(
ζ2 − k2

α

) ∑
β=1,2, t

+∞∑
p=−∞

T βα
p+nGβ

n+pNα
p (ζ) ,

et

κ′α(ζ,G) =
2in0

kα (ζ − kα)

∑
β=1,2, t

+∞∑
p=−∞

T βα
p+nGβ

n+p

pour tout ζ ∈ {ξ,ξ′, ξ′′}, (α = 1, 2, t). L’équation (1.180) est appelée équation modale.
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Généralisation des équations de Fikioris et Waterman

L’équation (1.180) est satisfaite pour tout x1 si les coefficients de eikαx1 , eiξx1 , eiξ′x1 et eiξ′′x1 sont
nuls simultanément. Dans ce cas, on obtient la loi de Lorentz-Lorenz :

Aαn −
2πn0

(ξ2−k2
α)

∑
β=1,2,t

∑+∞
p=−∞T βα

p+nAβn+pNα
p (ξ) = 0

Bαn −
2πn0

(ξ′2−k2
α)

∑
β=1,2,t

∑+∞
p=−∞T βα

p+nBβn+pNα
p (ξ′) = 0

Cα
n −

2πn0

(ξ′′2−k2
α)

∑
β=1,2,t

∑+∞
p=−∞T βα

p+nCβ
n+pNα

p (ξ′′) = 0

, α = 1, 2, t. (1.181)

On a trois systèmes d’équations algébriques linéaires homogènes identiques soit avec les inconnues{
Aαn

}
(α = 1, 2, t) pour ξ ou

{
Bαn

}
(α = 1, 2, t) pour ξ′ ou

{
Cα

n
}

(α = 1, 2, t) pour ξ′′. Chacune des
équations (1.181) est une équation de Fikioris et Waterman et servira à la détermination des nombres
d’ondes effectifs.

1.5.2 Formulation matricielle des équations modales
On prend le système dépendant de ξ c’est-à-dire

Aαn −
2πn0(
ξ2 − k2

α

) ∑
β=1,2, t

+∞∑
p=−∞

T βα
p+nAβn+pNα

p (ξ) = 0, (1.182)

pour tout α = 1, 2, t. Si on pose p + n = q alors on peut écrire l’équation (1.182) sous la forme :

Aαn −
2πn0(
ξ2 − k2

α

) ∑
β=1,2, t

+∞∑
q=−∞

T βα
q AβqNα

n−q (ξ) = 0. (1.183)

Il faut remarquer que Nα
−n (ξ) = Nα

n (ξ) pour tout n.
On définit les vecteurs ~aα et ~e, la matrice diagonale Tβα et la matrice symétrique Q̄α tels que :

~aα = (...,Aα
−1,A

α
0 ,A

α
1 , ...)

t, ∀α = 1, 2, t

~e = (...,1,1,1, ...)t,

Q̄α
mn =

iπ
2 Nα

m−n(ξ)− 1

ξ2 − k2
α

, ∀α = 1, 2, t,

T βα
mn = T βα

n δmn, ∀β,α = 1, 2, t.

On pose ε = −4in0 et yα = ξ2 − k2
α.

En utilisant ces quantités, l’équation (1.183) devient

Aαn − ε
+∞∑

m=−∞

(
Q̄α

mn +
1
yα

) ∑
β=1,2, t

T βα
m Aβm = 0,

ou encore

~aα − ε
(
Q̄α +

~e~et

yα

)∑
β

Tβα~aβ = 0 ∀β,α = 1, 2, t.

Si l’on remplaçe α successivement par 1, 2 et t, il vient

~a1 − ε

(
Q̄1 +

~e~e t

y1

) (
T11~a1 + T21~a2 + Tt1~at

)
= 0, (1.184)
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~a2 − ε

(
Q̄2 +

~e~e t

y2

) (
T12~a1 + T22~a2 + Tt2~at

)
= 0, (1.185)

et

~at − ε

(
Q̄t +

~e~e t

yt

) (
T1t~a1 + T2t~a2 + Ttt~at

)
= 0. (1.186)

En combinant les équations (1.184), (1.185) et (1.186), on obtient une seule équation de la forme :{
J−εQ̄T− ε

~e1~e t
1

y1
T− ε

~e2~e t
2

y2
T− ε

~et~e t
t

yt
T
}
~a = 0 (1.187)

où les vecteurs ~e1, ~e2, ~et et ~a sont définis par :

~e1 =

 ~e00
 , ~e2 =

 0
~e
0

 , ~et =

 0
0
~e

 , ~a =

 ~a1
~a2
~at


et les matrices blocs J, Q̄ et T par

J =

 I 0 0
0 I 0
0 0 I

 , Q̄=

 Q̄1 0 0
0 Q̄2 0
0 0 Q̄t

 , T =

 T11 T12 T1t

T21 T22 T2t

Tt1 Tt2 Ttt


avec I matrice identité. On multiplie à gauche l’équation (1.187) par T1/2 [51], il vient{

T1/2J−εT1/2Q̄T− εT1/2~e1~e t
1

y1
T− εT1/2~e2~e t

2

y2
T− εT1/2~et~e t

t

yt
T
}
~a = 0.

Comme T1/2J = JT1/2 on a même{
J−εT1/2Q̄T1/2 − εT1/2~e1~e t

1

y1
T1/2 − εT1/2~e2~e t

2

y2
T1/2 − εT1/2~et~e t

t

yt
T1/2

}
~u = 0,

où ~u = T1/2~a. Introduisons ensuite les vecteurs

~fα = T1/2~eα, ∀α = 1, 2, t

et la matrice Q définie par
Q = T1/2Q̄T1/2.

On a donc {
J−εQ−

ε

y1
~f1 ~f t

1 −
ε

y2
~f2 ~f t

2 −
ε

yt
~ft ~f t

t

}
~u = 0. (1.188)

L’équation (1.188) est encore équivalente à{
J− ε (J−εQ)−1

(
1
y1
~f1 ~f t

1 −
1
y2
~f2 ~f t

2 −
1
yT

~ft ~f t
t

)}
~u = 0. (1.189)

On déduit un système de trois équations d’inconnues les scalaires ~f t
α.~u, ∀α = 1,2, t :

~f t
1~u−

~f t
1Q

ε
y1
~f1 ~f t

1~u−
~f t
1Q

ε
y2
~f2 ~f t

2~u−
~f t
1Q

ε
yt
~ft ~f t

t ~u = 0
~f t
2~u−

~f t
2Q

ε
y2
~f2 ~f t

2~u− ε
~f t
2Q

1
y1
~f1 ~f t

1~u−
~f t
2Q

ε
yt
~ft ~f t

t ~u = 0
~f t
t ~u− ~f

t
t Q

ε
yt
~ft ~f t

t ~u− ~f
t

t Q
ε
y2
~f2 ~f t

2~u−
~f t
t Q

ε
y1
~f1 ~f t

1~u = 0
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où Q = (J−εQ)−1.
Sous forme matricielle on a


1− ε

y1
M11 − ε

y2
M12 − ε

yt
M1t

− ε
y1

M21 1− ε
y2

M22 − ε
yt

M2t

− ε
y1

Mt1 − ε
y2

Mt2 1− ε
yt

Mtt




~f t
1~u

~f t
2~u

~f t
t ~u


= 0, (1.190)

où la matrice M est définie par

Mαβ = ~f t
α (J−εQ)−1 ~fβ, ∀α,β = 1, 2, t. (1.191)

Calculons le déterminant de la matrice carrée M dépendant du nombre d’onde effectif ξ. On a :

(y1 − εM11)
[(

1−
ε

y2
M22

)(
1−

ε

yt
Mtt

)
−

ε2

y2yt
Mt2M2t

]
+ εM21

[
−
ε

y2
M12

(
1−

ε

yt
Mtt

)
−

ε2

y2yt
Mt2M1t

]
− εMt1

[
ε2

y2yt
M12M2t +

ε

yt
M1t

(
1−

ε

y2
M22

)]
= 0.

En développant cette équation, on obtient une équation polynomiale de degré 3 en ε :

y1y2yt − ε
[
y1y2Mtt + y1ytM22 + y2ytM11

]
+ ε2 [

y1M22Mtt + y2M11Mtt + ytM11M22 − y1Mt2M2t

−y2Mt1M1t − ytM21M12
]
+ ε3 [M11Mt2M2t + M22Mt1M1T + MttM21M12 −M21Mt2M1t −Mt1M12M2t

−M11M22Mtt] = 0. (1.192)

L’équation (1.192) s’appelle l’équation fondamentale des ondes cohérentes ou équation de dispersion.

1.5.3 Solution asymptotique de l’équation du nombre d’onde

Considérons l’équation (1.191). On a

Mαβ = ~f t
α (J−εQ)−1 ~fβ

= ~e t
αT1/2

(
J−εT1/2Q̄T1/2

)−1
T1/2~eβ

= ~e t
αT1/2

[
T1/2

(
T−1−εQ̄

)
T1/2

]−1
T1/2~eβ

Mαβ = ~e t
α

(
T−1−εQ̄

)−1
~eβ, α, β = 1, 2, t.

Cette expression suggère qu’on peut calculer les éléments de la matrice M sans calculer T1/2. Le
développement limité en ε = −4in0 de (J−εQ)−1 est (J−εQ)−1 = J + εQ + ε2Q2 + · · · (|ε| << 1).
L’équation (1.191) devient

Mαβ = ~f t
α
~fβ + ε ~f t

αQ ~fβ + ε2 ~f t
αQ2 ~fβ + · · ·

Soit encore
Mαβ = ~e t

αT~eβ + ε~e t
αTQ̄T~eβ + ε2~e t

αTQ̄TQ̄T~eβ + · · · , ∀α,β = 1, 2, t. (1.193)
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Développement asymptotique aux faibles concentrations

On considère le développement asymptotique pour de faibles concentrations |ε| << 1 suivant

yα = εy(1)
α + ε2y(2)

α + . . . , α = 1, 2, t. (1.194)

Pour la suite, on s’intéresse au développement asymptotique pour α = 1. Les cas α = 2, t se font de la
même manière.
On introduit l’équation (1.194) et les relations y2 = y1 + k2

1 − k2
2, yt = y1 + k2

1 − k2
T dans l’équation

fondamentale des ondes cohérentes. On obtient(
y(1)

1 + εy(2)
1 + . . .

) (
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .+ k2

1 − k2
2

) (
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .+ k2

1 − k2
t

)
−(

εy(1)
1 + ε2y(2)

1 + . . .
) (
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .+ k2

1 − k2
2

)
Mtt −

(
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .

)(
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .+ k2

1 − k2
t

)
M22 −

(
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .+ k2

1 − k2
2

) (
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .+ k2

1 − k2
t

)
M11+

ε
[(
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .

)
(M22Mtt −M2tMt2) +

(
εy(1)

1 + ε2y(2)
1 + . . .+ k2

1 − k2
2

)
(M11Mtt −M1tMt1)+(

εy(1)
1 + ε2y(2)

1 + . . .+ k2
1 − k2

t

)
(M11M22 −M12M21)

]
+ ε2 (M11Mt2M2t + M21M12Mtt + Mt1M1tM22−

M21Mt2M1t −Mt1M12M2t −M11M22Mtt) = 0. (1.195)

Le terme y(1)
1 est déterminé en posant ε = 0 dans l’équation (1.195). Il vient

y(1)
1 −M11

∣∣∣∣
ε=0

= 0. (1.196)

On déduit que
y(1)

1 = ~et
1T~e1 = f 11 (0) . (1.197)

Pour calculer y(2)
1 , on dérive l’équation fondamentale des ondes cohérentes par rapport à ε puis on fait

tendre ε vers zéro. Il vient

y(2)
1 −

dM11

dε

∣∣∣∣∣
ε=0
−

M1tMt1|ε=0

k2
1 − k2

t
−

M12M21|ε=0

k2
1 − k2

2

= 0. (1.198)

D’après l’équation (1.193) on a
Mαβ

∣∣∣
ε=0 = ~e t

αT~eβ,

et
dM11

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= e t
1TQ̄T~e1.

L’équation (1.198) devient donc

y(2)
1 = ~et

1TQ̄T~e1 +
~et

1T~et~e t
t T~e1

k2
1 − k2

t
+
~e t

1T~e2~e t
2T~e1

k2
1 − k2

2

, (1.199)

où
~e t

1TQ̄T~e1 =
∑

α=1,2, t

~e tTα1Q̄αT1α~e,

~e t
1T~et~e t

t T~e1 = ~e tTt1~e~e tT1t~e,

et
~e t

1T~e2~e t
2T~e1 = ~e tT21~e~e tT12~e.
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En introduisant les relations précédentes dans (1.199) pour ξ = k1 , il vient

y(2)
1 = ~e tT11Q̄1 (k1)T11~e +~e tT21

Q̄2 (k1) +
~e~e t

k2
1 − k2

2

T12~e +~e tTt1

Q̄t (k1) +
~e~e t

k2
1 − k2

t

T1t~e. (1.200)

On remplace Q̄α (α = 1, 2, t) par ses composantes Q̄α
mn =

iπ
2 Nα

m−n(ξ)−1
ξ2−k2

α
(α = 1, 2, t) dans l’équation

(1.200), on obtient

y(2)
1 = ~e tT11Q̄1 (k1)T11~e +

iπ

2
(
k2

1 − k2
2

)~e tT21N̄2 (k1)T12~e +
iπ

2
(
k2

1 − k2
t

)~etTt1N̄t (k1)T1t~e. (1.201)

où N̄α =
(
N̄α

mn

)
avec N̄α

mn (ξ) = Nα
m−n (ξ).

Développement du nombre d’onde à l’ordre
(
n2

0

)
Les développements de Nα

p (ξ) pour ξ→ kα, donnent pour tout α = 1, 2, t :

Q̄α
mn (kα) =

1
k2
α

D(0)
m−n (kα) , (1.202)

où
D(0)

p (k) =
−iπ
4

[(
(kb)2 − p2

)
Jp (kb) H(1)

p (kb) + (kb)2 J′p (kb) H(1)′
p (kb)

]
. (1.203)

On a yα = ξ2−k2
α et ε = −4in0. On remplace ε, y(1)

1 et y(2)
1 par leurs expressions dans l’équation (1.194).

On obtient
ξ2 = k2

1 + d1
1n0 + d1

2n2
0 + . . . (1.204)

où
d1

1 = −4i f 11 (0) , (1.205)

et

d1
2 = −

16
k2

1

∑
m,n

D(0)
m−n (k1)T 11

m T 11
n −

i8π
k2

1 − k2
2

∑
p,q

N2
p−q (k1)T 21

p T 12
q −

i8π
k2

1 − k2
t

∑
r,s

NT
r−s (k1)T t1

r T 1t
s . (1.206)

Dans (1.205) il n’y a pas de conversion 21 ou t1 contrairement à (1.206). Alors que (1.205) ne met en
jeu que des coefficients T 11

n , (1.206) fait intervenir des termes T 21
n , T t1

n etc...

Limite des grandes longueurs d’onde

Pour de grandes longueurs d’ondes c’est-à-dire k1b, k2b et ktb tendent tous vers zéro, on déduit
les approximations suivantes

Nα
p (ξ) �

2
iπ

(
ξ

kα

)|p|
, α ∈ {1,2, t} , (1.207)

Q̄α
mn �

1
kα|m−n|

ξ|m−n| − kα|m−n|

ξ2 − k2
α

, (1.208)

et
Q̄α

0mn � lim
ξ→kα

Q̄α
mn =

1
2
|m− n| . (1.209)
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Le nombre d’onde devient alors aux faibles concentrations
∣∣∣∣n0
k2
α

∣∣∣∣ << 1 :

(
ξα
kα

)2

= 1 +
n0

k2
α

δα1 +
n2

0

k4
α

(
δα(0)

2 + δα(c)
2

)
+ O

n3
0

k6
α

 , (1.210)

où

δα1 = −4i
+∞∑

n=−∞

Tαα
n , (1.211)

δα(0)
2 = −8

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

|m− n|Tαα
m Tαα

n , δα(c)
2 = −16

∑
β=1,2,t
β,α

δ
αβ
2 , (1.212)

δ
αβ
2 =

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

1
1− κ−2

αβ

(
καβ

)|m−n|
T βα

m Tαβ
n . (1.213)

Ici les termes δα1 et δα(0)
2 mettent en jeu uniquement les coefficients de diffusion Tαα

n (pas de conversion
de modes) et sont identiques aux expressions trouvées dans le cas où le milieu hôte est un fluide
parfait. Les conversions de modes représentées par les coefficients de diffusion Tαβ

n intervenant lors
de chaque processus de diffusion sont prises en compte dans le terme δα(c)

2 . La lettre α représente
l’onde incidente, la lettre β l’onde diffusée, et de plus Tαβ

n est une fonction paire ou impaire en n,
Tαt

0 = T tα
0 = 0 si α , t. Dans l’équation (1.213), on a posé καβ =

kα
kβ

. La validité de l’équation (1.210)
a été discutée dans [55].

1.6 Conclusion
Dans ce chapitre on a rappélé les notions fondamentales de la diffusion multiple, en particulier

les expressions du nombre d’onde effectif établies par Foldy, Lax, Linton-Martin dans le cas où le
milieu extérieur est fluide. On a fait un bref aperçu de la théorie des milieux poreux. Sous l’hypothèse
de petites perturbations il existe trois ondes qui se propagent dans ces milieux poreux dont deux
longitudinales et une transversale. On a aussi rappelé l’équation de la diffusion par un cylindre fluide
dans un milieu poreux en utilisant les conditions des pores ouverts et établi la formule du nombre
d’onde effectif de Conoir et Norris pour un milieu poreux contenant des cylindres.
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Chapitre 2

Limites de Rayleigh des nombres d’ondes
effectifs pour des cylindres fluides

On considère le problème de la propagation d’ondes élastiques dans un milieu poreux contenant
une distribution aléatoire de cavités cylindriques remplies par un fluide identique au fluide saturant
de masse volumique ρ0 et de vitesse de son c0. Les pores sont connectés et le rayon du cylindre est
supposé bien supérieur à la taille des pores de la matrice. Dans le milieu poroélastique sans diffuseurs,
il se propage trois types d’ondes [4] : une onde rapide (1), une onde lente (2) et une onde transversale
(t). Elles sont polarisées perpendiculairement aux axes des cylindres. Lors de la traversée d’une cavité
de rayon a par une onde incidente d’un type donné, les conversions de modes aux interfaces fluide-
cylindre donnent lieu à des ondes diffusées de type 1, 2 et t. L’onde cohérente, qui résulte d’une
moyenne statistique sur toutes les configurations possibles de diffuseurs, fait apparaître le milieu
hétérogène comme un milieu homogène possédant une atténuation et une vitesse de phase différentes
des ondes 1, 2 et t. La propagation dans le milieu aléatoire est alors gouvernée par des nombres
d’ondes effectifs dépendant de la fréquence qui contiennent des informations sur la vitesse de phase,
l’ atténuation, la masse volumique effective et le module effectif. Le nombre d’onde est un nombre
complexe dont la partie réelle contient l’information sur la vitesse de phase et la partie imaginaire celle
sur l’atténuation lors de la traversée du milieu. Soit kα (α ∈ {1, 2, t}) le nombre d’onde dans le milieu
poreux élastique et k0 celui dans la cavité cylindrique. Nous allons déterminer les approximations des
coefficients de diffusion dans les limites de Rayleigh et ensuite déduire les propriétés effectives de
l’onde cohérente en utilisant la formule du nombre d’onde effectif de Conoir et Norris (1.210).

2.1 Approximations des coefficients de diffusion pour les condi-
tions des pores fermés

La limite des basses fréquences ou limite de Rayleigh est le cas limite où |xα| << 1 et |x0| << 1 avec
xα = kαa = ωa

cα
, x0 = k0a = ωa

c0
où cα est la vitesse de phase de l’onde α dans le milieu poreux sans

diffuseurs et ω la pulsation. Franklin et al [55] en utilisant la condition des pores ouverts (chapitre
1) ont obtenu une approximation basses fréquences des coefficients de diffusion (Annexe D). Nous
avons considéré les conditions des pores fermés en remplaçant dans les conditions des pores ouverts,
la continuité de la pression (voir équation (1.142)) par la condition

winc, r + wdi f f , r = 0. (2.1)

Cela suppose qu’il n’y a pas échange entre le fluide saturant le milieu poreux et le fluide dans les
cylindres. Les conditions de passage à l’interface r = a (a rayon du cylindre) sont alors

– la continuité du débit : (
uinc, r + winc, r

)
+

(
udi f f , r + wdi f f , r

)
= u0r, (2.2)
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– la nullité du mouvement relatif du fluide par rapport au solide :

winc, r + wdi f f , r = 0, (2.3)

– la continuité de la contrainte radiale :

σinc, rr +σdi f f , rr = −p0, (2.4)

– la continuité de la contrainte tangentielle :

σinc, rθ +σdi f f , rθ = 0. (2.5)

L’équation matricielle pour un mode n régissant la diffusion par une cavité fluide cylindrique dans un
milieu poreux, compte-tenu des conditions de pores fermés est :

– pour une onde longitudinale incidente inc = 1,2 :

M′n.


T 1inc

n
T 2inc

n
T tinc

n
B0inc

n

 = S ′n (2.6)

où

M′n =



(
1 + γ1

)
x1H(1)

n
′
(x1)

(
1 + γ2

)
x2H(1)

n
′
(x2) −n (1 + γt) H(1)

n (xt) −x0J
′

n(x0)

γ1x1H(1)
n
′
(x1) γ2x2H(1)

n
′
(x2) −nγtH

(1)
n (xt) 0

2x1H(1)
n
′
(x1) +

(
ρ1t x2

t − 2n2
)
H(1)

n (x1) 2x2H(1)
n
′
(x2) +

(
ρ2t x2

t − 2n2
)
H(1)

n (x2) 2n
[
xtH

(1)
n
′
(xt)−H(1)

n (xt)
]
−ρ0t x2

t Jn(x0)

−2nH(1)
n (x1) + 2nx1H(1)

n
′
(x1) −2nH(1)

n (x2) + 2nx2H(1)
n
′
(x2) −ρ0t x2

t Jn(x0) 0


et

S ′n =


− (1 + γinc) xincJn

′
(xinc)

−γincxincJn
′
(xinc)

−2xincJn
′
(xinc)−

(
ρinct x2

t − 2n2
)

Jn(xinc)

2n
(
Jn(xinc)− xincJn

′
(xinc)

)


.

– pour une onde transversale incidente t :

M′n.


T 1t

n
T 2t

n
T tt

n
B0t

n

 = R′n, (2.7)

où

R′n =


− (1 + γt)nJn(xt)
−γtnJn(xt)

2n
[
Jn(xt)− xtJn

′

(xt)
]

−
(
x2

t − 2n2
)

Jn(xt)− 2xtJn
′

(xt)

 . (2.8)

Les expressions des coefficients de diffusion Tαβ
n , où n ∈ Z dans les limites de Rayleigh dépendent

de xα. En utilisant les développements en série de Taylor des fonctions de Bessel et de Hankel cylin-
driques pour |xα| << 1 et en extrayant les termes dominants, on peut écrire les coefficients de diffusion
Tαβ

n pour n = 0, 1, 2, 3 sous la forme :
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– Pour l’onde rapide incidente (1)

T 11
0 = i

π

4
x1

2
[
B11

0 − 1
]
+ O

(
x1

4
)
, B11

0 =
1−Γ2

Γ1 −Γ2

ρ1c2
1

ρ0c2
0 + ρtc2

t
, (2.9)

T 12
0 = i

π

4
x2

1B12
0 + O

(
x1

4
)
, B12

0 =
Γ1 − 1
Γ1 −Γ2

ρ1c2
1

ρ0c2
0 + ρtc2

t
, (2.10)

T 1t
0 = 0, B1t

0 = 0, (2.11)

T 11
1 = i

π

4
x2

1B11
1 + O

(
x1

4
)
, B11

1 = −
1−Γ1 −Γ2ρ1t +Γtρ1t + ρ2t −Γ1ρ2t +Γ2ρ0t −Γtρ0t

D1
, (2.12)

T 12
1 = i

π

4
x1x2B12

1 + O
(
x1

4
)
, B12

1 = −
−1 + Γ1 − ρ1t + 2Γ1ρ1t −Γtρ1t −Γ1ρ0t + Γtρ0t

D1
, (2.13)

T 1t
1 = i

π

4
x1xtB1t

1 + O
(
x1

4
)
, B1t

1 = −
ρ1t − 2Γ1ρ1t + Γ2ρ1t − ρ2t + Γ1ρ2t + Γ1ρ0t −Γ2ρ0t

D1
, (2.14)

T 11
2 = i

π

4
x1

2B11
2 + O

(
x1

4
)
, B11

2 =
(Γt −Γ2) x2

1

D2
, (2.15)

T 12
2 = i

π

4
x1

2B12
2 + O

(
x1

4
)
, B12

2 =
(Γ1 −Γt)x2

2

D2
, (2.16)

T 1t
2 = i

π

4
x1

2B1t
2 + O

(
x1

4
)
, B1t

2 =
(Γ2 −Γ1)xt

2

D2
, (2.17)

T 11
3 = i

π

32
x4

1B11
3 + O

(
x6

1

)
, B11

3 =
(Γt −Γ2)x2

1

D3
, (2.18)

T 12
3 = i

π

32
x3

1x2B12
3 + O

(
x6

1

)
, B12

3 =
(Γ1 −Γt)x2

2

D3
, (2.19)

T 1t
3 = i

π

32
x3

1xtB1t
3 + O

(
x6

1

)
, B1t

3 =
(Γ2 −Γ1)x2

t

D3
, (2.20)

où
D1 = Γ1 (1 + ρ2t)−Γ2 (1 + ρ1t) +Γt (ρ1t − ρ2t) , (2.21)

D2 = (Γ2 +Γt)ρ1txt
2 + (Γ1 −Γt)ρ2txt

2 + (Γt −Γ1) x2
2 + (Γ2 −Γt) x1

2 (2.22)

et
D3 = (Γ2 −Γt) x2

1 + (Γt −Γ1) x2
2. (2.23)

– Pour l’onde lente incidente (2)

T 21
0 = i

π

4
x2

2B21
0 + O

(
x2

4
)
, B21

0 =
1−Γ2

Γ1 −Γ2

ρ2c2
2

ρ0c2
0 + ρtc2

t
, (2.24)

T 22
0 = i

π

4
x2

2
[
B22

0 − 1
]
+ O

(
x2

4
)
, B22

0 =
Γ1 − 1
Γ1 −Γ2

ρ2c2
2

ρ0c2
0 + ρtc2

t
, (2.25)

T 2t
0 = 0, B2t

0 = 0, (2.26)

T 21
1 = i

π

4
x1x2B21

1 + O
(
x2

4
)
, B21

1 = −
1−Γ2 + ρ2t − 2Γ2ρ2t +Γtρ2t +Γ2ρ0t −Γtρ0t

D1
, (2.27)
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T 22
1 = i

π

4
x2

2B22
1 + O

(
x2

4
)
, B22

1 = −
−1 +Γ2 − ρ1t +Γ2ρ1t +Γ1ρ2t −Γtρ2t −Γ1ρ0t +Γtρ0t

D1
, (2.28)

T 2t
1 = i

π

4
xtx2B2t

1 + O
(
x4

2

)
, B2t

1 = −
ρ1t −Γ2ρ1t − ρ2t −Γ1ρ2t + 2Γ2ρ2t +Γ1ρ0t −Γ2ρ0t

D1
, (2.29)

T 21
2 =

iπ
4

x2
2B21

2 + O
(
x2

4
)
, B21

2 = −
(Γ2 −Γt)x2

1

D2
, (2.30)

T 22
2 = i

π

4
x2

2B22
2 + O

(
x2

4
)
, B22

2 =
(Γ1 −Γt)x2

2

D2
, (2.31)

T 2t
2 = i

π

4
x2

2B2t
2 + O

(
x4

2

)
, B2t

2 =
(Γ2 −Γ1)x2

t

D2
, (2.32)

T 21
3 = i

π

32
x3

2x1B21
3 + O

(
x6

2

)
, B21

3 =
(Γt −Γ2)x2

1

D3
, (2.33)

T 22
3 = i

π

32
x4

2B22
3 + O

(
x6

2

)
, B22

3 =
(Γ1 −Γt)x2

2

D3
, (2.34)

T 2t
3 = i

π

32
x3

2xtB2t
3 + O

(
x6

2

)
, B2t

3 =
(Γ2 −Γ1)x2

t

D3
. (2.35)

– Pour l’onde transversale incidente (t)

T t1
0 = 0, T t2

0 = 0, T tt
0 = 0, (2.36)

T t1
1 = i

π

4
x1xtBt1

1 + O
(
xt

4
)
, Bt1

1 = −
−1 +Γ2 − ρ2t +Γtρ2t −Γ2ρ0t +Γtρ0t

D1
, (2.37)

T t2
1 = i

π

4
xtx2Bt2

1 + O
(
xt

4
)
, Bt2

1 = −
1−Γ1 + ρ1t −Γtρ1t +Γ1ρ0t −Γtρ0t

D1
, (2.38)

T tt
1 = i

π

4
xt

2Btt
1 + O

(
xt

4
)
, Btt

1 = −
Γ1 −Γ2 − ρ1t +Γtρ1t + ρ2t −Γtρ2t −Γ1ρ0t +Γ2ρ0t

D1
, (2.39)

T t1
2 = i

π

4
xt

2Bt1
2 + O

(
xt

4
)
, Bt1

2 =
(Γ2 −Γt)x1

2

D2
, (2.40)

T t2
2 = i

π

4
x2

t Bt2
2 + O

(
xt

4
)
, Bt2

2 =
(Γt −Γ1)x2

2

D2
, (2.41)

T tt
2 = i

π

4
x2

t Btt
2 + O

(
xt

4
)
, Btt

2 =
(Γ1 −Γ2)xt

2

D2
, (2.42)

T t1
3 = i

π

32
x3

t x1Bt1
3 + O

(
x6

t

)
, Bt1

3 =
(Γ2 −Γt)x2

1

D3
, (2.43)

T t2
3 = i

π

32
x3

t x2Bt2
3 + O

(
x6

t

)
, Bt2

3 =
(Γt −Γ1)x2

2

D3
, (2.44)

T tt
3 = i

π

32
x4

t Btt
3 + O

(
x6

t

)
, Btt

3 =
(Γ1 −Γ2)x2

t

D3
. (2.45)
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Ci-dessus ρ0t =
ρ0
ρt

, ραt =
ρα
ρt

et Γα = 1 + γα (α ∈ {1, 2, t}) [36].
Les développements aux basses fréquences des coefficients de diffusion montrent comme l’ont constaté
Conoir et al [55] pour les conditions des pores ouverts que

Tαβ
n =

 iπ4 xαxβBαβn + O
(
x4
α

)
si n ∈ {0,1,2}

O
(
x4
α

)
si n > 2.

(2.46)

Pour illustrer le choix des pores fermés à la place des pores ouverts on a mené deux études com-
paratives : l’une basée sur une comparaison numérique et l’autre sur la limite vers le cas du milieu
élastique.

2.1.1 Comparaison numérique
Nous faisons des applications numériques afin de comparer les coefficients de diffusion exacts et

approchés T 11
1 , T 12

1 , T 11
2 et T 12

2 (figure(2.1), figure(2.2)). Le milieu poreux élastique saturé par un
fluide utilisé pour la comparaison numérique est le QF20. C’est un milieu qui obéit à la théorie de
Biot et est caractérisé par les propriétés physiques données dans le tableau suivant

Paramètres Symboles Valeurs
Module d’incompressibilité des grains Kr 36,6.109Pa

Module d’incompressibilité du milieu poreux sec Kb 9,67.109Pa
Module de cisaillement du solide élastique µ 7,63.109Pa

Masse volumique du solide élastique ρs 2760kg.m−3

Module d’incompressibilité de l’eau K0 2,22.109Pa
Masse volumique de l’eau ρ0 1000kg.m−3

Viscosité de l’eau η 1,14.10−3kg.m−1.s−1

Porosité φ 0,402
Perméabilité k 1,68.10−11m2

Rayon des pores ap 3,26.10−5m
Tortuosité α 1,89

Table 2.1 – Paramètres du QF20

Figure 2.1 – Les coefficients de diffusion Tαβ
n exacts (courbe continue) et approchés (courbe discon-

tinue) pour une cavité cylindrique de rayon a = 10−3m dans un QF20. Courbes noires pour les pores
ouverts et rouges pour les pores fermés.
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Figure 2.2 – Les coefficients de diffusion Tαβ
n exacts (courbe continue) et approchés (courbe discon-

tinue) pour une cavité cylindrique de rayon a = 10−3m dans un QF20. Courbes noires pour les pores
ouverts et rouges pour les pores fermés.

On observe un bon accord entre les coefficients de diffusion exacts et approximés Tαβ
n (n = 1, 2)

pour les pores fermés. Pour les pores ouverts, des écarts peuvent exister entre les coefficients exacts
et approchés ( figure(2.2) ). Par conséquent, les conditions aux limites jouent un rôle important même
à basse fréquence.

2.1.2 Limites des coefficients de diffusion lorsque la porosité tend vers 0
Afin de valider les approximations des coefficients de diffusion pour les pores fermés, nous avons

étudié le passage à la limite de ces coefficients vers ceux d’un milieu élastique (porosité nulle). En
supprimant la porosité il faut que les coefficients de diffusion tendent vers les coefficients de diffusion
du milieu élastique contenant une cavité cylindrique fluide.

Milieu élastique

On considère une cavité fluide cylindrique de rayon a immergé dans un milieu élastique de masse
volumique ρs dont les coefficients de Lamé sont λs, µs. Le fluide a un module K0 = ρ0c2

0 où ρ0 est la
masse volumique du fluide dans la cavité et c0 sa vitesse de phase. Dans le milieu élastique, il existe

deux ondes : une onde longitudinale de vitesse de phase cL =

√
(λs+2µs)

ρs
et une onde transversale de

vitesse de phase cT =
√
µs
ρs

(cL et cT sont des réels strictement positifs). Les expressions exactes des
coefficients de diffusion dans un milieu élastique sont fournies par Solomon et al [24] (Annexe F). En
basse fréquence, le développement des coefficients Tαβ

n donne :
– pour l’onde longitudinale incidente (L)

T LL
0 = i

π

4
xL

2
[
ELL

0 − 1
]
+ O

(
xL

4
)
, ELL

0 =
ρsc2

L

ρsc2
T + ρ0c2

0

=
λs + 2µs

µs + K0
, (2.47)

T LT
0 = 0, (2.48)

T LL
1 = i

π

4
x2

LELL
1 + O

(
xL

4
)
, ELL

1 = −
ρs − ρ0

2ρs
, (2.49)

T LT
1 = i

π

4
xLxT ELT

1 + O
(
xL

4
)
, ELT

1 =
ρs − ρ0

2ρs
, (2.50)

T LL
2 = i

π

4
x2

LELL
2 + O

(
xL

4
)
, ELL

2 =
c2

T

c2
L − c2

T

=
µs

λs + µs
, (2.51)
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T LT
2 = i

π

4
xLxT ELT

2 + O
(
xL

4
)
, ELT

2 = −
cLcT

c2
L − c2

T

= −
(λs + 2µs)

1
2 µs

1
2

λs + µs
, (2.52)

– pour l’onde transversale incidente (T )

T T L
0 = T TT

0 = 0, (2.53)

T T L
1 = i

π

4
xT xLET L

1 + O
(
x4

T

)
, ET L

1 =
ρs − ρ0

2ρs
, (2.54)

T TT
1 = i

π

4
x2

T ETT
1 + O

(
x4

T

)
, ETT

1 = −
ρs − ρ0

2ρs
, (2.55)

T T L
2 = i

π

4
xT xLET L

2 + O
(
x4

T

)
, ET L

2 = −
cLcT

c2
L − c2

T

= −
(λs + 2µs)

1
2 µs

1
2

λs + µs
, (2.56)

T TT
2 = i

π

4
x2

LETT
2 + O

(
x4

T

)
, ETT

2 =
c2

L

c2
L − c2

T

=
λs + 2µs

λs + µs
. (2.57)

Lorsque la porosité tend vers 0, on peut montrer que les masses volumiques acoustiques ρ1, ρ2, ρt et
les coefficients Γα = 1 + γα, α ∈ {1, 2, t} tendent vers les limites suivantes [56] :

Γ1→ 1, Γt→ 1, Γ2→ 1−H/C,

ρ1→ ρs, ρt→ ρs, ρ2→ 0,

c1→ cL, ct→ cT .

A partir de ces limites, on montre que les coefficients de diffusion pour les pores fermés convergent
vers ceux du milieu élastique c’est-à-dire T 11

n → T LL
n , T 12

n → 0, T 1t
n → T LT

n , T t1
n → T T L

n , T t2
n → 0,

T tt
n → T TT

n pour n = 0, 1, 2. Par contre les coefficients de diffusion pour les pores ouverts ne tendent
pas tous vers les coefficients de diffusion du milieu élastique.

2.2 Approximation des nombres d’ondes effectifs d’un milieu po-
reux

D’après l’équation (2.46), on peut remplaçer les séries infinies dans les équations (1.117)-(1.213)
par des sommes partielles allant de n = −2 à n = 2, c’est-à-dire

δα1 = −4i
[
Tαα

0 + 2Tαα
1 + 2Tαα

2

]
, (2.58)

δα(0)
1 = −32

[
Tαα

0 Tαα
1 + 2Tαα

0 Tαα
2 + 4Tαα

1 Tαα
2 +

(
Tαα

1

)2
+ 2

(
Tαα

2

)2
]
, (2.59)

δ
αβ
2 =

2
1− κ−2

αβ

[
1
2

T βα
0 T βα

0 +
(
1 + κ2

αβ

)
T βα

1 Tαβ
1 +

(
1 + κ4

αβ

)
T βα

2 Tαβ
2 + καβ

(
T βα

0 Tαβ
1 + T βα

1 Tαβ
0

)
+κ2

αβ

(
T βα

2 Tαβ
0 + T βα

0 Tαβ
2

)
+

(
καβ + κ3

αβ

) (
T βα

2 Tαβ
1 + T βα

1 Tαβ
2

)]
, α,β = 1, 2 (α , β), (2.60)

δαt
2 =

2
1− κ−2

αt

[
1
2T tα

0 Tαt
0 +

(
1− κ2

αt

)
T tα

1 Tαt
1 +

(
1− κ4

αt

)
T tα

2 Tαt
2 +

(
καt − κ

3
αt

) (
T tα

2 Tαt
1 + T tα

1 Tαt
2

)]
,

α = 1, 2, (2.61)
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δtα
2 =

2
1− κ−2

tα

[
1
2T tα

0 Tαt
0 +

(
1− κ2

tα

)
T tα

1 Tαt
1 +

(
1− κ4

tα

)
T tα

2 Tαt
2 +

(
κtα − κ

3
tα

) (
T tα

2 Tαt
1 + T tα

1 Tαt
2

)]
,

α = 1, 2. (2.62)

δα1 est O
(
k2
αa2

)
, δα(0)

2 et δα(c)
2 sont O

(
k4
αa4

)
. δα1

n0
k2
α

est O (c), δα(0)
2

n2
0

k4
α

et δα(c)
2

n2
0

k4
α

sont O
(
c2

)
où c = n0πa2

est la concentration. Il est montré dans [55] la conservation de δα(c)
2 .

2.2.1 Nombre d’onde effectif de l’onde cohérente rapide 1
En remplaçant les coefficients de diffusion approchés dans (1.210), on obtient après développe-

ment(
ξ1,e f f

k1

)2

= 1 + c
[
B11

0 − 1 + 2B11
1 + 2B11

2

]
+ 2c2

[(
B11

1

)2
+ 4B11

1 B11
2 + 2

(
B11

2

)2

+
(
B11

0 − 1
)

B11
1 + 2

(
B11

0 − 1
)

B11
2 +

r1
t(

κ2
1t − 1

) +
r1

2(
κ2

12 − 1
) + O

(
c3

)
, (2.63)

où
r1

2 = 1
2 B12

0 B21
0 +

(
1 + κ2

12

)
B21

1 B12
1 +

(
1 + κ4

12

)
B21

2 B12
2 +

(
B21

0 B12
1 + κ2

12B21
1 B12

0

)
+ κ2

12

(
B21

0 B12
2 + B21

2 B12
0

)
+

(
1 + κ2

12

) (
κ2

12B21
1 B12

2 + B21
2 B12

1

)
,

(2.64)

r1
t =

(
1− κ2

1t

) [
Bt1

1 B1t
1 +

(
1 + κ2

1t

)
Bt1

2 B1t
2 +

(
κ2

1tB
t1
1 B1t

2 + Bt1
2 B1t

1

)]
. (2.65)

L’équation (2.63) représente le nombre d’onde effectif de l’onde rapide 1. On peut encore écrire (2.63)
sous la forme ξ1,e f f

k1

2

=
(
1 + cp + c2q

) (
1 + cl + c2h

)
+ O

(
c3

)
, (2.66)

où
p = 2B11

1 q = 2
((

B11
1

)2
− Bt1

1 B1t
1

)
, (2.67)

l = B11
0 − 1 + 2B11

2 , (2.68)

et

h = 2
[
2
(
B11

0 − 1
)

B11
2 + 2

(
B11

2

)2
+ 2B11

1 B11
2 −

(
1 + κ2

1t

)
Bt1

2 B1t
2 −

(
κ2

1tB
t1
1 B1t

2 + Bt1
2 B1t

1

)
+

r1
2(

κ2
12 − 1

) .
(2.69)

Dans l’équation (2.66), p et q dépendent uniquement du rapport des masses volumiques, l dépend
du rapport des modules de rigidité et de cisaillement. Le coefficient h depend du rapport des masses
volumiques et des modules.
Le nombre d’onde effectif de l’onde cohérente lente 2 est obtenu de la même manière en échangeant
la place de 1 et 2.

2.2.2 Nombre d’onde effectif de l’onde cohérente transversale t

En utilisant une procédure analogue à celle décrite précédemment, on obtient une écriture du
nombre d’onde effectif de l’onde cohérente t sous la forme(

ξt,e f f

kt

)2

=
(
1 + cp̄ + c2q̄

) (
1 + cl̄ + c2h̄

)
+ O

(
c3

)
, (2.70)
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où
p̄ = 2Btt

1 , q̄ = 2
((

Btt
1

)2
− Bt1

1 B1t
1 − Bt2

1 B2t
1

)
, (2.71)

l̄ = 2Btt
2 , h̄ = 2

(
2
(
Btt

2

)2
+ 2Btt

1 Btt
2 − rt

1 − rt
2

)
, (2.72)

rt
α = κ2

tαBtα
1 Bαt

2 + Btα
2 Bαt

1 +
(
1 + κ2

tα

)
Btα

2 Bαt
2 , (α = 1,2). (2.73)

p̄ et q̄ contiennent uniquement des rapports de masses volumiques, l̄ dépend uniquement des modules.
Le coefficient h̄ dépend de rapport de masses volumiques et de modules.

Les calculs numériques relatifs aux vitesses de phases cα,e f f = Re
(

ω
ξα,e f f

)
et aux atténuations Aα,e f f =

Im(ξα,e f f )
Re(ξα,e f f ) (α = 1, 2, t) effectives déduites des nombres d’onde effectifs

(
ξα,e f f

kα

)2
sont présentés sur la

figure (2.3) dans le cas des pores fermés (en noir) et ouverts (en rouge). Les courbes exactes sont
représentées par des traits continus et les approchées par des traits discontinus.
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2.3. Modules et masses volumiques effectifs

Figure 2.3 – Vitesses des ondes cohérentes à gauche et atténuations à droite. La matrice poreuse
élastique est le QF20 saturé par un fluide. Rayon des diffuseurs est a = 10−3m et la concentration est
10%. La courbe verte correspond à une matrice poroélastique sans diffuseurs.

On remarque que les approximations donnent de bons résultats pour les conditions de pores fer-
més (courbes en noires). Mais pour les conditions de pores ouverts, on observe un grand écart entres
les quantités approchés et celles qui sont exactes (courbes en rouges). On observe un écart entre les
vitesses des pores fermés et des pores ouverts lorsqu’on considère l’onde lente. Ainsi les conditions à
l’interface influencent la vitesse de l’onde lente. L’atténuation de l’onde lente en présence des diffu-
seurs est pratiquement la même lorsque le milieu est sans diffuseurs (courbe en vert). les vitesses des
ondes rapide et transversale diminuent lorsque l’on introduit des cavités dans le milieu poreux. Leurs
atténuations ont un comportement différent de celui du milieu poreux sans diffuseurs.

2.3 Modules et masses volumiques effectifs
Soit k2

α = ω2/c2
α (α = 1, 2, t) les nombres d’ondes des ondes longitudinales et transversale dans

le milieu poreux sans diffuseurs. On sait que pour le fluide saturant le milieu poreux, le module
d’incompressibilité est défini par K0 = ρ0c2

0 [56], [48]. On définit aussi les modules d’élasticité à la
compression isostatique M1, M2 et le module de cisaillement Mt sous la forme c2

α = Mα/ρα (α =

1, 2, t). On peut écrire alors kα sous la forme

k2
α = ω2 ρα

Mα
, α = 1, 2, t. (2.74)

En basse fréquence, les nombres d’ondes kα ont pour expressions [20]

k2
1 �

ω2ρ

H
, (2.75)

k2
2 �

iωωcρ0H(
HM −C2) , (2.76)

k2
t �

ω2ρ

µ
, (2.77)

κ2
12 =

(
k1

k2

)2

� −i
ω

ωc

ρ

ρ0

HM −C2

H2 , (2.78)

κ2
1t =

(
k1

kt

)2

�
µ

H
, (2.79)
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κ2
2t =

(
k2

kt

)2

� i
ωc

ω

ρ0

ρ

µH
HM −C2 (2.80)

où ωc =
η
ρ0κ

est la fréquence caractéristique dépendant de la viscosité dynamique η du fluide et de la
perméabilité κ (ω << ωc). A partir de ces approximations, on obtient les approximations

M1 � H, (2.81)

M2 � −
iω
ωc

(ρ−Hρ0/C)
(
HM −C2

)
Hρ0

, (2.82)

et
Mt � µ. (2.83)

On remarque que M1 et Mt ne dépendent pas de la fréquence. Par analogie avec l’équation (2.74), on
écrit les nombres d’ondes des ondes cohérentes sous la forme ξ2

α,e f f = ω2ρα,e f f /Mα,e f f α = 1, 2, t où
ρα,e f f est la masse volumique effective et Mα,e f f le module d’élasticité à la compression isostatique
effectif.
A partir des définitions données ci-dessus, on peut écrire une relation entre kα et ξα,e f f sous la formeξα,e f f

kα

2

=
ρ
α,e f f

ρα
×

Mα

M
α,e f f

. (2.84)

Cette équation a permis de séparer les masses volumiques et les modules. L’objectif est de comparer
cette équation avec les expressions factorisées (2.66) et (2.70) en vue de déterminer les modules
effectifs et masses volumiques effectives des ondes cohérentes. Donc il faut que dans les équations
(2.66) et (2.70) on sépare aussi les masses volumiques et les modules. Dans ces expressions le premier
facteur

(
1 + cp + c2q

)
ou

(
1 + cp̄ + c2q̄

)
dépend uniquement du rapport des masses volumiques alors

que le deuxième facteur
(
1 + cl + c2h

)
ou

(
1 + cl̄ + c2h̄

)
ne dépend pas uniquement des modules. Cette

anomalie vient du coefficient h ou h̄ de c2. Il faut noter que la contribution de h (h̄) est négligeable
devant l (l̄) et que le deuxième facteur est le facteur qui fait apparaître les modules du milieu poreux
élastique. Donc en comparant les équations (2.66) et (2.84) pour α = 1 d’une part et les équations
(2.70), (2.84) pour α = t d’autre part, on déduit les expressions des modules effectifs

1
M1,e f f

=
1− c

H
+

c

H/
(
B11

0 + 2B11
2

) +
c2h
H
, (2.85)

1
M2,e f f

=
1− c
M2

+
c

M2/
(
B22

0 + 2B22
2

) +
c2h′

M2
, (2.86)

et
1

Mt,e f f
=

1− c
µ

+
c

µ/
(
1 + 2Btt

2

) +
c2h̄
µ
, (2.87)

où h′ est le coefficient déduit de h lorsque l’onde lente 2 est incidente. Les masses volumiques effec-
tives sont données par

ρ1,e f f

ρ1
= 1 + 2c

(
B11

1

)
+ 2c2

[(
B11

1

)2
− Bt1

1 B1t
1

]
, (2.88)

ρ2,e f f

ρ2
= 1 + 2c

(
B22

1

)
+ 2c2

[(
B22

1

)2
− Bt2

1 B2t
1

]
, (2.89)

et
ρt,e f f

ρt
= 1 + 2c

(
Btt

1

)
+ 2c2

[(
Btt

1

)2
− Bt1

1 B1t
1 − Bt2

1 B2t
1

]
. (2.90)
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2.3. Modules et masses volumiques effectifs

Ces expressions sont à valeurs complexes et dépendent de la fréquence. Pour différentes concen-
trations on montre sur les figures ci-dessous l’évolution de ρ1,e f f /ρ et ρt,e f f /ρ en fonction de la
fréquence.

Figure 2.4 – Evolution de la masse volumique effective de l’onde cohérente rapide en fonction de la
fréquence

Figure 2.5 – Evolution de la masse volumique effective de l’onde cohérente transversale en fonction
de la fréquence
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On sait que ρ2 = (H + γ2C)
k2

2
ω2 = i (H + γ2C) ωc

ω
ρ0H

HM−C2 ; ρ1 = (H + γ1C) ρ
H et ρt = µ

k2
t
ω2 = ρ (confère

chapitre 1). En basse fréquence on obtient ρ1 � ρ, ρt � ρ, ρ2 � 0 (γ1 � 0, γt � 0, γ2 � −
H
C ). En utilisant

les équations (2.75) à (2.77) et en tenant compte de la limite basse fréquence des masses volumiques,
on obtient les approximations des coefficients Bαβn suivantes :

B11
0 →

H
K0 + µ

, B12
0 → 0,

B11
1 →

ρ0 − ρ

2ρ
, Btt

1 →
ρ0 − ρ

2ρ
,B12

1 → 0,

B11
2 →

µ

H − µ
, Btt

2 →
H

H − µ
, B12

2 → 0,

B1t
1 →

ρ− ρ0

2ρ
,Bt1

1 →
ρ− ρ0

2ρ
,Bt2

1 → 0,

B1t
2 →

H
µ−H

, Bt1
2 →

µ

µ−H
, Bt2

2 → 0,

B22
0 → 0, B22

2 → 0, Bt2
0 → 0, B22

1 →−1.

D’après l’équation (1.119), on a ρ2 = (H + γ2C)
k2

2
ω2 . Donc on peut écrire encore l’équation (2.82) en

basse fréquence sous la forme

M2 = H + γ2C � 0,
(
γ2 � −

H
C

)
. (2.91)

En utilisant les limites basses fréquences des coefficients Bαβn et les équations (2.78), (2.79), (2.80) et
(2.91), les modules effectifs et masses volumiques effectives deviennent

1
M1,e f f

�
1− c

H
+

c
H

[
H

K0 + µ
+

2µ
H − µ

]
+

2c2

H
µ

H − µ

(
2H

K0 + µ
− 3

)
, (2.92)

M2,e f f � 0, (2.93)

1
Mt,e f f

�
1− c
µ

+
c
µ

3H − µ
H − µ

+
2c2

µ

H
H − µ

, (2.94)

ρ1,e f f

ρ1
� 1 + 2c (δρ) , (2.95)

ρt,e f f

ρt
=
ρ1,e f f

ρ1
, (2.96)

et
ρ2,e f f � 0 (2.97)

où δρ = (ρ0 − ρ)/2ρ, H =
(Kr−Kb)2

Kr

[
1+φ

(
Kr
K f
−1

)]
−Kb

+ Kb + 4
3µ et µ dépendent de la porosité φ. Les équations

(2.92), (2.94), (2.95) et (2.96) sont à valeurs réelles, ce qui implique qu’aucune dissipation ne se
produit dans le milieu.
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2.4. Conclusion

Comparaison avec un milieu élastique (porosité tendant vers 0)

Dans cette section, on cherche à retrouver les résultats des modules effectifs et masses volumiques
effectives dans un milieu élastique. Pour cela il suffit de faire tendre la porosité vers 0 dans les équa-
tions (2.92), (2.94), (2.95) et (2.96).
Soit Ks = λs + 2µs/3 le module d’élasticité à la compression isostatique du milieu élastique, lorsque
la porosité tend vers 0, on a µ→ µs, ρ→ ρs et H → Kr = Ks + 4µs/3. On déduit alors les propriétés
effectives pour un milieu élastique :

1
M1,e f f

→
1

ML,e f f
=

1− c
Ks + 4µs/3

+
c

Ks + 4µs/3

[
Ks + 4µs/3

K0 + µs
+

2µs

Ks + µs/3

]
+

2c2

Ks + 4µs/3
µs

Ks + µs/3

[
2(Ks + 4µs/3)

K0 + µs
− 3

]
, (2.98)

1
Mt,e f f

→
1

MT,e f f
=

1− c
µs

+
3c
µs

Ks + µs

Ks + µs/3
+

2c2

µs

Ks + 4µs/3
Ks + µs/3

, (2.99)

ρ1,e f f

ρ1
→

ρL,e f f

ρs
= 1 + 2cδρs, (2.100)

et
ρt,e f f

ρt
→

ρT,e f f

ρs
=
ρL,e f f

ρs
, (2.101)

où δρs = (ρ0 − ρs)/2ρs. Les équations (2.100) et (2.101) sont en accord avec les résultats trouvés par
Varadan [25] pour les masses volumiques effectives. Si on néglige le terme d’ordre 2 en concentration
(c << 1) dans les équations (2.98) et (2.99), on déduit les modules effectifs suivants :

MT,e f f

µs
= 1− c

(
2Ks + 8µs/3

Ks + µs/3

)
+ O

(
c2

)
, (2.102)

ML,e f f

Ks + 4µs/3
= 1− c

[
Ks + µs/3−K0

K0 + µs
+

2µs

Ks + µs/3

]
+ O

(
c2

)
. (2.103)

L’équation (2.102) peut être déduite de celle de Christensen [19] ou Varadan [25] en supprimant
l’élasticité des cavités cylindriques. En négligeant le terme kLa dans l’expression du nombre d’onde
effectif trouvé par Varadan [25] (L = p), on a l’équation (2.103).

2.4 Conclusion
Dans ce chapitre, on a calculé les coefficients de diffusion d’une cavité cylindrique dans un mi-

lieu poreux saturé d’extension infinie pour les pores fermés. On a ensuite utilisé les formules des
nombres d’ondes effectifs dans un milieu poreux saturé par un fluide avec des inclusions de formes
cylindriques fluides, pour déduire les modules effectifs et les masses volumiques effectives pour les
trois types d’ondes cohérentes dans les limites de Rayleigh. On a également obtenu les modules ef-
fectifs et les masses volumiques effectives dans le cas d’un milieu élastique en calculant la limite
basse fréquence puis en faisant tendre la porosité vers zéro dans les modules effectifs et des masses
volumiques effectives du milieu poreux. Lorsque la fréquence croit, la longueur d’onde de l’onde in-
cidente devient comparable à la taille des cavités cylindriques et le phénomène de diffusion multiple
devient fort. Les résultats trouvés ne sont plus applicables. Une partie des travaux a été présentée au
Congrès Français de Mécanique à Lille en 2017 [58]. Les résultas de ce chapitre ont été publiés en
2018 dans la revue internationale de rang A Wave Motion [59].

60



Chapitre 3

Diffusion multiple en présence d’une
dispersion en taille de rayons

3.1 Introduction
On considère la diffusion d’une onde incidente longitudinale par une suspension de diffuseurs

sphériques poroélastiques aléatoirement répartis avec un nombre donné par unité de volume n0. On
s’intéresse à la limite basse fréquence du nombre d’onde de l’onde cohérente se propageant dans le
milieu. On examinera plus particulièrement le modèle de nombre d’onde proposé par Linton-Martin
(LM) [45] qui constitue une sophistication des modèles plus anciens de Foldy [1] et de Waterman et
Truell [6] dans le cas de la distribution en taille des diffuseurs. En étendant ce modèle par la prise en
compte de la polydispersité en taille, on déduit le module effectif et la masse volumique effective de
la suspension polydispersée. La définition de la polydispersité utilisée est celle de Mascaro et al [54]
tenant compte de l’écart type et du rayon moyen des diffuseurs. Le cas de la monodispersité où tous
les diffuseurs ont le même rayon est obtenu comme cas particulier de la polydispersité. Le phénomène
de la polydispersité est observé dans l’étude des colloïdes (Russell et al [30] en 1989, R. E. Challis
et al [42] en 2005), dans le transport de particules (Scheidegger [15] en 1974), dans la distribution
des bulles d’air dans un fluide ([Gaunaurd et al [22] en 1981, Leroy et al [50] en 2005, Mascaro et al
[54] en 2013)... Une compréhension des effets qu’entraînent la distribution en taille des diffuseurs sur
les propriétés effectives acoustiques des dispersions peut se révéler d’un grand intérêt. Par ailleurs, en
considérant des diffuseurs sphériques poreux, on étend des résultats antérieurs établis pour les sphères
élastiques ou fluides. On commence par l’étude de la diffusion par une sphère poreuse dans un milieu
fluide infini.

3.2 Diffusion par une sphère poreuse dans un milieu fluide
On considère une sphère poroélastique placée dans un milieu fluide d’extension infinie dans l’es-

pace physique rapporté au repère (O, ~ex, ~ey, ~ez). On suppose que la direction de propagation de l’onde
incidente est celui de l’axe (O, ~ez). On se place en coordonnées sphériques (r, θ,φ) et on utilise les
résultats établis aux chapitres précédents. On désigne par ω la vitesse angulaire et kinc = k0 = ω

c0
( c0

la vitesse du son) le nombre d’onde de l’onde incidente longitudinale en l’absence de diffuseur. Lors
de sa pénétration dans le diffuseur cette onde incidente se convertit en trois ondes : deux ondes longi-
tudinales de nombres d’ondes respectifs k1 = ω

c1
(rapide) et k2 = ω

c2
(lente) et une onde transversale de

nombre d’onde kt = ω
ct

. Ces nombres d’ondes étant tous complexes, les ondes s’atténuent au cours de
leur propagation dans l’espace poreux. On suppose qu’il n’y a pas de dépendance en φ . Les potentiels
scalaires ou vectoriels dépendent des variables spatiales r, θ et du temps.
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3.2. Diffusion par une sphère poreuse dans un milieu fluide

Figure 3.1 – Géométrie d’un diffuseur sphérique poreux dans un milieu fluide

La zone (1) est un milieu poroélastique et la zone (0) est le milieu extérieur rempli de fluide. Les pores
de la zone (1) et le milieu extérieur fluide (0) sont remplis par un fluide de masse volumique ρ0 .

Equations de la diffusion par une sphère poroélastique
Déplacement et pression dans le milieu (0)

Le vecteur déplacement de l’onde incidente dans le milieu fluide s’écrit sous la forme

~u0 = −~∇φ0 (3.1)

φ0 étant le potentiel de déplacement des particules tel que φ0(~r) = ei~kinc.~r = e−ik0z et ~r = (x,y,z) dans le
repère cartésien. Ce potentiel φ0 vérifie l’équation de Helmholtz

∆φ0 + k2
0φ0 = 0. (3.2)

En coordonnées sphériques on a (l’exposant T signifie transposé)

~u0 =

(
−
∂φ0

∂r
,−

1
r
∂φ0

∂θ
,0

)T

= (u0r,u0θ,0)T . (3.3)

On peut encore écrire le champ scalaire φ0 sous la forme [44]

φ0(~r) =

+∞∑
n=0

(−1)n(2n + 1) jn(k0r)Pn(cosθ) (3.4)

où jn est la fonction de Bessel sphérique (Annexe B) et Pn le polynôme de Legendre d’ordre n
(Annexe C).
Le champ diffusé φ0d par la sphère poreuse dans le milieu fluide s’écrit sous la forme

φ0d(~r) =

+∞∑
n=0

(−1)n(2n + 1)Tnhn(k0r)Pn,(cosθ) (3.5)

où Tn est le coefficient de diffusion et hn la fonction de Hankel sphérique de première espèce (Annexe
B). La pression totale p0 dans le milieu fluide s’exprime :

p0 = −ρ0ω
2(φ0 + φ0d). (3.6)

Elle est obtenue en utilisant l’équation d’Euler, comme dans le cas cylindrique (cf. Chapitre 1).
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Déplacements, contraintes, pression et potentiels dans le milieu (1)

D’après la théorie de Biot des milieux poreux, il existe trois potentiels dont deux scalaires : φ1

pour l’onde rapide 1, φ2 pour l’onde lente 2 et un potentiel vecteur ~ψt = ~∇ ∧ (rψt~er) pour l’onde
transversale t. ~er étant le vecteur unitaire porté par la droite (OP). On suppose que ces trois potentiels
vérifient chacun l’équation de Helmholtz :

∆φ j + k2
jφ j = 0, ( j = 1,2) (3.7)

∆ψt + k2
t ψt = 0, (3.8)

où ~k j ( j = 1,2, t) sont les vecteurs d’onde. Le champ de déplacement dans la sphère poreuse est alors
donné par :

~u = −

2∑
j=1

~∇φ j + ~∇∧ ~ψt. (3.9)

En coordonnées sphériques (3.9) devient

~u =

− 2∑
j=1

∂φ j

∂r
−

1
r
Ωψt,−

2∑
j=1

∂φ j

∂θ
+

1
r
∂2(rψt)
∂θ∂r

,0


T

(3.10)

où

Ωψt =
1

sinθ
∂

∂θ

(
sinθ

∂ψt

∂θ

)
. (3.11)

Le vecteur champ de déplacement ~w du fluide par rapport au solide est donné en coordonnées carté-
siennes par :

~w = −

2∑
j=1

γ j~∇φ j + γt~∇∧ ~ψt, (3.12)

où γ1, γ2, γt sont les coefficients de compatibilités respectifs de l’onde rapide (1), de l’onde lente (2)
et de l’onde transversale (t) (cf. Chapitre 1).
En coordonnées sphériques, on obtient

~w =

− 2∑
j=1

γ j
∂φ j

∂r
−

1
r
γtΩψt,−

2∑
j=1

1
r
γ j
∂φ j

∂θ
+

1
r
γt
∂2(rψt)
∂θ∂r

,0


T

. (3.13)

Le vecteur déplacement total est donc

~u + ~w =

− 2∑
j=1

(1 + γ j)
∂φ j

∂r
− (1 + γt)

1
r
Ωψt,−

2∑
j=1

1
r
∂φ j

∂θ
+

(1 + γ j)
r

∂2(rψt)
∂θ∂r

,0


T

. (3.14)

D’après la théorie de Biot, le tenseur des contraintes en un point du milieu (1) est

σi j = 2µεi j +
[
(H − 2µ) ~∇.~u + C~∇.~w

]
δi j (3.15)

où H, µ, C sont des constantes dépendant de la porosité et des caractéristiques du milieu poreux et
du fluide saturant. Les quantités

(
εi j

)
i j

,
(
δi j

)
i j

désignent respectivement le tenseur des déformations
et le tenseur unité. Les développements en coordonnées sphériques conduisent aux composantes sui-
vantes :

σrr =

2∑
j=1

−2µ
∂2φ j

∂r2 +H jk2
jφ j

 + 2µ
(

1
r2Ωψt −

1
r
∂

∂r
Ωψt

)
, (3.16)
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3.2. Diffusion par une sphère poreuse dans un milieu fluide

σrθ = −2µ
∂

∂θ

 2∑
j=1

(
−
φ j

r2 +
1
r
∂φ j

∂r

)
+

1
r
∂ψt

∂r
+

1
r2

(
1 +

r2k2
t

2

)
ψt +

Ωψt

r2

 , (3.17)

σrφ = 0, (3.18)

où H j = H − 2µ+ γ jC. La pression dans les pores est

P f = −

2∑
j=1

(
γ jM + C

)
k2

jφ j. (3.19)

M et C étant des constantes dépendant de la porosité.

Expressions des potentiels

Dans la sphère, pour des raisons physiques, les potentiels ne peuvent pas devenir infinis. Comme
la seule fonction de Bessel sphérique n’ayant pas de singularité en r = 0 est jn (Annexe B), les
expressions des potentiels des ondes longitudinales et transversale sont données sous les formes (on
ne confondra pas l’indice ou l’exposant j avec la fonction de Bessel) :

φ j =

+∞∑
n=0

(−i)n (2n + 1) A j
n jn(k jr)Pn (cosθ)e−iωt, j = 1, 2 (3.20)

et

ψt =

+∞∑
n=0

(−i)n (2n + 1) At
n jn(ktr)Pn (cosθ)e−iωt. (3.21)

Pour déterminer les quatre inconnues A1
n, A2

n, At
n et Tn, il faut quatre conditions de passage en r = a

(a = rayon de la sphère).

Conditions de passage à l’interface

Les conditions de passage sont écrites pour un mode n, car une série de Fourier est nulle si tous
ses coefficients sont nuls :

1. Continuité du débit (
~u0 +~u0d

)
.~er =

(
~u + ~w

)
.~er, (3.22)

2. Continuité de la pression
p0 = p f , (3.23)

3. Contrainte radiale
−p0 = σ rr, (3.24)

4. Contrainte tangentielle
0 = σ rθ. (3.25)

La continuité du débit en r = a conduit à

−

2∑
j=1

(
1 + γ j

)
x j jn

′

(x j)A
j
n + (1 + γt)n (n + 1) jn(xt)At

n + x0h(1)
n
′

(x0)Tn = −x0 jn
′

(x0). (3.26)

où x j = k ja ( j = 1, 2), xt = kta et x0 = k0a.
Pour les trois autres conditions, on obtient après développement

2∑
j=1

ρ f j jn(x j)A
j
n − ρ0h(1)

n (x0)Tn = ρ0 jn(x0), (3.27)
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2∑
j=1

[
4x j jn

′

(x j) +
(
ρ jtx2

t − 2n (n + 1)
)

jn(x j)
]
A j

n + 2n (n + 1)
[
xt jn

′

(xt)− jn(xt)
]
At

n − ρ0tx2
t h(1)

n (x0)Tn

= ρ0tx2
t j(x0), (3.28)

2∑
j=1

(
x j jn

′

(x j)− jn(x j)
)
A j

n +

(
xt jn

′

(xt) +

(
1 +

x2
t

2
− n (n + 1)

)
jn(xt)

)
At

n = 0. (3.29)

La forme matricielle des équations (3.26) à (3.29) est

dn.


Tn
A1

n
A2

n
At

n

 = sn, (3.30)

où

dn =


x0h(1)

n
′ (

x0
)

−
(
1 + γ1

)
x1 j′n(x1) −

(
1 + γ2

)
x2 j′n(x2) n (n + 1)(1 + γt) jn(xt)

−ρ0h(1)
n (x0) ρ f 1 jn(x1) ρ f 2 jn(x2) 0

−ρ0t x2
t h(1)

n (x0) 4x1 j′n(x1) +
(
ρ1t x2

t − 2n (n + 1)
)

jn(x1) 4x2 j′n(x2) +
(
ρ2t x2

t − 2n (n + 1)
)

jn(x2) 2n (n + 1)
[
xt j′n(xt)− jn(xt)

]
0 x1 j′n(x1)− jn(x1) x2 j′n(x2)− jn(x2) xt j′n(xt) +

(
1− n (n + 1) + x2

t /2
)

jn(xt)


et

sn =


−x0 jn

′

(x0)
ρ0 jn(x0)
ρ0tx2

t jn(x0)
0

 . (3.31)

En utilisant la méthode de Cramer, on obtient l’expression du coefficient de diffusion Tn sous la forme

Tn =
D[1]

n

Dn
(3.32)

où le déterminant D[1]
n est obtenu en remplaçant les éléments de la première colonne de dn par les

éléments de sn et Dn le déterminant de la matrice dn.

3.3 Approximation des coefficients de diffusion
On suppose que le fluide dans lequel baignent les diffuseurs poreux et le fluide saturant l’espace

poreux sont identiques. La diffusion acoustique d’une onde plane incidente par un diffuseur de forme
sphérique de rayon a est décrite par les coefficients de diffusion Tn, où n est un entier relatif, tels
que T−n = Tn. On se place dans l’hypothèse basse fréquence, c’est à dire |k0a| << 1 et |kαa| << 1
(α = 1,2, t). En utilisant les développements en série de Taylor des fonctions de Bessel et de Hankel
sphériques (Annexe B), on peut approcher les coefficients de diffusion Tn de la façon suivante

T0 (a) =
i
3

(k0a)3 (B0 − 1) + O
(
(k0a)5

)
, (3.33)

T1 (a) =
i
3

(k0a)3 B1 + O
(
(k0a)5

)
, (3.34)

Tn (a) = O
(
(k0a)5

)
si n > 1, (3.35)

65



3.3. Approximation des coefficients de diffusion

où les coefficients B0 et B1 présents dans les équations (3.33) et (3.34) sont donnés par

B0 = −

3
(
ρ f 2c2

2
ρtc2

t
Γ1 −

ρ f 1c2
1

ρtc2
t
Γ2

)
+

((
4− 3

ρ2c2
2

ρtc2
t

)
Γ1 −

(
4− 3

ρ1c2
1

ρtc2
t

)
Γ2

)
ρ f 2c2

2
ρ0c2

0

(
4− 3

ρ1c2
1

ρtc2
t

)
−
ρ f 1c2

1
ρ0c2

0

(
4− 3

ρ2c2
2

ρtc2
t

) , (3.36)

et

B1 = −

(
4

c2
2

c2
1

(
−Γ2 + ρf 20 +Γt∆ρ2

)
+ 4

(
Γ1 − ρf 10 −Γt∆ρ1

)
+ 3

c2
2

c2
t

(Γ2∆ρ1 −Γ1∆ρ2 +∆ρ12)
)

(
4

c2
2

c2
1

(
−Γ2 − 2ρf 20 +Γt∆ρ2

)
− 4

(
−Γ1 − 2ρf 10 +Γt∆ρ1

)
+ 3

c2
2

c2
t

(Γ2∆ρ1 −Γ1∆ρ2 − 2∆ρ12)
) (3.37)

avec ∆ρ2 = ρ2t − ρf 2t, ∆ρ1 = ρ1t − ρf 1t, ∆ρ12 = ρ2tρf 10 − ρ1tρf 20, ρ fαt =
ρ fα
ρt

, (α = 1, 2).

Figure 3.2 – Comparaison coefficients de diffusion exacts et approchés. En ordonnée on a le coeffi-
cient de diffusion et en abscisse la fréquence en Hertz.

La figure (3.2) montre la comparaison des coefficients de diffusion approchés et exacts. La courbe
en bleu représente le coefficient de diffusion pour le mode n=0 et le magenta représente celle du mode
n=1. On observe une bonne approximation en basse fréquence c’est-à-dire en dessous de 50kHz. En
utilisant les approximations suivantes en basse fréquence et en fixant la porosité (cf. Chapitre 2) :

c2
2 � −i

ω

ωc

HM −C2

ρ0H
, c2

1 �
H
ρ
, c2

t �
µ

ρ
,

γ1 � 0, γ2 � −
H
C
, γt � 0,

ρ1 � ρ, ρ2 � 0, ρt � ρ,

ρ f 1 � ρ0, ρ f 2 � −
iωc

ω

Hρ0

C
,

on obtient à la limite statique (ω→ 0) des expressions simplifiées des coefficients B0 et B1 sous les
formes

Bs
0 �
−3

(
HM −C2

) /
(Cµ)−

[
3ρ0H/ (ρµ) + (4− 3H/µ)

]
(1−H/C) + 4

(4− 3H/µ)
(
HM −C2) /CK0 + 4ρ0H/ (ρK0)

, (3.38)

et
Bs

1 �
ρ− ρ0

2ρ+ ρ0
. (3.39)
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Chapitre 3. Diffusion multiple en présence d’une dispersion en taille de rayons

On voit que les limites statiques des coefficients B0 et B1 ne dépendent plus de la fréquence. Les seuls
paramètres physiques jouant un rôle sont ceux des fluides extérieur et saturant (ρ0, K0 = ρ0c2

0), du
milieu poreux (H, M, C, µ à valeurs réelles) et la masse volumique totale ρ.

3.4 Limites de Rayleigh des nombres d’ondes effectifs pour des
sphères poreuses dans le cas polydisperse

3.4.1 Nombre d’onde effectif de Linton et Martin
En utilisant les diffuseurs isotropes ponctuels, Foldy[1] a trouvé une expression du nombre d’onde

effectif en s’arrêtant à l’ordre 1 en concentration. Lax [2] a étendu le modèle de Foldy jusqu’à l’ordre
2 en concentration en utilisant la QCA. En 1961 Waterman et Truell (WT) [6] trouvent une expres-
sion du nombre d’onde à l’ordre 2 en concentration en utilisant des diffuseurs ponctuels anisotropes
et en considérant les ondes diffusées vers l’avant et vers l’arrière sans modifier le premier ordre de
Foldy. Utilisant des méthodes mathématiques issues de la physique nucléaire, Lloyd et Berry (LB)
[13] étendent en 1967 le modèle du nombre d’onde effectif de WT en ajoutant au deuxième ordre en
concentration de ce nombre d’onde une formule intégrale qui tient compte d’une sommation sur tous
les angles de diffusion. Plus tard, en 2006, travaillant sur une nouvelle démonstration des résultats de
LB à partir d’une approche plus classique, Linton et Martin (LM) [45] ont proposé une réécriture du
nombre d’onde effectif équivalente à celle de LB, l’intégrale sur les angles étant transformée en une
série double dont le terme général est proportionnel au produit TnTm des coefficients de diffusion. La
formule de LM s’arrête à l’ordre 2 en n0 (nombre de diffuseurs par unité de volume).
Nous allons examiner l’effet de la polydispersité de la taille des diffuseurs dans le cas de trois distri-
butions : uniforme, de Schulz et log-normale. Il faut noter que Mascaro et al [44] ont considéré une
distribution gaussienne du rayon. La polydispersité (coefficient de dispersion) est définie par [45]

p =
σ

〈a〉
, (3.40)

où σ est l’écart-type et 〈a〉 le rayon moyen de la distribution considérée.
Considérons un milieu fluide contenant n0 diffuseurs par unité de volume. Si les diffuseurs ont un
même rayon a, alors le nombre d’onde associé à l’onde cohérente s’écrit sous la forme

ξ2
LM = k2

0 + n0δ1 + n2
0δ2 + O

(
n3

0

)
, (3.41)

où

δ1 =
4π
ik0

+∞∑
n=0

(2n + 1)Tn (a) , (3.42)

et

δ2 = −
1
2

(
4π
k0

)4 +∞∑
n,m=0

KnmTn (a)Tm (a) . (3.43)

Ci-dessus,

Knm =

(
1

4π

)3/2 √
(2n + 1)(2m + 1)

n+m∑
q=|n−m|

q
√

2q + 1G (n,0 ; m,0 ; q) , (3.44)

où G est le coefficient de Gaunt [33], [44] (Annexe C). La somme sur l’indice q est à pas de deux
avec n + m + q pair. Xu Yu-Lin [33] a fourni des algorithmes pour le calcul rapide des coefficients de
Gaunt.
Supposons que les obstacles sont constitués du même matériau poreux mais diffèrent cependant par
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leur taille. Les interactions entre les obstacles de rayon respectif a et b doivent être prises en compte
en modifiant (3.43) comme suit

δ2 = −
1
2

(
4π
k0

)4 +∞∑
n,m=0

KnmTn (a)Tm (b) . (3.45)

On suppose dans la suite que les rayons des obstacles peuvent prendre toutes les valeurs dans R∗+
et que la distribution des obstacles est décrite par une densité de probabilité normalisée u telle que
n0u(a)da est le nombre d’obstacles par unité de volume, ayant un rayon comprise entre a et a + da.
Ainsi

∫ +∞

0 u (a)da = 1. On modifie alors le nombre d’onde de LM en considérant le nombre d’onde
effectif 〈

ξ2
LM

〉
=

" +∞

0
ξ2

LMu(a)u(b)dadb. (3.46)

En utilisant les équations (3.41) et (3.45), on obtient le nombre d’onde dans le cas polydisperse sous
la forme 〈

ξ2
LM

〉
= k2

0 + n0∆1 + n2
0∆2 + O

(
n3

0

)
, (3.47)

où

∆1 =
4π
ik0

∫ +∞

0

+∞∑
n=0

(2n + 1)Tn (a)u (a)da, (3.48)

et

∆2 = −
1
2

(
4π
k0

)4 ∫ +∞

0

∫ +∞

0

+∞∑
n,m=0

KnmTn (a)Tm (b)u (a)u (b)dadb. (3.49)

A des fréquences quelconques, on doit évaluer numériquement les intégrales simple et double appa-
raissant dans ces formules. Cependant, compte-tenu de la limite basse fréquence que nous considérons
ici, les approximations des coefficients de diffusion Tn données ci-dessus permettent de simplifier les
calculs des intégrales. L’hypothèse basse fréquence correspond au fait que |k0a| << 1 et |kαa| << 1.
On a, compte tenu des équations (3.33)-(3.35) et de l’équation (3.47) :〈

ξ2
LM

〉
≈ k2

0 (1 + I1 + I2) , (3.50)

où
I1 = (B0 − 1 + 3B1)Cu, (3.51)

et
I2 = 3

[
(B0 − 1) B1 + 2B2

1

]
(Cu)2 . (3.52)

La quantité Cu est définie par

Cu =

(
4π
3

)
n0

〈
a3

〉
(3.53)

avec 〈
an〉 =

∫ +∞

0
anu (a)da. (3.54)

L’équation (3.54) représente le moment d’ordre n de la distribution u, l’équation (3.53) représente
la concentration volumique moyen des diffuseurs pour une distribution u considérée. On a utilisé
aussi les égalités K01 = K10 = 3/

(
16π2

)
et K11 = 3/

(
4π2

)
(Annexe C). Pour évaluer la concentration

Cu qui ne dépend pas des paramètres du milieu, on a besoin de calculer le moment d’ordre 3 de la
distribution. Pour cela on considère trois distributions : uniforme, de Schulz et log-normale. Dans
la littérature Leroy et al. [50] ont considéré une distribution log-normale, Mascaro et al. [54] une
distribution gaussienne qui est un cas particulier de la distribution de Schulz.
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3.4.2 Les concentrations
Distribution uniforme

La distribution uniforme [47] est définie par

u (a) =
〈a〉
2w

1[
〈a〉−w
〈a〉 ,

〈a〉+w
〈a〉

] ( a
〈a〉

)
, (3.55)

où 〈a〉 est le premier moment, w la demi-largeur et 1[. .] la fonction caractéristique de l’intervalle[
〈a〉−w
〈a〉 ,

〈a〉+w
〈a〉

]
. Le moment d’ordre 3 est donné par

〈
a3

〉
= 〈a〉3

(
1 +

w2

〈a〉2

)
. (3.56)

L’écart-type σ est tel que σ2 =
〈
a2

〉
− 〈a〉2. Comme

〈
a2

〉
= 〈a〉2 + w2/3 il s’ensuit que σ2 = w2/3.

La polydispersité est alors p = σ/ 〈a〉 = w/
√

3 〈a〉. On peut encore écrire l’équation (3.56) sous la

forme
〈
a3

〉
=

(
1 + 3σ2

〈a〉2

)
〈a〉3. La concentration moyenne s’écrit dans ce cas en fonction de la polydis-

persité comme suit :

Cu =
4πn0 〈a〉3

3

(
1 + 3p2

)
. (3.57)

Le cas particulier de la monodispersité s’obtient en effectuant le passage à la limite w → 0. On en
déduit que 〈a〉 → a, σ→ 0 puis, Cu→ V = 4πa3/3, V étant le volume moyen.

Distribution de Schulz

La distribution de Schulz [37]-[34] est donnée par

u (a) =
( j + 1) j+1

〈a〉Γ ( j + 1)

(
a
〈a〉

) j

exp
[
− ( j + 1)

a
〈a〉

]
, (3.58)

où 〈a〉 est le premier moment (rayon moyen), Γ la fonction gamma d’Euler et j = 〈a〉2 /σ2 − 1 un
nombre réel mesurant la largeur de la distribution (σ2 est la variance). Ce nombre est donc relié à la
polydispersité car p = σ/ 〈a〉 = 1/

√
j + 1.

Le cas j = 0 correspond à la distribution exponentielle (les diffuseurs à petits rayons sont largement
prépondérants). Le moment d’ordre n est donné par

〈
an〉 =

∫ +∞

0
anu (a)da =

1
Γ ( j + 1)

( j + n)!
( j + 1)n 〈a〉

n . (3.59)

Si j est un entier naturel, la relation (3.59) devient

〈
an〉 =

∫ +∞

0
anu (a)da =

( j + n)!
j! ( j + 1)n 〈a〉

n . (3.60)

On déduit la concentration moyenne, pour une distribution de Schulz de diffuseurs sphériques, en
fonction de la polydispersité p sous la forme

Cu =
4πn0 〈a〉3

3
( j + 3)( j + 2)

( j + 1)2 =
4πn0 〈a〉3

3

(
1 + 3p2 + 2p4

)
. (3.61)

Le cas particulier de la monodispersivité s’obtient en effectuant le passage à la limite j→ +∞ ; on a
alors 〈a〉 → a , p→ 0 et Cu ≈ n0V .
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Distribution log-normale

Dans le cas d’une distribution log-normale [50][37] du rayon des sphères, la densité u s’écrit

u (a) =
1

a
√

2πσ2
exp

(
−

(lna− θ)2

2σ2

)
, (3.62)

où σ2 est la variance et θ = lnamed avec amed la médiane des rayons. Le moment d’ordre n de la
distribution est donné par 〈

an〉 = exp
(
nθ+

n2σ2

2

)
. (3.63)

La concentration moyenne pour une distribution log-normale de diffuseurs sphériques s’écrit sous la
forme

Cu =
4πn0

3
e3θ+ 9σ2

2 =
4π
3

a3
mede

9σ2
2 . (3.64)

On sait que σ2 =
〈
a2

〉
− 〈a〉2 = e2θ+σ2 (

eσ
2
− 1

)
> 0 et 〈a〉 = e

(
θ+σ2

2

)
.

En combinant ces deux équations, on obtient

p2 =
σ2

〈a〉2
= eσ

2
− 1.

L’équation (3.64) devient Cu = 4π
3 a3

med

(
p2 + 1

)9/2
. En prenant 〈amed〉 � 〈a〉 [37], la concentration

moyenne devient alors

Cu =
4πn0

3
〈a〉3

(
p2 + 1

)9/2
. (3.65)

La limite monodisperse est obtenue en faisant tendre l’écart-type σ vers zéro.
La figure (3.3) montre les courbes des concentrations relatives Cu/

4πn0
3 〈a〉

3 en fonction de la poly-
dispersité p. Les courbes noire, bleue et rouge représentent respectivement les distributions uniforme,
de Schulz et log-normale. Toutes sont des fonctions monotones croissantes positives de la variable p.

Figure 3.3 – -

Pour une valeur donnée de p, la distribution log-normale fournit la plus grande valeur de la concen-
tration relative, suivie de la distribution de Schultz et ensuite de la distribution uniforme. Pour des
valeurs faibles ne dépassant pas 0,6, les distributions de Shultz et uniformes sont très proches.
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Figure 3.4 – Vitesses de phases normalisées

La figure (3.4) montre les représentations des vitesses de phases normalisées en fonction de la
fréquence pour les trois distributions polydisperses et monodisperse de sphères poroélastiques pour
une densité n0 = 105. Le rayon des diffuseurs pour le cas monodisperse est a = 4 × 10−3m et est
utilisé aussi comme rayon moyen pour les distributions en taille. On a construit les courbes pour deux
valeurs du coefficient de dispersion : p = 0,5 (figure (3.4)(a)) et p = 0,2 (figure (3.4)(b)). On observe
une faible vitesse pour la distribution log-normal, suivie de celle de Schulz et uniforme. La vitesse
du cas monodisperse est plus grande que celle du cas polydisperse. On observe aussi une bonne
approximation des vitesses de phases approchées et exactes pour une distribution monodisperse.

3.5 Nombres d’onde effectif, module effectif et masse volumique
effective

3.5.1 Diffuseurs poreux

Le carré du nombre d’onde dans le milieu fluide en l’absence de diffuseurs s’écrit k2
0 = ω2

c2
0

, où

c2
0 =

K0
ρ0

(K0 et ρ0 étant le module d’incompressibilité et la masse volumique du fluide). On définit par
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analogie le nombre d’onde effectif
〈
ξ2

LM

〉
=

ω2ρLM
MLM

du milieu contenant des diffuseurs. ρLM représente
la masse volumique effective et MLM le module effectif de l’onde cohérente. La formule donnant le
nombre d’onde effectif peut également s’écrire〈

ξ2
LM

〉
k2

0

=
ρLM

ρ0
×

K0

MLM
. (3.66)

Au deuxième ordre en concentration, la formule du nombre d’onde effectif (équation (3.50)) de LM
ne se présente pas naturellement sous une forme factorisée comme dans le cas de Waterman et Truell
[6]. A condition de négliger les termes d’ordre supérieur à C2

u, on peut réécrire le nombre d’onde
effectif de LM sous la forme factorisée〈

ξ2
LM

〉
k2

0

=
[
1 +Cu (B0 − 1)

] [
1 + 3CuB1 + 6C2

uB2
1

]
. (3.67)

En comparant les équations (3.66) et (3.67), on déduit la masse volumique ρLM effective et le module
effectif MLM d’une distribution aléatoire polydisperse de diffuseurs poreux dans un fluide

ρLM

ρ0
= 1 + 3CuB1 + 6C2

uB2
1, (3.68)

et
1

MLM
=

1−Cu

K0
+
CuB0

K0
. (3.69)

On constate que le rapport ρLM
ρ0

dépend de B1 tandis que le module MLM dépend de B0. En remplaçant
les équations (3.38) et (3.39) dans les équations (3.68) et (3.69), on obtient la limite statique des
équations (3.68) et (3.69). Il vient(

ρLM

ρ0

)
= 1 + 3Cu

(1− φ) (ρs − ρ0)
2(1− φ)ρs + (1 + 2φ)ρ0

+ ..., (3.70)

et
1

MLM
=

1−Cu

K0
+
Cu

K0

4−
(
1− H

C

) [
4− 3 H

µ

(
1− ρ0

ρ

)]
− 3 HM−C2

Cµ(
4− 3 H

µ

)
HM−C2

CK0
+ 4ρ0H

ρK0

+ · · · (3.71)

φ étant la porosité. Les limites statiques (3.70) et (3.71) montrent le rôle joué par les paramètres
caractérisant le squelette du milieu poreux. Elles ne dépendent pas de la viscosité du fluide ni de la
perméabilité mais dépendent toujours de la porosité et du couple de paramètres (K0, ρ0) caractérisant
le fluide saturant.

3.5.2 Diffuseurs élastiques
Lorsque la porosité tend vers 0 (φ→ 0), le milieu devient élastique et est décrit par les paramètres

de Lamé λs, µs et le module d’incompressibilité Ks = λs +2µs/3. On a H→ Hs = Ks +2µs/3 , µ→ µs,
C→Cs = Ks et donc

Bs
0→ E0 =

K0

λs + 2µs/3
=

3ρ0c2
0

ρs
(
3c2

L − 4c2
T

) , (3.72)

et
Bs

1→ E1 =
ρs − ρ0

2ρs + ρ0
. (3.73)

Dans l’équation (3.72), on a utilisé les relations λs = ρs
(
c2

L − 2c2
T

)
et µs = ρsc2

T , où cL(respectivement
cT ) est la vitesse de phase de l’onde longitudinale (respectivement la vitesse de l’onde transversale )
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dans le milieu élastique. En remplaçant les équations (3.72) et (3.73) dans (3.70) et (3.71), on obtient
les expressions statiques suivantes

ρLM

ρ0
−→
φ→0

1 + 3Cu
ρs − ρ0

2ρs + ρ0
+ 6C2

u

(
ρs − ρ0

2ρs + ρ0
,

)2

(3.74)

et
1

MLM
−→
φ→0

1−Cu

K0
+

Cu

λs + 2µs/3
. (3.75)

L’équation (3.74) fournit une extension à l’ordre 2 en concentration des résultats de Aristégui et
Angel [48] qui ont utilisé la formule du nombre d’onde effectif de WT en considérant une distribution
monodisperse de sphères élastiques dans un milieu fluide.

3.5.3 Diffuseurs fluides
Si l’on remplace les diffuseurs élastiques par des diffuseurs fluides dont les paramètres physiques

(masse volumique ρ f , vitesse du son c f et du module d’incompressibilité λ f = K f = ρ f c2
f ) diffèrent

de ceux de la matrice fluide, on doit poser µs = 0 et ρs = ρ f , ρ0 dans les équations (3.74) et (3.75).
On obtient alors

ρLM

ρ0
= 1 + 3Cu

ρ f − ρ0

2ρ f + ρ0
+ 6C2

u

(
ρ f − ρ0

2ρ f + ρ0

)2

(3.76)

1
MLM

=
1−Cu

K0
+
Cu

K f
. (3.77)

L’équation (3.77) est la loi de Wood généralisée au cas de la polydispersité. Les équations (3.76) et
(3.77) représentent àl’ ordre 1 en concentration respectivement la masse volumique effective et le
module effectif trouvés par WT (voir équation 3.35 de l’article [6]).

3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié la diffusion d’une sphère poreuse immergée dans une matrice

fluide. La formule du nombre d’onde effectif de Linton et Martin issue de la QCA a été utilisée pour
déterminer les propriétés effectives (masse volumique effective, module effectif) de l’onde cohérente
dans un milieu fluide avec des inclusions sphériques poreuses dans le cas d’une dispersion en taille des
rayons. On a examiné trois distributions : uniforme, de Schulz et log-normale. On a obtenu la masse
volumique effective et le module effectif pour des sphères élastiques en passant d’abord à la limite
statique puis en faisant tendre la porosité vers zéro. On déduit le cas des sphères fluides en annulant
le module de cisaillement. Toutes les formules effectives dépendent généralement de la concentration
qui dépend naturellement de la distribution en taille des obstacles. Le cas monodisperse est déduit du
cas polydisperse en faisant tendre le paramètre de polydispersité vers zéro.
Les résultats de ce chapitre ont été soumis dans le journal JASA (Journal of the Acoustical Society
of America) en 2019 [61] et une partie des travaux sera présentée au Congrès Français de Mécanique
(CFM) en août 2019 à Brest [60].

73



3.6. Conclusion

74



Conclusion générale

Cette thèse a abordé la propagation des ondes dans un milieu poroélastique contenant des in-
clusions cylindriques et la propagation d’une onde dans un milieu fluide contenant des inclusions
sphériques poreuses en vue de déterminer les propriétés effectives du milieu que sont les nombres
d’ondes effectifs, les modules effectifs et les masses volumiques effectives.
Nous nous sommes d’abord intéressés à la diffusion dans un milieu milieu poreux homogénéisé conte-
nant des cavités cylindriques aléatoirement réparties de même rayon. En utilisant les équations de la
diffusion multiple, Nous avons déterminé les coefficients de diffusion Tαβ

n (n ∈ Z, α,β = 1, 2, t) pour
les conditions aux limites des pores fermés à l’interface du cylindre de rayon a dans le cadre de la
limite de Rayleigh. Nous avons comparé numériquement les coefficients approchés et exacts. Nous
avons montré que le calcul des coefficients de diffusion obtenus dans le cas des conditions aux limites
des pores fermés donnent des résultats meilleurs que ceux obtenus par les conditions aux limites
des pores ouverts trouvés par Franklin et al [49]. Dans ce contexte, Nous avons écrit des expres-
sions analytiques des nombres d’onde effectifs pour les ondes cohérentes longitudinales (1, 2) et pour
l’onde cohérente transversale t en négligeant les coefficients de diffusion des modes n différents de
−2, −1, 0, 1, 2 dans les formules des nombres d’onde effectifs trouvés par Conoir-Norris [49] dans un
milieu poroélastique. Ces expressions analytiques ont ainsi été confrontées à des simulations numé-
riques dans un milieu poreux QF20 respectant la théorie de Biot [4]. Nous avons constaté, à la limite
basse fréquence pour une concentration faible des diffuseurs cylindriques, que les approximations des
vitesses de phases et des atténuations des ondes cohérentes déduites des expressions analytiques à
l’ordre c2 en concentration, approximent mieux les vitesses de phases et les atténuations exactes.
Nous avons déduit les expressions analytiques des modules effectifs et des masses volumiques ef-
fectives en écrivant les nombres d’ondes effectifs approximés sous forme factorisée. Ces propriétés
effectives dépendent des paramètres du milieu poreux et des fréquences. En réecrivant les nombres
d’onde des ondes dans le milieu sans diffuseurs, les masses volumiques acoustiques et les grandeurs
du milieu poreux en basse fréquence puis en faisant tendre la porosité vers zéro, nous avons retrouvé
les modules effectifs trouvés par Varadan [25] dans un milieu élastique contenant des cavités cy-
lindriques en néglifeant l’ordre c2 en concentration dans les expressions des modules effectifs. Les
masses volumiques effectives trouvées dans le milieu élastique coïncident avec celles trouvées par
Varadan [25] et Christensen [19].
Ensuite, nous avons considéré un milieu fluide contenant des inclusions sphériques poreuses aléatoires
de rayons différents. Nous avons établi les équations de la diffusion multiple d’une sphère poreuse sa-
turée par le même fluide que le milieu extérieur en utilisant les conditions aux limites des pores
ouverts. Nous avons déterminé les expressions des coefficients de diffusion de l’onde longitudinale
effective en utilisant le développement de Taylor dans la limite de basse fréquence. A partir du nombre
d’onde effectif de Linton-Martin [45], nous avons trouvé une expression du nombre d’onde effectif
dans le cas polydisperse (distribution en taille des rayons). Nous avons travaillé sur trois distributions
en taille des rayons : uniforme, Schultz et log-normale. Les concentrations obtenues à partir de ces
distributions dépendent du paramètre polydisperse et du volume moyen. Des simulations numériques
des ces concentrations ont été faites. A partir du nombre d’onde effectif dans le cas polydisperse,
Nous avons déduit la masse volumique effective et le module effectif du milieu contenant des sphères
poreuses. Nous avons retrouvé le cas monodisperse en faisant tendre le coefficient de dispersion vers
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zéro. Nous avons fait une extension polydisperse de la masse volumique effective à l’ordre deux en
concentration de Aristegui et Angel [48] lorsqu’on fait tendre la porosité vers zéro. On retrouve le
module effectif de Aristegui et Angel [48] pour des sphères élastiques. Nous avons retrouvé aussi les
propriétés effectives pour des inclusions sphériques polydisperses dans un milieu fluide de Waterman-
Truell [6] ainsi que la loi de Wood généralisée au cas polydisperse.
L’étude menée dans ce document mériterait d’être étendue aux cas de milieu poreux contenant des
inclusions poreuses cylindriques ou sphériques qui constituent une gamme très répandue de maté-
riaux naturels géologiques. Elle pourrait aussi intéresser l’industrie des matériaux composites et des
métamatériaux. Nos simulations numériques ont concerné le QF20, mais d’autres matériaux poreux
avec des inclusions bien choisies pourraient présenter des caractéristiques intéressantes telles de forts
atténuations acoustiques,... Des comparaisons numériques pourront être faites en considérant d’autres
milieux poreux. On pourra étudier le cas des cylindres ou sphères coques (inclusions à trois phases)
et les méthodes implicites GSCM (The Generalized Self Consistent Method) des nombres d’ondes
effectifs.
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Annexe A

Fonctions de Bessel cylindriques

Les fonctions de Bessel sont solutions de l’équation de Bessel [14]

y′′ +
1
x

y′ +
(
1−

n2

x2

)
y = 0, n ∈ N. (A.1)

La fonction de Bessel de première espèce d’ordre n notée Jn, peut s’écrire sous la forme d’une série :

Jn(x) =

( x
2

)n +∞∑
s=0

(−1)s

s!Γ(s + n + 1)

( x
2

)2s
, (A.2)

où Γ(x) désigne la fonction gamma. On a la même formule lorsque n est réel.
L’expression de la fonction de Bessel de deuxième espèce d’ordre n entier ou fonction de Neumann
notée Yn deuxième solution de l’équation de Bessel est :

Yn = lim
ν→n

cos(πν)Jν(x)− J−ν(x)
sin(πν)

. (A.3)

Cette solution est indépendante de Jn.
La fonction de Hankel de première espèce d’ordre n entier ou fonction de Bessel de troisième espèce
notée H(1)

n a pour expression :
H(1)

n = Jn + iYn. (A.4)

La fonction de Hankel deuxième espèce est

H(2)
n = Jn − iYn. (A.5)

Soit bn la fonction de Bessel de première, deuxième ou troisième espèce. Elle vérifie les formules de
récurrence suivantes :

bn−1(x)− bn+1(x) = 2b′n(x), (A.6)

bn−1(x) + bn+1(x) =
2n
x

bn(x), (A.7)

bn+1(x) =
n
x

bn(x)− b′n(x) (A.8)(
xnbn(x)

)′
= xnbn−1(x). (A.9)
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Annexe B

Fonctions de Bessel sphériques

L’équation différentielle du second ordre [14]

x2w′′ + 2xw′ +
(
x2 − n(n + 1)

)
w = 0, n ∈ Z, (B.1)

est appelée équation de Bessel sphérique. Les solutions sont appelées fonctions de Bessel sphériques
de première espèce jn(x), de deuxième espèce yn(x) et de troisième espèce h(1)

n (x) et h(2)
n (x). Elles sont

définies à partir des fonctions de Bessel cylindriques pour tout n ∈ Z par

jn(x) =

√
π

2x
Jn+ 1

2
(x), (B.2)

yn(x) =

√
π

2x
Yn+ 1

2
(x), (B.3)

h(1)
n (x) = jn(x) + iyn(x) =

√
π

2x
H(1)

n+ 1
2
(x), (B.4)

h(2)
n (x) = jn(x)− iyn(x) =

√
π

2x
H(2)

n+ 1
2
(x). (B.5)

On désigne par wn(x) la fonction jn(x), yn(x), h(1)
n (x) ou h(2)

n (x). wn(x) vérifie les formules de récur-
rences pour tout n entier relatif

wn−1(x) + wn+1(x) =
2n + 1

x
wn(x), (B.6)

nwn−1(x)− (n + 1)wn+1(x) = (2n + 1)w′n(x), (B.7)
n + 1

x
wn(x) + wn+1(x) = w′n(x), (B.8)

x2w′′n (x) =
(
−x2 + n(n + 1)

)
wn(x) + 2xw′n(x). (B.9)
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Annexe C

Fonctions de Legendre, fonctions
harmoniques sphériques, coefficient de Gaunt

On appelle fonction de Legendre[14], la fonction Pm
n (x) définie pour tout 0 ≤ m ≤ n et −1 ≤ x ≤ 1

par

Pm
n (x) =

(
1− x2

)m/2

2nn!
dm+n

dxm+n

(
x2 − 1

)n
, (C.1)

n et m étant des entiers.
Pour des valeurs négatives, la fonction de Legendre s’écrit sous la forme

P−m
n (x) = (−1)m (n−m)!

(n + m)!
Pm

n (x), 0 ≤ m ≤ n. (C.2)

Lorsque m = 0 on pose P0
n = Pn. Pn est appelé polynôme de Legendre.

On peut écrire Pm
n (x) en fonction des polynômes de Legendre Pn(x) sous la forme

Pm
n (x) = (−1)m(1− x2)m/2 dmPn(x)

dxm . (C.3)

Les fonctions de Legendre vérifient les relations de récurrence

(x2 − 1)
dPm

n (x)
dx

= nxPm
n (x)− (n + m)Pm

n−1(x), (C.4)

(n−m + 1)Pm
n+1(x) = (2n + 1)xPm

n (x)− (n + m)Pm
n−1(x). (C.5)

On appelle fonction harmonique sphérique [44] et on la note Ym
n , la fonction définie par

Ym
n

(
~r
)

= Ym
n (θ,φ) = (−1)m

√
2n + 1

4π

√
(n−m)!
(n + m)!

Pm
n (cosθ)eimΦ, (C.6)

où m est un entier relatif et n un entier naturel tel que |m| ≤ n, ~r un vecteur unitaire, 0 ≤ θ ≤ π,
−π ≤ φ ≤ π.
Les fonctions harmoniques sphériques forment un système orthonormal dans L2(Ω) tel que∫

Ω

Ym
n Yµν dΩ = δnνδmµ, (C.7)

Ω étant la sphère unité. Elles vérifient la relation

Y−m
n (~r) = (−1)mYm

n (~r). (C.8)
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On peut écrire une relation entre les polynômes de Legendre et les harmoniques sphériques appelée
théorème d’addition de Legendre :

Pn(~r1.~r2) =
4π

2n + 1

n∑
m=−n

Ym
n (~r1)Ym

n (~r2). (C.9)

Les coefficients de Gaunt [44] [33] sont des réels définis par

G (n,m;ν,−µ;q) = (−1)m
∫
Ω

Ym
n Yµν Yµ−m

q dΩ. (C.10)

D’après [44], on peut montrer que

G (n,m;ν,µ;q) = (−1)m+µS

(
n ν q
0 0 0

)(
n ν q
m µ −µ−m

)
(C.11)

où

S =

√
(2n + 1)(2ν+ 1)(2q + 1)

4π
. (C.12)(

n ν q
m µ s

)
est le symbole 3− j de Wigner. Dans le cas particulier m = µ = s = 0, on a

(
n ν q
0 0 0

)
=

(−1)ss!
√

(2s− 2n)!(2s− 2ν)(2s− 2q)!

(s− n)!(s− ν)!(s− q)!
√

(2s + 1)!
si n + ν+ q = 2s (C.13)

et nulle dans le cas contraire.
La formule de linéarisation des harmoniques sphériques s’écrit en fonction des coefficients de Gaunt

Ym
n (~r)Yµν (~r) =

∑
q

Ym+µ
q (~r)G (n,m;ν,µ;q). (C.14)
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Annexe D

Coefficients de diffusion pour les conditions
aux limites de pores ouverts

On considère un cylindre de rayon a. Les expressions exactes des coefficients de diffusion Tαβ
n (n ∈

Z, α,β = 1, 2, t) se trouvent dans l’article [55]. En utilisant les développements de Taylor puis en
extrayant les termes dominants, on obtient pour n = 0 et n = 1 [55] :

– pour l’onde incidente longitudinale rapide 1

T 11
0 = −i

π

4
(k1a)2

1 +
κ2

t1Γ2R1 − κ
2
01ρ f 1/0

Γ1 −Γ2

 , (D.1)

T 12
0 = i

π

4
(k1a)2

κ2
t1Γ1R1 − κ

2
01ρ f 1/0

Γ1 −Γ2

 , (D.2)

T 1t
0 = 0, (D.3)

T 11
1 = −i

π

4
(k1a)2

Γ1 (1 + R1) + (Γ2 −ΓT )R1 − ρ f 1/0 +
(
ρ f 2/0ρ1/T − ρ f 1/0ρ2/T

)
∆

 , (D.4)

T 12
1 = i

π

4
(k1a) (k2a)

[
Γ1 (1 + R1) + (Γ1 −Γt)R1 − ρ f 1/0

∆

]
, (D.5)

T 1t
1 = i

π

4
(k1a) (kta)

Γ1 (R1 −R2)− (Γ1 −Γ2)R1 +
(
ρ f 2/0ρ1/t − ρ f 1/0ρ2/t

)
∆

 , (D.6)

– pour l’onde incidente longitudinale lente 2

T 21
0 = −i

π

4
(k2a)2

κ2
t2Γ2R2 − κ

2
02ρ f 2/0

Γ1 −Γ2

 , (D.7)

T 22
0 = i

π

4
(k2a)2

1 +
κ2

t2Γ1R2 − κ
2
02ρ f 2/0

Γ1 −Γ2

 , (D.8)

T 2t
0 = 0, (D.9)

T 21
1 = i

π

4
(k2a) (k1a)

[
Γ2 (1 + R2) + (Γ2 −Γt)R2 − ρ f 2/0

∆

]
, (D.10)

T 22
1 = −i

π

4
(k2a)2

Γ2 (1 + R1) + (Γ1 −Γt)R2 − ρ f 2/0 −
(
ρ f 2/0ρ1/t − ρ f 1/0ρ2/t

)
∆

 (D.11)
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T 2t
1 = −i

π

4
(k2a) (kta)

Γ2 (R2 −R1)− (Γ1 −Γ2)R2 +
(
ρ f 2/0ρ1/t − ρ f 1/0ρ2/t

)
∆

 , (D.12)

– pour l’onde incidente transversale t

T t1
0 = 0, T t2

0 = 0, T 2t
0 = 0, (D.13)

T t1
1 = i

π

4
(kta) (k1a)

[
ΓtR2 + Γ2 + ρ f 2/0

∆

]
, (D.14)

T t2
1 = −i

π

4
(kta) (k2a)

[
ΓtR1 + Γ1 + ρ f 1/0

∆

]
, (D.15)

T tt
1 = −i

π

4
(kta)2

[
ΓT (R1 −R2) + Γ1 −Γ2 + ρ f 1/0 − ρ f 2/0

∆

]
(D.16)

où καβ =
kα
kβ

, ρ fα/t =
ρ fα
ρt

, ρ fα/0 =
ρ fα
ρ0

, ρα/t =
ρα
ρt

, Rα = ρα/t − ρ fα/t (α = 1, 2) et
∆ = Γ2 (1 + R1)−Γ1 (1 + R2)−Γt (R1 −R2)− ρ f 1/0

(
1 + ρ2/t

)
− ρ f 2/0

(
1 + ρ1/t

)
.
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Annexe E

Calcul de l’intégrale Iαp

Calculons l’intégrale

Iαp (ξ) = n0ei~ξ.~r1

∫
S b

d~rφp (kαr)ei~ξ.~r (E.1)

où
φp (kαr) = H(1)

p (kαr)eipθ(~r). (E.2)

S b est la surface hachurée ci-dessous.

Figure E.1 –

Le problème est invariant selon y donc on peut toujours poser y1 = 0.
On peut encore écrire

Iαp (ξ) = n0eiξx1

∫
S b

d~rφp (kαr)eiξx (E.3)

avec pour domaine d’intégration celui délimité par les lignes rouges.
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Théorème E.0.1 (Théorème de Green) Soit Ω un ouvert borné de Rn à frontière ∂Ω de classe C1.
Soit f et g deux fonctions de classe C2 dans Ω. Alors∫

Ω

( f∆g− g∆ f )dΩ =

∫
∂Ω

(
f
∂g
∂n
− g

∂ f
∂n

)
dl, (E.4)

où ∂
∂n ≡ ~n.~∇ est l’opérateur de dérivation normal.

Les fonctions φp (kαr) et eiξx vérifient chacune une équation de Helmholtz :

∆φp(kαr) + k2
αφp(kαr) = 0 (E.5)

∆eiξx + ξ2eiξx = 0. (E.6)

En multipliant (E.5) par eiξ.x et (E.6) par φp(kαr), puis en retranchant la première de la seconde, on
obtient : (

ξ2 − k2
α

)
φp(kαr)eiξ.x = eiξ.x

∆φp(kαr)− φp(kαr)∆eiξx,

c’est-à-dire
eiξxφp (kαr) =

1(
ξ2 − k2

α

) [eiξx
∆φp (kαr)− φp (kαr)∆eiξx

]
. (E.7)

En introduisant cette relation dans (E.1), on obtient

Iαp (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫
S b

[
eiξx

∆φp (kαr)− φp (kαr)∆eiξx
]
d~r. (E.8)

L’intégrande dans (E.8) suggère d’utiliser le théorème de Green pour transformer l’intégrale de sur-
face en une intégrale de contour. On obtient donc

Iαp (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫
Γb

[
eiξx ∂

∂n
φp (kαr)− φp (kαr)

∂

∂n
eiξx

]
dl, (E.9)

où Γb est le contour englobant le domaine doublement connexe S b.
L’intégrale (E.9) peut être décomposée en une somme de trois intégrales sur les chemins C1, CR et Cb
avec Γb = C1 ∪CR ∪Cb.

Calcul de l’intégrale sur le chemin C1

Posons

Iα1 (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫
C1

[
eiξx ∂

∂n
φp (kαr)− φp (kαr)

∂

∂n
eiξx

]
dl.

Compte tenue de l’orientation de la normale, on a

Iα1 (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫
C1

−

[
eiξx∂φp

∂n
− φpiξeiξx

]
dy.

Or le long de ce chemin, on a x = −x1. Donc

Iα1 (ξ) =
n0(

ξ2 − k2
α

) ∫
C1

[
iξφp −

∂φp

∂x

]
dy. (E.10)
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Annexe E. Calcul de l’intégrale Iαp

On considère l’opérateur Lp (voir [44]) définie par :

Lp =
(−1)p

kp
α

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)p

si p ≥ 0

et

Lp =
1

k|p|α

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)|p|
si p ≤ 0.

On sait que : φp (kαr) = Lpφ0 (kαr) = LpH(1)
0 (kαr).

Donc

Iα1 (ξ) =
n0(

ξ2 − k2
α

) ∫ +∞

−∞

dy
[
iξ −

∂

∂x

]
LpH(1)

0 (kαr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x=−x1

avec r2 = x2 + y2. On a aussi

Iα1 (ξ) =
n0(

ξ2 − k2
α

) ∫ +∞

−∞

dy
[
iξ −

∂

∂x

]
Lp

 1
iπ

∫ +∞

−∞

eikα
√

u2+x2+y2√
u2 + x2 + y2

du


∣∣∣∣∣∣∣∣
x=−x1

=
n0(

ξ2 − k2
α

) ∫ +∞

−∞

du
∫ +∞

−∞

[
iξ −

∂

∂x

]
Lp

 1
iπ

eikα
√

u2+x2+y2√
u2 + x2 + y2

dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
x=−x1

L’opérateur Lp se réduit à

Lp =
(−1)p

kp
α

∂p

∂xp (p ≥ 0)

Lp =
1

k|p|α

∂|p|

∂x|p|
(p ≤ 0).

On a donc

Iα1 (ξ) =
n0(

ξ2 − k2
α

) [
iξ −

∂

∂x

]
Lp

 1
iπ

+∞

∫
−∞

+∞

∫
−∞

eikα
√

u2+x2+y2√
u2 + x2 + y2

dudy


∣∣∣∣∣∣∣∣
x=−x1

.

Or
1
iπ

+∞

∫
−∞

+∞

∫
−∞

eikα
√

u2+x2+y2√
u2 + x2 + y2

dudy =
2
kα

eikα|x|

on obtient

Iα1 (ξ) =
n0(

ξ2 − k2
α

) [
iξ −

∂

∂x

]
Lp

{
2
kα

eikα|x|
}∣∣∣∣∣∣

x=−x1

.

Sachant que l’on doit poser x = −x1, on a x < 0 de sorte que

Iα1 (ξ) =
n0(

ξ2 − k2
α

) [
iξ −

∂

∂x

]
Lp

{
2
kα

e−ikαx
}∣∣∣∣∣∣

x=−x1

.

On a

Lp
{

2
kα

e−ikαx
}

= ipe−ikαx (p ∈ R).
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L’intégrale I1 (ξ) devient alors

Iα1 (ξ) =
2ipn0

kα

(
ξ2 − k2

α

) [
iξ −

∂

∂x

] (
e−ikαx

)∣∣∣∣∣∣
x=−x1

=
2ipn0

kα

(
ξ2 − k2

α

)
(iξ + ikα)e−ikαx

∣∣∣∣
x=−x1

,

d’où

Iα1 (ξ) =
2ip+1n0

kα (ξ − kα)
eikαx1 . (E.11)

Calcul de l’intégrale le long du chemin Cb (cercle de rayon b)

Posons

Iαb (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫
Cb

[
eiξx ∂

∂n
φp (kαr)− φp (kαr)

∂

∂n
eiξx

]
dl. (E.12)

Sur ce chemin, ∂
∂n = − ∂

∂r et dl = bdθ. Donc en posant x = rcosθ, on a

Iαb (ξ) = −
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫ 2π

0

[
eiξrcosθ ∂

∂r
φp (kαr)− φp (kαr)

∂

∂r
eiξrcosθ

]
r=b

bdθ

et si l’on tient compte de φp (kαr) = H(1)
p (kαr)eipθ(~r), il vient

Iαb (ξ) = −
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫ 2π

0

[
eiξbcosθkαH(1)

p
′

(kαb)−H(1)
p (kαb) iξcosθeiξbcosθ

]
eipθbdθ

=
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) [bH(1)
p (kαb)

∫ 2π

0
iξcosθeiξbcosθeipθbdθ− kαbH(1)

p
′

(kαb)
∫ 2π

0
eiξbcosθeipθdθ

]

Iαb (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) [2π(ξb)ipH(1)
p (kαb) J′p (ξb)− 2π(kαb)ipH(1)

p
′

(kαb) Jp (ξb)
]
.

Ci-dessus on a utilisé la relation ipJp (x) =
1

2π

∫ 2π

0
ei(xcosθ+pθ)dθ. Finalement

Iαb (ξ) =
2πn0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ip
[
(ξb)H(1)

p (kαb) J′p (ξb)− (kαb)H(1)
p
′

(kαb) Jp (ξb)
]
. (E.13)

Calcul de l’intégrale le long du chemin CR

Posons

IαR (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) ∫
CR

[
eiξx ∂

∂r
φp (kαr)− φp (kαr)

∂

∂r
eiξx

]
r=R

rdθ, (E.14)

ici ∂
∂n = ∂

∂r . Calculons l’intégrale
IαR∞ = lim

R→∞
IαR . (E.15)
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Annexe E. Calcul de l’intégrale Iαp

On a

IαR (ξ) =
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) (kαR) H(1)′
p (kαR)

∫ π/2

−π/2
eipθeiξRcosθdθ

−
n0eiξx1(
ξ2 − k2

α

) i (ξR) H(1)
p (kαR)

∫ π/2

−π/2
eipθeiξRcosθcosθdθ

Lorsque |kαR| devient grand, on a

H(1)
p (kαR) ∼

eikαR
√

R

H(1)′
p (kαR) ∼

ieikαR
√

R
.

L’intégrale IαR peut donc se mettre sous la forme

IαR (ξ) '
n0eiξx1 ikα(
ξ2 − k2

α

) √ReikαR
∫ π/2

−π/2
eiξRcosθ

(
1−

ξ

kα
cosθ

)
eipθdθ.

L’évaluation de cette dernière intégrale doit être faite par la méthode de la phase stationnaire.
Pour ce faire, on pose

A (θ) =

(
1−

ξ

kα
cosθ

)
eipθ

et
q (θ) = iξcosθ.

L’intégrale IαR (ξ) devient alors

IαR (ξ) =
in0eiξx1kα

√
ReikαR(

ξ2 − k2
α

) ∫ π/2

−π/2
A (θ) (θ)eRq(θ)dθ.

La méthode de la phase stationnaire appliquée à l’intégrale précédente donne∫ π/2

−π/2
A (θ)eRq(θ)dθ '

[
−2π

Rq”(θs)

]1/2

A (θs)eRq(θs)

où θs est un point selle de q.
On a q

′

(θ) = −iξsinθ = 0⇒ θ = θs = 0. On a un seul point selle θs = 0.
On a h”(θs) = −iξ , 0 et h (θs) = iξ.
Donc ∫ π/2

−π/2
eiξRcosθ

[
1−

ξ

kα

]
eipθdθ '

[
2π
Riξ

]1/2 [
1−

ξ

kα

]
eiRξ

'
1
√

R

[
2π
iξ

]1/2 [
1−

ξ

kα

]
eiRξ.

Finalement on a

IαR (ξ) =
in0eiξx1(
ξ2 − k2

α

)kα
√

ReikαR 1
√

R

[
2π
iξ

]1/2 (
1−

ξ

kα

)
eiRξ.

et
lim

R→+∞
IαR (ξ) = 0 (E.16)
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car eiξR→ 0 lorsque R→∞ (ξ = ξ′ + iξ” avec ξ” > 0).
On obtient en fin de compte

Iαp (ξ) =
n02ip+1

kα (ξ − kα)
eikαx1 +

2πn0eiξx1

ξ2 − k2
α

ip
[
ξbH(1)

p (kαb) J′p (ξb)− kαbH(1)
p
′

(kαb) Jp (ξb)
]
.

On peut poser
Nα

p (ξ) = ξbH(1)
p (kαb) J′p (ξb)− kαbH(1)

p
′

(kαb) Jp (ξb) .

D’où

Iαp (ξ) = ip

 2in0

kα (ξ − kα)
eikαx1 +

2πn0(
ξ2 − k2

α

)Nα
p (ξ)eiξx1

 . (E.17)
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Annexe F

Equation de la diffusion par une cavité
cylindrique fluide dans un milieu élastique

L’équation régissant la diffusion par une cavité fluide cylindrique dans un milieu élastique en utili-
sant les conditions de continuité des vecteurs déplacements et du tenseur des contraintes à l’interface
r = a (a rayon du cylindre) donne sous forme matricielle pour un mode n ∈ Z [24] :

– pour l’onde longitudinale incidente L
−ρ0xLH(1)

n
′
(xL) −nρ0H(1)

n (xT ) −x0ρsx0J
′

n(x0)

2xLH(1)
n
′
(xL) +

(
x2

T − 2n2
)
H(1)

n (xL) 2n
[
xT H(1)

n
′
(xT )−H(1)

n (xT )
]

x2
T Jn(x0)

−2n
(
H(1)

n (xL)− xLH(1)
n
′
(xL)

)
2xT H(1)

n (xT )
′
+

(
x2

T − 2n2
)
H(1)

n (xT ) 0




T LL
n

T LT
n

EL
n

 =


ρ0xLJn

′
(xL)

−2xLJn
′
(xL)−

(
x2

T − 2n2
)

Jn(xL)

2n
(
Jn(xL)− xLJn

′
(xL)

)


où ρ0 est la masse volumique du fluide dans la cavité cylindrique, ρs la masse volumique du
milieu élastique, xL = kLa, xT = kT a, x0 = k0a. kL nombre d’onde de l’onde longitudinale L
et kT le nombre d’onde de l’onde transversale T dans le milieu élastique sans diffuseurs. k0 le
nombre d’onde du fluide.

– pour l’onde transversale incidente T :
On a la même équation matricielle sauf le deuxième membre (vecteur source) c’est-à-dire :

−ρ0xLH(1)
n
′
(xL) −nρ0H(1)

n (xT ) −x0ρsx0J
′

n(x0)

2xLH(1)
n
′
(xL) +

(
x2

T − 2n2
)
H(1)

n (xL) 2n
[
xT H(1)

n
′
(xT )−H(1)

n (xT )
]

x2
T Jn(x0)

−2n
(
H(1)

n (xL)− xLH(1)
n
′
(xL)

)
2xT H(1)

n (xT )
′
+

(
x2

T − 2n2
)
H(1)

n (xT ) 0




T T L
n

T TT
n

ET
n

 =


ρ0xT Jn

′
(xT )

2n
(
Jn(xT )− xT Jn

′
(xT )

)
−2xT Jn

′
(xT )−

(
x2

T − 2n2
)

Jn(xT )

 .
T LL

n et T LT
n sont les inconnues à déterminer caractérisant la diffusion de l’onde incidente L dans

le milieu élastique (respectivement T TT
n et T T L

n pour l’onde T ). EL
n est le coefficient de trans-

mission caractérisant la diffusion de l’onde incidente L dans la cavité fluide (respectivement
ET

n pour l’onde T ). Les doubles exposants LL, LT , T L et TT représentent respectivement les
conversions L→ L, L→ T , T → L et T → T .
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