N
N

N

HAL

open science

Modele local des schémas de Hilbert-Siegel de niveau

(p)

Shinan Liu

» To cite this version:

Shinan Liu. Modele local des schémas de Hilbert-Siegel de niveau (p). Géométrie algébrique
[math.AG]. Université Sorbonne Paris Cité, 2018. Francais. NNT': 2018USPCDO013 . tel-02332143

HAL Id: tel-02332143
https://theses.hal.science/tel-02332143
Submitted on 24 Oct 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-02332143
https://hal.archives-ouvertes.fr

universiie PAR TS\ 13

ECOLE DOCTORALE GALILEE

LABORATOIRE ANALYSE, GEOMETRIE ET APPLICATIONS, UMR 7539

THESE

presentée et soutenue publiquement par

Shinan LIU
le 28 septembre, 2018
pour obtenir le grade de
Docteur de I’Université Paris 13

Discipline : Mathématiques

Modéele local des schémas de Hilbert-Siegel de niveau I';(p)

Co-directeur de these : Benoit STROH
Co-directeur de these : Pascal BOYER

Membres du Jury

Mme. Anne-Marie AUBERT Examinatrice

M. Pascal BOYER Co-directeur de these

M. Christophe CORNUT Examinateur

M. Laurent FARGUES Rapporteur

Mme. Sophie MOREL Rapporteuse absent a la soutenance
M. Cédric PEPIN Examinateur

M. Benoit STROH Co-directeur de thése






Résumé

Dans cette theése, nous étudions la mauvaise réduction de variétés de Shimura.
Plus précisément, nous construisons un modele local des schémas de Hilbert-Siegel
de niveau I'i(p) sur SpecZ, lorsque p est non-ramifié dans le corps totalement réel,
ou ¢ est le cardinal résiduel au-dessus de p. Notre outil principal est une variante sur
le petit topos de Zariski du complexe de Lie anneau-équivariant 44 défini par Illusie
dans sa these, ou A est un anneau commutatif et G est un schéma en A-modules.
Nous montrons aussi une compatibilité entre le complexe de Lie de G équivariant
par Panneau A, et celui équivariant par le monoide multiplicatif sous-jacent de A.
Ce complexe nous permet de calculer le complexe de Lie Fy-équivariant d’un schéma
en groupes de Raynaud, donc de relier le modele entier et le modele local.

Abstract

In this thesis, we study the bad reduction of Shimura varieties. More precisely, we
construct a local model of Hilbert-Siegel moduli schemes in level I'1 (p) over SpecZ,
when p is unramified in the totally real field, where ¢ is the residue cardinality over
p. Our main tool is a variant over the small Zariski topos of the ring-equivariant
Lie complex 4f/ defined by Illusie in his thesis, where A is a commutative ring
and G is a scheme of A-modules. We also prove a compatibility result between the
ring-equivariant Lie complex and the Lie complex equivariant by the multiplicative
monoid underlying this ring. With this complex, we calculate the F,-equivariant Lie
complex of a Raynaud group scheme, then relate the integral model and the local
model.
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Chapitre 1

Introduction

1.1

Deux sujets sont abordés dans cette these. Premierement nous étudions la mau-
vaise réduction de variété de Shimura. Plus précisément nous construisons un modele
entier et un modele local des variétés de Hilbert-Siegel de niveau I'1(p) lorsque p est
non-ramifié dans le corps totalement réel, généralisant le travail antérieur de Haines
et Stroh sur les variétés de Siegel. En méme temps nous définissons une variante
du complexe de Lie d'un schéma en modules construit par Illusie dans sa these.
Ce complexe est un outil indispensable pour notre construction du modele local
mais nous espérons aussi qu’il trouvera des applications dans différents problemes
de déformation équivariante.

La mauvaise réduction des variétés de Shimura a été étudiée par beaucoup
d’auteurs. Une attention toute particuliere est portée aux niveaux parahoriques parce
qu’une large classe de modeles entiers est construite dans [RZ]. Un des problemes
centraux est alors le calcul de la fonction zéta. Le modéle local est utile pour ce
probléme car il posséde le méme faisceau de cycles proches—Ila donnée locale clé de
la fonction zéta. La théorie des modeles locaux parahoriques est établie par [dJ],
[DP], [RZ], plus récemment par [PZ] en toute généralité via la théorie des groupes.

Au contraire, la théorie des modeéles entiers et modeéles locaux aux niveaux plus
profonds est moins développée a présent. Dans le cas de niveau I'y (p) (c’est-a-dire que
le sous-groupe de niveau est le radical pro-unipotent d’un sous-groupe d’Iwahori),
des modeles entiers sont construits et étudiés par [Papl] pour les schémas de Hilbert-
Blumenthal, et par [HR] pour les variétés de Shimura de type Harris-Taylor. Plus
récemment dans le travail [HS], les auteurs ont étudié les variétés de Siegel de niveau
I'1(p) ; ils ont établi une théorie du modele local pour ces variétés. Les modeéles locaux
en niveau I'; (p) pour les variétés de Siegel (et certaines variétés de Shimura unitaires)
sont aussi considérés par [Sh].
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1.2

Dans cette theése nous tentons également d’étudier des niveaux non-parahoriques.
Plus précisément nous généralisons la théorie de [HS] aux variétés de Hilbert-Siegel,
qui parametrent certains schémas abéliens munis d’une action d’un ordre d’un corps
totalement réel. Pour décrire les difficultés, nous rappelons d’abord la construction
du modele entier et modele local de [HS]. Notons Yy/ Spec Z,, le schéma de Siegel de
niveau I'g(p). Par définition Yy est le schéma de module des familles

(A,Hy C ... C Hy),

ou A est un schéma abélien de genre g (avec d’autres structures qui garantissent
la représentabilité), et H; est un sous-groupe fini plat isotrope de A[p|, tel que
rg(H;) = p* pour tout i. Soit S/SpecZ, un schéma, et (A, H; C ... C Hy) un S-
point de Y. Alors pour tout i, le schéma en groupes H;/H; 1 est de rang p, donc
classifié par Oort-Tate ([OT]). Pour simplifier les notations on note H = H;/H;_;.
D’apreés [OT], le schéma en groupes H admet un parametre (£, a,b), ou £ est un
fibré en droites sur S, et

a: L8P [ b: L — LOP

sont des morphismes de fibrés en droites tel que ab = w,. (Ici w, € pZ; est un
élément particulier défini dans [OT].) On appelle un générateur d’Oort-Tate de H
un morphisme de fibré en droites

Z:£—>Os

tel que
220D — ¢,

(Voir §3.1 pour une explication de cette notion et sa généralisation sur un schéma
en groupes de Raynaud.) Le modele entier Y;/SpecZ, de niveau I'i(p) est défini
comme le schéma de module des systemes

(A,Hy C ... C Hy,21,..., 29)

ou z; est un générateur d’Oort-Tate de H;/H; 1. (Il est également nécessaire de
choisir des générateurs d’Oort-Tate pour les duaux de Cartier (H;/H;—1)", ¢f. [HS]
ou la définition 3.8 dans §3.2 de cette these.)

Pour décrire les modeles locaux, on note d’abord M/ Spec Z,, le modele local en
niveau Io(p), cf. [dJ], [RZ]. Par définition M est le schéma de module des systémes

(Wo, ..., Wy),
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ouW; C O?gg est un sous-fibré vectoriel de rang g (plus certaines conditions d’isotro-
pie), tel que la matrice diag(1,...,p,...,1) avec p en la i-ieme place envoie W; dans
W;_1. Dans ce cas il existe un diagramme de modéle local

Yo & Zo L5 My,

ou 7 et f sont lisses de méme dimension relative. Un point (A, Hy,...,Hy) de Yj
correspond via ce diagramme au point (w4, wy JHys - WA/ Hg) de My en choisissant
une trivialisation de H!(A/H;).

La construction par [HS] sur le modele local de niveau I'; (p) dépend de la théorie
du complexe cotangent ([Ill1]). Soit S un schéma sur SpecZ,, et

(A,Hy C...C Hy,21,..., 29)

un S-point de Y;. On note H = H;/H;_1,z = z;, (L,a,b) le parametre d’Oort-
Tate de H comme précédemment, et B = A/H;_; le schéma abélien. D’apres [OT],
I’algebre affine de H est canoniquement isomorphe a

"® Lo

r=0 ’
ou la multiplication est définie par le parametre a. Si 'on note X le schéma affine
sur S défini par le faisceau d’algebres Sym Os L, alors il existe une immersion fermée

naturelle

i:H— X.
On note Z C Ox l'idéal de i, et e la section neutre de H. On considere le complexe de
co-Lie {7 de H, cf. [Il11]. La théorie de [Ill11] implique qu’il existe deux isomorphismes
canoniques dans DP(Og) :

[e*(I/IQ) —>€*i*Qx] gﬁ}[g [wB/H—>wB]. (*)

Le premier isomorphisme existe parce que X est lisse et ¢ est une immersion réguliere,
et le deuxieme isomorphisme est un corollaire du triangle fondamental du complexe
cotangent.
L’observation de [HS] est que, premiérement il existe un isomorphisme naturel
de complexe
[e*(T/T%) — e*i* Qx| = [L%P & L];

deuxiemement par le diagramme de modele local, on trouve que le complexe
lwp/H — wa]

descend sur My. Le déterminant de complexe parfait ([KM]) nous fournit, d’apres
(%), un isomorphisme de fibré en droites

det[£®P % L] = detlwp, y LN wpl,
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qui commute avec les sections canoniques, i.e. les sections induites par a et d,
respectivement. La définition ([HS]) de modele local de niveau I'; (p) est de la maniere
suivante : d’abord on définit un GY,-torseur M&“ sur My, qui est le schéma de module
des trivialisations

V; : det[Wi EZ—> Wifl] 1) Os, 1= 1, s gy

puis on définit un schéma M1+ fini sur M(T par le systeme d’équations de variables s; :

—-1 .

Sf :Uidi, 1= 1,...,g,

ou on note (par 'abus de notation) d; la section canonique du fibré en droites
det[W; — W,;_1]. On doit aussi considérer les équations associées aux sections duales
des d;, cf. §5.3, la définition 5.7. Le schéma M;" est un modéle local de Y; : il existe

un diagramme de modele local
v &zt Lo

ot ' et f’ sont lisses tel que dim M;" = dim Y7 + g. (Ici 7’ et f’ n’ont pas la méme
dimension relative, néanmoins c’est suffisant pour comparer les cycles proches.)

1.3

Le nouveau phénomene pour les schémas de Hilbert-Siegel est la Fy-action. Plus
précisément, soit F'//Q un corps totalement réel degré n, Op son anneau des entiers,
et p un nombre premier non-ramifié dans F. Dans cette introduction et la plupart de
cette these, on suppose que p est inerte (avec le cas non-ramifié général traité dans
§5.4). On note ¢ = p"™. Comme le modele local Mfr ne sera construit que sur Spec Zg,
on suppose que S est un schéma sur SpecZ,. La définition du schéma de Hilbert-
Siegel Yo/ SpecZ,, (resp. Y1/ SpecZg) en niveau I'g(p) (resp. I'1(p)) est exactement
comme les précédentes, sauf qu'on suppose que rg H; = ¢*, et on ajoute une Op-
action sur A et (H;) avec la condition de Kottwitz. Soit (A, H; C ... C Hy) un
S-point de Yy. Alors H = H;/H;_1 est un schéma en Fg-vectoriels de dimension
1 qui est classifié par Raynaud ([Ray]). D’aprés [Ray], H admet un parameétre
(L, a, b )k=0,...n—1, OU pour tout k, Ly est un fibré en droites sur S, et

ag : L, — Ly b L — L3P

sont des morphismes de fibrés en droites tels que aiby = w,. L’algebre affine de H
est isomorphe a

n—1
O (® L.
0<rr<p—1 k=0
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-1
On définit un schéma X par son algebre affine Symos (nEB Lr). On obtient une
- k=0

immersion naturelle ¢ : H — X, et on note Z C Ox I'idéal de i. Dans ce cas, le
complexe

[€*(Z/T2) — e*i*Qx]

est muni d’une F qX—action car IFqX agit sur X et ¢ est équivariante, et les parametres de
Raynaud aj de H se trouvent comme les composantes ]F; -isotypiques de ce complexe
(cf. §4.1, le lemme 4.1).

Les difficultés apparaissent quand on considere les actions sur d’autres objets
d’un diagramme analogue a (%), i.e. on résout H par un schéma abélien B d’une
facon Op-équivariante. En fait,

(1) il faut définir une «F;-action» sur £p et la «F -équivariance» des isomor-
phismes de (%) dans la catégorie dérivée;

(2) il n'existe pas de F-action évidente sur le complexe [wp,y — wp]|, parce que
F7 n’agit pas sur le schéma abélien B.

On peut résoudre le probléme (1) par le complexe cotangent I -équivariant défini
dans [Il11]. En fait, dans [I111] il existe un objet !
&4 ¢ DY (Z[FX] ® O, )
=H q squc
associé & H, qui est un relevement de £z € DP(Og), ol on note Z[F;] I'algebre de

groupe de F sur Z, Spyqc le grand site fpge de S, et @ = ®z. Comme S est au-dessus
de SpecZg, les projecteurs dans Zq[IE‘qX] définissent les composantes F-isotypiques

de E]IF; . Par [Ill1] on obtient un isomorphisme canonique
* 2 * sk ~ F5
[ (Z/17) — e"i" Qx| = £,]

dans D"(Z[FY] ® Os;,.), qui induit des isomorphismes sur les composantes F-
isotypiques.

Pour le probleme (2), on peut considérer la Op-action sur [wp,/g — wp]. Dans
[I11] est défini un autre complexe équivariant : le complexe de Lie d’un schéma en
Op-modules. Pour le schéma en groupes H c’est un relévement

OFEY{ € Db(OF ® Osquc)

de £, € D’(Og), ot £}; = RHom(¢y, Og) est le complexe de Lie de H. Il existe un
isomorphisme canonique
OFEE = [WB/H — WB]V

1. La définition de [Ill1] est plus générale et vaut pour tout schéma en groupes muni d’une action
d’un monoide, cf. §4.2.1. La méme remarque vaut pour le paragraphe suivant.
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dans DP(Op ®05quc), qui induit des isomorphismes de composantes O p-isotypiques
-1
(c’est bien défini car Op ® Zy = "® Zyg).
k=0
La question de retrouver les parameétres de Raynaud de H dans |[wp JH — wp|

X
se réduit a trouver un isomorphisme entre les composantes isotypiques de ﬁ% et
opLf;. Comme Paction de Op sur H se descend & F, il est naturel de considérer le
complexe de Lie de schéma en Fy-modules ([I11])

v b L
IEqulf € D (Fq ® OSquc)

associé a H. Grace aux morphismes évidents

F ; — T q O F,
ou a gauche c’est un morphisme de monoide et a droite c’est une surjection d’anneau,

X
on peut essayer de relier les composantes isotypiques de ﬁﬂ;} et oL} via celles pour
]Fqﬁy{. On remarque que
L
Fq ® OSquc

est un dg-anneau (§4.3), dont la définition dépend d’un choix d’une résolution de F,

L
ou Og,,. par un dg-anneau plat. On peut bien str calculer F; ® Og, . en utilisant
la résolution évidente de F :

0—Zy 2 2y — Fy— 0

néanmoins, il ne nous semble pas évident d’en déduire une notion de composante
isotypique qui soit compatible avec celle dans Db(Z[IFf;] ® Osg,q.)- On a donc fait
le choix de remplacer partout le faisceau structurel Og, . du grand site fpqc par le
faisceau structurel Og du petit site de Zariski, en vérifiant que les constructions de
[Il11] s’adaptent bien & ce nouveau cas. On obtient la proposition suivante (cf. §4.7,
la, proposition 4.18) :

Proposition 1.1. Soit A un anneau commutatif, S un schéma plat sur SpecZ,
et G un schéma en A-modules, plat et de présentation finie sur S. On note Og,
(resp. Og) lanneau structurel du grand site fpgc (vresp. petit site de Zariski) de S.
Alors la construction de [Ill1] sur le complexe

v bea L
AEG € D (A® OSquc)
reste valable si l’on remplace Og, . par Og. On obtient un objet
Al € DP(A® Og)

qui est un relévement de £Y, € DP(Og).
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On remarque que la platitude de S sur Spec Z implique la platitude de Og, donc
Iisomorphisme (cf. §4.3)

L
A®OSEA®OS.

Cela n’implique pas la platitude de Og, . parce que Sgpqe est un grand site. Nous
renvoyons le lecteur au premier paragraphe de §4.2.2 pour savoir pourquoi un
grand site est nécessaire dans [I111]. Dans l’application au modele local, on prend
S = Yoz, ,A=Fy et G= H le schéma en groupes de Raynaud universel sur S. On
obtient le complexe

qu}/{ € Db(Fq ® Og).

~1
Comme F, ® Z; = "® F, et S est au-dessus de SpecZg, il existe une notion
k=0

naturelle de composante F,-isotypique de p q€1¥17 qui est compatible avec celle dans
D(Z[FY] ® Og), cf. §4.2.1.

On obtient aussi la proposition suivante (cf. §4.9, la proposition 4.27) sur la
compatibilité des complexes de Lie équivariants par un anneau et par le monoide
multiplicatif sous-jacent. Cette proposition nous permet de relier les composantes

mon

F
isotypiques de qu{ et ’V, ot F°" est le monoide multiplicatif sous-jacent de
Fy. (Le lecteur trouvera dans §4.2.1 pourquoi on utilise Fi*°" au lieu de Fy.)

Proposition 1.2. Soit A un anneau commutatif, S un schéma plat sur SpecZ, et
G un schéma en A-modules, plat et de présentation finie sur S. On note A™°" le
monoide multiplicatif sous-jacent de A, et Z[A™"] la Z-algébre libre engendrée par
A™O . On note

Com : DP(4 ® Og) — D(Z[A™"] @ Og)

le foncteur induit par le morphisme d’anneau évident Z[A™°"] — A. Alors il existe
un isomorphisme canonique

Com(afl) = 057"

dans DP(Z[A™"] @ Og), ou Zémon’v est le complexe de Lie A™°"-équivariant de G
défini dans §4.8.

On remarque que le méme énoncé reste valable pour les complexes Al et
ﬁémon’v définis dans [[111]. Cet isomorphisme, bien que d’apparence évidente, n’est
pas énoncé dans [I111], et sa démonstration demande de se plonger dans les définitions
compliquées de 4£% par [IlI1].

On peut déduire le corollaire suivant (cf. §5.2, le corollaire 5.5, et §4.2.1 pour
une stratégie). Ce corollaire est une généralisation de () au cas de Hilbert-Siegel,
donc nous permet de construire le modele local par la méme méthode que [HS] (cf.

§5.3).
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Corollaire 1.3. Soit S un schéma sur SpecZq qui est plat sur SpecZ, et H/S un
schéma en groupe de Raynaud de paramétre (Ly,ay,by). Soit

0—+H—B—B/H—0

une résolution équivariante de H par un Op-schéma abélien B, avec la condition de
Kottwitz sur B et B/H. Alors il existe un isomorphisme canonique

[ﬁfﬂ - Ly] = ey [WB/H — wp]

dans Db((’)g), ot pour k =0,...,n—1, e est le projecteur sur la k-iéme composante
isotypique d’un objet de DP(Op ® Og), cf. §5.2.1.

Nous rajoutons dans §4.2.2 des sorites sur le complexe Aﬁé d’Tllusie. Il nous
semble que ce complexe est un objet non-trivial et que sa généralisation au topos de
Zariski n’est pas tout a fait évidente. Nous croyons néanmoins que cette généralisa-
tion était déja connue par Illusie.

Le théoréeme suivant est notre théoreme principal sur le diagramme de modele
local pour les schémas de Hilbert-Siegel (cf. §5.3, le théoréeme 5.8).

Théoréme 1.4. Notons Yi/SpecZ, le schéma de Hilbert-Siegel de niveau I'i(p).
Alors Y1 admet un modéle local M1+/ Spec Zq défini par les définitions 5.6, 5.7 de
§5.3. Il existe un diagramme de modéle local

v, &z L vy

tel que les morphismes 7' et f' sont lisses, et dim M;" = dim Y] + ng.



Chapitre 2

Schémas de Hilbert-Siegel de
niveau ['y(p)

2.1 Le schéma Y

Dans cette section, on définit le schéma de Hilbert-Siegel de niveau I'g(p). Fixons
d’abord les notations. Soit n un entier positif. Soit F' un corps de nombres totalement
réel de degré n sur Q. On note Op 'anneau des entiers de F'. Soit p un nombre
premier, non-ramifié dans F. Pour simplifier les notations, on suppose d’abord que
p est inerte, avec le cas général traité en §5.4. Soit g > 1 un autre entier.

On note (, ) : F29 x 29 — F la forme symplectique standard sur F?9. Elle est
normalisée par (e;, €ag4+1—j) = 0;; pour tout 7,75 € {1,...,2g}, ol e; est le i-ieme élé-
ment dans la base canonique de F29. Le groupe de similitudes symplectiques GSpyy
est un groupe algébrique sur F', tel que pour toute F-algebre R,

GSpy, p(R) = {(h,c) € GLgg(R) x R*[(hv, hw) = c(v, w), Vv, w € R?9},
On définit le sous-groupe algébrique G/Q de Res r/Q GSpay  par
G = {(h,c) € Resp/q GSpyy | c € G0}

Si Pon note ( , ) := trp/g(, ), alors (, ) est une forme Q-bilinéaire sur F29, et G
est le groupe de similitude de ( , ).

Soit S un schéma, et A, A’ des schémas abéliens sur S. On appelle une quasi-
isogénie f : A — A’ au-dessus de S une Z(Xp ) —isogénie si le degré de f appartient a
Z(Xp ) Lorsque A’ = AV est le dual de A, on dit que f est une Z(Xp ) —polarisation s’il
existe de plus N € N* tel que N f est une polarisation. On note que si f est une Z(Xp )
isogénie, alors elle induit un isomorphisme de schémas en groupes f : A[p] — A’[p]
sur les p-torsions. On note End(A) 'anneau des endomorphismes de A. On note
wa = €y, l'algebre de co-Lie de A, ou e la section uniteé.

11
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On note (Sch/Z,)) (resp. (Ens)) la catégorie des schémas sur Z, (resp. des
ensembles). On note A? les adeles finies de Q hors de p, et on fixe un sous-groupe
ouvert compact K? de G(A%}) suffisamment petit.

Dans cette these, le bi-foncteur ®z (resp. Homy) de Z-module sera noté par ®
(resp. Hom).

Définition 2.1. On définit le foncteur Yy : (Sch/Zg,)) — (Ens), tel que pour
tout schéma S/Z,, Yo(S) est égal a I'ensemble des classes d’isomorphismes de
(A, A\, ¢,m, H,), ou

— A/S est un schéma abélien de genre ng;

~ A:A— AY est une Z(Xp )~polarisation ;

—1: Op®Zy) — End(A) ®Z,) est un morphisme d’anneau, tel que pour tout a
qui appartient & Op @ Z(y), t(a) commute avec A. On suppose que localement
sur S, wa est un O ® Og -module libre (avec I'action de O induite par ¢).

— 1 est une KP-structure de niveau au sens de Kottwitz. Plus précisément 7
est une KP-orbite de similitudes symplectiques F-linéaires 7 : F%9 @ Afc —
Hft(Ag,A?) qui est aussi (S5, §)-invariante. Ici § est un point géométrique
de S, et H{'(As A}) est muni la forme symplectique induite par A. (Cette
notion ne dépend pas du choix de § lorsque S est connexe.)

— H, = (H; C ... C Hy) est un drapeau de sous-groupes finis plats de A[p] stables

par l'action de O, tel que rg H; = p™ pour tout i, et H, est A-isotrope. On
suppose que localement sur S, w g, est un Op @ Og -module libre pour tout 4.

Un isomorphisme f entre (A, \, ¢, 7, H.) et (A", N, //, 1/, H') est une Z(Xp)fisogénie
f:A— A, telle que

— sur chaque composante connexe de S, on a A = r - fY\'f pour une constante

X
’I“EZ(p),

— pour tout a € O ® Zy, fu(a) ={(a)f;
- fun = 75/ )
— pour tout i, f : H; — H/ est un isomorphisme de schémas en groupes.

Le foncteur Y est défini dans [RZ] la définition 6.9. Ici on utilise aussi le langage
de [Lan]. On remarque que dans [RZ], la condition imposée sur wa (resp. wa/m,)
est la condition de déterminant de Kottwitz ([Kot] §5). Elle est équivalente a notre
définition. En fait, ici on suppose que S est un schéma sur Z,), donc pour tout point
s € S son corps résiduel k(s) est de caractéristique 0 ou p. Comme p est non-ramifié
dans F, alors Or ® k(s) est une algebre séparable sur k(s), donc elle est égale a
un produit fini d’extensions de k(s). On en déduit facilement que dans ce cas la
condition de Kottwitz est équivalente a «localement sur S, wa (resp. wa/p,) est un
Or ® Og -module librey.
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D’apres [RZ], [Kot], le foncteur Y est représentable par un schéma quasi-projectif
sur Z,). On le note aussi par Yy. La fibre générique de Yy est la variété de Shimura
pour le groupe G de niveau K,K? avec K, le sous-groupe d’Iwahori standard de
G(Qp) C GSpyy(Qy), ot Qg est 'extension non-ramifiée de Q,, de degré n. On appelle
donc Yj le schéma de Hilbert-Siegel de niveau I'g(p).

2.2 Le modeéle local M,

2.2.1

Nous rappelons d’abord la notion de chaine polarisée définie dans [RZ]. On donne
une définition équivalente, qui est similaire a la définition dans [dJ] pour les variétés
de Siegel. La notion de chaine polarisée sera utilisée dans la définition du modele
local.

Soit S un schéma sur Z,. Pour tout Og-module M localement libre de type
fini, on note M"Y le Og-module Homp (M,Og). La définition suivante est une
reformulation de [RZ] la définition 3.14 dans le cas de Hilbert-Siegel.

Définition 2.2. On appelle une chaine de Op ® Og-modules polarisée, ou simple-
ment une chaine polarisée sur S, la donnée

ou

— Pour i = 0,..., g, M; est un faisceau de O ® Og-modules qui est localement
sur S libre de rang 2g, et le morphisme M;_1 <+ M; est Op ® Og-linéaire.

— Pour j = 0 ou g, qj : M; x M; — Og est une forme alternée parfaite, et
gj(ax,y) = q;j(x, ay) pour tout a € O et x,y € M;.

— Pour j = 0 ou g, en identifiant M; avec MJV via gj, on obtient une chaine
2g-périodique

e My~ MY = My~ My < My ..o My« ...

On suppose que la composée des fleches dans chaque période est égale a la
multiplication par p.

— Pour i = 1,..., g, localement sur S le Op/p ® Og-module M;_1/M; est libre de
rang 1.

Ezemple 2.3. La chaine polarisée standard sur Z,) est la chaine

St. = (Stg + St1 < ... + Stg,q0,4q),
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ou St; = (’)12[79 ® Zp) pour tout i, et pour ¢ = 1,..., g la fleche St;_; < St; est définie
par la matrice diag(1,...,p, ..., 1) avec p en la i-iéme place.

On définit gg = g4 = tr F/Q( , ); c’est une forme alternée parfaite sur (’)12[79 ® Z(p)-
En fait, si I’on note DEI la différence inverse de F', alors on a des isomorphismes

D' = Homp, (O, Dp') = Hom(OF, Z)
a— a = trpgla)
Comme p est non-ramifi¢ dans F', on a Op ® Z,) = D;l ® Z(p). On en déduit un
isomorphisme
Homo,, (0% ® Z ), OF ® L) = Hom(OF @ Z,), Zy)-

l — tTF/Q Ol

La forme qq (resp. qq) est égale a la composée de tr avec I'isomorphisme
O?;‘g & Z(p) = Homop,, (O%g ® Z(p), OF ® Z(p)),

x— (x, )

donc elle est aussi un isomorphisme.
Pour tout schéma S sur Z,), on définit la chaine polarisée standard sur S par le
produit tensoriel St, ® Og.

Nous proposons un analogue de [dJ] la proposition 3.6 sur la forme standard
d’une chaine polarisée arbitraire. La proposition est démontrée en toute généralité
par [RZ] le théoréme 3.16, en supposant p localement nilpotent sur S. Cette condition
est enlevée par [Pap2] le théoréme 2.2 et [Hai] le théoréeme 6.3. Nous choisissons de ré-
écrire la démonstration en suivant [dJ] parce que nous la trouvons plus élémentaire.

Proposition 2.4. Soit M, une chaine polarisée sur S. Alors localement sur S
(pour la topologie de Zariski), M, est isomorphe a St, @ Og. De plus, le groupe
d’automorphisme de St, est un schéma en groupes lisse sur Zy).

Démonstration. Pour j = 0 ou g, on note ¢; la forme alternée sur M;. D’apres le
lemme 1.1.4.5 de [Lan] et I'égalité Or @Z,,) = Dt ®Zp), il existe une unique forme
alternée O ® Og-linéaire q; : M; x M; — O ® Og telle que ¢; = trp/q ¢} Alors

M/:(MO<_M1 e(—Mg,Q&Q;)

est un systeme de Or ® Og-modules de type II au sens de [dJ] la definition 3.2. II
suffit de montrer que localement sur S, M’ est isomorphe a St, ® Op ® Og, ou St,
est le systéme de Z—modules de type II standard au sens de [dJ] example 3.3.
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On peut se réduire a [dJ] la proposition 3.6. Soit s un point de S, Og ; son anneau
local, et k(s) le corps résiduel. Comme dans [dJ] on suppose que le caractéristique de
k(s) est égale a p, qui est le cas essentiel. Alors il existe un nombre fini d’extensions
finies k;/k(s) tel que Of ® k(s) = @k;. Tout point fermé ¢t € Spec(Or ® Og ) est
envoyé sur le point fermé s € Spec Og s par la fleche Spec(Op ® Og 5) — Spec Og s,
parce que ce dernier morphisme est fini (donc propre). On en déduit que les points
fermés de Spec(Or ® Og,) sont les Speck;. Comme la caractéristique de k; est
égale & p, on sait que p appartient a rad(Or ® Og ). On peut donc appliquer la
démonstration de [dJ] la proposition 3.6 pour R = Op ® Og s (car dans [dJ] Pauteur
a supposé que R est un anneau local de caractéristique résiduelle p, mais la seule
propriété utilisée dans la démonstration est la propriété p € rad(R)). O

2.2.2

Nous donnons la définition du modele local My et de son diagramme de modele
local. Soit (A, A, ¢, 7, H,) un S-point de Y. On obtient une chaine de schémas abéliens

sur S avec Op-action
A— A/H, —...— A/H,.

Si I'on note Hy = 0, alors A = A/Hy. Pour tout i, on note H'(A/H;) la premicre
cohomologie de de Rham de A/H;. Comme X : A — AV est une Z(Xp )—polarisation,

elle induit un isomorphisme H!(A4) <~ H(AY) de O ® Og-module. L’argument
de [dJ] §2 montre que pour j = 0 et g, A définit une forme alternée parfaite ¢; sur

H(A/Hj).
Lemme 2.5. La chaine

HY(A/H) = (HY(A) « H (A/H)) + ...« H'(A/Hy), 90, qy)
est une chaine polarisée sur S.

Démonstration. On doit vérifier les quatre conditions de la définition 2.2. La pre-
miére condition est montrée dans [DP] §2.8. La deuxiéme condition est automatique.
La troisieme condition est vérifiée par [dJ] la proposition 1.7. Et la derniére condition
est montrée par [dJ] le lemme 2.3 ou [RZ] §3.23 d). O

On construit maintenant le diagramme de modele local. On définit d’abord un
schéma Zy sur Z ), tel que pour tout schéma S sur Z,), Zy(S) est égal a I’'ensemble
des classes d’isomorphismes de

(A7 )‘7 Ly 77]7 H-7 (b)
ou (A, A\, ¢,7, H,) est un S-point de Yy, et

¢:HY(A/H) = St ® Og
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est un isomorphisme de chaines polarisées. On note la projection canonique par
T ZO — Yb

La proposition 2.4 implique que 7 est un torseur pour la topologie de Zariski sous
un schéma en groupes lisse.

Définition 2.6. Le modele local My est le schéma sur Z, tel que pour tout schéma
S sur Zy, Mo(S) est égal a 'ensemble des classes d’isomorphismes de

(Wo, ..., Wy),

ou

— Pour i = 0,...,9, W; C St; ® Og est un sous-Or ® Og-module, qui est un
Og-facteur direct, et localement sur S il est isomorphe & 0% ® Og.

— La fleche St;_1 ® Og + St; ® Og envoie W; dans W;_;.
— Pour j =0 et g, W; est isotrope pour g;.

Par définition My est un sous-schéma fermé d’un produit de (g + 1) Grassman-
niennes. On définit un morphisme

f:ZQ—>M0

tel que, soit (A, A, ¢,7, H,,¢) un S-point de Zj, alors son image par f est égale a
(p(wa), ..y gb(wA/Hg)). On remarque que la propriété d’isotropie de wa et wa/y, est
prouvée par [dJ] §2, donc (¢(wa), .., p(wa/m,)) est bien un S-point de Mo.

Proposition 2.7. Le morphisme f est lisse.

Démonstration. D’apres le critere infinitésimal de lissité, on se ramene & vérifier
la, propriété suivante : supposons qu’on a un S-point (A, A, ¢, 7, H,,¢) de Zy, un
épaississement nilpotent S — S’, et une déformation de (w4, ...,wy / Hg) sur S’. On
veut montrer que le point (A, \,¢,7, H,, ¢) se déforme aussi sur S’.

On applique les arguments de [dJ] §2, ou la déformation de A, A et H, est un
corollaire de la théorie de Grothendieck-Messing sur la déformation des schémas
abéliens. Il faut aussi vérifier la déformation de ¢, 7 et ¢. En fait, par la théorie de
Grothendieck-Messing, ¢ se déforme via la déformation de la structure de Op-module
sur w4. Pour la structure de niveau 7, on note que par la définition 2.1, n est défini
en choisissant un point géométrique 5. Comme le point s et le groupe fondamental
étale basé sur s sont indépendants d’un épaississement nilpotent, la définition de 7
I’est aussi. Donc 7 se déforme automatiquement. Finalement, la déformation de ¢
est garantie par la lissité du morphisme 7. O



Chapitre 3

Schéma de Hilbert-Siegel de
niveau ['{(p)

3.1 Théorie de Raynaud

3.1.1

La construction de schémas de Hilbert-Siegel en niveau I'i(p) est basée sur la
théorie de Raynaud ([Ray]), qui classifie les schémas en F,-vectoriels de dimension 1
vérifiant une certaine hypothese sur une base au-dessus de Spec D, ou D est un
anneau de Dedekind défini dans [Ray] §1.1. On note ¢ = p", Q, 'extension non-
ramifiée de degré n de Q,, et Z, 'anneau des entiers de Q,. Nous rappelons la
théorie de [Ray] en supposant que la base est au-dessus de Spec Zj.

Soit S un schéma au-dessus de SpecZ,. Dans [Ray] §1.3 (17), un élément parti-
culier

wy, € pLy

est défini. Cet élément apparait dans 1’énoncé de la classification. On note
x:F; = Z
le caractere de Teichmiiller. C’est un relevement du morphisme de Frobenius
Fr:Fy —FS, xwaP

Par le lemme de Hensel, x est en fait déterminé par son image modulo p. Pour tout
m € Z, on note x" : IF'qX — Z; la m-iéme puissance de y. On en déduit que tout
caractere de F* vers Z; est de la forme x™ pour m € {1,...,q —1}.

Soit H un schéma en groupes fini plat de rang ¢ sur S muni d’une action de F,.
On note A l'algebre de Hopf de H. Alors A est une Og-algebre localement libre de
rang ¢, et il existe une décomposition A = Og ® J, ou J est 'idéal d’augmentation

17
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de H (i.e. J est le faisceau des fonctions sur H qui s’annulent en 1’élément neutre).
L’action de F, sur H induit une action de IF; sur J, donc on peut décomposer J
en composantes qu -isotypiques :

qg—1
\7 = @ jxm-
m=1
La définition suivante est signalée dans [Ray] §1.2, la condition ().

Définition 3.1. On dit que H est un schéma en groupes de Raynaud si pour tout
m € {1, ...,q—1}, le faisceau J,m est un fibré en droites sur S (i.e. il est de rang 1).

Le théoreme suivant est le théoréme principal de [Ray] (cf. le théoreme 1.4.1)
qui classifie les schémas en groupes de Raynaud.

Théoréme 3.2 (Raynaud). Soit S un schéma sur SpecZg,. Il existe une bijection
canonique entre les classes d’isomorphismes de schémas en groupes de Raynaud sur
S et les classes d’isomorphismes des systémes

(Lk, ks, b )k=0,....n—15
ot Lo, L1, ..., L1 sont des fibrés en droites sur S, et
ag : LJP) = Ly, by Ly — L3P, k=0,.,n—1
sont des morphismes de fibrés en droites (avec L_1 = Ly,_1) tels que
apb, =wp, k=0,..,n—1.

On appelle (L, ak,bk)k=0,..n—1 le paramétre du schéma en groupes de Raynaud
associé.

Remarque 3.3. La bijection dans le théoréeme 3.2 est construite de la maniere sui-
vante. Soit H/S un schéma en groupes de Raynaud. On note A (resp. J) 'algebre
de Hopf (I'idéal d’augmentation) de H. Alors le parametre de H est défini par

Ek:Jka, k=0,....,n—1,
et pour tout k,

b
jxpk—l ®R...Q jxpk—l a—k> jxpk T RLI jxpk—l R...Q® jxpk—l

Xp

sont des morphismes induits par la multiplication et la comultiplication de A,
respectivement. (Ici on note ® = ®p4 pour simplifier la notation.)
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Réciproquement, si (L, ak,bx) est un systéeme dans le théoréeme 3.2, alors la

Og-algebre
A= P Lo ooy
0<rp<p—1

est localement libre de rang ¢. Les morphismes ay, (resp. by) définissent naturellement
une multiplication (resp. comultiplication) sur A. La projection de A sur le premier
facteur 5890 X ... ® Effgl = Og définit une co-unité de A. Le groupe F; agit
naturellement sur A : pour tout A € FJ, A agit sur 583”"0 ® ... ® LI

n_1 Dbar la

multiplication par Xm*”p*“*”*lpn_l()\). Le schéma en groupes correspondant est
donc H = SpecosA. (On remarque que l'action de 0 € F, sur A est induite par la
multiplication par 0 sur tous les Ly.)

3.1.2

Nous donnons la définition d’un générateur de Raynaud d’un schéma en groupes
de Raynaud. Soit S un schéma sur SpecZg,, et H/S un schéma en groupes de Ray-
naud. On note (L, ak, by)k=0,..n—1 le parametre de H. On considére le morphisme
composé

n—1 n—2

Qp" a?l’ @pn1 ag91’ Qpn—2 @p? a%fl ®p ao

oll pour tout morphisme de fibré en droites ¢ : £ — M et tout entier m, ©®™ :
LEM — M®™ est la m-iéme puissance de ¢. On note

®p @pt? _@ptt ®(p"—1)
ao . an_l S eee ® CLQ . a1 6 HOmOS(EO ,OS)

I’élément qui correspond & cette fleche composée.

Définition 3.4. On appelle un générateur de Raynaud de H un élément
S HOHI(QS (Eo, OS)

qui vérifie I’équation

Ezemple 3.5. Supposons S = SpecC (ou plus généralement le spectre d’un corps
algébriquement clos de caractéristique différente de p). Soit H un schéma en groupes
de Raynaud sur S. Comme tous les fibrés en droites £ sont triviaux sur S, on peut
regarder les ay, by, comme des éléments de C (en choisissant une base de Lj pour
tout k). On note A l'algebre de Hopf de H. D’aprés la remarque 3.3, on a

A = (C[to, ...,tn_l]/(tg — altl,tff — agtg, ...,tﬁfl — aoto).
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Comme w), est inversible dans C, on a a; # 0 pour tout k. Dans ce cas H est
un schéma en groupes étale sur SpecC, et H(C) est un espace vectoriel sur F, de
dimension 1. Un générateur de Raynaud = de H définit un point non-nul de H(C)
en prenant tg = x (puis t1,...,t,—1 sont déterminés uniquement) et vice-versa. On
en déduit que, dans ce cas la notion de générateur de Raynaud et de générateur naif
coincident.

Remarque 3.6. Soit H un schéma en groupes de Raynaud sur S, et (Lg, ag,bg) son
paramétre. On note A 'algébre de Hopf de H. On note H" le dual de Cartier de
H. Alors I'algeébre de Hopf de HY est égale a A" (voir §2.2.1 pour la notation V), et
la multiplication (resp. la comultiplication) de A" est définie par la comultiplication
(resp. la multiplication) de A. 1l est facile de voir que A" vérifie aussi la définition
3.1, donc H" est un schéma en groupes de Raynaud. Le parameétre de HY est égal a

b LU = LY, ap: L) — L09F, k=0,..,n—1.

Supposons
WS HomOs (ﬁ(]a 05)7 (TS HomOs (E(\)/7 OS)

des générateurs de Raynaud de H et H", respectivement. Alors y définit un élément
de Homp,(Og, Ly), qu’on note aussi par y. On peut considérer la composée

0s L Lo 0.

Elle définit un élément de I'(S, Og), qu’on note par zy. Cette notion de composition
de générateurs de Raynaud sera utilisée dans la définition du schéma Y; dans la
section suivante.

3.2 Le schéma Y]

Nous définissons le schéma de Hilbert-Siegel Y1/ SpecZ, de niveau I'i(p). On
note Yy z, le changement de base du schéma Yy (cf. §2.1) sur SpecZ,. Dans la suite
de cette these, on fixe un isomorphisme Op/p = F,,.

Lemme 3.7. Soit S un schéma sur SpecZg, et (A, \,¢,1, H,) un S-point de Yoz, .
Alors pour i = 1,...,9, H;/H;—1 est un schéma en groupes de Raynaud (avec la
notation Hy =0).

Démonstration. On voit facilement que la définition 3.1 est préservée par tout chan-
gement de base, donc il suffit vérifier le lemme pour le point universel (A, A, ¢, 7, H,)
de Yy z,. Dans ce cas S = Yy 7,

On rappelle que, dans [Ray] la proposition 1.2.2, Raynaud a montré que si S est
un schéma integre de corps des fractions de caractéristique 0, alors tout schéma en F -
vectoriels, fini plat de rang ¢ au-dessus de S est un schéma en groupes de Raynaud.



3.2. LE SCHEMA Y; 21

D’apres [PZ] le théoreme 0.1 (qui dépend des résultats de Gortz, cf. [G]), le modele
local My est normal, i.e. tous ses anneaux locaux sont integres et intégrallement clos.

Comme la normalité est préservée par tout morphisme lisse, on déduit du dia-
gramme de modele local que Yy (donc Yy z,) est aussi normal. Donc chaque compo-
sante connexe de Yp 7, est intégre, et on peut appliquer [Ray] la proposition 1.2.2. [

Définition 3.8. On définit le schéma Y7 sur Spec Z, tel que pour tout S sur Spec Zg,
Y1(S) est égal a 'ensemble des classes d’isomorphismes de

(A7 Av Ly 77]7 H_,I’l, "'7xg7 Yt, --->yg)7

ou A, A\, 1,7, H, sont comme dans la définition 2.1, et pour tout i, x; (resp. y;) est un
générateur de Raynaud de H;/H;_1 (resp. (H;/H;—1)V) tel que

T1Y1 = T2Y2 = ... = TglYqg
au sens de la remarque 3.6.

Remarque 3.9. On fixe une injection Q; < C. On montre que Y;(C) est une variété
de Shimura pour le groupe G (§2.1). Le point clé est que, d’apres la remarque
3.3, x; (resp. y;) définit un point non-nul de (H;/H;_1)(C) (resp. (H;/H;—1)"(C)).
La condition z1y; = ... = x4y, implique que, en identifiant (H;/H;—1)"(C) avec
Hom((H;/H;—1)(C),C*), I'élément y;(x;) € C* est indépendant de i. En appliquant
largument de [Kot] §8, on voit que Y7 (C) est un espace localement symétrique pour
le groupe G, et son niveau en p est égal au radical pro-unipotent de K, défini dans
§2.1.

Remarque 3.10. Le schéma Y7 est plat sur Z,. En fait, d’apres [PZ] et [G], le modele
local My est plat, donc il suffit de montrer que le morphisme Y} — Ypz, est plat.
On note H;/H; 1 les schémas en groupes universels sur Yy z,, et (Lik, @ik, bix) le
parametre de H;/H;_1. On choisit un ouvert U —» Y0,z, sur lequel tous les L; i, sont
triviaux. En fixant les trivialisations, on peut identifier les a; i, b; 1. avec des éléments
de I'(U, Ov). Alors le faisceau structurel de U xy; , Y7 est isomorphe a

n__1 n—k n_1 n—k
Ovl21, Y1, -+ Tgs Ygl /(2] —Haf,k Yy —Hbfk s Tili — TjYj),
k k

ou i, j parcourent 1, ..., g. C’est un Oy-module libre avec une base
ri, S;
II =
1=1,....9

pour tout r;, 5; < p" — 2 tel que 1252 = ... = g5, = 0. On en déduit que U X Yoz, Yi
est plat sur U, d’ou la platitude de Y7.
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Chapitre 4

Complexes de Lie

4.1 Un lemme

Nous montrons un lemme sur la F-action sur le complexe [¢*(Z/Z?) — e*i*Qx]
de l'introduction (nous rappelons les notations dans la suite). Ce lemme est un point
de départ pour généraliser la méthode de [HS] aux schémas de Hilbert-Siegel.

Soit S un schéma sur SpecZy, et H un schéma en groupe de Raynaud sur S. On
note (Lg,ar,by) le parametre de H. On définit deux Og-algebres

S=@P Ly oL e Lo

>0

A= P L oL @..eLym™).
0<ryp<p—1
On rappelle que A est isomorphe a l’algebre de Hopf de H. Les morphismes a;, :
E,fo , — Ly définissent une surjection

S —» A,

et on note Z son noyau. D’apres la remarque 3.3, 'action de IF‘qX sur A s’étend a

une action de Fy sur S par la méme formule, i.e. pour tout A € Fy, A\ agit sur
LE® ... L2 par multiplication par Yo FTIP a1 T (N) | Avec cette action,
les morphismes aj sont qu—équivariants, donc la surjection & —» A l'est aussi. On
définit I'action de F sur Z comme l'action induite.

On définit X = MOS (8), qui est 'espace total d'un fibré vectoriel sur S. On
obtient une immersion fermée Fj-équivariante i : H — X. On note e : S — H la

section unité. La différentielle
d:Z/T% = i*Qx/g

23
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est induite par I'injection Z < S, donc elle est F- équivariante. On considere la -

action sur le complexe de Og-modules [e* (I/IZ) = €"i"Qx/g]. Pour k= 0,...,n—1,

on note la composante ka—isotypique par
[e*(I/IQ) e Z*QX/S]
Lemme 4.1. Il existe un isomorphisme canonique de complexe
LEP, 25 4] 2 [eM(T/T2) S e Q5] b
pour k=0,....n— 1.

Démonstration. On note N le noyau de la projection e*i* : S — Og sur le premier
facteur dans la définition de S. Alors e*(Z/Z?) = e*i*(Z) = Z/IN. Donc on peut
remplacer e*(Z/Z?) par Z/ZN dans le complexe a droite.

Pour k£ =0,...,n — 1, on définit un morphisme de Og-modules

o L = S=P Ly oL @ L Ly

’!’k>0

tel que sa projection sur Ly est ag, sa projection sur E?f 1, est —1, et ses projections
sur les autres facteurs sont 0. Par définition on a gok(ﬁff 1) CZ. On note

0: L DL D D LEPy 5 T)IN

le morphisme défini par la somme de tous les .

On montre que ¢ est un isomorphisme. Comme la question est d’une nature
locale, on peut supposer que tous les Lj sont triviaux sur S. En choisissant des
trivialisations, on peut identifier les a; avec des éléments de I'(S,Og). On obtient
des isomorphismes naturels

S = Oglzo, vy Tp—1]

A = Oslzo, ..., Tn-1]/(zh — arz1, 2} — asw, ..., 28 | — apxo)
T = (z} — a1z, 28 — agwa, ...yt | — aoxo)
N = (z0,21, ..y Tp—1)
o : Og = Oglzo, ..., tp-1], 1 apzy — 2} ;.

Par la définition de ¢, on voit directement qu’il est surjectif. L’injectivité de ¢ vient
d’une comparaison de degré des éléments dans Z et ZN.
Comme § = Sym(Ly D L1 D ... & L,—1) , il existe un isomorphisme canonique

V:LoBDLLD...D Ly = QX/S ®Rs Og = e*i*QX/S-



4.2. LA STRATEGIE 25

On obtient un diagramme

oL 2% s or,

T

e*(Z/1?) —4, e*i*Qx/g

ou les fleches verticales sont des isomorphismes. En prenant des coordonnées locales
comme précédemment, on voit que ce diagramme est en fait commutatif. Par ailleurs,
par définition ¢ et 1 sont F-équivariants. Donc 'isomorphisme du lemme est obtenu
en prenant les composantes F; -isotypiques du diagramme précédent (on rappelle que

Fy agit sur £, via ka). O
Remarque 4.2. Dans la démonstration on voit qu’en fait le complexe

[e*(T/T%) — e*i" Qx/s]

ne possede que des composantes isotypiques pour les caractéres ka. Les caracteres
ka sont appelés les caracteres fondamentauz. Ils sont tous les caracteres de F* & Z
dont la réduction mod p s’étend a un endomorphisme d’anneau de F,. Le phénomene
de cette remarque sera réexpliqué dans §4.2.1, la remarque 4.3 a I’aide du complexe
F qﬁﬁ qui est un objet clé de cette these.

4.2 La stratégie

4.2.1

Suite & I'introduction, nous expliquons comment la construction du complexe 40
dans la proposition 1.1 permettra de déduire le corollaire 1.3. Ce dernier corollaire
est un ingrédient nécessaire dans la définition du modele local M;™ (cf. §5.3).

Nous rappelons d’abord les complexes de Lie (ou de co-Lie) équivariants sur les
grands topos fpqc construits par [Il11]. Soit S un schéma, et K/S un schéma en
groupes plat et de présentation finie, muni d’une action d’un monoide (discret) M.
On note Og l'anneau structurel (i.e. pour le petit topos de Zariski) du schéma S,
Stpqe le grand site fpge de S, et Og, . le faisceau structurel de Sgpqe. On note Z[M]
I’algebre libre sur Z engendrée par M, i.e.

ZIM] = P Zm,
meM
et la loi de multiplication et I’élément unité sont définis par ceux pour M. On note
(k€ D(Og) le complexe de co-Lie de K, i.e. {x = Le*Lg/g, ot Lg/g € DP(Ok)
est le complexe cotangent de K, et e : S — K est la section unité.
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Dans [I111] VII 2, Illusie a défini un objet !
g% S Db(Z[M] ® Osquc)’

qui est un relevement de fx dans DP(Z[M] ® Os;.q)- Le complexe 2 vérifie les
propriétés usuelles du complexe de co-Lie, e.g. le triangle distingué fondamental, mais
dans un contexte M-équivariant. Le complexe ﬁJ\K/[ permet de décrire les déformations
M-équivariantes de K, cf. [Il11] VII 2.3.

Soit d’autre part A un anneau commutatif, et G un schéma en A-modules, plat
et de présentation finie sur S. On note £} € DP(Og) le complexe de Lie de G, i.e.
¢, = RHom({g, Og), ou £ est le complexe de co-Lie de G défini précédemment.

Dans [I111] VII 4.1 Tllusie a défini un autre objet

L
Al € DP(A® Og,,. )

L
Iei A®Ogy,,. est le produit tensoriel dérivé des anneaux de faisceaux fpqc. Le
L
module A® Og, . est muni d'une structure de dg-anneau (cf. §4.3), donc la catégorie
L
dérivée DP(A® Os;yec) @ un sens. Le complexe 445 est un relevement de £y dans

L
DP(A® Os;,qc)- Ce complexe est utilisé par Illusie pour décrire la déformation de G
comme un schéma en A-modules, cf. [Il11] VII 4.2 et §4.2.2.

Les objets qui nous intéressent sont les contreparties de ﬁ% et Al sur le petit
topos de Zariski. On expliquera dans §4.2.2 pourquoi Illusie consideére le grand topos
fpqc mais pas seulement le petit, et on décrira les modifications apportées afin de
considérer le petit topos de Zariski. Pour une raison technique (qui est relative a la
structure de monoide de C, Sy, cf. §4.4), la méme construction de 4£/ ne donne pas
directement le complexe de co-Lie 4¢;. Donc on considere plutot la contrepartie de
EAKLV sur le topos de Zariski, i.e. on travaille partout avec les complexes de Lie. Pour
la simplicité, dans la définition de 4£% on va supposer que S est plat sur SpecZ. On
note A™°" le monoide multiplicatif sous-jacent de A.

On va définir (les propositions 4.18, 4.25) deux complexes

oY e DP(ZIM] ® Og)

al¢, € DP(A® Og)

par la méme construction que celle de ﬁ%’v et 4l dans [Il11], sauf qu’on remplace
Osgyqc Par Og. On montre que ce changement de topos est possible dans §4.6. (Cela

1. Ici Vobjet défini dans [Ill1] est en fait le complexe cotangent équivariant LY. Le complexe ﬁ\(/l
est alors égal & Le* LY.
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permet d’éliminer @% donc d’avoir des projecteurs canoniques dans Fy ® Og sur les
composantes isotypiques.)

Ensuite, on construit le foncteur Com défini dans la proposition 1.2 de I'intro-
duction (cf. §4.9), qui décrit la compatibilité du complexe de Lie avec le morphisme
Amon — A de changement de coefficient. Autrement dit, soit G un schéma en A-
modules, plat et de présentation finies sur S. Alors G est muni d’une action du
monoide A™°". On montre qu’il existe un isomorphisme

Com(afl) = 057"

dans DP(Z[A™"] @ Og).

On consideére aussi la compatibilité avec des morphismes d’anneaux A’ — A.
Ce morphisme définit un foncteur de restriction des scalaires Res (cf. §4.7.2, la
proposition 4.22). On montre un isomorphisme canonique

ReS(Agé)gAwé
dans DP(A’ ® Og). La compatibilité de Res est énoncée dans [I111] pour le complexe
Al

Dans le contexte des variétés de Hilbert-Siegel, soit S un schéma sur Spec Z,; qui
est plat sur SpecZ. Soit H/S un schéma en groupes de Raynaud. Associé a H, on
peut définir un schéma X et un idéal 7 C Ox comme dans §4.1. L’action de Fj*"
sur H définit le complexe de Lie équivariant 2

EIEI}“OI)’\/ c Db(Z[Fglon] ® OS)-
On montre (cf. §4.8.2, la proposition 4.26) que

]Ff;nonvv ~ [ % 2 * ok Y

I = [e"(Z/T7) — e"i"Qx 5] (4.1)
dans DP(Z[F*"] @ Og). (Ici on utilise le fait que i : H < X est une immersion
réguliere.)

Soit de plus B/S un Op-schéma abélien, et
0—-H—B—B/H—0

une résolution Op-équivariante de H (avec la condition de Kottwitz sur B et B/H).
L’action de Op sur H définit

OFKE € Db(OF ® Og).

2. On peut utiliser F;*°" au lieu de F; parce que tout Fy***-module V s’écrit comme Vp & V1,
ou Vp est annulé par 0 et Vi est un Fy'°"-module trivial.
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On montre (cf. §4.7.2, la proposition 4.20) que
orly = lwp/g — wp] (4.2)

dans DP(Of ® Og).

On peut considérer le troisieme complexe
r, Yy € D*(F, ® Og).

Les foncteurs de compatibilité nous donnent des isomorphismes

[Fmon \/ -~
Com(FqEE) =0, , Res(FqEE) & OFEXI‘ (4.3)

Comme Og est au-dessus de Zj, il existe des projecteurs bien définis dans les anneaux
Z[F;non] ®0s, Orp®0g, F,®O0g

sur les composantes isotypiques (cf. §5.2.1 pour les détails). On montre que ces
projecteurs commutent avec les foncteurs Com et Res. Le corollaire 1.3 se déduit
des isomorphismes 4.1, 4.2, 4.3 précédemment et du lemme 4.1.

Remarque 4.3. On peut expliquer le phénomene de la remarque 4.2 de §4.1. On note
Com : D*(F, ® Og) — DP(Z[F*"] @ Og)

le foncteur décrit précédemment. On rappelle que Og est au-dessus de Z4, donc il
existe un isomorphisme

n—1
F,®Og = k@o Os/pOs

ou pour tout k, le k-ieme facteur dans la somme directe est associé a ’endomorphisme
A= AP de Fy, i.e. la réduction mod p de ka. Par définition, les composantes isoty-
piques d'un objet de DP(F, ® Og) sont définies par les éléments ej, = (0, ..., 1, ..., 0)

-1
de n@ Os/pOg, avec 1 en la k-ieme place.
k=0

Or, l'isomorphisme

Com(s, 0f) = 65 "

L . . Fmony , )

implique que chaque composante isotypique de £,/ Y vient dune composante iso-
IF]’I’!OI]

typique de Fq[ﬁ On déduit que £ ,v’ donc le complexe dans la remarque 4.2,

n’admet que des composantes isotypiques pour les caractéres fondamentaux.
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4.2.2

Nous expliquons comment le complexe £/ est construit et utilisé par Illusie dans
[T111]. En fait, comme tous les complexes cotangents, 4£% est construit pour étudier
la déformation de G. Plus précisément Illusie a obtenu le théoréme suivant ([Ill1] le
théoréme VII 4.2.1). Soit S un schéma, et S - S’ un épaississement nilpotent de S
défini par un idéal I C Og . Alors 'obstruction & la déformation de G sur S’ comme
un schéma en A-modules est caractérisée par un élément

L
w(G, i) € Ext}(G, 4Ll ®0s, . 1)

(C’est dans la démonstration de ce théoréme que 'on a besoin du grand topos. Pour
expliquer on va utiliser les notations Ner et C,—(1) définies dans le reste de §4.2.2.
Nous conseillons le lecteur de lire d’abord le reste de §4.2.2. En fait, pour décrire
la déformation A-équivariante de G, Illusie construit un diagramme de schémas
Ner(C, A(1), C, G(1)), tel que la A-déformation de G est équivalente a la déformation
du diagramme Ner(C, A(1),C,G(1)). Par la théorie du complexe cotangent usuel,
la déformation de Ner(C,A(1),C,G(1)) est caractérisée par un groupe Ext? du
complexe cotangent Lner(c. a(1),c.G(1))- Le complexe Ler(c, a(1),c. G(1)) est un objet
de DP(Top X) avec X un topos fibré simplicial (§4.6) associé & Ner(C, A(1),C, G(1)).
Pour calculer ce groupe Ext?, on applique le théoreme [Tl11] VI 8.4.2.1 (cf. §4.4.1)
a Ner(C, A(1),C,G(1)). Cest a ce moment que le grand topos apparait : notons
qu’en général les morphismes d; de Ner(C, A(1),C, G(1)) ne sont pas plats (cf. le
paragraphe pour L, dans la suite), donc le petit topos fpqc de Ner(C, A(1), C, G(1))
ne suffit pas pour appliquer [Il11] VI 8.4.2.1.) Une application du théoreme d’Tllusie
apparait dans I’étude de la déformation de groupes finis plats de rang p (ou groupes
de Barsotti-Tate) en prenant A =T, (ou Z/p"), cf. [1112].

En général, la déformation équivariante est étudiée a l'aide d’un schéma simpli-
cial, appelé le nerf. Soit S un schéma, K un schéma en groupes, plat et de présen-
tation finie sur S, et M un monoide agissant sur K. On peut construire le complexe
de co-Lie équivariant £}/ (cf. §4.2.1) et étudier la déformation M-équivariante de K
via le nerf associé au couple (M, K). C’est le schéma simplicial Ner(M, K') défini par

do
do
...§MxJ\4><K?J\4><Kﬂﬂ1 K
2
6_/
é:SO" S
S1 ’
on décrit les morphismes entre degré 1 et 0 : dg est le morphisme d’action de M
sur K, d; est la projection sur K, et sy est la section définie par I’élément neutre de
M. Les morphismes d; et s; en tout degré sont définis dans [I111] VI 2.5. On obtient
un autre schéma simplicial Ner(M, S) lorsqu’on remplace K par S (muni de 'action
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triviale de M). Il existe un morphisme naturel Ner(M, K) — Ner(M, S) de schémas
simpliciaux.

On peut considérer le complexe cotangent du morphisme Ner(M, K') — Ner(M, S)
au sens de [I111] VII 1.2 (c’est défini plus généralement pour tout morphisme de dia-
grammes de schémas). On obtient un complexe LiNer(M,K)/ Ner(M,s)> qui est équivalent
a la donnée suivante : sur chaque sommet M" x K de Ner(M, K), on met le complexe
cotangent usuel Lysny g/pmx s ; pour tout morphisme d;, resp. s; dans le diagramme
Ner(M, K), on lui associe le morphisme naturel de complexe cotangent

* *
di Larnxxymnxs = Lvmtisgpm+ixs, S5 Lymtixgpm+ixs = Limsce/mnxs

défini par d; et s; respectivement. Dans le langage de [IlI1] VII 1.2, le complexe
LiNer(M,K)/ Ner(M,5) €st un complexe de faisceaux sur le site total de Zariski de
Ner(M, K).

On note fner(ar,k) le complexe de co-Lie de Ner(M, K), i.e. 'image inverse de
LiNer(M,K)/ Ner(M,s) Par la section unité. On note £yer(ar,k) le complexe de faisceaux
sur le grand topos fpqc associé a yer(ar, k). Le complexe fye(ar,i) appartient a
DP(Ner(M, S)gpqc), ott Ner(M, S)gpqe est le site total du grand site fpqe de Ner(M, S).
On note ¢k le complexe de Lie de K. L’idée est que ’on peut mettre une M-structure
sur £x par le complexe fne(ar, iy Pour cela Illusie définit un foncteur (cf. [Il11] VI
8.1)

ner : DP(Z[M] ® Og,,.) — DP(Ner(M, S)gpqc)

de la maniére suivante : pour tout objet U de DP(Z[M] ® Os;,qc), O POSE
ner, (U) = p,(U)

ou nerp(U) est la restriction de ner(U) sur M™ x K, et p, est la projection de
M"™ x K sur K ; les morphismes de transition de ner(U) (i.e. des morphismes
d; ner,(U) — nerp41(U) et s} nerp41(U) — ner,(U) pour tout n, i, j qui vérifient la
condition de cocyle usuelle) sont induits par la M-structure de U. Illusie montre que
(cf. [I11] VI 8.4.2.1) : ner est pleinement fidele, et son image essentielle se compose
des objets quasi-cartésiens de D (Ner(M, S)gpqc)-

Ce dernier théoreme implique que fyey(ar, ) appartient a I'image essentielle du

foncteur ner. Grace a la pleine fidélité on peut définir ﬁj\K/[ comme |'unique objet de
D"(Z[M] ® Osy,.) tel que
MY ~
ner({p ) = ﬁNer(M,K)-
Les propriétés (e.g. le triangle fondamental) de EAK/[ se déduisent des mémes pro-
priétés de fner(ns )~ La déformation M-équivariante de K est caractérisée par 02

parce qu’elle est équivalente a la déformation de Ner(M, K) donc caractérisée par
CNer(ui)s o [T1] VIT 2.3,
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On remarque que lobjet défini dans [Ill1] est en fait le complexe cotangent
équivariant L% . Il est défini plus généralement pour tout schéma K muni d’une
action par M, i.e. K n’est pas nécessairement un schéma en groupes. La définition de
L],\(/[ est similaire de celle de E% : & chaque étape on remplace le complexe de co-Lie ¢
par le complexe cotangent L, et le foncteur ner de Ner(M, S) par celui de Ner(M, K).
La définition de L% n’est valable que sur le grand topos fpqc. En fait, pour la pleine
fidélité de ner on doit appliquer [Il11] VI 8.4.2.1 (¢f. §4.6.1) a Ner(M, K). En général
les morphismes d; de Ner(M, K) ne sont pas plats,® donc I'hypothése de [I111] VI
8.4.2.1 n’est pas vérifiée pour le petit topos fpqc de Ner(M, K).

Ici nous rappelons la définition de EAK/[ sur le grand topos fpqc d’une maniere
similaire a celle de L% . On verra dans §4.8 qu’en fait on peut définir ﬁ% sur le petit
topos de Zariski (car les d; et s; de Ner(M,S) sont des isomorphismes locaux au
sens de §4.6.3).

La situation est plus compliquée pour les schémas en modules. Soit A un anneau
commutatif, et G un schéma en A-modules, plat et de présentation finie sur S.
Comme A contient plus de structure qu’un monoide, la construction précédente ne
s’applique pas directement. Nous expliquons la définition de 4£/ par Illusie, et nous
renvoyons le lecteur & [I111] pour la relation avec la théorie des déformations. Le point
est qu’'une résolution particuliere de A, appelée le «complexe de Eilenberg-MacLane
stable», permet de décrire la A-structure sur 4£% par I'action d'un anneau Z[C, A(1)]
dans la catégorie des diagrammes. Ici C, A(1) est un diagramme de Z-modules
qui est muni d’une structure de monoide, et Z[C, A(1)] est le diagramme obtenu
en appliquant Z[—| en chaque sommet. Cela nous permet d’imiter la construction
précédente de £3F pour M = C, A(1).

Plus précisément, dans [I111] VI 9.2 et 11.1 (voir aussi §4.4 de cette these), Illusie
construit le foncteur C,—(1), qui est un foncteur de la catégorie des Z-modules dans
celle des diagrammes de Z-modules. Soit V un Z-module. Alors tous les sommets
de C, V(1) sont de type V & ... V. Le nom de C, (1) vient de sa relation avec la
résolution standard. Dans [I11] VI 9.5 et 11.5.2.2, Illusie définit un autre foncteur
A2-red(—1) de la catégorie des diagrammes de Z-modules de type C,—(1), dans
celle des Z-modules simpliciaux. Ici A est I'opérateur de sous-objet diagonal, red
est l'objet simplicial réduit associé, et (—1) est la translation. Il existe un quasi-
isomorphisme canonique

AYC.V(1)(-1) =V (4.4)

qui est fonctoriel en V.
On note Z[—]| le foncteur de Z-module libre engendré par un ensemble. Dans

3. Par exemple, si A est un anneau, K est un schéma en A-modules non-trivial, et M = A™"
est le monoide multiplicatif sous-jacent de A, alors I'action par ’élément 0 de A sur K n’est pas
plat.
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[I11] VI 9.5, Illusie considére le foncteur
2= == A*(C.Z[-](1)" (1) (4.5)

(c’est la composition de Z[—| avec le foncteur dans I’équation 4.4), et I'appelle le
stabilisé de Z[—]. Alors Z%*[V] n’est plus quasi-isomorphe & V/, mais la troncation
7>_1 NZ%[V] en degré —1 de NZ*[V] est une résolution de V. (Ici NZ5[V] est le
complexe associé au Z-module simplicial Z%*[V] via Dold-Kan.) Ce dernier résultat
était démontré par Henri Cartan, et utilisé dans un article antérieur de L.Breen. On
remarque que, par définition les composantes de Z%¢[V] sont libres sur Z.

La structure de monoide de C, A(1) est induite par la multiplication de A. Cela
implique que Z%*[A] est un anneau simplicial. Si V' est un A-module, alors C, V(1)
devient naturellement un C, A(1)-module. Les équations 4.4 et 4.5 définissent un
diagramme ([I111] VI 11.5.2.2) commutatif & isomorphisme pres :

C.—
(A ® OSquc) H D( [ 1) ® OStpqc) ’

\ JAQ red( 1

NZSt [A] ® Osquc)

ol res est la restriction de scalaire par NZ5'[A] — A. La propriété de 7>_1 N Z5[A]
implique une équivalence de catégorie

L ~
res : DOU(A® Og, ) = DN ZY[A] ® Og, )
L
(On remarque que c’est ici le ® apparait : il vient de I’isomorphisme
L
A® Osquc =T> N 7t [A] ® Osquc.)

A partir de cela, 'image essentielle de la restriction de C,—(1) sur D% (4 <§L§ Ost0qc)
est facile & déterminer : L € D(Z[C, A(1)] ® Og,,.) appartient a cette image essen-
tielle si et seulement si c’est le cas quand on oublie 'action de C, A(1) sur L, cf.
[[11] VI 11.5.2.4 ou §4.4.2, la proposition 4.7 de cette these.

Maintenant on construit le complexe af%. Le foncteur C,—(1) définit le dia-
gramme de schémas C, G(1), qui est muni d’une action de C, A(1). On considere le
nerf Ner(C, A(1),C, G(1)). D’apres [I111] VI 8.1 il existe un foncteur

D*(Z[C. A(1)] ® Og,,.) = D*(Ner(C. A(1),C. G(1))fpqc)

similaire de ner, tel que son image essentielle est caractérisé d’une maniere similaire.
Le méme argument que précédemment définit L € DP(Z[C, A(1)] ® Osy.c) DAr
I’équation
~ PV
ner®(L) = L (e, A(1),C. G(1)):
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ou ﬁ%er(c, A(1),C. (1)) st le complexe de Lie de Ner(C, A(1), C, G(1)). Or le résultat du
paragraphe précédent caractérise I'image essentielle de C,—(1), et on voit facilement
que L lui appartient (car G est d’intersection compléte donc L appartient a D[O’l]).

L
On peut donc définir 4£% € DOU(A® Osp.qc) tel que

C.alf(1) = L.

Quelques remarques sur la généralisation 44y de ld au petit topos de Zariski. Le
point est que les foncteurs C,—(1) et Z5'[—] ne dépendent pas du choix du topos. En
fait, comme la définition originelle de complexe cotangent est sur le topos de Zariski
(mais parfois on considére le complexe fpqc associé), au point de vu de complexe de
Lie ¢’est méme plus naturel de considérer 4¢/, (on remarque qu’on ne considére pas
la relation de 40 avec la déformation). Dans ce cas il faut redémontrer le théoréme
sur la pleine fidélité et 'image essentielle de ner®. Le théoreme [Il11] VI 8.4.2.1 ne
s’applique pas directement pour le petit site de Zariski (c¢f. §4.6.2 pour la raison),
mais on contourne ce probléme par une astuce (on construit dans §4.6 un autre site
dont le topos est équivalent au topos de Zariski, et sur lequel on peut appliquer [I111]
VI 8.4.2.1). Les propriétés de 4¢% qu’on utilise sont de nature plus élémentaire, e.g.
le triangle distingué fondamental ou lisomorphisme 40% = wg pour G lisse. Tout
vient facilement des mémes propriétés pour KKIH(C' A(1),C. G(1))"

4.3 Les dg-anneaux

Dans cette section on rappelle les rudiments sur les dg-anneaux (anneaux diffé-
rentiels gradués) utilisés dans [I111], qui sont essentiels dans la construction de a£%.
Dans cette these on ne considére que des dg-anneaux de degré < 0. Par définition,
un dg-anneau P, est un complexe de Z-modules

. > P> P > Py

muni d’une multiplication
P &P — P

et un élément unité dans Py, tel que les axiomes usuels d’anneau sont vérifiés. (Ici
P.®P, est le complexe total d’un double complexe.) Un P—module M, est un complexe
de Z-modules muni d’une action de P, (i.e. d’'un morphisme P, ® M, — M, vérifiant
les axiomes usuels). On note C(P.) la catégorie des P-modules.? La catégorie
dérivée D(P,) est définie comme la localisation de C(P,) par ’ensemble des quasi-
isomorphismes. La méme définition vaut pour D™ (P.),D~(P,) et D?(P).

4. Attention, ce n’est pas la catégorie des compleres de P,—modules.
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Soient A et B deux anneaux (commutatifs) usuels. Alors la définition de
L
A®B

dépend du choix d’une résolution de A (ou de B). Soit P, est une résolution plate
de A qui est muni d’une structure de dg-anneau tel que P, — A est un morphisme
de dg-anneau. Alors le complexe P, ® B est aussi un dg-anneau. On peut définir

D(A® B) := D(P.® B).

La catégorie D(A (%{) B) est bien définie a équivalence pres, car la proposition [Il11] VI
10.3.15 implique qu’un quasi-isomorphisme de dg-anneaux induit une équivalence
entre leurs catégories dérivées. Comme Z est de tor-dimension 1, on peut prendre P,
d’une forme plus simple :

P = [Pl —>P0]

ou Py est un anneau plat sur Z, la fleche est injective, et I'image de P; est un idéal
de P ; la multiplication de P, est induite par celle de Py parce que P; est un idéal,
cf. [I11] VI 10.3.19.

Soit maintenant A un anneau commutatif et S un schéma. On note Og le faisceau
structurel du petit site de Zariski de S.

Lemme 4.4. Si S est plat sur SpecZ, alors A @ Og est un représentant canonique
L
de A® Og.

Démonstration. On prend une résolution [Py — Pp| de A de la forme précédente.

L
Alors [P} ® Og — Py ® Og] est un représentant de A ® Og. 1l suffit de montrer que
la suite

0-PIR0s—>PR0s—Ax0s —0

est exacte. Pour cela on peut localiser en chaque point de S. Soit s un point de S.
Par hypothese, Og ; est plat sur Z. Donc la suite est exacte aprés tensorisation par
Os.s. O

Corollaire 4.5. 57 S est plat sur SpecZ, alors il existe une équivalence de catégorie

L
triangulée canonique D*(A® Og) 2 D*(A ® Og) pour x = &, +, —, b.

On remarque que dans [Ill1], la résolution de A qui est essentielle dans la défini-

L
tion de D(A® Og) est le complexe 7>_1 N Z5[A] de §4.2.2.
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4.4 Le foncteur C,—(1)

4.4.1

Dans §4.4 on rappelle la définition du foncteur C, —(1) de [Il11]. Le foncteur C, —(1)
est défini comme la composition de deux foncteurs —(1) et C, —. Commengons par le
foncteur —(1). On fixe d’abord quelques notations pour les objets (multi-)simpliciaux
et les (multi-)diagrammes.

On note A la catégorie des simplexes standards ([Ill1] I 1.1). Par définition les
objets de A sont tous les ensembles finis [n] := {0, 1, ...,n}, oun € N. Les morphismes
de A sont engendrés (par la composition) par les fleches

di:[n] > [n+1, i=0,.,n+1

¥:n+1—=[n), j=0,..,n

pour tout n, 7, j, ott d’ est le morphisme croissant en oubliant i, et s7 est le morphisme
croissant en répétant j. On note A° la catégorie opposée de A.

On note A la catégorie des simplexes standards augmentés. Par définition les
objets de A sont tous les objets de A, avec un objet supplémentaire : ’ensemble
vide @. Les morphismes de A sont engendrés par les d°, s; comme précédemment et

I'unique morphisme & — [0]. On note A la catégorie des simplexes stricts augmentés
([I1] VI 4.1). C’est la sous-catégorie de A en gardant les mémes objets mais en
oubliant tous les morphismes non-injectifs (i.e. les morphismes composés par au
moins un s7).

Soit T une catégorie, et r € N. Par définition, un objet r-simplicial de T" est un
foncteur de (A°)" dans 7. On note Simp,(7") la catégorie des objets r-simpliciaux
de T.

On utilise aussi la langage des (multi-)diagrammes de [Il11] VI 5.6 b). Par dé-
finition, un 1-diagramme de T est un foncteur d’une petite catégorie dans T'. Soit
X : I — T un tel foncteur. La catégorie I est appelée le type de X. Pour deux
1-diagrammes X : I - T et Y : J — T de T, un morphisme de X vers Y consiste
en un couple (u,v), ou u est un foncteur de I vers J, et v est un morphisme de
foncteur entre X et Y o u. On obtient la catégorie des 1-diagrammes de T, et on
la note par Diag, (7). Par récurrence, on peut définir la catégorie Diag, (7T") des r-
diagrammes de T' (avec la notion de type) pour tout r» > 1. En fait, par définition
un r-diagramme de 7" est juste un 1-diagramme de Diag, (7). Le foncteur de type
s’étend en un foncteur de Diag,(T') a Diag,_;(Cat), ou (Cat) est la catégorie des
petites catégories. On dit un multi-diagramme ou simplement un diagramme pour
un r-diagramme pour un certain r > 1 (chaque fois la valeur de 7 sera claire dans le
contexte).
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Supposons que 1" est une catégorie abélienne. On va définir le foncteur
—(1) : T — Diagy(T),

tel que pour tout objet X de T, le type du 2-diagramme X (1) est égal a un 1-
diagramme particulier S;. En fait,

S;: A’ — (Cat)
est un 1-diagramme de (Cat) de type A défini dans [[11] VI 9.2. Par définition,
Si([n]) = (A°)"™, VneNu{-1}
o [—1] := @ et (A°)" = pt en tant que catégorie pointée. Pour tout n € NU {1}
et i =0,...,n+ 1, on définit le morphisme d* : S1([n]) — Si([n + 1]) par la formule
A" (20, .oy ) = (20 oy Ti_1, [1], Ti, ooy T,

ol (20, ..., Tp) est un élément de (A°)" T = S1([n]). Les morphismes d’ vérifient bien
la loi de composition de Z/, donc S est un foncteur. Voici un dessin pour Sy :

do (e} dO (o] (o]
pt—— A ?A x A°—— ...

Soit X un 2-diagramme de T de type S;. On a la description concrete de X
comme suivant : la donnée de X est équivalente a la donnée du systeme

(X", d"")remo<i<r

oll pour tout r et tout i, X" € Simp,(T) et A" : X" — 9} X"*! un morphisme de
Simp,.(T") dont la loi de composition est déterminée par celle de A e O} est le
foncteur de la i-ieme face de degré 1 : il est égal & la composition avec d* : (A°)" —
(A°)r*1 défini précédemment. En fait, par définition on a X = X ([r —1]) pour tout
r € N. Voici un dessin pour un 2-diagramme de type Sp. (Les sommets de X" sont
notés par X ., et on ne dessine que des X 0 X1 X2 avec les sommets de degré
< 2. 1l existe aussi un morphisme d'¥ : X — 04 X? qui n’est pas décrit dans le
dessin.)

x4 x T x2

e | ||
bl

X0 X} » X —= X3,

Comme la catégorie T est abélienne, pour tout r on peut définir le foncteur de
translation des objets r-simpliciaux

[1,...,1] : Simp,(T") — Simp,.(T").
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Via la correspondance de Dold-Kan, il devient la translation usuelle des complexes.
Voir [I11] VI 9.1.7 pour la définition précise. Le lecteur trouvera aussi dans [W] 8.4
la définition des foncteurs de Dold-Kan. La définition suivante apparait dans [I111]
9.2.

Définition 4.6. On définit le foncteur
—(1) : T — Diagy(T)

tel que pour tout objet X de T, X (1) est le 2-diagramme de T de type Sy qui vérifie
(avec la description précédente)

pour tout r € N, ot le X a droite est 'objet r-simplicial constant de T de valeur X ;
pour ¢ =0, ..., 7, on définit
d™ = idX(l)’“ .

Voici un dessin pour X (1), ou on trouve X (1)" pour = 0,1,2. Le 0 dans le dessin
est l'objet initial de T

XaXx- -4, xex——0

TR

d o x——=9
id_.-“'7 H H H
X 04,0/ =0

On rappelle la définition du foncteur C, — dans [I111] VI 11.1.2. Soit 7" une caté-
gorie qui posséde des sommes quelconques. Alors C, — est un foncteur de Diag; (7”)
dans Simp, (T") défini comme la suite. Soit U : I — T” un 1-diagramme de 7". Alors
C. U est un objet simplicial de 7", dont le n-i¢me étage est

CU= || U,

rog—>...—Tn

pour tout n € N, ou rg — ... — 1, parcourt toutes les chaines de longueur n de
fleches dans I, et | | est la somme dans 7”. On décrit les morphismes d; dans C,U.
Pouri=0,....,n+1,d; : C,41 U — C, U envoie le facteur indexé par rg — ... = 41
vers celui indexé par rg — ... = r;_1 = Ti41 —> ... = Tpt1, OU on a composé les
fleches r;—1 — 7; — ;1. Sur le facteur U,,, de C,,41 U, dg est le morphisme fonctoriel
U,, = Uy, et d; est le morphisme identité U,, — U,, pouri = 1,...,n+1. On obtient
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une description similaire pour les morphismes s;, i.e. on répete r; dans I'index. On
voit que les d; et s; vérifient la loi de composition dans A°, donc C, U est un objet
simplicial.

Soit T" une catégorie abélienne. Le foncteur
C.—(1) : T — Simp,(Diag; T)

est alors défini comme la composition de —(1) et C,—, i.e. dans la définition de C,—,
on prend U égal a

X(1): A = Diag,(T), [n] — X (1)"*!

pour tout objet X de T'. On rappelle la définition de la somme dans Diag, (7). Soient
X:I—-TetY:J— T deux objets de Diag,(T). Leur somme X UY : TUJ — T
est 'extension évidente de X et Y a I U J, la réunion disjointe des catégories I et
J. On obtient pour tout objet X de T et tout n € N,

C,X(1) = | ] X (1)mott
[mo]—...—[mn]

ou [mg|] — ... = [my,] parcourt toutes les chaines de longueur n des fleches de A
(on rappelle que m; € NU {—1}). Voici un dessin pour (la partie de degré < 2) de

Co X (1) : .
X 0.

U

X 0 0——=0
On remarque que C, X(1) est un 2-diagramme de 7" de type C, S;.

4.4.2

On note Mody la catégorie des Z-modules. Soit A un anneau commutatif.
Comme A est un objet de Modyz, on peut considérer les 2-diagrammes A(1) et
C.A(1) de Modyz. On rappelle leur structures de monoide définies dans [Il11] VI
11.1.

On rappelle que A(1) est un 2-diagramme de Modz de type Sy, o S; est le 1-
diagramme de (Cat) de type A défini dans §4.4.1. 1l existe une structure de monoide
évidente sur la catégorie AN :la multiplication est définie par le foncteur

A x N A, ([m],[n]) — [m+n+1],

ott le morphisme (d?, d’) sur ([m], [n]) est envoyé sur le morphisme d* d™ 7+ sur [m+
n+1]; ’élément neutre de A est Tobjet [—1]. Au-dessus de A il existe une structure
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de monoide pour S; : la multiplication S; X S; — S; est juste les identifications
(A°)mHL (AL = (A°)™ 7 +2 pour tout m,n € NU {—1}. Finalement on peut
définir le monoide A(1). Il suffit de définir la multiplication A(1) x A(1) — A(1)
dans Diagy(Mody), qui est équivalente aux morphismes d’objets (r + s)-simpliciaux

A1) x A(1)* — A(1)"ts

pour tout 7, s € N. En fait, d’aprés la définition 4.6 pour A(1)", on voit qu'un tel
morphisme est induit par la multiplication de A de fagon évidente. Par la fonctorialité
de C,—(1) et la commutativité de C,—(1) avec x, la multiplication de A(1) définit une
multiplication sur C, A(1) tel que C, A(1) est aussi un monoide. (On remarque que les
définitions de produit sont différentes dans Diag;(7") et dans Simp,(T) : le produit
de deux objets de Diag;(T") de type I et J respectivement est un 1-diagramme de T
de type I x J, or le produit de deux objets Z, W de Simp;(T") est I'objet simplicial
défini par (Z x W),, = Z, x W,,. La définition de produit de Diag,(7") s’étend a
Diag, (T) pour tout r € N.)

On note Z[C, A(1)] 'objet de Simp, (Diag; Modyz) obtenu en appliquant Z[-| sur
chaque sommet de C, A(1). La multiplication de C, A(1) induit un morphisme

Z[C. A(1)] ® Z[C. A(1)] — Z[C. A(1)]

ol ® est défini comme X de Simp,;(Diag; Modyz) mais en chaque sommet on rem-
place x par ®. Alors Z[C, A(1)] est muni d’une structure d’anneau au sens de
[I11] VI 11.2.2, et on peut considérer les Z[C, A(1)]-modules. Par définition, un
Z[C, A(1)]-module est un objet de Simp, (Diag; Modz) de type C,S; muni d’une ac-
tion de Z[C, A(1)] (par ® comme plus haut). Par exemple Z[C, A(1)] lui-méme est
un Z[C, A(1)]-module.

Soit S un schéma. On note Og 'anneau structurel de S, et Mod(Og) la catégorie
des faisceaux de Og-modules. On note

Mod(C, Sy, Og)
la catégorie des 2-diagrammes de Mod(Og) de type C, Sy, et
Mod(Z[C, A(1)] ® Og)

la catégorie des Z[C, A(1)] ® Og-modules (au sens du paragraphe précédent). En
oubliant l'action de Z[C, A(1)], on obtient un foncteur naturel de Mod(Z[C, A(1)] ®
Og) dans Mod(C, Sy, Og).

Le foncteur C, (1) définit un foncteur exact

C.—(1) : Mod(A ® Og) — Mod(Z[C. A(1)] ® Og), V — C. V(1)

La propriété clé de C,—(1) est montrée dans la proposition suivante, ou D*(...) est
la catégorie dérivée de Mod(...). Sa démonstration par [Il11] dépend de la résolution
T>_1 NZ5[A], voir §4.2.2.
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Proposition 4.7. Supposons que S est plat sur SpecZ. Alors le foncteur
C. (1) : DPU(A® Og) — D*(Z[C, A(1)] @ Os)

est pleinement fidéle, et son image essentielle se compose des objets Y tels que,
en tant qu’objet de DP(C,S1,0s), Y est dans limage essentielle de C, (1)
DI%U(0g) — DP(C. Sy, Os).

Démonstration. Via le corollaire 4.5, ¢’est un cas particulier de [II11] VI 11.5.2.4 en
prenant O = Og. O

4.5 Le foncteur ner®

4.5.1

Soit S un schéma quelconque et A un anneau commutatif. Dans §4.5 on considere
laction de C, A(1) sur C, S(1), et on définit le diagramme Ner et le foncteur ner®
associé.

On définit d’abord C, S(1). On applique la définition 4.6 lorsque T est égal a la
catégorie des faisceaux fpqc abéliens sur S, et X = S. On obtient le 2-diagramme
S(1) de T. Notons que les sommets de S(1) sont représentables par des schémas sur
S. En fait, comme S est l'objet final de T, tous les sommets de S(1) sont isomorphes
a S. En particulier, pour tout r € N, S(1)" est le schéma r-simplicial constant de
valeur S. Si l'on note (Sch/S) la catégorie des schémas sur S, alors S(1) est un
2-diagramme de (Sch /S). En appliquant C,—(1) on obtient le 2-diagramme C, S(1).

On considere I’action triviale de A sur S. Elle induit une action de A(1) sur S(1)
dans Diag,(Sch /.S), puis une action de C, A(1) sur C, S(1) dans Simp, (Diag; Sch /.5).
L’action de A(1) sur S(1) n’est plus «triviale» : en fait, en chaque sommet cette ac-
tion est triviale, mais le type de cette action est la multiplication de S; qui est
non-triviale. La méme remarque vaut pour 'action de C, A(1) sur C, S(1).

4.5.2

On rappelle la définition du diagramme Ner par [Il11] VI 2.5.1, 11.1.2.4. Soit T
une catégorie qui possede des produits finis et un objet final. Soit K un objet de
T, M un monoide de T qui agit sur K, i.e. il existe un morphisme M x K — K
vérifiant la condition de cocyle usuelle. On lui associe I'objet simplicial

Ner(M, K) € Simp,(T)

dont on explique la définition. Pour tout n € N le n-ieme étage de Ner(M, K) est
égal a Ner,(M,K) = M™ x K. On définit le morphisme d; : Ner, (M, K) —
Ner,, (M, K) comme suit : pour tout (ag, ..., an,r) € M" ! x K,

do(ag, ..., an, x) = (ai, ..., ap, apx)
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di(ag, ..., an, ) = (ag, ..., Gj+10i, ..ap,x), i=1,...,n—1

dn(ag, ..., an, ) = (ag, ..., Gp—1, ).

Pour les morphismes s; : Ner,, (M, K) — Ner,,41(M,K), on a :
sj(ao, ..., an—1,) = (ag, ...,a;-1,1,a;, ...,an—1,2), j=0,...,n.

(On prétend que T est la catégorie des ensembles, mais ces formules sont valables
en toute généralité.) Avec les d; et s;, Ner(M, K') est un objet simplicial.
On prend T' = Simp,(Diag; Sch /S). L’action de C, A(1) sur C,S(1) dans T
définit Uobjet
Ner(C, A(1),C, S(1)) € Simp,(Diag; Sch /S).

En particulier, on a Ner, (C, A(1),C, S(1)) = C, A(1)" x C, S(1) pour tout n € N.

Soit X un (multi-)diagramme de schémas. On va définir une catégorie appelée
Mod(X), qui est similaire (mais différente!) au topos total Top® de [Ill1] VI 5.2.
La catégorie Mod(X) est importante pour nous car le complexe de Lie appartient
a la catégorie dérivée de Mod(X) pour un certain X. On fixe d’abord la notation
d’image inverse.

Notation. Soit f : X — Y un morphisme de schéma. On note f~! le foncteur
d’image inverse ensembliste, et f* I'image inverse de Ox-module, dans tous les
topos : Zariski, fpqc, etc..

Une remarque pour cette notation dans la littérature. Dans [SGA4] le foncteur
d’image inverse ensembliste est noté par f* lorsque le topos ambiant n’est pas annelé ;
quand il est annelé c’est f~! qui représente 'image inverse ensembliste, et f* pour
celui de Ox-module. Dans [Ill11] VI, VII, Illusie travaille avec un grand site, donc
tout morphisme de schéma est un morphisme de localisation. Dans ce cas il n’y a
pas de différence entre 'image inverse ensembliste et de Ox-module, donc Ilusie
utilise f* partout. Dans notre cas, comme on travaille avec le petit topos de Zariski,
f~1 et f* sont bien différents. En particulier, les théorémes dans [I111] VI 8 qui sont
écrits avec f*, ne sont valables que pour notre f~1.

Maintenant on définit la catégorie Mod(X). Soit I une (petite) catégorie, et X
un 1-diagramme de schémas de type I. Pour toute fleche f : ¢ — j de I, on note
[+ Xi = X; le morphisme de schémas associé. On note Mod(Oy) la catégorie des
faisceaux de Oy-modules pour tout schéma Y. On note ob I I’ensemble des objets
de I, et fl ] I’ensemble des fleches de I.
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Définition 4.8. Soit X un 1-diagramme de schémas de type I. On note
Mod(X)
la catégorie des systemes (M;, M¢)icob1,fef 1, OU
M; € Mod(Ox;)

pour tout 7, et
Mf : ]\4Z — f*M]

est un morphisme de Mod(Ox;,) pour toute f : i — j. On suppose que les My vérifient
la condition de cocyle évidente. Les morphismes de Mod(X ) sont les morphismes de
systéme (M;) compatibles avec tous les M.

On appelle My les morphismes de transition de (M;, My). La définition de
Mod(X) s’étend facilement aux r-diagrammes de schémas pour tout » € N. La
catégorie Mod(X) est une catégorie abélienne lorsque tous les f : X; — X sont
plats. Dans ce cas on note D*(X) la catégorie dérivée de Mod(X).

Remarque 4.9. La catégorie D(X) est la bonne catégorie pour définir le complexe
de Lie d’un diagramme de schémas en groupes sur le topos de Zariski. En effet, soit
S un schéma, G, H deux schémas en groupes sur S, et f : G — H un morphisme
de schémas en groupes sur S. Alors il existe un morphisme naturel de complexe
cotangent

f*Lass — Lays -

On note g = Le*Lg/g le complexe de co-Lie de G (ot e est la section unité), et
t¢, = RHomp, (¢a, Os) le complexe de Lie de G'; on utilise les mémes notations
pour H. Alors le morphisme précédent induit des morphismes

Lf gy — b, 0% — L ey

Si 'on note X le diagramme de schémas associé a f, i.e. X possede deux sommets
G et H et une fleche f, alors le complexe de Lie de X (au sens de §4.7.1) est un
objet de D(X). Voir §4.7.1 pour les détails.

4.5.3

Maintenant on définit le foncteur ner®. On remarque que notre définition est
similaire mais différente de celle dans [Il11] VI 8.1.5, parce que dans notre définition,
f* est 'image inverse de Ox-module, mais dans [I111] VI 8.1.5 f* représente l'image
inverse ensembliste.

On rappelle que, dans le diagramme Ner(C, A(1),C, S(1)) de §4.5.2 il existe deux
morphismes

do,dp : C, A(1) x C.S(1) = C, S(1)
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entre le 0-ieme et le premier étage. Le morphisme dg est défini par I’action de C, A(1)
sur C, S(1), et le morphisme d; est la projection sur C, S(1). Pour tout n € N, on
note

p, : C.A(1)" x C.8(1) — C.S(1)

la projection sur C, S(1). On a en fait p,, = d;dz ... dy.
Soit M un objet de Mod(Z[C, A(1)] ® Og). Alors M est un faisceau sur le
diagramme C, S(1). L’action de C, A(1) sur M est équivalente & un morphisme

ap :dj M —dgM

qui vérifie la condition de cocyle de [Il11] VI 8.1. Cette notation sera utilisée dans la
définition suivante.

Définition 4.10. On définit le foncteur
ner® : Mod(Z[C, A(1)] ® Og) — Mod(Ner(C, A(1),C,S(1)))

comme suit. Pour tout M € Mod(Z[C, A(1)] ® Og) et tout n € N, le n-ieme étage
de ner®(M) est égal a

ner, (M) = p; M.

Les morphismes de transition de ner®(M) sont définis de la manieére suivante ([Il11]
VI 8.1.5) : ner;, (M) — dj nery, (M) est égal a l'identité pour i = 1,....,n + 1, et
a (dz...dp+1)%ap pour i = 0; nerp (M) — sinery (M) est égal a I'identité pour
7=0,..,n.

D’apres §4.5.1, chaque sommet de C, S(1) est isomorphe a S. La restriction de p,,
a chaque sommet de C, A(1)" x C, S(1) est isomorphe a la projection A™ x S — S
pour un certain m, donc p,, est plat. Donc ner® est exact, et on utilise la méme
notation pour le foncteur dérivé.
Proposition 4.11. Le foncteur

er® : DP(Z[C, A(1)] ® Og) — DP(Ner(C, A(1),C. S(1)))

est pleinement fidele, et son image essentielle se compose des objets Y de la catégorie
a droite, tels que pour tout i € Z, H'(Y') est un objet de Mod(Ner(C, A(1),C, S(1)))

qui est dans l'image essentielle de ner® de la définition 4.10.

La démonstration est 'objectif de la section suivante.
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4.6 Preuve de la proposition 4.11

4.6.1

La démonstration de la proposition 4.11 se raméne (d’une maniére non-évidente)
au théoreme [I111] VI 8.4.2.1. Rappelons d’abord le contexte de [I111] VI 8.4.2.1.

On appelle un topos fibré simplicial (ou topos fibré au-dessus de A°) X la donnée
suivante : un topos X,, pour tout n € N | et les morphismes de topos

di : Xn_|_1 — X, Sj: X, — Xn+1

pour i = 0,....,n+ 1 et j = 0,...,n. On suppose que les d;,s; vérifient la loi de
composition dans A°.

Soit X un topos fibré simplicial. On appelle le topos classifiant BX de X la
catégorie des couples (M, ays), ou M est un objet de Xy, et aps est un morphisme

ap cdiP M — dgt M

dans X1, qui vérifie la condition de cocyle usuelle (cf. la définition de ap; dans §4.5
ou [I11] VI 8.1.1). Les morphismes de B X sont les morphismes de M qui commutent
avec apy.

On appelle le topos total Top® X de X la catégorie des systémes (M, M )nen, fe Ao,
ou pour tout n € N, M, est un objet de X,,, et pour tout f : [m] — [n] dans A°,

Mg My, — f1M,

est un morphisme de X, qui vérifie la condition de cocyle usuelle. Ici f : X,, — X,
est le morphisme qui apparait dans la définition d’un topos fibré simplicial. Les
morphismes de Top® X sont les morphismes de M, commutant avec les M;. La
définition de Top® est similaire & la définition 4.8, sauf qu’ici on utilise f~1. Il existe
une version duale Top, qui consiste en les systemes (M,,, M }) ou M J’c c f7IM, — M,
est dans le sens inverse, cf. [Il11] VI 5.2.

La définition d’un topos fibré simplicial et de Top® se généralise facilement aux
topos fibrés quelconques. Par définition, un topos fibré sur une catégorie I est I'objet
obtenu en remplacant A° par I dans la définition d’un topos fibré simplicial. Les
exemples de topos fibrés sont fournis par les diagrammes de schémas. Soit S un
1-diagramme de schémas de type I. On considére par exemple SAZ;r le petit topos
de Zariski de S, qui consiste en la donnée suivante : pour tout ¢ € ob/, le petit
topos de Zariski S; 7., de schéma S;, et pour tout f :4 — j, le morphisme de topos

: S/Z'\Z:r — S 7qr induit par f : S; — S;. On obtient une définition similaire pour
f , J,Za p J p
Stpqe le grand topos fpqc.

D’apres la définition 4.10 il existe un foncteur

ner® : BX — Top® X
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défini par les mémes formules, sauf qu’a chaque fois on remplace * par ~!.

Soit O un anneau de B X tel que ap est un isomorphisme. On note Mod(B X)) la
catégorie des O-modules dans B X. On note Mod(Top® X) la catégorie des ner® O-
modules dans Top® X. Le foncteur ner® définit un foncteur exact

ner® : Mod(B X') — Mod(Top® X)
(car f —1 est exact pour tout morphisme de topos f).

Avant d’énoncer le théoreme [I111] VI 8.4.2.1 on rappelle deux conditions tech-
niques qui apparaissent dans [Il11]. Soit X un topos fibré simplicial. On dit que X
est bon si tous les d;” Let s}l admettent des adjoints a gauche. On dit que X est une
pseudo-catégorie si pour tout n € N, le morphisme de changement de base

(do...do) *dy, — dpy1,(do...dg)™?

relatif au carré

dg ...dg
Xpp1 — Xy

dn+lJ{ ldl
dp ...dg

X, —— Xo
est un isomorphisme.

Théoréme ([Ill1] VI 8.4.2.1). Soit X un topos fibré simplicial, et O un anneau
de B X qui vérifie la propriété dans la définition de ner®. Supposons que X est une

bonne pseudo-catégorie, telle que pour tout n € N, (dg...dg)™" envoie les injectifs
de Mod(Xp) sur des injectifs de Mod(X,,). Alors

ner® : DP(B X) — DP(Top°® X)

est pleinement fidéle, et son image essentielle se compose des objets Y de DP(Top® X),
tels que pour tout i € Z, H'(Y) est dans limage essentielle du foncteur ner® :
Mod(B X) — Mod(Top® X).

4.6.2

On veut appliquer [Il11] VI 8.4.2.1 pour montrer la proposition 4.11. L’idée
naive est de construire un topos fibré simplicial X, tel que pour tout n € N, X,
est le Top® du petit topos de Zariski du diagramme Ner,,(C, A(1),C, S(1)). Cette
idée ne marche pas parce que dans la définition de Mod(Ner(C, A(1),C,S(1))) (cf.
définition 4.8), les morphismes de transition sont des morphismes a valeur dans
f*M,, mais dans Mod(Top® X) c’est remplacé par f~'M,. Donc les catégories
Mod(Ner(C, A(1),C, S(1))) et Mod(Top® X) ne coincident pas.
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L’observation est que pour tout morphisme de schéma f, les foncteurs f~1 et f*
coincident lorsque f est un morphisme de localisation pour le topos ambiant, i.e. f
appartient au site ambiant. Le topos ambiant du diagramme Ner(C, A(1),C, S(1))
n’est pas le petit topos de Zariski mais le topos engendré par les morphismes dans
Ner(C, A(1),C. S(1)). Ces morphismes sont d’un type treés simple : ils sont égaux a
A™ xS — A™ x § comme morphismes de schémas sur S pour certains m,n € N. On
appelle ces morphismes des isomorphismes locauz, cf. §4.6.3. Le topos engendré par
les isomorphismes locaux d’un schéma est en fait équivalent au topos de Zariski :
c’est un corollaire du lemme de comparaison de [SGA4]. Donc quand on applique
[I111] VI 8.4.2.1 au site des isomorphismes locaux, on trouve la bonne notion d’image
inverse et ’égalité Mod(Top® X) = Mod(Ner(C, A(1),C, S(1))).

4.6.3

On définit la notion d’isomorphisme local, et on montre la comparaison entre le
topos des isomorphismes locaux et le topos de Zariski.

Soit f : Y — X un morphisme de schéma. On dit que f est un isomorphisme
local (pour la topologie de Zariski), s’il existe un recouvrement ouvert (V;);c; de Y,
tel que pour tout i, fy, : V; — X est une immersion ouverte.

Définition 4.12. Pour tout schéma X, on définit le site X, de la maniere suivante :
comme une catégorie, on a

Xioc = {f : Y — X isomorphisme local};
les familles couvrantes d’un objet Y de X, sont toutes les familles (fo : Yo — Y)aca
de morphismes dans X telles que |J fo(Yy) = Y. On appelle X le site loc de X.
«
On note Xz, le petit site de Zariski de X. On note X;C, )/(E; les topos associés
aux sites Xjoc, Xzar, respectivement. Il existe un morphisme de site naturel
U Xzar = Xioc

qui envoie un objet U — X de Xz, (donc c¢’est une immersion ouverte) vers le méme
objet dans Xj,c. On note
0 Xioe = Xzar

le morphisme de topos induit par u. La donné de § consiste en deux foncteurs
0s + Xioe = X7zar
6t XZar = Xioc

ol J, est la restriction d’'un faisceau sur Xjoe & Xyar, €t 671 est la faisceautisation
d'un faisceau sur Xz, (comme un préfaisceau sur Xjo.). Le foncteur 6! est un
adjoint a gauche canonique de d,.
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Proposition 4.13. Les foncteurs §, et 6~ sont quasi-inverses entre eu.

Démonstration. C’est un cas particulier de [SGA4] III, théoreme 4.1. On rappelle
que la condition clé de ce théoreme est que tout objet de Xj,. est recouvert par
des objets de Xyz,,, et c’est déduit directement de la définition. Dans la preuve du
théoréme on trouve une construction explicite d’un quasi-inverse, et c’est 61 dans
notre cas. O]

Pour tout schéma X, on note Ox le faisceau structurel de X (pour le topos de
Zariski), et Mod(Ox) la catégorie des Ox-modules. On note le faisceau 61O sur
Xioe par Oy, .. On note Mod(Oyx, ) la catégorie des Ox, -modules.

Corollaire 4.14. Le foncteur 0, : Mod(Ox, .) = Mod(Ox) est une équivalence de
catégorie, et 61 est un quasi-inverse de 0.

Soit f : Y — X un morphisme de schéma quelconque. Comme les isomorphismes
locaux sont stables par changement de base, f induit un morphisme de site

v Xioe = Yioc-

Le foncteur v est un foncteur continu au sens de [SGA4] III 1.1, i.e. pour tout
faisceau F sur Yioe, F o v est un faisceau sur Xjoc. D’apres [SGA4] TIT 1.2, v induit
un morphisme de topos f : Yioe = Xioc, i.€. il existe un couple de foncteurs (f 1, f*),

f_l:)/(v\lo/c_}}//i\o/c f*:}/iocéj(\l;ca

tel que f~! est un adjoint & gauche de f.. (On remarque que f, est la restriction
d’un faisceau de Yioe & Xjoc par v, et f~1 est défini de facon similaire & I'image
inverse ensembliste usuelle pour le site de Zariski.)

Lorsque f est un isomorphisme local, on a f _IOXlOC = Oy, donc f~1 induit
un foncteur =1 : Mod(Ox,._ ) — Mod(Oy,. ). On note f*: Mod(Ox) — Mod(Oy)
le foncteur d’image inverse de O x-modules comme dans §4.5.

Lemme 4.15. Si f : Y — X est un isomorphisme local de schémas, alors le

diagramme suivant

Mod(Ox) —L— Mod(Oy)

s s
Mod(Ox,..) —L— Mod(Oy,.)

est commutatif.
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Démonstration. Soit M un objet de Mod(Ox). On définit d’abord un morphisme
fonctoriel dans Mod(Oy;,,) :

o: fIM — 5T ML
Via la propriété d’adjonction de f~! et 671, il est équivalent de définir
O M = 8, f M

dans Mod((’)X) En fait, on a 8, f,6 L f*M = £.0,6 1 f*M = f.f*M. D’ailleurs, si
on note f~1: XZar — YZar I'image inverse ensembliste, alors il existe un morphisme
naturel M — f.f 'M. La composition de ce morphisme avec f~'M — f*M
définit .

On montre que ¢ est un isomorphisme. Il suffit de le vérifier pour tout ouvert
V de Y tel que fiyy : V. — X est une immersion ouverte. Or, Lo tM(V) =
6"IM (V) = f*M(V) parce que f)y; est une immersion ouverte, donc 6! f*M (V) =
FMV)=f16tM(V). O

4.6.4

A Tlaide du site loc, on peut ramener la proposition 4.11 a [Il11] VI 8.4.2.1.
Rappelons que Ner(C, A(1),C. S(1)) est l'objet de Simps(Diag; Sch /S) défini
dans §4.5.2. On définit un topos fibré simplicial X = (X,,)nen, tel que pour tout
n €N,
X, = Top® Ner,,(C, A(1),C, S(1))

le topos total de topos loc du diagramme Ner,(C, A(1),C, S(1)) (ou le tilde sur
Nery(...) est négligé). Les morphismes d;,s; de X sont induits par les morphismes
correspondants dans le diagramme Ner(C, A(1),C, S(1)).

On note

loc

0 e Xy

le faisceau structurel de C,S(1)joc, i.e. O est égal a Og, sur chaque sommet de
C.S(1)1oc, et les morphismes de transition de O sont 1dos . Alors d0 O et d1 @
sont canoniquement isomorphes au faisceau structurel de (C A(1)x C,8(1))10c- Avec
cet isomorphisme, O est un objet de B X. Par ailleurs il existe un isomorphisme
canonique

T()po X = Topo Ner(C_ A(].), C S(l))loca

tel que ner® O est égal au faisceau structurel de Ner(C, A(1),C, S(1))ioc, OU ner® est
défini dans §4.6.1. On utilise la notation

Mod(Ner(C, A(1),C. S(1))10c)

pour la catégorie des ner® O-modules.
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Proposition 4.16. Soit X le topos fibré simplicial associé a A et S par §4.6.4.
Alors le foncteur

ner® : DP(B X) — D (Ner(C, A(1),C. S(1))10c)

est pleinement fidele, et son image essentielle se compose des objets Y tels que pour
tout i, H'(Y') est dans l'image essentielle du foncteur ner® pour les modules.
Démonstration. D’apres [Il11] VI 8.4.2.1 il suffit de montrer :

a) X est un bon topos fibré;

b) X est une pseudo-catégorie ;

¢) (dg...dg)~! envoie les injectifs dans les injectifs.

On a déja vu dans §4.6.2 que les morphismes dans le diagramme Ner(C, A(1), C, S(1))

sont des morphismes de localisation pour le topos loc, donc ils possédent des adjoints

a gauche. Donc a) est vrai.
Pour c), il suffit de montrer que

(do...dg) ™! : Mod(Xp) — Mod(X,,)

admet un adjoint a gauche ezract. Par le méme argument que précédemment, sur
chaque sommet (dg ... dg) ' admet un adjoint & gauche exact (dg ... dg);. En général,
cela n’implique pas que

(do do)! : MOd(Xn) — MOd(Xo)
est exact. Mais ici le morphisme
dp...do: C,A(1)" x C,S(1) = C,S(1).

posséde une propriété tres particuliere : soient x1,z9 deux sommets de C, A(1)™ x
C.S(1), si dg...do envoie x1,x2 sur le méme sommet, alors il n’y a pas de fleche
entre x1 et xo. Alors l'exactitude de (dg...dg); sur chaque sommet implique bien
I'exactitude de (dg...dp): (on doit utiliser une formule pour (dp...dp), similaire a
celle de m, dans [Ill1] VI 5.8.2).

Pour b), on montre I'isomorphisme (dy ... dp); d;il = dl_l(do ...dp):. Notons que
dans le diagramme

C A1) x €, (1) L= ¢ A1) x C.S(1)

ldn+l J/dl
C.A(1)" x C,§(1) Jdodo, C.5(1),

la premieére ligne est une réunion disjointe de la deuxieme ligne indexée par les
sommets de C, A(1), et les morphismes verticaux sont les projections. Cela implique
I’isomorphisme dont on a besoin. ]
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Preuve de proposition 4.11. Supposons que X est le topos fibré simplicial défini dans
la proposition 4.16. On peut montrer facilement (ou on applique [Il11] VI 11.5.3.2)
que

D*(BX) = D"(Z[C. A(1)] ® Os,,)

(dans [I111] VI 11.5.3.2, B X est noté comme B A). Il existe un diagramme commutatif

DP(Z[C,A(1)] ® Og) 5  DP(Ner(C, A(1),C.S(1)))

51 l&‘l

DP(Z[C, A(1)] ® Og,..) —=5 DP(Ner(C, A1), C. S(1))1oc)-

Les deux foncteurs verticaux sont des équivalences d’apres le corollaire 4.14. Le
foncteur ner® en haut est défini par p?, et celui en bas est défini par p,'. La
commutativité du carré se déduit du lemme 4.15. Donc la proposition 4.11 pour
le ner® en haut se déduit de la proposition 4.16 sur les mémes propriétés du ner® en
bas. O

Remarque 4.17. Une remarque sur le théoreme [I111] VI 8.4.2.1. Dans [Il11], ce théo-
reme est obtenu comme un corollaire du théoréme VI 8.4.2 qui décrit Hompp (e x)(ner® M, ner® N)
pour deux objets M, N de Db(B X). En général, le foncteur Hom dans la catégorie
dérivée est calculé par le foncteur dérivé de Hom total dans la catégorie des com-
plexes, c¢f. [W] 10.7. Le théoréme VI 8.4.2 de [I111] est plus compliqué : il dépend de
la théorie des modules induits et coinduits de [I111] VI 8.3.
Dans notre cas, nous ramenons la proposition 4.11 a [Ill1] VI 8.4.2.1 par une
astuce élémentaire. Il existe tres probablement une démonstration directe pour la
proposition 4.11. Mais nous croyons que la théorie de [Il11] VI 8.3 est toujours
essentielle.

4.7 Le complexe 4l

4.7.1

A Taide de la proposition 4.7 et 4.11, on peut définir 4£% par la méme méthode
que pour ALY, cf [M1] VII 4.1.4.1 ou §4.2.2. On rappelle d’abord la notion de
complexe cotangent usuel.

Soit X — Y un morphisme de schéma. Le compleze cotangent L,y est le Ox-
module simplicial

Lx/v = Qp (0x)/0y @P.(0x) Ox

ol P,(Ox) est la résolution standard ([Tl11] I 1.5) de Ox sur Oy L’objet de D=0(Ox)
qui correspond (via Dold-Kan) & Ly /y sera aussi noté par Ly/y.
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La notion de complexe cotangent s’étend aux morphismes de (multi-)diagrammes
de schémas ([Il11] VII 1.2.1). On les rappelle pour les morphismes de 1-diagrammes
(et la généralisation aux r-diagrammes pour tout r sera évidente). Soit X un 1-
diagramme de schémas de type I. On note Xz, le petit site de Zariski de X (c’est un
site fibré au-dessus de 1), et )/(2; le petit topos de Zariski de X (§4.6.1). On rappelle
la définition de Top)/(;; dans §4.6.1 : les objets de Top)/(;; sont les systemes
(Mi, M{)icobr,fenr, ou pour tout 4, M; est un faisceau sur X; za.r, et pour tout
fri—jg, My:f _le — M; est un morphisme de faisceaux sur X; z,, qui vérifie la
condition de cocyle. On note Oy, € Top)/(?Z; le faisceau structurel de Xy, : pour
tout 4, la restriction de Ox,, sur X; est égale a Ox,, et les morphismes de transition
sont les morphismes induits par f : X; — X;. On appelle un Ox,_ -module un objet
de Top)/(;; muni d’une structure de Oy, -module.

Soit X — Y un morphisme de 1-diagramme de schémas. Par définition, le
complexe cotangent Lx/y est le Ox,, -module simplicial, tel que pour tout i, la
restriction de L,y sur X; est égale a Ly, [Yoiiy ou Y,(;) est le sommet de Y au-
dessous de X;; le morphisme de transition f~'L X/ Yoty Lx, /v, @ est défini par
la fonctorialité du complexe cotangent relative au carré

XZL)X] s

|, |

Yoy — Ya(y)

of. [II1] 11 1.2.7.2.

Maintenant on suppose que .S est un schéma, et G est un schéma en groupes, plat
et de présentation finie sur S. On peut considérer le complexe de Lie et de co-Lie
associé a (G. Par définition, le complexe de co-Lie de G est I'objet de DSO((’)S) défini
par

EG =Le¢* LG/Sa

ou e est la section unité de G. En fait, comme G est localement d’intersection
complete sur S ([III1] VII 2.4.1), ¢¢ est un complexe parfait ([SGAG6] I, [Il11] III
3.2.6) d’amplitude [—1,0]. On appelle

¢ = RHomep, ({a, Og)

le complexe de Lie de G.

On peut étendre la définition de /¢ et £/ aux diagrammes de schémas en groupes.
Pour cela, il faut d’abord définir les «schémas en groupes» sur un diagramme de
schémas. Comme précédemment, on le définit seulement pour les 1-diagrammes,
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donc on suppose que S est un 1-diagramme de schémas de type I. Soit G un 1-
diagramme de schémas au-dessus de S, i.e. G est aussi de type I et G — S est un
morphisme de 1-diagramme de type id;. On dit que G est un schéma en groupes plat
et de présentation finie sur S si pour tout objet i de I, GG; est un schéma en groupes
plat et de présentation finie sur S;, et pour tout f :i — j, dans le diagramme

Q

G14f> j

é

le morphisme G; — G est un morphisme de schémas en groupes sur Sj.

<;

f
. N

N

<

On peut utiliser les définitions suivantes :
lg=Le" Lg/s S DSO(OS)

f\/ = RI—IOJ(’)S(KGU OSZar) € DZO(S)’

ou Og € Top §Zvar est 'anneau structurel de Sy,,, et DZO(S ) est la catégorie définie
dans la définition 4.8. (Si M est un objet de Mod(Qg), alors son dual M " est un objet
de Mod(S) parce que le morphisme de transition f‘le — M; de M, qui est un
morphisme de faisceau ensembliste, est équivalent a un morphisme de Og,-modules
f*M j Mz)

Pour tout objet i de I, la restriction de ¢g a S; est isomorphe a f¢,, donc est
un complexe parfait de D=°(0g,) d’amplitude [—1,0]. On en déduit que H"({g) est
isomorphe & 0 pour tout n # —1,0, et que £ est isomorphe dans D=%(Og) & sa
troncation 7>_1¢g en degré —1. Comme fg est seulement défini a isomorphisme
pres, il est raisonnable de regarder £ comme un objet de D[*l’o](Os). On remarque
qu’en général, on ne sait pas si £g est un complexe parfait dans DSO((’)S).

4.7.2

Soit A un anneau commutatif, S un schéma, et G un schéma en A-modules, plat
et de présentation finie sur S. On note S(1) le 2-diagramme de (Sch /S) défini dans
§4.5.1. Quand on remplace S par G dans la définition de §4.5.1, i.e. on prend dans
la définition 4.6 T égal a la catégorie des faisceaux abéliens fpqc sur S et X = G,
on obtient le 2-diagramme G(1) de (Sch /S) de type S;. Le diagramme G(1) vérifie
la, propriété suivante : pour tout r € N, G(1)" est le translaté de 1’objet r-simplicial
constant de valeur G.

Le méme argument que §4.5.1 nous fournit une action de A(1) sur G(1) dans
Diagy(Sch /S), puis une action de C, A(1) sur C, G(1) dans Simp, (Diag; Sch /S). On
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considere l'objet nerf
Ner(C, A(1),C, G(1)) € Simp,(Diag; Sch /5)

défini dans §4.5.2. Comme G est un schéma en groupes sur S, on voit facilement
que Ner(C, A(1),C,G(1)) est un schéma en groupes plat et de présentation finie
sur Ner(C, A(1),C, S(1)) au sens de §4.7.1. On montre la proposition suivante, qui
définit le complexe de Lie A-équivariant 44 sur le topos de Zariski.

Proposition 4.18. Supposons que S est plat sur SpecZ. Rappelons que le foncteur
C. (1) (resp. ner®) est défini dans §4.4.3 (resp. la définition 4.10). Alors il existe
un objet

alg e DA Og),

unique a isomorphisme unique preés, tel que
ner®(C, al5(1)) = Lerc. a01).c. G(1)
dans DP(Ner(C, A(1), C, S(1))).

Démonstration. On montre d’abord que €§er<C'A<1)7C_G(1)) est dans I'image essen-
tielle de
er® : DP(Z[C, A(1)] ® Og) — DP(Ner(C, A(1),C, S(1))).

D’apreés la proposition 4.11, ¢’est équivalent & montrer que les H? de KKIH(C' A(1),C.G(1)
sont dans l'image essentielle de ner® pour les modules. On remarque que, par [I111]
VI 8.1.6, un module E sur un objet nerf est dans I'image essentielle de ner® si son
premier décalé ([I111] VI 1.3)

Dec1 (E)

est un diagramme cartésien ([Il11] VI 5.2.4). On se raméne & montrer que les H® de

Dect fer(c, A(1),C. G(1)) = Dhect Ner(C, A(1),C. G(1))
sont cartésiens. Or, le diagramme
Dec; Ner(C, A(1),C.G(1))

est défini en oubliant tous les dy de Ner(C, A(1),C,G(1)). Donc le diagramme de

schéma Dec; Ner(C, A(1), C, G(1)) est cartésien au-dessus de Decy Ner(C, A(1),C, S(1)).

Cela implique que K%eq Ner(C. A(1),C. G(1)) est quasi-cartésien d’apres la compatibilité
du complexe de Lie avec le changement de base ([I111] VII 3.1.1.4).
On a vu qu’il existe
L e DP(Z[C,A(1)] ® Os)
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tel que
ner®(L) 2 feo(c. A(1).C.G(1))"

On doit vérifier que L est dans 'image essentielle de
C.—(1): DY (A ® O5) — D(Z[C. A(1)] ® Os).

D’apres la proposition 4.7, il suffit de montrer la méme propriété pour 'image de L
dans DP(C, Sy, Og). Or, la définition de L implique que son image dans D?(C, S1, Og)
est isomorphe a E\é_ Gy On vérifie que la version Zariski de [I111] VII 4.1.3 est encore
vraie. En fait, via sa démonstration, il n’est pas difficile de voir que la version Zariski
de [Il11] VII 3.1.3.1 pour un schéma en groupes commutatif est vraie. D’apres [I111]
VII 4.1.3.1, on a

0 qay = C.e6(1).
Donc 'hypotheése de la proposition 4.7 est vérifiée.
On obtient un objet 2% € DI®U(A ® Og) tel que

C.alk(1) = L.

Cet objet est unique a un unique isomorphisme pres parce que C,—(1) et ner® sont
pleinement fideles. O]

Proposition 4.19. Soit G un schéma en A-modules sur S comme précédemment.
St G est lisse sur S, alors il existe un isomorphisme canonique

alg = wg
dans DP(A ® Og), o la structure de A-module de wl, est induite par celle de G.
Démonstration. D’aprés la définition de 4£%, il suffit de montrer
CNer(C. A(1),C. G(1)) = WNer(C, A1),C. G(1))"

Or, le schéma en groupes Ner(C, A(1),C,.G(1)) est lisse sur Ner(C, A(1),C, S(1)),
donc son complexe cotangent coincide avec son module différentiel. On en déduit
que son algebre de Lie et son complexe de Lie sont isomorphes. O

Proposition 4.20. Soit A et S comme précédemment, et
0—-G—-B—-C—=0

une suite exacte de schémas en A-modules, plats et de présentation finie sur S, telle
que B et C sont lisses sur S. Alors il existe un isomorphisme canonique

alh 2 wh — w(v;]

dans DP(A ® Og), ou le complexe a droite est placé en degrés 0 et 1.
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Démonstration. La suite dans la proposition induit une suite exacte de schémas en
groupes sur Ner(C, A(1),C, S(1)) :

0 — Ner(C, A1), C. G(1)) — Ner(C, A(1), C, B(1)) — Ner(C, A1), C.C(1)) — 0,

d’ou un triangle distingué

CNex(C, A(1),C. G(1)) — Wer(c, A(1),C. B(1)) — Wer(C. A1).C.C(1) 7

dans DP(Ner(C, A(1),C, S(1))) d’aprés [I111] VII 3.1.1.5. Via la proposition 4.19, on
en déduit un isomorphisme

gl\\/Ter(C, A(1),C.G(1)) = [wl\\/fer(C, A(1),C. B(1)) - wl\\/ler(C_ A(1),C. C(l))]’

ou le complexe a droite est placé en degré 0 et 1. Mais Elﬁer(c A(1),C. G(1)) (resp.

WNer(C. A(1),C. B(1)) “Ner(C. A(1),C. c(1))) €St I'image essentielle de 40¢; (resp. wg, we')
par ner®oC,—(1). Comme 40} et [wf — wy] sont de degré cohomologique 0,1, et
ner® o C,—(1) est pleinement fidele sur Dl01] (cf. les propositions 4.7, 4.11) on obtient

Al 2 [oh

dans D(A ® Og). O

Remarque 4.21. En général, sans 'hypothese de lissité il n’est pas clair que le triangle
Al all— all —»

existe dans DP(A®Og), car dans la démonstration le point clé est la pleine fidélité de

la restriction de C,—(1) sur DI Néanmoins il existe toujours un triangle distingué

canonique dans D(NZ[A] ® Og), cf. [1l11] VII 4.1.5 c).

Proposition 4.22. Soit G/S un schéma en A-modules comme précédemment. Soit
A" — A un morphisme d’anneau. On note

Res : DP(A® Og) — DP(A' @ O)

le foncteur de restriction des scalaires induit par A" — A. Alors il existe un isomor-
phisme canonique

Res(all) = alls

dans DP(A' ® Og).
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Démonstration. Cette propriété est énoncée dans [Il11] VII 4.1.5 a) pour 4£%. Pour
démontrer la proposition, on considere le diagramme commutatif

DY (A®05) Wy DP(Z[C, A(1)] © O5) 7 DP(Ner(C, A(1), C. S(1)))

lRes l l )
DP(A @ 0g) <UD Db(Z[C. A'(1)] ® O5) " DP(Ner(C, A'(1), C. S(1)))

ou la deuxieéme fléche verticale est induite par le morphisme d’anneau Z[C, A'(1)] —
Z[C., A(1)], et la troisieme est I'image inverse relative a

Ner(C, A'(1),C, S(1)) — Ner(C, A(1),C, S(1)).

Par la définition de 4£} il suffit de montrer que la fleche verticale & droite envoie
Z%er(C'A(l)p_G(l)) sur El\\/ler(c_ A(1).c.c())- Or, comme le diagramme

Ner(C, A’(1),C,G(1)) —— Ner(C, A(1),C,G(1))
Ner(C, A’(1),C, S(1)) —— Ner(C, A(1),C, S(1))
est cartésien, cette propriété se déduit de la compatibilité du complexe de Lie avec
tout changement de base ([Il11] VII 3.1.1.4). O
4.7.3
La proposition suivante ne sera utilisée que dans §5.4.

Proposition 4.23. Soit S un schéma plat sur SpecZ, A, A" deuxr anneauz, et
G (resp. G') un schéma en A-modules (resp. schéma en A'-modules), plat et de
présentation finie sur S. Munissons le schéma en groupes G xs G’ de la structure
de A ® A'-module naturelle. Alors il existe un isomorphisme canonique

Awallscr = All & arlly
dans D*((A@ A") ® Og).
On montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 4.24. Soit B le schéma de base. On note x = XB,® = ®o, dans la suite.
Soient S, T deux schémas plats sur B, et X — S, Y — T deux morphismes plats de
schémas sur B. Alors il existe un isomorphisme canonique

(Lx/s ®0y) ® (Ox @ Ly;r) = Lxxy/sxr
dans D=%(Oxxy).
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Démonstration. Via le triangle fondamental du complexe cotangent ([Ill1] II 2.1.2),
c’est un corollaire direct de [Il11] 1T 2.3.11, le deuxiéme isomorphisme (appliqué a
X xY et S x T respectivement). O

On remarque que le lemme précédent reste valable lorsque B est un diagramme
de schémas, et X, Y, S, T sont des diagrammes de schémas sur B de méme type. Cela
résulte du fait que [I111] IT 2.3.11 est démontré plus généralement lorsque la base est
un topos annelé.

Preuve de la proposition 4.23. On applique le lemme 4.24 aux produits fibrés
Ner(C, A(1),C, G(1)) X Ner(C, A'(1),C,G'(1)) = Ner(C,(ApA")(1),C.(GBG")(1))

Ner(C, $1,C, S1)
Ner(C, A(1),C, S(1)) X Ner(C, A’(1),C, S(1)) = Ner(C,(A®A")(1),C, S(1)),
SNer(C, S1,C. S1)
ot SNer(C.s;,c.8;) est le diagramme de type Ner(C,S;,C,S;) de valeur constante
S. Alors I'isomorphisme dans la proposition vient de la définition de 0%, 4 et
A@AlgéXG" o

4.8 Le complexe EJ\KLV

4.8.1

Soit M un monoide commutatif, S un schéma, et K/S un schéma en groupes,
plat et de présentation finie muni d’une M-action. On va définir le complexe de Lie
M-équivariant de K,

4 e DX(ZIM] @ Og)
par une méthode similaire a [I111] VII 2 (pour le complexe cotangent équivariant).

On note Ner(M, K),Ner(M, S) les objets simpliciaux de (Sch /S) définis dans
§4.5.2, ou laction de M sur S est l'action triviale. La méme formule que dans la
définition 4.10 nous fournit un foncteur

ner® : DP(Z[M] ® Og) — DP(Ner(M, S)).

On remarque que la proposition 4.11 est vraie dans ce contexte, parce que la dé-
monstration de §4.6 reste valable. La proposition suivante est démontrée par le méme
argument que la proposition 4.18.

Proposition 4.25. Soit K un schéma en groupes sur S muni d’une M -action
comme précédemment. Alors il existe un objet f%’v de D*(Z[M] ® Og), unique d
isomorphisme unique preés, tel que
MV ~
nero(fK ) - EI\\/Icr(M,K)

dans DP(Ner(M, S)).
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4.8.2

On donne une formule pour EAK/[’V lorsque K s’injecte dans un schéma lisse par une
immersion fermée réguliere M-équivariante. Cette formule est bien connue quand M
est trivial ([Il11] IIT 3.2.6), et elle est démontrée dans [I111] VII 2.2.5 pour le complexe
cotangent équivariant sur le grand topos fpqc. Notre démonstration suit le méme
argument que [I111] VII 2.2.5. Remarquons que dans la démonstration, le complexe
cotangent d’un topos annelé ([Il11] IT) est utilisé d’une fagon essentielle.

La notion d’une immersion fermée réguliere est définie dans [SGA6] VII 1.4 et
[I11] IIT 3.2.2 en utilisant le complexe de Koszul. Dans le cas noethérien, elle est
équivalente a la définition usuelle qu’on rappelle ici. Soit ¢ : Y — X une immersion
fermée de schémas. On note Z C Ox l'idéal de i. On dit que 7 est réguliére si
localement sur X, Z est engendré par une suite réguliere de Ox.

Pour tout complexe de Og-modules N, on note NV le complexe défini par
N;Y = Hom(N_;, Og) pour tout i € Z.

Proposition 4.26. Soit K/S un schéma en groupes muni d’une M -action comme
précédemment. Soit X/S un schéma lisse muni d’une M-action, et i : K — X une
immersion fermée réguliere M -équivariante sur S. On note T C Ox l’idéal de i, et
e la section unité de K. Alors il existe un isomorphisme canonique

(Y = [eN(T/T?) = i Qxys]Y

dans DP(Z[M] ® Og), ot le complexe de droite est placé en degrés 0,1 et muni de la
M -action naturelle (induite par les M-structures de K et X ).

Démonstration. Comme l'immersion fermée i est M-équivariante, elle définit une
immersion fermée de schéma simplicial

i: Ner(M, K) — Ner(M, X)

au-dessus de Ner(M, S). On consideére le triangle fondamental de complexe cotangent
([M11] II 2.1.2) associé a i. On obtient un triangle distingué

i LiNer(M,X)/ Nex(M,S) — LiNer(M,K)/ Nex(M,S) — LiNer(M,K)/ Nex(M,X) =

dans DSO((’)Ner( M), OU Oner(a,x) € Top Ner(M, K)z,, est le faisceau structurel
de Ner(M, K)z,,. Comme X est lisse sur S, on a

LiNer(M,X)/ Ner(M,S) = Ner(M,X)/ Ner(M,S)-

D’autre part, on note

INer C ONer(M,X)
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I'idéal de I'immersion fermée i entre schémas simpliciaux, et on applique [Il11] III
1.2.8 pour A = Oner(am1,x)s B = Oner(u,k)- On obtient un morphisme de complexes
de Oner(um,x)-modules

2 LNer(M,K)/Ner(M,X) - INBT/II%Ter[l]'
Par hypothese, pour tout n
Ner,, (M, K) — Ner, (M, X)

est une immersion fermée réguliere. Si ’on note ¢, la restriction de ¢ sur Ner,, (M, K),
alors par [Il11] IIT 3.2.4, ¢,, est un quasi-isomorphisme. Ceci implique que ¢ est aussi
un quasi-isomorphisme.

Par le triangle distingué, on obtient un isomorphisme

LNer(M,K)/Ner(M,S) = [INer/Il%er - i*QNer(M,X)/Ner(M,S)]a

dans DSO((’)NGT( M,K))> ol le complexe a droite est placé en degré —1,0. On en déduit
que
Cer(vr.i) = (€ (TNer / TRer) = €51 UNer (01, X)) Nex(11,5)] -

On voit facilement qu’il existe un isomorphisme

ner®([e*(Z/Z7%) — €*i"Qx/s]") = [€* (Iner/TRer) — €6 UNer (0, Nex(1,5)]” -

Comme ner® est pleinement fidele, la proposition se déduit de la définition de
oy, O
K

4.9 La compatibilité des complexes de Lie

Soit A un anneau commutatif, S un schéma plat sur SpecZ, et G un schéma
en A-modules, plat et de présentation finie sur S. On a défini le complexe 4£% €
DP(A ® Og) dans la proposition 4.18. On note A™°" le monoide multiplicatif sous-
jacent & A, et on considere I'action de A™°" sur G. La proposition 4.25 définit le
complexe

08" e DP(Z[A™] © Og).
Le morphisme d’anneau Z[A™"] — A définit un foncteur naturel
Com : DP(A ® Og) — DP(Z[A™"] ® Og).

Le but de cette section est de montrer la proposition suivante, qui est tres naturelle
mais qui ne figure pas dans [Il11].
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Proposition 4.27. Soit G un schéma en A-modules sur S comme précédemment.
Alors il existe un isomorphisme canonique

Com(afl) = 05"
dans DP(Z[A™"] ® Og).

Démonstration. On rappelle (cf. proposition 4.18) que la A-structure de €% est
définie par 'action de C, A(1) sur C, G(1). Quand on se restreint au premier sommet

de C.G(1), on va retrouver l'action de A™" sur G, donc la compatibilité de 4€% et
Amonyv
G .

Plus précisément, on note C,S(1) l'objet de Simp,;(Diag; Sch /S) défini dans
§4.5.1. Par définition, on a

CoS(1) = || sy,

reN

ou S(1)" est 'objet constant de Simp, (Sch /S), et | | est la somme de 1-diagramme.
En prenant r = 0, on obtient un morphisme

ig: S — C.S(1)

dans la catégorie Diagy(Sch/S), ou S est le 2-diagramme pointé de valeur S. Le
morphisme ig est équivariant par rapport a I’action triviale de A™°" sur S et 'action
de C, A(1) sur C, S(1). Donc ig induit un morphisme

ig : Ner(A™", §) — Ner(C, A(1),C. S(1))

dans Simp, (Diag, Sch /S).
On consideére le diagramme commutatif suivant

DP(A ® 0g) “—U DY (Z[C, A(1)] @ Og) 225 D (Ner(C, A(1), C. S(1))) -

Com li* i*l
S S
DY(Z[A™") & Os) ——— D" (Ner(4™", 5))

Par définition de 40% et (4 Y
ar demnnition eAGe G ,0n a

ner®(C, al4(1)) = Lo, ay,c. (1)

Amon v/,
nero (EG ) == EI\\/Ier(Amon7G) .

Comme ner® est pleinement fidele, d’aprés le diagramme commutatif il suffit de
montrer

ig(%er(q A(1),C. G(l))) = EI\\/Ier(Am"“,G)'
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Pour cela, on consideére le diagramme cartésien

Ner(A™", G) —< Ner(C. A(1),C.G(1))

Ner(A™on §) —'S 5 Ner(C, A(1),C. S(1))
ou i est défini de fagon similaire de ig, qui envoie G au premier sommet de C, G(1).

Alors I'isomorphisme qu’on cherche est un corollaire de la compatibilité du complexe
de Lie avec le changement de base ([Ill1] VII 3.1.1.4). O
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Chapitre 5

Modeéle local de niveau I';(p)

5.1 Le déterminant d’un complexe parfait

5.1.1

Nous rappelons la théorie du déterminant de Knudsen-Mumford développée dans
[KM]. Le déterminant est un foncteur qui transforme un isomorphisme (dans la
catégorie dérivée) entre complexes parfaits en un isomorphisme de fibrés en droites.
Ce foncteur sera utilisé dans la construction du modele local (§5.3), ot on 'applique
a l’isomorphisme obtenu dans le corollaire 1.3 de I'introduction. Dans cette section
on montre aussi quelques lemmes relatifs a la section canonique du déterminant d’un
complexe de modules localement libres, concentré en degré —1 et 0.

Soit S un schéma, et F' un complexe de Og-modules. On dit que F' est un
complexe parfait ([SGA6] I 4.7) si localement sur S, F' est quasi-isomorphe & un
complexe borné de Og-modules libres de type fini. On note

Parf(.S)

la sous-catégorie pleine de D(Og) qui consiste en tous les complexes parfaits. On
note Parf-is(S) la sous-catégorie de Parf(.S) avec les mémes objets mais seulement
les isomorphismes comme morphismes. On note Pic(S) la catégorie des fibrés en
droites sur S, et Pic-is(S) la sous-catégorie de Pic(S) avec les mémes objets mais
seulement les isomorphismes comme morphismes.

Un déterminant est la donnée (det, i), ou

det : Parf-is(S) — Pic-is(.9)
est un foncteur, et pour tout suite exacte de complexes parfaits
0-GSFL H S0

63
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iq,p est un isomorphisme de fibrés en droites (avec ® = ®py)
inp: det G @ det H = det F

la donnée (det, i) doit vérifier les axiomes i) & v) de [KM] définition 1. Ici on ne répeéte
pas les axiomes; le lecteur trouvera dans [KM] la liste complete. Juste quelques
remarques : ’axiome i) concerne la fonctorialité de i, g par rapport a la suite exacte
(via des morphismes de Parf-is(S)); 'axiome v) implique que, si F,G, H sont des
Og-modules localement libres de type fini, alors det F = A™* F' (et de méme pour
G, H), et si 'on suppose que F,G, H sont libres, alors i, g est défini par

(T A ANZp) @ (YL A e AYs) = T A e AT AY1L A oo Ay,

ou x; (resp. y;) est une base de G (resp. H). La donnée du déterminant existe et est
unique a isomorphisme canonique pres, cf. [KM] theorem 1.

5.1.2

Dans cette these, on considére des complexes d’un type particulier.

Hypothése (xx). Soit F' un complexe de Og-modules. On dit que F' est de type (xx)

si F = [Fy ar, Fy] est concentré en degrés —1,0, tel que Fy, Fy sont des Og-modules
localement libres de type fini, et rg F1 = rg Fy sur chaque composante connezxe de S.

Nous rappelons la définition du foncteur det dans [KM] pour les complexes de

type (*). Soit F' = [F} dr, Fp] un complexe de type (x%). Alors par la définition de
[KM] page 31, on a
det F := (det F1) ™! @ det Fp,

ot la notion d’inverse (det Fy)~! sera définie dans la démonstration du lemme 5.1
plus bas (car il faut faire attention aux signes). !

Soit G = [G1 da, G| un complexe du méme type, et
AN F—>G

un isomorphisme dans D(Og). (On ne suppose pas que les rangs de F; et de G; sont
égaux.) On définit & présent un isomorphisme de fibrés en droites

det()\) : det FF = det G.

1. En fait, dans [KM] la définition est det Fy ® (det F1)™!, qui n’est pas naivement isomorphe
a (det Fl)f1 ® det Fp a cause de la convention de signe de Koszul. Mais on peut vérifier que notre
définition est aussi valable (en particulier, le diagramme commutatif de [KM] page 33 est vrai).
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D’abord, il existe un quasi-isomorphisme de complexe
N:F =G

tel que 'image de A dans D(Og) est égale & X, ¢f. [KM] proposition 4 a). Pour défi-
nir det(\), on va utiliser le cylindre d’un morphisme de complexe. Nous suivons la
convention de [KM] page 26 ou [GM] I1I 3.2 pour le cone et le cylindre. ? Par défini-
tion, le cone et le cylindre de A sont les deux complexes suivants, respectivement :

C:[Fl MGl@FgﬂGo}
Z- (R (~idA—d), FLoGL o Fy (dB0®(— id),0dDdX) Fo @ Gol

ol les modules sont placés en degrés —2,—1,0, et d est égal a dp ou dg. 1l existe
deux suites exactes naturelles

0> F% 72 50C=0

O—>Gﬁ>Z—>D—>O,
ou D est le cone de —idp :

D—[F (—id,~d) F o Fy e (—id)

Fp].
En appliquant le foncteur ¢, on obtient des isomorphismes
iq i det F @ det C = det Z
ig:detG®det D = det Z

dans Pic(S). Comme X et —idp sont des quasi-isomorphismes, C' et D sont acy-
cliques. Donc les quasi-isomorphismes évidents

O0c:0—=C Op:0—D
induisent des isomorphismes
det(0¢) : Og = det C det(0p) : Og = det D

dans Pic(.5). L’isomorphisme det(\) est défini par le diagramme commutatif suivant :

de i
det F°% et F @ det C —2s det Z .
det(j\)l
det(OD) iﬁ

detG ——detG®@det D ——det Z

En fait, la définition de det(\) ne dépend que de A, ¢f. [KM] proposition 2, propo-

sition 4 a). On peut donc définir det(X) := det(A).

2. 1l existe des conventions différentes, par exemple dans [W] §1.5.
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5.1.3

La description de det(\) dans §5.1.2 nous permet de montrer des lemmes sur la
section canonique du déterminant d’un complexe de type (%*), i.e. la section induite
par la différentielle. Ces lemmes sont implicites dans [KM] lorsque la différentielle est
un quasi-isomorphisme. Le lemme suivant est une généralisation de la fonctorialité
de det, cf. [KM] page 30.

Lemme 5.1. Soient F,G deuz complezes de Og-modules de type (xx), et A : F —
G un isomorphisme dans D(QOg). On note dp la section de det F' induite par le
déterminant de la différentielle, et de méme pour dg. Alors le diagramme

05— det F

k‘ ZJdet(A)

det G
est commutatif.

Démonstration. On suppose que S est connexe. Par la définition de det()\), il suffit
de vérifier que le diagramme

05— det F"°Y det F @ det C — s det 2

k det(0p) '

det G222 det G @ det D —2 det Z

est commutatif.

On note F' = [F} — Fp), et de méme pour G. On va calculer les morphismes
dans le diagramme comme des morphismes entre les fibrés det F;, det G;. Pour cela,
on doit fixer la régle de signe et les inverses de fibrés en droites :

(i) la loi de «signe de Koszul» : soient V, W deux Og-modules localement libres
de type fini, alors on définit un isomorphisme (cf. [KM] page 20)

PidetV@detW = detW@detV, z@y+— (—1)rgV'rgWy®x.

(ii) I'inverse de detV pour V € {Fy, Fi,Go,G1} : on note VV = Hom(V, Og), et
on définit
Sy :det VY @detV = Og
(fl N A fn) & (v1 VANRRVAN Un) — Z sgn(a) . fl(vg(l))...fn(vg(n)),
ceG,

alors 'inverse de det V est défini par (detV)~! := det V¥ muni de l'isomor-
phisme Jy, i.e. quand on identifie (det V)™! ® detV avec Og, (det V)~ ! est
toujours devant det V.
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(iii) pour tout V,W € {Fy, F1,Gp,G1}, l'inverse de det V ® det W est définie par
(det V @ det W)~ := det VY ® det WY muni de I'isomorphisme

det VV@det WY edet Vadet W LEYE9 4ot vV @det Vadet WY adet W 2% 0.

(iv) pour tout V, W, on identifie det V ® det W et det(V & W) en appliquant le

N . id,0 i .
foncteur ¢ a la suite exacte 0 — V u) VeWw LGN TG 0, i.e. par

I’isomorphisme

detV @det W = det(V & W)
(V1 Ao Avp) @ (W1 A oo Awpy) = (01,0) A oo A (0, 0) A (0, w1) A oo A (0, wi).

On peut commencer le calcul. On note r = rg F;, s = rgG;. D’abord, dans le
diagramme i ! o ig est calculé par

((det G1)' @ det Go) ® (det Fi @ (det F1) ™! @ (det Fy) ™! @ det F0>

(71)7‘24—7‘8

s ((det 7)™ @ det Fy) @ ( det Fy @ (det G1) ™! @ (det Fy) ™ @ det Gy )

en échangeant les termes via la loi de Koszul. C’est un corollaire de 'axiome v) de
§5.1.1 et la derniére équation de [KM] page 31 pour la définition de det.?3

Maintenant on calcule detO0p. Comme D est un complexe acyclique de lon-
gueur 3, det Op se calcule via le diagramme de [KM] page 34, étape 2 pour H = D.
Ce diagramme devient

Fy Fy 0
1dl l(— id,—d) J
P4 p g R 209 g
l J]d@(— id) J{ld
0 F i j2)

ou les trois lignes sont Hy, H, H;; de loc.cit. respectivement, et les colonnes sont
exactes. Dans ce cas le morphisme i, 3 de [KM] page 34, carré en bas est égal a

(det F1®(d6t Fl)_l)@)((det Fo)_1®det Fo) £> det F1®(d6t Fl)_1®(det Fo)_1®det Fy.

En fait, comme les fleches verticales de coordonnée (1,1) et (2,3) sont les identités,
il suffit de montrer que I’'isomorphisme i associé a la deuxiéme colonne est aussi

3. Le premier isomorphisme dans cette équation de [KM] n’est pas décrit explicitement, mais on
déduit de la commutativité de [KM] page 33, carré IV qu’il est égal & 1.
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'identité, et c’est un calcul facile via 'axiome v) de §5.1.1. Donc par [KM] page 34,
carré en bas, det Op est égal a la composition

05 287 (det F1) ' @ det Fy @ (det Fo)~! @ det Fo

YO, Jot Fy @ (det F1)™ @ (det Fo) ™ @ det Fp.

On note det 0p simplement par (—1)".
On peut utiliser un diagramme similaire pour calculer det O¢. C’est le diagramme

Go id Go

L’isomorphisme i associé a la suite exacte de la deuxiéme colonne est égal a (cf.
I'axiome v) de §5.1.1)

det Fy ® det Gy — det(G1 @ Fp) = det G1 ® det Fy
(1 Ao Azy) @ ((dys + Az1) Ao A (dys 4 Azs)

= Az, —dz) A oo A (N, —dz) A (Y1, 21) A oo A (s, 26).

On note cet isomorphisme par ¢. D’apres [KM] page 34, carré en bas, detO¢ se
calcule par

_1 _1
0s 20 et Fy @ (det Fy) 7L @ (det Go) ! @ det Gy

i @i
1980 O, det Fy @ (det Gy) ™' @ (det Fy) ™' @ det Go = det C.

On le note par (—1)7”2 Cid®e! ®id.
On se rameéne a montrer que le diagramme

—1)7%id @poid
05— (det F1) ! @ det Fy 2% 4ot P & det ©

(_1)7'2+7's
k‘ 2 T

(det G1)7! @ det Gy O et G ®det D
est commutatif, ol on note

det F @ det C' = (det F1) ™! @ det Fy ® det F} ® (det G1) ™! @ (det Fp) ™! @ det Gy
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det G @ det D = (det G1) ™! @ det Gy ® det Fy @ (det F}) ™! @ (det Fy) ™! @ det Fp.

Pour cela on peut supposer que Fj;,G; sont libres sur S. On fixe pour tout V €
{Fy, F1,Gp,G1}, un couple de générateurs

wy € detV wyt € (det V)t

tel que
(5\/(&)‘71 AN wv) =1.

On va montrer que, via le diagramme précédent, 1 € Og est envoyé sur
1*} Adwp, «—(—=1)" - w;ll ANwp, A wp, A wall A w}ol Ndwg,
wéll A dwg, — (=1)™ - wc_;ll A dweg, Nwr, A w;ll A w;ol Awr,

ou dwp, € det Fy est I'image de wp, par dp, et la méme pour dwg, . Toutes ces fleches
sont évidentes sauf celle notée par (—1)"" - id ®p ® id. 11 suffit de montrer

(id®e® id)(w}l ANwpy, Awp, A w(_;l A w}l Ndwg,) = (—1)7%”"S 'wgl A dwpy,
ou dans la partie a gauche, ¢ est appliqué a wG A wF En fait, soit eq, ..., e, une
base de FY, et fi,..., fs une base de G1, telles que
e1N ... Nep=wp AN Nfs=w
Par la définition de ¢, on a
olwp ANdwg,) = @ler Ao ANep Ndft Ao Adfs)
= (Xe1, —dey) A ... A (Nep, —dey) A (f1,0) A ... A (fs,0)

= (0,—de1) A ... A (0,—de,) A (f1,0) A oo A(fs,0)

= (=1)"t"s. f1 Ao N fs Nder A ... A de,

= (- 1)7"2”5 cwey N dwp, .

Donc ) ) )
id®y ®@id)(wy, AWk, Awp Awg, Awg A dwe,)

(

=(~1)"*" - ([d ®p @ id) (Wi Awpy Awg! Awr Awp A dwe, )

=(—1)" Pt -w;ll Awpgy A (w&l1 A w;ol) o N (wp Adwg,)
=(—1)" " wpl Awry A (gl Awrd) A p(wr A dwg,)

:wFl ANwry N wéll A w;ol Nwag, Ndwp

:(—1)7"2+rS 'wgll A w;ol Awpg, A wéll ANwg, N dwp

:(_1)r2+rs . w;11 A dwFl-
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5.1.4

Le lemme suivant est une généralisation du diagramme commutatif de [KM] page
33.

Lemme 5.2. Soient F,G, H des complexes de Og-modules de type (%), et
0—-G—>F—H—=QO0,

une suite exacte. Alors le diagramme

Os ® Og ———=0g
Jdc®dH JdF
detG®detH—:>detF

est commutatif.

Démonstration. On suppose que S est connexe, et on note s = rgG;,t = rg H;. On
peut supposer comme précédemment que tous les fibrés sont libres. On prend wg,
(resp. wg, ) une base de det G (resp. det Hy). On note wc_;ll,w;ﬁ leur bases duales.
L’image de wg, A wh, dans det F via 'isomorphisme

i:detG; ® det Hi — det Fy

est aussi notée par wg, A wp,, et on définit wp, = wg, A wh,. On note w}ll

(det F1)~! la base duale de wg,. Alors on a

€

—1 -1 —1
wFl - ( 1)8th1 A le

En effet,
(wGl /\wH ) Nwp = (wGl /\O‘)H ) A (wGl /\le)
=(-1)* oJG A wa, /\wH1 Awir,
— (-1
On calcule I'image de 1 ® 1 € Og ® Og via les fleches dans le diagramme. On a

de ®dy(1® 1) = wg! Adweg, Awy Adwy, .

Donc
i(de®@dg(l1®1)) = (—1)Stwall A w;{} A dwg, N dwi,
= w;ll A dwp,
=dpr(1).

Donc le diagramme est commutatif.
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5.1.5

Soit [Fy ar, Fp] un complexe de Og-modules de type (xx). En prenant le dual
pour les modules, on obtient le complexe

[Fy i Y
0 11

Ici on suppose que ce complexe est placé aussi en degrés -1 et 0 (cela est en conflit
avec notre définition du complexe dual dans §4.8.2). Si I'on définit (det Fy)~! par
det Fy, alors on obtient un isomorphisme

~ dy
b det[Fy L Fo] = det[FY 5 FY),
ot on échange les deux facteurs dans la définition de det[F; — Fp| via . On montre

que :

Lemme 5.3. Avec les notations précédentes, le diagramme

Og L det[F1 — Fo]

Pt

det[Fy — F]
est commutatif.

Démonstration. Supposons que S est connexe, tous les fibrés sont libres, et que
€1, .., er (1esp. fi,..., fr) est une base de Fy (resp. Fy). On note e, fY les bases
duales de F}', Fy respectivement. On note

wrp =e1 N Nep.

Alors wp, est une base de det F dont la base duale est égale a

-1 _ Vv v
Wp =ef N Aep.

Donc 1
dp(l) = w}l A dwr,
=ef A..ANel Ndey A ... \de,

et
Y(dp(1) = (=1)"dey A ... Adep NeY A ... Ae)

=(=1)"det(d)- fi A Afr Ae) A NEY,

ou det(d) est le déterminant usuel de lapplication linéaire d.
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D’autre part on considere la base

de detpy. Quand on calcule det[Fy/ — FY] = (det Fy/)™" @ det [/, (det Fy) " est

regardé comme un inverse a gauche de det Iy, i.e. on identifie (det ) ~! @ det F/

et Og par FY cf. le lemme 5.1, démonstration, ii). Par définition on a (det Fy)~! =

det Fy. Donc la base duale de wry dans (det Fy)~! est égale a
Wiy = ()" AA AT
F(;/ 1 e r
comme un élément de det Fp, parce que dpy = (—1)7“2 - d,- Donc
dj(1) = wl;o% A deFOv

(D A A fo AdY YA N dY Y
(1) det(d") - fr A A fo AeY A AeY.

La commutativité du diagramme vient de I’égalité det(d) = det(d"). O

5.2 Complexe de Lie d’un schéma de Raynaud

5.2.1

On utilise le complexe 4£% de §4.7 pour calculer le complexe de Lie équivariant
d’un schéma en groupes de Raynaud, et on montre le corollaire 1.3 de 'introduction.

Soit F'/Q un corps totalement réel de degré n, et p un nombre premier inerte dans
F. On note ¢ = p", et on fixe un isomorphisme Op/p = F,. On note x : F — Z;
le caractere de Teichmiiller. Il s’étend en un morphisme de monoide multiplicatif

X :Fq = Z4
en posant x(0) = 0. On note le morphisme de Frobenius par
Fr:F, = F, x> xP.

Alors on a un diagramme commutatif

(k)

F, —F,
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pour k = 0,...,n — 1, ot Fr®) est la composée k-fois de Fr, et ka est la pF-ieme
puissance de x. Comme Spec O est étale sur SpecZ en p, par le critere infinitésimal
on sait que pour k =0, ...,n — 1, il existe un unique relevement de Fr(k), noté par

k) Op — 7,

tel que le diagramme
(k)
o0 F L) Zq
F, 2T,
commute.

On définit pour £ =0, ...,n — 1, ’élément

1 ok
¢ =7 Z[)‘]@)X (N
a AEFy

de Z[F"] ®@ Zg, qui est le projecteur sur la composante P -isotypique. D’autre
part, les morphismes Fr®) induisent deux isomorphismes naturels

~ n—1 ~ n—1
Fq®2Zy =¥, ®p, Fg — kejqu’ Or®Zq — kejozq

par la méme formule z ® y — (xy, Fr(x)y, ..., Fr™ Y (z)y). On note (par un abus de
notation)
6k€Fq®Zq ekEOF@)Zq

les projecteurs définis par les décompositions précédentes, i.e. ey est égal a (0, ..., 1, ..., 0)
avec 1 en la k-ieme place. On vérifie aisément que, via les morphismes naturels

ZFF" @ Zg — Fg ® Zg <+ OF ® Zy,

on a la correspondance
€L > e < €.

Maintenant on suppose que S est un schéma sur SpecZ, qui est plat sur SpecZ,
et que H est un schéma en groupes de Raynaud sur S. Les projecteurs ey, définissent
un diagramme commutatif

DY (Z[F"] ® Og) <2 DP(F, @ O5) —% DP(Op ® Os)
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ou les trois fleches ep sont définies par la multiplication par les trois éléments
e respectivement, et Res (resp. Com) est défini dans la proposition 4.22 (resp.
proposition 4.27). D’apres la proposition 4.25, 4.18, on obtient deux complexes

G e DP(ZFP @ O)
orlf; € D*(OF ® O).

Proposition 5.4. Pour k =0,...,n — 1, il existe un isomorphisme canonique

Fmon7 ~
en(l ) = en(oply)

dans DP(Og).

Démonstration. Par la proposition 4.27 et 4.22, on a

]Frnon’v

ex(lyf ) = ex(Com(r,lf))) = ex(r,lhy) = ex(Res(r, 7)) = er(opLhy)-

5.2.2

Soit H/S un schéma en groupes de Raynaud comme précédemment. On note
i : H — X l'immersion fermée canonique de H définie dans §4.1. On va utiliser
les mémes notations que dans §4.1 : lalgebre affine de H (resp. X) est notée par
A (resp. S), et i est défini par I'idéal Z C S. Alors X est 'espace total d'un fibré
vectoriel sur S'; en particulier il est lisse sur S.

On note (Ly, ag, bg)k=0,...n—1 le parametre de Raynaud de H, cf. théoréme 3.2.
On rappelle que 'immersion fermée i est F'°"-équivariante, cf. §4.1 et la remarque
3.3. Par ailleurs, ¢ est une immersion fermée réguliere au sens de §4.8.2. En effet,
localement sur S on peut supposer que tous les fibrés £y sont libres. En choisissant
les trivialisations, on peut regarder les a; comme des éléments de I'(S,Og). On a
des isomorphismes naturels

S = Os[xo, ...,xn_l]

A = Oslzo, .., Tn-1]/(zh — arz1, 2} — aswa, ..., 28 _| — apxo)

comme dans la démonstration du lemme 4.1. Alors 25 —ay 21, 2} —agws, ..., 2b | —agzo
est une suite réguliere dans Og|zo, ..., ,—1] pour des raisons de dimension ([AK] III

4.3 ii)).
On voit que ’hypotheése de la proposition 4.26 est vérifiée. Cette proposition
implique qu’il existe un isomorphisme

GV 2 [eN(T)T2) = it Q5]
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dans Db(Z[IF‘gnon] ® Og), qui induit des isomorphismes de composantes isotypiques

IF"‘O",\/ -~ " o
en(b ) = [eN(T/T?) — et QX/S];pk

pour k=0,...,n — 1. D’apres le lemme 4.1, on a
(57, 5 £V 2 [(T/T) — i Qs

donc un isomorphisme
FHIOH’V ~
er(ly ) =L = L]
dans DP(Og).
Soit
0—+H—B—B/H—0
une résolution Op-équivariante de H, ou B est un schéma abélien sur S muni d’une
Op-action, telle que localement sur S, wp,f et wp sont des Op ® Og-modules libres.
D’apres la proposition 4.20, il existe un isomorphisme
orlir = lwp/g = wsl”

dans D*(Op ® Og), donc un isomorphisme
er(oplir) = exwp/m — exwn]”
dans DP(Og) pour tout k. La proposition 5.4 implique que

Corollaire 5.5. Soit S un schéma sur SpecZq qui est plat sur SpecZ, et H/S un
schéma en groupe de Raynaud de paramétre (L, ak,bg). Soit B un schéma abélien
qui résout H comme précédemment. Alors il existe un isomorphisme canonique

(L3P 5 Li] = [exwp i — exws]
dans DP(Og) pour k =0,...,n — 1.

On remarque que, dans le corollaire on a eu besoin de supposer que S est plat
pour appliquer la proposition 4.18. Néanmoins on peut conjecturer que le corollaire
reste vrai pour tout schéma S sur SpecZ,. Dans la suite on n’utilisera le corollaire
que pour le modele entier Yy z,, qui est plat sur Spec Z. Par changement de base on
peut obtenir le méme résultat pour tout schéma au-dessus de Y z,, mais ce ne sera
pas utilisé dans notre application.

On déduit du corollaire 5.5 que pour tout k, E;@_(Ip ) ® L} est isomorphe au

déterminant detleywp/r — exwp], tel que la section canonique aj de E?ﬁ;p ) ®

Ly est envoyée sur la section canonique de det|exwp JH — exwp|. Ainsi on peut
presque entierement reconstituer les parameétres de Raynaud de H a 'aide des
formes différentielles de schémas abéliens qui résolvent H. Les parametres by se
trouvent d’une maniére similaire par la dualité de Cartier. Visiblement on ne peut
pas retrouver les £y (mais juste leur puissances (p — 1)-iémes) avec B et B/H.
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5.3 Les modeéles locaux M et M;"

5.3.1

Dans cette section, on va définir le modele local M;~ pour le schéma de Hilbert-
Siegel Y7 de niveau I'1(p), c¢f. §3.2. Comme décrit dans 'introduction, on construit
d’abord un GJ!Y-torseur My~ au-dessus du modele local Mz, de niveau T'o(p), puis
on définit le modele local M qui est un schéma fini ramifié sur My . La nécessité
de ce GY9-torseur vient du fait qu’on connait les fibrés en droites £y sur Y;, mais
que sur Mpz, on ne connait que £§(p V. On aurait pu remplacer le GJY-torseur
par une f, 1-gerbe sur Moz, (celle des racines (p — 1)-itmes d’un fibré en droites)
mais cela introduit des champs et ne simplifie pas la présentation. On montre dans
le théoreme 5.8 que Y; et Mf' sont localement isomorphes pour la topologie lisse.

On rappelle que dans ’exemple 2.3, on a défini la chaine polarisée standard St,
sur Z,). On note St, 7, le changement de base de St, sur Z;. On définit une nouvelle
chaine polarisée

St 2,5

tel que St;,zq = Stiz, pour tout i € {0,...,g}, mais dans la définition des fleches
St;’zq — St;fl,zq, on remplace p par I'élément w, de §3.1.1. En remplacant St, z,
par St/ 1z, dans la définition de Moz, (cf. définition 2.6), on obtient un schéma

!
M}z,

au-dessus de Spec Z,. L’élément u, = % € Z(j définit un isomorphisme de chaines
polarisées St, 7, = St/ ,» donc un isomorphisme

!/
Moz, = M}z,

de schémas sur Spec Z;. Dans la suite on identifie Mgz, avec M Zq via cet isomor-
phisme, i.e. dans la définition de Mz, on utilise w;, pour les fleches.

5.3.2

On rappelle (définition 2.6) que pour tout schéma S sur SpecZ,, Moz, (S) est
égal a l'ensemble des (classes d’isomorphismes de) diagrammes

diag(wp,...,1) diag(1,...,wp,...,1)

0¥ © Og 0% Q Og +— ...... 0¥ ® Og ,

I I I

Wo Wie— ... w,
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ou pour tout ¢, W; est un sous-Op ®Og-module de O%g ®Og qui vérifie les hypotheses
de la définition 2.6. On note pour ¢ =0,...,get k=0,...,n — 1,

Wi,k = ekWi,

ou ey € O ® Zqg est le k-ieme projecteur défini dans §5.2.1. On a donc les isomor-
phismes

29 n—1 2g n—1
07 0s= ® O et W= & Wi
F k=0 2 k=0

L’hypothese de la définition 2.6 implique que le Og-module W; ;. est localement un
facteur direct de (’)?99 de rang g. On en déduit que le complexe

(Wi = Wisix]
est de type (xx), cf. §5.1.2.
Définition 5.6. On définit le schéma MJ au-dessus de Moz, , tel que pour tout
schéma S sur Spec Zg et tout élément W, € Moz, (S), 'ensemble de S-points de My
au-dessus de W, est égal & I’ensemble des trivialisations de fibré en droites
Vik det[Wi,k — Wifl,k] = Og, i=1,....,9, k=0,...n— 1.
5.3.3

On note d; j, la différentielle du complexe [W;, — W;_1 | pour tout i, k. Méme
notation pour la section induite

di : Og — det[W; p — Wiy ).
Comme Wj ;. est un facteur direct de (’)ég , le complexe (concentré en degré —1,0)
(OF/Wieax)” = (OF [Wi)"]
est aussi de type (xx). On note dy;, sa différentielle et la section induite
Yy : Og — det[(OF /Wi_1 )Y — (OF /Wir)"].
On définit pour tout i et k, un accouplement canonique

can : det[W; x — W;_14] © det[(OF /W;_14)" — (OF /Wir)'] = O
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comme suit. Par définition, can est égal a la composition des fleches

det[Wip = Wis1 4] ® det[(o?qg/Wi—l,k)v — (O?gg/Wz‘,k)v] ,

Zlid Y

det[Wi,k — Wi—l,k] X det[@%g/Wi,k — Ozvg/W'_l’k]
ZL
det[@%g diag(1,...,wp,...,1) Ogg]

ol la premiere fleche est définie par le lemme 5.3, et la deuxiéme fleche est associée
a la suite exacte

0 Wi,k O;g Oég/Wi7k —0
ldi’k J/ ldz,k
0—— W1k Oé‘q Oég/vvi—l,k —0

par le foncteur i (§5.1.1). Par le lemme 5.3 et lemme 5.2, la section canonique

di,k®dxk

Og ——— det[Wi,k — Wifl’k] &® det[(O%g/Wi,l,k)V — (O?gg/Wi’k)v]

est envoyée par ’accouplement can sur I’élément w, € Og.
Soit S un schéma sur Zgq, et (W, v; ;) un S-point de MJ . A Taide de I'accouple-
ment can, on peut définir la trivialisation duale

2 2 ~
vy det[(OF /Wi 1)Y — (O /Wig)'] = Os
de v; , par I’équation
Vik & vxk = can.

On note v; xd; 1. (resp. v;'yd}}.) la composition de v; . (resp. v;;) avec d; (resp. dy).
Ce sont des éléments de I'(S, Og).

Définition 5.7. Le modele local M;" est le M -sous-schéma de A9 x My~ défini
par les équations (de variables s, ..., sq, t1, ..., tg)

pt—1 _ n—1 .

s, =0;0dio - (Vin—1din—1)" - ...- (viadin)? , i=1,..,g

p"=1 _ VvV v v v D (VAR VAR Lt .

t; = vyl - (Ui,nfldi,nfl) Tt (Uz‘,ldi,1) , 1=1,..,9
s1t1 = ... = 84tg.

Ici ”i,kaXk7di,k7ka sont des objets universels sur My, donc les viykdi,k,vxkdiv,k
appartiennent a I'(M", O,,+).
0
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Le théoréme suivant est notre théoreme principal sur le diagramme de modele
local.

Théoréme 5.8. Le schéma M est un modéle local du schéma Yy (§3.2), i.e. il
existe un diagramme

v &z oM

ot Zfr est un schéma sur SpecZq, et @', f sont des morphismes lisses. De plus, on
a dim M;" = dim Y] + ng.

5.3.4

Le reste de §5.3 est consacré a la démonstration du théoréme 5.8. Nous définissons
d’abord Z;" et 7. Soit S un schéma sur Z,. Prenons un S-point

(A7 Hi7 Zi, yz)

de Y7 (voir la définition 3.8 pour la notation compléte). Pour tout i € {1,...,g}, on
note (L; i, @ik, bik)k=0,..n—1 le parametre de Raynaud de H;/H;_;. Par définition,
les générateurs de Raynaud z;,y; sont des morphismes de fibrés en droites

Liog 205 052 Lig

b
qui vérifient les équations

®(p"-1) ®p ®pn—1 (1)

.CUz - a170 . az’n_l C et az’l S HOHIOS (E'L,O 5 OS)
®(pn_1) ® n—1 ® ®(pn_1)
Y; = bz’,f Cat bi’ﬁ_l . bi’(] S HOHI(QS (OS, Ei,() )

On définit le schéma Z;" comme suit : 'ensemble des S-points de Z;~ au-dessus
de (A, H;, x;,y;) est égal a 'ensemble des systémes

(d): uLk‘)a

ou i (resp. k) parcourt {1,...,g} (resp. {0,...,n — 1}), tels que

— ¢ HY (A/H) = Stfzq ®z, Os est un isomorphisme de chaines polarisées
(§2-2);

— pour tout ¢ et k, u; g : L = Og est une trivialisation de fibré en droites.

Le morphisme 7’ : Z;" — Y} est la projection vers Y. Par définition 7’ est un torseur
sous un schéma en groupes lisse (proposition 2.4), donc il est lisse.



80 CHAPITRE 5. MODELE LOCAL DE NIVEAU T',(P)

5.3.5

On va définir le morphisme f’ dans §5.3.5-§5.3.7. On suppose toujours que S est
un schéma sur Spec Z,. Soit (¢, u; ;) un S-point de Z{ comme dans §5.3.4. 11 suffit
de définir Pélément f'(¢, u; ) de M (S). D’apres la définition 5.7 pour le schéma
M, f'(¢,u; k) est un systéme

(Wi, vi g, 8is i)
D’abord on définit W;. Pour tout 4, on pose
W; = ¢(wA/Hz) C O%g ® Og.

Par la suite spectrale de Hodge-de Rham pour les schémas abéliens ([BBM] le lemme
2.5.3), il existe une suite exacte

0= waym, = H'(A/Hi) = wly/pyv — 0.
Donc ¢ induit un isomorphisme
¢ Wiy = (OF ® Og)/W;.
5.3.6

On définit la partie v, de f/(¢,u; ). On va appliquer le corollaire 5.5 pour le
schéma Yz, . On note A, H;, L; 1. les objets universels sur Y0,z,- En appliquant le
déterminant, le corollaire 5.5 nous fournit un isomorphisme canonique

. ®p ;i ~
Cik : det[ﬁi’k_1 — L] — detlexwa g, — exwas/H,_, ]

dans Pic(Ypz,). Par changement de base, on obtient un isomorphisme de la méme
forme dans Pic(S), pour tout schéma S sur SpecZ, et tout S-point (A, H;) de Yoz,
(ot £; ; sera le parametre de H;/H;_1). On note cet isomorphisme aussi par ¢; .

On a les mémes isomorphismes pour les groupes duaux. En effet, on peut ap-
pliquer le corollaire 5.5 pour la suite exacte 0 — (H;/H;—1)"Y — (A/H;)V —
(A/H;—1)" — 0, et on obtient un isomorphisme de fibrés en droites

bY
V,Q & ~
ka : det[£i7k_l)1 — E;/,k] — det[ekw(A/Hiil)v — ekw(A/Hi)V]-

Soit maintenant (A, H;, i, yi, ¢, u; x) un S-point de Z;". Par définition de W
dans §5.3.5, ¢ induit des isomorphismes

¢ : det[ekwA/Hi — ekwA/Hiil] = det[Wi,k — Wifl,k]

(b_l : det[ekw(A/Hiil)v — ekw(A/Hi)V] l) det[((’)gg/Wi,Lk)v — (O;g/WZ7k)V]
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La définition de v;  est donnée par 1'équation

®(—p)
Vig " @ Cike = Uj 7 @ Ujk,

ol u%:? ® u; ) est la trivialisation de det[ﬁé8 L = Ligl = EZ,E 1) ® L; ), induite

par u; p—1 et u;;, de facon évidente.

Lemme 5.9. Supposons que v;j, est la trivialisation de det[W; — W;_1 ] définie
précédemment, et que v;fk est sa trivialisation duale définie dans §5.3.3. Alors on a

Vo1V
Vig @ .Ci,k_(zk;@uzk DY,
ou le morphisme a droite est la composition de

—1 ®p
Uy ®U; g

Y ! :
det[C7h — L] —= detlLig — L3} 1] = Loy @ L] ——=—— Os.
Démonstration. On considére la fleche composée suivante :

det[L7F ) — Lik] @ det[L];7F — LY)]

e

det[L7F ) — Lik] @ det[Li — LT ]

ZJH

Os,

ou 6 est I'isomorphisme de fibrés en droites
0: Lllg 1)®[’lk®[’zk®[’ 1;05’

qui envoie t 1 ®s®s71 @t sur 1, ot s (resp. t) est un générateur local de L; j (resp.
cep k—1)- On voit facilement que

7(,81& ]13)®u1k®uzk®uzk 1 =0.

Par définition de v}, il suffit de montrer que le diagramme

det[LZ7_ | — L] @ det[L) ), — LY,] — a2V

¢Ci,k®¢lcxkl

Os

can

det[W; x — Wi_14] ® det[(OF /Wi_1x)" — (OF /W; 1)
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est commutatif.

Comme toutes ces fleches sont compatibles au changement de base, il suffit de
le montrer pour S = ZlJr . On note a; 1, ® b;{k la section canonique du fibré en droites
det[ﬁ%,f_l = L] ® det[ﬁZ;ﬁpl — L] Par le lemme 5.1 et le lemme 5.3 et §5.3.3,

on a
0(id @) (aik ® by'y) = 0(aik @ big) = a;pbik = wy

can -(¢c;p, ® ¢_10Xk)(ai,k ®bjy,) = can(d; p ® dy) = wy.

Mais w, est un élément régulier de O+, cf. remarque 3.10. On en déduit que
1

0(id @) = can-(de;r ® ¢~ ¢)y).

5.3.7

Pour finir la définition de f’, il suffit de définir les racines s;,t;. On définit pour

tout i, les éléments s;,t; € I'(S, Og) par les équations
Ti=sicuio Y=t U

L’équation de x; dans §5.3.4 implique que

n—1 n—1 _aon
Slp = ’U,LO . (ai70a?£_l,,,a§){) ) . u?jo( ™)
- - — -1
— ui,oai,ouf?é_q) . (ui’n_la@n_lu%_g))p o (ui,lamu% Py
B - - -1
= (s @ ui0)aso - (U5 @ win 1)ain )P (s P @uin)ain)"

ou pour tout k, I’élément (u%j’) ® u;)a;k est la composition des deux fleches a

gauche dans le diagramme suivant :

Os

l M‘
i,k

det[ﬁ?,fﬁl — »Cz,k] Bk det[Wi,k — Wi—l,k]

~

“%:?) Uik
Os

Par définition de v; ;, le triangle en bas est commutatif, et on a déja vu (§5.3.6) que
le triangle en haut est commutatif. Donc s; vérifie ’équation

n__ 1
sV =i 0dio - (Vip—1din-1)P - o (viadig)P"
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qui coincide avec la définition 5.7.
On peut considérer la méme équation pour ¢;. Par le méme argument on a :

n__ _ n—1 _ —
= (@b )P (U @ UE )bin 1)+ (U0 ® Uin1)*Phig.

Par le lemme 5.9 le diagramme

Os

dy
i,k
bx,{ \
—1lev

¢7c;
det[£)iEh — LY,]—" det[(OF /Wi—10)Y — (OF /Wir)]

1, ® Uil
(ui,k@’ui,isﬂ)
Os

est commutatif. On en déduit que

n_1 n—1
t? = (’Uiv,1d;{1)p e (U;{nfld;/,nfl)p ) U;fod;/,o

qui coincide avec la définition 5.7.

Comme z;y; = s;t;, on sait que les produits s;t; sont indépendants de 7, comme
les z;y;. On conclut que (Wj, v; k, s;,t;) défini par §5.3.5-§5.3.7 est bien un S-point
de M.

5.3.8

On montre que f’ est lisse. Comme le morphisme f : Zy — My défini dans §2.2.3
est lisse, il suffit de montrer que le morphisme

!

zi L 2o g, My

est étale.
En fait, Zy X, 2\41+ est 'espace de module des systemes

(A7 H.7 ¢7 v’i,ka Siy tz)a
ol v est une trivialisation de det[exd(wa,m,) — erd(wasm, )], et si, t; sont définis

par les équations dans la définition 5.7. On définit un schéma Zgr sur Spec Zg, qui
est 'espace de module des systemes

(f17]¥}7¢51LLk)7
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ol u; 1, sont les trivialisations définies dans §5.3.4. On obtient un diagramme cartésien

Zi— 7

I |

Z() XM0M1+4>Z0 XMOM(T

Il suffit de montrer que h est étale. En fait, h envoie (A, H;, ¢, u; ) sur (A4, Hi, ¢, v; k),
ol v; i, est associé & u; ;, de la méme maniere de §5.3.6. Localement sur la base (et
apres une translation), h est égal a

ng ng
G, — G;

(i) = (g f_Uik),
ou i (resp. k) parcourt 1, ..., g (resp. 0, ...,n—1). C’est un morphisme de groupe donc

il suffit de prouver qu’il est étale en l'origine. La différentielle de h en ’origine est
égale a 'application linéaire

(wig) = (=P Ui k-1 + Ui ),

dont le déterminant est égal a 1 — p". Comme 1 — p™ est inversible dans Z,, par le
critere Jacobien on sait que h est étale. Donc f’ est lisse.

5.4 Le cas p décomposé

Dans cette section, on étend la construction de M;~ dans §5.3 au cas non-ramifié
général. On suppose que F'/Q est un corps totalement réel de degré n, et p un
nombre premier non-ramifié dans F', tel que le cardinal résiduel de p dans Op est
égal a q = p" (donc p est décomposé comme un produit de n/n’ idéaux premiers).
On considere d’abord la construction de Y; dans §3.2. Soit .S un schéma sur Spec Z,,
et (A, H;) un S-point de Yy. Pour ¢« = 1,..., g, le schéma en groupes H; est muni

d’une action de l'algebre
n/n’

Or/p= @ F,
r=1
donc décomposé comme le produit

H; =[] Hir-
T

Pour tout i et tout r, H; ,/H;_1 , est un schéma en groupes de Raynaud. La définition
de générateur de Raynaud s’étend a H;/H;_1 : un générateur z; de H;/H;_1 est la
donnée

Zi = (Zi,h ceey Zi,n/n’)
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ou pour tout r, z;, est un générateur de Raynaud de H;,/H;_1, . Donc on peut
définir le modele entier Y; de la méme fagon que dans la définition 3.8.

Pour définir le modele local M1+ , il suffit de trouver les parametres de Raynaud
de chaque schéma en groupes H;,/H;_1, dans le complexe [WA/Hi — WA/Hi,l]a ou
r=1,..,n/n’. Cest réalisé par la proposition 4.23. En effet, d’apres la proposition
4.20 il existe un isomorphisme

V Y

dans D?(Or ® Og). Par la proposition 4.22, OFe}/{i/Hi—l est isomorphe & I'image de

b
0w/’ 1, € DY (Or/p® Os)
par le foncteur Res. La proposition 4.23 implique qu’il existe une décomposition

n/n’

\Y ~ Y
OF/PgHi/Hz‘A - @ ]FQEH’L,T/Hifl,r
r=1

dans DP(Op/p ® Og). Si 'on note pour tout r, &, le r-itme projecteur dans les
anneaux Op ® Z, = ®Zy et Op/p = & F,, alors on a
T '

Res(r,Cyr, i, ) ZerRes(op b, m ) = erloplinm, ) = erlwasm, — waym,_,

dans D(Z, ®z, Os). Par la preuve de la proposition 5.4 et le corollaire 5.5, on sait
que le k-iéme parametre de Raynaud de H;,/H;_1, est isomorphe a

exerlwasm, = Wasm 15

ol ey, est le projecteur défini dans §5.2, k =0, ...,n' — 1.

Donc on peut utiliser les mémes idées de §5.3 pour définir les schémas Mgr et
M (pour définir M il suffit de trivialiser tous les fibrés det[exe, Wi — exe,Wi_1]),
et I’analogue du théoréme 5.8 reste valable.
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Résumé

Dans cette these, nous étudions la mauvaise réduction de variétés de Shimura.
Plus précisément, nous construisons un modele local des schémas de Hilbert-Siegel
de niveau I'i(p) sur SpecZ, lorsque p est non-ramifié dans le corps totalement réel,
ou ¢ est le cardinal résiduel au-dessus de p. Notre outil principal est une variante sur
le petit topos de Zariski du complexe de Lie anneau-équivariant 44, défini par Illusie
dans sa these, ou A est un anneau commutatif et G est un schéma en A-modules.
Nous montrons aussi une compatibilité entre le complexe de Lie de G équivariant
par Panneau A, et celui équivariant par le monoide multiplicatif sous-jacent de A.
Ce complexe nous permet de calculer le complexe de Lie Fy-équivariant d’un schéma
en groupes de Raynaud, donc de relier le modele entier et le modele local.

Abstract

In this thesis, we study the bad reduction of Shimura varieties. More precisely, we
construct a local model of Hilbert-Siegel moduli schemes in level I'1 (p) over SpecZ,
when p is unramified in the totally real field, where ¢ is the residue cardinality over
p. Our main tool is a variant over the small Zariski topos of the ring-equivariant
Lie complex 4f/ defined by Illusie in his thesis, where A is a commutative ring
and G is a scheme of A-modules. We also prove a compatibility result between the
ring-equivariant Lie complex and the Lie complex equivariant by the multiplicative
monoid underlying this ring. With this complex, we calculate the F,-equivariant Lie
complex of a Raynaud group scheme, then relate the integral model and the local
model.
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