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Introduction

Le but de ce mémoire est de présenter les travaux effectués depuis la soutenance de notre thése de
doctorat en septembre 2013. Les résultats que nous avons obtenus s’articulent autour de la classification
des variétés complexes.

Le premier chapitre porte sur des travaux réalisés en collaboration avec Frédéric Campana et Mihai
Piun [CP17, Caol8, CCP19|. Une partie de ces travaux concernent la conjecture d’litaka C,, , en
géomeétrie birationnelle. Dans [CP17] nous avons traité la cas o la base est une variété abélienne et dans
[Cao18| nous avons résolu complétement Cy, 2, i.e. la cas ou la base est une surface. L’article [CCP19]
contient des résultats au sujet de la sous-harmonicité des images directes des fibrés relatifs adjoints.
Comme corollaire de ceci nous obtenons un critére d’algébricité pour les feuilletages holomorphes dont
la premiére classe de Chern est nulle. Nos résultats répondent partiellement & une question soulevée
par Pereira-Touzet.

Le deuxiéme chapitre concerne des travaux réalisés en collaboration avec Frédéric Campana, An-
dreas Horing et Shin-ichi Matsumura [Caol6, CH19, CCM19|. On s’intéresse a la structure des varié-
tés a fibré anticanonique numeériquement effectif. Nous démontrons que pour cette classe de variétés
I’application d’Albanese est localement triviale, ce qui confirme une conjecture de Demailly-Peternell-
Schneider, cf. [Caol6]. Les méthodes que nous avons développées dans cet article servent & démontrer
un théoréme de structure pour les variétés dont le fibré anticanonique est nef, cf. [CH19|. Ce résultat
a été généralisé au cas des pairs klt dans [CCM19].

Enfin, le dernier chapitre de ce mémoire contient une synthése des travaux réalisés en collaboration
avec Jean-Pierre Demailly, Anreas Horing et Shin-ichi Matsumura [CDM17, Caol7, CH15|. Le théme
central ici c’est ’extension des sections holomorphes définies sur des sous-variétés de I’espace ambiant.
Plus précisément, cela concerne le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi, un outil analytique puissant, indis-
pensable dans la solution de beaucoup de problémes en géométrie complexe. Dans [CDM17], on obtient
une version de ce résultat lorsque la sous-variété susmentionnée est singuliére. La motivation principale
de ce travail est la conjecture d’abondance. Dans [Caol7|, on obtient un théoréme d’extension opti-
male dans le contexte kihlérien (ce terme en italique fait référence a la norme de l’extension). Comme
conséquence, on obtient la version kidhlérienne des résultats sur la positivité des images directes des
fibrés canonique relatifs. Nous espérons que ces énoncés seront utiles dans la poursuite des recherches
autour du MMP kéhlérien. On se référe a [CH15] pour quelques pas dans cette direction.
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Chapitre 1

Positivité des images directes et
applications

Dans cette partie nous allons présenter des travaux réalisés en collaboration avec Frédéric Campana
et Mihai Paun, cf. [CP17, Caol8, CCP19].

1.1 Introduction

Un probléme central en géométrie complexe est la classification des variétés selon les propriétés
de certains invariants qu’on leur associe. Un objet intrinséquement attaché a toute variété complexe
non-singuliére X est son fibré canonique Kx, défini comme le déterminant de son fibré cotangent. Les
propriétés de positivité de Kx jouent un roéle fondamental dans les programmes de classification en
géometrie algébrique cf. [Uen75], [KM98|, etc. Nous allons considérer la version relative de ce contexte,
i.e. un espace fibré! 7 : X — Y ot X et Y sont des variétés kihlériennes. Remarquons que c’est un
cadre qui aparait trés naturellement en géométrie complexe. En effet, on voudrait étudier une variété
X via certains morphismes naturels qui lui sont associés comme par exemple la fibration d’litaka,
lapplication d’Albanese, I’espace de déformation (ou de modules) de X, etc.

L’analogue naturel du fibré canonique d’'une variété pour un espace fibré 7 est le fibré canonique
relatif, noté Kx/y := Kx — 7*(Ky). Par analogie avec le cas absolu, I'étude de ses propriétés géomé-
triques est une question centrale. Une des idées importantes dans ce contexte est d’analyser la maniére
dont les systémes linéaires pluricanoniques fibre a fibre varient. En d’autre termes, on s’intéresse aux
faisceaux image directe m,(mK X/y), ou m est un entier positif. Nous allons citer par la suite quelques
résultats afin de dégager les directions de recherche dans ce domaine.

Lorsque m = 1 et la base dimY" = 1, Fujita [Fuj78] démontre que 7,(Kx/y) est un fibré vectoriel
semipositif (i.e., Op(r, (K« /Y))(l) est nef) en évaluant le comportement de la métrique de Hodge prés du
lieu singulier de 7. Zucker [Zuc82| et Kawamata [Kaw81| ont généralisé ce résultat au cas ou la base de
dimension est arbitraire. Leurs arguments reposent sur des résultats concernant les variations de struc-
ture de Hodge. Suite & ces travaux, Viehweg [Vie83] a montré que 7. (mKx/y) est faiblement positif
pour tout m > 1. On renvoie également & [Kol87| pour une preuve sur la positivité de m(mKx y).
Ceci est une propriété algébrique qui concerne 'existence des sections des puissances symétriques de
me(mK x /y) multipliées avec un fibré ample. L’argument de Viehweg est algébrique : en développant
les propriétés des changements de base et des revétements cycliques, il a construit un autre espace
fibré m : X' — Y’ et la positivité de 7 (Kx//y+) implique la positivité de m(mKx/y). On renvoie a
[Vie95, KM98| pour des conséquences importantes en géométrie complexe.

Des résultats plus récents établissent la contrepartie analytique des résultats cités auparavant.
Signalons au passage que les méthodes analytiques ont permis de résoudre des questions importantes en
géométrie algébrique cf. [Dem10]. Dans cet esprit, Berndtsson, Paun et Takayama |Ber06, BP08, PT18|

1. On dit que 7 est un espace fibré s’il est surjectif, propre, et a fibres connexes.

11



12

ont récemment construit des métriques sur les images directes 7. (mKx/y) dont les propriétés de
courbure impliquent les résultats de Viehweg. Ceci peut étre interprété comme ’analogue de I’existence
d’un courant positif fermé dans la classe de Chern d’un fibré pseudo-effectif (cf. la section 1.2.1).

Notre but principal dans ce chapitre est de présenter des résultats qui convergent vers des conjec-
tures importantes en géométrie algébrique, que nous avons obtenus en utilisant les propriétés métriques
de m,(mKx/y) évoquées ci-dessus. Un point commun aux résultats que nous allons discuter ici est que
les méthodes analytiques semblent indispensables pour les démontrer, dans le sens que pour le moment
on ne dispose pas d’arguments purement algébriques.

Pour commencer, on va rappeler deux notions de positivité : celle algébrique introduite par Viehweg,
et la version métrique développée en partant des articles de Berndtsson-Paun. Puis on énonce un certain
nombre de résultats concernant la positivité des images directes m, (mK X/y) qui jouent un roéle crucial
dans ce mémoire. Ensuite nous allons présenter deux applications de ces outils. L’une concerne la
conjecture d’litaka, qui est la motivation initiale de I’étude de la positivité de my(mK X/y), et 'autre
est centrée sur la conjecture de Pereira-Loray-Touzet.

1.2 Positivité des faisceaux cohérents

1.2.1 Deux notions de positivité

Pour commencer, on rappelle la notion de pseudo-effectivité (psef en abrégé) pour un fibré en
droites.

Définition 1.1. Soit X une variété projective et L un fibré en droites holomorphe sur X. On dit que
L est psef si aL + A est Q-effectif pour tout o € N, o A est un fibré ample fizé. Cela revient a dire
qu’il existe un B € N* tel que H(X, B(aL + A)) # 0.

On peut démontrer[Dem10]|, L est psef si et seulement s'il existe une métrique (éventuellement
singuliére) hy, telle que
i®p, (L) >0
au sens des courants sur X. Son résultat peut étre vu comme une généralisation du théoréme de

plongement de Kodaira. En utlisant cette caractérisation analytique, on peut généraliser la notion de
"psef" au cas ou X est une variété complexe compacte, pas forcément algébrique.

L’analogue de 1.1 pour les faisceaux cohérents a été introduit par Viehweg dans [Vie83|.

Définition 1.2. Soit % un faisceau cohérent sur une variété projective X, et soit A un fibré en droite
ample sur X. On dit que F est faiblement positif au sens de Viehweg, si pour tout o € N*, il existe un
B € N* tel que la restriction

HY(X, (Sym®(F))™ © A) = ((Sym**(F))"* ® A7),
est surjective au point générique x € X.

Cette notion apparait naturellement dans les travaux de Viehweg sur la conjecture d’litaka. On va
discuter ceci plus en détail dans la section suivante.

Nous allons rappeler maintenant la version quantitative de la notion 1.2, en suivant [BP0§|. Afin
d’énoncer cette notion, on introduit d’abord une notion de métrique singuliére pour les faisceaux
cohérents.

Définition 1.3. /[BP0S, Raul5] Soit E — X un fibré vectoriel. Une métrique hermitienne singuliére
h sur E est la donnée une forme quadratique | - |%m : By — [0, 400] telle que :

(1) Il existe un ensemble A C X de mesure de Lebesgue nulle tel que Hzx est une forme quadratique
définie positive sur E, stz € X \ A.

(2) Pour toute section locale s de E, la fonction x — |s(x)

n est mesurable.

Si & est un faisceau cohérent sans torsion, on définit une métrique singuliére sur & via la restriction
E = &|x, ou Xo est le lieu ou & est localement libre.
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Si h est une métrique hermitienne non-singuliére, alors le tenseur de courbure iO,(E) est une
(1,1)-forme & valeurs dans End(E). Dans ce contexte on a la notion de positivité au sens de Griffiths
classique.

Considérons un fibré en droites L muni d’une métrique singuliére dont les poids sont psh. Alors la
forme de courbure devient un courant dont les coefficients sont des mesures. Nous allons voir maintenant
qu’on peut définir "’analogue de “poids psh” pour un fibré vectoriel muni d’une métrique singuliére. Par
contre, des exemples simples montrent qu’en général le courant de courbure n’aura pas des coefficients
mesures. Ceci marque une différence importante par rapport au cas des fibrés en droites.

L’énoncé suivant indique une maniére de formuler la notion de positivité au sens de Griffiths pour
une métrique singuliére.

Proposition 1.1. Soit h une métrique hermitienne lisse sur un fibré vectoriel holomorphe E. Alors la
courbure 10, (E) est semipositive au sens de Griffiths, si et seulement si la fonction x — log |&(x)|p
est psh, pour toute section holomorphe locale & du fibré duale E*.

Cette caractérisation inspire la notion de semi-positivité suivante.

Définition 1.4. [BP08] Soient & un faisceau cohérent sans torsion sur une variété complexe lisse
X (pas forcément compacte), et h une métrique hermitienne singuliére sur &. On dit que (&, h) est
semi-positif au sens de Griffiths si la fonction x — log|&(z)|n+ est psh, pour toute section holomorphe
locale & du fibré &*. On le note (&, h) = 0.

Il est important de noter que ’analogue du théoréme d’extension de Riemann reste vrai dans le
contexte des fonctions psh. En effet, d’aprés Hartogs, une fonction psh définie & I'extérieur d’une sous-
variété Z de X et uniformément bornée supérieurement prés de Z admet un prolongement canonique
sur X. Qui plus est, la fonction qui résulte reste dans la méme classe (psh). En particulier, si on peut
construire une métrique h sur &|x\ z telle que (&, h) = 0 sur X \ Z et le poids de h 2 est uniformément
borné supérieurement prés de Z, h s’étend canoniquement sur &|x et on a encore (&,h) = 0 sur X.
C’est un point clé dans la version "quantitative" du théoréme de positivité [BP08, PT18| qu'on va
expliquer dans la section suivante.

On remarque que, a cause de la singularité de h, la condition (E, k) »= 0 ne suffit pas pour définir
la courbure i©p,(F) [Raul5, Thm 1.5]. Malgré ceci, on peut démontrer que h induit une métrique det h
sur det E dont la courbure est un courant positif fermé :

Proposition 1.2. [Raul5] Si (E,h) *= 0, alors h induit une métrique det h sur det E, et
iedeth(det E) Z 0

au sens des courants.

1.2.2 Comparaison des deux notions de positivité

Soit F un faisceau cohérent sur une variété projective. On a déja mentionné que si rangF = 1,
alors les définitions 1.2 et 1.4 sont équivalentes. Dans le cas oll rangF > 2 on sait que l'existence d’une
meétrique singuliére h telle que (E, h) = 0 implique la positivité au sens de Viehweg de E, cf. [Paulb,
Thm 2.21]. La proposition ci-dessous montre que la réciproque n’est pas vraie.

Proposition 1.3. Soit X une variété projective, et E un fibré vectoriel numériquement plat, c’est-a-
dire que c1(E) =0 et E est nef (i.e., Oppy(1) nef sur P(E)). Alors on a

2. Plus précisément, si codimx Z = 1, on demande que prés d’un point générique de Z, les fonctions — log |ei\i sont
bornées supérieurement prés ce point, ou {e1,- - ,e,} est une base de & prés de ce point générique. Si codimx Z > 2, on
n’a pas besoin de cette hypothése.
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(i) E est positif au sens de Viehweg.

(ii) S’il existe une métrique h telle que (E,h) = 0, alors (E, h) est hermitien plat. C’est-a-dire que h
est lisse et 1O, (F) = 0.

Cette proposition révele un des avantages de la notion 1.4 par rapport & son analogue algébrique.
Considérons par exemple le cas d’une fibration p : X — Y entre deux variétés projectives telle que
I'image directe p,(mKx/y) est unipotente, c’est-a-dire une extension successive des fibrés triviaux.
On va démontrer dans la section 1.2.3 que p,(mK X/y) posséde une métrique canonique h telle que
(p+(mKx/y),h) = 0. Proposition 1.3 implique alors que ps(mKyx,y) est triviale. En particulier cela
permet de construire des sections globales de H?(X, mK X/y), ce qui est crucial pour la conjecture
d’litaka. On renvoie & la section suivante pour une présentation détaillée.

On explique briévement l'idée de la preuve de la proposition 1.3. La partie (i) vient du fait que
Op(g)(1) est nef et relativement ample. (ii) est déduit de la propriété suivante, démontrée dans [CP17,
Cor 2.8].

Théoréme 1.4. [CP17, Cor 2.8] Soit X une variété complexe et E un fibré vectoriel sur X muni
d’une métrique h. Si (E,h) = 0 et iOgetp(det E) = 0, alors (E, h) est hermitien plat.

La preuve de ce théoréme est un peu technique puisque la courbure de (E, h) n’est pas bien définie
en général. On se contente d’expliquer la preuve pour le cas h est lisse et on renvoie a [CP17, Cor 2.8|
pour le cas général. Si h est non-singuliére, alors la courbure (O, (F) > 0 est semi-positive au sens de
Griffiths par 1.1. Comme

Tr ’l@h(E) = i@deth(det E) =0,

on a i®p(F) = 0. Donc (E, h) est hermitien plat.
On peut démontrer maintenant la proposition 1.3.

Preuve de la proposition 1.5. Comme FE est numériquement plat, E est nef, i.e., ﬁP(E)(l) est nef. En
combinant avec le fait que Op g)(1) est relativement ample, il est facile a vérifier que E est positif au
sens de Viehweg cf. par exemple [Paul5]. On obtient alors (7).

Pour (i7), d’aprés la proposition 1.2,

1Odet n(det ) > 0 sur X
au sens des courants. Comme c¢1(E) = 0, on a alors
1Ogetp(det E) =0
En utilisant le théoréme 1.4, (E, h) est hermitien plat. O

Finalement, on introduit une nouvelle notion de positivité, qui est plus proche de la positivité de
Viehweg que celle de Berndtsson-Paun. Cette notion sera trés utile dans la chapitre 2.

Définition 1.5. Soit X wune variété projective et F wun faisceau réflexif sur X. On dit que ¥ est
presque positif, si pour tout € > 0, il existe une métrique singuliére he sur & telle que

(1.1) (F,he) m —ewx @ 1dg sur X.
Rappelons que (1.1) signifie que pour tout section locale de s € HO(U, #*), on a
i00 log \s\%z > —ewx sur U

au sens des courants.
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Question 1.5. Par un argument similaire a [Paulh, Thm 2.21] on peut démontrer que si F est presque
positif au sens de Définition 1.5, alors F est positif au sens de Viehweg cf. Définition 1.2. Il est donc
tres intéressant de savoir si les deuzr notions de positivité coincident.

Le résultat suivant généralise le théoréme 1.4. Il a été établi dans [CH19, Cor 2.12| au cas ou
dim X = 2. Le cas d’une variété de dimension arbitraire a été obtenu trés récemment dans [CCM19,
Prop 2.7].

Théoréme 1.6. [CH19, CCM19] Soit X une variété projective lisse et F un faisceau réflexif sur X.
Sici1(F) =0 et si F est presque positif au sens de la définition 1.5, alors F est numériquement plat
sur X, c’est-a-dire que .F est localement libre sur X, F nef et c1(F) = 0.

La preuve est assez technique. L’idée principale est qu’en utilisant la condition ¢1(.%#) =0 et (1.1),
on peux contrdler le nombre de Lelong de he, cf. [CH19, Lemme 2.7,Prop 2.9]. En combinant ceci
avec un argument d’approximation des courants [Dem92|, on peut construire une suite de métriques
non-singuliéres he sur .7 telles que i@;ls(ﬁ ) > —ewx ®Id. Alors .# est numériquement plat d’aprés
un résultat de [DPS94]. On renvoie a [CH19, CCM19| pour des détails.

1.2.3 Autour des théorémes de positivité de I'image directe

Soit 7 : X — Y une fibration? entre deux variétés projectives lisses. On discute maintenant
des résultats sur la positivité m(mHKx,y) et on renvoie a [Mor87, Horl0, Paul5, HPS18| pour des
présentations plus amples.

(i) La positivité de mi(Kx/y). On définit Yy C Y le lieu lisse de la fibration. D’aprés la théorie de
Hodge classique, il existe une métrique L? lisse h sur T (K x/v )|y, telle que iOp (1 (Kx/y)) > 0 sur
Y). En évaluant directement le comportement de la métrique h aprés de Y\ Yy, Fujita [Fuj78] démontre
que 7, (K x/y) est nef (i.e. ﬁp(w*([{x/y))(l) est nef) si la base Y est de dimension 1. Zucker [Zuc82| et
Kawamata [Kaw81| ont généralisé ce résultat au cas ou la base est dimension arbitraire. Pour accomplir
ceci, ils remplacent le calcul direct de Fujita par des résultats concernant la variation des structures de
Hodge prés du lieu singulier de 7.

(ii) La positivité de mu(mKx y) pour m > 2. En exploitant —entre autres— les propriétés des changement
de base et surtout ceux des revétement cycliques, Viehweg parvient a généraliser les travaux de [Fuj78,
Zuc82, Kaw8l|. Il démontre que 7,(mKx/y) est faiblement positive pour tout m > 1 [Vie83]. Ce
résultat profond a de nombreuses conséquences en géométrie complexe. En particulier, nous allons voir
dans la section suivante que ce type de résultats permet d’obtenir des confirmations partielles de la
conjecture d’Iitaka?.

On présente maintenant une version "quantitative" de la positivité de m,(mKy/,y ), démontrée dans
[BP0S, PT18| :

Théoréme 1.7. [BP0S, PT18] Il existe une métrique canonique h sur m,(mKx y) telle que
(me(mKx/y),h) =0
au sens de Définition 1.4.

La métrique h est canonique dans le sens que elle ne dépend pas d’un revétement cyclique et
ni d’un changement de base. Comme on a vu dans la section 1.2.2, en utilisant cette version de la
positivité, on a un peu plus de chance de construire des sections de HY(X, mK X/y). Ce théoréme
est aussi utile dans 1’étude des problémes concernant l'espace de modules des variétés dont le fibré
canonique est semi-positif. Une des raisons pour cela est que dans cette approche on n’a pas besoin de
prendre des revétements cycliques. Effectivement, la technique des revétements cycliques est trés utile,

3. On dit que 7 est une fibration si 7 est surjective et les fibres sont connexes.
4. C’est la motivation initiale de [Vie83].
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mais ce procédé augmente le lieu singuliére de la fibration. Ceci est une source de difficultés techniques
importantes.

La preuve du théoréme 1.7 repose sur un résultat profond de Berndtsson |Ber09| : Supposons que
la fibration 7 est une submersion et hy, est non-singuliére. Soit L un fibré en droites sur X muni d’une
métrique hy telle que i©p, (L) > 0. On a une métrique L? sur 7, (K x;y + L) définie comme suit

|2 ;:/X s2,  onse HYX,,Ox,(Kx/y +L)).

Yy

Alors [Ber09] démontre que 10, (m(Kx/y + L)) est semi-positif au sens de Nakano (ce qui implique la
positivité au sens de Griffiths).

La premiére étape de la preuve du théoréme 1.7 est de généraliser [Ber09] au cadre ou 7 est une
fibration et hj, est peut-étre singuliére. On explique briévement la preuve sous 'hypothése que hy, soit
lisse. Soit Yp le lieu lisse de la fibration. D’apreés [Ber09], il existe une métrique h sur m(Kx/y + L)|y,
telle que 1O, (T« (Kx/y + L)) > 0. L’observation cruciale est qu’en utilisant le théoréeme d’extension
de Ohsawa-Takegoshi, on peut montrer que le poids de h est uniformément borné supérieur prés de
Y\ Yy. D’apreés le résultat de Hartogs, comme rappelé aprés la définition 1.4, h admet un prolongement
ayY et (m (K x/)y T L),h) = 0 sur Y. Il est important de remarquer que dans les approches de
[Fuj78, Kaw81, Zuc82|, le comportement de (7« (K x/y ), h) prés de Y \ Yy est controlé par la variation
de la métrique de Hodge. Mais I’approche de [BPOS8| pour (7« (Kx/y + L), h) utilise Ohsawa-Takegoshi
seulement.

Dans la deuxiéme étape le point est de montrer qu’il existe une métrique de type m-noyau de
Bergman relatif hp sur mKx/y telle que i©,,(mKx/y) > 0 au sens des courants. On se contente ici
de rappeler la construction de la métrique et on renvoie a [BP08] pour la preuve. Soit € X un point
sur une fibre lisse. On définit une norme sur —(mKx/y + L), comme suit

[€(s(a))I”

(1.2) €] = sup T
Xp(@) Isli)™

)

ou le "sup" porte sur les sections s € HO(Xp(m),me/y + L). Alors la métrique hp est définie par
dualité. [BPO8| démontre que O, (mKx/y+L) > 0 et le poids de hp est uniformément borné supérieur
en utilisant le théoréme d’extension de Ohsawa-Takegoshi. En particulier, hp admet un prolongement
canonique sur X et O, (mKy/y + L) > 0 sur X au sens des courants.

Le théoréme 1.7 est une conséquence immédiate de ce résultat. Si m > 1, on définit L := (m —
1)K x/y muni de la métrique h := %hB. Alors

iOn(L) > 0.
D’aprés I'étape 1, 7, (Kx/y + L) = m(mKx/y) admet une métrique h telle que (m«(mKx/y ), h) = 0.

On remarque qu’il est également important d’étudier le comportement de la métrique h prés du lieu
singulier de la fibration 7. En fait, si la base est de dimension 1 et la fibration est semistable, [Tak16]
démontre que le poids de h est controlé par une fonction de type log(—log|t|). Au cas de dimY > 1,
il est conjecturé qu'il existe un morphisme génériquement fini Y’ — Y telle que (7')(mKx//y+) est
nef et localement libre, ot X’ est une désingularisation de la composante principale de X xy Y’. On
renvoie & |Tak16, Fujl6] pour des résultats dans cette direction.

Finalement, on énonce une version générale du théoréme 1.7, en autorisant un fibré adjoint. Cette
version sera utile dans les chapitres suivants.

Théoréme 1.8. [BP08, PT18] Soit m : X — Y une fibration entre deux variétés projectives lisses, et
soit L un fibré en droites sur X muni d’une métrique hy, telle que i©p, (L) > 0 au sens des courants.
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Soit m € N. Sl existe une section non nulle s € HO(Xy, mKx,+ L) pour un point génériquey € Y

2
/ \s\,’fL < +00,
X

Yy

et

alors mKx y + L est psef sur X, et avec une mélrique de type m-noyau de Bergman relatif hp telle
que 1Oy, (mKx/y + L) > 0 au sens des courants.
De plus, m, (ﬁX(mKX/y +L)® th,m) admet une métrique h telle que

(7 (ﬁx(mKX/y +L)® th,m) ,h) = 0.

Ici Sy, m est le faisceau constitué des germes de sections holomorphes f € Ox(mKx y + L), telles

2
que fv ’f‘;an converge dans un voisinage V de x assez petit.
En particulier, si Iy, m est trivial sur la fibre générique (par exemple L = mA pour un diviseur
klt A), alors il existe une métrique h sur my (mKX/y + L) telle que (m, (mKX/y + L) ,h) = 0.

2 2
Remarque 1.9. Comme |f[;" est une forme volume, son intégrale I | fl; est bien définie. On peut
montrer que Sy, m, est cohérent. Si m = 1, c’est montré dans [Nad89, Dem10]. Sim > 2, c’est une
conséquence de la conjecture “d’ouverture” pour les faisceaux d’idéaux multiplicateurs démontrée dans

[GZ15] (c¢f. [Caol7]).

Dans les deux sections suivantes, on va présenter quelques applications du théoréme 1.7. La section
1.2 concerne la conjecture d’litaka pour les fibrations dont la base est une variété abélienne. C’est un
travail en collaboration avec Mihai Pdun [CP17]. Dans [Caol8] nous obtenons une confirmation de la
conjecture d’litaka dans le cas ol la base est de dimension 2. Dans la section 1.3, on va expliquer un
travail trés récent avec Frédéric Campana et Mihai Pdun, ot ’on confirme partiellement une conjecture
de Loray-Pereira sur 'algébricité des feuilletages holomorphes dont la premiére classe de Chern est
nulle.

1.3 Conjecture d’litaka

Un objectif central en géométrie complexe est de classifier les variétés projectives modulo modifi-
cations birationnelles. Soit X une variété projective lisse de dimension 1. D’aprés le théoréme d’uni-
formisation, il y a trois cas possibles : X est la droite projective, un tore, ou une surface de Riemann
de genre > 2.

Comme d’habitude, le cas des variétés de dimension supérieure est beaucoup plus compliquée. Une
notion importante que se dégage dans ce contexte est la dimension de Kodaira d’un fibré en droites. Il
s’agit un invariant qui mesure la croissance asymptotique de la dimension de ’espace de sections des
puissances du fibre. C’est un invariant birationnel, d’ot son importance.

Définition 1.6. Soit X une variété kahlérienne compacte. On définit la dimension de Kodaira k(X)
le plus grand nombre d € N tel que

hO(X, mKx)

= >0 st Kx est Q-effectif.
m

limyy, 400

Si Kx nest pas Q-effectif, on pose k(X) := —oo.

On peut vérifier facilement que x(X) = k(Y) si X et Y sont birationnellement équivalentes. Aussi,
onak(X) € {—00,0,1,2,--- ,dim X }. Un probléme central en géométrie birationnelle est la conjecture
de Iitaka Cj, 1, C)f ..., qui prédit que

n,m»



18

Conjecture 1.10. Soit m: X — Y une fibration, ot X etY sont des variétés projectives de dimension
respectives n, m.
Cnm : K(X) > k(YY) 4+ k(F)

s -

et

Com k(X) > max{k(Y),var(m)} + k(F)
si k(Y) > 0. Ici F désigne la fibre générique de m et var(p) est la variation birationnelle de 7.
Remarque 1.11. On précise un peu la définition de var(yp) (cf. [Kol87, Thm 2.11]) : c’est le plus
petit nombre k € N tel qu’il existent une fibration q : V. — U avec dimU = k, une variété R, un
morphisme génériquement fini surjectif R — 'Y et un morphisme surjectif R — U telles que X Xy R

et V Xy R soient birationnellement équivalentes sur R. On a le diagramme, ot X Xy R --»V Xy R
est un morphisme birationnel sur R :

X+—— XXy R-->VXyR—V

RN

Y R R U

Voici quelques résultats remarquables autour de cette conjecture :

(1) Kawamata [Kaw82] démontre la conjecture Cy, 1.

(2) Viehweg [Vie83| démontre la conjecture sous I’hypothése que Y est de type général, i.e. k(YY) =
dimY.

(3) Kollar [Kol87] démontre la conjecture si la fibre F' est de type général. Kovacs et Patakfalvi
[KP17| ont généralisé la preuve de Kollar au cas ou la fibre est de log type général.

(4) Kawamata [Kaw85] démontre la conjecture G, si la fibre générique admet un bon modéle
minimal.

Tous ces résultats sur la conjecture d’litaka reposent sur la positivité de 'image directe du fibré
pluricanonique relatif : m,(mK X/y). L’idée principale est d’utiliser ’application naturelle

(1.3) H(Y,m (mKx)y)) x H(Y,mKy) - H*(X,mKx).

Si on peut prouver que HY(Y,m,(mK X/y)) admet suffisamment de sections globales, alors on peut
construire des sections globales dans H%(X, mK ) par (1.3).

Par exemple, d’apreés la section précédente, E. Viehweg démontre la positivité faible de 7y (mK x /y).
Ceci implique que HO(Y, 7, (mK x/v) ® Ay) contient suffisamment de sections globales, ott Ay est un
fibré trés ample sur Y. La condition Ky gros équivaut a dire que H°(Y, mKy — Ay) est non-nul pour
m > 1. En utilisant I'application

H(Y,m (mKx)y) ® Ay) x H'(Y,mKy — Ay) = H*(X, mKx),

on obtient des sections dans H°(X, mKx). Ceci implique Cm,n sous I'hypothese que Y est de type
général [Vie83|.

Il nous semble important de mentionner une conjecture plus forte que Cnt,n. Elle prédit un lien un
peu plus précis entre var(m) et la positivité de m (mKy/y).

Conjecture 1.12. Soit m: X — Y wune fibration, ot X etY sont des variétés projectives de dimension
respectives n, m, et on suppose que k(F) > 0. Si var(r) = dim Y, alors det W*(me/y) est gros.

|[Kaw85] démontre cette conjecture sous I'hypothése que la fibre générique admet un bon modeéle
minimal (“good minimal model”). On rappelle briévement pourquoi la conjecture 1.12 implique C,J{w (cf.
[Vie83]). En fait, pour prouver C, ,,, il suffit de montrer que 7, (mKx,y) est gros si var(r) = dimY" :
c’est une conséquence de la Remarque 1.11 combinée avec la formule de changement de base pour
T (mK x/y). Mais le théoréme ci-dessous (qui est intéressant en soi) montre que det 7, (mKx/y) gros

entraine la méme propriété pour m,(mKy y) :
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Théoréme 1.13. [Vie95, Tsul0] Soient w: X — Y une fibration entre deuz variétés projectives et A
un Q-diviseur klt sur X. On suppose que ﬂ'*(me/y + mA) # 0 pour certain m € N*. Alors modulo
un diviseur w-exceptionnel,

Kx/y + A — €7T* det W*(me/y + mA)

est Q-psef pour un certain € > 0.
En particulier, st det W*(me/y + mA) est gros pour un certain m € N, alors il existe un Q-fibré
ample Ay sur'Y tel que Kx/y + A — %Ay est psef. Dans ce cas, mo(mKx/y +mA) est gros et on a

R(Kx +A) > k(Kp+A)+dimY,
st k(Y) > 0.

Remarque 1.14. D’apres le théoréme 1.8, on sait que mKx/y + L et det p,(mKx/y + L) sont psef.
Le théoreme 1.13 signifie que mK x;y + L est plus "positif" que p* det p*(me/y+L). Ce théoréeme est
démontré d’abord par Viehweg dans le cas ot A est nul, et généralisé par Tsuji [Tsul0] en autorisant
un fibré adjoint. On renvoie également a [CP17] pour une preuve compléte en suivant l’argument de
[Tsu10)].

Idée de la preuve du théoreme 1.13. On présente ici I'idée de la preuve sous 'hypothése que 7 est lisse
et L = Ox. Pour une preuve compléte on renvoie a [Vie95, CP17], ainsi qu’aux références dans ces
articles.

Il y a un morphisme naturel

T
(1.4) det m (mKx/y) = Q) m(mKx;y)  on,
ot 7 = rang 7. (mKx,y). On considére le produit fibré
(15) X Z:)(Xy)(Xy---><YAX7

et soit 7" : X" — Y l’application naturelle. On définit pr; : X" — X la projection vers la i-éme
composante. On a alors

-

(1.6) Kxr)y = ®Prf(Kx/Y) sur X',
i=1

et (1.4) induit une section non nulle

(1.7) s € HY(X",mKxr/y — [ det fo(mKxy)).

On pose L :=mKxr/y — f™det fu(mKx,y) et by, = e~ losls” 15 métrique singuliére définie par s.
Soit my € N tel que n% Div(s) est klt. On applique le théoréme 1.8 a

(7" X" = Y,mKxr/y + L, hr).

Alors m1 Kxr/y + L est muni d'une métrique hp telle que O, (m1Kxr/y + L) > 0.
Soit j : X — X" le plongement diagonal. D’aprés la construction de la métrique hp, on peut
vérifier que la restriction j*hp est bien définie sur X. Donc on a 50, > 0. Notons que

j*(leXT/Y + L) = (m1 + m)T‘Kx/Y — det f*(me/y),
donc j*©y, > 0 implique que (m1 +m)rKx,y —det fo(mKx/y) est psef. Le théoréme est prouvé. [

On présente maintenant les résultats dans les travaux [CP17, Caol8| ot 'on a confirmé la conjecture
Cinn sous I'hypothése que Y est une variété abélienne ou de dimension < 2. Le théoréme principal
qu’on veut discuter dans cette section est le suivant.



20

Théoréme 1.15. [CP17] Soient 7 : X — Y wune fibration, ot X est une variété projective lisse et Y
est une variété abélienne. Soit A est un diviseur kit sur X. Alors

(1.8) K(Kx +A) > k(Kp+ Alp) + w(Y),
ot F' est la fibre générique.

Proof. On esquisse les étapes principales de la preuve.

Etape 1 : On peut supposer que Y est un tore simple, i.e., il n’y a pas de sous-tore strict dans Y.
En fait, si ce n’est pas le cas, d’aprés le théoréme d’irréductibilité de Poincaré on a Y = 17 x T5, quitte
a faire un revétement étale fini de Y, ou les T; sont des sous-tores de Y. On peut vérifier que (1.8)
est invariant par rapport aux revétements étales. Donc le théoréme est démontré par récurrence sur la
dimension de Y.

Etape 2 : Soit m € N suffisamment divisible. D’aprés le théoréme 1.8, il existe une métrique
(singuliere) h sur mo(mKx/y + mA) telle que (m(mKx/y +mA),h) = 0, et h induit une métrique
det h sur det m (mKx/y +mA) telle que

(1.9) Odet n(det T (MK x )y +mA)) >0 sur Y

au sens des courants. En particulier, det m, (mK x /Y +mA) est psef. Comme Y est simple, il y a deux cas
possibles : det m,(mK x/y +mA) est ample ou ¢ (det mi (MK x/y +mA)) = 0. Si det 7w, (mKx/y +mA)
est ample, on a alors (1.8) en utilisant le théoréme 1.13.

Etape 3 : Il reste & considérer le cas ¢ (det T (mKx/y + mA)) = 0. C'est dans cette étape qu’on
a besoin de la positivité au sens de Griffiths de m,(mK x/y + mA) qu'on a discutée dans la section
précédente. En fait, comme c;(det m(m Ky y +mA)) = 0, en combinant avec (1.9), on en déduit que

1Odet h(det (MK x/y +mA)) =0 sur X.

En utilisant le théoréme 1.4, on conclut que (mx(mKx,y +mA), h) est hermitien plat et il correspond
& une représentation unitaire

m(Y) = U(r),

ott r = rangm(mKx/y +mA). Comme 71(Y) est commutatif, la représentation est scindée, et on a
alors la décomposition

TF*(TTZKX/Y + mA) = @iL‘,

ott L; sont les fibrés en droites avec c1(L;) = 0. En particulier, H*(X, mKx + mA — L;) # 0. En
appliquant un résultat de [CKP12]°, on obtient alors

(1.10) K(Kx +A) > min{k(Kr + Ap), 1}.
Par un argument bien-connu de Kawamata %, I'inégalité (1.10) implique le théoréme. O

Remarque 1.16. Dans ['important travail récent [HPS18] les auteurs simplifient et généralisent notre
résultat au cas ou'Y est une variété de dimension d’Albanese maximale. Mais lexistence de la métrique
positive sur m,(mKx/y +mA) et le théoreme de platitude 1.4 restent cruciaur dans leur arguments.

Ce résultat nous permet d’étudier les variétés de la dimension de Kodaira 0, une classe importante
en géométrie birationnelle. Plus concrétement, on a :

Corollaire 1.17 (|CP17]). Soit X une variété projective a singularités kit et k(X) = 0. Alors la
dimension de Kodaira de la fibre générique de application d’Albanese de X est également zéro.

5. La preuve repose sur un résultat fondamental de [Sim93].
6. Il étudie la fibration d’litaka de |[Kx + A| si k(Kx +A) > 1.
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Proof. Soit m: X — Alb(X) I'application d’Albanese. D’aprés [Kaw81|, 7 est une fibration, i.e., 7 est
surjective et a fibres connexes. On peut alors appliquer le théoréme 1.15, et on obtient

(1.11) k(X)) > k(F).

Comme Kx est Q-effectif, Kp = (Kx)|r est Q-effectif. Donc x(F') > 0. En combinant avec (1.11) et
I’hypothése x(X) = 0, on sait que x(F') = 0. O

Une analyse de la preuve du théoréme 1.15 montre que '’hypothése que Y est un tore est utilisée
afin d’avoir la dichotomie concernant det p, (mK x/v) et aussi pour avoir scindage de la représentation
unitaire du groupe fondamental de Y. D’aprés un théoréme de K. Zuo ce dernier résultat est encore
vrai si kK(Y) = 0. En utilisant ceci et la fibration d’litaka de Y, on peut démontrer la conjecture Cy, ,,
dans le cas suivant :

Théoréme 1.18. [CP17, Thm 5.6] Soient m : X — Y wune fibration entre deux variétés projectives et
A un diviseur klt sur X. On suppose que c1(px(mKx/y +mA)) =0 pour certain m > 2. Alors

(1.12) k(Kx +A) > k(Kp+ Ap) + c(Y).
Inspiré par ce résultat, on pose la question suivante, qui est probablement moins difficile que Cy, , :

Question 1.19. Soient w : X — Y wune fibration entre deux variétés projectives et A un diviseur klt
sur X. Soit m > 2 un nombre entier. Si k(Y) >0, on a

(1.13) K(Kx +A) > k(Kp + Ap) + (Y, det 1 (mK x /vy +mA)).

Une approche possible pour cette question sera d’étudier la fibration d’Titaka associée a det 7, (mK x /Yyt
mA) et de généraliser le théoreme 1.18 au cas ot det ps(mK x/y +mA) est effectif. On remarque qu'une
réponse positive de la question 1.19 implique probablement la version klt de C,ﬁjn (sous I’hypothése
que la fibre (F, Ar) admet un bon modéle minimal), ce qui est un probléme ouvert pour le moment.

Plus récemment, en combinant les propriétés de positivité de m(mK x /y) avec un résultat de Cam-
pana sur la géométrie des surfaces Calabi-Yau orbifolds, on a obtenu la confirmation de la conjecture
Cp,m pour m = 2.

Théoréme 1.20 (|Caol8|). Soit m: X — Y une fibration d’une variété projective lisse vers une variété
projective de dimension 2. Soit A un diviseur kit sur X. Alors

(1.14) K(Kx +A) > k(Krp+ Alp) + &(Y),
ou F' est la fibre générique.

Proof. On explique ici les étapes principales de la démonstration. Comme dim Y = 2, on peut supposer
que Ky soit semi-ample, en utilisant le MMP en dimension 2. Il y a deux cas & considérer.

Si k(Y) > 1, on peut montrer facilement (1.14) en utilisant I'application d’litaka de |Ky| et Cp, 1
(démontré dans [Kaw82]).

Si k(Y) = 0, d’apreés la classification des surfaces, Y est un tore ou une surface K3, modulo un
revétement étale fini. Si Y est un tore, (1.14) est démontré par le théoréme 1.15. Donc pour démontrer
(1.14), il suffit de considérer le cas ou Y est une surface K3.

Dans ce cas on considére 7 (mK x/y +mA) pour m € N* suffisamment divisible. D’aprés I’argument
précédent, det mi(mKx/y +mA) est psef. Comme le fibré canonique de la surface Y est trivial, la
conjecture d’abondance montre que la dimension numérique de det m(mKx/y + mA) coincide avec
sa dimension de Kodaira et donc det 7, (mK x/y +mA) est Q-effectif.

Si k(det m(mKx )y +mA)) > 1, |det m(mKx/y +mA)| induit une fibration d’litaka Y — Z, et
on peut démontrer (1.14) en utilisant des arguments standards.



22

Si k(det T (mKx/y +mA)) = 0, grace au fait que Y est K3, on a (cf. [Caol8, Prop 2.4])
nd(det m(mKx/y + mA)) = k(det m(mKx/y +mA)) =0,

ot nd est la dimension numérique. Alors i@getp (det T (mK x/y +mA)) = 37, a;[Cy], ont [Cj] sont les
courbes exceptionnelles sur Y. En utilisant le théoréeme 1.4 on déduit que (7 (mKx/y +mA), h) est
hermitien plat sur Y \ (UC;). A ce moment on a besoin d’utiliser un autre ingrédient important :
le théoréme d’uniformisation des variétés kihlériennes compacts orbifoldes & premiére classe de Chern
nulle cf. [Cam04|. En particulier, ce résultat montre que le groupe fondamental de Y\ (UC}) est presque-
abélien. On peut alors démontrer (1.14) par des arguments utilisés dans la preuve du théoréme 1.15. [

1.4 Sous-harmonicité des images directes et conjecture de Pereira-
Touzet

1.4.1 Sous-harmonicité des images directes

En géométrie complexe il est important de disposer de critéres qui permettent de décider si le degré
d’un fibré par rapport a une polarisation H est positif. Ceci est vrai (pour toute polarisation) si le
fibré en question est positif au sens de la Définition 1.2 ou 1.4. Nous allons voir maintenant que ceci
est vérifié dans d’autres contextes.

Par exemple, soit (X, H) une variété projective polarisée, i.e. H un fibré ample. Miyaoka démontre
que si K x est psef, alors Q}( est H-semi-positive, ¢’est-a-dire que si on considére la filtration semistable
de Q}( par rapport & H :

0= .F — Fp-o— T = QL

alors ¢1(Fi1/.F;) - H 1 > 0.

Dans un travail en commun avec Frédéric Campana et Mihai Pdun [CCP19|, on démontre un
théoréme général qui implique la positivité du degré de p.(Kx/y + L) par rapport a une polarisation
H dans le cas ot L a des propriétés de positivité beaucoup plus faibles que la pseudo-effectivité. On
présente maintenant I’énoncé exact de notre résultat, ainsi qu’une application, cf. 1.25.

Théoréme 1.21. [CCP19] Soit p : X — Y une application holomorphe surjective propre entre deux
variétés kdahlériennes avec dim X = m +n et dimY = n. On suppose que p est localement projective.
Soit (L,hr) un fibré en droites sur X muni d’une métrique (éventuellement singuliére) hy, telle que

(1.15) O, (L) > —Cp*wy, On, (L) Ap*wit >0 au sens des courants,
ol wy est une métrique hermitienne sur y, et C > 0 est une constante. Alors
(1.16) @dethx/y (det(p*(KX/y + L))) A wglffl > 0.

La preuve du théoréme repose sur les travaux |[Ber06, BP08|. En utilisant I’argument d’approxima-
tion [BPO08|, on peut se ramener au cas ol p est un produit direct et la fibre est Stein (non compacte).
Dans ce cas, si la base Y est de dimension 1, (1.16) est démontré dans [Ber06]. On généralise 1'argu-
ment de [Ber06| au cas ou Y est de dimension quelconque, et ceci implique le théoréme. On renvoie a
[CCP19] pour une preuve détaillée.

1.4.2 Une application

Le théoréme 1.21 nous permet d’étudier la classification des feuilletages holomorphes. Soient X une
variété kihlérienne compacte lisse et .# C Tx un feuilletage holomorphe 7. Par analogie avec le cas
F = Tx, la géométrie du feuilletage devrait étre gouvernée par le signe de c¢1(%).

7. Clest-a-dire que .Z est un sous-faisceau saturé satble par le crochet [, |.
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On regarde d’abord le cas o ¢;(:#) > 0. Un résultat fondamental dans cette direction est 1'algé-
bricité des feuilles de .%. Plus précisément, on considére la filtration semistable de .# par rapport a
une polarisation ample H :

0> F — - > Fp=2F.

Si c1(Fp) Fp—r) - HI™MX=1 > 0, alors le théoréme du type Bogomolov-McQuillan (cf.[BMO01, Bos01,
KST07]) montre que les feuilles de .% sont algébrique et les clotures d’adhérence sont rationnellement
connexes. Plus récemment, [CP19| généralise ce résultat au cas ou la polarisation est définie par une
classe mobile® :

Théoréme 1.22. [CP19] Soit X une variété projective lisse, et F C Tx est une feuilletage. Soit o
une classe mobile ; on considére la filtration semistable de F par rapport a a :

0% — - Fp=F.

Si c1(F) Fr—1) -« > 0, alors les feuilles de .F sont algébriques et les clotures d’adhérence sont
rationnellement connexes.

Remarque 1.23. I est important de noter que [Drul8/, [CP19] implique le critére d’algébricité sui-
vant, qui est un peu plus facile a vérifier :

Soit X une variété projective lisse, et # C Tx un feuilletage. Si Op(z)(1)
feuilles de F sont algébriques.

9 nest pas psef, alors les

On regarde ensuit le cas ou le signe est zéro, c’est-a-dire que ¢1(-#) = 0. Dans cette direction,
Pereira et Touzet [PeToul3| ont conjecturé que

Conjecture 1.24 ([PeToul3|). Soit X une variété kihlérienne compacte lisse avec fibré canonique
Kx psef. Soit F C Tx un feuilletage holomorphe avec c1(F) = 0. Si ca(F) # 0 et si F est stable par
rapport G une métrique de Kihler wx, alors les feuilles de F sont algébriques.

Citons quelques résultats qui confirment partiellement cette conjecture.

1. Soit X une variété kihlérienne lisse compacte avec ¢1(X) = 0, et soit . # C T'x un feuilletage
holomorphe stable avec ¢1(.%#) = 0. La décomposition de Beauville implique les feuilles de .%# sont
compactes de type Calabi-Yau ou hyperkéhler si co(-F) # 0, et les feuilles sont dans la partie du
tore si co(F) = 0.

2. Plus récemment, la décomposition de Beauville a été généralisée au cas ot X est projective avec
singularités klt ¢1(X) = 0 cf. [GKP16, GGK19, Drul8, HP19| et des références dans ces articles
autour ce résultat. On remarque qu’une étape importante dans la preuve est de vérifier cette
conjecture pour les variétés projectives a singularités klt avec ¢;(X) = 0.

3. |[Drul7b| confirme cette conjecture si X est projective et rang.# < 3.
4. [HP19| confirme cette conjecture si X est projective et Sym*.Z est stable pour tout k € N.
On remarque que le théoréme 1.22 est crucial dans la preuve de [Drul8, HP19|. En fait, d’aprés

le critere (1.23), il suffit de démontrer que Op(#)(1) est non-psef. Si on suppose par contradiction que
Op(7)(1) est psef, [Drul8, HP19| étudie le lieu base restreint B_(Op(5(1)) 1. En utilisant la condition
de stabilité de Sym*.%, [HP19| peut controle bien B_(Op(#)(1)). L’argument repose sur un calcul de
I'intersection de B_(Op(#)(1)) avec des courbes dans P(%). Ceci implique que .# est hermitien plat.
Notons au passage que l'algébricité de X est cruciale dans leur preuve afin de controler B_ (0p(#)(1)).

8. Rappelons qu’une courbe est dite mobile s’il existe une modification p : X’ — X et des diviseurs trés amples
Hi, - H;_; sur X' tels que C = pu(HiN---N H,_;). On dit que o € N1(X,R) est une classe mobile si c’est dans le
cone convexe fermé engendré par les classes de courbes mobiles. Equivalentement, si X est projective, d’aprés [BDPP13],
a - D > 0 pour tout diviseur effectif D.

9. Ici, P(%#), corresponde aux droites dans %,

10. Soit D un diviseur Cartier. B_(D) := Unen+(Nmen BS(m(D + 2 A))), ott BS(m(D + L A)) est le lieu base de
m(D + %A)
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Dans [CCP19], I'idée principale est que la non pseudo-effectivité de Op(z)(1) peut étre déduite
par un argument de positivité des images directes. En utilisant la version du théoréme 1.21, on peut
confirmer partiellement la conjecture dans le cas kdhlérien. Le théoréme principal est :

Théoréme 1.25. [CCP19] Soit (X,wx) une variété kihlérienne compacte lisse et .F un faisceau
réflexif telle que

(i) e1(F) = 0.

&
(ii) Le faisceau Sym F* est wx-stable pour certain k > r + 1, ou r est le rang de F.
Alors Op(7)(1) est non-psef, ou F est hermitien plat. Si X est projective, on a le méme conclusion si

Kk
on remplace (ii) par Sym F* est wx-stable pour certain k > r.

Notons qu’en utilisant les arguments donnés dans la preuve du théoréme 1.25, on peut [CCP19,
Cor 5.2] donner une nouvelle preuve de la conjecture de Pereira-Touzet sous 'hypothése rang.# < 2.
Mais I’application principale du théoréme 1.25 est le resultat suivant.

Corollaire 1.26. Soit (X,wx) une variété projective lisse, et F C Tx un feuilletage holomorphe tel
que

(i) c1(F) =0 et co(F) #0.

—k
(ii) Sym F* est wx-stable pour certain k > r, ot r est le rang de .F.

Alors les feuilles de % sont algébriques.

Preuve du corollaire. D’aprés le théoréme 1.25, le fibré Op(#)(1) n’est pas psef. Mais la non-pseudo-
effectivité de Op(#)(1) implique I'algébricité des feuilles de .F par [CP19, Drul8]. On obtient alors le
corollaire. O

On esquisse la preuve du théoréme 1.25.

Proof. Pour bien dégager les idées de la preuve, on traite ici le cas kidhlérien mais on suppose que %
est localement libre sur X. Le cas général nécessite quelques arguments de plus.

Si Op(#)(1) est psef, il existe par définition une métrique singuliere h = =% on Op(#)(1) telle que
la courbure © := i0,,(0p(#)(1)) soit semi-positive. On va démontrer que .#* est hermitien plat.

Soit p : P(#) — X la projection naturelle. La stabilité du fibré Sym*.Z* par rapport a w implique
que le faisceau multiplicateur

(1.17) f(e*(kﬂfﬁ)ﬂp(g)z) est trivial pour tout € > 0,

o x € X est un point générique, et P(F), est la fibre au-dessus de x.
Il se trouve que (1.17) est une conséquence du théoréme 1.21, et on va démontrer ceci aprés avoir
fini la preuve. Comme r < k + 1, d’aprés (1.17), on a

(1.18)  p» (Kp(y)/x ® Op(z)(r+1)® f(e_(rﬂ)“o)) = ps (Kp(z)/x ® Opz)(r +1)) = Fy

xT

au point générique = € X. En utilisant la métrique e~"+t1)¥ sur Op(7) (r+ 1) et le théoréme 1.8, on
peut fabriquer une métrique hi sur py (Kp(g)/x ® Op(g)(r + 1)) = 7" telle que (F*,h1) = 0. En
combinant ceci avec ¢1(%#*) = 0, on déduit que F* est hermitien plat par le théoréme 1.6. ]

Il reste a montrer (1.17), qui est une conséquence du théoréme 1.21.

Preuve. Supposons par contradiction que % ((k+1—d0)h|p(g+),) est non-trivial sur une fibre générique
P(E), pour certain éy > 0. On peut montrer par les estimées L? que

(1.19) 4 = p, (ﬁp(g)(Kp(y)/X +O0(r+k)e7(k+1— 50)/1))
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est un sous-faisceau propre de Sym*.Z#* @ det .Z*.

On démontre maintenant que la pente de ¢ est positive par le théoréme 1.21 : comme # est
stable, il admet une métrique d’Hermite-Einstein sur .% et cette métrique induit une métrique hpg
sur 0(1). On définit une métrique h := h?gﬂflﬁo) @ h®k+1=00) sur @(r + k). D’aprés la condition
Hermite-Einstein, on peut vérifier facilement que

(1.20) On(O(r+k) Ar*wy >0

En utilisant le théoréme 1.21, on a alors [y ¢1(4) A mwht > 0. Ceci est en contradiction avec
I'hypothése de stabilité de Sym*.Z*. O

1.5 Quelques remarques sur la conjecture d’litaka

Dans cette section, on va discuter briévement des approches qu’on envisage pour traiter les conjec-
+
tures Cy,n et Cp

1.5.1 Formule de Fujino-Mori, le cas «(F) > 1

Soit p: X — Y une fibration entre deux variétés projectives; on suppose que x(F) > 1. On prend
un m € N* suffisamment divisible. En utilisant Fujino-Mori [FM00, Thm 4.5|, la fibration d’litaka
relative de p induit un diagramme commutatif

X\_/X,

(quitte & passer & un modéle birationnel). Il existe un Q-diviseur klt A et un Q-fibré en droite nef L
sur X' tels que Kx//y + A + L est f-gros et

(1.21) pe(mKx)y) = fulmi(Kxy + A+ L))

pour un certain my € N. Ici L est la partie modulaire de j,(mKy,x) " D’aprés [PT18], L est muni
d’une métrique hy, telle que i©y, (L) > 0 et les nombres de Lelong s’annulent sur X'.

D’apres [KP17], on peut définir var(f, A), la dimension de la variation birationnelle de la paire
(f,A), une notion qui généralise var(f).

Si var(f,A) = dimY’, on devrait pouvoir montrer que fi(mi(Kx:/y + A+ L)) est gros. D’aprés
(1.21), px(mKx/y) est gros et on a alors

K(X) > k(F)+dimY.

Sivar(f,A) < dimY alors aprés un revétement génériquement fini Y admet une fibrationg : ¥ — Z
ou la variété projective Z est de dimension dim Z = var(f, A). On peut vérifier probablement que :

(i) : (f,A) est localement triviale (birationnellement) sur la fibre générique de g.

(i) : Kxijy + A + L est strictement positive le long des directions horizontales de g, c’est-a-dire
que Kx//y + A+ L —(f og)*Az est psef pour un certain Q-fibré ample Az sur Z.

Considérons un point générique z € Z et T C X’ une sous-variété telle que fl|p : T — Y, est
surjective et génériquement finie. Si on peut démontrer que

(1.22) k(T,my (A + L)) >0,

alors on est en bonne position pour construire des éléments non nuls de H*(X', m1(Kx:y + A+ L)).
Pour ceci on compte utiliser la trivialité de (i) et la positivité stricte (i7) ainsi qu'une version du
théoreme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi. En combinant avec (1.21), ceci implique alors le Cy, .

11. C’est donc de rang 1 puisque j est la fibration d’litaka relative.
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En conclusion, pour montrer Cy, ,,, le point crucial est de montrer (1.22). Il est important de noter
que la fibre générique de j est de dimension Kodaira 0. Donc si on peut démontrer Cy, , dans le cas
ou k(F') =0, alors (1.22) s’en suit.

1.5.2 Lecas x(F)=0:

D’apreés la discussion précédente, le cas le plus difficile de Cy, 5 est celui ou k(F) = 0. Aprés un
revétement cyclique, on peut supposer que h?(F, Kr) = 1. Alors p,(Kx /y) est muni d’une métrique de
Hodge h. Soit Yj le lieu lisse de la fibration p. Alors h est lisse sur Yy, et d’aprés la théorie de Hodge,
iOn(px(Kx/y)) > 0 sur Yp. Donc le noyau Keri©y (p«(Kx/y)) induit un feuilletage & sur Y1, ot Y}
est un ouvert de Zariski de Yy. A priori, le noyau d’une (1, 1)-forme semipositive est lisse, mais pas
forcément holomorphe. Mais on peut démontrer dans ce cas que % est holomorphe.

Si on peut montrer de plus que F est algébrique, comme O (p+(Kx/y)) est strictement positive
le long des directions normales de .#, on peut probablement démontrer C,,,, par Ohsawa-Takegoshi.
Donc la question principale est de montrer que les feuilles de .# sont algébriques.

Pour étudier les feuilles de Ker iOp, (p, (K x /y)), on peut considérer 'application des périodes

,OZY[)—>D/F.

Il est connu que les fibres de p sont algébriques et contenues dans les feuilles de .#. Mais il semble
difficile de démontrer que la fibre générique de p coincide avec la feuille générique de .% sans supposer
la conjecture de I’abondance pour F' (c’est vrai si F' admet un bon modéle minimal). C’est donc une
question trés intéressante de caractériser les feuilles de .% algébriquement.

Une derniére remarque sur Cp, ,, est que d’aprés [BC18|, si p est génériquement injective, alors ¥
est de log type général. En utilisant Ohsawa-Takegoshi, il est possible de montrer une version de Cy, p,
en remplagant £(X) par k(Kx +p*(Y \ Yy)). Malheureusement, on ne contrdle pas bien le bord Y\ Yp.
C’est une obstruction principale dans cette approche.

1.5.3 La conjecture C,!

C,J,rw est démontré par Kawamata [Kaw85| sous ’hypothése que la fibre générale F' admet un bon
modéle minimal. Sans cette hypothése d’abondance, la conjecture est totalement ouverte méme pour
le cas ot la base est de dimension 1.

Il est tentant d’étudier C’TJ{WL en utilisant la variation des métriques de Kahler-Einstein, une approche
qu’on développe dans un travail en commun avec Henri Guenancia et Mihai Padun [CGP17]. On a étudié
la positivité de p,(mK x /y) en utilisant les métriques de Kéahler-Einstein, qui nous donnent des liens un
peu plus précis entre la positivité de p,(mKx /Y) et la variation birationnelle de la fibration. Mais pour
le moment les techniques dont on dispose nécessitent I’hypothése d’abondance pour la fibre générique
(ceci intervient dans la preuve du fait que la métrique de Kéhler-Einstein est limite des métriques de
Bergman itérées).



Chapitre 2

Variétés projectives a fibré anticanonique
nef

Dans cette partie on présente des travaux réalisés en collaboration avec Frédéric Campana, Andreas
Horing et Shin-ichi Matsumura. Ils font I’objet des publications [Caol6, CH19, CCM19].

2.1 Introduction

L’étude des variétés satisfaisant certaines propriétés de courbure est un probléme central en géomé-
trie différentielle, le principe directeur étant qu'une variété est d’autant plus spéciale que sa courbure
est positive. Dans ce registre, on voudrait mentionner les travaux célébres de Siu et Yau, qui montrent
que les seules variétés dont la courbure bisectionnelle est positive sont les espaces projectifs. A la
suite de ces travaux, Mok a obtenu une classification des variétés kihleriennes compactes & courbure
bisectionnelle holomorphe semi-positive. L’étape suivante dans le développement du sujet & été I’étude
des variétés kihleriennes compactes a fibré tangent nef (une notion naturelle en géométrie algébrique),
poursuivie par Campana, Demailly, Peternell et Schneider, cf. [CP91, DPS94]|. Ils aboutissent & 1’énoncé
suivant.

Théoréme 2.1. [DPS94] Soit X une variété kihlérienne compacte telle que Tx est nef, c¢’est-a-dire
que Op(ry)(1) nef. Alors apres un revétement étale fini, lapplication d’Albanese est localement triviale

et sa fibre est Fano. De plus le revétement universel X admet une décomposition

X =C"xY,
ou'Y est une variété (de type) de Fano.

Ce théoréme montre que la classe des variétés dont le fibré tangent Tx est nef se décompose essentiel-
lement en deux parties : tores et variétés de Fano. Dans [CP91]| les auteurs ont conjecturé que la partie
“Fano” est homogéne.

On s’intéresse ici a une classe de variétés encore plus générale, & savoir les variétés dont le fibré
anticanonique —Kx := detTx est nef!. Par exemple, les variétés de type Calabi-Yau, hyperkihler
apartiennent & cette classe, sans que leur tangent soit nef. Un autre exemple est I’éclatement de P? en
9 points génériques. On obtient une variété rationnellement connexe X dont le fibré anticanonique est
nef et la dimension numérique nd(—Kx) est égale a 1 cf. [DPS96].

Il y a une caractérisation en terme de géométrie différentielle de cette classe. En utilisant I’équation
de Monge-Ampeére, la condition —Kx nef revient a dire que pour toute classe kihlérienne {w} fixée,
pour tout € > 0, il existe une métrique kithlérienne lisse we € {w} telle que Ric(we) > — e w.

Il est important de remarquer que la condition — K x nef n’implique pas que —K x soit semi-ample,
comme ’exemple de Serre suivant le montre.

1. Notons que T'x nef implique —Kx nef

27
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Exemple 2.1. [DPS94] Soient T une courbe elliptique et V' ’extension non-triviale de
00— O0Or —-V — Or — 0.

Alors —Kp(y) est nef, mais pas semi-positif, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de métrique lisse h sur
—Kpvy telle que i©p,(—Kpgyy) > 0.

Concernant la structure des variétés dont le fibré anticanonique est nef on a la conjecture suivante,
proposée par Demailly-Peternell-Schneider :

Conjecture 2.2 (|[DPS93|). Soit X une variété kahlérienne compacte avec —Kx nef. Alors 'applica-
tion d’Albanese p est localement triviale, c’est-a-dire que pour tout petit ouvert U C X, p Y (U)~UxF,
ot F' est la fibre générique de p. De plus, le revétement universel X admet une décomposition

)?:C”XHYQXZ,

ot les facteurs Y; sont des variétés de type Calabi- Yau ou hyperkdhler irréductible, et Z est une variété
rationnellement conneze.

Citons maintenant quelques résultats remarquables dans cette direction.

1. Dans [DPS96, CDP14] cette conjecture a été démontrée sous ’hypothése que —Kx est semipo-
sitif. Cela revient a dire qu’il existe une métrique lisse h telle que iO,(—Kx) > 0. En utilisant
I’équation de Monge-Ampére, la condition —Kx semipositif revient & dire qu’il existe une mé-
trique kdhlérienne lisse wy telle que Ric(wx) > 0. La preuve de [DPS96, CDP14| repose sur le
théoréme de décomposition de de Rham de (X,wx) et le principle d’holonomie généralisé.

2. Lorsque X est projective avec —Kx nef, [Zha96, Deb01, Zha05| démontrent que I’application
d’Albanese est surjective. Sous les mémes hypothéses, [LTZZ10| démontre que I’application d’Al-
banese est semistable. Un outil important dans leur preuve est la positivité des images directes
(i.e. les résultats Viehweg qu’on a discutés au chapitre 1).

3. Dans un travail plus récent, [Paul7| démontre la surjectivité d’application d’Albanese pour les
variétés kahlériennes compactes, dont la preuve repose sur une version transcendante de la posi-
tivité des images directes cf. section 2.4.

4. [PS98, BP04] confirme la conjecture pour les variétés projectives de dimension < 3. Dans un
travail en commun avec Horing [CH17| 2, on a confirmé la conjecture pour les variétés kihlériennes
compactes de dimension < 3.

Dans les travaux [Caol6, CH19| nous obtenons une confirmation de la conjecture 2.2 pour les
variétés projectives :

Théoréme 2.3. [Caol6, CH19] La conjecture 2.2 est vraie si X est projective.

Dans un travail récent en collaboration avec F. Campana et S.-I. Matsumura, on a généralisé notre
résultat [CH19] dans le cas des paires klt, et on renvoie & [CCM19| pour des détails.

Le but de ce chapitre est d’expliquer nos arguments pour la preuve de la conjecture 2.2. Dans
la section 2.2, on rappelle 'idée de Zhang pour démontrer la surjectivité de I'application d’Albanese
[Zha05|. Puis on discute certains résutats obtenus par cette méthode. Dans la section 2.3 on montre
qu’une fibration p : X — Y est localement triviale dés que —Kx/y est nef : c’est une étape décisive
vers la conjecture 2.2. Ceci implique que 'application d’Albanese est localement triviale, cf. 2.3. Pour
finir, dans la section 2.4 on évoque quelques pistes qu’on envisage pour traiter la version kiéhlérienne
de ces résultats.

2. C’est un travail effectué pendant la thése.
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2.2 Surjectivité de ’application d’Albanese et la méthode de Zhang

On rappelle ici 'argument de Zhang [Zha05| pour montrer la surjectivité de 'application d’Alba-
nese. Cet argument simple et élégant se trouve a 'origine de beaucoup de résultats sur ce sujet.

Théoréme 2.4. [Zha05] Soit X une variété projective lisse avec —Kx nef. Alors lapplication d’Alba-
nese p: X — Alb(X) est surjective.

La preuve repose sur la positivité des images directes. On définit Y := p(X) l'image de p et on
suppose pour simplifier que Y est lisse. On fixe un fibré ample Ax sur X. Pour tout m € N, on a

—mp*Ky + Ax = mKX/y + (—mKX + Ax)

Comme —Kx nef, —mKx + Ax est ample. En prenant L = —mKyx + Ax dans le théoréme 1.8, on
obtient que —mp*Ky + Ax est psef. Donc —p*Ky + %AX est psef. Lorsque m — 400, on déduit que
— Ky est psef. Comme Y est une sous-variété de Alb(X), ceci implique que Y = Alb(X). Donc p est
surjective.

La preuve de ce théoréme dépend de I'existence du fibré ample Ax. Pour montrer la surjectivité
de T'application d’Albanese dans le cas Kéhler, [Paul7| a obtenu une version “transcendante” de la
positivité de I'image direct en remplacant Ax par une classe de kdhler. On renvoie & la section 2.4
pour une discussion plus détaillée.

Le résultat suivant, toujours di a Zhang [Zha05|, est crucial dans la démonstration du théoréme
de décomposition 2.3.

Théoréme 2.5. [Zha05] Soit X une variété projective avec —Kx nef. Soit p : X --» 'Y la fibration
rationnellement connexe mazimale (M RC' en abrégé) et Y est projective lisse. Alors Y est birationnel-
lement équivalente & une variété de type Calabi-Yau, c’est-a-dire que

k(Y)=nd(Y) =0,

ot k est la dimension Kodaira et nd est la dimension numérique. De plus, soit I' — X une désingula-
risation de p :

et soit s € HO(Y,mKy) une section non-nulle pour un m € N. Alors o* Div(s) est m-contractile.

Idée de la preuve. Comme p est MRC, Y n’est pas uniréglée. D’aprés [BDPP13], Ky est psef. D’autre
part, en utilisant le méme argument du théoréme 2.4, —p* Ky est psef modulo un diviseur contenu
dans le lieu p- exceptionnel. En appliquant la décomposition de Zariski divisorielle & Ky [Bou04], on
obtient que k(YY) =nd(Y) = 0 et ¢* Div(s) est m-exceptionnel. O

Il est important de se demander si on peut généraliser ce résultat dans le contexte kihlérien, voir la
section 2.4 pour quelques réflexions dans ce sens.

Le point clé dans la preuve de ces deux résultats est la positivité de mKxy +L, i.e. le théoréme 1.8.
En utilisant la positivité de p,(mKx Y + L), on présente maintenant quelques résultats qui peuvent
paraitre surprenants a premiére vue.

Lemme 2.6. [Caol6] Soit p: X — Y une fibration entre deur variétés projectives avec —Kxy nef.
Soit L un fibré en droites psef sur X, et on suppose que L est p-gros. Alors p.(L) est presque positif
au sens de la définition 1.5. En particulier, det p,(L) est psef.
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Esquisse de la preuve. Pour tout m € N, on a p,(L) = ps(mKx/;y — mKx,y + L). L’idée est que,
comme —mKx,y est nef, si on prend m > 1, on peut diminuer la singularité de %L et on obtient
alors la positivité de p«(mKx/y — mKx,y + L) d’aprés le théoréme 1.8.

Plus précisément, il existe une métrique singuliére hy, sur L telle que iOp, (L) > 0 car L est psef.
En utilisant le fait que —K Xx/y est nef et que L est p-gros, pour tout € > 0 petit, on peut construire
une métrique he sur —mKy,y + L, telle que

iOn., (—mKx/y + L) > —ep wy,

et he ~ hr, c’est-a-dire que les singularités de he coincident avec celles de hr. En particulier %,_,,
est trivial pour m > 1. En appliquant le théoréme 1.8, il existe une métrique he sur p.(mKx/y —
mKx,y + L) telle que

(p+(mKx/y —mKx)y + L), he) = —ewy @1d.

Donc pi(L) = p«(mKx/y —mKxy + L) est presque positive. O

Remarque 2.7. L’argument utilisé dans la preuve de ce lemme peut étre utilisé afin d’obtenir une
version un peu plus générale : si L un fibré en droite p-gros tel qu’il existe une métrique hy qui vérifie
l'inégalité

1Oy, (L) > p*b,

pour une (1,1)-forme fermé 0, alors det p,(L) — r0 est psef, ot r = rangp,(L).

Rappelons que d’aprés le théoréme 1.13, mKx/y + L est plus grand que € p* det p,(mKx/y + L)
pour un certain € > 0. En combinant avec 'argument de Zhang, on peut déterminer la constante
optimale € dans le cas —Kx/y nef :

Lemme 2.8. [Caol6] Soitp : X — Y une fibration entre deux variétés projectives telle que —K x/y soit
nef. Soit L un fibré psef et p-gros sur X. Alors le Q-fibré L — %p* det py(L) est psef, ot r = rangp,(L).

Esquisse de la preuve. On explique ici briévement I'idée de la preuve, et on renvoie & [Caol6] pour une
preuve compléte.

On utilise encore une fois la décomposition L = mKy,y — mKx/y + L. D’apres le théoreme 1.13,
il existe un €,, > 0 telle que

L —emp detpo(L) = mKxy —mKx)y + L — e p*det po(mKxy —mKx/y + L)

est psef. Comme on a vu dans le théoréme 1.13, la constante €, est liée a mq, i.e. une constante pour
que —— Div(s,,) est klt, otl s,,, est une section sur X" 3 liée au morphisme
m1 )

detp*(me/y — me/y + L) — ®T detp*(mKX/y — me/y + L)

L’observation cruciale est que la section s, ne dépend pas de m dans les hypothéses du lemme. En
particulier, m; ne dépend pas de m. En utilisant cette observation et 'argument du théoréme 1.13, on
peut démontrer alors que

1
(2.1) Hm ep = —.

m——+00 r

On renvoie a [Caol6| pour une preuve détaillée de (2.1). En prenant m — oo, (2.1) et le fait L —
€m p* det p, (L) psef impliquent le lemme. O

On va voir que dans la section suivante que I'hypothése —Kx/y nef implique en fait que p est
localement triviale ; dans cette perspective, les deux lemmes précédents deviennent moins mystérieuses.

3. D’aprés [LTZZ10], p est plat et les fibres sont réduites. Donc X" est lisse en codimension 1.
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2.3 Structure des morphismes a fibré anticanonique relatif nef et un
théoréme de décomposition

On explique ici I'idée de la preuve du théoréme suivant, qui implique que I'application d’Albanese
est localement triviale.

Théoréme 2.9. [Caol6, CH19] Soit p : X — Y wune fibration entre deux variétés projectives lisses
avec —Kx/y nef. Alors p est localement triviale. De plus, on a la décomposition

(2.2) X ~Y xF,

ot Y =Y le revétement universel de Y, X=X Xy Y et F la fibre générique de p.
En particulier, si —Kx est nef, alors son application d’Albanese est localement triviale.

Remarque 2.10. D’aprés la preuve, on peut montrer que p induit un morphisme w1 (Y) — Aut(F),
et (2.2) vient de cette représentation.

La preuve de ce résultat est inspiré par la preuve du théoréme 2.1 [DPS94|. En fait, si T'x est nef,
[DPS94| démontrent d’abord que la fibre générique de ’application d’Albanese p : X — Alb(X) est une
variété de Fano. Toujours dans loc. cit. on démontre que p,(—mK X/y) est numériquement plat pour
tout m € N4 Le fait que p,(—mKx /y) soit plat combiné avec I'amplitude relative de —K y/y montre
que p est localement triviale, puisqu’on a suffisamment de sections p,(—mK X/y)y afin de définir la
fibre X, lorsque m > 1.

Dans le cadre du théoréme 2.9, nous montrons également que m,(—mKyx,y) est numériquement
plat. Notons cependant une différence par rapport au cas précédent : le fibré anticanonique —Kp =
(=Kx/y)|r delafibre générique I est nef, mais pas forcément ample. Donc le systéme @p_ops«(—mKx/y )y
ne suffit pas a caractériser la fibre X,. La nouvelle idée clé dans la démonstration est de fabriquer un
fibré en droites L tel que L est relativement ample et p,(mL) est numériquement plat pour tout m € N.
Si on peut construire ce type de fibré, par le méme argument au [DPS94, CH17|[Caol6, prop 2.8], p
est localement triviale. On explique maintenant la construction de ce fibré, dont la preuve repose sur
les deux lemmes dans la section précédente.

Preuve du théoréeme 2.9. On fixe un fibré ample A sur X et on pose
1 *
L:=A— —p~detp.(A),
r

qui est un Q-fibré en droite. Donc L est relativement ample, mais pas positif sur X en général. Mais
d’aprés le lemme 2.8 et 2.6, L est psef et p,(mL) est presque positive pour tout m € N*.

On vérifie que ¢1(ps(mL)) = 0 pour tout m € N. Comme p,(mL) est presque positive, det p,(mL)
est psef. On prend 6,, > 0 un (1, 1)-courant positif dans la classe de c;(px(mL)). Ensuite le lemme 2.8
montre que mL — % det po(mL) est psef, ou ry,, = rangp,(mL). Il existe donc une métrique h sur L
telle que

P O,

iOn(L) >

mnrm

En appliquant le lemme 2.6 et la remarque 2.7, on sait que

detp*(L) - d

P Om

Mrm

est psef. Mais d’aprés la construction ¢;(p«(L)) = 0. Donc 6,, = 0 et c;(det p,(mL)) = 0. On en déduit
que py(mL) est numériquement plat d’apres le théoréme 1.6. Comme L est relativement ample, le fait
que p,(mL) soit plat implique le théoréme 2.9 cf. [Caol6, Prop 2.8|. O

4. On dit qu’un fibré vectoriel E est numériquement plat si E est nef et ¢;(E) = 0. D’aprés [DPS94, Sim92], un fibré
numériquement plat est un systéme local.
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Dans la reste de cette section, on explique la preuve de la théoréme décomposition 2.3 et on renvoie
a [CCM19| pour une généralisation au cas des paires klt.

Esquisse la preuve du théoréme 2.3. On note d’abord que, pour démontrer le théoréme 2.3, il suffit
de traiter le cas m(X) = 1. En fait, si X n’est pas simplement connexe, on considére P'application
d’Albanese p : X — Alb(X). Aprés un revétement étale fini, [Pau97| a démontré que la fibre générique
F' est simplement connexe. D’apreés le théoréme 2.9, on a

)~(:F><(C",

et il suffit d’étudier la structure de F', qui est simplement connexe avec —Kr nef. L’avantage de cette
simplification est que, si X est simplement connexe, alors les fibrés numériquement plats sur X sont
les fibrés triviaux, ce qui simplifie ’argument.

Puis, le théoréme 2.5 de Zhang indique que I'application ¢ : I' — Y n’est pas trés loin du cadre
de la section 2 : il existe une diviseur m-exceptionnel F, tell que —Kt,y + E soit nef. En combinant
avec I'hypothése que 71(X) = 1, on peut obtenir une version birationnelle du théoréme 2.9 : T" est
birationnelle au produit direct Y x F ot F' est la fibre générique de . En analysant le lieu exceptionnel
de ce morphisme birationnel, on peut obtenir une décomposition du fibré tangent de X en dehors d’une
sous-variété de codimension au moins 2 :

(2.3) (Vi e W) =Tx,

ot V1 correspond a Ty p/y, Va correspond & Ty, p/p et codimy (X \ Xo) > 2.

Notons que Vi et Vs sont des feuilletages algébriques; de plus, la feuille générique de Vi coincide
avec la fibre générique de ¢. Comme codimx (X \ Xo) > 2, (2.3) admet un prolongement & X et on a
un isomorphisme

VieVy,~Tx.

En particulier V; et V5 sont localement libres. En utilisant [Hor07, Cor.2.11|, il existe une fibration
lisse X — Y telle que T'x/y = V1. Comme Tx = V1 @ V3, le théoreme classique de Ehresmann implique
le revétement universel de X est un produit. Comme 7 (X) = 1, alors X = F x Y et le théoréme est
démontré. O

Ce résultat montre que I'étude des variétés a fibré anticanonique nef est réduite a celles qui sont
rationnellement connexes. Il n’y a pas beaucoup de résultats sur ce sujet pour le moment, mais voit
en revanche ci-dessous quelques questions fondamentales. On revoie a [BP04] pour des résultats dans
le cas dim X = 3.

Question 2.11. Si la dimension est fizée, est-ce qu’il y a un nombre fini des variétés lisses ration-
nellement connezxes a fibré anticanonique nef a déformation prés ¢ C’est vrai pour les variétés lisses de
(type de) Fano, dont la preuve repose sur l’amplitude du fibré anticanonique.

Une autre question est de demander si le fibré anticanonique est Q-effectif.

2.4 Quelques remarques

2.4.1 Le théoréme de décomposition dans le cas kihlérien
On discute ici deux approches pour I’étude de la conjecture 2.2 dans le cas kéhlérien.

Soit X une variété kdhlérienne compacte avec —Kx nef. [Paul7] a démontré la surjectivité de
P’application d’Albanese via cette version “transcendante” du théoréme 1.8 :

Théoréme 2.12. [Paul7] Soit p : X — Y wune fibration entre deux variétés kihlériennes et B €
H''(X,R) une classe transcendante semipositive. Si la classe (c1(Kx/y)+{B})|x, est kihlérienne sur
la fibre générique X, alors c1(Kx/y) + {B} est psef sur X.
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En utilisant ce théoréme, [Paul7| démontre la surjectivité de I'application d’Albanese dans le cas
Kéhler comme suit. Soit p : X — Alb(X) I'application d’Albanese et soit Y 'image de p. On fixe wx
une classe Kahler. Pour tout € > 0, on a

—p*Ky +ewx = Kx)y — Kx + ewx.

Comme —Kyx + ewx est Kéhler, d’aprés le théoréme 2.12, —p*Ky + ewx est psef. En faisant € — 0,
— Ky est psef. Comme Y est une sous-variété de Alb(X), ceci implique que Y = Alb(X). Donc p est
surjective.

Il serait donc trés intéressant de généraliser le théoréme 2.9 au cas kéhlérien en combinant [Paul7|
avec 'argument dans la preuve du théoréme 2.9. Notons que dans la preuve du théoréme 2.9, on a
construit un fibré psef L qui est p-ample et p,(mL) est numériquement plat pour tout m. En utilisant
la connexion plate sur p,(mL), on peut identifier les fibres de p. Donc p est localement triviale. Dans
le cas non projectif, une approche possible est de construire une classe psef a qui est relativement
Kahler et est plate dans la direction horizontale dans un certain sens. Puis, en suivant ’argument
de [Guel6, CGP17], il est probablement possible de démontrer le fait que p est triviale en utilisant
le feuilletage induit par Ker a. Une généralisation du théoréme 2.12 au cas 8 psef est probablement
nécessaire dans cette approche, cf. [Guel6| pour des résultats dans cette direction.

Une autre approche serait d’étudier la fibration MRC de X. Soit X --» Y une fibration MRC.
Comme dans le cas projectif, on sait que Y est non uniréglée par Graber-Harris-Starr cf. [CH15,
Remark 6.10]. La difficulté principale est de démontrer que cette propriété de Y implique la pseudo-
effectivité de Ky . Si Y est projective, c’est une conséquence de [BDPP13]. Dans le cas kéhler, ceci est
connu seulement pour dimY < 3.

Si on peut montrer que Ky est psef, il est fort probable quun puisse démontrer la conjecture 2.2
par 'argument suivant. En utilisant le théoréme 2.12, on peut montrer que —Ky est psef modulo un
lieu exceptionnel. En combinant avec le fait que Ky est psef, on obtient que

Maintenant la situation est trés similaire au cas projectif : —Kx/y est nef modulo un lieu exceptionnel.
D’ailleurs, la fibration MRC est localement projective. On a alors une bonne chance de montrer la
trivialité de la fibration en utilisant I’argument dans la section 2.3.

2.4.2 La structure des feuilletages holomorphes a fibré anticanonique nef

Soit X une variété projective et % un feuilletage holomorphe sur X. Une question naturelle est
d’étudier la structure de .# si ¢1(T'#) est nef. Ceci peut considérer comme une généralisation naturelle
du théoreme 2.9. En fait, pour une fibration p : X — Y, le fibré¢ tangent relatif T y définit un
feuilletage naturel .Z et

ca(Tg) = a(Tx/y) + Z(ai - D[Ei],

ou E; correspondent aux diviseurs non-réduits de la fibration et a; est le multiplicité. Si —Kx/y est
nef, [LTZZ10] montre que p est plat et les fibres de p sont réduites. Donc ¢1(T'#) = c1(T'x/y) est nef.

On renvoie aux articles [Drul7, Drul9] pour des résultats sur la structure des feuilletages a fibré
anticanonique nef. En particulier, si ¢1(T'#) est semipositive, [Drul9] démontre qu’il existe un mor-
phisme lisse ¢ : X — Y et un feuilletage & sur Y tels que .F = ¢o*& et Ks = 0. Dans cette perspective,
il sera trés intéressant de savoir si son résultat reste vrai si ¢;(T'#) est nef.
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Chapitre 3

Théoréme d’Ohsawa-Takegoshi et
applications

Cette partie contient des travaux réalisés en collaboration avec Jean-Pierre Demailly, Andreas
Horing et Shin-Ichi Matsumura. Ils font I'objet des publications [Caol7, CDM17, CH15|.

3.1 Introduction

On présente dans ce chapitre un autre outil analytique puissant, indispensable dans la solution de
beaucoup de problémes en géométrie complexe : le théoréme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi.

L’origine du sujet est le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 (Extension d’Ohsawa-Takegoshi). [OT87, Ohs88] Soit Q@ un domaine pseudoconvexe
borné dans C" et ¢ une fonction psh sur . Soit H un sous-espace affine de C" ; on note Q1 = QN H.
Alors pour toute fonction holomorphes f sur 1, il existe une fonction holomorphe F sur ) telle que

F’Ql = f, et
/ FPe < C(Q, H) / FPe,
Q Q1

ot la constante C(Q2, H) ne dépend que du domaine Q et du sous-espace H.

Ce résultat a été généralisé par beaucoup d’auteurs dans des contextes différents [Man93, Dem00,
Siu04, Ber06, Chell, Blo13, GZ15, BL16|. La version qui nous intéresse ici est la suivante.

Théoréme 3.2. [Man93] Soit X une variété projective lisse, et Y C X une hypersurface lisse. Soit L
un fibré en droites sur X muni d’une métrique hr,. Soit hy une métrique lisse sur le fibré Ox(Y). On
suppose que

(3.1) On,(L)>0 et O, (L) >0, (V)

pour une certaine constante § > 0. Considérons une section tautologique sy € HO(X,Ox(Y))! telle
que |5Y|%Y < e7s. Etant donnée une section holomrphe u € HY(Y,Kx + Y + L), il existe U €
HY(X,Kx +Y + L) telle que Uly = u Adsy et

32) [ 0B, a <G [ 1k,
X Y

ot Cy est une constante explicite, qui dépend de § seulement.
En particulier, si la restriction . (hy) — #(hr|y) est bien définie?, alors la restriction

(3.3) HX,0x(Kx +Y +L)® .#(h)) = H'(Y, 0y (Kx +Y + L) ® .#(hz))

1. C’est-a-dire que Div(sy) =Y.
2. D’aprés lextension d’Ohsawa-Takegoshi théoréme 3.1 on a .#(hr|y) C & (hr)|y. L’hypothése .#(hr) — Z(he|y)
implique alors que . (hr)|y = Z(hrly).
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est surjective.

Il est important de noter qu’il n’est pas necessaire de supposer que le courant de courbure est
supérieur a une métrique kdhlérienne dans I’énoncé précédent. La condition Oy, (L) > 6Oy, signifie
que L est plus positif que le fibré normal de Y. On a déja vu dans les chapitres précédents qu’on
s’intéresse & des variétés dont les représentants positifs de la classe de Chern du fibré canonique ou
anticanonique sont singuliers. Les conditions de courbure (3.1) sont trés flexibles, et nous permettent
d’étudier ce type de variétés. Un autre intérét du théoréme 3.2 réside dans le fait que Cy ne dépend
pas de la métrique du fibré hr. Ceci est crucial pour applications en géométrie complexe.

Citons quelques résultats notables dont la preuve utilise le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi de ma-
niére essentielle.

1. Siu [Siu04] a utilisé le théoréme 3.2 afin de montrer la conjecture de l'invariance des plurigenres
dans le cas projectif : soit p : X — A une famille des variétés projectives lisses au-dessus d’un
disque A dans C, alors les plurigenres h®(X;, mKy,) des fibres sont indépendants par rapport
at € A pour tout m € N. Ce résultat est généralisé et énormément simplifié dans [Pau07]. Un
point crucial dans la preuve est le fait que Cs dans (3.2) est uniforme.

2. La méthode de [Siu04, Pau07| a des conséquences importantes en géométrie birationnelle cf. par
exemple [BCHM10, DHP13].

3. Le théoréme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi établit un lien entre les noyaux de Bergman des
sous-variétés et ceux de la variété ambiante grace a la propriété extrémale des noyaux de Bergman.
En fait, si on regarde seulement le cas ou la sous-variété est un point z € X, le théoréme 3.1 est
déja une étape essentielle dans la preuve du théoréme de régularisation des courants cf. [Dem92].

4. Dans la preuve de la positivité de 'image directe (Théoréme 1.8 [BP08, PT18|), le théoréme 3.2
est cruciale pour montrer que le poids de la métrique canonique de type noyau de Bergman est
borné supérieurement.

5. En utilisant le théoréme 3.1, Zhou et Guan [GZ15a] démontrent que .#(p) = . ((1 + €)p) pour
tout € > 0 assez petit, ol ¢ est une fonction psh. C’est une propriété fondamentale des fonctions
psh.

Le but de ce chapitre est de présenter quelques développements récents autour du théoréme
d’Ohsawa-Takegoshi ainsi que ses applications en géométrie complexe. Dans la section 3.2 nous al-
lons discuter une généralisation du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi dans le contexte ou la sous-variété
Y est singuliére. La motivation principale de ce travail est la conjecture d’abondance. Dans la section
3.3, on va montrer I’equivalence entre le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi et les résultats de positivité
pour les images directes. Ensuite on généralise ces résultats dans le contexte kihlérien en autorisant
des singularités dans la métrique de L. En particulier, nous obtenons un théoréme de positivité pour
les fibrés canoniques relatifs des espaces fibrés kiahlériens. Dans la section 3.4, nous allons présenter des
résultats concernant le programme des modéles minimaux en version kdhlérienne.

3.2 Un théoréme d’extension pour les sous-variété singuliéres

3.2.1 Motivation et théoréme principal

La motivation principale de la généralisation du théoréme 3.2 qu’on traite dans cette section est la
conjecture d’abondance, dont voici ’énoncé.

Conjecture 3.3 (Conjecture d’abondance). Soit (X, A) une paire kit. Si Kx + A est psef, alors (X, A)
admet un bon modeéle minimal, i.e., aprés une opération birationnelle, Kx + A est semiample.

Afin de se rendre compte des implications qu’aurait cette conjecture, on considére la fibration d’Ii-
taka p : X --» Proj (EBmZOHO(X, mKX)) L’image de cette application est une variété de log-type
général, et pour ces variétés beaucoup de questions de géométrie birationnelle ont déja été résolues. Si
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la conjecture d’abondance se confirme, cela implique que la fibre générique de p est birationnellement
équivalente a une variété de type Calabi-Yau (dans le sens ¢; = 0). Autrement dit, les variétés projec-
tives & canonique psef sont “construites” a partir des deux modéles : Calabi-Yau et log type général.
La conjecture d’abondance est démontrée pour dim X < 3, mais complétement ouverte en dimension
supérieure. Un angle d’attaque pour ce probléme serait de résoudre les deux questions suivantes.

Conjecture 3.4. Soit (X, A) une paire klt. St Kx + A est psef, alors k(Kx + A) > 0.

Conjecture 3.5 (Conjecture d’extension DLT). Soient X une variété projective, S =3 S; un diviseur
SNC' et B un diviseur klt sur X tels que le support de S + B est SNC. On suppose que Kx +S + B
est nef et Kx + S + B est Q-équivalent o un diviseur effectif D qui vérifie

(3.4) S C Supp(D) C Supp(S + B).

Alors
HY(X,m(Kx + S+ B)) — H°(S,m(Kx + S+ B))

est surjective pour tout m > 0 suffisamment divisible.

Dans 'article [DHP13] on montre entre autres que les conjectures 3.4 et 3.5 impliquent la conjecture
d’abondance. L’enoncé 3.4 a été vérifié dans le cas ot dim X < 3, mais la preuve (qui repose sur le
théoréeme de Riemann-Roch et annulation de Kawamata-Viehweg) est beaucoup trop spécifique pour
donner des indications sur ce qu’il faut faire en dimension supérieure.

Concernant la conjecture 3.5, le résultat le plus général dont on dispose actuellement est le suivant.

Théoréme 3.6. [DHP13] La conjecture 3.5 est vraie si S est non-singuliére.

Dans la preuve du théoréme 3.6, une observation cruciale est que la condition (3.4) est similaire a
la condition de courbure (3.1) dans l'extension d’Oshawa-Takegoshi. L’outil principal dans la preuve
est une version du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi et la méthode dans la preuve de l'invariance des
plurigenres, cf. [Siu04, Pau07|. Les estimées L? dans le théoréme 3.2 expliquent la raison pourquoi on
doit supposer que S est non-singuliére dans 3.6. On espére qu’une généralisation adéquate du théoréme
3.2 dans le cas ou Y est SNC va résoudre la conjecture 3.5.

Dans cette direction, Demailly obtient un théoréme qui permet ’extension des sections holomorphes
définies sur des sous-espaces de X dont les singularités sont arbitraires, mais qui malheureusement ne
précise pas la norme L? de I'extension cf. [Dem15].

Le résultat principal de [Deml5| a été généralisé dans [CDM17] sous une hypothése de courbure
optimale, comme suit.

Théoréme 3.7 (|[CDM17]). Soient X wune variété kahlérienne holomorphiquement conveze, ¢ une
fonction quasi-psh sur X a singularités analytiques, et F' un fibré en droites munie d’une métrique h.
Sl existe une fonction continue positive § > 0 sur X telle que
iOh(F)+ (1+ad)ddp >0  pour tout « € [0,1].
Alors la restriction
HY(X,0x(Kx + F)® .#(h1)) = HY(X,Ox(Kx + F)® Z(hr)/F (hre™?))
est surjective.

Afin de comprendre le lien avec le théoréme 3.2, on note d’abord que le théoréme 3.7 implique
I’énoncé suivant.
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Corollaire 3.8. [CDM17] Soient X une variété kihlérienne compacte, Y C X un diviseur SNC, et L
un fibré en droites sur X. On fivze une métrique lisse hy sur Ox(Y). S’il existe une métrique hy, sur
L telle que

(3.5) On(L)>0 et O >0, (V)
pour une certaine constante § > 0, alors la restriction

(3.6) HX,0x(Kx+Y +L)®.7(h) = H'X,Ox(Kx +Y + L) ® Z(h) /. (he” 108157 ")),
est surjective.

Proof. On définit ¢ = log |5y|%y, F =Y + L et hp = hy - hy dans le théoréme 3.7. La relation (3.5)
implique _
O, (F)+1i00y =10y, +[Y] >0,
et B
Onp(F) 4+ (14 0)i00¢ = iOp, + (1 +6)[sy] — 61O, (Y) > 0.
Donc i©,(F) 4+ (1 4+ ad)dd“yp > 0 pour tout o € [0,1]. On obtient alors le corollaire en utilisant le
théoréme 3.7. t

On remarque que si Y est lisse et hy, est non-singuliére dans le corollaire 3.8, alors on a
HYX,Ox(Kx +Y + L)® Ox /5 (e 815 *)) = HO(Y, 0y (Kx + Y + L)),

et on retrouve (3.3) dans le théoréme 3.2. Mais compte tenu de la méthode de démonstration que nous
employons, il semble impossible d’obtenir une estimée de la norme L? de I’extension analogue & (3.2).

On esquisse la preuve du corollaire 3.8 sous I’hypothése que hj, est lisse. La preuve du théoréme
3.7 s’obtient en utilisant la méme idée, combinée avec un procédé de régularisation standard.

Proof. Considérons une section f € HY(Y,(Kx +Y + L)|y). En utilisant une partition de 'unité, on
peut déterminer une extension C*° de f : f € C®(X,Kx + Y + L) telle que (3f)]y = 0.

Soit € une fonction plateau telle que § = 1 prés de 0 et 6(x) =0 si 2| > 1. On pose 0, := 9(@)
Soit ¢ > 0 une constante qui dépend de € et qu’on va préciser par la suite. D’aprés estimée L? standard
d’Ohsawa-Takegoshi [Dem10], on peut résoudre

(3.7) (O.f) = Dues + v
telle que

s ueelf, 1 / outly, JRCEiORL ). 060,
x |sy[?log? sy sy 7 Jx |sy|?
ol R est un opérateur d’ordre zéro induit par la forme de courbure de hy. Si (sy = 0) est lisse, le
membre de droite de (3.8) est borné par C- [, |f|2 ot C est une constante uniforme. En prenant € — 0
puis ¢ — 0, on a vy — 0. Donc OGf— U, converge vers une section F' € HO (X,Kx+Y + L) qui étend
f, et (3.8) implique que F vérifie 'estimée L? dans le théoréme 3.2.
Mais dans le cas Y = > Y¥; SNC on observe que le membre de droite de (3.8) converge vers

|/ Ih
Jy T
smguher de Y (les intersections de ses composantes).

Afin de traiter ce probléme, on choisit t = €T pour un certain a > 0. On peut démontrer que

/ (R + 1) (D(0ef). OO Dn _

lsy|?

)

AL s ol s; est la section canonique de Y;. Cette intégrale diverge si f ne s’annule pas sur le lieu

lim¢-
e—0

En particulier (3.8) implique que ve; — 0. En combinant avec (3.7) avec un argument cohomologique,

on peut montrer que (3.6) est surjective. O

Ce procédé montre bien que le terme d’erreur v, s tend vers zéro, mais en méme temps on voit qu’on
perd le controle de la norme L? de ue,t. On ne peut donc pas obtenir I'estimée L? dans le théoréme 3.7.
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3.2.2 Un exemple d’Ohsawa

Comme nous avons indiqué dans la section précédente, 'inconvénient principal du théoréme 3.7
est 'absence d’estimée pour la norme de 'extension. Or la norme de 'extension est un point crucial
dans la preuve du théoréme 3.6 et également dans 'invariance des plurigenres. Afin d’attaquer 3.5, une
approche serait d’obtenir une version effective du théoréme 3.7.

L’exemple d’Ohsawa, ci-dessous montre qu’il n’est méme pas clair & quoi devraient ressembler les
estimées L2.

Exemple 3.1. Soit 2 un voisinage de (0,0) € C2. On pose Y1 := {21 = 0} et Ya := {29 = 0}. Soient
or = log|z1 — 22| une fonction psh sur Q et f une fonction holomorphe sur Y = Y, UYs telle que
flvy = 0 et fly, = z1. Alors il n’existe pas de constante C et de fonction holomorphe F' sur S telles
que Fly = f et

(3.9) / |F|2e%L < c/ |f|2e#L.
Q QNy

Remarque 3.9. On peut facilement construire une version globale de cet exemple en plongeant Q) dans
P? et tensorisant avec un fibré suffisamment ample.

Proof. S’il existe une telle fonction F'; d’aprés (3.9), on a
/ |F[?e™%L < +o0.
Q

En particulier, F' = (21 — 22) - g pour une certaine fonction holomorphe g sur Q2. Comme F|y = f, on
a g(0,22) =0 et g(21,0) = 1. On obtient une contradiction. O

3.3 Extension optimale et positivité des images directes

Dans la suite nous avons deux objectifs. D’abord on veut expliquer les connexions entre la version
optimale du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi et la positivité des images directes. Ensuite on présente une
version optimale kithlérienne du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi et ses conséquences en suivant [Caol7].

Soit p : X — Apg une famille projective au-dessus du disque Agr de rayon R dans C. On suppose
que Xo := p~!(0) est non singuliére. Soit (L, k) un fibré en droites muni d’une métrique h telle que
i©p,(L) > 0. D’aprés le théoréme 3.2, pour tout u € H°(Xg, Kx, + L), il existe U € H(X,Kx + L)

telle que Ulx, = u Adp et
Jwi<ow [ wi,

ot la constante C'(R) dépend seulement du rayon R.
Dans les travaux [Blo13, GZ15a], les auteurs ont démontré qu’'on peut prendre C(R) = 7R? : c’est
un résultat remarquable.

Théoréme 3.10. [Blo13, GZ15a][Extension d’Ohsawa-Takegoshi optimale] Dans le contexte ci-dessus,
on peut trowver U € H*(X, Kx + L) telle que Ulx, = u Adp et

/Wmism#/ ul?,
X Xo

L’exemple suivant montre que cette constante est optimale3. On prend X = Ap et L le fibré trivial.
D’apres I'inégalité de la moyenne, on a toujours

/ FP* > 7R |F12(0)

AR

3. Si on regarde exclusivement la preuve du théoréme précédent, il n’est pas claire du tout qu’on peux pas améliorer
la “constant optimale”...
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pour toutes les fonctions holomorphes F'.

Les arguments de [Blol3, GZ15a| reposent sur une version améliorée de ceux dus a Ohsawa-
Takegoshi, en choisissant certains parameétres qui interviennent dans la preuve de maniére optimale.
On renvoie a [Blo13, GZ15a| pour la preuve compléte et des applications en analyse complexe (la
conjecture de Suita).

Nous allons expliquer dans la suite les liens entre le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi optimal 3.10 et
la positivité des images directes 1.8.

On prend z € Xy et e une base locale de Kx/y + L pres de z. Rappelons que le poids de la métrique
du type de Bergman est défini par

).

ol le "sup" est pour tout u € HO(XP(Z),KX/Y + L) telle que [ o |u|?2 = 1. On doit montrer que ¢(2)
p(z

(3.10) ©(z) := sup <log\u(:)

est psh.

D’aprés la construction, il existe ug € HY(Xo, Kx,+L) telle que ¢(z) = log ]”‘)T(m)|2 et on lup| = 1.
Soit A, le disque de rayon r centré en 0 et C), une courbe dans X passant par x telle que p(C,) = A,.
En appliquant le théoréme 3.10 & la fibration p~1(A,) — A,, il existe une U € H(p~1(A,), Kx + L)
qui étend u et # fp_l(Ar) U2 < on lup|2 = 1. D’aprés la définition de ¢(z), on a

1 1
p(z)dp Ndp > —5 / log
mr .

mr2

1 Uz - 1
> — log!LIdeAdp—log 2/ Ul | -
wr C, e wr p_l(Ar)

Le deuxiéme terme du membre de droite est de plus inférieur a log [ Xo lup|2 = 0, d’aprés le choix
“optimal” de U. En combinant ceci avec 'inégalité de Jensen pour le premier terme, on obtient

T

1

) o(z)dp Ndp > ¢(x).

Note que le constant r €]0, R] est arbitraire. Donc ¢ vérifie 'inégalité de la moyenne au point .
Comme x est arbitraire, on déduit que ¢ est psh.

Remarque 3.11. On remarque qu’un argument d’itération (cf. [BP08]) combiné avec la preuve pré-
cédente montrent la positivité de mKx y + L et p.(mKx/y + L) pour m € N* [GZ15a].

Réciproquement, dans un article remarquable de Berndtsson-Lempert [BL16], les auteurs montrent
que la positivité des images directes implique I'extension optimale i.e. le théoréme 3.10. On renvoie &
[BL16], [Paul6| pour une présentation détaillée.

En conclusion, la version optimale de I'extension d’Ohsawa-Takegoshi est en un sens équivalente
a la positivité des images directes. Dans [Caol7|, on a généralisé le théoréme d’extension optimale
dans le contexte kdhlérien, en autorisant des métriques singuliéres. Comme corollaire on obtient des
résultats de positivité du fibré mKyx,y + L dans un contexte kihlérien (voir également & [ZZ18] pour
une approche différente). Nos résultats principaux sont les suivants.

Théoréme 3.12. [Caol7, ZZ18] Soit p : X — Ag une fibration propre d’une variété kihlérienne X
vers le disque A C C centré en 0 et de rayon R. Soit (L,h) un fibré en droites, muni d’une métrique
(éventuellement singuliere) h telle que 1Oy (L) > 0. On suppose que X := p~1(0) est non-singuliére.
Alors pour toute section u € H(Xo, Kx, ® L) il existe une section U € H*(X, Kx ® L) sur X telle
que

Uy, =undp, o / F < R / 2
X Xo
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Corollaire 3.13. [Cao17] Soitp : X — Y wune fibration propre, ot X est une variété kihlérienne. Soit
(L,hr) un fibré en droites sur X tel que iOp, (L) > 0. Supposons qu’il existe un point générique z € Y
et une section u € HO(X,,mKx_ + L) tels que

2
/ |u|;L”L < +o0.
Xz

Alors le fibré mKx y + L admet une métrique h dont le courant de courbure est positif, autrement dit,
mKy,y + L est psef.

La preuve du théoréme 3.12 repose sur deux ingrédients importants : une version d’Ohsawa-
Takegoshi pour les variétés kiahlériennes démontrée par Yi [Yil2] et le théoréme d’extension optimale
de Guan-Zhou [GZ15a|. On renvoie a [Caol7| pour une preuve détaillée. Il est important de noter que
dans le cas projectif cf. théoréme 1.8, h coincide avec la métrique du type de Bergman sur les fibres
lisses ou la restriction de hy, est bien définie. Mais dans le cas Kéahler non projectif, on ne sait pas
montrer ceci. En fait, cette question est équivalente a l'invariance des plurigenres dans le contexte
kéhlérien, qui est une conjecture ouverte pour le moment. On espére que le corollaire 3.13 pourrait étre
utile afin d’établir I'invariance des plurigenres pour les familles kihlériennes.

Pour des applications récentes de nos résultats on renvoie a [DWZZ18, Wan19|.

3.4 Une application au MMP kahlérien

Le dernier sujet qu’on voudrait traiter dans ce mémoire fais I’objet du travail en commun avec A.
Hoéring. Cela concerne 'existence des courbes rationnelles sur les variétés kéhlériennes, cf. [CH15].

Rappelons d’abord un peu 'histoire du programme des modéles minimaux (MMP en abrégé). Au
cours des derniéres années, cette théorie a enregistré des trés beaux progrés, notamment grace aux
travaux de [BCHM10].

Il est donc naturel d’essayer d’élaborer des techniques et des résultats similaires dans le contexte
des variétés kiahlériennes compactes : un tel programme a été lancé par Peternell il y a une vingtaine
d’années. Suite aux travaux récents de Campana, Horing et Peternell [CHP16, HP15, HP16| le MMP
pour les variétés kiahlériennes de dimension 3 & été complété récemment. En s’appuyant sur ces résultats,
Lin [Lin17] a confirmé la conjecture de Kodaira en dimension trois. Autrement dit il a montré que toute
variété kihlérienne compacte de dimension 3 peut étre approximée par des variétés projectives. Notons
que la conjecture de Kodaira n’est pas vraie si dim X > 4 [Voi04].

Dés la dimension > 4, la difficulté principale dans le MMP kéhlérien est l'existence des courbes
rationnelles dans le cas ot le fibré canonique K x est non nef. Les questions a résoudre sont les suivantes.

Conjecture 3.14. Soit X une variété kihlérienne compacte telle que Kx est psef mais pas nef. Alors
il existe une courbe rationnelle C C X telle que Kx - C' < 0.

Conjecture 3.15. Soit X une variété kihlérienne compacte. Alors Kx n’est pas psef si et seulement
st X est uniréglée.

Les deux conjectures sont connues si X est projective. Mais la seule preuve connue actuellement
utilise des arguments en caractéristique p > 0. Il sera donc intéressant & plus d’un titre de résoudre
ces questions. Un résultat important dans cette direction a été obtenu par Brunella :

Théoréme 3.16. [Bru98/ Soit X une variété kihlérienne compacte et soit F — Tx un feuilletage de
rang 1. Si c1(F*) n'est pas psef, alors les feuilles de F sont des courbes rationnelles. En particulier
X est uniréglée.

Comme conséquence, [Bru98| confirme la conjecture 3.15 pour dim X = 3 comme suit. Si X n’est
pas projective, on a HY(X, Q%() # 0. Une section non-nulle induite un morphisme non trivial K )_(1 —Tx
puisque dim X = 3. On obtient alors un feuilletage dans T’x dont le dual est non-psef. Alors le théoréme
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3.16 montre que X est uniréglée. Dans [HP15] on obtient aussi une preuve de la conjecture 3.14 pour
dim X < 3.

En développant des arguments dans [HP15, HP16] nous avons obtenu 1’énoncé suivant

Théoréme 3.17. [CH15] Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n. On suppose que
la conjecture 3.15 est vraie pour les variétés de dimension < n — 1. Si Kx est psef mais pas nef, alors
il existe une courbe rationnelle C C X telle que Kx - C < 0.

Comme la conjecture 3.15 a été résolue pour dim X < 3, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.18. [CH15] Soit X wune variété kihlérienne compacte de dimension < 4. Si le fibre
canonique Kx est psef mais pas nef, alors il existe une courbe rationnelle f : P! — X telle que
Kx - f(PY) < 0.

On pense que ce résultat sera utile pour établir le programme des modéles minimaux pour les variétés
kdhlériennes de dimension 4.

Toujours dans le contexte kidhlérien on a le critére suivant.

Théoréme 3.19. [CT15] Soit X une variété kihlérienne compacte, et soit o une (1,1)-classe réelle
dans X. On suppose que « est une classe nef, non-Kahler et que fX a™ > 0. Alors

E,x(a) = Null(«).

Ici Null(«) est l'union des sous-variétés V telle que fV ad™V =0 et dimV > 0, et le lieu non Kdhler
Enk(a) :=NrEL(T) pour tout courant Kdihler T dans la classe de o, ot EL(T) := UesoEc(T).
En particulier, si a n’est pas dans la classe de Kdhler, il existe une sous-variété V de X telle que

fV adimV =0.

Ce théoréme peut étre considéré comme généralisation du critére de Demailly-Paun sur la caractérisa-
tion du cone Kéhler.

Esquisse la preuve du théoréeme 3.17. On explique 'idée de la preuve pour trouver une courbe ration-
nelle et on renvoie & [CH15| pour la démonstration de 'inégalité Kx - C' < 0.

Comme K x est psef mais pas nef, il existe une classe de Kéahler w telle que o := Kx + w est nef,
gros mais pas Kéhler. D’aprés le théoréme 3.19, on peut trouver une sous-variété V. C X telle que
fV aP =0, ot p=dim V. On pose k la dimension numérique de a|y. Donc k < p et on a

/cl(KX)/\ozk/\wp_k_lz—/w/\ak/\w”_k_1<0.
\% \%

On suppose pour simplifier que V' est lisse; en fait, on peux [CH15, Lemme 6.1]la choisir telle qu’elle
soit un centre log-canonique du paire (X, ca) pour certain ¢ > 0. Dans [CH15, Thm 1.5] nous obtenons
une version transcendante de la formule de sous-adjunction de Kawamata. Ceci montre que

/ cl(Ky) AaP AwP™F 1t < / cl(Kx) AaP AwP™F1 <.
1% 1%

En particulier, le fibré canonique Ky est non-psef. Alors la conjecture 3.15 montre que V' est uniréglée,
d’ot1 'existence des courbes rationnelles dans V' C X. O
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