N

N

Développement et analyse de schémas numériques
préservant les régimes asymptotiques de diffusion
linéaire et non linéaire

Soléne Bulteau

» To cite this version:

Soléne Bulteau. Développement et analyse de schémas numériques préservant les régimes asympto-
tiques de diffusion linéaire et non linéaire. Mathématiques [math]. Université de Nantes, Faculté des
sciences et des techniques, 2019. Francais. NNT: . tel-02354589

HAL Id: tel-02354589
https://theses.hal.science/tel-02354589
Submitted on 7 Nov 2019

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-02354589
https://hal.archives-ouvertes.fr

*
L1

LOIRE SHMATHSIIC UNIVERSITE DE NANTES

THESE DE DOCTORAT

Thése présentée et soutenue a 'TUNIVERSITE DE NANTES, le 1 octobre 2019
Unité de recherche : Laboratoire de Mathématiques Jean Leray (LMJL)

Jury :
Président : M. Mazen SAAD, Professeur, Ecole Centrale de Nantes
Rapporteurs : M. Laurent CHUPIN, Professeur, Université Clermont Auvergne
M. Philippe HELLUY, Professeur, Université de Strasbourg
Examinateurs : M™¢ Marion DARBAS, Maitre de conférences, Université de Picardie Jules Verne, Amiens

M. Samuel KOKH, Chercheur - Ingénieur, CEA, Saclay
Directeurs de thése : M. Christophe BERTHON, Professeur, Université de Nantes
M™¢ Marianne BESSEMOULIN-CHATARD, Chargée de Recherche, Université de Nantes






Remerciements

Ce manuscrit ne peut débuter autrement qu’en remerciant toutes les personnes qui ont
été a mes cotés durant ces trois années.

Les deux premieres personnes que je tiens a remercier sont bien évidemment mes enca-
drants de thése, Christophe Berthon et Marianne Bessemoulin-Chatard. Merci a eux d’avoir
toujours été présents pour répondre a mes questions et de m’avoir initié a la recherche.
Merci de m’avoir aidé et soutenu dans tous ces moments ou je me suis perdue dans des
estimations ou bien ceux ou je me suis retrouvée confrontée a des taux de convergence
affolants. Merci Christophe pour ton coté rassurant avec tes fameux “pas de stress” et pour
toutes tes corrections pertinentes mais parfois difficiles a déchiffrer. Merci Marianne de
m’avoir mis des petits coups de boost aux bons moments, en particulier durant la rédac-
tion. Merci énormément d’avoir été si impliquée durant ces trois ans et d’avoir relu tous
les chapitres de ce manuscrit (plusieurs fois pour certains). Encore merci a vous deux pour
votre bienveillance.

Je tiens aussi a remercier mes rapporteurs, Laurent Chupin et Philippe Helluy d’avoir
accepté de relire ce manuscrit dont certaines parties peuvent s’avérer trés techniques.
Merci pour les corrections que vous y avez apporté ainsi que les nombreuses remarques
que vous avez pu me donner dans vos rapports trés complets. Je remercie également Ma-
rion Darbas d’avoir accepté mon invitation a ma soutenance. Ton exposé au séminaire
d’équipe a propos de I'électroencéphalographie chez le nouveau-né m’a beaucoup plu et
je suis honorée de te compter parmi les membres du jury. Merci a Samuel Kokh, avec qui
jai la chance de continuer en post-doctorat, d’avoir également accepté d’assister a ma sou-
tenance. Enfin, je tiens a remercier Mazen Saad, local du LMJL, d’avoir aussi accepté de
faire partie du jury.

Je remercie maintenant les membres du laboratoire sans lesquels rien ne serait pos-
sible. Merci tout d’abord a Brigitte, qui est 'une des personnes les plus avenantes que
je connaisse. Merci pour ces discussions qui s’entamaient a presque chacun de mes pas-
sages devant ton bureau. Je tiens également a remercier Stéphanie pour son efficacité et
sa gentillesse. Merci en particulier de m’avoir empéché de financer mes vacances avec les
fonds du labo. Merci également a Anais pour son travail et son efficacité remarquable. Je
remercie aussi Annick pour m’avoir ré expliqué la procédure administrative a suivre apres
chacun de mes voyages a I'étranger. Merci également de t'étre occupé de 'organisation de
ma soutenance. Merci aussi a Ana Paula qui a malheureusement quitté le laboratoire du-



rant ma deuxiéme année de these. Je remercie Claude et Anh de prendre soin du CRDM.
Merci a Said et Eric d’avoir répondu présent a chaque probléme réseau dans notre bureau.

Je remercie maintenant quelques membres permanents du laboratoire, dont beaucoup
ont été mes professeurs durant mes études et avec qui j’ai eu 'occasion de travailler, d’en-
seigner ou simplement de discuter. Merci tout d’abord a Anais et Héléne, que je connais
depuis ma L2. Merci d’avoir été de superbes professeures et de m’avoir donné le gotit de
I'analyse numérique. Merci également de m’avoir laissé la parole sur de nombreux points
concernant les différents modules que nous avons enseigné ensemble. Je tiens a remer-
cier chaleureusement Francois Jauberteau qui a également été 'un de mes professeurs et
un collégue pour un module d’analyse numérique. Merci a toi de m’avoir si bien encadré
durant mon TER de M1 et d’avoir été si encourageant durant les deux comités de suivi
de these. Je remercie ensuite Medhi, qui m’a bien aidé pour un algorithme de Newton qui
ne voulait pas converger. Merci également Francoise pour ton cours de M1 et ta conduite
impeccable vers Bordeaux pour la conférence de cloture de ’TANR ACHyLLES. Merci Anne
d’étre la responsable de I'’équipe SPAN ainsi que pour ton super cours de statistiques en
M1 et ton amour pour Mojito. Merci Frédéric Hérau pour ton cours d’analyse complexe,
pour ton obstination a vouloir regonfler mon pneu de vélo ainsi que pour le spectacle
de ton groupe de musique auquel j'ai pu assister. Merci Joe pour ton implication dans la
parité dans le monde de la recherche, c’est tres important. Merci Gilles d’étre le directeur
du laboratoire et de m’avoir conduit a Rennes pour le conseil scientifique du Labex. Merci
Eric pour ta fameuse citation du dernier pot de rentrée “peu ont parlé mais beaucoup ont
soif”. Je ne sais pas si elle est de toi mais japprécie beaucoup. Merci Erwann pour ta bonne
humeur dans les couloirs. Merci Marco et Ingrid pour m’avoir initié au Bridge. Je remercie
également Paolo pour les discussions enrichissantes a propos de la culture italienne. Un
grand merci également a Baptiste, Samuel, Philippe, Laurent Guillopé, Francois Nicoleau,
Sylvain, Benoit, Gueorgui ou encore Nicolas Pétrélis pour m’avoir enseigné tous ces mo-
dules de mathématiques divers et variés durant mes études.

Il est maintenant venu le moment de remercier les doctorants nantais. C’est surtout
grace a eux si 'ambiance est si bonne et je pense sincérement que je n’aurais pas pu trou-
ver meilleur laboratoire a ce niveau. Je vais procéder par ordre chronologique d’arrivée.
Il est donc normal de commencer par Thomas Guyard qui est la depuis plus longtemps
qu’une bonne partie des permanents. Merci a toi pour ta culture et toutes nos discussions
culinaires. Un manuscrit de plus dans lequel tu apparais, un nouveau record ! Merci Si-
mon pour tes si mauvais choix. Merci ensuite a Damien, que je n’ai pas c6toyé pendant
ses années a Nantes mais que jai rencontré au début de ma these lors d'un de ses nom-
breux retours parmi nous. Merci pour les aprés-midi et/ou soirées taroinche ainsi que la
démonstration de fléchettes (méme si Thomas B m’a 'air meilleur) dans un bar un peu
louche. Merci également a Victor Michel-Dansac, mon grand frére de these qui m’a ap-
pris le fonctionnement du monde de la recherche lors de notre voyage a Saint-Valery-sur-
Somme. Merci pour ta gentillesse, ton humour et ta maladresse naturelle. Merci également
d’avoir su répondre a mes nombreuses questions, en particulier sur ce fameux « utilisé au
dénominateur alors qu’il peut étre nul... Merci ensuite a Florian, jeune papa et joueur
de taroinche émérite. Merci pour ta bonne humeur lors des différentes conférences aux-



quelles nous avons participé ensemble. Merci aussi a toi d’avoir répondu a mes questions
sur 'étude de 'asymptotique sans recours a des ¢ (quelle idée!). Merci ensuite a Noémie
pour sa bonne humeur. Je garde un tres bon souvenir de toi malgré que mon vélo ait été
volé durant ta soirée de post-soutenance. Merci Radek pour ta gentillesse. Merci Thomas
Wallez pour ton humour parfois un peu lourd. Mais c’est pour ¢ca qu'on t'aime. Merci a
toi de nous avoir emmené voir un match du HBC Nantes. En revanche, pas merci pour
le rougail dont je n’ai jamais vu la couleur. Merci Sarah d’avoir le courage de le suppor-
ter. Merci Olivier pour tes connaissances administratives. Merci Thomas Beaudouin pour
toutes les soirées que nous avons passé chez Coralie et toi. Merci d’avoir dit aimer mes
gateaux au chocolat vegan avant d’ajouter “je n’aime pas le chocolat”. Jy ai presque cru.
Merci Guillaume pour ton amour des jeux. Merci Victor VDR pour ton humour incompa-
rable. Merci a toi pour ta joie de vivre, ton amour des navets et ton talent pour le palet.
Merci de m’avoir appris comment s’appelle un arbre a kaki. Merci également a Yassin, rare
co-bureau. Je tiens ensuite a remercier Vytauté pour sa gentillesse, méme si j’aurais aimé
la connaitre un peu plus. Merci également a Johan. Tu ne fais pas officiellement partie du
laboratoire Jean Leray mais c’est tout comme. Merci a toi pour la découverte du Chacha et
du fauxmage. Merci pour ta gentillesse méme si tu ne nous as pas invité a ta soutenance (il
parait que c’est la faute a un certain Beaudouin). Merci également pour toutes les soirées
qui se sont terminées chez Mathilde et toi. Un merci ensuite a El Houssaine. Merci a toi
de m’en avoir appris un peu plus sur la culture marocaine, j'espere que le post-doctorat a
Nice se passe pour le mieux. Je remercie ensuite Caroline Vernier que j'admire pour son
intelligence. Merci pour la soirée raclette et la sortie escape game réussie avec Victor VDR
et Benjamin. Félicitations a toi pour ton poste de PRAG, je suis persuadée que tu seras
une professeure incroyable. Merci également a Hala, ma co-bureau de deux ans. Merci a
toi pour tous les moments que nous avons partagé ainsi que de m’avoir fait découvrir la
culture libanaise dont tu es si fiere. Je suis impatiente d’aller te voir a Beyrouth pour assis-
ter a ton mariage. Je tiens ensuite a remercier Matilde pour son année passée avec nous.
Merci pour le fou rire quand tu as invité tout le laboratoire au bar. Jespere qu’un jour je
pourrai déguster ton fameux risotto aux crevettes. Bon courage en Norvege ! Merci ensuite
aux doctorants arrivés la méme année que moi. Merci Emmanuel, bien qu’on ne t’ait vu
que trés peu. Je te souhaite bon courage pour ta soutenance qui se déroulera peu apres la
mienne. Merci ensuite a Carobet, ma complice de toujours. Merci pour I'invitation a venir
boire le café chez toi avec ma meére et ma grand-mere. Merci aussi pour tes visites quoti-
diennes, pas forcément tres studieuses, dans notre bureau. Merci également a toi pour la
journée du voyage a Nantes aprées laquelle je ne sentais plus mes pieds. On a la gagne et
on se comprend. Je remercie également Mathieu de supporter Caro et pour son vin pas
toujours bouchonné. Un merci aussi a Fatima que j’ai pu rencontrer a diverses reprises.
Merci pour ta gentillesse. Merci Zeinab pour ton humour implacable dont je ne sais pas si
tu te rends compte. Merci également a toi pour ta lecture dans le marc de café, jespere
que le gros poisson va bientot arriver ! Merci ensuite a ma super co-bureau Héléne. Merci
pour 'apprentissage des galettes, la découverte de tout un tas de jeux ainsi que toutes
les soirées que nous avons passé ensemble. Une de mes meilleures rencontres méme si
je n’aimerais pas rester coincée sur une ile déserte avec toi. Merci également a Laura qui
est, a ma connaissance bien sfir, la meilleure prof de I'univers. Merci pour l'invitation au
FLIP et de nous avoir proposé de tester tes escape game mathématiques. Merci ensuite



Come pour ta passion des chats et ta théorie sur les shiitakés. Merci également d’étre si
facile a convaincre pour quoi que ce soit (fais attention quand méme). Merci ensuite a
Matthieu, la personne la plus engagée que je connaisse. Merci pour ton humour et ton ac-
cent belge. Merci de comprendre mon amour pour hanabi (méme si je ne suis pas toujours
d’accord avec tes stratégies) et de la taroinche. Merci également a Lisa pour sa gentillesse
et ses anecdotes d’éleves a mourir de rire (je pense notamment aux bagues). Bon courage
a toi a Mayenne. Merci a Cécile pour les différents congrés auxquels nous avons assisté
ensemble. Il faudra qu’on retourne en Espagne pour manger (ou boire?) du gaspacho!
Merci également a Germain que jadore (embéter). Merci a toi pour ce moment hilarant
durant lequel tu as essayé de mentir a Caroline R a propos de la soirée d’Andres. C’était
magique. Merci également pour ton étourderie, dont je me demande jusqu’ou elle peut al-
ler (jespere que tu ne t'occupes pas de mes cadeaux). Merci aussi d’avoir relu la premiere
partie de ce manuscrit, je te rendrai la pareille ! Merci Maha pour ta gentillesse et tous les
gateaux libanais que tu nous rapportes apres chaque vacances. Merci Jean-Michel. Merci
Arthur pour le congres SMAI. Sans plagier Caroline R, ton pas de danse est mémorable.
Je tiens a remercier Mohamad pour sa gentillesse et sa bonne humeur. En revanche la
planéte ne le remercie pas pour la lumiére de son bureau. Merci ensuite a Fakhri pour son
sourire et son amour pour Hala. Merci également a Fabien, jeune doctorant trés travailleur
mais qui sait dire oui aux sorties! Merci a toi pour tes recettes et ton sens de la répartie
pour le moins originaux. En effet, il n’est pas courant d’associer les champignons et les
clémentines et de répondre “a plus” a un “bon appétit”. Merci Ahn de m’avoir fait décou-
vrir la nourriture vietnamienne et le plum foot. Merci a toi pour ta réplique “c’est pas trop
sucré”, assez inappropriée je trouve, lors d’'une dégustation libanaise. Merci a Trung pour
son cadeau typiquement mexicain et ses “Hi!” a chaque croisement dans le couloir. Merci
pour tes chants viethamiens que jentends a travers le mur (si si je sais que c’est toi). Je
remercie ensuite Alexandre de reprendre mon appartement. Jespére que tu vas t'y plaire
et jespere y étre invitée aussi! Merci également a Meissa, mon petit-frére de thése qui
m’a accompagné dans les calanques. Merci a toi de me poser toutes ces questions, elles
me permettent de mieux comprendre certaines notions. Merci co-bureau Maél. Merci Kar-
zan, collegue de 'équipe SPAN. Merci également aux nouveaux doctorants que je n’ai pas
pu cotoyer tres longtemps. Je remercie Antoine, co-bureau d’un mois, pour sa gentillesse.
Merci également a Adrian et Samuel, qui sont deux véritables recrues pour la taroinche.
Jespere que cette tradition sera perpétuée grace a vous.

Je remercie maintenant les post-doctorants/ATER/stagiaires que j’ai pu croiser durant
mes trois années a Nantes. Merci a Claire Christophe pour son engagement féministe et
son caractére bien trempé. Merci Guillem de m’avoir appris a partager un collier. Un merci
ensuite a Nicolas, cher co-bureau d’'une année. Merci pour nos discussions en majorité non
scientifiques (on était plus sur du commérage). Merci a toi d’avoir été la au congres SMAI,
¢a nous a fait plaisir de te revoir. Je tiens également a remercier Nathalie pour sa joie de
vivre et son rire communicatif. Je remercie ensuite Moussa et Benoit, ATER durant ma
deuxieme année. Merci a vous deux pour votre gentillesse. Merci également a Rhiannon
pour son sourire et son entrain a chaque sortie dans un bar. Merci Andres pour la soirée
chez toi et ton amour des langues, tu es la personne la plus polyglotte que je connaisse.
Un merci également a Claire Brecheteau pour le café avec sa mere chez Caroline R, une



situation improbable. Merci également a toi de m’avoir diverti avec toutes tes histoires
incroyables. Je remercie également Amiel, ou Uriel je ne sais plus. Merci pour l'apres-
midi rhums arrangés ainsi que pour ton humour. Merci également d’avoir relu quelques
dizaines de pages de ce manuscrit méme si je n’ai pas suivi tous tes conseils. Enfin, last but
not the least, je remercie Beatrice, stagiaire italienne lors de ma derniére année de these.
Merci pour ton amitié et tes taux de convergence improbables. Félicitations a toi pour ta
bourse de these, cela me conforte dans I'idée que nous allons nous revoir.

Pour terminer avec le LMJL, un petit mot pour Bertrand qui gere la cafétéria d’'une
main de maitre. Merci a toi pour ta mémoire infaillible, elle m’impressionnera toujours.

Je souhaite maintenant remercier quelques personnes extérieures au laboratoire Jean
Leray. Merci a Gérard Gallice et Pierre-Henri Maire pour m’avoir encadré lors de mon
stage de M2. Merci a Clément Cances d’avoir accepté de faire partie de mon comité de
suivi de these. Je remercie un deuxieme Lillois, Thomas Rey, de m’avoir proposé de faire
un exposé lors de ABPDE3. Merci également a Rodolphe Turpault, dieu de la taroinche et
ancien local, pour ses cours d’analyse numérique ainsi que son invitation a la conférence
de cloture de TANR ACHYLLES et son spectacle de musique (avec Frédéric Hérau). Je tiens
aussi a remercier quelques autres chercheurs avec qui j’ai eu 'occasion de discuter, comme
Nicolas Seguin, Christophe Chalons, Raphaéle Herbin, Thierry Gallouét, Gloria Faccanoni,
Carlos Parés, Manuel Castro, Claire Chainais-Hillairet ou encore Benjamin Boutin. Merci
également a Xavier Lebrard, que jai croisé a de nombreuses reprises lors de conférences.
Merci a toi pour les discussions scientifiques que nous avons eu, cela aurait été un plai-
sir de te compter parmi nous au laboratoire mais le destin en a voulu autrement. Merci
également a Katia Ait Ameur, dont je suis ravie d’avoir fait la connaissance lors de I'école
d’été Jacques Louis Lions aux Canaries. Merci également aux autres jeunes chercheurs
que j’ai pu croiser lors de nombreuses conférences, comme Hélene Hivert, Giulia Lissoni,
Emanuela Abbate, Clémentine Courtes, Antoine Zurek, Carlos Parés Pulido, Rémi Tesson
ou bien Firas Dhaouadi.

Avant de passer aux non matheux je souhaite remercier les personnes avec qui j’ai eu
la chance d’étudier a I'université. Par ordre chronologique encore, je commence par re-
mercier Guillaume Tcherner pour son intelligence et son sens de 'humour si particulier
dont, au fond, il doit bien étre conscient. Merci ensuite a Samuel Bobin que je continue
de cotoyer de temps en temps. Je remercie les agrégés Julien Corbineau, Anthony Chai-
gneau, Pauline Chateigner et Valentin Garnier. Je suis slire que vous étes tous de super
enseignants. Merci également a Pierre Humbert qui a choisi la voie des statistiques en M2.
Je crois que tu ne regrettes pas ton choix puisque tu vas bient6t soutenir ta theése toi aussi.
Félicitations donc ! Merci également a Julien Michel et Jérémy Hervé qui ont, eux, choisi
la méme voie que moi. Un merci également a Karine Laurent, ma jumelle de these.

Je remercie maintenant mes amis et ma famille de m’avoir soutenu durant ces trois
années sans forcément comprendre ce que je pouvais bien faire de mes journées. Merci a
Louise, mon amie de toujours et de Cherbourg. Merci a toi de me faire toujours autant rire
et merci aussi a Pierre pour ses ronflements impressionnants. Merci Alycia pour tes lap-



sus toujours tres révélateurs. Merci également a Leslie pour son humour. Merci a Julian,
Isaac et toi d’étre si heureux. Merci ensuite a Victor Pineau, mon ami depuis la L1. Merci
d’étre toujours la malgré qu’on ne se soit pas vu énormément ces trois dernieres années.
Je remercie ensuite mon frere Dylan, dont je suis légérement jalouse. Avoir sa propre im-
primante 3D c’est quand méme trop cool... Merci également a mes grands-parents, mamie
Cécile et papi Arsene. Un grand merci a mes parents, qui m’ont soutenu dés le début.
Merci également a Christophe et Cécile. Merci ensuite a Bernard, que je considére comme
un deuxiéeme pere. Merci a toi d’étre toujours présent dés que jai un probléme et aussi
pour avoir relu entiéerement ma thése. Pour quelqu'un qui ne fait pas de maths c’est vrai-
ment un exploit.

Le dernier paragraphe de ce chapitre est bien évidlemment dédié a Benjamin, qui a
su me soutenir durant ces trois derniéres années. Merci pour ton intelligence, pour ta
mémoire impressionnante et surtout pour ton humour. Merci pour ton amour du brunch
maison et de la “pizzaaa”. Merci de m’apprendre tout un tas d’informations sur la science
alimentaire méme si certaines notions me passent au-dessus. Peut-étre qu’un jour je com-
prendrai vraiment ce qu'est le gluten. Merci d’étre accro comme moi a hanabi. Merci a
toi d’assister a mes répétitions d’exposés et de lutter, sans forcément de succes, contre le
sommeil. En bref, merci a toi d’étre 1a et merci a toi d’étre toi.

Une pensée enfin a tous ceux que j’ai oublié. Merci a vous aussi.



Table des matieres

1 Introduction 11

2 Présentation des modeles 17

2.1 Formalisme . . . . . . . . . . e e 17

2.2 Lep-SYStRIME . . . . v v i vttt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 18

2.2.1 Lemodele . . . . . . . . ... 18

2.2.2 Lerégimediffusif . . . . .. ... .. ... 19

2.3 Leséquations de Saint-Venant . . . . . . ... .. ... ... 21

2.3.1 Lemodele . . . . . . . . ... 21

2.3.2 Lerégimediffusif . . . . .. ... ... ... 22

2.4 Le modeéle M1 pour le transfert radiatif . . . . . ... ... ... .. ... .. 23

241 Lemodele . . . . .. ... ... e 23

2.4.2 Lerégimediffusif . . . . . ... ... ... 24

Partie I: Un résultat de convergence asymptotique 27
3 Taux de convergence asymptotique d’un schéma préservant ’asymptotique

pour le p-systeme 29

3.1 Schémasnumériques . . . . . . . . . . . .. e e e e e 32

3.1.1 Schéma hyperbolique . . ... ... ... ... ............ 33

3.1.2 Schémalimite. . . . . . . . . . ... .. . 35

3.2 Entropierelative . . . . . . . . ... e e 35

3.3 Résultat dans le cadre d’'une pression linéaire . . . . ... ... ... .... 36

3.3.1 PreuveduThéoreme3.3.1. ... ... ... . ... ... 37

3.3.2 Preuve des lemmes techniques . . .. ... .............. 41

3.4 Résultatdanslecadregénéral . . . .. ... ... ... ... .. ....... 50

3.4.1 PreuveduThéoreme3.4.1. ... .. .. ... ... ... 52

3.4.2 Preuve des lemmes techniques . .. ... ... ............ 56

3.5 Illustration numérique . . . . . . . . . ..o it e e e e e e e 75

Partie II : Développement de schémas préservant ’asymptotique 79

4 Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse 87



TABLE DES MATIERES

4.1 Schéma HLL avec inclusion de la discrétisation du terme source . . . . . . . 88
4.2 Descriptiondelaméthode . . . . ... ... ... ..., 91
4.3 Laquestion du p-SySt€Me . . . . . . . . it e e e e e e e e e e e 93
4.4 Applicationaumodele M1 . . . . . . . .. ... L 96
4.5 Extension aux équations de Saint-Venant . . . . . . . ... ... .. ... 101

5 Schémas préservant le régime asymptotique et tous les états stationnaires 113

5.1 Meéthode générique . . . . . . . . . . ... e e e 114
5.2 Description de la méthode pour les équations de Saint-Venant . . . ... .. 118
5.3 Extension au p-systéme etaumodele M1 . . . . ... ... ... ... ..., 124
5.3.1 Application aup-syst€me . . . . . . . . ..o i e e 124

5.3.2 Applicationaumodele M1 . . . . . . ... ... ... ... ... ... 128

5.4 Préservation de 'asymptotique . . . . . . ... ... oL 132
5.4.1 Leséquationsde Saint-Venant . . . . . ... ... ... ........ 132

542 Lep-SySt€me . . . . . . o vttt e e e e e e 139

543 Lemodele M1. . . .. . . . ... . e 145

6 Résultats numériques 151
6.1 Lep-SySteME . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e 151
6.1.1 Préservation des états stationnaires par le schéma (PS%y5) - - - . . 153

6.1.2 Préservation de 'asymptotique . . . . .. ... ... ... ...... 155

6.1.3 Ordre des schémasenespace . ... ... ............... 159

6.2 Lemodele M1 . . . . . . . . . . .. 162
6.2.1 Préservation des états stationnaires par le schéma (M1%y,5) . . . . . 163

6.2.2 Préservation de 'asymptotique . . . . .. ... ... ... ... .. 165

6.2.3 Ordre desschémasenespace . . .. .. ... ... .uvuuuuwon.. 168

6.3 Leséquationsde Saint-Venant . . . . . . ... ... ... ... ... 171
6.3.1 Implicitation duschéma (SVupe) . . . . . . . . . . .o L. 174

6.3.2 Préservation des états stationnaires par le schéma (SVzy5) . . . . . 179

6.3.3 Préservation de 'asymptotique . . . ... ... ... ... ...... 182

6.3.4 Ordre des schémasenespace . ... ... ............... 185
Conclusion et perspectives 189
Bibliographie 191
Table des figures 197

10



Introduction

Ce travail s’inscrit dans le domaine numérique des schémas préservant 'asymptotique
pour les systemes d’équations aux dérivées partielles hyperboliques avec terme source
[12, 24, 54, 55]. Selon le régime observé, par exemple en temps long ou lorsque le terme
source devient raide, les solutions de tels systémes peuvent potentiellement changer de
nature et coincider avec celles d’équations diffusives [50, 53]. De nombreux exemples
provenant de physiques complexes rentrent dans ce cadre. Par exemple dans le domaine
de la dynamique des gaz avec les équations d’Euler en friction forte [25, 64], 'hydro-
dynamique radiative avec le modeéle M1 pour le transfert radiatif en temps long [33], la
chimiotaxie [49, 52] ou encore ’hydrodynamique [65] et 'acoustique [67].

Du point de vue numérique, il est donc crucial d’utiliser une discrétisation qui reste pré-
cise dans les différents régimes pour assurer une bonne approximation. Durant les deux
derniéres décennies, de nombreux travaux ont été consacrés d'une part a I’élaboration
et d’autre part a ’étude de ces schémas préservant 'asymptotique, couramment appelés
schémas asymptotic preserving. Dans la communauté cinétique, cette notion a d’abord été
introduite par Jin et al. [54, 56, 73]. En effet, ils ont constaté qu'une attention toute par-
ticuliere devait étre portée a la discrétisation des solutions du systéme hyperbolique afin
de récupérer le régime asymptotique correct. Par exemple, Naldi et Pareschi ont proposé
plusieurs discrétisations de '’équation a deux vitesses dans [72] pour obtenir une discré-
tisation de I'équation de la chaleur a la limite. Dans le méme esprit, le lecteur peut se
référer aux travaux de Gosse et Toscani [45]. Pour revenir aux exemples de systémes don-
nés plus haut, des méthodes numériques préservant I'asymptotique ont été proposées pour
les équations d’Euler [15, 20], I’hydrodynamique radiative [2, 13, 18], la chimiotaxie [10,
44, 47, 74] et I'hydrodynamique [34, 36, 46].

Dans ces travaux, un schéma préserve 'asymptotique s’il discrétise le probleme consi-
déré dans tous les régimes, en particulier les régimes extrémes. Cette propriété est illustrée
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Chapitre 1 — Introduction

sur la Figure 1.1 ou A désigne les parametres de discrétisation et ¢ gouverne le régime
considéré : plus ¢ est petit et plus on s’approche du régime limite. Un schéma numérique
préserve 'asymptotique si sa discrétisation limite est consistante avec I'équation de diffu-
sion.

N . 0 ,
Systéme hyperbolique (S;) c > Equation de diffusion (P)
o o
T Ik
< RS
Schéma numérique (S2) p— > Schéma limite (P2)

F1GURE 1.1: Nllustration de la préservation de ’asymptotique.

Les objectifs de cette thése sont le développement d’une part et 'analyse d’une autre
part de ce type de schémas préservant 'asymptotique. Les trois modeles étudiés sont le
p-systéme avec terme source d’amortissement, les équations de Saint-Venant avec friction
de Manning et le modele M1 avec terme source d’opacité de scattering.

Plan du manuscrit

Chapitre 2 : Présentation des modéeles

Ce chapitre est consacré a I'introduction des problémes étudiés tout au long des tra-
vaux menés. Ce sont des systemes de lois de conservation munis de termes sources qui
deviendront dominants dans les régimes diffusifs considérés. Avant tout, un formalisme
dans lequel tous ces modeles peuvent s’écrire est proposé.

Le premier modele considéré est le p-systeme avec terme source d’amortissement. Il
décrit la dynamique des gaz en coordonnées lagrangiennes et, lorsque le temps ainsi que
la friction deviennent grands, ses solutions coincident avec ’équation diffusive des milieux
poreux. Le second modele considéré est celui des équations de Saint-Venant avec terme
source de friction de Manning. Il décrit I’évolution de la surface de I'eau et il est dérivé
des équations de Navier-Stokes en considérant un comportement de la matiére uniforme
sur une colonne d’eau. Son régime diffusif est obtenu en temps long et friction dominante
et celui-ci est donné par une équation de diffusion comportant un opérateur de dérivation
trés non linéaire. Celle-ci peut étre vu comme une équation de type p-laplacien modifiée.
Enfin, le dernier systéme étudié est appelé modele M1 et il est muni d'un terme source
d’opacité de scattering. Il décrit les interactions entre le rayonnement et la matiére, et sa
limite de diffusion, atteinte en temps long et forte opacité, est une équation de la chaleur.

Pour chacun de ces modeles, ’équation de diffusion est systématiquement introduite
grace a des changements d’échelle a 'aide d’un petit parameétre ¢ ainsi que des dévelop-
pements formels de Chapman-Enskog.
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Partie I - Un résultat de convergence asymptotique

Dans cette premiere partie, un résultat de convergence numérique asymptotique pour
le p-systéme est exposé.

Chapitre 3 : Taux de convergence asymptotique pour le p-systeme

Ce troisieme chapitre est dédié a la démonstration rigoureuse d’un résultat de conver-
gence asymptotique pour un schéma numérique. Il s’agit de 'extension au cadre entie-
rement discrétisé d’'une estimation de convergence de solutions faibles du p-systeme avec
terme source d’amortissement vers les solutions de sa limite diffusive prouvé par Lattanzio
et Tzavaras dans [60]. Dans cet article, les auteurs ont utilisé la méthode dite d’entropie
relative afin de démontrer cette convergence, et ils ont également pu exhiber un taux ex-
plicite. Cette méthode consiste a estimer I'erreur entre deux quantités comme l'intégrale
d’une fonction, appelée entropie relative, qui correspond au terme d’erreur du premier
ordre dans le développement de Taylor d’'une fonction d’entropie en la solution diffusive
pour le probleme étudié. Par la suite, Berthon et al. [6] ont élargi ce résultat au cadre
semi-discret en espace. Un taux de convergence similaire a celui du cadre continu a pu
étre exhibé.

Le travail présenté dans ce chapitre est la démonstration du résultat pour des solu-
tions complétement discrétisées a 'aide d’un schéma préservant 'asymptotique donné par
Jin et al. [56]. Les méthodes utilisées sont similaires a celles employées dans [6, 60] et
I'ordre de convergence ainsi obtenu est le méme. Cependant, la discrétisation temporelle
induit des difficultés supplémentaires, notamment avec de nouveaux termes de reste qui
n’étaient pas observés auparavant. Dans la premiere section de ce chapitre, le schéma hy-
perbolique donné dans [56] est présenté ainsi que le schéma pour ’équation de diffusion,
qui n’est rien d’autre que la limite du schéma hyperbolique puisque celui-ci est asympto-
tic preserving. La section suivante est consacrée a 'introduction d'un couple entropie-flux
d’entropie pour le p-systéme ainsi que du concept d’entropie relative. Des versions dis-
cretes de ces quantités, essentielles par la suite, sont également introduites. Le résultat de
convergence est d’abord proposé et démontré dans le cas simplifié d’'une pression linéaire.
En effet, sous cette condition, de nombreux termes difficiles a traiter disparaissent, en
particulier certains venant de la discrétisation temporelle. Le résultat est ensuite présenté
dans le cadre d’'une fonction de pression plus générale, avec tout de méme des restrictions
sur celle-ci. Néanmoins, ces hypothéses sont cohérentes avec celles requises dans les cas
discret et semi-discret et sont vérifiées par la fonction de pression classiquement utilisée
pour le p-systeme. Enfin, quelques illustrations numériques de ce résultat sont proposées.

Partie II - Développement de schémas préservant ’asympto-
tique
Dans cette seconde partie, deux méthodes de construction de schémas préservant

I'asymptotique diffusive sont présentées. Elles sont chacune appliquées aux trois modeles
introduits dans le Chapitre 2, et des résultats numériques sont proposés.

13
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Chapitre 4 : Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

Ce chapitre est consacré a la présentation et 'extension d’une technique de construc-
tion de schémas préservant 'asymptotique. Il s’agit de la méthode de perturbation HLL
avec correction visqueuse introduite par Berthon et Turpault dans [13]. Elle repose sur un
schéma HLL modifié pour inclure la discrétisation du terme source, par ajout d'une onde
stationnaire dans le solveur de Riemann approché. L'idée dans [13] consiste a ajouter un
degré de liberté supplémentaire, permettant de contréler la viscosité numérique, dans ce
schéma et de le fixer afin d’obtenir un schéma convergeant vers une discrétisation correcte
de I'’équation de diffusion. Il s’agit alors de choisir une discrétisation de la limite diffusive
et de fixer le degré de liberté additionnel pour que la limite du schéma coincide avec le
schéma limite adopté. Avec cette méthode, le schéma hyperbolique construit dépend ainsi
complétement du schéma choisi pour la limite diffusive.

Dans ce chapitre, la construction du schéma pour inclure la discrétisation du terme
source est d’abord rappelée, puis des précisions sont apportées a 'approche générique
de la méthode issue de [13]. Le premier modele discrétisé est le p-systeme. Il se trouve
que, pour celui-ci, il n’est pas nécessaire de perturber la viscosité numérique pour que le
schéma avec inclusion du terme source préserve 'asymptotique. Ensuite I'application de
la méthode au modéle M1, que I'on peut également retrouver dans [13], est exposée, en
commencant par choisir une discrétisation limite puis en fixant le parameétre additionnel
de maniere adéquate. Enfin, 'extension aux équations de Saint-Venant est donnée. Celle-ci
n’est pas évidente a cause de la forme quadratique du terme source en le débit, qui induit
un opérateur de dérivation trés non linéaire dans ’équation de diffusion. Comme pour le
modele M1, une discrétisation limite est déterminée puis le parametre additionnel est fixé
correctement. Cependant, le schéma limite choisi est soumis a une condition de stabilité
particulierement restrictive. C’est pourquoi une implicitation de ce schéma est proposée.
Il est alors nécessaire de déterminer le parameétre additionnel faisant en sorte que cette
discrétisation implicite soit la limite du schéma hyperbolique. Pour chacun des résultats de
convergence asymptotique proposés dans ce chapitre, les démonstrations sont effectuées
a l'aide de développements de Chapman-Enskog.

Chapitre 5 : Schémas préservant le régime asymptotique et tous les états
stationnaires

Ce chapitre concerne a une seconde méthode de développement de schémas volumes
finis. Celle-ci permet de construire une discrétisation des solutions des équations de Saint-
Venant de sorte que tous les états stationnaires soient préservés. Cette technique a d’abord
été introduite dans [7] puis dans [69] pour un terme source de topographie et a ensuite
été étendue a un terme source de friction de Manning dans [70]. Dans ce chapitre, il
est établi que les discrétisations ainsi développées, apres une simple modification dans
I'approximation du terme source, préservent le régime asymptotique en plus de tous les
états stationnaire. C’est un résultat d’un intérét considérable puisqu’il fait le lien entre la
préservation des états stationnaires et de 'asymptotique, qui sont, dans le cadre discret,
deux concepts différents. Le chapitre est organisé de la fagcon suivante. Dans un premier
temps, I'obtention du schéma préservant les états stationnaires pour les équations de Saint-
Venant est décrite. Ensuite, la méthode est adaptée aux deux autres modeles considérés,
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le p-systéme et le modele M1 pour lesquels la construction est simplifiée en raison de
la forme du terme source. Dans la derniére section, les preuves de la préservation de
I'asymptotique pour chacun des trois modeles sont présentées. Comme dans le Chapitre
4, les démonstrations sont effectuées a 'aide de développements de Chapman-Enskog des
discrétisations. En revanche, contrairement a la méthode développée dans le Chapitre 4,
les schémas limites ne sont pas connus ici. En effet, les discrétisations ne reposent pas
sur 'ajout d’'un parameétre supplémentaire fixé pour capturer la limite diffusive correcte et
seule la consistance du schéma limite avec '’équation de diffusion est établie.

Chapitre 6 : Résultats numériques

Dans ce dernier chapitre, des résultats numériques obtenus par les schémas dévelop-
pés dans les Chapitres 4 et 5 sont proposés. Pour chacun des modéles, tous les schémas
considérés sont d’abord rappelés. En particulier, des détails concernant I'implicitation du
schéma du Chapitre 4 pour les équations de Saint-Venant sont exposés. Ensuite, la valida-
tion de la préservation des états stationnaires par le schéma du Chapitre 5 est effectuée.
Pour se faire, le schéma est utilisé avec une condition initiale stationnaire. De plus, se-
lon [70], le schéma peut également étre testé avec une condition initiale stationnaire
perturbée. Le résultat attendu est une discrétisation stationnaire pour le premier test et
un retour a I'équilibre a la précision machine pour le deuxiéme. Ces expériences sont éga-
lement proposées pour le schéma préservant I'asymptotique développé dans le Chapitre
4. Ensuite, la validation de la préservation de ’'asymptotique est proposée. Pour se faire,
I'erreur entre les discrétisations issues des schémas des Chapitres 4 et 5 et celle issue du
schéma limite est étudiée, en fonction du parametre asymptotique e. Enfin, quelques dis-
cussions sur les ordres de convergence en espace des différents schémas proposés sont
données.
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Présentation des modeles

Ce chapitre est dédié a la présentation des trois systemes de lois de conservation munis
de termes sources sur lesquels porte ce travail. Un formalisme générique dans lequel tous
les modeéles peuvent s’écrire ainsi que des précisions sur la méthode de Chapman-Enskog
sont d’abord introduits. Ensuite, une section est dédiée a chacun des trois systemes. Le
premier est le p-systéme, qui décrit la dynamique d’un fluide. Ce modele, équipé d’'un
terme source d’amortissement, constitue le sujet d’étude du Chapitre 3 de ce manuscrit,
ol un résultat de convergence asymptotique numérique rigoureux est présenté. Le second
modele est celui des équations de Saint-Venant, décrivant la hauteur d’eau et la vitesse
d’un écoulement fluide. Il est muni d’un terme source de friction de Manning. Enfin, le
dernier systeme étudié est le modele M1, qui décrit le transfert radiatif entre le rayonne-
ment et la matiére. Celui-ci est équipé d’'un terme source d’opacité de scattering. La limite
diffusive de chaque systeme est exhibée a 'aide de développements de Chapman-Enskog.

2.1 Formalisme

Les modeles étudiés dans ce travail peuvent tous étre écrits sous la forme générique
suivante :

W (2,) + Dy F(W (z,1)) = S(z, W (x,1)), (z,1) € R x Ry. (2.1)

Le vecteur W, contenant les inconnues du systeme, appartient a 'ensemble convexe {2 C

RY appelé espace des états admissibles. Le vecteur F'(IW) € RY désigne le flux et S(x, W) €
RY désigne le terme source, qui peut également étre écrit sous la forme o (R(W (z,t)) — W)
ou R ne dépend plus de 0. Ce parametre o décrit la raideur du terme source et peut dé-

pendre de l'espace.

Concernant le comportement asymptotique de '’équation (2.1), il est systématiquement
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obtenu en introduisant un petit parametre ¢ qui contréle les régimes considérés. Dans
ces travaux, les changements d’échelle effectués sont toujours de la forme ¢ < t/c et
o« o/e™ m>1.

Remarque 1. Le changement d’échelle dans le terme source fait intervenir le parameétre
m > 1. Sa valeur dépend de la forme que posséde le terme source. Si celui-ci est linéaire,
comme c’est le cas pour le p-systéme et le modele M1 présentés plus loin, alors m est
égal & 1. En revanche, si il est quadratique, comme pour la friction de Manning dans les
équations de Saint-Venant, alors il est pris égal a 2.

En utilisant I'écriture du terme source avec R, 'équation (2.1) se réécrit alors :

eOWe(x,t) + 0, F(We(x,t)) = 5% (R(x, W¢(x,t)) — W(x,t)), (xz,t) € R x R;.

(2.2)

Le comportement asymptotique des solutions W* de (2.2) est ensuite étudié a l'aide le

développements de Chapman-Enskog. Le développement de Chapman-Enskog est une no-

tion essentielle dans les études de préservation d’asymptotique. Cette méthode formelle

consiste & écrire les variables comme une série d’inconnues W' indépendantes de ¢ de la

facon suivante :

We=W+eW! +2W?+. ..

Cette technique a d’abord été utilisée pour I’équation de Boltzman [22] ou le petit para-
metre ¢ correspond au nombre de Knudsen. Il faut toutefois souligner que cette méthode
reste formelle et que des démonstrations plus rigoureuses peuvent étre effectuées [14,
64]. C’est en particulier le travail accompli par Lattanzio et Tzavaras dans [60], ou les
auteurs proposent une preuve de la convergence de solutions de systémes hyperboliques
vers celles du régime de diffusion associé, cela en utilisant la méthode appelée entropie
relative. L’objet du Chapitre 3 est d’ailleurs 'extension discrete de ces travaux dans le cas
du p-systeme.

Les trois modeles sur lesquels portent ces travaux sont maintenant présentes.

2.2 Le p-systéme

2.2.1 Le modeéle

Le premier modele présenté est le p-systeme. Il décrit I’évolution d’un fluide en utilisant
les coordonnées lagrangiennes, mais il peut également étre utilisé pour modéliser 1’élas-
ticité avec friction [60]. Le terme source de friction intervenant ici décrit 'amortissement
du fluide. Le probleme s’écrit de la facon suivante :

B — dyu = 0,
{tT B (z,t) € R x Ry, (2.3)

Opu + Oyp(T) = —ou,
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2.2. Le p-systéme

ol 7 > 0 est le volume spécifique du gaz et u € R est sa vitesse. Les inconnues appar-
tiennent a 'espace des phases suivant :

Q:{t(T,u); T >0, uE]R}.

Le parametre o désigne I'intensité de la friction. Concernant la loi de pression p(7) > 0,
elle est supposée assez réguliére ; en général C?(R?). De plus, pour assurer que le sys-
teme (2.3) est de nature hyperbolique (pour o = 0), il est nécessaire d’imposer également
P/ (1) < 0 pour tout 7 > 0. Ce modele peut s’écrire sous la forme générique (2.1) en posant
W =tr,u), F(W) =(~u,p(r)) et S(W) =10, —ou).

I est important de remarquer que le célebre modeéle de Goldstein-Taylor peut étre re-
trouvé a partir du p-systéme (2.3). Ce probleme, également appelé modele a deux vitesses
ou encore équations du Télégraphe [56, 72], est donné par :

Hft 40 ft =a(f = f7),

(z,t) € R x Ry, (2.4)
of —0uf = (£ 1), :

ol les inconnues sont les fonctions de distribution f* associées aux vitesses particulaires
+1. Les variables macroscopiques de ce modele sont la densité 7 = f + f~ et le courant
u= f~ — fT.Les équations (2.4) donnent alors :

Oy — dyu =0,
{ i o (z,t) € R x R,. (2.5)

ou — 0,7 = —20u,

Il s’agit du p-systéme (2.3) dans le cas d’une friction égale a 20 et d’une pression linéaire
de la forme p(7) = —7 + pg avec py > 0.

La démonstration du résultat donné dans le Chapitre 3 est d’abord proposée pour ce
p-systéme linéarisé.
2.2.2 Le régime diffusif

Le régime asymptotique étudié est celui du temps long et de la friction forte. Les so-
lutions du probléme dans ce régime sont obtenues en effectuant le changement d’échelle
suivant sur le temps ¢ et la friction o, a 'aide d’un petit parametre ¢ :

t+t/e et o+ o/e.

Le lecteur peut se référer au récent article de Mei [68] ou 'auteur donne une large litté-
rature consacrée au comportement asymptotique en temps long du p-systéme avec amor-
tissement (2.3). Apreés changement d’échelle, le probleme (2.3) se réécrit :

{ Oy — Opu = 0,

2.6
edwu + Ogp(T) = —gu. (2:6)
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En injectant dans (2.6) les développements de Chapman-Enskog des inconnues suivants :
T=7"40(@) et u=ul+0(),
le systéeme suivant est obtenu :

0,0 — 9,u’ 4+ O(e) = 0,
00 + 0yp(r°) + O(e) = —g (u* +0(e)).

La limite quand ¢ tend vers zéro de ce systéme s’écrit :

9,u’ =0,
u® = 0.

La vitesse est donc nulle a l'ordre zéro. Les développements asymptotiques de 7 et u
s’écrivent donc maintenant :

T=7"4+0() et u:g(ul—FO(&)).

En injectant ces développements de Chapman-Enskog dans (2.6), le systeme s’écrit alors :

0,0 — Oput + O(e) =0, @7
20t 4 9,p(°) = —ou! + O(e). '
Ce systeme admet la limite suivante, quand ¢ tend vers zéro :
9,0 — O,ut = 0,
o (2.8)
O.p(7°) = —0ou.
La deuxieme équation de (2.8) se réécrit :
1_ 1 0
u = pu a:p(T )7 (29)

et se nomme, en accord avec [54], I’équilibre local des solutions. L’injecter dans la pre-
miere équation de (2.8) donne I'équation de diffusion suivante :

1
o0 4+ Z0,p(°) = 0, (z,t) e R x R, (2.10)
g
qui coincide avec I'équation des milieux poreux.

Dans les travaux pionniers de Hsiao et Liu [53], les auteurs établissent rigoureusement
la convergence des solutions de (2.3) vers les solutions de (2.10) sous des conditions de ré-
gularité sur la donnée initiale. Pour ce faire, ils emploient des estimations d’énergie sur la
différence w —w olt w est solution de (2.3) et w solution de (2.10). Cela leur permet d’exhi-
ber une majoration du taux de convergence en norme L? et L>° de l'ordre de t~'/2 lorsque
t tend vers l'infini. Par la suite, en adoptant également des techniques d’estimation d’éner-
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gie, Nishihara améliore ce taux de convergence dans [75] en estimant l'erreur en ¢—3/4

pour la norme L? et t—5/4 pour la norme L°°. Ensuite, avec ses collaborateurs dans [76],
ils affinent encore ce résultat en exhibant des taux pour les normes L?, p € [2, +00).

Une autre méthode pour analyser la convergence de w solution de (2.3) vers w solu-
tion de (2.10) repose sur 'étude de I'erreur entre les solutions du systeme apres change-
ment d’échelle (2.7) et celles du systéme limite (2.10) (voir [60, 68]). Le taux de conver-
gence ainsi obtenu s’exprime en fonction de ¢ et, pour ce modele, c’est le résultat obtenu
dans [60] qui est étendu au cadre discret dans le Chapitre 3.

2.3 Les équations de Saint-Venant

2.3.1 Le modeéle

Le deuxieme systeme présenté dans ce chapitre est le modele de Saint-Venant. Ce
systéme, introduit par de Saint-Venant dans [30], décrit le mouvement d’un fluide et est
obtenu a partir des équations de Navier-Stokes, en intégrant selon la profondeur, c’est-a-
dire en partant du postulat que la vitesse reste la méme tout le long d’une colonne d’eau.
Le terme source choisi ici s’appelle terme source de friction de Manning [63] et modélise
la friction du fond du canal. Le systeme s’écrit :

h? x,t) e R x Ry, 211
5t(hu) + ax (hu2 + .92) — _ku|u|h2—n’ ( ) + ( )

ol h(zx,t) > 0 est la hauteur d’eau, u(x,t) est sa vitesse et g = 9.81 m.s~2 est la constante
de gravité. Le modeéle de friction de Manning donne —k|u|uh?~" comme terme source dans
I'équation de quantité de mouvement. Il peut se réécrire —k|q|qgh~" ou ¢ = hu désigne le
débit. Le parametre k, appelé coefficient de Manning, désigne l'intensité de la friction :
plus k est grand et plus le fond exerce de friction sur 'eau. Le paramétre 7 est positif,
différent de 1 et en général pris égal a 7/3.

Le systéme (2.11) se réécrit avec les variables conservatives h et ¢ de la maniére sui-
vante :
ath + axq = 07

2 2

1) eR xRy, 2.12
ko (B B ) = chagann, O ERE

h 2

et rentre dans le formalisme (2.1) avec W = * (h, q) le vecteur des inconnues, F(W) =

“q, % + g%) le flux et S(W) = (0, —kq|q|lh™™) le terme source. L’ensemble des états
admissibles de W est

Q:?wﬂyh>mqeR}

Remarque 2. Dans ces travaux, seules des hauteurs d’eau strictement positives sont consi-
dérées. Le développement de solutions approchées capables de rester précises en transition
entre zone seche et zone mouillée constitue cependant un large sujet d’étude [31, 69, 70].

21



Chapitre 2 — Présentation des modéles

2.3.2 Le régime diffusif

Ici encore, le régime limite considéré est celui du temps long et d'une forte friction. En
revanche, a la différence du terme source du p-systeme vu précédemment, le terme source
de friction de Manning est quadratique en le débit ¢. En effet, en procédant au changement
d’échelle k£ < k/e, comme pour le p-systéme, la limite déterminée par la méthode de
Chapman-Enskog n’est pas une équation de diffusion. Le changement d’échelle a utiliser
ici est k < k/e%. En injectant ce changement d’échelle de friction ainsi que celui du temps
t < t/e dans (2.12), le systeme s’écrit alors :

edth + 0,q = 0,

2 2
e gkt ke (2.13)
e0q + Oz (h + 5 ) = 82|q\qh .

Les développements de Chapman-Enskog suivants sont considérés :
h=h"+0(@E) et q¢=q¢"+0(),

ou la hauteur d’eau a I'ordre zéro h° est supposée strictement positive. Cela semble rai-
sonnable puisque c’est également I'hypothese faite sur h. En injectant ces développe-
ments, (2.13) devient :

e0h® + 0,¢° + O(e) = 0,
() g(h°)2> _ Kk

w3 _?(qolqol(ho)‘MO(s)).

€0yq° + 0, (

Ainsi, la limite de ce systeme quand ¢ tend vers zéro s’écrit :

{ aocqo =0,
¢’l¢’|(R°)™" =0,
et le débit a I'ordre zéro ¢° est donc nul. Les développements de Chapman-Enskog s’écrivent

maintenant :
h=h"4+0() et q:e<q1+(’)(e)>.

En injectant ces développements, (2.13) devient alors :

e0h® + €dpqt + O(e) = 0,

62 1\2 0)2
)y o) ) +0(e) = ~ka'lg (%) ",

e20,q* + 0, <

et la limite quand ¢ tend vers zéro de ce systeme est la suivante :
oh° + 9,¢" = 0,

0, <9(20)2> — kg7, .
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2.4. Le modéle M1 pour le transfert radiatif

La deuxiéme équation de (2.14), appelée ici encore équilibre local, se réécrit :

¢' = —sign (0,1") \/ (hz)n O (g(hO)Q) ‘ (2.15)

2
L’équation de diffusion s’obtient en injectant I'’équilibre local (2.15) dans la premiére équa-

tion de (2.14) :
8, (9(};0)2) D —0. (2.16)

Remarque 3. Si la solution de (2.16) est supposée tres réguliere alors elle vérifie

0\n
ouh° + 0, (—sign(@xho)\/ (h’k)

Ah + \/zax (— BN agghh"T“) =0, (z,1) € R x Ry (2.17)

L’expression ci-dessus correspond a ’équation du p-laplacien pour p = 3/2 avec le facteur
p D q b-lap p b

n+1
non linéaire additionnel A2 dans le flux. En effet, le p-laplacien instationnaire (voir par

exemple [1, 4, 79]), s’écrit de la maniére suivante, avec p > 1 :
Oh + 0, (— 0,72 a,,ch) =0, (z,t) € R x R,. (2.18)

L’opérateur de dérivation qui apparait dans (2.16) est trés non linéaire. Cela est di au
terme source quadratique en ¢ du systeme hyperbolique (2.12). Cette non linéarité donne
des schémas plus difficiles a construire avec des ordres de convergence moins bons que
dans le cas plus simple du p-systéme, ce qui est observé dans les Chapitres 4, 5 et 6.

2.4 Le modele M1 pour le transfert radiatif

2.4.1 Le modeéle

Le transfert radiatif décrit les interactions entre le rayonnement et la matiere. Un mo-
dele souvent utilisé pour décrire ces échanges d’énergie est le modele M1 [23, 33], obtenu
en intégrant les deux premiers moments de I'équation du transfert radiatif [21, 71, 81].
Ici, un seul phénomene d’interaction, appelé scattering, est considéré et le role joué par la
température est omis. Ce systeme s’écrit :

HE + 9, F = 0,

O F + 0, (cZEX (j;)) = —coF,

avec pour inconnues E I'énergie radiative et F' le flux radiatif. L’espace des états admis-
sibles est le suivant :

(z,t) € R x R, (2.19)

Q:{t(E,F);E>O,|I;|§1}. (2.20)

C
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Chapitre 2 — Présentation des modéles

Le parameétre ¢ > 0 est la vitesse de la lumiere et o > 0 désigne le coefficient d’absorption
du flux. La fonction y, appelée facteur d’Eddington, a pour définition :

(fy= 34"
A s e /a—3s?

2.4.2 Le régime diffusif

pourtout f € |——, —= (2.21)

2 2
sl

Le régime étudié est celui du temps long et d’une forte opacité [8, 9, 17]. Pour I'étu-
dier, le méme changement d’échelle que celui pratiqué sur le p-systéme est utilisé dans
I'équation (2.19). En effet le terme source dans le modéle M1 est linéaire en F. A l'aide
d’un petit parametre € > 0, le probleme apres changement d’échelle s’écrit :

€6tE + GmF = 0,

2.22
e F + 0, (CZEX (cFE)> = —ch. ( )

Les développements de Chapman-Enskog suivants sont considérés :
E=E"+0() et F=F"+0(),

ol I'énergie radiative & l'ordre zéro E est supposée strictement positive. Cela semble
raisonnable puisque c’est également ’hypothese faite sur E. En injectant ces développe-
ments, (2.22) devient :

e0,EY + 0,F° + O(e) = 0,

PO g
0 2 170 . 0
e F° + 0, (c E X(c 0)) = —c- (F +(9(5)).

Ainsi, la limite quand ¢ tend vers zéro de ce systéme donne :

9, F° =0,
FY =0,

et le flux radiatif & I'ordre zéro F* est donc nul. Les développements asymptotiques de E
et F' s’écrivent donc maintenant :

E=E+0() et F=e(F'+0()).
En injectant ces développements de Chapman-Enskog, (2.22) fournit alors :
eOE° 4 0, F' + 0(52)

= 0’
Fl
e20,F + 0, (cQEOX (iﬂ’)) = —coF' + O(e),
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2.4. Le modéle M1 pour le transfert radiatif

et la limite quand ¢ tend vers zéro du systeme ci-dessus est la suivante :

OEY + 9, F! =0,
(2.23)

O (CQEOX (0)) = —coF'.

Puisque la définition de y donnée par (2.21) permet d’écrire x(0) = 1/3, alors la deuxieme
équation de (2.23), ici encore appelée équilibre local, se réécrit :

C
F'=—-—0,E". 2.24
30 ¢ ( )

L’équation de diffusion s’obtient en injectant 'équilibre local (2.24) dans la premiere équa-
tion de (2.23) :

OHE® — 0, <36061E0> =0, (z,t) € R x Ry. (2.25)

Remarque 4. Le parametre o peut dépendre de la variable d’espace x. Cependant, si ce

n’est pas le cas, ’équation diffusive (2.25) correspond a ’équation de la chaleur avec

coefficient de diffusion i
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Partie I

Un résultat de convergence
asymptotique

La premiére partie de ce manuscrit est dédiée a la présentation d’'un résultat de conver-
gence asymptotique numérique pour le p-systéme (2.3). Ce résultat est une adaptation au
cadre discret des travaux de Lattanzio et Tzavaras [60]. Dans cet article, ils ont rigou-
reusement démontré, a 'aide de méthodes d’entropie relative, que les solutions faibles du
p-systeme (2.3) convergent vers les solutions de sa limite diffusive (2.8), a savoir '’équa-
tion des milieux poreux. Les travaux présentés dans cette partie s’appuient sur ce résultat,
obtenu dans le cadre continu, mais également sur I'extension semi-discrete réalisée par
Berthon, Bessemoulin-Chatard et Mathis dans [6], ou seul I'espace est discrétisé.

La méthode numérique utilisée par la suite est donnée par Jin, Pareschi et Toscani
dans [56]. Le schéma ainsi obtenu est asymptotic preserving dans le sens ou il préserve la
limite diffusive. La démonstration de ce résultat peut se faire dans un cadre formel par
des développements de Chapman-Enskog mais 'objet de cette partie est la preuve rigou-
reuse, sans développement asymptotique, de la préservation de I'asymptotique. De plus, le
schéma est stable sous une condition indépendante du parameétre de changement d’échelle
. Le taux de convergence en ¢ est également exhibé et est en accord avec les taux déja
obtenus dans [6, 60]. Cependant la discrétisation temporelle induit de nombreux termes
additionnels de viscosité numérique qui ne sont pas présents dans les cadres continu et
semi-discret, ce qui complique fortement la démonstration.
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Taux de convergence asymptotique
d’un schéma préservant
I’asymptotique pour le p-systeme

Dans ce chapitre, un résultat de convergence numérique avec taux explicite est pré-
senté. Le probléme considéré est le p-systeme, qui décrit la dynamique des gaz isentro-
piques en coordonnées lagrangiennes. Il s’écrit :

{8,57' — 0,v =0,

t)eRxR 3.1
at’l) + 8xp(7') — —0"1)7 (‘:(}7 ) € X +> ( )

ol 7 > 0 est le volume spécifique du gaz et v € R est sa vitesse. Le parameétre o > 0
désigne la friction et la fonction p > 0 est la loi de pression. En général elle est de classe
C? sur R* et est telle que p/(7) < 0 pour tout 7 > 0. Cela permet aux valeurs propres de
la jacobienne de la fonction de flux de (3.1) d’étre réelles et assure alors au systeme (3.1)
d’étre de nature hyperbolique. Le vecteur des inconnues, noté w = (7, v), est supposé
appartenir a ’espace des phases suivant :

Q= {t(T,’U); T >0, UER}. (3.2)
Le systeme (3.1) est doté de I'inégalité d’entropie suivante :
om(w) + Oph(w) < —ov?, (3.3)

ou le couple entropie-flux d’entropie (7, ) est défini par :
n(w) = — — P(7) et Y(w) = vp(T), (3.4)

29



Chapitre 3 — Taux de convergence asymptotique d’un schéma préservant ’asymptotique
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et la fonction P désigne une énergie interne donnée par :

Phﬁilp@M& (3.5)

avec 7* > 0 un volume spécifique de référence fixé.
Comme évoqué dans le Chapitre 2, le comportement en temps long et friction dominante
des solutions du systeme (3.1) peut étre décrit par le systéme suivant :

€Oy — O,v° = 0,

z,t) €R x Ry, 3.6
s@f+awﬁﬂ:—gf, (z,1) * (36)

ou le parameétre ¢ contrdle le régime adopté. Par des développements de Chapman-Enskog
des inconnues, la vitesse v° est de 'ordre de . Ainsi, en posant :

v® = ¢eu’,

le systeme (3.6) se réécrit :

O — Ou® =0,
) (z,t) € R x Ry. (3.7)
e°0pu® + Ozp(7°) = —ou®,
L’inégalité d’entropie associée est la suivante :
D (7°,u°) + 01 (7%, u7) < —o (u°)?, (3.8)
ou I'entropie apres changement d’échelle s’écrit :
5 2 u2
no(r,u) =¢ 5 (7). (3.9)

La limite du systeme (3.7) lorsque ¢ tend vers zéro coincide donc avec 1'’équation des
milieux poreux donnée par :

(z,t) € R x Ry, (3.10)

ou de maniere équivalente
_ 1 _
T + —0pap(T) =0 (r,t) e R x Ry.
g

Comme mentionné dans le Chapitre 2, une vaste littérature consacrée au comportement
asymptotique en temps long du p-systeme avec amortissement existe [68]. De plus la
convergence des solutions de (3.1) vers les solutions de (3.10) a été largement étudiée,
notamment a l'aide de techniques d’estimation d’énergie [53, 75, 76]. Une deuxiéme mé-
thode pour analyser la convergence de w, solution de (3.1), vers w = ! (7,), solution
de (3.10), repose sur I'étude de I'erreur entre les solutions du systéme apreés changement
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d’échelle (3.7) et celles du systéme limite (3.10) (voir [60, 68]). Le taux de convergence
ainsi obtenu s’exprime en fonction de ¢ et c’est ce type de résultat qui est étendu au cadre
discret dans ce chapitre. Dans [60], Lattanzio et Tzavaras ont rigoureusement prouvé la
convergence des solutions de (3.7) vers les solutions de (3.10) et ont exhibé le taux expli-
cite en adoptant une approche par entropie relative. L’entropie relative est un outil tres
utile pour comparer la différence (dans un sens a préciser) entre deux solutions. Cette
notion a été introduite dans les travaux novateurs de DiPerna [32] et de Dafermos [27]
pour les systémes hyperboliques de loi de conservation. Elle était initialement utilisée pour
étudier rigoureusement la convergence de modeles cinétiques vers leur limite hydrodyna-
mique [42, 80]. Plus tard, dans [29], Dafermos adopte cette méthode pour établir un
résultat de stabilité sur les solutions classiques dans la classe des solutions faibles entro-
piques. Ensuite, dans [83], Tzavaras utilise une méthode d’entropie relative similaire pour
étudier la convergence de systemes hyperboliques avec terme source raide vers la limite
hyperbolique correspondante. En se fondant sur les mémes idées, Lattanzio et Tzavaras
considérent dans [60] le cas des limites diffusives. Ils traitent plusieurs systémes hyperbo-
liques avec terme source du type (3.7) qui convergent vers un probleme diffusif quand e
tend vers zéro.

Pour étre plus précis, dés qu'un systéme hyperbolique (H.) de limite diffusive (P) est
muni d’une fonction d’entropie 7°, 'entropie relative associée est définie comme le terme
quadratique du développement de Taylor de 7. en w, solution de (P) :

- (ww) = n°(w) —n° (W) — v (@) - (w —w). (3.11)

L’intégrale spatiale de cette entropie relative s’écrit :
6 (1) = / o (w]m)de, (3.12)
R

et se comporte de maniére similaire & ||w — w3, dés que 7 est une fonction convexe.
Cette fonction permet alors d’estimer 'erreur entre les solutions de (H.) et celles de (P).
Le résultat de convergence obtenu par Lattanzio et Tzavaras sur cet estimateur, pour le
p-systeme (3.7), est le suivant :

o°(1) < C(¢°(0) +'), telo,T), (3.13)

ol C' est une constante positive dépendant uniquement de 7', des propriétés de la fonction
de pression p et d’estimations sur la limite diffusive w supposée réguliére.

L’objectif de ce chapitre est d’obtenir de maniere rigoureuse un taux de convergence
asymptotique similaire a (3.13) dans le contexte d'un schéma numérique préservant 'asymp-
totique proposé par Jin et al. dans [56]. En général, cette propriété est obtenue formelle-
ment grace a un développement de Chapman-Enskog. Cependant, Mathis et Therme ont
récemment adopté dans [66] une technique d’entropie relative pour analyser la limite dif-
fusive d’'un schéma volumes finis pour le systéme de Goldstein Taylor linéaire sur domaine
borné. L’entropie relative peut également étre appliquée a d’autres contextes numériques.
Par exemple, dans [36, 39], les auteurs ont utilisé des estimations d’entropie relative pour
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controdler I'erreur de convergence d’'une approximation des équations de Navier-Stokes ba-
rotropes (voir aussi [19, 57]). Dans [6], une extension semi-discrete du résultat de Lattan-
zio et Tzavaras est proposée. Pour ce faire, les auteurs considérent une approche similaire
pour étudier le comportement asymptotique en temps long d’'un schéma semi-discret pour
le systeme non linéaire (3.7). En supplément, les auteurs exhibent un taux de convergence
en accord avec (3.13). A la différence des travaux de [6], la discrétisation temporelle, qui
est en partie 'objet du travail présenté ici, induit de nouveaux termes d’erreur qui néces-
sitent une attention toute particuliere pour pouvoir étre controlés.

Dans la section 3.1, le schéma considéré pour (3.7) est détaillé ainsi que sa limite
diffusive lorsque ¢ tend vers zéro, qui discrétise 'équation de diffusion (3.10).
Ensuite, dans la section 3.2, des extensions au cadre complétement discret de la notion
d’entropie relative ainsi que d’estimateurs d’erreur sont présentés.
Puis la section 3.3 est dédiée au cas simplifié d’une pression linéaire p(7) = —7 + py. Cette
situation reste en effet trés intéressante puisque pour une friction 20, le systeme (3.7)
coincide avec le célebre modele de Goldstein Taylor (2.5) présenté dans le Chapitre 2. Son
expression se réécrit :

Oy — dyu =0,
{ oot (z,t) € R x R.. (3.14)

O — 0,7 = —20u,

Le résultat de convergence numérique est d’abord proposé pour ce probleme dans le
Théoréme 3.3.1. Puis il est démontré a 'aide de lemmes tres techniques. Pour en donner
quelques idées, la premiere étape est de déterminer une loi d’évolution discrete satisfaite
par I'entropie relative discrete. Ensuite il s’agit d’exhiber '’équation de dissipation gouver-
nant 'estimateur d’erreur donné par la moyenne spatiale discréte de I’entropie relative.
Les derniers lemmes techniques proposent des estimations astucieuses des termes de dis-
sipation. Cette section se conclue par la preuve les lemmes. Ce cas particulier de pression
linéaire permet en fait de comprendre les clés de la preuve du cas non linéaire en suppri-
mant une grosse partie des termes additionnels difficiles a traiter.

Enfin, la section 3.4 est dédiée au résultat de convergence asymptotique discret dans le
cadre général. Il est donné dans le Théoreme 3.4.1 qui est démontré, lui aussi, a 'aide
d’une série de lemmes techniques. Les démonstrations du résultat principal et des lemmes
se feront en se référant systématiquement, quand cela est possible, au cas d’une pression
linéaire.

Pour finir, plusieurs résultats numériques permettant d’illustrer le résultat du Théoréme
3.4.1 dans la section 3.5.

3.1 Schémas numériques

Dans cette partie, les deux schémas considérés sont présentés : le schéma hyperbolique
pour (3.7) qui a été donné dans [6, 56] ainsi que son schéma limite discrétisant le modéle
asymptotique (3.10).

Le maillage spatial considéré est uniforme et composé des cellules (z;_; /9, 7;11/2)icz de
taille constante Ax. Concernant la discrétisation temporelle, I'incrément de temps est noté
At, et t"t! =" + At pour tout n € N.
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Par souci de clarté dans les notations, la discrétisation des solutions de (3.7) est notée

w =" (71", u?) et celle des solutions de (3.10) est notée w!* = * (77, u?). Selon [6, 601, les

approximations numériques satisfont les limites suivantes pour tout temps :

lim 7' = lim 7 =74
i—too i—too ’ (3 15)
Aligﬁn up = ‘liim u; = 0.
1—> 00 11— 00

De plus, pour alléger les expressions dans la suite, la notation suivante est proposée :

ATt =1 7 et Aul =l — T, (3.16)

A 7 % 7 7

les erreurs entre les discrétisations des solutions de (3.7) et celles des solutions de (3.10).
Les opérateurs de dérivation discrets suivants sont également introduits :

5,712 — X - Xy s5oxn = Nt — X
g At ’ T QA.CL' ’ (317)
soxn o X —2XTH X, o X - AT
xTr<Nyg A.%Q ) x z+1/2 Al’ )
et les deux normes discrétes suivantes :
1/2
X2 = [ S (X7 Az ,
i€Z (3.18)

[ X"\ =sup [ X7,
1EZ
pour une quantité discrete (X;*)!" donnée.

3.1.1 Schéma hyperbolique

L’approche numérique utilisée pour obtenir une discrétisation de (3.7) a été proposée
dans [56]. Elle est basée sur une reformulation astucieuse du systéme comme suit :
aﬂ' — 8zu = 0,
o 1—¢&?

Une méthode de splitting a deux étapes est utilisée sur cette reformulation. La premiére
étape consiste en 'approximation des solutions du systeme hyperbolique suivant :

7 — Dyu = 0,
{ o o (3.19)

Opu + 0zp(1) = 0,
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tandis que, dans un second temps, les solutions du probleme

8t7' = 0,
o 1-—g2 (3.20)
Opu = *gu - 57281;0(7)7
sont approchées. Les discrétisations de chaque étape sont maintenant détaillées. Concer-
nant la premiére, la discrétisation HLL [51], détaillée plus loin dans I'introduction de la
partie II de ce manuscrit, est employée. Pour ce probleme elle est donnée par :

At AAL
nnﬂ/z =7+ oo (Wi —uit) + o (T -2 )

"y A At '
u ™ = = S (plri) — p(r) + S (e — 20 i)

ou

A < max su —p'(7) ) .
0<n<N2£ P(r)
De par le choix de ce schéma, le pas de temps est nécessairement restreint selon la condi-

tion CFL hyperbolique suivante :

At 1
ACL‘)\ 2

Concernant la deuxiéme étape, le systeme (3.20) est approché par une méthode implicite :

n+1 n+1/2

1 1 3.22
gt 1o ee () e () 322
At Tog2 g2 2Ax

En combinant (3.21) et (3.22), le schéma complet s’écrit :

=] Az (tiy — 21" + 1) + Az (uityr —uiq)
n+l _ n LAt n+l At n oy _ n (1 — 82) n+l) n+1
u; = -2 u; AL (p(TiJrl) p(rity) + 2 (p (Ti+1 ) p (Tz 1 ))
AAt
+E( 1 2u) )
(3.23)

En utilisant les notations (3.17), il se réécrit :

5,7 n+1/2 Sl + )\Axém 7

(3.24)
n n &2
625tui /2 _ —au?“ — 0P (7‘”+1> +2AtS taD (T); +1/2 Aac(smu

ou 6tx = (5,5(555
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3.2. Entropie relative

3.1.2 Schéma limite

La discrétisation du systeme diffusif limite (3.10) s’obtient comme la limite du schéma
hyperbolique (3.23) quand ¢ tend vers zéro. Des calculs directs donnent I'approximation
suivante de w solution de (3.10) :

At AAt

—nt1l — . _ _

Tt =+ AT (T — @) + Az (i1 — 277 +7i1) (3.25)
1A A :

_n4+1 —n-+1 —n—+1

= — 5o A (p(T:Zjl ) —p(FIH )) .

Comme 77, — 277 + 77 | = O(Az?) coincide avec de la viscosité numérique, ce schéma
est naturellement consistant avec le régime limite (3.10) d’ou la propriété asymptotic pre-
serving vérifiée par le schéma (3.23).

En utilisant les notations (3.17), ce schéma se réécrit :

A
s = s+ A8,

1 (3.26)
ot = 755961) (?n—i-l)i .

3.2 Entropie relative

Afin de présenter le taux de convergence de (3.24) vers (3.26), il est important de
définir une mesure de distance entre w}' et w;. De maniére completement analogue au
cadre semi-discret [6], cette derniére s’écrit :

ot => i Az, (3.27)

1€Z

ou n;" est l'entropie relative discréte. Celle-ci est définie comme la fonction d’entro-
pie relative appliquée aux discrétisations hyperbolique et parabolique. L’entropie relative
n°(w|w) est définie comme le terme quadratique dans le développement de Taylor de I'en-
tropie 1 en w :
2
_ € _ _
i (wlw) = S (u—w)? = P(rl7),

ou P(7|T) s’écrit :

P(r|T) = P(1) — P(T) —p(T) (T — 7). (3.28)
L’entropie relative discrete s’écrit donc de la maniére suivante :

2
g,n n|=—n € n —n n|=n
n; =0 (wiwy') = E(U' —u)? = P([77). (3.29)

(2 (2
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3.3 Résultat dans le cadre d’une pression linéaire

Dans cette partie, le cadre du modele bivitesse, donné par (3.14), est considéré. La
pression s’écrit alors :
p(7) = —7 + po, (3.30)

avec po > 0. La restriction sur les volumes spécifiques
7 < Do, (3.31)

est bien entendu nécessaire pour garder une pression positive. En considérant la fonction
de pression (3.30) et la friction de (3.14) donnée par 20, les schémas (3.24) et (3.32) se
réécrivent respectivement de la facon suivante :

A
6t7'in+1/2 = dgu; + §A:175m7'i”,

\e2 (3.32)
€
525tu?+1/2 = —2au?+1 + (L;Ti"H — €2At<5m7{”+1/2 + TA:cému?,
0T, = 0,1y + §Aﬂz5m7'i ,
et . (3.33)
—n+l1 —n+1
U?+ = %6m7?+ .
De plus 'expression de I'entropie relative est donnée par :
€,n E(p1 |73 52 n _ =n\2 1 n__ =n\2
n; :U(wi|wi):5(ui—ui) +§(Tz‘—7i) : (3.34)

L’entropie relative discréte 7" représente donc bien une mesure de distance entre w?
et w;.

Théoréme 3.3.1. Soit T = (N + 1)At le temps final, (w}') donné par le schéma (3.32)
et (w}) donné par le schéma asymptotique (3.33). Les trois hypothéses suivantes sont
nécessaires.

— 1l existe une constante K > 0 telle que les discrétisations asymptotiques vérifient :
6" 2|7, < K et [|0a0T" 72 < K. (3.35)

— Le pas de temps At est restreint selon une condition CFL parabolique :

At

N < Cp, (3.36)
ot o

Cp = 10 (3.37)

— Le paramétre € vérifie la condition de petitesse suivante :

9 ocAx

< AT (3.38)

3
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3.3. Résultat dans le cadre d’une pression linéaire

Alors le résultat de convergence suivant est satisfait :
oY <O (g + [ — a3z + ), (3.39)

ou C' est une constante positive dépendant seulement de T et des parameétres o, A\, K et a.

L’estimation (3.39) contient le taux de convergence escompté * ainsi que le terme

¢2 + |Ju® — @°||3, qui correspond a l'erreur au temps initial ¢ = 0 pour des conditions
x

initiales générales. Dans la section 3.5, les données initiales utilisées sont bien préparées,

c’est-a-dire qu’elles vérifient :

¢¢ + lu® — 7|7z = 0. (3.40)

Le résultat (3.39) donne alors un taux de 'ordre de ¢* en accord avec celui établi par Lat-
tanzio et Tzavaras (3.13) dans [60].

Pour obtenir (3.39), les hypotheses (3.35), (3.36) et (3.38) sont nécessaires. Essentielle-
ment, elles permettent toutes un contrdle des termes de viscosité numérique. Celles sur
la discrétisation (w}') (3.35) sont analogues a celles requises dans [60] (ou encore [6]).
Elles semblent naturelles puisque les solutions du systeme asymptotique (3.10) sont sup-
posées assez régulieres. La condition CFL parabolique (3.36) est pertinente au regard des
expérimentations numériques réalisées avec le schéma (3.23) et est naturelle puisque le
schéma limite considéré est une discrétisation explicite de la limite de diffusion. Cette
condition CFL est traitée dans la section 3.5, consacrée aux résultats numériques. Enfin,
I'hypothése concernant (3.38) n’est pas du tout restrictive puisque le parametre ¢ est petit
par définition.

3.3.1 Preuve du Théoréeme 3.3.1

Afin d’établir le taux de convergence (3.39), plusieurs lemmes techniques sont néces-
saires. Ils sont prouvés dans la sous-section 3.3.2.
En premier lieu et conformément aux travaux issus de [6, 60], une loi d’évolution discréte
satisfaite par la mesure de distance ¢ définie par (3.27) est exhibée. Pour ce faire, il faut
d’abord établir une loi d’évolution discréte vérifiée par I'entropie relative discrete. C’est
I'objet du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soit (w])!' donné par (3.32) et (w})} donné par (3.33). L’entropie relative
discréte n;", définie par (3.34), satisfait la relation suivante :

Sene T 4 é (s — L) = — 20 (Aupt)” - E;At (50772

(3.41)
+ R+ R+ R+ R,
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ou les termes de reste sont donnés par :

R = — 2 A0 5a T = 2 At AT 57 T %s%mugﬂémay,
R = — 2 AtAu o, A 1 %aQAxAu;L“amAug, -
R = — AtAT 5, A2 4 %AmAﬁ‘“dmATi”, -
RM = — %At (5tAT;‘+1/2)2,
et ou le flur d’entropie discret s’écrit :
Ui = 5 (Au AT 4 auATY). (3.4%

La relation (3.41) doit maintenant étre intégrée en temps et en espace. En sommant
(3.41) en espace, la loi d’évolution discréte suivante sur ¢. est obtenue :

SR (wzn—:—ll/Q - 1/’?:1/2) =203, (AU?H)Q Ar
it

€L

—ggAtZ(éA "“/2)2A +3 RMAr (3.44)
9 e tAUu; T i x .

1€L
+> RMAz+ Y RPPAz+ Y RMAw.
1€EZL i€ 1€EL

En utilisant (3.15), la dérivée discrete du flux d’entropie discret s’annule a l'infini :

Z (1/’?4:1/2 - wzn—+11/2) =0,

1€EZ

et en injectant la définition de la norme L? discréte (3.18) dans (3.44) puis en lintégrant
numériquement temps, 'expression suivante est obtenue :

N N 9 N
€
Z (5t¢?+1/2At =20 Z HAu"HH%gAt — EAt Z HétAunH/ZH%gAt

n=0 n=0 n=0
N N N N
+ 3SR AAL+ Y S RMPAzAL+ Y S RMPAzAt+ Y R AzAL
n=01i€Z n=01€Z n=011€Z n=011€Z
Puisque

N
> Gl tEAL = g2t - ol

n=0

38
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alors la relation suivante sur ¢¥ 1 est déterminée :

R S T t*fAtZHMu"“/?nz A Y R A

n=0 n=0 n=04icZ
N N N
+ S R AxAL+ Y Y R AzAL+ Y Y R AzAL.

n=04i€Z n=01i€Z n=01i€Z

(3.45)

Maintenant 'objectif est d’acquérir une estimation de ¢ *! de la forme suivante :

N

o <o (ol + Au|F +et) + 8 Y elAL (3.46)

n=0

ol « > 1 et B > 0 sont deux constantes dépendant uniquement du temps final 7 =
(N + 1)At et des parametres o, A\, K et a. En effet, dés qu'une telle inégalité est vérifiée,
le lemme de Gronwall discret suivant peut étre appliqué.

Lemme 3.3.3 (Lemme de Gronwall discret). Soit (¢™)yen une suite positive. Si il eviste
des constantes a > 1, >0 et v > 0 telles que

N
PN <a (¢’ +9) + 8D ¢"AL YN EN, (3.47)
n=0

alors ’estimation suivante est vérifiée :
oV < (¢0 + ’y) BSNFDAL ¢ € N, (3.48)

La démonstration de ce lemme est donnée dans la partie suivante, consacrée a la dé-
monstration des lemmes techniques. L'utilisation du résultat (3.48) sur I'estimation (3.46)
permet d’écrire :

oYL < aeT (62 + || a3, + ),

et la preuve du théoréme 3.3.1 est achevée.

Afin d’avoir une estimation de la forme (3.46), il est nécessaire de contrdler chaque
terme de reste, essentiellement par <4, des termes de condition initiale, des termes pouvant
étre compensés par les termes négatifs de (3.45) ou des termes en ¢”. Dans la suite, une
série d’estimations requises est proposée aux travers de trois lemmes.

Lemme 3.3.4. En supposant l’hypothése (3.35) sur les normes discrétes de (wy'), alors
pour tout 8 > 0 lestimation suivante sur le premier résidu est vérifiée :
n,1 n+1 KT A 2 4
ZZR AmAt<QZ |Au™*12, At+ = (142040 + JAz ) &, (3.49)
n=0i€Z

Lemme 3.3.5. En supposant la condition CFL (3.36), ’estimation suivante sur le deuziéme
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résidu est vérifiée :

N 2
n,2 € n+1
> ;ezj RPP A< ( CoAz+ A) n} 14w 0
, (3.50)
€ n n
e ( c Aa:+)\) S A 2.8 +22°C, 23 oAt

n=0 n=0

Lemme 3.3.6. En supposant la condition CFL (3.36), ’estimation suivante sur le troi-
sieme résidu est vérifiée :

N N N
SN RIMACAL <O Y A3, A 440, 3 | Au" 2, At

n=01i€Z n=0 n=0 (351)

1
+12)\2C, Z PUAL + ¢N+1 + §¢2.
n=0

Apreés de fastidieux calculs, les estimations issues des trois lemmes (3.49)—(3.51) per-
mettent de réécrire (3.45) de la maniere suivante :

N N N
N <302 4+ 2a1 Y [|AW [T At + 2a0 Y [|[Au||72 At + 2a3et + 24 Y ¢ AL
n=0 n=0 n=0

+ Z ST RMAzAL - —At Z 16: Aum 12|72 At,
n=014i€Z =l ( )
3.52

ol ay, as, as et aq sont définis par :

2

3
a1:—2a+9+0p+£$<20pAm+/\),

2

5 1
a9 :E (2Cpr =+ )\) + 4Cp7
KT A 2
as = 0 ( + 20At + A:c) ,

a1 =2X°Cy (2 +6).

De plus, les deux derniers termes de 'estimation (3.52) sont négatifs :

Z S RMAzAt = —fAt Z > (san Y 2) AzAt <0,

n=01i€Z n=0{eZ

2
— —At Z 16 Au™ 12|12, At <0,
n=0
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et 'expression (3.52) se réécrit donc :

N N N
PN <340 + 24y Z HAU"HH%%At + 2aq Z ||Au”||%:%At + 2a3e + 2a4 Z Pr At
n=0 n=0 n=0
(3.53)

Le coefficient précédant le terme en HAu"“H%i dans (3.53) n’est, a priori, pas signé.
En revanche, celui précédant ||Au”||2, est clairement positif. Une attention particuliére

doit alors étre portée sur ce terme pour qu’il puisse étre compensé. En appliquant une
intégration par parties discrete temporelle, ce terme se réécrit :

N N N
203 ) || Au"|72 A =2as Y (HAu”HQL% — HAu”“HQL%) At+2ay Y [[Au™7 At
n=0 n=0

n=0
N
= — 2a | AuMN T 2o At + 2a0]|Au|[ 7o AL + 200 Y [|AuwTH|7, At
n=0
N
< 2090, A% AW|2, + 2a5 3 [|AuH |2, At,
* n=0 ¢
et (3.53) se réécrit comme suit :
N N
2 <30L 42 (a1 + a2) 3 [ AwTH G5 At + 2a3e" + 200 3 GTAL + 2008t AT
n=0 n=0

(3.54)
En choisissant § = o et sous les hypotheses (3.36) et (3.38) :

a1 +az <0,

et I'inégalité (3.46) est obtenue en choisissant & > max (3, 2as3, 2a2At) et 5 > 2a4. La
preuve du Théoréme 3.3.1 est ainsi achevée.

3.3.2 Preuve des lemmes techniques

Ce paragraphe est consacré a la démonstration du lemme de Gronwall discret 3.3.3
ainsi que des lemmes techniques 3.3.2 a 3.3.6. Celle du Lemme 3.3.3 est d’abord proposée.

Preuve du Lemme de Gronwall 3.3.3. Le résultat (3.48) est obtenu par récurrence.
— Comme a > 1 ety > 0alors ¢° < a(¢” + ) et la relation

r<e®—1 Va>0, (3.55)

donne directement :

BAL" < a (¢ +7) (P4~ 1),
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qui se réécrit sous la forme suivante :
o (8" +7) + BAte® < a (¢ +7) P2

En considérant 'hypothése (3.47) 'expression ci-dessus implique le résultat requis
(3.48) aurang N = 0.

— Soit N > 1. L’hypothése de récurrence suivante est vérifiée pourn € 0,..., N —1:
" < a¢” 4 y)el AL, (3.56)

— En utilisant 'hypothese (3.48) ainsi que I’hypothese de récurrence (3.56), I'inégalité
suivante s’écrit :

N-1
SN < a(¢” +9) + BAL + B Y a(@” + ) TR AL,

n=0
ou encore, aprés sommation de la série géométrique :

PN < BALSY + a(® +4) [ 1+ ﬁAteﬂAt&
>~ v eﬁAt 1 .

De simples calculs utilisant la relation (3.55) donnent :

Ly pagessre =]

T BWNHDAL 4§ BAL

La combinaison des deux estimations ci-dessus donne :
oV < BAL + a(¢0 +7) (e,B(N+1)At 41— eﬁAt) ’
ce qui se réécrit de la facon suivante en utilisant encore une fois (3.55) :
¢N+1 < (eBAt - 1) (¢o . a(qSO +’y)) +a(¢0 +7>66(N+1)At‘

La preuve se termine en remarquant que, puisque o > 1 et v > 0 alors ¢° — a(¢? +
7) < 0.

O

Pour des raisons de simplicité dans la présentation, deux résultats systématiquement
utilisés dans la suite sont établis dans le lemme suivant.

Lemme 3.3.7. (i) Pour toute quantité discréte (X]') donnée par une combinaison li-
néaire des (w') et (wy), les estimations suivantes sur les normes discrétes sont
vérifiées :
1 ~ 2
102X "2 < Z—I1X" L2, [02X"]22 < =1 X" ]I 22,
4 .
1020 X" |22 < 51X N2

42
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(i1) L’estimation suivante sur l’erreur entre les discrétisations (1)) et (T1') est satisfaite :

IAT"72 < 247 (3.58)

Démonstration. Les majorations données dans (3.57) s’obtiennent en utilisant les défini-
tions des opérateurs de dérivation discrets (3.17) et par intégration par partie discréte en
espace combinée avec ’hypothese (3.15). Le point (7) est ainsi démontré.

Concernant le point (%), Uestimation (3.58) s’obtient facilement en utilisant ’expression
de lentropie relative (3.34) pour écrire la minoration suivante de I'estimateur d’erreur :

2
€ 1 1
L= (2 (Auf)? + 3 (ATin)2> Az > §HAT"H%37
1EZ
et lestimation (3.58) attendue est retrouvée. O

La preuve du premier lemme technique, donnant la loi d’évolution discréte sur I'esti-
mateur d’erreur ¢, est maintenant établie.

Preuve du Lemme 3.3.2. Par définition de I'entropie relative discrete (3.34) et de
I'opérateur discret §; donné par (3.17), 'expression suivante sur 7)° est obtenue :

n 62 n 2 n 1 n 2 n
S 2 = o ((Aui—&-l) (A >2) o ((An )’ (ar >2) _

Puisque pour tous a,b € R, a? — b? = 2a(a — b) — (a — b)?, alors :

;" :;Zt (QAU;‘“ (Auytt — Aup) — (Aupt — Au?>2>

+ ﬁ ((Arf“)z - (Ari”)2> .

La relation ci-dessus peut étre reformulée de la maniére suivante :

2 2 2
g™ = 2 A A - S A (80 ?) 4 ((ATW) ~ (Ari”)2> :

i 2 2At i
(3.59)
et, par les deux schémas (3.32) et (3.33), la loi d’évolution sur Au}" s’écrit :
A
25, AUl = — 20 AUl 4 5, AT — E2At5, T TP 35 Dadoguf — 252,
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En injectant I’égalité ci-dessus dans (3.59), la loi d’évolution se reformule comme suit :
515776 n+1/2 9o (Au”'H) + Auﬂ+15mA7_n+1 2AtAun+16 n+1/2
7 7
A 2
+ St ATAU pgu} — A sl - %At (62 2) (3.60)
1 n+1 2 n\2
De plus, l'utilisation de la définition du flux d’entropie relatif discret (3.43) donne :

1
1 F1) _ 1A n+l n+l Al
(98t~ o1) - g (A s i
fAu?JrlATinjll — Au?jllATerl)
= — AT AuT — Al S AT

En ajoutant et en retranchant Arf“(SzAu? dans I'expression ci-dessus, 1’égalité suivante
est obtenue :

Au?+15xAT[L+1 - _ Ai (wn—‘rl - 1/}’{14-1 ) o AtATin+1(5t$Au?+l/2 _ ATZ’rH-l(sxAu;L
Xz

i+1/2 — Yie1)2
(3.61)
L’utilisation des schémas (3.32) et (3.33) conduit a :
5IAu = 5tA n+1/2 éAxéa:xATéna
et (3.61) devient :
1 n
At AT = — o (url, = 0, - AAT G A (3.62)

n A
= AT AT T 4 DA AT S AT
L'utilisation de I'expression (3.62) dans (3.60), donne alors :

n 1 7 mn 2 mn n
s, 4 o (vl — 0ty ) = =20 (Aupt)” — AtAT o, Auy

D ARG A — A
2 2
* %52Amu"“6mu — 2 Aur sl - S A (880 TH?)

n n 1 n n
— AT} +15tATi /2 AL ((ATi H) — (A7) )2) )

Il suffit maintenant de modifier les termes contenant uniquement de la discrétisation hy-
perbolique (seulement w] sans w;") en ajoutant et en Otant la quantité analogue en la
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discrétisation parabolique :

s 4 Ai (v = vitl,) = —20 (Au?“)2 — 622At (s 2)2
— 52Aun+16tﬂn+1/2 — 52AtAuTL+15m??+1/2 + %EQA:rAu?Hdmﬁ?
— E2AtAUTT S AT +5 QAxAu”“amAu
— AtATH S AT 4 gmmf“ammﬁ

n 1 2
= AP e AT g ((AT.”“) - (AT[‘)Q) .

(2

Le résultat attendu (3.41) est ainsi obtenu en reconnaissant les résidus R, R/, RI"® e
R “# donnés par (3.42) dans 'expression ci-dessus. D

Les preuves des Lemmes 3.3.4 a 3.3.6, donnant les estimations sur les résidus R;"
R? et R sont maintenant présentées.

Preuve du Lemme 3.3.4. En utilisant la définition des résidus (3.42), on a :

S RMAz = - 23 Autlsal P A — Aty At T P A
1€Z €L €L

A
+ 5t An Y Au o A
i€Z

(3.63)

L'objectif ici est de majorer ce terme par des termes en |[u"™||?, et des termes en £*.
x

L’'utilisation du schéma limite sur la vitesse (3.33) permet d’écrire :

5m7?+1/2 = QU(Stﬁ?+1/2,
et 'injection de I'expression ci-dessus dans (3.63) permet d’obtenir :

S RMAz = -2 Autlsalt P Az — 206208 Y Al s T A A
1EL 1EL €L
A
+ 562A.%' Z Au?“émﬂ?Aw.
i€Z

Ensuite, I'application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux trois termes de I'expression
ci-dessus donne :

>R Aw <& Aum | |6 2 + 208 At Aum | 2|6 2

i€Z

A
+ 552A:L‘||Au”+1||L§ |022" || 12
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Les hypotheéses (3.35) conduisent alors a :

A
ST RM Az <VEKe? (1 +20At + 2“) 1A 2.
i€Z

Ainsi pour tout # > 0, 'application de l'inégalité de Young a I'expression ci-dessus donne :

K 2
STRM Az <Ol AuTH, + — (1 + 20At + AA:c> e,
€7 ’ 46 2

1 suffit de sommer en temps I'expression ci-dessus et de remarquer que > At = T
pour obtenir le résultat attendu (3.49). O

Concernant la démonstration des lemmes 3.3.5 et 3.3.6 pour les majorations de R?’z et
R?’?’, il est nécessaire de procéder différemment. En effet, contrairement au résidu R?’l,
ceux-ci ne contiennent pas de termes contenant uniquement de la discrétisation limite
(w?) et les hypotheses (3.35) ne peuvent pas étre utilisées. Il s’agit, essentiellement a I'aide
des schémas numériques (3.32) et (3.33) et d’inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young,
de majorer ces résidus par des termes en ||Au"H! ||%§, en HAU"H%% eten YN " At.

Preuve du Lemme 3.3.5. En utilisant la définition des résidus (3.42), on a :
A
STRMAz = —2AtY Ault S, AT P A 4+ 2802 At s Auf e, (3.64)
i€z i€z i€Z

Tous les termes contenus par R?’z sont donc précédés de <2 et puisqu'on s’autorise une
condition de petitesse sur ¢ (3.38), il n’est pas nécessaire de faire des estimations tres
fines. L'utilisation des schémas sur les volumes spécifiques (3.32) et (3.33), permettent
d’écrire : \

S AT = S A+ D Awda AT

et en injectant la relation ci-dessus dans (3.64), I'égalité suivante est obtenue :

A
STRMAz = - 2AtY . Aul 0, Aul Ar — 552AmAt > AU 66,0 AT A

€L i€Z i€Z
A
+ 5 Ax Y A0 A A
1€EZ

Ici encore, I'application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux trois termes de I'expression
ci-dessus conduit a :

A
ST R Az <At Au"| 12 )|000. Au™|| 12 + 552AxAtHAu"+1HL% 162002 AT || 22
€L

A
+ 552AxHAu"H||L3 |62z Au™|| L2
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De plus, en appliquant les majorations (3.57) a [|0;0, Au”|| 12, [|05020 AT" || 12 €t || 622 Au™| 12,
'estimation devient :

222 At
Az?

2 At
A2|

2)\e2
7HAU”+1HL§ |Au"| 2,

STRMAx <

€L

A g [l A1z + lAa g |AT s

et en utilisant I'estimation (3.58) sur [[A7"(| > :

n At n n 2)\5 At n
SR < (D0 Iaur g laws + 2 2w g o
1€Z

Enfin, I'application de I'inégalité de Young aux deux termes de I'expression ci-dessus donne :

2 2 2.2
nan o [ BAL ) it ( At > o 2A At

5 Ar <— [ ==+ ) ||Au +-— s+ A +

zEZR _A <2A | ”L2 Az \ 2Az 1Aw"llzs + =R 2=

Une intégration discrete en temps ainsi que l'utilisation de la condition CFL (3.36) donnent
'estimation requise (3.50). O

Preuve du Lemme 3.3.6. En utilisant la définition des résidus (3.42), on a :

S R Az = A"+ B",
€7

ou

A" == ALY AT AT A

iE€EZ
A n+1 n
:§A$ % AT T 00 AT A,

Contrairement a R;"Z, il n’y a pas de terme précédé par 2 dans ce résidu. L’hypothése sur
la petitesse de ¢ (3.38) ne peut donc en aucun cas étre utilisée. Il est alors nécessaire d’étre
plus délicat dans les estimations. Tout d’abord, une estimation pour A" est proposée. Une
intégration par parties discréte en temps fournit :

N N
SoAmAr =AY S 6 AT, Aut Ar At
n=0 n=01icZ (3.65)
— A ATV AN T A + ALY T AT)S, Aud A,
€L S/

En utilisant les schémas sur les volumes spécifiques (3.32) et (3.33), I'égalité suivante est
obtenue :

n A
SATY? = 5, Aup + S Aws AT,
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et injecter la relation ci-dessus dans (3.65) donne :

N N
Z AMAt =At Z Z (6zAu}) ZAzAt + )\AJ,‘At Z Z Opa AT 6 Ay Ax At
n=0 n=01iEZ n=04i€Z
— At Z ATNTIS, AN T A 4 At Z A28, Aud Ax.
€L i€EZ

Ici encore, 'application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux quatre termes de 'expression
ci-dessus ainsi que les estimations sur les dérivées discretes (3.57) donnent :

N N
At oant X .
Z A"AL <— Z |Aw A2 Z AT 2 [|Au™|| 2 At
n=0
A
+ EHATN+1HL§HAUN+1HL% + EIIATOHLgHAuolng,

puis l'estimation (3.58) sur ||A7"[|;. permet d’écrire :

N N
S A Z ., 2)\At

n=0

Z \/ 202 | Au™|| 2 At

202 | AuM| 2 + x\/2¢8\|Auolng-

L’étape suivante consiste a appliquer I'inégalité de Young aux trois derniers termes pour
obtenir :

)\2At
ZA”At <7 Z |Au™ |72 AL + Zqﬁ”At
(3.66)

At?
N+1 N+12 0 012

L'utilisation de cette inégalité sur le terme de bord en N + 1 est effectuée de facon a
obtenir un facteur 1/2 devant ¢ *+1. En effet, quand I'estimation sera injectée dans (3.45),
ce terme sera compensé par le terme & gauche de I'inégalité, lui aussi en ¢ *1.

De plus des majorations directes donnent les estimations suivantes :

N+1 At al n+1(2
A L < Z;IIAU 172 At
At? At X
et “SllAullEy < ZHAU 172 At
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qui sont injectées dans (3.66) pour obtenir :

N i 3At n
Y AnAt <7 Z | Aum T, At + =5 Z | Au™|7; At
n=0

)\QAt 1
ST Z SUAL + ¢>N“ + 562

La condition CFL (3.36) permet d’écrire I'estimation finale suivante pour A" :

N N N
> AMAL <G, Z [Au™+Y[ 2 At +3C, Y [|Au™|7 At

1
+ 2220, Z PrAL + ¢N+1 + 5455.
n=0

Maintenant, I'estimation de B" est établie. En ajoutant et soustrayant A7;* puis en
procédant a une intégration par parties discrete en espace, cette quantité s’écrit :

)\ +1/2 )\
foAt AT T 8 AT Az + Aa: AT 0z AT A

En utilisant une intégration par parties discrete en espace, le deuxiéme terme de cette
égalité se réécrit de la facon suivante, 'opérateur ¢, étant défini en (3.17) :

A A ~ )\ 2

FAC Y AT AT Az = —TAx Y (8,477 Aw < 0.

1EZL 1€Z
Ce terme étant négatif, 'estimation suivante de B™ suivante est alors vérifiée :
>\
SATALY6A 2 W AT A, (3.68)

1€EZ

En utilisant les schémas (3.32) et (3.33), I'égalité suivante s’écrit :
nt1/2 A
St AT; = 0 Auf + AmémT

et injecter 'expression ci-dessus dans (3.68) donne I'inégalité suivante :

A A,
gAxAtZ(S AUl 6pe AT Az + Aa: Atz (Opx AT ) Az.

€L i€Z

L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz au premier terme de I'estimation ci-dessus
donne alors :

>/

5AmAtH5 Au” | 12|02 AT" || 12 + X A:EQAtHcSmAT"HLz,
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puis l'utilisation des majorations (3.57) sur les opérateurs de dérivation discrets permet
d’obtenir :

n J2MAt " 4NZAL
B" < A2 |Au"|[ 2 [|AT ||L§+W

A2,
Enfin, 'estimation (3.58) sur A7" et la condition CFL (3.36) permettent d’écrire :

B" S2)‘01@HAU”HL§ \20E + 4)‘20p¢?7
puis l'inégalité de Young appliquée au premier terme de I'estimation ci-dessus donne :
B" <CpllAu"||75 + 10A*Cpel, (3.69)

Le résultat attendu (3.51) est retrouvé en sommant I'estimation (3.67) de A" avec l'inté-
gration discrete en temps de I'estimation (3.69) de B™. O

3.4 Résultat dans le cadre général

Dans cette partie, le théoréme dans le cadre d’une pression plus générale est présenté.
Des conditions sur cette fonction de pression restent cependant nécessaires afin d’établir
un taux de convergence similaire au cadre linéaire (3.39). Néanmoins, celles-ci autorisent
I'utilisation de la loi de pression usuelle donnée par p(7) = 7~ 7 avec y > 1. Malgré I'ajout
de ces hypothéses additionnelles sur p, de nombreux termes de résidus sont plus difficiles
a traiter que ceux donnés par (3.42) dans le cas linéaire.

Théoréme 3.4.1. Soit T = (N + 1)At le temps final, (w}*)!" donné par le schéma (3.24)
et (W) donné par le schéma asymptotique (3.26).
Les cing hypotheses suivantes sont nécessaires.

— 1l existe une constante K > 0 telle que :

165" ? |17, < K, 1622075 < K,

+1/2 = (3.70)

167" 2|00 < K, et |67 |1 < K.

— 1l existe une constante L. > 0 telle que les volumes spécifiques sont bornés comme
suit :

<P F<L,Vi€Z 0<n<N. (3.71)

1
L=
-
— Il existe une constante L, > 0 telle que la pression p et ses trois premieres dérivées
sont bornées de la facon suivante :

1 1
f S p(T) S va _Lp S p/(T) S _fv
p p
! ) o ! Vrell/Ly, L.
. < pi(r) < L,, -L,<p (1) < I
p p
(3.72)
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— Le pas de temps At est borné par une constante At,, > 0 :
At < Atyy,. (3.73)

— Le pas de temps At est restreint selon une condition de CFL parabolique :

At
3 < O (3.74)
ol o
C,=— 3.75
p 40[’ ( )
et
3 2 K2 2 1
a=2L,+9L> |1+ TAtm +3
1 1, 10
+ L, 5K + §K At,, + KL, + gLT + KAt,,
1 11 16
+6K2Atfn + ZKLTAtm + 3L3) .

— Le paramétre € vérifie la condition de petitesse suivante :

2 < oAz . (3.76)
CpAz (44 3L2 (4+ K2A83,)) + 8\

Alors le résultat de convergence suivant est satisfait :
oY <O (o + w0 — T3z + &), (3.77)

ou C' est une constante positive dépendant seulement de T et des paramétres o, A\, K, L,
et Lp.

L’estimation (3.77) contient le taux de convergence attendu ¢*, en accord avec les ré-
sultats de [6, 601, ainsi que le terme ¢! + ||u” — (|3, désignant 'erreur au temps initial.
Cette partie de I'estimation peut disparaitre a condition d’adopter une condition initiale
bien préparée au sens de (3.40).

Des remarques sur les hypotheéses nécessaires a 'établissement de (3.77) sont maintenant
données.

Les conditions (3.70) traduisent la régularité que doit satisfaire la solution du probléme
limite (3.10). Celles concernant la norme L? discréte sont analogues a celles du cadre
linéaire (3.35), cependant des hypotheses sur les normes L> discretes, absentes du cas
linéaire, sont maintenant essentielles afin de controler les termes issus de la non linéarité
de la pression. Elles sont en accord avec les hypotheses des théorémes de [6, 60] dans le
cadre continu et semi-discret.

La condition (3.71) impose des bornes sur les volumes spécifiques des discrétisations de
(3.7) et (3.10). Celles-ci peuvent sembler restrictives mais sont indispensables a 'établis-
sement de (3.77). Il faut préciser que cette hypothese est déja nécessaire dans le cadre
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linéaire par (3.31) mais également dans la démonstration du résultat en semi-discret [6].
Concernant les hypotheses de régularité (3.72) sur la fonction de pression p, des conditions
sur les trois premiéres dérivées sont indispensables. Dans [6, 60], seules des conditions sur
les deux premiéres dérivées sont demandées, mais, ici, les termes de viscosité numérique
issus de la discrétisation temporelle nécessitent ces conditions additionnelles afin d’étre
contrdlés. 11 faut préciser que la fonction de pression utilisée usuellement p(7) = 77 avec
~ > 1 satisfait cette condition.

L’hypothése (3.73) impose une borne supérieure sur le pas de temps. Il n’est pas nécessaire
a la preuve du Théoréme 3.4.1 que celle-ci soit fixée, tant qu’elle ne dépend pas de ¢. Il
est méme possible de choisir At,, = T puisqu’on a directement At < T'.

Enfin, 'hypothese concernant la petitesse de ¢ (3.76) n’est pas restrictive puisque ce para-
metre est petit par définition.

3.4.1 Preuve du Théoréeme 3.4.1

Cette partie est dédiée a la démonstration du Théoréme 3.4.1. Celle-ci est globalement

construite de la méme maniere que la preuve du Théoreme 3.3.1 décrite dans la sous-
section 3.3.1 dans le cadre d’'une pression linéaire. En effet, le résultat (3.77) est lui aussi
prouvé a l'aide d’une séquence de lemmes techniques qui seront démontrés dans la sous-
section 3.4.2. La réelle difficulté du cas non linéaire apparait dans les démonstrations de
ces lemmes.
De la méme maniére que pour le cadre linéaire, la premiere étape est d’exhiber une loi
d’évolution discrete satisfaite par la mesure de distance ¢ définie par (3.27). Pour ce faire,
le lemme suivant permet tout d’abord d’établir une loi d’évolution vérifiée par 'entropie
relative.

Lemme 3.4.2. Soit (w])!' donné par (3.24) et (w})} donné par (3.26). L’entropie relative
discréte 07", définie par (3.29), satisfait l'expression suivante :

St (i, — ) = — o (At fm (6o 172)°

(3.78)
+ R 4+ RM 4+ R 4 R,

ot les termes de reste sont donnés par :

A
RP = = P Au ot At Sp (7)) 4 D Awdui 8T,

R =2 AtAul 16, Ap (7‘)?“/2 + %52A$AU?+15MAU?’
" A
R =AtAp(r o AT = D AeAp(r e AT

(3

R?A _ (_Q?+1/2 +©?+1/2 +6?+1/2A7i") 5ﬁ?+1/2 n (p(TinH) B Q;z+1/2) 5tA7_in+1/2,
(3.79)
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avec
QY = P(rj™h) — P(1]") o P(mi ™) — P(77) 2 p(T ) — p(T})
Z iR Tt A
(3.80)
et ou le flur d’entropie discret s’écrit :
UIE = 5 (B AP 4 Aup Ap(rY)) (3.81)

La relation (3.78) doit maintenant étre sommée en temps et en espace pour obtenir la
loi d’évolution discréte suivante sur ¢ :

SRS (Wi, — i) = —o Z (Au)” Aa —At Z (.80 %)" Aa
1€EZL
+3° R?’le +Y RMAz + Z R?’?’Ax +3 RMAz.
(SY/ 1€Z 1€Z SY/
(3.82)

En utilisant (3.15), la dérivée discrete du flux d’entropie discret s’annule a l'infini :
+1 1) _
Z (¢?+1/2 o 7wb?—1/2> =0,
i€Z

et en injectant la définition de la norme L? discréte (3.18) dans (3.82) puis en sommant
en temps, 'expression suivante est obtenue :

N N 2 N
S Gt 2At = —o 3 [|Aum 2, At %At S lI6 A 2|2, At
= n=0 n=0

N N N N
+ Y S RMAAL+ Y S RMPAzAL+ Y S RMPAzAt+ Y R AzAL.

n=01i€Z n=01i€Z n=04i€Z n=01i€Z

Puisque

N
S Ve A = o g,

alors la relation suivante sur ¢ *! est déterminée :

g2 - aZnAu"“HL t—fAthé A, A+ Y S R A
n=014€Z

+ Z ST RMAzAL + Z ST R AzAL + Z ST RMAzAL.

n=01i€Z n=01i€Z n=01i€Z
(3.83)
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L’objectif est, encore une fois, d’acquérir une estimation de ¢” de la forme suivante :

N
o <a (o + AW, + ) + B olAL, (3.84)

n=0

ol o« > 1et 3 > 0 sont deux constantes dépendant uniquement du temps final 7' =
(N + 1)At et des parametres o, A\, K, L. et L,. Dés qu'une telle inégalité est vérifiée, le
lemme de Gronwall discret 3.3.3 permet, ici encore, d’obtenir le résultat attendu (3.77).

Afin d’avoir une estimation de la forme (3.84), il est nécessaire de controler chaque
terme de reste. Comme dans la preuve avec pression linéaire, ces résidus sont essentielle-
ment estimés par des termes en %, des termes de condition initiale, des termes pouvant
étre compensés par les termes négatifs de (3.83) ou des termes en ¢. Dans la suite, une
série d’estimations requises est proposée au travers de quatre lemmes.

Lemme 3.4.3. En supposant l’hypothése (3.70) sur les normes discrétes de (wy'), alors
pour tout 0 > 0, lestimation suivante sur le premier résidu est vérifiée :

N N KT A 2
S RMAAL <0 A2, A+ B (1 L oAl + QM) & (385)

n=04€Z n=0 49

Lemme 3.4.4. En supposant Uhypothése (3.70) sur les normes discrétes de (w}) ainsi
que les hypothéses (3.72) sur la pression et la condition CFL (3.74), l’estimation suivante

sur le second résidu est vérifiée :

i ST RMAzAt <& (C”Am + >\> ivj |Au™ T2, At
nvie Az 2 n=0 b
+ l <3L20 Az (1 + KQAt2> + A) i |Au"|2, At (3.86)
Ax PP 4 o Ly
K2 N
+3%L;) (8)\2C’p (1 + 4At2> + K2At> > oLAL.

n=0

Lemme 3.4.5. En supposant les hypothéses (3.70) sur les normes discrétes de (wy') ainsi

que les conditions (3.72) sur la pression et la condition CFL (3.74), lestimation suivante
sur le troisiéme résidu est vérifiée :

N N
. 1 1 : .
DRI AwAL < SoN T 20l + 13C, Y | AuTH |7, At
n=01i€Z n=0
Cy 9L (1 K2At2 L 3 Au™|)7, At
TOp Iy (LT 7 Tat i nEZ:OH w72
K? al
+ <9Lf; <8)\26’p (1 + 4At2> + KQAt> +2L, (NCp + 2AKL,,)> AN
n=0
(3.87)
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Lemme 3.4.6. En supposant l’hypothése (3.70) sur les normes discrétes de (W) ainsi
que les conditions (3.71) sur les volumes spécifiques, celles sur la pression (3.72) et la
condition CFL (3.74), l’estimation suivante sur le dernier résidu est vérifiée :

N
1,1 10
SN R AzAL <CyL, <2K + KAt + KLy + = Le + KAt
n=04{eZ

16
K2A2 4 1 KL At 3 L2> ZHAu”HLzAt

A
+I2 ( ( K+3K2At+KL + 30L KAt (3.88)
1 1
6K At2—|— KL At + 36L2>

1 N
( At + §KAt2 + LAt + KAt + 1)) > AL
n=0

Apres de fastidieux calculs, les estimations issues des quatre lemmes (3.85)—(3.88) per-
mettent de réécrire (3.83) de la maniere suivante :

N N
V<60t LN by Y A G At an Y A" B At + ase®

n=0 n=0
B (3.89)

+ay Z AL — —At Z 16: Aum 12|75 At,
n=0 n=0

ol a1, as, az et ay sont définis par :
2

e (C 3
(11:—0'+9+Ax(2pA$+)\) +LpCp,

2 K? K? 1
ag = 27 <3L§Cpr (1 + At2> + A) +Cp (9L§ (1 + At2> +5+ Lf;)

+ Cp Ly ( K+3K2At+KL + 3L +KAt+6K2At2+ KL At + 36L3),

KT
40

as = 3e2L3 (8)\20p (1 + 4At2> + K2At>

A 2
as = — (1+0At+ Azc) ,

K2
+9L3 (8)\20p (1 + 4At2> + K2At> +2L, (NCp + 20K L)
1 1 10 1 11 16
+ L (wcp <2K + ngAt + KLy + 5 Lr + KAt + 6K2At2 + o KLAL+ < L2)

+K <;At+ éKAﬂ + LAt + KAt + 1>> .
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De plus, le dernier terme de I'estimation (3.89) est négatif :

€2

N
—5 At Sl Aumt 22, At <0,
n=0

et 'expression (3.89) se réécrit donc :

N N
3 1
Sl el T a D [l AuT [T At +az Y | Au”7; At + age®

N
+ ay Z (ZS?At

n=0

Comme dans le cadre linéaire, le coefficient a; du terme en ||Au™T!|| 2 Nest, a priori,
pas signé. En revanche, le coefficient ay précédant le terme en ||Au”([z: est positif. Une
intégration par partie discréte en temps permet, ici encore, d’écrire :

N N
az Y [|Au"72 AL < aol| AW |72 At + ag Y [|AumT 7, A,

et, en utilisant 'estimation ci-dessus, (3.90) se réécrit de la maniere suivante :

N N
¢N T <30 + 2(a1 + az) Y [ AuY| 7o At 4 2036 + 2a4 Y | GUAL+ 2050, A7 || A |7

(3.91)
En choisissant § = /2 et sous les hypotheses (3.74) et (3.76) :

a1+ as <0,

et l'inégalité (3.84) est obtenue en choisissant o > max (3, 2a3, 2a2CpAz?) et 8 > 2ay. La
preuve du Théoreme 3.4.1 est achevée.

3.4.2 Preuve des lemmes techniques

Ce paragraphe est consacré a la démonstration des lemmes techniques 3.4.2 a 3.4.6.
Pour des raisons de simplicité dans la présentation, quatre résultats, systématiquement
utilisés dans la suite, sont tout d’abord établis dans le lemme suivant.

Lemme 3.4.7. (i) Les discrétisations issues des schémas numériques (3.24) et (3.26)
satisfont la relation suivante :

. 1 N
5o (™)i11 2 = 5IATg1/2/ P+ sA28,7ly 1o)ds
0 (3.92)

~ 1 ~ ~ 1
+ 57 AT /0 Iy s + A28, 7Yy nBe AT /0 SIT g s,
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ot
! /! < <
Iy = /O P (7] sATET o+t (AT 4 sATAT] o)) dt. (3.93)

(i) En supposant les hypothéses (3.72) sur la régularité de la pression, les discrétisations
issues des schémas numériques (3.24) et (3.26) vérifient I’ estimation suivante :

IAT"[|72 < 2Lyel (3.94)

(iii) En supposant les hypothéses (3.72) sur la réqularité de la pression et la condition CFL
(3.74), les discrétisations issues des schémas numériques (3.24) et (3.26) vérifient
les estimations suivantes :

At 6 AT™F2|2, < 2C,[|AuM |72 + 16A*Cy Lo, (3.95)

K2
A5 Ap(r)" 2|7 <6L5C, (1 + 4At2> | Au"||72
3.96
3 2 K2 2 2 n ( )
+OL, | 8ATCy | 1+ A7 | + K7A ) ¢

Démonstration. La démonstration de (7) s’obtient en utilisant des développements de Tay-
lor. Par définition de I'opérateur discret J,, I’expression suivante s’écrit :

0xAp (1)1 = ﬁ ((p(ri41) — (") = (p(Fi1) — p(77))) -

De plus, grace a un développement de Taylor, les deux égalités suivantes sont établies :
- L -
Plritn) = p() + Aadurihy |90 + 087 o),
- 1 ~
P(Fi) = p(70) + AedTy oy [ (70 + 50,67 s,

pour écrire

N 1 -
0:Ap (7'")i+1/2 :5957'&1/2/0 p (] + saxéxfﬁrlm)ds
- 1 -
S /0 PP + 50,8570, 1),

Puisque 5,,;7&_1/2 = SIATiTjrlﬂ + Sx??+1/2, alors :

- 1 ~
0z Ap (T") ;412 :6$AT£H/2/O (! + 502027} 1 j5)ds

- 1 ~ ~
+ 02T 412 /0 <p’(7i” + 8020271 /2) — P (TF + sAx(Sgﬁ?Hp)) ds.
(3.97)
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De maniere analogue, un développement de Taylor donne :
P (7 + 50u000110) = D7) + 502070 10) + (AT + A28, AT o) Iy

avec I} /2,5 définie par (3.93). Il suffit d’injecter la quantité ci-dessus dans le deuxiéme

terme de (3.97) pour obtenir le résultat attendu (3.92).

Concernant (ii), par la définition de ¢ et n;", 'égalité suivante est vérifiée :
2
= <€2 (Aup)? — P(r{‘]ﬁ)) Az > =Y P(rl|7)Ax. (3.98)
€L icZ

De plus, la définition (3.28) de P(7;*|7}) ainsi qu'un développement de Taylor permettent
d’écrire :

1
P () = (A [ (L= s)p/ (77 + s ds.
0

L’utilisation des hypotheses (3.72) sur la régularité de la pression p dans ’expression
ci-dessus donne :

1 2
P77 < ——— (A+™)2 .
(TZ ’T’L)— 2Lp( TZ)

Enfin, l'injection de 'estimation ci-dessus dans (3.98) permet d’obtenir :

n 1 n\2
c ZEZ(ATi) A,

et I'inégalité (3.94) est établie.

Concernant le point (7i4), les schémas (3.24) et (3.26) permettent d’écrire la loi d’évo-
lution discrete suivante sur A" :

A
AT = 0, Al + §A:E5MATZL,
et la définition des normes discretes (3.18) donne :

2
AtH(StATn+1/2H%% = Atz ((5$Au? + ;\Ax(smATf) Axr.
iE€EZ

Puisque pour tous a,b € R, (a + b)? < 2(a? + b?) alors I'estimation suivante est établie :

2
AtH(StATn—i-I/QH%% < 2Atz ((590AU?)2 + AZA:L'Q (59595A7—in)2> Azx.
€L
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3.4. Résultat dans le cadre général

Gréce a la définition des normes discretes (3.18), cette inégalité se réécrit :

A

2
At||6tAT”+1/2H%2 < 2At||5xAu”HL2 + AtA:nQHcSmAT”H%Q.

En appliquant les estimations sur |[6; X"[|z2 et [0 X"[| 2 données par (3.57), I'expression
ci-dessus donne :

At s AT 22, < 2 HAU"HL2 + SAzA A2z,

et le résultat attendu (3.95) s’obtient facilement grace a l'inégalité (3.94) ainsi que la
condition CFL (3.74).

La démonstration du Lemme 3.4.7 se termine en établissant la deuxieéme estimation (3.96)
du point (7). Par définition des normes discrétes (3.18), 1’égalité suivante est obtenue :

2
A0 Ap(r)™12|2, = ALY (8Ap(r) 1) Aa. (3.99)
i€EZ

En utilisant le méme type d’arguments basés sur des développements de Taylor que pour
le point (7), 'expression suivante s’écrit :

5. Ap(7)" V2 =5, A7 / (P 4 s AV ds
0
+5ﬁn+1/2A7—.” /1I@+1/2ds+At&nr-LH/ZétAT-"H/Q/ In+1/2
) i g bs ) i
ou
1
Y2 / U (? +sAt5ﬁ”+1/2+t(Ar +8At(5tATn+1/2))dt.

%,8
0

En injectant I'expression ci-dessus dans (3.99), I’égalité suivante est obtenue :

AtHétAp(T)”H/QH%Q = Atz (5tATZ-nH/2/ (7] + sAtT n+1/2)ds
’ i€l 0

1 2
Jb+1/2AT / I”“/stJrAt(S fn+1/25 Arf+l/2/ Slyj1/2d3> Az
0 b

De plus, puisque pour tous a,b,c € R, (a+b+ 0)2 < 3(a® 4+ b? + ¢?), légalité ci-dessus
permet d’écrire :

1 2
At||5tAp(¢)n+1/2H2Lz < SAtZ ((&ATZ.”H/?/ P+ sAt5t¢j+1/2)ds)
’ iez 0

1 2
<5tn+1/2AT / In+1/2 > (Atétn+1/25 ATinH/Q/ slf:1/2d8> >Aaz.
0 b
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De plus, les conditions (3.72) sur la loi de pression donnent :
/01 (7" + sAté T”+1/2)ds < Ly, / I”+1/2d <L, et /01 SI;LL:I/st <L,/2,
donc
At Ap(r)" 23, < 3L2A (1 A5 ”“/QHL;O> 6, A7 2|2,
+ 3L2At||5f”“/2HLgc IAT"|Z2.-

Enfin, puisque [|6;7"F1/2|| = < K par (3.70) et en utilisant 'estimation (3.95) sur ;A7 +1/2
ainsi que celle sur A7/ (3.94), estimation suivante s’écrit :

At?
Atl|oAp(r)" 2|3, <6L2C, ( + KQ) |Au" |3,
3 2 AtQ 2 2 n
+6L3 | 8X*C,, 1+TK + K2At | o7,

et I'inégalité (3.96) est obtenue en utilisant, encore une fois, la condition CFL (3.74). La
preuve du Lemme 3.4.7 est ainsi achevée. O

La preuve du premier lemme technique, donnant la loi d’évolution discréte sur I'esti-
mateur d’erreur ¢! est maintenant établie.

Preuve du Lemme 3.4.2. Par définition de l'entropie relative discrete (3.29) et de
I'opérateur discret §; donné par (3.17), 'expression suivante sur n° s’écrit :

2

€ 2 1
8em; /2 = 5A7 ((AU?H) - (Au?)2> A (P(TZLHW?H) — P(Tm??)) .

En appliquant la définition de pression relative P(7|7) donnée par (3.28), et puisque pour
tous a,b € R, a® — b?> = 2a(a — b) — (a — b)?, alors :

)

2
en+1/2 _ nt1 nt1 n\ _ ntl _ a,m)2
1) =oAL (2Au (Au Aui) (Aui Auz) >
1
a7 (PE) = P@Y) = p(r AT — P + P(T]) + p(T]) AT

La relation ci-dessus peut étre reformulée de la maniére suivante :

2 2 ﬂ+1 o n
Sne" Y = 2 AW s AT - %At (5tAu§‘+1/2) P ) = P 5 ey

T 75

P = P(F) - " T () 5
L PO = PO g znifa | pnityg, aprtt/2 PO ) =P g onsaja g n
Ty

-7y Ty T T
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De plus, par les deux schémas (3.24) et (3.26), la loi d’évolution sur Aw; s’écrit :

525,5Au?+1/2 =—oAult -5, Ap (TnH) 4 2 Atd,p (T)nH/Q

i

A
+ 562Ax6mu? — 52&@- +1/2,

.. ot e . . —n+1/2
En injectant I'égalité ci-dessus dans (3.100) et en utilisant les notations Q?H/ 2, Q?+ /

q?—&—l/Z d

b

éfinies par (3.80), la loi d’évolution se réécrit :

2
6,577@.5’”"'1/2 =—0 (Au?H) — Au?Jrl&IAp (T”"'l)i + ezAtAu?Jrlétxp (T)?+1/2
A 2 2
+ SR A g 2 AuH sl - %At (8202
— QU2 2 L Qr 2 A2 ety 5, ARV g2 A 72,
(3.101)

De plus, en utilisant la définition du flux d’entropie relatif discret (3.81), 'expression sui-
vante est obtenue :

1 n n 1 n n n n
Az (T’Z)@'jll/2 B wijllﬂ) T 2Az (AuilelAp(Ti )+ Au T Ap(rIE
—Au T Ap(r) - Aut Ap(r )

=Ap(r]*) Augly — Auly e AP — Ap(rity)
' 2Azx i AL

:Ap(TZ-"H)éxAu?H + AU?H(SxAp (TTL—H) .

)

Linjection de Ap(7/*1)d, Aul dans 'expression ci-dessus donne :

—Aul 5, Ap (Tnﬂ)i =- ﬁ (1/’?4:1/2 - w?—tl/z)

(3.102)

+ AtAp(T,ZL+1)(5txAU?+1/2 + Ap(rh 5, Aul.
De plus, les discrétisations (3.24) et (3.26) permettent d’écrire :
n nt1/2 A n
S Auj = O AT; — §Ax6mATi ,

et (3.102) devient :
n n 1 n n n n
—Autl, Ap (T +1)i =i (1/)@,:11/2 _ ¢ij11/2> + AtAP(rFY) s AT
n A
+ Ap(tPTh 8, AT /2 _ §A:BAp(TZL+1)5mATZ‘.
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L’injection de I'expression ci-dessus dans (3.101) donne :
2
n+1/2 n+1 ntl ) _ nt1\? € n+1/2)2
der); T Az (%’:1/2 - ¢ij1/2) =9 (Aui ! ) B EAt (5tAui )
n n )\
+ AtAP(F S AT 4 Ap(rtY s AT - SACAP(T 8 AT]

A
+ MDA Gyp (1)) 552AxAu?+16mu? — AUt
_ Q?+1/25t7'f+1/2 + Q;?+1/25ﬁ?+1/2 —I—p(ﬁlﬂ)&ATiﬂHm + Q?H/ZATZL(Sﬁ?H/z.
(3.103)

La définition des résidus (3.79) permet de reconnaitre R}"* et R"* dans l'expression ci-
dessus :

AtAp( n+1)5txA n+1/2 )\AZEAP( n+1)5x:cAT Rn,?;’
Ap(TTH_l)(;tAT?H_l/Z _ Qﬂ'ﬁ'l/?étrn-‘rl/?
+ Qe pEr s AT 4 g T P AT g = R

Pour les termes contenant uniquement de la discrétisation hyperbolique (en w!*), la quan-
tité analogue en la discrétisation parabolique est ajoutée et retranchée, conduisant a ré-
écrire (3.103) de la maniére suivante :

sunf ™ o (gl — ) = o (aart) - S ar (gAY

n n A —
— 2 Aut o, +1/2 + 2 AtAUT T 60,p (7)] /2, 552A33Au?+1(5mu?
At AUPT S, Ap (7)Y gEQAxAu?H(SmAu?
+ R 4+ R

Le résultat attendu (3.78) est obtenu en reconnaissant les résidus ;"' et R}"*> donnés par
(3.79) dans 'expression ci-dessus. O

Les preuves des Lemmes 3.4.3 & 3.4.6, donnant les estimations sur les résidus R;"
R, R et R™* sont maintenant présentées.

Preuve du Lemme 3.4.3. En utilisant la définition des résidus (3.79), on a :
SRMAz = — 23 AuH sl P Ar + At Y Al 5 (7)1 A
1€Z 1€Z €L

A
+ 552A:U Z Au?Hémﬂ?AaB.
IEL

(3.104)
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L'objectif ici est de majorer ce terme par des termes en |[Au™™!||2, et des termes en £*.
xr

L’utilisation du schéma limite sur la vitesse (3.26) permet d’écrire :

_\n+i _n+1/2
Otap(T);, * = —Uétu? / ,

ce qui permet de modifier (3.104) en :

SORM Az = - 23 Ao ul T P Ar — oAty AuP s ul T P Aa
i€Z i€Z i€Z
A
+ 552Aas Z AU?H(SMH?A@”.
S/
Ensuite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux trois termes de I'estimation ci-dessus
donne :

STRP Az <& Aum | o |62 12 + o2 At|| AumY | 2 |6
€L
A 2 n+1 —n
+ 5¢ Az|Au HL%HcSmu 2

En considérant les hypothéses (3.70), I'inégalité suivante est obtenue :

A
ZR?’IAQC <VK¢e? (1 + oAt + QAx> HA“nHHL%'
€L

Ainsi, pour tout > 0, 'application de I'inégalité de Young a I’estimation ci-dessus donne :

n,l n+12 K A 2 4
E R Ax <O||Au"" |72 + — (1 + 0At+ ZAx | £
icZ v 2

Pour finir, il suffit d’intégrer en temps I'estimation ci-dessus et de remarquer que >V, At =
T pour obtenir le résultat attendu (3.85). O

Concernant la démonstration des lemmes 3.4.4, 3.4.5 et 3.4.6 pour les estimations des
résidus R}"?, R!* et R, il est nécessaire de procéder différemment. En effet, contraire-
ment au premier résidu R"', ceux-ci ne comportent pas de termes contenant uniquement
de la discrétisation limite (w}) et les hypothéses (3.70) sur les normes L? ne peuvent
pas étre utilisées. Il s’agit alors d’estimer ces restes, essentiellement a 'aide des schémas
numériques (3.24) et (3.26), des estimations sur les normes L (3.70), de celles sur les
volumes spécifiques (3.71) et d’'inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, par des termes

en [[Au"tt||2,, en |[Aum||2, eten S0 gAL.
Preuve du Lemme 3.4.4. En utilisant la définition des résidus (3.79), on a :

n A
> R Az = 2 At > Aul 8, Ap (7); T2 Az + Z2An > Aul S Aul Az, (3.105)
i€Z i€Z 2 i€z
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Tous les termes de R;L’2 sont précédés de 2 et, puisqu’on s’autorise une condition (3.76)
de petitesse sur ¢, il n’est ici encore pas nécessaire d’effectuer des estimations tres fines.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux deux termes de 'expression (3.105) donne :

A
> RIAz < A AU 12 |6 Ap(r) 2 1z + SR A AU 1z m A" 1z
1€ZL

De plus, en appliquant les majorations (3.57) du Lemme 3.3.7 & ||, (6tAp(7-)"+1/2) 2 et
|22 Au”|| 12, estimation ci-dessus peut écrire :

2)\e2

2
e“ At
AU a2 |6 Ap(T)™ T2 2 + Ay AW 2 | Au™|| 2.

T

Z R?’QA@” <

€L

L’application de I'inégalité de Young aux deux termes ci-dessus permet d’obtenir :

" e? [ At
S RPAC < (Mmun“uig + Atll&Ap(ﬂ”*”ﬂ%;)
1E€EL
)\82 n n
+ 5, (1A, + A,

et, en utilisant (3.96) donnée par le Lemme 3.4.7, I'estimation suivante s’écrit :

N 2 /At 2 At K?
RN < o (m + A) N <3L127Ax (1 + 4At2> + A) Az,
€L

3.2 2 2 2 n
+3Lp€ (8)\ ~3 <1+4 At ) + K At) s

Une intégration discréte en temps ainsi que l'utilisation de la condition CFL (3.74) donnent
I'estimation requise (3.86). O

Preuve du Lemme 3.4.5. En utilisant la définition des résidus (3.79), on a :

S RPPAz=A"+B",
€L

ou

A" =AY Ap(r s Auf TP A,
€L
A
B" =~ Az > Ap(r ) opa AT A,
iE€EZ

Contrairement a R?’Q, il 'y a pas de terme précédé par 2 dans ce résidu. L’hypothése
sur la petitesse de ¢ (3.76) ne peut donc pas étre utilisée. Il est alors nécessaire d’étre
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plus délicat dans les estimations. Tout d’abord, une estimation pour A" est proposée. Une
intégration par parties discréte en temps fournit :

N N
STAMAL=— At 6 Ap(n) 25, Aul Az At
n=0

n=01i€Z,
+ ALY Ap(rN e AuN T Ar — ALY Ap(r0)8, Aud Ax.
ez €7

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux trois termes de I'expression ci-dessus permet
d’écrire :

N N
STAAL <AL (5, Ap(r) ] 15, Au™ | 12 At
n=0 n=0

+ At Ap(TY )| 2 110:Au™ T 12 + At Ap(O)[| 2110 A £z,

puis les estimations (3.57) sur les normes des opérateurs de dérivation discrets en espace
donnent :

N At N
3 ATAE <R S 18 Ap(r) g Ak 3 A
= =t (3.106)

At At
ARl A g S AO) z AuC s

Un développement de Taylor avec reste intégral de p permet d’écrire, pour tout 0 < n <
N :

1 2
189N = 3 (a7 [ o2+ set)as) A

i€z
Les conditions (3.72) sur p permettent d’obtenir :
1Ap(T™)IIZz < LyllAT"[IZ;,
et par (3.94), 'estimation suivante sur la norme de Ap(7;*) est déterminée :
1Ap(T™)|[72 < 2L307
En utilisant cette derniere inégalité et 'estimation (3.94) sur la norme de A7, I'inégalité
(3.106) sur A™ devient alors :

> AMAL< DS [ Ap(r) 2 g Az A
n=0 x n=0 ‘

At At
+ Az V 2L2¢§+1‘|AUNHHL3 + E\/2L2¢2HAUO‘|L§-
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L'utilisation d’une inégalité de Young sur les trois termes de I'expression ci-dessus permet
d’obtenir :

ZA"At< Zmnmp( )”+1/2||L2At+ 5C ZHAu”HLzAt
=0 n=0 n=0 (3.107)

At2 At?
RS TIAGN T, S 4 RU IS AGR, + 2l

L'utilisation de cette inégalité sur le terme de bord en N +1 est effectuée de facon a obtenir
un facteur 1/2 devant ¢ *+1. En effet, quand cette estimation sera injectée dans (3.83), ce
terme de bord sera compensé par le terme de gauche de l'inégalité, lui aussi en ¢ *+1. De
plus des majorations directes permettent d’écrire :

N N
AN Z A8 <Y AT Z A et [|AWC(|T2 AL < Y (| AuT|T At
n=0 n=0

qui sont injectées dans (3.107) pour obtenir :

N
ZAnAt S%(bé\url + %(bg Z ”515 n+1/2H2 At

n=0
1 At . At .
+ (50 20) 2 ZnAu Baat+ pZnA A

Enfin, en utilisant 'estimation (3.96) sur 6;Ap (7 )”Jr /? ainsi que la condition CFL (3.74)

dans l'inégalité ci-dessus, la majoration suivante de A™ est obtenue :

N
S AnA g%qsé”“r 1004 130, Z JAur 2, At
= n=0

K 1 N
+Cp <3L§ <1 + 4At2> +3+ L§> > lAum|7. At (3.108)
n=0
N

K2
+3L) <8A2Cp (1 + 4At2> + K2At> > grAt.

n=0

Maintenant, une estimation pour B" est fournie. En ajoutant et soustrayant Ap(7;*) puis
en procédant a une intégration par parties discrete en espace, B" se réécrit de la maniere
suivante :

A n 1/2 n A
B" :—gA:cAtlezzétAp /25, AT Ax + Qszezzé +Ap (T )z+1/25 AT+1/2A£C
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En appliquant la formule (3.92) pour d,Ap (77), +1/2 donnée par le point (i) du Lemme
3.4.7, la relation ci-dessus devient :

B" = — iAth 5 Ap(7)" TV 26, AT A
€L
A 2 1
+ §sz; ((5 AT_H/Q) /0 (7] + sAxé 2Tit1/2)dsAx
(S

(3.109)

A - n
+ §Ax Z Ar%ﬁ;;mé AT Jrl/2/ L1 /2,548 Ax
1€Z

A % _n 2 n
+ §Ax2 Z 5337—i+1/2 ((5 AT +1/2) /0 SIi+1/27Sd$A.T,
1EL

ou I, /2.5 est défini par (3.93). Chaque terme de l'expression ci-dessus peut maintenant

étre majoré afin d’obtenir une estimation de B". En utilisant les conditions sur la pression
(3.72), les trois estimations suivantes s’écrivent :

A 2 1
§sz (5oarr o) /O (7 + sAzd,7 p)ds Az < 0,

1
/ 7,+1/2 sd‘S < LP et /0 SIin-&-l/stS < Lp/27

qui sont injectées dans (3.109) pour obtenir :

éA:UA?E Z ‘5tAp ”+1/2’ |02 AT Az
1EL

A z
+ LAY AT |5, ;?+1/2] \Aa: (3.110)
€L
A 2 N
€L

De plus, en majorant

536??“/2’ par ||5x?”||Lgo < K par (3.70) et en utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz sur les trois termes de I’estimation ci-dessus, celle-ci se réécrit :

B <5 AA 6 AP 2 e A

A < A <
+ iKLpAa:HAT”HL%||5IAT"HL% + ZKLprQH&CAT”H%%.

Les estimations sur les normes des opérateurs de dérivation spatiaux, données par (3.57),
permettent d’estimer I'expression ci-dessus de la fagon suivante :

At
B" SQ}‘E”&?AP(T)”JFINHL% IAT" [z + 2AK Lp|| AT 7.
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L’inégalité de Young appliquée aux deux termes ci-dessus permet ensuite d’écrire :
n n+1/22 2 At n|2
B™ <At||6:Ap(T) 172 + (A N +2AK Ly | [[AT"|75-

Enfin, les estimations (3.96) et (3.94) sur 6;Ap(r;)"+/? et At ainsi que la condition CFL
(3.74) permettent d’obtenir :

2 K2 2 2
2 2 K2 2 2 2
+2L, <3Lp (8)\ c, (1 + A ) +K At) + 220, + 2>\KLP> o,

Le résultat attendu (3.87) est établi en sommant en temps cette estimation de B" et en la
combinant avec I'estimation (3.108) de A™. O

Preuve du Lemme 3.4.6. En utilisant la définition des résidus (3.79), on a :

(3.111)
Une série de développements de Taylor permet d’écrire :

Qi —/01 [p(F) + At (1= ) 6770 ds,

1
ﬁ?ﬂ/z :/ [ '(T1) + At(1 — 5)0,7; 71/ ”] ds,
0
1
p(r ) = / [p(F) + A (77) + Atoer 1 Pp] + Atg, AP
0
+At2 5t7n+1/25 At n+1/2p//+AtA7_n5t7n+1/2 ”—|—Tn CZ—‘;;Q:| ds,

1
Q2 = /0 [p(F) + A (77) + A1 = 8)0775 2]+ A1 = )8 A7 ]

+AEs(1 - 8)dm 2o, AT TP 4 AL — s) AT P+ T
+(1 = 5)Ti] ds,
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3.4. Résultat dans le cadre général

avec pour tout s € [0,1] :

Pl = p'(F! + sAtS *n+1/2),
p! =7+ sAtéan/z),
Ty = (A7) (1= ) p' (77 + sAT]),
2
Ty = AT AT PP+ Al (8,47 )

S

2 1
+ A (6772 4 G Ar ) (sarrt 4 (1 - s) A / (1 — 1)p® (m)dt,
0

oumy = T7; + tAT] + sAt (6#1-”1/2 + tétATZLH/Q) pour tous s,t € [0, 1].
Gréce a ces formules, 'expression (3.111) se réécrit de la facon suivante :

1
R = /0 [(=p(7y) = Aryp (77) = At = s)oym 20, — A1 = s)a, A7) 2]

)

_ AtQS( )5t7n+ /25 Ar n+1/2 o — At(1— S)AT”5 —n+1/2; T — (1= 8)T0
+p(7}) + At (1 - s) 6ﬂ”“/ Pl AT (R + At(1 - s)AT"(StT"“/ 07
+s (AtdﬁﬂﬂmﬁﬁAtd ATV | A2 g 2 A 2

+ALATY 87, T 4 Ty ) 6 AT ds.
(3.112)
De plus, en posant :

1

" = / [ (T + (1= ) Ti) 0772 4 5T 0 AT s, (3.113)
0

I'expression (3.112) se réécrit :

_ r_
0 JLH/Q/ (2s — 1)plds + 5tATZ-n+1/2/ splds
0 0

2 rl T
—At (5#?“/2) / s(1 — s)pllds + At6t7n+1/25 AT{LH/z/ s*plds  (3.114)
0 0

Rn4 —At5,AT n+1/2

T _
AT / sp’s’ds} + T
0
Un développement de Taylor sur p/, donne :
1 _ 1
/ (2s — 1)plds :/ (25 — 1) < '(T7) + sAtS ?"“/2/ P+ stAtdtr?“/Z)dt) ds
0 0 0

1 o
:Atéﬁ?ﬂ/z/o s(1 — s)plds,
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et

1 1 1
/ splds :/ s (p’(T?) + sAtdﬁ?H/Q/ p" (7 + StAt(StT;H—l/Q)dt) ds
0 0 0

1 At ., 1 —
:§p’(??) + —0,7; +1/2/ (1-— 52)pg’ds.
0

L'utilisation de ces développements dans (3.114) permet d’obtenir :

2 1 —
R?A :At&tATinH/Q At <5ﬁ?+1/2) / s(1 —s)plds + %&AT{LH/Zp/(ﬂ”)
0

At 1 o 2 1 J—
+75ﬁ?+1/26tATZL+1/2/ (1—sHplds — At (5,5??“/2) / s(1—s)pZds
0 0
1 L 1
o 2o A / Ats?plds + Arlor / S;D’S’ds] + 17
0 0
et expression ci-dessus se réécrit de la maniere suivante aprés simplifications :

At
B =5
1
+AAT S 25, AT / spiids + T7.
0

2 2 2 sl _
(6tATZ-nH/2) P (7 + %&ﬁwl/z (6tATZ-nH/2) / (1+ 52)p’s’d8
0 (3.115)
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3.4. Résultat dans le cadre général

1

Maintenant, I'expression de 7" donnée par (3.113) est détaillée. En posant I, = / (1—
0

£)p® (m.;)dt et en développant T, I'égalité suivante est obtenue :
2 1 __ 1 L
T = AtAT (5,472 /O spds — AtATI ST Y25, A2 /0 (1— s)p7ds
3. 2 (1 —
+ A#? ((5tATZ-n+1/2) / 52p’s’ds — At%ﬁ?“ﬁ (5tATin+l/2) / s(1— s)plds
0 0
9 rl
— Ar(Aar)? (572 / (1— s)I,ds
0
2 1
— 2A AT (525??“/2) 5tATZL+1/2/ s(1 — s)Isds
0
2 2 1
— A8 (57 (i) / (1 — s)Lds
0
1
+AL(AT)? 6702, AT / (25 — 1) Lds
0
2 rl
20 AT (540 / s(2s — 1)I,ds

0

3 1
+ Atgéﬁ?Jrl/z ((515AT,ZL+1/2) / 52(25 —1)1Isds
0

2 1 3 [l
T AL(AT)? (772 / sluds + 28P A7l (5,777 / 2 Lds
0 0

4 rl 1
+ At? (515A7'Z'n+1/2) / $Ids — (AT])? 5ﬁ?+1/2/ (1 —8)p”" (T} + sAT]")ds.
0 0
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pour le p-systéme

En injectant 'expression ci-dessus dans celle de R:»LA donnée par (3.115), cette derniere se
réécrit :

R?A At (5 A n+1/2) /(??)
n n+1/2 n fn+1/2 n+1/2 ! —57
T+ AAT (5,A72) / Dids + AtATRS 726, Ax / (25 — 1)plds
0 0
n 3 rl A2 n " 9 ol o
+ At? <5tATi +1/2) / s2p’s’ds + %(&ﬂ +1/2 ((5tATi +1/2) / (332 — 25+ 1) pllds
0 0

2 1
— At (Ar? (57 / (1— s)Lds
0

1
— 282 A (57 A / s(1— 5)I,ds
0

2 2 1
— A8 (57 (e ) / (1 — s)I,ds
0
+ At (AT 5T s A2 / 1(25— 1)1,ds
0

2 rl
+ 2At2AT"5tJLH/2 <5tATl-n+1/2) / s(2s — 1)Ids
0

3 rl
+ At36,7 JLH/Q (515A7'Z-n+1/2) / s%(2s — 1)I,ds
0

2 rl 3 rl
AL (AT (547 / sluds + 282 AT (5,A77+Y2) / 21,ds

0 0

. 4 (1

A (5,71 / SLods — (Ar?)2 570 / (1 — 8)p" (70 + sATI)ds.
0 0

(3.116)

Les hypotheses (3.72) sur p, qui donnent en particulier que I; est négatif, permettent
d’écrire :

et

2 1
S aar ) yen <o, sy (aan ) [sras <o,

) ¥ )
AP (s ) / Plds <0,
L

1
I < P _ 7 < l T < l
/0 spllds| < 5 /0 (25 — 1)pllds| < 5 ‘/ s*plds| < 3
1 o 1 1 I
/ (332_25+1)pg’d5 < Ly, ‘/ (1 —s)lsds| < —, / s(1 —s)Ids| < =2,
0 0 0 6
1 1 1
/ 2(1 — s)Ids| < =2 Ly / (2s — 1)1sds| < &, / s(2s — 1) 1ds| < &,
0 12° 0 2 0 4
1 3 1 I 1 L
/ 2(2s — 1) Ids| < — Ly, / s*Iyds| < =2, / (1 —s)p" (7} + sAT]")ds| < =E.
0 16 0 3 0 2
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3.4. Résultat dans le cadre général

En injectant ces majorations ainsi que I'estimation (3.70) sur la norme infinie discrete de
0,7 dans (3.116), I'inégalité suivante sur R?A est établie :

1 2 1
RP < SLAtATY a2 S K LyAL AT G AT

1 1723 1 11/2|2
3L e L

Ly n2, Lo 2 (A n+1/2
+ G KO LyAL AT P + S KL, AP | AT |\5tATi '
1 2 1 , s (3.117)
+ S KPLAL AT SR A AT |5 A

1 5 3
+ §KLpAt2 |AT?| ‘@Arf“m‘ n EKLpAtg ‘&ATZ-”“/Q
2
3

‘3
nt1j23 1
+ S LA AT s AT + KLy A7

Il s’agit maintenant de choisir judicieusement certains termes de (3.117) qui seront majorés

e 1/2
par une norme infinie de A7/ ou de 6,A7]"" /2

a1 +1/2)2 1 +1/2
R} < S LA ATz AT —|—§KLpAt|ATf|’6tATf &
1 11/2|2 1 11/2|2
+§LpAt2‘5tATin PLNs AT e + SKLAL 5A7 )
1 2 n|2 1 2 2 n n+1/2
+ K7Ly ATYP 4 LK LAR AT, [|dan
Lo 3 nt1/22 1 n n n+1/2 (3.118)
+ 5 K2LyAt R + S KLy At |AT]| | AT 1 ks
1 2 3 2
+ S KL AP AT 1 \@Aﬁ““\ + 16 KLyAr? ]5tmi"“/2\ 16, AT 2| oo
2 2 1
+ L AL AT g [ AT S AT N e 4 SK Ly | AT

Les hypothéses (3.71) sur les volumes spécifiques donnent les majorations suivantes :

IAT"| 2 < 2L, et Atl|§ ATV 2 < 2L,
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L’utilisation de ces estimations dans (3.118) fournit alors :
n4 n+1/22 1 n n+1/2
RP* < LeLyAt |5 A7) 2 SR L A AT 5,07 |
2 2 1 2
+ 3 Lr Lyt a2 SELAP A
Lo 2, Lo 2 n n+1/2
+ KLy A AT 4 S KL AP | AT, y\atmi |
1 2
+ K2 L,Ar G Ar 2 KL LyAt| ATy gAY
2 2
+ K L LyA#? 5 A7) 4 %KLTLpAtQ a2
8 2 1
+ LA LA GAr SKLy AT
ce qui donne en rassemblant les termes :
1 1
R < KL, (2 + KA+ LT> At|Arr| s Aar?|

5

1 1 11 8 2
+ L <3LT + KA+ S KA + S K LAt + 3L3> At|g a2 (3.119)

1
+ 5 KLy (KAL+1) AT

En effectuant une intégration discréte en espace puis en appliquant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz sur le premier terme, (3.119) se réécrit :

1 1
S RMAr < KL, (2 + 2 KAt + LT) At AT 2 |6 AT 2
1€L 5
8

1 1 11
+ L, @L + KAt + S RPAL + KL At + 3L2) Atl|o, A2, (3120)

1
+ 5 KLy (KAt +1) |AT"122,

et grace a une inégalité du Young sur le premier terme, (3.120) devient :

1 1 1 1
ST RMAx <L, (K +AKEAL+ SKL + 2L, + KA
L 47 6 2 3 2
1€EL
L oore 1 8 o n+1/2)2 (3.121)
g IOAR 4 KL AL+ S L2 ) At AT 2, '

1 1 1
+ EKLP <2At + §KAt2 + LAt + KAt + 1) |AT™||2,.

11 suffit alors d’utiliser I'estimation (3.95) sur At|6;Ar"*1/2||2, sur le premier terme de
(3.121) ainsi que l'estimation (3.94) sur |A7"||2, sur le deuxiéme terme de (3.121) pour
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3.5. Illustration numérique

obtenir :
nd 1 1, 10
> RMAz <CpLy, S K + KA+ KLy + o L + KAt
1€EZ
1 11 16
+6K2At2 +KLAt+ 3L3> [Au™(|72
10

1,1
+L, (8)\sz (2K + - K*At+ KL, + < Lr + KA

3
1 11 16
+6K2At2 +KLAL+ 3LZ>

1 1
+K <2At + gKAtQ + LAt + KAt + 1)) o

L’estimation (3.88) est obtenue et le Lemme 3.4.6 est ainsi démontré. O

3.5 Illustration numérique

Dans cette partie, des expérimentations numériques sont effectuées afin d’illustrer le
Théoréme 3.4.1. Pour ce faire, trois simulations, avec différentes conditions initiales et
différentes lois de pression, sont présentées sur le domaine spatial (—10,10). Tous les
résultats numériques sont considérés au temps final 7' = 0.5. Le coefficient de friction est
fixé a 0 = 1 et des conditions au bord de Neumann homogene sont utilisées. La loi de
pression choisie est de la forme

p(r) =717, (3.122)

avec v > 1. Les solutions approchées du systeme (3.7) sont calculées avec différentes
valeurs de ¢ :

ec {1,5.10*1,3.10*1, 1.107%,5.1072,1.1072,1.10 73, 1.10*4},
et différents nombres de cellules
M € {50,100, 200,500, 1500} .

Concernant le pas de temps At, il doit étre restreint selon une condition CFL parabolique.
Celle donnée par (3.75) peut étre utilisée, cependant les constantes apparaissant dans
(3.70), (3.71) et (3.72) ne sont clairement pas optimales. En effet, pour améliorer la lisibi-
lité du Théoréme 3.4.1, le nombre de constantes a été limité, mais une meilleure condition
CFL aurait pu étre obtenue en 'augmentant. La constante de CFL C,, définie par (3.75),
en utilisant les valeurs numériques décrites plus haut, est d’ordre 1075, Ici la constante
utilisée est moins restrictive, et est donnée par :

Az?

_max (P GOL YD)

At = Cory,
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Dans la suite, des simulations issues de différentes valeurs de Ccpy, sont proposées.
Afin d’observer I'impact de la donnée initiale sur le taux de convergence, les résultats sont
également calculés avec les deux données initiales différentes suivantes :

e Condition initiale discontinue :

(2) 1 siz <O, (3.123)
xTr) = .
E 2 sinon.
e Condition initiale réguliere :
70(z) = 2 + cos (?g) . (3.124)

De plus, pour que la donnée initiale soit bien préparée au sens de (3.40), la vitesse initiale
est fixée comme suit : 0 0
1 (79 ) = (7!
’U,? _ _7p(7—z+1) p(Tz—l). (3125)
o 2Ax

Tout d’abord, sur la Figure 3.1 sont présentés les résultats obtenus avec Copy, = 0.4
et v = 1.4 pour la condition initiale discontinue a gauche et la condition initiale réguliere
a droite. Les courbes tracées correspondent aux intégrales en espace discretes de I'entro-
pie relative au temps final N+ tracées en fonction de ¢ en échelle logarithmique pour
différentes valeurs de M. La courbe en pointillés est la droite de référence, de pente —4.
Pour les deux données initiales considérées, les droites obtenues par les simulations sont
paralléles a la droite de référence et le taux de convergence est alors de 'ordre de £%, ce
qui est en accord avec le Théoreme 3.4.1. Il semble, et c’est encore une fois en accord avec
le Théoreme 3.4.1, que le taux de convergence est indépendant de la condition initiale
adoptée ainsi que du nombre de mailles utilisé.

10 - 10

5
10602 M=50 —e
M =100 —&
=200

1.0e-04 M =50
M =150

0
10604 0 —&
10006
10006
1.00.08
N+1
(o8

1.0e-10

1.0e-08
g‘)? +1

1.0e-10 Loe12

Loe12
Loe14

Loe14 10016 |

1.0e16 [ Loe-18

& 1.0e-20
0.0001 0.001 £ 001 01 1 0.0001 0.001 € 0.01 01 1

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale réguliere

N+1

. = en fonction de e en échelle

FiGURE 3.1: Intégrale en espace de l'entropie relative
logarithmique avec Copr, = 0.4 et v = 1.4.

Ensuite, le comportement du taux de convergence est présenté pour différentes valeurs
de la constante C'cpr. La donnée initiale discontinue, donnée par (3.123), est considérée.
Le coefficient de pression ~ est égal, ici encore, a 1.4. Sur la Figure 3.2, est présentée
lintégrale en espace discréte de I'entropie relative N *+! en fonction de ¢ en échelle loga-
rithmique pour Copr = 0.4 a gauche et Copr = 0.25 a droite et pour différentes valeurs
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de M. Comme attendu, les deux résultats sont tres similaires, toujours de pentes d’ordre
e* en accord avec le Théoréme 3.4.1. Le coefficient Cory, ne semble pas non plus jouer de
role dans la vitesse de convergence.

1.0e-02 1.0e:02 M =50

M =500

1.0e-04 1.0e-04 M =1500 —

1.0e-06 1.0e-06

1.0e-08

N+1
[0

1.0e-08
(DAV +1
1.0e-10 1.0e-10

Loe12 Loe12

Loe14 Loe1s

1016 [ 1016

0.0001 0.001 e oo 01 1 0.0001 0.001 € 0.01 01 1

(a) CCFL = 0.4 (b) CCFL = 0.25

FIGURE 3.2: Intégrale en espace de l’entropie relative ¢! en fonction de ¢ en échelle
logarithmique avec la condition initiale discontinue et v = 1.4.

Enfin, sur la Figure 3.3, l'influence de la loi de pression est étudiée. Pour ce faire, le
taux de convergence est tracé avec la donnée initiale discontinue donnée par (3.123) et
Ccorr, = 0.4 pour la fonction de pression définie par (3.122) avec v = 1.4 a gauche et
v = 3.5 a droite. Ici encore, un taux de convergence de l'ordre de %, en accord avec le
Théoréme 3.4.1, est retrouvé, indépendamment de ~.

1.0e-02 10e02

1.0e:04 Loeos

1.06-06

10e06

1.0e-08
Q’J? +1

1.0e-08
OAV +1
1.0e-10 1.0e-10

Loz 10e12

Loe14 Loels

10e16

0.0001 0.001 e oo 01 1 0.0001 0001 g 0.01 01 1

(a)y=14 (b) y=35

FicURE 3.3: Intégrale en espace de l’entropie relative qSéV *1 en fonction de £ en échelle
logarithmique avec la condition initiale discontinue et Copp, = 0.4.
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Partie II

Développement de schémas
préservant ’asymptotique

Dans cette seconde partie, deux méthodes de construction de schémas préservant
I'asymptotique diffusive sont présentées. Elles sont toutes les deux basées sur des sol-
veurs de Riemann approchés de type Godunov, qui sont deés a présent rappelés brievement
dans le cadre du probleme hyperbolique homogéne suivant :

W (2,1) + O, F(W(z,t)) =0, (z,t) € R x R, (1)

ol W € R¥ est le vecteur contenant les inconnues et (1) € RV désigne le flux. L’espace
R est discrétisé a l'aide des cellules (K; = [r,_1,2; 1])icz de taille constante Ax et de
2 2

centres (z;);cz comme illustré sur la Figure 3.4.

K1 K; Kit

|
|
|
!
!
|
|
|
1

|
|
|
|
|
|
|
l
Ti—1 LU,;_% X 961-+% Ti+1

Fi1GURE 3.4: Discrétisation spatiale.

Concernant la discrétisation temporelle, le pas de temps est noté At, supposé constant,
et t" = nAt pour n € N. La solution du systéme hyperbolique (1) est alors approchée par
une fonction constante par morceaux de valeur W;* pour x dans la maille K; et ¢ entre
t" et "1, Cette discrétisation (Wﬁ)?EEZN est une approximation de la moyenne de W, la
solution exacte de (1), sur K; au temps ¢" :

i = A ) 1 x, Z.
T2
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L’intégration de 'équation (1) sur K; et entre t" et " ™! donne :

t"""l

/x”% (W(x,t"“) - W(:(:,tn)) dx + (F(W(x

.1 tn
i-3

et en utilisant (2), la mise a jour de 'approximation se fait de la maniere suivante :

Wi"+1:Win—%(]:i+%—fi_1), (3)

tn+1

1

Fip o /t F(W iz, 1.1) dt.

Pour établir completement le schéma (3), il est nécessaire de définir les flux aux interfaces

(F; 41 )iez. C’est un travail trés délicat et, dans ce manuscrit, la définition des flux numé-
2

riques est obtenue a partir d’un solveur de Riemann approché.

Un solveur de Riemann est une fonction Wx qui décrit les solutions du probleme
homogene (1) muni de la condition initiale suivante :

W, si < 0,
W0 =4 © 77 z€eR. (4)
Wr sinon,

Les solutions de ce probleme de Cauchy, appelé probleme de Riemann, sont autosimilaires,
c’est-a-dire qu’elles s’écrivent comme fonction d’une seule variable z/¢. Elles peuvent ainsi
étre représentées dans le plan (x,t) et sont définies comme une succession d’ondes, des
discontinuités de contact, des chocs ou des détentes, séparant des états constants [40, 82].
Sur la Figure 3.5, un exemple est proposé dans le cas d’'un probleme a deux inconnues avec
une détente pour la premiére onde et un choc pour la deuxiéme. Une des variables (disons
u) est également représentée en fonction de z, au temps 7' > 0 donné.

+T détente choc

F1GurE 3.5: Nllustration du probléme de Riemann.

L’étude des problemes de Riemann est essentielle dans le développement d’'une cer-
taine classe de discrétisations de systemes de lois de conservation (voir [28, 35, 40, 62,
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82] par exemple). En effet, au temps ¢", une discrétisation de la solution de (1) est don-
née par une fonction constante par morceaux. Localement, a une interface quelconque,
il s’agit donc de résoudre un probleme de Riemann. Si le solveur de Riemann exact
Wx(%; Wr,Wg), solution de (1) muni de la condition initiale (4), est connu, alors, a
une interface z; 1 la solution exacte en = € [x;, z;+1] au temps t" + At est donnée par

WR(T“; W, W) pour un pas de temps At suffisamment petit. Ainsi, a partir de la

solution approchée au temps ¢" notée (W;");cz, la solution exacte au temps " + At peut

étre définie sur R de la maniére suivante :

T—T; 1
WA(gj, t" + At) = Z Wgr (At+27 wh, WﬁH) locles i) Vel
1€ZL

Bien entendu, afin de garantir la non interaction d’ondes issues de deux interfaces diffé-
rentes (voir Figure 3.6 pour lillustration), il est nécessaire de restreindre le pas de temps
At par la condition CFL suivante (voir [26]) :

ou A, 1 désigne la plus grande (en valeur absolue) des vitesses d’onde associées a l'inter-
2

face Tiyl.

tn+1

Atmax

i+

N
N|=

FIGURE 3.6: Juxtaposition d’ondes.

Pour avoir une discrétisation constante par morceaux au temps ¢" + At, il suffit de
choisir 'approximation comme la valeur moyenne de la solution comme suit :
n+1 1 Ttk oA n
Wi = — W= (x,t" + At) dz. (6)
Az Jy

1
i3

Le schéma (6) ainsi obtenu, appelé schéma de Godunov (voir [41]), s’écrit dans la formu-

lation flux (3) avec les flux aux interfaces (F;, 1 );ez définis par la formule suivante :
2
f;’-&-% =F (WR (0; Win7 iﬁ-l)) :
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En pratique, le schéma de Godunov est difficile a mettre en place puisque le solveur de
Riemann exact n’est pas nécessairement connu. De plus, quand c’est le cas, il est lourd a
implémenter en raison du grand nombre de cas a traiter. Il est donc préférable d’utiliser des
schémas de type Godunov [37, 38, 51], c’est-a-dire des schémas issus d’'une approximation
W du solveur de Riemann exact Wx. La fonction W est appelée solveur de Riemann
approché. Les vitesses d’onde sont également approchées en gardant a l'esprit qu’il est
nécessaire que I'éventail des ondes du solveur de Riemann exact soit inclus dans celui du
solveur de Riemann approché [40, 62, 82]. En effet, cela garantit la non interaction des
ondes et donc la stabilité du schéma. En général, les schémas de type Godunov utilisés
sont construits comme une succession d’états constants séparés par des ondes. Un solveur
de Riemann approché de type Godunov s’écrit de la fagcon suivante dans le cas de n + 1

ondes :
<\

[y

Wr, si

I

t
LA A2 An Antl
| e |
| ' Iowr |
o owm N\ om
| " | -
0 Az/2

FIGURE 3.7: Solveur type Godunov.

De maniére analogue au schéma de Godunov, ce solveur permet de définir la fonc-
tion W4, approchant la solution du probléme (1) avec la condition initiale donnée par

(W™);ez, de la fagon suivante :

(]

— (T —T;,1
WAz, t" + At) = ZW (Atﬂ’ wr, WZL) ociei i)y VT €Z.
1EL

La mise a jour de 'approximation s’obtient ensuite en considérant les valeurs moyennes
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de W2 sur chaque cellule (voir une illustration pour deux ondes en Figure 3.8) :

1 Tipl
Win+1 :E/ 2 VI/A (SC, tn —l— At) dl’,
T Jx,

[N

c’est-a-dire :
n+1 1 = x_xi_% n n
WhTt =— / W —F—2 Wi | dx
xX.

‘ N At Tl
s (7)
1 T, 1 xr — $-+l
+A7x/ 2 w <A;27Win7 ZZ—I) dx
z;
t Win+1
£+ At --passsssssaeadenbaeeee s 7 -
Wity wi
" — !

Ti—1 T

F1cURE 3.8: Illustration du schéma issu d’un solveur de Riemann approché dans le cas de
deux ondes.

Pour écrire ce schéma sous la formulation flux (3), il est nécessaire de rappeler une
des propriétés fondamentales que doit vérifier un solveur de Riemann approché. Il s’agit
de la consistance intégrale : la solution approchée du probleme de Riemann doit avoir la
méme moyenne que la solution exacte du probléme Riemann sur les cellules duales (c’est-
a-dire les cellules centrées aux interfaces). Cette propriété, introduite dans [51], s’exprime
comme suit, a I'interface générique située en zéro :

L o W d A e (W W) d 8
A-T/Ax/2 (Kt’ L R) x_A-T/Ax/2 R(Kt’ L R) “ ()

ou Wpx désigne le solveur de Riemann exact. Or, en intégrant I’équation (1) avec la condi-
tion initiale de Riemann donnée par (4), dont Wy est solution, sur [0, At]x [-Ax/2, Az /2],
’égalité suivante est obtenue :

Lo (% o w) de= Lo, +w
AZU/—Ax/Q R(At, L R) 33—5( L+ Wg)

1 At Az —Az
= F o7, _F —o7, .
s fy (F(ve(Grmwewn)) = (we (5 wevn) ) ) a

Par la condition CFL (5), les ondes sont incluses dans le pavé [0, 7] x [-Axz/2, Az/2] (voir
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Figure 3.7), ce qui permet d’écrire :

—Az

A
WR( 5 WL,WR> =W; et Wg (;;WL,WR) =Wgr Vite(0,At).

La propriété de consistance intégrale (8) se réécrit donc de la facon suivante :

L (e W) e = S v e W) - S e - v )
A N At L, R $—2 L R Az R L))-

Cette propriété permet d’écrire le schéma (7) sous la formulation flux (3). En effet, en
procédant aux changements de variables en espace v < v — ;1 etz < = — z,, 1 dans
2 2

les deux intégrales définissant le schéma (7), I'égalité suivante est obtenue :

1 Az/2 __ /o
n+l __ el n
116 Ax/ W(At, ”,W>dx
L w W W) d
+Ag;/_m/2 (At i i“) o

L’expression ci-dessus se réécrit de la maniere suivante, en ajoutant et en 6tant l'intégrale
du solveur approché entre —Ax/2 et Az/2:

1 Az/2 __
et A—w/ W(zt, Zl,W“) d

1 Ax/2 __ 1 Ax/2 __
— W wr Wi, ) d W wr W) dx.
+Am/_m:/2 (At v Z“) v A:c/ (At 0 Z“) o

La propriété de consistance intégrale (9) permet d’obtenir :

N 1 Azx/2 __ T N 1 Az/2 __ T " .
WZJrl E/ W(At’ Zl,W)dSU—A‘T/ W(At WZ’ i-‘,—l) dx

At
+§ (Wi + Wi) — Ar (F(Wii) — F(W)) .
Aprés quelques manipulations, ’'expression ci-dessus peut se réécrire sous la formulation
flux (3) avec F, 1= F(W{, W) pour tout i € Z, ou la fonction F, appelée flux numé-
rique, est définie par :

F(Wi, Wr) = F(Wr) — S50, + 1/Ax/2vT/<$W W)d (10)
L, WR R) = 5A7 A7 AR ) AT
Elle peut également étre obtenue en travaillant sur des intégrales entre —Ax/2 et 0 et
admet donc la deuxiéme écriture qui suit :

A g0
FW,Wr) = F(Wp) + =L / W (At WL,WR> de. (1)

NN —Az/2
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Le flux numérique doit satisfaire la propriété de consistance suivante :
FW,W) =F(W),

qui, en utilisant (10) ou (11), est obtenue dés que le solveur de Riemann approché vérifie
W(f,w,w) =W, VzeR,t>0.

Le développement d’'un solveur de type Godunov tres célébre et particulierement im-
portant dans les travaux présentés dans cette partie, le schéma HLL, est maintenant ex-
posé. Il a été proposé par Harten, Lax et Van-Leer dans [51] et est issu d’'un solveur de
Riemann approché composé de deux ondes et d’un seul état intermédiaire constant, noté
W*. Les deux ondes associées a I'interface sont notées \;, et Ay et sont telles que A\, < Ag.
Le solveur, illustré sur la Figure 3.9, s’écrit :

WL si % < )\L,
~ [z
w (t§WL,WR> =qW*  si AL< % < Am, (12)

Wg sinon.

A ! A
L Tas R
W*
Wi Wgr
| ;

—Az/2 0 Ax/2

FIGURE 3.9: Solveur HLL.

L’état intermédiaire W* est déterminé grace a la propriété de consistance intégrale (9).
En effet, elle impose I'égalité suivante :

Az J_pz/2 Ap R AT =5 UL W Aw : o

Or, en utilisant la forme du solveur (12), cette intégrale s’écrit également :

1 /AJZ/QN(;L' >d 1( N ) At()\ \ 0 ) W)
—_— _— €r = — —_—— —_ —_ —_ .
Az ) nas W NE Wi, Wr B Wi+ Wgr Az rWr WL R L)W
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La consistance intégrale (9) impose alors la définition suivante de I'état intermédiaire W* :

C MWr =AW F(Wg) — F (W)

W = 13
AR — AL AR — AL (13)

En injectant (13) dans la forme générique du flux numérique (10) (ou (11)), la discrétisa-
tion peut s’écrire sous forme de formulation flux (3) avec le flux numérique suivant :

F(Wr) si 0<Ap,
F Wy, Wg)={ F* si A\ <0< Ag, (14)
F(WR) si )\R < O,

_ ARF(Wp) — AL F(WR) ALAR
= +

AR — AL AR — AL
Ce schéma est a la base de toutes les méthodes numériques présentées dans cette partie.
Le plan de cette deuxieme partie est le suivant.

F* (Wr— W). (15)

Dans le Chapitre 4, une extension aux équations de Saint-Venant (2.12) de la méthode
introduite par Berthon et Turpault dans [13] est proposée. Dans cet article, les auteurs dé-
veloppent des schémas préservant 'asymptotique dans le cas out 'opérateur de dérivation
dans la limite de diffusion est linéaire. Ce n’est pas le cas pour la limite diffusive des équa-
tions de Saint-Venant, comme cela est mentionné dans le Chapitre 2. L’objet de ce chapitre
est donc d’adapter la méthode, qui se fonde sur 'ajout d’'un parameétre supplémentaire ser-
vant a contréler la viscosité numérique dans une discrétisation HLL, a ce modele.

Le Chapitre 5 traite d'une méthode de construction différente. L'idée de base est de
préserver les états stationnaires du modele hyperbolique, c’est-a-dire de déterminer une
méthode exacte pour les solutions indépendantes du temps. Elle a été proposée dans [70]
pour les équations de Saint-Venant avec terme source de friction de Manning (2.12). Dans
ce chapitre il est montré que, grace a une modification assez simple ne perturbant pas la
préservation des états stationnaires, la discrétisation ainsi obtenue préserve la limite de
diffusion. C’est un résultat fondamental puisque le schéma n’est pas initialement construit
dans ce but. Ensuite, la méthode pour conserver les états stationnaires est appliquée au
p-systeme (2.3) et au modele M1 (2.19). Il est établi, ici encore, que les discrétisations ainsi
construites préservent la limite de diffusion.

Pour finir, le Chapitre 6 est consacré a des illustrations numériques des deux méthodes
proposées dans les Chapitres 4 et 5 pour chacun des trois modéles mentionnés. L'impli-
citation du schéma développé dans le Chapitre 4 pour les équations de Saint-Venant est
nécessaire et des explications sur la maniere de 'implémenter sont proposées. De plus,
des discussions sur les ordres de convergence en espace des schémas sont données.
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Meéthode de perturbation HLL par
correction visqueuse

Ce chapitre est dédié au développement de schémas dérivés du schéma HLL, capables
de préserver I'asymptotique de diffusion. Ces travaux sont fondés sur les discrétisations
proposées par Berthon et Turpault dans [13]. Leur idée consiste a considérer un schéma
HLL modifié, dans lequel la discrétisation du terme source est injectée, puis a y ajouter un
parametre additionnel, jouant le role de degré de liberté supplémentaire. Ce parameétre
permet une maitrise de la viscosité numérique, qui devient dominante dans le régime
asymptotique. Il est fixé de sorte que cette diffusion numérique coincide avec une discréti-
sation de la diffusion intervenant dans I’équation limite associée au modeéle hyperbolique.
Le schéma ainsi développé est préserve alors I’'asymptotique par construction.

Dans la section 4.1, la discrétisation HLL modifiée pour y inclure le terme source est
exposée.

Ensuite, dans la section 4.2, la méthode introduite dans [13] est présentée plus en
détails et un résultat de stabilité, également proposé dans [13], est exposé.

La section 4.3 concerne le cas du p-systeme pour lequel il n’est pas nécessaire d’ajouter
de parameétre supplémentaire dans le schéma exposé en Section 4.1 pour préserver la
limite de diffusion. La démonstration de la préservation de I’asymptotique est effectuée a
l'aide de développements de Chapman-Enskog.

A Topposé, la section 4.4 concerne le modéle M1, pour lequel il est indispensable
d’ajouter un parametre supplémentaire pour retrouver la limite de diffusion correcte. La
préservation de 'asymptotique est démontré a l'aide, ici encore, de développements de
Chapman-Enskog.

Enfin, dans la section 4.5, 'objet principal d’intérét de ce chapitre est présenté. Il s’agit
de l'extension de la méthode aux équations de Saint-Venant. Celle-ci n’est pas triviale
puisque le terme source quadratique, impliquant un opérateur de dérivation trés non li-
néaire dans 'équation de diffusion, impose un changement d’échelle différent de celui ha-
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

bituel pour cette méthode. Des propositions pour adapter la méthode a ce type de terme
source sont proposées dans [34, 65]. L’adaptation exposée ici permet de garder une forme
treés proche du schéma proposé dans [13] pour les termes sources linéaires. Une implicita-
tion du schéma hyperbolique et du schéma limite est ensuite donnée. En effet, le schéma
pour la limite diffusive qui a été choisi est soumis a une condition CFL tres restrictive et
I'implicitation est nécessaire. Il faut toutefois préciser que le schéma hyperbolique impli-
cite établi est toujours soumis a une restriction sur le pas de temps dépendant de ¢ car
la jacobienne a inverser devient singuliere quand ¢ tend vers zéro. Ces préoccupations
numériques sont traitées dans le Chapitre 6.

4.1 Schéma HLL avec inclusion de la discrétisation du terme
source

Pour commencer, le systeme hyperbolique avec terme source étudié est introduit en
utilisant le formalisme (2.1) présenté dans le Chapitre 2. Il s’écrit :

OW + 0, F(W) =0 (R(xz, W) —-W), V(x,t)eRxR", (4.1)

ol W(z,t) € RN désigne le vecteur des inconnues appartenant a I'ensemble convexe
Q c R¥. La fonction F(W) € RY désigne le flux. Le terme source est écrit de facon a
exhiber le parametre o, qui contrdle, avec le temps ¢, le régime des solutions considéré.
C’est pourquoi la fonction R(z, W) € RY ne dépend pas de o.

Un maillage uniforme composé des cellules (z;_; /2, zj11/2)icz de taille constante Ax
est considéré. Pour la discrétisation temporelle, 'incrément de temps est noté At et (" =
nAt pour tout n € N.

La discrétisation présentée ici, introduite dans [18], permet d’inclure la discrétisation
du terme source dans le solveur HLL en ajoutant dans ce dernier de la viscosité numérique
additionnelle. Pour ce faire, les auteurs proposent de modifier le solveur de Riemann ap-
proché (12) en ajoutant une onde stationnaire (de vitesse nulle) de la maniére suivante :

147 si — < Ap,
143 si min(\z,0) <
Wg o si max(Ar,0) <

Wg si Arp <

(4.3)
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4.1. Schéma HLL avec inclusion de la discrétisation du terme source

avec W* 'état intermédiaire du solveur HLL, donné par (13), et ou

R(0*,W) = lim R(z, W).
x—0F
Le coefficient & intervenant dans les états intermédiaires est un parameétre compris entre
0 et 1, supposé consistant avec 1 quand Ax tend vers zéro. La proposition faite dans [13]
est la suivante : \ \
& = RZAL (4.4)
AR — A\, + oAz
Des illustrations du solveur (4.2) sont présentées en Figure 4.1 pour deux configurations
d’ondes différentes.

A
¢ tae At}

Wi| Wr W,

| I | |
—Az/2 0 Az /2 —Az/2 0 Az/2

FIGURE 4.1: Solveur HLL perturbé

L’état mis a jour /™! est obtenu en injectant le solveur de Riemann approché (4.2)
aux interfaces z; 1 etx, 41 puisen intégrant sur la maille Kj :
2 2

W”“—l/M/QW(x pn W") dm—i—/o W(x wr ) dz
7 - Aa: 0 At’ i—1> 7 —Aa:/2 At, 70 i+1 .

En utilisant la forme du solveur (4.2), le schéma ci-dessus se réécrit :

Wt = W ~ <m1n((), Aii%) (Wi — Wlﬁé) + min(0, Aﬁ%) (VVZ.L+§ — M)

+ max(0, )\iL,;) (W[”_l — WZ.R*l) + max(0, )‘il) <WiR* — Wﬁ)) )
2 2 2 2
Il suffit alors d’injecter dans I'expression ci-dessus la définition des états intermédiaires
(4.3) et d'utiliser les formules suivantes reliant le flux HLL F* donné par (15) a l'état

intermédiaire HLL W* donné par (13) :

)\L(W*—WL):F*—FL et )\R(W*—WR):F*—FR,
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

pour obtenir le schéma suivant :

At

Ax
~ * ~ L -
- (az‘+§ (FH; - FZL) + (1 B Oé”%) Aty (R K E’W’n) - Wf)) 1)‘iL+%<O
* A R -
Fi+% - F[_h) + (1 — ai_%) /\i+% (R (xz é,WZn> - Wﬁu)) 1>\i%<0

R (fC;rla Wi”) - Win—1>> Ly >0

=g

WZH'I = Wzn +

_F" —a R + n) W
i—% Fz ) + (1 ai—%) )‘1_% (R (xi_évvvz ) Wz )> 1)\?%>0}’

ou F* = F(W/). En utilisant 'expression du flux numérique F du schéma HLL (14), le
schéma complet s’écrit de la fagon suivante :

At

Wz‘nH =W - Ax (&i+%f(Win’ ﬁq) - dif%f( 1 zn))
Y Glics e -
Ar it Ar itz )’

avec
S;% = min(0, /\f+%) (WZ” - R (m;;, W[L))
+min(0, A% 1) (R (x;;, W[L) - ZL) — F},
+ max (0, )\ﬁ%) (R (mj_%, WZ”> — W;‘) + F".
De par sa définition (4.4), & coincide avec 1 a l'ordre zéro en Az. Le flux du schéma ci-
dessus est donc consistant avec le flux du schéma HLL. De plus, les auteurs de [13] ont
montré a 'aide de développements de Taylor que, avec le choix (4.4) pour &, le deuxiéme

terme de (4.5) est consistant avec le terme source appliqué a I'état dans la cellule considé-
rée S(W;") dans le cas d’'un coefficient o constant.

Dans toutes les applications présentées par la suite, les pentes utilisées sont systémati-
quement symétriques autour de zéro :

AR = -2 =A>0,

et le parametre o ainsi que la fonction R ne dépendent pas de la variable d’espace z.
Ces hypotheses se justifient par soucis de clarté mais tous les résultats présentés dans ce
chapitre restent vrais dans le cadre général. Dans ce cadre simplifié, les discrétisations du
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4.2. Description de la méthode

terme source (4.6) s’écrivent :
Sy Ny (ROVY) = W) = WD),
STy =N (RW]) = W) + F(W),
2

et le parametre & donné par (4.4) devient :

2
2\ + ocAx’

a =

Il est a noter que &, défini ci-dessus, vérifie 'égalité suivante :
J b

1—a o

Az 2"

et que, avec les pentes symétriques, le flux intermédiaire HLL s’écrit :

A (Wr—Wy).

= 2 (F(W1) + F(Wg) — 5

En considérant les deux expressions ci-dessus, le schéma (4.5) admet finalement I'écriture
simplifiée suivante :

At
ntl - 22 (4 n__ pn A n _ pn
Wi =W IAL (%‘% ( iv1 — Ly ) + Q1 (F; Fz—1>>
At ~ n n ~ n n
+ 29AT ( i+%)‘i+% (Wit — W) — ai—%/\i 1 (Wit - Wi—l)) (4.8)
oAt /_ B n n
+T( z+l+az—1)(R(Wz>_Wz>

La méthode pour construire un schéma préservant 'asymptotique a partir du schéma
(4.8) est maintenant exposée.

4.2 Description de la méthode

L’idée des auteurs de [13] est d'utiliser le schéma HLL perturbé pour inclure le terme
source (4.5) sur le systeme suivant, équivalent a (4.1) :

OW + 0, F(W) = (o +7) (R(z, W) = W), V(1) €R xR, (4.9)

ol @ est un parameétre additionnel vérifiant o + @ > 0. Le terme source a été modifié et
s’écrit maintenant avec R dont la définition est la suivante :

R(x, W) =

—R(x, W) +

o+o o+o

W. (4.10)
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

La discrétisation de (4.9) donnée par le schéma HLL perturbé (4.5) s’écrit de la facon
suivante :

W =wi Az ( i+éF(Wz’ i) _O‘i—%F(Wi—l’Wi ))
1_ai+% _ 1—041-_% " (411)
Al (m‘%; * MSZ-—;) /

ou F désigne le flux numérique HLL défini par (14) et ou le parametre « est maintenant
donné par :

AR — AL
Ar — AL+ (0 +7) Az’

o =

et dépend donc de @. Il est important de noter que le parametre o peut toujours dépendre,
lui, de la variable d’espace x. En effet, puisque le parametre 7 est fixé pour que le régime
diffusif du schéma coincide avec une discrétisation de ’équation de diffusion, il peut dé-
pendre des états de part et d’autre de l'interface a laquelle il est 1ié, et donc de z. La
distinction entre & et « est effectuée puisque & est utilisé dans le schéma HLL perturbé
(4.5), tandis que « est utilisé dans le schéma (4.11), désormais appelé schéma HLL consis-
tant a la limite.

De plus, les discrétisations du terme source s’écrivent :

S;% =min(0, /\ ) <W” R (:Eer;’Wln))
—i—min(O,)\ﬁ%) (R( +5,W") - [;1) — F(W]),

S;r , =max(0, /\ ) (W" -R (mj_l,Wl")>

2

+ max(0, )\ﬁl) (R (xj_l, W,J”) — VVZ”> + FE(W).
2 2

En travaillant de la méme facon qu’avec le schéma HLL perturbé (4.8) et en utilisant la
définition de R donnée par (4.10), les pentes symétriques ainsi que o et R indépendants
de = permettent de réécrire le schéma (4.11) comme suit :

At

Wit = Wi~ YN (a L (Bl — 1)+ i—1 (' = 511))
At n n n
+ oxns 2Ar ( z+l/\z+ ( z+1 W ) az—%)‘i % (Wz — 1)) (4 12)
oAt n "
T (g oy ) ROV — W,

avec
2

2\ + (o +0) Az’

o =

Le but de la méthode étant d’obtenir un schéma préservant 'asymptotique, le parameétre
supplémentaire & doit étre fixé de sorte que le régime diffusif de (4.12) coincide avec une
discrétisation de I’équation de diffusion. Pour ce faire, il suffit d’injecter le changement
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4.3. La question du p-systéme

d’échelle du temps et du parameétre o dans (4.12) puis de faire tendre ¢ vers zéro pour
obtenir le schéma limite. Ensuite, un schéma pour I'’équation de diffusion est choisit, puis
o est fixé pour que les deux schémas soient les mémes. Il peut alors étre fonction des
discrétisations des deux co6tés de l'interface associée :

o= E(WLv WR)7
d’ot sa dépendance potentielle en la variable d’espace x.

Les auteurs de [13] ont obtenu un résultat de robustesse rappelé dans le théoreme
suivant.

Théoréme 4.2.1. Dés que les discrétisations (W"),cz au temps t" appartiennent a l’en-

semble convexe des états admissibles Q et que la condition CFL suivante est vérifiée :

At

Nt A

1
<5 Vi€, (4.13)
les discrétisations (W{‘H)

également a €.

icz au temps t"t1 obtenues par le schéma (4.12) appartiennent

Le lecteur peut se référer a [13] pour la preuve, qui utilise la forme convexe des états
intermédiaires du solveur de Riemann utilisé.

Dans la prochaine section, il est établi que le schéma (4.8) pour le p-systeme préserve
I'asymptotique et qu’il n’est pas nécessaire d’y injecter le parameétre additionnel 7.
4.3 La question du p-systeme

Ce systeme, présenté dans le Chapitre 2, s’écrit de la maniere suivante :

7 — Dyu = 0,
{ 1T o V (t,2) € Ry xR, (4.14)

Ou + Oyp(T) = —ou,
c’est-a-dire dans le formalisme (4.1) avec :
W="(r,u), FW)="(-up(r)) et RW)="(1,0).

La variable 7 > 0 désigne le volume spécifique du gaz et u sa vitesse. La pression p est
décroissante pour assurer I’hyperbolicité du systeme et les valeurs propres de la jacobienne
du flux sont données par A = +./—p/(7). Le modele présenté ici est celui ou la friction o
ne dépend pas de 'espace. La limite de diffusion de ce probleme correspond a I'’équation
des milieux poreux rappelée ici :

1
O + Eaxxp(T) =0, V(,,z) Ry xR, (4.15)
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

et son équilibre local est le suivant :

1
u=— Lp(7), V (t,z) e Ry xR. (4.16)

Les vitesses d’onde utilisées sont choisies de sorte que le cone qu’elles forment contienne
les valeurs propres de la jacobienne du flux pour les états des deux cotés de I'interface
considérée. Elles sont choisies symétriques autour de zéro et sont données par :

A= Ap = max <\/—p/(TL), \/—p/(TR)> =—-Ar >0. (4.17)

Le schéma HLL perturbé (4.8) pour le p-systeme (4.14), apres changement d’échelle du
temps At <— At/e et de la friction o < o /¢, s’écrit :

At (. .
TZTH‘l =70+ N (ai+§ (uity g —ui) + ai% (up — u?_l))
—i—ﬂ & a1 (=T —a N 1 (7 —1)
2eAx \ ity ity Vb i Timg Ve el
At [ ~
wrt = = oo (6 ) — P + 6y G —p()) @
At [
e An <@f+§)‘z+§ (uiyy —uj) — @ %)\2_1 (u; —u?_1)>
oAt
-G (e raiy)

ol le parameétre &° est défini comme suit, sans degré de liberté additionnel 7 :

e 2)\e

= 4.19
@ 2Xe + oAz ( )

Théoréme 4.3.1. (limite correcte) Quand € tend vers zéro, les discrétisations définies
par (4.18) vérifient I’équation de diffusion discréte suivante :

At
7'in+1 =7+ AR <)\?+é (i — ') — )‘?_% (' — zn—1)> : (4.20)

Remarque 5. La discrétisation limite obtenue (4.20) est consistante avec ’équation de
diffusion (4.15). En effet, par la définition des pentes (4.17), la quantité

)\2

i+l (Thy — ) — )‘?,% (7' —7%1)

o Az? ’

est consistante avec O, (—p'(7)0,7) /0, ¢’est-a-dire avec —0,,p(7) /0 dans le cas de solutions
réguliéres.

Démonstration. La démonstration s’effectue a 1'aide de développements de Chapman-
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4.3. La question du p-systéme

Enskog des discrétisations :
=704 Oe), et ul =ul" + O(e). (4.21)
En notant que la quantité p(7)") admet le développement suivant :
p(r") = p(7"™") + O(e),

et, en injectant (4.21) dans la seconde équation de (4.18), 'égalité suivante est obtenue :

At
On+l _ 0, 5 0, 0,
Uy = i "t 2e Ax (a;r% (p(Tz‘ﬁ) —p(7; n) + 0(6))

4y (") = e +0) )

At (. n n
5o AL (ai-&-;)\i-&-é (u?_’H - u?’ + 0(8)) (4.22)
—a, X (wd™ —udm + O(e)))
_oat af 1 +a ) (W4 0(@)) +0)
2e2 i+

(4.23)

Ainsi, le terme dominant de ’équation (4.22) quand ¢ tend vers zéro est le dernier, ce qui
donne :

u;” =0, pourtoutieZ, neN.

Le terme d’ordre zéro dans le développement de Chapman-Enskog de la vitesse est donc
nul et les développements asymptotiques (4.21) s’écrivent alors :

B =00, et ul =< (ul 1 0(). (2

En utilisant les développements (4.24), la premieére équation du schéma (4.18) s’écrit :

At
0,n+1 0, - 1, 1,
" :Tin—i_mx(afﬂr; (uifl—uin—i-(’)(a))

vagy (ub" bt O(e)))

At ~e 0,n 0,n
+ N <O‘i+§)‘z‘+; (Ti+1 -7, + O(s))
G Ay (T =0 4 0(5))> +0().

En faisant tendre € vers zéro dans ’équation ci-dessus et en utilisant ’expression de la
limite de %S donnée par (4.23), le résultat attendu (4.20) est obtenu. O
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

Il est a noter que, a la limite, la deuxieme expression de (4.18) est bien consistante avec
I'équilibre local (4.16). En effet, en considérant les développements de Chapman-Enskog
(4.24), la deuxieme équation de (4.18) s’écrit :

At
1,n+1 1, ~ 0, 0, ~ 0, 0,
cuf ™ = et = 5 (@ (ol - p) +ay () - plD) + OG))
At ~, 17 17 ~ 17 17
t5A, (aﬁ;AH; (uify —wf™) = as s Ay (u" — %"1)>

oAt € c 1,n
- (a. 1 +O‘z‘§> (uZ —|—(’)(5)> + O(e).

En utilisant la limite de la quantité %E donnée par (4.23), la limite de ’équation ci-dessus
est la suivante :

In 1 2)\l+% 0,n 0,n 2>\_% 0,n 0,n
"= (Ai+;+ 5 (o) — (] ))+A@-+;+ 5 (P =) )

1 1
2 2

qui est bien une discrétisation de I'équilibre local (4.16).

Le résultat de cette section montre que 'ajout d'un parametre additionnel & pour ob-
tenir un schéma préservant ’'asymptotique n’est pas systématiquement nécessaire. Cepen-
dant, le cas du p-systeme reste isolé et, en général, le schéma (4.8) ne préserve pas la limite
diffusive. En effet, dans la suite, ce schéma est appliqué au modele M1 et il est montré que
I'ajout d’'un parametre supplémentaire est indispensable pour retrouver une discrétisation
correcte de la limite diffusive.

4.4 Application au modele M1

Ce systeme, également présenté dans le Chapitre 2, s’écrit de la maniére suivante :

atE + (")IF - 0,

F
O F + 20, (EX (cE)) = —coF,

c’est-a-dire dans le formalisme (4.1) avec

V (t,x) € Ry xR, (4.25)

W=4YE,F), F(W)=" <F Ex <§E)> et RW)="'(E,(1-c¢)F).

La variable £ > (0 désigne 'énergie radiative et F' le flux radiatif. La fonction y, appelée
facteur d’Eddington, s’écrit :

o 3+4f?
X(f)*m er}—2/\/§,2/\f3[. (4.26)
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4.4. Application au modéle M1

Le modele présenté ici est celui ou le parametre d’opacité o ne dépend pas de I'espace. La
limite de diffusion de ce probleme correspond a I'équation de la chaleur rappelée ici :

OE — SiamE =0, V() €eRy xR, (4.27)
g
et son équilibre local est le suivant :
F= —SiamE, Y (t,z) € Ry x R. (4.28)
g

En accord avec les vitesses d’onde utilisées dans [13, 16], A;, et Ar sont choisies constantes
égales a +c et sont donc bien symétriques autour de zéro.

Dans cette partie, les deux résultats proposés dans [13] pour le modele M1 sont rappe-
1és. Le premier concerne la non préservation de la limite diffusive du schéma HLL perturbé
(4.8) tandis que le deuxieme donne une définition du parametre additionnel & pour obte-
nir la préservation de I'asymptotique par le schéma (4.12).

Le schéma HLL perturbé (4.8) pour le modele M1 (4.25), aprés changement d’échelle
du temps At < At/e et de l'opacité o « o /¢, sécrit :

Atac cAtas

B = B = oo W = B+ ooxy (Bl — 2B + BL)
A AtaF

F = F) - 2eAx (Efp 10t — Bl 10il) (4.29)
cAtas co Atas
Seny Fin —2E + FLy) = ———F,

ou (¢}); défini par
¢ cEM )’ '

a été introduit afin d’alléger les notations. Le parametre a° est défini constant comme suit,
sans degré de liberté additionnel 7 :

_ 2ce
 2ce 4 oAz

~&

(4.31)

Théoréme 4.4.1. (limite incorrecte) Quand € tend vers zéro, les discrétisations définies
par (4.29) vérifient I’équation de diffusion discréte suivante :

EZ."H _ B At

Ry ) (Bl —2E! + E'y). (4.32)

Remarque 6. La discrétisation limite obtenue (4.32) n’est pas consistante avec 1’équation
de diffusion (4.27) puisque le coefficient de diffusion est —c?/o et non —c/(30).

Démonstration. La démonstration s’effectue a l'aide de développements de Chapman-
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

Enskog des discrétisations :
El = E}"+0() et F'=F"+0() (4.33)

ou l'ordre zéro de I’énergie radiative EZQ " est supposé strictement positif pour tout i € Z,
n € N, comme l'énergie radiative globale E7* Iest. Ainsi, le développement de (¢}), défini
par (4.30), est le suivant :

B
o = (;5?’" + O(e), avec gb?’" =X ( EZO’"> . (4.34)
Ly

En injectant les développements (4.33) et (4.34), la deuxiéme équation de (4.29) devient :

2 ~E
O+l _ o AL (om0 0. 40,
ET = 2eAx (Ez‘+nl¢if1 — B¢ + 0(5))
Atas
+ B (o gpn 4 07 1 0(0) (439
co Ataf

= (F" +0(e)) + 0(e).

La définition de &° donnée par (4.31) fournit immédiatement :

(4.36)

Ainsi, le terme dominant de I’équation (4.35) quand € tend vers zéro est le dernier, ce qui
donne :
FY™ =0, pourtouti€Z, neN.

(2

Le terme d’ordre zéro dans le développement de Chapman-Enskog du flux radiatif est donc
nul et les développements asymptotiques (4.33) s’écrivent alors :

EM=E"+0() et F'=c¢ (Fil’n - (’)(a)) . (4.37)

En utilisant les développements (4.37), la premiére équation du schéma (4.29) devient :

Atas

ot o, 1 1,

B =B S (R - R 00) (435)
cAtaés /o 0 0 .
2eay (Fifi =28 + B +0(0)) + 0(e).

En faisant tendre e vers zéro dans 1’équation ci-dessus et en utilisant ’expression de la
limite de %E donnée par (4.36), le résultat attendu (4.32) est obtenu. O

Ainsi, le schéma HLL perturbé (4.8) ne préserve pas, cette fois-ci, 'asymptotique. Il est
donc nécessaire ici d’utiliser la méthode décrite dans la section 4.2. Le schéma (4.12) pour
le modele M1 (4.25), apres changement d’échelle du temps At < At/e et de 'opacité
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4.4. Application au modéle M1

o < o/e, s'écrit de la facon suivante :

At
B = By = oo (ady (B = FY) +afy (B = F2))

2
cAt "
t 5 AL (048 (B — EI') — Oéf_% (B} — ?_1)>,

AAt
Fr = ( (B +1@+1—£$¢ﬁ—+a;é(£?¢?—E?1¢?D) (4.39)

2eAx

cAt n n n
+m (046 (Fl — F') — a1 (F —Fz'—1)>

2
coAt [ . R "
s (O‘H;*%;)Fi’

ou la variable ¢ est définie par (4.30) et le parametre o est défini par :

2ce
¢ = . 4.40
2ce + (0 +0) Az (4.40)
Théoréme 4.4.2. (limite correcte) Si le parameétre T est fizé comme suit :
o= (3c—1)o, (4.41)

alors, quand € tend vers zéro, les discrétisations définies par (4.39) vérifient l’équation de
diffusion discréte suivante :

cAt

E’n+1 En = A 2( o=

2E! + E" ). (4.42)
Remarque 7. Dans ce cas particulier, puisque le coefficient @ est choisi indépendant de
I’espace, le parameétre additionnel o est également indépendant de ’espace.

Remarque 8. En considérant & donné par (4.41), la quantité o 4+ @ est bien strictement
positive.

Remarque 9. L’expression (4.42) est bien consistante avec I’équation de diffusion (4.27).
Bien entendu, cette discrétisation asymptotique a été choisie en amont puis le parametre
T a été fixé pour que la limite du schéma (4.39) coincide avec cette discrétisation.

Démonstration. La démonstration s’effectue a l'aide des développements de Chapman-
Enskog suivants :
EM=E"+0() et F'=F""+0(@), (4.43)

ou l'ordre zéro de I’énergie radiative E? " est supposé strictement positif pour tout i € Z,
n € N, comme 1'énergie radiative globale EI* I'est. Ainsi, le développement de (¢}'), défini
par (4.30), est le suivant :

P=g)"+ 0 Y i 4.44
¢i - (bz + (E)a avec ¢z =X CEO’n . ( . )
i
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

En injectant les développements (4.43) et (4.44), la deuxiéme équation de (4.39) devient :

2 €
Ontl _ pom _ CALT (pon o, 0, 0,
F =R - 2¢Ax (Ez‘ﬁﬁbiﬁ — B¢ + (9(5))
cAta® /g 0 0
2eAr (Fiﬁ —2F" + Fi2 + (9(5)) (4.45)
coAtaf

= (F" +0(e)) + 0(e).

Le parameétre o ne dépend pas de I'espace puisque & donné par (4.41) ne dépend pas de
I'espace. La définition de a® donnée par (4.40) et celle de & (4.41) fournissent immédiate-
ment :

af 2

il—% = " 30Az

(4.46)

Ainsi, %E admet une limite non nulle et le terme dominant de 1’équation (4.45) quand ¢
tend vers zéro est le dernier. Sa limite s’écrit alors :

FOm — 0

7 Y

pour tout ¢ € Z, n € N.

Le terme d’ordre zéro dans le développement de Chapman-Enskog du flux radiatif est donc
nul et les développements asymptotiques (4.43) s’écrivent alors :

El = BY"+0(e) et F'=c(F"+0(). (4.47)

Concernant (¢}') donné par (4.30), son développement s’écrit maintenant :

o =5 +0) (4.48)

car x(0) = % par la définition (4.26). En utilisant les développements (4.47), la premiére

équation du schéma (4.39) s’écrit :

Ata®
Omtl 0, 1, 1,
B = B - S0 (R - FY +0(6)
cAtaf 0 0 (4.49)
)T ;1 ,n
%A (BX —2B)" + BT 4+ 0(2)) + Oe).

En faisant tendre e vers zéro dans ’équation ci-dessus et en utilisant 'expression de la
limite de %5 donnée par (4.46), le résultat attendu (4.42) est obtenu. O

Il est a noter que, a la limite, la deuxiéme équation de (4.39) est également consistante
avec l'équilibre local (4.28). En effet, en considérant les développements de Chapman-
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4.5. Extension auz équations de Saint-Venant

Enskog (4.47) et (4.48), la deuxieme équation de (4.39) s’écrit :

2 £
1, 1 1, C AtOd 1 0, 1 0,
S S N <3Ei+nl - gEiﬁ + O(e)
cAtaf 1,n 1, 1,
AL (Fifi —2F" + L 1+ 0(e))
coAtaf
. - (B +0(e)) + 0(?).

En utilisant la limite non nulle de la quantité %E donnée par (4.46), la limite de ’équation
ci-dessus est la suivante :

0,n 0,n
1n C E¢+1 - B
Flr=— Ll
30 2Ax

qui est bien une discrétisation consistante avec I'équilibre local (4.28).

L’extension de la méthode issue de [13] pour les équations de Saint-Venant est main-
tenant proposée. La difficulté réside dans le changement d’échelle différent de la friction.

4.5 Extension aux équations de Saint-Venant

Dans cette partie, 'extension des travaux issus de [13] aux équations de Saint-Venant
est proposée. Comme présenté dans le Chapitre 2, les équations de Saint-Venant s’écrivent :

Oth + 0.q =0,
2 p2 - Y(x,t) eERxRT, (4.50)
O+ 0n | &+ g ) = —kalalh ™",
h 2
c’est-a-dire dans le formalisme (4.1) avec :
t t q° h? t

La variable h > 0 désigne la hauteur d’eau et ¢ son débit. Dans ce modele, le coefficient
décrivant la raideur du terme source se note non plus o mais k et il ne dépend toujours pas
de l'espace. La limite de diffusion de ce modele correspond a I'équation tres non linéaire
suivante :

h"

Oth + O (sign(@zh)\l - 5

gh*
(%)
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et son équilibre local s’écrit :

h7

q= —sign(axh)J - , V(x,t) e Rx R4, (4.53)




Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

Les vitesses d’onde utilisées sont choisies en fonction des valeurs propres de la jacobienne
du flux, qui valent :

A(W) =5 = Vgh et N(W) =+ Voh,

et sont choisies symétriques centrées autour de zéro comme suit :

AR = max (;]fl—{_\/ghL’t]Lm—i—\/ghR) = -\ > 0. (4.54)
L R

Comme observé dans le Chapitre 2, le terme source quadratique nécessite un changement
d’échelle de k en k + k/e? et non k <+ k/e comme pour les deux autres systémes étu-
diés. Cela impose également des modifications dans le schéma HLL avec perturbation. En
effet, si le schéma HLL perturbé (4.8) est appliqué directement au modeéle (4.50), alors la
discrétisation s’écrit :

n+l _ 1n
potl = pr - =0

280 ( : (4.55)
v (@ e (@) ghiy)? |
=3\ an 2 hn
At /. n n - n  n
+ 29Ar (O‘i+%>‘i+% (qi-I—l —qf') - %—%)‘i—% (¢i" — qi—l))
kAt ~ ~ n|, . n n\—
T o (O‘z‘+% + 0%_%) q;'lqi'|(hi") ™",
avec
a— 2
2\ +kAx’
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4.5. Extension auz équations de Saint-Venant

L’introduction du méme changement d’échelle que celui utilisé dans le cadre continu At <+
At/e et k + k/e% permet de réécrire (4.55) de la facon suivante :

At
) X ~
R = = (%i; (a1 — ai') + a1 (6" = Q?_l))

At ~c n ~c
+ (0" Mgt (Bl = hif) — a5

2eAx 3 !
kAt .
o (a6 asy ) atlarlen)
et a° est défini par :
- 2)\e?
o= ——F—— .
2Xe2 + kAx

La limite de & quand ¢ tend vers zéro est donc nulle et, a la limite, la premiére équation
de (4.56) s "berit -
At = po, (4.57)

ce qui ne correspond pas a une discrétisation de '’équation de diffusion (4.52).
Il est alors nécessaire de procéder a une modification dans le schéma HLL perturbé.

Il s’agit de modifier le parameétre & et les discrétisations du terme source (4.7) via I'ajout
d’un parametre positif 6 comme suit :

2\
S A 4,
TN ¥ koA (4.58)
et
)‘Hl
S5y =L (R(WF) = WP) = F(W?),
C (4.59)
i— L
St = 5 S(RW) = W)+ F(W]).
2

Apres quelques calculs, le schéma (4.8) est retrouvé :

" n At Y n x n n
Wit = Wi — 2 (G (Ff = ) + G,y (B = FLy))
At
T oAs ( 1hip s (Wi = W) —a oA, 1 (W] =W 1)) (4.60)
N ) o
+T(%+é+a 1)(R(W) wi),
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Chapitre 4 — Méthode de perturbation HLL par correction visqueuse

et § intervient uniquement dans le parametre &. Puisque & = 1 + O(Az), le schéma
ci-dessus est bien consistant avec le systeme hyperbolique considéré (4.1), de la méme
maniere que l'était (4.8).

L’astuce est en fait de poser § = e. En effet, cela permet au coefficient @ d’étre de
Pordre de ¢ apreés avoir injecté le changement d’échelle de 'opacité k < k/c? :

e 2)\e

= et kAT (4.61)

En utilisant (4.51), et apres changement d’échelle du temps et de k, le schéma (4.60) pour
les équations de Saint-Venant (4.50) s’écrit :

At
1 ~ .
W =0 - oAs (%i; (a1 —ai') + a1 (6 - Q?1)>
At (. iy o
2eAx ai+%)\i+%( i1~ hi) _ai—%/\if% (hif —hi’a) )
At
1 ~ -
@t =g - SeAT (airé (uity —uj) + ai% (uf — u?_1)> (4.62)
At ~E )\ n n ~c )\ n n
T oeas \Yirtting (@ — ) = Q17— (@' — ai)
kAt [ . B
- o (a8 +asy ) alaion)
ou la variable « définie par
q2 h2
=7 > 4.63
Y T (4.63)

a été introduite afin d’alléger les notations et ou le parametre a° est donné par (4.61).

Théoréme 4.5.1. (limite incorrecte) Quand € tend vers zéro, les discrétisations définies
par (4.62) vérifient I’équation de diffusion discréte suivante :

At

W = (N (W) N G- hy). (e

Remarque 10. La discrétisation limite obtenue (4.64) n’est pas consistante avec I’équation
de diffusion (4.52).

Démonstration. La démonstration s’effectue ici encore a l'aide de développements de
Chapman-Enskog des discrétisations :

W =h)" +0() et ¢ =g +O(e), (4.65)

ou 'ordre zéro de la hauteur d’eau h?’n est supposé strictement positif pour tout i € Z,
n € N, comme la hauteur d’eau globale h}' I'est. Ainsi, le développement de (u]'), défini
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4.5. Extension auz équations de Saint-Venant

par (4.63), est le suivant :

0,02 0,n) 2
q;’ h>
up = u?m + O(g), avec ug’n = (}10 n> + g( 12 ) . (4.66)
i
Le développement suivant est également obtenu :
g8 (R = ™% (hO™) " + 0 4.67
ai'la’| (hi') ™" =aq; " a; | (b +O(e). (4.67)

En injectant les développements (4.65), (4.66) et (4.67), la deuxieme équation de (4.62)
devient :

At
On+l 0, ~ 0, 0,
qy;n —qz’n_ %eAx ( : 1 (“z’+n1_“z‘n+o(5))

At [ n n
s (F ey (a2 - 2 + 0() (4.68)

~a A (a - 0(e>)>
kAt ~E ~€ n n n\ "
) ( i+ +%;> (CI?’ g (n7") " + O(é‘)) +0(e).

La définition de &° donnée par (4.61) fournit immédiatement :

(4.69)

1m
e—0

a2\
e kAz

Ainsi, le terme dominant de I’équation (4.68) quand ¢ tend vers zéro est le dernier, ce qui
donne :
q?’" =0, pourtoutie€Z, neN.

Le terme d’ordre zéro dans le développement de Chapman-Enskog du débit est donc nul
et les développements asymptotiques (4.66) s’écrivent alors :

W' =h"+0() et ¢'=¢ (qz-l’" + 0(6)) : (4.70)

En utilisant les développements (4.70), la premiére équation de (4.62) devient :

At
Oon+1 _ ;0,n ~ 1n 1n

- 1, 1,
+O‘§—% (qi g+ 0(5)))

(4.71)

At ~g 0,n 0,n
+2€Aa¢(ai+%)\i+é (hi+1_hi +O(E))

2

—a5 1)1 (hq’” — h?’_"l + O(E))) + O(e).
2 2
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En faisant tendre e vers zéro dans 1’équation ci-dessus et en utilisant ’expression de la
limite de %E donnée par (4.69), le résultat attendu (4.64) est obtenu. O

Ainsi, le schéma HLL perturbé pour inclure le terme source (4.60) ne préserve pas
I'asymptotique. Il est donc nécessaire, ici encore, d’utiliser la méthode décrite dans la
section 4.2. Cependant, il est essentiel d’y ajouter le parameétre supplémentaire § qui sera
pris égal a ¢ apres changement d’échelle. Pour obtenir ce schéma, il suffit d’appliquer
la discrétisation (4.60) au systéme (4.1) avec k + k pour friction et R défini en (4.10).
Apres quelques calculs similaires a ceux effectués pour acquérir (4.60), le schéma (4.12)
est retrouve :

Wit = Wz*%< %(H—l*Fi)jLO‘if%(Fi* i—l))

At " ;
+ oy @iy VB = W) —a Ay (V7 = Wy)) - (472)

kAt . .

9 (O‘z‘+% "'O‘i—%) (R(W) = W),

et § intervient uniquement dans le parametre « défini par :

2A
2N+ (k+E) Az

o =

Puisque oo = 1+ O(Axz), le schéma (4.72) est bien consistant avec le systéme hyperbolique
considéré (4.1), de la méme maniére que 'était (4.12).

_En posant § = ¢ et en effectuant les changements d’échelle At < At/e, k < k/e?
et k + k/c? dans le schéma (4.72) pour les équations de Saint-Venant (4.50), le schéma
suivant est obtenu :

hi™t=hi — Q?Atx ( i1 (g —af) + i (4 - q?l))
A ( hitr — hi') — O‘?_%/\F% (hi' — ?—1)) )
@ =g - AA (0 (= ) +af_y a? = w2 ) (4.73)
2?&( @i dig s (@ —a) —af_1A g (%"—%‘0)
5 (ot ol ) larion)

ol la variable u est définie en (4.63) et ou le parametre o est donné par :

2)Xe

T et (k: + E) Az (4.74)
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4.5. Extension auz équations de Saint-Venant

Théoréme 4.5.2. (limite correcte) Si k est fixé comme suit :

_ k |hg — hy|
E=2)\/~ —k 4.75
\/;\/(h’]{ +h1)Az(hg + hr) ’ ( )

avec hy, et hg les discrétisations de h au temps t" de part et d’autre de l'interface, alors,
quand € tend vers zéro, les discrétisations définies par (4.73) vérifient I’équation de diffu-
siton discréte suivante :

W = o [T () — PO ), (4.76)

ot la fonction antisymétrique f définie par

Ik — hi

pvaatt (4.77)

f(hy,hg) = sign(hg — hL)\l (hh +hi)

a été introduite afin d’alléger les notations.

Remarque 11. Le parametre o dépend de la variable de temps t. Il est calculé ici au temps
t", mais I'indexation par n est omise pour alléger la lecture. Dans la prochaine partie
concernant 'implicitation du schéma (4.73), le parametre « est cette fois pris au temps
¢t

Remarque 12. En considérant la définition (4.75) de k, la quantité k + k est positive
mais peut étre nulle lorsque hy = hp, c’est-a-dire en hauteur d’eau constante. Cela peut
paraitre ennuyeux de premier abord, mais ces cas singuliers se traitent a part sans poser
de probleme particulier, comme cela sera vu dans la preuve du Théoreme 4.5.2.

Remarque 13. La discrétisation limite obtenue (4.76) est bien consistante avec ’équation
de diffusion (4.52). Ici encore, partant de la discrétisation de la limite de diffusion (4.76),
le parametre k est fixé de telle sorte que la limite du schéma (4.73) coincide avec cette
discrétisation du probléeme limite.

Démonstration. La démonstration s’effectue ici encore a ’aide des développements de
Chapman-Enskog suivants :

P =h"+0@E) et qf =g +0(e), (4.78)

ou l'ordre zéro de la hauteur d’eau h?’n est supposé strictement positif pour tout i € Z,
n € N, comme la hauteur d’eau globale h}' I'est. Ainsi, le développement de (u]'), défini
par (4.63), est le suivant :

0o,n o,n 2
4’ hy’

up = u?’" + O(e), avec u?’n = (}ZO n> +g( 22 ) . (4.79)
i

Le développement suivant est également obtenu :

n|.n ny— ,n 0, RN
alaf| ()" = gl (B)) T+ Oe). (4.80)

7
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En injectant les développements (4.78), (4.79) et (4.80), la deuxieme équation de (4.73)
devient :

At
Q,n-i—l _ On of

q'L q'L

At n n
+ g (0 ey (4 - 7+ 00) (4.81)

La définition de af donnée par (4.74) fournit immédiatement :

lim — =< A k|hY, — hO|Ax L7
e—=0 €
+ 00 si hY =hY.

Méme si la limite de %E peut ne pas étre finie, le terme dominant quand ¢ tend vers zéro
dans I’équation (4.81) est le dernier. Sa limite s’écrit alors :

@™ =0, pourtoutiecZ neN.

Le terme d’ordre zéro dans le développement de Chapman-Enskog du débit est donc nul
et les développements asymptotiques (4.78) s’écrivent alors :

B = b 4 ehl " 4 SR+ OE) et qf =& (g} +0(e)), (4.82)

et le développement suivant est également obtenu :
n|,.n n\—1n __ 2 1n, 1n o,n\ "
gi'lg;'| (hi) ™" =¢ (Qi ;" (hi ) + O<5)) . (4.83)

Pour terminer cette preuve, il est nécessaire de distinguer différents cas selon les ordres
zéro et un des hauteurs d’eau A’ |, A’ et h}, ;. Pour ce faire, le développement suivant
de of a une interface générique avec hy = hOL + 6h1L + 62h% + O(£3) pour hauteur d’eau
a gauche et hr = h% + ehk + £2h}, + O(e3) pour hauteur d’eau & droite est tout d’abord
écrit :

eal + O(e?) si hY # h%,
af ={ Vea2 + O()  si B =hY% et b # b, (4.84)
a® 4+ O(e) si. hY = h% et h} = hk,
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4.5. Extension auz équations de Saint-Venant

ou

- PO T 0

k|hY, — hO|Ax
92 (hO )77+1
A\ k[RL — hlAz

—1
) Lo A [l — 13| Aa .
€ + 5 W > 0.

Les quantités SX et % & cette méme une interface sont définies de la facon suivante,
K e {L,R}:

>0, (4.85)

gE — —itof (2ix ((hR) (hL)2> + QQK|QK|(’1K)"> :

Ces quantités interviennent dans la deuxieéme équation du schéma (4.73) qui peut se ré-
écrire comme suit apres utilisation de la définition de u donnée par (4.63) :

At " "
gt =qf +ﬁ 1 +ﬁR t 5 AL < 1)\ (Qi—‘rl -q') - O‘;:_%)‘if% (¢ — an—l))

A (e (CJ?H)Q_((J?)Q par (W? @D
2eAz \ M3 \ he T AT

Par les développements (4.82), (4.83) et (4.84), les quantités S~ et S% admettent les
développements suivants, K € {L, R} :

— ot (G2 (07— (09) + kaklakl (W) ") + O s B £ 1k
Cals —ZA/W klak|(h) ™"+ 0(1) si L =hp et hp# g
k’it Ogelgke | (%)™ + O(1) s hY =h% et bl =h.
De plus
oot (h-ab) 0 s M AN
2?;90046)\ (qr —q1) = {AA; 1/2 ( qi) +0(e) si R =hYy et hy # hp,
2%6@ (ak —at) +Oe) si hQ =h% et hi = hk,
« At (¢ & At . ((qr)®  (q)°
25Ama (hR B hL> - 2A1‘a ¢ ( hOR B h% +O(€)> = 0le).

Grace aux développements ci-dessus ainsi que (4.82), la seconde équation du schéma
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(4.73) devient :

gAt n n n
0(e) == 957 (alyy ()2 = (0")7) oy (07 - (22)2))
kat M n n\ — . n n
- T <a3+é + Oé 1> qu Qzl’ (h% ) " S1 ho 7& hz+1 et ho 75 h’z 1
O(Ve) = qz‘l’n’qil’n‘(h?’n)_ sinon.

Ainsi, si a aucune des deux interfaces la hauteur d’eau a 'ordre zéro est constante, la
limite de la seconde équation du schéma (4.73) s’écrit :

1 0, 1 0, 0,
g O[’L'i‘% (hz+1) (hz n)2 + ai_% (h’L n)2 - (h’z—nl)2 kql n| 1, ’n’(ho n) n
2 \aj 1 ta) Az aj 1ty Az & ’
2 2 2 2

qui est bien une discrétisation de 1’équilibre local (4.53). En revanche, dés que la hauteur
d’eau a lordre zéro est constante a une des deux interfaces alors la seconde équation
du schéma (4.73) donne q} ™ = 0. De la méme fagon, le débit & l'ordre un est nul de
I’autre c6té de l'interface ou la hauteur d’eau a I'ordre zéro est constante. Pour le voir, il
suffit d’établir la limite de la seconde équation dans le schéma (4.73) sur la maille ;4
(si l'interface concernée est en x; 1 ). Un débit nul a l'ordre un pour une hauteur d’eau
constante & 'ordre zéro est ici encore en accord avec 1’équilibre local (4.53). Maintenant,
le développement de Chapman-Enskog de ¢;' s’écrit :

(q"+0@) st BT AR et BT AR,

4% = (4.86)
£? (qf’n + (’)(6)) sinon.

Le développement asymptotique de o donné par (4.84) ainsi que (4.86) fournissent :

1
2eAx

o (qr —qr) = O(e). (4.87)

La quantité ci-dessus intervient dans la premiere équation du schéma (4.73). Celle-ci se
réécrit donc :

hi+1 — h"L +At0(5) + QEAQT ( Z+é)\l+l (hz+1 —hz) —Ozi%)\z_% (hl - 7;_1)>

(4.88)
Il s’agit maintenant de déterminer la limite de la quantité

1 n n n n
2:Ax ( 1)\z+1 (hity — hif) = affl)‘i—% (hi" — i—l)) :

Pour ce faire, le parametre suivant est introduit :

1
2eAx

v = a“A(hg —hr).
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Alors, par le développement (4.84) de of, le développement de ce parametre s’écrit :

1 o o o .
22 (= 12) +0OC) si hy # hg,
T 2\2 o'\ (hf—h) +O() i hY =hy et hi # hf, (4.89)
6 .
AT o)\ (h h%) + 0(52) si h% = h% ot hlL _ h}%.

Il est donc clair que v = O(y/€) des que hY = hY. La premiere équation du schéma (4.73),
réécrite en (4.88), devient alors :

At
On+1 _ ;0,n 1 0,n

1 O,n 43 0,m
—%—%Ai—% (’% hi%) 1h?’”¢h§””1> '

En utilisant I’expression de a! donnée par (4.85), la limite de la relation ci-dessus quand
€ tend vers zéro est la suivante :

(P2 + (") (i + B
= {5 /<;|h?+”1—h2“<|A;1 )(hm )
g (") + () (B + %)
( k|0 —lh??_”fle ) (" = %)

La preuve se conclut en utilisant la fonction f donnée par (4.77) dans ’équation ci-dessus.
Le résultat attendu (4.76) est alors établi. O

Pour finir ce chapitre, I'implicitation du schéma (4.73) est proposée. Celle-ci trouve
son utilité numériquement. En effet, une condition tres restrictive sur le pas de temps est
nécessaire pour que le schéma limite pour les équations de Saint-Venant (4.76) soit stable.
Expérimentalement, cette restriction est de l'ordre de Ax®, ce qui n’est pas exploitable.
L’implicitation suivante du schéma limite est donc proposée :

W =g ol () — ), (4.90)
ot la fonction f est définie par (4.77). L’ennui maintenant est que ce schéma ne corres-
pond pas a la limite du schéma préservant 'asymptotique (4.73). La premiere idée pour y
remédier peut étre de recalculer le coefficient k dans le schéma (4.73) pour que (4.90) soit
sa limite. Cependant, cette méthode donne des termes mixtes en temps, avec des discréti-
sations au temps t" et des discrétisations au temps ¢"*!. La semi-implicitation suivante du
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schéma (4.73) est alors proposée :

At
R+l = o — (aj o (@ —gtt) +ai (g - (ﬁf))

2eAx
At 5 )\ hn+1 hn+1 £ )\ hn+l thrl
+ eie \Miepheny (W = 0) —olphy (W =0 )
) At

At
+1 +1 +1 +1
t5oAL (O‘f+;/\i+; (Q?H —q; ) a1y (qz” —¢7 ))

kAt 1 1 1y—
=5 (et ary )@t i,

ou (u'); et a sont encore définis par :

(4.92)

2)Xe

o as e + (k+E) Az

(4.93)

Les pentes (), 1); sont toujours définies au temps " par (4.54). Le résultat de préservation
2
d’asymptotique suivant peut alors étre établi.

Théoréme 4.5.3. (limite correcte) Si k est fizé comme suit :

_ K b — )
—9)2, /2 — 4.94
k=22 ﬁ\/(hgmg)mmﬁm k, (4.94)

ot cette fois hy, et hr désignent les discrétisations de h au temps "1 de part et d’autre de
Uinterface, alors, quand e tend vers zéro, les discrétisations définies par (4.91) coincident
avec les discrétisations issues du schéma (4.90).

Remarque 14. Le parametre o dépend maintenant, et uniquement, des discrétisations au
temps "L

Remarque 15. Le Théoreme 4.5.3 est la version implicite du Théoreme 4.5.2 et se démontre
de facon totalement analogue.

Remarque 16. Le schéma donné par (4.91) avec k défini de facon implicite par (4.94) est
encore soumis a une restriction dépendante de e sur le pas de temps At. En effet, pour
déterminer (h?); et (¢™);, un systéme non linéaire doit étre résolu et celui-ci devient
singulier quand ¢ tend vers zéro. La méthode numérique pour implémenter ce schéma est
présentée plus en détails dans le Chapitre 6.
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Schémas préservant le régime
asymptotique et tous les états
stationnaires

Ce chapitre est dédié a 'étude d’'une seconde classe de schémas, initialement construits
dans le but de préserver tous les états stationnaires. La méthode a été développée pour les
équations de Saint-Venant et I'extension au p-systeme et au modele M1 est proposée ici.
Le formalisme utilisé ici est le suivant :

AW + 0, F(W) = S(W) (z,t) € R x Ry. (5.1)

Le vecteur W, contenant les inconnues du systeme, appartient a 'ensemble convexe 2 C
RY appelé espace des états admissibles. La fonction F'(1W) € R”, dont la jacobienne est
diagonalisable dans R, désigne le flux et S(W) € R désigne le terme source. Contrai-
rement au formalisme (4.1) utilisé dans le Chapitre 4, il n’est pas nécessaire ici que ce
dernier soit écrit en extrayant le parametre o (ou k). En effet, les schémas présentés dans
ce chapitre ne sont pas basés sur 'ajout d'un parametre supplémentaire a fixer correcte-
ment mais sur un choix approprié des états intermédiaires et de la discrétisation du terme
source. De cette facon, tous les états stationnaires associés au systeme (5.1) sont préservés.
Définition 5.0.1. Un état stationnaire du probléme (5.1) est une solution du systéme
stationnaire suivant :

O,F(W) = S(W), zeR. (5.2)

La préservation de ce type de solutions est cruciale puisqu'un schéma ne vérifiant pas
cette propriété peut développer des perturbations dans les approximations qui peuvent
potentiellement devenir importantes et remettre en cause la validité des approximations
obtenues. C’est donc un enjeu essentiel, en particulier dans le cadre de ’hydrodynamique
avec le systéme d’équations de Saint-Venant. En effet, c’est pour ce modele qu’ont été ini-
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tialement développé les schémas préservant les états stationnaires, appelés schémas well-
balanced ou schémas équilibres. Le but premier était de capter 1’état d’équilibre nommé
lac au repos, c’est-a-dire celui ot la vitesse de ’eau est nulle. Les travaux pionniers dans
ce domaine ont été, entre autres, proposés dans [5, 48, 61]. De nombreuses techniques de
construction de schémas capables de préserver tous les états stationnaires (et plus seule-
ment le lac au repos) ont ensuite été données [43, 78], notamment grace a des méthodes
de reconstruction hydrostatique [3, 11, 77].

La notion de schémas well-balanced a plus récemment été étendue a d’autres modéles et
en particulier a la dynamique des gaz avec les équations d’Euler munies d’'un terme source
de gravité [58, 59].

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la Section 5.1, le schéma générique pour
(5.1) est présenté. Il est issu d’'un solveur de Riemann approché a deux états intermé-
diaires. Ceux-ci sont en partie déterminés grace a la propriété indispensable de consistance
intégrale. Cependant, ils ne peuvent étre complétement déterminés dans le cas général.
En effet, une discrétisation du terme source doit étre effectuée et des versions discretes de
la stationnarité (5.2) sont utilisées. Ces étapes sont spécifiques au modeéle étudié et sont
traitées dans les Sections 5.2 et 5.3.

L’objet de la Section 5.2 est de présenter le schéma issu de [70] pour les équations de
Saint-Venant. La discrétisation du terme source ainsi que les deux équations supplémen-
taires pour déterminer les états intermédiaires sont proposées.

Ensuite, dans la Section 5.3, le schéma pour le p-systéme et le modéle M1 sont proposés.
Pour chacun de ces deux problemes, la discrétisation du terme source ainsi que les deux
équations additionnelles pour calculer les états intermédiaires sont obtenues en utilisant
une méthode completement analogue a celle employée pour les équations de Saint-Venant.
Cependant, la forme moins complexe du terme source pour ces deux systémes simplifie
grandement 'obtention des états intermédiaires.

Enfin, dans la section 5.4, trois résultats sont proposés puis démontrés. Ils traitent du ca-
ractere asymptotique de chacun des schémas développés dans les Sections 5.2 et 5.3. Les
preuves sont toutes les trois analogues et reposent, comme c’est également le cas dans
le Chapitre 4, sur des développements de Chapman-Enskog des discrétisations. Ces résul-
tats sont d’'une importance remarquable puisqu’ils démontrent qu'une discrétisation bien
choisie du terme source pour capter les états stationnaires permet également de capter la
limite diffusive. En revanche, a 'inverse des schémas présentés dans le Chapitre 4, la dis-
crétisation limite n’est pas connue exactement car certains termes de viscosité numérique
ne peuvent pas étre exhibés explicitement.

5.1 Meéthode générique

La méthode de construction a été développée pour les équations de Saint-Venant
dans [70]. C’est une discrétisation type volumes finis qui repose sur l'utilisation d’un sol-
veur de Riemann approché a deux états intermédiaires ainsi qu'une discrétisation adap-
tée du terme source. Le maillage spatial considéré est uniforme et composé des cellules
(Ki = (%i—1/2,Tiy1/2))icz de taille constante Az et de centre z;. Concernant la discré-
tisation temporelle, 'incrément de temps est noté At et t"*! = nAt pour tout n € N.
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La discrétisation est basée sur I'utilisation d’un solveur de Riemann a deux états intermé-
diaires séparés par les ondes A\;, < 0, 'onde stationnaire de vitesse nulle et Az > 0. Afin
d’alléger les calculs, les pentes sont supposées symétriques :

AR = - =A>0,

et sont déterminées a partir des valeurs propres de la jacobienne du flux F' intervenant
dans le probléme (5.1). Comme rappelé dans l'introduction de la Partie II, un solveur de
Riemann approché W (¥, W, Wg) approche les solutions de (5.1) en = au temps ¢ pour la
condition initiale :

Wo(z) =

Wr, si x< 0,
Wg sinon.

Dans le cas ici de deux états intermédiaires, il s’écrit comme suit, V ¢t € (0,At], = €
[—Ax/2,Ax/2] :

Wi, si % < =,
. x
— 143 si. —A< 7 < 0,
W (,WL,WR> - N (5.3)
L Wge si 0<— <),
t
Wr  si A< %
et sa structure est représentée sur la Figure 5.1.
\ t
— A
TAt
Wy | Wg
WL WR
| ; x
—Az/2 0 Ax/2

FIGURE 5.1: Solveur & deux états intermédiaires.

Le solveur W défini par (5.3) peut étre introduit a chaque interface z, 1, i € 7Z, par
2

une simple translation en temps et en espace. Pour s’assurer que les ondes n’interagissent
pas entre elles, il suffit que les pas de discrétisation At et Az vérifient la condition CFL
hyperbolique suivante :

\ At 1
Ner Nits Ap 2

avec \; 1 l'onde positive associée a I'interface située en z, 1. La fonction de juxtaposition
2 2

(5.4)
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suivante est définie a partir du solveur de Riemann approché (5.3) :

~ [T = X1
W(t”+t,1:):W<t+2,Wi”, Zh) Wie (0,A, ¥a € i), (5.5)

La fonction ci-dessus, illustrée dans la maille K; sur la Figure 5.2, est utilisée pour mettre
a jour I'état W;*! en appliquant I'intégration suivante :

1 1 Titd
Wt = A7;/ YWt + At, z) do. (5.6)

1
2

"+ Atr

t'ﬂ =+

FIGURE 5.2: Schéma type-Godunov obtenu par le solveur de Riemann approché.

En utilisant la forme du solveur de Riemann (5.3), la discrétisation décrite par (5.6)
s’obtient par intégration de trois états constants. Elle se réécrit donc :

At
n+1l _ n Lx* n Rx* n
Wi =W+ Ar ()‘H; <Wi+§ - W ) TAL (Wi_% - W >) . (5.7)
Pour établir entierement le schéma donné par (5.7), il est nécessaire de définir les états
intermédiaires ijr*l et Wﬁ*l . Pour ce faire, la propriété de consistance intégrale est uti-
2

lisée. Cependant, ici, le systéme (5.1) n’est pas homogene et I'expression de consistance
intégrale (9) ne peut pas étre utilisée directement. Il faut refaire les calculs en partant
du principe que l'intégrale du solveur de Riemann approché sur la maille [—Ax/2, Az /2]
est égale a celle du solveur de Riemann exact, noté Wyx. L’égalité suivante doit donc étre
satisfaite :

L2 e we d L2 (2w w) a 5.8
M/—Am/Q (Kt’ L, WR) 9Y7—Ax/_mﬂ/2 R(At’ L, R) €. (5.8)
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Or l'intégration de 'équation (5.1) sur [0, At] x [-Az/2, Az /2] permet d’écrire :

L e (W) de = - vy W
M/—Aa:/Qt R(At, L, R) IL’—§( L+ Wkg)

_1/2(A(:VR( ZA:C WL’WR>) (WR (A;,WL,WR») dt
Ax/ /;//2 ( ( WL7WR>> da dt.

Sous la condition CFL (5.4), les ondes sont incluses dans le pavé [0, At] x [-Az/2, Az/2]
et donc :

—Azx

A
WR( o WL,WR) =Wr, et Wgx (;;WL,WR) =Wgr Vte (0,At).

La propriété de consistance intégrale (5.8) se réécrit donc :

L Aw/QVT/ Wi, Wg) d W+ W At Wg) — F (W
I (72 Wi) do =5 W+ W) = 5 (F (W)~ F (112)

[ s (e () e

De plus, par la définition du solveur approché (5.3), son intégrale sur [—Az/2, Az /2| est
la suivante :

L (2 s we) d
A:E/A:cm (A’ b R) e

At

(WL‘FWR)?LE(*WL‘FWL*‘FWE*WR)

(5.10)
Ainsi, en utilisant les expressions (5.9) et (5.10), la consistance intégrale (5.8) se réécrit
comme Suit :

1
2

Wi+ Wi =Wy + We —  (F (W)  F (W)

At pAzx/2
dt.
)\At/ /Aas/2 < ( WL’WR>> e

En utilisant I'état intermédiaire issu du solveur HLL classique, défini par (13) et noté ici
Wiy e par souci de clarté dans les notations, 'expression (5.11) se réécrit :

(5.11)

At pAx/2
Wi+ Wpg =2Wyrr + —— / / ( ( Wi, WR)> dx dt. (5.12)
AAL Azx/2

Afin de pouvoir exploiter (5.12), une discrétisation du terme source, notée S, doit étre

calculée :
At Azx/2
= At Am/ /A:c/2 ( < WL’WRD dh .

Pour ce faire, des versions discretes de la stationnarité (5.2) sont utilisées. La relation de
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consistance intégrale s’écrit alors :
Az

Etant donné que les trois systémes étudiés dans ce manuscrit sont composés de deux
inconnues, la relation (5.13) impose deux équations que doivent vérifier les états intermé-
diaires W} et Wp. Or ces deux vecteurs sont chacun constitué de deux composantes, donc
il est nécessaire de déterminer deux autres équations afin d’exprimer pleinement W; et
Wr. Celles-ci sont obtenues de sorte que le schéma préserve les états stationnaires. Une
condition suffisante est la suivante.

Principe (WB). Les états intermédiaires vérifient Wi = Wy, et Wj, = Wg dés que W,
et Wgr définissent un état stationnaire.

Dans le principe (WB), un couple (W, W§) est appelé état stationnaire s’il satisfait la
version discrete suivante du probléme stationnaire donné par (5.2) :

F(Wg) — F(Wp) = SAu. (5.14)

De par la forme du schéma (5.7), si les états intermédiaires vérifient le principe (WB) et

si (W, Wr,) et (W, W) sont stationnaires au sens de (5.14), alors W/"t! = W/ et le

schéma préserve alors bien les états stationnaires.
A partir de (5.14), I'idée est de poser I'équation suivante sur les états intermédiaires :

F(W}) — F(W}) = SAx, (5.15)

ou bien une équation linéarisée de I'expression ci-dessus. Ces étapes sont spécifiques au
modele étudié et sont traitées dans les Sections 5.2 et 5.3.

5.2 Description de la méthode pour les équations de Saint-
Venant

Comme présenté dans le Chapitre 2, les équations de Saint-Venant s’écrivent :

ath + aa:q = 07

2 p2 VY (t,r) €eRy xR, (5.16)
Orq + 0y (%1 =+ g2> = —kql|q|h™",

c’est-a-dire dans le formalisme (5.1) avec :

2 2
W ="h,q), FW)=" (q, % + gh2> et S(W)=" (0, —kq|g|h™7). (5.17)

La variable h > 0 désigne la hauteur d’eau et ¢ son débit. Dans ce modele, la friction se

note k et ne dépend pas de I'espace. Le parameétre 7 est strictement positif et différent de
1, usuellement fixé a 7/3. Pour ce modele, 'onde positive ), intervenant dans le schéma
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(5.7), est définie a partir des valeurs propres de la jacobienne de F' donné en (5.17), comme
suit :

A = max (‘ZL‘ +Vghr, ’ZR‘ + \/ghR> . (5.18)
L R

Concernant les états stationnaires de (5.16), ils sont solutions du probleme suivant :

8acq = 07

2 p? VY (t,z) eRy xR. (5.19)
0 <qh +92> = —kqlqlh™",

De la premiere équation de (5.19), le débit d’eau est uniforme et est noté ¢y. La deuxiéme

équation de (5.19) controle la hauteur d’eau des états stationnaires et s’écrit :

2
o (33 + gh2> = —kqolqo|h™", 'V (t,z) € Ry x R. (5.20)

Il est important de noter pour la suite que, dans le cas d’'un état stationnaire assez régulier,
I'équation (5.20) peut se réécrire de la facon suivante :

2
- nq_o -0, + niQa W2 = —kqolaol, ¥ (t,2) € Ry x R. (5.21)
Afin de pleinement déterminer le schéma (5.7) exposé dans la section précédente, il est
nécessaire d’avoir une expression compléte des états intermédiaires W; = ' (h},q}) et
Wi = ' (k. q5)- lls sont calculés a linterface générique située en zéro, dans la maille
(—Az/2,Ax/2), dont létat initial en ¢t = 0 est donné par W = *(hr,qr) a gauche de
zéro et Wr = *(hg, qgr) a droite. En utilisant (5.17), les équations données pour avoir la
consistance intégrale (5.13) s’écrivent :

L+ hg=2hycr,

kAz_ o (5.22)
qr + qr = 2qucce — @ qlglh—n
ou les états intermédiaires HLL valent :
1
hyuce = (hL + hg) — o (qr —qr),
5.23)
1 (qk | ghh @& ghi (
gnee = 5 (a0 +4r) = o) <h3+ 5 2 )

et ol la quantité —kg|g|h—" discrétise le terme source :

_ At pAz/2 ; T
— q - — . .24
kalg|h= At Ax / /Am/Q ~kalalh ) (WR (t’WL7 WR)> da dt (5.24)

Les expressions des inconnues g et h~" doivent alors étre déterminées de sorte qu’elles
soient consistantes respectivement avec h~" et q. Concernant h~", une version discrete de
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I'équation différentielle (5.20), satisfaite par les états stationnaires, est utilisée pour écrire
la définition suivante : )
i Ho 1 g [h ]
hn=—Lt0 (|24 L1500 5.25
kAx ([h} + @ 2 (5.25)

ot les crochets désignent la notation de saut générique [X] = Xr — X1. La quantité yg
désigne le signe de qo, le débit a I’équilibre, dont le carré est déterminé en utilisant une
version discrete de I'expression (5.21) satisfaite par les états stationnaires réguliers :

o [171] [h]

q0 n—1 Y nt 2 Hodqo
L’égalité ci-dessus permet alors d’écrire :
-1
2 [h7+2] [h7 1]
= —kppgAx + . 5.26
49 =9 n+ 2 Ho n—1 (5.26)

L’injection de 'expression de ¢Z ci-dessus dans la relation (5.25) sur A~" donne :

oo nt2 o (H [hz]n+2[h”‘lJ>,

2 [ kAz \ |k 2 [t n—1

Cependant, puisque ¢y n’est pas déterminé, ;o n’est toujours pas connu. Il suffit de prendre
(o = i := sign(g) en imposant par la suite sur g que § = gy = g1, = qr en état stationnaire.

L’expression de h—" ci-dessus se réécrit donc ainsi :

- _ [h2] n+2 o 1 [hQ] n+2 [hnfl]
= 2 [+ kAx ([h} T [n+2] ' — 1 ) : (5.27)

Proposition 5.2.1. La quantité h " donnée par (5.27) est consistante avec h™".

Démonstration. La preuve, proposée dans [70], s’effectue en posant hy = h(x) et hg =
h(z + Ax) puis, a l'aide de développements de Taylor, en montrant que

[h?] n+2

5 =h""+ O(Ax),
et
o 1 [R*] n+2 W71\
0 <[h] MR TR ) oG

O]

Remarque 17. Le parametre gy intervenant dans (5.25) et dont le carré est défini par
(5.26) a été fixé en utilisant une version discrete de 1’équation (5.21) satisfaite par les
états stationnaires réguliers. Cependant, afin de prendre en compte les conditions initiales
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non régulieres, le cut-off suivant peut-étre effectué :

L Pln+2 @ h]( . +hL+hR77+2W‘1]>

2 [W*?]  kAx " hrhg 2 [ -1
oll
h]. = [h] si |hg —hi| < CAx,
‘T CAx sinon.

La constante C' est positive et une étude de son impact dans les résultats numériques est
proposée dans [70].

La définition de § proposée dans [70] est la suivante :

2|qrllqr| . :
T s18n(gr +qr siqr #0etqr # 0,
7=21 lac| + gzl ( ) (5.28)

0 siqr, =0ouqr =0,

cependant, pour démontrer la préservation de la limite diffusive dans la Section 5.4, il est
nécessaire que I'implication suivante soit vérifiée :

7=0=qr=qr=0. (5.29)

C’est pourquoi g est défini ici de la maniére suivante :

g = sign(qr + qr)\/ = (4% + %), (5.30)

1
2
et g est clairement consistant avec q.

La derniére étape dans la construction du schéma est d’établir deux autres équations,
qui viendront s’ajouter a (5.22) pour déterminer completement les états intermédiaires W}
et Wj. D’apres (5.15), pour assurer la préservation des états stationnaires, il suffit que :

q}% —q1, =0,
%12 h* 2 *\2 h* 2 . 5.31
(qi) + 9(hR)" (qL*) _ghi) = —kg|g|lh—"Ax. (531
% 2 h; 2

En particulier, la premiere équation de (5.31) impose ¢} = ¢}, et ce débit intermédiaire est
noté ¢*. La seconde équation de (5.22) donne alors :

. kqlglh—Ax
q =qnee — kalglh—Az |2)\ . (5.32)

Concernant hj et h}, une linéarisation de la deuxieéme équation de (5.31) est utilisée :

72 _
T S hp b)) (W — 1) = —kglglhi A (5.33)
hhr |2
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En posant
)
q
= h h 5.34
i ( R+hL), (5.34)
les hauteurs d’eau des états intermédiaires vérifient :
kglglh—"A
by — b = MAAh AT (5.35)
(67

Enfin, en combinant (5.22) et (5.35), les expressions suivantes des hauteurs d’eau intermé-
diaires sont obtenues :

. kqlglh—"1Ax

h7 = hycre + q|q‘2,
2a (5.36)

« kqlglh—"Ax

Remarque 18. A priori, il n’y a pas de raison que la quantité « ne soit jamais nulle. Dans
ce cas, les définitions de h} et h} données par (5.36) sont mal posées. Un cut-off dans la
définition (5.34) de « de la forme :

=2 —2
g g(hR+hL) si‘ q

thL

(hR+hL) C,

"~ hghL

o =

T g
sign <_thL B (hr + hL)> C  sinon,

peut étre proposé, ou C' est une constante positive donnée. Dans les cas tests numériques

utilisés dans ces travaux et dans ceux de [70], le cas o nul n’arrive pas et le cut-off ci-dessus
n’est pas nécessaire.

En injectant les expressions (5.32) et (5.36) dans le schéma (5.7), celui-ci se réécrit
comme suit :
g
ASC +3 H‘Q 2. 1 i

qu_7|qZ ]h

HLL
+)\i_% hi*% 204}
i1

At kAx
1 HLL
@ =d T R, (A% (qz‘+; TN, s [y ’hz+ )
—q; )

2

)

2\,

= 2

kAx
A1 (qﬁff — o G 1la ]
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c’est-a-dire, en utilisant les définitions de hy . et gy données par (5.23) :

At
n+l _ 1n n n__ pn
W= g (N (= hE) = Ay (R = hE))
At n
T 9Ar (Qi—i-l qi—l)
kAL , —
T <)\H—1qz+ |qz+ ‘hlJ’,laJr )‘z—% z—%’qi—l| ij%ai,% ’
At (5.37)
n+1 n n n n
q; = =q; + ﬂ ()‘H-% (Q7,+1 —4q; ) - )\H-% (qz - qul)>
Ay (g741)? n g(hi1)®  (gf0)? _ g(hi1)?
2Ax ;‘4_1 2 U 2
k‘At =
2 (qz+ ’qur |h 1 + q;— ‘qz |h >

Le schéma (5.37) possede la propriété de consistance avec le probléme initial (5.16). Elle
est démontrée dans [70].

Concernant la robustesse du schéma, une modification des états intermédiaires est inévi-
table pour assurer la positivité de la hauteur d’eau. Les variables h} et h}, sont corrigées

comme Suit :
kglglh—1A
h} = min <max (M—mz + QMQZE, 8) 2her — 5) ,
ol

kqlglh—1A
R = min (max <h7.,5££ — (‘Mn,c”) 20y rr — €> ,

ol ¢ est pris égal a min(hyr, hg, hyrr). Cependant, dans les travaux présentés ici, les hau-
teurs d’eau sont supposées suffisamment grandes pour que ce cut-off ne soit pas nécessaire
et la démonstration de la préservation de 'asymptotique, présentée dans la Section 5.4,
est effectuée en utilisant les définitions données par (5.36) pour les hauteurs d’eau inter-
médiaires.

Le schéma ainsi développé est bien well-balanced. Pour le montrer, il suffit de vérifier

que W} = W et Wy, = Wpg si Wy, et Wi définissent un état stationnaire au sens de (5.14).
En effet, si tel est le cas, alors :

1 _
g =qr et ¢* {h} + g [hz} = —kq|glh—"Ax. (5.38)

Ainsi, les débits ¢, et gr sont égaux et notés ¢. Le débit intermédiaire ¢* donné par (5.32)

s’écrit alors :
1 9 [1 g2 )
q—QH£L+2)\( {h}JFQ[h} ;
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et en utilisant la définition de ¢, donnée par (5.23) :

8 (e 1)

Ainsi, ¢7 = qr, et ¢ = qg. Maintenant, par les expressions de h} et h}, données par (5.36)
ainsi que la relation (5.38), les deux égalités suivantes peuvent s’écrire :

1

h

q* _QL+QR_1(
2 2

x _ L (a1 g 2>
hp = hucr 2a(q [h}vLQ[h] ;
x 1 21 g9 2>
hR—hmc+2a(q {h}jLQ[h} ,

et en utilisant la définition de hy -, donnée par (5.23) :

.1 1 1,01
L—2(hL+hR) 2)\((11% qr) 2a<q [h]+
1

2

).
).

Or q;, = qg en état stationnaire et, en utilisant 'expression de o donnée par (5.34), les
expressions ci-dessus donnent h} = hy, et h}, = hpg.

i NIQ

. 1 1 1
R = (hL+hR)—2)\(QR—QL)+2a(q2 LJJF

5.3 Extension au p-systéme et au modele M1

Dans cette section, les états intermédiaires apparaissant dans le schéma (5.7) sont
exprimés dans le cadre du p-systeme puis du modele M1. Cette extension est relativement
aisée puisque ces deux modeles sont plus simples que les équations de Saint-Venant dans
le sens ou la variable 7 (pour le p-systéme) ou E (pour le modele M1) n’intervient pas
dans le terme source. En effet, la discrétisation du terme source ne nécessite alors la
détermination que d’une seule inconnue, analogue a g dans les équations de Saint-Venant.

5.3.1 Application au p-systeme

Comme présenté dans le Chapitre 2, le p-systéme s’écrit :

O~ 0u =0, YV (t,x) e Ry xR (5.39)
T X R, )
O+ Ogp (T) = —ou, *
c’est-a-dire dans le formalisme (5.1) avec :
W="ru), FW)="(—up(r)) et SW)="(0,—0u). (5.40)

La variable 7 > 0 désigne le volume spécifique du gaz considéré et u sa vitesse. Dans ce
modeéle la friction se note o et ne dépend pas de I'espace. La fonction p désigne la pression
et est supposée strictement positive et strictement décroissante. Pour ce modele, 'onde
positive ), intervenant dans le schéma (5.7), est définie a partir des valeurs propres de la
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jacobienne de F' donné en (5.40) comme suit :

A = max <\/—p'(TL), \/—pf(TR)> . (5.41)

Concernant les états stationnaires de (5.39), ils sont solutions du probleme suivant :

Ozu =0,
Ozp (1) = —ou,

De la premiére équation de (5.42), la vitesse est uniforme et est notée uy. La deuxiéme
équation de (5.42) controle le volume spécifique des états stationnaires et s’écrit :

Opp (T) = —oug, V(t,x) € Ry xR. (5.43)

Il est important de noter que, contrairement a '’équation vérifiée par les états stationnaires
pour les équations de Saint-Venant (5.20), le terme source dans (5.43) ne dépend pas de
7. Il n’est donc pas nécessaire de considérer 'équation satisfaite par les états stationnaires
réguliers ici. La discrétisation du terme source pour avoir la stationnarité se trouvera éga-
lement simplifiée.

Afin de pleinement déterminer le schéma (5.7) exposé dans la Section 5.1, il faut, ici

encore, obtenir une expression complete des états intermédiaires Wilf*l = Yr iR*l, f%*; )
2 2 2

et Whe = t(r1* ul*,). Ils sont calculés a l'interface générique en zéro, dans la maille
it+3 ity it ’

(—Axz/2,Az/2), dont I'état initial en ¢t = 0 est donné par Wy = ‘(71,ur) a gauche de
zéro et Wi = !(7g,ur) a droite. En utilisant (5.40), les équations données pour avoir la
consistance intégrale (5.13) s’écrivent :

Tz + T]*% =2T4rr,

N . oAz _ (5.44)
UL+UR:2U'H[:£— )\ u,
ou les états intermédiaires HLL valent :
1 1
THEL = (o, + TR) + 2 (ur —ur) ,
(5.45)

(p(Tr) —p(71)) ,

1
upce = 5 (up +uR) —

2 22

et ou la quantité —ou discrétise le terme source a l'interface entre deux états W =
t t .
(TL,uL) et Wgr = (TR,UR> :

At pAx/2 x
- At Az / /Az/2 <WR <t’ Wi, WR)) dz dt. (5.46)

Une expression de I'inconnue %, consistante avec u, doit alors étre déterminée. Pour ce
faire, une version discrete de I'équation différentielle (5.43), satisfaite par les états sta-
tionnaires, est utilisée. Celle-ci impose que u = uj, dés que u;, = ug. Il suffit de choisir
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comme une moyenne des états uj, et ur. La définition suivante est proposée :

. 1
u = sign(ur, + ug)4/ 3 (u? +u%). (5.47)

Ensuite, il s’agit d’établir deux autres équations qui viendront s’ajouter a (5.44) pour dé-
terminer completement les états intermédiaires 1} et W}. D’apres (5.15), pour assurer la
préservation des états stationnaires, il suffit que :

{u*R—uz:O,

p(TR) — p(77) = —ouAx. (5.48)

En particulier, la premiére équation de (5.48) impose u} = u}, et cette vitesse intermédiaire
est notée u*. La seconde équation de (5.44) donne alors :

. oAz

Concernant 7; et 75, une linéarisation de la deuxieme équation de (5.48) est utilisée :

(% — 1) p(tr) — p(7L)

Th — = —oulzx
R L TR — TL )

et les volumes spécifiques des états intermédiaires vérifient alors :

* TR — TL

g =——— ~ oulz. 5.50
[ e o s (5:50)

Le terme de droite dans I'expression ci-dessus est bien défini puisque la fonction de pres-
sion p est supposée strictement décroissante. Dans le cas ou 7;, = 7 alors le terme
TR—TL sz N 1 . . .
Pn)—p() sera pris egalla‘ p'—,(TL).‘Enﬁn,,er.l .cornblnant (5.44) et (5.50), les expressions

suivantes des volumes spécifiques intermédiaires sont obtenues :

TR — T, OUAx

T = THoo + :
L p(tr) —p(1L) 2

TR — T, oUulAx
p(tr) —p(7L) 2

(5.51)

TR = THLL —

En injectant les expressions (5.49) et (5.51) dans le schéma (5.7), celui-ci se réécrit
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comme suit :
At TR — 7 OU TAT
Pl N | FHEL itl — 7 t3 7" o
' A TR p(ry) —p(r) 2 ’
n A
Y T s S U B
i—1 Tz— n n 2 TZ )
2 2 P(Ti ) — p(Ti—l)
u’-”l—u”—l—ﬁ A HEL oAz -y
¢ A | e | it 201 ity v
2
ocAx
A1 | wEE — U, 1 —U
g (] 20,1 T2 ’
2

c’est-a-dire, en utilisant les définitions de 7y, et uy, données par (5.45) :

A
=t (A. L (7 =7 = A

oA (' = 1'))

2Aac

UAt( T — T T =Ty
2 i+l p(7lyy) — (7]

2 ac

(uily
U?H =u; + A ( 1 (uiy — n) - )‘z’-&-% (U? - U?—l))
( H—l

p(7it1))

’LLH_% —I—Ui_%) .

b

A
%(

Le schéma (5.52) possede la propriété de consistance avec le probléme initial (5.39). Elle
se démontre en remarquant que, pour la premiere équation (5.52), le premier et le dernier
terme du membre de droite coincident avec de la viscosité numérique et que le deuxieme
est une discrétisation du flux. Pour la deuxieme équation de (5.52), le premier terme du
membre de droite coincide avec de la viscosité numérique, le second avec une discrétisa-
tion du flux et le dernier avec une discrétisation du terme source puisque = est consistant
avec u.

Le caractere well-balanced du schéma (5.52) se montre aisément en prouvant que W; =
W, et Wi = Wg des que W, et Wg définissent un état stationnaire au sens de (5.14). En
effet, si tel est le cas alors :

up =ur et p(rg) —p(rL) = —ouAx. (5.53)

Ainsi, les vitesses uy, et ur sont égales et notées u. La vitesse intermédiaire v* donnée par
(5.49) s’écrit alors :
p(tr) — p(71)

U =upce + 2 )
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et en utilisant la définition de uy,, donnée par (5.45) :

« urt+urp p(rr) —p(r) | p(rr) —p(rL)
T D

Ainsi, u; = uy, et uj, = ug. Maintenant, par les expressions de h} et h} données par
(5.51), ainsi que la relation (5.53), les deux égalités suivantes peuvent s’écrivent :

R ki p(mr) — p(71)
t p(Tr) — p(71) 2 ’
. R — 71 p(TrR) —p(7L)

TR = THLL T )
f p(tr) — p(7L) 2

et, en utilisant la définition de 73, donnée par (5.45) :

T, + TR UR — UL, TR — TI,

*

L=y 2\ 2
T*_TL+TR_UR_UL+TR_TL
L 2\ 2

Or uz, = ug en état stationnaire donc les expressions ci-dessus donnent 7; = 77, et 73 =
TR-

5.3.2 Application au modele M1

Comme présenté dans le Chapitre 2, le modele M1 s’écrit :

OFE + 0, F =0,
V(t,z) e Ry xR, 5.54
O F + 0, (C2EX (F>> = —coF, (t,2) * ( )
ck
c’est-a-dire dans le formalisme (5.1) avec :
F
W="E,F), F(W)=" (F *Ex (CE» et S(W)="(0,—coF). (5.55)

La variable £ > 0 désigne I'énergie radiative et F' le flux radiatif. L'intensité du terme
source se note o et ne dépend pas de I'espace, et le parametre ¢ décrit la vitesse de la
lumiere. La fonction y s’écrit :

x(f)zw?;:;;l{?iw viel-——| (5.56)
L’onde positive A est définie constante égale a c.
Concernant les états stationnaires de (5.54), ils sont solutions du probleme suivant :

0, F =0,

5, (CQEX <CFE>) — wF, vV (t,x) € Ry x R, (5.57)
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De la premiere équation de (5.57), le flux radiatif est uniforme et est noté Fj. La deuxiéme
équation de (5.57) controle le volume spécifique des états stationnaires et s’écrit :

Oz (czEX (fg)) =—coFy, V(t,z)e Ry xR (5.58)

Comme c’était déja le cas pour I'équation vérifiée par les états stationnaires pour le p-
systéme (5.43) et contrairement a ’équation vérifiée par les états stationnaires pour les
équations de Saint-Venant (5.20), le terme source dans (5.58) ne dépend pas de E. Il n’est
donc pas nécessaire de considérer '’équation satisfaite par les états stationnaires réguliers
et la discrétisation du terme source pour avoir la stationnarité se trouvera simplifiée.

Afin de pleinement déterminer le schéma (5.7) exposé dans la Section 5.1, il faut en-

core une fois écrire une expression complete des états intermédiaires Wi*z = (Ei]i*i , Fﬁ*z )
2 2 2
et Wilj:i = (Ef:f , Fﬁi ). Ils sont calculés a I'interface générique en zéro, dans la maille
2 2 2

(—Az/2,Ax/2), dont l'état initial en ¢t = 0 est donné par W, = !(Ey, F) a gauche de
zéro et Wg = '(Eg, Fr) a droite. En utilisant (5.55), les équations données pour avoir la
consistance intégrale (5.13) s’écrivent :

Ez + E}E = 2E’HLE>

Az— 5.59
ca)\ 'r (5.59)

Fz +FE = 2F’H££ —
ou les états intermédiaires HLL valent :

1
Eyrr = 3 (EL + ER) — o~ (Fr— FL),

2A 2 Fay " (5.60)
FHLL—(FL+FR)_2)\<C ERrx (cER> c“Erx (cE ))

et ol la quantité —coF discrétise le terme source a linterface entre deux états W, =
"Er, F) et Wg = "(ER, FR) :

At Aa:/2 T

Une expression de 'inconnue F, consistante avec F, doit alors étre déterminée. Pour ce
faire, une version discrete de I'équation différentielle (5.58), satisfaite par les états station-
naires, est utilisée. Celle-ci impose que F' = Fy, dés que F;, = Fp. Il suffit de choisir F
comme une moyenne des états F, et Fz. La définition suivante est proposée :

| =

F =sign(Fy, + Fr)\/ = (F? + F3). (5.62)

2

Ensuite, il s’agit d’établir deux autres équations qui viendront s’ajouter a (5.59) pour dé-
terminer completement les états intermédiaires W et W}. D’apres (5.15), pour assurer la
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préservation des états stationnaires, il suffit que :

Fy—F; =0,
F* F* _ (5.63)
2 % R 2 % L
E —2E = —coFAz.
¢ FRX <CE;;> ¢ BLX (d@;) coraT

En particulier, la premiere équation de (5.63) impose F; = F, et ce flux radiatif intermé-
diaire est noté F*. La seconde équation de (5.59) donne alors :

Ar_—
F*ZFHL:E—CU J:F

. 5.64
N (5.64)
Concernant E7 et E}, une linéarisation de la deuxieme équation de (5.63) est utilisée
Fr Fr, o—
E7 —Eix|— ) =——FAx. 5.65
RX <CE ) X (CEL) JFAx (5.65)

Enfin, en combinant (5.59) et (5.65), les expressions suivantes des énergies radiatives in-
termédiaires sont obtenues :

__“PFR p _orar
L™ ¢r+or HeL s c(pr+or)’ (5.66)
« 2¢r, ocF Az ’
ER =

¢r + ¢L Br+ gr MEET c(pr+ 1)’

ol les notations ¢y, := x (CEL) et op = (

o ) ont été introduites pour alléger 'écriture.
C.

En injectant les expressions (5.64) et (5.66) dans le schéma (5.7), celui-ci se réécrit
comme Suit :

At 207 oF;, 1 Ax
e D N B G IRAL S /{
Az ol ( i T )

29251 1 HLL _ UFi_%A'x _
+A,_ ~ E st E; ,
R T T

At coAx —
+1 _ HLL n
F' =Fr 4+ W (/\H; (Fz+2 T Fz‘+% _Fl.n)
b}

\ F
OU¢ZL :X(C'Ln

: ) En utilisant les définitions de Fy ., et Fj ., données par (5.60), 1
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schéma ci-dessus se réécrit :

EMl = pr 4 At 7Ai+l (Bl P, — EPo) — 7Ai‘l ( o — B o)
7 Al’ Z+1+¢n 1+1%i+1 [} ¢n+¢ 1—1%i—1
At i 1
o\ )+ (-
o (o -+ 2 - pr)

-

oAt Al )‘z—% —=n
+ n n Fi+§ n Fl** ’
¢ 1 T 9 o} + o7

Fitl = FJF@()\ (B = B = Ay (B - FL ))
At o on
- ZA ( +1¢z+1 Ei—1¢i—1)
co At

- (Fry+Fily).

(5.67)
Le schéma (5.67) possede la propriété de consistance avec le probléme initial (5.54). Elle
se démontre en remarquant que, pour la premiere équation de (5.67), le premier et le
dernier terme du membre de droite coincident avec de la viscosité numérique et que le
deuxieme est une discrétisation du flux. Pour la deuxieme équation de (5.67), le premier
terme du membre de droite coincide avec de la viscosité numérique, le second avec une
discrétisation du flux et le dernier avec une discrétisation du terme source puisque F' est
consistant avec F'.
Le caractere well-balanced du schéma (5.67) se montre aisément en prouvant que W} =
W, et Wi = Wg des que W, et Wg définissent un état stationnaire au sens de (5.14). En
effet, si tel est le cas alors :

Fi, =Fp et (*Epér— *Er¢r = —coFAx. (5.68)

Ainsi, les flux radiatifs F;, et Fr sont égaux et sont notés F. Le flux intermédiaire F™*
donné par (5.64) s’écrit alors :

?Erpr — PEL¢L

F*=F
Heo + 3\

et en utilisant la définition de F; ., donnée par (5.60) :

F* = =F.

Fr+Fr  Eror — *Erdr n Er¢r — *Eror
2 2\ 2\

Ainsi, F} = Fy, et Fj, = Fr. Maintenant, les expressions de E} et E7, données par (5.66)
ainsi que la relation (5.68) permettent d’écrire :

«_ _20R . Er¢r — ELo1

L™ gp+or ™ c(pr+or)

« 201 ’Ep¢r — *EL¢r
B = Or + 9L Gnt gLt (pr+ L)
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et, en utilisant la définition de E;,, donnée par (5.60) :

B = 2¢0R (EL +Er  Fr-— FL) _ Eror—Er¢L
¢r + L 2 2\ ¢r+ L

B = 20r (EL+ER B FR_FL> Eror — Erdr
Or + 0L 2 2\ ORr + 0L

Or F;, = Fpg en état stationnaire donc les expressions ci-dessus donnent £} = E, et

E} = Eg.

5.4 Préservation de ’'asymptotique

Dans cette section, trois résultats concernant les schémas (5.37), (5.52) et (5.67) sont
proposés. Ils traitent de la préservation de 'asymptotique par ces schémas, et sont remar-
quables car, a la base, ces schémas n’ont pas été construits pour préserver cette asymp-
totique. Dans la suite, ces trois résultats sont énoncés puis prouvés. Les démonstrations

reposent sur des développements de Chapman-Enskog des discrétisations.

5.4.1 Les équations de Saint-Venant

Concernant les équations de Saint-Venant (5.16), le schéma donné par (5.37) apres

injection du changement d’échelle At <+ At/c et k + k/e? sécrit :

At

At
T %eAr (anJrl - Q?—l)
kAt 1 — —1
+ 2753 (Ai+1qz+1 |qz+1 ‘hzﬁl i+% N Azféqlfl’qlfﬂhz nl ai_% ’
At
gt =qf + %eAr ()\H% (a1 — @) — )‘i—i-% (4" - q%n—l))
C At (af)? i) (6 g(hy)?
2¢eAz \ hl, 2 hi 2
kAt P -
Sl i DR = Dy

(5.69)

ol § est donné par (5.30), a est donné par (5.34) et ol la définition de h~" donnée par

(5.27) s’écrit maintenant :

e [Wn+2 (H [n°] n+2 WH]). (5.70)

T2 2] kAz \ |k 2 [+ n—1
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La limite diffusive associée aux équations de Saint-Venant (5.16), donnée dans le Chapitre

2, s’écrit :
h2
Oy (92> ) —0, (5.71)

Ox <‘(ﬂ;2> ‘ (5.72)

Dans le théoreme suivant, un résultat sur la convergence asymptotique de (5.69) est pro-
pOSé.

X
Oth + 0y | —sign(0,h) -

et que son équilibre local s’écrit comme suit :

h
q= _Slgn(axh)$ &

Théoréeme 5.4.1. Siles pentes \;, 1, 1 € Z définies par (5.18) et les quantités o, 1,1 € Z
2 2
définies par (5.34) sont telles que
)\i_%aH%—i—)\H%ai_%#O Vi € Z, (5.73)

alors les deux propositions suivantes sont vérifiées.

(i) A la limite e tend vers zéro, la premiére équation de (5.69) est consistante avec la
limite diffusive du modéle (5.71).

(i) A la limite € tend vers zéro, la deuziéme équation de (5.69) est consistante avec
léquilibre local (5.72).
Remarque 19. L’hypothese (5.73) est purement technique. De plus, dans le régime asymp-
totique, les discrétisations du débit deviennent nulles. Ainsi la quantité A, 10,1 +Aih 10y 1
est strictement positive en régime de diffusion et 'hypothese (5.73) est satisfaite.

Démonstration. La preuve s’effectue a l’aide de développements de Chapman-Enskog des
discrétisations. Ils s’écrivent :

WY =hY" 4+ Oe) et g =" + Ofe), (5.74)

ou l'ordre zéro de la hauteur d’eau h?’n est supposé strictement positif pour pour tout i € Z,
n € N, comme la hauteur d’eau 'est. De plus, en utilisant (5.74), les développements des
quantités g, h=" et «, données respectivement par (5.30), (5.27) et (5.34), s’écrivent :

7=7"+0(),
=1 4+ Oe), (5.75)
a=a’+0(e),
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' = sign(af + a5 (2 + (a2, (5.76)

_ hO 2 9

= L 2) ] [(ZO—;?-F?]’ (5.77)
et o= — hoq(l]zo +3 (h —|—h%). (5.78)

En injectant les développements (5.74) et (5.75) dans (5.69), le schéma se réécrit :

Pt 0 B (0 (0 ) s (- R 4 0(9))
At

T % An (qfﬁ - qgﬁ + 0(5))

kAt )\’""2 0 =0 A 3 0|—0(n—7
t 53 (a?Jr z+2 |qz+1 ‘h’ _Oé qu— |Qz |h % +O(€) +O(5)’

2e3
2 172

B =02 5 Oy (= 027) =y (47 - a23) + 0)

B At (Qz(‘)inl)2+ (hz—i-l) (qz"—1) _g(h?LTLl)Q_l_O(E)
2e Ax h?jrnl 2 th 2

kAL S .
283 (qi+é %13 |”%~+"% e e +O(s)> +0(e).

(5.79)
Quand ¢ tend vers zéro, la limite du systéme d’équations (5.79) s’écrit :

)\- 1 P — -1 —
AT 1O|‘710|h*7] 0 _ 73 ﬁo‘ﬁomw -0
0 iy iy Mipr 7 0 g g 1 ’

i1 _1
i+3 T3

—0 —0
0| —0(p—7 0 —0|p—7 © _
9yl |qi+% ‘hH% +G-1 |qi—% ‘hi_% =0.

En injectant la premiere expression du systeme ci-dessus dans la deuxieme, la relation
suivante s’écrit :

2

S
(&-;6&; + M;%g) @O\Eolhﬁ% =0, (5.80)
et I'utilisation de I'hypothese (5.73) donne alors :
EO =0 pour tout i € Z.
La définition de g° donnée dans (5.75), donne donc nécessairement :
q?’n =0 pourtoutieZ, neN.

Remarque 20. C’est ici que la modification effectuée sur g, 'approximation du débit aux
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interfaces, prend son sens. En effet, avec la définition de § proposée dans [70], dont la
définition est donnée par (5.28), un débit nul a l'interface n’impose pas nécessairement un
débit nul des deux cotés de linterface. C’est en revanche le cas avec la définition (5.30)
choisie ici.

L’ordre zéro du développement asymptotique du débit est donc nul. Les développe-
ments asymptotiques de h et ¢ s’écrivent alors maintenant de la fagon suivante :

W =h"+0@) et g =c (g +0()) (5.81)

Ainsi, les développements des quantités g, h~" et « sont donnés par :

7=< (7" +0()),
=1 4+ Oe), (5.82)
a=a’+0(),
_1 . 1 1 1 1 1
' = sien(ah +ab)y/ 5 (@} + (ah?) (5.89
et & = g (ng+ 1) (5.84)

En injectant les développements (5.81) et (5.82) dans le schéma (5.69),0on obtient :

wwu%M+2ﬁI@ (R0 = BO™) = Ay (B0 =027 + 0())

(qm — 41"+ 0())

kJAt )‘H— 40 )\
oo | zo @ @ b g qz_,llql 1!h "5 +0(e) | +0C(e),

1
2 i 2

Eqil’m_l =eq;’ A ( +1 (%4_1 - q@ ) - >‘i+% (qil,n - qiL—nl) + O(€)>

(@)’ o) Pa)® g 0()
2€Ax hyl 2 h" 2
kAL
- R (qH Yo R e el i +0(5))+0(5).

(5.85)
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Quand ¢ tend vers zéro, les expressions (5.85) s’écrivent :

sy (e (25 87) =2y (107 = 03))

kAL i+l . — 0 i1
2(~0 Tit3 |qz+1 ‘h2+1 a0,

7qz_7 g1 1|h n =0,
2+2 i—1

2
h?ﬁl ghn)?
2

_km(

5 q,H_l ’qH_l |h % +q 1 l‘qz 1|h n ):0,

ou encore, en utilisant I'expression de &° donnée par (5.84) :

0,n 0,n 0,n 0,n
A hit1 — i’ hi™ —hi’y

. 17 -1
+3 Az ‘72 Az
11 ° LR =m0
2k )‘i+lqi+l ’%’4—% ‘hH_% )‘i—§ i—3 |qz ‘h

9 h‘z—l—l +h" hgn hi—l (5:86)

0,n
(hz+1) — (h"h)? n 2;? (

- 17
A.YJ qz-i-l ‘qz—‘,—l ’h’ % +qz—% |qz—% ‘h‘Z,% :0

La seconde équation du systeme limite ci-dessus est une discrétisation de 1’équilibre local
donné par (5.72). En effet, celui-ci peut se réécrire comme suit :
2

h
ax% = —kq|q|h ™. (5.87)

Le point (%) du Théoreme 5.4.1 est donc vérifié. De cet équilibre local discret, la relation
suivante est obtenue :

—0
—1|5—1|3,— 7N
RO — p0n o Gt 1@t Iy
_}_7
Az g B Rdn

——0
— 1|13~ "
IR L AN L e BT BT

SR RO Ax g R R

L’injection de 'expression ci-dessus dans la premiere équation de (5.86) donne :

—0
—1j——1(p—7
hz+1 + h?’n> hz+1 h?’” N 2k Yivl |qi+% |hi+%

1 2
TRy R A
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0 n
h'LJrl+

Puisque A, +1 + )\17; W > 0, la relation ci-dessus permet d’écrire I’égalité suivante,
vérifiée pour toute interface il
2
1 1 h—n 0
0 0, a1l g A
higy = hi™ 2k %its g iy 0 (5.88)
0,n 0,n -
Ar g i+

Maintenant que la relation (5.88) est établie, les développements asymptotiques utilisés
pour h et g sont les suivants :

WY =" 4 eh[ ™ + OE?) et = (qzln +eq" + (’)(62)) : (5.89)
Ainsi, les développements des quantités g, h~" et « sont donnés par :
7=¢ (7" + 7+ 0()),

R =hn" 4 ehn + O(e?), (5.90)
a=a+eal + 0(?),

g° = sign(qk +q1.) \/quqL +—(i1_R((;R)2) L1 )24 ()20 (5.91)
R
L L 2[RLIAHO 2) R (ROY+1
h_nl =h""n ( [([ho) ]] B s [()h[o)fi(Jr?]) ]> (5.92)
et al= g (hk+1h1) (5.93)

Les développements (5.89) et (5.90) permettent d’écrire également les développements
suivants :

glalh /o = (8 + 28" + O(eY)), (5.94)
ou

=151, —
q g |h"

g0 T 54‘0 7 (5.95)

—0 —1 —0
2¢°[¢" |h" + ' [g' v gg'lh T a!
et Bl - e (5.96)

L’injection des développements (5.89) et (5.94) dans la premiére équation du schéma (5.69)
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donne :
0 2L oy (7). (8 185)
+ % (/\i+% (hzljrnl - h;’n) — it (hzl’" — hz.l’_”l)>
At (1n im (5.97)
T 9Ar (%‘4’_1 - Z’_l)

kAt 0 ) . X
+ 2 (A”é (ﬁH; + 55#5) - )‘i—% (51»% + 551-;)) + O(e).

En rassemblant les termes en facteurs de 1/e, 'expression (5.97) se réécrit

At I hdm — pdn
Onm+1 _ ;0,n av i+1 7 0 _ 7 i—1 0

oA (it (hzlJrnl - hzln> — A1 <hzln - hllfl))

1 1
NayBhy = AoyBl )+ 0)
(5.98)
En utilisant la définition de 5Y donnée par (5.95) ainsi que la relation (5.88), la relation
suivante s’écrit :
i+l '

0 "
Az + kﬂ”‘% a Az

hO,n o hO,n On hO,n
s LA =l kp? =0, (5.99)
2

et ’équation (5.98) se réécrit comme suit :

n n At n n n
P = T — AL (qil’+1 - Qil’—l) +ALR} + O(e), (5.100)

ou le résidu R} est défini par :
1 1,n 1,n 1,n 1,n
R =5 ()‘H% (hi+1 —hy ) — Al (hi - hi—l))
k 1 1
+3 (Nl Aoty
La derniere étape de la preuve consiste & remarquer que R}’ = O(Ax). En effet,

1n 1n 1n 1n 1 _ 1
pn_ AT (AH% (hm —hi ) — g (hi - hH) + k)\”%ﬁwé /\-;@é)

(5.101)

t 2 Ax? Az

et puisque les deux termes ci-dessus sont des dérivées discretes, R} est un terme de diffusion
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numérique. Ainsi, la limite diffusive discréte du schéma (5.69) s’écrit :
RO — pOn At (q.l’” — q.l’n> + AtO(Az) + O(e) (5.102)
% ) 2Ar i+1 i—1 )

et est donc bien consistante avec

O¢h + 0.q = 0.

De plus, puisqu’on a vu que les discrétisations a I’ordre un du débit (qll ™) sont consistantes
avec 1’équilibre local donné par (5.72), alors (5.100) discrétise bien 1’équation de diffusion
donnée par (5.71). Le point (i) du Théoréme 5.4.1 est donc vérifié et la preuve est achevée.

O

5.4.2 Le p-systéme

Le schéma donné par (5.52) pour le p-systéme (5.39), apres injection du changement
d’échelle At «— At/c et o «+ /e, sécrit :

At

1
Tin+ = Tin + m ()‘z+% (TinH - Tzn) - /\i,% (Tln — Tﬁl))
At
2% Ar (w1 — uitq)
2e2 <)\i+éui+§ "Z Z ny )\i—%ui—% nZ _ y n J
€ p(Tz-i—l) p(r]") (") — p(ti) (5.103)
At
1
ul ™t = Ul + N ()\H% (uiy —uf') = Ay (uf — uj 1))
At
— 5o (P(7i) = (i)
oAt [_ -
— 7252 (U?Jré +U?;) .

ou 7 est donné par (5.47). La limite diffusive associée au p-systeme (5.39), donnée dans le
Chapitre 2, s’écrit :

1
0T + —0pp(7) =0, (5.104)
g
et que son équilibre local s’écrit comme suit :

u= —% p(T). (5.105)

Dans le théoréme suivant, un résultat sur la convergence asymptotique de (5.103) est
Proposeé.

Théoréme 5.4.2. Les deux propositions suivantes sont vérifiées par les discrétisations
données par le schéma (5.103).

(i) A la limite e tend vers zéro, la premiére équation de (5.103) est consistante avec la
limite diffusive du modéle (5.104).
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(i) A la limite € tend vers zéro, la deuziéme équation de (5.103) est consistante avec

léquilibre local (5.105).

Démonstration. La preuve s’effectue a 'aide de développements de Chapman-Enskog des
discrétisations. Ils s’écrivent :

=704 0>E) et ul =ul" 4 O(e).

1 (2

(5.106)

Pour simplifier I’écriture des expressions a venir, les notations suivantes sont introduites :

o TR—TL
P = o) —p(re)’
v :=up.

En utilisant (5.106), les développements des quantités u, 5 et v s’écrivent :

ou

=1+ O(e),
B=p8"+0(%),
7=7"+0(),
0 = sign(uy + ud)y/ 3 ((u9)? + (uh)?).
30 = ﬂ’
p(th) — p(77)

A0 — 030,

L’injection des développements (5.106) et (5.108) dans (5.103) donne :

R0t B (6 (70— P < Ay (07 - 70%) 4 0)

7 m L\ i i
¥ oo (w2 — "+ 0(2))
02§2t < i+§7?f% - )‘i—{Y?Ln% + O<5)) +O(e),
W0 = 5o (g (00— ) = Ny (07 = 28) + 0(0)
oot (b2 PP+ 0(0))
- %Af <uf’+”; +3" + (’)(5)> +0(e).
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Quand ¢ tend vers zéro, la limite du systéme d’équations (5.112) s’écrit :

oAt 0,n 0,n
oAt —0,n —0,n _
- (uH_; + ui_% =0.

En utilisant la définition de 4° (5.111) et en injectant la premiere expression du systéme
ci-dessus dans la deuxiéme, la relation suivante s’écrit :

)

0,n Oon \-O0n __
(AH%/BH; + )‘i—éﬁ'—g) Yipl =5
et puisque A; | 1 B?J’rnl + A 1 5% < 0 par décroissance stricte de la pression p, alors
2 2

) _ .
U1 = 0 pour tout 7 € Z.
La définition de @ donnée dans (5.109) donne donc nécessairement :

ud™ =0 pour tout ¢ € Z, n € N.

)

L’ordre zéro du développement asymptotique de la vitesse est donc nul. Les développe-
ments asymptotiques de 7 et u s’écrivent donc maintenant de la facon suivante :

=704 0®) et ul=¢ (uzln + 0(6)) . (5.113)

]

Ainsi, les développements des quantités u et v sont donnés par :

ﬂ:a‘(ﬂl—i-(’)(a)),

(5.114)

y=¢ (vl + 0(6)) ,
T = sign(uf + ulL)\/; ((u})? + (uk)?), (5.115)
v =atpl. (5.116)
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En injectant les développements (5.113) et (5.114) dans le schéma (5.103),on obtient :

At
0,n+1 0, 0 0, 0, 0,
=+ N </\i+% ( T T n) — A1 (Ti " Ti—?) + 0(5)>
+ AL (uz—i-nl - i—nl)
oAt
+ 52 (Al = Al + 06)) + 0)
(5.117)
At
1,n+1 1, Ln 1, 1, 1,
eu; " = eu " AL ()“ 1 ( Uil — Yy n) - )‘i—l-% (uz " _ui—nl))
At 0,n 0,n
T % Ax (P( 7,+1) (Ti—l) + 0(5)>
oAt
- = ( R AVERC(C )) +0(e).
Quand € tend vers zéro, les expressions (5.117) s’écrivent :
At 0, 0, 0, 0,
BN (>" 1 ( zﬁ Ti n) - )‘i—% (7}‘ " _Ti—q))
oAt 1,n 1,n
T (AH;M; - Ai—é%;) =0,
At 0, 0, oAt (im 1,
T 9Ar (p(TH-nl) - p(Ti—q)) 9 (szl + Ui_né) = 0.
et apres simplifications :
0,n 7_O,n 7_O,n 7_0 n
i+1 ] 1,n i =1 1,n o
AH% <Am " U’yHl) - Aii% <Am " UVi_é) " (5.118)

07
1 ( fln ) . 110( z+1) p(ﬂ'ﬁ)
LT u = .
z+2

2 o 2Ax

2

La seconde équation du systeme limite ci-dessus est une discrétisation de 1’équilibre local
donné par (5.105). Le point (ii) du Théoréme 5.4.2 est donc démontré. De cet équilibre
local discret, et en utilisant la définition de ' donnée par (5.116) ainsi que celle de 3°
donnée par (5.110), la relation suivante est obtenue :

_On _ _On B s on _ _om
i li—1 1,n =3 H—l 7 1n
RS e RS S A Tyt ).
Az Tig B Az Tt
i+3

L’injection de l’expression ci-dessus dans la premiére équation de (5.118) donne :

59’”1 O n 7_O,n
=3 1 i 1,n
by Y 2 | (Tt oy, | =0.
iti T AL g0m Az T Yiyl
it+3
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0,n

1
. 1— 35 . . ’ . ’ . ’ .
Puisque A, L1+ A1 ﬁo—f > (0 alors la relation ci-dessus permet d’écrire 1’égalité suivante,
2 2
its
vérifiée pour toute interface x; 41
2

TOJ; _ 7_O,n .
i+ i no_ 5.119
Az + UWH% 0. ( )

Maintenant que la relation (5.119) est établie, les développements asymptotiques utilisés
pour 7 et u sont les suivants :
T,

N per ™ L O(E?) et ul=¢ (ulln eud" + (’)(52)) . (5.120)

Ainsi, les développements des quantités u, 5 et v sont donnés par :

w=c (@ e +OE),
B=pB"+eB' +0(?), (5.121)
)
oll
s + )y (7408 s =it =0
T sty (5.122)

\/2 ((ug)? + (up)?)

gl = Th— 71— B° (o (1) — 71/ (11))
p(ti) = p(11)

v =w*p +a' gt (5.124)

: (5.123)

L’injection des développements (5.120) et (5.121) dans la premiere équation du schéma
(5.103) donne :

=0 B Oy (2= 07) = Ay (o0 - 72))
2% (s (RS =) = aa (7 =)
% (181 = i) (5.125)
JTA; (Ai+1 AEDY 173’";)
* UTN ()\”%72—”1 - Ai—é')’?iné) + O(e)
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En rassemblant les termes en facteurs de 1/e, 'expression (5.97) se réécrit :

A 0,n 7-0’" 7_O,n - 7_O,n
) . ; i— 1
Tio,n+ _ TZQ,n + — </\z+1 (HlAazl + a’yz+2> — A (lell + J’Yﬁé))

At 1n 1n 1,n 1n
+ IAL (Az 1 ( Tit1— T ) - )‘i—% (Ti - i—l))
At 1,n 1,n
BN (“¢+1 - i—l)

oAt 2, 2,
+ - ()‘i+§7i+n§ — Ai—é%‘é) + O(e).

NI

_l’_

(5.126)
En utilisant la relation (5.119), la relation suivante s’écrit :

OTL 0,7’L O,T’L 07”
Tit1 — T Ty T

In _
Az +0ry+l N Az +U,yi—% =0,
et 'équation (5.126) s’écrit maintenant :

At
P = (i - i) AR+ O(e),

ou le résidu R} est défini par :
(5.127)

La derniére étape de la preuve consiste a remarquer que R} = O(Ax). En effet, ce résidu
s’écrit :
A 17’L 1,71 )\ l,n 1,7’7, )\ 1727’” _ )\ 1,}/27’”’
Az i+ Tit1— T — AL \T T T ity it d i—g li—1
Ri = 5 +o )
2 Ax Ax

et puisque les deux termes ci-dessus sont des dérivées discretes, R} est un terme de diffusion
numérique en O(Az). Ainsi, la limite diffusive discrete du schéma (5.103) s’écrit :

At
B e (ujfl —ul 1) + AtO(Az) + O(e), (5.128)
et est donc consistante avec
o — Ozu = 0.
De plus, puisqu’on a vu que les discrétisations & ’ordre un de la vitesse (uz1 ™2 sont

consistantes avec I’équilibre local donné par (5.105), alors (5.128) discrétise bien 1’équation
de diffusion donnée par (5.104) et le point (i) du Théoreme 5.4.2 est démontré. O
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5.4. Préservation de l'asymptotique

5.4.3 Le modeéle M1

Le schéma donné par (5.67) pour le modele M1 (5.54), apres injection du changement
d’échelle At <— At/c et o «+ o/e, s'écrit :

+1 At Aitl Aioa
! it eAx 1+1 + ¢n ( H‘1¢2+1 i ¢z) ¢n + ¢ ( d)z z—1¢2—1)
At o no
- : M= F) 4+ (F -
ehw <¢>?+1+¢?( B e | Y
oAt )\i+l —n )\171 —
+ 2 _F. 1 F ’
(% ot o e )
At
n+1 __ n n n
FIH = Bt gy (Vg (B = B) = gy (B = FL)
At g
T %Ax (Bl i1 — BlLiditq)
co At
o 9e2 <F1+1 + F )

(5.129)
ol F' est donné par (5.62) et ¢} désigne x(- E") avec x le facteur d’Eddington donné en
(5.56). La limite diffusive associée au modele M1 (5.54), donnée dans le Chapitre 2, sécrit :

OHE — 3%_8”]3 =0, (5.130)
et que son équilibre local s’écrit comme suit :
F=-L0,B. (5.131)
30
Dans le théoréme suivant, un résultat sur la convergence asymptotique de (5.129) est
proposé.

Théoréeme 5.4.3. Les deux propositions suivantes sont vérifiées par les discrétisations
données par le schéma (5.129).

(i) A la limite e tend vers zéro, la premicre équation de (5.129) est consistante avec la
limite diffusive du modéle (5.130).

(i) A la limite € tend vers zéro, la deuziéme équation de (5.129) est consistante avec
léquilibre local (5.131).

Démonstration. La preuve s’effectue a l'aide de développements de Chapman-Enskog des
discrétisations. Ils s’écrivent :

EP = EX™" 4+ 0(e) et F'=F""+0(e), (5.132)

ou l'ordre zéro de I’énergie radiative E? " est supposé strictement positif pour tout i €
Z, n € N. De plus, en utilisant (5.132), les développements des quantités F' donné par
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(5.62) et de ¢ = x(Z5) s’écrivent :

0
E 1«; +00), (5.133)
b=+ 0)
—=0 . 1
P = sign(F + 2\ (P2 + (F9)?), (5.134)
0 FO
8 = <CEO> . (5.135)

L’injection des développements (5.132) et (5.133) dans (5.129) donne :

At z+
EQ,n+1 _ EQ,n 2 On EOn 0,n
7 % +€A.%' 1+1+¢ n( z+1¢z+1 [ qbz )
E,n¢0n_ ZOn¢ + Ol
wn+¢ ( L) +0e)
. At ( 2+1 1 { )
eAzx ¢z+1 + d) H ki
+ O(e
wn+¢ (B = F2) + (Q
At )\z —=0,n Ai_l —0.n
+2 2 ( *2 0n ?+ oniF?’—l +O(5)> + O(e),
ce ¢Z+1 + ¢ 2 ¢ + ¢5 2
At
O,n+1 _ ~0,n O H0nY 0O,n  0mn
E; =F7 + SN ()‘ 1 (Ferl E ) Al (Fz Fiﬂ) + 0(5))
C2At 0,n ,0,n n n
T % AL (Eiirl@jll — B0 + 0(5))
At
- TS (FL +F7 +06@) + 0G).

(5.136)

Les développements impliquant des termes en ¢ se font facilement puisque, la définition

(5.56) du facteur d’Eddington x donne ¢ > 0. Quand ¢ tend vers zéro, la limite du systéme
d’équations (5.136) s’écrit :

)\Z+ 3 =0,n )\Z*% +0,n

¢l+1 + ¢O n z+2 ¢?,n + ¢£),_n1 if%

=0,
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L’injection de la premieére expression du systéme ci-dessus dans la deuxieme permet d’écrire :

)\i-l-% /\Z—l On
On 0,n H—l _0
¢z+1+¢ (Zs +¢ 2

A,

. it
et puisque T g0 + P n+ ¢0 — > 0 alors
F?J’rnl =0 pour tout i € Z.
2

Enfin, la définition de F° donnée dans (5.134) donne nécessairement, :
FY" =0 pour tout i € Z, n € N.

(2

L’ordre zéro du développement asymptotique du flux radiatif est donc nul. Les dévelop-
pements asymptotiques de E et F s’écrivent donc maintenant de la fagon suivante :

EM=E"+0() et F'=c¢ (Fil’n - (’)(&)) . (5.137)

Ainsi, les développements des quantités F et ¢ sont donnés par :

F=¢(F' +0()),
1 (5.138)
d) = g 0(8)5
F' = sign(F}L + Fg)\/; (F))2 + (F})2). (5.139)

La quantité 1/3 vient de I’évaluation de x en zéro. En injectant les développements (5.137)
t (5.138) dans le schéma (5.129),0n obtient :

B0 — g0y _At ()\ (E?Jr”l EQ”) ~ A1 (EZQ’” - EZQ;”I) + 0(6))

2eAx !
At 1,n 1n
—oas (B - )
At —1n
2 (N T AT+ 06) + 0),
Acf ? 2 (5.140)
1,n+1 0,n 1n ll,n ) l,n o },n
el =eFi" + o ()\H— (Fi-l—l E; ) Aipl (Fz Fz—l) + 0(5))
C2At 0,n
- foas (B - B +00)
co At —1,n —=1,n
- (FH% +F,7 + 0(e)) + 0(e).
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Quand ¢ tend vers zéro, les expressions (5.140) s’écrivent :

% (/\i-&-% (E?J}nl - E?n) — AL (E?” — Efj‘l))
* 3027? (AH%FZT% - Az--?i’_’g) =0,
- ZQAA; (B - Bl - CUTN (F +F) =0,

et apres simplifications :

EX - E)™ 30— ES"—E)™ 30—
A (HlAz + ﬁpz?fl A ZTZ—I + *UF;’_n; =0,
2 2
€T C ) 2 . i C 2 (5141)
1 —in  —=iny ¢ B =B
s (F T =~

La seconde équation du systeme limite ci-dessus est une discrétisation de 1’équilibre local
donné par (5.131). Le point (i) du Théoreme 5.4.3 est donc démontré. De cet équilibre
local discret, la relation suivante est obtenue :

(S

0, 0, 9 >
Eih B Sogn (BT -BG | Sopia )
Az c !

Ax c ity
L’injection de I'expression ci-dessus dans la premiére équation de (5.141) donne :

E?m - E?fll 30 =1n
Puisque A, 1 + A,_1 > 0, la relation ci-dessus permet d’écrire I'égalité suivante, vérifiée
2 2
pour toute interface Tyl
2
O,n 0
B — By Bopie (5.142)
Ax c 'z

Maintenant que la relation (5.142) est établie, les développements asymptotiques utilisés
pour E et F sont les suivants :

E} = )" + B+ O(?) et ' =e(F" +eF" +0(). (5.143)

Ainsi, les développements des quantités F et ¢ sont donnés par :

1 (5.144)

3T 0(62)7

F:E(F1+£F2+(’)(€2)>,
0= 3
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ou

1
sen(FR+ FD\L (FP?+ (3) i Fi=FP =0,

sign(Fg + F}) Lt i sinon.

V2 ( Fl FL)2)

Le terme d’ordre un dans le développement de ¢ est nul puisque x’(0) = 0. En effet, grace
a la définition de y donnée par (5.56), sa dérivée s’écrit :

_2f
VA—3f2

L’injection des développements (5.143) et (5.144) dans la premiére équation du schéma
(5.129) donne :

X'(f) =

O = gOn At (Mos (B = EP™) = aa (BY" = EPT))

¢ 2e Az 1 ¢
+one (g (BE3 - BI7) oy (B1 - B1)
_ 2%} (Fln - FL) (5.146)
e (v Ti = AT
30 At

En rassemblant les termes en facteurs de 1/¢, 'expression (5.97) se réécrit :

At EX — E)" R B —EM 35,
0n+1 0, 1 ot Ay A
Ein :Ein_i_%(/\ﬂ_% <H‘Axl Fz+2 )\i_% #4_ cF"—%

L2 ()‘H% (EllJrnl B Ejn) ~ g (Elln N EZlﬁl))

2Azx 2
At 1, 1,
- IAT (FzJﬁ - szq>
30 At 2,
T o0 ()‘i—&-%FH-n% — A IF ) +O(e).

(5.147)
En utilisant la relation (5.142), la relation suivante s’écrit :
EO n EO n 30_71 n EO,n _ E?mi 30

+1 F b = Fl,n —0
—t 4+ — L ——r ey
Ax i+3 Ax c 73 ’

et 'équation (5.147) s’écrit maintenant :

At
0,n+1 0, 1, 1,
pontl _ pon _ (Fzﬁ _ Flj) + AtR! + O(e),

! ! 2Az
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ou le résidu R} est défini par :

R :i ()‘i+§ (Ezl+n1 - Ezln) —AinL <Ezln - Ezl_nl))
3 . L (5.148)
T 50 ()‘i+%Fi:&-% - )‘i—%F{_%) :

La derniére étape de la preuve consiste a remarquer que R} = O(Ax). En effet, ce résidu
YA et
s’ecrit :

1n 1n 1n 1n T2,n T2,n
Az /\i—&-% (Ei+1 - B ) — A1 (Ez - Ei—l) n 3o >‘i+%Fz’+% - Aif%Fi—%
' 2 Az? c Az ’
et puisque les deux termes ci-dessus sont des dérivées discretes, R} est un terme de diffusion

numérique en O(Az). Ainsi, la limite diffusive discrete du schéma (5.129) s’écrit :

At

07 +1 07 17 17
e (Bt = FI) + Ato(Az) + 0(e), (5.149)
et est donc consistante avec

De plus, puisqu’on a vu que les discrétisations a ’ordre un du flux radiatif (len)? sont

consistantes avec 1’équilibre local donné par (5.131), alors (5.149) discrétise bien I’équation
de diffusion donnée par (5.130) et le point (ii) du Théoréme 5.4.3 est démontré. O
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Résultats numeériques

Ce dernier chapitre est consacré aux simulations numériques des schémas présentés
dans les Chapitres 4 et 5 de ce manuscrit. Pour chacun des trois modeles étudiés, le p-
systéeme, le modele M1 et les équations de Saint-Venant, les différents schémas construits
sont tout d’abord rappelés. Pour les équations de Saint-Venant, les détails de I'implémen-
tation des schémas implicites (4.90) et (4.91) sont présentés. Ensuite, la préservation des
états stationnaires par les schémas développés dans le Chapitre 5 est mise en évidence.
Ainsi, I'évolution des solutions approchées pour une condition initiale stationnaire mais
également pour une condition initiale stationnaire perturbée, est présentée. Enfin, la pré-
servation de la limite diffusive est illustrée pour deux conditions initiales, 'une continue
et Pautre discontinue, et des discussions sur les ordres de convergence en espace sont pro-
posées.

Dans tout ce chapitre, une discrétisation uniforme du domaine spatial [a, b] avec N € N
mailles (K;);—1,. n est considérée. La taille de chaque maille est alors donnée par Az =
b_T“, x;=a+(i— %)Aw désigne le centre de la maille K; et Tipl =T + % ses extrémités.
Concernant les conditions de bord utilisées, elles sont de type Dirichlet non homogene,
compatibles avec 'état stationnaire, pour la validation de la préservation des états station-

naires, et de type flux nul pour la validation de la préservation de 'asymptotique.

6.1 Le p-systeme

Ce systéme, présenté dans le Chapitre 2, s’écrit de la maniére suivante aprés change-
ment d’échelle du temps et de la friction par le parametre ¢ :

eyt — Oru = 0,

Y (t,z) € Ry x R. 6.1
edyu + Oyp(T) = —gu, (t,2) + (6.1)
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Dans les simulations, la pression p est définie par
p(r) =714 (6.2)

Le parameétre o est le coefficient de friction et est fixé a 1. La limite de diffusion de ce
probléme, pour ¢ qui tend vers zéro, correspond a I’équation des milieux poreux rappelée
ici :

O+ ~0up(7) =0, ¥ (t.a) € Ry x R (6:3)
g

Les différents schémas pour le p-systéeme (6.1) proposés dans ces travaux sont tout
d’abord rappelés. Le premier est donné par (4.18). Il a été obtenu par la méthode HLL
perturbée pour inclure le terme source décrite dans le Chapitre 4, sans nécessité d'un
parametre additionnel. Il s’écrit :

2eAx 2
n n At ~E n n £ n n
U, = T 2 Azx (az-i-; (p(Terl) p(Tz )) ta _% (p<TZ ) _p(Tll))) (PSIEL‘P)
At - -
+ 2¢Ax ( f+%)‘i+% (uz—i-l uz) —Q %)‘z L (ul - u1—1>)
oAt [ . n
T2z \ M TN
ou
_ /(T (T
)‘i+§ = max <\/ P (7] ),\/ p(TlH)) , (6.4)
s 2/\i+%8

i+3 - 2)\i+15+O'AJU'
2

Le second schéma est donné par (5.103). Il est introduit dans le Chapitre 5 et a été
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concu pour préserver tous les états stationnaires. Il s’écrit :

At
1
T =1l %Ax (/\H% (i —7') — )\i,% (7 — Tz-”,l))
At
2% Ar (Uzn+1 - U?—l)
oAt T =T " — 71"

_l’_

— N\ 17 . .
2¢? ( s () —p(r) - CE

p
At
= o= (A (e — ) = A (= i)

2eAx
o (p(ati) — p(ri)
-G (g ry),
ou les pentes () 1 )i sont données par (6.4) et ou les vitesses aux interfaces (E?+ 1 )i sont

définies par :

_ . 1
= sign(uf + ufy )y 3 ()2 + (u7,)?)

6.1.1 Préservation des états stationnaires par le schéma (PS5, 5)

Avant de s’intéresser a la préservation de la limite de diffusion par les deux schémas
développés (PS5 p) et (PS%y ), la préservation des états stationnaires par le schéma
(PS%yp) est vérifiée numériquement. Les tests proposés dans cette partie sont aussi
effectués sur le schéma (PS5 ) qui ne préserve, a priori, pas les états stationnaires. I
faut tout d’abord déterminer une condition initiale stationnaire, c’est-a-dire une solution
W = (7, u) du probléme stationnaire suivant :

Ozu =0,
6.5
Ogp(T) = —gu. (6.5)

Puisque la fonction de pression p est définie par (6.2), la condition initiale suivante W, =
¢(70,up), solution du probléme stationnaire (6.5), est proposée :

g

~1/14
w(@) =1 et 7= ( (@ — 10)) . Ve (=55). (6.6)

€
Comme proposé dans [69, 70], les schémas (PS%p) et (PS%y, 5) sont également testés

avec la condition initiale perturbée Wy = (7, @ip) obtenue a partir de W, comme suit :

1
ﬂo(ﬂ?) =1 et 7= To(l‘) + 5 1$€(_171), Ve (—5,5) (67)

L’allure des volumes spécifiques donnés par (6.6) et (6.7) est représentée sur la Figure 6.1.
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s L
-4 -2 T o 2 4
-4 2 @ 0 2 a

(a) Condition initiale stationnaire (b) Condition initiale stationnaire perturbée

FIGURE 6.1: Volumes spécifiques des conditions initiales pour N = 400.

Par construction, le schéma (PS%y; 5) est censé préserver les états stationnaires. L’ap-
proximation obtenue avec la condition initiale 1, donnée par (6.6) ne devrait donc pas
étre modifiée au cours du temps. De plus, selon [69, 70], celle obtenue avec la condition
initiale W, donnée par (6.7) devrait retourner a '’équilibre W,. En revanche, il n’y a pas
de raison que le schéma (PS¢ p) vérifie ces propriétés.

L’erreur entre 'approximation (W}"), calculée au temps 7" par le schéma (PS%p) ou
(PS%y ) avec N mailles, et la solution stationnaire W, donnée par (6.6), est calculée en
norme L? a l'aide de la formule suivante :

EN(T) = \| 3 (7 = 7o(@:)? + (uf — uo(w:))?) Az (6.8)

i=1

Sur la Figure 6.2, 'erreur en échelle logarithmique pour chacun des schémas (PS5 p)
et (PS4 ) et chacune des conditions initiales (6.6) et (6.7) est représentée en fonction
du temps T'. Les conditions au bord utilisées sont de type Dirichlet non homogénes. Elles
sont données par :

A A
W(?:W0<a—2x> et Wﬁ+1:WO<b+;). (6.9)

Par soucis de clarté, I'erreur obtenue par le schéma (PS%y,5) n'est pas tracée sur la
Figure 6.2 (a) car elle reste égale au zéro machine, 10~!° environ. Cela correspond au
résultat attendu pour ce schéma. En revanche, les approximations données par le schéma
(PS%p) s’écartent de I'état stationnaire. Le schéma (PS% ) ne préserve donc pas les états
stationnaires, ce qui était prévisible.

Le comportement au cours du temps, tracé en échelle logarithmique, de 'erreur entre
les discrétisations données par les schémas (PS% p) et (PS%y;, ), avec la condition initiale
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10° | schéma (PS) ——

schéma (P5;) —— schéma (PS;) ——

L s 1010
0.1 17 0.1 1T

(a) Condition initiale stationnaire (b) Condition initiale stationnaire perturbée

FIGURE 6.2: Erreur en échelle logarithmique pour N =400 et ¢ = 1.

perturbée (6.7), et I'état stationnaire W, donné par (6.6) est représenté sur le graphe
(b) de la Figure 6.2. Les approximations calculées par (PS%y, ;) retournent donc bien
a I'équilibre Wy. L’élimination de la perturbation est représentée sur la Figure 6.3. En

@T-0 ERCEETE 105

FIGURE 6.3: Volume spécifique obtenu par le schéma (PS%y, ) pour la condition initiale
perturbée avec N = 400 et € = 1.

revanche, l'erreur pour les discrétisations données par le schéma (PS%p) se stabilise a
environ 1073. Les discrétisations ne retournent donc pas a I'état stationnaire . Cela
met bien en évidence la préservation des états stationnaires par (PS%y; z) mais pas par le
schéma (PS5 p).

6.1.2 Préservation de ’asymptotique

La validation de la préservation de 'asymptotique par les schémas (PS5 p) et (PS7y )
est maintenant exposée. En effet, il a été démontré dans le Théoreme 4.3.1 que la discré-
tisation du volume spécifique issue du schéma (PS% ) converge vers celle donnée par
(4.20), qui discrétise I’équation de diffusion (6.3). Ce schéma limite est rappelé :

At
Tl =70 4 (AZ s (i =) = A

? ? o A2 its (?;L - T?l)) ) (PSlzm)

1
2

ol les pentes (), 1); sont toujours données par (6.4). De plus, le Théoréme 5.4.2 propose
2

un résultat de convergence asymptotique pour le schéma (PS%y; 5), dont la limite n’est pas
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connue. Seule sa consistance avec '’équation de diffusion (6.3) est satisfaite. Cependant,
la mise en évidence de la convergence peut tout de méme étre effectuée en comparant les
approximations données par (PS%y, ) avec les approximations de la limite de diffusion
(6.3) données par (PSyy,).

Pour illustrer numériquement la préservation de 'asymptotique, les deux conditions
initiales suivantes, définies sur le domaine spatial (—5, 5), sont considérées.

e Condition initiale discontinue :

2 si x <0,
T0(x) = et wug(xz) =0. 6.10
o(a) {1 non o(a) (6.10)
e Condition initiale continue :
2 siox<-—1,
1 . [ 3mx .
() = 5 3 + sin 5 sio —l<z<l1, et wu(zx)=0. (6.11)
1 sinon,

Les volumes spécifiques pour les conditions (6.10) et (6.11) sont illustrées sur la Figure
6.4.

condition continue ~ ——
condition discontinue

-4 -2 E 0 2 4

FIGURE 6.4: Volumes spécifiques des conditions initiales (6.10) et (6.11) pour N = 400.

A partir de maintenant, le temps final 7" est fixé & 0.3. Les conditions au bord utilisées
pour le calcul des approximations par les schémas (PS%p) et (PS%y,5) sont de type flux
nul et elles s’écrivent :

We =W et Wi, =Wk (6.12)

Sur la Figure 6.5 est tracé le régime hyperbolique, obtenu a l'aide d’'une discrétisation
HLL du probleme hyperbolique homogene, ainsi que le régime diffusif, obtenu avec le
schéma (PSj;,), pour chacune des deux conditions initiales (6.10) et (6.11). D’apres les
résultats théoriques de préservation d’asymptotique, les schémas (PS%p) et (PS%y )
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devraient donner des résultats similaires a la courbe rouge, le régime hyperbolique, quand
e est proche de 1, et a des résultats similaires a la bleue, le régime de diffusion, lorsque
se rapproche de zéro.

2

régime hyperbolique régime hyperbolique
régime diffusif —_ régime diffusif —_—

4 2 T 0o 2 4 4 2

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.5: Volumes spécifiques des différents régimes pour N = 400.

Sur les Figures 6.6 et 6.7, une illustration de la convergence du schéma (PS5 ) vers le
schéma limite (P.Sy;,,) est proposée pour chacune des conditions initiales (6.10) et (6.11).
Les régimes hyperbolique et diffusif sont a chaque fois rappelés sur la figure de gauche tan-
dis que sur la figure de droite sont tracées les volumes spécifiques obtenus par le schéma
(PS5 p) avec différentes valeurs de ¢, le paramétre gouvernant le régime. Les graphiques
analogues obtenus avec le schéma (PS%y; ) ne sont pas présentés car ils sont quasiment
identiques a ceux des Figures 6.6 et 6.7.

régime hyperbolique =1 —_
régime diffusif —_ =05 —
£=0001 —

4 2 T 0o 2 4 4 2 - 0 2 4

(a) Régime hyperbolique et diffusif (b) Résultats obtenus par (PS4 p)

FIGURE 6.6: Volumes spécifiques pour N = 400 et la condition initiale discontinue.

Les courbes d’erreur en fonction de € pour les schémas (PS%p) et (PS%y p) peuvent
maintenant étre tracées. Elles sont obtenues en considérant la norme L? discrete de la dif-
férence entre la discrétisation du volume spécifique issue du schéma (PS5 p) ou (P S5y 5),
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régime hyperbolique
régime diffusif

4 2 T ° 2 4

(a) Régimes hyperbolique et diffusif

e=1

=05

£=0001 —

4 2 x 0 2

(b) Résultats obtenus par (PS4 p)

4

FIGURE 6.7: Volumes spécifiques pour N = 400 et la condition initiale continue.

notée (77);, et celle issue du schéma limite (P.Sy;,, ), notée (77');. Les erreurs sont donc cal-

culées par la formule suivante :

SN(E)

N
S| =7 A
=1

(6.13)

Sur la Figure 6.8 sont représentées, en échelle logarithmique, 'erreur calculée avec
'expression (6.13) des discrétisations du schéma (PS%p) en fonction de ¢, pour chacune
des deux conditions initiales (6.10) et (6.11). Pour ces deux conditions initiales, 'erreur

°
Zzz=
[

00
00 AJ/////

0.001

/

0.0001 0.001 3 0.01 0.1

(a) Condition initiale discontinue

0.001 |

0.0001

7

0.001 £ 0.01 01

(b) Condition initiale continue

FIGURE 6.8: Erreur calculée par (6.13) pour le schéma (PS5p).

tend vers zéro. Un ressaut autour de ¢ = 0.1, d’autant plus important que le nombre de
mailles est grand, est cependant observé. Une mise en cause d'une mauvaise approxima-
tion des états transitoires par le schéma (PS5 ) peut étre envisagée pour expliquer ce

phénomene.
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De la méme facon, les courbes d’erreur en fonction de ¢ obtenues avec la formule (6.13)
pour le schéma hyperbolique (PS%y; 5) comparé au schéma limite (PS};,,) sont représen-
tées, toujours en échelle logarithmique, sur la Figure 6.9. Ces courbes d’erreur n’ont ab-

N=100 —— /
N =200 —e— N =100 ——
N =400 N =200 —e—
N =800 N =400
0.1 0.1 N = 800
'
/ g
0.01
0.01 |-
0.001 OIUI 3 Dl,l 0.001 D,Iﬂl € Dll
(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.9: Erreur calculée par (6.13) pour le schéma (PS%y ).

solument pas la méme allure que pour le schéma (PS4 ) puisqu’elles semblent atteindre
un palier de plus en plus faible que le nombre de mailles augmente. C’est un résultat pré-
visible puisqu’il est montré dans le Théoréme 5.4.2 que, a la limite, le schéma (PS%y,5)
est consistant avec la limite diffusive (6.3). L’erreur entre cette limite et le schéma (PSj;;,)
est ainsi fonction de Az et donc de plus en plus petite quand N augmente.

6.1.3 Ordre des schémas en espace

Une étude des ordres de convergence en espace des différents schémas est maintenant
proposée. Pour ce faire, les discrétisations obtenues avec N mailles sont comparées avec
celles obtenues avec 2NV mailles. Il est alors nécessaire de distinguer les quantités discretes
provenant d’une discrétisation avec N mailles de celles provenant d’une discrétisation avec
2N mailles. Toutes les quantités pour lesquelles c’est nécessaire sont alors indicées par (V)
ou (2N). En particulier, les pas d’espace Az(™) et AzN) vérifient Az(N) = 2Az32N) et les

() (V) _ _(2N)

centres des mailles (x; "’ );=1 ny et (ZL‘?N))i:LQ n Vérifient ;" = x5, . Le temps final T est

toujours égal a 0.3.

Pour I'étude d’ordre du schéma limite (PSy;,,), la discrétisation du volume spécifique
obtenu avec N mailles est notée (?I(N)’")?fﬁ y et celle obtenue avec 2N mailles est notée
—(2N),n\neN
(7 )i

N Lerreur £(N) pour N mailles est alors calculée par la formule suivante :

N
2
E(N) = | Yo [ — 70| Ap®), (6.14)
=1
(N),TL)nEN

Cette formule d’erreur est adéquate car une approximation (7; ey dordre p en es-
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pace vérifie I'égalité suivante :
7 = 7@, + o((AeM)p), (6.15)

ou 7(x;, t") désigne la solution exacte au temps ¢" en x;. De la méme fagon pour la discré-
tisation avec 2N mailles, une erreur en espace d’ordre p s’écrit :

7 — (25 1) + O((AzENP), (6.16)
En considérant la différence entre les expressions (6.15) et (6.16) et puisque zEN) = ng)
et AzN) = Az(N) /2 alors :
T = m = O((AeM)P) + O((AxM j2)7) = O((AxM)). (6.17)

1

_Nmnmn _—2N,n

(N).m ")i€}'y est dordre p alors la quantité e; N = N 2N et

Ainsi si la discrétisation (7; p

de I'ordre de O((AzM))P) C’est & dire de I'ordre de N~P. Cette méthode de calcul permet
donc d’obtenir une estimation de I'erreur sans connaitre I'expression de la solution exacte.
Dans la suite, 'erreur donnée par (6.14) est tracée en fonction de N en échelle logarith-
mique. Les résultats attendu sont alors des droites dont la pente correspond a 'opposé de
I'ordre p.

Concernant I'étude d’ordre des schémas hyperboliques (PS5 ) et (PS%y ), la discré-

(N),n )neN

tisation obtenue avec N mailles est notée (W, Sy et celle obtenue avec 2V mailles

est notée (W(ZN) )Z"GFIQ ~- Les composantes de ces vecteurs sont définies comme suit :
(N)n __ ¢ (N),n (N),n
w; ="((7; ), (u; ))-

L'erreur & (V) pour N mailles est alors calculée par la formule suivante :

N
5€<N>=JZ( R R Al D P (ST

i=1

Sur la Figure 6.10, le comportement de I'erreur &.(IV), calculée avec la formule (6.18),
des solutions approchées par le schéma (PS5 ) pour différentes valeurs de ¢ est repré-
senté. Ces erreurs sont tracées en échelle logarithmique. L’erreur pour I'approximation
donnée par le schéma limite (PSy;,), obtenue par la formule (6.14), est également re-
présentée sur la Figure 6.10. La pente de cette droite est d’environ -1 pour chacune des
conditions initiales (6.10) et (6.11). Le schéma limite est donc un schéma d’ordre 1 en
espace. Ce résultat n’est pas surprenant puisque ce schéma n’est pas obtenu par une dis-
crétisation classique de I'équation des milieux poreux qui serait d’ordre 2, mais par une
discrétisation de la quantité 0,(—p'(7)0,7))/o. Concernant le schéma (PS5 p), avec la
condition initiale discontinue (6.10), une convergence des tracés d’erreur, quand ¢ tend
vers zéro, vers le tracé de I'erreur du schéma limite est observée. De plus, pour ¢ = 1,
I'ordre du schéma est d’environ 0.6, ce qui est acceptable pour une condition initiale dis-
continue, puis, plus € se rapproche de zéro et plus la courbe d’erreur se rapproche de celle
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du schéma limite, d’ordre 1. En revanche, pour la condition initiale continue, un phéno-
meéne différent est observé, avec des courbes d’erreurs qui ne sont pas satisfaisantes en
états transitoires (¢ compris entre 10~ et 1073 ici). Pour € = 1, un ordre d’environ 1 est
obtenu, ce qui était attendu pour cette condition initiale réguliére. Pour ¢ inférieur a 1073
I'erreur semble converger vers zéro avec un ordre qui tend vers 1, comme le schéma limite
(PSiim,)-

==1
s=107"  —e—
c=107%
=10
e=10"
limite —— limite —e—

0.001

100 100 N

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.10: Erreurs calculées par (6.14) et (6.18) pour les schémas (PS%p) et (PSiim)-

Sur la Figure 6.11, le comportement de l'erreur £ (N), calculée avec la formule (6.18),
des solutions approchées par le schéma (PS%y,5) pour, toujours, différentes valeurs de
e est représenté. Ici encore, l'erreur pour le schéma limite (PSj;,) est tracée. Cette fois,
la convergence des tracés vers cette courbe d’erreur n’est pas attendue puisque le schéma
(PS}im) nest pas, a priori, la limite du schéma (PS%y;, 5). Concernant les résultats avec
la condition initiale discontinue (6.10), une convergence tres rapide des tracés d’erreur
vers le tracé limite, quand ¢ tend vers zéro, est toutefois observé. Pour ¢ = 1, 'ordre du
schéma est d’environ 0.4, ce qui est encore une fois acceptable pour une condition initiale
discontinue. Pour la condition initiale continue, les résultats sont satisfaisants pour ce
schéma (PS%y, 5)- En effet, il n’est pas observé, cette fois, de courbe d’erreur anormale en
état transitoire. Pour ¢ = 1, une convergence en Az est obtenue, donc d’ordre 1, ce qui
est attendu. De plus, quand ¢ tend vers zéro, 'ordre de convergence tend vers 2, ce qui est
mieux que l'ordre du schéma limite (PSj;,,). Cela donne ainsi une premiere information
sur la limite du schéma (PS%y; 5), inconnue.
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=1 =1 ——
10— e=107"  ——
c= 102 e=10"°
P =10
limite Tiraire
100 N 100 N
(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.11: Erreurs calculées par (6.18) et (6.14) pour les schémas (PS%yy, 5) et (PSiim).

6.2 Le modeéele M1

Ce systéme, présenté dans le Chapitre 2, s’écrit de la maniere suivante aprés change-
ment d’échelle du temps et de o par le parameétre ¢ :

e E + 0, F =0,

V (t,2) € Ry x R. 6.19
€atF+ax <CQEX(C};?>):_C§—F’ ( ZL‘) + ( )

Dans tous les résultats exposés dans la suite, le coefficient ¢, correspondant a la vitesse de
la lumiére adimensionnée, ainsi que le parametre d’opacité o, sont pris égaux a 1.

La limite de diffusion de ce probléme, pour ¢ qui tend vers zéro, correspond a I'équa-
tion de la chaleur suivante :

OF — 3iamE -0, VY (t,x) R, xR. (6.20)
g

Les différents schémas pour le modéle M1 (6.19) proposés dans ces travaux sont tout
d’abord rappelés. Le premier schéma est donné dans le Chapitre 4 par (4.39). 1l s’écrit :

Ataf cAtaf
B = B = g (B~ F) oy (Bl =287 4 B,
2 €
¢ Ata
i = B = S (Bl — Bladi) (M)
cAtaf coAtaf
oAy Fin T2 FL) = R

N Fn . A
ou ¢ = X(ﬁ)' Le paramétre o est défini par :

of — 2e
2+ 30Azx’
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Le second schéma pour (6.19), introduit dans le Chapitre 5, est donné par (5.129) et est
réécrit ici :

ot _ g, OO (BR0%, — BYOY B — B 6
’ b eAx iy + 07 o7 + oy
At bi1 n 1
- no_pny gy Yl g pn
8AI‘ (¢;¢+1+¢?( i+1 z) ¢?+¢?71( [ ) 1)
co At 1 —n 1 —n
Floi——— F' .,
ce? <¢?+1 +op T g, 2) (M1 )
cAt
F = F + N (Fiy —2F" + F'y)
At
N (Efa1oia — Bl qdpq)
co At

S (Fip +Fiy).

Les flux radiatifs aux interfaces (F';, 1); sont définis par :

1
2

. 1
Fryy = sign (Fy + ) L (07 + (1)),

Ce schéma a été concu de facon a préserver tous les états stationnaires et un résultat de
préservation d’asymptotique est également proposé dans le Théoréme 5.4.3.

6.2.1 Préservation des états stationnaires par le schéma (M1%y )

Avant de s’intéresser a la préservation de I'asymptotique par les deux schémas dé-
veloppés (M15p) et (M1%y,5), la préservation des états stationnaires par le schéma
(M1%y,5) est vérifiée numériquement. Les tests proposés ici sont également effectués
sur le schéma (M 15 ) méme si celui-ci ne préserve, a priori, pas les états stationnaires. Il
faut tout d’abord déterminer une condition initiale stationnaire, c’est-a-dire une solution
W =Y(E, F) du probléme stationnaire suivant :

8, F = 0,

6.21
OycEx (j;) = —gF. ( )

La condition initiale Wy = ¢(Ey, Fy) suivante peut étre proposée :

~(3.95 (z — 10)2 + 4)

Fo(.r) =1 et Eo(.%‘) = 5
(5% (x —10) +2,/4.95 (z — 10)% - 3)

. Vaze(=1,1). (6.22)
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Encore selon [69, 70], les schémas (M15p) et (M1%y,5) sont également testés avec la
condition initiale perturbée Wy = (Ey, Fy) obtenue & partir de W, comme suit :

- . 1
Fo(z) =1 et Eo= Eo(z)+ 3 Lee(-0101), VYae(-11) (6.23)

L’allure des énergies radiatives données par (6.22) et (6.23) est représentée sur la Figure
6.12.

-1 -0.5 T o 0.5 1 -1 -0.5 T 0 0.5 1

(a) Condition initiale stationnaire (b) Condition initiale stationnaire perturbée

FIGURE 6.12: Energies radiatives des conditions initiales pour N = 400.

Par construction, le schéma (M 1%y, 5) est censé préserver les états stationnaires. L’ap-
proximation obtenue avec la condition initiale W, donnée par (6.22) ne devrait donc pas
étre modifiée au cours du temps tandis que celle obtenue avec la condition initiale Wj
donnée par (6.23) devrait retourner a I'équilibre W). En revanche, il n’y a pas de raison
que le schéma (M 1% ) vérifie ces propriétés.

L’erreur entre I'approximation (W;*), calculée au temps 7' par le schéma (M15,) ou
(M1%y,5) avec N mailles, et la solution stationnaire 1, donnée par (6.22), est calculée
en norme L? & l'aide de la formule suivante :

N
EN(T) = \| 3 ((BP = Eo(2:) + (F = Fo(x:))*) Ax. (6.24)

=1

Sur la Figure 6.13, l'erreur en échelle logarithmique pour chacun des schémas (M 15 )
et (M1%y, ) et chacune des conditions initiales (6.22) et (6.23) est tracée en fonction du
temps 7. Les conditions au bord utilisées sont les conditions de Dirichlet non homogenes
données par (6.9).

Les méme remarques que pour le p-systéme peuvent étre faites ici. L’erreur pour le
schéma (M 1%y, 5) nest pas tracée sur la Figure 6.13 (a) car elle reste égale au zéro ma-
chine en tout temps. Cela correspond au résultat attendu. En revanche, comme pour le
p-systéme, les approximations données par le schéma (M15 ) s’écartent de I'état station-

164



6.2. Le modéle M1

106 | schéma (M15) ——
schéma (M15) ——

schéma (M1;) ——

1 T 10 1 T 10

(a) Condition initiale stationnaire (b) Condition initiale stationnaire perturbée

FIGURE 6.13: Erreur en échelle logarithmique pour N = 400 et ¢ = 1.

naire. Le schéma (M 1% ) ne préserve donc pas les états stationnaires, ce qui était prévi-
sible.

Le comportement au cours du temps, tracé en échelle logarithmique, de 'erreur entre
les discrétisations données par les schémas (M1% ) et (M 1%y, ), avec la condition initiale
perturbée (6.23), et I'état stationnaire W, donné par (6.22) est représenté sur le graphe
(b) de la Figure 6.13. Les approximations calculées par (M15%y; 5) retournent donc bien
vers '’équilibre W,. L’élimination de la perturbation est représentée sur la Figure 6.14.
En revanche, I'erreur pour les discrétisations données par le schéma (M 15 ,) se stabilise

() T=0 BT . (o) T=038

FIGURE 6.14: Energie radiative obtenue par le schéma (M 15, 5) pour la condition initiale
perturbée avec N = 400 et € = 1.

a environ 107°. Les discrétisations ne retournent donc pas a I’état stationnaire ;. Cela
met bien en évidence la préservation des états stationnaires par (A 1%y, 5) mais pas par le
schéma (M 15 ).

6.2.2 Préservation de ’asymptotique

A présent, la préservation de 'asymptotique par les schémas (M 15 p) et (M1%y, ) est
mise en évidence. En effet, il a été démontré dans le Théoréme 4.4.2 que la discrétisation
de I'énergie radiative donnée par le schéma (M 15 ) converge vers celle issue du schéma
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(4.42), qui discrétise I’équation de diffusion (6.20). Ce schéma limite est rappelé :

—n-+

E

7

1_ B+ 3;2’;2 (E’fﬂ —2E; + E;ll) ) (M1ip,)
De plus, le Théoreme 5.4.3 propose un résultat de préservation de I'asymptotique par le
schéma (M 1%y 5), dont la limite n’est pas connue. Seule sa consistance avec 'équation de
diffusion (6.20) est satisfaite. Cependant, la mise en évidence de la convergence peut tout
de méme étre effectuée en comparant les approximations données par (M 1%y, ) avec les
approximations de la limite de diffusion (6.20) données par (M1, ).

Afin d’illustrer numériquement cette propriété, les deux conditions initiales suivantes,
définies sur le domaine spatial (—5,5) discrétisé en N mailles, sont considérées.

e Condition initiale discontinue :

Eolz) = et Fy(z) = 0. (6.25)

2 si x <0,
1 sinon,

e Condition initiale continue :
si x<—1,

Folx) = (3 + sin (3”» si —l<w<l, et Fy(x)=0. (6.26)

2

=N = N

sinon,

Ce sont les mémes conditions initiales que pour le p-systéme et elles sont représentées sur
la Figure 6.4.

A partir de maintenant, le temps final 7" est fixé & 0.3. Ici encore les conditions de
bord utilisée sont de flux nul (6.12). Le régime hyperbolique, obtenu a l'aide d’une dis-
crétisation HLL du probléme hyperbolique homogéne, et le régime diffusif, obtenu avec le
schéma (M1;;,,), sont représentés sur la Figure 6.15. D’apres les résultats théoriques de
préservation de I'asymptotique, les schémas (M1%p) et (M1%y,5) devraient donner des
résultats similaires a la courbe rouge, le régime hyperbolique, quand ¢ est proche de 1, et
a des résultats similaires a la bleue, le régime de diffusion, lorsque ¢ se rapproche de zéro.

Sur les Figures 6.16 et 6.17, une illustration de la convergence du schéma (M1 )
vers le schéma limite (M1;,,) est proposée pour chacune des conditions initiales (6.25)
et (6.26). Les régimes hyperbolique et diffusif sont a chaque fois rappelés sur la figure de
gauche tandis que sur la figure de droite sont tracées les énergies radiatives obtenues par
le schéma (M 15 ) avec différentes valeurs de . Les graphiques analogues obtenus avec
le schéma (M15%y, ;) ne sont pas présentés car ils sont quasiment identiques a ceux des
Figures 6.16 et 6.17.

Sur la Figure 6.18 sont représentées, en échelle logarithmique, les courbes d’erreur
en fonction de ¢ pour le schéma (M1% ). Elles sont obtenues en considérant la norme
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régime hyperbolique
régime diffusif

-4 -2 T 0 2 4

(a) Condition initiale discontinue

régime hyperbolique
régime diffusif —_

(b) Condition initiale continue

FIGURE 6.15: Energies radiatives des différents régimes pour N = 400.

régime hyperbolique
régime diffusif
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(a) Régimes hyperbolique et diffusif (b) Résultats obtenus par (M1%p)

FIGURE 6.16: Energies radiatives pour N = 400 et la condition initiale discontinue.

L? discréte de la différence entre la discrétisation de I'énergie radiative issue du schéma
(M15p) ou (M15y, ), notée (E);, et celle issue du schéma limite (M1;;,), notée (E);.
Les erreurs sont donc calculées par la formule suivante :

2

N
Ene) =\ 3 |Er - B[ Az (6.27)
=1

Pour les deux conditions initiales considérées, 'erreur tend vers zéro. Cependant, contrai-
rement au cas du p-systéme, aucun ressaut n’est observé et la convergence semble ne pas
dépendre du nombre de mailles N ni de la condition initiale choisie.

Sur la Figure 6.19 sont représentées, en échelle logarithmique, les courbes d’erreur

en fonction de ¢ pour le schéma (M15%y; 5) comparé au schéma limite (M 1,,) (qui n’est
pas la limite de (M 1%y, 5)). Elles sont obtenues par la méme formule (6.27) avec (E}'); la
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régime hyperbolique
régime diffusif —_ =05 ——

=1 P

£=0001 —

-4 -2 x 0 2 4 -4 2 T o 2 I3

(a) Régimes hyperbolique et diffusif (b) Résultats obtenus par (M1%p)

FIGURE 6.17: Energies radiatives pour N = 400 et la condition initiale continue.

0.001 0.001 |

0.001 0.01 € 0.1 0.001 0.01 £ 0.1

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.18: Erreur calculée par (6.27) pour le schéma (M15p).

discrétisation de I'énergie radiative donnée par le schéma (A/1%y; 5). Comme pour le p-
systeme, une convergence puis un palier, d’autant plus bas que N est grand, sont observés.
C’est un résultat prévisible puisqu’il est montré dans le Théoreme 5.4.3 que, a la limite, le
schéma (M 1%y, 5) est consistant avec la limite diffusive (6.20). L'erreur entre cette limite
et le schéma (M 1;,,,) diminue donc avec Ax.

6.2.3 Ordre des schémas en espace

Une étude des ordres de convergence en espace des différents schémas est maintenant
proposée. Pour ce faire, les discrétisations obtenues avec N mailles sont comparées avec
celles obtenues avec 2NV mailles. Il est alors nécessaire de distinguer les quantités discretes
provenant d’une discrétisation avec N mailles de celles provenant d’une discrétisation avec
2N mailles. Toutes les quantités pour lesquelles c’est nécessaire sont alors indicées par (V)
ou (2N). En particulier, les pas d’espace Az(™) et AzN) vérifient Az(N) = 2Az32N) et les
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(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.19: Erreur calculée par (6.27) pour le schéma (M1%y, ).

. N
centres des mailles (:cg

toujours pris égal a 0.3.

))z’:LN et (.Z'?N))Z':LQN vérifient ;UEN) = a:é%N). Le temps final 7" est

Pour I'étude de 'ordre du schéma limite (M 1;;,,,), la discrétisation de I'énergie radiative

. (N, . .
obtenue avec N mailles est notée (Ef ) ")nel | et celle obtenue avec 2N mailles est notée

(F(QN)’n)?f% y- Lerreur £(N) pour N mailles est alors calculée par la formule suivante :

7

N _ 2
E(N) = Z‘ngN)’”—EﬁN)’”‘ Az, (6.28)

Concernant I'étude d’ordre des schémas hyperboliques (M 15 ) et (M1%y,5), la discréti-
sation obtenue avec N mailles est notée (Wi(N)’”)’;:EF y et celle obtenue avec 2N mailles

. 2N P .
est notée (Wf ) Mnel. . Les composantes de ces vecteurs sont définies comme suit :

Wi = (B, ED).

L'erreur £ (V) pour N mailles est alors calculée par la formule suivante :

N
E(N) = |3 (’ng)n B E;N),n‘z n ’F2(12N)7n _ Fi(N)’”‘Q) Ar™) (6.29)
i=1

Sur la Figure 6.20, le comportement de l'erreur £.(N), calculée avec la formule (6.29),
des solutions approchées par le schéma (M1%5 ) pour différentes valeurs de ¢ est repré-
senté. Ces erreurs sont tracées en échelle logarithmique. L’erreur pour I'approximation
donnée par le schéma limite (M1;;,,), calculée avec la formule (6.28), est également re-
présentée sur la Figure 6.20. La pente de cette droite est d’environ -1 pour la conditions
initiale discontinue (6.25) et -2 pour la condition initiale continue (6.26). Ce schéma limite
est donc d’ordre 2 en espace. C’est un résultat connu puisque ce schéma correspond a une
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discrétisation aux différences finies classique d’'une équation de la chaleur. Concernant le
schéma (M1 ), avec la condition initiale discontinue (6.25), une convergence des tracés
d’erreur vers le tracé de I'erreur limite, quand ¢ tend vers zéro, est observée. De plus, pour
¢ = 1, lordre du schéma est d’environ 0.3, ce qui est faible, mais acceptable pour une
condition initiale discontinue. Puis, plus ¢ se rapproche de zéro et plus la courbe d’erreur
se rapproche de celle du schéma limite, d’ordre 1. Pour la condition initiale continue, la
convergence des courbes d’erreurs, d’ordre 1 pour ¢ = 1, vers l'erreur limite, d’ordre 2
est également observée. Ici, les états transitoires ne semblent pas avoir d’impact sur les
erreurs.

1 —_— wel =1
W = =10 ——
102 c=10"2

- s=107"
=10
limite limite

100 N
100 N N

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.20: Erreurs calculées par (6.29) et (6.28) pour les schémas (M15p) et (M 1ym,).

Sur la Figure 6.21, le comportement de I'erreur, calculée avec la formule (6.29), des
solutions approchées par le second schéma (M 1%y, 5) pour, toujours, différentes valeurs
de ¢ est représenté. Ici encore, l'erreur pour le schéma limite (M1;;,) est tracée. Cette
fois, la convergence des tracés vers cette courbe d’erreur n’est cette fois pas attendue
puisque le schéma (M 1;;,,,) n’est, a priori, pas la limite du schéma (M 1%y 5). Concernant
les résultats avec la condition initiale discontinue (6.25), une convergence trés rapide des
tracés d’erreur vers le tracé limite, quand ¢ tend vers zéro, est toutefois observée. Pour
¢ = 1, 'ordre du schéma est d’environ 0.35, ce qui n’est pas trés bon mais toutefois
acceptable pour une condition initiale discontinue. Pour la condition initiale continue, les
résultats sont moins satisfaisants que ceux dans le cas du p-systeme, tracés sur la Figure
6.11. En effet, méme si la courbe d’erreur semble converger vers le tracé limite, d’ordre 2,
la convergence est moins bonne (d’ordre 0.6 environ) pour £ = 0.1. Les états transitoires
doivent encore une fois jouer un role dans ces erreurs.
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\ 101
\ 1021
102 | \_

103 |- \\
e=1 —— \
. e=1 —
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limite B
limite
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(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.21: Erreurs calculées par (6.29) et (6.28) pour les schémas (M 1%y, 5) et (M1,).

6.3 Les équations de Saint-Venant

Ce systeme hyperbolique, présenté dans le Chapitre 2, s’écrit de la maniere suivante
apres changement d’échelle du temps et de la friction par le parametre ¢ :

s@th + 8xq = 0,
2 2

h k V(t,z) e Ry x R. 6.30
£01q + Oy (q +g> = —6*261|Q\h_n7 (o) € Ry (6.50)

h 2

Le coefficient de friction k fixé égal a 1 dans la suite tandis que la gravité g est fixée a 9.81.

La limite de diffusion de ce modeéle, pour ¢ qui tend vers zéro, correspond a I'équation
trés non linéaire suivante :

_ _ A"
Oth + 0y | —sign(0zh) | —

k

-2
B, (%)’ =0, V (z,t)€RxR,. (6.31)

Les deux schémas explicites a comparer sont rappelés. Le premier, donné dans le Cha-
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pitre 4, est le suivant :

hitt = np

n
hiJrl %

£ (¢’ 9 1ny\2 (1) g n 2
At )

+ %eAr <af+§)\i+§ (an+1 - qzn) - Oéf_ﬁ\i,% (CJ:L - anq)

kAt .
~ S (g iy ) alarl o),

1
2

ou les pentes utilisées (A, 1); sont données par :
2

n n
>‘i+% = max <|ZZ”| + 1/ gh?, |;]LZ”+11| + gh?H) . (6.32)
i i+

Le parameétre o est défini comme suit :

2)‘1'-&-16
a1 = Qf )
Tron et (k4 k) An

1
2

ot le coefficient k, permettant au schéma (SV4pe) de préserver lasymptotique, est donné

par:
EiJrl _ 2)\’52—"_1\/? |hzn+l - h?| — k.
: SV O\ (e )m + () A(hz,, + b2y y)

Le second schéma, concu pour préserver tous les états stationnaires de (6.30), est donné
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par (5.69) dans le Chapitre 5 et il s’écrit :

At
Wit =Y+ AT (>‘z’+§ (hifys = hi') — A1 (hi' — ?—1))
At
T % Ar (qzn+1 - qzn—l)
kAt —n —n
n o1 B e
+ 923 ()\H_qu_l |q2+1 |h +1 Oé+ _/\i—%qi—%ﬂqi—%n‘hi,% aié)’
n+l _ n At n n n n
¢ " =q + AT ()‘H% (¢ —ai') — >‘i+% (ai" — qifl))
At ((Q?+1)2 n g(hPa)®  (af1)® g(h?—1)2>
2¢eAx \ hi, 2 h? 4 2
kAt
-5 (@ g ey,

(SVEwp)
ol les pentes (A, 1); sont données par (6.32). Les débits aux interfaces q;, . sont définis
2 T3
par :

[

iy 1 = sign (a4 +47') \/2 ((a70)2 + (@92),
tandis que les hauteurs d’eau aux interfaces h, Jj; s’écrivent :
2
o ((074)* = (h7)*)(n +2)
3 2((hfyy) 72 — (R))

é? L1 ()’ = (PR 2 ()T - ()
~ e () (%‘hﬁ S T T )

Le dernier schéma pour les équations de Saint-Venant (6.30) est donné dans le Chapitre
4 par (4.91). 1l est maintenant rappelé et des explications sur son implémentation sont
proposeées.
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6.3.1 Implicitation du schéma (SV,pe)

Quelques détails concernant I'implicitation du schéma (SV,4pe) sont maintenant don-
nés. Son expression, donnée dans le Chapitre 4 par (4.91), est la suivante :

At
1 1 1 1 1
( (o))

s (B =) —as Ay (R - hﬁl)) :

=3

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
i _qz 2€A ( 7,+§ Uit q U, )—|—Oé % (uz _ui—1>)

+1 +1 +1 +1
oo (= at) = ety (@ - a))

kAt 1 1 1y—
— (a;;é +a:_;) g )

QsAx

(SVip imp)
ou les pentes A, 1 sont définies explicitement par (6.32). Le parametre o est donné par :
2

€ _ n+1 pn+l
ai+% - (h 7hz+1 )

‘hR—hL’A:C ’
A
= \[\/ B+ W) (he + )

et ou les pentes A sont toujours les pentes explicites (6.32).

avec
a(hr,hgr),

Le schéma limite, consistant avec la limite diffusive des équations de Saint-Venant
(6.31), est donné par (4.90) et s’écrit :

o At
i T T oA

lim

LR = FLE) (Vi)

ou la fonction f est définie par :

1|

o (6.33)

f(hr,hr) = sign(hgr — th (hf + hi)

Quelques précisions sur 'implémentation de ce schéma limite sont d’abord proposées. En
posant " ="* (ﬁqf, e ,E%) € RV, alors le vecteur 7" est obtenu en résolvant le systeme
non linéaire suivant :

G™(h"1) =0,

avec G"(u) =* (G} (u),...,G%(u)) € RV Les fonctions scalaires G, dépendantes de 7",
sont définies comme suit pouri € {2,...N — 1} :

A
Gi(u) = uw; —h; — MZ\/g(f (wis i) — f(wim1, 1)) .
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En utilisant les conditions de flux nul au bord (6.12), G} et G sont définies de la facon
suivante :

" —n At g
GIw) = w1~ B = e [0 (un,w0),
" —n At g
et GN(u)=un—hy + 2Aw\/;f (un—1,un) -

La méthode de Newton pour rechercher un zéro de la fonction ci-dessus s’écrit :

uw =n",
{ VG" (uk) (ul~C+1 — uk) =-G" (uk) , keN,

ou VG"(u) désigne la jacobienne de la fonction G en u. L’élément de cette matrice a la
ligne i et a la colonne j correspond a gTF;(u). Cependant l'application f, intervenant dans

F, n’est pas différentiable sur 'ensemble

{(hL,hR) € (R*—i-)27 hR - hL}7

c’est-a-dire en hauteur d’eau constante. Une méthode pour pallier a ce défaut a été propo-
sée dans [79] pour le p-laplacien avec p < 2. L’auteur propose d’effectuer une troncature
a l'aide d’'un parametre C' >> 1. Cela donne dans le cas présent :

P71 (W2 — h2) — 2hp (WL + BT
Ony, f(hr, hg) = max (77 r (Mg —hi) L (hp + L)7_0)7

2y/Az (hf, + h}) |Wg — b3
nhh " (hh — h3) +2he (W + 1))
2Dz (W + W) [h3, — 2|

Ohp f(hr,hg) = min (

Une autre technique consiste a utiliser une méthode de la sécante pour approcher les
dérivées partielles de G", a I'aide d’'un coefficient § << 1 :
0 GZ-(t(ul,...,uj+(5,...,uN))—Gi(u)

(6.34)

puis d’itérer de la facon modifiée suivante par I'ajout d’un facteur 1/2 :

u? = h",
{ vG" (uk> (uk+1 _ uk) _ _%Gn (uk) . keN. (6.35)

Ce facteur s’explique par le fait que la non différentiabilité de la fonction G™ est due a la
présence de la fonction racine carrée dans f. Celle-ci n’est pas différentiable en zéro mais y
est, en revanche, §—holderienne. La proposition suivante concerne justement l'algorithme
de Newton modifié pour les fonctions holderiennes a une variable réelle.

Proposition 6.3.1. Soit f € C*°(R\{Z}) avec T € R l'unique zéro de f telle que f est
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é—h(’)’lderienne, a > 1, c’est-a-dire que la fonction ¢ := f* appartient a l'espace C*°(R).
Alors s’il existe m > 0 et M > 0 tels que la fonction ¢ vérifie :

| ()] >m et |o"(x)] <M, (6.36)

pour tout x dans un voisinage V de T, alors la suite définie par

1 f(ag)
Th+1 = Tk — am TLET) keN, (637)

converge vers T pour tout xg € V\{T}.

Démonstration. 11 suffit d’observer que, sous les conditions (6.36), la méthode de Newton
définie pour la fonction ¢ converge vers T pour zg dans un voisinage de T et que cet
algorithme est strictement identique & (6.37) tant que T n’est pas atteint. En effet, sous
les hypotheses (6.36), la suite définie par

xg €V,

o(Tk) ke N (6.38)
@' (xy) ’

Thy1 = Tp —

converge vers T au moins pour V C [Z — 17,7 + {7]. De plus, si z;, # T alors :

@' (wr) = af (o) f (2n),
et l'itéré xy1 donné par (6.38) est bien défini par (6.37). O

L’algorithme (6.35) nécessite I'inversion d’'une matrice tridiagonale. L'utilisation d’une
méthode de décomposition LU adaptée a ce type de matrice, qui permet de gagner en
temps de calcul, peut étre proposée. Soit A € My« n(R) une matrice tridiagonale d’élé-
ments (a; ;)i j—1,..n. Alors sa décomposition LU est donnée par les matrices L, U € My n(R)
définies comme suit, pour touti,j =1,..., N :

1 si g =1, o si j =1,
Qi i—1 . . . . . .
li,j = T si jg=1—1, et Ui = § Qi+l si =141, (639)
i—1
0 sinon, 0 sinon,

ol la suite oy, est définie par récurrence de la fagon suivante :

Q] = ay1,
Af—1,k0k k—1
ap =ag — ——", VEk=2,...N.
k-1
Il faut toutefois mentionner que, pour que la jacobienne approchée soit inversible, une
restriction sur le pas de temps est nécessaire. En effet, il suffit qu’elle soit a diagonale
strictement dominante, c’est-a-dire, que I'expression suivante soit vérifiée pour tout i =
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1,...,N:
A
’5 QAZ\/;(f(ul + 4, uH-l) f(ui7ui+1) - f(ui—la u; + 5) + f(ui_l,ui))

A
ZQAT;\/E(‘JC(UMW—H +0) — flug, uip1)| + | fwimt + 6, u5) — fuim1, us)]).

En pratique, cette condition est bien moins restrictive que celle nécessaire a l'utilisation du
schéma limite explicite. Pour 'implémenter, un pas de temps adaptatif est utilisé. Il fonc-
tionne de la fagon suivante. Le pas de temps de départ est fixé de maniere arbitraire (en
pratique, une condition CFL hyperbolique est utilisée) puis I'algorithme de Newton (6.35)
est utilisé. L’algorithme s’arréte des que le critere d’arrét est atteint ou alors s’il dépasse
un certain nombre d’itérations. Si c’est ce second critére qui a forcé I'arrét de l'algorithme,
le pas de temps est divisé par 10 et la procédure est réeffectuée.

Concernant I'implémentation du schéma (SVjip ), le systtme non linéaire a ré-
soudre est le suivant :
H"(u"™) =0, (6.40)

1 _ ¢t n+1 n+1l n+l1 n+1 2N
ntl (hl s R g g )eR

H(u) = (H"(w), ..., H" (u),Hf’"(u),HJQ\;"(u)) € R2V ol les H*", dépendants de
(hi'); et (¢i')i, sont définis comme suit pouri € {2,... N — 1} :

avec u

At

Hzln(u) = u; — h?+2 A (o (ui, ig1) (Uit N2 — Uit N41)

+a€(uz 1, Us (uz+N+1_uz+N))
(

u;)
At
_QEAx (a5 ul7ul+1))\z+% (Uz+1 — 'LLI)
E(Uz 1,’[1,1))\1 % (uz - Ui71)> s
et
HP"(u) = v B e -
i = Ui+ N+1 — 2EA$ (a Uz7uz+1) (uz+1 ul)

—+—a€(ul_1, z) ( - ui—l))
A £
T %Az (04 (Uz,uz+1))\z+% (Uit N+2 — Uit N+1)
—a® (u— 1,uz)>\l,% (Wit N+1 — Uz’+N)>
kAt _
58 (@ (us, wiv1) + @ (Wim1, i) Wit N1 | Ui N1 U
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Les termes de bord, toujours calculés avec les conditions de flux nul (6.12), s’écrivent :

At
H{™(u) = uy — h?‘i‘mas(uhw) (uN+2 — uN+1)
+26A$OAE(U1,U2))\% (U2 — ul) y
t
Hy"(u) = uy — h%‘f‘mae(uthuN) (uaN — uan-—1)
At
_25A:ca€(uN’1’ UN))\N,% (un —un—1),
et
At
HP™(u) = uy — q?+ma£(u1, uz) (ug — u1)
At
- 25A:ca€(u1’ u2)Ai 1 (unt2 — un1)
kAt _
tos (o (u1,u2) + 1) ung1luniafug .
2TL n At 15
Hy"(u) = uan — qN+m04 (un—1,un) (uny —un—1)
Al
+2€Ax04 (un—1, UN))\N,% (uan — uaN—1)
kAt _
+7263 (1 + oze(uN,l, UN)) U2N’U2N‘UN77.

Les pentes (), 1); sont explicites et dépendent de (*(h!,¢!));. L’algorithme de Newton
2
pour approcher la solution de (6.40) s’écrit :

T L
{ VH" (uk> (ukJrl — uk> =—H" (uk> , keN.

Pour la méme raison de non différentiabilité de H™ en hauteur d’eau constante que pour
I'implicitation du schéma limite, 'alternative suivante est préférée :

u’ = h",
{VH” (uk) (uk+1 — uk) = f%H” (uk) , keN,

avec une approximation des dérivées partielles de la forme (6.34). La jacobienne VH™ est
alors approchée par une matrice M € Msynxon(R) tridiagonale par blocs de la forme

M= My M , avec My, Mo, M3, My € Myxn(R) tridiagonales.
Ms My
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R2N

Le systeme linéaire Mz = b, avec x,b € se réécrit alors :

{M15E1+M2932=bla (6.41)

Mszxy + Myzxo = ba,

oll x1,2,b1, by € RY sont tels que = = (1, 22) et b = (b, by). La matrice M, peut étre
supposée est inversible, ce qui est raisonnable sous condition sur At. En effet, comme pour
la matrice intervenant dans le schéma limite, M, est a diagonale strictement dominante
sous une condition de petitesse sur At (dépendante de £ malheureusement). Le systeme
(6.41) se réécrit alors comme suit :

(Ml — MgleMg) xTr = b1 — M2M471b2,
o = M471 (bg — Mgl’l) y

Il suffit alors d’utiliser une décomposition LU ou un algorithme itératif pour inverser la
matrice My — M2M4_1M3, qui est de taille N x N et non 2N x 2N comme l’est M. Concer-
nant I'inversion de My, sa tridiagonalité permet d’utiliser la décomposition donnée par
(6.39).

Cette méthode de Newton converge assez rapidement mais, malgré un gain de temps de
calcul, elle reste tres lourde. C’est pourquoi dans les résultats qui suivent, une méthode de
point fixe est utilisée sur la fonction H™(u) = u — H"(u). Les résultats obtenus par cette
méthode sont pratiquement identiques a ceux issus de la méthode de Newton.

6.3.2 Préservation des états stationnaires par le schéma (SV5,, )

Avant de s’intéresser a la préservation de 'asymptotique par les schémas (SVpe),
(SVip imp) €t (SVEy ), 1a préservation des états stationnaires par le schéma (SViy, )
est illustrée graphiquement. Les tests proposés ici sont également effectués sur le schéma
(SVape) méme si celui-ci ne préserve, a priori, pas les états stationnaires. Il faut tout
d’abord déterminer une condition initiale stationnaire, c’est-a-dire une solution W =
t(h,q) du probléme stationnaire suivant :

aaxq = 07

2 2
q | gh k _ (6.42)
0 <h +5 ) —dldl

Le débit d’eau ¢ est nécessairement constant et est noté ¢gy. Concernant la hauteur d’eau,
la recherche d’une solution stationnaire assez réguliere est proposée. Ainsi, la seconde
équation de (6.42) peut se réécrire comme suit :

2 K
—nq_o -0 + #&Ch”“ = — w0l
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Apres intégration de I'équation ci-dessus entre x et z, la hauteur d’eau & est alors telle
que :
2
Q@ (-1 -1 g n+2 g2 K _
o (h hg ) + P (h hg ) =~ 3%lal(x — o),
ol hg désigne I’évaluation de h en x. La fonction £ est alors définie de la fagon suivante :

2
é‘(hv:pu hOa QO,$0) = - qio (hﬁ*l - hg_l) + UL

—— = <h77+2 . hg-i—?)

k
+ ;2%!%\(96 — xp),

Une étude de cette fonction est proposée dans [70] ot les auteurs ont démontré I’existence
de zéro, une ou deux solutions a I'équation

f(h§l‘ah07QO7$0) — O) (643)

selon les valeurs de z, hg, qo et xy. Considérons le cas ou (6.43) admet deux solutions. La
plus grande de ces solutions, appelée solution subcritique, est approchée a I'aide d’un algo-
rithme de Newton sur la fonction £. Le domaine spatial considéré, (0.75,0.9), est subdivisé
en N = 400 mailles de taille constante Az. Soit hg = 0.25, g0 = —/g/8 et zg = 0.75 — Ax.
La solution stationnaire est approchée avec une précision de 102" par la méthode de
Newton. Cette condition initiale, notée Wy = *(hg, qo), est représentée sur le graphe (a)
de la Figure 6.22. Sur le graphe (b) est tracée la hauteur d’eau perturbée hy donnée par la
condition initiale Wy = t(ho, §o) suivante :

(jo(x) = qo(x) et iLo(J}) = h(](x) —0.03 10.81<w<0.85 . (6.44)

04

03}

0.76 0.78 0.8 0.82 T 084 0.86 0.88 0.9 0.76 0.78 0.8 0.82 = 084 0.86 0.88 0.9

(a) Condition initiale stationnaire (b) Condition initiale stationnaire perturbée

FIGURE 6.22: Hauteurs d’eau des conditions initiales pour N = 400.

Par construction, le schéma (SVj; 5) est censé préserver les états stationnaires. L’ap-
proximation obtenue avec la condition initiale W, ne devrait donc pas étre modifiée au
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cours du temps et, selon [70], celle obtenue avec la condition initiale Wo devrait retour-
ner a I'équilibre Wj. En revanche, ici encore, ce comportement n’est pas attendu pour le
schéma (SVape).

L’erreur entre I'approximation (W), calculée au temps 7" par le schéma (SV4pe) ou
(SViw ) avec N mailles, et la solution stationnaire Wy, est calculée en norme L? aTaide
de la formule suivante :

N

EN(T) = |32 (B = ho())* + (4} — qo(w:))?) Aw. (6.45)
=1

Sur la Figure 6.23, 'erreur en échelle logarithmique pour chacun des schémas (SV4pe)
et (SViy ) munis des conditions au bord données par (6.9), et chacune des conditions
initiales W, et W, est tracée en fonction du temps 7.

schéma (SV)) ——
schéma (SVy) —— schéma (SVy) ——

0.01 T 0.1 0.01 T 0.1

(a) Condition initiale stationnaire (b) Condition initiale stationnaire perturbée

FIGURE 6.23: Erreur en échelle logarithmique pour N =400 et ¢ = 1.

Encore une fois, les mémes remarques que pour les deux modeéles précédents peuvent
étre données. L’erreur obtenue par (6.45) pour le schéma (SV3, 5) avec la condition ini-
tiale stationnaire n’est pas tracée sur la Figure 6.23 (a) car elle reste au niveau du zéro
machine, comme prévu. En revanche, les approximations données par le schéma (SV4pe)
s’écartent de I’état stationnaire. Celui-ci ne préserve donc, encore une fois, pas les états
stationnaires. Sur le graphe (b) de la Figure 6.23, le comportement au cours du temps
de lerreur pour les deux schémas avec la condition initiale perturbée est représentée.
Les approximations calculées par (SVjy, 5) convergent bien vers ;. L'élimination de la
perturbation est représentée sur la Figure 6.24.

En revanche, I'erreur pour les discrétisations données par le schéma (SV4pe) se stabi-
lisent & environ 5.1073. Les discrétisations ne retournent donc pas a I'équilibre 1. Cela
met bien en évidence la préservation des états stationnaires par (SVjy, ) mais pas par
(SVape). Les résultats pouvant €tre obtenus avec le schéma implicite (SV§p ;,,,) sont
completement analogues a ceux pour le schéma explicite (SVpe) et le schéma ne pré-
serve pas non plus les états stationnaires.
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(@T=0 (b T=0002  @T=00

FIGURE 6.24: Hauteur d’eau obtenue par le schéma (SVzy,5) pour la condition initiale
perturbée avec N =400 et ¢ = 1.

6.3.3 Préservation de 'asymptotique

A présent, la préservation de 'asymptotique par les schémas (SVpe), (SVEw ) et
(SVip imp) est mise en évidence. En effet, il a été démontré dans le Théoreme 4.5.2 que
la discrétisation de la hauteur d’eau donnée par le schéma explicite (SVpe) converge
vers celle donnée par le schéma (4.76), qui discrétise 'équation de diffusion (6.31) de
facon explicite. Ce schéma limite est rappelé :

A =T s [T (9 RE) — SRR, (Vi)
ou la fonction f est définie par (6.33).

De plus, le Théoreme 5.4.1 propose un résultat de préservation de 'asymptotique par
le schéma (SV3y; 5), dont la limite n’est pas connue. Seule sa consistance avec 'équation
de diffusion (6.31) est satisfaite. Cependant, la mise en évidence de la convergence peut
tout de méme étre effectuée en comparant les approximations données par (SVzy, 5) avec
les approximations de la limite de diffusion (6.31) données par le schéma limite explicite

Enfin, le Théoreme 4.5.3 donne un résultat de convergence asymptotique du schéma

implicite (SV3p ,,,,) vers le schéma limite implicite (SVj; 7).

Afin d’illustrer numériquement cette propriété, les deux conditions initiales suivantes,
définies sur le domaine spatial (—5,5) discrétisé en N mailles, sont considérées.

e Condition initiale discontinue :

2 si x <0,

ho(z) = { ) et qo(z)=0. (6.46)
1 sinon,

e Condition initiale continue :

2 si z<—1,
1

ho(z) = 3 (3 + sin (372”3)> sio —1l<z<l1 et gox)=0. (6.47)
1 sinon,
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Ce sont les mémes conditions initiales que pour le p-systeme et le modele M1 et elles sont
représentées sur la Figure 6.4.

A partir de maintenant, le temps final 7' est fixé & 0.01. Ici encore les conditions de
bord utilisée sont de flux nul (6.12). Le régime hyperbolique, obtenu a l'aide d’une dis-
crétisation HLL du probleme hyperbolique homogene, et le régime diffusif, obtenu avec
le schéma limite explicite (SV};,), sont représentés sur la Figure 6.25. D’apres les ré-
sultats théoriques de préservation de I'asymptotique, les schémas (SVape), (SVEy ) et
(SVip imp) devraient donner des résultats similaires a la courbe rouge, le régime hyper-
bolique, quand ¢ est proche de 1, et a des résultats similaires a la bleue, le régime de
diffusion, lorsque ¢ se rapproche de zéro.

régime hyperbolique
régime diffusif —_—

régime hyperbolique
régime diffusif —_—

s )
-4 -2 E o 2 a -4 2 x o 2 a

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.25: Hauteurs d’eau des différents régimes pour N = 400.

Sur les Figures 6.26 et 6.27, une illustration de la convergence du schéma (SV pe) vers
le schéma limite explicite (SV};,,) est proposée pour chacune des conditions initiales (6.46)
et (6.47). Les régimes hyperbolique et diffusif sont a chaque fois rappelés sur la figure de
gauche tandis que sur la figure de droite sont tracées les hauteurs d’eau obtenues par le
schéma (SVpe) avec différentes valeurs de . Les graphiques analogues obtenus avec les
schémas (SViy ) et (SVip imp) 1€ SONt pas proposés car ils sont quasiment identiques a
ceux des Figures 6.26 et 6.27.

Sur la Figure 6.28 sont représentées, en échelle logarithmique, les courbes d’erreur en
fonction de ¢ pour le schéma explicite (SV4pe). De la méme facon, sur la Figure 6.29 sont
représentées les courbes d’erreur pour le schéma implicite (SV5p ;,,,)- Elles sont toutes
obtenues en considérant la norme L? discréte de la différence entre la discrétisation de
la hauteur d’eau issue de (SVape) ou (SVjip ;,,), notée (h7);, et celle issue du schéma
imp -n

limite explicite (SV};,) ou implicite (SV; "), notée (h; );. Les erreurs sont donc calculées

par la formule suivante :

—n)2
w—h| Aw. (6.48)

(2

N
SN(E) = Z

i=1
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=1 P

régime hyperbolique
régime diffusif —_—

e=01 —

£=0001 —

A
-4 -2 r o 2 4 1
4 2 Ed [ 2 4

(a) Régimes hyperbolique et diffusif (b) Résultats obtenus par (SVape)

FIGURE 6.26: Hauteurs d’eau données pour N = 400 et la condition initiale discontinue.

régime hyperbolique =1 JR—
régime diffusif _— :=01 —
£ =0.001 —

4 2 x 0o 2 4 1

-4 2 T 0 2 a

(a) Régimes hyperbolique et diffusif (b) Résultats obtenus par (SVape)

FIGURE 6.27: Hauteurs d’eau données pour N = 400 et la condition initiale continue.

Les observations qui peuvent étre faites sur ces résultats sont tres similaires a celles don-
nées pour le p-systeme, que ce soit pour le schéma explicite que pour le schéma implicite.
Pour les deux conditions initiales, I'erreur converge vers zéro quand ¢ tend vers zéro. Ce-
pendant, comme dans le cas du p-systeme, un ressaut autour de ¢ = 0.1 est observé. Ici
encore, celui-ci est d’autant plus important que le nombre de mailles est élevé.

Enfin, sur la Figure 6.30 sont représentées, en échelle logarithmique, les courbes d’er-
reur en fonction de € pour le schéma (SV5y;, 5) comparé au schéma limite explicite (SVj;,)
(qui n’est pas la limite de (SVzy,5)). Elles sont également obtenues par la formule (6.48).
Comme pour le p-systeme et le modele M1, une convergence puis un palier, d’autant plus
bas que IV est grand, sont observés. Ce résultat est moins visible que pour les autres mo-
déles avec les valeurs de ¢ utilisées. Il faudrait tester le schéma avec des valeurs de ¢ plus
faibles pour mettre mieux en évidence ce phénomene. Ici encore c’est un résultat prévi-
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N =800
0.1

01f

0.0001 0.001 £ 0.01 0.1 0.0001 0.001 c 0.01 01

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.28: Erreur calculée par (6.48) pour le schéma explicite (SV4pe).

——————y
— -

100 —— N =100 ——

200 —— N =200 ——

100 N =400 i

8 N =8

1 00 N
n /
01

ZE=z
[

0.0001 0.001 £ 0.01 0.1 0.0001 0.001 € 0.01 01

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.29: Erreur calculée par (6.48) pour le schéma implicite (SVp ;)

sible puisqu’il est montré dans le Théoreme 5.4.1 que, a la limite, le schéma (SVz; ) est
consistant avec la limite diffusive (6.31). L'erreur entre cette limite et le schéma (SVj;;,)
est ainsi dépendante en Az et donc de plus en plus petite quand N augmente.

6.3.4 Ordre des schémas en espace

Une étude des ordres de convergence en espace des différents schémas est maintenant
proposée. Pour ce faire, les discrétisations obtenues avec N mailles sont comparées avec
celles obtenues avec 2NV mailles. Il est alors nécessaire de distinguer les quantités discrétes
provenant d’une discrétisation avec N mailles de celles provenant d’une discrétisation avec
2N mailles. Toutes les quantités pour lesquelles c’est nécessaire sont alors indicées par (V)
ou (2N). En particulier, les pas d’espace Az(™) et Az?N) vérifient Az(N) = 2Az2N) et les
centres des mailles (:EZ(N))i:L N et (.'L'?N))i:LQ ~ Vérifient :UZ(-N) = a:gN). Le temps final T est
toujours pris égal a 0.01.
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01f
01f

0.001 0.01 < 0.1 0.001 0.01 B 0.1

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.30: Erreur calculée par (6.48) pour le schéma (SViy, ).

Pour I'étude d’ordre des schémas limites (SVi;,,) et (SV,77
*(N),TL
h

i

), la discrétisation de I'éner-
gie radiative obtenue avec N mailles est notée (

EEQN)’")?:GEQ n- Lerreur £(N) pour N mailles est alors calculée par la

)ney et celle obtenue avec 2N

mailles est notée (
formule suivante :

Az M), (6.49)

N —(2N);n —(N),n|?
S(N): Z‘h% 7_hz’ ‘
i=1

Concernant I'étude d’ordre des schémas hyperboliques (SV4pe) et (SViy, ), la discrétisa-

N),”)nEN

tion obtenue avec N mailles est notée (VVZ.( Sy et celle obtenue avec 2V mailles est

. 2N (s .
notée (Wi( )’”);f% ~- Les composantes de ces vecteurs sont définies comme suit :

L'erreur & (V) pour N mailles est alors calculée par la formule suivante :

N 2 2
&) = | 3 (0 = WP o a0 = O 2. (650)
=1

Sur la Figure 6.31, le comportement de I'erreur &.(IV), calculée avec la formule (6.50),
des solutions approchées par le schéma (SV4pe) pour différentes valeurs de ¢ est repré-
senté. Ces erreurs sont tracées en échelle logarithmique. Les erreurs pour les approxima-
tions données par les schémas limites (SVi;n,) et (SV;;7), calculées avec la formule (6.49)
et également représentées sur la Figure 6.31, sont tres similaires. Les pentes de ces droites
sont d’environ -1 pour la condition initiale discontinue (6.46) et —2 pour la condition ini-
tiale continue (6.47). Ces schémas limites sont donc d’ordre 2 en espace. En revanche,
pour les deux conditions initiales, les résultats d’erreur obtenus avec le schéma explicite
(SVape) ne sont pas convaincants. Pour € = 1, la convergence en espace est d’ordre 1 mais

deés que ¢ diminue, les courbes perdent leur monotonie. Ce phénomene est plus visible en-
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core avec la condition initiale réguliére. En observant les courbes obtenues avec ¢ = 1072
et ¢ = 1073, une convergence des erreurs vers zéro a partir d'un nombre de mailles d’au-
tant plus grand que ¢ est petit peut se conjecturer. Les résultats obtenus avec le schéma
implicite (SV5p imp) SoNt similaires a ceux présentés dans la Figure 6.31. Cependant, pour
des raisons de temps de calcul important, ils ne sont pas exposés ici.

102F ® e _
103
=1 —
102F ==1 — ’ ==10"" ——
c=10" —— c=102
£=10" wéfp s =107"
s=10" ==10""
e=10"" c= 100 —e—
limite explicite —e— limite explicite —e—
limite implicite —e— limite implicite —a—
100 100 1000
(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.31: Erreurs calculées par (6.49) et (6.50) pour les schémas (SVape), (SViim) et
(SViim' )-

im

Sur la Figure 6.32, le comportement de I'erreur £ (NV), calculée avec la formule (6.50),
des solutions approchées par le second schéma (SV3y, 5) pour, toujours, différentes va-
leurs de ¢ est représenté. La courbe de I'erreur pour le schéma limite explicite (SVjn),
obtenue par la formule (6.28), est également représentée sur chaque graphe. En revanche,
ici, la convergence des tracés vers cette courbe d’erreur limite n’est pas attendue puisque
le schéma (SV};,,,) n’est, a priori, pas la limite du schéma (SV3y; 5). Concernant les résul-

107 -\
107

e=1 — ==1 —_
s=10"" —— =101 ——
s=107? ==102
-=10" il 5o 10°*

limite explicite limite explicite

100 100

(a) Condition initiale discontinue (b) Condition initiale continue

FIGURE 6.32: Erreurs calculées par (6.49) et (6.50) pour les schémas (SVgy ) et (SViim).

tats avec la condition initiale discontinue (6.46), une convergence tres rapide des tracés
d’erreur vers le tracé de I'erreur limite est observée quand ¢ tend vers zéro. De plus, pour
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la condition initiale continue, les tracés semblent également converger vers une erreur
d’ordre 2, ce qui donne une premiere information sur la limite du schéma (SVgy, 5).
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Conclusion et perspectives

Partie I :

Dans la premiere partie de ce manuscrit, un résultat de convergence asymptotique nu-
mérique pour le p-systéme avec terme source d’amortissement a été démontré rigoureuse-
ment. Il constitue 'extension des travaux de [6, 60], dans lesquels les cas continu et semi-
discret sont traités. La méthode utilisée est 'extension au cadre discret de la technique
dite d’entropie relative, qui permet de manipuler des quantités se comportant comme
des normes d’erreur. Le schéma utilisé est issu de la méthode de discrétisation implicite-
explicite introduite dans [56]. Ce résultat est notable car le taux de convergence vers les
discrétisations limites s’exprime explicitement et est en accord avec celui obtenu dans les
cadres continu et semi-discret. Les outils utilisés dans la preuve de ce résultat sont tres
techniques et, a cause de la discrétisation temporelle, le nombre de termes de viscosité a
traiter est bien plus grand que dans le cadre continu ou semi-discret.

Une perspective intéressante pour ces travaux serait d’appliquer la méthode a d’autres
systémes, comme par exemple ceux proposés dans [56, 60]. Un systeme assez simple qui
peut étre choisi est celui des équations d’Euler mono-dimensionnelles avec friction, qui
s’écrivent :

O¢p + Ozu =0,

2
Ou + Oy <up +p(p)> = —ou,

ol p > 0 est la densité du gaz et u sa vitesse. Le parametre o désigne la friction et la
fonction de pression p est croissante. Lattanzio et Tzavaras ont montré dans [60], encore
a l'aide de I'entropie relative, que les solutions de ces équations, en temps long et friction
forte, convergent vers celles du systeme suivant :

Op + Ozu =0,
Ozp(p) = —ou.

Le taux de convergence obtenu dans [60] est, comme pour le p-systéme, en £*. La tech-
nique peut alors étre étendue, au cadre semi-discret d’abord, puis ensuite au cadre entie-
rement discrétisé. Cette extension est bien entendu plus difficile que celle présentée dans
ce manuscrit pour le p-systéme. En effet, ici, la seconde composante de la fonction de flux
dépend des deux variables u et p alors que pour le p-systeme, elle dépendait uniquement

189



Chapitre 6 — Résultats numériques

du volume spécifique (analogue a p ici).

Partie II :

La seconde partie de ce manuscrit est consacrée au développement de méthodes de
construction de schémas préservant 'asymptotique. Chacune d’entre elles est appliquée
aux trois modeles suivants : le p-systéme avec terme source d’amortissement, les équations
de Saint-Venant avec friction de Manning et le modele M1 avec terme source d’opacité de
scattering. Pour les deux méthodes, la préservation de la limite de diffusion est démontrée
a l'aide de développements de Chapman-Enskog.

La premiére méthode développée, introduite dans [13], consiste a utiliser une discré-
tisation HLL munie d’une correction visqueuse fixée pour capturer 'asymptotique correcte
a la limite. Un avantage de cette méthode est que la discrétisation limite est déterminée
en amont. La deuxiéme méthode, introduite dans [70] pour les équations de Saint-Venant,
peut également étre vue comme une discrétisation HLL perturbée. Cependant, celle-ci est
construite afin de préserver tous les états stationnaires et non la limite de diffusion. La pré-
servation de 'asymptotique est néanmoins également acquise pour cette seconde classe de
schémas. La discrétisation limite n’est en revanche pas connue ici.

Les deux méthodes sont comparées dans le Chapitre 6 de ces travaux. La préservation
des états stationnaires par les schémas issus de la deuxieme technique est validée pour
chacun des trois modeles étudiés. Concernant la préservation de I'asymptotique, elle est
validée pour toutes les discrétisations construites mais la convergence n’est pas la méme
selon la méthode utilisée et le modeéle sur lequel elle est appliquée. En particulier, un
phénomene étonnant est constaté pour les discrétisations issues de la premiére méthode,
développée dans le Chapitre 4. En effet, pour le p-systeme et les équations de Saint-Venant,
la convergence en ¢ des approximations données par le schéma hyperbolique vers celles
données par le schéma limite posséde une allure surprenante pour certaines valeurs de
e. De plus, plus le nombre de cellules utilisé dans la discrétisation est grand et plus ce
phénomene est visible. Il faut préciser que cette anomalie est présente pour la discrétisa-
tion du p-systeme alors que, pour ce modele, il n’est pas nécessaire d’ajouter de parametre
additionnel pour obtenir une discrétisation correcte de la limite de diffusion. L’hypothese
proposée pour expliquer ce phénomeéne, qui semble inhérent a la discrétisation HLL pertur-
bée sans ajout de parametre additionnel (qui ne préserve donc pas forcément la limite de
diffusion), est que les schémas obtenus par cette méthode ne discrétisent pas correctement
les états transitoires. Il faut également préciser que, pour le modéle M1, ce probléme n’ap-
parait pas. Un autre constat concernant cette méthode est relatif a 'ordre de convergence
en espace. En effet, lorsque ¢ diminue, une mauvaise convergence en Ax est observée
pour les discrétisations du p-systeme et des équations de Saint-Venant. Ici encore, cela
n’apparait pas pour le modele M1 ot I'ordre correspond a ce qui peut étre attendu. En ef-
fet, les discrétisations obtenues par le schéma dans le régime hyperbolique (¢ de l'ordre de
1) satisfont un ordre en espace d’environ 1, tandis que dans le régime diffusif (¢ proche de
z€ro), l'ordre se rapproche de 2. Cet ordre est bien celui du schéma limite puisque celui-ci
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correspond a une discrétisation aux différences finies classique d’'une équation de la cha-
leur. Enfin, concernant la stabilité des schémas présentés dans cette seconde partie, elle
est systématiquement restreinte par une condition CFL hyperbolique dépendante du pa-
rametre asymptotique ¢ et il faut noter que cette condition est légérement plus restrictive
pour la méthode qui préserve les états stationnaires que pour la méthode de perturbation
HLL visqueuse.

Pour conclure sur cette partie, c’est sur la seconde méthode développée que se dirige
ma préférence. En effet, pour celle-ci, la convergence asymptotique correspond a ce que
'on pouvait attendre. Les ordres de convergence en espace sont satisfaisants et surtout, les
discrétisations obtenues préservent 'asymptotique alors que ce n’est pas le but dans lequel
elles ont été construites. Les résultats proposés dans ce manuscrit semblent donc montrer
qu'une discrétisation adéquate du terme source pour préserver tous les états stationnaires
permet également de préserver 'asymptotique de diffusion.

Les perspectives émergeant de ces travaux peuvent étre, en premier lieu, de com-
prendre le role que jouent les états transitoires dans la convergence asymptotique mais
également dans la convergence en espace pour la premiere méthode de discrétisation
proposée. Il peut également étre intéressant de généraliser cette méthode pour des chan-
gements d’échelle du terme source en 1/¢™, m € N*, et pas seulement en 1/ comme
cela a été fait dans [13]. Enfin, un résultat important reposerait sur la construction d’'une
procédure générique pour la seconde méthode présentée, pour développer des schémas
préservant tous les états stationnaires. En effet, en utilisant a chaque fois la méme tech-
nique mais au cas par cas, des schémas préservant tous les états stationnaires ont pu étre
construits pour chacun des trois problemes étudiés. Pour ces trois modeles, les discrétisa-
tions obtenues préservent également 'asymptotique diffusive, c’est pourquoi nous pensons
qu'une méthode générique peut étre développée.
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convergence numérique rigoureux pour un schéma discrétisant les solutions du p-systeme. Le taux de
convergence ainsi obtenu est exprimé explicitement et est en accord avec les résultats déja connus dans
les cadres continu et semi-discret. La seconde partie de ce manuscrit est dédiée au développement de
schémas préservant 'asymptotique, pour lequel deux méthodes sont proposées. La premiere constitue
une généralisation du schéma HLL perturbé proposé par Berthon et Turpault afin de traiter les termes
sources de forme quadratique tandis que la deuxieme méthode de construction exposée permet de pré-
server a la fois tous les états stationnaires et la limite de diffusion.

T'itle : Development and analysis of numerical schemes asymptotic preserving
in linear and nonlinear diffusion regimes

Keywords : finite volume schemes, asymptotic preserving schemes, conservation laws with
source term, shallow-water equations, well-balanced schemes.

Abstract : The aim of this work is to build and analyze schemes able to discretize the solutions of
hyperbolic systems of conservation laws endowed with a source term. The main property required here
is the preservation of the asymptotic behaviour, in other words the schemes must stay accurate in the
diffusive regime, namely the long time and stiff source term regime. This manuscript is divided in two
parts. The first one is dedicated to the presentation of a rigorous numerical convergence result for a
scheme discretizing the solutions of the p-system. The convergence rate obtained is explicitly exhibited
and coincides with the results obtained in the continuous and semi-discrete frameworks. The second part
is devoted to the development of asymptotic preserving schemes and two methods are proposed. The first
one is a generalization of the perturbed HLL method introduced by Berthon and Turpault in order to treat
source terms of quadratic form and the second one is able to preserve both all the steady states and the
diffusive limit.
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