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✶

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▲♦rsq✉❡ ❥✬❛✐ ❞❡♠❛♥❞é à ❉❛♠✐❡♥ ●❛❜♦r✐❛✉ ❞❡ ♠❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ✐❧ ✈♦✉❧❛✐t s❛✈♦✐r s✐ ❥❡ ♠✬✐♠♣♦s❛✐s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬♦r❞r❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❏❡ ❧✉✐ ❛✐ ré♣♦♥❞✉ q✉❡ ♥♦♥✱ ♣❡♥s❛♥t q✉✬✐❧ s❡ ré❢ér❛✐t à
❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ♠❛✐s ❧♦rsq✉✬✐❧ ♠✬❛ ♣r♦♣♦sé ❈❛❡♥✱ ❥✬❛✐ ❝♦♠♣r✐s ❧❡ s❡♥s ❞❡ s❛ q✉❡st✐♦♥
❡t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t r❡❣r❡tté ♠❛ ré♣♦♥s❡✳ ❏✬❛✈❛✐s t❡rr✐❜❧❡♠❡♥t t♦r❞✱ ❥✬② ❛✐ ♣❛ssé
tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❥❡ ❧❡ ❞♦✐s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t
❛❝❝♦♠♣❛❣♥é✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❥✬❛✐♠❡r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞✱ q✉✐ ♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs ❛❝❝♦r❞é
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ♠❛❧❣ré s❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés✳ ❙♦♥
❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t s❛ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♠✬♦♥t été ❡①trè♠❡♠❡♥t ♣ré❝✐❡✉① ❡t
❥❡ ♥❡ ♠✬✐♠❛❣✐♥❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r ❛✈♦✐r ré✉ss✐ s❛♥s ❧✉✐✳ ■❧ ♥❡ ❧✬❛♣♣ré❝✐❡r❛ ♣❛s ♠❛✐s ❥❡ ❧❡
r❡❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✉ss✐ ❢♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉✐❝♦♥q✉❡ ❛✉r❛✐t ❧✬✐❞é❡ étr❛♥❣❡
❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥❡ t❤ès❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❋❡❞♦r ❙✉❦♦❝❤❡✈ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❡ ▼❡r❞② ♣♦✉r ❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ■ ❛♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦
❋❡❞♦r ❙✉❦♦❝❤❡✈ ❢♦r t❤❡ t✇♦ r❡s❡❛r❝❤ st❛②s ❤❡ ✐♥✈✐t❡❞ ♠❡ t♦ ✐♥ ❙②❞♥❡② ❛♥❞ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ■ ❧❡❛r♥❡❞ t❤❡r❡✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡♥✈❡rs ❈②r✐❧ ❍♦✉❞❛②❡r✱ ▼❛❣❞❛❧❡♥❛
▼✉s❛t✱ ❏❛✈✐❡r P❛r❝❡t ❡t ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥
❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳ ▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ❏❛✈✐❡r P❛r❝❡t✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❤❡ ♠❛❞❡ ♠❡
❞✐s❝♦✈❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦✉rs❡ ✐♥ ❈❛❡♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❛❞r✐❞✱ ❢♦r ❤✐s s✉♣♣♦rt
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦♣✲
♣♦rt✉♥✐tés ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❡♥ ♠✬✐♥✈✐t❛♥t à ❇❡s❛♥ç♦♥
❡t à ❍❛r❜✐♥✳

▲♦rsq✉❡ ❥❡ ♠❡ s♦✉✈✐❡♥❞r❛✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ❝❡ s❡r❛ ❛✉ss✐ ❞❡
❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ◆✐❝♦❧❛s ❖r❡s♠❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r✲
❛♥ts q✉❡ ❥✬② ❛✐ ❢réq✉❡♥té✳ ❈❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ♥✬❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ êtr❡ ré✉ss✐❡s s❛♥s ❧❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t s✉rt♦✉t ❧❡s ✈❡rr❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt❛❣és✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡✱ P❛❜❧♦✱ ❈és❛r✱ ●❡♦r❣❡s✱ ❋r❛♥❦✱
❙❛rr❛ ❡t ❆r♥❛✉❞ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s❡♥t✐r à ♠❛ ♣❧❛❝❡✱ ❡t ❝❡✉①
q✉✐ ❧✬♦♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t r❡❥♦✐♥t✱ ➱t✐❡♥♥❡✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❡t ❏✉❧✐❡♥✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à t♦✉s
❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ➱♠✐❧✐❡✱ ❘✉❜é♥✱ ❙t❛✈r♦✉❧❛✱
◆❛❝❡r✱ ❚✐♥✱ ▼♦st❛❢❛✱ ❈♦✉♠❜❛✱ ❆♥❣❡❧♦t✱ ❍✉♥❣ ❡t ●✐❧❜❡rt♦✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞✐t s✐ ❜✐❡♥
❇✐❧❜♦ ❇❛❣❣✐♥s ✿ ✧■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ❤❛❧❢ ♦❢ ②♦✉ ❤❛❧❢ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ■ s❤♦✉❧❞ ❧✐❦❡✱ ❛♥❞ ■ ❧✐❦❡
❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ ②♦✉ ❤❛❧❢ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ②♦✉ ❞❡s❡r✈❡✧✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ♠èr❡✱ ♠♦♥ ♣èr❡✱ ♠♦♥ ❢rèr❡ ❡t ♠❡s ❣r❛♥❞s✲♣❛r❡♥ts
❛✐♥s✐ q✉✬à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ♠✬♦♥t été ♣ré❝✐❡✉① ❧♦rs ❞❡s
♠♦♠❡♥ts ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❡t ♠❡ ♣♦✉ss❡♥t ❞❡♣✉✐s t♦✉❥♦✉rs✳ ❯♥❡ ♣❡♥sé❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ♠❛♠✐ ❡t ♠❛ t❛♥t❡ ❆❧✐① q✉✐ ♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡♥t s♦✉✈❡♥t à q✉♦✐ s❡rt
♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ❥✬❡s♣èr❡ ✉♥ ❥♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ❧❡s ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✳

▼ë s❤✉♠ë ❢❛❧❡♠✐♥❞❡r✐t ♥❡ ❜♦të✱ ③❡♠r❛ ✐♠❡✳ ▼✉♥❞❡♠ s❤❦✉❛r ♠ë ❧❛r❣ ✈❡të♠
s❡♣s❡ ✉♥ë ❞✐ që ❞♦ të ❥❡♠ ♠✐rë ❣❥✐t❤♠♦♥ë ♠❡ t②✳ ❚✐ ❥❡ ❞✐❡❧❧✐ ✐♠ ♥ë s❤✐✳
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✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❋r❛♥ç❛✐s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✵✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❊♥❣❧✐s❤✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s ✷✼
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✷ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✷✳✶ ❋✐rst ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✸ ❑✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, Lq) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✸✳✷ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L∞(0, α))✱ p < 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✹ p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✶✳✹✳✶ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✶✳✹✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❑✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✸✼

✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✐♥ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✹✺
✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✷✳✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✶✳✸ ❚❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✶✳✹ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✶✳✺ ❘♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✷ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✷✳✸ ❯❧tr❛♣r♦❞✉❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✹ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✺✾
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✷ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ Lp ❢♦r p < 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✷✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✷✳✷ ❋✐rst st❡♣s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✷✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❢✉❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✷✳✹ Pr♦♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝t ❛r❣✉♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✸ ❋✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ L1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✹ ❆ r❡♠❛r❦ ❛❜♦✉t ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✸✳✺ ❖♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s Kh+ ❛♥❞ Kh− ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸



✹ ❈❖◆❚❊◆❚❙

✸✳✺✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ L2,∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✺✳✷ ❈♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r H2,∞ = R2,∞ + C2,∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✺✳✸ ❈♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r H2,∞ = R2,∞ ∩ C2,∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✺✳✹ ❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹ ❲❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ✽✸
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✶✳✶ ▼❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✶✳✷ ❆ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♠❛r❦ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✷ Ps❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✷✳✶ ❚❤❡♦r❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✷✳✷ ❚❤❡ s s❤✐❢t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✹✳✷✳✸ ❖♥❡ ♠♦r❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✷✳✹ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✷✳✺ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r Φi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✷✳✻ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r Ψi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✹✳✸✳✶ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✹✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✹✳✺ Lp✲♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✺✳✶ Lp✲❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ Φi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✺✳✷ Lp✲❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ Ψi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹



✵✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✭❋❘❆◆➬❆■❙✮ ✺

✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❋r❛♥ç❛✐s✮

❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✿ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞✳
❊❧❧❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t
s♦✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ②
❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❡t ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣îtr❡ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❡♥✲
t✐èr❡♠❡♥t ❞é❞✐é à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲❛
♠❛❥❡✉r ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té❡ ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ✭❬✺❪✱ ❬✹❪✮ ❡t ❞✬✉♥❡
♣ré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✸❪✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡
❜❛s❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t à ❞❡s rés✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ s✉r ❧❡s ✐♥é✲
❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❆♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

▲❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❛✉ ❞é❜✉t
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣❛r ❙❡❣❛❧ ❬✺✻❪ ❡t
❉✐①♠✐❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡✉❧s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s L1✱ L2 ❡t L∞ s♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ✐❧ ❢❛❧❧✉t ❛tt❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡
s✉❥❡t r❡ç♦✐✈❡ ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ✈❡♥✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡ ✭❬✶✽❪✱❬✹✵❪✮✳ ❉❡♣✉✐s ❧♦rs✱ ✐❧s ♦♥t été ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ✐♥térêt s♦✉t❡♥✉✱ à ❧❛ ❢♦✐s
♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡❝✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t✱ ✐❧s
s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❛✉① ❡s♣❛❝❡s Lp ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ■❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s
♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❥✉st✐✜❛♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ✐♥t✉✐t✐❢✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s Lp ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉r❛✐❡♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ♣❛r ❝♦♥✲
séq✉❡♥t ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✳ ◆♦t♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠❡s✉rés ❛✉ s❡♥s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❡t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ② ❞✐s♣❛r❛✐t ❡t t♦✉t ❡st ❡①♣r✐♠é
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✭❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡✮✱ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s C∗✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❡t ❛♣♣❛r❛ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✉♥✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ ❈♦♥♥❡s✳ ❙❡ ♣❧❛❝❡r
❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ ♣r✐① ❡t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés é✈✐❞❡♥t❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❢❛✉ss❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ |x+ y| ≤ |x| + |y| ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs x
❡t y✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ❞❡♠❛♥❞❡ s♦✉✈❡♥t ❞✬✐♥✈❡♥t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✳ Pr❡✲
♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ t♦✉t ♦♣ér❛t❡✉r x ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t u |x| ♦ù u ❡st ✉♥✐t❛✐r❡
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❡t |x| ❡st ♣♦s✐t✐❢✳ ❈❡❧❛ ❡st ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦r♠❛✉①✱ ❝♦♥s✐❞érés
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♦✉ s❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s Lp✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t
❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✿ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧❡s ② ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❛✐♥s✐ tr❛♥s❢éré❡ à ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣✉r❡✲
♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♥❝rèt❡✱ ❝❡❧❛ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦②❡♥
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ét❛❣é❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✮ q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
♥♦r♠❛✉① ✭♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♥♦r♠❡ Lp✮ ❡t s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r
q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ♠❛✐s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ●r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r t♦✉s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp à ♣❛rt✐r ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ✭s♦✉✈❡♥t L1✱ L2

♦✉ L∞✮✳
P❛r♠✐ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡

❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♥♦♥✲❝♦♠♠✉❛tt✐❢s✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦♣ér❛t❡✉rs
♥❛t✉r❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❧❡s ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡t ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ♠♦♥❞❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❧❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ P❛r♠✐ ❝❡✉①✲❝✐✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ♣❛r
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ❡t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡✳ ❈❡s ❞❡✉①
♥♦t✐♦♥s ♦♥t été ✈❛st❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❡t ❛❞♠❡t✲
t❡♥t ♠ê♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t
❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿ ❧❡s ✐♥é✲
❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲✉st✲P✐q✉❛r❞
❞❛♥s ❬✸✻❪ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥ ✲ ❩②❣♠✉♥❞ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❬✹✶❪✳

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❝❧❛ss✐q✉❡s

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❡t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ t❡①t❡✱ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡r❛ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ s❡r❛ ✐♥tér❡ssé q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❞❡s
rés✉❧❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ♦♥ ♥❡ t❡♥t❡r❛ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐s✲
s❡♥t ❞❛♥s ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés A(x) ❡t B(x)✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
A(x) . B(x) ♦✉ A(x) .C B(x) s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
x✱ A(x) ≤ CB(x) ❡t ❞❡ ♠ê♠❡✱ A(x) ≈ B(x) ♦✉ A(x) ≈C B(x) s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x✱ 1

CB(x) ≤ A(x) ≤ CB(x)✳
▲✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s

♦❜❥❡ts ❝♦♥s✐❞érés ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp✱ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♠♦t✐✈é❡
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♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛✈❡❝
✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp✳ ❙♦✐t Ω
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉ré σ✲✜♥✐ ❡t T ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s s✉r Ω✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶ ✭❘✐❡s③✲❚❤♦r✐♥✮✳ ❙♦✐t p < q ∈ (O,∞]✳ ❙✐ T ❡st ❜♦r♥é ❞❡ Lp(Ω)
✈❡rs Lp(Ω) ❡t ❞❡ Lq(Ω) ✈❡rs Lq(Ω) ❛❧♦rs T ❡st ❜♦r♥é ❞❡ Lr(Ω) ✈❡rs Lr(Ω) ♣♦✉r
t♦✉t r ❞❛♥s (p, q)✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs p ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s T ❡st ❜♦r♥é ❞❡ Lp(Ω)
✈❡rs Lp(Ω) ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♥♦r♠❡s ❡t ❡s♣❛❝❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs T ❛✉① ❜♦r♥❡s
❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦✉
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ T ❡st ❜♦r♥é s✉r Lp(R) ♣♦✉r
p ∈ (1,∞) ♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r p = 1 ♦✉ p = ∞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ T ❡st ❜♦r♥é ❞❡ L1(R)
✈❡rs L1,∞(R) ✭♦♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ❞❡ t②♣❡ (1, 1)✲❢❛✐❜❧❡✮ ❡t ❞❡ L∞ ✈❡rs BMO✳
❈♦♥♥❛îtr❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❛✉① ❜♦r♥❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✬✉♥ t❡❧
rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✷ ✭▼❛r❝✐♥❦✐❡✇✐❝③✮✳ ❙♦✐t p < q ∈ (0,∞)✳ ❙✐ T ❡st ❞❡ t②♣❡ (p, p)✲
❢❛✐❜❧❡ ❡t ❞❡ t②♣❡ (q, q)✲❢❛✐❜❧❡ ❛❧♦rs T ❡st ❜♦r♥é ❞❡ Lr(Ω) ✈❡rs Lr(Ω) ♣♦✉r t♦✉t
r ∈ (p, q)✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛
❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ ❛
été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❈❛❧❞❡ró♥ ❡t ❩②❣♠✉♥❞ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés
à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ p ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉r
❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ T s✉r Lq ❧♦rsq✉❡ q t❡♥❞ ✈❡rs p✳

❉é✜♥✐❡ ❛❜str❛✐t❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❣é♥ér❛✉①
(A,B) ❞✬❡s♣❛❝❡s q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ ❡t✱ s❛♥s ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧é E ❡♥tr❡ A ❡t B ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
♦♣ér❛t❡✉r T ❜♦r♥é s✉r A ❡t s✉r B✱ T ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❜♦r♥é s✉r E✳ P♦✉r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✉t✐❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡
♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0,∞), Lq(0,∞)) ♣♦✉r p, q ∈ (0,∞] ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
K✲❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ K✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✶ ✭K✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ❙♦✐t (A,B) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s q✉❛s✐✲
❇❛♥❛❝❤ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞é✜♥✐r ❧❡✉r s♦♠♠❡ A+B✳ ❙♦✐t x ∈ A+B ❛❧♦rs ❧❛
K✲❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡ ❞❡ x ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ (0,∞) → R ❞é✜♥✐❡
♣♦✉r t♦✉t t > 0 ♣❛r ✿

Kt(x,A,B) = inf
y+z=x

{∥∥y
∥∥
A
+ t
∥∥z
∥∥
B

}
.

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
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▲♦r❡♥t③ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❞✬❡s♣❛❝❡s Lp✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ssés ♣♦✉r
❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣❛r s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✷ ✭K✲♠♦♥♦t♦♥❡✮✳ ❙♦✐❡♥t A,B,E ❞❡s ❡s♣❛❝❡s q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ t❡❧s
q✉❡ E ⊂ A + B✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ E ❡st K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) s✐ ♣♦✉r
t♦✉t x ❞❛♥s E ❡t t♦✉t y ❞❛♥s A+B✱

K(y,A,B) . K(x,A,B) ⇒ y ∈ E,
∥∥y
∥∥
E
.
∥∥x
∥∥
E
.

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ t♦✉t ❡s♣❛❝❡ K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) ❡st
✉♥❡ ❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧é ♣♦✉r ❝❡ ❝♦✉♣❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❛✉ss✐
✈r❛✐❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t r❛ss❡♠❜❧❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✸✳ ❚♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t K✲
♠♦♥♦t♦♥❡s ✿

• ✭▲♦r❡♥t③✲❙❤✐♠♦❣❛❦✐✮ p ≥ 1✱ (Lp(0, α), L∞(0, α)) ❡t (L1(0, α), Lp(0, α))✱

• ✭❙♣❛rr✮ p, q ≥ 1✱ (Lp(Ω), Lq(Ω)) ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉ré σ✲✜♥✐ Ω✱

• ✭❙♣❛rr✱ ❈✇✐❦❡❧✮ p, q ∈ (0,∞)✱ (Lp(0, α), Lq(0, α))✱

• ✭❈✇✐❦❡❧✮ p ∈ (0,∞]✱ (ℓp, ℓ∞)✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③ ❡t ❙❤✐♠♦❣❛❦✐ ❡t ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✹✳ ❙♦✐t α ∈ (0,∞] ❡t p ∈ (0,∞)✳ ❆❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r✲
♣♦❧és ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L∞(0, α)) s♦♥t K✲♠♦♥♦t♦♥❡s✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f, g t❡❧ q✉❡K(f, Lp(0, α), L∞(0, α)) ≤ K(g, Lp(0, α), L∞(0, α))✱
à ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r T ❜♦r♥é s✉r Lp ❡t L∞ t❡❧ q✉❡ Tf = g✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ K✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❬✷✶❪✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t t > 0 ✿

Kt(f, Lp(0, α), L∞(0, α)) ≈
(∫ tp

0

fp

)1/p

.

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(Lp, Lq)✱ p, q ∈ (0,∞) q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✸✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r (0,∞)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ E ❡st
p✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ∈ E ❡t g ∈ L0(0,∞) t❡❧❧❡s q✉❡

♣♦✉r t♦✉t t > 0✱
∫ t

0
(f∗)p ≥

∫ t

0
(g∗)p ❛❧♦rs g ∈ E ❡t

∥∥g
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E
✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ E ❡st p✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❞r♦✐t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f ∈ E ❡t g ∈ L0(0,∞) t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t > 0✱

∫∞
t

(f∗)p ≥
∫∞
t

(g∗)p ❛❧♦rs

g ∈ E ❡t
∥∥g
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E
✳
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◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✺✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r (0, α)✱ α > 0 ❡t s♦✐t
0 < p < q <∞✳ ❆❧♦rs E ❡st p✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t q✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❞r♦✐t❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ E ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧é ❡♥tr❡ Lp(0, α) ❡t Lq(0, α)✳

◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙♣❛rr✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❡♥ ré❛❧✐té q✉✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ❡st p✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t p✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❞r♦✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st
K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, Lq)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ E ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❋❛t♦✉ ❛❧♦rs s✐ E ❡st p✲❝♦♥✈❡①❡✱ E ❡st p✲
♠♦♥♦t♦♥❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t s✐ E ❡st q✲❝♦♥❝❛✈❡✱ E ❡st q✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ E ❡st ❞✐t ♥❛t✉r❡❧ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ p > 0 t❡❧ q✉❡ E ❡st p✲❝♦♥✈❡①❡✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✵✳✶✳✻✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r (0, α)✱ ❛②❛♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❋❛t♦✉✳ ❆❧♦rs E ❡st q✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❞r♦✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
0 < p < q t❡❧ q✉❡ E ∈ (Lp(0, α), Lq(0, α))✳

❈❡❝✐ rés♦✉❞✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐ s♦♥ ♠✐♥❡✉r❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡ ❞❡ ▲❡✈✐t✐♥❛✱ ❙✉❦♦❝❤❡✈ ❡t ❩❛♥✐♥ ❬✸✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ s✉✐t❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♠ê♠❡ ♣❛s s✐ t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (ℓp, ℓq) s♦♥t
K✲♠♦♥♦t♦♥❡s✳

■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s

▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✈✐❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s s✉✐t❡s ✐♥❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝❡s tr❡♥t❡
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ t❛♥t q✉✬♦✉t✐❧ ❡t ❡♥ ❛♣♣♦rt❛♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛rré ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs
❝♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❬✹✾❪✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❙♦✐t (ξi) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✐♥é♣❡♥❞❡♥t❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s L∞(0, 1) ❡t (ai)i∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t p ∈ (0,∞)✿

∥∥∑
i≥0

aiξi
∥∥
p
≈cp

∥∥∑
i≥0

aiξi
∥∥
2
.

❈❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✬ét❡♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❞❡s s♦♠♠❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉ré✱
p ∈ (0,∞) ❡t (fi)i∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❛♥s Lp(Ω)✳ ❆❧♦rs ✿

∥∥∑
i≥0

fiξi
∥∥
Lp(Ω⊗(0,1))

≈cp

∥∥
(∑

i≥0
|fi|2

)1/2 ∥∥
Lp(Ω)

. ✭✶✮

❙♦✉s ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❢réq✉❡♠✲
♠❡♥t ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛rrés ♦✉ ét✉❞✐❡r ❧❛
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R✲❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
Lp✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s
t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X ♣❧✉tôt q✉❡ Lp(Ω) ❡♥ ✈♦②❛♥t

∑
i≥0 fiξi ❝♦♠♠❡ ✉♥

é❧é♠❡♥t ❞❡ Lp((0, 1), X)✱ ❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✭✐♥é❣❛❧✐tés
❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡✲❑❛❤❛♥❡✮ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ (xi)i≥0 ❞❛♥s X✱ ❡t t♦✉t p ∈ (1,∞)✱

∥∥∑
i≥0

xiξi
∥∥
Lp((0,1),X)

≈cp

∥∥∑
i≥0

fiξi
∥∥
L2((0,1),X)

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♥tér❡ssés✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✮✱ q✉✐ ❡st
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♦✉ ♠❛❥♦r❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡
q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢
❝❛r ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛rrés ✭❧✐❣♥❡ ❡t ❝♦❧♦♥♥❡✮ q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❛♥s Lp ❞ès q✉❡ p 6= 2✳ ❙♦✐t M ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉ré ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ Mc ⊂ M ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs à s✉♣♣♦rt ✜♥✐ ❡t S(M) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞❡ Mc✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉❛s✐✲
❇❛♥❛❝❤ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡❧ q✉❡ ❧❛ ✭q✉❛s✐✲✮♥♦r♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡
❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s
❬✸✶❪ s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r (0,∞)✱ ♥♦t♦♥s ♣❛r µ(x) ❧❛ ré❛rr❛♥❣é❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
x ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r (0,∞) ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ |x|✮✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ✿ ∥∥x

∥∥
E(M)

=
∥∥µ(x)

∥∥
E
,

❡t ❛✐♥s✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ E(M)✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
∥∥x
∥∥
E
:=
∥∥x
∥∥
E(M)

✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✹ ✭◆♦r♠❡s ❧✐❣♥❡ ❡t ❝♦❧♦♥♥❡✮✳ ❙♦✐t x ∈ S(M)✱ E ✉♥ ❡s♣❛❝❡
s②♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♥♦r♠❡s ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❧✐❣♥❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

∥∥x
∥∥
CE

:=
∥∥ (∑

i∈N
x∗i xi

)1/2 ∥∥
E

❛♥❞
∥∥x
∥∥
RE

:=
∥∥ (∑

i∈N
xix

∗
i

)1/2 ∥∥
E
✳

❯♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ êtr❡ tr♦✉✈é ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝❛rrés✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✼ ✭■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✮✳ ❙♦✐t p ∈ [2,∞)✳
❆❧♦rs ✿ ∥∥∑

i∈N
xi ⊗ ξi

∥∥
p
≈ max

(∥∥x
∥∥
Rp
,
∥∥x
∥∥
Cp

)
.

❙♦✐t p ∈ (0, 2]✳ ❆❧♦rs ✿

∥∥∑
i∈N

xi ⊗ ξi
∥∥
p
≈ inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
Cp

+
∥∥y
∥∥
Rp

}
.

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞✉ à ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ♣♦✉r p ∈ (1,∞) ❬✸✻❪✱ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❡t
P✐s✐❡r ♣♦✉r p = 1 ❬✸✼❪ ❡t ♣❧✉s ❞❡ ✈✐♥❣t ❛♥s ♣❧✉s t❛r❞s✱ P✐s✐❡r ❡t ❘✐❝❛r❞ ❬✹✼❪ ♣♦✉r
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p < 1✳ P❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ▲♦r❡♥t③ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♠❛✐s ♣❛s à L2,∞ ♦✉
L1,∞✳ P♦✉r L2,∞✱ ❝❡❧❛ ❡st ❞✉ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r é❝r✐r❡ L2,∞ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ Lp ❡t Lq✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ p < 2 ❡t q > 3 ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♥❡ s✬✐♥t❡r♣♦❧❡♥t ♣❛s ❜✐❡♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r é❝r✐r❡ L1,∞
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ Lp ❡t Lq✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ p < 1 ❝❡
q✉✐ ❡st ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡s
ξi ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s Lp(0, 1) ♣♦✉r p < 1✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ q✉✐
s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥s✱ ❢✉r❡♥t ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡
tr❛✈❛✐❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ξi s♦♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✽✳ ❙♦✐t p < 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S(M)✱

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
p
& inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
Cp

+
∥∥y
∥∥
Rp

}
.

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧é E ❡♥tr❡ Lp ❡t L∞ ❡t x ∈ S(M)✱

∥∥∑
i≥
xi ⊗ ξi

∥∥
E
& inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
CE

+
∥∥y
∥∥
RE

}
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ E✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
♦✉ ❞❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ❍❛❛r ❧✐❜r❡s✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s
L1,∞✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡
❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s ❞❛♥s Lp ♣♦✉r p < 1 ♣♦✉r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭♣❛r ❬✹✽❪✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✵✳✶✳✾✳ ❙♦✐t (ξi)i∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✐♥é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ❡t x ∈ S(M)✳ ❆❧♦rs ✿

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
1,∞ ≈ inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
C1,∞

+
∥∥y
∥∥
R1,∞

}
.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
x = y+z q✉✐ s♦♥t ♣r❡sq✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té∥∥y
∥∥p
Rp

+
∥∥z
∥∥p
Cp

✳ P♦✉r ❝❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❞❛♥s Lp ♣♦✉r ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (exi)i∈N

♦ù e ❡st ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s M✱ q✉❡ ❧❛ K✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ y ♣♦✉r ❧❡
❝♦✉♣❧❡ (Lp, L∞) ❡st ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ K✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡

∑
i∈N

xi ⊗ ξi ♣♦✉r ❧❡
❝♦✉♣❧❡ (Lp, L∞)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣❛r ❞✉❛❧✐té✱ ♦♥ ♠❛❥♦r❡ ❧❛K✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡
❞❡ z ♣❛r ❧❛ K✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡

∑
i∈N

xi ⊗ ξi✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ K✲
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③✲❙❤✐♠♦❣❛❦✐ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❡r♠❡t ❞❡
❧✬ét❡♥❞r❡ à t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❡♥tr❡ Lp ❡t L∞✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ L1✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❈❡❧❛ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t



✶✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙

♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♣♦✉ss❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❞❡♥t✐té ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ q✉✐
s❡♠❜❧❡ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐❜r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t x = (xi)i≥0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Mc✳ ■❧ ❡①✐st❡
α, β ∈ M+

c ✱ ❡t u = (ui)i≥0 ∈ MN
c t❡❧s q✉❡ ✿

• s(α) ≤∑i≥0 uiu
∗
i ≤ 1✱

• s(β) ≤∑i≥0 u
∗
i ui ≤ 1✱

• ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 0✱ xi = uiβ + αui✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

• ❧❡s ξi ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦rt❤♦♥♦r♠é❡s ❞❛♥s L2(A)

• ❧❡s ξi ✈ér✐✜❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❞❛♥s L∞ ✐✳❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡
x = (xi)i≥0 ∈ MN✿

max
(∥∥x

∥∥
R∞

,
∥∥x
∥∥
C∞

)
≈c∞

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
∞.

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t p ∈ (0,∞) ❡t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧é ❡♥tr❡ Lp ❡t L∞✿
∥∥α
∥∥
E
+
∥∥β
∥∥
E
≈c

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
E
,

♦ù c ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ p ❡t c∞✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ x = y + z ❡t ❧✬♦♥ é❝r✐t ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦❧❛✐r❡s ❞❡ y ❡t
z✳ ▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s s❛t✉r❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❡t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❛tt❡♥❞✉❡✳ ❉❛♥s
✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❞❡s
♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ K✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r p ≥ 1✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠❛✐s ♣♦✉r p < 1✱ ♥♦✉s ❞❡✲
✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs✱ ♣r♦✉✈é❡ ré❝❡♠♠❡♥t
♣❛r ❘✐❝❛r❞ ❬✺✹❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t t❡❝❤♥✐q✉❡ très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣❛r
P✐s✐❡r ❡t ❘✐❝❛r❞ ❞❛♥s ❬✹✽❪ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♣♦✉r p < 1✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡

∑
i≥0 xi ⊗ ξi ❞❛♥s L2,∞ ❡t ré♣♦♥❞ ❛✐♥s✐ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛ç♦♥ à

✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ♣❛r ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❡t ❳✉ ❞❛♥s ❬✸✽❪✳ ❈❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t s❡♠❜❧❡
❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛✐s ✐❧ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❞✬❡s♣❛❝❡s Lp✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❝❛s p < 2
❡t p > 2 s♦♥t tr❛✐tés ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
❝♦♥s✐❞érés ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ❍❛❛r ❧✐❜r❡s✱ ✉♥❡ ❝❤❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ s♦♥t
✈❛❧✐❞❡s✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s②♠♠étr✐q✉❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❋❛t♦✉
❡t M = B(ℓ2)⊗L∞(0, 1)✳ ❆❧♦rs E ❡st 2✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ x ∈ MN

c ✱
∥∥x
∥∥
RE∩CE

≈
∥∥∑

i≥0 xi ⊗ ξi
∥∥
E
✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ p > 0 t❡❧ q✉❡ E ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧é ❡♥tr❡
Lp ❡t L∞✳ ❆❧♦rs E ❡st 2✲♠♦♥♦t♦♥❡ à ❞r♦✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡
✜♥✐❡ x ∈ MN

c ✱
∥∥x
∥∥
RE+CE

≈
∥∥∑

i≥0 xi ⊗ ξi
∥∥
E
✳

❈❡❝✐ ✈✐❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ ♠♦♥tr❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ E = L2,∞✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉①
❢♦r♠✉❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❜❛s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✲❍♦r♥✳

■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣îtr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✺❪✳ ■❧ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡ ❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❞❛♥s L1,∞ ❞♦♥♥é❡
à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣îtr❡✳ ■❧ tr❛✐t❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦✉ ✐♥té❣r❛❧❡s
s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✐✳❡✳ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs T ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❛r
❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Tf(x) =

∫

Rn

k(x, y)f(y)dy,

♦ù n ≥ 1✱ x ∈ R
n ❡t k : R

2n → C ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ T ❡t ✈ér✐✜❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ✧❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞✧ ❜✐❡♥ q✉❡
❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s st❛♥❞❛r❞✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❞❡ k ♠❛✐s ❧❛✐ss❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳
❯♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡❧s ♥♦②❛✉① ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ K : Rn → C t❡❧❧❡ q✉❡
k(x, y) = K(x − y)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ t②♣✐q✉❡
❡st ✿

|∇K(x)| . 1

|x|n+1 .

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st r❛r❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ❢❛❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘✐❡s③ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱
q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s
❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✳✶✷ ✭❈❛❧❞❡ró♥✱ ❩②❣♠✉♥❞✮✳ ❙✐ T ❡st ❜♦r♥é s✉r L2(R
n) ❡t ❡st ❛ss♦✲

❝✐é à ✉♥ ♥♦②❛✉ k ✈ér✐✜❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ❛❧♦rs T s✬ét❡♥❞
❡♥ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é ❞❡ L1(R

n) ✈❡rs L1,∞(Rn)✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✲ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ▼❛r❝✐♥❦✐❡✇✐❝③ ❝✐té ♣❧✉s ❤❛✉t ✲ ❡t ♣❛r ❞✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲
❩②❣♠✉♥❞ s♦♥t ❜♦r♥és ❞❡ Lp(R

n) ✈❡rs Lp(R
n) ♣♦✉r t♦✉t p ∈ (1,∞)✳ P❛r ❧❛

♠ê♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ T ♣♦✉rr❛✐t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ Lp(R
n, X) ✈❡rs Lp(R

n, X)



✶✹ ❈❖◆❚❊◆❚❙

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✐♠♣♦s❡r s✉r X ♣♦✉r
q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡ T s♦✐t ❛❧♦rs ❝♦♥s❡r✈é❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❧é ét❛♥t
q✉❡ X s♦✐t ❯▼❉✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢s s♦♥t ❥✉st❡♠❡♥t ❯▼❉ ♣♦✉r
p ∈ (0,∞) ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t ② êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ à ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ♥❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ♣❛s ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ q✉✐
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ T ❞❛♥s Lp ✈❡rs
Lp ❧♦rsq✉❡ p t❡♥❞ ✈❡rs 1✳ ❉❛♥s ❬✹✶❪✱ P❛r❝❡t ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶✷ ❛✉
❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♦✉ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❇▼❖ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♣ré❢éré❡s ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ q✉✐ s♦♥t ♣❛r❢♦✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ P❛r❝❡t ❛ tr♦✉✈é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥❛②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♦♥t ❞é❜✉té ❧♦rsq✉❡ P♦t❛♣♦✈ ❡t ❙✉❦♦❝❤❡✈ ♦♥t rés♦❧✉ ✉♥ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ♣♦sé ♣❛r ❑r❡✐♥ ❡t r❡sté ❧♦♥❣t❡♠♣s ✐♥t♦✉❝❤é s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ▲✐♣s✲
❝❤✐t③✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❙❝❤❛tt❡♥ ❬✺✶❪✳ ■❧s ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p ❞❛♥s
(1,∞)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ cp t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡
f : R → R ❡t t♦✉s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts x ❡t y✱

∥∥f(x)− f(y)
∥∥
p
≤ cp

∥∥f
∥∥
Lip

∥∥x− y
∥∥
p
, ✭✷✮

♦ù ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ x− y ∈ Lp(M) ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

∥∥f
∥∥
Lip

:= sup
t 6=s

|f(t)− f(s)|
|t− s| .

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉t❡✉rs✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈❛s♣❡rs ❡t ❩❛♥✐♥✱
♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✷✮ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡
❡t ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ cp q✉❛♥❞ p t❡♥❞ ✈❡rs 1✳ ❊❧❧❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ P❛r❝❡t✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♠♣❧♦②é ✲ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧❛ ❜♦r♥✐✲
t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ✲ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞✬❛✉tr❡s
q✉❡st✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❛r❝❡t r❡ç♦✐t
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ♣❛r P❛r❝❡t ❞❛♥s ❬✹✶❪ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛❞❛♣t❡r s✐
❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ✐♠♠é✲
❞✐❛t❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❛ ♠♦t✐✈é ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧✐✜é❡
❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✱ ❡♥
s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❡s q✉❡ P❛r❝❡t✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ é♥♦♥❝é ♣ré❝✐s ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✺ ✭▲✐ss✐té ❡t ❚❛✐❧❧❡✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❛ ♣♦✉r ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③
γ ✭0 < γ ≤ 1✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x✱y ❡t z ❞❛♥s R

n t❡❧s q✉❡ |x− z| ≤ 1
2 |y − z|✱ ❧❡s

✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧✐ss✐té s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
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|k(x, y)− k(z, y)| . |x− z|γ

|y − z|n+γ ,

|k(y, x)− k(y, z)| . |x− z|γ

|y − z|n+γ .

❖♥ ❞✐t q✉❡ T ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ R
n✱

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃ .

1

|x− y|n .

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T ❛ ♣♦✉r ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ γ ✭0 <
γ ≤ 1✮✱ ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❡st L2(R

n) ❜♦r♥é s✉r L2(R
n)✳ ❆❧♦rs T

s✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é ❞❡ L1(M⊗L∞(Rn)) ✈❡rs L1,∞(M⊗L∞(Rn))✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f = g + b✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s ♠❛rt✐♥✲
❣❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❜✐❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❈✉❝✉❧❡s❝✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s t♦✉t❡s
❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t❡r♠❡s ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❡♥t ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❥♦r❡r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ L2 s✉✐✈❛♥t ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t N = M⊗L∞(Rn) ❡t Nk ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ N ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ❞❡ ❝ôté ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2−k✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶✹ ✭Ps❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s L2✮✳ ❙♦✐t f ∈ L2(N ) ❛♥❞ s ∈ N✳
P♦✉r t♦✉t k ∈ Z✱ s♦✐❡♥t Ak ❡t Bk ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s Nk t❡❧❧❡s q✉❡ A⊥

k dfk+s =
dfk+sB

⊥
k = 0✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ✐♠♣❛✐r d✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

Ak =
∑

Q∈Qk
AQIQ✱ AQ ∈ M ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ dAk :=

∨
Q∈Qk

AQIdQ✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t dBk✳ ❙♦✐t ✿

Af,s :=
∨

k∈Z

5Ak ❛♥❞ Bf,s :=
∨

k∈Z

5Bk.

❙♦✐t T ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥♦②❛✉ k ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ γ✱ ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❡t ❜♦r♥é ❞❡ L2(N ) ✈❡rs L2(N )✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s ∈ N ❡t
f ∈ L2(N ) ♦♥ ❛ ✿

∥∥A⊥
f,s(Tf)

∥∥
2
. 2−

γs
2

∥∥f
∥∥
2
❛♥❞

∥∥(Tf)B⊥
f,s

∥∥
2
. 2−

γs
2

∥∥f
∥∥
2
.

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❝✐té ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡♥❛♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ♠❡s✉ré ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ■❧
q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳
❈❡❝✐ ♥✬❛✈❛✐t ❥❛♠❛✐s été ✉t✐❧✐sé ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠❛✐s
❡st ❝r✉❝✐❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦❧♦✲
❝❛❧✐s❛t✐♦♥ L2 r❡✈✐❡♥t à ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣r❡sq✉❡✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✳ ❉❛♥s



✶✻ ❈❖◆❚❊◆❚❙

❝❡tt❡ t❤ès❡✱ s❡✉❧❡s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ✿ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡
❙❝❤✉r ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r L2 ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡t ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ❞❡ T ✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ P❛r❝❡t✱ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ✐♥t❡r♣rét♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
✧♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉✧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿

Af,s(x)Tf(x) = Af,s(x)

∫

Rn

k(x, y)f(y)dy = Af,s(x)

∫

Rn

k′(x, y)f(y)dy,

♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r T ′ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♥♦②❛✉ k′✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡t
❛✐♥s✐ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ r❛❝❝♦✉r❝✐r✳ ❈♦♠♠❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ Lp✱ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
❍②tö♥❡♥ ❞❛♥s ❬✷✷❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶✺✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣♦✉r
t♦✉t 1 < p <∞✱ s ∈ N ❡t f ∈ Lp(N )✱ ✐❧ ❡①✐st❡ θp > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

∥∥A⊥
f,s(Tf)

∥∥
p
. 2−γsθp

∥∥f
∥∥
p
❡t
∥∥(Tf)B⊥

f,s

∥∥
p
. 2−γsθp

∥∥f
∥∥
p
,

▲❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ r❡♣ér❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥♦②❛✉① à ✈❛❧❡✉r ♦♣ér❛t❡✉r✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♣r✐s❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❈❡❝✐ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ P❛r❝❡t ♠❛✐s✱ ❡♥ ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❞❛♥s L1,∞✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ à ✈❛❧❡✉r
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ▼❡✐ ❡t P❛r❝❡t
❞❛♥s ❬✸✾❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✳✶✻✳ ❙♦✐t T ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥♦②❛✉ k à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ℓ2✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ T ❡st ❜♦r♥é ❞❡ L2(N ) ✈❡rs R2(N ) ❡t q✉❡ k s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✐ss✐té ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❆❧♦rs T ❡st ❜♦r♥é ❞❡ L1(N ) ✈❡rs R1,∞(N ) +
C1,∞(N ) ❡t ❞❡ Lp(N ) ✈❡rs Rp(N ) + Cp(N ) ♣♦✉r 1 < p < 2✳
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✵✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❊♥❣❧✐s❤✮

❚❤✐s t❤❡s✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♣✐❝s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉✲
t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✿ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ■t ❢♦❝✉s❡s ♦♥
✇❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ t❤❡♦r②✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣❧❛②s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❡①t✱ ❛s ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♦r ❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❛♥❞ ✐s
❡✈❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ❛rt✐❝❧❡s ✭❬✺❪✱❬✹❪✮ ❛♥❞ ❛ ♣r❡♣r✐♥t ❬✸❪✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐s
♠❛✐♥❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡❛s ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ♦♥
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❜②♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛s ❜② ❙❡❣❛❧ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ❉✐①♠✐❡r ✐♥ t❤❡ ✺✵s✳ ❚❤❡② s❡r✈❡ s♦ ❢❛r
♥♦ ♣✉r♣♦s❡ ❛s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥ ❛❧❣❡❜r❛s ❜✉t ❢♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ ✼✵✬s ✭❬✶✽❪✱❬✹✵❪✮✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡ ♦♥✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡
♦❜❥❡❝t ♦❢ s✉st❛✐♥❡❞ ✐♥t❡r❡st✱ ❜♦t❤ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡② ❤♦❧❞ ✇✐t❤ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ❜❡❛r r❡♠❛r❦❛❜❧❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡✐r ❞✉❛❧✐t②✱ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②
t❤♦✉❣❤t ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ Lp✲s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦rs
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ tr✉❡ ✐♥
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡ ❢❛❧s❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✇♦r❧❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t |x+ y| ≤ |x|+ |y| ✐s ♥♦t ❧♦♥❣❡r tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs x ❛♥❞
y✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✲ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✲ t♦
t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣✱ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ✐♥✈❡♥t ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❛ ❢❡✇ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡
✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ♦♣❡r❛t♦r x ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛
♣r♦❞✉❝t u |x| ♦❢ ❛ ✉♥✐t❛r② u ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r |x|✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦
r❡❞✉❝❡ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s s♣❡❝✲
tr❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦r♠❛❧
♦♣❡r❛t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡
✐s ♠♦r❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛s t❤❛t ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡ts ✭♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡ts s✐♥❝❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥✲
t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❡①✐sts ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ tr❛♥s❧❛t❡ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✇♦r❧❞ ♦r✱
♦♥ ❛ ♣✉r❡❧② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉s❡❢✉❧ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs
❣✐✈❡♥ ❜② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ st❡♣
❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♥✉♠❡r♦✉s ♣r♦♦❢s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✿ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡
❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇♦r❧❞ ❜✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ Lp✲s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✐t ❡♥❛❜❧❡s
t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❧❧ Lp✲s♣❛❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛ ❢❡✇✳ ▼♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛✐❞



✶✽ ❈❖◆❚❊◆❚❙

❛❜♦✉t ✐t ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❆♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ♥♦♥❝♦♠♠✉✲

t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❡❞♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✿
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ❙❝❤✉r ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ❆ ✜rst
st❡♣ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦♦❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② t♦ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
Lp✲s♣❛❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡rst✐❣❛t❡❞✳ ❇✉t ✐♥ t❤✐s ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ♠♦r❡
❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞✿ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s t❛❦❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲✉st✲
P✐q✉❛r❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛❞♠✐t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
♣r♦✈❡❞ ❜② P❛r❝❡t ✐♥ ❬✹✶❪✳

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ Lp✲s♣❛❝❡s

❆ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ♣✉s❤ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t♦♦❧s✱ ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✐s ❛❧r❡❛❞② ✇❡❧❧✲✉♥❞❡rst♦♦❞ ♦♥ Lp✲s♣❛❝❡s✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ❧❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ▲❡t Ω ❜❡ ❛ σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ T ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣
♦♥ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Ω✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶ ✭❘✐❡s③✲❚❤♦r✐♥✮✳ ▲❡t p < q ∈ (0,∞]✳ ■❢ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠
Lp(Ω) t♦ Lp(Ω) ❛♥❞ ❢r♦♠ Lq(Ω) t♦ Lq(Ω) t❤❡♥ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ Lr(Ω) t♦
Lr(Ω) ❢♦r ❛❧❧ r ∈ (p, q)✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s p s✉❝❤ t❤❛t T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ Lp(Ω) t♦ Lp(Ω)
✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❖♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s♣❛❝❡s ✐♥ ❤❛r♠♦♥✐❝
❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ T ❛t t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■❢ T
✐s ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❍✐❧❜❡rt
tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡♥ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ Lp(R) ❢♦r p ∈ (1,∞) ❜✉t ♥♦t ❢♦r p = 1 ❛♥❞
p = ∞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L1 t♦ L1,∞ ✭✇❡ s❛② t❤❛t T ✐s ♦❢ ✇❡❛❦
t②♣❡ (1, 1)✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ L∞ t♦ BMO✳ ❑♥♦✇✐♥❣ s✉❝❤ ❡♥❞♣♦✐♥t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐s t❤❡♥
tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ Lp✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❡ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ s✉❝❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✷ ✭▼❛r❝✐♥❦✐❡✇✐❝③✮✳ ▲❡t p < q ∈ (0,∞)✳ ■❢ T ✐s ♦❢ ✇❡❛❦ t②♣❡
(p, p) ❛♥❞ ♦❢ ✇❡❛❦ t②♣❡ (q, q) t❤❡♥ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ Lr(Ω)✱ r ∈ (p, q)✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❡❞♥❡ss ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢
s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ❈❛❧❞❡ró♥ ❛♥❞ ❩②❣♠✉♥❞✳ ❆♥♦t❤❡r
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❡♥❞♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❛t ❛ ♣♦✐♥t p ✐s t❤❛t t❤❡② ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ T ♦♥ Lq ✇❤❡♥ q ❣♦❡s t♦ p✳

❆❜str❛❝t❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧❡s (A,B) ♦❢ q✉❛s✐✲
❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❛♥❞✱ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✐s ❛
q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ E s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ A ❛♥❞ B✱
✐t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ E✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱
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✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ✐♥ ❢✉❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t②
❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ Lp(0,∞)✱ Lq(0,∞) ✇✐t❤ p, q ∈ (0,∞] ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r K✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✭✶✳✷✳✹✮✳ ❋♦r
t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s t❡①t✱ ❢♦r t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s A(x) ❛♥❞ B(x)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡
A(x) . B(x) ♦r A(x) .C B(x)✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t
❢♦r ❛❧❧ x✱ A(x) ≤ CB(x)✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② A(x) ≈ B(x) ♦r A(x) ≈C B(x) ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts C s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x✱ 1

CB(x) ≤ A(x) ≤ CB(x)✳ ❘♦✉❣❤❧②✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛
s♣❛❝❡ E ⊂ A+B ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❢♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ E✱ x ≻A,B y
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

∥∥x
∥∥
E

&
∥∥y
∥∥
E
✱ ✇❤❡r❡ ≻A,B ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ (A,B)✳ ■t

✐s ❛ ❜❛s✐❝ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡✱ ❡✈❡r② K✲♠♦♥♦t♦♥❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s♣❛❝❡✳ ■♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❛❧s♦ tr✉❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✸✳ ❊✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ q✉❛s✐✲
❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡✿

• ✭▲♦r❡♥t③✲❙❤✐♠♦❣❛❦✐✮ p ≥ 1✱ (Lp(0, α), L∞(0, α)) ❛♥❞ (L1(0, α), Lp(0, α))✱

• ✭❙♣❛rr✮ p, q ≥ 1✱ (Lp(Ω), Lq(Ω)) ❢♦r ❛♥② σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ Ω✳

• ✭❙♣❛rr✱ ❈✇✐❦❡❧✮ p, q ∈ (0,∞)✱ (Lp(0, α), Lq(0, α))✱

• ✭❈✇✐❦❡❧✮ p ∈ (0,∞]✱ (ℓp, ℓ∞)✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ ❙❤✐♠♦❣❛❦✐✬s r❡s✉❧t t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✹✳ ▲❡t α ∈ (0,∞] ❛♥❞ p ∈ (0,∞)✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L∞(0, α)) ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥② ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✐t ❝♦♥s✐sts✱ ❢♦r ❛♥② t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s f, g s✉❝❤ t❤❛t f ≻Lp,L∞

g✱ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r
T ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ Lp ❛♥❞ L∞ s✉❝❤ t❤❛t Tf = g✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❜②
❙♣❛rr ❬✺✼❪✱ t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), Lq(0, α)) ✐s
K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❢♦r p, q ∈ (0,∞)✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡
s♣❛❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✺ ✭p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥ (0,∞)✱ ✇❡
s❛② t❤❛t E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ∈ E ❛♥❞ g ∈ L0(0,∞) s✉❝❤

t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱
∫ t

0
(f∗)p ≥

∫ t

0
(g∗)p t❤❡♥ g ∈ E ❛♥❞

∥∥g
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E
✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s❛② t❤❛t E ✐s r✐❣❤t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ∈ E ❛♥❞
g ∈ L0(0,∞) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

∫∞
t

(f∗)p ≥
∫∞
t

(g∗)p t❤❡♥ g ∈ E ❛♥❞∥∥g
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E
✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✻✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥ (0, α)✱ α > 0✱ ❛♥❞ ❧❡t 0 < p <
q <∞✳ ❚❤❡♥ E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ E ✐s ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp(0, α) ❛♥❞ Lq(0, α)✳
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❖✉r ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ ❙♣❛rr✬s r❡s✉❧t✳ ❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛ s♣❛❝❡ E
✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❢♦r t❤❡
❝♦✉♣❧❡ (Lp, Lq)✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt②✱
p✲❝♦♥✈❡①✐t② ✐♠♣❧✐❡s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❝✐t② ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② q✲❝♦♥❝❛✈✐t② ✐♠♣❧✐❡s r✐❣❤t✲q✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ s♣❛❝❡ E ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ p > 0
s✉❝❤ t❤❛t E ✐s p✲❝♦♥✈❡①✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✵✳✷✳✼✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥ (0, α) ✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉
♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡♥ E ✐s r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 < p < q s✉❝❤
t❤❛t E ∈ (Lp(0, α), Lq(0, α))✳

❚❤✐s s♦❧✈❡s✱ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✐♥♦r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦❢
▲❡✈✐t✐♥❛✱ ❙✉❦♦❝❤❡✈ ❛♥❞ ❩❛♥✐♥ ❬✸✹❪ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❡
K✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (ℓp, ℓq) ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s
❢✉❧❧② ♦♣❡♥ ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳

◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ st✉❞② ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡② ♣❧❛②❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❜♦t❤ ❛s ❛ t♦♦❧
❛♥❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✧r✐❣❤t✧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤
✐s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♠❛❥♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t✐❡s ❬✹✾❪✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ▲❡t (ξi)i∈N ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ L∞(0, 1) ❛♥❞
(ai)i∈N ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ p ∈ (0,∞)✿

∥∥∑
i≥0

aiξi
∥∥
p
≈cp

∥∥∑
i≥0

aiξi
∥∥
2
.

❚❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡①t❡♥❞s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ s✉♠s ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥
❝❧❛ss✐❝❛❧ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ▲❡t Ω ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡✱ p ∈ (0,∞) ❛♥❞ (fi)i∈N ❛ ✜♥✐t❡
s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Lp(Ω)✳ ❚❤❡♥✿

∥∥∑
i≥0

fiξi
∥∥
Lp(Ω⊗(0,1))

≈cp

∥∥
(∑

i≥0
|fi|2

)1/2 ∥∥
Lp(Ω)

. ✭✸✮

❯♥❞❡r t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✱ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❤❛r♠♦♥✐❝
❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r st✉❞② t❤❡ R✲❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦♥ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ X ✐♥st❡❛❞
♦❢ Lp(Ω)✱ ❜② s❡❡✐♥❣

∑
i≥0 fiξi ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Lp((0, 1), X)✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛❧❧❡❞ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡✲❑❛❤❛♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❛t t❤❛t ❧❡✈❡❧
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ (xi)i≥0 ✐♥ X✱ ❛♥❞ ❛♥②
p ∈ (1,∞)✱

∥∥∑
i≥0

xiξi
∥∥
Lp((0,1),X)

≈cp

∥∥∑
i≥0

fiξi
∥∥
L2((0,1),X)
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❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥✱ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r ❡st✐♠❛t❡❞✳ ◆♦t❡ r✐❣❤t ❛✇❛② t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ✇♦r❦
✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✧sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✧
✭r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ Lp ❢♦r p 6= 2✳ ▲❡tM ❜❡ ❛ ♥♦♥❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡✱ Mc t❤❡ ✜♥✐t❡❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ M ❛♥❞ S(M)
t❤❡ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ Mc✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ E
✐s ❛ ✭q✉❛s✐✲✮❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s♣❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉✲
t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❬✸✶❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✽ ✭❘♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♥♦r♠s✮✳ ▲❡t x ∈ S(M)✱ E ❛ s②♠♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ r♦✇ ♥♦r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∥∥x
∥∥
CE

:=
∥∥ (∑

i∈N
x∗i xi

)1/2 ∥∥
E

❛♥❞
∥∥x
∥∥
RE

:=
∥∥ (∑

i∈N
xix

∗
i

)1/2 ∥∥
E
✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✾ ✭◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✮✳ ▲❡t p ∈ [2,∞)
t❤❡♥✿ ∥∥∑

i∈N
xi ⊗ ξi

∥∥
p
≈ max

(∥∥x
∥∥
Rp
,
∥∥x
∥∥
Cp

)
.

▲❡t p ∈ (0, 2] t❤❡♥✿

∥∥∑
i∈N

xi ⊗ ξi
∥∥
p
≈ inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
Cp

+
∥∥y
∥∥
Rp

}
.

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞✉❡ t♦ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❢♦r p ∈ (1,∞) ❬✸✻❪✱ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❛♥❞
P✐s✐❡r ❢♦r p = 1 ❬✸✼❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇❡♥t② ②❡❛rs ❧❛t❡r P✐s✐❡r ❛♥❞ ❘✐❝❛r❞ ❬✹✼❪
❢♦r p < 1✳ ❇② t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❡①t❡♥❞s t♦ ♠♦st ❇❛♥❛❝❤
▲♦r❡♥t③ s♣❛❝❡s ❜✉t ♥♦t t♦ L2,∞ ♦r L1,∞✳ ❋♦r L2,∞✱ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t♦
✇r✐t❡ L2,∞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ Lp ❛♥❞ Lq✱ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ p < 2 ❛♥❞ q > 2
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ♥✐❝❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t♦ ✇r✐t❡ L1,∞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ Lp ❛♥❞ Lq✱ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ p < 1
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ξi ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ Lp(0, 1) ❢♦r p < 1✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❝♦♠♠♦♥ s♣❛❝❡s ♣r♦♠♣t❡❞ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ξi ❛r❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s♣❛❝❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✵✳ ▲❡t p < 1✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ S(M)✱

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
p
& inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
Cp

+
∥∥y
∥∥
Rp

}
.

❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞ ❛♥❞ x ∈ S(M)✱

∥∥∑
i≥
xi ⊗ ξi

∥∥
E
& inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
CE

+
∥∥y
∥∥
RE

}
.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ E✳
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❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ L1,∞
❢♦r ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ s✐♥❝❡ ❢♦r t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r p < 1✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✵✳✷✳✶✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ξi ❛r❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♦r ❢r❡❡ ❍❛❛r
✉♥✐t❛r✐❡s✮✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ S(M)✿

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
1,∞ ≈ inf

y+z=x

{∥∥z
∥∥
C1,∞

+
∥∥y
∥∥
R1,∞

}
.

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ x = y + z
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❛❧♠♦st ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ q✉❛♥✲
t✐t②

∥∥y
∥∥p
Rp

+
∥∥z
∥∥p
Cp

❛♥❞ t♦ s❤♦✇ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ Lp t♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (exi)i∈N✱ ✇❤❡r❡ e ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱
t❤❛t t❤❡ r♦✇ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ y ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, L∞) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ K✲
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ z ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, L∞) ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢∑

i∈N
xi ⊗ ξi ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, L∞)✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

▲♦r❡♥t③✲❙❤✐♠♦❣❛❦✐ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❡✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳
❇② ♣✉s❤✐♥❣ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ L1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤
s❡❡♠s t♦ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡❝♦✈❡r ♠♦st
❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✷✳ ▲❡t x = (xi)i≥0 ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ Mc✳ ❚❤❡r❡
❡①✐st α, β ∈ M+

c ✱ ❛♥❞ u = (ui)i≥0 ∈ MN
c s✉❝❤ t❤❛t✿

• s(α) ≤∑i≥0 uiu
∗
i ≤ 1✱

• s(β) ≤∑i≥0 u
∗
i ui ≤ 1✱

• ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0✱ xi = uiβ + αui✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✿

• t❤❡ ξi ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✐♥ L2(A)

• t❤❡ ξi ✈❡r✐❢② t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ L∞ ✐✳❡ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡
x = (xi)i≥0 ∈ MN✿

max
(∥∥x

∥∥
R∞

,
∥∥x
∥∥
C∞

)
≈c∞

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
∞.

❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② p ∈ (0,∞) ❛♥❞ E ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞✿

∥∥α
∥∥
E
+
∥∥β
∥∥
E
≈c

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
E
,

✇❤❡r❡ c ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p ❛♥❞ c∞✳



✵✳✷✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✭❊◆●▲■❙❍✮ ✷✸

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❡♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ x = y + z ✐♥
L1✳ ❇② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ y ❛♥❞ z ❛♥❞ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❞✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✇❡ ♥❡❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✇❤✐❝❤ ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ r❡s✉❧t ❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❋♦r p ≥ 1✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡① t♦♦❧ ❜✉t t♦ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ p < 1✱
✇❡ ❝r✉❝✐❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❝♦♠♠✉t❛t♦rs r❡❝❡♥t❧② ♣r♦✈❡❞
❜② ❘✐❝❛r❞ ❬✺✹❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡
♥♦r♠ ♦❢

∑
i≥0 xi ⊗ ξi ✐♥ L2,∞ t❤♦✉❣❤ ✐ts ✈❡r② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♠❛② ♥♦t ♠❛❦❡

✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ♥♦t❛❜❧❡ ❢❛❝t ✐s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤✐s
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ♦♥❡s✱ ✉♥✐✜❡s t❤❡ ❝❛s❡s
p < 2 ❛♥❞ p > 2✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s✉❛❧
❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✸✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞
M = B(ℓ2)⊗L∞(0, 1)✳ ❚❤❡♥ E ✐s ❧❡❢t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ✜♥✐t❡
s❡q✉❡♥❝❡s x ∈ MN

c ✱
∥∥x
∥∥
RE∩CE

≈
∥∥∑

i≥0 xi ⊗ ξi
∥∥
E
✳

❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts p > 0 s✉❝❤ t❤❛t E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞✳ ❚❤❡♥ E ✐s r✐❣❤t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ✜♥✐t❡
s❡q✉❡♥❝❡s x ∈ MN

c ✱
∥∥x
∥∥
RE+CE

≈
∥∥∑

i≥0 xi ⊗ ξi
∥∥
E
✳

❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✳ ❙❤♦✇✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ E = L2,∞✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✉s✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ✇♦r❦✳

❲❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s

■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❬✺❪✳ ■t ✐s ❛❧♠♦st
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❡①t✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛ s❤♦rt ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳ ■t ❞❡❛❧s ✇✐t❤
s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ✐✳❡✳ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r T ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Tf(x) =

∫

Rn

k(x, y)f(y)dy,

✇❤❡r❡ n ≥ 1✱ x ∈ R
n✱ k : R2n → C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ T ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭♥❡❛r x = y✮ ❜✉t ❝♦♥tr♦❧
✐ts s♣❡❡❞ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ t②♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳
■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ K : R

n → C s✉❝❤ t❤❛t k(x, y) = K(x − y)✱ k ✐s
s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t②♣❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ K ∈ C1(Rn \ {0})✱ ❛ t②♣✐❝❛❧
❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

|∇K(x)| . 1

|x|n+1 .
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❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐❡s③ ❛♥❞ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❲❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❛t
✇❡ st❛t❡ ❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✹ ✭❈❛❧❞❡ró♥✱ ❩②❣♠✉♥❞✮✳ ■❢ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ L2(R
n) ❛♥❞ ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❦❡r♥❡❧ k ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ t②♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡♥ T
❡①t❡♥❞s t♦ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ L1(R

n) t♦ L1,∞(Rn)✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t② t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ s✐♥❣✉✲
❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ❢r♦♠ Lp(R

n) t♦ Lp(R
n) ❢♦r ❛❧❧ p ∈ (1,∞)✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

T ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ Lp(R
n, X) t♦ Lp(R

n, X) ❢♦r ❛♥② ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡
X✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ X ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ T t♦ r❡♠❛✐♥ tr✉❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ X✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❛t X ✐s
❯▼❉✳ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ❛r❡ ❯▼❉ ❢♦r p ∈ (1,∞) ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s✐♥❣✉✲
❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢
❈❛❧❞❡ró♥ ❛♥❞ ❩②❣♠✉♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✇❛s ♠✐ss✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡
♥♦r♠ ♦❢ T ❢r♦♠ Lp t♦ Lp ✇❤❡♥ p t❡♥❞s t♦ 1✳ ■♥ ❬✹✶❪✱ P❛r❝❡t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡♦r❡♠
✵✳✷✳✶✹ t♦ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡t✲
t✐♥❣✱ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❇▼❖ ♠❡t❤♦❞s ♦r ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡
♣r❡❢❡r❡❞ t♦ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡
t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ♥♦✇ ❢♦✉♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡ ✐♥
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝
❛♥❛❧②s✐s st❛rt❡❞ ✐♥ ❬✺✶❪ ✇❤❡r❡ P♦t❛♣♦✈ ❛♥❞ ❙✉❦♦❝❤❡✈ s♦❧✈❡❞ ❛ ❧♦♥❣st❛♥❞✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ▲✐♣s❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙❝❤❛tt❡♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❢♦r
❛♥② p ∈ (1,∞)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t cp s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥
f : R → R ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs x ❛♥❞ y✱

∥∥f(x)− f(y)
∥∥
p
≤ cp

∥∥f
∥∥
Lip

∥∥x− y
∥∥
p
, ✭✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t x− y ∈ Lp(M) ❛♥❞✿

∥∥f
∥∥
Lip

:= sup
t 6=s

|f(t)− f(s)|
|t− s| .

❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ t✇♦ ❛✉t❤♦rs✱ ❥♦✐♥❡❞ ❜② ❈❛s♣❡rs ❛♥❞ ❩❛♥✐♥✱ ❣❛✈❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢ ♦❢
✭✹✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t cp ✇❤❡♥ p t❡♥❞s t♦
1✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ P❛r❝❡t✬s t❤❡♦r❡♠✳
❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ t❤❡② ❡♠♣❧♦② ✲ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛ q✉❡st✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢
❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ✲ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❤❛s s♣r✉♥❣ t♦✇❛r❞s P❛r❝❡t✬s t❤❡♦r❡♠
✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✹✶❪ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t ❡❛s② ❛❞❛♣t ✐❢ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s
♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♣♣❧②✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s P❛r❝❡t✬s✳
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▲❡t ✉s ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✶✺ ✭❙♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ ❙✐③❡✮✳ ❙❛② t❤❛t T ❤❛s ▲✐♣s❝❤✐t③ ♣❛r❛♠❡t❡r
γ ✭0 < γ ≤ 1✮ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ x✱y ❛♥❞ z ✐♥ R

n ✈❡r✐❢②✐♥❣ |x− z| ≤ 1
2 |y − z|✱ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♠♦♦t❤♥❡ss ❡st✐♠❛t❡s ❤♦❧❞✿

|k(x, y)− k(z, y)| . |x− z|γ

|y − z|n+γ ,

|k(y, x)− k(y, z)| . |x− z|γ

|y − z|n+γ .

❲❡ s❛② t❤❛t T ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R
n✱

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃ .

1

|x− y|n .

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✻✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t T ❤❛s ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✭0 < γ ≤
1✮✱ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L2(R

n) t♦ L2(R
n)✳ ❚❤❡♥ T

❡①t❡♥❞s ❛s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ L1(M⊗L∞(Rn)) t♦ L1,∞(M⊗L∞(Rn))✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣✱ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s f = g + b✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♠❛rt✐♥✲
❣❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥✲
❣❛❧❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❈✉❝✉❧❡s❝✉✬s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❥♦② ❛❧❧ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ◆❡✇ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r ❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
L2✲♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② N t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ M⊗L∞(Rn) ❛♥❞ ❜② Nk t❤❡ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ N ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❞②❛❞✐❝ ❝✉❜❡s ♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ 2−k✱ k ∈ Z✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✼ ✭L2✲♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t f ∈ L2(N ) ❛♥❞ s ∈ N✳ ❋♦r ❛❧❧
k ∈ Z✱ ❧❡t Ak ❛♥❞ Bk ❜❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ Nk s✉❝❤ t❤❛t A⊥

k dfk+s = dfk+sB
⊥
k = 0✳

❋♦r ❛♥② ♦❞❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r d✱ ✇r✐t❡✿

Ak =
∑

Q∈Qk
AQIQ✱ AQ ∈ M ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ dAk :=

∨
Q∈Qk

AQIdQ✳

❉❡✜♥❡ dBk t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ▲❡t✿

Af,s :=
∨

k∈Z

5Ak ❛♥❞ Bf,s :=
∨

k∈Z

5Bk.

▲❡t T ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ k ✇✐t❤ ▲✐♣s❝❤✐t③
♣❛r❛♠❡t❡r γ✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ C ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠
L2(N ) t♦ L2(Ñ )✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ N ❛♥❞ f ∈ L2(N ) ✇❡ ❤❛✈❡✿

∥∥A⊥
f,s(Tf)

∥∥
2
. 2−

γs
2

∥∥f
∥∥
2
❛♥❞

∥∥(Tf)B⊥
f,s

∥∥
2
. 2−

γs
2

∥∥f
∥∥
2
.



✷✻ ❈❖◆❚❊◆❚❙

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s st❛t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ❜✉t ✐t ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ■t ❣✐✈❡s ❛ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ❤❛❞ ♥❡✈❡r
❜❡❡♥ ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❜✉t s✉❝❤ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✇❤❡♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ L2✲♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜♦✐❧s
❞♦✇♥ t♦ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❧♠♦st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤✐s t❡①t✱ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r②
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✿ ❙❝❤✉r✬s ❧❡♠♠❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ L2 → L2 ♥♦r♠ ♦❢ ❛
❦❡r♥❡❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ T ✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P❛r❝❡t✬s ✐s t❤❛t ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✧❦❡r♥❡❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✧ ✐✳❡✳ ✐❢ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

Af,s(x)Tf(x) = Af,s(x)

∫

Rn

k(x, y)f(y)dy = Af,s(x)

∫

Rn

k′(x, y)f(y)dy,

✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦r T ′ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ k′✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✇♦r❦
❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❦❡r♥❡❧s t❤✉s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♣r♦♦❢ ❛♥❞ t♦ s❤♦rt❡♥ ✐t✳ ❆s ❛ ❜②♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ q✉✐❝❦❧②
r❡❝♦✈❡r ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Lp✲♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛ r❡s✉❧t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❍②tö♥❡♥ ✐♥ ❬✷✷❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✽✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❧❡t T ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲
❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ k ✇✐t❤ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✱ ✈❡r✐✲
❢②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ C ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L2(N ) t♦ L2(Ñ )✳
❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ 1 < p <∞✱ s ∈ N ❛♥❞ f ∈ Lp(N )✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts θp > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✿

∥∥A⊥
f,s(Tf)

∥∥
p
. 2−γsθp

∥∥f
∥∥
p
❛♥❞

∥∥(Tf)B⊥
f,s

∥∥
p
. 2−γsθp

∥∥f
∥∥
p
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p✳

❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② tr❛❝❦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❤②♣♦t❤❡s✐s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r
♦♣❡r❛t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♠✉t❡
✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❜✉t ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❜✉t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
✐♥ L1,∞✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ✇✐t❤♦✉t ❡✛♦rt t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ✇✐t❤ ❛
❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼❡✐ ❛♥❞ P❛r❝❡t ✐♥ ❬✸✾❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✷✳✶✾✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❦❡r♥❡❧
k t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ℓ2✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L2(N ) t♦
R2(N ) ❛♥❞ t❤❛t k s❛t✐s✜❡s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❢r♦♠ L1(N ) t♦ R1,∞(N ) + C1,∞(N ) ❛♥❞ ❢r♦♠ Lp(N ) t♦ Rp(N ) + Cp(N ) ❢♦r
1 < p < 2✳



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

Lp✲s♣❛❝❡s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲
s♣❛❝❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✐s ❞✉❡ t♦ ❈❛❧❞❡ró♥ ❬✻❪ ❛♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (L1, L∞)✳ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ ❙❤✐♠♦❣❛❦✐ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s
(L1, Lp) ❛♥❞ (Lp, L∞) ❬✸✺❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❣✐✈❡✱ ✇❤❡♥
♣♦ss✐❜❧❡✱ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢
❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷❪✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❛t ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❛t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞
✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s✱ ♦t❤❡rs r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ s♦♠❡ ❜❡❝♦♠❡
❢❛❧s❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲❙❤✐♠♦❣❛❦✐ t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡
(Lp(0, α), L∞(0, α))✱ p < 1✱ α ∈ (0,∞]✳ ❆ r❡s✉❧t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♥❡✇
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜✉t t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L∞(0, α))✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✸✳ ■t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ ❛ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r
♥❛t✉r❛❧❧② ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r ♠♦✲
t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❡❝❡♥t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦❢ ▲❡✈✐t✐♥❛✱ ❙✉❦♦❝❤❡✈ ❛♥❞ ❩❛♥✐♥ ✭▲❙❩✮✳
❲❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❈✇✐❦❡❧ ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡② st✉♠❜❧❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡✲
q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ r✐❣❤t✲✷✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❧❛t❡r✳ ■♥ t❤♦s❡ t❡r♠s✱ t❤❡✐r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✶✳✶ ✭▲❡✈✐t✐♥❛✱ ❙✉❦♦❝❤❡✈✱ ❩❛♥✐♥✮✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡
E ✐s r✐❣❤t✲✷✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts p ∈ (0, 2) s✉❝❤ t❤❛t E ✐s ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (ℓp, ℓ2)✳

✷✼
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◆❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ ❇❛♥❛❝❤ ❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ❈✇✐❦❡❧ ❛♥❞ ◆✐❡❧s♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡②
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ E ❛ ❇❛♥❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt② t❤❡♥ E ✐s
❧❡❢t✲✷✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (ℓ1, ℓ2)✳
❙✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳
❲❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧✱ ❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❛❧t♦♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✱ ❛✇❡
♦❜t❛✐♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ▲❡t α ∈ (0,∞] ❛♥❞ E ❛ ♥❛t✉r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡
♦♥ (0, α) ✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt②✳ E ✐s r✐❣❤t✲✷✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✲
✐sts p ∈ (0, 2) s✉❝❤ t❤❛t E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L2(0, α))✳

✶✳✷ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❆
❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t♦♣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❜♦♦❦s ❬✶❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜♦t❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ s❡❧❢✲
❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❡①t ❛♥❞ t♦ ✜① s♦♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳

✶✳✷✳✶ ❋✐rst ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛❧❧♦✇s ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♥❡✇ s♣❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ✧✐♥
❜❡t✇❡❡♥✧ t✇♦ ❣✐✈❡♥ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡s❡ ✧✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✧ s♣❛❝❡s ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲s♣❛❝❡s✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ Lp✲s♣❛❝❡s t❤❡♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥② p < q < r ∈
(0,∞]✱ Lq ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ Lr✱ ♠❛♥② ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r
Lp✲♥♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ L1✱ L2 ❛♥❞ L∞ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s (A,B) ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ C ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦❢ A ❛♥❞ B ✐♥t♦ C✳
❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♠ A+B ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ A∩B ♦❢ A ❛♥❞
B✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ▲❡t (A,B) ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳
❲❡ s❛② t❤❛t ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
C✮ ❢♦r t❤✐s ❝♦✉♣❧❡ ✐❢ A ∩ B ⊂ E ⊂ A + B ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C > 0
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r T : A+B → A+B ✇❤♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ A
✭r❡s♣✳B✮ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ A t♦ A ✭r❡s♣✳ B t♦ B✮✱ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ E t♦
E ✇✐t❤ ♥♦r♠ ❧❡ss t❤❛♥ C✳ E ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①❛❝t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐❢ C = 1✳

❇♦t❤ ❢♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
t♦♦❧✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ▲❡t (A,B) ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s
❛♥❞ x ∈ A+B✳ ❋♦r ❛❧❧ t > 0 ❞❡✜♥❡ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ x ❜②✿

Kt(x,A,B) = inf{
∥∥y
∥∥
A
+ t
∥∥z
∥∥
B
: y ∈ A, z ∈ B, y + z = x}.

❘❡♠❛r❦ ✶✳✷✳✸✳ ▲❡t (A,B) ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❛♥❞ t > 0✳
❚❤❡♥ A + B ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲♥♦r♠

∥∥.
∥∥
A+tB

= Kt(., A,B) ✐s ❛♥ ❡①❛❝t
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② A+ tB✳

■t ❡♥❛❜❧❡s t♦ st❛t❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ✭K✲♠♦♥♦t♦♥❡✮✳ ▲❡t (A,B) ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ q✉❛s✐✲
❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ E ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❢♦r (A,B)
✐❢ A ∩ B ⊂ E ⊂ A + B ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ E
❛♥❞ y ∈ A+B✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣

∀t > 0,Kt(x,A,B) ≥ Kt(y,A,B),

t❤❡♥ y ∈ E ❛♥❞ ∥∥y
∥∥
E
≤ C

∥∥x
∥∥
E
.

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐t ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ q✉❛s✐✲
❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳ ■❢ E ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t C ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (A,B)
t❤❡♥ E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t T : A+B → A+B ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥
t♦ A ✭r❡s♣✳ B✮ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ♥♦r♠ 1 ♦♥ A ✭r❡s♣✳ B✮✳ ▲❡t x ∈ E
❛♥❞ ❧❡t y = Tx✱ y ∈ A + B✳ ▲❡t t > 0✱ ❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ r❡♠❛r❦ ✶✳✷✳✸✱ A + tB
✐s ❛♥ ❡①❛❝t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (A,B)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
t > 0✱ Kt(x,A,B) ≥ Kt(y,A,B)✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② K✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ E✱ y ∈ E ❛♥❞∥∥y
∥∥
E
≤ C

∥∥x
∥∥
E
✳ ❙♦ T ❞❡✜♥❡s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♥♦r♠ ❧❡ss t❤❛♥ C ♦♥ E✳

■❢✱ r❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ❡✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ (A,B) ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡✱
(A,B) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥ ❝♦✉♣❧❡✳ ■❢ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ♦❢ A ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧
♦❢ B ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥ A + B ✭❢♦r ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ♥♦r♠ ✐✳❡ K1(., A,B)✮ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡
(A,B) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ●❛❣❧✐❛r❞♦ ❝♦✉♣❧❡ ♦r ●❛❣❧✐❛r❞♦ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

✶✳✸ ❑✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, Lq)

✶✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❋✐① α ∈ (0,∞]✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② L0(0, α)
t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ♦♥ (0, α)✱ s✉❝❤ t❤❛t 1|f |>t ✐s ✜♥✐t❡ ❢♦r s♦♠❡
t ∈ R✳ ❋♦r f ∈ L0(O,α)✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② f∗ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❛r❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ f ✳



✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆ ❙P❆❈❊❙ ❇❊❚❲❊❊◆ LP ✲❙P❆❈❊❙

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✭❙②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L0(0, α) ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭t❤❡
q✉❛s✐✲♥♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ q✉❛s✐✲♥♦r♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✐s
❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ℓ∞ ❡♥❥♦②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❆ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ E ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♥❡t (fn)n∈I ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ E s✉❝❤ t❤❛t (

∥∥fn
∥∥
E
)n∈I ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ fn ↑ f ❛✳❡✳✱

t❤❡♥ f ∈ E ❛♥❞
∥∥fn

∥∥
E

↑
∥∥f
∥∥
E
✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✷❪✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t E ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ p✲❝♦♥✈❡① ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t C ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N ❛♥❞

(xi)i≤n ∈ En✱

∥∥
(∑n

i=1
|xi|p

)1/p ∥∥
E
≤ C

(∑n

i=1

∥∥xi
∥∥p
E

)1/p
.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ E ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ q✲❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t C ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N ❛♥❞ (xi)i≤n ∈
En✱ (∑n

i=1

∥∥xi
∥∥q
E

)1/q
≤ C

∥∥
(∑n

i=1
|xi|q

)1/q ∥∥
E
.

❆ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐❢ ✐t ✐s p✲❝♦♥✈❡① ❢♦r s♦♠❡ p✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s
▲♦r❡♥t③ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❖r❧✐❝③ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t ♥❛t✉r❛❧ ❜✉t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♦♥❡ ✐s ♥♦t ❡❛s②✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✾❪ ❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛
♦❢ ❤♦✇ t♦ ❞♦ ✐t✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧❧ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡
1✲❝♦♥✈❡①✳

❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, Lq) r❡❧✐❡ ♦♥ ✐ts K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■t ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❑ré❡ ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ▲❡t p < q ∈ (0,∞]✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ f ∈ Lp(0, α) + Lq(0, α)✿

Kt(f, Lp, Lq) ≈
(∫ tθ

0

(f∗)p
)1/p

+ t

(∫ ∞

tθ
(f∗)q

)1/q

. ✭✶✳✶✮

✇✐t❤ θ = (p−1 − q−1)−1✳ ■❢ q = ∞✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Kt(f, Lp, L∞) ≈Ap

(∫ tp

0

(f∗)p
)1/p

. ✭✶✳✷✮

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ✭▼❛❥♦r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts x, y ∈ L0(0, α)✱ ✇❡ ✇r✐t❡

x ≻ y ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t x ❧❡❢t✲♠❛❥♦r✐③❡s y ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱
∫ t

0
x∗ ≥∫ t

0
y∗✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇r✐t❡ x ⊲ y ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t x r✐❣❤t✲♠❛❥♦r✐③❡s y ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

❢♦r ❛❧❧ t > 0✱
∫∞
t
x∗ ≥

∫∞
t
y∗✳



✶✳✸✳ ❑✲▼❖◆❖❚❖◆■❈■❚❨ ❋❖❘ ❚❍❊ ❈❖❯P▲❊ (LP , LQ) ✸✶

❚❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ❧❡❢t✲
♠❛❥♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ s✐♥❝❡ ❢♦r t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s f, g✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
✐♥t❡❣r❛❧ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜✉♥✐t❛❧ ♦♣❡r❛t♦r T ♦♥ L1(0,∞) + L∞(0,∞) s✉❝❤
t❤❛t Tf ≥ g ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f ≻ g ❬✻❪✳

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, Lq) ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥ ❝♦✉♣❧❡✳ ❚❤✐s
✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭❬✸✺❪✱❬✺✼❪✱❬✾❪✱❬✶✵❪✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✹✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❈❛❧❞❡ró♥
❝♦✉♣❧❡s✿

• ✭▲♦r❡♥t③✲❙❤✐♠♦❣❛❦✐✮ p ≥ 1✱ (Lp(0, α), L∞(0, α)) ❛♥❞ (L1(0, α), Lp(0, α))✱

• ✭❙♣❛rr✮ p, q ≥ 1✱ (Lp(Ω), Lq(Ω)) ❢♦r ❛♥② σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ Ω✳

• ✭❙♣❛rr✱ ❈✇✐❦❡❧✮ p, q ∈ (0,∞)✱ (Lp(0, α), Lq(0, α))✱

• ✭❈✇✐❦❡❧✮ p ∈ (0,∞]✱ (ℓp, ℓ∞)✳

✶✳✸✳✷ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L∞(0, α))✱ p < 1

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✜① p ∈ (0,∞)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✺✳ ❊✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L∞(0, α))
✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✻✳ ▲❡t f, g ∈ Lp(0, α) + L∞(0, α) ❛♥❞ d > 0✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
f ❛♥❞ g ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❧❡❢t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ D =
{dn}n∈Z ∪ {0} ❛♥❞ fp ≻ gp✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r T : Lp(0, α) +
L∞(0, α) → Lp(0, α) + L∞(0, α) ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h s✉❝❤ t❤❛t✿

• h ≤ 21/pf

• Th∗ = g✱

• t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ T ♦♥ Lp(0, α) ❛♥❞ L∞(0, α) ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢✳ ❉❡✜♥❡ h := 21/pf12fp≥gp ✳ ▲❡t t > 0✱ ❧❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t
∫ t

0
hp ≥

∫ t

0
gp✳

◆♦t❡ t❤❛t gp > 2fp ⇔ gp < 2(gp − fp)✳

∫ t

0

hp −
∫ t

0

gp =

∫ t

0

12fp≥gp(2fp − gp)− 12fp<gpgp

≥
∫ t

0

12fp≥gp2(fp − gp)− 12fp<gp2(gp − fp)

= 2

∫ t

0

fp − gp

≥ 0.

❉❡♥♦t❡ X :=
∥∥g
∥∥
p
∈ (0,∞]✳ ❉❡✜♥❡✿
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H : t 7→
∫ t

0
hp ❛♥❞ G : t 7→

∫ t

0
gp✳

▲❡t x ∈ [0, X)✱ ♥♦t❡ t❤❛t G−1(x) ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ G ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ [0, β]✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ g✳ ❉❡✜♥❡ ❛❧s♦ H−1(x) = minH−1({x}) ✭H
✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t h(H−1(x)) 6= 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tx := H−1(x)✱
❢♦r ❛❧❧ ε > 0✱

∫ tx
tx−ε

h 6= 0 s♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ (tn) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦
tx ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t h(tn) 6= 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t 2f(tn) ≥ g(tn)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
f ✐s ❧❡❢t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ g ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ 2f(tx) ≥ g(tx)✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡
✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t H ≥ G✱ H−1(x) ≤ G−1(x)✱ ❤❡♥❝❡ gp(H−1(x)) ≥ gp(G−1(x))✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿

hp(H−1(x)) ≥ gp(G−1(x)). ✭✶✳✸✮

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ h∗ ❛♥❞ H∗ : t 7→
∫ t

0
(h∗)p✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ h r❡str✐❝t❡❞ t♦ {h > 0}

✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ h∗ ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t♦♦✳ ❙✐♥❝❡ h ❛♥❞ h∗ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛
❝♦✉♥t❛❜❧❡ r❛♥❣❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∑
i∈N

ai1Ii ✇❤❡r❡ t❤❡ Ii ❛r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ▲❡t
t ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ h s♦ t❤❛t t ✐s ♥♦t ❛♥ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t❤❡♥
s✐♥❝❡ h ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✿

∫

h>h(t)

h <

∫ t

0

h <

∫

h≥h(t)

h.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ t′ ✐s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ h∗ ❛♥❞ ♥♦t ❛t ❛♥ ❡♥❞ ♣♦✐♥t✱

∫

h∗>h∗(t′)

h∗ <
∫ t′

0

h∗ <
∫

h∗≥h∗(t′)

h∗.

❙✐♥❝❡ h ❛♥❞ h∗ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ s > 0✱
∫
h>s

h =
∫
h∗>s

h∗ ❛♥❞
∫
h≥s

h =
∫
h∗≥s

h∗✳

❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t ❛♥❞ t′✱ ✐❢ H(t) = H∗(t′) t❤❡♥ h(t) = h∗(t′)✳ ❙✐♥❝❡ H∗ ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♦♥ H−1

∗ ((0, X))✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❜② ✭✶✳✸✮ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ (0, X)✱ ❡①❝❡♣t ♠❛②❜❡ ❛
❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r✱

h∗(H−1
∗ (x)) = h(H−1(x)) ≥ g(G−1(x)). ✭✶✳✹✮

▲❡t φ = H−1
∗ ◦G ♦♥ (0, β)✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♥❝❡ h∗ ❛♥❞ g ❤❛✈❡ r❛♥❣❡ ✐♥ 21/pD ❛♥❞

D r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ H∗ ❛♥❞ G ❛r❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❛✣♥❡ ♦♥ ❡✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t ♦❢ (0, β)✳ ❙✐♥❝❡
H∗ ◦ φ = G✱ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐♥❣✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (0, α)✱ ❡①❝❡♣t ♠❛②❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r✱

φ′(t)(h∗ ◦ φ)p(t) = gp(t). ✭✶✳✺✮

❍❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ T : Lp(0, α)+L∞(0, α) → Lp(0, α)+L∞(0, α) ❜② T (u) = (φ′1/p ·u◦
φ)◦1(0,β)✳ ❇② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r♠✉❧❛✱ T ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦♥ Lp✳ ■♥❞❡❡❞✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ ❛♥② ❝♦♠♣❛❝t ♦❢ (0, β) ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ p✲♥♦r♠ ❛s ❛
❧✐♠✐t✳ ▲❡t t ∈ (0, α) ❛♥❞ ✇r✐t❡ t = G−1(x)✱ t❤❡♥ ❜② ✭✶✳✹✮✿

φ′(t) = (H−1
∗ ◦G)′(t) = gp(t)

(h∗)p(H−1
∗ (G(t))

=

(
g(G−1(x))

h∗(H−1
∗ (x))

)p

≤ 1,
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❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✳ ❙♦ T ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦♥
L∞(0, α)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ✭✶✳✺✮✱ Th∗ = g✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✺✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), L∞(0, α))
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t C✳ ▲❡t f ∈ E ❛♥❞ g ∈ Lp + L∞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱
Kt(f, Lp(0, α), L∞(0, α) ≥ Kt(g, Lp(0, α), L∞(0, α)✳ ❇② ✭✶✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡
t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② fp ≻ gp✳ ▲❡t d ∈ (1,∞) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ f2 = d⌊logd(f

∗)⌋+1 ❛♥❞
g2 = d⌊logd(g

∗)⌋✳ ❲❡ ❤❛✈❡ f∗ ≤ f2 ≤ df∗✱ g∗ ≤ dg2 ≤ dg∗✱ ❤❡♥❝❡ fp2 ≻ gp2 ✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ f2 ❛♥❞ g2 t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ D = {dn}n∈Z ∪ {0}✳ ❚❛❦❡ h ❛♥❞ T
❣✐✈❡♥ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✻✳ ❙✐♥❝❡ h ≤ 21/pf2✱ h ∈ E s♦ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ Th = g2 ∈ E ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② g ∈ E✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✿

∥∥g
∥∥
E
=
∥∥g∗
∥∥
E
≤ d
∥∥g2
∥∥
E
≤ dC

∥∥h
∥∥
E

≤ dC21/p
∥∥f2
∥∥
E
≤ d2C21/p

∥∥f∗
∥∥
E
= d2C21/p

∥∥f
∥∥
E
.

❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛♥② d ∈ (1,∞) s♦✱
∥∥g
∥∥
E
≤ C21/p

∥∥f
∥∥
E
✳

✶✳✹ p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ r✐❣❤t✲p✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ K✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp(0, α), Lq(0, α))✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ✭p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ E ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ f ∈ E ❛♥❞ g ∈
L0(0, α)✱

fp ≻ gp ⇒ g ∈ E,
∥∥g
∥∥
E
≤ C

∥∥f
∥∥
E
.

■t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r✐❣❤t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ f ∈ E
❛♥❞ g ∈ L0(0, α)✱

fp ⊲ gp ⇒ g ∈ E,
∥∥g
∥∥
E
≤ C

∥∥f
∥∥
E
.

❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❜② ✭✶✳✶✮✱ ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ✭❛❧♠♦st✮ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ K✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐✳❡✳ K✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Lp, L∞) ✭t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦s❡ E t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠✐❞✐❛t❡ s♣❛❝❡✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② F t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❞②❛❞✐❝ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

F :=

{
f ∈ L∞(0,∞) : ∃n ∈ N, ∃N ∈ N, ∃a ∈ (R+)N , f =

∑N

i=1
ai1[(i−1)2−n,i2−n)

}
.

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s t❡①t✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✷✳ ▲❡t f, g ∈ F ❛♥❞ p ∈ (0,∞)✳

• ■❢ fp ≻ gp t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts h ∈ F s✉❝❤ t❤❛t h ≥ g✱ fp ≻ hp ❛♥❞
∥∥f
∥∥
p
=∥∥h

∥∥
p
✳
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• ■❢ fp ⊲ gp t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts h ∈ F s✉❝❤ t❤❛t h ≥ g✱ hp ≻ fp ❛♥❞
∥∥f
∥∥
p
=∥∥h

∥∥
p
✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ ♦♥❡s❡❧❢ t❤❛t t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s
tr✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r h✳ ❲r✐t❡✿

f =
∑N

i=1 ai1(i−1)ε,iε) ❛♥❞ g =
∑M

i=1 bi1[(i−1)ε,iε)✳

❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ai ❛♥❞ bi✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ❛♥❞ g ❛r❡ ♥♦♥✲
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ f ❜② fp ❛♥❞ g ❜② gp ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t p = 1✳
❙✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ai ♥♦r bi ❛r❡ 0

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ≻ g✳ ▲❡t δ = min(aN , bM ) ❛♥❞ D =
∥∥f
∥∥
1
−
∥∥g
∥∥
1
✳ ❈❤♦♦s❡

n ∈ N s✉❝❤ t❤❛t εnδ > D ❛♥❞ ❧❡t b = D/εn✳ ❉❡✜♥❡ h =
∑M+n

i=1 ci1[(i−1)ε,iε)

✇✐t❤ ci = bi ❢♦r i ≤M ❛♥❞ ci = b ❢♦r i ≥M+1✳ ❙✐♥❝❡ b < δ✱ h ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

∥∥h
∥∥
1
= ε

∑M+n

i=0
ci =

∥∥b
∥∥
1
+ nεb =

∥∥b
∥∥
1
+D =

∥∥f
∥∥
1
.

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t f ≻ g ❞❡✜♥❡✿

F : t 7→
∫ t

0
f ✱ G : t 7→

∫ t

0
g ❛♥❞ H : t 7→

∫ t

0
h✳

❋♦r t ≤ Mε✱ F (t) ≥ G(t) = H(t)✳ ❙✐♥❝❡ F ❛♥❞ H ❛r❡ ❛✣♥❡ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ [iε, (i + 1)ε]✱i ∈ N✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t F (iε) ≥ H(iε) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✳
▲❡t ✉s ❛r❣✉❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ i✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❛t i = M ✳ ▲❡t i ≥ M ❛♥❞
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t F (iε) ≥ G(iε) t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ❡✐t❤❡r ai = 0 t❤❡♥
F ((i + 1)ε) =

∥∥f
∥∥
1
=
∥∥h
∥∥
1
≥ H((i + 1)ε) ♦r ai 6= 0 t❤❡♥ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ b✱

ai ≥ b ❛♥❞ F ((i+ 1)ε) = F (iε) + aiε ≥ G(iε) + b = G((i+ 1)ε)✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t f ⊲ g✳ ❉❡✜♥❡ h =

∑N
i=1 ci1[(i−1)ε,iε)✳ ❲✐t❤ ci = bi ❢♦r ❛❧❧

i ≥ 2 ❛♥❞ c1 :=
∑N

i=1 ai −
∑N

i=2 bi ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t
∑N

i=0 ai =
∑N

i=0 bi✳ ❚♦
✈❡r✐❢② t❤❡ ♠❛❥♦r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡✿

F : t 7→
∫∞
t
f ✱ G : t 7→

∫∞
t
g ❛♥❞ H : t 7→

∫ t

0
h✳

❋♦r t ≥ ε✱ F (t) ≥ G(t) = H(t)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ F (0) = H(0) ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
F (ε) ≥ H(ε) ❛♥❞ F ❛♥❞ G ❛r❡ ❛✣♥❡ ♦♥ [0, ε] s♦ F (t) ≥ H(t) ❢♦r ❛❧❧ t ∈ [0, ε]✳
❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ h✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✿

∫ t

0

h =
∥∥h
∥∥
2
−H(t) ≥

∥∥f
∥∥
1
− F (t) =

∫ t

0

f.

❍❡♥❝❡✱ h ≻ f ✳

✶✳✹✳✶ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ❧❡♠♠❛s ❧✐♥❦✐♥❣ p✲❝♦♥✈❡①✐t② ✭r❡s♣✳ q✲❝♦♥❝❛✈✐t②✮
❛♥❞ ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✭r❡s♣✳ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t p✲
❝♦♥✈❡①✐t② ✐♠♣❧✐❡s s♦♠❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t E ❤❛s t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤✐s ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢
❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❜② ❛ s✐♠♣❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳
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❈♦♥✈❡①✐t② ✐♠♣❧✐❡s ❧❡❢t✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

❖✉r ✜rst ❧❡♠♠❛ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✉r✲❍♦r♥
t❤❡♦r❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✸✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ p✲❝♦♥✈❡①
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t C✳ ▲❡t f, g ∈ F ✱

fp ≻ gp ⇒
∥∥g
∥∥
E
≤ C

∥∥f
∥∥
E
.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t f, g ∈ F s✉♣♣♦s❡ t❤❛t fp ≻ gp✳ ❙✐♥❝❡
∥∥.
∥∥
E
✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦

❛ss✉♠❡ t❤❛t
∥∥f
∥∥
p
=
∥∥g
∥∥
p
❜② ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✷✳ ❙✐♥❝❡ f ❛♥❞ g ❜❡❧♦♥❣ t♦ F ✱ t❤❡r❡

❡①✐st N,n ∈ N ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs a = (ai)i≤N ❛♥❞ b = (bi)i≤N ✐♥ (R+)N s✉❝❤ t❤❛t✿

f =
∑N

i=1
ai1[(i−1)2−n,i2−n) ❛♥❞ g =

∑N

i=1
bi1[(i−1)2−n,i2−n).

❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ f ❛♥❞ g ♠❡❛♥s t❤❛t ap ≻ bp ❛♥❞
∥∥a
∥∥
p
=
∥∥b
∥∥
p
✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s

❜② t❤❡ ❙❝❤✉r✲❍♦r♥ ❧❡♠♠❛ t❤❛t bp ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s apσ
♦❢ ap ✇❤❡r❡ ❢♦r σ ∈ SN ✱ ✇❡ ✇r✐t❡ apσ := (apσ(i))1≤i≤N ✳ ▲❡t

fσ =
∑N

i=1
aσ(i)1[(i−1)2−n,i2−n).

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (λσ)σ∈SN
❛❞❞✐♥❣ ✉♣ t♦ 1

s✉❝❤ t❤❛t
gp =

∑
σ∈SN

λσf
p
σ =

∑
σ∈SN

∣∣∣λ1/pfσ
∣∣∣
p

.

❍❡♥❝❡✱ ❜② p✲❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ E ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t s✐♥❝❡ E ✐s r❡❛rr❛♥❣♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱∥∥fσ
∥∥
E
=
∥∥f
∥∥
E
✿

∥∥g
∥∥
E
≤ C

(∑
σ∈SN

∥∥λ1/pσ fσ
∥∥p
E

)1/p
= C

∥∥f
∥∥
E
.

▲❡t ✉s ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ❦❡② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✹✳ ▲❡t p > 0 ❛♥❞ ε > 0✳ ▲❡t f, g ∈ L0(0, α) ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥✲
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t fp ≻ gp✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡q✉❡♥❝❡s (fn) ❛♥❞ (gn) ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ F s✉❝❤ t❤❛t fn ↑ f ❛✳❡✳ ❛♥❞ gn ↑ g ❛✳❡✳ ❛♥❞ (1 + ε)fpn ≻ gpn ❢♦r ❛❧❧
n ∈ N✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② t ≥ 0 ❛♥❞ n ∈ N✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [i2−n, (i +
1)2−n) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② an(t) ✐ts r✐❣❤t ❡①tr❡♠✐t②✳ ❉❡✜♥❡

gn(t) =

{
g(an(t)) ✐❢ t < 2n

0 ✐❢ t ≥ 2n

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ gn ∈ F ❛♥❞ gn ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ gn(t) ↑ g(t) ❢♦r
❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ g✳ ❙✐♥❝❡ g ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ❝♦✉♥t❛❜❧②



✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆ ❙P❆❈❊❙ ❇❊❚❲❊❊◆ LP ✲❙P❆❈❊❙

♠❛♥② ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ gn ↑ g ❛✳❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (fn)n∈N

s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ◆♦✇ ✜① n ❛♥❞ ❧❡t ✉s ✜♥❞ mn s✉❝❤ t❤❛t (1 + ε)fmn ≻ gn✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ m✿

Fm : t 7→
∫ t

0

fpm

✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞

Gn : t 7→
∫ t

0

gpn

✐s ❛✣♥❡ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [i2−n, (i + 1)2−n) ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t (1 + ε)Fm(i2n) ≥ Gn(i2

n) ❢♦r ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
i ∈ N✳ ❙✐♥❝❡

Fm(t) →
∫ t

0

fp

❛♥❞

Gn(t) ≤
∫ t

0

gp ≤
∫ t

0

fp,

❢♦r mn ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (1 + ε)fmn ≻ gn✳ ▲❡t in = max(mn, n)✱ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡s (fin) ❛♥❞ (gn) ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✺✳ ▲❡t p > 0 ❛♥❞ C > 0✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt② s✉❝❤ t❤❛t✿

∀f, g ∈ F, fp ≻ gp ⇒
∥∥g
∥∥
E
≤ C

∥∥f
∥∥
E
.

❚❤❡♥ E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ E ✐s r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ❛♥❞ g ❛r❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ f∗ ❛♥❞ g∗✳ ▲❡t ε > 0✳ ❚❛❦❡
(fn) ❛♥❞ (gn) t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧❡♠♠❛ 1.4.4✳ ❋♦r ❛❧❧ n ∈ N✿

∥∥gn
∥∥
E

≤
(1 + ε)C

∥∥fn
∥∥
E
≤ (1 + ε)C

∥∥f
∥∥
E
✳ ❙♦ ❜② t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt②✱ g ∈ E ❛♥❞

∥∥g
∥∥
E
≤

(1 + ε)C
∥∥f
∥∥
E
✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ε > 0✱

∥∥g
∥∥
E
≤ C

∥∥f
∥∥
E
.

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✻✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt②✳ ■❢ E ✐s p✲❝♦♥✈❡① t❤❡♥ E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

❈♦♥❝❛✈✐t② ✐♠♣❧✐❡s r✐❣❤t✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ❝♦♥❝❛✈✐t② ❛♥❞
r✐❣❤t✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✹✱ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿
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▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✼✳ ▲❡t q > 0 ❛♥❞ ε > 0✳ ▲❡t f, g ∈ L0(0,∞) ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥✲
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t fq ⊲ gq✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡q✉❡♥❝❡s (fn) ❛♥❞ (gn) ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ F s✉❝❤ t❤❛t fn ↑ f ❛✳❡✳✱ gn ↑ g ❛✳❡✳ ❛♥❞ (1+ ε)fqn ⊲ g

q
n ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✳

❆♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✽✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

• ✐❢ E ✐s q✲❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t C t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ f, g ∈ F ✱

fq ⊲ gq ⇒
∥∥g
∥∥
E
≤ C

∥∥f
∥∥
E
.

• ✐❢ E ❤❛s t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
f, g ∈ F ✱

fq ⊲ gq ⇒
∥∥g
∥∥
E
≤ C

∥∥f
∥∥
E
,

t❤❡♥ E ✐s r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

• ✐❢ E ✐s q✲❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt②✱ E ✐s r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹✳✾✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✻ ❛r❡ ♥♦t
tr✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s♣❛❝❡ L1,∞✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❧❛t❡r t❤❛t
✐t ✐s r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧ q > 1 ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t q✲❝♦♥❝❛✈❡ ❢♦r ❛♥② q✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣
s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t p✲❝♦♥✈❡① ❢♦r ❛♥② p ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳ ❲❡ ❛r❡
✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❋✳ ❙✉❦♦❝❤❡✈ ❢♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✉s ✭❬✸✵❪✮✳ ■t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧❡❢t✲1✲♠♦♥♦t♦♥❡
s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t p✲❝♦♥✈❡① ❢♦r ❛♥② p✳

✶✳✹✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❑✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

❋✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp(0,∞) ❛♥❞ Lq(0,∞)✳ ❚♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱
✇❡ s❡t Lr := Lr(0,∞) ❢♦r ❛❧❧ r ∈ (0,∞]✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s❡s ❛ str❛t❡❣② s✐♠✐❧❛r ❛s
❬✽❪✳ ▲❡t ✉s ✜rst st❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♣r❡❝✐s❡❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✵✳ ▲❡t 0 < p ≤ q < ∞ ❛♥❞ E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥ (0,∞)✳ ❚❤❡♥ E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ Lq✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r
(Lp, Lq)✳ ❚❤❡♥ ❜② r❡✐t❡r❛t✐♦♥✱ E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r (Lp, L∞)
❛♥❞ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✱ E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ▲❡t f ∈ E ❛♥❞ g ∈ Lp + Lq

s✉❝❤ t❤❛t fq ⊲ gq✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f ❛♥❞ g ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡✐r
♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t g ∈ E ❛♥❞

∥∥g
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E
✳ ❙✐♥❝❡ E ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡

❜② ✶✳✸✳✹✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

Kt(g, Lp, Lq) . Kt(f, Lp, Lq).
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❘❡❝❛❧❧ ❛❧s♦ t❤❛t ❜② ✭✶✳✶✮✱ ❢♦r ❛❧❧ h ∈ Lp + Lq ❛♥❞ t > 0✿

Kt(h, p, q) ≈
(∫ tα

0

(h∗)p
)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
(h∗)q

)1/q

,

✇❤❡r❡ α = (p−1 − q−1)−1✳ ▲❡t t > 0✳ ❋✐rst✱ s✐♥❝❡ fq ⊲ gq✱

t

(∫ ∞

tα
(g∗)q

)1/q

≤ t

(∫ ∞

tα
(f∗)q

)1/q

≤ Kt(f, p, q).

❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐✳❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✿
(∫ tα

0

(g∗)p
)1/p

. Kt(f, Lp, Lq).

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t f ❛♥❞ g ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ s♦ t❤❛t fq ❛♥❞ gq ❜❡❧♦♥❣ t♦ L1✳ ❙✐♥❝❡
fq ⊲gq✱ ❜② ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts g′ ≥ g s✉❝❤ t❤❛t

∥∥g′
∥∥
q
=
∥∥f
∥∥
q
❛♥❞ g′q ≻ fq✳

❚❤❡♥ ❜② ❬✻❪✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜✉♥✐t❛❧✱ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r T
s✉❝❤ t❤❛t T ((g′∗)q) = (f∗)q✳ ❍❡♥❝❡ T ((g∗)q) ≤ (f∗)q✳ ❉❡✜♥❡ e = 1(0,tα) ❛♥❞
✇r✐t❡✱

(∫ tα

0

(g∗)p
)1/p

=

(∫ ∞

0

e(g∗)p
)1/p

=

(∫ ∞

0

T (e(g∗)p)

)1/p

.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❍ö❧❞❡r t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐✳❡✱ ❢♦r
r, r′ s✉❝❤ t❤❛t 1 = r−1 + r′−1✱ T (ab) ≤ T (ar)1/rT (br

′

)1/r
′

✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ♦✉r
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r = q/p ❛♥❞ r′ = α/p ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✿

(∫ tα

0

(g∗)p
)1/p

≤
(∫ ∞

0

T (e)p/αT ((g∗)q)p/q
)1/p

.

(∫ tα

0

(f∗)pT (e)p/α
)1/p

+

(∫ ∞

tα
(f∗)pT (e)p/α

)1/p

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❡❢t s✉♠♠❛♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∥∥Te

∥∥
∞ ≤ 1 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡

r✐❣❤t s✉♠♠❛♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

≤
(∫ tα

0

(f∗)p
)1/p

+

(∫ ∞

tα
(f∗)q

)1/q (∫ ∞

tα
T (1(0,tα))

)1/α

. Kt(f, Lp, Lq)

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t
(∫∞

tα
T (1(0,tα))

)1/α ≤
(∫∞

0
T (1(0,tα))

)1/α
= t✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡

❢♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ g∗ ❛♥❞ f∗✳ ❆ ✇❛② t♦ ❞♦ ✐t
✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ g∗(.− ε) ❛♥❞ f∗(.− ε) ❛♥❞ ❧❡t ε ❣♦ t♦ 0✳



✶✳✹✳ P ✲▼❖◆❖❚❖◆■❈■❚❨ ✸✾

Pr♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❡♠♠❛ ✐s ❛♥
❡❛s② ❝❤❡❝❦✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡
(Lp, Lq)✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✶✶✳ ▲❡t q ≥ p > 0 ❛♥❞ C > 0✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❚❤❡♥
Lp ∩ Lq ⊂ E ⊂ Lp + Lq.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ E ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s❡ts ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ ✭❬✶✶❪✮✳
▲❡t f ∈ Lp ∩ Lq✳ ❉❡❝♦♠♣♦s❡ f ✐♥t♦ f1 = f1|f |>1 ❛♥❞ f2 = f1|f |≤1✳ ▲❡t
h1 = 1(

0,
∥∥f1
∥∥q

q

)✳ ❙✐♥❝❡ f1 ∈ Lq✱ h1 ∈ E ❛♥❞ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t

hq1 ⊲ f
q
1 ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ [0,

∥∥f1
∥∥q
q
)✱

∫ ∞

t

(f∗1 )
q =

∥∥f1
∥∥q
q
−
∫ t

0

f∗1 ≥
∥∥f1
∥∥q
q
−
∫ t

0

1 =

∫ ∞

t

(h∗1)
q.

❆♥❞ ❢♦r t ≥
∥∥f1
∥∥q
q
✱
∫∞
t

(h∗1)
q = 0 ≤

∫∞
t

(f∗1 )
q✳ ❙♦ hq1⊲f

q
1 ✱ ❤❡♥❝❡ f1 ∈ E✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

❧❡t h2 = 1(
0,
∥∥f2
∥∥p

p

)✱ h2 ✐s ✐♥ E ❛♥❞ hp2 ≻ fp2 s♦ f2 ∈ E✳ ❍❡♥❝❡ f ∈ E✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡t f /∈ Lp + Lq✳ ❉❡❝♦♠♣♦s❡ f ✐♥t♦
f1 ❛♥❞ f2 ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ f1 /∈ Lp + Lq ♦r f2 /∈ Lp + Lq✳

❝❛s❡ ✶✿ f1 /∈ Lp + Lq✳ ❚❤❡♥ f1 ✐s ♥♦t ✐♥ Lp✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t fp1 ≻ a1[0,1] ❢♦r
❛❧❧ a > 0✱ ❤❡♥❝❡

∥∥f1
∥∥
E
= ∞✱ f1 /∈ E✳

❝❛s❡ ✷✿ f2 /∈ Lp + Lq✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ f2 /∈ Lq s♦ fq2 ⊲ a1[0,1] ❢♦r ❛❧❧ a > 0 s♦
f2 /∈ E✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❧❡♠♠❛s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐♠♣❧② K✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r (Lp, Lq)✳ ❋♦r A ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ x ∈ A✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② A(x) t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ A ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✶✷✳ ▲❡t A ❛♥❞ B ❜❡ t✇♦ ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢ (0,∞) s✉❝❤ t❤❛t A∪B =
(0,∞)✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ✐♥t❡r✈❛❧s I, J ⊂ Z ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s
(Ai)i∈I ❛♥❞ (Bj)j∈J ✐♥ (0,∞) s✉❝❤ t❤❛t✿

• ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✱ Ai = (ai, a
′
i) ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ A ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ J ✱

Bj = (bj , b
′
j) ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ B✱

• ❢♦r ❛❧❧ n ∈ Z✱ ✐❢ n ∈ I ∩ J t❤❡♥ an ∈ Bn ❛♥❞ ✐❢ n ∈ I ❛♥❞ n+ 1 ∈ J t❤❡♥
bn+1 ∈ An✱

• ✐❢ n ∈ I ❛♥❞ n−1 ∈ I✱ t❤❡♥ n ∈ J ❛♥❞ an−1 < bn < an✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ n ∈ J
❛♥❞ n+ 1 ∈ J t❤❡♥ n ∈ A ❛♥❞ bn < an < bn+1✳

• ⋃i∈I Ai ∪
⋃

j∈J Bj = (0,∞)✳
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❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣✐❝t✉r❡ ❛t
✜rst✳ ❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❛t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✳

x0•
b0

B0
b′0

a′−1
A−1a−1 a0

A0 a′0

b1
B1

b′−1B−1

⑤ ⑤⑤⑤ ⑤ ⑤⑤⑤

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥str✉❝t (An)✱ (Bn)✱ I ❛♥❞ J ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ■❢ A = (0,∞)✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts x0 ∈ B\A ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ B0 = B(x0)✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦✇ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❛st✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛❜♦✈❡✳

▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✜rst st❡♣✿ ✐❢ b0 6= 0✱ t❤❡♥ b0 ∈ A ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ A−1✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡✱
A−1 = A(b0)✳ ■❢ a−1 6= 0✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ B−1 =
B(a−1)✳✳✳

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐❢ an 6= 0 ♦r bn 6= 0 ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❡
♠♦r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✱ ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
An−1 = A(bn) ❛♥❞ Bn = B(an)✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st♦♣s ✐❢ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t an = 0
♦r bn = 0✳ ❊❧s❡✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ an /∈ A s♦ an ∈ B ✭s✐♠✐❧❛r❧②✱ bn ∈ A✮
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ■❢
b′n 6= ∞ ♦r a′n−1 6= ∞ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❡ ♠♦r❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❞❡✜♥❡ An = A(b′n) ❛♥❞
Bn = B(a′n−1)✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st♦♣s ✐❢ a′n = ∞ ♦r b′n = ∞ ❛♥❞ ✐t ✐s
st✐❧❧ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ▲❡t ✉s ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✳ ■t ✐s tr✉❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt②✳ ■❢ n ∈ I ∩ J t❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t an 6= 0✳ ■❢ n < 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Bn = B(an) s♦ an ∈ Bn✳ ■❢ n = 0✱
A0 = A(b′0)✳ ❙♦ a0 < b′0 ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ x0✱ a0 > x0 > b0 s♦ a0 ∈ B0✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ n > 0 t❤❡♥ Bn = B(a′n−1) ❛♥❞ An = A(b′n) s♦ bn < a′n−1 < an < b′n✱
an ∈ Bn✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t n ∈ I ❛♥❞ n − 1 ∈ I✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t an 6= 0
❛♥❞ a′n−1 6= ∞✳ ❙♦ an ∈ B s♦✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ Bn = B(an)
s♦ bn < an✳ ❆♥❞ An−1 = A(bn) s♦ an−1 < bn✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r♦✈❡❞
❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✹✳ ❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ I = J = Z s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r
❝❛s❡s ❛r❡ ❡❛s✐❡r✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ a′i → ∞ ✇❤❡♥ i → ∞ ❛♥❞ ai → 0
✇❤❡♥ i→ −∞ s✐♥❝❡

⋃
n∈N

An ∪Bn ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❆ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ (a′n)n≥0 ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t x✳ ❚❤❡♥ t❤❡ (b′n) ❛❧s♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❛t x✳
❇✉t x ∈ A∪B ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♣❡♥ s❡t s♦ ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ a′n ∈ A(x)
♦r b′n ∈ B(x) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐❢ ✇❡
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (an)n≤0 ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❛t ❛ ♣♦✐♥t x > 0✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦❡② ❧❡♠♠❛✳
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▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✶✸✳ ▲❡t 0 < p ≤ q < ∞✱ α > 0 ❛♥❞ f, g ∈ (Lp + Lq)
+ ❜❡ ♥♦♥✲

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r✐❣❤t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✿

(∫ tα

0

fp

)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
fq
)1/q

>

(∫ tα

0

gp

)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
gq
)1/q

,

t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s h ❛♥❞ l s✉❝❤ t❤❛t h + l = g✱ h ✐s ♥♦♥✲
✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ fp ≻ hp ❛♥❞ fq ⊲ lq✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

∫ ∞

t

fq ≥
∫ ∞

t

lq.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t A := {t ∈ R
+ :
∫ t

0
fp >

∫ t

0
gp} ❛♥❞ B := {t ∈ R

+ :
∫∞
t
fq >

∫∞
t
gq}✳

A ❛♥❞ B ❛r❡ ♦♣❡♥ s❡ts ❛♥❞ A ∪ B = (0,∞)✳ ▲❡t (An)n∈Z ❛♥❞ (Bn)n∈Z ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❢❛♠✐❧✐❡s
♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❉❡✜♥❡ h ❛♥❞ l ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛❧❧ n ∈ Z✱

h(t) =

{
g(an) ✐❢ t ∈ [bn, an)
g(t) ✐❢ t ∈ [an, bn+1)

▲❡t l = g − h✳ g ❛♥❞ l ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦♥❡❣❛t✐✈❡✳
◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ Z✱ f(an)p ≥ g(an)

p✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ an ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠✐t②
♦❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ A✱

∫ an

0
fp =

∫ an

0
gp ❛♥❞ ❢♦r ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t

an + ε < a′n✱
∫ an+ε

0
fp >

∫ an+ε

0
gp✳ ❍❡♥❝❡✱

∫ an+ε

an
fp >

∫ an+ε

an
gp✳ ❙✐♥❝❡ f ❛♥❞ g

❛r❡ r✐❣❤t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t f(an)p ≥ g(an)
p✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s ✇❤❛t ✇❡ ❝❧❛✐♠❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧
n ∈ N✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ [bn, an)✿

∫ t

0

hp =

∫ bn

0

hp +

∫ t

bn

hp

≤
∫ bn

0

gp +

∫ t

bn

g(an)

≤
∫ bn

0

fp +

∫ t

bn

f(an)
p

≤
∫ t

0

fp,

❛♥❞ s✐♥❝❡ an ∈ Bn✱ t ∈ B ❛♥❞✿
∫ ∞

t

lq ≤
∫ ∞

t

gq ≤
∫ ∞

t

fq.

❋♦r ❛❧❧ t ∈ [an, bn+1)✱ s✐♥❝❡ bn+1 ∈ An✱ t ∈ A ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿
∫ t

0

hp ≤
∫ t

0

gp ≤
∫ t

0

fp.
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❛♥❞ ∫ ∞

t

lq =

∫ ∞

bn+1

lq ≤
∫ ∞

bn+1

gq ≤
∫ ∞

bn+1

fq.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t h ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ s♦ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✿

∫ t

0

(h∗)p =

∫ t

0

hp ≤
∫ t

0

fp =

∫ t

0

(f∗)p.

❆♥❞ s✐♥❝❡ l ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✿

∫ ∞

t

(l∗)q ≤
∫ ∞

t

lq ≤
∫ ∞

t

fq =

∫ ∞

t

(f∗)q.

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳

❊♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✵✳ ❇② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t E ✐s K✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✶✶ t❤❛t Lp ∩ Lq ⊂
E ⊂ Lp + Lq✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f 6= 0✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱ Kt(f, Lp, Lq) ≥
Kt(g, Lp, Lq)✳ ❇② ✭✶✳✶✮✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0 ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦❢ f ❛♥❞ g s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✿

(∫ tα

0

(cf∗)p
)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
(cf∗)q

)1/q

>

(∫ tα

0

(g∗)p
)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
(g∗)q

)1/q

,

❙♦ ❜② ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✶✸ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ f∗ ❛♥❞ g∗✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s h ❛♥❞ l
s✉❝❤ t❤❛t h + l = g∗✱ (cf)p ≻ hp ❛♥❞ (cf)q ⊲ lq✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥
E✱ h, l ∈ E s♦ g ∈ E ❛♥❞

∥∥g
∥∥
E
=
∥∥g∗
∥∥
E
.
∥∥h
∥∥
E
+
∥∥l
∥∥
E
≤ 2cK

∥∥f
∥∥
E
.

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹✳✶✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢✱ t♦ s②♠♠❡t✲
r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, α)✱ α ∈ (0,∞)✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹✳✶✺✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛ q✲❝♦♥❝❛✈❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② p✲❝♦♥✈❡①
❢♦r s♦♠❡ p > 0✱ ✐t ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ✐♥ ❬✷✽❪✳ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡
✶✳✶✳✶ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ✐s ♥♦✇ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛❝t ❢♦r r✐❣❤t✲q✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹✳✶✻✳ ❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✵ ❛♥❞ ❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✻✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
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❙❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ s❡q✉❡♥❝❡
s♣❛❝❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡
t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❛❜♦✈❡ st✐❧❧ ❤♦❧❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ℓ∞ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ L∞ ❜②✿

u 7→
∑∞

i=1
ui1[i−1,i).

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② ℓ∞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ L∞ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛✳❡✳ ❝♦♥st❛♥t
♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [i, i+1)✱ i ∈ N✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② E t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
❢r♦♠ L∞ t♦ ℓ∞✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♠❛❥♦r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t✐♦♥✳ ▲❡t u
❛♥❞ v ✐♥ ℓ∞✿

u ≻ v ⇔ ∀n ∈ N,
∑n

i=0 u
∗
i ≥∑n

i=0 v
∗
i ❛♥❞ u ⊲ v ⇔ ∀n ∈ N,

∑∞
i=n u

∗
i ≥∑∞

i=n v
∗
i .

▲❡t ✉s ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✼✳ ▲❡t 0 < p ≤ q < ∞ ❛♥❞ E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝
s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡✳ ■❢ E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡ t❤❡♥ E ✐s ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ℓp ❛♥❞ ℓq✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t E ✐sK✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧② t❤❛t ℓp =
ℓp ∩ ℓq ⊂ E ⊂ ℓp + ℓq = ℓq ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥② u ∈ E ❛♥❞ v ∈ ℓq✿

uq ⊲ vq ⇒ v ∈ E,
∥∥v
∥∥
E
≤ C

∥∥u
∥∥
E
❛♥❞ up ≻ vp ⇒ v ∈ E,

∥∥v
∥∥
E
≤ C

∥∥u
∥∥
E
.

▲❡t u ∈ E ❛♥❞ v ∈ ℓq✱ u 6= 0✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0,Kt(u, ℓ
p, ℓq) ≤

Kt(v, ℓ
p, ℓq)✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐♥

t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ w ∈ ℓq ❛♥❞ t > 0✿

Kt(w, p, q) ≈
(∫ tα

0

(w∗)p
)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
(w∗)q

)1/q

.

❙♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ u ❛♥❞ v s♦ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✿

(∫ tα

0

(cu∗)p
)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
(cu∗)q

)1/q

>

(∫ tα

0

(v∗)p
)1/p

+ t

(∫ ∞

tα
(v∗)q

)1/q

,

❇② ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✶✸✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts h ❛♥❞ l ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t✱ h+ l =

v∗✱ h ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ (cu)p ≻ hp ❛♥❞ (cu)q ⊲ lq✳ ▲❡t h = (E(hp))
1/p ❛♥❞

l = E(lq)1/q✳
❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t (cu)p ≻ h

p
❛♥❞ (cu)q ⊲ gq✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

t 7→
∫ t

0
(cu∗)p ❛♥❞ t 7→

∫ t

0
h
p
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❛r❡ ❛✣♥❡ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [i, i + 1]✱ i ∈ N✳ ❙♦ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛t ✐♥t❡❣❡rs✳ ▲❡t n ∈ N✱

∫ n

0

(cu∗)p ≥
∫ n

0

hp =

∫ n

0

h
p
.

❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t h ❛♥❞ l ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ap := max(1, 2p−1)

✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥st❛♥t s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ R
+✱ (a + b)p ≤ ap(a

p + bp)✳ ❲❡
❤❛✈❡✿

v∗ = (E((v∗)p))1/p ≤ apE(h
p+lp)1/p ≤ apa1/p

(
E(hp)1/p + E(lp)1/p

)
≤ apa1/p(h+l).

❆♥❞ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ E✱ h ∈ E ❛♥❞ l ∈ E ✇✐t❤
∥∥h
∥∥
E
≤ cK

∥∥u
∥∥
E
❛♥❞

∥∥l
∥∥
E
≤ cK

∥∥u
∥∥
E
✳

❙♦ v ∈ E ❛♥❞
∥∥v
∥∥
E

≤
∥∥u
∥∥
E

✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ E✱ p ❛♥❞
q✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹✳✶✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t K✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡s
♦❢ ℓp✲s♣❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❤♦✇ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡♦r❡♠
✶✳✹✳✶✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (ℓp, ℓq) ✐s ❛ ❈❛❧❞❡ró♥
❝♦✉♣❧❡ ✭✶✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✶✾✳ ▲❡t 1 ≤ p ≤ q < ∞ ❛♥❞ E ❜❡ ❛ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝
s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥ E ✐s ❧❡❢t✲p✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✲q✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ℓp ❛♥❞ ℓq✳

❚❤✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♣r♦✈❡❞ ❜② ❈✇✐❦❡❧ ❛♥❞ ◆✐❧ss♦♥ ✐♥ ❬✽❪✳



❈❤❛♣t❡r ✷

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✐♥

◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥

❚❤❡♦r②

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❡❛♥t ❛s ❛ t♦♦❧❜♦① ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡
✜rst s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡s ♦❢
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ♣r♦✈❡
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬✺✹❪ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s

✷✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❆ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛ M
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡♠✐✜♥✐t❡ ♥♦r♠❛❧ ❢❛✐t❤❢✉❧ tr❛❝❡ τ ✳ ❆♥② ❡❧❡♠❡♥t x ✐♥ M ❛❞♠✐ts
❛ ♣♦❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ x = u |x| ✇❤❡r❡ u ✐s ❛ ✉♥✐t❛r② ❛♥❞ |x| ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ |x| = (x∗x)1/2✳ ❋♦r ❛♥② p ∈ (0,∞)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ Lp✲♥♦r♠ ✭♦r
q✉❛s✐✲♥♦r♠✮ ♦♥ t❤✐s s♣❛❝❡ ❜② ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

∥∥x
∥∥
p
= τ(|x|p)1/p.

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ {x ∈ M :
∥∥x
∥∥
p
< ∞} ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

∥∥.
∥∥
p
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

Lp(M) ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r
t♦ ❬✺✵❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳

❚❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② L0(M)
❛♥❞ ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs x ❛✣❧❛t❡❞ ✇✐t❤ M ✇❤✐❝❤ ❛r❡ τ ✲
♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✭✐✳❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts λ ∈ R

+ s✉❝❤ t❤❛t τ(1(λ,∞)(|x|)) < ∞✱ ✇❤❡r❡

✹✺
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1(λ,∞)(|x|) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✮✳ ❚❤✐s s♣❛❝❡ L0(M)
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ t♦♣♦❧♦❣② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♥t❛✐♥s Lp(M) ❢♦r ❛❧❧ p✳
❚❤✐s ♠❛❦❡s ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ (Lp(M)✱ Lq(M)) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ ❬✻✵❪✳

❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❡❧❡♠❡♥t x ∈ L0(M) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡❛st
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s(x) s✉❝❤ t❤❛t s(x)x = x✳ ▲❡t

Mc = {x ∈ M : τ(s(|x|)) <∞}

❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✜♥✐t❡❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ M✳ ❋♦r ❛♥② p ∈ (0,∞)✱
Mc ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ Lp(M)✳

❉❡♥♦t❡ ❜② P(M) t❤❡ s❡t ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ M ❛♥❞ ❜② Pc(M) t❤❡
s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ M✳

✷✳✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s

❆ ❝r✉❝✐❛❧ t♦♦❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞
s✐♥❣✉❧❛r ♥✉♠❜❡rs µ(x) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② x ∈ L0(M)✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✻❪✿

µ(x) :R+ → R
+

t 7→ µt(x) = inf{
∥∥ex

∥∥
∞ : e ∈ P(M), τ(1− e) ≤ t},

= sup{a ∈ R
+ : τ(1(a,∞)(|x|)) ≥ t}.

❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r ❜✉t µ(x) ✐s t♦ ❜❡
t❤♦✉❣❤t ❛s ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛s x✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

∥∥µ(x)
∥∥
p
=
∥∥x
∥∥
p
❢♦r ❛❧❧ p✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ s✐♥❣✉❧❛r

✈❛❧✉❡s s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ▲❡t x, y ∈ L0(M)✱ t, s > 0✱ t❤❡♥✿

✶✳ ∀p ∈ (0,∞)✱ ✐❢ x ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ µ(xp) = µ(x)p✱

✷✳ µs+t(x+ y) ≤ µs(x) + µt(y)✱

✸✳ µ(x) ✐s r✐❣❤t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s✱ ✈❛r✐♦✉s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
♥❛t✉r❛❧❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✭s❡❡
r❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐s❡❞ t♦ ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❬✸✶❪ ✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥
(0,∞)✳ ❉❡✜♥❡✿

E(M) = {x ∈ L0(M) : µ(x) ∈ E}.
E(M) ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✭q✉❛s✐✲✮♥♦r♠

∥∥x
∥∥
E(M)

=
∥∥µ(x)

∥∥
E
✐s ❛ ✭q✉❛s✐✲✮❇❛♥❛❝❤

s♣❛❝❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t E ✐s ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳
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✷✳✶✳✸ ❚❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t

▲❡t (M1, τ1) ❛♥❞ (M2, τ2) ❜❡ t✇♦ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ t❤❡✐r t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t (M, τ) ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✳ ❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝tM1⊗M2✳ ■t ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr❛❝❡ τ := τ1⊗τ2 ✇❤✐❝❤
✐♥❞✉❝❡s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ M1 ⊗M2✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✱ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡ L2(M) ♦♥ ✇❤✐❝❤ M1⊗M2 ❛❝ts ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❉❡✜♥❡ M
t♦ ❜❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ M1⊗M2 ✐♥ B(L2(M))✱ τ1⊗ τ2 ❡①t❡♥❞s ✉♥✐q✉❡❧② t♦ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✜♥✐t❡ ♥♦r♠❛❧ tr❛❝❡ τ ♦♥ M✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ tr❛❝✐❛❧ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t
♦❢ M1 ❛♥❞ M2 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② M1⊗M2✳

❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇✐❧❧
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❛❦✲
✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲
s♣❛❝❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r p ∈ (0,∞)✱ ❛♥❞ n ∈ N✱ t❤❡ s♣❛❝❡s
Lp(R

n, Lp(M)) ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ✐s♦♠❡tr✐❝ t♦ Lp(M⊗L∞(Rn))✳

✷✳✶✳✹ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s

▼❛rt✐♥❣❛❧❡s ❛❞♠✐t ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t (M, τ) ❜❡ ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ A
❛ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ M✳ ■❢ τ ✐s s❡♠✐✜♥✐t❡ ✇❤❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ A t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E : M → A✳ E ✐s ✉♥✐t❛❧✱ ♣♦s✐t✐✈❡✱ tr❛❝❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞
❢♦r ❛♥② a, b ∈ A ❛♥❞ x ∈ M✱ E(axb) = aE(x)b✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛♣ i : L1(A) → L1(M)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ p ≥ 1✱ E ❝❛♥ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ Lp(M) t♦ Lp(A)✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡
✇❤❡♥ p < 1✳

❆ ✜❧tr❛t✐♦♥ F ♦♥ M ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t✇♦✲s✐❞❡❞✮ ♦❢
s✉❜❛❧❣❡❜r❛s (Mn)n∈N s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱ τ r❡str✐❝t❡❞ t♦ Mn✬s ✐s s❡♠✐✜♥✐t❡
❛♥❞

⋃
n Mn ✐s ✇❡❛❦❧② ❞❡♥s❡ ✐♥ M✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② En t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

♦♥t♦Mn✳ ▲❡t p ∈ [1,∞]✱ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥ Lp(M)✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ F
✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (xn)n∈N s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱ xn ∈ Lp(Mn) ❛♥❞ En(xn) = xn−1✳
❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ Lp(M) ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ xn ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x∞ ✐♥ Lp(M)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ En(x∞) = xn✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
(xn)n∈N ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Lp ✐❢ supn

∥∥xn
∥∥
p
< ∞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡✱

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ▲❡t p ∈ (1,∞)✳ ❊✈❡r② ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥ Lp(M) ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ x ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② (dxn) = (xn−xn−1) t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ x✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ∆n = En − En−1✳

✷✳✶✳✺ ❘♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s

■♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥
t♦ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛♣♣❡❛r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P❛❧❡② t❤❡♦r② ❛♥❞
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✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r s❡♠✐❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❢♦r♠
(∑

i∈N
|fi|2

)1/2
✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t

❝❧❡❛r ❛t ✜rst ❤♦✇ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (xi)i∈N ∈ MN✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
(∑

i∈N
|xi|2

)1/2
❤❛s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ♦✈❡r

(∑
i∈N

|x∗i |2
)1/2

❜✉t t❤❡ t✇♦ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡②

❝❛♥✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ M ✐s ❛ ❢❛❝t♦r✱ ❜❡ ❛♥② t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠
✐♥ L2 ✭❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬✺✾❪✱ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✐♠♣❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳

❉❡♥♦t❡ ❜② S(M) t❤❡ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Mc✳ ❋♦r a, b ∈ M ❛♥❞
x ∈ S(M) ✇❡ ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t axb ❜②✿

axb = (axnb)n≥0.

▲❡t x ∈ S(M)✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② N ∈ N ✐ts ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱

e = s

(∑N

i=0
x∗i xi

)
∨ s
(∑N

i=0
xix

∗
i

)
.

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t x ∈ (eMe)N ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣✲
t❡r s✐♥❝❡ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✜♥✐t❡❧② s✉♣♣♦rt❡❞
❡❧❡♠❡♥ts✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ B(ℓ2) ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s
❛♥❞ t❤❛t B(ℓ2) ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② en,m t❤❡
❡❧❡♠❡♥t (δi,nδj,m)i,j∈N ∈ B(ℓ2)✳ ❋♦r x ✐♥ S(M)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Rx =

∑
n≥0 xn⊗e1,n✱

Cx =
∑

n≥0 xn ⊗ en,1 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥
❛❧❣❡❜r❛ MB := M⊗B(ℓ2)✳ ❇♦t❤ ❛❧❣❡❜r❛s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t
tr❛❝❡✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s✱ M ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ M⊗ e1,1 ✐♥ MB✳
❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✧sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡
♠♦❞✉❧✐ ♦❢ Rx ❛♥❞ Cx✿

|(Rx)∗| =
(∑

n≥0 xnx
∗
n

)1/2
❛♥❞ |Cx| =

(∑
n≥0 x

∗
nxn

)1/2
✳

❋✐① E ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳ ❉❡✜♥❡
∥∥x
∥∥
RE

:=
∥∥Rx

∥∥
E(MB)

✭r❡s♣✳
∥∥x
∥∥
CE

:=∥∥Cx
∥∥
E(MB)

✮ ❛♥❞ RE ✭r❡s♣✳ CE✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ S(M) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
∥∥.
∥∥
RE

✭r❡s♣✳
∥∥.
∥∥
CE

✮✳ ❚♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❢♦r p ∈ (0,∞]✱ ✇❡ ✇r✐t❡ Cp = CLp
❛♥❞

Rp = RLp ✳
◆♦t❡ t❤❛t Rp ❛♥❞ Cp ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ L0(M)N✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

s♣❛❝❡s Rp + Cp ❛♥❞ Rp ∩ Cp ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡② ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥ S(M) ❛s ❛
❞❡♥s❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✭✇❡❛❦✲∗ ❞❡♥s❡ ❢♦r p = ∞✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t Rr ❛♥❞ Cr ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ Lr(MB) ❜② ❡①t❡♥❞✲
✐♥❣ R ❛♥❞ C✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜② t❤✐s ♠❡❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞✱ 1✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Lr(MB)✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s (Rp, Rq) ❛♥❞ (Cp, Cq) ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
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▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❛ ❧❡♠♠❛ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ r♦✇s ❛♥❞
❝♦❧✉♠♥s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✹✳ ▲❡t p > 0✱ y, z ∈ S(M) ❛♥❞ e, f ∈ P(M) s✉❝❤ t❤❛t e ❝♦♠♠✉t❡s
✇✐t❤ |(Ry)∗|✳ ❚❤❡♥✱

✐✳ e |(Ry)∗|p = |(R(ey))∗|p ,

✐✐✳
∥∥Ry

∥∥p
p
=
∥∥R(ey)

∥∥p
p
+
∥∥R(e⊥y)

∥∥p
p
,

✐✐✐✳ |C(fz)|2 ≤ |Cz|2 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
∥∥C(fz)

∥∥
p
≤
∥∥Cz

∥∥
p
.

Pr♦♦❢✳ ✐✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

e |(Ry)∗|p = ep/2(|(Ry)∗|2)p/2 = (e |(Ry)∗|2)p/2 = (e(
∑

i
yiy

∗
i )e)

p/2

= (
∑

i
(eyi)(eyi)

∗)p/2 = |R(ey)∗|p .

✐✐✳ ❲r✐t❡ f := e⊥✳ ❯s✐♥❣ ✐✳✱ t❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

∥∥Ry
∥∥p
p
= τ(|(Ry)∗|p) = τ((e+ f) |(Ry)∗|p) = τ(e |(Ry)∗|p) + τ(f |(Ry)∗|p)
= τ(|(R(ey))∗|p) + τ(|(R(fy))∗|p) =

∥∥R(ey)
∥∥p
p
+
∥∥R(fy)

∥∥p
p
.

✐✐✐✳ ■♥❞❡❡❞✱ |C(fz)|2 =
∑

i z
∗
i fzi ≤

∑
i z

∗
i zi = |Cz|2 .

✷✳✷ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✲
♣❡♥❞✱ ✉♣ t♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❳✉ ✐♥ ❤✐s ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✭❬✻✷❪✮✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ❤❡r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ t❡①t✳ ■t ✐s ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❡♦r❡♠
✭s❡❡ ❬✶❪✮ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ▲❡t α > 0✱ x ∈ (Lp(M)+Lq(M))+ ❛♥❞ p, q ∈ (0,∞] t❤❡♥✿

Kt(x, Lp(M), Lq(M)) ≤ cp,α

[
Kt1/α(x

1/α, Lpα(M), Lqα(M))
]α
,

✇❤❡r❡ cp,α = max(1, 21/pα−1)max(2α−1, 21−α)✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✷✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✳ ▲❡t
α > 0✱ x ∈ (Lp(M) + Lq(M))+ ❛♥❞ p, q ∈ (0,∞] t❤❡♥✿

Kt(x, Lp(M), Lq(M)) ≈
[
Kt1/α(x

1/α, Lpα(M), Lqα(M))
]α
,
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❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦✉t✐♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ♣r♦✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✳ ▲❡t a, b ∈ L0(M)+✱ α ≥ 1 ❛♥❞ θ ≤ 1✳

✐✳ ✐❢ 0 ≤ a ≤ b t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ c s✉❝❤ t❤❛t a = cbc∗✱

✐✐✳ ✐❢ 0 ≤ a ≤ b t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr② u s✉❝❤ t❤❛t a2 ≤ ub2u∗✱

✐✐✐✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr② u ∈ M s✉❝❤ t❤❛t✿

(a+ b)α ≤ 2α−1u(aα + bα)u∗,

✐✈✳ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr✐❡s u ❛♥❞ v s✉❝❤ t❤❛t✿

(a+ b)θ ≤ uaθu∗ + vbθv∗.

Pr♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❋♦r ❛❧❧ r > 0✱ ❞❡✜♥❡ ar := max(1, 21/r−1)✳ ❚❛❦❡
a ∈ Lpα(M) ❛♥❞ b ∈ Lqα(M) s✉❝❤ t❤❛t a+ b = x1/α✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝❛s❡ α < 1✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ a′ ∈ Lp ❛♥❞ b′ ∈ Lq s✉❝❤ t❤❛t a′ + b′ = x ❛♥❞✿

∥∥a′
∥∥
p
+ t
∥∥b′
∥∥
q
≤ apα2

1−α
(∥∥a

∥∥
pα

+ t1/α
∥∥b
∥∥
qα

)α
.

❙✐♥❝❡ x ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t a ❛♥❞ b ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✜rst ♥♦t❡
t❤❛t✿

x =
a+ a∗

2
+
b+ b∗

2
,

❛♥❞✿ ∥∥a+ a∗

2

∥∥
pα

+ t
∥∥b+ b∗

2

∥∥
qα

≤ apα(
∥∥a
∥∥
pα

+ t
∥∥b
∥∥
qα
)

✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r pα ≥ 1 ❛♥❞ t❤❡ pα✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r
pα ≤ 1✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t a ❛♥❞ b ❛r❡ s❡❧❢❛❞❥♦✐♥t ❛♥❞ ✇r✐t❡ a = a+ − a−
❛♥❞ b = b+−b− t❤❡✐r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rts✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t x ≤ a+ + b+ s♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ c s✉❝❤ t❤❛t x = ca+c

∗ + cb+c
∗

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❜❡tt❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛♥ a, b✳
❯s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ 2.2.3✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t✇♦ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s u ❛♥❞ v s✉❝❤ t❤❛t✿

x = uaαu∗ + vbαv∗ =: a′ + b′.

❆♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿
∥∥a′
∥∥
p
+ t
∥∥b′
∥∥
q
≤
∥∥aα

∥∥
p
+
∥∥bα
∥∥
q

=
∥∥a
∥∥α
pα

+ tα
∥∥b
∥∥α
qα

≤ 21−α
(∥∥a

∥∥
pα

+ t
∥∥b
∥∥
qα

)α
.

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s x1/α = a+ b✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ✇❡
❤❛❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ❢❛❝t♦r apα t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② a ❛♥❞ b ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Kt(x, Lp(M), Lq(M)) ≤ apα2
1−αKt1/α(x

1/α, Lpα(M), Lqα(M))α.
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▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r α ≥ 1✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❛ss✉♠❡ a ❛♥❞ b t♦ ❜❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞
r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❧♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t apα ❜② ❞♦✐♥❣ s♦✳ ❯s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ 2.2.3 t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ u s✉❝❤ t❤❛t✿

x = 2α−1u(aα + bα)u∗ = 2α−1uaαu∗ + 2α−1ubαu∗ =: a′ + b′.

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡✿
∥∥a′
∥∥
p
+ t
∥∥b′
∥∥
q
≤ 2α−1(

∥∥a
∥∥α
pα

+ t
∥∥b
∥∥α
qα
)

≤ 2α−1(
∥∥a
∥∥
pα

+ t1/α
∥∥b
∥∥
qα
)α.

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡❣✐♥ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❝❛s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ tr♦✉❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ s❡♠✐✜♥✐t❡ ❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✹✳ ▲❡t p, q ∈ (1,∞] ❛♥❞ t > 0✳ ▲❡t x ∈ Lp(M) + Lq(M)✱ t❤❡♥

Kt(x, Lp(M), Lq(M)) = sup
e∈Pc(M)

Kt(exe, Lp(M), Lq(M)).

Pr♦♦❢✳ ❉❡✜♥❡ E = Lp′(M) ∩ t−1Lq′(M) ✇✐t❤ p′ = (1 − p−1)−1 ❛♥❞ q′ = (1 −
q−1)−1 ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t Lp(M)+ tLq(M) = E∗✳ ❙✐♥❝❡ p′ ❛♥❞ q′ ❜❡❧♦♥❣ t♦ [1,∞)✱
Mc ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ E✳ ❍❡♥❝❡✱

Kt(x, Lp(M), Lq(M)) = sup{|τ(xy)| : y ∈ Mc,
∥∥y
∥∥
E
= 1}

= sup{|τ(xeye)| : e ∈ Pc(M), y ∈ Mc,
∥∥y
∥∥
E
= 1}

= sup
e∈Pc(M)

∥∥exe
∥∥
Lp(M)+tLq(M)

= sup
e∈Pc(M)

Kt(exe, Lp(M), Lq(M)).

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✺✳ ▲❡t x ∈ L+
0 (M)✱ ǫ > 0 ❛♥❞ f ∈ Pc(L∞(0,∞))✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

✜♥✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ e ∈ M s✉❝❤ t❤❛t✿

µ(µ(x)f) ≤ µ(exe) + ε.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t f ∈ Pc(L∞(0,∞)) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ T :=
∫
R+ f ✱ t❤❡♥

µ(µ(x)f) . µ(x)1(0,T ) = µ(µ(x)1(0,T )).

❍❡♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 1(0,T )✱ T > 0✳ ▲❡t a =
µT (x) ❛♥❞ ❧❡t e1 = 1(a,∞)(x)✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ✱ e1 ✐s ✜♥✐t❡✱ ✇r✐t❡ t1 = τ(e1)✳
◆♦t❡ t❤❛t µt(x) = a ❢♦r t1 ≤ t < T ✳ ❙✐♥❝❡ a = µ(T )✱ τ(1(a−ε,∞)) ≥ T ✱ ❤❡♥❝❡
τ(1(a−ε,a]) ≥ T − t1✳ ▲❡t e2 ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t e2 ≤ 1(a−ε,a] ❛♥❞
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τ(e2) ≥ T − t1✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ τ ✐s s❡♠✐✜♥✐t❡✳
❉❡✜♥❡ e = e1 + e2✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r t ∈ (0, t1)✱ µt(exe) = µt(x) = f(t)µt(x)
❛♥❞ ❢♦r t ∈ [t1, T )✱ µt(exe) ≥ a− ε = f(t)µt(x)− ε✳ ❙♦ e s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ▲❡t x ∈ Lp(M) + Lq(M)✱ p, q ∈ R s✉❝❤ t❤❛t 0 < p < q
❛♥❞ t > 0✿

Kt(µ(x), Lp(0,∞), Lq(0,∞)) ≈cp Kt(x, Lp(M), Lq(M)),

✇❤❡r❡ cp ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t x ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❧♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t②
❤❡r❡ s✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❋✐rst✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p > 1✳ ▲❡t e ∈ Pc(M) ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s
♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r y = exe✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛❧❣❡❜r❛
eMe ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ y✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② My

t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② y ∈ M ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❡❧✐❛♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s E1 : M → My ❛♥❞ E2 : L∞(0, τ(e)) → Mµ(y)

❛♥❞ My ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Mµ(y) ❜② y 7→ µ(y)✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡①t❡♥❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦♥ Lp✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱

Kt(y, Lp(M), Lq(M)) = Kt(µ(y), Lp(0,∞), Lq(0,∞)).

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r x ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ❧❡♠♠❛
✷✳✷✳✹✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Kt(x, Lp(M), Lq(M)) = sup
e∈Pc(M)

Kt(µ(exe), Lp(0,∞), Lq(0,∞)) ✭✷✳✶✮

❛♥❞

Kt(µ(x), Lp(0,∞), Lq(0,∞)) = sup
f∈Pc(L∞(0,∞))

Kt(µ(fµ(x)f), Lp(0,∞), Lq(0,∞)).

✭✷✳✷✮
❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ e ∈ P(M)✱ µ(exe) ≤ µ(x) ✭s❡❡ ❬✶✻❪✮✿

Kt(x, Lp(M), Lq(M)) ≤ Kt(µ(x), Lp(0,∞, Lq(0,∞)).

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❜② ❧❡♠♠❛ ✷✳✷✳✺✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ f ∈ Pc(L∞(0,∞)) ❛♥❞ ε > 0✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ e ✐♥ M✱ s✉❝❤ t❤❛t µ(exe) + ε ≥ µ(fµ(x))✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

sup
e∈Pc(M)

Kt(µ(exe), Lp(0,∞), Lq(0,∞)) ≥ sup
f∈Pc(L∞(0,∞))

Kt(fµ(x)f, Lp(0,∞), Lq(0,∞)),

❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✮✳
◆♦✇ t❛❦❡ 0 < p ≤ 1 ❛♥❞ q > p✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.2.1✿

Kt(y, Lp(M), Lq(M)) ≈ (Ktp/2(y
p/2, L2(M), L2q/p(M))2/p

= Ktp/2(µ(y
p/2), L2(R

+), L2q/p(R
+))2/p

≈ Kt(µ(y), Lp(R
+), Lq(R

+)).
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❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✼✳ ■♥ ❬✻✷❪✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❜♦✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜rst ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❝♦✉♣❧❡ (L1(M), L∞(M)) ✐s✱ ✐♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡tr❛❝t ♦❢ t❤❡
❝♦✉♣❧❡ (L1(0,∞), L∞(0,∞))✳

❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡✿ Kt(x, p, q) := Kt(µ(x), Lp(R
+), Lq(R

+))✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✽✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥
s♣❛❝❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r x ∈ S(M) ❛♥❞ p, q > 0✱

Kt(x,Rp, Rq) ≈ Kt(Rx, p, q) ❛♥❞ Kt(x,Cp, Cq) ≈ Kt(Cx, p, q)✳

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r > 0✱ Rr ❛♥❞ Cr ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
Lr(M⊗B(ℓ2)) ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✱

Kt(x,Rp, Rq) ≈ Kt(Rx,Lp(M⊗B(ℓ2)), Lq(M⊗B(ℓ2))) ≈ Kt(Rx, p, q)

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❝♦❧✉♠♥s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ Kt(x, p,∞)✱ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t M ✐s ❞✐✛✉s❡✳ ▲❡t p > 0✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ x ∈
Mc✿

sup{
∥∥ex

∥∥
p
: τ(e) ≤ tp, e ∈ P(M)} ≈Ap

Kt(x, p,∞).

Pr♦♦❢✳ ■❢ tp > τ(1)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

sup{
∥∥ex

∥∥
p
: τ(e) ≤ tp, e ∈ P(M)} =

∥∥x
∥∥
p

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❙♦ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ❛ss✉♠❡
t❤❛t tp ≤ τ(1)✳

❙✐♥❝❡ M ✐s ❞✐✛✉s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ e ✐♥ M ✇✐t❤ tr❛❝❡ tp✱ ❝♦♠♠✉t✐♥❣
✇✐t❤ |x∗|✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

τ(e |x∗|p) =
∫ tp

0

µs(x)
pds ≥ 1

Ap
Kt(x, p,∞)p.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ e ❛♥❞ |x∗| ❧✐✈❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛✱ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ L∞(Ω)✱ t❤✉s✿

τ(e |x∗|p) = τ(ep/2(xx∗)p/2ep/2) = τ((exx∗e)p/2) =
∥∥ex

∥∥p
p
.

❍❡♥❝❡✿

Kt(x, p,∞) ≤ Ap

∥∥ex
∥∥
p
≤ Ap sup{

∥∥ex
∥∥
p
: τ(e) = tp, e ∈ P(M)}.

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❛❦❡ e ∈ P(M) s✉❝❤ t❤❛t τ(e) = tp✳ ◆♦t❡
t❤❛t✿

∥∥ex
∥∥p
p
=

∫ ∞

0

µ(|ex|p) =
∫ tp

0

µ(|ex|)p ≤ ApKt(ex, p,∞)p.
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❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ R
+✱ µs(ex) ≤ µs(x)✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✻❪✳ ❍❡♥❝❡✱

Kt(ex, p,∞) ≤ Kt(x, p,∞)✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∥∥ex
∥∥
p
≤ ApKt(ex, p,∞) ≤ ApKt(x, p,∞).

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ②✐❡❧❞s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s e ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✇✐t❤ |x∗| t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❧❛t❡r ♦♥✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ♦♥❡ ✜♥❛❧ ❧❡♠♠❛ ❜❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✶✳ ❋♦r ❛♥② x ∈ M✱ t ∈ R≥0✱ y, z ∈ Mc s✉❝❤ t❤❛t y+z = x✱ t❤❡r❡
❡①✐sts y′, z′ ∈ Mc s✉❝❤ t❤❛t y′ + z′ = x✱

∥∥y′
∥∥
∞ ≤ 2

∥∥x
∥∥
∞✱
∥∥z′
∥∥
∞ ≤ 2

∥∥x
∥∥
∞ ❛♥❞✿

∥∥y′
∥∥
p
+ t
∥∥z′
∥∥
q
≤
∥∥y
∥∥
p
+ t
∥∥z
∥∥
q
.

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t x ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ❛ ♣❛rt✐❛❧
✐s♦♠❡tr②✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ p, q ≥ 1✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ x = Ex(y) + Ex(z) ✇❤❡r❡ Ex ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ Mx✱ ❛
s❡♠✐✜♥✐t❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ M ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x✳ ❙✐♥❝❡ Mx ✐s ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐✈❡✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t s♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤❡♥✱ s✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t p < 1 ✭q < 1 ✐s s✐♠✐❧❛r✮✳ ▲❡t A =
∥∥x
∥∥
∞ ❛♥❞

❞❡✜♥❡ e = 1[0,A](|y|)✳ ❈♦♥s✐❞❡r y′ = ye+xe⊥ ❛♥❞ z′ = ze✳ ❲❡ ❤❛✈❡ y′+ z′ = x✱∥∥y′
∥∥
∞ ≤

∥∥ye
∥∥
∞ +

∥∥xe⊥
∥∥
∞ ≤ 2A ❛♥❞

∥∥z′
∥∥
∞ =

∥∥x− y′
∥∥
∞ =

∥∥xe− ye
∥∥
∞ ≤ 2A✳

❙✐♥❝❡ e ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱
∥∥z′
∥∥
q
≤
∥∥z
∥∥
q
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t e = 1[0,A](|y|) s♦∥∥ye⊥

∥∥p
p
≥ τ(e⊥)Ap ≥

∥∥xe⊥
∥∥p
p
❛♥❞ e ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ |y| s♦✿

∥∥y
∥∥p
p
= τ(|y|p) = τ(|y|p e) + τ(|y|p e⊥)
= τ((|y|)pe) + τ((|y|)pe⊥)
= τ(|ye|p) + τ(

∣∣ye⊥
∣∣p)

=
∥∥ye
∥∥p
p
+
∥∥ye⊥

∥∥p
p
.

❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❜② t❤❡ p✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

∥∥y′
∥∥p
p
≤
∥∥ye
∥∥p
p
+
∥∥xe⊥

∥∥p
p
≤
∥∥ye
∥∥p
p
+
∥∥ye⊥

∥∥p
p
=
∥∥y
∥∥p
p
.

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ ✷✳✷✳✸✳



✷✳✷✳ ❙❖▼❊ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❚❍❊ K✲❋❯◆❈❚■❖◆❆▲ ✺✺

Pr♦♦❢✳ ✐✳ ❉❡✜♥❡ bε = b + ε✳ ❙❡t cε = a1/2b
−1/2
ε ✳ ❲❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t c

✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳

c∗c = b−1/2
ε a1/2a1/2b−1/2

ε = b−1/2
ε ab−1/2

ε ≤ b−1/2
ε bεb

−1/2
ε = 1

❍❡♥❝❡✱ cε ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ▲❡t c ❜❡ ❛ ✇❡❛❦∗✲❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ cε✳ c ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❛♥❞ a = cbc∗✳

✐✐✳ ■❢ a ≤ b t❤❡♥ a2 ≤ a1/2ba1/2✳ ◆♦✇ ❞❡✜♥❡ u t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr②
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ a1/2b1/2 ✐✳❡ a1/2b1/2 = u

∣∣a1/2b1/2
∣∣✳

❚❤❡♥ u∗b1/2a1/2u = a1/2b1/2 ❛♥❞ a1/2ba1/2 = ub1/2ab1/2u∗ ≤ ub2u∗✳
✐✐✐✳ ❋♦r α ∈ [1, 2]✱ ❜② ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ xα✱ t❤❡ r❡s✉❧t

❤♦❧❞s ✇✐t❤ u = 1✳ ◆♦✇ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐✐✐✳ ✐s tr✉❡ ❢♦r
❛ α ≥ 1✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❤♦❧❞s ❢♦r α′ = 2α✳ ❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr② u s✉❝❤ t❤❛t✿

(a+ b)α ≤ 2α−1u(aα + bα)u∗.

❆♥❞ ❜② t❤❡ ✐✐✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts v s✉❝❤ t❤❛t✿

(a+ b)2α ≤ 22α−2v(u(aα + bα)u∗)2v∗

(a+ b)α
′ ≤ 2α

′−2vu(aα + bα)2(vu)∗

≤ 2α
′−1vu(aα

′

+ bα
′

)(vu)∗

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ x 7→ x2

♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② (c + d)2 ≤ 2c2 + 2d2 ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ c = aα ❛♥❞
d = bα✳

✐✈✳ ❉❡✜♥❡ x = a+b ❛♥❞ t❛❦❡ t✇♦ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s α ❛♥❞ β s✉❝❤ t❤❛t a1/2 = αx1/2

❛♥❞ b1/2 = βx1/2✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t α∗α + β∗β = s(x)✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
T : M → M ❞❡✜♥❡❞ ❜② T (c) = αcα∗ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✉❜✉♥✐t❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡
❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❏❡♥s❡♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t 7→ tθ ❛♥❞
✇❡ ♦❜t❛✐♥ T (x)θ ≥ T (xθ)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ βxθβ∗ ≤ (βxβ∗)θ✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t✱ ❛s
✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr✐❡s u ❛♥❞ v s✉❝❤
t❤❛t xθ/2α∗αxθ/2 = uαxθα∗u∗ ❛♥❞ xθ/2β∗βxθ/2 = vβxθβ∗v∗ s✐♥❝❡ ❛❞❥♦✐♥ts ❛r❡
❛❧✇❛②s ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐s♦♠❡tr②✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

(a+ b)θ = xθ = xθ/2(α∗α+ β∗β)xθ/2

= xθ/2α∗αxθ/2 + xθ/2β∗βxθ/2

= uαxθα∗u∗ + vβxθβ∗v∗

≤ u(αxα∗)θu∗ + v(βxβ∗)θv∗

=≤ uaθu∗ + vbθv∗.
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✷✳✸ ❯❧tr❛♣r♦❞✉❝ts

❙✉♣♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛tM ✐s ✜♥✐t❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜②Mω t❤❡ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝t
♦❢ N ❝♦♣✐❡s ♦❢ M✳ ❍❡r❡✱ ω ✐s ❛♥ ✉❧tr❛✜❧t❡r ♦♥ N✳ ❙❡❡ ❬✹✹❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❝✐❛❧ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❡ ♦♥❧② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤❡r❡✳ ▲❡t
B = ℓ∞(M) ❛♥❞ I = {x ∈ B : limω τ(xn) = 0}✳ I ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✐❞❡❛❧ ♦❢ B ❛♥❞ ✇❡
❞❡✜♥❡ Mω = B/I ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❝❡ τω(x + I) = limω τ(xn)✳ (Mω, τω)
✐s ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ (M, τ) ❝❛♥ ❜❡ ✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧
♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❛♥ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝t✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✶✳ ▲❡t x = (xn)n∈N ∈ Mω✱ p, q ∈ (0,∞] ✇✐t❤ p 6= q✱ t❤❡♥
K(xn, Lp(M), Lq(M)) ❝♦♥✈❡r❣❡s ♣♦✐♥t✇✐s❡ t♦ K(x, Lp(Mω), Lq(Mω)) ❛❧♦♥❣ ω✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐❢ p 6= ∞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ p < q✱ t❤❡ ❝❛s❡ q > p ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ x = y + z s✉❝❤ t❤❛t

∥∥y
∥∥
p
+ t
∥∥z
∥∥
q
< Kt(x, p, q) + ε✳ ❚❛❦❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

(zn)n≥0 ♦❢ z s✉❝❤ t❤❛t limn→∞
∥∥zn
∥∥
∞ =

∥∥z
∥∥
∞✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤✐s ♣r❡❝❛✉t✐♦♥ ✐♥

❝❛s❡ q = ∞✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r y ✇❤✐❝❤ ✐s (yn)n∈N ✇✐t❤
yn = xn − zn✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

∥∥y
∥∥
p
= τ(|y|p)1/p = lim

ω
τ(|yn|p)1/p = lim

ω

∥∥yn
∥∥
p
.

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r z ❛♥❞ t❤❡ q✲♥♦r♠ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡♣t✐♦♥ ♦❢ q = ∞ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛❧r❡❛❞②✮✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts A1 ∈ ω s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❛❧❧ n ∈ A1✱ ∣∣∣

∥∥y
∥∥
p
+ t
∥∥z
∥∥
q
−
∥∥yn

∥∥
p
− t
∥∥zn
∥∥
q

∣∣∣ ≤ ε.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿
Kt(xn, p, q) ≤ Kt(x, p, q) + 2ε.

❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N t❛❦❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ xn = yn + zn ∈ M s✉❝❤
t❤❛t

∥∥yn
∥∥
p
+ t
∥∥zn
∥∥
q
< Kt(xn, p, q) + ε✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❡rt❛✐♥

❝♦♥st❛♥t M s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱
∥∥xn

∥∥
∞ ≤ M ✳ ❇② ❧❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✶✱ ✇❡ ❝❛♥

s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱
∥∥yn

∥∥
∞ ≤ 2M ❛♥❞

∥∥zn
∥∥
∞ ≤ 2M ✳ ❙♦ (yn)n≥0 ❛♥❞

(zn)n≥0 ❞❡✜♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts y ❛♥❞ z ∈ Mω✳ ❲❡ ❤❛✈❡ x = y + z✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞
A2 ∈ ω s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② n ∈ A2✿

∣∣∣
∥∥y
∥∥
p
+ t
∥∥z
∥∥
q
−
∥∥yn

∥∥
p
− t
∥∥zn
∥∥
q

∣∣∣ ≤ ε

s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ ❢♦r q = ∞✱
∥∥z
∥∥
∞ ≤ limω

∥∥zn
∥∥
∞. ❍❡♥❝❡✱

Kt(x, p, q) ≤ Kt(xn, p, q) + 2ε.

❲❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
■❢ p 6= ∞✱ ❡①t❡♥❞ K(xn, p, q) ❛t ∞ ❜② ❧❡tt✐♥❣ K∞(xn, p, q) =

∥∥xn
∥∥
p
✳ ❚❤❡

s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦rK(x, p, q)✳ ❙✐♥❝❡ p 6= ∞✱ K(xn, p, q) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦K(x, p, q)
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❛t ∞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t
R

+ ∪ {∞} ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ❉✐♥✐✬s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s
✉♥✐❢♦r♠✳

✷✳✹ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t♦rs

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✶✳ ▲❡t p ∈ (0,∞)✱ q ∈ (0,∞]✱ θ ∈ (0, 1)✳ ❋♦r ❛❧❧ t > 0✱ α, β ∈ M+
c

❛♥❞ b ∈ M ✿

Ktθ (α
θb+ bβθ, p/θ, q/θ) . Kt(αb+ bβ, p, q)θ

∥∥b
∥∥1−θ

∞ ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p, q ❛♥❞ θ✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✺✹❪ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
4.3✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ▲❡t 0 < p < q ≤ ∞✱ θ ∈ (0, 1) ❛♥❞ x, y ∈ (Lp(M) +

Lq(M))sa✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ t > 0 ❛♥❞ f : x 7→ |x|θ ♦r f : x 7→ s❣♥(x) |x|θ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Ktθ (f(x)− f(y), p/θ, q/θ) . Kt(x− y, p, q)θ.

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛③✉r ♠❛♣s ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦rs ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts r❡❧② ♦♥ 2 × 2 ♠❛tr✐① tr✐❝❦s ❛♥❞ t❤❡
❈❛②❧❡② tr❛♥s❢♦r♠✳ ❲❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡♠ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❜✉t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥❡✇ ✐❞❡❛✳ ❲❡ ❜r❡❛❦ ✐t ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✱
t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ❈❛②❧❡② tr❛♥s❢♦r♠✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✸✳ ▲❡t p ∈ (0,∞)✱ q ∈ (0,∞]✱ θ ∈ (0, 1)✳ ❋♦r ❛❧❧ t > 0✱ f : x 7→ |x|θ
♦r f : x 7→ s❣♥(x) |x|θ✱ α ∈ Msa ❛♥❞ b ∈ Msa ✿

Ktθ (bf(α)− f(α)b, p/θ, q/θ) . Kt(bα− αb, p, q)θ
∥∥b
∥∥1−θ

∞ ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p, q ❛♥❞ θ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
∥∥b
∥∥
∞ = 1 ❜② ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❙✐♥❝❡ b = b∗✱ t❤❡ ❈❛②❧❡②

tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

u = (b+ i)(b− i)−1, b = 2i(1− u)−1 − i.

◆♦t❡ t❤❛t u ✐s ✉♥✐t❛r② ❛♥❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛
∥∥(1 − u)−1

∥∥
∞ ≤ 1√

2
✳ ❚❤❡s❡

❢❛❝ts ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✷✳✹✳✷✳

Ktθ (bf(α)− f(α)b, p/θ, q/θ) ≤ 2Ktθ ((1− u)−1f(α)− f(α)(1− u)−1, p/θ, q/θ)

≤ 2
∥∥(1− u)−1

∥∥2
∞Ktθ ((1− u)f(α)− f(α)(1− u), p/θ, q/θ)

≤ Ktθ (f(u
∗αu)− f(α), p/θ, q/θ)
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✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱

. Kt(αu− uα, p, q)θ

.
∥∥(b− i)−1

∥∥2θ
∞Kt((b− i)α(b+ i)− (b+ i)α(b− i), p, q)θ

. Kt(αb− bα, p, q)θ.

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① tr✐❝❦✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✳✶✳ ▲❡t b ∈ M ❛♥❞ α, β ∈ M+✳ ❈♦♥s✐❞❡r✿

b′ =

(
0 b
b∗ 0

)
, α′ =

(
α 0
0 −β

)
.

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♠❛tr✐① b′ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s b ⊕ b✳ ❍❡♥❝❡✱
❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

Kt(b
′, p, q) ≈ Kt(b, p, q).

■♥❞❡❡❞✱ x 7→ Kt(x, p, q) ✐s ❛ q✉❛s✐✲♥♦r♠ s♦ Kt(b, p, q) . Kt(b
′, p, q) ❛♥❞ µ(b′) =

µ(b ⊕ b) ≥ µ(b) s♦ Kt(b
′, p, q) ≥ Kt(b, p, q)✳ ■t ✐s ♥♦✇ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦

t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

Kt(αb+ bβ, p, q) ≈ Kt(α
′b′ − b′α′, p, q)

❛♥❞ t❤❛t ❢♦r f : x 7→ s❣♥(x) |x|θ✱

Kt(f(α)b+ bf(β), p, q) ≈ Kt(f(α
′)b′ − b′f(α′), p, q).

❍❡♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✳✸ t♦ b′, α′, θ ❛♥❞ f t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✳



❈❤❛♣t❡r ✸

◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ st❡♣ t♦✇❛r❞s ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ◆♦ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ L1,∞ ❛♥❞ L2,∞ ✐♥ s♣✐t❡
♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ✐s t♦
❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♣❧❛② ✐♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ❝♦♥st❛♥t❧② ✇❤❡♥
t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ❢r❡❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛ st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ s❡♠✐♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❬✸✻❪ ❛♥❞ t❤❡♥ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❛♥❞ P✐s✐❡r
❬✸✼❪ ✇❤♦ ✜rst ❢♦♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥ Lp✲s♣❛❝❡s✮ ❧❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s s♣r❡❛❞✐♥❣ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❢r❡❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣✱ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P✐s✐❡r ❛♥❞
❍❛❛❣❡r✉♣ ✐♥ ❬✷✵❪✱ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✹✷❪
❛♥❞ ❬✺✺❪✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs
♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭❬✹✾❪✱ ❬✷✹❪✱ ❬✷✻❪✮✱ ❛♥♦t❤❡r ♣✐❧❧❛r ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r②✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✼❪✱ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ❬✺✷❪✳ ❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r s✉❜❥❡❝t✱ ❢♦r
♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❞❡❝❛❞❡✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ t♦✇❛r❞s ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳
❖♥❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❛♥❞ ❳✉ ✭❬✸✽❪✮✱ ▲❡
▼❡r❞② ❛♥❞ ❙✉❦♦❝❤❡✈ ✭❬✸✸❪✮ ❛♥❞ ❉✐r❦s❡♥✱ ❞❡ P❛❣t❡r✱ P♦t❛♣♦✈✱ ❙✉❦♦❝❤❡✈ ✭❬✶✸❪✮✳
❇✉t ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ✇❛s t❛❝❦❧❡❞ ❜② P✐s✐❡r ❛♥❞
❘✐❝❛r❞ ✐♥ ❬✹✽❪ ✇❤♦ ♣r♦✈❡❞ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s

✺✾
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❢♦r p < 1✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛♣❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ❦❡② ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✺❪ ❜② P✐s✐❡r✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✹❪ ✇❤❡r❡ ❉✐r❦s❡♥
❛♥❞ ❘✐❝❛r❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ Lp✲s♣❛❝❡s ❢♦r p < 1 ♦r ✐♥ ❛♥② q✉❛s✐✲❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ✭❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✮ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣r♦♦❢s t❤♦✉❣❤ t❤❡② ♣❛rt✐❛❧❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ Lp ❢♦r p < 2 ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts✱ ❞✐r❡❝t❧②
✐♠♣❧✐❡s ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ L1,∞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦r ❞✉❛❧✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ✇❛s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✇❡❛❦✲1✲
❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣ ❢♦r
❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧s ✭❬✸✾❪✮ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧❛r✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧ ❝❛s❡ ✭❬✹✶❪✮✱
s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✱ ❝♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹✳✷✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ✧❢r❡❡ ❛✈❡r❛❣❡s✧ ✐♥
❡✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ❤❡r❡ ✐s
t❤❛t ✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r p < 2 ♦r p > 2✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐t ❤♦❧❞s ✐♥ L2,∞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ tr✐❝❦② ❝❛s❡ s✐♥❝❡ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉s✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r
❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛
✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜② P✐s✐❡r ✐♥ ❬✹✻❪✳ ❖✉r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✐s ❧❡ss tr❛❝t❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜rst ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t
❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs (xi) ❛❞♠✐ts ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α(ui) + (ui)β
✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ (ui) ❤❛s ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ (ξi)
✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢

∑
xi ⊗ ξi ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ α ⊕ β ✐♥ ❛❧❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❚❤✐s
②✐❡❧❞s ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❢r❡❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r p < 1✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②
t♦ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♥❝❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❍❛❛❣❡r✉♣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❬✶✾❪✮ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ❛ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦rs ✭✷✳✹✳✶✮ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✹❪✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♠♦st ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ t❤❡r❡❛❢t❡r✳

❈♦♥s✐❞❡r (A, τA) ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ ✭τA(1) = 1✮ ❛♥❞ ξ =
(ξi)i∈N ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ A✳ ❋♦r x ✐♥ S(M)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Gx =

∑
n≥0 xn⊗

ξn ✐♥ MA := M⊗A✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t M ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ M⊗ 1 ✐♥ MA✳
❋✐① E ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s

∥∥x
∥∥

HE
:=∥∥Gx

∥∥
E(MA)

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ q✉❛s✐✲♥♦r♠ ♦♥ S(M)✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② HE(M) ✭HE ✐❢ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ S(M) ❢♦r
∥∥.
∥∥

HE
✭❢♦r p ∈ (0,∞]✱ ✇❡ ✇r✐t❡

Hp := HLp
✮✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✶✳ ▲❡t p, q ∈ (0,∞]✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Hp,Hq) ✐s ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡
♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ r > 0✱ Hr ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Lr(MA) ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ G✳

❲✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭❬✸✻❪✱❬✸✼❪✮
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st❛t❡ t❤❛t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ξ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

Hp =

{
Rp + Cp ✐❢ p ∈ [1, 2]
Rp ∩ Cp ✐❢ p ∈ [2,∞)

✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦r♠s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ E✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ M✿

Kh+(E,M) ⇔ ∀x ∈ S(M),
∥∥x
∥∥

HE
≈
∥∥x
∥∥
RE∩CE

,

❛♥❞✿

Kh−(E,M) ⇔ ∀x ∈ S(M),
∥∥x
∥∥

HE
≈
∥∥x
∥∥
RE+CE

.

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r✐❣❤t ❛✇❛②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❋♦r ❛♥② x ∈ S(M) ❛♥❞ p ∈ (0, 1]✳ ❉❡✜♥❡

mp(x) = inf{
∥∥Ry

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
: x = z + y, y, z ∈ S(M)}.

❲❡ s❛② t❤❛t y, z ∈ S(M) ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ x ✐♥ Lp ✐❢ y + z = x
❛♥❞

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
= mp(x)✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ x s❤♦✉❧❞ s♦♠❡❤♦✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Gx✳ ❚❤♦✉❣❤ ✈❡r②
✈❛❣✉❡✱ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✳

❖✉r ✜rst r❡s✉❧t ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ξi ❛r❡ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s ♦r ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❛t M = B(ℓ2)✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥st❛♥t c s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡
s❡q✉❡♥❝❡ x = (xn)n≥0 ∈ MN✿

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
2,∞ ≤ c

∥∥x
∥∥
R2,∞+C2,∞

.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥st❛♥t c s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ x = (xn)n≥0 ∈
MN✿ ∥∥x

∥∥
R2,∞∩C2,∞

≤ c
∥∥∑

i≥0
xi ⊗ ξi

∥∥
2,∞.

❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❡①♣❧✐❝✐t
❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s✳ Pr♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡
❛♥❞ r❡❧✐❡s ✐♥ ♣❛t✐❝✉❧❛r ♦♥ ❬✶✹❪✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝r✉❝✐❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ ❙❝❤✉r✲❍♦r♥
❧❡♠♠❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✱ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
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❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✺✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt②✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ξi ❛r❡ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s ❛♥❞ M = B(ℓ2)⊗L∞(0, 1)✳ ❚❤❡♥✱

Kh+(E,M) ⇔ E ✐s r✐❣❤t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡

❛♥❞ ✐❢ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts p > 0 s✉❝❤ t❤❛t E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞✱

Kh−(E,M) ⇔ E ✐s ❧❡❢t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡.

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡q✉✐r✐♥❣ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s
❢♦r s♦♠❡ p✱ ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r q > p ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✻✳ ▲❡t p ∈ (0, 1]✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✿

• t❤❡ ξi ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✐♥ L2(A)✱

• t❤❡ ξi ✈❡r✐❢② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ Lp ✐✳❡Kh−(Lp,M)
❤♦❧❞s✳

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ y, z s✉❝❤ t❤❛t x = y + z ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ E ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞✿

∥∥
(∑

i≥0
yiy

∗
i

)1/2 ∥∥
E(M)

+
∥∥
(∑

i≥0
z∗i zi

)1/2 ∥∥
E(M)

.c

∥∥∑
i≥0

xi⊗ξi
∥∥
E(MA)

.

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t c ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ A ❛♥❞ p✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ ❞✉❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❑❤✐♥t✲
❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ Lp ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ S(M) ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ex ✇❤❡r❡ e ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ M✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✇❤✐❝❤✱ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠✲
♣❧✐❡s t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡ ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✳ ❋♦r t❤✐s ✐❞❡❛ t♦ ✇♦r❦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
y, z ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✼✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ξ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ p ❢♦r
p < 2✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬✹✽❪ ✭t♦ ❣♦ ❢r♦♠ p t♦ q < p✮ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠
✸✳✷✳✶ ✭t♦ ❣♦ ❢r♦♠ p t♦ q > p✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡ ✇❡
❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ L1,∞ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξi t❤❛t
✈❡r✐✜❡s ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ Lp ❢♦r s♦♠❡ p < 2✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❜② r❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✾✱ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✻ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r p ∈ (1, 2)✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡♦r❡♠ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ 3.3✳ ❇② ♣✉s❤✐♥❣
❢✉rt❤❡r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ L1 ❛♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡②
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ ❘✐❝❛r❞ ✭✷✳✹✳✶✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
✐♥ ❛❧❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r❡❡
✉♥✐t❛r✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ✧❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢

∥∥∑
i≥0 xi⊗ξi

∥∥
2,∞ ✇❤✐❝❤

✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧❡ss ❡①♣❧✐❝✐t t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
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❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✳ ▲❡t x = (xi)i≥0 ∈ S(M)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st α, β ∈ M+
c ❛♥❞ u =

(ui)i≥0 ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t✿

• s(α) ≤∑i≥0 uiu
∗
i ≤ 1✱

• s(β) ≤∑i≥0 u
∗
i ui ≤ 1✱

• ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0✱ xi = uiβ + αui✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✿

• t❤❡ ξi ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✐♥ L2(A)

• t❤❡ ξi ✈❡r✐❢② t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ L∞ ✐✳❡ Kh+(L∞, E) ❤♦❧❞s✳

❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ p ∈ (0,∞) ❛♥❞ E ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞✿

∥∥α
∥∥
E(M)

+
∥∥β
∥∥
E(M)

≈c

∥∥∑
i≥0

xi ⊗ ξi
∥∥
E(MA)

,

✇❤❡r❡ c ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c∞ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭❄❄✮✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✹❪✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❤♦rt ❞✉❛❧✐t②
❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❡①✐st ✐♥ L1✳

✸✳✷ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ Lp ❢♦r p < 2

✸✳✷✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξi ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✶✳ t❤❡ ξi ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✐♥ L2(A)✱

✷✳ t❤❡ ξi ✈❡r✐❢② t❤❡ ❧♦✇❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r s♦♠❡ p ≤ 1✳ ▼♦r❡ ♣r❡✲
❝✐s❡❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t Bp s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ S(M)✱

mp(x)
1/p ≤ Bp

∥∥Gx
∥∥
p
. ✭✸✳✶✮

❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s ♦r ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❧♦✇❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐✳❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡✿

∥∥x
∥∥
RE+CE

.
∥∥Gx

∥∥
E
,

❢♦r E ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❛♥❞ x ∈ S(M)✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♣r❡s❡♥ts ♥♦
❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ L1,∞ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✳ ■♥ ❬✶✹❪✱ ✐t
✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ L∞ ❢♦r ❛♥
❡❧❡♠❡♥t x✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♦❢ µ(Gx)✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❧❡ss ❞✐r❡❝t✱
♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ Lp ❢♦r p < 2
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ Gx✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
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❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✳ ▲❡t p ∈ (0, 1] s✉❝❤ t❤❛t ✭✸✳✶✮ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t
Cp s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ S(M) t❤❡r❡ ❡①✐st y, z ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t y + z = x ❛♥❞
❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱

Kt(Ry, p,∞) ≤ CpKt(Gx, p,∞) ❛♥❞ Kt(Cz, p,∞) ≤ CpKt(Gx, p,∞)✳

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t Cp ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Ap ❛♥❞ Bp ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✭✶✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

▲❡t ✉s ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧
♦♥ t❤❡ K✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐t ❡①t❡♥❞s t♦ ❛❧❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s ❜②
t❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✺ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✻ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s
❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✳ ■t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ L1,∞✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷ ✭❚❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ L1,∞✮✳ ❋♦r ❛♥② x ∈ S(M)✱

∥∥Gx
∥∥
1,∞ ≈

∥∥x
∥∥
R1,∞+C1,∞

.

Pr♦♦❢✳ ❇② r❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✼✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t p < 1✳ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

inf{
∥∥Ry

∥∥
1,∞ +

∥∥Cz
∥∥
1,∞ : x = y + z, y, z ∈ S(M)} .

∥∥Gx
∥∥
1,∞

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✻ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ E = L1,∞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s
❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ Ry 7→ Gy ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦♥ Lp ❛♥❞ L2✱
❤❡♥❝❡✱ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ L1,∞✳ ❇② ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡
❢♦r Cz 7→ Gz✳ ❍❡♥❝❡✿

∥∥Gx
∥∥
1,∞ .

∥∥Gy
∥∥
1,∞ +

∥∥Gz
∥∥
1,∞ .

∥∥Ry
∥∥
1,∞ +

∥∥Cz
∥∥
1,∞.

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✸✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦r♦❧❧❛r② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥❝❡r♥s ❛
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ❜✉t t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ✇♦r❦s ❢♦r ❛
❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp✱ p < 2 ❛♥❞ L2 ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✻ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t
p < 2 ❛♥❞ E ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ 2 t❤❡♥✿

HE = RE + CE

✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t q✉❛s✐✲♥♦r♠s✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✹✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ r❡♠❛r❦ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡t p, q ∈ (0, 2]✱ p ≤ q✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ S(M)✱

Kt(x,Hp,Hq) . Kt(Gx, p, q).

❯s✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹✸❪✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Hp,Hq) ✐s K✲❝❧♦s❡❞ ✐♥
(Lp(MA), Lq(MA)) ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t Hp ❛♥❞ Hq ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢
Lp(MA) ❛♥❞ Lq(MA) ❜② r❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✶✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ Hp✲s♣❛❝❡s ❜❡❤❛✈❡
✇❡❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r p ≤ 2✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t t > 0 ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t Lp + tLq ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp

❛♥❞ Lq✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Lq ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞ ❛♥❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t Lp + tLq

✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Lp ❛♥❞ L∞✳ ▲❡t x ∈ S(M)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❜②
t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts y, z ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t x = y + z ❛♥❞✿

Kt(Ry, p, q) +Kt(Cz, p, q) . Kt(Gx, p, q).

❍❡♥❝❡✱ ❜② r❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Kt(y,Rp, Rq) +Kt(z, Cp, Cq) . Kt(Gx, p, q).

▲❡t y1, y2, z1, z2 ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t y = y1 + y2✱ z = z1 + z2✱
∥∥y1
∥∥
Rp

+ t
∥∥y2
∥∥
Rq

. Kt(y,Rp, Rq) ❛♥❞
∥∥z1
∥∥
Rp

+ t
∥∥z2
∥∥
Rq

. Kt(z, Cp, Cq)

▲❡t x1 = y1 + z1 ❛♥❞ x2 = y2 + z2✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿
∥∥x1
∥∥
Rp+Cp

+ t
∥∥x2
∥∥
Cp+Cq

. Kt(Gx, p, q).

❙✐♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♠❛r❦ Rp + Cp ≈ Hp ❛♥❞ Rq + Cq ≈ Hq✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Kt(x,Hp,Hq) . Kt(Gx, p, q).

✸✳✷✳✷ ❋✐rst st❡♣s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣r♦♦❢

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✳
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
x✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦♥ e(Gx) ❢♦r ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s e ∈
P(M) ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ K✲
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t
✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ✇❤❡♥ p < 1✳
❚♦ s❦✐rt t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧s♦
✇♦r❦s ❢♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❜✉t ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✻✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❛t t♦ ✉s❡ ♣r♦♣♦s✐t♦♥
✷✳✷✳✾✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s❡ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❚♦ t❤❛t ❡✛❡❝t✱ ✇❡ s✐♠♣❧② t❡♥s♦r
♦✉r ❜❛s❡ ❛❧❣❡❜r❛ M ❜② L∞(0, 1) ✇❤✐❝❤ ✜①❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛♥❦s t♦
❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✼✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t M ✐s ❞✐✛✉s❡✳ ▲❡t p ∈ (0, 1]✱ ✐❢ x ∈ S(M) ❛♥❞
x = y + z ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ Lp t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ Kt(Ry, p,∞) ≤
A2

pBpKt(Gx, p,∞) ❛♥❞ Kt(Cz, p,∞) ≤ A2
pBpKt(Gx, p,∞)✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t e ❜❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✇✐t❤ |(Ry)∗| ❛♥❞ f = 1− e✳ ❚❛❦❡ ε > 0
❛♥❞ y1, y2, z1, z2 ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t ex = y1 + z1✱ fx = y2 + z2✱

∥∥Ry1
∥∥p
p
+



✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ◆❖◆❈❖▼▼❯❚❆❚■❱❊ ❑❍■◆❚❈❍■◆❊ ■◆❊◗❯❆▲■❚■❊❙

∥∥Cz1
∥∥p
p
≤ mp(ex) + ε ❛♥❞

∥∥Ry2
∥∥p
p
+
∥∥Cz2

∥∥p
p
≤ mp(fx) + ε✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

x = ex+ fx = y1 + z1 + y2 + z2✳ ❚❤❡♥ ❜② ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ y ❛♥❞ z✿
∥∥Ry

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤
∥∥R(y1 + y2)

∥∥p
p
+
∥∥C(z1 + z2)

∥∥p
p
.

❲❡ ✉s❡ t❤❡ p✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t✿
∥∥R(y1 + y2)

∥∥p
p
+
∥∥C(z1 + z2)

∥∥p
p
≤
∥∥Ry1

∥∥p
p
+
∥∥Cz1

∥∥p
p
+
∥∥Ry2

∥∥p
p
+
∥∥Cz2

∥∥p
p
.

❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❡♠♠❛ 2.1.4✱ ✇❡ ❣❡t✿
∥∥R(ey)

∥∥p
p
+
∥∥R(fy)

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤
∥∥Ry1

∥∥p
p
+
∥∥Cz1

∥∥p
p
+
∥∥Ry2

∥∥p
p
+
∥∥Cz2

∥∥p
p
.

◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧♠♦st ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (y2, z2) ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ 2.1.4✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥✿
∥∥Ry2

∥∥p
p
+
∥∥Cz2

∥∥p
p
≤
∥∥R(fy)

∥∥p
p
+
∥∥C(fz)

∥∥p
p
+ ε ≤

∥∥R(fy)
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
+ ε.

❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t② ❢♦r p✿

∥∥R(ey)
∥∥p
p
≤
∥∥Ry1

∥∥p
p
+
∥∥Cz1

∥∥p
p
+ ε ≤ Bp

p

∥∥G(ex)
∥∥p
p
+ 2ε.

❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ε > 0 s♦✿
∥∥R(ey)

∥∥p
p
≤ Bp

p

∥∥G(ex)
∥∥p
p
.

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s e ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✇✐t❤ |(Ry)∗|✳
❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ s✉❝❤ e ✇✐t❤ τ(e) ≤ tp ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.2.9
❛♥❞ r❡♠❛r❦ 2.2.10✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Kt(Ry, p,∞) ≤ A2
pBpKt(Gx, p,∞).

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ z ✐s ❡①❛❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥ts ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛
✐s ❝r✉❝✐❛❧✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✻✳ ▲❡t ε > 0 ❛♥❞ x ∈ S(M)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st y ❛♥❞ z ✐♥ S(M)
s✉❝❤ t❤❛t x = y + z✱

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤ mp(x) + ε✱

∥∥Ry
∥∥
∞ ≤ 2

∥∥Gx
∥∥
∞ ❛♥❞∥∥Cz

∥∥
∞ ≤ 2

∥∥Gx
∥∥
∞✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✱ ❝❤♦♦s❡ y, z ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t y +
z = x ❛♥❞

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤ mp(x) + ε ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡

∥∥Gx
∥∥
∞ = A✳ ▲❡t e =

1[A,∞)(|(Ry)∗|)✱ f = 1[A,∞)(|Cz|)✳ ❲❡ ✇r✐t❡ x = e⊥xf⊥ + ex + e⊥xf ❛♥❞
❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ y′ = e⊥yf⊥ + ex ❛♥❞ z′ = e⊥zf⊥ + e⊥xf ✳ ▲❡t
✉s ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳



✸✳✷✳ ❙❖▼❊ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❖P❚■▼❆▲ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆❙ ■◆ LP ❋❖❘ P < 2✻✼

◆♦t❡ t❤❛t
∥∥R(ex)

∥∥
∞ ≤

∥∥R(x)
∥∥
∞ ≤ A✳ ❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ξi ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❛♣ Id ⊗ τA :
M⊗A → M s❡♥❞s |(Gx)∗|2 t♦ |(Rx)∗|2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧❡❢t s✉♣♣♦rt ♦❢ R(ex) ✐s
❧❡ss t❤❛♥ e✱ ✐♥❞❡❡❞✿ |(R(ex))∗|2 = e(

∑
i xix

∗
i )e✳ ❍❡♥❝❡ |R(ex)∗| ≤ Ae✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦

t❤❛t |(R(ey))∗| ≥ Ae✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ e ❛♥❞ |(Ry)∗| ❝♦♠♠✉t❡ ❜② ❧❡♠♠❛ 2.1.4✱
|(R(ey))∗| = e |(Ry)∗| ≥ Ae ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ e✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❦✐♥❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ✐✳❡

∣∣C(e⊥xf)
∣∣ ≤ Af ❛♥❞ |C(zf)| ≥ Af ✳ ❋♦r

r♦✇s✱ ✇❡ ❣❡t✿
∥∥Ry′

∥∥p
p
≤
∥∥R(e⊥yf⊥)

∥∥p
p
+
∥∥R(ex)

∥∥p
p

≤
∥∥R(e⊥y)

∥∥p
p
+ τ(e)Ap

≤
∥∥R(e⊥y)

∥∥p
p
+
∥∥R(ey)

∥∥p
p

=
∥∥Ry

∥∥p
p

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧❡♠♠❛ 2.1.4✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❡
❣❡t✿ ∥∥Cz′

∥∥p
p
≤
∥∥Cz

∥∥p
p
.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✿
∥∥Ry′

∥∥p
p
+
∥∥Cz′

∥∥p
p
≤
∥∥Ry

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤ mp(x) + ε.

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ L∞ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s q✉✐❝❦❧②✿
∥∥Ry′

∥∥
∞ ≤

∥∥R(e⊥yf⊥)
∥∥
∞ +

∥∥R(ex)
∥∥
∞

≤
∥∥R(e⊥y)

∥∥
∞ +

∥∥Rx
∥∥
∞

≤ 2A

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ e✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❝♦❧✉♠♥s ✐s ❛s ❛❧✇❛②s s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t M ✐s ❞✐✛✉s❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡N = M⊗L∞([0, 1])
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t tr❛❝❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② M ✇✐t❤ M⊗1 ⊂ N ✳ ❚❤❡♥
❢♦r ❛♥② p > 0 ❛♥❞ x ∈ S(M)✿

mp(x) = inf{
∥∥Rf

∥∥p
p
+
∥∥Cg

∥∥p
p
: f + g = x, f, g ∈ S(N )}.

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ M ⊂ N t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

mp(x) ≥ inf{
∥∥Rf

∥∥p
p
+
∥∥Cg

∥∥p
p
: f + g = x, f, g ∈ S(N )}

✐s ❝❧❡❛r✳
▲❡t f, g ∈ S(N ) s✉❝❤ t❤❛t f + g = x✳ ❙❡❡✐♥❣ f ❛♥❞ g ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ [0, 1]

t♦ S(M) ✇❡ ✇r✐t❡✿

∥∥Rf
∥∥p
p
+
∥∥Cg

∥∥p
p
=

∫ 1

0

∥∥R(f(t))
∥∥p
p
+
∥∥C(g(t))

∥∥p
p
dt ≥

∫ 1

0

mp(x)dt = mp(x).
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❊①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ mp(h) t♦ ❡❧❡♠❡♥ts h ∈ S(N ) ❜②✿

mp(h) := inf{
∥∥Rf

∥∥p
p
+
∥∥Cg

∥∥p
p
: f + g = h, f, g ∈ S(N )}.

❲❤❡♥ x ∈ S(M) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ S(N )✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✇ t✇♦
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ mp(x)✳ ❊✐t❤❡r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐s S(M) ♦r ✐♥
S(N )✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

✸✳✷✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❢✉❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.2.5 ❜✉t ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛r❡ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ 3.2.6 t♦ ❣❡t t❤❡
✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛♥ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝t ✇❤❡r❡
♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❡①✐st✱ ✐t ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽✳ ▲❡t 0 < p ≤ 1✳ ❋♦r ❛❧❧ x ∈ S(M)✱ η > 0 ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
x = y + z s✉❝❤ t❤❛t

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤ mp(x) + ηp✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Kt(Ry, p,∞) ≤ Ap

(
Ap

pB
p
pKt(Gx, p,∞)p + ηp

)1/p

❢♦r ❛❧❧ t > 0✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t p ∈ (0,∞) ❛♥❞ x ∈ S(M)✳ ❚❛❦❡ η > 0 ❛♥❞ y, z ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t
y+ z = x ❛♥❞

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤ mp(x)+ η

p✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❧❡♠♠❛ 2.2.9✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s❡ ❛❧❣❡❜r❛ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r x, y ❛♥❞ z ❛s ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ S(N )✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡♣❡❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.2.5✳ ❚❛❦❡ e
❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✇✐t❤ |(Ry)∗| ✐♥ S(N ) ❛♥❞ f = 1 − e✳ ❚❛❦❡ ε > 0 ❛♥❞
ex = y1 + z1 ✱ fx = y2 + z2 s✉❝❤ t❤❛t

∥∥Ry1
∥∥p
p
+
∥∥Cz1

∥∥p
p
≤ mp(ex) + ε ❛♥❞∥∥Ry2

∥∥p
p
+
∥∥Cz2

∥∥p
p
≤ mp(fx) + ε✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ y ❛♥❞ z✱

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤

mp(x) + ηp✱ ❤❡♥❝❡ ✿
∥∥Ry

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤
∥∥R(y1 + y2)

∥∥p
p
+
∥∥C(z1 + z2)

∥∥p
p
+ ηp.

❇② t❤❡ p✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ 2.1.4✿
∥∥R(ey)

∥∥p
p
+
∥∥R(fy)

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
≤
∥∥Ry1

∥∥p
p
+
∥∥Cz1

∥∥p
p
+
∥∥Ry2

∥∥p
p
+
∥∥Cz2

∥∥p
p
+ ηp.

◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧♠♦st ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (y2, z2) ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ 2.1.4✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥✿
∥∥Ry2

∥∥p
p
+
∥∥Cz2

∥∥p
p
≤
∥∥R(fy)

∥∥p
p
+
∥∥C(fz)

∥∥p
p
+ ε ≤

∥∥R(fy)
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
+ ε.

❆♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
∥∥R(ey)

∥∥p
p
≤
∥∥Ry1

∥∥p
p
+
∥∥Cz1

∥∥p
p
+ ε+ ηp ≤ Bp

p

∥∥G(ex)
∥∥p
p
+ 2ε+ ηp.



✸✳✷✳ ❙❖▼❊ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❖❋ ❖P❚■▼❆▲ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆❙ ■◆ LP ❋❖❘ P < 2✻✾

❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ε > 0 s♦✿
∥∥R(ey)

∥∥p
p
≤ Bp

p

∥∥G(ex)
∥∥p
p
+ ηp.

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s e ∈ N ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✇✐t❤ |(Ry)∗|✱
❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.2.9✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t✿

Kt(Ry, p,∞) ≤ Ap(A
p
pB

p
pKt(Gx, p,∞)p + ηp)1/p.

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ 3.2.1✳ ▲❡t x ∈ S(M)✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ y ❛♥❞ z ✐♥ S(M) s✉❝❤
t❤❛t y + z = x✱

Kt(Ry, p,∞) . Kt(Gx, p,∞)

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r Cz✳ ❲r✐t❡ ❛❣❛✐♥ A =
∥∥Gx

∥∥
∞✳ ❉❡✜♥❡ δ := τ(1|Gx|>A/2)

1/p✳
❋♦r t < δ✱ ✭1.1✮ ❣✐✈❡s✿

ApKt(Gx, p,∞) ≥ (

∫ tp

0

µu(Gx)
pdu)1/p ≥ tA

2
.

▲❡t η = Kδ(Gx, p,∞)✳
❚❛❦❡ y, z s✉❝❤ t❤❛t

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p

≤ mp(x) + ηp✱
∥∥Ry

∥∥
∞ ≤ 2A ❛♥❞∥∥Cz

∥∥
∞ ≤ 2A✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❧❡♠♠❛ 3.2.6✳ ❋♦r t ≥ δ✱ ✉s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ 3.2.8

❛♥❞ s✐♥❝❡ t 7→ Kt(Gx, p,∞) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Kt(Ry, p,∞) ≤ Ap(A
p
pB

p
pKt(Gx, p,∞)p + ηp)1/p

≤ Ap(A
p
pB

p
pKt(Gx, p,∞)p +Kδ(Gx, p,∞)p)1/p

≤ Ap(A
p
pB

p
p + 1)1/pKt(Gx, p,∞).

❋♦r t < δ✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ApKt(Gx, p,∞) ≥ tA

2
❛♥❞ s✐♥❝❡

∥∥Ry
∥∥
∞ ≤ 2A✱ ✇❡

❛❧s♦ ❤❛✈❡ Kt(Ry, p,∞) ≤ 2At s♦ Kt(Ry, p,∞) ≤ 4ApKt(Gx, p,∞)✳
▲❡t Cp = max(Ap(A

p
pB

p
p+1)1/p, 4Ap)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

Kt(Ry, p,∞) ≤ CpKt(Gx, p,∞)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱
✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ Kt(Cz, p,∞) ≤ CpKt(Gx, p,∞)✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✾✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ p ∈ (1, 2]✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ p✲
tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❢❛❧s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✉t ❤❡r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ ✐t t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t②♣❡✿

∥∥ex+ fy
∥∥p
p
≤
∥∥ex

∥∥p
p
+
∥∥fy

∥∥p
p

✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ e ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ f = 1 − e ❛♥❞ x, y ∈ M✳ ❚❤✐s st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❢♦r p ∈ [1, 2]
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ M✿

∥∥a− b
∥∥p
p
+
∥∥a+ b

∥∥p
p

2
≤
∥∥a
∥∥p
p
+
∥∥b
∥∥p
p
. ✭✸✳✸✮
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◆♦t❡ t❤❛t ex + fy = (e − f)(ex − fy) ❛♥❞ t❤❛t e − f ✐s ❛ ✉♥✐t❛r②✳ ❍❡♥❝❡∥∥ex + fy
∥∥
p
=
∥∥ex − fy

∥∥
p
✳ ◆♦✇ t❛❦❡ a = ex ❛♥❞ b = fy ✐♥ (3.3) t♦ ♦❜t❛✐♥

(3.2)✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ (3.3) ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❘✐❡s③✲❚❤♦r✐♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T : (x, y) 7→ (x+ y, x− y)✳

✸✳✷✳✹ Pr♦♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝t ❛r❣✉♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ✐t t♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.2.5✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t M ✐s ❞✐✛✉s❡ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ N = M⊗L∞([0, 1])✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
x ❤❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ ❛♥ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝t✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② Mω t❤❡ ✉❧tr❛♣r♦❞✉❝t ♦❢ N ❝♦♣✐❡s ♦❢ M✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
s❡q✉❡♥❝❡s x ∈ S(M)✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦♥❝❡ x ✐s ✜①❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥
(eMe)N ✇❤❡r❡ e = s(|(Rx)∗|) ∨ s(|Cx|)✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ r✐❣❤t ❛✇❛② t❤❛t M ✐s ✜♥✐t❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✜① t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✿

• ✐❢ x ∈ S(M)✱ s✐♥❝❡ M ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ Mω✱ x ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ S(Mω)✱

• ❝♦♥s✐❞❡r y ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ B✱ y = (y(1), ..., y(N)) ✇✐t❤
N ∈ N✳ ❋♦r i ≤ N ✱ ✇r✐t❡ y(i) = (y

(i)
n )n∈N ❛♥❞ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱

yn = (y
(1)
n , ..., y

(N)
n ) ∈ S(M)✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✵✳ ▲❡t p > 0 ❛♥❞ x ∈ S(M)✳ ❚❤❡♥✿

mp(x) = inf{
∥∥Ry

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
: x = y + z, y, z ∈ S(Mω)}.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts y, z ✐♥ S(Mω) s✉❝❤ t❤❛t mp(x) =
∥∥Ry

∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
❛♥❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s y, z ∈ S(B) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱ yn + zn = x✱
∥∥Ryn

∥∥
∞ ≤

2
∥∥Gx

∥∥
∞ ❛♥❞

∥∥Rzn
∥∥
∞ ≤ 2

∥∥Gx
∥∥
∞

Pr♦♦❢✳ ▲❡t y, z ∈ S(Mω) ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s y ❛♥❞ z ✐♥ B s✉❝❤ t❤❛t
yn + zn = x ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✳

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
= lim

ω
τ(|Ryn|p) + lim

ω
τ(|Czn|p)

= lim
ω
τ(|Ryn|p) + τ(|Czn|p)

≥ mp(x).

❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✐♥❝❡ Lp(M) ✐s ✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❛
s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Lp(Mω)✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t❛❦❡ (yn, zn)n≥0 ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ S(M) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N ✱ yn+zn = x✱

∥∥Ryn
∥∥
∞ ≤ 2

∥∥Gx
∥∥
∞✱∥∥Rzn

∥∥
∞ ≤ 2

∥∥Gx
∥∥
∞ ❛♥❞ limn→∞

∥∥Ryn
∥∥p
p
+
∥∥Czn

∥∥p
p
= mp(x)✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
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t❤❛♥❦s t♦ ❧❡♠♠❛ 3.2.6✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② y ❛♥❞ z t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ S(Mω)✳
❲❡ ❤❛✈❡ y + z = x ❛♥❞✿

∥∥Ry
∥∥p
p
+
∥∥Cz

∥∥p
p
= lim

ω
τ(|Ryn|p) + lim

ω
τ(|Czn|p)

= lim
ω
τ(|Ryn|p) + τ(|Czn|p)

= mp(x).

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✶✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ p > 0✱ x ∈ M✱ limt→∞Kt(x,∞, p) =
∥∥x
∥∥
∞✳

❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t x > 0✳ ❙✐♥❝❡K(x,∞, p) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞
❜②
∥∥x
∥∥
∞✱ ✐t ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t l ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥

∥∥x
∥∥
∞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝✲

t✐♦♥ t❤❛t l <
∥∥x
∥∥
∞✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts y ∈ M s✉❝❤ t❤❛t

∥∥y
∥∥
∞ ≤ l ❛♥❞∥∥x − y

∥∥
p
≤ l/t✳ ▲❡t e = 1(l,∞)(x)✳

∥∥x − y
∥∥
p
≥
∥∥e(x − y)e

∥∥
p
✳ ◆♦✇ exe > el

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ e ❛♥❞ eye < el s♦
∥∥e(x− y)e

∥∥
p
>
∥∥e(x− l)e

∥∥
p
✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t✱

l/t ≥
∥∥e(x − l)e

∥∥
p
> 0 ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ❧✐♠✐ts ✇❤❡♥ t ❣♦❡s

t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ 3.2.1✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ 3.2.7✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧②
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.2.5 t♦ x ✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ N = Mω⊗L∞([0, 1])✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ y, z ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✈❡r✐✜❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱
Kt(Ry, p,∞) ≤ A2

pBpKt(Gx, p,∞) ❛♥❞ Kt(Cz, p,∞) ≤ A2
pBpKt(Gx, p,∞)✳

◆♦✇✱ ❜② ❧❡♠♠❛ 2.3.1✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ |Ry∗|✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t K(Ryn, Lp(M),M) ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② t♦ K(Ry,Lp(Mω),Mω)✳ ◆♦t❡ t❤❛t limt→∞Kt(Gx,∞, p) =∥∥Gx

∥∥
∞ s♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts t0 ∈ R

+ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ t0✱ Kt(Gx,∞, p) ≥
1
2

∥∥Gx
∥∥
∞✳ ◆♦✇ ❧❡t ε = K1/t0(Ry,Lp(Mω),Mω) ❛♥❞ ❝❤♦s❡ N s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r

❛❧❧ t ≥ 0✱

|Kt(RyN , Lp(M),M)−Kt(Ry,Lp(Mω),Mω)| ≤ ε

❙✐♥❝❡ t❤❡K✲❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 1/t0✱Kt(RyN , Lp(M),∞) ≤
2Kt(Ry,Lp(Mω),Mω)✳ ◆♦✇✱ ♥♦t❡ t❤❛tKt(yN , Lp(M),M) = tK1/t(RyN ,M, Lp(M))

❛♥❞ r❡❝❛❧❧ t❤❛t
∥∥RyN

∥∥
∞ ≤ 2

∥∥Gx
∥∥
∞✳ ❋♦r t < 1/t0✿

Kt(yN , Lp(M),M) = tK1/t(RyN ,M, Lp(M))

≤ t
∥∥RyN

∥∥
∞

≤ 2t
∥∥Gx

∥∥
∞

≤ 4tK1/t(Gx,∞, p)

≤ 4Kt(Gx, p,∞).

◆♦✇✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ 2.2.6✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛tKt(RyN , Lp(M),M) ≈ Kt(RyN , p,∞)
❛♥❞ t❤❛t Kt(RyN , Lp(Mω),Mω) ≈ Kt(Ry, p,∞)✳ ❙♦✱ ❢♦r t ≤ 1/t0✿

Kt(RyN , p,∞) ≤ cpKt(RyN , Lp(M),M) ≤ 4cpKt(Gx, p,∞).
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❆♥❞ ❢♦r t ≥ 1/t0✿

Kt(RyN , p,∞) ≤ cpKt(RyN , Lp(M),M) ≤ 2cpKt(Ry,Lp(Mω),Mω)

≤ 2c2pKt(Ry, p,∞) ≤ 2c2pA
2
pBpKt(Gx, p,∞).

✸✳✸ ❋✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥
L1

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ L1✳ ❚❤❡ ✜rst ♥♦t❛❜❧❡ ❢❛❝t ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ✭s❡❡ ❧❡♠♠❛ ✸✳✸✳✶✮✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ❛ s✐♠♣❧❡
❞✉❛❧✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ②✐❡❧❞s ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ S(M) ✭t❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✷✮✳
❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦❢ ♣✉r❡❧② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❬✺✹❪
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❛t♦rs✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇
♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧t② ✐s t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
α, β ∈ M+ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ x ∈ S(M) ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ✧♠♦❞✉❧✉s✧ ✐♥
Hp✲s♣❛❝❡s ✭t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s t♦ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ p ≤ 2 ♦r p ≥ 2✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t r❡❧✐❡s
♦♥ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ L∞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✱ ❛t ❧❡❛st ❞✐r❡❝t❧②✱
t♦ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t ✉s ❛❧r❡❛❞② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ S(M)✱

∥∥Gx
∥∥
∞ .c∞ max(

∥∥Rx
∥∥
∞,
∥∥Cx

∥∥
∞). ✭✸✳✹✮

❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ L1✳ ❚❤❡
❛r❣✉♠❡♥t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✶✳ ▲❡t x ∈ S(M)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st y, z ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t y + z = x
❛♥❞

∥∥Ry
∥∥
1
+
∥∥Cz

∥∥
1
= m1(x)✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (y(i), z(i))i≥0 s✉❝❤ t❤❛t✿

lim
i→∞

∥∥Ry(i)
∥∥
1
+
∥∥Cz(i)

∥∥
1
= m1(x),

❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0✱ y(i) + z(i) = x✳ ❇② ❧❡♠♠❛ 3.2.6✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ y(i)n

❛♥❞ z(i)n ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ L∞(M)✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ x ✐s ✜♥✐t❡✱
s❛② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ❛♥❞ ❧❡t✿

e = s(|(Rx)∗|) ∨ s(|Cx|).

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s (ey(i)n e)n≤N ❛♥❞ (ez(i)e)n≤N ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡

t❤❛t y(i) ❛♥❞ z(i) ❛r❡ ✐♥ (eMe)N ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ y(i)n ❛♥❞ z(i)n ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞
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✐♥ L∞(eMe)✱ ❜② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦♠♣❛❝✐t② ✐♥ L1 ✭❬✺✽❪✮✱ ✉♣ t♦ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 0✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (y

(i)
n )i≥0 ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② ✐♥

L1(eMe) t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t yn ∈ eMe ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ▼❛③✉r✬s ❧❡♠♠❛✱ t❛❦✐♥❣ ❝♦♥✈❡①
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♥♦r♠✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ L1(M)✳

▲❡t y = (yn)0≤n≤N ❛♥❞ z = (zn)0≤n≤N ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s y ❛♥❞ z
❜❡❧♦♥❣ t♦ (eMe)N ✱ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ S(M)✳ ◆♦t❡ t❤❛t {a, b : a + b = x} ✐s
❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✱ s♦ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 0✱ yn + zn = xn✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r 0 ≤ n ≤
N ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ limi→∞ y

(i)
n ⊗ e1,n = yn ⊗ e1,n ✐♥ L1(eMe⊗B(ℓ2)) ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②

limi→∞ z
(i)
n ⊗ en,1 = zn ⊗ en,1✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r n✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿ m1(x) =

limi→∞
∥∥Ry(i)

∥∥
1
+
∥∥Cz(i)

∥∥
1
=
∥∥Ry

∥∥
1
+
∥∥Cz

∥∥
1
✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✷✳ ▲❡t x ∈ S(M)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st α, β ∈ M+
c ❛♥❞ u ∈ S(M) s✉❝❤

t❤❛t x = αu+ uβ✱ s(α) ≤ |(Ru)∗| ≤ 1 ❛♥❞ s(β) ≤ |Cu| ≤ 1✳

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥
(eMe)N ✇❤✐❝❤ ❣❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ✐♥ S(M) ❛♥❞ ♦♣✲
❡r❛t♦rs ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② s✉♣♣♦rt❡❞✳ ▲❡t y, z ∈ S(M) ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❧❡♠♠❛
✸✳✸✳✶ ✐✳❡ y+ z = x ❛♥❞

∥∥Ry
∥∥
1
+
∥∥Cz

∥∥
1
= m1(x)✳ ❉❡♥♦t❡ α = |(Ry)∗|✱ e = s(α)✱

β = |Cz| ❛♥❞ f = s(β)✳ ❲r✐t❡ y = αv✱ v ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t αRv ✐s ❛ ♣♦❧❛r
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Ry✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r v ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ev = v✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
z = wβ ✇✐t❤ w ∈ S(M) ❛♥❞ wf = w✳

❇② ❞✉❛❧✐t②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t u ∈ (eMe)N s✉❝❤ t❤❛t
∥∥u
∥∥
R∞∩C∞

= 1
❛♥❞

τ(
∑

i≥0
u∗i xi) =

∥∥x
∥∥
R1+C1

= m1(x).

▲❡t ✉s r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✿

m1(x) = τ
(∑

i≥0
u∗i (αvi + wiβ)

)

τ(α) + τ(β) = τ
(∑

i≥0
αviu

∗
i e
)
+ τ
(∑

i≥0
fu∗iwiβ

)

t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❣❡t✿

τ(α) + τ(β) = τ
(
ℜ(
∑

i≥0
αviu

∗
i e)
)
+ τ
(
ℜ(
∑

i≥0
fu∗iwiβ)

)

❛♥❞ ❜② t❤❡ tr❛❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ τ ✿

τ(α) + τ(β) = τ
(
αℜ(

∑
i≥0

viu
∗
i e)
)
+ τ
(
ℜ(
∑

i≥0
fu∗iwi)β)

)
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ∥∥ℜ(
∑

i≥0
viu

∗
i e)
∥∥
∞ =

∥∥ℜ(R(v)C(u∗e))
∥∥
∞ ≤ 1

❛♥❞ s✐♥❝❡ ev = v✿

s(ℜ(
∑

i≥0
viu

∗
i e)) = s(ℜ(e(

∑
i≥0

viu
∗
i )e)) = s(eℜ(

∑
i≥0

viu
∗
i )e) ≤ e
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s♦ ℜ(∑i≥0 viu
∗
i e) ≤ e✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ wf = w✱ ℜ(∑i≥0 fu

∗
iwi) ≤ f. ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

♠✉st ❤❛✈❡
ℜ(
∑

i≥0
viu

∗
i e) = e.

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t

|τ(R(v)C(u∗e))| =
∥∥R(v)

∥∥
2

∥∥C(u∗e)
∥∥
2
.

❚❤❡r❡ ✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ L2(M⊗B(ℓ2))✱ s♦ t❤❡r❡
❡①✐sts λ ∈ C✱ eu = λv✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t eu = v✳ ❍❡♥❝❡✱ αu =
αeu = αv = y✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ uβ = z✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ x = αu + uβ✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇
✈❡r✐❢② t❤❡ ♦t❤❡r r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst✱ s✐♥❝❡

∥∥u
∥∥
R∞∩C∞

= 1✱ |(Ru)∗| ≤ 1✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ s✐♥❝❡ eu = v✱ e = |(R(eu))∗| ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t
∥∥Ru

∥∥
∞ ≤ 1 ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t
∥∥e(Ru)(Ru)∗

∥∥2
2

≤ τ(e)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱
∥∥e(Ru)(Ru)∗

∥∥2
2

=∥∥e(Ru)(Ru)∗e
∥∥2
2
+
∥∥e(Ru)(Ru)∗(1−e)

∥∥2
2
. ❍❡♥❝❡✱ τ(e) ≥ τ(e)+

∥∥e(Ru)(Ru)∗(1−
e)
∥∥2
2
✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t e(Ru)∗(Ru)(1−e) = 0✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ (1−e)(Ru)(Ru)∗e =

0 s♦

(Ru)(Ru)∗ − e = (Ru)(Ru)∗ − e(Ru)(Ru)∗e = (1− e)(Ru)∗(Ru)(1− e) ≥ 0.

❇② ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ❝♦❧✉♠♥s✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
✐♥ ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ s❡♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✸✳ ▲❡t x ∈ S(M)✱ α, β ∈ M+
c ❛♥❞ u ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t x =

αu + uβ✱ s(α) ≤ |(Ru)∗| ≤ 1 ❛♥❞ s(β) ≤ |Cu| ≤ 1✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ t > 0 ❛♥❞
p > 0✿

Kt(α, p,∞) +Kt(β, p,∞) ≈c Kt(Gx, p,∞),

✇❤❡r❡ c ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p ❛♥❞ (ξi) ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c∞ ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ ✭✸✳✹✮✮✳

Pr♦♦❢✳ ❯♣♣❡r ❡st✐♠❛t❡✳ ▲❡t p > 0 ❛♥❞ t > 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t Gx = α(Gu) + (Gu)β
✇❤❡r❡ α ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ α⊗ 1 ❛♥❞ β ✇✐t❤ β ⊗ 1 ✐♥ M⊗A✳ ❇② t❤❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ L∞ ✭✐✳❡✳ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✳✹✮✮✱ s✐♥❝❡

∥∥u
∥∥
R∞∩C∞

≤ 1 ✇❡ ❤❛✈❡
∥∥Gu

∥∥
∞ ≤

c∞✳ ❍❡♥❝❡✱

Kt(Gx, p,∞) . Kt(α(Gu), p,∞) +Kt((Gu)β, p,∞)

≤ c∞(Kt(α, p,∞) +Kt(β, p,∞)).

▲♦✇❡r ❡st✐♠❛t❡✳ ▲❡t t > 0✳ ❲❡ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r p < 1✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
r❡s✉❧t ❢♦r p ≥ 1 ✐t s✉✣❝❡s t♦ t❛❦❡ θ = 1 ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ▲❡t ✉s r❡✇r✐t❡ ❧❡♠♠❛
✷✳✹✳✶✱ ✇✐t❤ θ = p✱ q = ∞✿

Ktp(α
p(Gu) + (Gu)βp, 1,∞) . Kt(Gx, p,∞)p

∥∥Gu
∥∥1−p

∞ .
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❲✐t❤ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤♦✉t t♦♦ ♠✉❝❤ ❡✛♦rt✳ ■♥❞❡❡❞✿

Ktp(α
p(Gu) + (Gu)βp, 1,∞) ≥

∥∥Gu
∥∥−1

∞ Ktp(((Gu)β
p + αp(Gu))(Gu)∗, 1,∞).

❇② ✭✸✳✹✮✱
∥∥Gu

∥∥
∞ .

∥∥u
∥∥
R∞∩C∞

= 1✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ Id⊗ τA✳

(Id⊗ τA)(((Gu)β
p + αp(Gu))(Gu)∗) = (Id⊗ τA)(

∑
i,j≥0

uiβ
pu∗j ⊗ ξiξ

∗
j +

∑
i,j≥0

αpuiu
∗
j ⊗ ξiξ

∗
j )

=
∑∞

i=0
uiβ

pu∗i +
∑∞

i=0
αpuiu

∗
i .

❆s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ Id⊗ τA ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ L1 ❛♥❞ L∞ s♦

Ktp(((Gu)β
p + αp(Gu))(Gu)∗, 1,∞) & Ktp(

∑∞

i=0
uiβ

pu∗i + αp(
∑∞

i=0
uiu

∗
i ), 1,∞),

♥♦t❡ t❤❛t
∑∞

i=0 uiβ
pu∗i ≥ 0✱ ❛♥❞ t❤❛t s✐♥❝❡ s(α) ≤ ∑∞

i=0 uiu
∗
i ≤ 1✱ ✇❡ ❣❡t

αp(
∑∞

i=0 uiu
∗
i ) = αp ≥ 0✳ ❍❡♥❝❡✱

Ktp(
∑∞

i=0
uiβ

pu∗i + αp(
∑∞

i=0
uiu

∗
i ), 1,∞) & Ktp(α

p, 1,∞) & Kt(α, p,∞)p,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❡♦r❡♠ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❢♦r t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
❚❤❡ s❛♠❡ tr✐❝❦s ✇♦r❦ ❢♦r β ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ Gx ❜② (Gu)∗ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽ ❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✺✳ ■❢ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ x ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0✱ xi = x∗i ✱
t❤❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✷ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts
α ∈ M+ ❛♥❞ u ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t

• x = uα+ αu✱

• ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0✱ ui = u∗i ✱

• s(α) ≤∑i≥0 u
2
i ≤ 1✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✻✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✉♣♣❡r
❛♥❞ ❧♦✇❡r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ E ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s✱ p ∈ (0,∞] ❛♥❞ x ∈ S(M)✿

∥∥x
∥∥
RE+CE

.
∥∥Gx

∥∥
E(MA)

.
∥∥x
∥∥
RE∩CE

.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t x ∈ S(M)✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ y = αu ❛♥❞ z = uβ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r
❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦
✇❤❛t ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✸✳ ❋✐rst✱ ✉s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✱
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ∥∥Gx

∥∥
E(MA)

. max(
∥∥α
∥∥
E(M)

,
∥∥β
∥∥
E(M)

).
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▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t
∥∥Rx

∥∥
E(MB)

&
∥∥Rx(Ru)∗

∥∥
E(MB)

=
∥∥α+ (Ru)β(Ru)∗

∥∥
E(MB)

≥
∥∥α
∥∥
E(M)

.

❇② ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥
∥∥Cx

∥∥
E(MB)

&
∥∥β
∥∥
E(M)

.

❍❡♥❝❡✱ ∥∥Gx
∥∥
E(MA)

. max
(∥∥Rx

∥∥
E(MB)

,
∥∥Cx

∥∥
E(MB)

)
.

✸✳✹ ❆ r❡♠❛r❦ ❛❜♦✉t ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❛ r❡s✉❧t ✜rst ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✺✷❪ ♦♥ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭❬✹✾❪✮ ✐s t❤❛t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❢♦r 1 <
p < 2 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ p✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❛❧s♦
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣r❡♣r✐♥t ✭❬✷✸❪✮✳ ❚❤❡
s❡tt✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❧❡t F = (Mn)n≥0 ❜❡ ❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ♦♥ M✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ En : M → Mn ❡①✐sts✳ ❉❡♥♦t❡
❜② M−

∞ := ∪n≥0Mn t❤❡ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ✜❧tr❛t✐♦♥
F ✳ ❋♦r ❛♥② x ✐♥ M−

∞✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② dx t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r
t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ξi ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts (kp)p>1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② x ∈ M−
∞✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts y ❛♥❞ z ∈ M−
∞ s✉❝❤ t❤❛t x = y + z ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ p > 1✿

∥∥R(dy)
∥∥
p
+
∥∥C(dz)

∥∥
p
≤ kp

∥∥x
∥∥
p
.

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡♦r❡♠ 3.2.1 ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r p = 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts y′ ❛♥❞ z′ ∈ S(M)
s✉❝❤ t❤❛t dx = y′ + z′ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ Kt(Ry

′, 1,∞) ≤ C1Kt(Gx, 1,∞) ❛♥❞
Kt(Cz

′, 1,∞) ≤ C1Kt(Gx, 1,∞)✳ ❇② r❡❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r
❛❧❧ p > 1✱

∥∥Ry′
∥∥
p
+
∥∥Cz′

∥∥
p
≤ 2C1

∥∥Gx
∥∥
p
✳ ❉❡✜♥❡ ∆0 = E0 ❛♥❞ ❢♦r n ≥ 1✱

∆n = En − En−1✳ ▲❡t dy = (∆n(y
′
n))n≥0 ❛♥❞ dz = (∆n(z

′
n))n≥0✳ ❚❤✐s ✇❛② y

❛♥❞ z ❜❡❧♦♥❣ t♦ M−
∞ ❛♥❞ t❤❡② ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱

dxn = ∆n(dxn) = ∆n(y
′
n + z′n) = dyn + dzn ❛♥❞ ❜② ❙t❡✐♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❬✹✾❪✱

❬✻✷❪✮✿ ∥∥R(dy)
∥∥
p
+
∥∥C(dz)

∥∥
p
.
∥∥Ry′

∥∥
p
+
∥∥Cz′

∥∥
p
.
∥∥G(dx)

∥∥
p
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② t❤❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♠❛rt✐♥❣❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❬✹✾❪✱
∥∥G(dx)

∥∥
p
≈∥∥x

∥∥
p
✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t kp ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ x✮ s✉❝❤ t❤❛t✿

∥∥R(dy)
∥∥
p
+
∥∥C(dz)

∥∥
p
≤ kp

∥∥x
∥∥
p
.
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❘❡♠❛r❦ ✸✳✹✳✷✳ ❙✐♥❝❡ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❇✉r❦❤♦❧❡r✲●✉♥❞② ✐♥❡q✉❛❧✐t② st❛②s tr✉❡
✐♥ ❛❧❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s✱ ∞ > p > 1✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❜♦✈❡
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ y, z ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✈❡r✐✜❡s

∥∥Ry
∥∥
E
+
∥∥Cz

∥∥
E
≤ kE

∥∥x
∥∥
E
.

✸✳✺ ❖♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s Kh+ ❛♥❞ Kh−

✸✳✺✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ L2,∞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t✇♦ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳

✸✳✺✳✷ ❈♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r H2,∞ = R2,∞ + C2,∞

❚❤❡ ✜rst ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡✳ ❋✐① N ∈ N✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦
❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s x = (xi)1≤i≤N s✉❝❤ t❤❛t

∥∥Gx
∥∥
2,∞ ≈

√
lnN

❛♥❞
∥∥Rx

∥∥
2,∞ = 1✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❣❡t✿

∥∥x
∥∥
R2,∞+C2,∞

≤
∥∥Rx

∥∥
2,∞ ≤ 1√

lnN

∥∥Gx
∥∥
2,∞.

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✶✳ ▲❡t x = (xi)1≤i≤N ∈ B(H) ✇✐t❤ xi =
1√
i
e1,i ❢♦r 1 ≤ i ≤ N ✳

❚❤❡♥✱
∥∥Gx

∥∥
2,∞ ≥

√
ln(N − 1) ❛♥❞

∥∥Cx
∥∥
2,∞ = 1✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

|Gx∗|2 =
∑N

i=1

1

i
e1,1 ⊗ 1A ≥ ln(N − 1)e1,1 ⊗ 1A

❛♥❞✿

|Cx|2 =
∑N

i=1

1

i
ei,i.

❍❡♥❝❡
∥∥ |Gx∗|2

∥∥
1,∞ ≥ ln(N − 1) ❛♥❞

∥∥ |Cx|2
∥∥
1,∞ ❂ ✶✳

✸✳✺✳✸ ❈♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r H2,∞ = R2,∞ ∩ C2,∞

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ (ξi)i≥0 ❛r❡ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s✳
❲❡ st❛rt ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✹❪✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✷✳ ▲❡t x ∈ S(M)✳ ■❢ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ |Rx| ❛r❡ ❧❡ss ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ |Cx|✱ t❤❡♥

µ(Gx) ≤ 2µ(Cx).
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Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t Rx ⊕ Cx ∈ (M ⊗ B(ℓ2)) ⊕ (M ⊗ B(ℓ2)) ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ ❜✉t ✐s st✐❧❧ ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ tr❛❝❡✳ ■♥ ❬✶✹❪ ✭♣✳3✮✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
λ2t(Gx) ≤ λt(Rx ⊕ Cx) ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ µt(Gx) ≤
2µt(Rx⊕ Cx) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❦❡② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ Id⊗ τ s❡♥❞s |Gx|2 t♦
|Cx|2 ✐♥ M⊗A✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✿

∫ t

0

µ(Cx)2 ≤
∫ t

0

µ(Gx)2.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t0 = τ(s✉♣♣ |Cx|)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

τ(|Cx|2) =
∫ t0

0

µ(Cx)2 ≤
∫ t0

0

µ(Gx)2 ≤
∫ ∞

0

µ(Gx)2 = τ(|Gx|2) = τ(|Cx|2).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ µt(Gx) = 0 ❢♦r ❛❧❧ t > t0✳
❍❡♥❝❡✱ µt(Gx) ≤ 1t≤t02µt(Rx⊕ Cx)✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ |Rx| ❛r❡ ❧❡ss ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ |Cx|✳ ■♥ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✱ µ(Rx ⊕ Cx) ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

f =

{
µt(Cx) ✐❢ t ≤ t0
µt−t0(Rx) ✐❢ t > t0.

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t f ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s Rx ⊕ Cx✱ f ✐s ♥♦♥✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦ f = µ(Rx⊕ Cx)✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✿

µt(Gx) ≤ 1t≤t02f(t) = 2µt(Cx).

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ Gx✳ ❲❤❛t
✐s ❧❡❢t t♦ ❞♦ ♥♦✇ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Cx ❞♦♠✐♥❛t❡
t❤♦s❡ ♦❢ Rx ❛♥❞

∥∥Cx
∥∥
2,∞ ≪

∥∥Rx
∥∥
2,∞✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡

❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ M = B(ℓ2)✳
❋✐① N ∈ N✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✿

un =
∑n

k=1
k(

⌊
N

k

⌋
−
⌊

N

k + 1

⌋
)

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ nj = inf{n : un ≥ j} ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ nj = ∞ ✐❢ j > supn≥1 un =
uN ✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✸✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱

∑
j≥1

1i≤nj

1

nj
=

⌊
N

i

⌋
.

❆♥❞ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✱ ∑
i≥1

1i≤nj

1

nj
= 1j≤uN

.
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Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ nj ✱ (i ≤ nj) ⇔ (j > ui−1)✳ ❍❡♥❝❡✱

∑
j>0

1i≤nj

1

nj
=
∑

j>ui−1

1

nj

=
∑

k≥i

∑uk

j=uk−1+1

1

nj

=
∑

k≥i
k(

⌊
N

k

⌋
−
⌊

N

k + 1

⌋
)
1

k

=

⌊
N

i

⌋
.

❚❤❡ ♦t❤❡r ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❞✐r❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ 1
∞ = 0✳

▲❡t xi,j = 1i≤nj

1
√
nj
ei,j ∈ B(ℓ2) ❢♦r i, j ≥ 1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✹✳ ▲❡t (ξi,j)i,j ❜❡ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ xi,j ❞❡✲
✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

∥∥∑
i,j
xi,j ⊗ ξi,j

∥∥
2,∞ ≤ 2

√
N,

❛♥❞✿ ∥∥∑
i,j

|xi,j |2
∥∥ ≈

√
N ln(N).

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∑
i,j

∣∣x∗i,j
∣∣2 =

∑
i,j≥1

1i≤nj

1

nj
ei,i =

∑
i≥1

⌊
N

i

⌋
ei,i.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ µt(
∑

i,j

∣∣x∗i,j
∣∣2) =

⌊
N

⌊t+ 1⌋

⌋
≤ 1

t
. ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

∑
i,j

|xi,j |2 =
∑

i,j≥1
1i≤nj

1

nj
ej,j =

∑
j≥1

1j≤uN
ej,j .

❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ µ(
∑

i,j |xi,j |
2
) = 10,uN

.
❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✸✳✺✳✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ s♦✿

µ(
∣∣∣
∑

i,j
xi,j ⊗ ξi,j

∣∣∣) ≤ 2µ((
∑

i,j

∣∣x∗i,j
∣∣2)1/2).

❍❡♥❝❡✱
∥∥∑

i,j xi,j ⊗ ξi,j
∥∥
2,∞ ≤ 2

√∥∥∑
i,j

∣∣x∗i,j
∣∣2 ∥∥

1,∞ ≤ 2
√
N ✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t✿

uN =
∑∞

k=1
k(

⌊
N

k

⌋
−
⌊

N

k + 1

⌋
) =

∑∞

k=1

⌊
N

k

⌋
≈ N ln(N).

❙♦✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∥∥∑

i,j |xi,j |
2 ∥∥

1,∞ ≈ N ln(N)✳
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✸✳✺✳✹ ❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱
✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✺✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❝❤✉r✲❍♦r♥ t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤
❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ Gx ❛♥❞ Rx ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋♦r
♥♦✇✱ t❤❡ ξi ❛r❡ ♦♥❧② s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✳

❆ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ a = (a1, ..., an) ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡
a = (a1, ..., an, 0, 0, 0, ...)✳ ❚♦ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ a ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

fa :=
∑∞

i=1
ai1(i−1,i].

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳ ▲❡t M = B(ℓ2)✳ ▲❡t a ❛♥❞ b ❜❡ t✇♦ ✜♥✐t❡ ♥♦♥✐♥❝r❡❛s✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱

∑n

i=1
a2i ≥

∑n

i=1
b2i ❛♥❞

∑∞

i=1
a2i =

∑∞

i=1
b2i .

❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts x ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t

µ(Gx) = µ(Cx) = fa ❛♥❞ µ(Rx) = fb✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t N ∈ N ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ a ❛♥❞ b✳ ❚❤❡ ❙❝❤✉r✲❍♦r♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
(a2i ) ❛♥❞ (b2i ) ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛tr✐① M ∈ MN (C) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
♦❢ M ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② (a2i ) ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ M ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (b2i )✳ ❈♦♥s✐❞❡r
x = (ei,iM

1/2)0≤i≤N ✳ ❚❤❡♥

|Gx|2 =
∑

i,j
M1/2ei,iej,jM

1/2 ⊗ ξ∗i ξj =
∑

i
M1/2ei,iM

1/2 ⊗ 1 =M ⊗ 1.

❙✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡✿ |Cx|2 =M⊗e1,1 ❛♥❞ |(Rx)∗|2 = Diag(M)⊗e1,1✳

❙❡❝♦♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❋✐① N ∈ N✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② uN t❤❡ q✉❛♥t✐t②
uN :=

∑N
i=1 1/i✳ ▲❡t a = (ai)i≤1 ❛♥❞ b = (bi)i≤N ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② a1 =

√
uN ✱

ai = 0 ❢♦r i ≥ 2✱ bi =
√

1/i ❢♦r i ≤ N ❛♥❞ bi = 0 ❢♦r i > N ✳ ❆♣✲
♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t∥∥Gx

∥∥
2,∞ =

√
uN ≈

√
ln(N) ❛♥❞

∥∥Rx
∥∥
2,∞ = 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡∥∥.

∥∥
H2,∞

.
∥∥.
∥∥
R2,∞+C2,∞

✳

◆♦✇ ❞❡✜♥❡ vN :=
∑N

i=1 ⌊N/i⌋✳ ▲❡t a = (
√
⌊N/i⌋)i≤N ❛♥❞ b = (1)i≤vN

✳
❇② ❛♣♣❧②✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ S(M)
s✉❝❤ t❤❛t

∥∥Gx
∥∥
2,∞ =

√
N ❛♥❞

∥∥Rx
∥∥
2,∞ =

√
vN ≈

√
N ln(N) ✇❤✐❝❤ ❞❡♥✐❡s t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣
∥∥.
∥∥

H2,∞
&
∥∥.
∥∥
R2,∞∩C2,∞

✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✺✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❧❡♠♠❛s✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t F ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❞②❛❞✐❝ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

F := {f ∈ L∞(0,∞) : ∃n ∈ N, ∃N ∈ N, ∃a ∈ (R+)N , f =
∑N

i=1
ai1[(i−1)2−n,i2−n)}.

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✻✳ ▲❡t M = B(ℓ2)⊗L∞(0, 1)✳ ▲❡t f, g ∈ F s✉❝❤ t❤❛t f2 ≻ g2 ❛♥❞∥∥f
∥∥
2
=
∥∥g
∥∥
2
t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts x ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t µ(Gx) = f ❛♥❞ µ(Rx) = g✳
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Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳ ❲r✐t❡ f =
∑N

i=1 ai1[(i−1)2−n,i2−n)

❛♥❞ g =
∑N

i=1 bi1[(i−1)2−n,i2−n)✳ ❙✐♥❝❡ f2 ≻ g2✱ a2 ≻ b2✳ ▲❡t x ∈ S(B(ℓ2)) ❜❡
❣✐✈❡♥ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✺ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ x′ = (xi ⊗1(0,2−n))i≤N ✳ ❚❤❡♥ µ(Gx′) = f
❛♥❞ µ(Rx′) = g✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✼✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞M = B(ℓ2)⊗L∞(0, 1)✳
❚❤❡♥✱

Kh+(E,M) ⇒
(
∀f, g ∈ F, f2 ≻ g2 ⇒

∥∥g
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E

)
,

❛♥❞
Kh−(E,M) ⇒

(
∀f, g ∈ F, f2 ⊲ g2 ⇒

∥∥g
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E

)
.

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ Kh+(E,M)✳ ▲❡t f, g ∈ F s✉❝❤ t❤❛t f2 ≻ g2✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞
h ≥ g ∈ F s✉❝❤ t❤❛t f2 ≻ h2 ❛♥❞

∥∥f2
∥∥ =

∥∥h2
∥∥ ❜② ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✷✳ ❚❤❡♥ ❜②

❧❡♠♠❛ ✸✳✺✳✻ t❤❡r❡ ❡①✐sts x ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t µ(Gx) = f ❛♥❞ µ(Rx) = h✳
❍❡♥❝❡✱ ❜② Kh+(E,M)✱

∥∥f
∥∥
E
=
∥∥Gx

∥∥
E
&
∥∥Rx

∥∥
E
=
∥∥h
∥∥
E
.

❙✉♣♣♦s❡ Kh−(E,M)✳ ▲❡t f, g ∈ F s✉❝❤ t❤❛t f2 ⊲g2✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ h ≥ g ∈ F
s✉❝❤ t❤❛t f2 ⊲ h2 ❛♥❞

∥∥h
∥∥
2
=
∥∥f
∥∥
2
❛❣❛✐♥ ❜② ❧❡♠♠❛ ✶✳✹✳✷✳ ❙♦ ❜② ❧❡♠♠❛ ✸✳✺✳✻✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts x ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t µ(Gx) = h ❛♥❞ µ(Rx) = f ✳ ❇② Kh−(E,M)✱∥∥Gx
∥∥
E
.
∥∥x
∥∥
RE+CE

✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
∥∥Gx

∥∥
E
.
∥∥Rx

∥∥
E
✳ ❍❡♥❝❡✱

∥∥h
∥∥
E
.
∥∥f
∥∥
E
✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t g ≤ h s♦
∥∥g
∥∥
E
≤
∥∥h
∥∥
E
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✽✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■❢ E ✐s ❧❡❢t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡
t❤❡♥ Kh+(E,M) ❤♦❧❞s✳ ■❢ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts p > 0 s✉❝❤ t❤❛t E ∈
Int(Lp, L∞)✱ E ✐s r✐❣❤t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡ t❤❡♥ Kh−(E,M) ❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E : MA → M ❞❡✜♥❡❞ ❜② E :=
Id⊗ τA✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② x ∈ S(M)✱

E(|Gx|2) = |Cx|2 ❛♥❞ E(|(Gx)∗|2) = |(Rx)∗|2 . ✭✸✳✺✮

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♥♦✇ t❤❛t E ✐s ❧❡❢t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❇② ✭✸✳✺✮✱ |Cx|2 ≺ |Gx|2 ❛♥❞
|Rx|2 ≺ |Gx|2 s♦

∥∥Gx
∥∥
E

≥
∥∥Cx

∥∥
E

❛♥❞
∥∥Gx

∥∥
E

≥
∥∥Rx

∥∥
E
✳ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ❜②

r❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✻ ♦r ❬✶✹❪✱
∥∥Gx

∥∥
E
.
∥∥x
∥∥
RE∩CE

✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts p > 0 s✉❝❤ t❤❛t E ∈ Int(Lp, L∞) ❛♥❞ t❤❛t E ✐s

r✐❣❤t✲2✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❋✐① x ∈ S(M)✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✽✱
∥∥x
∥∥
RE+CE

.
∥∥Gx

∥∥
E
✳

❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ❜② ✭✸✳✺✮✱ |Cy|2 ⊲ |Gy|2 ❛♥❞ |Ry|2 ⊲ |Gy|2 ❢♦r ❛❧❧ y ∈ S(M)✳ ◆♦✇
✜① y, z ∈ S(M) s✉❝❤ t❤❛t y + z = x✳ ❯s✐♥❣ r✐❣❤t✲2✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱

∥∥Gx
∥∥
E
.
∥∥Gy

∥∥
E
+
∥∥Gz

∥∥
E
≤
∥∥Ry

∥∥
E
+
∥∥Cz

∥∥
E
.

❙♦ E ❤❛s Kh−(E,M)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✺✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❧❡♠♠❛
✸✳✺✳✽✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧❡♠♠❛ ✸✳✺✳✼ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❋❛t♦✉ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧❡♠♠❛s
✶✳✹✳✺ ❛♥❞ ✶✳✹✳✽✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❲❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r

s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♥♦✇ ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ t❤❡♦r②
♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✺✵✬s ❜② ❈❛❧❞❡ró♥ ❛♥❞
❩②❣♠✉♥❞ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❦❡r♥❡❧ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞
♦♥ Lp ❢♦r 1 < p <∞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✭✇✐t❤♦✉t ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✶✳ ▲❡t n ∈ N✱ p ∈ (1,∞) ❛♥❞ k ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ R
2n

t♦ C ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✿

Tf(x) =

∫

y∈Rn

k(x, y)f(y)dy

❞❡✜♥❡s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r T ♦♥ L2(R
n)✱ ✐t ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ✭st✐❧❧

♥♦t❡❞ T ✮ ♦♥ Lp(R
n)✳ T ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ k ✐ts ❦❡r♥❡❧✳

❙✐③❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r t❤❡
p = 1 ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ✇❡❛❦ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ✐s tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✷✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ T ❞❡✜♥❡s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r
♦♥ L1(R

n) ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ f ∈ L1(R
n)✿

sup
t>0

tµ{Tf > t} ≤ C
∥∥f
∥∥
1

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❆ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤✐s s❡❝♦♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❛t ✐t ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✜rst
♦♥❡ ❜② r❡❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r❡♠s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❛ ❣r❡❛t t♦♦❧

✽✸
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t♦ s❤♦✇ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ ❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠
♦r ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P❛❧❡② ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❲❤❛t ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡♦r❡♠ t♦ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
r❡s✉❧t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ ❬✼❪
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ▲✐♣s❤✐t③
❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥ts ♦♣❡r❛t♦rs x ❛♥❞ y✱

∥∥f(x)− f(y)
∥∥
1,∞ ≤ c

∥∥f ′
∥∥
∞
∥∥x− y

∥∥
1
.

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡①♣r❡ss t❤❡ ✇❡❛❦ (1, 1) ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ❛
❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❜✉t ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✐t ✐♥ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ♣❛♣❡rs✳
❲❡ ❛❧s♦ ❤♦♣❡ t❤❛t ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ❛ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ Lp ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ t❤❡♦r②✳ ❆♥♦t❤❡r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s❤♦✇ ❇▼❖ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss r❛t❤❡r t❤❛♥
✇❡❛❦ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛♥❦s t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s str❛t✲
❡❣② ✐s ♦❢t❡♥ ❡❛s✐❡r✳ ■t ✜rst ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❬✷✺❪ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ s♦♠❡
❋♦✉r✐❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❆♥❞ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪✱ ✇❤❡r❡ Lp✲❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢
❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❍❛r❞② s♣❛❝❡s ♦♥ q✉❛♥t✉♠ t♦r✐✳

✹✳✶✳✶ ▼❛✐♥ t❤❡♦r❡♠

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠
♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ▲❡t (M̃, τM̃) ❜❡ ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ M ❛

✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ M̃ s✉❝❤ t❤❛t τM̃ r❡str✐❝t❡❞ t♦ M ✭❞❡♥♦t❡❞ τM✮

✐s s❡♠✐✜♥✐t❡✳ Lp(M) ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Lp(M̃) ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ p ≤ ∞✳ ▲❡t
M′ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ♦❢ M✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r N ❛♥❞ Ñ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥
❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ∗✲✇❡❛❦❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ M✲ ❛♥❞ M̃✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R

n ✐✳❡ t❤❡ ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts M⊗L∞(Rn) ❛♥❞ M̃⊗L∞(Rn)✱ τ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡✐r
♥❛t✉r❛❧ tr❛❝❡ ✭✇✐t❤ ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t② s✐♥❝❡ N ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ñ ✮✳ ▲❡t T ❜❡
❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ k : Rn×R

n → M′∩M̃✱
❢♦r♠❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Tf(x) =
∫
y∈Rn k(x, y)f(y)dy

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ❙❛② t❤❛t T ❤❛s ▲✐♣s❝❤✐t③ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✭0 < γ ≤ 1✮ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧
x✱y ❛♥❞ z ✐♥ R

n ✈❡r✐❢②✐♥❣ |x− z| ≤ 1
2 |y − z|✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♠♦♦t❤♥❡ss ❡st✐♠❛t❡s

❤♦❧❞✿

∥∥k(x, y)− k(z, y)
∥∥
M̃ ≤ |x− z|γ

|y − z|n+γ ,

∥∥k(y, x)− k(y, z)
∥∥
M̃ ≤ |x− z|γ

|y − z|n+γ .

❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t T ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R
n✿
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∥∥k(x, y)
∥∥
M̃ ≤ 1

|x− y|n ✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳✹✳ ❚❤✐s s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❛♣♣❡❛r t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢✳
■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✉s❡❞ ✐♥ r❡♠❛r❦ ✹✳✶✳✻✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t k ❣♦❡s t♦ 0 ❛t ✐♥✜♥✐t②✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♠❛♥② ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✳ ❆ ❍ör♠❛♥❞❡r t②♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

sup
x∈Rn

∫

|x−y|>2|x−x′|
|k(x, y)− k(x′, y)| dy < C

✇♦✉❧❞ ♥♦t s✉✣❝❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛t ❧❡❛st ♥❡❡❞ ❛ ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡✿

sup
x∈Rn

∫

|x−y|>α|x−x′|
|k(x, y)− k(x′, y)| dy < C

αn
, α > 2.

❇✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ ✐t ✐s ❛ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳

❉❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t > 0 ❛♥❞ f ∈ Ñ ✿

λt(f) = τ({f > t})✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❛r❡ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✺✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t cn,γ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ n ❛♥❞ γ s✉❝❤

t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r T ✇✐t❤ (M′ ∩ M̃)✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞
▲✐♣s❝❤✐t③ ♣❛r❛♠❡t❡r 0 < γ ≤ 1✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠
L2(N ) t♦ L2(Ñ )✱ ❢♦r ❛❧❧ f ∈ L1(N )✿

supt>0 tλt(Tf) ≤ cn,γ
∥∥f
∥∥
1

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲
st✐t✉t❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❏✳ P❛r❝❡t✬s ✇♦r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ♣r♦♦❢ ✐s
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ✉s❡ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧②
s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✉t t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦✲
r❡♠ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦rt❡♥❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛r✐✜❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♦r❣❛♥✐s❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛s ❛❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❬✹✶❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❈✉❝✉❧❡s❝✉✬s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛
♥❛t✉r❛❧ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣r♦♦❢ ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡ ♠♦r❡
r❡✜♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ❛ t❤✐r❞
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ✇✐t❤ ❍✐❧❜❡rt ✈❛❧✉❡❞
❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✾❪ ❜② ❏✳ P❛r❝❡t
❛♥❞ ❚✳ ▼❡✐ ❜✉t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✺ ❛♥❞ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ Lp✲♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ s✐♠✐✲
❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ P✳ ❍②tö♥❡♥ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ ♦✉r ♣r♦♦❢
♦❢ L2✲♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
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✹✳✶✳✷ ❆ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♠❛r❦ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ T ✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ✉s❡ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳✻✳ ❋♦r ❛♥② ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r T t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞
♦♣❡r❛t♦r T ′ s✉❝❤ t❤❛t Tf = T ′f + gf ❢♦r ❛❧❧ f ✐♥ L2(N ) ❛♥❞ T ′ ✐s t❤❡ str♦♥❣
❧✐♠✐t ✐♥ B(L2(N )) ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs Ti ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Tif(x) =

∫

y∈Rn

ki(x, y)f(y)dy,

❢♦r ❛♥② f ∈ L2(N )✳ ❍❡r❡✱ ki ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ k s♦ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❛♥❞ g ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ Ñ ✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬✶✼❪✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 8.1.11✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡
t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ L2(N )✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✇✐❧❧ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞②❛❞✐❝ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ ❢❡✇ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

• ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝✉❜❡s✱ t❤❡ ∞✲♥♦r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❛♥
t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♦♥❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ R

n✱ ✇❡ s❡t |x| =
∥∥x
∥∥
∞ ✐♥ t❤❡

r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ t❡①t✳

• Q ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞②❛❞✐❝ ❝✉❜❡s ❛♥❞ Qk t❤❡ s❡t ♦❢ ❞②❛❞✐❝ ❝✉❜❡s
♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ 2−k✳ ▲❡t Vk = 2−nk ❜❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝✉❜❡✳

• ❋♦r ❛❧❧ x ✐♥ R
n✱ Qx,k ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝✉❜❡ ✐♥ Qk ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x ❛♥❞ cx,k ✐ts

❝❡♥t❡r✳

• ▲❡t (Ek)k∈Z ❜❡ t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞②❛❞✐❝ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ❢♦r ❛❧❧
f ✿

Ek(f)(x) =
1
Vk

∫
Qx,k

f(t)dt

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ fk := Ek(f) ❛♥❞ ∆k(f) := fk − fk−1 =:
dfk✳ ❚❤❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
(Nk)k∈Z ✇❤❡r❡ Nk ✐s t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ N ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❝✉❜❡s ♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ 2−k✳

• ❋♦r ❛♥② ♦❞❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r i ❛♥❞ Q ✐♥ Qk✱ iQ ✇✐❧❧ ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ Q ❜② t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t② ♦❢ ❝❡♥t❡r cQ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r i s✉❝❤ t❤❛t iQ ✐s t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ in ❝✉❜❡s ✐♥ Qk✳

• ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R
n ❛♥❞ k ∈ Z✱ x ∈ iQy,k ⇔ y ∈ iQx,k✳

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ A . B ✇✐❧❧ st❛♥❞ ❢♦r ✧t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧②
♦♥ n ❛♥❞ γ s✉❝❤ t❤❛t A ≤ cB✧✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡ ✧♣♦❧❛r✧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ |.| s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❝✉❜❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
❛ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠✉❧❛✿

∫
Rn f(|x|)dx =

∫
R+ 2n(2r)n−1f(r)dr✳
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✹✳✷ Ps❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

✹✳✷✳✶ ❚❤❡♦r❡♠

❆ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s✉♣♣ Tf ≈ s✉♣♣ f ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡❛❧
t♦ s❤♦✇ ✇❡❛❦ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❡①♣r❡ss❡s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❡
❢❛❝t t❤❛t s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s r❛♣✐❞❧② ✈❛♥✐s❤ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆ s✐♠♣❧❡r r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ L1✲❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❇✉t✱
❛s ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝❛s❡ r❡q✉✐r❡s ♥❡✇ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡
L2✲✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✇r✐tt❡♥
✇✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❧❛t❡r ❜✉t ✐s ❛❧✲
♠♦st ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ❤❛❞ ✇✐t❤ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦✱ s✉♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠♦st
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣✉r❡❧② ❝♦♠♠♠✉t❛t✐✈❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✳ ▲❡t f ∈ L2(N ) ❛♥❞ s ∈ N✳ ❋ ♦r ❛❧❧ k ∈ Z✱ ❧❡t Ak ❛♥❞ Bk

❜❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ Nk s✉❝❤ t❤❛t A⊥
k dfk+s = dfk+sB

⊥
k = 0✳ ❋♦r ❛♥② ♦❞❞ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥t❡❣❡r d✱ ✇r✐t❡✿

Ak =
∑

Q∈Qk
AQIQ✱ AQ ∈ M ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ dAk :=

∨
Q∈Qk

AQIdQ✳

❉❡✜♥❡ dBk t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ▲❡t✿

Af,s :=
∨

k∈Z

5Ak ❛♥❞ Bf,s :=
∨

k∈Z

5Bk. ✭✹✳✶✮

▲❡t T ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ k ✇✐t❤ ▲✐♣s❝❤✐t③
♣❛r❛♠❡t❡r γ✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ M′∩M̃ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞
❢r♦♠ L2(N ) t♦ L2(Ñ )✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ N ❛♥❞ f ∈ L2(N ) ✇❡ ❤❛✈❡✿

∥∥A⊥
f,s(Tf)

∥∥
2
. 2−

γs
2

∥∥f
∥∥
2
❛♥❞

∥∥(Tf)B⊥
f,s

∥∥
2
. 2−

γs
2

∥∥f
∥∥
2
.

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✷ ✭❙❝❤✉r✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ L2(N ) ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ M̃✲✈❛❧✉❡❞
❦❡r♥❡❧✿

Tf(x) =

∫

Rn

k(x, y)f(y)dy.

▲❡t S1(x) =
∫
Rn

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃dy ❛♥❞ S2(y) =

∫
Rn

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃dx t❤❡♥ ✿

∥∥T
∥∥
B(L2(N ))

≤
√∥∥S1

∥∥
∞
∥∥S2

∥∥
∞.

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❬✹✶❪✮✳ ▲❡t f ∈
L2(N )✿
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∥∥Tf
∥∥2
2
=

∫

Rn

∥∥
∫

Rn

k(x, y)f(y)dy
∥∥2
2
dx

≤
∫

Rn

( ∫

Rn

∥∥k(x, y)f(y)
∥∥
2
dy
)2
dx

≤
∫

Rn

( ∫

Rn

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃
∥∥f(y)

∥∥
2
dy
)2
dx

≤
∫

Rn

∫

Rn

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃dy

∫

Rn

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃
∥∥f(y)

∥∥2
2
dydx

≤
∥∥S1

∥∥
∞

∫

Rn

∫

Rn

∥∥k(x, y)
∥∥
M̃
∥∥f(y)

∥∥2
2
dydx

≤
∥∥S1

∥∥
∞
∥∥S2

∥∥
∞

∫

Rn

∥∥f(y)
∥∥2
2
dy =

∥∥S1

∥∥
∞
∥∥S2

∥∥
∞
∥∥f
∥∥2
2

■t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R
n s✉❝❤

t❤❛t x ∈ 5Qk,y✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ak(y) ≤ (5Ak)(x) ≤ Af,s(x) ❛♥❞ A⊥
k (y)dfk+s(y) = 0✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✿

A⊥
f,s(x)dfk+s(y) = (5Ak)

⊥(x)dfk+s(y) = 0. ✭✹✳✷✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❡❢t ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐t❡♥ ❢♦r r✐❣❤t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ s❡❡✐♥❣ ✐t ✐s t❤❛t ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜②
t❛❦✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣② ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r T ′ ✈❡r✐❢②✐♥❣
A⊥

f,sTf = A⊥
f,sT

′f ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧
∥∥T ′∥∥

B(L2(N ))
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡

❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡✳ ❇② r❡♠❛r❦ 4.1.6✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡✜♥✐♥❣
T ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❛♥② T ❢♦❧❧♦✇s t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ s s❤✐❢t

▲❡t f ∈ L2(N )✱ ✜①❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ▲❡t s ∈ N✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Af,s ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇r✐t❡ T =

∑
k∈Z

T∆k+s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠
❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ ♦♣❡r❛t♦r t♦♣♦❧♦❣② ♦♥ B(L2(N ))✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 2−γs ❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ ❡❛s✐❧② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ T∆k+sf ✳ ❚❤❡ tr✐❝❦② ♣❛rt ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ❣❧✉❡
t❤❡s❡ ♣✐❡❝❡s ❜❛❝❦ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡t k ∈ Z✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✿
∫

Rn

k(x, cy,k+s−1)dfk+s(y)dy =

∫

Rn

Ek+s−1

(
k(x, c.,k+s−1)dfk+s(.)

)
(y)dy = 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

A⊥
f,s(x)Tdfk+s(x) = A⊥

f,s(x)

∫

Rn

k(x, y)dfk+s(y)dy

= A⊥
f,s(x)

∫

Rn

(k(x, y)− k(x, cy,k+s−1))dfk+s(y)dy
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A⊥
k (y) ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ k(x, y) ❛♥❞ k(x, cy,k+s−1) s✐♥❝❡ k ✐s M′✲✈❛❧✉❡❞ s♦✿

A⊥
f,s(x)Tdfk+s(x) = A⊥

f,s(x)

∫

Rn

(k(x, y)− k(x, cy,k+s−1))(5Ak)
⊥(x)dfk+s(y)dy

❛♥❞ ❜② ✭✹✳✷✮✿

= A⊥
f,s(x)

∫

Rn

Ix/∈5Qk,y
(k(x, y)− k(x, cy,k+s−1))dfk+s(y)dy.

❉❡♥♦t❡ ❜② Tk t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

kk : (x, y) 7→ Ix/∈5Qk,y
k(x, y) ✭✹✳✸✮

❛♥❞ Tk,s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

kk,s : (x, y) 7→ Ix/∈5Qk,y
(k(x, y)− k(x, cy,k+s−1)). ✭✹✳✹✮

■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✸✳ ❋♦r ❛❧❧ k ∈ Z ❛♥❞ s ∈ N✿

A⊥
f,sT∆k+sf = A⊥

f,sTk∆k+sf = A⊥
f,sTk,s∆k+sf, ✭✹✳✺✮

❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿
Tk∆k+sf = Tk,s∆k+sf. ✭✹✳✻✮

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ Tk,s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✹✳ ❋♦r ❛❧❧ k ∈ Z ❛♥❞ s ∈ N✿

∥∥Tk,s
∥∥
B(L2(N ))

. 2−sγ . ✭✹✳✼✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ T ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮ ❣✐✈❡s✿

∥∥kk,s(x, y)
∥∥
M̃ = Ix/∈5Qk,y

∥∥k(x, y)− k(x, cy,k+s−1)
∥∥
M̃

≤ Ix/∈5Qk,y

|y − cy,k+s−1|γ

|y − x|n+γ

. Ix/∈5Qk,y

2−(k+s)γ

|y − x|n+γ . ✭✹✳✽✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ |y − cy,k+s−1| ≤ 1
2 |x− y| ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❡✈❡♥ ❢♦r s = 0 ❛s ❧♦♥❣ ❛s

x /∈ 5Qk,y✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♣♣❧② ❙❝❤✉r✬s ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
r❡s✉❧t ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✧♣♦❧❛r✧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
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✹✳✷✳✸ ❖♥❡ ♠♦r❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❦❡r♥❡❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❝❧❡❛r ❜✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s t♦ ❛♣♣❧② ❙❝❤✉r✬s ❧❡♠♠❛
❧❛t❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✺✳ ❋♦r ❛❧❧ k ∈ Z ❛♥❞ s ∈ N t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Sk,s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ sk,s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

✶✳ A⊥
f,sT∆k+sf = A⊥

f,sSk,s∆k+sf ✱

✷✳
∫
y∈Rn sk,s(x, y)dy = 0 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ R

n✱

✸✳
∥∥sk,s(x, y)

∥∥
M̃ . I|x−y|>2−k−1

2−(k+s)γ

|y − x|n+γ ✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r Rk,s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ rk,s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

rk,s(x, y) := IAk

K(x)2−(k+s)γ

In,γ |y − x|n+γ

✇❤❡r❡ Ak := {(x, y) : x ∈ 5Qy,k, x /∈ 3Qy,k}✱ K(x) = −
∫
Rn kk,s(x, t)dt ❛♥❞

In,γ =
∫
Rn IAk

(0, t)
2−(k+s)γ

|t|n+γ dt✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t Sk,s := Tk,s +Rk,s s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ 1✳ A⊥

f,sRk,s∆k+sf = 0 ✐s ✈❡r✐✜❡❞ s✐♥❝❡✿

s✉♣♣ rk,s ⊂ {(x, y) : x ∈ 5Qy,k} ✐✳❡ rk,s = Ix∈5Qy,k
rk,s✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❤✐❢t s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ A⊥
f,sRk,s∆k+sf ✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r (5Ak)
⊥Rk,s∆k+sf ✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ rk,s ❜② Ix/∈5Qk,y

rk,s =
Ix/∈5Qk,y

Ix∈5Qy,k
rk,s = 0✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ 2✳ ■t ✐s ❞✐r❡❝t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ K ❛♥❞ In,γ ✳ ▲❡t x ∈ R
n✿

∫
y∈Rn sk,s(x, y)dy =

∫
Rn kk,s(x, y)dy +K(x) = 0✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ 3✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t
∥∥K(x)

∥∥
M̃ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ n ❛♥❞ γ✳ ❇② ❛ ✧♣♦❧❛r✧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❝♦♥st❛♥t cn s✉❝❤ t❤❛t✿

∥∥K(x)
∥∥
M̃ ≤

∫
|t|>4.2−k

2−(k+s)γ

|t|n+γ dt = cn2
−γs✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x✱ ❛s ✇❡ ♥❡❡❞❡❞✳
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✹✳✷✳✹ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❲❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ T ✐♥t♦ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤♦s❡ ♥♦r♠s ✐♥ B(L2(N )) ❛r❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❋✐① s ∈ N✱ ✇r✐t❡✿

A⊥
f,sTf = A⊥

f,s

∑

k∈Z

T∆k+sf = A⊥
f,s

∑

k∈Z

(Tk +Rk,s)∆k+sf

= A⊥
f,s

∑

k∈Z

∑

i∈Z

∆k+i(Tk +Rk,s)∆k+sf

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r i ≥ 1✱ (5Ak)
⊥ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ∆k+i ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t

♦❢ Rk,s✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (5Ak)
⊥Rk,s∆k+sf = 0✱ t❤❡♥✿

A⊥
f,s∆k+i(Tk +Rk,s)∆k+sf = A⊥

f,s∆k+i(5Ak)
⊥(Tk +Rk,s)∆k+sf

= A⊥
f,s∆k+iTk∆k+sf

❋♦r ❛♥② i ∈ Z✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

A⊥
f,s∆k+i(Tk +Rk,s)∆k+sf = A⊥

f,s∆k+i(Tk,s +Rk,s)∆k+sf

= A⊥
f,s∆k+iSk,s∆k+sf

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ♦✉r ✜♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿

A⊥
f,sTf = A⊥

f,s

(∑∞

i=0
Φif +

∑∞

i=1
Ψif

)
✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡✿

Φi =
∑

k∈Z
∆k+iTk∆k+s ❛♥❞ Ψi =

∑
k∈Z

∆k−iSk,s∆k+s

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ♦✉r ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ❤♦❧❞ ❢♦r i ≥ 0✿
∥∥Φi

∥∥
B(L2(N ))

. 2−γ i+s
2 ❛♥❞

∥∥Ψi

∥∥
B(L2(N ))

.
√
1 + i2−γ i+s

2

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ♦❝❝✉♣② t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ♣❛rts✳

✹✳✷✳✺ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r Φi

▲❡t i ≥ 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t T ∗ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ k⋆ ✇❤❡r❡✿ k⋆(x, y) = k(y, x)∗✳

❙♦ k⋆ s❛t✐s✜❡s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❜②
(4.7) t❤❛t✿

∥∥(T ∗)k,s
∥∥
B(L2(N ))

. 2−sγ ✳
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❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✿

∥∥∆k+iTk
∥∥
B(L2(N ))

=
∥∥T ∗

k∆k+i

∥∥
B(L2(N ))

=
∥∥(T ∗)k,i∆k+i

∥∥
B(L2(N ))

. 2−γi✱

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t (Tk)∗ = (T ∗)k ❛♥❞ (4.6)✳
❇② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ∆k✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✿

∥∥Φi

∥∥
B(L2(N ))

≤ supk
∥∥∆k+iTk∆k+s

∥∥
B(L2(N ))

≤ supk
∥∥∆k+iTk

∥∥
B(L2(N ))

. 2−γi✱

❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✿
∥∥Φi

∥∥
B(L2(N ))

≤ supk
∥∥∆k+iTk∆k+s

∥∥
B(L2(N ))

≤ supk
∥∥Tk∆k+s

∥∥
B(L2(N ))

.

2−γs✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦✱
∥∥Φi

∥∥
B(L2(N ))

. 2−γ s+i
2 ✳

✹✳✷✳✻ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r Ψi

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✼✳ ❋♦r ❛❧❧ x ∈ R
n✱ k ∈ Z ❛♥❞ i ∈ N✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ❤♦❧❞s✿

∫
t∈Qx,k−i

∫
y∈Qc

x,k−i
I|t−y|>21−k

1

|t− y|n+γ dydt . (1 + i)2(γ−n)(k−i)✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐① x ∈ R
n✱ k ∈ Z ❛♥❞ i ∈ N✳ ❉❡♥♦t❡ Q = Qx,k−i✱ c t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ Q

❛♥❞✿

X =
∫
t∈Q

∫
y∈Qc I|t−y|>21−k

1

|t− y|n+γ dydt✳

❋♦r ❡✈❡r② t ✐♥ Q ❧❡t δt ❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t t♦ Qc ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥②
t✿

∫
Qc I|t−y|>21−k

1

|t− y|n+γ dy ≤
∫
|y−t|>δt

I|t−y|>21−k

1

|t− y|n+γ dy =: f(δt)

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ δt✳ ❋♦r r ≤ 2−(k−i+1)✿

{t ∈ Q : δt = r} = {t ∈ Q : |t− c| = 2−(k−i+1) − r =: r′}✱

❙♦ ❜② ❛ ✧♣♦❧❛r✧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿

X ≤
∫ 2−(k−i+1)

0
2n(2r′)n−1f(r)dr . 2−(k−i)(n−1)

∫ 2−(k−i+1)

0
f(r)dr✳

❇② ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

f(r) .

{
r−γ ❢♦r ❛❧❧ r
2γ(k−1) ✐❢ ♠♦r❡♦✈❡r r ≤ 2−(k−1)

❋♦r 0 < γ < 1 ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡✿
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X . 2−(k−i)(n−1)

∫ 2−(k−i+1)

0

f(r)dr . 2−(k−i)(n−1)

∫ 2−(k−i+1)

0

r−γdr

. 2−(k−i)(n−1)2−(k−i+1)(1−γ) . 2−n(k−i)2γ(k−i)

❋♦r γ = 1 ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
♠❛❞❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ f ✿

∫ 2−(k−i+1)

0

f(r)dr =

∫ 2−(k−1)

0

f(r)dr +

∫ 2−(k−i+1)

2−(k−1)

f(r)dr

. 2−(k−1)2γ(k−1) +

∫ 2−(k−i+1)

2−(k−1)

1

r
dr

. 1 + i

❚❤❡r❡❢♦r❡✿

X . 2−(k−i)(n−1)(1 + i) = (1 + i)2−n(k−i)2γ(k−i)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽✳ ❋♦r ❛❧❧ k ✐♥ Z ❛♥❞ i > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✿
∥∥Ek−iSk,s

∥∥
B(L2(N ))

.
√
1 + i2−γ(s+i/2)

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ g : Ek−iSk,sg(x) =
∫
Qx,k−i

1
Vk−i

∫
Rn sk,s(t, y)g(y)dydt✳

❙♦ Ek−iSk,s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✿

E : (x, y) 7→ 1
Vk−i

∫
Qx,k−i

sk,s(t, y)dt =
1

Vk−i

∫
Qc

x,k−i
sk,s(t, y)dt✱

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ Sk,s✳ ❲❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡
❜♦t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❙❝❤✉r✬s ❧❡♠♠♠❛✳ ❋✐① x✿

∫

Rn

∥∥E(x, y)
∥∥
M̃dy =

∫

Qx,k−i

∥∥E(x, y)
∥∥
M̃dy +

∫

Qc
x,k−i

∥∥E(x, y)
∥∥
M̃dy

=

∫

Qx,k−i

∥∥
∫

Qc
x,k−i

1

Vk−i
sk,s(t, y)dt

∥∥
M̃dy

+

∫

Qc
x,k−i

∥∥
∫

Qx,k−i

1

Vk−i
sk,s(t, y)dt

∥∥
M̃dy

.
1

Vk−i

∫

Qx,k−i

∫

Qc
x,k−i

I|t−y|>21−k

2−γ(k+s)

|t− y|n+γ dtdy

❯s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ 4.2.7 ✿
∫

Rn

∥∥E(x, y)
∥∥
M̃dy .

1

Vk−i
(1 + i)2−n(k−i)2γ(k−i)2−γ(k+s)

. (1 + i)2−γ(i+s)
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❚❤❡ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t❡✱ ✇✐t❤ y ✜①❡❞✱ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿

∫

Rn

∥∥E(x, y)
∥∥
M̃dx =

∫

Rn

∥∥ 1

Vk−i

∫

Qx,k−i

sk,s(t, y)dt
∥∥
M̃dx

≤
∫

Rn

1

Vk−i

∫

Qx,k−i

∥∥sk,s(t, y)
∥∥
M̃dtdx

=

∫

Rn

∥∥sk,s(t, y)
∥∥
M̃dt

. 2−γs

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞
❙❝❤✉r✬s ❧❡♠♠❛✳

❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡✿
∥∥∆k−iSk,s∆k+s

∥∥
B(L2(N ))

≤
∥∥Ek−iSk,s

∥∥
B(L2(N ))

.
√
1 + i 2−γ s+i

2 ✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ∆k−iSk,s∆k+s✿
∥∥Ψi

∥∥
B(L2(N ))

. supk
∥∥∆k−iSk,s∆k+s

∥∥
B(L2(N ))

.
√
1 + i 2−γ s+i

2

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳

✹✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠

✹✳✸✳✶ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
✇❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧
s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s
✐❞❡❛✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
♦❜t❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ✧♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧✧ t❡r♠s✳

❋✐① t > 0 ❛♥❞ f ∈ L1(N )✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ❛✈♦✐❞
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ f ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

f = f1 − f2 + if3 − if4

✇✐t❤
∥∥fk
∥∥
1
≤
∥∥f
∥∥
1
❢♦r k = 1, 2, 3, 4✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t {x ∈ R

n : f(x) 6= 0} ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ f ✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✮✱
❛♥❞ t❤❛t f ✐s ✐♥ L2(N )∩N ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡♠ ❢♦r♠ ❛ ❞❡♥s❡ s✉❜s♣❛❝❡ S ♦❢ L1(N )✳ ❖♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡♥✱
T ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ L1(N ) ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦
S✳

❉❡♥♦t❡ ❜② (fn)n∈Z t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ f ❛♥❞ t❤❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ (Nn)n∈Z✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ f ✐♥t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❛ ❜❛❞ ♣❛rt ❛r❡ ❈✉❝✉❧❡s❝✉✬s ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥s✿
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❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✭❈✉❝✉❧❡s❝✉✮✳ ▲❡t x = (xn) ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ L1✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡
❛♥❞ t ≥ 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ (qn) ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ N s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② n ≥ 1✿

✶✳ qn ∈ Nn✳

✷✳ qn ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ qn−1xnqn−1✳

✸✳ qnxnqn ≤ t✳

✹✳ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ q =
∧
qn t❤❡♥ ✿

qxnq ≤ t ❢♦r n ≥ 1 ❛♥❞ τ(q⊥) ≤
∥∥x
∥∥
1

t
✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ f ❛♥❞ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
n0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ≤ n0✱ fn ≤ t✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t n0 = 0✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ❧❡t qn ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❈✉❝✉❧❡s❝✉✬s
t❤❡♦r❡♠✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t ❛♥❞ (fn)n≥0✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡t qn = 1
❢♦r ❛❧❧ n ≤ 0✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ Z✱ qnfnqn ≤ t✳

❉❡✜♥❡ ✿

∀n ∈ Z, pn = qn−1 − qn ❛♥❞ p∞ = q✳

▲❡t Z = Z ∪ {∞}✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ pn ∈ Nn ❛♥❞✿
∑

n∈Z
pn = 1✳

❲❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞ ♣❛rts ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

g =
∑

i∈Z

∑
j∈Z

pifi∨jpj ❛♥❞ b =
∑

i∈Z

∑
j∈Z

pi(f − fi∨j)pj ✳

❇② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✶✻❪✮✿

λt(Tf) . λt/2(Tg) + λt/2(Tb)

❙♦ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

λt(Tx) .

∥∥f
∥∥
1

t

❢♦r ❜♦t❤ x = g ❛♥❞ x = b✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r b ❛♥❞ g ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝❛s❡
❡①❝❡♣t t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦♥ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ❛♥❞ ✧s❤✐❢t❡❞✧ ❞✐❛❣♦♥❛❧s✳
❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦r❦ ✐s t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❧❡♠♠❛✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ✧s❤✐❢t❡❞✧ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ❣❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❜❡tt❡r ❛s t❤❡
s❤✐❢t ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿ ❢♦r ❛❧❧ k ❛♥❞ Q ∈ Qk✱ pQ := pk(x) ❢♦r
❛♥② x ∈ Q✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t✇♦ ❧❡♠♠❛s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
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▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳ ❋♦r ❛❧❧ k ∈ Z✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿ fk+1 ≤ 2nfk✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ fk ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ f ✳
▲❡t x ∈ R

n✿

2nfk(x) =
2n

Vk

∫
Qx,k

f(t)dt ≥ 2n

Vk

∫
Qx,k+1

f(t)dt = fk+1(x)✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✹✳ ▲❡t d ❜❡ ❛♥ ♦❞❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❉❡✜♥❡✿

ζd =
(∨

Q∈Q pQIdQ
)⊥

✳

❚❤❡♥ ✿

✶✳ τ(ζ⊥d ) ≤ dn

∥∥f
∥∥
1

t

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝✉❜❡s Q ∈ Q✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✿

x ∈ dQ→ ζd(x)pQ = pQζd(x) = 0✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❈✉❝✉❧❡s❝✉✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

τ(ζ⊥d ) ≤∑Q∈Q d
nτ(pQIQ) = dn

∑∞
k=1 τ(pk) = dnτ(q⊥) ≤ dn

∥∥f
∥∥
1

t
✳

▲❡t Q ∈ Q ❛♥❞ x ∈ dQ✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ζ⊥d (x) ≥ pQ s♦ ζd(x) ≤ p⊥Q✳ ❚❤✐s
❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ✜① d = 5 ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ζd ❜② ζ✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✺✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ζ ✐s t♦ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s ❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt
♦❢ t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣✳

✹✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ♣r♦♦❢ ✐s t♦ ✇r✐t❡✿

Tb = ζTbζ + (1− ζ)Tbζ + ζTb(1− ζ) + (1− ζ)Tb(1− ζ)✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡♠♠❛ 4.3.4 ❛♥❞ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡✿

λt(Tb) . τ(1− ζ) + λt(ζTbζ) .

∥∥f
∥∥
1

t
+

∥∥ζTbζ
∥∥
1

t
✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡✿
∥∥ζTbζ

∥∥
1
.
∥∥f
∥∥
1
✳
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❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡♠♠❛s✳
❉❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ Z ✿ bi,j = pi(f − fi∨j)pj ✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼✳ ❋♦r ❛❧❧ s ∈ Z ✿
∑

i−j=s

∥∥bi,j
∥∥
1
.
∥∥f
∥∥
1

Pr♦♦❢✳ ▲❡t i, j ∈ Z ✿
∥∥bi,j

∥∥
1
≤
∥∥pifpj

∥∥
1
+
∥∥pifi∨jpj

∥∥
1

❇② ❍♦❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿

∥∥bi,j
∥∥
1
≤
∥∥f1/2pi

∥∥
2

∥∥f1/2pj
∥∥
2
+
∥∥f1/2i∨j pi

∥∥
2

∥∥f1/2i∨j pj
∥∥
2

≤ 1

2

(∥∥pifpi
∥∥
1
+
∥∥pjfpj

∥∥
1
+
∥∥pifi∨jpi

∥∥
1
+
∥∥pjfi∨jpj

∥∥
1

)

≤ τ(pif) + τ(pjf)

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ Z✿
∑

i−j=s

∥∥bi,j
∥∥
1
≤ 2

∑
i∈Z

τ(pif) .
∥∥f
∥∥
1

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✽✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✿

• ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ Z ❛♥❞ Q ∈ Qi∨j ✿
∫
Q
bi,j = 0❀

• ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R
n s✉❝❤ t❤❛t y ∈ 5Qx,i∧j ✿ ζ(x)bi,j(y)ζ(x) = 0✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❙✐♥❝❡ Q ∈ Qi∨j ✿
∫
Q
bi,j =∫

Q
Ei∨j(bi,j) = 0✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ζ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣r♦♣✲

❡rt② 4.3.4✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R
n ❛♥❞ k ∈ Z s✉❝❤ t❤❛t y ∈ 5Qx,k ✇❡ ❦♥♦✇

t❤❛t ζ(x)pk(y) = pk(y)ζ(x) = 0✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t bi,j = pi(f−fi∨j)pj ✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❝❧❡❛r
t❤❛t ζ(x)bi,j(y)ζ(x) = 0 ❢♦r y ∈ 5Qx,k ❛♥❞ k = i, j ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t Qx,k ⊂ Qx,k′ ❢♦r k ≥ k′✱ s♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❧♦s❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ❜②
t❛❦✐♥❣ k = i ∧ j✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✱ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✾✳ ❋♦r ❛❧❧ i, j ∈ Z ✿
∥∥ζTbi,jζ

∥∥
1
. 2−|i−j|γ∥∥bi,j

∥∥
1
✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t bi,j ✐s ✐♥ L2(N )✳ ❋✐① i, j ∈ Z ❛♥❞ x ∈ R
n✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t k(x, y)

❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ζ(x) s✐♥❝❡ ζ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ M ❛♥❞ k ✐♥ M′✿

ζ(x)Tbi,j(x)ζ(x) =

∫

y∈Rn

k(x, y)ζ(x)bi,j(y)ζ(x)dy

=

∫

y∈5Qc
x,i∧j

(
k(x, y)− k(x, cy,i∨j)

)
ζ(x)bi,j(y)ζ(x)dy
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✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ bi,j ✭❧❡♠♠❛ 4.3.8✮ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦
♠❛❦❡ t❤❡ t❡r♠ k(x, cy,i∨j) ❛♣♣❡❛r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞
❣✐✈❡s ✿

∥∥ζ(x)Tbi,j(x)ζ(x)
∥∥
1
≤
∫

y∈5Qc
x,i∧j

∥∥k(x, y)− k(x, cy,i∨j)
∥∥
M̃
∥∥bi,j(y)

∥∥
1
dy

≤
∫

y∈Rn

Iy/∈5Qx,i∧j

2−γ(i∨j)

|x− y|n+γ

∥∥bi,j(y)
∥∥
1
dy

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✿

∥∥ζTbi,jζ
∥∥
1
=

∫

x∈Rn

∥∥ζ(x)Tbi,j(x)ζ(x)
∥∥
1
dx

≤
∫

y∈Rn

∫

x∈Rn

Ix/∈5Qy,i∧j

2−γ(i∨j)

|x− y|n+γ

∥∥bi,j(y)
∥∥
1
dxdy

.

∫

y∈Rn

2−γ(i∨j−i∧j)
∥∥bi,j(y)

∥∥
1
dy

. 2−γ|i−j|∥∥bi,j
∥∥
1

Pr♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② 4.3.6✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ❧❡❢t t♦ ❞♦ ✐s t♦ ❣❧✉❡ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r
t❤❛♥❦s t♦ ❧❡♠♠❛s 4.3.7 ❛♥❞ 4.3.9✿

∥∥ζTbζ
∥∥
1
≤
∑

i,j∈Z

∥∥ζTbi,jζ
∥∥
1
≤
∑

s∈Z

∑
i−j=s

∥∥ζTbi,jζ
∥∥
1

≤
∑

s∈Z
2−γ|s|∑

i−j=s

∥∥bi,j
∥∥
1
.
∑

s∈Z
2−γ|s|∥∥f

∥∥
1
.
∥∥f
∥∥
1
.

✹✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤✐s ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ L2✲♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡
s❛♠❡ tr✐❝❦ ❛s ❢♦r t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡✿

λt(Tg) . τ(1− ζ) + λt(ζTgζ) .

∥∥f
∥∥
1

t
+

∥∥ζTgζ
∥∥2
2

t2
✳

❉❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❛rts ♦❢ g ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

g(d) =
∑

i∈Z
pifipi ✱ g(l) =

(∑
i<j∈Z

pifjpj
)
+ q⊥fq ❛♥❞

g(r) =
(∑

i<j∈Z
pjfjpi

)
+ qfq⊥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ❤♦❧❞ ✿
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∥∥Tg(d)
∥∥2
2
. t
∥∥f
∥∥
1
✱
∥∥ζTg(l)

∥∥2
2
. t
∥∥f
∥∥
1
❛♥❞

∥∥Tg(r)ζ
∥∥2
2
. t
∥∥f
∥∥
1

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ g(d) ❡st✐♠❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ L2(N ) ✐t s✉✜❝❡s t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛t
∥∥g(d)

∥∥2
2
. t
∥∥f
∥∥
1
✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t g(d) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳
∥∥g(d)

∥∥
1
=
∑

i∈Z
τ(pifipi) =

∑
i∈Z

τ(pif) = τ(
∑

i∈Z
pif) =

∥∥f
∥∥
1
✳

❇② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∥∥g(d)

∥∥
∞ = sup

k∈Z

∥∥pkfkpk
∥∥ ≤ 2nt✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r k <

∞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ 4.3.3✿

pkfkpk ≤ 2npkfk−1pk ≤ 2nqk−1fk−1qk−1 ≤ 2nt

❋♦r k = ∞✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ L2(N )✿ t− qfq = lim
k→∞

t− qfkq ≥ 0 s✐♥❝❡ L2(N )+

✐s ❝❧♦s❡❞✳ ❙♦
∥∥gd
∥∥
∞ ≤ 2nt✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
∥∥gd
∥∥2
2
≤
∥∥gd
∥∥
1

∥∥gd
∥∥
∞ ≤ 2nt

∥∥f
∥∥
1
✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ g(l) ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 4.3.10
s✐♥❝❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r g(r) ✐s s✐♠✐❧❛r✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✶✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r g(l)✿

g(l) =
∑∞

k=1

∑∞
s=1 pkdfk+sqk+s−1 =:

∑∞
k=1

∑∞
s=1 g

(l)
s,k✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❆❜❡❧✬s tr❛♥s❢♦r♠✳ ❋✐rst✱ ✜① j0✿
∑

i<j≤j0
pifjpj =

∑
i<j≤j0

pifj(qj−1 − qj) =
∑

i≤j<j0
pidfj+1qj −

∑
i<j0

pifj0qj0

=
∑

i≤j<j0
pidfj+1qj − q⊥j0−1fj0qj0

▲❡tt✐♥❣ j0 ❣♦ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
∑

i<j∈Z
pifjpj =

(∑
i≤j∈Z

pidfj+1qj
)
− q⊥fq✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✷✳ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ s ≥ 1✿

g
(l)
s =

∑∞
k=1 pkdfk+sqk+s−1

❚❤❡♥✿
∥∥ζTg(l)s

∥∥2
2
. 2−γst

∥∥f
∥∥
1
✳

❚❤✐s ✐s✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❜❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡
✇♦r❦✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✶✸✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
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✶✳ ∆k+s(g
(l)
s ) = g

(l)
s,k✳

✷✳ ❋✐① s✱ t❤❡ g(l)s,k ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐♥ L2(N )✳

✸✳
∥∥g(l)s

∥∥2
2
. t
∥∥f
∥∥
1
✳

Pr♦♦❢✳ 1 ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ 2 ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ 1 s✐♥❝❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ 3✳

∥∥g(l)s,k

∥∥2
2
≤ 2(

∥∥pkfk+sqk+s−1

∥∥2
2
+
∥∥pkfk+s−1qk+s−1

∥∥2
2
)

≤ 2τ(pkfk+sqk+s−1fk+spk) + 2τ(pkfk+s−1qk+s−1fk+s−1pk)

❇② ❈✉❝✉❧❡s❝✉✬s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t fi ≤ 2nfi−1 ❢r♦♠ ❧❡♠♠❛ 4.3.3✿

∥∥f1/2k+sqk+s−1f
1/2
k+s

∥∥
∞ =

∥∥qk+s−1fk+sqk+s−1

∥∥
∞ . t

∥∥f1/2k+sqk+s−1f
1/2
k+s−1

∥∥
∞ =

∥∥qk+s−1fk+s−1qk+s−1

∥∥
∞ ≤ t

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ s > 0✿
∥∥g(l)s

∥∥2
2
=
∑

k>0

∥∥g(l)k,s

∥∥2
2
.
∑

k>0 tτ(pkf) = t
∥∥f
∥∥
1
✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✶✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✿
∥∥ζTg(l)s

∥∥
2
. 2−γs/2

∥∥g(l)s

∥∥
2

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛♣♣❧② ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐✳❡ t❤❡♦r❡♠ 4.2.1 t♦ g(l)s ✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ Ak = pk s✐♥❝❡
p⊥k g

(l)
s,k = 0✳ ❚❤❡♥✿

Af,s =
∨

k>0 5pk = ζ⊥✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s✿
∥∥A⊥

f,sTg
(l)
s

∥∥
2
. 2−γs/2

∥∥g(l)s

∥∥
2

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 4.3.12 ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛s✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✿

∥∥ζTg(l)
∥∥2
2
≤
(∑∞

s=1

∥∥ζTg(l)s

∥∥
2

)2 ≤
(∑∞

s=1
2−

γs
2

∥∥g(l)s

∥∥
2

)2

.
(∑∞

s=1
2−

γs
2

√
t
∥∥f
∥∥
1

)2
. t
∥∥f
∥∥
1

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r g(l) ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
t❤❡♦r❡♠✳
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✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧s

▲❡t (M, τ) ❜❡ ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡✱ N = L∞(R)⊗M✳ ▲❡t T ❜❡
❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❦❡r♥❡❧ k t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ℓ2✳ ❋♦r
❛❧❧ 1 ≤ p ≤ ∞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ℓ2 × Lp(M) t♦ Lp(M)N✿ ❢♦r ❛❧❧
h = (hi)i∈N ∈ ℓ2 ❛♥❞ x ∈ M✱ ❞❡✜♥❡ hx = (hix)i∈N✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞✱ T ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❛s ❛♥ ♦♣✲
❡r❛t♦r ❢r♦♠ Lp(N ) t♦ Lp(N )N ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Tf(x) =

∫

R

k(x, y)f(y)dy.

❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L1(N ) t♦ R1,∞(N ) +
C1,∞(N )✳

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ M ❛♥❞ ℓ2 ✐♥ ❛ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥
❛❧❣❡❜r❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♠✉t❡✳ ▲❡t ✉s ✉s❡ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ▲❡t (ξi)i∈N ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❍❛❛r ✉♥✐t❛r✐❡s ❞❡✜♥❡❞
♦♥ ❛ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ A✳ ❉❡✜♥❡ MA = M⊗A✱ NA = N⊗A
❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛♣s i1 : N → NA ❛♥❞ i2 : ℓ2 → MA ❜②✿

i1(x) = 1⊗ x ❛♥❞ i2(h) =
∑∞

k=0 hk ⊗ λ(gk)✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥M ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤M⊗1 ⊂ MA ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ M̃ s✐♥❝❡ τM̃ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ τM ♦♥ M✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡
❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣ G : S(N ) → NA ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡
x = (xk)k∈N ❜② G(x) =

∑∞
k=0 xk ⊗ λ(gk)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡

E ✱ G ❡①t❡♥❞s t♦ HE ❛♥❞ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥t♦ ✐ts ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡
❜② VE ❛♥❞ i1 ❡①t❡♥❞s t♦ E(N )✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ i2 ✐s ✐♥ M′ ∩ MA✳
▲❡t k̃ : (x, y) 7→ i2(k(x, y)) ❜❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r
T̃ : Lp(N ) → Lp(NA)✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ T̃ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ G✱

T̃ = G ◦ T ❛♥❞ T = G−1 ◦ T̃ ✭✹✳✶✵✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
❦❡r♥❡❧ k t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ℓ2✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L2(N )
t♦ R2N ❛♥❞ t❤❛t k s❛t✐s✜❡s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
T̃ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L1(N ) t♦ L1,∞(NA)✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ 4.1.5 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ T̃ ✳ ❇②
❍❛❛❣❡r✉♣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✶✾❪✱ ❢♦r ❛❧❧ h ∈ ℓ2✱

∥∥h
∥∥ ≈

∥∥i2(h)
∥∥
M̃ s♦ k̃ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s✐③❡

❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ✭✹✳✶✵✮✱ T̃ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ L2(N )✳
❙♦ ❛❧❧ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ T̃ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L1(N ) t♦ L1,∞(Ñ )✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹✳✷✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❦❡r♥❡❧
k t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ℓ2✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L2(N ) t♦
R2(N ) ❛♥❞ t❤❛t k s❛t✐s✜❡s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❢r♦♠ L1(N ) t♦ R1,∞(N ) + C1,∞(N ) ❛♥❞ ❢r♦♠ Lp(N ) t♦ Rp(N ) + Cp(N ) ❢♦r
1 < p < 2✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t p ∈ (1, 2)✳ ❇② r❡❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ T̃ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L1(N ) t♦
L1,∞(NA) ❛♥❞ ❢r♦♠ L2(N ) t♦ L2(NA)✱ T̃ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ Lp(N ) t♦ Lp(NA)✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s ❜② ✭✹✳✶✵✮ t❤❛t T ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L1(N ) t♦ H1,∞(N ) ❛♥❞ ❢r♦♠
Lp(N ) t♦ Hp(N )✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭❬✷✵❪ ❛♥❞
❝♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷✮✱ H1,∞(N ) ≈ R1,∞(N ) + C1,∞(N ) ❛♥❞ Hp(N ) ≈ Rp(N ) +
Cp(N )✱ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✳✸✳ T ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ Lp(N ) t♦ Cp(N )✱ ❢♦r 1 < p < 2✳ ■t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r Rp(N ) + Cp(N )✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P❛❧❡② ❦❡r✲
♥❡❧ ✭t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✶❪✮✳

▲❡t ψ ❜❡ ❛ C∞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ (1, 2)✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 1 ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦♥ (5/4, 7/4)✳ ❋♦r ❛♥② i ∈ N

∗✱ ❧❡t φi : t 7→ ψ(it)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❦❡r♥❡❧ k : R2 → ℓ2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ki(x, y) = φ̂i(x− y) ✇❤❡r❡ φ̂i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❋♦✉rr✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ φi✳ ■t ✐s st❛♥❞❛r❞ t❤❛t k ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r γ = 1
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r T ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ k ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ L2 ❜② P❧❛♥❝❤❡r❡❧✬s t❤❡♦r❡♠✳

▲❡t M = B(ℓ2)✳ ❆s ❛❧✇❛②s✱ ❧❡t N = L∞(R) ⊗ M✳ ❋♦r ❛❧❧ p ≥ 1✱ T ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ Lp(N ) t♦ Cp(N )✳ ❋♦r ❛❧❧ k > 0✱ ❧❡t gk ❜❡ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ I( 5

4 2
k−1, 54 2

k−1+1/2)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t φ̂i ∗ gk = δ✳ ❋✐① m > 0 ❛♥
✐♥t❡❣❡r✳ ▲❡t fm =

∑m
k=1 gk ⊗ e1,k t❤❡♥ Tfm = (gk ⊗ e1,k)ek∈N∗ ✳ ■t r❡s✉❧ts t❤❛t∥∥fm

∥∥
Lp(N )

= m1/2
∥∥g1
∥∥
p
❛♥❞

∥∥Tfm
∥∥
Cp(N )

= m1/p
∥∥g1
∥∥
p
✳ ❙♦ T ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞

❢♦r p < 2✳

✹✳✺ Lp✲♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝♦✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❬✷✷❪ ✇❤✐❝❤
✐s ❛♥ Lp✲✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❡st✐♠❛t❡s
❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ 2. Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡♦r❡♠✱ ✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦❡r✲
♥❡❧ k ✇✐t❤ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥
M′ ∩ M̃ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ L2(N ) t♦ L2(Ñ )✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ 1 < p < ∞✱ s ∈ N

❛♥❞ f ∈ Lp(N )✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts θp > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✿
∥∥A⊥

f,s(Tf)
∥∥
p
. 2−γsθp

∥∥f
∥∥
p
❛♥❞

∥∥(Tf)B⊥
f,s

∥∥
p
. 2−γsθp

∥∥f
∥∥
p
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ p✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ L2✲❝❛s❡ ✐♥ ✭✹✳✾✮✿

A⊥
f,sTf = A⊥

f,s

(∑∞

i=0
Φif +

∑∞

i=1
Ψif

)
.

❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r❡s✉❧t✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳ ❋♦r ❛❧❧ p ∈ (1,∞) t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs (Φi)i∈N ❛♥❞
(Ψi)i∈N ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ Lp(N )✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❋✐① p ∈ (1,∞)✳ ❇② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st

q ∈ (1,∞) ❛♥❞ θp > 0 s✉❝❤ t❤❛t
∥∥Φi

∥∥
B(Lp(N ))

≤
∥∥Φi

∥∥2θp
B(L2(N ))

∥∥Φi

∥∥1−2θp

B(Lq(N ))
.

◆♦✇✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣❧✉❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻ t♦
❣❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✿

∥∥Φi

∥∥
B(Lp(N ))

. 2−θp(i+s)✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
❡st✐♠❛t❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r Ψi✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✭✹✳✾✮ ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✹✳✺✳✶ Lp✲❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ Φi

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r T ✇✐t❤ ❦❡r♥❡❧ k✱ ❛♥❞
❛♥ ✐♥t❡❣❡r m✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② p ∈ (1,∞)✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ k′ : (x, y) 7→ Ix∈5Qy,mk(x, y)
❞❡✜♥❡s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r T ′ ♦♥ Lp(N )✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ s❡t
♦❢ ❞②❛❞✐❝ ❝✉❜❡s ♦❢ s✐③❡ 2−m t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❦❡r♥❡❧ k′ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛②✳ ▲❡t Ω
❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ {−1, 1}Qm ✇❤❡r❡ Qm ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞②❛❞✐❝ ❝✉❜❡s ♦❢ s✐③❡
2−m ❛♥❞ Ñ = N⊗L∞(Ω)✳ ❈♦♥s✐❞❡r N ❛s ❛ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ Ñ ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✇♦r❦ ✐♥ Ñ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② εQ t❤❡Q✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡
✐♥ Ω✳ ❉❡✜♥❡ gm(x, ω) =

∑
Q∈Qm

IQ(x)εQ(ω)✱ lm(x, ω) =
∑

Q∈Qm
I5Q(x)εQ(ω)✳

▲❡t Gm ✭r❡s♣✳ Lm✮ ❜❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② gm ✭r❡s♣✳ lm✮ ❛♥❞ E ❜❡ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♥t♦ Lp(N )✳ ◆♦t❡ t❤❛t

∥∥Gm

∥∥
B(Lp(N ))

=
∥∥gm

∥∥
∞ = 1

❛♥❞
∥∥Lm

∥∥
B(Lp(N ))

=
∥∥lm

∥∥
∞ = 5n✳

■t ✐s ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t T ′ = ELmTGm s✐♥❝❡

k′(x, y) =
∫

Ω

lm(x, ω)k(x, y)gm(y, ω)dω.

❙♦ T ′ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ Lp(N )✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✹✳ ▲❡t p ∈ (1,∞)✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Φi ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞
♦♥ Lp(N )✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② Lp(N ) q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ RCp(Ñ )✱
t❤❛♥❦s t♦ ❇✉r❦❤♦❧❞❡r✲●✉♥❞② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭t❤❡♦r❡♠ 2.1 ✐♥ ❬✹✾❪✮✿

∥∥f
∥∥
p
≈
∥∥df
∥∥
RCp(Ñ )

✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Φi =
∑

k∈Z
∆k−s+iTk−s∆k =

∑
k∈Z

∆k−s+i

(
T − ELk−sTGk−s

)
∆k✱

✇❤❡r❡ t❤❡ Lk ❛♥❞ Gk ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ Φi = ∆T −
∆ELTG ✇❤❡r❡ Gx = (Gk−sxk)k∈Z✱ Lx = (Lk−sxk)k∈Z✱ ∆x = (∆k−s+ixk)k∈Z

❛♥❞ Tx = (Txk)k∈Z✳ L ❛♥❞ G ❛r❡ st✐❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ✉♥❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥♥❛❧✐t② ♦❢ RCp(Ñ )✳ T ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ RCp(Ñ ) ❛s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ E ❛s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ RCp(Ñ ) t♦
RCp(N ) ❛♥❞ ∆ ❜② ❙t❡✐♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭ ❚❤❡♦r❡♠ 2.3 ✐♥ ❬✹✾❪✮✿
∥∥(En(xn))

∥∥
Lp(Ñ ,ℓc2)

≤
∥∥(xn)

∥∥
Lp(Ñ ,ℓc2)

❛♥❞
∥∥(En(xn))

∥∥
Lp(Ñ ,ℓr2)

≤
∥∥(xn)

∥∥
Lp(Ñ ,ℓr2)

.

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ Φi ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳
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✹✳✺✳✷ Lp✲❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ Ψi

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱

Ψi =
∑

k∈Z
∆k−iSk,s∆k+s =

∑
k∈Z

∆k−i(Tk,s +Rk,s)∆k+s = Ai +Bi

✇❤❡r❡ Ai =
∑

k∈Z
∆k−iTk,s∆k+s =

∑
k∈Z

∆k−iTk∆k+s ✭❜② ✹✳✻✮ ❛♥❞ Bi =∑
k∈Z

∆k−iRk,s∆k+s✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❡❧❧s ✉s t❤❛t Ai ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠
Lp(N ) t♦ Lp(N )✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ❢r♦♠ i✳ ❙♦ ✇❤❛t ✐s
❧❡❢t t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✺✳ ▲❡t p ∈ (1,∞)✱ t❤❡♥ Bi ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ Lp(N ) t♦ Lp(N )✱
✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ i✳

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r Bi

❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ RCp(Ñ ) t♦ RCp(Ñ )✳ ▲❡t φ ❜❡ ❛ ❙❝❤✇❛r③ ❢✉♥❝t✐♦♥
❢r♦♠ R

n t♦ R s✉❝❤ t❤❛t IA0(x, y) ≤ φ(x − y) ≤ I|x−y|>1/2 ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ R
n✳

▲❡t U ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ S
n−1 t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡ ♦❢ C ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ 0✳

❙✉❝❤ U ❡①✐sts✱ t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Uλ(x) = e2i arctan(λx1)✳ ❙✐♥❝❡ arctan ✐s ❛♥ ♦❞❞
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ Uλ ✐s r❡❛❧✳ ◆♦✇✱ ♥♦t❡ t❤❛t Uλ ❣♦❡s t♦ −1 ✇❤❡♥ λ ❣♦❡s
t♦ ∞ ❛♥❞ t♦ 1 ✇❤❡♥ λ = 0 s♦ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st ❛ s✉✐t❛❜❧❡ Uλ✳ ❊①t❡♥❞ U t♦ R

n

❜② U(0) = 0 ❛♥❞ U(x) = U(x/ |x|) ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲r✐t❡✱

rk,s(x, y) = IAk
(x, y)

K(x)2−(k+s)γ

In,γ |x− y|n+γ

=
K(x)2−sγ

In,γ
.IAk

(x, y).
U(x− y)φ(2k(x− y))

|2k(x− y)|γ .
U(x− y)

|x− y|n

❉❡♥♦t❡ ❜② MK t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜②
K(.)2−sγ

In,γ
✱ MK ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥

2.3✮✳ ❉❡✜♥❡✿

F (x) =
U(x)φ(x)

|x|γ .

❙✐♥❝❡ φ ✐s ③❡r♦ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ F ❤❛s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ✐s ❛
❙❝❤✇❛r③ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦ F ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ L1 ❢✉♥❝t✐♦♥ F̂ ✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦
t❤❛t IAk

= Ix∈5Qy,k
− Ix∈3Qy,k

✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss r❡♣❧❛❝✐♥❣
IAk

❜② Ix∈5Qy,k
s✐♥❝❡ Ix∈3Qy,k

✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r B′
i✳

❉❡✜♥❡ ❛❧s♦✿

h(x) =
U(x)

|x|n

❛♥❞ H t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ h✳ ❙✐♥❝❡ U ❤❛s 0 ❛✈❡r❛❣❡✱ H ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ RCp(Ñ ) t♦ RCp(Ñ ) ❢♦r ❛♥② p ∈ (1,∞)✳ ■♥❞❡❡❞✱ H ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt ♦♣❡r❛t♦rs ✭s❡❡ ❬✶✺❪✮✳ ❯s✐♥❣
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♥♦t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛✿

Ix∈5Qy,k
F (2k(x− y))h(x− y) =

∫

Ω

lk(x, ω)F (2
k(x− y))h(x− y)gk(y, ω)dω

=

∫

Ω

∫

Rn

F̂ (t)lk(x, ω)e
2kitxh(x− y)e−2kitygk(y, ω)dtdω.

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ tr❛♥s❧❛t❡ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❛❦❡ ❛❣❛✐♥ L ❛♥❞
G ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜② (lk)k∈Z ❛♥❞ (gk)k∈Z✱ Mt ❞❡✜♥❡❞ ❜② Mtx = (e2

kit.xk)k∈Z✱ E t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
❢r♦♠ RCp(Ñ ) t♦ RCp(N )✱ ❛♥❞ ∆ s✉❝❤ t❤❛t ∆x = (∆k−s−ixk)k∈Z✳ ❚❤❡♥✱

B′
i =MK

∫

Rn

F̂ (t)∆ELMtHM−tGdt.

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✱ Mt✱M−t✱L ❛♥❞ G ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✉♥❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥♥❛❧✐t② ♦❢ RCp(Ñ )✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

∥∥Mt

∥∥
B(RCp(Ñ ))

=
∥∥M−t

∥∥
B(RCp(Ñ ))

=∥∥G
∥∥
B(RCp(Ñ ))

= 1 ❛♥❞
∥∥L
∥∥
B(RCp(Ñ ))

= 5n. ∆ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❙t❡✐♥✬s

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ F ❛♥❞ H s✉❝❤ t❤❛t F̂ ✐s L1 ❛♥❞ H ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ RCp(Ñ )✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

∥∥Bi

∥∥
B(Lp(N ))

. 2
∥∥∆
∥∥
B(RCp(N ))

5n
∥∥F̂
∥∥
1

∥∥H
∥∥
B(RCp(N ))

.
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
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❬✷✼❪ ▼❛r✐✉s ❏✉♥❣❡ ❛♥❞ ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉✳ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❇✉r❦❤♦❧❞❡r✴❘♦s❡♥t❤❛❧
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■■✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■sr❛❡❧ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✻✼✿✷✷✼✕✷✽✷✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✽❪ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥✳ ❈♦♥✈❡①✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♥♦♥❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❧❛tt✐❝❡s✳ ●❧❛s❣♦✇
▼❛t❤✳ ❏✳✱ ✷✺✭✷✮✿✶✹✶✕✶✺✷✱ ✶✾✽✹✳
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❬✷✾❪ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥✳ ❇❛♥❛❝❤ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ ♥♦♥❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① s♣❛❝❡s✳ ❈❛♥❛❞✳ ❏✳
▼❛t❤✳✱ ✸✽✭✶✮✿✻✺✕✽✻✱ ✶✾✽✻✳

❬✸✵❪ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥✳ ❇❛♥❛❝❤ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ ♥♦♥❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① s♣❛❝❡s✳ ❈❛♥❛❞✳ ❏✳
▼❛t❤✳✱ ✸✽✭✶✮✿✻✺✕✽✻✱ ✶✾✽✻✳

❬✸✶❪ ◆✳ ❏✳ ❑❛❧t♦♥ ❛♥❞ ❋✳ ❆✳ ❙✉❦♦❝❤❡✈✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠s ❛♥❞ s♣❛❝❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✻✷✶✿✽✶✕✶✷✶✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✷❪ ❙✳ ●✳ ❑r❡✟✙ ♥✱ ❨✉✳ ✠■✳ P❡t✉♥✠✙ ♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ▼✳ ❙❡♠ë♥♦✈✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
♦♣❡r❛t♦rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✹ ♦❢ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳ ❆♠❡r✲
✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘✳■✳✱ ✶✾✽✷✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❘✉ss✐❛♥ ❜② ❏✳ ❙③➯❝s✳

❬✸✸❪ ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❡ ▼❡r❞② ❛♥❞ ❋❡❞♦r ❙✉❦♦❝❤❡✈✳ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ❛✈❡r❛❣❡s ♦♥ ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❏✳ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✺✺✭✶✷✮✿✸✸✷✾✕✸✸✺✺✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✹❪ ●✳ ▲❡✈✐t✐♥❛✱ ❙✉❦♦❝❤❡✈ ❋✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ❩❛♥✐♥✳ ❈✇✐❦❡❧ ❡st✐♠❛t❡s r❡✈✐s✐t❡❞✳
♣r❡♣r✐♥t✱ ✷✵✶✽✳

❬✸✺❪ ●❡♦r❣❡ ●✳ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ ❚❡ts✉②❛ ❙❤✐♠♦❣❛❦✐✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r t❤❡
♣❛✐rs ♦❢ s♣❛❝❡s (Lp, L∞) ❛♥❞ (L1, Lq)✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✶✺✾✿✷✵✼✕
✷✷✶✱ ✶✾✼✶✳

❬✸✻❪ ❋r❛♥ç♦✐s❡ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞✳ ■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❞❛♥s Cp (1 < p < ∞)✳
❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳✱ ✸✵✸✭✼✮✿✷✽✾✕✷✾✷✱ ✶✾✽✻✳

❬✸✼❪ ❋r❛♥ç♦✐s❡ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r✳ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❛♥❞
P❛❧❡② ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆r❦✳ ▼❛t✳✱ ✷✾✭✷✮✿✷✹✶✕✷✻✵✱ ✶✾✾✶✳

❬✸✽❪ ❋r❛♥ç♦✐s❡ ▲✉st✲P✐q✉❛r❞ ❛♥❞ ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉✳ ❚❤❡ ❧✐tt❧❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ t❤❡♦r❡♠
❛♥❞ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❏✳ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✹✹✭✷✮✿✹✽✽✕✺✵✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✸✾❪ ❚❛♦ ▼❡✐ ❛♥❞ ❏❛✈✐❡r P❛r❝❡t✳ Ps❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s
❛♥❞ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P❛❧❡② ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳
■▼❘◆✱ ✭✽✮✿✶✹✸✸✕✶✹✽✼✱ ✷✵✵✾✳

❬✹✵❪ ❊❞✇❛r❞ ◆❡❧s♦♥✳ ◆♦t❡s ♦♥ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❏✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧
❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✺✿✶✵✸✕✶✶✻✱ ✶✾✼✹✳

❬✹✶❪ ❏❛✈✐❡r P❛r❝❡t✳ Ps❡✉❞♦✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛✲
t✐✈❡ ❈❛❧❞❡ró♥✲❩②❣♠✉♥❞ t❤❡♦r②✳ ❏✳ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✺✻✭✷✮✿✺✵✾✕✺✾✸✱ ✷✵✵✾✳

❬✹✷❪ ❏❛✈✐❡r P❛r❝❡t ❛♥❞ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r✳ ◆♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣s✳ ■♥❞✐❛♥❛ ❯♥✐✈✳ ▼❛t❤✳ ❏✳✱ ✺✹✭✷✮✿✺✸✶✕✺✺✻✱
✷✵✵✺✳

❬✹✸❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Hp s♣❛❝❡s ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ■✳ P❛❝✐✜❝ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✺✺✭✷✮✿✸✹✶✕✸✻✽✱ ✶✾✾✷✳
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❬✹✹❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❖♣❡r❛t♦r ❙♣❛❝❡ ❚❤❡♦r②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ✷✵✵✸✳

❬✹✺❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r✳ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r
0 < p < 2✳ ❏✳ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✺✻✭✶✷✮✿✹✶✷✽✕✹✶✻✶✱ ✷✵✵✾✳

❬✹✻❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r✳ ❘❡❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ s♣❛❝❡s✳ ❇✉❧❧✳ P♦❧✳
❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✾✭✸✮✿✷✸✼✕✷✺✾✱ ✷✵✶✶✳

❬✹✼❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r ❛♥❞ ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
❢♦r 0 < p < 1✳ ❏✳ ■♥st✳ ▼❛t❤✳ ❏✉ss✐❡✉✱ ✶✻✭✺✮✿✶✶✵✸✕✶✶✷✸✱ ✷✵✶✼✳

❬✹✽❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r ❛♥❞ ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
❢♦r 0 < p < 1✳ ❏✳ ■♥st✳ ▼❛t❤✳ ❏✉ss✐❡✉✱ ✶✻✭✺✮✿✶✶✵✸✕✶✶✷✸✱ ✷✵✶✼✳

❬✹✾❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r ❛♥❞ ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉✳ ◆♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❈♦♠♠✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ✶✽✾✭✸✮✿✻✻✼✕✻✾✽✱ ✶✾✾✼✳

❬✺✵❪ ●✐❧❧❡s P✐s✐❡r ❛♥❞ ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉✳ ◆♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s✱ ❱♦❧✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✹✺✾✕✶✺✶✼✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱
❆♠st❡r❞❛♠✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✶❪ ❉❡♥✐s P♦t❛♣♦✈ ❛♥❞ ❋❡❞♦r ❙✉❦♦❝❤❡✈✳ ❖♣❡r❛t♦r✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥
❙❝❤❛tt❡♥✲✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❆❝t❛ ▼❛t❤✳✱ ✷✵✼✭✷✮✿✸✼✺✕✸✽✾✱ ✷✵✶✶✳

❬✺✷❪ ◆❛r❝✐ss❡ ❘❛♥❞r✐❛♥❛♥t♦❛♥✐♥❛ ❛♥❞ ▲✐❛♥ ❲✉✳ ▼❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❏✳ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✻✾✭✼✮✿✷✷✷✷✕✷✷✺✸✱ ✷✵✶✺✳

❬✺✸❪ ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞✳ ❍ö❧❞❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ▼❛③✉r ♠❛♣s✳ ❆r❝❤✳
▼❛t❤✳ ✭❇❛s❡❧✮✱ ✶✵✹✭✶✮✿✸✼✕✹✺✱ ✷✵✶✺✳

❬✺✹❪ ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡rs ♦♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp ❢♦r p < 1✳ ❆❞✈✳
▼❛t❤✳✱ ✸✸✸✿✶✾✹✕✷✶✶✱ ✷✵✶✽✳

❬✺✺❪ ➱r✐❝ ❘✐❝❛r❞ ❛♥❞ ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉✳ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r r❡❞✉❝❡❞ ❢r❡❡
♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✾✾✿✷✼✕✺✾✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✻❪ ■✳ ❊✳ ❙❡❣❛❧✳ ❆ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❆♥♥✳ ♦❢
▼❛t❤✳ ✭✷✮✱ ✺✼✿✹✵✶✕✹✺✼✱ ✶✾✺✸✳

❬✺✼❪ ●✉♥♥❛r ❙♣❛rr✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❙t✉❞✐❛ ▼❛t❤✳✱
✻✷✭✸✮✿✷✷✾✕✷✼✶✱ ✶✾✼✽✳

❬✺✽❪ ▼❛s❛♠✐❝❤✐ ❚❛❦❡s❛❦✐✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r ❛❧❣❡❜r❛s✳ ■✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇
❨♦r❦✲❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✼✾✳

❬✺✾❪ ▼❛s❛♠✐❝❤✐ ❚❛❦❡s❛❦✐✳ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❇❛♥❛❝❤ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳✱
✼✭✶✮✿✶✕✶✸✱ ✷✵✶✸✳

❬✻✵❪ ▼❛r✐❛♥♥❡ ❚❡r♣✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞
✐ts ♣r❡❞✉❛❧✳ ❏✳ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡♦r②✱ ✽✭✷✮✿✸✷✼✕✸✻✵✱ ✶✾✽✷✳
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❬✻✶❪ ❘✉♥❧✐❛♥ ❳✐❛✱ ❳✐❛♦ ❳✐♦♥❣✱ ❛♥❞ ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r✲
✈❛❧✉❡❞ ❍❛r❞② s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ q✉❛♥t✉♠
t♦r✐✳ ❆❞✈✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✾✶✿✶✽✸✕✷✷✼✱ ✷✵✶✻✳

❬✻✷❪ ◗✉❛♥❤✉❛ ❳✉✳ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ✷✵✶✶✳
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■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐❢s

❘és✉♠é ✿ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ✈✐s❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ♣♦rt❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s à ✈❛❧❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡t ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❡♥✲
tr❡ ❡s♣❛❝❡s Lp✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧és ❡♥tr❡
❡s♣❛❝❡ ▲♣✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥✐✜❡r ❧❡s ❝❛s p < 2 ❡t p > 2 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ tr❛✐t❡r
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ▲♣ ❢❛✐❜❧❡s✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r p = 1 ♦✉ 2✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s
✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ (1, 1) ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r P❛r❝❡t✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ✿ ❧❛
♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ Lp ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳

⋆ ⋆ ⋆

❲❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ Lp✲s♣❛❝❡s

❆❜str❛❝t✿ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t♦♦❧s ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦r✲✈❛❧✉❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
q✉❡st✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛♥❞ st❛t❡
♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
♣❛rt✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤
❤♦❧❞s ✐♥ ❡✈❡r② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ Lp✲s♣❛❝❡s✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✉♥✐❢②
t❤❡ ❝❛s❡s p < 2 ❛♥❞ p > 2 ❛♥❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ Lp✲s♣❛❝❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ p = 1 ♦r 2✳
❇② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s♣❛❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s
❢♦r ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞✳ ■♥ ❛ ❧❛st ♣❛rt✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ ✇❡❛❦ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❛ r❡s✉❧t ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② P❛r❝❡t✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❝♦✈❡r q✉✐❝❦❧② t✇♦ r❡s✉❧ts✿
t❤❡ Lp ♣s❡✉❞♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❍✐❧❜❡rt✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧s✳


