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Chapitre 0

Introduction

Cette thése est composée de trois chapitres hors introduction. Dans le premier
chapitre, on calculera explicitement les groupes de ramification d’une extension
radicale et galoisienne de la forme Gal(F(,-,a'/?")/F), ot p est un nombre
premier impair, ot F/Q, est une extension non ramifiée, ot a € F\F? et ou
r et s sont deux entiers positifs tels que r > s. Ce travail généralise celui de
Viviani [46].

Dans le deuxiéme chapitre, on étudiera les corps L C Q qui ne possédent pas
de point de petite hauteur, sauf 0 et les éventuelles racines de I'unité appartenant
a L. On dira d’un corps ayant cette propriété qu’il posséde (ou a) la propriété (B)
(pour Bogomolov). Récemment, Galateau donna des exemples de corps ayant
la propriété (B), sous une hypothése assez restrictive. Le but de ce chapitre est
de la supprimer. Ce résultat a donné lieu & la publication [34].

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéressera & un cas particulier d’une conjec-
ture de Rémond, qui permet de localiser les points de petite hauteur de G, (Q(T"))
ot I' C G(Q) est un groupe de rang fini. On s’intéressera d’abord a cette
conjecture dans le cas ot n = 1 en généralisant un exemple non trivial allant
dans le sens de celle-ci. On la généralisera ensuite en y incluant les variétés
semi-abéliennes isotriviales. Cette généralisation permettra de relier entre eux
plusieurs résultats déja présents dans la littérature. On conclura ce chapitre en
donnant un nouvel exemple non trivial de cette généralisation.

0.1 Groupes de ramification

Pour un corps local K, notons px son idéal premier. Soit L/K une extension
finie et galoisienne de corps locaux. Pour un entier ¢ > —1, notons

Cal(L/K); = {0 € Gal(L/K) | Vx € Op, ox =2 mod p;™

le i-iéme groupe de ramification de Gal(L/K). On dira que t est un saut de
L/K si Gal(L/K); # Gal(L/K)y41.

Dans cette thése, on s’intéressera aux extensions L/K qui sont galoisiennes,

. L 1 1
radicales et finies, i.e. L = K(Cmﬂ,al/ml, .. .,an/m”) avec m; | mo pour tout
ietay,...,a, € K*. En général, une telle extension n’est pas nécessairement

abélienne. En fait, il s’agit des extensions galoisiennes non abéliennes les "plus

3



4 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

simples". Ce sont donc les "premiéres" extensions qui ne sont pas classifiées par
la théorie des corps de classes locaux.

Dans cette section, p désignera, sauf indication contraire, un nombre premier
impair. Plusieurs résultats concernant le calcul des sauts d’une extension L/K
galoisienne et finie de corps locaux existent déja dans la littérature :

i) si K = Qp et L est une extension cyclotomique de Q, [39, Chapitre
IV, Proposition 18] ;

ii) si K est une extension finie de Q, quelconque et L est le compositum de
toutes les extensions de degré p sur K (cf [20, Proposition 15] pour le cas
ou ¢, € K et cf [I12| Theorem 12| pour le cas général) ;

iii) si K =Qp et L =Q, (»\/Q}) (avec n € N*) [42, Theorem 6, Theorem 8] ;

iv) si K =Q, et L =Q,(¢yr,a'/P") avec r > s > 0 deux entiers et a € Z C Z,
tel que vp(a) € {0,1} [46, Theorem 5.8, Theorem 6.5].

En ce qui concerne la cas p = 2, Obus [33, Theorem 5.1] a calculé la borne
supérieure de l'ensemble {w > —1 | Gal(L/K)y, . () # {1}} (que I'on ap-
pelle le conducteur) en supprimant la condition technique va(a) € {0,1}, ou
L = Qu(¢or,a'/?") (avec r > s), ot K = Q, et ot 1, désigne la fonction ¢
de Herbrand [39, Chapitre IV, §3]. Néanmoins, son approche ne permet ni de
supprimer cette condition sur la valuation dans le cas ot p est impair, ni de cal-
culer toute la suite des groupes de ramification de 'extension Q, ({2, a/?")/Q,.

Soit F' une extension finie non ramifiée de Q. Dans cette thése, on se propose
de généraliser le travail de Viviani [46] (point iv) ci-dessus) en déterminant la
suite des groupes de ramification d’une extension de la forme F((,-,a'/?")/F
avec r > s deux entiers positifs et a € F\FP.

Outre les généralisations évidentes que I'on a faites par rapport a [46], notre
approche nous permet de calculer des sauts que 1’on ne peut calculer avec les
méthodes employées dans [46]. Par exemple, on sera en mesure de déterminer
I'unique saut de I’extension Qp(cpz,al/p4)/Qp(Cp2,al/ps).

Dans le chapitre [1, on montrera les théorémes suivants :

Théoréme 0.1.1. Supposons que p | vi(a). Soient r > s > 0 des entiers tels
que r > 1. Construisons par récurrence deuz suites d’entiers positifs (r(i))izo et
(5)i>0 comme suit : 1) = 5 =0 et, pouri >0,
(min{r,r® +1},50) si s = 5
(rOFD D) = (r® +1,50) si s £ 5 et sir) = 50
(r@ s 1 1) si 80 £ 5 et sir®) £ 50
Alors :

i) les suites (r); et (sV); sont croissantes et stationnaires de limites res-
pectives v et s. Notons i le plus petit entier i tel que (r(%), s(0)) = (r s) ;

i) les ig sauts de F. s/F sont les

t (r0HD) 04D 53 50 = 5 ou si () = 50
T — . . . . .
to(rHD) 5041 gi 5 £ 5 et g7 (D) £ ()
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avec i € {0, ...,ig — 1}. De plus, pour i € {0,...,ig — 1}, on a
Gal(Fr’s/F) —Gal(Frs/ ()9())

Nous avons un résultat analogue, mais techniquement plus difficile, dans le
cas ol ptup(a).

Théoréme 0.1.2. Supposons que p 1 vp(a). Soient r > s > 0 des entiers.
Construisons par récurrence deuz suites d’entiers positifs (r); et (s(); comme
suit - 70 =50 =0+ =1 et sV =0 et, pour tout i > 1,

mm{rr D 41},59) 5is0) =5
r@ s +1) si s #£ s et sir® =p
r(’)+1 s0) sis® s sir®) £ et sir® =50 41

(

(P g1y — (
’ (

(r@, s 4+ 1) i s £ s, sir® £r et sir® £s0 41

Alors :

i) les suites (r)); et (s()); sont croissantes et stationnaires de limites respec-
tives r et s. On note alors ig le plus petit entier i tel que (1) s(0)) = (1 s) ;

it) les ig sauts de Fy. s/ F sont 1o =t1(1,0) =0 et les
t (r0HD) s+ g4 () = 5
to(rHD) s+ 5 () £ 5 et r() = ¢
t (P 041D 5 () £ 5 );éretr(l)*s()Jrl
to(rHD) 5041 g 5 £ g (D) £ g et (8) £ 5()

T = )

avec i € {1,...,ig — 1}. De plus, pour i € {0,...,i9p — 1}, on a :
Gal(Fr,S/F)n = Gal( rs/ (D) s )

Nous allons maintenant décrire briévement les différentes techniques utilisées
pour montrer ces théorémes. Soient r > s deux entiers positifs, F' une extension
non ramifiée de Q, et a € F\FP. L’idée pour montrer les théorémes et
0.1.2| repose sur la construction explicite d’une tour d’extensions de la forme

KO = F C Kl = F(Cp) Cc.---C Kio — F(ng',al/ps)
ayant les propriétés suivantes :

i) K;11/K; est une extension abélienne de degré p pour tout ¢ > 1. Elle
posséde alors un unique saut 7; pour tout i > 1.

11) 0<’7'1<"'<Ti071.

Une fois une telle tour construite, on conclura & ’aide d’une conséquence d’un
théoréme de Herbrand [39, Chapitre IV, §3, Lemme 5].

Pour calculer explicitement les 7;, on utilisera un théoréme de Hecke [16]
Theorem 10.2.9] ainsi que plusieurs récurrences.



6 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

0.2 Minorations de la hauteur

0.2.1 Etat de l’art

Soient K un corps de nombres et notons M(K) 'ensemble des places de K.
Pour v € M(K), on note K, le complété de K en v. Si v est une place finie,
on note d, le degré local [K, : Q,] ou p est le premier au-dessous de v. De la
meéme facgon, si v est une place infinie, on note d, = [K, : R].

Définissons maintenant la hauteur logarithmique et absolue de Weil.

Définition 0.2.1 (Hauteur de Weil). Soient x € Q" et K un corps de nombres
le contenant. On définit la hauteur logarithmique et absolue de Weil, notée h(x),

par :
1

"= kg

Z d, log max{1, |z|,}.

vEM(K)

Cette hauteur est bien définie puisque |z|, = 1 pour toute place v, sauf pour
un nombre fini d’entre elles. De plus, elle ne dépend pas du corps contenant x
[10] §1.5]. Pour simplifier, on la désignera simplement par le mot "hauteur".

Cette hauteur posséde d’autres propriétés importantes comme celles ci-dessous
[10} Proposition 1.5.17, Lemma 1.5.18] :

Proposition 0.2.2. Soient x € Q et A € Z. Alors h(z*) = |\h(x) et, pour tout
o € Gal(Q/Q), on a h(ox) = h(x).

La hauteur est aussi utilisée pour prouver la finitude d’un ensemble de points
algébriques via le théoréme fondamental ci-dessous :

Théoréme 0.2.3 (Northcott, §1.6, [I0]). Fizons B, D > 0. Alors l’ensemble

{a € Q' h(a) < B et [Q(a) : Q] < D}
est fini.

Notons jis, I'ensemble des racines de I'unité de Q. Soit a € @* tel que
h(a) = 0. Alors pour tout entier k& > 1,

h(a®) = k h(a) = 0.

Par le théoréme [0.2.3] la suite (a*);>1 ne posséde alors quun nombre fini de
termes distincts. Ainsi, o € po. La réciproque étant triviale, on en déduit la
proposition ci-dessous :

Proposition 0.2.4 (Kronecker). Soit a € Q . Alors h(a) = 0 si et seulement
81 Q€ floo-

En théorie des hauteurs, la conjecture suivante est trés importante :

Conjecture 0.2.5 (Lehmer, §13, [31]). Il existe ¢ > 0 tel que pour tout x €
@*\Noo;

Actuellement, le meilleur résultat connu allant dans la direction de cette
conjecture est di & Dobrowolski :
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Théoréme 0.2.6 (Dobrowolski, [21]). Il existe ¢ > 0 tel que pour tout = €
Q" \ttoo

¢ loglog(3[Q(=) : Q])\*
h(z) > Q) : Q] < log(2[Q(x) : Q]) ) '

Propriété (B)

Afin de mieux comprendre la conjecture de Lehmer, Bombieri et Zannier ont
introduit la notion de propriété (B) (pour Bogolomov) ci-dessous.

Définition 0.2.7 ([I1]). On dira qu’un corps K C Q satisfait (ou a) la propriété
(B) s’il existe un réel Ty > 0 tel que I’ensemble

A(Ty) = {a € K*| h(a) < T}
ne contienne que les racines de l’'unité.

Nous allons maintenant nous intéresser & certaines familles de corps qui ont
la propriété (B). D’apres le théoréme les corps de nombres ont la propriété
(B). Ainsi, la notion de propriété (B) est intéressante uniquement lorsque 1’'on
considére des extensions infinies de Q. Citons quelques exemples de corps ayant
la propriété (B). Le premier concerne les corps totalement réels (un corps K est
dit totalement réel si pour tout plongement o : K < C, son image est dans R).

Théoréme 0.2.8 (Schinzel, [37] et Smyth, [43]). Soit K un corps totalement
réel. Alors pour tout x € K*\{—1,1}, on a :

h(z) > %log (1 +2\/5> .

Le prochain exemple est un analogue p-adique du théoréme [0.2.8 On dit
que o € Q est un nombre totalement p-adique si p est totalement décomposé
dans Q(«). Le corps Q' constitué de tous les nombres algébriques totalement
p-adique est alors galoisienne sur Q.

Théoréme 0.2.9 (Bombieri-Zannier, Theorem 2, [11]). Soient L/Q une ex-
tension galoisienne et p un nombre premier. Si L peut étre plongé dans une
extension finie de Q,, alors L a la propriété (B).

La cloture abélienne Q® de Q posséde également la propriété (B). Plus
précisément :

Théoréme 0.2.10 (Amoroso-Dvornicich, [4]). Pour tout x € (Q%)*\ ttoo
h(z) > (logh)/12.

Dans [5, Theorem 1.2], les auteurs ont étendu le théoréme|0.2.10[en montrant
que pour tout corps de nombres K de degré d sur Q et tout x € (K%)*\ ji0o,

h(z) > 34" ~2d-6,
Notons G, le groupe multiplicatif. Par le théoréme de Kronecker-Weber :

@ab = Q(Noo) = Q((Gm)tors)'
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Dans [26], Theorem 1], Habegger a montré ’analogue du théoréme dans
le cas des courbes elliptiques. Plus précisément, si F est une courbe elliptique
définie sur Q sans multiplication complexe, alors Q(F}os) a la propriété (B),
ol FE}os désigne 'ensemble des points de torsion de E. Notons que si F est &
multiplication complexe, alors Q(Fos) C K pour un certain corps de nombres
K. Ainsi, Q(Ftors) a aussi la propriété (B) dans le cas ot E est & multiplication
complexe [5, Theorem 1.8].

Une conjecture de Rémond

Notons G le groupe multiplicatif G}, de dimension n ou une variété abélienne
définie sur un corps de nombres k. Notons h une hauteur sur G(k) (avec k =
Q si G = G?,) définie de la maniére suivante : dans le cas ou G = G, la
hauteur h(P) d'un point P = (ay,...,a,) est la somme des hauteurs de Weil
h(a;) + - -- 4 h(a,). Dans le cas oit G est une variété abélienne, h désignera la
hauteur canonique associée a un fibré en droite ample et symétrique L que I'on
fixe. Notons [n] : G — G la multiplication par un entier n. Pour un sous-groupe

I' de G(k), notons

Lot = {g € G(k) | 3n € N\{0}, [n].g € End(G).T'}

(o1 End(G).T" désigne le groupe engendré par les éléments de la forme ¢(v) avec
¢ € End(G) et v € ') le groupe saturé de I'. Si End(G) = Z (comme c’est le cas
si, par exemple, G = G,,, ou G = FE est une courbe elliptique non CM), alors
[at est le groupe de division de T, i.e. {g € G(k) | In € N\{0},[n].g € T'}. On
définit aussi le rang de I' comme étant égal a dimgl’ ®z Q.

Récemment, Rémond a énoncé une conjecture trés générale [36, Conjecture
3.4] sur la minoration de la hauteur h. Nous nous intéressons a un cas particulier
de cette conjecture :

Conjecture 0.2.11. Soit ' C G(k) un groupe de rang fini. Alors il existe une
constante cr > 0 telle que h(P) > cr pour tout P € G(k(I'))\I'sat-

Cette conjecture donne un énoncé apparemment plus fort que celui qu’on
peut déduire directement de [36, Conjecture 3.4], ou la condition "P ¢ T's,:" est
remplacée par la condition logiquement plus forte "P est I-transverse" (rap-
pelons que, en suivant [36], une sous-variété V de G est dite I-transverse si
elle n’est contenue dans aucun translaté d’'un sous-groupe algébrique connexe
B de A tel que B # A par un point de I'y,;). Cependant, [36, Théoréme 3.7]
avec € = 0 (ce qui est possible d’aprés le dernier paragraphe de [36] section 3])
montre que 1’on peut affaiblir la condition sur P.

0.2.2 Généralisation d’un résultat de Galateau

Rappelons que K a la propriété (B) si K est un corps de nombres [5, Theorem
1.8]. On peut alors se demander si I’hypothése "K est un corps de nombres"
peut-étre remplacée par "K a la propriété (B)". Cela n’est pas possible en gé-
néral. Dans [3| Theorem 5.3], les auteurs donnent un contre-exemple en prenant
pour K le corps Q! (le compositum de toutes les extensions totalement réelles),
qui possede la propriété (B) par le théoréme et montrent que Q' (i) C K
n’a pas la propriété (B).
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Définition 0.2.12. Soient K C Q un corps et v une place finie de K. On dit
qu’une extension algébrique L/ K a un degré local borné en v s’il existe un entier
positif B(v) tel que [L,, : K,] < B(v) pour toute place finie w de L étendant v.

Soit K/Q une extension galoisienne ayant un degré local en un premier p.
Supposons que la suite (B(p)), est majorée. Alors Gal(K/Q) est d’exposant fini
[I4, Theorem 1] et a donc la propriété (B) [15, Corollary 2].

On a vu que si K est un corps ayant la propriété (B), alors K n’a pas
forcément la propriété (B). On peut se poser la méme question en remplacant
"corps ayant la propriété (B)" par "corps ayant un degré local borné en un
premier p". Cela conduit au probléme suivant dont une réponse partielle a été
donnée dans [3] :

Probléme 0.2.13. Si une extension algébriqgue L/Q a un degré local borné en
un premier p fivé, est-il vrai que L a la propriété (B) ¢ Plus généralement, si
p est un nombre premier et (L;); une suite de corps algébriques ayant tous un
degré local borné en p, est-il vrai que le compositum des Lfb a la propriété (B) ?

De maniére générale, la seconde affirmation est fausse. Pour p fixé, il suffit
de prendre la suite (L;); de tous les corps de nombres. Ainsi, le compositum des
L2 est égal & Q qui n’a pas la propriété (B).

Dans cette thése, on imposera en plus que la suite ([L; : Q]); est majorée.
On étudiera donc le probléme suivant.

Probléme 0.2.14. Soit (K,,), une suite de corps de nombres telle que la suite
([Kn : Q])n est majorée. Est-il vrai que le compositum de tous les K% a la
propriété (B) ?

Pour un corps de nombres K, on note H(K) le corps de Hilbert de K et
Ok son anneau des entiers. Galateau a considéré un cas particulier de cette
question. Il a montré que :

Théoréme 0.2.15 (Galateau, §5, [25]). Soit (K,,/Q), une suite d’extensions
finies telle que la suite ([K,, : Q]),, est majorée. Si :

i) K,/Q est galoisienne pour tout n ;
it) il existe un premier p inerte dans tous les K, ;
ii1) les discriminants des K,, sont deuz & deux premiers entre eus ;

alors le compositum L de tous les H(K,,) satisfait la propriété (B).

La condition 4ii) est assez restrictive. Par un théoréme de Dirichlet (cf [24]
Chapter ITI, Theorem 22|), cela implique que tout premier ¢ € Q doit étre
ramifié dans au plus un des K,. Galateau a conjecturé qu’a ’aide d’une étude
locale, on pouvait se passer de cette condition.

Notre résultat principal consiste a supprimer les conditions i) et i) du
théoréme ainsi qu’ a affaiblir la condition i) en supposant seulement
qu’il existe un unique idéal premier de Ok, au-dessus de p. En particulier, on

autorise p & étre ramifié dans K,.

Théoréme 0.2.16. Soit (K,,/Q),, une suite d’extensions finies telle que la suite
([Ky : Q) est majorée. Supposons qu’il existe un premier p € Q tel que pour
tout n, il existe un unique idéal premier p, de O, au-dessus de p. Alors le
compositum L de tous les H(K,,) satisfait la propriété (B).
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Nous allons maintenant généraliser ce théoréme en considérant des corps de
rayon a la place des corps de Hilbert. Comme auparavant, soit K un corps de
nombres.

Définition 0.2.17. Un K- module est un produit formel m = mgoo o oo
désigne le produit formel de tous les plongements réels de K et my (appelée la
partie finie) est un idéal non-nul de Ok .

A partir de maintenant, m = m oo désigne un K-module et on confondra
souvent m et my. De ce module, on peut construire deux groupes importants. Le
premier, est le groupe abélien Jy, (K) composé de tous les idéaux fractionnaires
de K premier & my et le second, noté Py (K), est le sous-groupe des idéaux
principaux de Ji, (K) engendré par a/b ou

i) a,b € Ox\{0} et pged((a), (b)) =1,
ii) a=b mod m,
iii) o (%) > 0 pour tout plongement réel o de K.

Notons Cly, (K) le groupe quotient Jy, (K)/Py(K). Remarquons que dans le
cas oi m = (1), on retrouve le groupe des classes classique. De plus, de bonnes
propriétés du groupe des classes classique restent valables pour Cly,(K). Par
exemple :

Théoréme 0.2.18 (Chapter 6, Proposition 1.8, [32]). Soit K un corps de
nombres. Le groupe Cly, (K) est fini.

On a aussi le théoréme de Takagi ci-dessous :

Théoréme 0.2.19 (Takagi). Soit K un corps de nombres. Alors il existe un
unique corps Ky, abélien sur K, tel que Gal(Ky/K) ~ Clyw(K). De plus, tout
premier p de O ne divisant pas m est non ramifié dans L et son degré résiduel
fo(L|K) est égal & Vordre de p dans Cly(K).

Le corps Ky, du théoréme ci-dessus est appelé corps de rayon de module m de
K. 1l est intéressant de remarquer que dans le cas K = Q et m = mZ, on a alors
que Ky = Q(¢r). Comme on le verra plus tard, les corps de rayons sont, comme
pour les corps cyclotomiques, des extensions abéliennes de K "maximales" dans
le sens ou toute extension abélienne de K est contenue dans un corps de rayon.

Une autre maniére de définir le corps de Hilbert de K est de le voir comme
étant P’extension abélienne maximale non-ramifiée de K (i.e. que tous les idéaux
premiers de Ok sont non ramifiés dans H(K)). Cependant, dans la preuve
du théoreme [0.2.16] on utilisera uniquement le fait que p,, ne se ramifie pas
dans H(K,) pour tout n. On peut donc autoriser certains idéaux premiers a se
ramifier, ce que permet les corps de rayons d’aprés le théoréme Alinsi,
le théoréme [0.2.16| se généralise bien si I’on remplace la terminologie "corps de
Hilbert" par "corps de rayons". Dans sa version la plus générale, on obtient que

Théoréme 0.2.20. Soient K un corps de nombres et p un idéal premier de
Ok. Soit (K,,/K)nen une suite d’extensions finies telle que la suite ([K,, : K])y,
est magjorée et telle que pour tout n, il existe un unique idéal premier p,, de Ok,
au-dessus de p. Fizons M > 1 un entier. Pour n € N, notons

Q, = {idéauzm C Ok, | Im < M, ptm, et m au-dessus de m}.
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Pour m € Q,, notons K, n le corps de rayon de K, associé ¢ m. Alors le
compositum L de tous les Ky, m a la propriété (B).

Pour retrouver le théoréme [0.2.16] il suffit de prendre K = Q, p = pZ et
M=1.

Techniques utilisées dans la preuve du théoréme

Soient K un corps de nombres et L/K une extension algébrique. Choisissons
un idéal premier p de Ok au-dessus d’un premier rationnel p. Pour montrer le
théoreme[0.2.20] on s’appuie sur une méthode désormais classique, a savoir qu’un
corps L a la propriété (B) si la suite ([L, : Qp]),|p, ot v parcourt I'ensemble
des places de L au-dessus de p, est majorée. Pour montrer cela, on utilisera des
propriétés sur les corps de rayon issues de la théorie des groupes et de la théorie
algébrique des nombres (le lien entre ces théories apparaissent dans le théoréme

p219)

0.2.3 Autour d’une conjecture de Rémond

Dans cette thése, nous avons d’abord étudié la conjecture [0.2.11] dans le cas ou
G = G,,. Elle se réécrit alors comme suit :

Conjecture 0.2.21. Soit I un groupe de rang fini. Alors il existe une constante
cr > 0 telle que pour tout o € Q(T')*\I'sat, on a h(a) > cr.

Cette conjecture affirme qu’en dehors de T'g,y, il n’y a pas de point de petite
hauteur dans Q(I")*. Tout groupe de rang fini est inclus dans un groupe de
la forme Ggat [22], ou G est un groupe de type fini. Ainsi, pour montrer la
conjecture [0.2.21] il suffit de la montrer pour les groupes de la forme Gggs.

On ne connait que peu de résultats non-triviaux dans la direction de cette
conjecture, méme dans des cas trés particuliers. Le cas ou I' = {1}, est le
groupe des racines de l'unité a été traité dans [4] et les auteurs ont montré que
cr = (log5)/12 convenait.

Cependant, on ne sait toujours pas si cette conjecture est vraie pour tout
autre groupe de la forme T’ = (b)sa avec b € Z\{—1,0, 1}. En particulier, on ne
sait pas si les points de petite hauteur de Q@ (21/2,2/3,...) sont dans (2)gas.

Pour un nombre premier p, on définit le groupe p-saturé de I' comme étant
le groupe :

Touep = {g cQ |IneN,g" ¢ r} .

Il y a peu, Amoroso a montré que la conjecture [0.2.21] est vérifiée pour le groupe
I' = (2)gat,3- Plus généralement, il a montré |2, Theorem 3.3] :

Théoréme 0.2.22 (Amoroso). Soient b > 2 un entier et p > 3 un nombre pre-

mier. Supposons que p1b et que p*> 1 (B»~1—1). Alors h(a)) > min {3%(5)), logégf) }

pour tout & € Q((D)sat,p)*\ (D)sat -

Un ingrédient indispensable dans la preuve de ce théoréme repose sur ’étude
du dernier saut de la suite des groupes de ramification de Gal(Q,({,r,b'/?")/Q))
avec r > s deux entiers positifs. Remarquons que cette étude a déja été faite par
Viviani. Comme on a déja généralisé les résultats de Viviani (cf les théorémes
et , cela nous permet de supprimer les conditions techniques du
théoréme et de pouvoir considérer des corps de nombres a la place de Q.
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Théoréme 0.2.23. Soient F' un corps de nombres, a € F*\(F*)P et p un
nombre premier impair ne divisant pas le discriminant de F. Alors il existe
¢ > 0 tel que h(a) > ¢ pour tout o € F({a)sat,p)*\{a)sat-

Remarquons que dans le cas F' = Q, la condition technique "p ne divise pas
le discriminant de F'" est vide puisque le discriminant de Q vaut 1. Le théoréme
[0:2:23] est donc bien une généralisation du théoreme [0.2.22]

Une généralisation de la conjecture [0.2.11

Comme ’a déja montré Rémond dans [36] section 5], la conjecture ne
peut s’énoncer dans le cas plus général ou G est une variété semi-abélienne.
Son contre-exemple repose sur le fait que G puisse posséder des points de Ribet
(le lecteur souhaitant lire la définition d’un point de Ribet pourra voir [27]).
Dans le cas ou G est une variété semi-abélienne isotriviale, les points de Ribet
sont des points de torsion. Par conséquent, il semble raisonnable de proposer la
conjecture suivante :

Conjecture 0.2.24. La conjecture [0.2.11] reste valable pour les variétés abé-
liennes isotriviales.

A partir de maintenant, considérons des variétés abéliennes isotriviales de
la forme G = G,;, x A o A est une variété abélienne définie sur un corps de
nombres k. Notons B(a,Q) la hauteur d’un point (o, Q) € G comme étant la
somme h(a) + h(Q).

La conjecture [0.2.24) permet d’interpréter différents résultats déja présents
dans la littérature comme des cas particuliers de celle-ci. Le premier concerne le
cas ol I' = (Gp)tors X {0}. On a alors T'sat = Giors €t k(T) = k(G )tors) C kab,
La conjecture |0.2.24| prédit donc l'existence d'un ¢ > 0 tel que h(a) + h(P) > ¢
pour tout

(O[, P) € G(k((Gm)tors))\Gtors~

Clairement, cette affirmation est contenue dans les deux affirmations suivantes :
i) il existe ¢ > 0 telle que h(a) > ¢ pour tout a € G, (*)\ (G )tors ;
ii) il existe ¢ > 0 telle que h(P) > ¢ pour tout P € A(k®™)\ Agors.

Le point ¢) est un théoréme di & Amoroso et Zannier [5] et le point i7) a été
prouvé par Baker et Silverman [0, Theorem 0.1]. La conjecture [0.2.24] est donc
satisfaite dans ce cas.

Le second exemple concerne le cas ou G = G, X E, avec E une courbe
elliptique définie sur Q, et I' = {1} X Eiors. A nouvean, I'syy = Gyops. De plus,
Q(I') = Q(Eyors)- La conjecture[0.2.24] prédit donc 'existence d’un ¢ > 0 tel que
h(«) 4+ h(P) > ¢ pour tout

(0[, P) € G(Q(Etors))\Gtorsv

ce qui correspond précisément a [26], Corollary 1].

Dans les deux exemples cités ci-dessus, on a I'say = Giors. Dans cette thése,
on se propose de donner un exemple de la conjecture [0.2.:24] dans le cas ou

1—‘sat 7& Gtors-
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Théoréme 0.2.25. Soient E une courbe elliptique et p > 5 un premier tel
que E a une réduction supersinguliére en p. Soit b > 2 un entier tel que p 1 b
et p?> + (bP=1 = 1). Alors il existe cp.p > 0 tel que h(c, P) > cp.p pour tout
(o, P) € G(Q(T))\T'sas 0% I' = (D)gat,{p} X {0} et 01 G = G,,, x E.

Remarquons que T'say = (b)sat X Etors # Giors. Clairement, il suffit de montrer
les deux assertions ci-dessous pour en déduire le théoréme |0.2.25|:

i) il existe ¢ > 0 telle que h(a) > ¢ pour tout o € G, (Q(I))\(b)sat ;
i) il existe ¢ > 0 telle que h(P) > ¢ pour tout P € E(Q(I"))\ Eiors.-

Remarquons que le point i) correspond précisément au théoréme [0.2.22] Par
conséquent, il nous reste & montrer :

Théoréme 0.2.26. Soient E une courbe elliptique et p > 5 un premier tel
que E a une réduction supersinguliére en p. Soit b > 2 un entier tel que p {
boet p* t (W' —1). Alors il existe ¢ > 0 tel que h(P) > ¢ pour tout P €
E(Q((b)sat,p)) \(E(Q(Cp)) N Etors)-

Remarquons que le résultat que ’on obtient est apparemment légérement
plus précis car on retire seulement E(Q((p)) N Erors C E(Q({(b)sat,p) N Frors-
Cependant, on montrera dans le fait [3.2.13] que cette inclusion est en fait une
égalité.

Techniques utilisées dans la preuve des théorémes [0.2.23] et [0.2.26

Reprenons les notations du théoréme Soient L C F({a)sat,p) une exten-
sion galoisienne et finie de F' et 3 un idéal premier de Oy, au-dessus de p. Pour
montrer ce théoréme, notre méthode repose sur deux arguments : le premier est
une inégalité métrique, a4 la Dobrowolsks.

Notons P(X) = (6X)?" — XP°, ot o € Gal(F((a)satp)/F). Soit a € L. On
montrera alors que

|P(a)lg < p~'max{1, |alp}? max{1,|oalp}” .

Si P(«) # 0, alors par la formule du produit, on en déduira une minoration de
h(«) indépendante de « et de L. Dans le cas ot P(a) = 0, cela signifiera que o
est, & une division par un élément de 'y, prés, dans le corps fixé par (o). Par
une méthode de la descente, on en déduira que soit « est dans le saturé de T,
soit que I'on peut minorer h(a) par une constante ne dépendant ni de «, ni de
L.

Enfin, pour montrer notre théoréme|0.2.26] on utilisera encore une inégalité a
la Dobrowolski. Ensuite, on montrera par des techniques d’équidistribution que
si un point P a une hauteur "suffisamment petite", alors P est la somme de I'un
de ses conjugués et d’un point de torsion. On peut ensuite effectuer un analogue
elliptique de la méthode de la descente faite dans la preuve du théoréme [0.2.23
pour en déduire notre dernier théoréme.
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Chapitre 1

Groupes de ramification

1.1 Reésultats principaux.

Dans ce chapitre, fixons un premier p impair. Tous les corps considérés seront
des extensions finies de Q,,. Pour un corps K, notons px son idéal premier. Pour
un entier ¢ > —1, notons

Gal(L/K); = {o € Gal(L/K) |Vz € O, cx =2 mod p;"

le i-iéme groupe de ramification de Gal(L/K). On dira que t est un saut de
L/K si Gal(L/K); # Gal(L/K)41.

11 est bien connu que Gal(L/K); est un sous-groupe normal de Gal(L/K)
pour tout i, que Gal(L/K); = {1} pour tout j assez grand et que Gal(L/K); est
le groupe trivial si et seulement si L/K est une extension modérément ramifiée
(pour d’autres résultats, le lecteur pourra consulter [39, Chapitre IV]).

Fixons un corps local F' qui est non ramifié sur Q, et a € (F*)\(F*)?. Notons
vr la valuation normalisée de F.

Définition 1.1.1. Pour des entiers r,s > 0, notons F. 5 le corps F(Cpr?al/ps).

Dans ce chapitre, nous nous proposons de calculer les groupes de ramification
d’une extension de la forme F, 4/F ou r > s sont deux entiers positifs. Pour
cela, nous allons calculer explicitement, pour tous entiers EI r et s, le saut des
extensions F, s/F,_1 s et F, s/F, s_1 en séparant le cas p | vp(a) (cf théoréme
du cas pfvr(a) (cf théoréme [1.3.6).

Une fois ces sauts calculés, on sera en mesure de construire deux suites (r("));
et (s); de telle sorte que si 7, avec i > 0, désigne le (i + 1)-iéme plus petit
saut de F,.;/F, alors Gal(F,. s/ F);, = Gal(F,.s/F.) so) (cf théoreme si
p | vr(a) et théoréme si pfwur(a)). De plus, les 7; sont explicitement cal-
culables.

Soit K un corps local. Pour un nombre o € K*, on notera o'/?", pour tout
. .o s s—1
s > 0, une racine p*-iéme de « telle que (a'/P")P = /P,

Lemme 1.1.2. Pour toust,s > 0 avec r > 1, lextension F, s/ F est totalement
ramifiée de degré (p — 1)p"+s—1.
1

on n’a pas nécessairement que r > s

15
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Démonstration. Comme F'/Q, est non ramifié et que Q,((,r)/Qp est totalement
ramifié de degré (p — 1)p"~', on en déduit que F({,r)/F est une extension
totalement ramifiée de degré (p — 1)p"~1. Ainsi, pour montrer le lemme, il reste
a montrer que F,. s/F((,r) est totalement ramifié de degré p®.

Commencons par calculer le degré. Comme a € (F*)\(F*)P et que ¢, ¢ F,
une conséquence d’un théoréme de Schinzel |38, Theorem 2], appliquée a k = F,
m = p et n =p", montre alors que a ¢ F(Cpr)\F (¢pr)P. D’un lemme de Capelli
[29] Chapitre 6, Theorem 9.1], il s’ensuit alors que

[Fr,s : F(Cpr)] = ps-

Montrons maintenant que F. s/F({yr) est totalement ramifié. Supposons par
I’absurde que ce ne soit pas le cas. Les sous-corps de F) ;/F((,) sont les F; g,
avec g € {0,...,s} [I, Theorem 2.1]. Ainsi, F; 1/F((,r) est une extension non
ramifiée. La structure des extensions non ramifiées [I3, Chapter 1, section 7]
montre alors que F,. 1 = F((,,) pour un certain entier m. En particulier, F 1 /F
est abélien. Comme (, ¢ F, le théoréme de Schinzel cité précédemment [38|
Theorem 2|, appliqué & K = F et & n = p, montre que a € F({,)?, ce qui est
absurde. Ceci prouve le lemme. O

Remarque 1.1.3. Soient r,7’,s,s’ quatre entiers positifs avec r,r’ > 1. En
appliquant le lemme précédent avec r, s et avec /, s’, on obtient que [F, , : F] =
(p—1)p" Vet [Fry: F] = (p—1)p”+%' 1. De la multiplicativité des degrés,
on en déduit alors que

[Fr,s : Fr’,s’] = prirurSiSl .

De plus, comme F,. ;/F est totalement ramifié d’aprés le lemme|1.1.2} il s’ensuit
que F, ;/F./ ¢ est également totalement ramifié.

Lemme 1.1.4. Soient r, s des entiers positifs avec r > 1. Alors F, s/F,_1 5 pos-
séde un unique saut que ’on note t1(r,s). De méme, si s > 1, alors F, s/Fy s_1
posséde un unique saut que l’on note ta(r,s).

Démonstration. Commencons par montrer que F,.,/F,_1 s posséde un unique
saut. Si r = 1, alors Iextension Fy s/Fp s = F((p,a'/?")/F(a'/?") est de degreé
au plus p — 1. Le lemme appliqué & o = a et & r = s, montre que Fj ,/F
est totalement ramifié. En particulier, Fy s/Fp s est totalement ramifié. Comme
elle est modérément ramifié, elle posséde alors un unique saut qui est égal a 0.

Supposons maintenant que r > 2. En appliquant la remarque [I.1.3] avec
v =r—1ets =s, il Sensuit que F,,/F,_1 s est une extension galoisienne
totalement ramifiée de degré p. Elle posséde donc aussi un unique saut.

De la méme remarque [1.1.3] appliquée & ' = r et & ' = s — 1, il s’ensuit
que F,. 5/ F, s_1 est une extension galoisienne (car ¢, € Fj. ;1) de degré p. Elle
posséde donc également un unique saut. O

Nous nous proposons dans un premier temps de calculer les sauts ¢;(r, s) et
ta(r, s) (théorémes et [1.3.6)). Nous allons ensuite en déduire par récurrence
(section|1.4)) les sauts et les groupes de ramification associés a l'extension F, ;/F'.
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Théoréme 1.1.5. Supposons que p | vp(a). Soient r > s > 0 des entiers tels
que r > 1. Construisons par récurrence deux suites d’entiers positifs (r(l))izo et
(59)i>0 comme suit : 1) = 5 =0 et, pouri >0,

(min{r, 7@ 4 1},50) 5i s = 5
(rHD 0Dy = () 11, 5)) 63 5@ £ 5 et 517D = 50
(@, s 4 1) 5154 £ 5 et sir®) £ 50
Alors :

i) les suites (r)); et (s)); sont croissantes et stationnaires de limites res-
pectives r et s. Notons io le plus petit entier i tel que (r(®),s(0)) = (r s) ;

i) les ig sauts de F, ;/F sont les

t1 (0D D) 53 500 = 5 ou 57 r() = 5
T, — . . . . .
to(rHD) s(41)) gi 5 £ 5 et si () £ 50

avec i € {0, ...,ig — 1}. De plus, pour i € {0,...,ig — 1}, on a

Gal( TQ/F) —Gal( Tg/F (7;)75(1‘)).

Nous avons un résultat analogue, mais techniquement plus difficile, dans le
cas ou ptup(a).

Théoréme 1.1.6. Supposons que p 1 vp(a). Soient r > s > 0 des entiers.
Construisons par récurrence deuz suites d’entiers positifs (r®); et (s(); comme
suit : 70 = (0 = O,r(l) =1etsH)=0 et, pour tout v > 1,

mm{rr D4 1},59) 5is0) =5
() s()—i—l)szs();ﬁsetszr()—r
@ 4+1,50) si 50 £ s, sir® £r et sir® =s0 41

(

(rOHD) 4D (
’ (

(r@, s 4+ 1) i s £ s, sir® £r et sir® £s0) 41

Alors :

i) les suites (r()); et (s()); sont croissantes et stationnaires de limites respec-
tives v et s. On note alors ig le plus petit entier i tel que (r(0) s(0)) = (1 s) ;

it) les ig sauts de Fy. s/ F sont 1o = t1(1,0) =0 et les

)sis() =5

) sis() £ s etr® =rp

) sis() £ s, r(’);«éretr(’)—s(l)—i—l ’
Y sis® £ s, 1@ Ly etr® £ 50 41

ty (D) 541
tZ(T(H-l gi+1)
b (P, D)
to (rUt+D) | s(i+1)

T, —

avec i € {1,...,i9 — 1}. De plus, pouri € {0,...,ig — 1}, on a :

Gal(Fr,S/F)n = Gal( rs/ () 5 i)
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1.2 Rappels et préliminaires.

Pour une extension galoisienne L/K de groupe de Galois G, il est en général
difficile de calculer les G; (et méme les sauts). En revanche, si H est un sous-
groupe de G, il est facile de calculer les H; en fonction des G;. Plus précisément,
on a H; = G; N H pour tout ¢ > 0 [39, Chapitre IV, Proposition 2].

Il est également possible, dans le cas ot H est un sous groupe normal de
G, de calculer explicitement les quotients (G/H);. Avant d’expliciter la formule,
étendons de maniére naturelle la notion de groupes de ramification en posant,
pour tout réel u > —1, G, = Gy ol [u] désigne la partie entiére supérieure
de u. On peut ainsi définir la fonction ¢,k de Herbrand, valable pour tout
u > —1, par :

si—1<u<0

i
Or/xu) = {fou[Go (Gt siu >0

C’est une bijection de [—1, 400 dans lui-méme [39] Chapitre IV, Proposition
12]. Notons 9, /i sa bijection réciproque.

Théoréme 1.2.1 (Herbrand, Chapitre IV, §3, Lemme 5, [39]). Soit K C L C M
une tour d’extensions finies telle que L/K et M/K sont galoisiennes. Notons
G le groupe de Galois de M/K et H celui de M /L. Pour tout v > 0, posons
u=Yyr(v). Alors Gal(L/K), ~ (G/H), = G, H/H.

Ce théoréme va nous permettre de calculer les sauts d’une tour d’extensions
en fonction des sauts de chaque étage, dés lors que chaque étage posséde un
unique saut et que ces sauts forment une suite strictement croissante.

Lemme 1.2.2. Soit K C L C M une tour d’extensions finies. Supposons que
M/K et L/K sont galoisiennes. Notons t; < --- < t, les sauts de M/L.
Supposons que L/K posséde un unique saut que l'on note t et que t < t;.
Alors les sauts de M/K sont t,tq,...,t,. De plus, pour tout j > t+ 1, on a
Gal(M/K); = Gal(M/L);.

Démonstration. Posons G = Gal(M/K) et H = Gal(M/L). Montrons d’abord
que G = G;. Comme t < ty, il s’ensuit que 9y7/r(x) = 2 pour tout <t + 1
(car ¢pr/p(x) =z si @ < t1). Ainsi, on déduit du théoréme m que

G/H = (G/H), = G,H/H ~ G,/(G, N H).

Or, HNG; = H; et H, = H puisque t < t;. Ainsi, G/H ~ G;/H et donc
G = Gy puisque #G = #Gy et que Gy C G.
Comme L/K posséde un unique saut, on a, toujours d’aprés le théoréme
r21:
{1} = Gal(L/K)t+1 ~ Gt+1H/H.

Ceci montre donc que Gyy1 C H # G = G;. On en conclut que t est le premier
saut de G. De plus, pour tout i > t+ 1, on a H; = G; N H = G;, ce qui permet
de montrer que les autres sauts de G sont t1,...,%,. O

Corollaire 1.2.3. Soient n > 2 et Ko C --- C K, une tour d’extensions
finies. On suppose que pour tout i, K;/ Ky est galoisienne et K;1+1/K; admet un
unique saut que l’on note t;. Sity < --- < t,_1, alors les sauts de K, /K, sont
to, .- tno1 et Gal(K, /K1), = Gal(K,,/K;) pour tout i .
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Démonstration. Supposons que pour un entier [ < n — 1, les sauts de K, /K]
solent t;,...,t,_1 et que pour tout j > [, on a Gal(K,/K;);, = Gal(K,/K;)
(par hypothése, c’est vrai pour | = n — 1). En appliquant alors le lemme [1.2.2
AaM=K,, aL=KetaK=K;1,onen déduit que les sauts de K,,/K;_1
sont les ¢;_1,...,t,—1 et que pour tout j >,

Gal(K, /K1), = Gal(K,,/K));, = Gal(K,/K;).

De plus, par définition de t;_1, on a Gal(K,,/K;—1):,_, = Gal(K,,/K;—1). On
en déduit le corollaire en procédant par récurrence. O

A partir de maintenant, on utilisera les notations suivantes. Pour un corps
local K, notons vy la valuation normalisée sur K et px son idéal premier.
Pour une extension finie L /K (non nécessairement galoisienne), on note Dy g
la différente de cette extension. Si L/K est galoisienne, il existe un lien entre sa
différente et le cardinal de ses groupes de ramification. Ce lien est résumé dans
la proposition ci-dessous.

Proposition 1.2.4 (Chapitre IV, Proposition 4, [39]). Pour toute extension
galoisienne et finie de corps locauz L/K, on a :

o}

v (Dryx) = »_(#Gal(L/K); - 1).

i=0
En particulier, si L/K est une extension galoisienne totalement ramifiée de
degré d et qu’elle posséde un unique saut ¢, alors

oL (Dryx) = (d— 1)t +1). (L1)

Nous allons maintenant étudier les sauts de certaines extensions radicales
et principalement les extensions de Kummer d’exposant p. Commencons par
déterminer le saut d’une extension cyclique de degré p.

Définition 1.2.5. Soient K un corps local et o € K\KP. Notons
i) pour tout entier i > 0, UI(? ={z € Ok|xz=1 mod p%};
i) cx(a) =sup{i e N*| Iz € K*,az™P € Ul(?}.
Avec cette définition, il est immeédiat que cix(ax™) = ckx(a) pour tout
r e K*.

Remarque 1.2.6. Soient K un corps local et o € K\KP. Supposons qu’il
existe y € K* tel que ay™ € Ok et ay™ = 1 mod pp, , (i.e. cx(a) > 1).
En particulier, vk (ay™?) = 0 et donc, vg(a) = pvk(y). Par conséquent, si
p{ vk (@), alors cx(a) = 0.

De cette remarque, on obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.7 (Hecke, Theorem 10.2.9, [16]). Soient K un corps local tel
que Cp € K et o« € K\KP. Si K({/a)/K est totalement ramifié, alors

pe(K|Qy)
p—1

v (ya) (Pr(ya)y/x) = (P —1) ( —cx () + 1> -
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Dans [16, Theorem 10.2.9], le lecteur pourra remarquer que le a introduit
dans le (3) de ce théoréme correspond a notre cx(a). En combinant (1.1)) et le
théoréme [1.2.7] on en déduit que

Corollaire 1.2.8. Soient K un corps local tel que (, € K et o € K\KP?.
Supposons que K(¥/a)/K soit totalement ramifié. Alors son (unique) saut vaut

pez()[i|(?17) _ cK(a).

Proposition 1.2.9. Soient K/Q, une extension finie telle que ¢, € K et o €
K\KP?. Notons également K, = K(al/”s) et ts le saut de Ky/Ks_1. Si K1 /K
est ramifié, alors la suite (t5)s>1 est strictement croissante.

Démonstration. Commencons par montrer que K,/K,_; est totalement ramifié
pour tout s > 1. Supposons par labsurde qu’il existe s tel que K /K;_1 ne
soit pas ramifié. L’extension K;/K n’est donc pas totalement ramifiée. Comme
p # 2, les sous-corps de cette extension sont les K, avec g = 0,...,s [I, Theo-
rem 2.1]. Il s’ensuit que K7 /K est non ramifiée, ce qui est absurde par hypothése.

Notons ¢s = ¢x, /k,_, €t ¢s = ck, (a/P"). Soit y € K, tel que
/Py P e UI((C:)‘

En passant a la norme Ny := Ng /i _,, il s’ensuit que al/pklNS(y)_p €
NS(UI%)). D’aprés [39, Proposition 4, Chapitre V], on a donc que al/pkle(y)’p €
U%f_‘*l(csm. D’ou |¢s(cs)| < cs—1. Par ailleurs, d’aprés le corollaire , on ob-
tient que
p
p—1

toy1 = p%le(Ks@p) — Cs. (1.3)

ts =

e(Ks-1|Qp) — €51 (1.2)

Si ey < tg, alors ¢g(cs) = ¢s et donc ¢; < cs—1. Comme e(K |Q,) >

e(Ks-1]|Qp), il s’ensuit de et que tsyq > ts.
Si s > ts, alors ¢g(cs) =ts + (cs —ts)/p. Dot ts + (cs —ts)/p < cs—1 + 1
ou encore
cs <ts +p(cs—1 +1- ta)

En utilisant (1.2) et (1.3), on a, aprés quelques calculs, que

pe(stl|Qp) . e(KSIQp)
p—1 p—1

lst1 +P< ) > (2p—1)ts —p.
Comme o € K*\(K*)?, alors K,/ K,_1 est une extension de degré p. De plus, elle
est totalement ramifié d’aprés le début de la preuve. Il s’ensuit que e(K;|Q,) =
pe(Ks-1|Qp). Il en résulte donc que t511 > (2p—1)ts—p. Comme (2p—1)t,—p >
ts puisque ts > 1, on en déduit alors la proposition.

O

Nous allons maintenant étudier les sauts d’une extension galoisienne de
groupe de Galois (Z/pZ)*.
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Proposition 1.2.10. Soient K, et Ky deux corps locaur et K = K; N Ks.
On suppose que K1/K et Ko/ K sont galoisiennes, que K1 Ko /K est totalement
ramifié et que K1 /K, Ko/K, K1K3/Ks et K1Ko/K1 possédent tous un unique
saut que l'on note respectivement t1, ta, t) et th. Notons d; = [K; : K]. Alors

i) do(dy — 1)ty + (do — 1)t = dy(de — 1)t + (d1 — 1)t].

ii) De plus, si di = ds = p et t) < th, alors

tll =1
t/2 = pta + (1 —p)tl.

Démonstration. i) Comme K;K,/K est totalement ramifi¢, on déduit de la
formule [39, Chapitre III, Proposition 8] sur la composée de deux différentes
que

v =k, 1, (Dry i i) = Vi i, (D i, k) + (K1 K2 0 KaJuk, (D /i)
= VK, 16, (D Koy i,) + [K1 K2 2 Kavk, (Dk, k)

Comme [K 1K : Ki] = ds et [K1 Ky : K] = dy, on a, en utilisant quatre fois

(L.1), que :
v=_(do —1)(th + 1) +do(dy — 1)(t; + 1)

= (dl — 1)(t/1 + 1) + dl(dg — 1)(t2 + 1) (14)

Le ¢) s’ensuit en comparant ces égalités.

i1) Supposons maintenant que di = do = p et que ¢ < t5. Comme Gal(K71K,/K)
est d’ordre p?, il ne peut alors avoir qu’au plus deux sauts. De plus,

G .= Gal(KlKg/K) = Gal(KlKg/Kl)Gal(Kle/Kg)

Ainsi, Gy = G, Gy 1 = Gal(K 1 Ko/ Ky) et Gy, 1 = {id}. Les sauts de K1 Ky /K
sont donc ¢} et t, puisqu’ils sont distincts par hypothése. En utilisant la propo-
sition avec L = K1 K>, on en déduit que

v=(p* =1t + 1)+ (p— D(ty — 1)
=(p-1)(pty +p+1+15).
Par ailleurs, ([1.4) s’écrit (en factorisant par d; —1=ds —1=p—1)

v=(p— 1ty +1+p(t: +1))
= (-1t +1+p(t2 +1)).
En comparant ces trois relations, on obtient que pt; + t), = pto + t} = pt} + ¢}

et donc que t; = t}. De plus, t, = pto + 1| — pt] = pta+ (1 —p)t1, ce qui montre
). O

La proposition [1.2.11] n’est qu’un cas particulier de la proposition [1.2.10]
mais qui se révéle étre le point clé pour prouver les théorémes [I.1.5] et [1.1.6]

Proposition 1.2.11. Soient r > 2 et s > 1 des entiers. Alors
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Z) tl(rv 8) - t2(7a7 3) = p(tl(rv S — 1) - tQ(T -1, 5)) 5
i) siti(r,s) < ta(r,s), alors

tl(’ra 8) = tl(T,S - 1)7

iii) sita(r,s) < ti(r,s), alors

ta(r,s) = ta(r —1,s).

Démonstration. 1) Appliquons la proposition a Ky =F et aKy,=
Fr_1s. Alors K1 Ky = Fr s et K1 N Ky = F._1 1. D’aprés la remarque [I.1.3]
appliquée avec s — 1 au lieu de s, avec v’ =7 —1 (' > 1 car r > 2) et avec
s’ =s—1, on en déduit que K1/K1 N Ky = F, s_1/F,_1 s_1 est galoisien (car
Cp € Fr—1,5-1) de degré p. De méme, la remarque appliquée avec r — 1
au lieu de r, avec ' = r — 1 et avec s’ = s — 1, montre que Ko/K; N Ky =
Fr_1s/F._1,5-1 est galoisien de degré p. Avec les notations de la proposition
1.2.10] on obtient que

dy=dy=p
tl :tl(T,S— 1), tg :ﬁg(’l‘— 1,8)

L =t1(r,s), th =ta(r,s).

De plus, en appliquant de nouveau la remarque m avec ' = r — 1 et avec
s’ = s—1, on obtient alors que K1Ky/K1 N Ky = F, s/F,_1 1 est totalement
ramifié. Ainsi, d’aprés le 7) de la proposition pt1 +1th, = pta+t} ou encore
th —t} = p(ta — t1), ce qui correspond a la formule souhaitée.

1) Gardons les notations du ). Supposons maintenant que t1(r, s) < t2(r, s),
ie. t] < t). Comme d; = dy = p, on déduit du i) de la proposition [1.2.10| que
1 =t1, ce qui correspond & la formule souhaitée.

i1i) La preuve du i4i) est analogue a celle du point i7) en prenant cette fois-ci
Ky =F,._1, et Ky = F,. ,_1. Nous la réécrivons pour la commodité du lecteur.

Appliquons la proposition[T.2.10|a K; = F,_; s et & Ky = Fy.s_1. On obtient
alors que K 1Ky = F. s et Ki N Ky = Fr_; 1. D’aprés la remarque [1.1.3
appliquée avec r — 1 au lieu de 7, avec ¥’ = r — 1 et avec s’ = s — 1, montre que
K.i/KiNKy=F,_1/F,._15_1 est galoisien de degré p. De méme, la remarque
appliquée avec s — 1 au lieu de s, avec v/ =r—1 (r' > 1 car r > 2) et avec
s’ =s—1, on en déduit que Ko/K1 N Ky = F, s_1/F,_1+_1 est galoisien (car
(p € Fr_15_1) de degré p. Avec les notations de la proposition on a que

di=dy=0p
t1 = tg(?‘ — 178)7 tg = tl(T,S — 1)
L =ta(r,s), th =ti1(r,s).
De plus, d’apreés le lemme|[1.1.2] K7 K5/K; N K> est totalement ramifié. Comme

ta(r,s) < ti(r,s), i.e. t) < th et que dy = da = p, on déduit du iz) de la
proposition [1.2.10| que ¢} = ¢, ce qui correspond & la formule souhaitée. O
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1.3 Calcul des t;(r, s) avec k € {1,2}.

Dans cette section, on se propose de calculer explicitement les nombres ¢;(r, s)
et t2(r, s) pour des valeurs de r > 1 et s > 0 quelconques. Le cas F' = Q, a été
traité par Viviani dans [46]. Néanmoins, son approche est basée sur le fait que
l'on connaisse une uniformisante de Fy s41/F1 s [46, Lemma 5.7, Lemma 6.4].
Cette méthode ne semble pas pouvoir se généraliser dés lors que ’on remplace
Q, par F, ce qui nous a conduit & plutot utiliser le corollaire @

Remarque 1.3.1. En appliquant la remarque|1.1.3|avec 7 = 1, 7’ = 1 et avec
s’ =0, on obtient alors que Fy s/F} o est une extension totalement ramifiée de
degré p°. De plus, F} o/F est une extension totalement ramifiée de degré p — 1.
Ainsi, Fy s/ F est une extension totalement ramifiée de degré (p — 1)p®. D’aprés
le corollaire appliqué a K = Fi s et d a = a'/?" on en déduit donc que

to(l,s +1) = p*T —cp (a'/?7).

Remarque 1.3.2. Soit s > 1 un entier. D’aprés le lemme|(1.1.2} F; ;/F, et donc
F1 s/ Fos, est totalement ramifié. De plus, remarquons que

[Fiq: Fol = [F((p,a'/?") : F(a¥P)) =p—1.

Supposons par l’absurde que ce ne soit pas le cas, i.e. que [F1 s : Fos] < p— 1L
Comme [F(a/?") : F] < p®, il en résulterait alors que [Fi,s: F] < (p—1)p®, ce
qui contredit le lemme [1.1.2] appliqué avec r = 1.

Avant de pouvoir prouver les théorémes et [1.3.6) on aura besoin, au
préalable, du calcul de t;(r,0) et de t5(1, s) pour tous entiers r,s > 1.

Lemme 1.3.3. Pour toutr > 1, ’extension F(Cpr)/F(Cp,.,l) possede un unique
saut égal @ p"~ — 1. En d’autres termes, t1(r,0) = p"~1 — 1.

Démonstration. La preuve a été faite dans [39, Chapitre IV, §4] pour le cas F' =
Q. Néanmoins, comme F/Q, est non ramifiée, on a alors, d’aprés [30, section
1, exemple 2|, appliqué avec [*| K’ = F((pr-1), K = Qp((pr—1) et L = Qu(Cpr),
que

Gal(F(Gpr)/F(Cpr—1))i == Gal(Qp(Cpr) /Qp(Gpr—1)):

pour tout i > 0 . Il s’ensuit donc que F((,r)/F((,r-1) posséde un unique saut
égal A p—1 — 1. O

Lemme 1.3.4. Soit s > 0 un entier. Alors
i) ta(1,s +1) =p** ' —p+1sip|op(a);
i) t2(1,s+ 1) = p** siptop(a).
Démonstration. i) Posons ¢, = cp, _(a/?") et f = [F : Q). Comme (a*/?")1=P" =

al/P’ (al/ps_f+1)’p, on a, par définition de cx (), (cf définition ,

).

¢ = cpy (a7 )P

2K'/K est non ramifié puisque F/Qp lest
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Supposons d’abord vr(a) = 0. Dans ce cas, a'/?" € Op, .- Comme F, ,/F
est totalement ramifiée d’aprés le lemme [1.1.2] il s’ensuit que Fy s/ F est aussi
totalement ramifié. Par conséquent,

OFo,s/pFo)s ~ pr.

On en déduit alors que (a'/7")'=?" =1 mod pp, .. D’aprés la remarque
Fy ¢/ Fy, s est totalement ramifié de degré p— 1. Il s’ensuit donc que pg, | = p%:s.
Par définition de cx(«), on en déduit ainsi que ¢; > p — 1 pour tout s > 0.

Montrons maintenant par récurrence sur s que ¢; < p—1. Comme ¢y > p—1,
on déduit de la remarque que t5(1,1) < 1. Or, t2(1,1) # 0 car Fy1/Fi 0
est totalement ramifié de degré p d’aprés la remarque [1.1.3] appliquée avec
r=s=r"=1et avec s = 0. Par conséquent, t5(1,1) = 1 et donc, ¢cc = p — 1,
ce qui initialise la récurrence.

Supposons maintenant que c¢s; < p — 1 pour un certain s > 0 et montrons
que cs4+1 < p— 1. Notons

o 1/ps+1 X
T=a € OF1,5+1'

Remarquons que 217" =1 mod p%:iﬂ. Soit y € FY 44 tel que

=gt Py P e Op,, ., et z=1 mod p;ﬁ:;l. (1.5)

X
Fisq41°
Supposons par l'absurde que ¢,11 > p. Comme Op, ., = Zy[rp, ], ol

T, .., désigne une uniformisante de I 11, on peut alors écrire

_ § )
y= TR o4

i>0

Remarquons que y € (9;1 it du fait que z, z € O

X

X
avec ag € Z, , car y € OF1,5+1’

et a; € Z, pour tout ¢ > 1. Il s’ensuit donc que

y’ =af mod p%1,3+1‘
Comme ag € Zjp, on a alors que af = ap mod p. Ainsi, y? = ag mod p%lﬁl.
Comme z =1 mod p%lysﬂ, on déduit de (1.5) que

277 =4y mod p%LS“. (1.6)

D’aprés la remarque [1.1.3] appliquée avec r = 1, v/ = 1, s/ = s et ou s est
remplacé par s+ 1, on en déduit que Fi 541/F s est totalement ramifié de degré
p. Ainsi, p’;,l w1 = PR En élevant maintenant (1.6]) a la puissance p, on a que

(xp)lfpfagp =1 modpp, .

X

»» il en résulte que ¢s > p, ce qui contredit

Comme 2P = a/?" et que ag € Z
I’hypothése de récurrence.
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On a ainsi montré que ¢; < p — 1 pour tout s > 0. Ainsi, ¢ = p — 1. De
la remarque [1.3.1} il en résulte que t2(1,s + 1) = p**1 — p + 1. Cela termine la
preuve de la premiére affirmation du lemme dans le cas ot vp(a) = 0.

Supposons maintenant que p | vp(a) # 0. Posons a = p?F (%) = ﬂg_sl)psw(a)'y

-1 s s
avec vp(y) =0 et y = wfé’;””(“)p B. 1l est clair que a/P y=P = y1/P" =P et

donc cp, ,(a'/?") = cp, ,(v'/?") = p — 1 puisque vp(y) = 0. On conclut grace a
la remarque [1.3.1

i) De la remarque v il est clair que CFI’S(al/ps) = 0. De la remarque
on en déduit donc que t5(1,s4 1) = p**1L. L

On peut maintenant prouver les résultats principaux de cette section, a savoir

les théorémes [[.3.5] et [L.3.6]

Théoréme 1.3.5. Supposonsp | vp(a). Soient r et s deux entiers positifs. Alors

i) sir>s>1, ty(s,r)=pteTl — ;%(pzs*l +1);

“) sir>s>1, tl(S,T) = %(p2572 _ 1) ;

i) sir > s> 1, ta(r,s) =p?*~t — ;’;7T}(p%_1 +1);

) sir > s, alorsti(r,s) =p" 51 —p2¥ 4 z—ﬁ(p% —1).
Démonstration. Supposons d’abord s = 0. Dans ce cas, 1), i) et i) sont vides
et iv) découle du lemme [1.3.3]

Supposons maintenant s = 1. Tout d’abord, 7) découle du lemmeet 1)
du fait que Fy ./ Fp ,» soit une extension totalement ramifiée de degré p—1 d’aprés
la remarque appliquée avec s = r (et donc, t1(1,7) =0= Z—ﬁ(po —1)).

Nous allons maintenant montrer iii) et iv) par récurrence sur r > 1. Sup-
posons r = 1. Daus ce cas, iv) est vide. De plus, iii) est aussi satisfait puisque
ta(1,1) = 1 d’apres le i) du lemme appliqué a s = 0. Ceci montre l'initia-
lisation.

Supposons maintenant que iii) et iv) soient vérifiés pour un certain entier
r > 1 et montrons qu’ils le sont encore pour l’entier r 4+ 1. Par hypothése
de récurrence, on déduit du éii) que ta(r,1) = 1 et d’aprés le lemme
t1(r +1,0) = p" — 1. Le i) de la proposition montre donc que

t2(7" +1, 1) - tl(r +1, 1) = p(tQ(’ﬂ 1) - tl(T +1, 0)) = p(2 - pr) <0 (17)
car r > 1. Le i) de la proposition |[1.2.11{ montre donc que
t2(7"+ 171) = tQ(T',].) = 1,

i.e. 79i). On déduit alors de (1.7) que

-1
n 1.1) = ptl _ 9 1=t _ 2 p 2_q
1(r+1,1)=p p+1=p p+p+1(p )s

ce qui montre iv). Cela prouve donc le théoréme dans le cas s = 1.
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Notons maintenant A I’ensemble des couples (r,s) # (0,0) de N? tels que
r > s > 0 et vérifiant les affirmations i) & iv) du théoréme. Supposons par
Pabsurde qu’il existe (r,s) ¢ A avec r > s > 0. Choisissons le minimal pour
lordre lexicographique. Par ce qui précéde, s > 2.

Montrons dans un premier temps que (r,s) vérifie i) et i7). Par minimalité
de (r,s), on a que (r,s — 1) € A. Ainsi, en utilisant 1),

s— P—1, 53
ta(s —1,7) =p 572 - ———(p** 1). 1.8
2(s—=Lr)=p p+1@ +1) (1.8)
Par minimalité, on a aussi que (s,s — 1) € A. En utilisant iv), on obtient alors
que

_ _ —1 g p—1, 5,
t(s,s —1) = p22 — p2=D _ P 2-1) _ 1y = £ (22 _ 1), (1.9
1(s,s=1)=p p p+1@ ) p+1@ ). (1.9)

De plus, remarquons que 'on a
plus, q q

P—1 959
t —1)=—— —1). 1.10
(o= 1) = P2 - ) (1.10)
En effet, cette égalité découle de (1.9) sir =s.Sir > s+ 1, alors (r—1,s) € A
et (1.10) découle de 7).

En utilisant maintenant (1.8)) et (1.10), on déduit du ¢) de la proposition
[T que

ti(s,r) —ta(s,r) = p(t1(s,r — 1) —ta(s — 1,7))

P—1 oo 5 is o0 P—1 954
—p( L= - +— L11
p ( p p D lp ( )

=p ((p _ 1)p2$—3 _ pr+s—2) < 0,

car (p _ 1)p2s—3 _p'f‘+5—2 — p2s—2(p -1 _pT'—S—i-l) < 0 du fait que r > . Le ”)

de la proposition [1.2.11] ou 'on a permuté le role de r et de s, ainsi que (|1.10)),
montrent alors que

p—= 1 25—2
t =t —1)=—— —1).
(57 = ta(syr = 1) = B 7o 1)
En injectant maintenant cette équation dans ([1.11)), il s’ensuit que

r4s— s— p_l s—
T p =T+ = (0T - 1)

ta(s,7) = plp o~

-1
r+s—1 p (p2sfl + 1),

-P P+l

ce qui montre que (r, s) vérifie i) et 7).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que (s,s) € A. Supposons
que 7 > s. Alors (s,s) € A par minimalité. En revanche, si r = s, alors du
paragraphe précédent, on en déduit que (s, s) vérifie i) et 7). Par ailleurs, en
appliquant le i) avec r = s (ce qui est licite puisque (r,s) vérifie ¢) d’aprés le
paragraphe précédent), on obtient alors ii¢) dans le cas r = s. Enfin, iv) est
vide dans le cas r = s. Cela signifie donc que si r = s, alors (s,s) € A. Comme
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(r,s) ¢ A, il s’ensuit alors que r > s + 1.

Montrons maintenant que (r, s) vérifie #ii) et iv). Comme r > s+ 1, on en
déduit, par minimalité, que (r — 1,s) € A. En utilisant i),

-1
to(r —1,8) = p2~ 1 - 221 _q), 1.12
o(r—1,8)=p p+1(p ) (112)
Toujours par minimalité, (r,s — 1) € A. En utilisant maintenant iv), on a

-1
t _ 1 _ r+s—2 2(571) p 2(871) _ 1 . 113
i(r,s=1)=p p +p7+1(p ) (1.13)
En utilisant (1.12)) et ((1.13)), il s’ensuit donc, d’aprés le i) de la proposition
LZTL que
ta(r,s) — t1(r,s) = p(ta(r — 1,s8) —t1(r,s — 1))
2s—1 P—1 959 2s—1 25—2 r4s—2
= - + + -
p <p e 1 (P p*T ) +p p >
_ p(2p25—2 o pr+s—2) < 0’
(1.14)

car r > s+ 1. Le i) de la proposition [1.2.11} ainsi que (|1.12), montrent alors

que
25—1_p_1
p+1

En injectant maintenant cette égalité dans (|1.14), on en déduit que

2s—1 1)

ta(r,s) =ta2(r—1,5) =p (p

r+s— s— s— p_]' s—
+ 2_2p2 2)+p2 1 _ (p2 1+1)

t p— —
1(r,8) =p(p P
~orgs—1 P 1oy 2s5—1
= - +1) -
p P (P )—p
o r4s—1 2s p— 1 2s
= —p* + = (p* - 1).
p Pt (p )

Ceci montre que (r,s) vérifie aussi i) et iv), ce qui contredit le fait que
(r,s) ¢ A. Le théoréme s’ensuit. O

Nous allons maintenant prouver ’analogue du théoréme dans le cas ou
pfup(a).

Théoréme 1.3.6. Supposons que p { vp(a). Soient r et s des entiers positifs.
Alors

2s—1 25s—2
Z) Si r>s 2 1, tg(s”/‘) :pr+s_l — w .

p+1 ’
W) sir>s>1, tz(T’S):%;
i) sir>0,t(1,r)=0;
) ) _ 25—3
w) sir>s>2 ti(s,r) = p** 3-%"

rs—1 _ 2p> T —pi1

v) sir>s+1,ti(r,s)=p prl 7
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2s—1
vi) sis>1,t1(s+1,8) =p> ! — %;

2s—1 25—2
L _ B —
vii) si s> 1, tas,s) = p?*~1 — Pi% ;

. _ 2p2s—3 _ 11
viii) si s> 2, t1(s,8) = p?*73 — pme'.

Démonstration. Soit r > 0. Alors I'extension F} ,/Fy , est totalement ramifiée
de degré p — 1 d’aprés la remarque Par conséquent, t1(1,7) = 0, ce qui
montre ¢¢). Nous allons maintenant montrer les autres formules.

Supposons d’abord que s = 0. Remarquons que toutes les affirmations, sauf
le v), sont vides et le v) découle du lemme

Supposons maintenant s = 1. Tout d’abord, iv) et viii) sont vides. Ensuite,
i) et vii) découlent du ii) du lemme Montrons que 'on a également vi).

D’apreés le ¢) de la proposition [1.2.11}
t1(2,1) — t2(2,1) = p(¢1(2,0) — t2(1,1)) = —p < 0 (1.15)

puisque t1(2,0) = p — 1 d’aprés le lemme [1.3.3]| et que ¢2(1,1) = p d’aprés le i7)
du lemme Le ii) de la proposition [1.2.11 montre alors que

_2p-ptl

t1(2,1) =11(2 =p—1=
1(7) 1(a0) p p p+1

, (1.16)
i.e. vi).

Supposons toujours que s = 1 et montrons maintenant i) et v) par récur-
rence sur r > 2. Si r = 2, remarquons que v) est vide. En injectant (1.16) dans

(1.15)), on en déduit que
2p? +p—1

(2, ) =p—1dtp=2p—1=
2(2,1) =p p=2p I

ce qui montre ii) dans le cas r = 2. Ceci termine l'initialisation. Supposons
maintenant que i) et v) soient vérifiés pour un certain entier r > 2 et montrons
qu’ils le sont encore pour lentier r+1. D’aprés le lemme[1.3.3) on a to(r+1,0) =
p" — 1. Par hypothése de récurrence, on déduit du i) que

2p% +p—1
to(r,1)=2p—1= —————. 1.1
2(r1) = 2 P (117
D’apreés le i) de la proposition [1.2.11] on a alors que
tg(’/‘ + 1, 1) - tl(T’ + 1, 1) = p(tg(’/‘, 1) — tl(r + 1,0)) (1 ]_8)

=p2p—1-p"+1)=p(2p—p") <0
car r > 2. Le iii) de la proposition [1.2.11} ainsi que ([1.17), montrent donc que

2p° +p—1

t 1,1)=1 H=2p—-1=
2(T+ ; ) 2(7“, ) P Pl

)

i.e. 4i). En injectant cette égalité dans ((1.18)), on obtient alors que

2P —p+1

t 1,)=p T —2p?+2p—1=p"H!
r+1,1)=p p” + 2p p o

i
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i.e. v). Cela prouve donc le théoréme dans le cas ou s = 1.

Notons maintenant A I’ensemble des couples (r,s) de N2 tels que r > s >0
et vérifiant les affirmations i) a wviii) du théoréme. Supposons par l’absurde
qu’il existe (r,s) ¢ A avec r > s > 0. Choisissons le minimal pour 'ordre
lexicographique. Par ce qui précéde, s > 2.

Montrons dans un premier temps que (r, s) vérifie vii) et viii). Par minima-
lité de (r,s), on en déduit que (s,s — 1) € A. En utilisant le 7),

952 p23—3 _ p2s—4 —p + 1

ta(s—1,s) = 1.19
(s —1.) = p e (119)
En utilisant maintenant le vi), on en déduit, car s > 2, que
B 2p2373 —-p +1
t —)=p* - = - 1.20
(5,5 = 1) =p p— (120

D’apreés le i) de la proposition [1.2.11} on en déduit, en utilisant (1.19) et ((1.20)),

que
t1(s,s) —ta(s,s) = p(t1(s,s — 1) —ta(s — 1,5))

25—3 2s—4
2s—3 2s—2 P +p
= — - 1.21
p (P p Pt 1 ) ( )

=p* 3 (—p*+p-1) <0
Le i) de la proposition [1.2.11] ainsi que ([1.20)), montrent donc que

2p23—3 _p + 1

t :t _1:23—3_
s,8) = ti(s,5— 1) = p P

, (1.22)

i.e. viii). En injectant maintenant cette égalité dans ([1.21), il s’ensuit que

_ L. 2pP 3 —p41
ta(s,s) = p> 37 —p+ 1) 4pd - L LT

p+1
P —p+2)(p+ 1) =2 P +p—1 p*4p*?4p—1
p+1 p+1
_ p2571 B p2571 _p2872 —p+ 1
p+1 ’

(1.23)
i.e. vii).

Montrons maintenant que (r, s) vérifie ¢) et iv). Comme s > 2, on a alors
que
2p2s—3 —p + 1
p+1 '

En effet, si » = s + 1, alors cette égalité découle de (1.22)). En revanche, si
r>s+2, alors (r —1,s) € A et ’égalité découle de iv).
Comme (r,s — 1) € A par minimalité, on déduit du ¢) que

ti(s,r — 1) =p* 3 — (1.24)

-2 p2sf3 7p2374 —p + 1
p+1 '

ta(s—1,7)=p (1.25)
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D’apreés le i) de la proposition [1.2.11] on en déduit, en utilisant (1.24]) et (1.25)),

que
ti(s,r) —ta(s,r) = p(t1(s,r — 1) —ta(s — 1,71))
25—3 25—4
— 25—3 _ p +p _ rts—2 1 26
p (p — P ) (1.26)
— p(p2573 _p2574 _ pr+572) <0

car p?=3 —p2s=d —prs=2 < p2s=4(—p3 4 p— 1) < 0 (car r > s). Le ii) de la

proposition|1.2.11} ou ’on a permuté le role de r et s, ainsi que (1.24]), montrent
alors que

2p25—3_p+1
p+1

i.e. v). En injectant maintenant cette équation dans (1.26]), on en déduit que

tl(S,T) = tl(S,’l" - 1) = p2s—3 -

)

22573 —p+1
t s,r) = r4+s—2 4 2s—4 _  25—3 4 25s—3 _

2(s,7) = p(p p p) +p —
b1 p2571 _p2572 —p + 1

p+1

=D

)
ie. 7).

Nous allons maintenant montrer que (r, s) vérifie i), v) et vi). Comme r >
s+ 1, on en déduit que (s + 1,5 — 1) € A par minimalité. Ainsi, en utilisant le

v),
sl —p+1

p+1
D’apreés le ) de la proposition [1.2.11} on en déduit, en utilisant ((1.23)) et (1.27),

que

ti(s+1,s—1)=p* !~ (1.27)

ti(s+1,8) —ta(s+1,8) =p(t1i(s+ 1,5 — 1) — ta(s,s))

2s 2s—1 25—2
9s—1 P+ 2p +p )
= — 1.28
p <p P+l ( )

=p(* = P (p+1) =-p* " <0,
Le 7) de la proposition [1.2.11} ainsi que (1.27)), montrent donc que

2p2s—1_p+1
p+1

i.e. vi). En injectant maintenant cette équation dans ([1.28)), il s’ensuit que

ti(s+1,8)=ti(s+1,5s—1)=p> 1 —

)

25,1_2]728717134’1 _ 2p25+p71

ta(s+1,5) =2
2( )=2p P+l PN

7

i.e. 7i) dans le cas r = s + 1. Remarquons que iv) est vide pour r = s+ 1. On a
ainsi montré que (s +1,s) € A. Comme (r,s) ¢ A, on en déduit que r > s + 2.

Il nous reste plus qu’a montrer que (r, s) vérifie i¢) et v) pour r > s+ 2. Par
minimalité, (r — 1,s) € A. En utilisant le i7), on obtient que

2T 4+p—1

ta(r—1,s) |

(1.29)
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De méme, (r,s — 1) € A. En utilisant le v), on a ainsi que

rrs—2 2p2571 7p+ 1
p+1

D’apreés le i) de la proposition [1.2.11] on en déduit, en utilisant (1.29)) et (1.30)

que

ti(r,s—1)=p (1.30)

to(r,s) —t1(r,s) = p(ta(r — 1,8) —t1(r,s — 1))
2p2sfl +2p25 N 2>
= - = TS 1.31
p( P p (1.31)
_ 7p(pr+372 _ 2p2571) <0

car r > s+2 et p > 3. Le 4i) de la proposition [1.2.11} ainsi que ([1.29), montrent
alors que

2% +p—1
p+1
i.e. i1). En injectant cette égalité dans (|1.31)), il s’ensuit que

t2(ra 5) = tQ(T - 175) -

i

_ _ 2% +p—1
t — r4+s—2 2 2s—1

1(r,s) = p(p P )+7p+1
r4+s—1 2p28+1 —Pp + 1

)
ie. v).

Ou vient ainsi de montrer que (r,s) € A, ce qui est absurde. Le théoréme
s’ensuit. O

Remarque 1.3.7. L’utilisation du théoréme m (Hecke) semble plus adapté
a ce probléme que ne est le calcul explicite d’une uniformisante de Fy 4/ Fy s_1
[46, Lemma 5.7,Lemma 6.4]. Outre les généralisations évidentes (comme le fait
que I'on considére une extension non ramifiée de Q, plutot que Q, et un a € F*
a la place de a € Z C Z,, avec vp(a) € {0,1}), I'utilisation du théoréme
nous permet de calculer des sauts que 1’on ne peut calculer dans [46]. Dans [46,
§5, §6], 'auteur ne peut calculer ¢, (r, s) et t2(r, s) que pour 7 > s tandis que dans
les théorémes et on peut les calculer méme si r < s. Par exemple,
comme v,(2) = 0, le i) du théoréme affirme que le saut de l’extension

Qp(Gp2s 2177") JQp (G2, 21/77) est egal &

3 2

p p p+1 5 9
(2. 4)=p? -5 —F % " —pd _p?2 42— 1.
2(7) p P+l p p p

1.4 Calcul des groupes de ramification de Gal(F, ;/F).

On se propose de calculer explicitement la suite des groupes de ramification
de Gal(F, s/F) avec r > s. Commencons par le cas ot p | vp(a). Nous avons
besoin, au préalable, de quelques inégalités concernant les fonctions ¢(.,.) et
ta(.,.) et de quelques propriétés concernant deux suites que 'on définira dans
le lemme Ces suites nous serviront pour décrire les sauts de Gal(F, s/F)
dans le cas ou p | vp(a).
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Lemme 1.4.1. Pour tout entier s > 1, on a
i) ti(s+1,8) <ta(s+1,s+1);
i) ta(s,s) <ti(s+1,s).

Démonstration. D’aprés le i) et le iv) du théoréme [1.3.5] on obtient que

-1
ti(s+1,8) —ta(s+1,s+1) = %(pzs +p* ) — p¥ Tl = —p? <0

et

1
ta(s,s) —ti(s+ 1,s) = p> L = Lo 1y p?) = p¥ 12 - p) < 0.
p+1
O

Lemme 1.4.2. Soient r > s > 0 des entiers. Construisons par récurrence deuz
suites d’entiers positifs (r);>o et (s));>0 comme suit : r® = s = 0 et,
pour i > 0,

(min{r,r® +1},50) si s() = 5
(D) 5i+D)y = (r® +1,59) si s £ 5 et sir® =350 . (1.32)
(r®, s 4 1) si s #£ 5 et sir® £ 50

On a alors les propriétés suivantes :

i) les suites (r); et (s\V); sont croissantes et stationnaires de limites respec-
tives T et s. On note alors ig le plus petit entier i tel que (r(0), s(0)) = (r,s).

i) soit i >0 tel que s # 5. Alors v € {s() s() 4 1},
iii) pour tout i >0, (M > s,

Démonstration. i) Remarquons que par construction, la suite (s(i))l- est crois-
sante et majorée par s; elle est donc stationnaire. Notons s’ sa limite. Notons
i1 le plus petit entier tel que s(i) = g'.

Supposons par I’absurde que s’ < s. Soit 7 > ¢1. Alors, on ne peut pas avoir
r £ s() = ¢ car alors, cela signifierait que s’ = s’ + 1 d’aprés , ce qui
est absurde. Il s’ensuit donc que 79 = s(9) = s’ pour tout i > i1, ce qui est une
nouvelle fois absurde puisque d’aprés , on obtiendrait une fois encore que
s’ = s + 1. On a ainsi montré que s’ = s.

Montrons que la suite (r(*)); est croissante. Par construction de (r(?);, il est
clair que r(® < ... < (1= (car s() # s pour tout i < i; —1). De plus, d’aprés

(1.32), appliqué a i =i, — 1,

(i1) _ ’r'(h—l) +1 Z T(il—l) si T(il—l) _ 5(7;1—1)
T - T(il—l) si T(il—l) 7& S(il—l)

Ainsi, r(=1) < (1) Enfin, soit ¢ > 4;. Comme s(i) = s et que la suite
(s)); est croissante, il s’ensuit que s = s. D’aprés (1.32), on a alors que
r0*+D) = min{r,r® + 1}. En particulier, r(¥ < 70+, La suite (r(?);>;, est
donc croissante. Par conséquent, la suite (r(V));>; est donc elle aussi croissante.
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Comme s’ = s, il en résulte, d’aprés (1.32), que 70+ = min{r r® + 1}
pour tout i assez grand. Comme (r()); est une suite croissante, on en déduit
alors qu’elle est majorée par r. Elle est donc également stationnaire. Notons r’
sa limite. On a alors la relation 7/ = min{r, " + 1}, d’ou 7' = r.

i1) Clairement, ii) est vide si s = 0 puisque 59 = 0. Supposons donc que
s > 0. D’apres i), il existe un plus grand entier i; > 0 tel que s() £ s pour tout
i <.

Si i1 = 0, alors i) est clairement vérifié puisque 7(?) = s(©) = 0. Supposons

donc que i; > 1 et montrons i) par récurrence pour i € {0,...,i;}. Pour
i = 0, c’est clair. Supposons maintenant que i) soit satisfait pour un certain
1€ {0,...,41 — 1} et montrons qu’il l'est encore au rang i + 1.

Supposons tout d’abord que ) = s, Comme s # s, il s’ensuit alors,
d’aprés (1.32)), que s+t = 5() et que

PHD 2 p) 41 = g0 4 = g(+D) 4 q,

ce qui montre I’hérédité.
Supposons maintenant que (¥ = s(9) + 1. Comme s() # s, il s’ensuit alors,
d’aprés (1.32)), que s0+D = s() 41 et que

Pl — () = g 4 = g+
ce qui montre & nouveau I’hérédité. On en déduit ainsi 4i).

i41) Procédons par récurrence sur ¢ > 0. Pour ¢ = 0, c’est clair. Supposons
que 4ii) soit vrai au rang ¢ et montrons qu’il est encore vrai au rang i + 1.

Si 50+ = s, alors on a clairement que 7+ > s+ d’aprés 44). Si on
suppose maintenant que s() = s, alors d’aprés ([.32), on a que st = s
et que 70D = min{r,r® 4 1}. Or, r > s et () > s()) = 5 par hypothése de
récurrence. 11 s’ensuit donc que (it > s = (1) ce qui montre & nouveau
I’hérédité dans ce cas.

Supposons enfin que s0t) = s et que s # 5. Comme sUTD £ s on
déduit alors de que l’on est dans la situation ou (9 # (), Ainsi, s+ =
s +1 et 70D = () Comme s # s et que 79 # s, on déduit alors du
ii) que 79 = s() 4+ 1. Des différentes formules que 1’on a montrées, on obtient

alors que
Pt = p () = () 4 1 = g+

ce qui montre encore ’hérédité dans ce cas. On en déduit maintenant ii¢). O

On peut maintenant prouver le théoréme L’affirmation i) de ce théo-
réme ayant été déja prouvé dans le lemme [1.4.2] il nous reste & montrer :

Théoréme 1.4.3. Supposons que p | vp(a). Soient r, s des entiers positifs avec
r > s et r > 1. Reprenons les notations et les suites (r"); et (s%)); définies

dans le lemme[1.4.3. Alors les i (cf lemme[1.4.2, ii)) sauts de F, ,/F sont les

t (r0H) 504D 53 5D = 5 ou si () = 5(0)
T = . . 4 4 ,
’ to(rH1) s(H1)) 5i 5 £ 5 et 577D £ 5()

avec i € {0,...,i9g — 1}. De plus, pour i € {0,...,i9 — 1}, on a
Gal(Frys/F)ﬂ = Gal(Fns/Fr(i)7s(i)).
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Démonstration. Par définition de ig, on a pour tout i < ig que (r(i),s(i)) #*
(r,5) = (rli0) s(0)), Remarquons que si ig = 1, alors le théoréme est vérifié. En
effet, si ip = 1, alors (r,s) = (r™M),s()) = (1,0). D’aprés le lemme Fio/F
a un unique saut égal a t1(1,0). D’aprés le lemme [1.3.3] ce saut est égal & 0. En
particulier, 0 est le premier saut de Fy o/F), i.e.

Gal(Flyo/F)o = Gal(FLO/F).

On en déduit donc le théoréme dans le cas ot ig = 1 puisque 79 = t1(1,0) =0
et que 79 = 500 = 0 par construction des suites (r"); et (s());. Supposons
donc & partir de maintenant que ig > 2.

Pour tout i > 0, notons K; := F.) 4. Par définition des suites (r(i))i et
(5); et des sauts t1(.,.) et ta(.,.) (cf lemme [1.1.4)), on remarque que 7; est
Punique saut de K;4+1/K;.

On souhaite montrer que 79 < -+ < 7,—1. Soit ¢ € {0,...,i9p — 2} et mon-
trons que 7; < Tij41.

Supposons dans un premier temps que s = s. Comme i < ig — 2, on a
alors, par définition de ig, que r < r et r0+1) < r. D’aprés le (1.32) du lemme
on obtient alors que

(0D DYy = () 1 ) et (r0F2) s(+2) = () 42, ).
Il en résulte donc que
T; = tl(’l"(i) + 178) et Ti+1 = tl(?"(i) + 2,8).

En appliquant la remarque avec r = 2,7 = 1 et avec s’ = s, on obtient
alors que Fy ;/F} s est totalement ramifié. Il s’ensuit, en appliquant la proposi-
tiona K =F setaa=(, (et donc, K; = Fy;), que la suite (¢1(j, s));>1
est strictement croissante. En particulier, 7, < 7;41.

Supposons maintenant que s # s. Supposons également que r( = s,

Dans ce cas, en utilisant deux fois le du lemme on a que E|
(T(Hl)’ 5(i+1)) — (S(i) +1, S(i)) et (r(i+2)’ s(i+2)) - (S(i) +1,s% + 1).
Par conséquent,
1 =t1(sD +1,sD) et 7149 = ta(s® + 1,5 +1).
Le i) du lemme appliqué a s = s(9, montre alors que 7; < Tit1-

Enfin, supposons que 7 # s Alors 7(V) = s(9) 41 d’aprés le i) du lemme

En utilisant le (1.32)) du lemme [1.4.2] on obtient alors que
(r+D) s0HD) — (50 11 50 1 1),

et donc, r(ith) = g(i+1),

3g(i+1) # s car s+ = 5() #*s
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Remarquons que 7+t = . En effet, si #(t1) = 7, on aurait alors que
s0FD = ¢ Or, r > s et s > s0+Y) d’aprés le 4) du lemme Il s’ensuit
donc que s0t1) = 5. Dot (r0+Y s+ = (1 5), ce qui est absurde puisque
i+ 1<io—1<ip.

Comme 71 £ r et que r0*+1) = s(+D on deduit alors, que P'on aille

s =sou s £, de que
(T(i+2)’ s(i+2)) — (S(i) +2,50 4 1).
On a alors que
i =ta(sW + 1,50 1) et 7y g = t1(sD +2,59 +1).
On déduit du i) du lemme appliqué a s = s + 1, que 7; < Ti41.

On a donc montré que 79 < - -+ < 7;,—1. D’aprés le i) du lemme r@ >
s() pour tout 7 > 0. L’extension K;/F est donc galoisienne pour tout i. Comme
7; est 'unique saut de K;,1/K;, le corollaire montre donc que les sauts
de F, /F sont les 7o,...,7;,—1 et que Gal(F, s/F), = Gal(F, /K;), ce qui
correspond précisément aux sauts et aux groupes énoncés dans le théoréme. [

Dans le corollaire ci-dessous, nous donnons explicitement la valeur du dernier
saut de F, ;/F, ainsi que son dernier groupe de ramification.

Corollaire 1.4.4. Supposons que p | vp(a). Soient r, s deuz entiers positifs tels
que T > s et r > 1. Alors le dernier saut de l'extension F, ;/F est

ti(r,s) sir > s
Tig—1 =
ot ta(r,s) sir=s

De plus, le dernier groupe de ramification non trivial est égal a

Gal(Fs/Fr_15) siT > s

Gal(F,,/F), _, =
al(Frs/ F) ‘0 {Gal(Fr,S/Fm_l) SiT =5

Démonstration. D’aprés le théoréme [1.4.3] le dernier saut de F, ;/F est égal a

S t1(r(i0) s(0)) gi s0=1) = 5 ou si r(l0~1) = 5lo—1)
Tio=1 =) 4, (plio) (o)) i s(io—1) % g gf si plio—1) £ glio=1)

et le dernier groupe de ramification non trivial est égal a
Gal(Frs/F)r,, o = Gal(F s/ F o1 s60-1))-
Par construction des suites (r(¥); et (s(V);, on remarque que
(rlo=1) sto=y e {(r —1,s), (r,s — 1)}. (1.33)

Comme (r(%), 5(0)) = (r, 5), on en déduit que pour montrer ’affirmation concer-
nant le dernier saut, il suffit de montrer que

7> s s = g ouplom) = glo=1),
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De plus, pour montrer affirmation concernant le dernier groupe de ramification,
il suffit de montrer, d’aprés ([1.33)), que

rlo=l) —p _1ar>s.

En résumé, pour montrer le corollaire, il suffit de montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) ro=t =p —1;
ii) so=1) =5 ou rllo=1) = glo=1),
iii) r > s.
i) = ii) : si r(0=1) = — 1, alors d’aprés , on obtient que s(0~1 =g,

ce qui montre I'implication souhaitée.

i1) = iii) : supposons que s™©~1) = s. De (1.33), il s’ensuit alors que
rlo=1) = r — 1. De plus, du i) du lemme [1.4.2) on en déduit que (o= >
s(=1)_On obtient donc que

r=plo=1 41 > slo=1) 4 1=g41.

Supposons maintenant que slio=1) # s et que rlio=1) = glio—1) D’apreés

(1.32)), on a alors que
po=plo) = plo=1) 4 1 = glio—=1) 4 15 g4 1.
On en déduit ainsi 'implication souhaitée.

1i1) = 1) : supposons par ’absurde que rlo=1) £y — 1 ie. que rlo—1 =
d’apreés (1.33). Il s’ensuit alors que s(®~1) = s — 1. Comme r > s, on obtient
alors que r(0~1 > so=1) D’aprés le i) du lemme cela signifie que
plio=1) = 5(io=1) 1 1 je. r =5 ce qui est absurde par hypothése. On en déduit
ainsi I'implication souhaitée, et donc le corollaire. O

Traitons & présent le cas p 1 vp(a). Nous avons besoin, au préalable, de
quelques inégalités concernant les fonctions t1(.,.) et t2(.,.) et de quelques pro-
priétés concernant deux nouvelles suites (r(?); et (s()); que 'on définira dans
le lemme Ces suites nous servirons pour décrire les sauts de F,. ;/F (avec
r > s) dans le cas ou pt{vp(a).

Lemme 1.4.5. Pour tout entier s > 1, on a
i) t1(s+2,8) > ta(s+1,5);
i) ta(s+1,8) > t1(s+1,s —1).
Démonstration. En utilisant le v) et le ii3) du théoréme[1.3.6] on a que

os1 20T —p4+1 2P 4p—1
p+1 p+1
:p28+1 _2p28 > 0

ti(s+2,8)—ta(s+1,8)=p
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et

2p* +p—1 2>t —p+1
D p _pPlg b p
p+1 p+1

_ 2p2s o p2sfl > 0.

ta(s+1,8) —t1(s+1,s—1) =

O

Lemme 1.4.6. Soient r > s des entiers positifs tels que r > 1. Construisons
par récurrence deuz suites d’entiers positifs (r); et (s)); comme suit : () =
50 = O,r(l) = 175(1) =0 et, pour tout 1 > 1,

(min{r,r® 4+ 1},50) i s = 5
(PHD) 1)) 2 (r® s + 1) si s #£ s et sir® =7
(r( )+1 s 5is0) £ s sir® Ly et sir® =50 41
(r@ s 1) si s £ s, sir® £ et sir® £ 50 41
(1.34)
On a alors les propriétés suivantes :

i) les suites (1)), et (s%)); sont croissantes et stationnaires de limites respec-
tives et s. On note alors ig le plus petit entier i tel que (1) s(0)) = (1 s) ;

i) soiti > 1 tel que D) %1 et sO) £ 5. Alors v € {s() 41,5 + 2} ;
i) soit i > 1 tel que r® #r. Alors v > s +1;

i) pour tout i > 0, on a que r > g ;

v) soit i >0 tel que s # s. Alors () < s() 42,

Démonstration. i) Remarquons que les suites (r("); et (s%)); sont croissantes
et majorées respectivement par r et s. Elles sont donc stationnaires. Notons 7/
la limite de (r(?); et s’ celle de (s());. Notons i; le plus petit entier tel que
sti) = ¢/,

Supposons par I’absurde que s’ < s. Supposons également par I’absurde que
r’ < r.Soit i > i1 un entier On ne peut donc pas avoir 7(9) # s(0) 41 car cela
signifierait, d’aprés , que s’ = s’ + 1, ce qui est absurde. Il s’ensuit donc
que () = () 4 1 =5 + 1 pour tout i > iq, ce qu1 est une nouvelle fois absurde
puisque d’aprés (1.34), on aurait que s’ +1 = s’ + 2. On a ainsi montré que
v =r.

Comme s’ < s et v’ = r, on déduit alors de que s’ = s’ +1, ce qui est
encore une fois absurde.

On a ainsi montré que s’ = s. En utilisant une fois encore , on en
déduit que ' = min{r,r’ 4+ 1}, et donc que ' = r, ce qui montre i).

i1) Il est clair que i7) est vide si s = 0 puisque s(® = 0. Supposons donc que
s> 0. Comme 7 > 1 et que 7(*) = 5(0) = 0, on déduit alors du i) qu'il existe un
plus grand entier i; > 0 tel que r(@ = r pour tout i < iy.

Remarquons que si i1 = 0, alors i) est vide. Si i1 = 1, alors i) est clair
puisque () =1 et s() = 0. Nous allons maintenant montrer i1) dans le cas ou
i1 > 2.
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Montrons i) par récurrence pour i € {1,...,41}. Pour i = 1, c’est clair car
(1) =1 et s() = 0. Supposons maintenant que 11) soit satisfait pour un certain
i€{l1,...,i1 — 1} et montrons qu’il ’est encore au rang i + 1.

Supposons que () = () 41, Comme s # s et que (9 % r par hypothése,
on déduit alors de que st = 50D et que

p+D) — @) 1 = 50) 4 9 — g(i+D) | o

ce qui montre I'hérédité.
Supposons maintenant que r(® = s + 2. Comme s # s et que () # r
par hypothése, on déduit alors de (1.34) que st = s() 4+ 1 et que

p+D) — () = () g — GG+ | 1
ce qui montre & nouveau ’hérédité. On a ainsi montré 7).

i4i) Comme r > 1, on déduit alors du ) qu'’il existe un plus grand entier i,
tel que 7" # r pour tout ¢ < ;. Remarquons que iii) est vide si i, = 0. Si
i1 = 1, alors i) est clair puisque ) =1 et sV = 0. Nous allons maintenant
montrer i) dans le cas ou i1 > 2.

Montrons 4ii) par récurrence pour i € {1,...,4;}. Pour i = 1, c’est clair
puisque 7 = 1 et s(0) = 0. Supposons maintenant que 141) soit vrai pour un
certain entier ¢ € {1,...,7; — 1} et montrons que ii) est encore vérifié au rang
1+ 1.

Si st £ s alors comme (1) =£ ¢ on a que (D > sG+D £ 1 d’apres
11). Si on suppose maintenant que s() = s, alors d’aprés , on obtient donc
que st = 50 et que 0+ = min{r,r® 4+ 1}. Or, 7D #£ r et () > s 41
par hypothése de récurrence. Il s’ensuit donc que

T(i+1) — ,,,(’L) 4 1 2 8(1) 4 2 — 5(i+1) 4 2 Z S(i+1) =+ 17

ce qui montre, une fois encore, ’hérédité dans ce cas.

Supposons maintenant que st = s et que s # s. Comme s+ £ ()
on déduit alors de que st = 5041 et que r(tD) = () De plus, comme
() £ r, cette situation ne peut se produire que si (¥ # s +1. Comme s(9) £ s,
on déduit alors du i) que r( = s() 4 2. Des différentes formules que l’on a
montrées, on obtient alors que

p+D) — () = () L g — g+ | 1

ce qui montre & nouveau I’hérédité dans ce cas. On en déduit maintenant 7).
i) Si i = 0, alors iv) est clair puisque r(_o) = s(® = 0. Supposons donc que

i>1.8ir® # r, alors le fait que r@ > s découle du ii1) de ce lemme. En

revanche, si r(? = r, alors comme r > s et que s > s d’aprés le i), on en
déduit aussitot que r@ > 5(0) et iv) s’ensuit.

v) Clairement, v) est vide si s = 0 puisque s(°) = 0. Supposons donc & partir
de maintenant que s > 1. D’aprés i), il existe un plus grand entier i; tel que
s® =+ s pour tout @ < ij.
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Si i1 = 0, alors v) est clair puisque 70 =0 et s =0. De méme, si i; = 1,
alors v) est clair puisque ") =1 et s(') = 0. Supposons donc que i; > 2.

Montrons v) par récurrence pour ¢ € {0,...,4i1}. Pour i = 0 et ¢ = 1, c’est
clair d’aprés le paragraphe précédent. Supposons maintenant que v) soit vrai
pour un certain entier ¢ € {1,...,4; — 1} et montrons que v) est encore vérifié

au rang ¢ + 1.

Si r(+1) =£ 1 alors, comme s0H) £ s on a que 70D < 50D £ 2 d’apres le
ii) de ce lemme. Si on suppose maintenant que () = r, alors comme 5(*) # s, on
déduit de que 7D = () et que sO+D) = s() + 1. Comme s 42 > ()
par hypothése de récurrence, on en déduit alors que

sOTD 2= 43> 7,0 41 =70+ 47

ce qui montre une fois encore I’hérédité dans ce cas.

Supposons maintenant que (1) =1 et que 79 # 7. Comme 7+ £ (),
on déduit alors de que D = () 1 1 et que s0H) = s, De plus,
comme s # s et que 7V 3 r, alors d’aprés (1.34)), cette situation ne peut se
produire que si (¥ = s() 4+ 1. Des différentes formules que 1’on a montrées, on
obtient alors que

s Lo = () £ g = p() 41 = p(i+),

ce qui montre & nouveau I’hérédité dans ce cas. On en déduit maintenant v).
O

On peut maintenant prouver le théoréme L’affirmation i) de ce théo-
réme ayant été déja prouvé dans le lemme il nous reste a montrer :

Théoréme 1.4.7. Supposons que p { vp(a). Soient r > s des entiers positi
tels que r > 1. Reprenons les suites (rV); et (s)); définies dans le lemme
Alors les ig (cf lemme L i)) sauts de F, s/F sont 7o = t1(1,0) =0 et les

tl T(7'+1 7.+1)

( ) sis
to (D) 541 g 7$ setr® =y
e ty (r0HD) 5041 g s( D, r®W Lretr®) =50 41 7
to(rOHD s(H1)) 5 () L g () oL et () £ 5 41

avec i € {1,...,i9 — 1}. De plus, pour i € {0,...,io — 1}, on a :
Gal(Frys/F)ﬂ = Gal(Ffpys/Fr(i)’s(i)).

Démonstration. Par définition de ig, on a (r, s()) # (r,s) = (r(), s(0)) pour
tout 7 < ig. Remarquons que si ig = 1, alors le théoréme est vériﬁé En effet, si
io = 1, alors (r,s) = (rM,s1)) = (1,0). D’aprés le lemme 4 Fio/F aun
unique saut égal a t1(1,0). D’aprés le lemme|1.3.3] ce saut vaut 0 En particulier,
0 est le premier saut de Fy o/F, i.e.

Gal(F]_,Q/F)Q = Gal(FLo/F).

On en déduit donc le théoréme dans le cas ou ig = 1 puisque 79 = ¢1(1,0) =0
et que 7(9) = 5(®) = 0 par construction des suites (r(?); et (s(?));. Supposons &
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partir de maintenant que ig > 2.

Pour tout i > 0, notons K; = F. 4. Par définition des suites (r(@); et
(5D); et des sauts t1(.,.) et ta(.,.) (cf. lemme , on remarque alors que 7;
est 'unique saut de K;11/K;.

On souhaite montrer que 0 = 79 < +-- < T;,-1. Soit ¢ € {0,...,i9g — 2} et
montrons que 7; < T;41.-

Supposons ¢ = 0. On déduit alors de (1.34) que

)
ysisM £ setsi v =7

ysis #£s, sir(®M £retsir® =50 41
ysisM #£ s, sir(M £retsir® #£s0 41

Comme (r(M, s(M) = (1,0) # (r,s) car 39 > 2, il en résulte donc que

t1(2,0)sis=0our #1
T:
YT (1) sis£Oetr =1

Or, t1(2,0) = p—1 d’aprés le lemme|1.3.3|et t2(1,1) = p d’aprés le i7) du lemme
Dou 0=m <.

Supposons & partir de maintenant que ¢ > 1. Supposons également que
s = 5. Comme i < iy — 2, on a alors, par définition de iy, que 7" < r et que
r(+D) < 1. De (1.34), on a alors que

(T(i—&-l)’ S(H—l)) _ (T(z’) +1,s)et (T(i+2)’8(i+2)) _ (T(z‘) +2,5).

Alinsi, . .

T, = tl(T(Z) + 1,8) et Ti+1 = tl(T(IL) + 278).
En appliquant la remarque [1.1.3| avec 7 = 2,7’ = 1 et avec s’ = s, on obtient
alors que Fy ;/F} s est totalement ramifié. Il s’ensuit, en appliquant la proposi-

tion AaK =F ,etaa=C(, (et donc, K1 = Fy,), que la suite (t1(J,s));>1
est strictement croissante. En particulier, 7; < 7;41.

A partir de maintenant, supposons que s # 5. Supposons également que
r() = r. Comme i < iy — 2, on a alors, par définition de ig, que s() < s et que
s+ < 5. De (1.34), on a alors que

(D 0Dy = (r s 4 1) et (r0+D) s0F2) = (1, 5D 4 2).
Ainsi, , 4
i = to(r, s 4+ 1) et 71 = to(r, s 4 2).
En appliquant la remarque [1.1.3| avec s = 1,7" = r et avec s’ = 0, on obtient
alors que F,.1/F, o est totalement ramifié. Il s’ensuit, en appliquant la proposi-

tion aK ="F.etaa=a (et donc, K1 = F,.1), que la suite (¢2(r,5));>1
est strictement croissante. En particulier, 7, < 7;41.
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Supposons en plus a partir de maintenant que r(®) = r. Supposons également
que r® # s £ 1, Du #i) du lemme [1.34] il s’ensuit alors que r® = s() +2. De
(1.34), on en déduit alors que

(T(i—‘,-l)7 S(i-i—l)) — (s(z) 4 27 S(i) + 1)_

Remarquons que 7t1) = ¢ puisque r**1) = r(9) £ . Remarquons également
que D = s+ 1 1. Ainsi, que lon aille s) = s ou s(*) # s, on déduit alors

de (1.34) que
(r0F2) 02y = (D 41 0FD) = (s 4 3 50) 1),
On obtient donc que
7= ta(sW + 2,50 + 1) et 741 = t1(sW + 3,50 +1).

Le ¢) du lemme , appliqué a s = s( 4 1, montre alors que 7; < Ti41.

Enfin, supposons que 7" = s(9) 4+ 1. De (1.34)), on en déduit alors que
(r0+D | (D) = (50 4 9 50,

Remarquons que s+ =£ s puisque sCTD :_s(") # s. Remarquons également
que r(*+1) = s+ 4 92 Ainsi, que 'on aille 7 = 7 ou " # r, on déduit de
(39 que

(T(i+2)75(i+2)) _ (,r(iJrl)’S(iJrl) + 1) _ (S(z) + 2,5(7,') + 1)

On obtient alors que

T = tl(S(i) —+ 2, S(i)) et Ti+1 = tQ(S(i) —+ 2, 8(2) —+ ].)

Le #i) du lemme , appliqué a s = s 4 1, montre alors que 7; < Tj41.

On a donc montré que 7 < -+ - < 7;,—1. D’aprés le iv) du lemme r@ >
50 pour tout 7 > 0. L’extension K;/F est donc galoisienne pour tout i. Comme
7; est Punique saut de K,,/K;, le corollaire montre donc que les sauts
de F, /F sont les 7,...,7;,—1 et que Gal(F, s/F),; = Gal(F, /K;), ce qui
correspond précisément aux sauts et aux groupes énoncés dans le théoréme. [

Dans le corollaire ci-dessous, nous donnons explicitement la valeur du dernier
saut de Gal(F, s/F'), ainsi que le dernier groupe de ramification non trivial.

Corollaire 1.4.8. Supposons que p { vp(a). Soient r > s des entiers positifs
tels que r > 1. Alors le dernier saut de lextension F,.  /F est o =0 siig =1

(lemme[1..6, i)) et
ti(r,s) sir>s+1
Tio—1 =
ot ta(r,s) sir € {s,s+ 1}
si ig > 2. De plus, le dernier groupe de ramification mon trivial est égal a

Gal(F,s/F) siig=1 et

Gal(Fys/Fr_1,5) siTr>s+1

Gal(F,,/F), , =
al(Ers /e, {Gal(FT,S/Fm_l) sire{ss+1}



42 CHAPITRE 1. GROUPES DE RAMIFICATION

siig > 2.

Démonstration. Rappelons que 7@ = s(O = 0. Si iy = 1, alors d’aprés le
théoréme [1.4.7, 79 = 0 est l'unique saut de F, ;/F. De plus, comme F, ;/F est
totalement ramifié d’apres le lemme [T.1.2] il s’ensuit que

Gal(F,s/F)o = Gal(F, s/ F).
Le corollaire est ainsi vérifié dans le cas ot ig = 1. Supposons maintenant que

19 > 2.

Par définition de ig, on a que (%) s(0)) = (r,5). De plus, d’aprés le (T.34)
du lemme [T.4.6] il est clair que

(?ﬂ(io*U7 S(l’o*l)) e{(r—1,s),(r,s—1)}. (1.35)

Ainsi, on a soit r(0=1) = r soit s(0~1) = 5. Du théoréme on en déduit
alors que
(o) s60) = ¢y (1, 5) si stomD =5
o1 = to(r(0), s(10)) = ty(r, 5) si slio=1) £ 5

et que le dernier groupe de ramification non trivial est
Gal(Fys/F)r, ., = Gal(Fr s/ Fo-1) s60-1)-

Ainsi, pour montrer 'affirmation concernant le dernier saut, il suffit de mon-
trer que
r>s+1e st =g

De plus, pour montrer affirmation concernant le dernier groupe de ramification,
il suffit de montrer que

ro) —p _1aor>s+1.

En résumé, pour montrer le corollaire, il suffit de montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) rlo=1) =p —1;
ii) slio—=1) — g+
i) r> s+ 1.
i) = ii) : c’est clair car si (0= = — 1, alors st~ = s d’apreés (I.35).
i) = iii) : supposons que s(0~1 = s et donc que r(*0~Y = — 1 d’aprés
. D’apres le iii) du lemme on en déduit alors que
r=rlot) 1> 5007 p 9 =542
ce qui montre I'implication souhaitée.
iii) = i) : supposons par l’absurde que 7(*°=1 £ r — 1. D’aprés (L.35), cela
signifie que r(0~1) =1 et que s~ = s — 1. Comme r > s + 1, il s’ensuit que

rlo=1) > 5(G0=1) 1 9 ce qui contredit le v) du lemme On a ainsi montré
I’implication souhaitée, et donc le corollaire. O
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Nous allons conclure cette section en montrant que le dernier saut de 1’ex-
tension F,. s/F est proche de lindice de ramification de cette extension. Plus
précisément, nous avons :

Proposition 1.4.9. Soientr > s des entiers positifs avec (r,s) # (1,0). Notons
T le dernier saut de F, ;/F. Alors p*T > e(F, 4|F).

Démonstration. Comme (r(), s()) = (1,0), 'hypothése (r,s) # (1,0) équivaut
a dire que ig > 2 (lemme [1.4.6] 4)). Rappelons, d’aprés le lemme [1.1.2] que
e(F.s|F) = (p— 1)p"+*~1. Commengons par le cas ou p | vp(a). D’apres le

corollaire on a alors que
T {tl(ns) sir>s

ta(s, s) sinon
D’aprés le théoréme [1.3.5] il s’ensuit que

prreTl —p?s 4 %(p% —1)sir>s

2s=1 _ 1) sinon

Remarquons que, a quelques calculs élémentaires prés, 1" correspond précisément
au nombre [ de [2, Proposition 2.1 2)]. Comme p*T > p*(T + 1), le [2, Lemma
2.2] permet alors de montrer I'inégalité souhaitée dans le cas ou p | vp(a).

Supposons maintenant que p ¥ vr(a). D’aprés le corollaire [1.4.8] on a alors
que

T— ti(r,s)sir>s+1
) ta(r, 5) sinon

D’aprés le théoréme [1.3.5] il s’ensuit alors que

2s 25—2
pAPTT "4p—1 s
s sir=s
2s
T=L 2 4p=l g
orr Sir=s +1
r+s—1 _ ,2s 2p%stl _p41

p p s sir>s+1

Commencons par le cas 7 = s. Nous allons montrer ’inégalité ci-dessous, qui
est plus forte que celle demandée,

PzT >(p— 1)p2s = e(Fsy1,6|F).

Par quelques calculs élémentaires, cette inégalité est équivalente a l'inégalité
2p%% + p3 — p? > 0, qui est clairement satisfaite. Le lemme est donc vérifié dans
le cas r = s.

Supposons maintenant que r = s + 1. Comme

p25 +p2572 +p7 1

T >
p+1

)
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on en déduit alors que p>T > (p — 1)p?* d’aprés le paragraphe précédent. L’in-
égalité du lemme est ainsi également satisfaite dans le cas o r = s + 1.

Pour finir, supposons que » > s + 1. Pour pouvoir conclure, il suffit de
montrer que

2p23+1 —p + 1
3 r+s—1 _ , 25 > -1 7‘+s—1.
p (p p P >(p—1p

Cette inégalité équivaut & montrer

PSR it 4 prts—l s 2848 2p*stt — pt +p3.
o p+1

1l est clair que si cette inégalité est vraie pour r = s+ 2, alors elle est vraie pour
tout r > s + 2. Montrons donc que

2 2s+4 _ 4 3
2o3 _ 2642 | 241 S R e

25+4
P = pt1

p

Par quelques opérations élémentaires, cette inégalité est équivalente & :
P’ —2p° —2p+ 1) > —p* +p°,

qui est clairement vérifiée puisque le terme de droite est négatif, tandis que celui
de gauche est positif. Ceci prouve le lemme. O



Chapitre 2

(Généralisation d’un théoréme
de Galateau

Ce chapitre est quasimment un copier-coller de I’article [34]. La seule différence
entre [34] et ce chapitre est le texte introductif de la section 2.2 qui a été rajouté
(et qui est lui aussi un copier-coller d’une partie de I'introduction de cette thése).

2.1 Rappels et notations.

2.1.1 Hauteur de Welil.

Soient K un corps de nombres, x € K et p un idéal premier de Ok au-dessus
d’un premier p € Q. Notons vp(z) la valuation de = en p (i.e. 'exposant de
p dans la décomposition en idéaux premiers de zOk) et |z|, = p e (@)/vp(p)
L’ensemble des places finies de K est noté MY(K) et celui des places infinies
M (K). Notons également M(K) = M°(K)UM>(K). Pour tout v € M°(K),
on confond v et son idéal premier associé. De méme, pour tout v € M*>(K),
on confond v et ses plongements associés.

Soit v une place de K. On note K, le complété de K en v. Si v € M°(K),
on note d, le degré local K, : Q] ou p est le premier au-dessous de v. De la
méme fagon, si v € M*(K), on note d, = [K, : R].

Avec ces différentes notations, on a :

Proposition 2.1.1 (Formule du produit, Proposition 1.4.4, [10]). Pour tout
z e K*,
Z d, log |x|, = 0.
ve M(K)

Définissons maintenant la hauteur logarithmique et absolue de Weil.

Définition 2.1.2. Soient z € Q et K un corps de nombres le contenant. On
définit la hauteur logarithmique et absolue de Weil, notée h(x), par :

1
h(z) = d, 1 x{1, |z[,}.
0= e, 3 e losmd el

45
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Remarque 2.1.3. Cette hauteur est appelée absolue car elle ne dépend pas du
corps contenant x (cf [10] §1.5]).

Pour simplifier, on désigne par le mot "hauteur" la hauteur logarithmique et
absolue de Weil. Cette hauteur posséde d’autres propriétés importantes comme
celles ci-dessous (cf [10, Proposition 1.5.17, Lemma 1.5.18]) :

Proposition 2.1.4. Soient x € Q et A € Z. Alors h(z*) = |\[h(x) et, pour tout
o € Gal(Q/Q), on a h(o(x)) = h(x).

La hauteur est aussi utilisée pour prouver la finitude d’un ensemble de points
algébriques via le théoréme fondamental ci-dessous :

Théoréme 2.1.5 (Northcott, §1.6, [I0]). Fizons B, D > 0. Alors l’ensemble

{a €Q'|h(a) < B et [Q(e) : Q] < D}
est fini.
Soit o € Q" tel que h(a) = 0. Alors, pour tout entier k > 1,
h(a*) = k h(a) = 0.

Par le théoréme [2.1.5) la suite (a”);>1 ne posséde alors qu’un nombre fini de
termes distincts. Ainsi, « € poo. La réciproque étant triviale, on en déduit que :

Proposition 2.1.6. Soit o € Q . Alors, h(c) = 0 si et seulement si a € fio.

2.1.2 Corps de rayons.

Dans toute cette sous-section, K désigne un corps de nombres. Nous allons
rappeler quelques propriétés utiles sur les corps de classes de rayons.

Définition 2.1.7. Un K- module est un produit formel m = myoo 0w 0o désigne
le produit formel de tous les plongements réels de K et my (appelée la partie
finie) est un idéal non-nul de Of.

A partir de maintenant, m = m roo désigne un K-module et on confondra
souvent m et my. De ce module, on peut construire deux groupes importants. Le
premier, est le groupe abélien Ji, (K) composé de tous les idéaux fractionnaires
de K premiers & my et le second, noté Py (K), est le sous-groupe des idéaux
principaux de Ji, (K) engendrés par a/b ou

i) a,b€ Og\{0} et pged((a), (b)) =1,
ii) a=b mod m,
iii) o (%) > 0 pour tout plongement réel o de K.

Un groupe H est appelé groupe idéal de module m si Py (K) C H C Jy(K).
Notons Clw (K, H) le groupe quotient Jy (K)/H. Alors :

Théoréme 2.1.8. ([32, chapter 6, Proposition 1.8]) Pour tout groupe idéal H
de module m, Cly (K, H) est fini.
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En particulier, le théoréme appliqué & my = (1) et & H = P1)(K)
montre que le groupe des classes classique est fini.

Soient K un corps de nombres, L/K une extension finie et m un K-module.
Notons

Nw(L/K) ={aC Kl|a= Nr,k(A), Aun idéal fractionnaire de L, pged(a,my) = 1}

et
Hw(L/K) = Pu(K)Nim(L/K).

Si L/K est galoisienne alors, par un théoréme de Weber (cf [23]),
[Jn(K) : Hy(L/K)| < [L: K]. (2.1)

On dit que L est un corps de classes (au sens de Takagi) sur K s’il existe un K-
module m tel que soit une égalité. Un tel K-module est appelé un module
admissible pour L/K. On dit également qu’un groupe idéal H (associé au K-
module m) admet un corps de classes L si H = Hyu(L/K) et si est une
égalité.

Théoréme 2.1.9 (Takagi). Soit H un groupe idéal d’un K-module m. Alors :
i) (Existence) H admet un corps de classes L.

it) (Isomorphisme) si H admet un corps de classes L, alors Gal(L/K) ~
Cln(K,H).

i1i) (Complétude) toute extension abélienne de K est un corps de classes sur
K.

i) (Comparaison) si Hy (resp. Hs) est un groupe idéal associé au K-module
m et admet un corps de classes Ly (resp. Ls), alors

L1CL2<=>H2CH1.

v) (Décomposition) si H admet un corps de classes L, alors tout premier p de
Ok ne divisant pas m est non ramifié dans L et son degré résiduel f,(L|K)
est égal a Uordre de p dans Ju(K)/H.

Soient m un K- module et H un groupe idéal de module m. Le i) et le iv)
du théoréme prouvent respectivement 1’existence et 'unicité du corps de
classes pour H. Si H = Py (K), le corps de classes pour H est appelé corps de
rayon et est noté Ky,.

Soit L/K une extension abélienne finie. Alors, par le #ii) du théoréme [2.1.9]
on peut trouver un K-module m, et un groupe idéal H; de module m, tels que
L est un corps de classes pour Hy. Or, Py, (K) C Hy et donc L C Ky, d’aprés
le iv) du théoréme Ainsi, les corps de rayons jouent le role des extensions
cyclotomiques dans le sens ot toute extension abélienne finie de K est contenue
dans un corps de rayon de K.

Le cas m = (1) fournit des résultats déja connus sur les corps de Hilbert.
Dans ce cas, le corps de rayon est le corps de Hilbert du corps K.
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2.1.3 Majoration du degré d’inertie.

On s’intéresse maintenant & la majoration du degré d’inertie dans un composi-
tum de corps. Jusqu’a la fin de cette sous-section, fixons un premier rationnel p
et un corps local F'/Q,. Rappelons d’abord un résultat de Krasner qui donne le
nombre d’extensions et d’extensions totalement ramifiées de F' de degré fixé.

Théoréme 2.1.10 (Krasner, Théoréme 2, [28]). Notons Npq le nombre d’ex-
tensions K/F de degré d = hp™ avec (h,p) =1 et D = d[F : Q,]. Alors

m+s+1 _

Nea= |1 (Zp

1

2
(pe( s)D e(s—l)D)) ,

ote(s)=p ' 4+p24+..+p*sis>0,€e0)=0etpIP =0sis=0.
De plus, si ngr()i désigne le nombre d’extensions totalement ramifices K/F
de degré d, alors

I(?r()i:dzp e(s)D __ e(s 1)D )

Le théoréme de Krasner donne en particulier une majoration de ’indice de
ramification et du degré d’inertie du compositum d’une famille d’extensions de
F.

Corollaire 2.1.11. Soit (K;/F);cn une famille d’extensions finies telle que la
suite ([K; : F); est majorée. Notons T = {[K; : F|,i € N} et K le compositum
des K;. Alors

e(K|F), f(K|F) < e(K|F)f(K|F) = [K : F] < [ .
del’

Nous nous proposons de donner une majoration plus fine qui sera prou-
vée dans I'appendice. Par le théoréme la famille (K;/F);en qui inter-
vient dans le corollaire [2.1.11] est une famille finie; on la note maintenant
{Ki/F,...,K,/F}. Quitte & permuter les corps Ki,..., K, on suppose que
Ki/F,...,K,,/F sont non sauvagement ramifiés et que K,,+1/F, ..., K,,/F sont
sauvagement ramifiés. Notons e¢; = e(K;|F) et f; = f(K;|F). Pour tout r €
{1,...,n}, posons

A ={e1,... e} (2.2)

Soit e € A,,. Notons N (e) le nombre d’extensions K;/F d’indice de ramification
e. Enfin, pour tout premier ¢, on note

ar(a) = (Z vq<e>> — max(y(e)). (23)
ecl,

Théoréme 2.1.12. Si m = n, alors e(Ky...K,|F) = ppcem(ey,...,e,). Si
m < n, alors

N(em+t1)—
e(Ky...K,|F) < ppcm(el,...,em_kl)em_(i_el +-1 H N,
e€A\Am 41
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On a également
f(K1... K| F) < ppem(fi, ..., fn)E

ol
E— H N(e)-1 H ¢ (@ (2.4)
e€A, q€P
sim>n—2et
o H o1 H PRUEEIC) H N (2.5)
€ENm 42 q€P e€hn

stm<n-—2.

La valeur de e(K ... K, |F') dans le cas ot m = n dans le théoréme ci-dessus
découle immédiatement du lemme d’Abhyankar ci-dessous :

Théoréme 2.1.13 (Lemme d’Abhyankar, Theorem 3, [17]). Soit F/Q,, une ex-
tension finie. Soient L1/F et Ly/F deuz extensions finies telles que p 1 e(L1|F)
ou p1te(Lso|F). Alors

e(L1Lz|F) = ppem(e(L1|F), e(La|F)).

Il n’est pas toujours aisé de savoir si deux extensions de F' sont égales. Le
nombre N(e) n’est donc pas toujours facile a calculer. Si 'on veut une majo-
ration plus explicite du degré résiduel f(K;...K,|F), on peut majorer N (e)
comme suit : solent e € A, et f € N* et cherchons le nombre d’extensions L/F'
telles que

J(LIF) = f

Notons F{f} l'unique extension non ramifiée de F' de degré f (cf [24, Chapter
ITI, Theorem 25]). Alors, le nombre d’extensions de F de degré ef et d’indice de
ramification e est égal au nombre d’extensions totalement ramifiées de F{f} de
degré e, i.e. & N}T{)f}ﬁe qui se calcule & ’aide du théoréme On en déduit
donc que

{e(L|F) =e

N(e) < 30 Nilpy e (2.6)

fea(e)
ouAle) ={feN*|Fie{l,...,n}, e=e; et f = f;}.

Remarque 2.1.14. Pour d’autres résultats concernant 'indice de ramification
dans un compositum d’extensions sauvages bien particuliéres, le lecteur intéressé
pourra voir [12] ou [20].

2.2 Reésultat principal.

Pour un corps de nombres K, on note H(K) le corps de Hilbert de K. Récem-
ment, Galateau a montré que :

Théoréme 2.2.1 (Galateau, §5, [25]). Soit (K,/Q), une suite d’extensions
finies telle que la suite ([K,, : Q]),, est majorée. Si :

i) K, /Q est galoisienne pour tout n ;
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ii) il existe un premier p inerte dans tous les K, ;
it1) les discriminants des K,, sont deux & deuz premiers entre euz;
alors le compositum L de tous les H(K,) satisfait la propriété (B).

La condition #ii) est assez restrictive. Par un théoréme de Dirichlet (cf [24],
Chapter III, theorem 22]), cela implique que tout premier ¢ € Q doit étre ramifié
dans au plus un des K,,. Galateau a conjecturé qu’a I'aide d’une étude locale,
on pouvait se passer de cette condition.

Notre résultat principal consiste & supprimer les conditions i) et i) du
théoréme ainsi qu’ & affaiblir la condition 4i) en supposant seulement qu’il
existe un unique idéal premier de O, au-dessus de p. En particulier, on autorise
p & étre ramifié dans K,.

Théoréme 2.2.2. Soit (K,,/Q),, une suite d’extensions finies telle que la suite
([Kn : Q))n est majorée. Supposons qu’il existe un premier p € Q tel que pour
tout n, il existe un unique idéal premier p, de Ok, au-dessus de p. Alors le
compositum L de tous les H(K,,) satisfait la propriété (B).

Avec notre idée, il est en fait possible de généraliser le théoréme [2.2.2] en
considérant des corps de rayons plutot que des corps de Hilbert. Dans cette
section, on se propose de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.3. Soient K un corps de nombres et p un idéal premier de Ok .
Soit (K,,/K)nen une suite d’extensions finies telle que la suite ([K,, : K]), est
magorée et telle que pour tout n, il existe un unique idéal premier p,, de Ok,
au-dessus de p. Fizons M > 1 un entier. Pour n € N, notons

Q, = {idéauz m C Og,| Im < M, ptm, et m au-dessus de m}.

Pour m € Q,,, notons K, le corps de rayon de K, associé a m. Alors le
compositum L de tous les K, wm a la propriété (B).

Pour retrouver le théoréme il suffit de prendre K = Q, p = pZ et
M =1.

La démonstration repose sur une méthode désormais classique et qui sera
utilisée dans le lemme ci-dessous.

2.2.1 Preuve du résultat principal

Soient K un corps de nombres, L/K une extension algébrique et p un idéal
premier de Ok au-dessus d’un premier rationnel p.

Définition 2.2.4. Pour e € N*, on définit les réels A(e,p) et S(e,p) de la fagon
suivante. Soit k l'unique entier tel que

PPip—1) <e<pf(p-1),

et notons, pour X € N, f(e,p) = p™™NE} e 4 max{0,\ — k}. Alors on note
Ae,p) le plus petit entier positif tel que

Bacepy(€:p) [Kp : Qpllogp > [K : Q]log?2,

et on note B(e,p) := Bire,p)(€,p)-
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Lemme 2.2.5. Soit v | p une place finie de Or. Supposons que les familles
de réels (f,(L|Q)),|p et (e, (L|Q)),|p soient majorées respectivement par f et e.
Alors L a la propriété (B). De plus, pour tout x € L\ iso,

1 (6[Kpi<@p]

h(z) > K Q

- prr)\ +p)\
ot A= Me,p) et 8= B(e,p).

Démonstration. Soit M C L un corps de nombres contenant K. Soit w une
place de Oy au-dessus de p. Notons f, = f,(M|Q) et ey, = e, (M|Q). Comme
Or/wOp ~ O, JwOyy, et e, < e, on déduit du petit théoréme de Fermat
que

logp—10g2> >0

|mpfw _ x‘w S p—l/e

pour tout x € Oy, . D’aprés [3, Lemma 2.1] E|avec p=1/e,on a

fw+A

|xP — x”k|w <p P

Pour avoir une majoration sur tout M, on utilise un argument d’Habegger (cf
[26, Lemma 4.2]). Soit © € M,, tel que x € Oy, . Alors

P =, <p P

Soit x € M,, tel que z ¢ Oy, - Alors 71 € Oy, car Oy, est un anneau de
fw+X

. . . — — A —
valuation. Ainsi, |z7? — 7P|, < p~# ou encore

™, < p Py

Il s’ensuit donc que pour tout x € M,,, et par conséquent pour tout x € M, que

2y < p P ma{L, fal, )7 @)
< p~ P max{1, \ac|w}pfﬂ+pA
car f, < f.
Soit & € M*\pieo. Alors o™ g # 0 et, par la formule du produit, on
obtient
0= Y P egler o]
weM(M) [M : Q] ’
I ST
o M Q] v M Q) w

En utilisant la majoration (2.7) et la formule (cf [10, Corollaire 1.3.2])

> dy=[M: K|[K,: Q)]

wlp

1Une imprécision s’est glissée dans ce lemme. La derniére formule de 1’énoncé doit s’écrire

sp,p(A) = Pmin{/\’k}ﬂ + max{0, A — k}



52 CHAPITRE 2. GENERALISATION D’UN THEOREME DE GALATEAU

sur les places divisant p, on obtient que

[Kp = Q] D) A duw
0<-p [K:Qﬁ’ logp + (p" ™ +p )w§|p 07 Q) log max{1, |z, }
d Fw+x A (2:8)
w plwt> _ p
+ E -0 log |z 2P e

wip

En utilisant les inégalités ultramétriques et triangulaires ainsi que la formule
Y a,b € R log(a+b) < logmax{1,a} + logmax{1,b} + log 2,

il en résulte que

d w d w
Z Y Jog 2P —aP, < Z Y Jog max{|z?""" w, |77 |}

M : :
wip M- Q) wip, M= Q)
we MO (M)
de w
+ Z M0 (log max{1, |33pf +A|w} + log max{1, |a:pk\w} +log2).
cEM>= (M) [M - Q]

En injectant cette inégalité dans (2.8)) et en utilisant le fait que f,, < f, on en
déduit que

FEN A oK Q)
0< (™ +pHh(z) 57[[(:@} log p + log 2
et donc que
1 BIK, : Q)
h(z) > TR < [K":Q]” 10gp10g2> >0

par définition de 5.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre théoréme :

Démonstration du théoréme :

Fixons K un corps de nombres et (K, /K ), une suite d’extensions finies telle
que la suite (d,), avec d,, = [K,, : K| est majorée. Fixons également un idéal
premier p de Ok au-dessus d’un premier rationnel p. Fixons M > 1 un entier.
Pour n € N, notons

Q, = {idéaux m C Ok, | Im < M, p{m, et m au-dessus de m}.

Pour m € Q,,, notons K,, , le corps de rayon de K, associé & m.

On suppose que pour tout n, il existe un unique idéal premier p,, de Ok,
au-dessus de p. On se propose de montrer que le compositum L de tous les
K, m ala propriété (B). Comme K est un corps de nombres fixé, on déduit
du lemme qu’il suffit de montrer que les familles de réels (e, (L|K)),, et
(fu(L|K)),)p sont majorées.

Pour cela, fixons v une place de L au-dessus de p. Pour n € N et m € Q,,
notons vy,  la place de K, , au-dessous de v. On va montrer que la famille des
degrés locaux [(Kpm) : K] est majorée (par un réel indépendant de v,n

Vn,m
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et m). Car alors, les complétés (K m)y, . ((n,m) € N x €,) étant en nombre
fini d’aprés le théoréme on aura que L, est égal au compositum de tous
les (Kym)uv, ., et le corollaire donnera bien 'existence d’une constante C
indépendante de v,n,m telle que e, (L|K) < C et f,(LIK) < C.

Comme [(Kpnm)v,w @ Kpl = €vy o (KnmlK) fo, o (Knm|K), il suffit alors de
majorer e, . (Knn|K) et f,, . (Knnl/K) par un réel indépendant de v, n, m.

Commengons par e,,, ,, (K n|K;). Par hypothése, m et p sont premiers entre
eux. Comme p,, | p, on en déduit que p,, 1 m. Ainsi, d’aprés le v) du théoréme
2.1.9,

v (Kpm|Ky) = 1. (2.9)

Intéressons nous maintenant au degré d’inertie f,, . (Ky w|K,). D’apres le
v) du théoréme [2.1.9 f,, . (K, m|Ky) est le plus petit entier h tel que p” €
Pu(K,), i.e. tel que

i) p” est principal. Notons v € Ok, un générateur de p”.
ii) y=1 mod m,
iii) pour tout plongement réel o : K,, — R, on a o(v) > 0.

Notons
N =ppem(j|j=1,...,M ,pged(j,p) = 1). (2.10)

Notons également f,(K) l'ordre de p dans CI(K) (le groupe des classes de K)
et (o) lidéal pfe(5),
Si N # 1, alors comme p est au-dessus de p et que p{ N, on a

o € (OK/NOK)X .

Ainsi, pour tout N, il existe un plus petit entier strictement positif g tel que
a9 =1 mod NOg (onag=1si N =1).

Par hypothése, il existe un unique idéal p,, de Ok, au-dessus de p. Par
conséquent, pOg, = pi“”(K"lK). Ainsi, pi» avec

B 2= 2f5(K)ep, (K| K)g (2.11)

vérifie les conditions ), i%) et i) ci-dessus. En effet, un rapide calcul montre que
pin = (a?9). Ainsi, 1) est vérifie. Comme a9 =1 mod NOg et que m | NOg, ,
il s’ensuit que ?9 = 1 mod m, ce qui montre 4i). Enfin, 7i) est vérifié car si
o: K, = R, alors 0(a?9) = (0(a))? > 0. Ainsi, p» € Py(K,).

On a donc montré l'inégalité f,, . (Knm|K,) < hy,. Par ailleurs, la suite
(dn)n est majorée par hypotheése. Par conséquent, la suite (ep, (K, |K)), est
majorée. De , il devient alors clair que la suite (h,), est majorée. On a
ainsi majoré f,, (K, m|Ky) par une constante ne dépendant pas de v, n et m.
Ceci prouve le théoréme. O

Remarquons que si M = 1, alors K, n, correspond au corps de Hilbert de
K,. Ainsi, le cas M = 1 et K = Q de ce théoréme correspond au théoréme
2.2.2
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Remarque 2.2.6. En utilisant le théoreme 2.1.12] & la place du corollaire
2.1.11] il est possible de donner une majoration explicite plus précise des fa-
milles (e, (L|Q)),p et (f,(L|Q)),|p- Puis, en utilisant le lemme on en
déduit une minoration explicite de la hauteur.

On reprend les notations du théoréme Pour n € N, posons e, =
ep, (Kn|K). Soit v € M(L) au-dessus de p. De (2.9), on a e, = e, . (Kpm|K)
pour tout m € ,,.

Notons A I’ensemble des entiers e,, divisibles par p. Si A = (3, alors d’aprés

le théoréme [2.1.12] un majorant de e, (L|Q) est
e = ep(K|Q)ppem,,en(en) (2.12)

(car nous n’avons pas d’extensions sauvagement ramifiées et donc m = n).
Remarquons que dans ce cas, e ne dépend pas de v.
Supposons maintenant que A # ). Soit ¢ € A. Alors d’aprés le théoréeme

2.1.12, un majorant de e, (L|K) est

e:=ep(K|Q) ppem (e, é) V@1 H N (2.13)
meN, P)fem e'€A
el #£&

oit N(e’) désigne le nombre d’extensions {(Knpm)v, ./Kp] n € Nym € Q,}
dont I'indice de ramification est précisément ¢’. Comme e, . (Kpm|Ky,) =1 (cf
([2.9)), cela implique que N (€’) est aussi le nombre d’extensions {K,,/K,n € N}
dont l'indice de ramification est précisément e’. Ainsi, N'(e’), et donc e, ne
dépend pas de v.

Calculons maintenant un majorant de la famille (f, (L|K)),|,. Notons, comme
dans la preuve du théoréme o un générateur de pf»(5), Notons gy, le plus
petit entier strictement positif tel que a9™ =1 mod m. Définissons également
€m comme suit : ey, vaut 1 si o(ad™) > 0 pour tout plongement réel o : K, — R
et 2 sinon. Par un calcul similaire & celui effectué dans la preuve du théoréme

[2:2.3] on en déduit que
Jvnm (KnmlKn) | em fo(K) €ngm.

Comme d,, = e, fp, (K,|K), le théoréme [2.1.12) montre qu’un majorant de
fv(L|Q) est
f=f(K|Q)fo(K) ppem  (em gmdn)E (2.14)
neN,meQ,,

pour un certain F explicitement calculable (cf (2.4) et (2.5)) ne dépendant pas
de v.

En reprenant les notations de la définition on déduit du lemme [2.2.5
que pour tout x € L*\ fioo,

h(z) >

= pftA A
ot A = Ae,p) et 3= S(e,p).

Remarquons que la minoration de la hauteur ci-dessus reste strictement
positive si, a la place de e, on prend un majorant quelconque de la famille

(ey(L|@))l/|p-

1 (ﬂ[Kp : Q]

1 —1
X - Q ogp og2> >0
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2.2.2 Exemples.

Dans cette sous-section, on donne quatre exemples de corps ayant la propriété
(B) ainsi qu’une minoration explicite de la hauteur. Les deux premiers sont des
généralisations d’exemples déja illustrés dans [25].

Dans ces quatre exemples, on se place dans le cas particulier ot M =1 et
K = Q. Par conséquent, f,(K) = 1. Il s’ensuit donc que (a) = p = pZ. On
peut ainsi supposer que o = p. Comme M = 1, il s’ensuit que Q,, = {Ok } et
donc que m = (1). Ainsi, K, n = H(K,). De plus, par définition de gn et de
€m, il s’ensuit que gm = em = 1. De (2.14), il en résulte, dans cette situation,
que f = ppem,,en(dn)E ot dy, = [K,, : Q] et ot E est défini comme dans
ou (12.5).

Pour un corps de nombres K, notons Ag son discriminant.

Exemple 2.2.7. Fixons un premier p > 3. Pour un entier D non nul et sans
facteur carré, notons Kp = Q(v D). Notons également

D ={D € Z\{0} | pOk,, est premier ou totalement ramifié}

et L le compositum des H(Kp) avec D € D. On souhaite minorer la hauteur
des éléments de L*\ oo

Le théoreme 2.1.10] montre qu’il y a deux extensions quadratiques de Q,
totalement ramifiées (que I’on note K7 et K5) et une seule non ramifiée (que I’'on
note K3). Il s’ensuit donc que as(q) = 0 (cf (2.3)) pour tout premier g. Comme
aucune extension n’est sauvagement ramifiée, on en déduit alors que F = 2 (cf
(2.4)) et que e = 2. On a également d,, = 2 pour tout n. Par conséquent, f = 4.
Avec les notations de la définition [2.2.4] on obtient A(e,p) = 0 car p > 5 et
B(e,p) = 1/2. La minoration de la hauteur que l'on a obtenue dans la remarque

montre donc que pour tout x € L*\ oo,

log(p/4)
he) 2 50y

Dans [25, § 5], auteur obtenait la minoration (log(p/2))/(p? + 1). Cepen-
dant, il montra que cette minoration est valable non pas pour L, mais pour le
compositum des H(Kp) avec D € Dy ou

Do = {D € N* | D est premier, pOg_,, est premier et D =3 mod 4}.

Il doit supposer en plus que D = 3 mod 4 afin que AQ( v=D) = —D et que
D = p est premier afin que les Ay, /=) soient deux & deux premiers entre eux.

La différence entre nos deux minorations provient du fait que dans notre
situation, p se ramifie. Si p ne se ramifie pas (comme c’est le cas si on considére
I’ensemble des entiers D non nuls et sans facteur carré tels que pOf,, est pre-
mier), on a e = 1, E = 1 et B(e,p) = 1. On obtient ainsi (log(p/2))/(p* + 1)
comme minoration au lieu de (log(p/4))/(2(p* + 1)). Cette minoration a égale-
ment été obtenue par Pottmeyer dans [35] Theorem 2.3].

Exemple 2.2.8. Dans [4]], Pauteur étudie le corps de décomposition (« sim-
plest cubic field ») K, du polynome

Pn(X)=X3-mX?—(m+3)X -1
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avec m € N. Pour tout m, 'extension K,,/Q est galoisienne de degré 3. Ainsi,
K,, = Q(z,,) ol x,, est une racine de P,,. On a également que le discriminant
disc(Pp,) du polynoéme P, vaut (m? + 3m + 9)2.

Montrons que 2 est inerte dans tous les K,,. Il est clair que P,,, vu comme un
polynome de F5[X], est irréductible (c’est un polynome de degré 3 ne possédant
pas de racine dans Fy). Par conséquent, P, est irréductible dans Z,[X]. Comme
K., = Q(zy,), on déduit d’un lemme de Kummer (cf [I3] Chapter 2, section 10])
qu’il n’y a qu’un seul idéal premier au-dessus de 2. Comme 2 ne se ramifie pas
dans K, (car disc(Py,) est impair et que 'on a disc(Py,) = [Ok,, : Z[xm]]*Ak,,),
il s’ensuit que 2 est bien inerte dans K,,.

D’aprés le théoréme le compositum L de tous les H(K,,) a la propriété
(B). Nous pouvons étre plus explicite. Ici, on est dans le cas ot p = 2. Comme il
n’y a pas de ramification, on a e = 1 d’aprés et E =1 d’aprés (2.4). On a
également d,, = 3 pour tout n. Par conséquent, f = 3. Enfin, avec les notations
de la définition on a A(e,p) =1 et donc B(e,p) = 2. La minoration de la
hauteur que ’on a obtenue montre donc que pour tout € L*\ tio,

log 2
h(z) > ——.
(@)= =3

A cause des restrictions nécessaires pour appliquer son théoréme, Galateau
s’intéresse aux corps K, dont "anneau des entiers est Z[x,,], ce qui permet d’en
déduire la relation disc(Py,) = Ak, et donc que Ak, = (m? +3m+9)% 1l a
ensuite montré qu’il existe un ensemble infini N tel que I’anneau des entiers de
K, pour m € N, est Z[x.,] et tel que les (Ak,, )men sont deux & deux premiers
entre eux. Il peut ainsi appliquer son théoréme et obtenir que le compositum L
des H(K,,) avec m € N a la propriété (B). Pour ce corps, il obtient la méme
minoration que la notre.

Notre théoréme permet d’obtenir d’autres exemples. Nous allons en voir
deux. Le premier ne contient que des extensions non sauvagement ramifiées
tandis que le second en contiendra.

Le lecteur pourra remarquer que la minoration de la hauteur dans I’exemple
[2:29] est de bien meilleure qualité que dans 'exemple [2:2.10}

Exemple 2.2.9. Plagons nous dans le cas ou p = 3. Soit S ’ensemble des corps
de degrés 2, 4 ou 5 tel que pour tout K € S, il existe un unique idéal premier p
de Ok au-dessus de 3. Notons L le compositum de tous les H(K) pour K € S.

Comme la suite ([K,, : Qs])kes est majorée par 5, le théoréme [2.1.10
montre que I’ensemble {K,, ,K € S} est fini. Notons K1,..., K, les localisés
K,, avec K € S.

Soit v une place de O au-dessus de 3 (v est donc au-dessus de chacun
des px par unicité de I'idéal premier au-dessus de 3). Comme K;/Q3 est non
sauvagement ramifié pour tout j < n, il découle de (2.12)) que

K

e = ppem(1,2,4,5) = 20.

Comme 2 337! < 20 < 2 33, on en déduit, avec les notations de la définition

2.2.4] que A(e,p) = 3 et donc que B(e,p) =1,35.
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Enfin, f(K;|Qs)e(kK;|Q3) < 5. On obtient donc que

F(K;|Qs) = 1sie(K;|Q3) >3
F(K;|Qs) € {1,2} si e(K;|Q3) =2
f(K;|Qs3) < 5sie(K;|Q3) =1

On déduit alors de (2.6)) et du théoréme Oque V(2) <2+4+2=4; N(4) <4
et N'(5) < 5. Enfin, a,(2) = 1 et a,(q) = 0, pour les premiers impairs (cf (2.3)).
On en déduit que

f < ppem(2,4,5) 2% 43 5% 2 =202 43512 =1.28 10".
Ainsi, pour tout z € L*\ e, on a

0.78 _1.41 107
M) 2 g 2 |

Exemple 2.2.10. Placons nous de nouveau dans le cas ou p = 3. Soit S l'en-
semble des corps de degré < 5 tel que pour tout K € S, il existe un unique idéal
premier px de Ok au-dessus de 3. Notons L le compositum de tous les H(K)
pour K € §.

Comme la suite ([K,, : Q3])xes est majorée par 5, le théoréme [2.1.10
montre que 'ensemble {K,,,K € S} est fini. Notons Ki,..., K, les localisés
K,, avec K € S.

Notons m le nombre d’extensions K,;/Qs non sauvagement ramifiées. Quitte
a renuméroter, on peut supposer que ces m extensions sont K;/Qs, ..., K,,/Qs.
Les extensions sauvagement ramifiées ont un indice de ramification égal a 3.
Ainsi, (cf pour la définition de A,)

Am+1 = Am+2 = An = {1,75}

Comme f(L;|Qs)e(L;|Q3) <5, on en déduit que

FUEG|Qs) = 1 si e(K;]Q3) > 3
F(K;|Qs) € {1,2} si e(K,;|Qs) = 2
f(K;]1Qs) <5sie(K;|Qs) =1

Par conséquent, le (2.6) et le théoréme [2.1.10| montrent que N'(2) < 2+ 2 =
4, N(3) <21, N(4) <4 et N(5) <5. Enfin, ay,42(2) =1 et apm42(q) = 0 pour
les premiers impairs g. Par conséquent,

f < ppem(1,2,.. 5)5' 2 2% 321 44 55,
De plus, d’apres ([2.13)), ppem(1,2,...,5) 3V3)~1 est un majorant de la famille
(e(L]Q)),3- I s’ensuit donc que e; = 60 3% est un majorant de la famille
(ex(L]Q))uy3-
Avec les notations de la définition on a A(ej,p) = 24. Ainsi, B(eq,p) =
1,35 et donc, pour tout z € L*\ i, On a

0.78 a0t
h(;v)273f+24+324_e .
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2.3 Un probléme de densité.

Fixons un premier ¢q. Pour un corps K, on notera Ag son discriminant. Dans
[25], Galateau s’est intéressé a la densité de corps quadratiques tels que ¢ est
inerte dans chacun de ces corps et tels que leurs discriminants sont deux & deux
premiers entre eux, conditions nécessaires dans sa preuve. Comme un corps
quadratique est de la forme Q(\/E) pour un certain entier D non nul sans
facteur carré, cela revient a déterminer la densité naturelle d’ensembles d’entiers
sans facteur carré D vérifiant les conditions de I’hypothése ci-dessous, pour ¢
un premier fixé :

Hypothése 2.3.1.
i) q est inerte dans Q(v/D) ;
ii) les AQ(\/B) sont deur a deur premiers entre eut.

Cette densité valant 0 puisque les D doivent étre deux & deux premiers entre
eux, I'auteur considére plutot la densité de Dirichlet des premiers D vérifiant
les conditions de ’hypothése [2.3.1]

Notons P l’ensemble des nombres premiers. Soit X un sous-ensemble de P.
Si la limite

-1 1
lim ——— —
s—1+ log(s — 1) z;( p*

existe, alors on dira que X admet une densité de Dirichlet, notée D(X), égale a
la valeur de cette limite. Par exemple, si X est fini, alors D(X) =0et D(P) =1
(théoréme de Dirichlet).

Galateau a montré :

Proposition 2.3.2. ([25, Lemma 3.1]) Il existe un ensemble de premiers P, de
densité de Dirichlet égale a %, tel que les entiers D := —p avec p € P, vérifient
les conditions de l’hypothese|2.3.1

Dans notre situation, nous n’avons plus la condition iz) de I'hypothése
qui était nécessaire dans [25]. Cela nous permet de considérer la densité naturelle
dont on rappelle ci-dessous la définition en toute généralité.

Le but de cette section est de montrer que dans certains cas, cette densité
peut étre strictement positive. Méme si cela semble naturel, cela repose sur des
résultats profonds.

Pour d € N* et n € N*, notons N,,(d) le nombre de corps de degré n sur Q
et de discriminants bornés, en valeur absolue, par d.

Définition 2.3.3. Soit E,, un ensemble de corps de degré n fixé. On note E,,(d)

l’ensemble des corps de E,, de discriminants bornés, en valeur absolue, par d.

On dira que E, a une densité naturelle si ﬁf?g) a une limite quand d tend

vers +0o et on la notera, si elle existe, d(Fy,).

Notons Z(p,n) (resp. R(p,n)) 'ensemble de tous les corps de degré n dans
lesquels p est inerte (resp. totalement ramifié).

Supposons maintenant p > 2. L’existence (et donc le calcul) de d(R(p,n))
et de d(Z(p,n)) est un probléme non-trivial sauf pour le cas n = 2 qui a été
traité par Gauss. Pour le cas n = 3, la preuve repose sur une propriété propre
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aux corps cubiques (cf [I8]). Les cas n = 4 et n = 5 ont été traités par Bhargava
et reposent sur des résultats trés profonds (cf [7] et [§]). Pour la commodité du
lecteur, nous rappelons ces résultats.

Théoréme 2.3.4 (Gauss). Pourn =2, on a

AR(p,2) =
et P
d(Z(p,2)) = W)

Théoréme 2.3.5 (Davenport-Heilbronn). Pour n =3, on a

ARP.3) =

et

AT(p3) = FEZ0

Théoréme 2.3.6 (Bhargava). Pour n =4,

1 1)?
109 =1 (=55 1)

Pour n =25,

; (1_ P+1)EP*+p+1) )

d(I(p75)) =z p4+p3+2p2+2p+1

Ces différents théorémes montrent que la densité de corps K,,, de degré n <5
fixé sur Q tel qu’il existe un unique idéal premier p,, de O, au-dessus de p
est strictement positive. Cela montre que notre théoréme principal permet de
considérer beaucoup plus de corps que le théoréme [2.2.1

De ces résultats, nous pouvons conjecturer que :

Conjecture 2.3.7. Pour tout n, pour tout p, Z(p,n) a une densité naturelle et

. 1
lim_d(Z(pn) =
Il n’existe pas de résultats connus pour n > 6. Del Corso et Dvornicich ont
étudié dans [19] un autre type de densité.
Notons ®,,(N) C Z[X] ’ensemble des polynomes irréductibles de degré n fixé
dont les coefficients sont majorés en valeur absolue par N > 0. Soit ®,, C Z[X]
un ensemble de polynoémes irréductibles de degré n. Si la limite

L[R2, |
m ————
Nt Ba(N) ]

existe, on dit que ®,, admet une densité naturelle, notée D(®,,), égale a la valeur
de cette limite.

Soient e, f € N*. Notons A(p; (e, 1)) (resp. A(p; (1, f))), 'ensemble des poly-
ndmes unitaires et irréductibles g de degré e (resp. f) tels que p est totalement
ramifié (resp. inerte) dans Q[X]/(¢(X)). On a alors
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Théoréme 2.3.8 ([19], Main Theorem). Il existe deux fonctions rationnelles
0e(X), ¢5(X) € Q(X) telles que D(A(p, (e, 1)) existe et vaut ¢.(p) pour tout
premier p premier a e et telles que D(A(p, (1, f)) existe et vaut ¢¢(p) pour tout
premier p.

Le lecteur intéressé pourra consulter [I9] pour des résultats plus généraux.

2.4 Appendice.

Dans cet appendice, nous allons montrer le théoréme [2.1.12] Pour une extension
L/K de corps locaux, les deux diagrammes

signifient que e = e(L|K), f = f(L|K) et d = [L : K].

Fixons un nombre premier p et une extension finie F//Q,. Soient n > 2 et
K, /F,...,K,/F des extensions deux a deux distinctes. Posons e; = e(K;|F) et

fi = fKG|F).

Commencons par majorer le degré d’inertie d’'un compositum de deux corps.

Proposition 2.4.1. On a

f(K1Ks|F) < ppem(f1, f2) pged(er, ez).

Démonstration. Notons K['" l’extension maximale non-ramifié¢e de F' incluse
dans K. Par [24] chapitre 3, théoréme 25], K;/ K" est totalement ramifiée de
degré e(K;|K]") = e; et donc f(K;|K") = 1. Par conséquent, f(K!"|F) = f;.
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Considérons le diagramme suivant :

K1 K3 K"Ky
/ fis \
KW/T‘K”T‘ K2
\ e1,3 \ /
1,3
1
fia
Ko A K"
1
fi,0
F

Comme le compositum de deux extensions non ramifiées est non ramifié,
on a ez = eg3 = 1. Comme lextension K{"K3"/K!" est non ramifiée, on
déduit du théoréme [2.1.13|que K1 K3" /K est non ramifié et donc e; 4 = 1. Par
conséquent,

€15 =€1,5 €1,3 =€14 €1 = €71.

De méme, €24 = 1let €25 = €2.
Calculons maintenant les f;. Cela se fait en utilisant le lemme suivant :

Fait. On a pged(fi1, f21) = 1.
Démonstration. Les trois extensions

K /KP"NKY" Ky'/K" N K} et K'"KJ" /K7™ N K"
sont non-ramifiées. Ce sont donc des extensions cycliques. Or,

Gal(K7"K3" /K" N K3") ~ Gal(K7" /K7 N K§") x Gal(Kg" /KT" N K3").
(2.15)
On a donc un groupe cyclique qui est isomorphe & un produit cartésien de
deux groupes cycliques. Il en résulte donc que le cardinal de Gal(K}" /K" NKY")
et de Gal(K%3"/K}" N KJ"™) sont premiers entre eux. Ceci prouve le fait.
O

Comme f1 = f171f1,0 et fg = f271f1,0, on déduit du fait que fl,O = ngd(fl, fg)
et ppem(fi1, f2,1) = f1,1f2,1. En passant aux cardinaux dans (2.15), on en dé-
duit que f13f1,1 = f1,1f2,1 et donc que f1 3= fa;1.
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De linégalité [K1 K37 : K" K77 < [K; : K], il en résulte que
er fis=es fis < el

et donc f15 = 1. Enfin,
Jia=f13 fi5 = fa1.

Par symétrie, on a également fo4 = fo3 = fi1 et fos=1.
A T’aide des valeurs calculées, on peut maintenant majorer le degré d’inertie
FK1 K| K" K3™). Considérons le diagramme ci-dessous :

KK,

D3<d:
D1 <d>

K Kp" K"K,

K K" A KK,
el
ea

K Kp
On remarque que [K1 Ky : K" K}"] < dy ey. Il s’ensuit donc que :

dy eq
KiKo| K" KI™) < .
f( 1 2| 1 2 )_e(K1K2|K{WK£W)

Or, ppem(ey, e2) < e(K1 Ko KT KE") et dy < es. Alnsi,

€1 €2

JK K| KT K3") <

_— = d .
ppcm(el,eg) pged(er, e2)

Donc, f(K1K2|F) < f11f2,1pgcd(e1,e2) et la proposition s’ensuit puisque

Png(fl, f2) f1,1 f2,1 = f1,0f1,1f2,1

__ hfs
= oxd(fh o) ppem(fi, fa).

Ceci termine la preuve de la proposition [2.4.1 O

Pour prouver le théoréme [2.1.12] nous avons également besoin du lemme
arithmétique élémentaire suivant.

Lemme 2.4.2. Soient | > 2 un entier et ay, ...,a; € N*. Alors

-1 I
H pged(ppem(ay, ..., a;), ai41) = pged H a; | - (2.16)
Pl =Tl \ i
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Démonstration. Soit ¢ un nombre premier. Afin d’alléger les notations, notons
P(i) = max{vg(a1),...,vq(a;)} pour tout entier i. En passant a la valuation v,
dans ([2.16)), on en déduit que pour montrer le lemme, il suffit de montrer que

-1 l
S min{P(0), vy(ai1)} = 3 vylas) = P() (2.17)

Il est clair que
min{P(i), vy(ais1)} + max{P(i), vy(ais1)} = P) + vgairs).  (2.18)

Or, max{P(i),vq(ai+1)} = P(i+1). Ainsi, en sommant chaque terme de I’égalité
(2.18) pour 7 allant de 1 & [ — 1, il s’ensuit que

-1 -1 -1
> min{P(i), vy(ai2)} + Y (P(i+1) = P) = 3 vy(act)

Comme P(1) = v4(a1), un rapide calcul permet d’en déduire (2.17). Ceci termine
la preuve du lemme.
O

Quitte & permuter les corps K7, . .., K, on peut supposer que K, /F, ..., K,,,/ F
sont non sauvagement ramifiés et que K,,11/F, ..., K, /F sont sauvagement ra-
mifiés.

Montrons maintenant la proposition suivante :

Proposition 2.4.3. On a

f(K1...K,|F) < ppem(fi, fo, .y fu)E

ol

j=1,....n

n
E = pged Hei
=

sim>n—2 et

E = pged H e; H e;
J=b..m+2 | ;4 i=m+3
i

sim<n-—2.

Démonstration. Pour tout ¢, notons F; := f(K1Ks...K;|F) et E; := e(K 1 Ks...K;|F).
D’apres la proposition [2.4.TJout 'on prend le compositum K ... K;_1 pour corps
K et K; pour corps Ko, on a, pour tout ¢ > 2,

F; = ppem(F;_4, fi)F}

avec

Fl e {l,..,pged(E;_1,¢;)}.
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Alinsi,

F, < ppem(F 1, f)pged(En—1,en)

= ppem(ppem(Fr—2, fo—1) Fy,_1, fo)pged(Epn—1, en).
De plus, pour tous entiers n et a,aq,...,a, € N*,
ppem(a aq,asg, ..., an) < a ppem(ay, ..., ay,).
On en déduit alors que
Fo < F,_y ppem(Fy 2, fa—1, fn)pged(E,_1,ey)
< ppem(Fy—2, fo—1, fo)pged(En—2, €,—1)pged(Ey—1, €n)
car F_, < pgced(E,—2,en—1). Par récurrence descendante,
Fy < ppem(fi, ..., fo) [ [ pECd(Ei1, €:).
i=2

Supposons m > n — 2. Par le théoréme [2.1.13] E; = ppcm(eq, ..., ex) pour
tout k£ < n — 1. Il s’ensuit que

F, < ppem(fi, ..., fa) [ | peed(ppem(es, ..., ei1), e:)
=2

et la premiére assertion du théoréme se déduit du lemme [2:4.2]
Supposons maintenant que m < n — 2. Remarquons que

n m—+2 n
[Ipecd(Bi-1,e:) = ] pecd(Bior,e;) ] pecd(Eioy,e).
=2 i=2 i=m+3

D’aprés le théoréme 2.1.13] on a Ey = ppcem(ey,...,e) pour tout k < m + 1.
On déduit ainsi du lemme [2.4.2] que

m—+2 n
Fo <ppem(fy,... fo) pged | [Jei| J] pecd(Bii,e)
j=l.mt2 | i3 s
i#£]
et la seconde assertion du théoréme s’ensuit car pged(Fi_1,¢;) < e;. O

Pour la commodité du lecteur, rappelons les différentes notations utilisées
pour le théoréme [2.1.12
Pour tout r € {1,...,n}, notons

A ={e1,...,er}.

Pour e € A,,, notons A (e) le nombre d’extensions K;/F d’indice de ramification
e. Enfin, pour tout premier ¢, notons

ar(q) = (Z vq<e>> — mave{u, (e)}:

ecA,
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Théoréme. Sin = m, alors e(K; ... K,|F) = ppcm(ey,...,e,). Sim < n,
alors

N(emt1)—
e(Ky...Ky|F) < ppcm(eh...,emﬂ)emfl +1)-1 H N,
eEA\A 1

On a également
f(KlKan) S ppcm(fla f27 7fn)E

o E= H eNe)—1 H qan(q)
e€A, q€EP
sim>n—2 et
E = H e ! H qem+2(a) H eN(e)
e€EN 2 qeP ecA,

sim<n-—2.

Démonstration. Rappelons que la valeur de e(K; ... K,|F) dans le cas n = m
a déja été montrée juste aprés I’énoncé du théoréme

Montrons la majoration de 'indice de ramification dans le cas ou m < n.
Par le théoreme [2.1.13] lindice de ramification du compositum de toutes les
extensions K;/F non-sauvagement ramifiées et de K, 11 est

ppem(er, - - -, emt1).

Par ailleurs, I'indice de ramification d’un compositum de corps est majoré par
le produit des indices de ramification. Ainsi, I'indice de ramification du com-
positum de toutes les extensions sauvagement ramifiées sauf K, est majoré

par
eﬁf{"“)_l H N, (2.19)
eEA\Am i1

ce qui montre la majoration souhaitée de e(Kj ... K,|F).
Montrons maintenant la majoration du degré d’inertie. Le théoréme [2.1.12
devient maintenant une réécriture de la proposition précédente.
Pour tout e € N et tout r € {1,...,n}, notons N, (e) le nombre d’extensions
K, /F,...K,/F dont I'indice de ramification vaut e.
-
Fixons r et e € A,. Soit ¢ un nombre premier. Posons A = pged | ] e:
Jj=1,...,r \i=1
i#]
Alors vy (A4) = Y01, v(e;) — max{vy(e1),...,vq(er)}. Par définition de N (e),
on obtient que

qu(ei) = Z N (e)vg(e).
i=1 ech,

Un rapide calcul montre que v,(A) = 3.y (Nr(e) — 1)vg(e) + ar(g). 1l en
résulte donc que

pge ﬁei = H eNrle)—1 H q“r(@. (2.20)
=T\ =1

J=L-s =1 e€A, qEP
i#£j
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Supposons que m > n—2. De le proposition[2.4.3l on a £ = pged (H?_l €z‘) .
j=1,...,n i)

En prenant » = n dans (2.20), on en déduit la majoration de f(K;...K,|F)
souhaitée.
Supposons maintenant que m < n — 2. Dans ce cas, on a

m—+2 n
E = pged H e; H €.
j=1,....m+42 =1 i=m+3

2
En prenant cette fois-ci » = m + 2 dans (2.20)), on en déduit que

n

E— H 6Nm+2(6)*1anm+2(¢J) H e;.

e€EN 42 qEP i=m+3
Comme [] eNme2@TT"  e; = [.en, €V, cela montre la majora-
eC€Ami2
tion souhaitée de f(K;...K,|F), ce qui achéve la preuve du théoréme [2.1.12

O

Remarque 2.4.4. Si on suppose en plus que les extensions (K;/F)!_, soient
galoisiennes, alors on peut remplacer "inférieur ou égal" par "divise" dans le
théoréme du fait que l'indice de ramification d’un compositum fini d’ex-
tensions galoisiennes de F' divise le produit des indices de ramification.

Soient K1/F,...,K,/F comme dans le théoréme [2.1.12] Pour un entier ¢ <
n, notons e; = e(K;|F) et f; = f(K;|F). Supposons que

i) Ky...K;/F et K;y1/F sont linéairement disjoints pour tout ;
ii) K;/F est non sauvagement ramifié pour tout 4;
iii) e; = e; ou pged(e;, e;) = 1 pour tous ¢, j.

Alors dans le théoréme [2.1.12] notre majoration du degré d’inertie est une éga-
lité. En effet, il s’ensuit de la condition ¢) que

n

Ky ... K, : F]=[]IK:: F] =[] eif:.
i=1

i=1

De plus, les extensions K;/F sont non sauvagement ramifiées. Le théoréme
2.1.13| permet donc d’en déduire que

e(Ky...K,|F)=ppcm(ey,...,e,). (2.21)

De la condition 4i%), on obtient que a,(¢) = 0 pour tout premier g. De plus,
la condition i) et (2.21) permettent d’en déduire que

e(Ky...KnlF) =[] e
eEN,
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Comme [K;...K,:Fl=e(K;y...Ky|F)f(K;...K,|F), on en déduit que

F(K1 . K| F) = HeM”lﬂf

e€N,

Le théoréme [2.1.12| permet d’en déduire que

11 <ppem(fi,.... fa).

1=1

Cela montre donc que [, f; = ppem(fi,..., fn). Ainsi, la majoration du
degré d’inertie du théoréme est, dans ce cas, une égalité.

Nous terminons cet appendice avec deux exemples ot ’on compare les bornes
obtenues en utilisant d’un c6té le corollaire 2111l et de ’autre le théoréme
2.1.72] L’un contiendra de la ramification sauvage et ’autre non.

Exemple 2.4.5. Prenons p = 11 et {K7,..., K, } Pensemble des extensions de
Q11 de degré plus petit que 10 (c’est bien un ensemble fini d’aprés le théoréme
2.1.10). Notons K le compositum des K,,. Pour i € {2, ...,10}, le théoréme|2.1.10

montre que Ng,, ; = Y d. Ainsi, la majoration donnée par le corollaire [2.1.11
dli

montre que
10
F(K|Qu) < H 9.10"™.

Calculons, avec le théoréme[2.1.12] une majoration plus précise de f(K|Qi1).
Comme il n’y a pas de ramification sauvage, on est dans le casou m =n > m—2.
Comme il existe une unique extension non ramifiée de Q; de degré f, que

Pon note Q11{f}, il s’ensuit que le nombre d’extensions de Qi; de degré ef
et de degré d’inertie f est, d’aprés le théoréme [2 N(T)l{f}e = e. Dans
notre situation, f < 10e~! et donc, le nombre d extensions dont le degré de

ramification vaut e est e|10/e|. Rappelons que pour tout premier g,

10
an(q) = —max{vg(1),...,v,(10)} + Z vgq(e)
e=1

Ainsi, a,(2) =5, an(3) =2, a,(5) =1 et a,(gq) = 0 pour les autres valeurs
de q. Il en résulte donc que

10
FK|Qu) < ppem(1,...,10) 2° 32 5 [ ] e* L¥) 71 < 3,3.10°.

e=1

Traitons le second exemple.

Exemple 2.4.6. Prenons p =5 et {K7,..., K, } I'ensemble des extensions de
Qs de degré plus petit que 10. Notons K le compositum des K,,. Le théoréme
2.1.10| montre que Ny, 5 = 106 et N, 10 = 1818. Ainsi, en utilisant la majora-
tion donnée par le corollaire 2.1.11] on en déduit que

9
FK|Qs) < 5190 10'88 i ? < 1,510,

=1
i#5
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Calculons maintenant un majorant de f(K|Qs) & I’aide du théoréme
Notons m le nombre d’extensions K;/Q5 non sauvagement ramifiées. On a m <
n—2. D’aprés 'exemple précédent, N'(e) = e|10/¢e] si e ¢ {5,10}. Pour e = 5, on
a f=1ou f=2. Ainsi, dapres (2.6), on a N'(5) < 105+ 605 = 710. De méme,
si e = 10, alors f = 1 et on en déduit que N(10) < 1210. On en déduit donc (en
prenant €,,11 = €42 = 10) que a;,42(2) =8 -3 =05, a;p42(3) =4 —2=2et
am+2(q) = 0 pour les autres valeurs de ¢g. On en conclut donc que :

9
FUK|Qs) < ppem(1,...,10) (10)7! 527 32 5710 101210 TT e* 1) < 6,2.10'™5.

e=1
e#£5



Chapitre 3

Autour d’une conjecture de
Rémond

Notons G le groupe multiplicatif G}, de dimension n ou une variété abélienne
définie sur un corps de nombres k. Notons h une hauteur sur G(k) définie de
la maniére suivante : dans le cas ot G = GJ},, la hauteur B(P) d’'un point
P = (ay,...,a,) est la somme des hauteurs de Weil h(a;) + ... h(a,). Dans le
cas ou G est une variété abélienne, h désignera la hauteur canonique associée &
un fibré en droite ample et symétrique L que 'on fixe. Notons [n] : G — G la
multiplication par un entier n. Pour un sous-groupe I' de G(k), notons

Tat = {g € G(k) | In € N\{0}, [n].g € End(G).I'}

(o1 End(G).T" désigne le groupe engendré par les éléments de la forme ¢(vy) avec
¢ € End(G) et v € ') le groupe saturé de I'. Si End(G) = Z (comme c’est le cas
si, par exemple, G = G,;, ou G = E est une courbe elliptique non CM) alors,
[sat est le groupe de division de T, i.e. {g € G(k) | In € N\{0},[n].g € T'}. On
définit aussi le rang de I' comme étant égal & dimgl’ ®z Q.

Récemment, Rémond a énoncé une conjecture trés générale [36, Conjecture
3.4] sur la minoration de la hauteur h. Un cas particulier de cette conjecture
prédit I’énoncé ci-dessous :

Conjecture 3.0.1. Soit I' C G(k) un groupe de rang fini. Alors, il existe une
constante cr > 0 telle que h(P) > cr pour tout P € G(k(I'))\I'sat.

Cette conjecture donne un énoncé apparemment plus fort que celui qu’on
peut déduire directement de [36], Conjecture 3.4], ou la condition "P ¢ T, " est
remplacée par la condition logiquement plus forte "P est I'-transverse" (rap-
pelons que, en suivant [36], une sous-variété V de G est dite I-transverse si
elle n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-groupe algébrique connexe
B de A tel que B # A par un point de I'y,t). Cependant, [36, Théoréme 3.7]
avec € = 0 (ce qui est possible d’aprés le dernier paragraphe de [36] section 3])
montre que 'on peut affaiblir la condition sur P.

69
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3.1 Cas G=G,,

Dans cette section, on va s’intéresser & la conjecture dansle cas ou G = G,,,.
Dans ce cas particulier, elle se réécrit comme suit :

Conjecture 3.1.1. Soit ' C G,,(Q) un groupe de rang fini. Alors il existe une
constante cp > 0 telle que h(o) > cp pour tout o € G (Q(T))\Lsat-

On ne connait que peu de résultats non-triviaux dans la direction de cette
conjecture, méme dans des cas trés particuliers. Le cas ou I' = {1}sat est le
groupe des racines de l'unité a été traité dans [4] et les auteurs ont montré que
cr = (log 5)/12 convenait.

Cependant, on ne sait toujours pas si cette conjecture est vraie pour tout
autre groupe de la forme I' = (b)sat avec b € Z\{—1,0, 1}. En particulier, on ne
sait pas si les points de petite hauteur de Q@ (21/2,21/3 .. .) sont dans (2)sas.

Pour un nombre premier p, on définit le groupe p-saturé de I' comme étant
le groupe :

Fsat,p:{QE@*|3n€N*,gpn EF}

Il y a peu, Amoroso a montré que la conjecture [3.1.1] est vérifiée pour le groupe
I' = (2)sat,3. Plus généralement, il a montré |2, Theorem 3.3] :

Théoréme 3.1.2 (Amoroso). Soient b > 2 un entier et p > 3 un nombre pre-

mier. Supposons que p1 b et que p*> 1 (W»~1—1). Alors h(a) > min {3%(1)), 1°g2(52/2) }

pour tout & € Gy, (Q((b)sat,p)) \(D)sat-

Un ingrédient indispensable dans la preuve de ce théoréme repose sur l’étude
du dernier saut de la suite des groupes de ramification de Gal(Q,((,r, b*/?")/Q,)
avec r > s deux entiers positifs. Remarquons que cette étude a déja été faite par
Viviani. Comme on a déja généralisé les résultats de Viviani (cf les théorémes
et [L.1.6)), cela nous permet de supprimer les conditions techniques du
théoréme [3.1.2] et de pouvoir considérer des corps de nombres a la place de Q.
On montrera le résultat suivant :

Théoréme 3.1.3. Soient ' un corps de nombres, a € F*\(F*)P et p un nombre
premier impair ne divisant pas le discriminant de F. Alors il existe ¢ > 0 tel
que h(a) > ¢ pour tout a € Gy, (F({a)sat,p)) \{(@)sat-

Remarquons que dans le cas F' = Q, la condition technique "p ne divise pas
le discriminant de F'" est vide puisque le discriminant de Q vaut 1. Le théoréme
B:1.3 est donc bien une généralisation du théoreme [3.1.2]

3.1.1 Reésultats auxiliaires

Dans ce paragraphe, nous allons montrer comment 1’étude des groupes de ra-
mification faite dans le chapitre [1] permet d’obtenir des renseignements sur la
minoration de la hauteur (cf proposition [3.1.9). Une fois cette proposition prou-
vée, on pourra alors, & ’aide d’une méthode de la descente, et du lemme [3.1.10]
(que l'on peut voir comme une "initialisation" de la méthode de la descente)
montrer le théoréme B.1.31
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Nous allons d’abord donner quelques définitions et établir quelques résultats
préliminaires.

Pour un corps de nombres ou un corps local K, notons Ok son anneau des
entiers.

Soient L/K une extension galoisienne de corps de nombres et p;, un idéal
premier de Or. Pour un entier ¢ > —1, notons

Gal(L/K)i(pr) = {0 € Gal(L/K) |Vz € Or, ox =x mod p:"'}
le i-iéme groupe de ramification de Gal(L/K) associé a pr..

Lemme 3.1.4. Soient K un corps de nombres et p un idéal premier de Ok.
Soient a € K et r,s des entiers positifs tels que r > s. Alors pour tout idéal
premier B de (’)K(Cpnal/pa') au-dessus de p, on a

K(Cp"a al/ps )‘13 = KP (Cp"'a al/ps).

Démonstration. Quitte & multiplier ¢ par un bon élément de K™, on peut se
réduire & montrer le théoréme dans le cas ot a € Ok. D’aprés un lemme de
Kummer [I3, Chapter 2, section 10], on a que K(al/ps)mnK(al/ps) = K, (Caa'/?")
pour un certain diviseur d de p°. Toujours d’aprés ce lemme de Kummer, on
obtient, que K (Cpr)pnr(c,r) = Kp(Gr). Ainsi, K((pr,al/P )y = Ky (G, al/?7)
puisque d | p" (r > s), ce qui montre le lemme. O

On dira qu’une extension L/K est radicale s’il existe a € K* et des entiers r, s
tels que L = K (pr, al/ps). Remarquons qu’une telle extension est galoisienne si
r > s. Le lemme affirme donc que I’extension complétée d’une extension
galoisienne et radicale de corps de nombres est aussi galoisienne et radicale.

Notons ps ’ensemble des racines de l'unité. Dans cette sous-section, et
uniquement dans celle ci, fixons un corps de nombres F, un a € Op\ 1o, tel que
a € F*\(F*)P et un nombre premier p impair ne divisant pas le discriminant de
F. Fixons également un idéal premier p de Op au-dessus de p. Notons p I'unique
entier tel que a € Fﬁ’p\Fg’erl et b € Fp\Fy tel que b?" = a. Remarquons que
l'on peut identifier b avec un élément de (a)satp, C F, que l'on note encore b.
Enfin, posons F’ = F(b) et, pour des entiers positifs r et s,

Fr,s = F(Cpra bl/ps)a (FP)T,S = FP(C;DT’ bl/ps)'
Lemme 3.1.5. Il existe un idéal premier p’ de Op/ au-dessus de p de telle sorte
que F,, = Fy.

Démonstration. Comme a € F*\(F*)P, un lemme de Capelli [29, Chapter 6,
Theorem 9.1] montre que le polynome X?” — a € F[X] est irréductible sur F.
C’est donc le polynéme minimal de b sur F'. Comme b € F}, et que a = b’ il
existe alors un polynome P(X) € F,[X] tel que

XP' —a=(X —b)P(X).

D’aprés un lemme de Kummer [I3] Chapter 2, section 10|, appliqué & K = F
et & S=0b¢€ Op (car a € Op), on en déduit qu’il existe un idéal premier p’ de
Op+ au-dessus de p tel que

Fl, = Fy(b) = Fp.
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Dans la suite de cette section, choisissons un tel idéal p’. Remarquons que
F,/Q, est une extension finie non ramifiée puisque par hypothése, p ne divise
pas le discriminant de F.

Lemme 3.1.6. Il existe une unique place de F'((b)sas,p) au-dessus de p'.

Démonstration. Clairement,

Ainsi, pour montrer le lemme, il suffit de montrer que le nombre ¢, d’idéaux
premiers de F,., au-dessus de p’ est égal & 1.

En appliquant le lemme avec K = F, le complété de F,, par rapport
a un idéal premier quelconque au-dessus de p’ est égal & (Fy),,. Comme b €
Fy\(Fy)P, on déduit du lemme [1.1.2} ot 'on a remplacé a par b, que

[(Fo)rr s Fp] = (0= 1)p™ 1.
Comme ¢, = [F,, : F|/[(F}p)r,r : Fy) et que
[Err: F] < [Fro: Fl[Fo, : F] < (p—1)p" 1" = (p = 1)p" 7,
on en déduit que ¢, < 1, et donc que ¢, = 1, ce qui prouve le lemme. O

Par ce lemme, il existe alors un unique idéal premier de Op, _, avec 1, s deux
entiers positifs, au-dessus de p’ que l'on notera B, ;. D’aprés le lemme
appliqué A K = F, p=yp’ et 3 P =P, ,, on a que

(FT’S)‘BT»,S = (Fp)r,s- (31)

Ainsi, si 7 > s, alors (Fy )y, ./F, est une extension galoisienne, radicale et
finie. L’étude des groupes de ramification d’une telle extension a déja été traitée
dans le chapitre [I] Ici, on souhaite obtenir des renseignements sur les groupes
de ramification d’une extension globale. C’est ’objet de la proposition suivante.

Introduisons d’abord une notation que nous permettra d’unifier les deux cas
p | v (b) et p vy (b). Posons

6:{05ip|'up/(b)
1siptoy(d)

Proposition 3.1.7. Soient v, s des entiers tels que r > s > 2. Notons T le
dernier saut de Gal((Fys—s5)p, ,_;/Fp). Alors Gal(Fy s_5/F")r(Brs—s5) ~ Z/pZ
et

Gal(Fr o s /F)r(Broms) _ ) 1,55 8ir > s

rs=9 Fro_s5_18ir=s

Démonstration. Afin d’alléger les notations, notons N = F, s_5 et Q =P, s_s.
On sait que pour tout ¢ > 0,

Gal(Ng/F,); ~ Gal(N/F');(Q), (3.2)
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ou I'isomorphisme est donné par le morphisme de restriction. Plus précisément,
si
Gal(Na/Fp): Gal(Ng /F =)

pour certains entiers positifs (¥ et s(), alors

NGAWN/F)i(R) — NGal(N/F)o(@) (Cpru),bl/psw) : (3.4)

Commencons par supposer que p | vy (b), i.e. § = 0. Ainsi, N = F} ; et donc,
Nq = (Fy)rs par (3.1). D’aprés le corollaire [1.4.4} appliqué & F' = Fy,, on a

NCal(Na/Fp)r _ (Fp)r—1,s8i7>s
Q = .
(Fo)rs—1sir=s

Remarquons également que #Gal(Nq/F,)r = [Ng : NSal(NQ/F‘“)T] = p d’aprés
la remarque [1.1.3| appliquée & 7' =r—1letd s =ssir >souadr =reta
s's=s—1sir=s.

Supposons maintenant que p { v,/ (b), i.e. § = 1. Ainsi, N = F, ;_1 et Ng =
(Fp)r,s—1 par la . D’aprés le corollaire appliqué & F' = F,, on a

NCallLa/Fy)r _ (Fp)r—1,s—18iT>s
Q = .
(Fy)rs—osir=s

Remarquons également que #Gal(Nq/F,)r = [Ng : Ngal(NQ /F")T] = p d’aprés
la remarque [I.1.3|appliquée 47/ =7 —leta s’ =s—1sir >souar =reta
§=s—2sir=s.

On a ainsi montré que dans les deux cas, #Gal(Ngq/F,)r =p et

NCalLa/Fy)r _ (Fp)r—1,5—6 81T > s
02 - .
(Fp)rs—s—18ir=s

Rappelons que Ngq = (F})rs—s par (3.I). Ainsi, d’aprés le lemme
Ngq/F, est totalement ramifié, et donc, Gal(Nq/Fy)o = Gal(Ng/F}). Dit autre-
ment, Ngal(NQ/ Fodo _ F,. Comme 9 est I'unique idéal premier de Oy au-dessus
de p’ et que I'extension complétée No/F,, = Nq/F, est totalement ramifiée, il
sensuit que Gal(N/F')o(Q) = Gal(N/F"), i.e. NGIWN/Fo(Q) — 7,

De (3.3)) et (3.4), il s’ensuit alors que

NGalv/P)r(@) _ JE (Gt bt/P
F' (G 070

s—0 .
) = Fr—l,s—é S1T > s

)=Frs_1_ssir=s

et, d’aprés (8.2), que #Gal(N/F')r(Q) = p, i.e. Gal(N/F')p(Q) ~ Z/pZ. O

Pour un entier m > 1, notons u,, ’ensemble des racines m-iéme de l'unité.
Le lemme suivant servira uniquement pour prouver la proposition [3.1.9
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Lemme 3.1.8. Soient r,s des entiers tels que v > s > 2. Notons T le dernier
saut de Gal((Fys—5)qp, ,_s/Fp). Soient a € F,. ;5 et o un générateur du groupe
cycliqgue Gal(Fy s—s/F" ) (Br s—s) tels que o/ € poo. Alors oafa € pipr.

Démonstration. Afin d’alléger les notations, notons N = F, ;5 et Q =By 5.
Posons m = pd l'ordre de oca/a € N avec p { d. Posons également w =
(aa/a)”B € N. Par conséquent, w est d’ordre d.

Comme p 1 d, on a, d’aprés [32, Chapter II, Proposition 7.12], que Q N N{?)
est non ramifié dans N (7 (w).

Par la théorie des groupes de ramification, QNNGalN/F)0(Q) egt totalement
ramifi¢ dans N. Comme N(7)(w) C N et que (o) = Gal(N/F")7(RQ), il s’ensuit
que Q N N7 est totalement ramifié dans N (7 (w).

Comme QNN est a la fois totalement ramifié et non ramifié dans N{?) (w),
on en déduit alors que N{?)(w) = N{?), ou encore que w € N{°. D’oil ow = w.
Comme oa?’ = wa?”, il gensuit alors que o'a?’ = wia?” pour tout i > 1.
D’aprés la proposition [3.1.7] o est d’ordre p. Par conséquent, o = id et donc,
wP = 1. Or, w est aussi d’ordre d et p t d. D’ou d = 1. Ainsi, ca/a € ppe- et
donc, oo/ € pipee NN = pipr. O

Proposition 3.1.9. Soient r,s des entiers tels que r > s. Notons T le der-
nier saut de Gal((Fys—s)g, . 5/Fp). Soient a,g € Q tels que /g € F 5.
Supposons que :

Gal(FT,s—tS/FI)T(mr,sf&) .
Fr,s—& )

i) il eviste d € N* tel que §¢ €

i0) 9%, <15
Qi) r >3 et s > 2.
FGal(Fr,sfa/F/)T(mr,sfé)

Alors soit il existe g € (Cpr,b'/P") tel que a/(gg) € e , soit

1
h(ol) + max 0, W Z log |T'}/ — 1|

] 7:Q(v)—C

logp + p®log |G|,
> 0:
_max{ 5 2p4[F/Q}

oty = ((ca)/(Ca))P” avec ¢ € s €t avec o € Gal(F, s—5/F"). De plus, v ¢ pioo-

Démonstration. Afin d’alléger les notations, notons N = F, ;5 et Q =B, s—s.
D’aprés ’hypothése iii), on obtient que r > s > 2. En utilisant la propo-
sition on en déduit alors que §pr71,b1/”57571 € NGaAW/F)7(Q) of que
Gal(N/F")r(Q) est cyclique d’ordre p. Notons o un générateur de ce groupe.

Si logp + p®log|jla < 0, alors Iinégalité de la proposition est clairement
vérifiée. Supposons donc que log p + p? log |j|lq > 0.

Posons

h=Crsir=seth=>b""""sir>s

s—6—1

Remarquons que oh/h € p,\{1} (car h? € {(,r—1;bY/P"
h e ((pr, bl/ﬁ) puisque s — § < s.

} C N() et que
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Notons 8 = «/g. Supposons dans un premier temps que 03/ € . D’aprés
le lemme il s’ensuit que w := of/f € pp-. Montrons que w € p,. Tout
d’abord, o? = wP(P. Ensuite, on a aussi que ow? = w? puisque w? € ppr-1 C
N{?). Des deux derniéres égalités, on en deduit aisément que o/ 57 = wP7 BP pour
tout j > 1. Comme o est d’ordre p, on obtient alors que fP = oP P = wP" [P et
donc que w € ju,2. Or, 7 > 3 d’aprés ’hypothése iii), ce qui implique que ju,2 C
N{?). Comme 08 = wf et que ow = w, on en déduit alors que 3 = 0?3 = WP,
et donc que w € .

Comme oh/h € pu,\{1}, il existe alors un entier [ tel que c3/8 = (oh/h)".
D'ott o (e/(gh')) = a/(gh') et donc que a/(gh!) € N(@) = NGal(N/F)r (@),

Supposons maintenant que 0/8 ¢ poo. En particulier, oB? + BP°. Soit E
la cloture galoisienne de N (o) = N(g) sur N(?) (cela a bien un sens puisque
d’aprés I’hypothése 1), §¢ € N<">). Notons encore ¢ une extension de ¢ & E. Par
1), il existe une racine de l'unité ¢ € E telle que 0§ = (§. Ainsi, 08 = (0a)/((g)
et

3 3 3 3 .3
of? = p¥ =(oa” —(Ca)?)/(C9)" . (3.5)
Montrons que que pour tout x € N,
joa? —a?" |g < p~ max{1, |ox|a}” max{1, |z[a}"". (3.6)
Pour tout € On,, on a ox =z mod QT*! et donc,
oz?’ =27 mod QF Y,
Ainsi, pour tout z € On,,, on déduit de la proposition [[.4.9] que

| oxP’ — 2P’ la< pfps(TJrl)/e(NQIQp) < p*e(NQ|Fp)/5(ND|@p) =p

car F,/Q, est non ramifié. Ceci montre (3.6 dans le cas ot z € On,,.
En revanche, si z ¢ On,, alors 7! € Oy, puisque Op, est un anneau de

valuation. Ainsi,

oz —a 7 <p7!

ou encore que

3 3 _ 3 3
joa?” — 2P |q < p~Hoaly |2f3,

ce qui montre de nouveau (3.6) dans le cas ou z ¢ Op,,.

3Posons y=oca? — (Ca)”g. Remarquons que y # 0 car ( = 0j/g et oBP £
BP". En appliquant (3.6) & = = 8 = a/g, on déduit de (3.5) que

o —p3 _ - 3 ~ 3
yla 19157 < p~ ' max{1,]o (a/g) o} max{1,|a/gla}"".
Q
Comme g = (g et |g|q <1 d’aprés ’hypothése i), il s’ensuit alors que :
lyla < p~' max{1, joala}’ max{1, |ala}”’|gl5" (3.7)

Pour toute place v de N, notons n,, = [N, : Q,]/[N : Q] si v est finie et
n, = [N, : R]/[N : Q] sinon. Notons M°(N) I’ensemble des places finies de N
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et M>(N) celui des places infinies. En appliquant la formule du produit a y,
on a

0=naloglyla+ > mloglyl,+ > mloglyl,.  (3.8)

veEMO(N) veEM>(N)
v#£Q

Dans (3.8), on majore |y|q en utilisant I'inégalité (3.7). On majore également
lyl,, pour v € MO(N) et v # 9, en utilisant I'inégalité ultramétrique. On
obtient alors

0< (—logp—p*logl|gla) na

+p? Z n, (logmax{1, |oal,} + logmax{1,|(a|, })+ Z n, log |yl
veEMO(N) VEM>(N)
(3.9)

Posons v = (ca/Ca)P”. Supposons par I'absurde que 7 € pioo. Alors oa/a €
too. Comme ( = 0§/g € poo €t que 8 = a/g, il s’ensuit que o8/ € fico, ce qui
est absurde par hypothése. Par conséquent, v & fioo-

Clairement, y = (Ca)”3 (v —1). Ainsi,

1
Z nylog|y|u:m210g|7’y—l|+p3 Z ny log[Caly
veEM®=(N) v T vEM®=(N)

(3.10)

ou 7 parcourt 'ensemble des plongements Q(y) < C. En injectant (3.10) dans
(3.9), il en résulte, car h(ca) = h(Ce) = h(«), que

1
“logp — plog |7 3h N . it
0 < (~logp —p®log|gla) na + 2p (a)+[Q(7):Q]zT:oglm 1|

Comme 9 est I'unique idéal premier de O au-dessus de p’ et que Fg/ =F,
(cf lemme [3.1.5)), il s’ensuit que [Ng : F}] = [N : F']. D’ou

ng = [Na : Q/IN: Q) = [Fp : Ql/[F': Q) > 1/[F : Q.

Enfin, comme logp + p3log |§|a > 0, il s’ensuit que

1 logp +p*log|g|a
h(a)eraX{O,M;log’r’yH} Z 2p4[FIQ] .

O

Lemme 3.1.10. Soient K un corps de nombres et r,c € K*\lin. Supposons
que pour tout m >0, on a ™ ¢ (c). Soit (x,n) € Z x Z* et posons a = rc*/™,
Alors )
h > .
(@) 2 oK o
Démonstration. Comme 7,¢ ¢ oo, les vecteurs (vy (7)), (ol p parcourt I’en-
semble des idéaux premiers de Ok) et (v,(c)), sont non nuls. De plus, ™ ¢ (c)
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pour tout m. Cela implique donc que le vecteur (v,(r)), ne peut étre une com-
binaison linéaire, & coefficient dans Q, des vecteurs (v,(c)),. Il existe donc deux
idéaux premiers distincts p; et po tels que

Vp, (1) vp, (¢) — vp, (1)vp, (¢) # 0.
Comme " = r"c¢* € K*, il s’ensuit que pour tout idéal premier p de O,
vp(a™) = nvy(r) + zvp(c).
Un rapide calcul montre donc que
[vp, (@ )vp, (€) = vp, (@ )vp, ()| = nfvp, (r)vp, (€) = vp, (P)vp, ()] Z . (3.11)

Soient § € K* et p un idéal premier de O . Notons p le générateur positif de
pNZ. Alors

1 _ |vp (B)]
h 1 vp (B)/vp (P)Y — p 1 .
(B) = K Q ogmax{1,p } K Qo, () 287 (3.12)
si vp(B) < 0. Dans le cas ot vy (8) > 0, alors vy, (871) < 0 et donc,
gt s B
)2 i Q¥

Comme h(8) = h(37!), on en déduit que (3.12) est vérifié pour tout 3 € K* et
tout idéal premier p de Ok. On obtient ainsi, car v,(p) < [K : Q] et p > 2, que

[vp(B)] < [K : QJup(p)h(8)/ log p < [K : QI*h(8B)/log 2. (3.13)

En appliquant 'inégalité triangulaire dans (3.11)), puis deux fois (3.13)), avec
B =a" et avec 8 = ¢, on en conclut alors que

n < fop, (@")] [vp, ()] + [vp, (@™)] g, (¢)]
< 2h(c)[K : Q*h(a™)
ST (os2p

< 5nh(c)h(a)[K : Q*
car 2/(log2)? < 5 et le lemme s’ensuit. O

3.1.2 Preuve du théoréme.

Dans cette section, nous allons prouver le théoréme [3.1.3] que I'on rappelle ci-
dessous pour la commodité du lecteur.

Théoréme. Soient F' un corps de nombres, a € F*\(F*)P et p un nombre
premier impair ne divisant pas le discriminant de F'. Alors il existe ¢ > 0 tel
que h(a) > ¢ pour tout o € Gy, (F({a)sat,p)) \{(@)sat -

Démonstration. Supposons tout d’abord que a € pio. Comme F(uo.)/F est une
extension abélienne, on déduit de [5] qu’il existe ¢ > 0 tel que h(a) > ¢ pour
tout & € F'(ftoo)™\ oo, c€ qui montre le théoréme dans le cas ol a € ps puisque
<a>sat - Hoo-
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Supposons maintenant que @ ¢ poo. S0it & € F({a@)sasp). 1l existe alors un
entier positif ¢, que I'on suppose assez grand, tel que a € F(Cpt—17a1/pt71).
Quitte & multiplier a par un bon élément de F™*, on peut supposer que a € Op.

Rappelons quelques notations que 'on a introduites dans la sous-section
Fixons un idéal premier p de Op au-dessus de p. Notons p I'unique entier

tel que a € F,fp\Ff,"p+1 et b € Fy tels que b*” = a. Remarquons que 'on peut
identifier b avec un élément de (a)sat,, C F, que l'on note encore b. Notons
F' = F(b). D’aprés le lemme il existe un idéal premier p’ de Ops au-
dessus de p de telle sorte que Fl;, = F;,. Notons

1 sinon

5— {0 sip | vy (b)

Enfin, pour des entiers positifs r et s, posons

Fr,s = F(Cpr,bl/ps) ot (Fp)r,s — Fp(é‘p”bl/ps).

Comme t —1<t—4 et que a € F(Cpt—l,al/pt_l) = F;_1,4-1-p, on a alors
que
ac€F_ 141, CFyis.
Notons A l’ensemble des couples (r,s) tel que t > r > s > 2 et tel qu'il existe
fe <Cpn,bl/”t> avec a/f € F,, 5. Remarquons que (¢,t) € A. Fixons (r,s)

un élément minimal de A pour 'ordre lexicographique et f € <Cpt, bl/pt> avec

a/f € F, s_s. Pour finir, posons

= max {log (— log [bl,) / log p] + 6: 3}.

Supposons que r < k. Comme r > s, on en déduit que s < k et donc que

a/f € F, .. En appliquant le lemme [3.1.10| avec K = F, ., r = a/f et avec
c = b, on en conclut que soit

1

SRR T/ e

soit que & € (b)sat = (@)sat. Le théoréme est ainsi prouvé dans le cas ou r < k.

A partir de maintenant, supposons que 7 > x. Comme r est "assez grand",
on va pouvoir minorer, griace a la proposition h(a) par une constante
indépendante de «.

Notons 2 = B, s_s 'unique idéal premier de (’)FmﬂS au-dessus de p’. Par
définition de f, il existe des entiers u et x tels que f = C;j,, b*/?". On pourrait

appliquer la proposition avecr,set g = f - Mais, si ¢’est la seconde conclu-
sion qui est satisfaite, on ne peut garantir que logp +p?log|fla > 0 car on n’a
aucun controle sur | f|q. Ceci est dii au fait que z/pt peut étre trés proche de 1.
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Pour contourner ce probléme, posons z = @Qp'~"*2 + R la division euclidienne
de x par p'~"T2. Posons alors

g = C;tbR/p .

Comme a/f € F, s_s5 et que max{r —2,s— ¢} < max{r—1,s} —4d, on en déduit
alors que

- ~ r—2
O[/g = (a/f)bQ/p € Fr,max{r—Q,s—&} C F’r‘,s’f&a

ot l'on a noté, pour abréger, s’ = max{r — 1, s}.

Comme on a un "bon controle" de R/p!, cela nous permettra de montrer
plus tard, avec le fait que r > x, que log p+p®log [g|q > 0. Cependant, le couple
(r,s") € A n’est plus nécessairement minimal pour I'ordre lexicographique. Mais,
il est quand méme "suffisamment petit" pour pouvoir contredire la minimalité
de (r,s) si c’est la premiére conclusion de la proposition appliquée a 7 et
a s’, qui est satisfaite.

Remarquons tout d’abord que les hypothéses de la proposition sont vé-
rifiées. Clairement, r > 3 puisque 7 > k et s’ > 2 puisque s > 2 par construction
de A. De plus, par définition de g, il existe un entier d tel que §* € (a) C F*. En-
fin, comme b € O, il s’ensuit que |§¢|q: = |b\;l,R/pt < 1 o £’ désigne 'unique
idéal premier de F) ,_5 au-dessus de p’.

Notons T' le dernier saut de Gal((F) s —s5)a/Fy)- Supposons par l’absurde
que c’est la premiére conclusion qui soit vérifiée. Il existe alors g € <Cpt7b1/ pt>
tel que

o) € FE G4/

I s’ensuit donc que gg € ({pt, bl/pt> et, d’aprés la proposition , appliquée
aretas, que

(3.14)

(3.15)

r,s’—§

pCalF, s/ F)r () _ Frqg_ssir>s
Frg_1_ssir=s

Rappelons que s’ = max{r — 1,s}. Si r > &, alors d’aprés et ,
(r—1,¢) € Acar r—1 > s > 2, ce qui contredit la minimalité de (r,s). Si
r =g, alors r = s et donc, s’ = s. D’aprés et (3.15), on a alors que
(r,s—1) € A puisque s —1 = r —1 > 2. Ceci contredit & nouveau la minimalité
de (r,s).

On a ainsi montré que la premiére conclusion de la proposition [3.1.9|ne peut
étre satisfaite. C’est donc la seconde conclusion qui est satisfaite. On en déduit
donc que

N S w S logp+p’loglgla _ .
h<a>+max{o,[(@m:@]§;1g<v> 1}> g =)

(3.16)

v = ((00)/(Ca))” ¢ pioo (3.17)

pour une certaine racine de l'unité ¢ et un certain o € Gal(F, ,_s/F").



80 CHAPITRE 3. AUTOUR D’UNE CONJECTURE DE REMOND
Comme log |j|lq = R/p'log |bly, que [y < 1 et que R < p'~""2, il s’ensuit
que log|gla > p~ "= log |b|,. Dot

logp +p~ "~ log [b],
2p*[F” : Q] '
Enfin, comme r > k > [log(—log|b|,/)/logp)| + 6, on en déduit que

c(g) >

p~ " log bl < (logp)/p

e 1— lo,
et donc que ¢(g) > ¢:= % > 0.

Nous allons maintenant utiliser une variante de ’argument de [26, § 7] pour
montrer que :

71 og (T — 3 (6] C
maX{O, [@(v):Q]Zl g|7(v) 1|} < (p® + Dh(a) + ¢/2. (3.18)

Cela nous permettra, avec (3.16)), d’obtenir une minoration de h(a) indépen-
dante de « et ainsi en déduire le théoréme.

Pour m € N*, notons
fm + C* — R
= min{m, max{—m,log|z — 1|}}, siz # 1
z
—m, sinon
Notons z = 7(y) # 1 et montrons que
log |z — 1] < ¢/4 + logmax{1l, |z|} + fm(2). (3.19)

Commencons par le cas ou [z—1| < e™. Alors, f,,(z) = max{—m,log|z—1]}. On
obtient alors que log |z — 1| < f,,(2), ce qui montre dans cette situation.

Enfin, supposons que |z — 1| > e™. Alors, f,,(z) = m > 0. De plus, |z| >
e™ —1>e™/2 car m > 1. Ainsi,

[z = 1]
K

Comme lim (14 2e~™) =1, on en déduit, pour tout m assez grand, log(1 +
m——+oo

S1+1/]z <142 ™,

2e~™) < ¢/4. Par conséquent,
log |z — 1] <log(l+2e™™) +log|z| < ¢/4 + logmax{1, |z|} + fm(2)

On a ainsi montré (3.19).
De (3.19)), on en déduit que
1 1
o 2108 m(v) =1} <h(a) +h(v) + =57 2 fm(7(7)). (3:20)
[Q(v) : Q] Z: [Q(v) : Q] ZT:
Pour montrer (3.18)), et ainsi terminer la preuve, nous allons utiliser le théo-

réme de convergence dominée et le théoréme d’équidistribution de Bilu [9] ci-
dessous :
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Théoréme 3.1.11. (Bilu) Soit 1,72, - .. une suite de Q\ s telle que lir+n h(v;) =
1— 100

0. Si f: C* = R est une fonction continue bornée, alors

i 1 — ! e2imt
A g 2w = JRGT

ot T parcourt tous les plongements de corps de Q(~;) — C.

La suite de fonctions g, : t — f,(e?™) converge point par point (lorsque
m tend vers +o0) vers la fonction g : ¢ — log [e?™ — 1| sur ]0; 1[.
Clairement, |gn, (t)| < |g(t)| et

1
/ l9(#)]ds < +oc.
0

Par le théoréme de convergence dominée, il s’ensuit que
1 1

lim Im(t) = / g(t)dt =0
0

m——+00 0

(ou la derniére égalité vient du fait que fol lg(s)|ds = logM(X — 1) = 0, en
désignant par M(-) la mesure de Mahler). Ainsi, pour tout m assez grand, on a

/1 gm(t)ds < ¢/8.
0

Rappelons que v ¢ poo d’apres (3.17). En appliquant le théoréme [3.1.11] &
f = fm pour tout entier m assez grand,

1 1
WZMT”)) = 2/0 gm(t)dt < c/4.
Or, de (B17), h(y) < p*h(a). On déduit donc de (3:20) que

m > log|r(v) = 1]} < (p* + Dh(a) + ¢/2,

ce qui montre (3.18) et prouve ainsi le théoréme. O

3.2 Généralisation de la conjecture de Rémond

Comme ’a déja montré Rémond dans [36, section 5|, la conjecture ne
peut s’énoncer dans le cas plus général ou G est une variété semi-abélienne.
Son contre-exemple repose sur le fait que G puisse posséder des points de Ribet
(le lecteur souhaitant lire la définition d’un point de Ribet pourra voir [27]).
Dans le cas ott G est une variété semi-abélienne isotriviale, les points de Ribet
sont des points de torsion. Par conséquent, il semble raisonnable de proposer la
conjecture suivante :

Conjecture 3.2.1. La conjecture[3.0.1) reste valable pour les variétés abéliennes
1sotriviales.
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A partir de maintenant, considérons des variétés abéliennes isotriviales de la
forme G = G,, x A ol A est une variété abélienne définie sur k. Notons h(P, Q)
la hauteur d'un point (P,Q) € G comme étant la somme h(P) + h(Q).

La conjecture [3.2.1] permet d’interpréter différents résultats déja présents
dans la littérature comme des cas particuliers de celle-ci. Le premier concerne le
cas oit I' = (G, )1ors X {0}. On a alors Ty = Giors et k(T) = k(G )tors) C k2.
La conjecture [3.2.1] prédit donc I'existence d'un ¢ > 0 tel que h(a) +h(P) > ¢
pour tout

(a’ P) € G<k((Gm)tors))\Gtors~

Amoroso et Zannier [5] ont montré qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout a €
G (k®)\ (G )tors, on a h(a) > c. Par ailleurs, Baker et Silverman [6, Theorem
0.1] ont montré qu’il existe ¢ > 0 tel que h(P) > ¢ pour tout P € A(k®)\ Aors.
De ces deux résultats, on déduit que la conjecture [3.2.T] est satisfaite dans ce cas
(en fait, elle est méme équivalente & la concaténation de ces deux théorémes).

Le second exemple concerne le cas ou G = G,,, X E, avec E une courbe
elliptique définie sur Q, et I' = {1} X Eiors. A nouveau, T'gar = Giors. De plus,
Q(T') = Q(Etors)- La conjecture prédit donc I'existence d'un ¢ > 0 tel que
h(e) + h(P) > ¢ pour tout

(a7 P) € G(Q(Etors))\Gtors~

Cette prédiction correspond précisément a [26], Corollary 1].

Dans les deux exemples cités ci-dessus, on a sy = Gyors. Dans cet article,
on se propose de donner un exemple de la conjecture dans le cas ou Iy #

Gtors. Pour un nombre algébrique b € G,,,(Q) et un nombre premier p, notons

(Dsatp = {9 € Gm(Q@) | In 21, ¢ € (B)}.

Théoréme 3.2.2. Soient E une courbe elliptique et p > 5 un premier tel que
E a une réduction supersinguliére en p. Soit b > 2 un entier tel que p 1 b et
p? { (W=t —1). Alors, il existe cr g > 0 tel que h(a, P) > cr g pour tout
(a, P) € G(Q(I'))\I'sat 00 T' = (b)sarp x {0} et 00 G = G,,, x E.

Remarquons que I'gus = (b)sat X Etors- Soit (o, P) € G(Q(T"))\gat. Alors, a €
G (Q(T)\(b)sat ou P € E(Q(T))\ Ftors- Dans [2], Amoroso a montré 'existence
d’un ¢ > 0 tel que h(a) > ¢ pour tout a € G, (Q(T'))\(b)sat- Par conséquent, le
théoréme [3.2.2] est une conséquence du théoréme suivant :

Théoréme 3.2.3. Soient E une courbe elliptique et p > 5 un premier tel que
E a une réduction supersinguliére en p. Soit b > 2 un entier tel que p { b
et p? + (BP~1 —1). Alors, il existe ¢ > 0 tel que h(P) > ¢ pour tout P €
E(Q((b)sat,p) ) \(E(Q(Cp)) N Etors)-

Remarquons que le résultat que ’on obtient est apparemment légérement
plus précis car on retire seulement E(Q) N Eiors C E(Q((b)sat,p) N Etors. Cepen-
dant, on montrera dans le fait [3.2.13] que cette inclusion est en fait une égalité.

3.2.1 Un exemple

Fixons F/Q une courbe elliptique définie par une equation de Weierstrass courte
et minimale & coefficients entiers. Il existe donc des entiers a et b tels que

E:Y?=X%*4+aX +0. (3.21)
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On dit que a et b sont les coefficients de E. Fixons également un nombre premier
p > 5 tel que E a une réduction supersinguliére en p.
Pour tous entiers r, s > 0, notons

Qrs = Q(¢pr, bl/ps) et (Qp)r,s = Qp(Gprs bl/ps);

ot b est choisi comme dans le théoréme [3.2.3} et v, ; un idéal premier de O, ,
au-dessus de p. En appliquant le lemme avec K = Q, P = v, 5 et avec

a = b, on en déduit que (Qrs)y, . = (Qp)r,s-
Notons également Qo 0o = Q(Cpoe, /P ) = Q({(b)satp). Enoncons tout
d’abord quelques propriétés concernant l’extension Q. s/Q.

Lemme 3.2.4. Soient r > s des entiers positifs avec r > 1. Alors
i) Vextension Q. ;/Q est galoisienne ;

i) p est totalement ramifié dans Q, . En particulier, v, s est l'unique idéal
premier de Og, , au-dessus de p;

it) Uindice de ramification e, (Q,s|Q) est égal a (p — 1)p™ 571 ;

w) notons l, s le dernier saut de (Qp)r,s/Qp. Alors p*(lrs+1) > €y, (Qr|Q) ;
v) le corps fixé par Gal(Q,.s/Q)y, , (vrs) est

Gal(Qr,s/Quy (wrs) ) Qo5 SiT>5
.S - . )
Qrs—1 8iT =35

. . . Gal(Qr,s s . .

vi) si (r,s) # (1,0), Dextension (@m/(@r;l (@ra/@irs (me) oy cyclique de degré
p.

Démonstration. Le i) est clair. Pour le i), iii) et v), voir [2, Proposition 2.1]
ou on utilise, de facon essentielle, ’étude des groupes de ramification de [46].
Pour le iv), voir [2| Lemma 2.2]. Le vi) découle de la remarque appliquée
ar'=r—letas =ssir>souar =retas =s—1sir=s. O

Soient r > s deux entiers tels que » > 1. Comme v, ;s est 'unique idéal
premier de Ogp, . au-dessus de p, on confondra, & partir de maintenant, Q,. 5 et
son plongement dans son complété (Qp)rs-

Enfin, rappelons que quitte & plonger Q dans Q,, on peut voir £ comme une
courbe elliptique sur Q,.

D’aprés [40, Proposition 12|, image de Gal(Q,/Q,) dans Aut(E[p]) (ici,
El[p] désigne I'ensemble des points de torsion d’ordre divisant p) est un Cartan
non-déployé (en particulier cyclique d’ordre p? — 1). Cela implique le lemme
suivant :

Lemme 3.2.5. Soit L/Q, une extension finie telle que (p*>—1) 1 [L : Q,]. Alors
E(L) N Elp] = {0}.

Remarque 3.2.6. D’aprés le ii) et le #ii) du lemme [3.2.4) on a
[Qrs: Q] = (p—D)p" 7

Aingi, le lemme appliqué & L = (Qp),,s montre que 0 est le seul point
de torsion d’ordre divisant p (et donc d’ordre divisant une puissance de p) de

E((Qp)r,s)-
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Reprenons maintenant quelques notations déja introduites dans [26], section
8]. Pour un corps de nombres K et une place v de K, notons K, le complété de

K en v. Soit P = (z,y) € E(Q). Pour toute place ¢ de Q, notons

. 1
he(P) = Q@) > dada(ta(P) (3.22)

alq

ou q parcourt I'ensemble des places de Og(p) au-dessus de g, ou ¢4 désigne le
plongement Q(P) — Q(P)q, ot A\q est la hauteur locale (pour la définition
compléte de \q, voir [43, Chapter VI]) en q et ot dq = [Q(P)q : Q4] désigne le
degré local. Remarquons que

h(P) = hoo(P) 4 ho(P) +hs(P) + ... . (3.23)

Précisons que l'on peut avoir flq(P) < 0 pour un certain q. Cependant, le
lemme suivant montre que si h(P) est "assez petit", alors hy(P) ne peut pas
étre "trop petit négativement". Plus précisément,

Lemme 3.2.7 (Lemma 8.8, [26]). Soit (P;); une suite de points de E(Q)\Eors

telle que vligl h(P;) = 0. Si | est une place de Q (non nécessairement finie),
1—>+00

alors .
lim h(F;) > 0.

1——+o00
De plus, sil est finie et si & a bonne réduction en l, alors EZ(H) > 0 pour tout 1.

Comme E a bonne réduction pour presque toute place [ de Q (i.e. pour toutes
sauf un nombre fini), il s’ensuit que pour tout [ hy P) > 0 pour presque tout
I et tout P € E(Q). Par conséquent, le lemme montre que si la hauteur
IAl(Pl) est "assez petite" pour un certain ¢ avec P; ¢ Eiops, alors Bp(Pi) >0
(on rappelle que E a bonne réduction en p) est également "assez petit" d’aprés
(3-23). Le résultat suivant est la contraposée de la phrase précédente, i.e. que si
ﬁp(Pl-) est "assez grand" pour tout 4, alors h(P;) I est également pour tout .
Plus précisément,

Lemme 3.2.8. Soit (P;); une suite de points de E(Q)\Eios telle qu’il existe
¢ > 0 vérifiant hy,(P;) > ¢ pour tout i. Il existe alors ¢’ > 0 tel que h(P;) > ¢
pour tout 1.

Démonstration. Supposons par I'absurde que lim B(PZ) = 0. Quitte & en ex-
i——+-00

traire une sous-suite, on peut supposer que liin ﬁ(PZ) = 0. Comme E a bonne
11— 400

réduction en presque toute place [, cela signifie que pour presque tout [, on a

que hy(P;) > 0 pour tout 7. En utilisant la premiére affirmation du lemme ,

on en déduit l'existence d’un entier no tel que >, h(F;) > —c/2 pour tout

1 > ng. Par conséquent, on déduit de (3.23) que

h(P) =hy(P) + > h(P) > ¢/2,
l#p

ce qui contredit le fait que lim h(P;) = 0. O

1—+00
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Soit P = (z,y) € E(Qys) avec > s. Comme E a bonne réduction en p et
que v, s est 'unique idéal premier de Og, , au-dessus de p, on déduit alors de

(3-22) que :

1
h,(P) = A, . (P) := 3 log max{1, |z, ,} (3.24)

ou la seconde égalité provient de la définition méme de \q, dans le cas oi1 £ a
bonne réduction en q [43, Chapter VIJ.

Pour tous entiers r > s positifs, avec r > 1, tels que (r,s) # (1,0), fixons a
partir de maintenant un générateur o, ; du dernier groupe de ramification non
trivial de la suite (Gal(Q, s/Q);(vrs))s, qui est cyclique d’ordre p d’aprés le v)
du lemme Pour tout ¢ > 0, on a l'isomorphisme suivant :

Gal(@r,s/@)i(W,S) =~ Gal((@r,s)vr,s/(@p) = Gal((Qp)r,S/Qp)~

On peut ainsi identifier o, s avec un élément de Gal((Qp)r,s/Qp)-
La proposition suivante est l’analogue de [26] Lemma 8.4], mais dont la
preuve posséde plus de détails.

Proposition 3.2.9. Soient r > s des entiers positifs tels que r > 1 et tels que
(r,s) # (1,0). Soit P € E(Q, ) tel que o, P # P. Alors

log p

M, (0p P —P) > 2

Vr,s

Démonstration. Afin d’alléger les notations, notons L = Q, 5, 0 = 0y 5, | = Iy 5
(cflemme[3.2.4] iv)) et v = v, ;. Notons également [ le dernier saut de 'extension
(Qr.s)v,../Qp. Notons P = (z,y), oP = (2',y) et Q = oP — P = (2",y").
Comme deux conjugués de L, ont la méme valeur absolue, on en déduit que

|z|, = |2'|, et |y, = |¢|,. Pour 'instant, supposons que =z # z’, i.e. que
oP # +P.
Commengons par le cas ou |z|, = |2/|, < 1. Comme y?> = 2% + ax + b

avec a,b € Zp, on en déduit que |y|, = |[¢|, < 1. Comme o appartient (par
définition) au dernier groupe de ramification de Gal(L,/Qp), il s’ensuit que
l' — x|, < p~UFD/e Or, p?(1 + 1) > e d’aprés le iv) du lemme Ainsi,
|2/ — x|, < p~1/P’_ De méme, on a Iy —yl, < p /P

La formule d’addition de deux points sur une courbe elliptique (cf [44] Chap-
ter III, Algorithm 2.3]) donne la relation suivante :

, 2
2" = (y ﬂ’) e — (3.25)

T —x

Ensuite, en soustrayant I’égalité y? = 3 + ax + b & I'égalité y'?> = 2/ +ax’ + b
on obtient, aprés factorisation et division par z’ — z # 0, que
y/er 71:’2+:c’x+x2+a

= 3.26
o = (3.26)

Supposons d’abord que |y + 3’|, > 1 (i.e. [y+y'|, = 1 puisque |y|, = |¢/|, < 1).
Comme |z, = |2/|, < 1 et que |2’ —z|,2? > 1, il s’ensuit, en passant & la valeur
absolue dans (3.25), que

"o y+y/2
|2"], = max ;
¥ -z

2
|2/ +$|v} = [o’ —a,* > p*/¥".

v
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Du (3:24), on en déduit que A, (Q) = 3 log|z"|, > (logp)/p*.

Supposons maintenant que |y’ + y|, < 1. Comme |y’ — y|, < p~ 1P <1, on
en déduit que |y|, < 1. Comme p > 2, il en résulte que

v =2 +ar+b=0 mod . (3.27)
De plus, |y|2 = |z|2 et |y/|2 = |2/|3. Ainsi, |z|,,|2'], < 1 et on en déduit que
|22 + 2’z + 22 + a], < 1. Comme notre modéle E a bonne réduction en v,
cela implique que (z,0) est un point singulier sur la réduite de F modulo v. De
(3-27), il s’ensuit que 32>+ a # 0 mod v. Comme 2’ = z mod v, on en conclut
que 7?4+ 2’z +2%+a £ 0 mod v. Ceci prouve donc que |22 +2'x+2%+al, = 1.

De (3.26), on en déduit alors que |(y' +y)/(z' — z)|, = 1/|y' — y|,. En in-
jectant cette égalité dans (3.25)), il s’ensuit que |2”|, = |y — /|, ? > 1. Comme
dans le cas précédent, on en déduit que \,(Q) > (logp)/p?.

Supposons maintenant que |z|, > 1 (et donc |z|, = |2'|, > 1et ¢, = |y|, >
1). Posons t = —x/y. Comme |z|2 = |y|3, on en déduit que |t|, = \x|;1/2 < 1.
De méme, posons ' = —z'/y’. En plongeant Q dans Q,, on peut également voir
E comme une courbe elliptique sur Q,. On note F' € Z,[[X,Y]] la loi formelle
associée & E/Q, (pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [44, Chapter
IV]). Notons également i € Z,[[X]] 'unique série entiére telle que F'(X,i(X)) =
0 (cf [44, Chapter IV, Remark 2.1]). Comme Q = oP — P = (z",y"), il s’ensuit
que t’ = —2" [y = F(t',i(t)).

Comme F(T,i(T)) = 0, on en déduit 'existence d’une série entiere G €
Zp[[Tl,TQ]] telle que F(T]_,TQ) = (l(Tl) — TQ)G(T]_,TQ). En prenant T1 =t et
Ty = i(t), on en déduit que t"" = (i(t') — i(t))G(t',i(t)). En passant a la valeur
absolue v-adique, il s’ensuit que

"], =it = O)LIGE,i(@®)]y < [t =t (3.28)

Enfin, t € Oy et t = ot. Il s’ensuit donc que [t/ — ], < p~(FD/e < p=1/p*,
Comme |2, /% = [t"|,,, on déduit du que ||, > p*/?". Comme précé-
demment, on en déduit que A, (Q) > (log p)/p?. On a ainsi montré la proposition
dans le cas ou 2’ # x.

Si 2/ = x alors, oP = £P. Or, P # P par hypothése. D’ou, cP = —P.
Soit (P;); une suite de points de E(L,) qui converge (pour la topologie induite
par la valeur absolue v-adique) vers 0 telle que o P; # +P; pour tout i. Alors,
o(P — P;) — (P — P;) converge vers @ # 0 par hypothése. Ainsi, o(P — P;) #
(P — P;) pour tout i assez grand. De plus, o(P — P;) # —(P — P;) puisque
oP = —P et 0P, # —P; par hypothése. Par conséquent, I’abscisse du point
o(P — P;) est différente de ’abscisse de P — P;. On s’est ainsi ramener au cas
ot z # 2’. On en déduit donc que A\, (o(P — P;) — (P — P;)) > (logp)/p?
pour tout i assez grand. Enfin, comme A, est continue sur E(L,)\{0}, on en
déduit, en passant a la limite, que \,(cP — P) > (logp)/p?, ce qui prouve la
proposition. O

La proposition [3.2.9] couplée avec le lemme [3:2.8] permet d’en déduire le
corollaire ci-dessous :
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Corollaire 3.2.10. Soit (P;); une suite de points de E(Qoo,00)\Etors. Pour tout
i, choisissons un couple d’entiers (r;,s;) # (1,0) tel que r; > s;, ;i > 1 et tel

que P; € E(Q,, ;). Supposons que 41i21 h(P;) = 0. Il existe alors un entier ng
1—> 100
tel que 0y, 5, Pi — P; € Eiors pour tout i > ng.

Démonstration. Afin d’alléger les notations, notons B; = o,, 5, P, — P;. Suppo-
sons par absurde qu’il existe une infinité d’entiers ¢ telle que B; ¢ FEiors. Quitte
A en extraire une sous-suite, on peut supposer que c’est vrai pour tout i. De la

proposition et du (3:24), on en déduit que h,(B;) > (logp)/p? pour tout i.
Le lemme [3.2.8] appliqué a ¢ = (logp)/p?, permet d’en déduire I’existence d’un

c > 0 tel que B(Bi) > . Or, Pégalité du parallélogramme [44, Theorem 9.3]
affirme que

h(B;) + h(oy, s, P + P;) = 2(h(oy, 5, (P)) + h(P)).

Il s’ensuit donc que h(B;) < 4h(P;). On obtient ainsi que h(P;) > ¢ /4, ce qui
contredit le fait que lim h(P;) = 0. O
i—>+00

De ce corollaire, il devient maintenant pertinent pour nous d’étudier les
points P € E(Q, ) tels que 0. sP — P € Ejors.

Proposition 3.2.11. Soient r > s des entiers tels que r > 1 et (r,s) # (1,0).
Soit P € E(Qy5) tel que oy sP — P € Eyors. Alors P € Qﬁf;r@'

Démonstration. Afin d’alléger les notations, notons ¢ = o, s et B = o, ;P — P.
Notons également M 1’ ordre de B € Eio,s NE(Q; ). Comme Q, s C (Qp)rs, 00
déduit de la remarque que M est premier & p. Dans ce cas, Q,(E[M])/Q,
est une extension non ramifiée d’aprés [44] Chapter VII, exercise 7.9]. Comme
(Qp)r.s/Q, est totalement ramifié d’aprés le ii) du lemme il s’ensuit donc
que
B e E((Qp)rs NQp(E[M])) = E(Qp).

Ceci implique que 0B = B ou encore que 0?P = [2]cP — P. Par une simple
récurrence, on en déduit que o' P = [i]Jo P — [i — 1] P pour tout i > 2. En prenant
i = p, il s’ensuit, car o est d’ordre p, que [p|cP = [p|P et donc que [p]B = 0.
Comme on a également que [M]B = 0 avec p t M, on en déduit que B = 0.

Dot P € Q7). =
Remarque 3.2.12. En utilisant le v) du lemme|3.2.4] cette proposition montre
que si P € E(Q, ) (avec r > 1 et (r,s) # (1,0)) est tel que 0, 3P — P € Eyops,

alors
Pe EQy—15) s.i r>s
EQps—1)sir=s

Cela permet de montrer, comme énoncé dans le dernier paragraphe de I'in-
troduction, que les points de torsion de E(Qx,o0) sont tous dans E(Q((p)).

Fait 3.2.13. On a Eiors N E(Qoo,00) = Eiors N E(Q((p)).

Démonstration. Soit P € Eygs N E(Qoo,00). Notons (r, s) le plus petit couple
d’entiers (pour 'ordre lexicographique) tel que r > s et P € E(Q, ;) (c’est clair
qu’un tel couple existe). Comme P € Eis, on a alors que o, P — P € Eyoys.
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Ainsi, la proposition [3.2.11] et la remarque [3.2.12] contredisent la minimalité de
(r,s), & condition que r > 1 et que (r,s) # (1,0). On obtient ainsi que r = 0 ou
que (r,s) = (1,0). Il s’ensuit donc que Q, s C Q((,). D’out Qs C Q(¢p), ce qui
prouve le fait. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme [3.2.3] que ’on
rappelle pour la commodité du lecteur :

Théoréme. Soit b € N* tel que ptb et p? t (bP~1 — 1). Il existe alors ¢ > 0 tel
que h(P) > ¢ pour tout P € E(Q((D)sat.p))\(E(Q((p)) N Erors)-

Démonstration. Soit (P;); une suite de points de F(Qoo o) telle que liin h(P;) =
1—>+00

0. Pour tout ¢, il existe ¢; > 1 tel que P; € E(Qy, +,). Notons A; ensemble des
couples (r,s) € N2 tel que t; > r > s et tel que P; € E(Q, ;). Remarquons que
A; # 0 puisque (t;,¢;) € A;. Ainsi, A; admet un élément minimal pour I'ordre
lexicographique que ’'on nomme (r;, s;).

Supposons que (7, ;) # (1,0) et que r; > 1 pour une infinité de i. Quitte
A en extraire une sous-suite, on peut supposer que c’est vrai pour tout 7. Par
minimalité de (r;, s;), on déduit de la proposition et de la remarque(3.2.12
que B; := o, 5,P; — P ¢ Eios. Ainsi, la proposition et montrent
que h,(B;) > (logp)/p? pour tout i. D’apres le lemme [3.2.8] il existe alors une
constante ¢/ > 0 telle que B(BZ) > /. Or, égalité du parallélogramme affirme
que

E(BZ) + B(UTi,SiPi + ‘Pl) = 2(ﬁ(0Ti,Si (PZ)) + B(‘PZ))

1l s’ensuit donc que h(B;) < 4h(P;). Par conséquent, h(P;) > ¢ /4, ce qui contre-
dit le fait que lim h(FP;) =0.
1— 400
On a donc montré qu’il existe un rang ng a partir duquel r; = 0 ou (74, s;) =
(1,0) pour tout ¢. Ainsi, P; € E(Q(¢p)) pour tout ¢ > ny. Comme lir+n h(p) =
1—r+00
0, un célébre théoréme de Northcott montre ’existence d’un entier n; > 0 tel
que P; € Eyors N E(Q((p)) pour tout ¢ > nq. Ceci prouve le théoréme.
O
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