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Introduction

Les premieres réalisations expérimentales de la condensation de Bose-Finstein
de gaz atomiques en 1995 par Anderson et al. [1], Davis et al. [2] et Bradley et
al. [3] ont amorcé une forte activité de recherche. Ces nouveaux systémes atomiques
se caractérisaient notamment par une controlabilité sans précédent. Presque tous les
parametres du systeme comme la température, le nombre d’atomes et ['intensité des
interactions peuvent étre controlés. Pour certains systemes, notamment les conden-
sats d’atomes alcalins, la nature attractive ou répulsive des interactions peut ausst
étre controlée [4,5]. D’une certaine maniére, le condensat de Bose-Einstein peut étre
considéré comme un systeme « macroscopique » qui offre un terrain d’essai idéal a
[’étude de la physique quantique a N corps.

La condensation de Bose-Einstein d’un gaz de bosons est une transition de phase
qui se produit au-dessous d’une certaine température critique « tres basse », et qui se
traduit par une accumulation d’une population macroscopique de bosons dans 1’état
quantique de plus basse énergie. Le plus souvent, les interactions entre particules
jouent un role important dans les phénomenes de transitions de phase. C’est le cas,
par exemple, du ferromagnétisme qui est causé par les interactions d’échanges entre
les spins. A I'opposé, la condensation de Bose-Einstein est une transition de phase qui
se produit « sans I’aide » des interactions. Ce phénomene a été prédit par Einstein
en 1925 [6] en généralisant les travaux de Bose sur la statistique des photons [7].

En pratique, les atomes du condensat interagissent entre eux. Les condensats
étant des systémes de faible densité (n ~ 10'"— 10*!m™3), une bonne approxima-
tion consiste a ne considérer que les interactions a deux atomes. A courte distance
(r~1 A), les atomes en interaction ressentent des forces tres répulsives, tandis qu’a
longue distance (r 2 10 A), les atomes s’attirent a cause de la force de Van der
Waals ayant pour origine un potentiel isotrope et de courte portée (o< 1/r°). A basse
température, ’énergie engagée dans les collisions est faible. Dans ces conditions, le po-
tentiel d’interaction interatomique est approximé par un potentiel de contact isotrope
et completement caractérisé par la donnée des longueurs diffusion ar dans chaque ca-
nal de spin total F de la paire d’atomes. L’interaction de contact est I'interaction la
plus dominante dans les condensats de Bose-Einstein. Les interactions jouent un role
crucial dans la détermination des propriétés de base du systeme. Notamment, le profil
de densité du condensat dans un piege est essentiellement fixé par les interactions de
contact 2.

2. Dans le cadre de Papproximation de Thomas-Fermi [8].
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Introduction

Le traitement théorique des condensats de Bose-FEisntein en présence d’interaction
a été initié en 1947 par N. N. Bogoliubov [9]. En combinant les effets des interactions
a la condensation, Bogoliubov aboutit a une description en termes d’ezcitations élé-
mentaires, et distingue un régime de propagation d’ondes sonores dans le systeme. Ce
régime est une manifestation de la nature superfluide des condensats de Bose-Einstein,
et peut étre interprété en lien avec la théorie de la superfluité de Landau [10]. L'un des
faits remarquables de 1’étude théorique des condensats de Bose-Einstein est le grand
succes de la théorie de champ moyen proposée par Gross [11] et Pitaevskii [12] en 1961.
Cette théorie, développée a température nulle (7" = 0K), est gouvernée par 1’équa-
tion non linéaire de Gross-Pitaevskii qui décrit a la fois les propriétés stationnaires, et
dynamiques du condensat. L’équation de Gross-Pitaevskii décrit aussi la propagation
d’onde de matiere comme les solitons [13] et la formation de vortex [14,15] dans le
systeme. Ce grand succes est dit notamment au nombre élevé d’atomes dans le méme
état quantique, les faibles interactions et la température treés basse (T < 1pK) des
condensats.

Les atomes alcalins, comme le *'Rb, possedent un spin électronique s = 1/2 et
un spin nucléaire ¢ non nul qui composent leur spin atomique f = i 4+ 1/2, tandis
que 'atome de **Cr possede un spin d’origine purement électronique f = 3 avec
s =3 et ¢ = 0. Le spin atomique est a l'origine de degrés de liberté internes associés
aux 2f + 1 états Zeeman m. Lorsque les atomes du condensat sont piégés dans un
potentiel magnétique, la condensation a lieu dans I'état de spin de basse énergie
Zeeman, et les spins s’alignent dans la direction du champ magnétique local. Par
conséquent, les degrés de liberté de spin sont « effacés ». C’est le cas des premiers
condensats de Bose-Einstein réalisés expérimentalement. Lorsque le piégeage a lieu
dans un potentiel optique, les atomes ressentent la méme force indépendamment de
leur état Zeeman. Dit autrement, le piégeage optique « relache » les degrés de liberté
de spin internes du condensat. On parle dans ce cas de condensats spinoriels. Le
premier condensat d’atomes de **Na dans un piége optique a été obtenu en 1998 au
MIT ? par Stamper-Kurn et al. [16]. Cette réalisation a ouvert de nouvelles directions
théoriques et expérimentales a I’étude des condensats bosoniques dilués. Peu apres, Ho
[17] et Ohmi et al [18] généraliserent I'approche champ moyen de Gross et Pitaevskii
aux condensats spinoriels.

La coexistence de plusieurs états de spin dans le condensat conduit a une in-
teraction dépendante du spin qui se manifeste par des oscillations cohérentes de
spin [19,20]. Cette interaction est fixée par des combinaisons (différences) des lon-
gueurs de diffusion ar. Par exemple, dans un condensat de spin f = 1, deux atomes
dans I’état m = 0 peuvent donner lieu a une paire d’atomes dans les états m = +1 et
m = —1, et réciproquement. La combinaison des interactions dépendantes du spin et
d’un couplage magnétique donne lieu a une multitude de phénomenes. En présence
d’un champ magnétique statique, les spins sont magnétiquement polarisés. Des tex-
tures de spin [21] et des domaines de spin métastable [22] ont été observés lorsque
les spins sont soumis a un gradient de champ magnétique. Par ailleurs, a cause des
degrés de liberté de spin, plusieurs phases magnétiques sont possibles au-dessous de la
température critique de condensation. Dans la majorité des cas, la phase de ’état fon-

3. Massachusetts Institute of Technology
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Introduction

damental est fixée par une compétition entre les interactions de contact dépendantes
du spin et le champ magnétique externe [21,23-27].

Les atomes avec un moment magnétique subissent, en plus de l'interaction de
contact, une interaction dipole-dipole de nature longue portée et anisotrope. Les ef-
fets dipolaires sont souvent plus faibles comparés aux effets de I'interaction de contact.
Pour un condensat de *2Cr polarisé, I'intensité de I'interaction dipole-dipole par rap-
port a l'interaction de contact est donnée par egq ~ 0.15. Notons que cette valeur de
€qq est 36 fois plus forte comparée au cas des condensats de Bose-Einstein d’atomes
alcalins comme le 8'Rb. Le premier condensat dipolaire & été obtenu en 2005 par
Griesmaier et al. [28] avec des atomes de **Cr polarisés. Peu apres, Stuhler et al. [29]
ont observé de faibles déformations mécaniques (de la densité) anisotropes lors de I'ex-
pansion d’un condensat de **Cr polarisé. Ces déformations dépendent de I’orientation
des dipoles (effets de magnétostriction). Des effets plus notables ont été observés par
Lahaye et al. [30] en controlant la valeur de €qq.

La production expérimentale de condensats dipolaires a entrainé une forte acti-
vité théorique, dont une partie s’est attachée au cas des condensats dipolaires spi-
noriels [31-34]. Par exemple, il a été montré que lorsque les interactions de contact
dépendantes de spins sont tres faibles et en ’absence de champ magnétique, 'interac-
tion dipolaire peut avoir un effet notable sur les phases de I’état fondamental. C’est le
cas notamment du ®'Rb de spin f = 1. En prenant en compte I'interaction dipolaire,
Kawaguchi et al. [33] ont montré que les spins tendent & s’auto-organiser pour former
plusieurs phases avec différentes textures de spin. Des transitions entre les différentes
phases pourraient étre observées en modifiant la taille du condensat. Expérimentale-
ment, Eto et al. [35] ont observé, dans le cas d'un condensat de *"Rb de spin f = 1
et f =2, le développement de textures de spins induites par l'interaction dipolaire.

J’ai réalisé mes travaux de these dans le groupe gaz quantiques magnétiques du
laboratoire de physique des lasers (LPL). Le groupe s’est intéressé aux effets dipolaires
qui surgissent a partir de I'état ferromagnétique d'un condensat de **Cr de spin f = 3.
Cet état est fortement magnétisé : les atomes du condensat sont orientés par un champ
magnétique appliqué suivant ’axe z et occupent I'état de spin m = —3. Lorsque le
champ magnétique est diminué progressivement, Pasquiou et al. [36], ont observé une
démagnétisation instantanée du condensat a faible champ magnétique. Ce type de
phénomene est directement lié a 'interaction dipolaire qui couple les degrés de liberté
de spin aux degrés de liberté orbitaux. Il en résulte un transfert de moment cinétique
de spin vers le moment cinétique orbital. Ce transfert rend possible I’'observation d’un
phénomene connu sous le nom de 'effet Einstein—de Haas. En parallele, le groupe du
LPL s’est aussi intéressé aux effets de 'interaction dipolaire sur les dynamiques de
spin lorsque les dynamiques de démagnétisation peuvent étres « négligés » [37, 38].
C’est le cas lorsque le condensat est soumis a un fort champ magnétique.

L’objet de cette these a été de caractériser du point de vue théorique ces deux
situations physiques afin d’apporter une nouvelle compréhension aux observations
expérimentales. Nos résultats sont présentés dans ce manuscrit composé de cing cha-
pitres. Le chapitre 1 pose le cadre théorique général. Les chapitres 2 et 3 abordent le
régime de faible champ magnétique. Les chapitres 4 et 5 sont consacrés au régime de
fort champ magnétique. De maniere plus détaillée :
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Introduction

Le premier chapitre introduit les éléments théoriques de la description des conden-
sats de Bose-Einstein a plusieurs degrés de liberté de spin. On écrit I’Hamiltonien des
interactions de spin, puis on introduit ’équation de Gross-Pitaevskii généralisée. La
derniere section du chapitre est consacrée aux propriétés de 1’état fondamental. Plu-
sieurs travaux théoriques y ont été consacrés. Ici, on discute les digrammes de phase
de condensats de densité uniforme de spin f = 1 et f = 3 en fonction du champ
magnétique appliqué. Pour le spin f = 3, nous calculons analytiquement le champ
magnétique critique p. au-dessus duquel I'état fondamental est ferromagnétique*.
Nous obtenons p. = (3¢; — 5c3/42) n ot n est la densité et ¢; 2 des constantes d’in-
teraction de contact. On observe numériquement que cette expression est une bonne
approximation dans le cas d’un condensat de **Cr piégé et en présence d’interactions
dipolaires.

Le deuxieme chapitre est consacré a ’analyse des instabilités de la phase ferro-
magnétique uniforme en présence d’interaction dipolaire et en fonction du champ
magnétique appliqué. Cette analyse est effectuée dans le cadre de la théorie de Bo-
goliubov introduite dans le détail en début de chapitre. On montre que la phase
ferromagnétique présente des instabilités dynamiques a champ magnétique fini pqq
fixé par les interactions dipolaires. Plus précisément, on montre que ces instabilités
sont causées par les processus de relaxation dipolaire. La manifestation de ces in-
stabilités dynamiques se traduit par un développement de textures de spin dans le
plan transverse au champ magnétique, et par une démagnétisation du condensat. Ces
instabilités sont communes aux systemes de spin f = 1,2 et 3 que nous avons étudiés.
On montre que pgg = 4mcqafn/3, ol cqq est une constante de l'interaction dipolaire.

Le troisieme chapitre est consacré a ’étude de la démagnétisation de la phase
ferromagnétique du *?Cr en fonction du champ magnétique par le moyen de simu-
lations numériques. Dans le cas d'un systéeme de densité uniforme, nos simulations
confirment le développement d’instabilités dynamiques : nous observons une déma-
gnétisation pour un champ magnétique p < pgq. Pour p > pgq le systeme est stable.
Dans le cas d’un systeme piégé, nous obtenons le champ critique de démagnétisa-
tion numériquement. On note ce champ pgem. Premiérement, nous montrons que pgem
dépend uniquement des interactions dipolaires. Deuxiemement, nous observons que
Pdem < Pdd €t que pgem se rapproche de pgq dans le cas d'un systeme de grande taille.
Nous proposons d’interpréter la démagnétisation du condensat piégé comme une si-
gnature des instabilités dynamiques mises en évidence pour le systeme uniforme.

Le quatrieme chapitre est consacré a ’étude des dynamiques de spin d’un conden-
sat de "*Cr dans un piege harmonique et soumis & un fort champ magnétique. Dans
ce régime, 1’énergie magnétique libérée lors des processus de relaxation dipolaire est
convertie en énergie cinétique. Quand cette énergie est supérieure a la profondeur du
potentiel du piégeage, ces processus se soldent par des pertes d’atomes. Dans ce tra-
vail, nous développons un modele qui prend en compte ces pertes dans I'équation de
Gross-Pitaevskii dans un terme dissipatif. Les processus dipolaires d’échange de spin
(qui ne causent pas de pertes d’atomes) sont pris en compte séparément a travers un
champ dipolaire effectif que I'on note b™*. L’état initial ferromagnétique est excité

4. La valeur numérique de p. été déja connue [27,39].
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en provoquant une rotation globale des spins d’un angle 6,. Pour 6, # 7/2, les inter-
actions dipole-dipole enclenchent des dynamiques de spin au travers d’'un mécanisme
de précession inhomogeéne du vecteur spin f autour du champ dipolaire ™. Pour
0, = m/2, f et b™" sont paralleles : la précession inhomogene ne peut pas avoir lieu.
Pour ce dernier cas, on montre comment la présence d'un gradient de champ ma-
gnétique permet de favoriser le développent de dynamiques de spin. Deux nouveaux
phénomenes sont mis en évidence. Premierement, nous avons observé une persistance
de la nature ferromagnétique du condensat. Cette persistance est surprenante, car
les effets dipolaires ou du gradient de champ magnétique peuvent altérer la nature
ferromagnétique. De plus, les interactions de contact favorisent énergiquement 1’état
antiferromagnétique. Deuxiemement, nous avons observé un comportement oscilla-
toire collectif des spins caractérisés par une fréquence inférieure aux fréquences du
piege harmonique. A la fin du chapitre, des observations expérimentales de dyna-
miques de population de spin sont présentées. Un tres bon accord avec nos calculs
numériques a permis une meilleure compréhension des observations.

Le cinquieme chapitre aborde la question de la persistance du ferromagnétisme.
Dans cette étude, on se limite aux cas d'un systeme de densité uniforme et on néglige
I'interaction dipolaire. Le systeme est soumis a un gradient de champ magnétique V.
On montre que ’énergie cinétique communiquée par le gradient aux états de spin tend
a altérer la nature ferromagnétique du systeme. Cette effet est contrebalancé par les
interactions de contact qui imposent un gap en énergie ferromagnétique o |c;|n. Pour
un temps d’évolution dynamique 7', on montre que la persistance du ferromagnétisme
est assurée par la condition suivante (gupV~y)?T?/M < 2|ci|n. La derniere partie du
chapitre est réservée a 1’étude des modes d’oscillations de spin d'un systeme piégé
dans un potentiel harmonique. Pour ce faire, on considere un fluide ferromagnétique
(ferrofluide). On résout I’équation hydrodynamique du spin f dans le cas des oscil-
lations de spin de faibles amplitudes. On montre que les modes sont caractérisés par
une fréquence de ordre de ii/Ma? ol o est la taille du systeme. En particulier, on
note que la fréquence du mode de plus basse énergie est inférieure aux fréquences
de piege harmonique. Les oscillations de spin ont été observées expérimentalement
dans le groupe du LPL. Dans la limite de gradients faibles, la fréquence du premier
mode obtenue théoriquement correspond, avec une bonne précision, aux fréquences
mesurées expérimentalement.
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Chapitre 1

Condensats de Bose-Einstein
spinoriels

Dans ce premier chapitre, nous allons introduire le matériel théorique général
indispensable a [’étude des condensats de Bose-FEinstein spinoriels. A titre complé-
mentaire le lecteur pourrait consulter les références []0-45].

Les condensats gazeux dilués sont le siege d’interactions interatomiques qui déter-
minent, en grande partie, leurs propriétés stationnaires ainsi que leur comportement
dynamique. Pour une description détaillée des processus de collision a basses énergies,
le lecteur est invité a consulter 'excellent livre de C.J. Pethick et H.Smith [44]. Cette
description admise, nous allons écrire le long des sections 1.2 et 1.3 I’'Hamiltonien
d’interactions d’un systeme de bosons a plusieurs degrés de liberté de spin. Dans la
section 1.4, nous allons introduire la description en champ moyen, et écrire I’équation
dynamique de Gross-Pitaevskii généralisée aux condensats de Bose-Einstein spino-
riels. Finalement, la section 1.5 sera consacrée a ’étude des propriétés stationnaires
des condensats spinoriels. Nous allons notamment discuter 'effet des interactions et
le champ magnétique sur les propriétés de ’état fondamental.

1.1 Eléments de description théorique des systemes
de spins
La description d'un systeme de spin f se fait en introduisant I’ opérateur champ

vectoriel 1/) de 2f + 1 composantes wm Les champs wm sont indexées par le nombre
quantique magnétiques m (m = —f,...,f)



CHAPITRE 1. CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN SPINORIELS

Les opérateurs champs 1, sont supposés respecter les relations de commutations
bosoniques suivantes

[T/;m(T‘)@jn/ (T’)] = S0 (r — 7', (1.2)
(D7) ()] = [ 1,00, 7] = 0. (13)

ol 0, est le Kronecker delta qui prend la valeur 1 si m = m’ et 0 autrement. La
fonction §(7) est la distribution de Dirac. Dans (1.1), le choix de spin atomique f
(qui est une composition du spin s et du moment orbitale [ de 1’électron et du spin
nucléaire i ) comme nombre quantique doit étre précisé. Le spin f est, a strictement
parler, un bon nombre quantique uniquement en ’absence d’'un champ magnétique
externe. En particulier, pour les atomes qui présentent une structure hyperfine, f reste
un bon nombre quantique a condition que I’énergie Zeeman soit tres faible comparée
a Pénergie de séparation hyperfine [43]. A titre d’exemple, pour le Rb dans son
état fondamental électronique, le spin atomique f est un bon nombre quantique pour
lglpsB/h < Ape/h ~ 6.8GHz ou g = £1/2 (éq. 1.8) est le facteur de Landé, up
le magnéton de Bohr et Ay I'énergie de séparation hyperfine (tab. 1.1 et fig. 1.1).
Pour le ®Rb, on supposera que lglusB < Ays. Dans ce travail, on s’intéressera
essentiellement & un systéme d’atomes de **Cr dont le spin est purement électronique.
Dans ce cas, le spin atomique f est toujours un bon nombre quantique.

Atome s [ J i f Ays [GHZ]
H 1/2 0 1/2 1/2 0,1 1.4

Li 1/2 0 1/2 3/2 1,2 0.8

*Na 1/2 0 1/2 1/2 0,1 1.8

*Rb 1/2 0 1/2 3/2 1,2 6.8

2Cr 3 0 3 0 3 —

TABLE 1.1 — Spin de quelques espéces atomiques. Les nombres quantiques s,l et i sont, dans
Uordre, le spin électronique, le moment cinétique électronique et le spin nucléaire. j = s+1
est le moment cinétiques électronique totale. f = |j £ i| est le spin atomique. La derniére
colonne indique l’énergie de séparation hyperfine Aps en GHz.
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1.1.1 Hamiltonien en seconde quantification

Pour un systeme de bosons, dans un piege harmonique U(r) (indépendant de
I'état de spin), 'Hamiltonien total dans le cadre de la seconde quantification s’écrit

272
A= [ar Y i [~y 4 U] b R A A (1)
m

ou M est la masse atomique. Les deux derniers termes de ’'Hamiltonien (1.4) décrivent
les processus d’interaction interatomique. Il s’agit de I'interaction de contact He et
de l'interaction dipole-dipole magnétique Haa qui feront l'objet des deux sections
suivantes. Les deux termes sous 'intégrale (termes cinétique et potentiel), ainsi que
le terme Zeeman H, représentent la partie sans interaction de I’'Hamiltonien. Dans le
cas ol un champ magnétique uniforme B est appliqué suivant I’axe z, I’'Hamiltonien
Zeeman, composé d’'un terme linéaire p et d’'un terme quadratique ¢ est donné par

Fo=p [ dr S miln)inr) +a [ Y w09

Le terme Zeeman linéaire

p=gusB (1.6)
est le produit du facteur de Landé g, du magnéton de Bohr ug = eh/2M, (e > 0 et
M, sont respectivement la charge élémentaire et la masse de I’électron) et du champ
magnétique B. Pour I'atome de **Cr dont le spin total est d’origine électronique, le
facteur de Landé est le méme que celui de ’électron g ~ 2. Plus généralement, pour
les atomes ayant un moment cinétique nucléaire nul (i = 0), on a

3+ s(s+1)—=1(+1)
2 2j(j+1) ’
ou j est le moment cinétique électronique totale j = s + [. Pour les atomes alcalins
(s=1/20l=0et j=1/2),0na

9= (1.7)

(1.8)

g = —m pour f=1—1/2
i+i/2 pour f=1i+1/2.
L’effet quadratique peut avoir une origine hyperfine (gu¢) ou optique (gopt). En pré-
sence du champ magnétique B, le terme Zeeman quadratique qu¢ a pour origine la
structure hyperfine

ur = (gpsB)?/ A, (1.9)

ott Ay énergie de séparation hyperfine. Pour atome du **Cr, on a gy = 0 & cause de
I’absence d’une structure hyperfine. L’effet quadratique peut aussi avoir une contri-
bution d’origine optique : un laser polarisé exerce un effet Stark le long de 'axe de
polarisation qui agit comme un effet quadratique oc gopem? [45,46]. Dans ce cas, la
valeur gopy dépend de l'intensité du faisceau lumineux, mais ne dépend pas du champ
magnétique appliqué. Dans le cas général, nous avons

q = gut + Gopt - (110)
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55172 68CHz  coommmmmmmmeemeee-

FIGURE 1.1 — Niveauz Zeeman du *"Rb dans son état fondamental électronique. Les lignes
pleines indiquent la séparation des niveaux d’énergie due a Ueffet Zeeman linéaire, et les
lignes traitillées indiquent le déplacement des niveaur Zeeman a cause de [’effet quadratique.
Pour la clarté, les dimensions sont exagérées.

1.1.2 Introduction de quelques opérateurs utiles

Avant d’écrire I’Hamiltonien d’interaction, il est commode d’introduire quelques
observables et opérateurs utiles a la description des systemes de spin. La premiere de
ces observables est I'opérateur densité totale n défini comme suit

a(r) = S0 () da(r). (L11)

La deuxieme observable est 'opérateur vecteur densité de spin F'. Les composantes
v =ux,y et z de F sont définies comme suit

Ey(r) =) (£) s O, (7)o (7). (1.12)

Dans cette derniere expression, les matrices f,, sont les composantes du vecteur matrice
de spin f = (f,,f,,f,)" ot T est la transposée. Les éléments des matrices f, sont donnés
par

(£2) mm: = % [\/(f —m+ 1)(f+ m)5m_17m/+\/(f +m+ 1)(f — m)6m+1,m/] , (1.13)

(B ) = % VT =m DT+ m)m g =T+ m+ D = m)bm i, (114)
(£2)mm: = MO (1.15)



CHAPITRE 1. CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN SPINORIELS

A titre d’exemple, pour un systeme de spin f = 1, les matrices f, sont données par

0 0 —-

1
0 7 ¢ b w0 L 00
L=\ % 0w |h=7 0 -5 [L=]000 (1.16)
0 - 0 0 NG 0 0 0 —1

Finalement, on introduit I'opérateur d’annihilation A;M(r,'r’ ) d’une paire de parti-
cules de spin total F dans les position r et 7’

Appa(rr') = (FMf.m; f) (1) (r'), (1.17)
ou 'on reconnait les coefficients de Clebsch-Gordan (FM|f,m; fm'). En particulier,
Agp est I'opérateur annihilation d’une paire de bosons dans 1’état singulet et peut étre
mis sous la forme suivante

Ago(r ') = D=4 (1) h_ (). (1.18)

e P

L’opérateur de paire A 7.0 est lié aux observables densité totale 1 et vecteur densité
de spin F'. Pour le montrer, on commence par introduire l'opérateur de projection
dans I'état a deux atomes de spin total F

Pr=Y_|F.M)(FM], (1.19)
M
ou M = —F, ..., F est la projection du spin total. L’opérateur Pr vérifie la relation

de complétude suivante

> Pr=1, (1.20)
f

ou 1 est 'opérateur identité. Remarquons que le produit scalaire entre deux vecteurs
matrices de spin f; et fy peut s’écrire a I'aide de I'opérateur Pr comme suit

1 N

fify =) {5}"(}"+ 1) — f(f+ 1)] Pr. (1.21)
F

En utilisant la relation de complétude (1. 20) que I’on multiplie a gauche par Q/;mll/AJT

(fymq; f,ma| et & droite par |f,m}; fymb) Q/Jmlw 2 puis en sommant sur les indices

my,me,m; et m/, on obtient

Z Z A AfM( ), (1.22)

ou : représente 'ordre normal qui place les opérateurs d’annihilation a droite des
opérateurs de création. De la méme marnieére en utilisant la relation (1.21) a la place
de (1.20), on montre que

2f

:ﬁ’(r)-ﬁ‘(r)::ZB]:(}"Jrl) f+1] ZA Fa(r).  (1.23)

F=0
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1.2 Hamiltonien d’interaction de contact

1.2.1 Interaction de contact

Les condensats de Bose-Einstein sont des systemes tres dilués. Par conséquent, les
collisions a trois particules ou plus sont rares et peuvent étre négligées. Aussi, du fait
des faibles énergies engagées lors de la collision entre deux atomes, les interactions
interatomiques de type Van der Waals sont habituellement approximées par des inter-
actions de contact en onde s. D’apres un résultat de la théorie de diffusion [47], nous
savons que les composantes sphériques de la fonction d’onde subissent un glissement
de phase ;(k) ou k est le nombre d’onde. Pour un potentiel décroissant a grandes
distances en 1/r" le déphasage d;(k) est donné asymptotiquement dans la limite des
collisions de faibles énergies (k ~ 0) par

K2 ] < (n—3)/2,

5,(k) = { ¥ (> (n_3)/2. (1.24)

Dans le cas d’un potentiel de Van der Waals décroissant & longue distance en 1/79,
le déphasage est de dy ~ k pour les ondes s, §; ~ k3 pour les onde p et 6; ~ k* pour
[ > 2. Par conséquent, seules les ondes s (I = 0) sont sensiblement déphasées par
0o ~ k. Dans ce cas, 'interaction est caractérisée par un seul parametre qui est la
longueur de diffusion ax ot 0 < F < 2f est le spin total des deux atomes en collisions.
Autrement dit, la collision entre deux atomes ne dépend pas de 'orientation des spin
des deux particules, mais uniquement de leur spin total F, qui se trouve conservé
apres collision. D’apres ce qui précede, le potentiel d’interaction de contact peut étre
écrit sous la forme suivante [17, 18]

4mh? N
i d(r —r")arPr, (1.25)

f/f(r,'r') =

otl Pr est I'opérateur de projection dans 1’état a deux atomes de spin total F
(éq. 1.19). Pour obtenir 'interaction totale a partir (1.25), il convient de sommer

uniquement sur les valeurs paires de F =0,2,... 2f
Ve(r') =Y VI (ra). (1.26)
f

En effet, lors de ’échange de deux bosons identiques de spin f, la fonction d’onde
du systéme a deux particules est modifiée d'un facteur de phase (—1)2/ [47]. Par la
méme opération, la partie spin de la fonction d’onde du systeme a deux particules
est modifiée de (—1)2/~7. La partie orbitale de la fonction d’onde du systéme & deux
particules n’est pas modifiée car ne nous considérons que des collisions de paires de
bosons en onde s. Ainsi, le facteur de phase (—1)2/ doit étre égal & (—1)%/~7 et par
conséquent F doit étre paire. Prenons I'exemple d'un systeme de spin f = 1. L’inter-
action de contact est completement caractérisée par la donnée de deux parametres :
les longueurs de diffusion ag et as. A partir de (1.26), nous avons

N Arh? ~ ~
Ve(r,r') = 7](/[ o(r —7r') (aOPO + a2732) ) (1.27)
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Remarquons qu’en utilisant la relation (1.21), on peut récrire le potentiel de l'inter-
action de contact (1.27) comme suit

B Arh?

. 9 _
Velrr') = o (e — 1) (ao—; 2yl “Ofl.f2> , (1.28)

ou f; et f; sont les vecteurs matrices de spin (éq. 1.13 & éq. 1.15). Sous cette derniere
forme, le potentiel d’interaction de contact pour f = 1 se présente comme la somme
d’un terme indépendant du spin et d’un terme dépendant du spin. Nous allons voir
dans la suite que le second terme en (ay — a)f;.fo/3 (invariant par rotation), donne
lieu a des processus d’échange de spin. Plus généralement, pour un systeme de spin
f, il est toujours possible d’écrire 'interaction de contact (1.26) sous la forme [17, 18]

Ve(rr') =d(r — ') Y (fif)". (1.29)
k
ou l'indice k prend les valeurs k = 0,1, ..., f. Les constantes ¢; sont une combinaison

des longueurs de diffusion ar. Ces constantes d’interaction peuvent étre obtenues en
utilisant (1.25), (1.26), (1.29) et la relation

(f6) =3 E]—"(}"Jr )~ f(f + 1)] Pr. (1.30)
F

Pour un systeme de spin f = 1, a partir de 1’équation (1.28), nous avons

5 1
Co = g(go + 292), (1.31)
. 1
1 = 5(92 — 90). (1.32)

ol les constantes de couplages g sont reliées aux longueurs de diffusions ar comme
suit
B 4 h?
9gr = Vi
Les valeurs expérimentales des longueurs de diffusions a pour les atomes de 2*Na,*"Rb
et °>Cr sont données dans le tableau (1.2).
Pour un systeme de spin f = 2, les trois constantes cg,c; et co sont obtenues
comme suit

ar. (133)

1
. 1
C1 = m(-?g() — 2092 + 2794), (135)
Co = ﬁwgo — 10g2 + 394). (1.36)
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Pour un systeme de spin f = 3, les quatre constantes cg,c1,co et c3 sont obtenues
comme suit

1
Co = TR ——(99g0 — 22092 + 48694 + 20gs), (1.37)
¢ = ——(891gg — 1870gs + 72994 + 250gs), (1.38)
6930

. 1

. 1

Cy = m(—?ﬁgo + 5592 — 2794 + 596) (1.40)
Pour éviter toute ambiguité, précisons ici qu’a l'exception du spin f = 1, les

constantes ¢ sont différentes des constantes d’interaction ¢; que 1'on retrouve habi-
tuellement dans la littérature [17,42,44,48,49]. La relation entre les ¢ et les ¢y est
donnée par les équations (1.54) a (1.56) pour f = 2 et par les équations (1.63) a
(1.64) pour f = 3.

1.2.2 Systeme de spin f

L’Hamiltonien de contact est obtenu en utilisant I’opérateur de paire Arm (éq. 1.17)
et le potentiel d’interaction de contact V. (éq. 1.25 et éq. 1.26) comme suit

1 ’ ’ n AW\ /
= Q/dr/dr Zf:é(r—r)gf%:A;M(T,T)AIM(Tﬂ“)- (1.41)

Apres intégration sur 7/, on obtient

; 1 mims . N ~ ~

1ol
mi,m2,mi,my

ou l'on a introduit le tenseur d’interaction de contact

021$2 - Zg]: f7m17f7m2‘7)}—‘f7m17f7m2> (143)

mimse 3 . 7 . mi1mso momi
Le tenseur Cm,1 m) est symétrique par échange de deux particules lem2 lem2 et

Cm1m2

m! m/ . .
par renversement du temps = Cmimz. Alternativement, I’'Hamiltonien 'inter-
m)ml, 1m2 )

action de contact peut étre obtenue en utilisant 'expression (1.29) comme suit

/d’r/dr’ér—r ch Z (fma; fomo| (F1.5)%] fmi; fmb) X

mimom/ m2

A~

Dby ()b, () (7 ) (). (1.44)

Apres intégration sur 7/, on obtient

/drzckz[ (F4+1) - (f+1)] > AL (r)Arm(r),  (1.45)

M



CHAPITRE 1. CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN SPINORIELS

ou 'on a utilisé les relations (1.17) et (1.30). Finalement, en séparant dans I'Hamil-
tonien (1.45) les termes k = 0,1 du reste de la somme, puis en utilisant les relations
(1.22) et (1.23), on obtient

A

7#2%/&{@%ﬂﬂr%pﬁ&fﬁ&%}
t/dr}jckij{ (F+1) tﬂf+iﬂk 53 AL () Appm(r).  (1.46)
M=—F

k>2

1.2.3 Systeme de spin f =1

L’Hamiltonien de contact d’un systeme de spin f = 1 est donné directement par
la premiere ligne de 'équation (1.46)

m:%/MFNﬁwyﬂyﬁwyﬂm@. (1.47)

Les constantes d’interaction ¢y sont données en fonction des constantes ¢o; et des
constantes gpo comme suit

5 1

Cop = Cy = g(go —+ 292), (].48)
5 1

CL=C = 5(92 - 90)- (1-49)

L’introduction des constantes ¢ sera plus claire pour le spin f = 2 et 3. Sous la forme
(1.47), 'Hamiltonien de contact f = 1 est la somme d’'un terme de densité et d'un
terme de spin. En développant I'Hamiltonien (1.47) en terme de 1, la constante ¢;
apparait comme un parametre qui fixe les processus d’échange de spin. On obtient

90+ g2 ~

7:[0 = %/d”' {92 (@ﬂ&ﬂgl + Q;T,ﬁ/;iﬁ/;—ﬂﬂa) ?ﬁowo?/}olﬁo
+ 290 (i’mwﬂ&o + T b 1edo + ﬂ@@iﬂ;ﬂ@q)
e G Ry | (1.50)

La premiere ligne de (1.50) contient des termes d’auto-collisions. La deuxiéme ligne
contient des termes de collisions croisées. Finalement, la derniere ligne décrit des
processus de changement de spin.

1.2.4 Systeme de spin f =2

Pour un systéme de spin f = 2, 'Hamiltonien de contact est obtenu a partir de
I'équation (1.46) en sommant jusqu’a k = 2. On obtient
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En utilisant les relations (1.22) et (1.23), les termes sous l'intégrale de la seconde
ligne de (1.51) peuvent étre mis sous la forme

A

12: 2%(r) 1 4 : F(r) - F(r) : +30A0,(r) Ao (7). (1.52)

Avec cette derniere équation, I’'Hamiltonien de contact d’un systeme de spin f = 2
devient

A

H = ; / dr[ A1) +ey s F(r) - F(r) « e Al (1) Ago(r)] . (1.53)

Les constantes d’interaction cg ; » sont données en fonction des ¢y ; 2 et des go 2.4 comme
suit

1
Cyo — 5(] -+ 1262 = ?(492 -+ 394), (154)
N N 1
€L =0C +C= ?(g4 — 92), (1.55)
1
Cy = 3062 = ?(790 — 1092 + 394) (156)

1.2.5 Systeme de spin f =3

En dernier, en sommant jusqu’a k = 3 dans ’Hamiltonien (1.46), on obtient

”HC:%/dr [&O:ﬁ?('r):—irél: ]
C—/ Z{ (F+1)—12 _i ()

F=0,2,4,6

/dr > { (F+1) —12}3 z;j AL () A (r). (1.57)

F=0,2,4,6

En utilisant les relations (1.22) et (1.23), les termes sous 'intégrale de la deuxiéme
et troisieme ligne de (1.57) peuvent étre mises respectivement sous la forme

18 : 2(r) : +7: F(r) - F(r) : 421040 (1) Ago(r) + 126 Z Al (1) Agpq(r),
(1.58)

et

126 : 22(r) : +67 : F(r) - F(r) : —=1050A},(r) Ago (1) — 256 Z Al () Agpu (7).

(1.59)

10
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Finalement, avec ces deux dernieres équations, I’'Hamiltonien d’interaction de contact

d’un systeme de spin f = 3 s’écrit
1 . . N

H. = 5 /dr Z o N2(r) : 4cr F(r) - F(r) : +cAl (1) Ago(T)

M=—2

+ c3 Z ) Ao )] . (1.60)

2

Les constantes d’interaction cg 23 sont données en fonction des ¢y 123 et des go 246
comme suit

Co = o + 188y + 12675 = 11—1(994 +2g6), (1.61)
c1 = C + TCy+67¢3 = ﬁ(gg — g4), (1.62)
ey = 21085 — 10506 = 1—11(11g0 — 2194 + 10g5), (1.63)
ey = 1266, — 25265 = 11—1(1192 — 1894 + 7). (1.64)
Atome Spin  aF [ag] c [Amh*ag /M| Références
Na  f=1 ao=47.36+0.80 co ~ 51.11 [50]

SRb f=1 ay=101.80+0.2 co ~ 100.87 [51]

as = 100.40 £ 0.1 e~ —0.47
f=2 ay—ayg=351+054 ¢ ~0.99 [52]

as —as =6.95+0.35 9~ —0.53
“Cr f=3 ay=1350=%11 co ~ 66.09 [53]
ag = —7.00 £ 20 ~ 4.05 [54]
as = 58.00 £ 6 2~ —4.05 [54]
ag = 102.50 £ 4 5~ —36.68  [30]

TABLE 1.2 — Longueurs de diffusions de *’Na,%"Rb et °°Cr en unité ag ~ 0.0529 nm
(Rayon de Bohr). Les constantes d’interaction ci(# ¢) sont définies par (1.48) et (1.49)
pour f =1, par (1.54) a (1.56) pour f =2 et par (1.61) a (1.64) pour f = 3.

11
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1.3 Hamiltonien d’interaction dipole-dipole magné-
tique

1.3.1 Interaction dipole-dipole magnétique

L’interaction dipolaire entre deux dipoles magnétique d; et dy séparés d’une dis-
tance relative r = r; — ry s’écrit

Vaa(r) = , 1.65
aa(r) = = (1.65)
ou 7 = r/r et r = |r|. La constante jo est la perméabilité magnétique du vide.

L’interaction dipole-dipole que nous considérons ici a pour origine le spin électronique
et ne prend pas en compte les effet nucléaires (couplage entre le spin électronique et le
spin nucléaire). Dans la base du spin atomique f, les dipoles magnétiques d; (1=1,2)
s'écrivent d; = gugf; ou g est le facteur de Landé, ug le magnéton de Bohr et f; le
vecteur matrice de spin dont les composantes sont définies par les équations (1.13) a
(1.15). L’expression (1.65) devient

£,.£, — 3(£.7)(

r3

.7
2F) > 1 Qo (). (1.66)

vv!

f/dd(”‘) = Cad

ou vV = x,y,z. La constante d’interaction dipolaire cgqq est définie comme suit

(9p8)?
= ) 1.67
Cdd Mo e ( )
Les noyaux dipolaire @),/ sont définis comme suit

61/1/’ - Sfufu’

Qu(r) = ——F—, (1.68)

r3

ou d,, est le Kronecker delta qui prend la valeur 1 si v = ¢/ et 0 autrement.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.2 - Interaction entre deux dipdles non polarisés (a) et deuz dipéles polarisés (b).
La figure (c) représente des dipoles cote a cote (configuration la plus répulsive) et la figure
(d) représente des dipdles en téte-a-queue (configuration la plus attractive).

12
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Nature longue portée

L’interaction dipodle-dipole est de nature longue portée et décroit a grande distance
comme 1/r3. Notons que cette nature longue portée est propre aux systémes a trois
dimensions. Pour les systéemes a une ou deux dimensions, I'interaction dipole-dipole
est de courte portée [40,55].

Propriétés de collisions

L’interaction dipole-dipole exhibe des propriétés de collisions différentes de celles
de l'interaction de contact. Pour un potentiel en 1/r" avec n = 3, comme c’est le
cas de l'interaction dipole-dipole, toutes les composantes sphériques [ sont déphasées
de 6, ~ k (éq. 1.24). Cela implique que toutes les ondes [ contribuent a la section
efficace. Par ailleurs, comme nous allons le voir ci-dessous, la nature anisotrope de
I'interaction dipole-dipole induit un couplage entre les différentes ondes [.

Nature anisotrope

L’interaction dipole-dipole peut étre attractive ou répulsive selon la position et
I'orientation des dipoles magnétique. On peut illustrer cette nature anisotrope en
considérant des dipoles polarisés dans la direction é, (fig. 1.2b). Dans ce cas, d’apres
I'expression (1.66) nous avons,

S 1—3p2
Vaa(r) = caaf?*Q..(r) = caaf’ 3 = (1.69)

En écrivant 7, = 7-é, = cosf ou 6 représente dans ce cas 'angle entre la direction de
polarisation et la position relative r entre les deux dipoles, I'expression (1.69) devient

. 1 —3cos?d 167 cqq 2 R
Vaa(r) = CddeT’—?’ =\ 5 d;gf Ya0(7), (1.70)

ot l'on a identifié I'Harmonique sphérique Y3 o = —l\/g (1 — 3cos®0). D’apres (1.70),

1
I'angle 6 pour lequel 'interaction dipole-dipole est la plus répulsive est 0 = 7/2 qui
correspond a la configuration dipoles cote a cote (fig. 1.2c). L'interaction la plus
attractive est obtenue pour # = 0 et correspond a la configuration en téte-a-queue
(fig. 1.2d). Le signe de 'interaction change a l’angle dit magique

1
0,, = arccos — =~ 54.7°. 1.71
m 7 (1.71)
Plus généralement, l'interaction (1.66) peut étre écrite en terme d’harmoniques sphé-
riques de moment orbital [ = 2. Pour ce faire, nous écrivons # comme suit

7 = (sin  cos ¢, sin  sin ¢, cos 0), (1.72)

ou 0 € [0,7] et ¢ € [0,27 sont respectivement 1’angle polaire et azimutale des coor-
données sphériques. En introduisant les matrices de spins {1 = f, +if, et en identifiant

13
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les Harmoniques sphériques Y am,, 'interaction dipolaire (1.66) s’écrit

~ 247\ 2 ¢ 2 .
Vdd('r) = — (T) % Z }/;:Am(r)ZQ’Am, (173)

Am=-2

ou les tenseurs X9 a,, sont donnés par

3
Z2,0 - _\/; (flzfQZ - f1f2/3) y (174)

1

241 = :|Z§ (fi.for +f10fos), (1.75)
1

Yo4o = _Efl:l:fQ:l:- (1.76)

Le tenseur Yy contient les processus d’échange de spin qui conservent la projection
du spin total atomique, soit Am = 0. Les tenseurs ¥, 11 et X9 1o contiennent les
processus de relazation de spin. La projection du spin total d'un atome peut étre mo-
difiée de Am = 1, pour un maximum de Am = 2 pour la paire d’atomes en collision.
L’interaction dipolaire possede donc la méme symétrie orbitale que les harmoniques
sphériques Ysa,,. Par conséquent, 'interaction dipole-dipole peut induire des transi-
tions en onde d (I = 2) : deux atomes incidents dans 1'état s peuvent étre diffusés
dans I’état d. En effet, 'intégrale angulaire

[ A0, (P (i (), (1.77)

est différente de zéro seulement pour My, = m;y+met L =1l ou L = [+ 2. Par
conséquent, 1'onde partielle de moment angulaire orbital (I,m;) est couplé aux états
(I,my + Am) et (I + 2,m; + Am). Notons que, dans le cas de spins polarisés, la
projection du moment angulaire orbital total sur ’axe de quantification est conservée.
Par conséquent, I'interaction dipole-dipdle couple 'état (I,m;) aux états (I + 2,my).
Ces processus font intervenir uniquement le tenseur o (1.73). L’interaction dipole-
dipole est invariante sous toute rotation simultanée dans l’espace des coordonnées
spatiales et dans I’espace des spins. Autrement dit, 'interaction dipole-dipole conserve
le moment cinétique total, mais ne conserve pas séparément le moment cinétique de
spin et le moment cinétique orbital des ondes partielles.

Finalement, il peut se révéler commode pour les calculs d’écrire les noyaux dipo-
laires @), en fonction des harmoniques sphériques Y5 ap,.

B —Yar =Yoo iYer—iYas Yor =¥yt
6m 1 ) . ) )
= 5 3 1Yo — Y2 o \/%3/2,0 +Yoo+Ys o —iYo; —1Ys
Yo — Va1 R ~2,/2v3,
(1.78)

14
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1.3.2 Hamiltonien dipolaire d’un systeme de spin f.

Pour un systeme de spin f, ’'Hamiltonien dipole-dipole dans le cadre de la seconde
quantification est obtenue comme suit

!
~ C / " / /
Hag = %/dr/dr E <f7m1;fam2’Vdd|fam1;f7m2> X

mimaommh=—f
Db (), (7)o (1) o (). (1.79)

En utilisant 'expression de I'interaction dipolaire (1.66) et la définition de 'opérateur
densité de spin F' donnée par (1.12), ’'Hamiltonien dipolaire (1.79) peut étre mis sous
la forme suivante

Hag = C% / dr / dr'S" F(r)Qu(r — ) E(r). (1.80)

1.4 Théorie de champ moyen

La description en champ moyen des condensats de Bose-Einstein spinoriels a été
développée initialement par Ho [17] et Ohmi et al [18]. Leur approche est une géné-
ralisation de la description de E. P. Gross [11] et L. P. Pitaevskii [12] des condensats
de Bosons identiques sans spin et a température nulle. Dans cette section, nous pro-
posons une introduction sommaire de la description en champ moyen des condensats
spinoriels. Pour une approche plus complete, le lecteur peut consulter la référence [56].

1.4.1 Passage a une description en champ moyen

Pour obtenir une description en champ moyen dun condensat a N bosons, la
procédure consiste a développer l'opérateur ,,(r) dans la base orthonormée des
fonctions {pm(r)} comme suit

Um(r) = Z Qi tPmi(T), (1.81)

i
ou l'on a introduit 'opérateur annihilation a,,; et création dim- qui agissent sur un bo-
son de nombre quantique m et de fonction spatiale ¢,,;. Ces opérateurs sont supposés

vérifier les relations de commutations suivantes

-(Almi,djn/j- - (5mm/§ij, (182)
_ajm,ajn,j_ = 0. (1.84)

Les conditions d’orthonormalité et de complétude qui vérifiées par les fonctions ()
sont données par

/ A1t () g () = B (1.85)

15
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et

Z P (T)Pmi (1) = 6(r — 7). (1.86)

A Daide de ces dernitres relations, on peut vérifier que les opérateurs champ t,
vérifient les relations de commutations (1.2) et (1.3). Ce qui nous intéresse ici, c’est
de décrire un systeme de N particules qui partagent le méme état ¢,,o. S’agissant de
bosons, on peut construire cette état a partir du vide |vac) comme suit

€) = % (Z cmaino> [vac) (1.87)

ou les (, vérifient la condition de normalisation

> lml*=1. (1.88)

Premierement, on peut vérifier que la moyenne de 1'opérateur 1, est nulle comme
cela doit etre pour que le nombre de particules soit conservé

(¢ m(r) [C) = (€[ ¥],(r) |¢) = 0. (1.89)

En utilisant (1.87), on peut également démontrer les relations suivantes

(LS, () (7) [€) = 05, (1) (1), (1.90)
(1T Va1V (17)16) = (1= 57 ) 5 7155, i ),

(1.91)

Y (r) = VNCnmo(r)- (1.92)

D’apres (1.91), il apparait que pour un nombre de particules suffisamment grand
N > 1, on peut négliger le terme en 1/N. Par conséquent, lorsqu’on fait le choix
d’ansatz du type (1.87) les différentes quantités physiques peuvent étre obtenues en
remplacant simplement opérateur ), par le nombre complexe 1, donné par (1.92)
[17,18]. Notons qu’avec cette procédure, la relation (1.89) assurant la conservation du
nombre de particule n’est plus respectée [49]. En pratique, pour N > 1, I’'ajout ou
la soustraction d'une particule ne modifie pas les propriétés physiques du systeme :
I'état |¢) & N particules et les états oc al |¢) et « a,,|C), respectivement, & N + 1
et NV — 1 particules sont physiquement équivalent & 1/N pres. Dans ces conditions, le
remplacement de &m par 1, est une tres bonne approximation. Pour une discussion
plus détaillée sur la validé de la I'approximation en champ moyen, le lecteur peut
consulter les références [44,49].
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1.4.2 Energie totale d’un condensat de Bose-Einstein spino-
riel

En substituant dans l'expression de 1'Hamiltonien (1.4), 'opérateur @m par le
nombre complexe ¥, (éq. 1.92), on obtient I’énergie totale du systeme

o= Y, o U]t B B+ Bl (199)

Les trois derniers termes sont, dans I'ordre, ’énergie Zeeman et les énergies d’inter-
action de contact et d’interaction dipolaire.
Enérgie Zeeman

L’énergie Zeeman est obtenue a partir de (1.5)

—p [ ar S mlin P +q [ dr Sl (1.94)

ou p et ¢ sont défini, respectivement, par (1.6) et (1.9).

Enérgie d’interaction de contact
L’énergie d’interaction de contact pour un spin f est obtenue a partir de (1.42)

1

Bomy [ar 3 O 0,00 (). (199

mimamim)

Le tenseur d’interaction de contact C’mln"Z? est donné par expression (1.43).
Pour f =1, on obtient a partir de r equatlon (1.47)

E.= %/dr [con®(r) + a1 F(r) - F(r)]. (1.96)

La densité totale n et le vecteur densité de spin F' s’obtiennent avec la méme procé-
dure de remplacement a partir de (1.11) et (1.12), respectivement, comme suit

=D U (r)n(r), (1.97)

et
Fy (1) = Y (8) s Ui (1) () (1.98)
Pour f = 2, on obtient a partir de I’équation (1.53)
E. = %/dr [conz(r) + 1 F(r) - F(r) + c2Aj(r) Ago(r)] (1.99)
avec
Agp(r) =Y (FM|f.m; f) o (7)o (7). (1.100)

mm/
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Cette derniere expression est obtenue a partir de (1.17).
Pour f = 3, on obtient a partir de ’équation (1.60)

E.= % / dr [COnQ('r) e F(r) - F(r) + caAly (1) Ao(r)

toeg Y A;M(T)AQM(T)] . (1.101)
M=-2

E‘nergie dipolaire

Finalement, I’énergie dipolaire est obtenue a partir de (1.80)
Faq = % /dr/dr'ZFy(r)QW/(fr — ) E,(r"). (1.102)

ol cqq est la constante dipolaire donnée par (1.67). Les noyaux dipolaires ), sont
définis par I’équation (1.68).

1.4.3 Equation de Gross-Pitaevskii spinorielle

L’évolution dynamique du systeme est décrite par I’'équation de Gross-Pitaevskii
généralisée au condensats spinoriels

oy, OF
h— = —— 1.103
ot T oy (1.103)
ou 0 représente la dérivée fonctionnelle. En portant I'expression de l'énergie totale
(1.93) dans (1.103), on obtient

L Oy, h*v? )
o = {‘ o TUFpm A s
+ Z Czﬁgw:nzwmgiﬁmg + Cad Z b frm oy, (1.104)
mam)m), m/

ou f est le vecteur matrices de spin (éq. 1.13 a éq. 1.15). Dans (1.104), il apparait
dans le dernier terme que l'interaction dipole-dipole agit a travers un champ effectif
dipolaire b donné par

by(r) = / A3 Quu(r — 1) F (), (1.105)

ou v,V = x,y,z. Ce champ effectif peut étre interprété comme un champ magnétique
inhomogene cqqb/gus.
En considérant un état stationnaire

Y (r,t) = 0 (1) e~/ (1.106)
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ou p est le potentiel chimique, on obtient I’équation de Gross-Pitaevskii stationnaire

2\ 72
by, = [— 57 +U+pm+qm2} U,
+ ) Co2, Yo Vs U +cdd2b f s 12, (1.107)
m2m1m2

1.4.4 Equations hydrodynamiques de la densité et du spin

A partir de Péquation de Gross-Pitaevskii (1.104) il est possible d’obtenir direc-
tement les équations hydrodynamiques de la densité n et de la densité de spin F'.
Premierement, on écrit les fonctions d’onde v, sous la forme suivante

= /(1) Cn(7), (1.108)

Les fonctions (,, sont les composantes du vecteur ¢ = ((s,...,(_f)* qui contient le
caractere spinoriels du condensat. Le vecteur ¢ est normalisé comme suit

> m(m))? =1. (1.109)
En prenant la dérivé de la densité totale n (éq. 1.97), on obtient
0 1 o (.. 0 L0
zhatn( r) = ﬁi; {wm (zh§¢m> — (—zhawm) 1/14 . (1.110)

En utilisant 1’équation de de Gross-Pitaevskii (1.104) et I'expression (1.108), on ob-
tient ’équation de continuité pour la densité

0
zhan(r) + V- [n(r)v(r)] =0, (1.111)
ou nwv est le flux de masse et v la vitesse de masse définie comme suit
h . i}
v(r) = 515 ; (G (V) = (V) Gl (1.112)

L’évolution de la densité de spin F' peut étre obtenue de la méme maniere. En dérivant
les composantes F, (éq. 1.98), on obtient

ma E,(r - Z { (m%wm) — ( zh%¢ )%} : (1.113)

En utilisant I’équation de de Gross-Pitaevskii (1.104) et I'expression (1.108) on obtient
apres quelques étapes de calculs

.0 P o Cad
zh&Fy(r) + V- [n(r)v,(r)] = - 6. x F(r)], + - [b(r) x F(r)]
e, L
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ou nw, est le flux de spin et v, la vitesse de spin définie comme suit

h . ]
= () (G (V) = (V) G (1.115)

mm/

v,(7)

Dans 1'équation (1.114), A est le tenseur nématique qui décrit I’anisotropie des fluc-
tuations de spin

No(r) = 3 (B ) gt (1.116)

mm/

Faisons remarquer que dans cette sous-section nous avons introduit uniquement les
équations utiles a notre travail. Une description plus complete a 1'aide des équations
hydrodynamiques peut étre trouvée dans la référence [57] dans le cas d’un systeme de
spin f = 1. Aux équations de n et F, s’ajoutent les équations de la vitesse de masse et
du tenseur nématique. Avec la relation de Mermin-Ho généralisée [17,57] qui décrit la
rotation du courant de masse, cet ensemble d’équations est completement équivalent
a I’équation de Gross-Pitaevskii.

1.4.5 Définition de quelques quantités physiques utiles
Population des états de spin

Le nombre d’atomes total N dans le condensat est obtenu a partir de la densité
totale n (éq. 1.97)

N:/drn(r). (1.117)

De la méme maniere, le nombre d’atomes dans I’état de spin m peut étre calculé a
partir de la densité n,, = |,,|? comme suit

Ny, = /drnm(r). (1.118)

Dans la suite de ce travail, nous appellerons dynamiques des populations de spin,
I’évolution dans le temps des V,,.

Magnétisation et moment cinétique

A partir de l'expression du vecteur densité de spin F' (éq. 1.98), on peut calculer

la magnétisation du condensat par atome, définie suivant ’axe de quantification z,
comme suit

M, = gup (F) (1.119)

ou (F,) est le moment cinétique de spin par atome

(F) = %/der(r). (1.120)

Notons que pour un systeme de spin f, la magnétisation prend ses valeurs dans
I'intervalle

—f<M.<f. (1.121)
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Finalement, on définit le moment cinétique orbital par atome comme suit

-/ DD (—za%) (), (1.122)

ou ¢ est 'angle azimutal autour de 'axe z.

Textures de spin et longueur de spin

A partir du vecteur densité de spin F' (éq. 1.98), on défini le vecteur spin f comme
suit
1.(r) = Fo(r) /n(r). (1.123)
Ce vecteur donne acces aux variations spatiales de I'orientation et de la longueur des
spins. Dans la suite de ce travail, on appellera ces variations spatiales textures de spin.
En particulier, on définit la longueur de spin locale comme le module de f

F) =\ 20) + £2) + £2(r). (1.124)

Pour un condensat de spin f, la longueur de spin locale prend ses valeurs dans I'in-
tervalle

0<[f(r)] </ (1.125)
Finalement, on défini la longueur de spin moyenne
1
1= N/drn(r)|f(r)|. (1.126)

Cette quantité donne une information quantitative sur la longueur de spin du conden-
sat.

1.5 Propriétés stationnaires des condensats de Bose-
Einstein spinoriels

Dans cette section nous allons discuter les propriétés de 1’état fondamental des
condensats de Bose-Einstein spinoriels. L’état fondamental est fixé par la contribu-
tion des différents termes de I’énergie totale du systeme (éq. 1.93). A cause de leurs
degrés de liberté de spin, les condensats de Bose-Einstein spinoriels présentent un di-
gramme de phase tres riche. Notamment, les interactions de contact et dipole-dipole
dépendantes du spin jouent un role important dans la détermination de 1’état fonda-
mental du systeme. Plus généralement, I’état fondamental dépend aussi du potentiel
de piégeage et des termes Zeeman p et ¢ et doit donc étre obtenu en minimisant numé-
riquement ’énergie totale du systeme. En adoptant I’approximation de Thomas-Fermi
qui consiste a négliger ’énergie cinétique, ou en considérant un systeme de densité
uniforme, il est parfois possible d’analyser analytiquement l'effet des interactions sur
I’état fondamental.

Dans la sous-section 1.5.1, nous allons discuter le diagramme de phase d’un
condensat uniforme de spin f = 1 et f = 3 en fonction du champ magnétique
appliqué et en négligeant 'interaction dipolaire. Pour le spin f = 2, le lecteur peut
consulter les références [24-26, 58]. Dans la sous-section 1.5.2, nous allons discuter
I’état fondamental d’un condensat de **Cr non uniforme.
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1.5.1 Condensat de densité uniforme

Pour discuter l'effets des interactions de contact et du champ magnétique sur
I’état fondamental des condensat de Bose-Einstein de spin f = 1 et f = 3, nous allons
considérer un systeme uniforme de densité n. Pour le systéme uniforme 1’expression
(1.108) devient

En remplagant cette derniere expression dans I’énergie totale (1.93) et en négligent
I'interaction dipole-dipole et l'effet Zeeman quadratique, I’énergie totale par atome
est donnée par

E/N = pm|Gul* + Ec/N, (1.128)

ou E./N est I'énergie d’interaction de contact par atome et dépend du spin f du
systeme (éq. 1.96 et éq. 1.101). Les différentes phases sont données par les vecteurs
¢ qui minimisent 1’énergie totale par atomes E/N.

Condensat de spin f =1

En utilisant (1.96), I'énergie totale par atome (1.128) pour un systeme de densité
uniforme de spin f =1 s’écrit

E/N =3 pm|Gal* + %On + %n]f\Q. (1.129)

Les différentes phases peuvent étre caractérisées par la longueur de spin locale | f| qui
prend ses valeurs dans l'intervalle suivant

0< |f| <1. (1.130)

On distingue deux cas de figure. Une longueur de spin maximale |f| = 1 caractérise
la phase ferromagnétique. Le vecteur ¢ de la phase ferromagnétique est donné par
¢¥ = (0,0,1)T. Une longueur de spin nulle |f| = 0 caractérise la phase polaire ou
antiferromagnétique. Le vecteur ¢ de la phase polaire s’écrit ¢¥ = (0,1,0)T et celui de
la phase antiferromagnétique est obtenue par rotation de ce dernier d'un angle 7/2
autour de l'axe z et s’écrit ¢* = (1,0,1)T/+/2. Ces deux phases sont équivalentes.
D’apres (1.129), pour p = 0 une constante d’interaction ¢; positive favorise 1’état po-
laire. Cest le cas du **Na (tab. 1.2). Une constante d’interaction ¢; négative favorise
I’état ferromagnétique. C’est le cas du *'Rb (tab. 1.2). L’application d’'un champ ma-
gnétique p/gugé, aura pour effet d’aligner les spins dans la direction é, et favoriser
la phase ferromagnétique (méme pour ¢; > 0). Plus précisément, 1'énergie (1.129) est
minimisée par ¢ = (0,0,1)" si le champ magnétique p appliqué dans la direction &,
est supérieur au champ critique p. donné par

Pe = C17M. (1.131)

Les effets des interactions de contact sur I’état fondamental des condensats spinoriels
ont fait I'objet de plusieurs études. L’état fondamental de condensats de spin f =1
est obtenue par Ho [17] et Ohmi et al. [18] pour p = ¢ = 0. Le digramme de phase
en fonctions des termes Zeeman p et ¢ et discuté par Stenger et al. [21] et Murata et
al. [23].
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Condensat de spin f =3

En utilisant (1.101), I’énergie totale par atome (1.128) pour un systeme de densité
uniforme de spin f = 3 s’écrit

Con

c1n Can Cc3n
E/N = me|<m|2+—+ — 1P+ =18l + =

=2, (1.132)

ou © = Ag/n et T = 23\4:72 |Aop/nl|. Ago et Agpq sont donnés par 1'équation
(1.100). L’état fondamental est fixé par le champ magnétique p, la longueur de spin
locale | f|, et les termes O et Y. Pour ces trois quantités nous avons,

0<[f]<3, 0<]0]<1/V7, 0< T <25/84, (1.133)

Le digramme de phase de condensat de spin f = 3 est tres riche et complexe [27,39,59].
Ici, nous allons nous intéresser uniquement au cas d’un condensat de *Cr en posant
caa = 0. L’énergie par particule (1.132) est minimisée numériquement. Les valeurs
numeériques des constates d’interactions cq,co et ¢3 que nous utilisons sont données
dans le tableau (1.2). En particulier, nous avons ¢; > 0 et cp3 < 0 avec ¢g >~ —¢;
et c3 ~ —9c;. Le diagramme de phase que nous obtenons est présenté sur la figure
1.3. Pour p > pe, ou p. est donné par I'équation (1.137), c’est I’état ferromagnétique
¢F =(0,0,0,0,0,0,1)T qui minimise 1'énergie avec |f| =3, |©] =0 et T = 0. L’énergie
par atome de le phase ferromagnétique est donnée par

E/N = =3p+ %(Co +9¢1)n = —3p+ %g(;n. (1.134)
Pour 0.53 < p/p. < 1, I'état fondamental est cyclique ¢¢ = (0,a,0,0,0,0,b)T ot a
et b sont des nombres réels. La phase cyclique est caractérisée par 1.7 < |f| < 3,
O] = 0et 0 <Y < 0.23. Pour calculer le champ critique p. qui fixe la transition
entre la phase ferromagnétique a la phase cyclique nous substituant dans ’expression
de I'énergie (1.132) le vecteur ¢ = (0,7,0,0,0,0,4/1 —~43)T on 0 < v < 1. A Tordre 2
en 7y, nous obtenons,

1 5
E/N ~ —-3p+ 5(00 +9c1)n+5 [(503 — 301) n —|—p} 72 (1.135)
D’apres cette derniere expression, si
5
- 136

I’énergie par particule est minimisée en posant v = 0. Par conséquent, I’état fonda-
mental est ferromagnétique. La condition (1.136) est réalisée pour p > p. avec

5
Pec = (301 - EC?’)

Ainsi, la transition vers la phase cyclique (v # 0) est obtenue pour p < p..
Pour un champ magnétique tres faible p/p. < 0.53, a cause de la présence de
plusieurs minimums locaux, la minimisation de E/N est délicate. Les résultats qui

{13 > (94— g2) | n. (1.137)

@( —g4) + 19
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p/pe|
Ferromagnétique (F)
¢" =1(0,0,0,0,0,0,1)"
1f1=3,10=0et T =0
1.
Cyclique (C)
CC - (07a707070707b)T
1L7<|f|<3,10|=0et 0 <Y <0.23
0.53
Z gL A0
0.86 < |F| <1.7,0< [0 <0.24 et 0.23 < T < 0.26
0.27
G : ¢%=(0,a,0,,0,0,c)T
0<|f<0.86,024<10]<1/v7et0.26 <7 <25/84
0.

Anti-ferromagnétique (A)
¢t =(1,000001)"/2
|fl =0,[0]=1/VTet T =25/84

FIGURE 1.3 — Digramme de phase d’un condensat uniforme de °°Cr en fonction de p/De-
Le champ magéntique critique p. est définie par (1.137).
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vont suivre sont a considérer a titre qualitatif. Précisons, néanmoins que nos calculs
sont qualitativement en bon accord avec [27,39]. Pour 0.27 < p/p. < 0.53, 'énergie
est minimisée par la phase Z caractérisée par le vecteur ¢Z tel que (%4 # 0. Pour
cette phase nous avons, 0.86 < |f| < 1.7, 0 < |©] £ 0.24 et 0.23 < T < 0.26. Pour
un champ magnétique plus faible 0 < p/p. < 0.27, Iénergie par particule (1.132)
est minimisée par la phase G de vecteur ¢¢ = (0,a,0,0,0,0,c)* ot a,b et ¢ sont des
nombres réels. Cette phase est caractérisée par 0 < |f| < 0.86, 0.24 < |60] < 1/V/7
et 0.26 < T < 25/84. Finalement, pour p/p. ~ 0, ’énergie (1.132) est minimisée par
I’état antiferromagnétique ¢4 = (1,0,0,0,0,0,1)™ qui annule la longueur de spin locale
|f] = 0 et maximise les termes |©] = 1/1/7 et T = 25/84. Notons qu’au voisinage de
p/pe ~ 0, il n’est pas encore str que nous avons trouvé toutes les phases.

1.5.2 Condensat de densité non uniforme

Dans cette sous-section, on considere un condensat de “*Cr dans un piege harmo-
nique U. Pour simplifier le potentiel de piégeage est supposé a symétrie sphérique
1
Ulr) = Eszrz. (1.138)
ou w/2m est la présence du potentiel de piégeage. On suppose aussi qu'un champ
magnétique p est appliqué dans la direction é,. Les calculs que nous allons présenter
sont réalisés pour un condensat de N = 40 x 10® atomes piégés dans un potentiel de
fréquence w/2m = 260 Hz. Précisons que 1’état fondamental est obtenu par évolution
en temps imaginaire de I’équation de Gross-Pitaevskii. Les détails de la modélisation
numériques peuvent étre trouvés dans I'annexe A.

Condensat de *?Cr non dipolaire

Dans un premier temps, on néglige l'interaction dipole-dipole (cqq = 0). Pour le
condensat uniforme, nous avons vu que pour p/p. > 1, ou p, est donné par (1.137),
I’état fondamental est ferromagnétique. Nous allons voir dans ce qui suit que cette
condition reste valable dans le cas d'un systeme non uniforme.

Pour un condensat ferromagnétique, il est possible d’obtenir la densité de 1’état
fondamental analytiquement en négligeant le terme cinétique dans 1’équation de
Gross-Pitaevskii stationnaire (éq. 1.107). Cette approximation est appelée limite de
Thomas-Fermi. Notons que le condensat de **Cr dans 'état fondamental ferroma-
gnétique, peut étre assimilé a un condensat scalaire de constante d’interaction gg =
4mh*ag/M, on ag est la longueur de collision dans le canal F = 6. Dans ce cas, la
densité Thomas-Fermi est donnée par

e () = gi e — U ()], (1.139)

pour urg > U et zéro ailleurs. Cette solution est obtenue par Baym et Pethick [8].
Dans (1.139), le potentiel chimique urp est donné par

hw (15Nag\ >°
UTF = —— .
TF 5 A

(1.140)
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ou ly = y/h/Mw est la longueur caractéristique de l'oscillateur harmonique. Fina-
lement, dans 'approximation de Thomas-Fermi, le rayon du condensat est donné
par

(1.141)

En utilisant ces dernieres relations, on peut facilement approximer la densité et le
rayon du condensat. Pour le systeme considéré ici (N = 40 x 10° et w/27 = 260 Hz),
le rayon de Thomas-Fermi vaut Rrp ~ 4.49 pm et la densité au centre vaut nyp(0) ~
2.64x10%° m~3. Nous avons utilisé ag = 102.5 ag (tab. 1.2). Finalement, pour transpo-
ser les résultats obtenus dans le cas du condensat uniforme, on peut utiliser la valeur
de nrr(0) pour calculer le champ critique p. au centre du condensat. On obtient

pe/gpn = 0.19mG. (1.142)

Ce résultat peut étre confirmé en calculant 1’état fondamental numériquement en
fonction de p. L’état fondamental obtenu pour p/gup = 0.24 mG est porté sur la figure
1.4. La longueur de spin locale est de |f| = 3 sur tout le volume du condensat. La
magnétisation vaut M, /gup = —3. Autrement dit, le condensat est ferromagnétique
et les spins sont polarisés dans la directions —é, (fig. 1.4a). Le rayon du condensat
R ~ 4.5um et la densité au centre ng ~ 2.65 x 102 m~3 sont en bon accord avec

Densité [2.65 x 1020 m ™3]

L i
0O 02 04 06 08 10

4t BN
AERN
ol AEERN
_ AEERN
= AEERN
3 0 AERE
> AERN
ol AERE
AEERN
AERE
-4}
4 -2 0 2 4
x [pum]
(a)

FIGURE 1.4 - Etat fondamental pour caq = 0 et p/gus ~ 0.24mG. (a) : Projection du
vecteur spin f dans le plan xz. La couleur rouge des fléeches indique que |f| = 3. (a) : Coupe
de densité totale (n = n_3) dans le plan xz. Le condensat est sphérique de rayon R ~ 4.5 pm.
Calculs réalisés pour un condensat de *Cr avec N = 40 x 103 et w/27 = 260 Hz.
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I'approximation Thomas-Fermi. L’état fondamental obtenu pour p/gup = 0.12mG
est porté sur les figures 1.6 et 1.7. Les densités des états de spin m = —3 et m = 2 sont
non nulles (fig. 1.6a et fig. 1.6b). En particulier, la densité de I’état m = 2 est non
nulle uniquement au centre condensat R < 2 pm. Pour cette région, on peut constater
sur la figure 1.7 que longueur de spin | f| < 2. Autrement dit, dans la région centrale, le
condensat présente une phase cyclique. Finalement, sur la figure 1.5 nous avons porté
le nombre d’atomes N,,—s dans I’état fondamental en fonction du champ magnétique
appliqué p. D’apres nos calculs, ’état fondamental ferromagnétique qui correspond a
Npy=2/N ~0 et N,,—3/N ~ 1 est obtenue pour

p/gus = 0.18mG. (1.143)

Ce résultat est en bon accord avec le champ critique p. obtenu en (1.142). Notons
que la coexistence de deux phases différentes indique 'existence d’effets de surface
qu’il pourrait étre intéressant d’étudier.

20F
16}

= 12t

=,

~—

S
4_
ok,

0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24
p/gus [mG]

FIGURE 1.5 — Fraction No/N dans l’état fondamental en fonction du champ magnétique
p appliqué. Pour p/gug 2 0.18 mG, on a No/N =~ 0. Dans ce cas N_g/N ~ 1. Calculs
réalisés pour un condensat de **Cr avec N = 40 x 10% et w/21 = 260 Hz.
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Densité [2.38 x 102°m ™3]

L i
0O 02 04 06 08 10

(b)

FICURE 1.6 — Etat fondamental pour caq = 0 et p/gus = 0.12mG. Les figures (a) et (b)
representent, dans l’ordre, des coupes des densité ny et n_g dans le plan xz. Calculs réalisés
pour un condensat de *Cr avec N = 40 x 103 et w/27 = 260 Hz.

Longueur de spin locale |f]

B -
150 1.75 200 225 250 275 3.00

- « =« « - =

- - am m fm m - - -

2.
ER
>N
-2}
-4} _
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
x [um] x [um]
(a) (b)

FIGURE 1.7 — Etat fondamental pour cqq = 0 et p/gus = 0.12mG. Les figures (a) et (b)
représentent, dans l'ordre, les projections du vecteur f, dans les plan xy et xz. Le code
couleur indique | f|. La longueur des fleche indique la longueur des spins dans les plans xy
et xz. Calculs réalisés pour un condensat de **Cr avec N = 40 x 10% et w/2m = 260 Hz.
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Condensat de *?Cr dipolaire

Les effets dipolaires sur I’état fondamental ferromagnétique sont faibles. Ces effets
sont atténués a la fois par un champ magnétique dominant (p > cqq|b|) et par
une interaction de contact dominante. L’intensité de l'interaction dipdle-dipole par
rapport a l'interaction de contact est donnée par

€dd = 127TCdd/gﬁ ~ (.15. (1144)

Dans ces conditions, l'interaction dipole-dipole peut-étre considérée comme une faible
perturbation. En supposant que les spins sont parfaitement polarisés suivant ’axe z,
il est possible d’obtenir analytiquement I’expression de la densité du condensat dans
le cadre de I'approximation Thomas-Fermi. Eberlein et al. [60] ont montré que la
densité du condensat est donnée par

22 Ly 2
T,y z
La densité au centre est donnée par
15 N
_ b (1.146)

n<)_8_ﬂRiRz’

ou R, = R, sont les rayons Thomas-Fermi suivant les axes x et y. R, est le rayon
Thomas-Fermi suivant 'axe de polarisation z. En général, R, , et R, doivent étre
calculés numériquement. Au premier ordre en eqq le rapport en R, ,/R, est donné
par

Ryy/R, ~1—3e4qa/5 ~ 0.91. (1.147)

Ces résultats indiquent que le condensat présente une forme allongée (prolate) dans la
direction de polarisation z. C’est effets dipolaires ont été observés expérimentalement
dans le cas d'un condensat de **Cr. Stuhler et al. [29] ont observé de faibles déforma-
tions mécaniques anisotropes lors de I'expansion d’un condensat *?Cr polarisé. Ces
déformations dépendent de I'orientation des dipoles (effets de magnétostriction). Des
effets plus notables sont observés par Lahaye et al. [30] en controlant la valeur de €gq.

Numériquement, nous avons vérifié que pour cqq # 0 et p/gup 2 0.18 mG (éq. 1.143),
I'état fondamental est ferromagnétique. Pour p/gup = 0.24 mG, la densité totale de
I’état fondamental est portée sur la figures 1.8. La densité au centre du condensat
est de ng ~ 2.69 x 10** m~3. La densité est légerement allongée suivant 1'axe z. Plus
précisément, on a R, , /R, ~ 0.93 en bon accord avec (1.147). Cela est du au fait que
pour minimiser 1’énergie du condensat, les spins (dipoles) ont tendance a s’aligner en
téte-a-queue (fig. 1.2d).

Sur la figure (1.9), nous avons porté la projection du vecteur spin f et du champ
dipolaire b dans le plan zz. La longueur de spin locale est maximale |f| = 3 sur tout
le volume du condensat. On constate sur la figure 1.9a que les spins s’écartent légere-
ment de la direction de polarisation —é, sur le bord du condensat. La magnétisation
vaut M, /gup ~ —3. Cela est du au fait que les spins sont soumis localement a un
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champ dipolaire inhomogene. Au centre et aux bords du condensat, nous avons res-
pectivement cqqgup|b| ~ 0.01mG et cgagup|b| ~ 0.04 mG. Par conséquent, les spins
sont orientés localement suivant la direction opposée du champ magnétique total

p/gpsé. + caagusb(r). (1.148)

Le champ dipolaire présente des composantes b, et b, non nulles sur les bords du
condensat. Ce faible effet sur la magnétisation est spécifique au systeme de taille fini
(en présence de piégeage). Dans le chapitre suivant, nous allons voir que pour un
systeme ferromagnétique uniforme le champ dipolaire est nul (sect. 2.2).

Finalement, notons qu’a champ magnétique nul (p = 0), les effets dipolaires sur
I'état fondamental peuvent étre plus conséquent. Dans ce cas, les spins (dipoles)
peuvent avoir tendance a s’auto-organiser pour former une riche variété de textures
de spin. Pour le voir, il commode d’écrire I’énergie dipolaire (1.102) dans I'espace de
Fourier

Edd - Qﬁ deF QI/V’ l/ ( k)u (1149)
- 4; dk [3|F (k) - k/k[2 — |F (R[], (1.150)

ott F' et Q,, sont, respectivement, les transformées de Fourier du vecteur densité
de spin F (éq. 1.98) et des noyaux dipolaires Q,, (éq. 1.68) . L'expression des Q.
est donné par 1’équation (2.23). D’apres (1.150), I’énergie dipolaire est minimisée en
minimisant le premier terme et en maximisant le dernier terme sous l'intégrale. Dans
I’espace réel, la premiere condition est réalisée pour V- F = 0. Autrement dit, lorsque
les textures de spin présentent une fermeture de flux (fluz-closure) [47]. La seconde
condition est satisfaite en maximisant la longueur de spin |f| = |F|/n = 3. Les
textures de spin de I’état fondamental pour cgqq et p = 0 sont discutés par Kawaguchi
et al. [33].
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Densité [2.69 x 102°m ™3]
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FIGURE 1.8 — Etat fondamental pour cqq # 0 et p/gup ~ 0.24mG. Les figures (a) et (b)

représentent, dans [’ordre, les coupe de densité dans les plan xy et xz. La figure (c) les

coupe de densité suivant les axes x,y (noir) et z (rouge). Calculs réalisés pour un condensat
de 2Cr avec N = 40 x 103 et w/27 = 260 Hz.
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FICURE 1.9 — Etat fondamental pour cqqa # 0 et p/gup = 0.24mG. (a) : Projections du
vecteur f, dans les plan xz. (b) : Projections du champ dipolaire b, dans les plan xz. Le
code couleur indique cqq|b|. Calculs réalisés pour un condensat de *Cr avec N = 40 x 103

et w/2m = 260 Hz.
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Chapitre 2

Excitations élémentaires dans un
condensat dipolaire
ferromagnétique

Ce chapitre est consacré a l’analyse de stabilité de la phase ferromagnétique d’un
condensat de bosons dipolaires. Partant de [’équation de Gross-Pitaevskii qui régit
la dynamique de ce systeme en interaction (chap. 1), notre approche consistera a
chercher des oscillations de faible amplitude qui s’écartent de la configuration fer-
romagnétique stationnaire. L’analyse des oscillations de faible amplitude que nous
considérons dans ce travail est similaire a la théorie des excitations élémentaires dé-
veloppée par Bogoliubov en 1947 [9] en considérant un condensat scalaire et sans
interactions dipolaires.

Dans la premiére section de ce chapitre (sect. 2.1), nous allons présenter la théo-
rie de Bogoliubov généralisée a 1’analyse du comportement collectif des condensats
spinoriels et dipolaires.

Les condensats de Bose-Einstein spinoriels présentent des modes collectifs associés
aux 2f + 1 états de spin m. Plusieurs travaux théoriques sont consacrés a I’étude des
modes collectifs des condensats non dipolaires de spin f =1 [17,18,23,61-63] et de
spin f = 2 [48]. A titre d’exemple, en I'absence d’interaction dipolaire, la phase fer-
romagnétique uniforme de spin f = 1 présente trois modes associés aux composantes
de spin m = +1 et m = 0 [17,18]. Un mode de densité semblable au mode que 'on
trouve dans les condensats scalaires [9]. Deux modes, dits de précession de spin et
de déformation de spin. Ces deux modes sont liés a la nature spinorielle du systeme.
Dans ce travail, on s’intéresse en particulier a l'effet des interactions dipolaires sur
les modes collectifs de la phase ferromagnétique. A notre connaissance, la plupart
des travaux théoriques sur le comportement collectif des condensats dipolaires consi-
derent un systeme de spin f = 1 de dimensions réduites (2D) et négligent les termes
de relaxation dipolaire [64-70].

Dans la deuxiéme sous-section (sect. 2.2), nous allons considérer un condensat
de Bose-Einstein ferromagnétique uniforme ou tous les spins sont polarisés suivant
l'axe z avec M,/gup = —f (magnétisation). Pour notre systeme la longueur de spin
est maximale |f| = f. Le condensat est soumis & un champ magnétique p dans la
direction é,. L’analyse des modes collectifs de la phase ferromagnétique de spin f =1
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en fonction de p, va nous permettre de mettre en évidence 'existence d’instabilités
dynamiques liées au mode de précession spin. Nous allons notamment voir que ces
instabilités ont pour origine les processus de relaxation dipolaire qui couple 1’état de
spin m = —1 am = 0 (éq. 1.75 et éq. 1.76). Le développement de ces instabilités
dynamiques induit un accroissement exponentiel de textures de spin 0 f, dans le plan
transverse a l’axe z, et par conséquent une démagnétisation du condensat. Nous allons
aussi voir que ces instabilités dynamiques conservent la nature ferromagnétique du
systéme (| f| ~ 1). Finalement, nous allons monter que ce comportement instable est
commun aux différents systemes de spin que nous avons analysés f = 1,2 et 3. On
montrera notamment que ces systemes de spin sont instables pour p < pgq ou pqq est
le champ critique d’instabilité dynamique donné par

4
Pad = ?fcddn- (2.1)

Afin d’éviter des lourdeurs de lecture, certains détails de calculs pour le spin f =1
et tous les détails de calculs dans le cas de spin f = 2 ont été portés a I'annexe B.

2.1 Analyse de Bogoliubov en théorie de champ
moyen

La théorie de Bogoliubov a été développée initialement pour comprendre le phéno-
mene de la superfluidité dans le cadre d’'un modele de gaz de bosons en faibles inter-
actions [9]. Dans son article sur la superfluité, Bogoliubov aboutit & une description
de ce systeme en termes d’excitations élémentaires (quasi-particules) indépendantes
(ss-sect. 2.1.1). Plus généralement, la théorie de Bogoliubov permet d’étudier la ré-
ponse d'un condensat de bosons en interactions aux faibles perturbations externes.
La théorie initiale de Bogoliubov requiert le formalisme de la seconde quantification.
Dans la suite de ce chapitre, nous allons travailler dans le cadre de la théorie de
champ moyen qui néglige les fluctuations quantiques [42]. Dans ce cas, ’approche de
Bogoliubov consiste a chercher des oscillations de faibles amplitudes qui s’écartent de
I’état stationnaire du condensat de Bose-Einstein.

2.1.1 Eléments de théorie de Bogoliubov

Dans cette partie, nous allons discuter, sans aller dans les détails des calculs, les
principaux résultats de la théorie de Bogoliubov introduite dans son article origi-
nal sur la superfluidité. Pour une présentation plus complete, le lecteur est invité
a consulter les références [9,49, 71]. La généralisation de la théorie de Bogoliubov
aux condensats de bosons spinoriels est détaillée dans [42]. Bogoliubov considére un
systeme de Bosons sans spin en interactions a travers un potentiel V. En seconde
quantification, I’'Hamiltonien de ce systéeme de bosons dans un piege U s’écrit

A= [ardtn |5 + v i
* % / dr / dr'd! () )V (e — 1) (r) i (). (2.2)
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L’opérateur champ 1& peut étre développé comme suit

h(r) = Z%(T)dz, (2.3)

ou a; est 'opérateur d’annihilation. L’opérateur Q/AJ d’annihile un boson dans I'état ;
qui se trouve a la position 7. La premiere étape consiste a séparer dans I’expression de
I'opérateur champ 77/; le terme ¢ = 0 qui correspond a 1’état fondamental du condensat
des autres termes qui correspondent aux états excités

b(r) = golr)ag + Y pilr)as. (2.4)
i#0
L’idée de base de la théorie de Bogoliubov consiste a remplacer pgao par le champ
classique ¢ = v/ Ngg ott N est le nombre de bosons dans le condensat et de considérer
5@[)m =>. 40 iG; comme une faible déviation par rapport a 1. La suite de la procédure
consiste a substituer dans I’'Hamiltonien en seconde quantification (2.2) l'opérateur
champ Qﬂ par A A
B(r) = o(r) + 30(r), (2.5)
et de ne garder que les termes de premier et de second ordre en a; et &ZT-. En par-
ticulier, pour un systeme uniforme (U = 0) de N particules, il est plus commode
de faire cette analyse dans l’espace de Fourier en introduisant les opérateurs ay et
&L d’annihilation et de création d'un boson de vecteur d’onde k. L’Hamiltonien ob-
tenu avec I'approximation (2.5) est diagonalisé par le moyen des transformations de
Bogoliubov. Cela consiste a écrire les opérateurs ay et dL comme une combinaison
linéaire de nouveaux opérateurs by, et IA)L d’annihilation et de création d’une particule
bosonique (ezcitation) de vecteur d’onde k. En derniere analyse, ’Hamiltonien du
systeme de bosons est approché par le ’'Hamiltonien de Bogoliubov suivant

Hp = Eo+ Y Exbibr, (2.6)
k40
ou & est I'énergie des excitations

EL = /e (Ek—f-QQTL), (27)

avec g, = h*k?/2M Ténergie d’'une particule (boson) libre. E, est I'énergie de I’état
fondamental qui s’écrit

N 1 2
Eozg——i-—z [Ek—gn—ek%— gn)
k0

2.
2V 2 2k |’ (28)

oun = N/V est la densité du systéme et ¢ la constante d’interaction de contact. Le
dernier terme en (gn)? est une correction de I'approximation de Born dans le cas de
fortes interactions ou de corrélations entre particules.

Excitations élémentaires

L’Hamiltonien (2.6) est constitué de I’énergie de 'état fondamental et d'un terme
qui est la somme des énergies individuelles & des excitations sans interactions. Au-
trement dit, les quasi-particules forment un gaz idéal de bosons. La théorie de Bogo-
liubov permet de décrire le systeme de bosons en interaction en terme d’ezxcitations
élémentaires (quasi-particules) indépendantes.

35



CHAPITRE 2. EXCITATIONS ELEMENTAIRES DANS UN CONQENSAT
DIPOLAIRE FERROMAGNETIQUE

Critére de superfluidité

A partir de I'énergie & des excitations élémentaires on peut distinguer deux ré-
gimes. Pour ¢, < gn, & peut étre approchée par

& ~ chk, (2.9)

ol ¢ = \/gn/m est la vitesse du son dans le condensat [49]. Dans ce régime de grandes
longueurs d’ondes (A = 27 /k > 27wh/Mc), les excitations élémentaires sont des ondes
phononiques. Pour g5, > gn I'énergie des excitations élémentaires (2.7) s’approche de
I’énergie de la particule libre

Ek ~ e+ gn. (2.10)

Dans sa théorie de la superfluidité, Landau postule 'existence des excitations élé-
mentaires en termes de phonons et de rotons pour expliquer les propriétés des su-
perfluides [10]. Landau abouti a un critere sur la vitesse du fluide v qui détermine
le régime superfluide. Ce critere est donné par v < v, ou v, est une vitesse critique
au-dessous de laquelle le fluide coule sans friction. Dans la théorie de Bogolibov la
vitesse critique correspond a la vitesse du son v. = c. Notons que, dans la théorie
de Bogolibov, la description en termes d’excitations élémentaires n’est pas postulée,
mais ressort a partir des équations de bases qui régissent les condensats de bosons en
interactions.

2.1.2 Systeme d’équations de Bogoliubov

Dans ce chapitre nous considérons un condensat de Bose-Einstein dipolaire de spin
f. Ce systéme de spin est soumis & un champ magnétique uniforme B = p/gugé.
ou p est l'effet Zeeman linéaire. Pour des atomes piégés dans par un potentiel U et
soumis a un champ magnétique externe, ’équation de Gross-Pitaevskii s’écrit comme
suit

L O, h?V?
ih wat(r) _ {_ 7 +U(r) +pm| Yp(r)
T Z C;Z”%w P) ity (P) s, (1) + Caa D b(F) - Frprthye (v). (2.11)

Notons que le champ magnétique est supposé appliqué dans la direction é,. Le terme
a droite de la premiere ligne est associé aux processus non interactifs. Les deux termes
de la seconde ligne font intervenir des processus d’interaction de contact et d’inter-
action dipole-dipole. Le tenseur C:ZZ;;,Q défini par (1.43) fixe les processus d’échanges
de spin par interaction de contact. L’interaction dipole-dipole agit a travers le champ
dipolaire b (éq. 1.105). La constante cqq définie par (1.67) fixe l'intensité de I'inter-
action dipolaire. Les composantes du vecteur matrice de spin f sont définies par les
équations (1.13) a (1.15). Pour les calculs qui vont suivre, il est plus commode de
réécrire le terme dipolaire de I’équation (2.11) comme suit

SOb(r) Fpths = 3 / Ar' DI, (1 = 1) (g (7 Y (1), (2.12)

mom/, m2
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ou 'on a introduit le tenseur d’interaction dipole-dipole

Dm1m2 = Cad Z Qw/ mlm1 (f ’)mgm’Q- (213)

Ce tenseur fixe les différents processus d’interaction dipole-dipole d’échange et de
relaxation de spin. Dans cette derniere équation, f, sont les trois composantes du
vecteur matrice de spin f (éq. 1.13 a éq. 1.15). Les composantes du noyau dipolaire
(). sont données par I'équation (1.68).

Le point de départ de l'analyse des instabilités dans le cadre de la théorie de
Bogoliubov consiste a développer la fonction d’onde du condensat comme suit

Y (rit) = [0, (1) + ()] e~ H, (2.14)

ou p est le potentiel chimique (éq. 1.107) et 01, est une faible perturbation

Sthy /v < 1. (2.15)

La fonction d’onde 9 est une solution stationnaire de I'équation de de Gross-
Pitaevskii. En substituant (2.14) dans (2.11) et en gardant uniquement les termes
de premier ordre en d1),,, nous obtenons

) m h2 2
maatf _ [_%jLUtrap(r) —/Hrpm} S
T Z O |00, B0 U0 + VO Uy + U0 U0 |
" Z / Ar' DI, (= 7/) (315, ()l ()08 (7)
+ wm:w )0t () (1) + 0 (1 V05 (1) 005 (7) | (2.16)

La seconde étape de cette analyse est de chercher des excitations de fréquence w = £/h
en écrivant v, sous la forme

5 (1) = () e 7 (1) 7, (2.17)

ou les fonctions u,, et v, sont les parametres de Bogliuobov. En substituant (2.17)
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dans (2.16) nous obtenons le systeme d’équation suivant

h*V?
Eupm(r) = [— i

T z (G + O [ (0 e )

+ Uopt(T) — 1+ pm + qm2] Upy ()

Z O 05 ()0 ()0 ()

> / ' D, (= ) [0, () (), ()
B ()0 (1 it ()]

+ Z / dr' D, (v = v) (7 ) (1), (1), (2.18)
h2V2

—S*v:‘n(r) == |: 2M +Uopt( ) M+pm+qm2:| U;('I")

" Z |G+ O | w08 () )

- Z Cons Uy (1)U (1), (7)

+ Z / dr' D, (1 —r’)[ o (T U ()07, (1)

o e (r '>;;<r>}
t Z /d’r Dmm2 7“’)1/’21'2(""/) ?nll(r)u;2(r’), (2.19)

maom/ m2

ou l'on a utilisé les propriétés de symétrie du tenseur d’interaction de contact (éq. 1.43).
L’information sur le comportement perturbatif du systeme est donnée par les solution
Um,Um et € du systeme d’équation de Bogoliubov (2.18) et (2.19).

L’interaction dipolaire dans ’espace de Fourrier

Pour les besoins des calculs qui vont suivre, il s’avere commode d’écrire l'inter-
action dipolaire dans l'espace de Fourier. Pour ce faire, il convient de calculer la
transformée de Fourier des noyaux dipolaires (), que I'on définit comme suit

Quu () = / drQuu(r)e ™. (2.20)

Avant de calculer cette intégrale, rappelons que les noyaux dipolaire (),,, peuvent
étre écrits en terme d’harmonique sphérique Ya,,,(7) ou # = r/r et r = |r| (éq. 1.68).
Pour cette raison, il est plus adapté d’utiliser les coordonnés sphériques en écrivant
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dr = r2drdQ), ou Q regroupe les variables angulaires. L’intégrale sur les variables
angulaires se calcule en premier en utilisant le fait que

/ AQYy,, (7) €T = dmi® (k) Yo (K), (2.21)

oll j, est la fonction de Bessel sphérique et k = k/k et k = |k|. L’intégration sur la
variable radiale r est obtenue comme suit

> galkr) 1
En dernier, le noyau dipolaire (2.20) dans 'espace de Fourier s’écrit
~ 4 ~ A
QVV'(k) = _?ﬂ-(éuz/ - Skukz/) (223)

out les k, avec v = x,y et z sont les composantes du vecteur k. A partir de (2.13) et
(2.23) le tenseur de I'interaction dipolaire s’obtient facilement

Dzimz = Cdd Z Qyz/ m1m1 (f ’)mzm/2 . (224)

De la méme maniere, les transformees de Fourier des composantes b, du champ di-
polaire sont données par

= ZQVV/<k)F~’V/(k)7 (2'25)

ott les F,, sont les transformées de Fourier des composantes F, de la densité de spin
F définie en (1.98).

Condensat de densité non uniforme

Les atomes piégés dans un potentiel U présentent une densité n(r) non uniforme.
Dans ce cas, le systeme (2.19) doit étre résolu numériquement. En pratique, I’évalua-
tion des intégrales en v’ qui apparaissent dans les termes dipolaires nécessite le calcul
d'une transformée de Fourier F{-} et d’une transformé de Fourier inverse F~'{-}.
Plus précisément, cela consiste a récrire le systeme d’équations précédent comme suit

Bu(r) = ...+ Z For{ D, ) F {0, (), (7)) 5 (7)

2 F Q{DWQ,() FL00, ()65, ()}t (7)

+ 21:25: {Dfrfmrig( )]:"W%é(?“)vmz(r)}}w%/l(r), (2.26)
_E*v:m:...lzz”f { D, () (0, ()07, (1)} } 00 ()

+ Zj,fl Q{Dm,m%( B)F (U, (r)ily (1)) } vy ()

+ Zf (Do, ) F (o)} ol (). (2:2)
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ou 'on a gardé uniquement les termes dipolaire afin d’alléger les écritures. Le tenseur
D2 est la transformé de Fourier du tenseur d’interaction dipolaire donné par

1772
I'équation (2.24).

Condensat de densité uniforme

Dans la suite de ce chapitre nous allons considérer un condensat uniforme de
densité n en posant U = 0. Pour ce systeme uniforme, le spectre de Bogoliubov
peut étre obtenu analytiquement. Nous écrivons les fonctions d’onde stationnaires
Y% comme suit

U = V1, (2.28)

avec

doIGl=1 (2.29)
m
En développant les parametres u,, et v, en ondes planes

U (1) =D g €7 (2.30)
Um(r) = vk T (2.31)

le systeme d’équation de Bogoliubov (2.16) prend la forme suivant

S ( :)L: ) —0.%p ( :l’: ) , (2.32)

ol uy et v sont des vecteurs de 2f 4+ 1 composantes de spin

uk,f Uk,f
uy, = : , v = : : (2.33)

Uk, —f Uk,—f

o est une matrice diagonale de taille (4f + 2) x (4f + 2) donnée par

o - ( Lo ) | (2.34)

ou 1 et 0 sont respectivement la matrice identité et la matrice nulle de taille (2f +
1) x (2f +1). Xp est la matrice de Bogoliubov de taille (4f + 2) x (4f + 2) et elle
est donnée par

(A B

ou Ay, et By, sont des matrices de taille (2f+1) x (2f+1). La matrice Ay, est la somme
d’un terme sans intercation A}, d’un terme de contact A§ et d'un terme dipolaire Aj§

Ap = A0 4 A+ AL (2.36)
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avec
h2k?
0 f— —_— —
(A g =1 D Ot Co | Gy G (2.33)
mymy
(AD) s = D0 [Dlis (k) + D2t 0)] oo (2.39)

ou Dsizz(k) est donné par (2.24). Le tenseur Dzigg(()) est défini comme suit

D:nl’i:zz (0) /d’l” DZIQQ (’!‘ - T = Cdd Z Qw/ m1m1 (fu’)mzmg (240)

vv!

La matrice By est la somme d'un terme de contact B et d'un terme dipolaire B

By = B + B, (2.41)

avec
(B )y, =10 Z Cim™2 ot oy (2.42)
( mlmz - Z Dzlzj Cm2Cm1 (243)

2.1.3 Propriétés du spectre de Bogoliubov

La matrice 0,35 donnée par (2.35) possede 4 f 42 énergies propres & , et vecteurs

propres (uk’o‘
Vi,a
n’étant pas Hermitienne, elle peut admettre des valeurs propres réelles ou imaginaires.
Nous allons voir que selon la nature des valeurs propres, le spectre de Bogoliubov

peut présenter des instabilités énergétiques ou dynamiques. Deuxiemement, notons

q 5 . p . N q . B

U . . ’ .
que pour chaque vecteur propre ('v ) solution de la matrice o,Xp avec 1’énergie
k,a

. vy,
propre & o, il existe un autre vecteur propre (u’io‘
k,a

avec I'énergie propre —&; . Ces deux solutions décrivent la méme oscillation comme
on peut le vérifier avec (2.17). Nous allons maintenant examiner les propriétés des
énergies et vecteurs propres de la matrice o,3g. Pour ce faire, réécrivons le systeme
d’équations (2.16) comme suit

Uk, o _ U o
EB ( Via > = ngQO'z ( Via ) . (244)
En prenant la transconjuguée (1) de (2.44), et en remplacant a par o', on obtient

<U’L a”vk o ) EB - gk of (uk a”lvlt: o > 0z (245)

) solution de la matrice o,Xg
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olt on a utulisé le fait que g est une matrice Hermitienne (Xp = 1), En multi-

pliant I’équation (2.44) a gauche par (uLO‘,,’vL?a,), et I’équation (2.45) a droite par

(’Z’W), puis en soustrayant (2.45) de (2.44) on obtient
k,a

(ko = Eka) (’Ul,wuk,a - vl,a/vk,a> =0. (2.46)

A partir de la relation (2.46), nous pouvons distinguer trois situations. Si « = «/,
alors

Im{& .} <u,t7auk,a — 'Uch,a'Uk,a) = 0. (2.47)
Si Eka # & o, alors
’U’L,a’ukﬂ - ,U]]::,o/vk,oz =0. (248)
Finalement, si
U’L,a’ukﬂ - vlzya/vk,a 7& 0. (249)

alors la matrice admet un couple d’énergies propres complexes conjuguées

Ekio = E - (2.50)
Instabilités énergitiques

D’apres (2.47), si le vecteur propre (Zko‘) vérifie la relation suivante
k,a

uch,auk,a - 'U,Tc’a'vk,a =" £0, (2.51)

alors I'énergie propre associée est réelle (Im {& »} = 0). Remarquons que dans ce cas,
*

le vecteur propre (u’i’o‘>, aussi solution de la matrice o,Xp avec la valeurs propre
k,a

réelle —& o, doit vérifier la méme relation en remplagant ¢** par —c**. En imposant

& =1 larelation (2.51) ne sera vérifiée que par I'une des deux solutions. Finalement,

en utilisant la relations (2.48), on montre que les vecteurs propres de deux modes «

et o d’énergies réelles vérifient la relation suivante
f — vl =9 (2.52)
ukvauk@/ vk@'vk@ = 0o/, .

Ce choix de normalisation peut étre compris dans le cadre de la seconde quantifica-
tion : la relation (2.52) s’obtient en imposant les relations de commutations (1.84)
aux quasi-particules afin de préserver leur nature bosonique. Finalement, avec le choix
(2.52), une énergie positive signifie que le mode « est énergiquement stable. A l'in-
verse, une énergie négative signifie que le mode « est énergiquement instable [71,72].
Les instabilités énergétiques (instabilités de Landau) sont essentielles a 1’étude de
stabilité du condensat en présence de dissipation. Dans ce cas, le condensat peut di-
minuer son énergie en excitant ces modes d’énergies négatives. Cependant, dans les
expériences d’atomes froids, le systeme est isolé sous vide. De ce fait, la dissipation de
I'énergie est faible (idéalement nulle). Méme en présence d’instabilités énergétiques,
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le systeme peut demeurer stable. Pour un mode a d’énergie propre réelle & 4, 1'évolu-
tion de la fonction d’onde 9 = (¢Yy, ... ¥, ..., b—¢)" du systéme peut étre approchée
par

,(p(,r’t) — ¢O ef’i,u,t/h +)\k;7a [uk’a efi(gk,at/hfkﬂ") _|_,U;Z’a ei(gk:,at/h*k'r)] ef’i,ut/h7 (253)

ot P° = /n¢ (éq. 2.28). Dans l'expression (2.53) A\g o est 'amplitude du mode avec
Ak.o/v/n < 1. Les amplitudes A, sont calculées a t = 0. Pour ce faire, on considére
un systeme contenue dans un volume V' avec des conditions aux limites périodiques.
En posant t = 0 dans (2.53) et en utilisant la condition de normalisation (2.52), on
montre que

Mo =7 [ 0 [ul (r0) = oL (r0)] (2:54)

Instabilités dynamiques
D’apres (2.47), si Iénergie propre &, possede une partie imaginaire non-nulle

(Im{&k o} # 0) alors, le vecteur propre (:ka) vérifie la relation suivante
k,«

u};auk’a — v£7avk,a =0. (2.55)

*

*
’,f"") associé a l'énergie propre —& , vérifie aussi

k,a
la relation (2.55). Contrairement au cas précédent, il n’est pas possible de normali-
ser les vecteurs propres séparément. Néanmoins, dans le cas ou les valeurs propres
imaginaires apparaissent par paires conjuguées, il est possible de les normaliser en
considérant la bonne combinaison linéaire. Pour le voir, supposons que la matrice
0.3 présente deux énergies propres &, et &, tel que &, = &;. Pour cela, une condi-

Dans ce cas, le vecteur propre ('v

. ., u Uy , . .
tion suffisante est que les vecteurs propres associés (va) et (’u ) vérifient la relation
a b

(2.49). Avec (2.55), on peut écrire

ulu, —viv, = uZub — 'vg'vb =0, (2.56)
ulwy, — viv, = ulu, —vjv, #0. (2.57)

A , , . u u ’ .
A présent, on définit les vecteurs propres (Uk’o‘) et <vk’a ) comme suit
k,a k,o!

uka 1 ua“l_ub
S L 2
(o) =i, 259
Uk o Z ’U;—’U;
o ) . 2.59
(wd) ﬂ(%—%) (2:59)
i i

uluy — viv, = wu, —vjv, = 1, (2.60)

En imposant
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on peut facilement vérifier que ces vecteurs propres vérifient les relations suivantes

’u’;;:,a’u’k,a - v;avk,a - 17 (261)
’u’;rc,a’ukva/ - ’Ul]::,a/vk,a' = 17 (262)
urlg,avk@é' - vlrgl;,auk:,a’ =0. (263)

L’interprétation des vecteurs propres en termes de quasi-particules nécessite le forma-
lisme de la seconde quantification. Le lecteur peut consulter la revue de Kawaguchi
et Ueda [42]. En utilisant (2.53), la contribution des modes complexes a a 1’évolution
de la fonction d’onde 19 du condensat peut s’écrire comme suit

)\a [ua efi(gat/hsz-’r‘) +'UZ ei(g,’;t/hfk-r)} ’ (264)

ou A, est amplitude du a avec A\,/n < 1. De la méme maniere, la contribution des
modes complexe b d’amplitude A, avec \y/n < 1 est donnée par

)\b [mee_i(gbt/h_k.r) +,U;)kmei(5;t/ﬁ—k~’l'):| ) (265)

Pour un systeme contenue dans un volume V', les amplitudes des modes A, et A,
s’obtiennent a ¢t = 0 en utilisant les relations (2.56) et (2.60). On obtient

hao =7 [ [ulp(r0) = o] (r0) e 7 (2.66)

D’apres ces deux dernieres équations, si Im{&,} > 0 (Im{&} > 0), le mode a (b)
va croitre exponentiellement. Dans ce cas, on dit que les énergies propres imaginaires
sont associées a des instabilités dynamiques du systeme. Les instabilités dynamiques
peuvent se développer a partir d'un état stationnaire de 1’équation de 1’équation de
Gross-Pitaevskii (champ moyen), mais qui n’est plus I’état fondamental du systeme.
Finalement, notons que les instabilités dynamiques peuvent se développer en 1’ab-
sence de dissipation. Pour ces raisons, les instabilités dynamiques sont cruciales pour
comprendre les conditions de stabilité des systemes d’atomes froids.

2.2 Spectre de Bogoliubov d’un condensat ferro-
magnétique uniforme dipolaire

Nous nous proposons dans cette section d’analyser le spectre d’excitations de la
phase ferromagnétique uniforme de spin f = 1 et f = 3. Pour éviter la redondance,
le cas la phase ferromagnétique uniforme de spin f = 2 est discuté dans I’annexe B.

Le cas d'un systeme de spin f = 1 est traité dans la sous-section 2.2.1. Dans un
premier temps, nous allons discuter le spectre d’excitations en ’absence d’interac-
tion dipole-dipole (cqq = 0). Par la suite, nous allons voir comment ce spectre est
modifié en présence de l'interaction dipolaire. Pour cqq = 0, le spectre d’exitation
de ce systeme est formé de trois modes indépendants [17,18]. Un mode de densité
qui détermine les conditions de stabilité mécanique du systeme. Un mode de préces-
sion de spin qui décrit les fluctuations de la direction de polarisation des spins. Un
mode de déformation qui décrit les fluctuations de la longueur de spin locale. Nous
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allons voir que l'interaction dipole-dipole couple les modes de densité et de préces-
sion de la phase ferromagnétique. Notamment, nous allons discuter les conditions de
stabilité dynamique de la phase ferromagnétique uniforme en fonction du champ ma-
gnétique p appliqué. Nous allons montrer I'existence d’un champ magnétique critique
paa (éq. 2.112) au dessous duquel la phase ferromagnétique devient dynamiquement
instable. Dans la sous-section suivante nous allons analyser le spectre de Bogoliubov
de condensats ferromagnétiques de spin f = 3. Nous allons voir que le comportement
dynamique instable est une propriété générale des systemes de spins dipolaires. Le
champ critique pgq dépend du spin f systeme de spin considéré, de la densité n et de
la constante d’interaction dipolaire cqq comme suit

A7 feqan
Pdd = ———- (267)
3
La phase ferromagnétique uniforme
On considere un sytéme uniforme de longueur spin locale maximale |f| = f.

Les spins sont polarisés dans la direction —é.. Le vecteur spin de cette phase phase
ferromagnétique s’écrit

f=-re, (2.68)
Le vecteur ¢ de 2f + 1 composantes (,, s’écrit comme suit
0
—| | 2.69
-} (2:69)
1

Champ dipolaire résiduel de la phase ferromagéntique

Avant de diagonaliser la matrice o, p et de calculer le spectre d’excitation de
Bogoliubov, il convient préciser le traitement des termes de noyau dipolaire Q,,(0)
qui apparaissent dans la matrice A (éq. 2.39). En effet, d’apres (2.23) ces termes
sont indéfinis. En substituant (2.69) dans (2.39), le terme qui fait intervenir Q,,(0)
devient

— feaan D Qu:(0),. (2.70)

v=x,y,z
Par conséquent, nous avons besoin de calculer uniquement les noyaux dipolaires
QVZ(O). Pour ce faire, rappelons que l'interaction dipolaire est invariante par rota-
tions simultanées dans 'espace de spin et des coordonnées spatiales autour d’un axe
arbitraire. Le champ dipolaire b possede la méme symétrie. Par conséquent, pour la
configuration ferromagnétique (2.68), le champ dipolaire généré par les dipoles est
invariant par rotation autour de I'axe é,. Autrement dit, nous avons

b e.. (2.71)

Par ailleurs, en utilisant 'expression (2.25), les composantes du champ dipolaire dans
I'espace de Fourier pour la configuration ferromagnétique (2.69) de taille infinie, nous
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avons
b(0) = — fnQ,.(0)é, — fnQ,.(0)é, — fnQ..(0)é.. (2.72)
Par conséquent, d’apres (2.71) et (2.72), nous avons
0.-(0) = 0,.(0) = 0. (2.73)
Ainsi, le champ dipolaire dans ’espace de Fourier est donné par
b(0) = —fnQ..(0)é.. (2.74)

Ce champ dipolaire peut étre interprété comme un champ magnétique résiduel dirigé
suivant 'axe z )

- fcdanzz(O)/gNBéz' (275)
Notons que I’absence de composantes de champ dipolaire résiduel suivant les axes x
et y assure que l'état ferromagnétique uniforme décrit précédemment est toujours un
état stationnaire de I’équation de Gross-Pitaevskii. Cela peut étre facilement vérifié
a partir de (1.107). Dans certains cas particuliers, il est possible de calculer le terme
Q.-(0) qui apparait dans (2.75). Ronen et al. [73] proposent de limiter la portée de
Iinteraction dipole-dipole. En particulier, pour un systeme de spins contenus dans
une boite cubique de coté 2R, nous pouvons négliger les effets dipolaires en tous
points situés a la distance r > R. du centre de la boite. Cela revient a poser

Quu’(r > Rc) = 0. (276)

Pour obtenir les termes du noyau dipolaire dans 1’espace de Fourier, il convient de
recalculer I'intégrale radiale (2.22) comme suit

¢ Jokr) 4 1 cos(kR.) sin(kR.)
Ainsi, le noyau dipolaire @), est donné par
~ A 9 cos(kR,) sin(kR,)
Q..(k) = ?(3 cos” O — 1) <1 +3 PR 3 PR ) (2.78)

ou 0, est 'angle entre le vecteur k et €,. En prenant la limite £ = 0 de cette derniere
expression et en utilisant I’équation (2.75), on montre que le champ magnétique di-
polaire résiduel est nul. Il est important de préciser que le champ résiduel dépend de
la géométrie choisie. Pour un systéeme en forme de cigare contenu dans un cylindre,
le champ résiduel n’est pas nul [73]. Dans ce travail nous allons poser Q..(0) = 0.
Les résultats de ce chapitre peuvent étre facilement généralisés en remplacant dans
les formules p par p— fcaan@..(0). Notons que 'expression (2.78) du noyau dipolaire
a portée finie R, montre que pour un systeme contenu dans une boite suffisamment
grande (kR. > 1), il est possible d’approcher (2.78) par
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Q..(k) ~ 3 (3cos® O — 1). (2.79)
En dernier, dans la suite de ce travail nous allons poser
- m(3cos?fp —1) si k#0
— 3 ’
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2.2.1 Condensat uniforme de spin f =1

Le vecteur ¢ de la phase ferromagnétique dans le cas d’'un condensat de spin f =1
s’écrit comme suit

0
0
1

¢ = (2.81)

En substituant ce vecteur dans (2.37), (2.38) et (2.39), on obtient les composantes
des matrices Ay, A5 et Bf qui regroupent les termes sans interaction et les termes
d’interaction de contact

€p +2p — %n(g2 — go) 0 0
Aj + A5, = 0 ex+p 0 , (2.82)
0 0 €k + gan
00 O
B=loo0o o |, (2.83)
0 0 gan
ou l'on a posé
h2k?
= . 2.84
€k M ( )
Dans (2.82), on a remplacé le potentiel chimique p par
= —Dp+ gon. (2.85)

Cette derniere expression du potentiel chimique est obtenue a partir de ’équation de
Gross-Pitaevskii stationnaire (1.107) en annulant le potentiel de piégeage et le champ
dipolaire (U = 0 et b, = 0) et en replagant v, par /n¢ ou ¢ est donné par (2.81).
Finalement, les matrices A{ et B{ contiennent les termes dipolaire et s’obtiennent en
utilisant (2.81) et (2.23) comme suit

0 0 0
4 A
Ad = chddn 0 £ (1 — 3cos® by) —3v/2 cos O sin O e | | (2.86)
0 —3v/2cos b sin ), e'* — (1 — 3cos?by)
4meggn 0 0 0
Bl = % 0 3 sin? ), e 2% —3v/2cos b sinf e | . (2.87)
0 —3v/2cos by sin 0), e 1% — (1 — 3cos?by)

Pour obtenir cette derniere expression, nous avons exprimé les noyaux dipolaires
(éq. 2.23) en coordonnées sphériques en posant

k= (sin Oy cos ¢y, sin O sin ¢y, cos O ), (2.88)

ou 0 € [0,7] et ¢ € [0,27[ sont respectivement ’angle polaire et azimutal des co-
ordonnées sphériques. Notons que la dépendance en ¢, qui apparait dans certains
éléments des matrices A¢ et BY, a pour origine les transformées de Fourier des har-
moniques sphériques Y1 o< e et Y5 oc e 2%, Ces termes interviennent dans les
processus de relaxation dipolaire (voir éq. 1.73 et éq. 1.78).
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Condensat sans interaction dipolaire

Pour cgq = 0, la matrice 0,3y est formée uniquement des matrices Az,AZ et
B;,. Ces matrices ne contiennent que des termes diagonaux. Par conséquent, les trois
modes o = £1 et a = 0 qui vérifient les relations (2.52), sont associés aux états de
spin m = +1 et m = 0.

Mode de densité. Le spectre énergétique du mode o« = —1 est donné par

Ek—1 = ek (e + 2¢an). (2.89)

On retrouve ici le méme résultat que pour un condensat scalaire [9]. Ce mode décrit
les excitations de densité. Pour que le condensat soit mécaniquement stable, le spectre
du mode densité doit étre réel pour toutes les valeurs de k. Pour cela, la constante
de collision doit étre positive go > 0. Les vecteurs uy _; et vg _; associés sont donnés
par

0 0
Up, -1 = 0 y Uk,—1 = — 0 . (290)
ﬁk’fl fJk,fl
avec
_ [ex +gan 1
=4 —+ = 2.91
U, —1 28]@7_1 + 27 ( )
. extgon 1
=y — — = 2.92
Vk,—1 25k,—1 5 ( )

Mode de précession. Le mode o = 0 présente un spectre énergétique de particule
libre & o = €, avec un gap énergétique pour p # 0

5]%0 = &k —|—p. (293)

Les vecteurs ugo et v associés sont donnés par

0 0
Uk o = 1 y Vo= 0 . (294)
0 0

Ce mode décrit des fluctuations de la direction de polarisation. Pour le voir nous
allons calculer ’évolution du vecteur spin f. Considérons des excitations de nombre
d’onde k et d’amplitude \g/v/n < 1. En utilisant (2.53) et (2.94) Pévolution de f
peut étre écrite comme suit

F() = f(0)+dfL(D), (2.95)

ou f(0) = —é, est le vecteur spin a t = 0 (éq. 2.68) et Jf, 'évolution de f dans le
plan transverse a ’axe de polarisation z

OfL(t) =0f1|[cos (k-1 —Eot/h)é, —sin(k-r — Eot/h)é,]. (2.96)
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ot |6f1] = V2 (Xo/\/n). D’apres ces deux dernieres expressions, f précesse autour de
I'axe de polarisation z. En particulier, pour k = 0 (e = 0) et p # 0, les excitations
décrites par (2.93) et (2.94) subissent une précession autour de 'axe z & la fréquence
de Larmor wy, = p/h. Pour ces raisons, ce mode est dit de précession ou onde de
spin. Nous allons voir dans la suite que l'interaction dipolaire modifie fortement les
conditions de stabilité de ce mode. Notons que ce mode de précession conserve la
nature ferromagnétique du systeme. En effet, en utilisant (2.95) et (2.96), la longueur
de spin locale | f| au premier ordre en |§f, | est donnée par

f| ~ 1. (2.97)

Mode de déformation. Le mode o = 1 présente un spectre de particule libre avec
un gap énergétique fixé par les constantes d’interactions gy et gg

2
Ek1 =€k +2p— §<92 — go)n = € + 2p — 2¢1n. (2.98)

ol ¢; est donné par (1.49). Les vecteurs ug et vy associés sont donnés par

1 0
U1 = 0 y Uk1 = 0 . (299)
0 0

Ce mode décrit des excitations qui modifient la longueur de spin | f]|, et par consé-
quent la nature ferromagnétique su systeme. Pour cette raison, Ce mode est dit de
déformation de spin. En utilisant (2.95) et (2.99) on obtient

f=F0)+f, (2.100)

avec 0f, = (\//n)° €. et A/v/n < 1. D’apres (2.100), la direction de polarisation
n’est pas modifiée. Ce mode est interprété comme une onde de spin longitudinale et
décrit les excitations de I'état m — 1 a 'état m = 1 [17,23,57]. La longueur de spin
locale au premier ordre en ordre |d f,| est donnée par

[fl=1—10f.| (2.101)

Le mode de déformation (2.98) est énergiquement instable pour un champ magné-
tique p < p. = (g2 — go)n/3 ou p. correspond au champ critique obtenu en (1.131).
Cette instabilité énergétique signifie que la phase ferromagnétique n’est plus 'état
fondamental du condensat.

Systeme avec interaction dipolaire

Pour cqq # 0, les matrices A¢ et BY présentent des termes hors diagonale. Par
conséquent, le mode de densité noté précédemment o = —1 est couplé! au mode de

1. Rappelons que pour f =1, les vecteurs ug et v, possede trois composantes de spin m. Si
plus d’'une composantes de spin m est non nul, ces vecteurs « mélangent » les états de spin m. Le
mode « ne peut étre associé a un état de spin m. Le couplage des modes est a comprendre dans ce
sens.
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spin @ = 0. Néanmoins, remarquons que les termes hors diagonale s’annulent pour
les angles particuliers 6, = 0 et 0, = 7/2. Pour ces deux cas particuliers, les modes
a = *+1 et a = 0 sont découplés et sont associés, respectivement, aux états de spin
m = £1 et m = 0. Le premier cas (6, = 0) correspond aux excitations dont le vecteur
kj = (0,0,k.)" est parallele (||) & 'axe de polarisation z. Le second cas (0 = m/2)
correspond aux excitations dont le vecteur k; = (k,,k,,0)" est perpendiculaire (L)
a laxe 2. Avec 0), = 0 et 0 = 7/2, les matrices A{ et B¢ se simplifient considérable-
ment. Le mode o = 1 n’est pas modifié par l'interaction dipole-dipole. Son spectre
énergétique est identique a (2.98).

Mode de densité pour 6, =0 et 0, = 7/2. Apres diagonalisation de la matrice
0.Yp, dans le cas des excitations || et L nous obtenons, pour le mode av = —1, les
spectres énergétique suivants

Epy—1 = \/5k| [&?ku + 2gon (1 + 2€dd)], (2.102)

Ek,—1= \/ekL [ek, +2gon (1 — €qq)], (2.103)

o caq = MCaa (2.104)
30 :

Le parametre eqq détermine l'intensité de l'interaction dipodle-dipole par rapport a
Iinteraction de contact. Avec g» > 0 et par conséquent eqq > 0, le spectre & 1 des
excitations || est toujours stable. Ce n’est pas toujours le cas pour les excitations L. En
effet, avec g, > 0, le spectre &, 1 doit étre réel afin d’assurer la stabilité mécanique
du systeme. Pour cela, e4q doit étre dans U'intervalle —1/2 < €44 < 1. Nous allons voir
dans la suite que cette condition reste valable pour toutes les excitations de vecteur
d’onde k. Les vecteurs ug,,—1 et vy —1 associés aux excitations || sont donnés par

0 0

ukH’_l = 0 s ’Uk,”7_1 = 0 . (2105)
Uj,—1 V)1
avec

. 8k—|—g2n(1—|—2edd) 1
= Z 2.106
-1 \/ 26 +3 (2.106)

. Er + gan (1 -+ 2€dd) 1
= - —. 2.107
), 1 \/ 26 5 (2.107)

Les vecteurs ug, 1 et vg, 1 associés aux excitations L sont donnés par

0 0
up, 1=+ 0 v, =% 0 |, (2.108)
ffu,,l 6J_,71
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avec
5 ert+gan(l—eqq) 1
o - 2.109
Ul,-1 \/ 2€kL7_1 + 9’ ( )
N ert+gan(l —eqq) 1
1= — —. 2.110
U1 \/ 2k, 1 2 (2.110)

Mode de précession pour 6, = 0. Le mode a = 0 des excitations || présente un
spectre de particule libre gappé

Eryo = €y + P — Pad, (2.111)
avec 4
Pad = mgddn. (2.112)

Notons que ce spectre est énergiquement stable pour p > pgq. Les vecteurs Uk, 0 et
Uk ,—1 associés sont données par

0 0

UkH’O = 1 s ka’O = (2113)

o O

Comme précédemment, il est possible de vérifier que ces exitations décrivent des
modifications de la direction de polarisation qui garde constante la longueur de spin.
L’éolution du vecteur spin f peut étre obtenue simplement en remplacant & par

&k 0 dans (2.96).

Mode de précession pour 0, = w/2. En dernier, le spectre o = 0 des excitations
1 est donné par

&k, 0= \/(glu + p — paa) (€k, + P + 2paa), (2.114)

ol pgq est donné par (2.112). La stabilité dynamique de ces excitations dépend du
champ magnétique p appliqué. Pour p > pqq, le spectre &, o (2.114) est dynamique-
ment stable. Pour un champ magnétique p < pqq, 'énergie & o est imaginaire pour
des excitations de nombre d’onde

V2Mmax {—p — paa,0} < ki < /2M (paa — p)/h2. (2.115)

Par conséquent, la phase ferromagnétique uniforme est dynamiquement instable. Pour
voir I’évolution du systeme en présence de ces instabilités dynamiques calculons 1’évo-
lution du vecteur spin f. Pour p < pqq, la matrice .2 présente un couple d’énergies
propres complexes conjuguées. Notons ces deux énergies propres &, et &, avec &, = &£
Le spectre &, est donné par

Ea=i\f) (er, +P — paa) (ex, +p+2paa) | (2.116)
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Avec ce choix Im{&,} > 0 et Im{&} < 0. Les vecteurs u,; et v,;, associés sont
donnés par

0 0
Ugp = ﬂa,b y Vab = @a,b s (2117)
0 0
avec
1/2
- €kL+p+pdd/2 1 i
ab = = , 2.118
Uasb { 20 2| ¢ (2.118)
1/2
~ €k, —l—p +pdd/2 1
ab = - = . 2.119
Vasd { 26,1 2 (2.119)

Notons la signature des termes de relaxation dipolaire a travers la dépendance en
¢r. Le lien entre les instabilités dynamiques et les processus de relaxation dipolaire
sera discuté dans la suite. En utilisant ces deux dernieres expressions et les équations
(2.64) et (2.65) nous obtenons

f(t)~ f(0)+0fL(t), (2.120)

avec

SFL(1) = V2 [Py M ENI 3,5, ]
— V2 [Xaﬁa elm{€a}t/h +5\b77b eIm{Sb}t/h] &, (2.121)

ol 5\a7b = dap/Vn < 1 (Agp sont les amplitudes des modes a et b), pap =
Re {(ﬂmb + Vg p) eiki""} et fgp = Im {(ﬁa,b — Vg p) eiki"’}. D’aprés I’équation (2.121)
si Im{&,} > 0, on peut s’attendre & un développement de textures de spin dans le
plan transverse a 1’axe de polarisation z. La longueur de spin locale dans le plan
transverse |df, | est donnée au premier ordre en 5\a7b par

Y ~(1~ +~a~ m TR ~ ~ m
97200 = Ao e 3 G I (2122
Po o

Dans cette derniere expression, le premier terme a droite croit de fagon exponentielle,
tandis que le dernier terme décroit exponentiellement. Finalement, notons que ces
instabilités dynamiques ne modifient pas la nature ferromagnétique du systeme. Au
premier ordre en [0 f, |, on a

|f(t)] ~ 1. (2.123)

L’analyse des excitations de vecteur d’onde k; montrent que la phase ferroma-
gnétique uniforme de spin f = 1 est dynamiquement instable pour p < pgq. Dans
la sous-section suivante, nous allons considérer un condensat de **Cr de spin f = 3,
et nous allons mettre en évidence le méme comportement instable en présence d’in-
teraction dipolaire. Pour le ®*Cr, nous allons aussi traiter le cas général (pour tout
les k). Pour le systéme de spin f = 1, des calculs complémentaires sont portés dans
I’annexe B.
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2.2.2 Condensat uniforme de spin f =3

Dans cette sous-section nous considérons un condensat ferromagnétique de °*Cr
de spin f = 3. Dans ce cas, le vecteur ¢ comporte 7 composantes. Pour des spins
polarisés dans la directions —é,, le vecteur ¢ s’écrit comme suit

(2.124)

TN
I
= I =l e R e Rl e )

En substituant ce vecteur dans (2.37), (2.38) et (2.39), on obtient les composantes
des matrices A, A§ et Bf qui regroupent les termes sans interactions et les termes
d’interaction de contact. Ces matrices sont de taille 7 x 7, mais seuls les termes
diagonaux sont non nuls. Les diagonales Diag {-} de ces trois matrices sont données
comme suit

ek + 6p — ig; (96 — ga)n + 35 22(gs— go)n + 2 (94 — go)n

er+5p — 6%(96 — ga)n + 42(94 — go)n
er+4p — (96 — ga)n + 55 (91 — g2)n
Diag { A + A} = er+3p — (g6 — ga)n ;
e+ 2p — 1%(96 — ga)n
€k + D
€k + gsN
(2.125)
0
0
0
Diag{B;} = 0 ) (2.126)
0
0
gen
ou nous avons remplacé le potentiel chimique par
1= —3p+ gen. (2.127)

Cette derniere expression du potentiel chimique est obtenue a partir de ’équation de
Gross-Pitaevskii stationnaire (1.107) en annulant le potentiel de piégeage et le champ
dipolaire (U = 0 et b, = 0) et en replacant 1, par y/n¢ ou ¢ est donné par (2.124).
Les matrices A§ et By de taille 7 x 7 contiennent uniquement des termes dipolaires.
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Elles s’obtiennent en utilisant (2.124) comme suit

0 0
] 0 ... . :
12:‘% = : : 1 0 N (2.128)
0 ... 0 £ (1 —3cos® ) —\/gcosﬁksm@e ik
0 0 —\/7008 0, sin 0, €' — (1 — 3 cos? by)
0 0 0
0 0 :
/S B 0
L2meaan 0 ... 0 1 sin? 0, %1% — \/g cos Oy, sin @, e "%k
0 ... 0 —\/gcos 0, sin O, e "1k — (1 — 3cos?6y,)
(2.129)

Pour obtenir cette derniere expression, nous avons exprimé les noyaux dipolaires
(éq. 2.23) en coordonnées sphériques en utilisant (2.88).

Condensat sans interaction dipolaire

La matrice o,3g possede 14 vecteurs et valeurs propres. Néanmoins seuls 7 de ces
ces vecteurs propres vérifient la condition de normalisation (2.52). Les modes propres
sont indexés par « = £3, =2, £ 1 et « = 0. Le mode o = —3 décrit des excitations
de densité. Son spectre énergétique & 3 est donné par (2.130). L’énergie & 5 doit
étre réel afin d’assurer la stabilité mécanique du systeme. Pour cela, la longueur de
diffusion ag doit étre positive (gs = 4whag/2M > 0).

5k7_3 = Ek (€k + 2g6n) (2130)

Le mode o« = —2 présente un spectre de particule libre avec un gap en p. Ce mode
décrit des excitations de précession de spin . Son spectre est donné par

Ek,—o =€k +p. (2.131)
Finalement, les modes o« = —1,.., + 3 présentent des spectres de particule libre avec
un gap en énergie d,

(c:k’a =&, + 0, (2132)
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Le gap ¢, dépend du champ magnétique p et des constantes d’interaction ¢g,g2,94 €t
gs- Nous avons,

6
0-1=2p — 57 (96 — gu)n, (2.133)

9

0o = 3p — ﬁ(gﬁ — ga)n, (2.134)

o = —31( - )+5( — g2) (2.135)

1= 4p 3396 ga)n 2194 g2)1, .

65 25

0y = 5p — %(96 — ga)n + 5(94 — ga)n, (2.136)
461 25 2

03 = 6p — @(QG - 94)n + 5(94 - 92>n + ?(94 - go)n. (2.137)

Le spectre énergétique de ces 5 modes devient négatif au dessous d’un champ critique
donné par d, = 0. Au dessous de ces champs critiques, le condensat ferromagnétique
est énergiquement instable. En particulier, en remplacant les valeurs des constantes
d’interaction gr par celles d'un condensat de “*Cr (tab. 1.2), il est facile de vérifier
que le mode v = 2 est le premier a devenir énergiquement instable. Plus précisément,
le mode av = 2 devient négatif au dessous du champ critique

13 5 5
= | (g — gy — — _ = 2.1
Pe= g6 (96 — g4) + B (g4 92)] n (361 4263> n, (2.138)

ou ¢ et ¢3 sont donnés par les équations (1.62) et (1.64). Le champ p. correspond au
champ critique de la transition de phase entre la phase ferromagnétique et la phase
cyclique donné par I’équation (1.137).

Condensat avec interaction dipolaire

En présence d’interaction dipolaire, le spectre des modes o = —1,.. + 3 n’est pas
modifié et reste identique a (2.132). Les matrices A{ et BY données par (2.128) et
(2.129) montrent que le mode mode de densité, noté précédemment av = —3 est couplé
au mode de précession de spin a = —2.

Analyse de stabilité des excitations pour 6, = 7/2. Pour les excitations de
vecteur d’onde k,, les matrices A§ et BY se simplifient. Apreés diagonalisation de
la matrice o,Xg, nous obtenons le spectre énergétique des modes de densité et de
précession. Le spectre énergétique du mode de densité &, 3 est donné par

(c:kj_ﬁg = \/ng_ [EkL -+ 2g6n (1 — 6dd>]7 (2139)
avec 19
g = —1Cad. (2.140)
9o

D’apres le spectre (2.139) et pour gg > 0, le parametre egq doit étre dans U'intervalle
—1/2 < €qq < 1 afin d’assurer la stabilité des excitations de densité. Le spectre & o
des excitations de précession est donné par

Eky -2 = \/(5& +p — paa) (ek, + P+ 2paa), (2.141)
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ol pgq est donné dans ce cas par
Pad = 4mcaan. (2.142)

D’aprés (2.141), les excitations de vecteur d’onde k,, et par conséquent la phase
ferromagnétique uniforme est dynamiquement instable pour p < pgq ol pqq est donné
par (2.142). Si —2pqq < p < pad, le nombre d’onde des excitations instables est
compris dans 'intervalle

ki < /2M(paa — p) /2. (2.143)

Sip < —2pqa, le nombre d’onde des excitations instables est compris dans I'intervalle

V=2M (p + paa) < ki < \/2M (paq — p)/h2. (2.144)

Comme nous ’avons vue dans le détail pour dans le cas d’un condensat dipolaire de
spin f = 1, ces instabilités dynamiques engendrent un accroissement exponentiel des
textures de spin 0 f; dans le plan transverse a I’axe de polarisation z. L’évolution du
vecteur ¢ f| et de la longueur de spin locale dans le plan transversal |§ f, | s’obtiennent
a partir de (2.121) et (2.122) en remplagant par le champ critique pqq par (2.142) et
les énergies &, par celles obtenues a partir de (2.141).

Analyse de stabilité des excitations en fonction de ;. Dans le cas général,
les matrices présentent des termes hors diagonales. Les deux modes qui couplent les
états de spin m = —3 et m = —2 sont indexés par o« = +. Apres diagonalisation de
la matrice o,Xg, on obtient les deux spectres énergétiques suivant

Eus =\ LU0) = VT 05, (2.145)

Les fonctions £ et Z peuvent étres écrites sous forme polynomiale. £ est un polynome
d’ordre 2 en p

1

L(k0k) = 5 [p = p+ (k0] [p = p-(k.00)], (2.146)

ol les fonctions p4 sont données par

pi(k:,é’k) = —&L — 27TCddn (1 - ?)COS2 Qk)

+ i\/&?k {er +2gon |1 — eqq (1 — 3cos?0;)]} — (6meddnsin® 6;)°.  (2.147)
7 est un polynoéme d’ordre 4 en p donné par

I(l{;,&k) = nl(k,ék)p4 + ng(k,ﬁk)p?’ + 773<k79k)p2 + 7]4(/€,9k)p + 7]5(]6,9k). (2148)
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Les parametres 71,12,m3,1n4 €t 15 sont donnés par

(2.149)

m 1
Ny = e + (2mcaq) (1 — 3 cos® Oy,) (2.150)

3
N3 = €r — gen {1 —5 (1 — 3 cos? Qk) edd} er — 3(2mcqan)? (1 — cos® Gk) . (2.151)

7
Ny = —2g6n [1 — 5 (1 — ?)COS2 Gk) Eddl 8%
+ (2g6n)* i—i—(:os;29 —§cos46 e —i<1—30082¢9)6 €
6 21 kg k) €a T 15 k)€dd | €k
— (27cqan)® (8 — 36 cos® ), + 36 cos® 6) | (2.152)
49 13 25
ns = (2g6n)* {(m ~ 31 cos? Oy, + T cos” Qk) €aq
7 1 7 5
— E(l - 3C082 Qk)edd, + Z:| Si - (2g6n)3 |:<% + @ COS2 Qk
5 1 1
T cos* Hk) €34+ (—% + o1 cos? Gk) eﬁd} €k
+ 4(2meaan)t (2 — 3cos? ;). (2.153)

Analyse de stabilité. L’analyse stabilité des modes + nécessite 1'étude de
variation des polynomes £ et Z. Le calcul analytique des racines de ces polyndmes
n’est pas toujours possible. Pour cette raison, nous adoptons ici une approche semi-
analytique. Pour £ = 0, les polynomes £ et Z possedent les mémes racines py que
I'on obtient a partir de (2.147)

P4 = Pads (2.154)
p_ = (3cos® O — 2)paa, (2.155)

ol pgq est défini en (2.142). Notons que p_ dépend de 6, et prend ses valeurs dans
I'intervalle —2pqq < p— < paa. Dans ce cas particulier (k = 0), les énergies & +
s’écrivent

Eox =V L(O) £ 1L(01)], (2.156)

avec L(0;) = (p — paa)(p — p—)/2. Pour p > paq ou p < p_, on a L(6;) > 0. Par
conséquent les énergies & 1 sont réelles (£ 4+ > 0 et & _ = 0). Pour p_ < p < paa
et 0 < 0, < 7/2, on L(#x) < 0. Par conséquent le mode + est stable (£ = 0)
et le mode — est dynamiquement instable (& _— = i4/2|L(0;)|). Plus généralement,
il est possible de vérifier numériquement que pour p < pqq, il existe des valeurs de
k> 0etde0 < 6, <7/2pour lesquelles £ — VI < 0 ouZ < 0. Dans le premier
cas, le spectre & _ est imaginaire pur. Dans le deuxieme cas, les deux spectres & +
sont imaginaires et en particulier & = & . Cela peut étre constaté sur la figure
2.1 ou nous avons représenté les parties imaginaires des énergies & 1 dans le plan
k.k.. Les sous-figures (a) et (c) montrent que la partie imaginaire du mode & — est
maximale pour k, = 0. Autrement dit, les excitations de vecteur d’onde k, sont les
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plus instables. En utilisant ’expression (2.141), on peut écrire

Im {€ ~}ux = V(€& + D — Paa) (€ + P+ 2paa) (2.157)

Les sous-figures (b) et (d) montrent que &+ < & —. Finalement, ces figures montrent
que le nombre d’onde des excitations instables est contenu dans un disque de rayon
k. donné par

ke = /2M (paa — p)/ 2. (2.158)
Cette expression est obtenue directement a partir de (2.143).

Origine des instabilités dynamiques. Les instabilités dynamiques mis en
évidence précédemment ont pour origine les processus de relaxation dipolaires. Nous
allons montrer qu’en l'absence des termes de relaxation, la phase ferromagnétique
est dynamique stable. Dans ce cas, les matrices A et B¢ sont diagonales et ne ne
comportent pas de dépendance en ¢;. On obtient

0
0
0
Diag { Ay} = 12mcaan 0 : (2.159)
0
£ (1 — 3cos®b)
(1 — 3cos? b)
0
0
0
Diag { Bj} = 12mcqan 0 (2.160)
0
0
(1 — 3cos?by)
Les états de spin m = —3 et m — 2 sont découplés et les modes associés sont notés,
respectivement, &« = —3 et @« = —2. Pour le mode o = —3, nous retrouvons le spectre

d’excitations de densité anisotrope connue pour les condensats scalaires dipolaires
[74,75] :

Er, 3= Ver{er +2g96n[1 — eqq (1 — 3cos? 6]} (2.161)

Notons que ce spectre est indépendant du champ magnétique p. Avec gg > 0, 'ex-
pression (2.163) montre que la phase ferromagnétique est stable pour 0 < €39 < 1.
Pour €44 > 1 et un angle 6, > arccos (1 / \/3) ~ 54.7°, D'énergie des excitations de
nombre d’onde k qui vérifie

k < \/4genM [eqq (1 — 3cos?6;) — 1] /A2, (2.162)
est imaginaire. La nature attractive des interactions dipolaire (6, > 54,7°) rend le
systeme uniforme instable pour €gq > 1. Pour le mode o« = —2 nous retrouvons un
spectre de particule libre gapé

Ep—o =¢cp +p —2paa(l — 3cos® ). (2.163)
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Im{&E.} [1.41 X paq]

ES .
0 02 04 06 08 1.0

1.5F 0.3F
1.0t 0.2}
2 0.5 o1l
X = S
pk —, 0.0f — 0.0
TS -
& -05} -0.1}
-1.0+ -0.2f
-1.5k . ) : . ! X -0.3k L L . . . ,
15 -10 —05 00 05 10 15 -03 -02 -01 00 01 02 03
ki [1/0] kx [1/1o]
(a) (b)
1.5F 0.3F
1.0t 0.2}t
2 0.5 o1l
S S
e —, 0.0f — 0.0f
TS .y
& -05} -0.1}
-1.0+ -0.2f
-1.5k A ) : . ! X -0.3k ) L ! . . A
15 -10 —05 00 05 10 15 -03 -02 -01 00 01 02 03
ki [1/0] kx [1/1o]
(c) (d)

FIGURE 2.1 — Parties imaginaires des spectres énergétiques E+ dans le plan kik,. Pour
certaines valeurs de ky et k, seule 'énergie E_ est imaginaire : Im{E+} =0 et Im{E_} > 0.
Pour d’autres valeurs de k, et ky les énergies £+ sont complezes conjuguées : Im{E,} > 0
et Im{E_} = —Im{E+}. Pour la clarté, nous avons représenté uniquement les valeurs
positives de Im{E+}. (a) et (c¢) : partie imaginaire positive de & _, respectivement pour
p = 0.5 X pag et p = 0.0 X pgq. (b) et(d) : partie imaginaire de E; ,respectivement pour
p=0.5%pgq et p=0.0xpaq. Ces calculs sont réalisés pour un condensat de *>Cr uniforme
de densité n = 1.54 x 10*'m=3. L’unité d’énergie est pgq ~ 1Hz et lunité de longueur est

lo = \/h2/2Mpdd >~ 0.4411H1.
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Les spectres énergétiques des modes o = —3 et a = —2, montrent que la phase
ferromagnétique uniforme est toujours dynamiquement stable pour gg > 0, 0 < €gq <
1 et en ’absence de relaxation dipolaire.

2.2.3 Conclusion

Dans cette section nous avons mis en évidence la présence d’instabilités dyna-
miques a champ magnétique p < pgq dans le cas de la phase ferromagnétique de spin
f=1et f = 3. Les calculs présentés dans 'annexe B montrent le méme comporte-
ment instable dans le cas de la phase ferromagnétique de spin f = 2. En conclusion,
pour les systemes de spin étudiés dans ce travail, on peut écrire le champ critique
d’instabilités dynamiques comme suit

47
Pda = ?fcddn, (2.164)

ou l'on a utilisé les expressions (2.112) (2.142) et (B.27). Notons que le champ cri-
tique est indépendant des constantes d’interaction de contact. La présence d’instabi-
lités dynamiques dans le systeme indique que la phase ferromagnétique polarisée et
de magnétisation maximale (M, /gup = —f) n’est pas I’état fondamental du conden-
sat pour p < pqq. Nous avons vu que les instabilités liées au mode de précession de
spin amorcent des dynamiques de démagnétisation dans le systeme uniforme. Dans
le chapitre suivant, nous allons étudier le développement dynamique de ces instabi-
lités en résolvant numériquement ’équation de Gross-Pitaevskii. En considérera un
condensat de **Cr uniforme et non uniforme (piégé).
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Chapitre 3

Démagnétisation spontanée d’un
condensat de chrome
ferromagnétique

Ce chapitre est consacré a l’étude des dynamiques de démagnétisation d’un conden-
sat de P°Cr a faible champ magnétique. Ce travail est motivé, en premier, par nos
précédents résultats sur la stabilité dynamique de la phase ferromagnétique uniforme.
La deuzieme motivation est de donner une nouvelle interprétation aux observations
expérimentales de dynamiques de démagnétisation du groupe du LPL. La stabilité du
condensat sera analysée en résolvant numériquement ’équation dynamique de Gross-
Pitaevskii. Cette étude dynamique permet de confirmer, et d’aller au-dela de [’analyse
de Bogoliubov considérée au chapitre précédent.

Dans la section 3.1, nous allons considérer un condensat de *Cr uniforme et ini-
tialement polarisé. Nous allons étudier la dynamique du condensat apres une trempe
(quench) du champ magnétique & une valeur py,. Nos calculs numériques confirment
I'instabilité de la phase ferromagnétique pour pi, < paq, Ol paq est le champ critique
calculé précédemment (éq. 2.142). L’évolution dynamique du systéme s’accompagne
d’un développement de textures de spin dans le plan transverse a la direction de
polarisation, et d’'une démagnétisation du condensat. Nous allons montrer que le dé-
veloppement de ces dynamiques est le résultat de dynamiques de précession des spins
qui conservent la nature ferromagnétique du condensat. La taille caractéristique des
domaines spatiaux dans le plan transverse est en bon accord avec la longueur d’onde
des modes prédite par 'analyse de Bogoliubov. Finalement, 1’évolution dynamique
au temps long montre que la nature ferromagnétique peut ne pas se conserver. C’est
le cas a champ magnétique nul ou le systeme est fortement instable.

Dans section 3.2, nous allons considérer un condensat de **Cr ferromagnétique
dans un piege harmonique. La stabilité de ce systeme apres une trempe de champ
magnétique a été étudiée numériquement par Kawaguchi et al. [32]. Les auteurs ont
montré notamment la possibilité d’observer l'effet Einstein—de Haas dans le conden-
sat de **Cr. Dans notre travail, nous proposons d’abaisser le champ magnétique p
lentement depuis sa valeur initiale pg, jusqu’a atteindre la valeur py,. Cette procédure
est proche des travaux expérimentaux sur la démagnétisation spontanée du **Cr de
Pasquiou et al. [76]. L’interprétation de ces travaux expérimentaux suggere que la
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démagnétisation du condensat a lieu spontanément au-dessous du champ critique de
transition de phase p. (éq. 1.137). En réalisant une étude systématique, nous allons
déterminer numériquement un champ critique de démagnétisation, que 1’'on notera
Pdem- Premierement, nous allons montrer que ce champ critique ne dépend que des
interactions dipole-dipole. Deuxiemement, nous allons voir que pgem < paqa < Pe, €t
que pgem Se rapproche de pgq dans le cas d’un condensat piégé dans grande taille. Ce
résultat nous suggere d’interpréter les dynamiques de démagnétisation du condensat
piégé comme une trace des instabilités dynamiques mises en évidence dans le cas du
condensat uniforme.

3.1 Démagnétisation spontanée d’un condensat fer-
romagnétique de *?Cr uniforme

Dans cette section, nous allons étudier I’évolution dynamique d’un condensat uni-
forme de "*Cr polarisé (ferromagnétique) & faible champ magnétique. Pour ce faire,
on considere un systeme de densité uniforme

n=1.54x 10" m>. (3.1)

Les spins sont polarisés dans la direction —é,, et sont soumis a un champ magné-
tique appliqué dans la direction é,. L’évolution dynamique est obtenue en résolvant
numériquement I’équation de Gross-Pitaevskii (éq. 2.11) sans potentiel de piégeage
(U = 0). Précisons que le condensat est contenu dans une boite cubique de coté

2R, = 18um (3.2)

avec des conditions aux limites périodiques®. La portée de l'interaction dipolaire est
limitée & un rayon R, depuis le centre de la boite (sect. 2.2).

Dans la suite de cette section, nous allons étudier la stabilité du systeme apres
une trempe (quench) de champ magnétique. Les détails de cette expérience numérique
sont présentés dans la sous-section 3.1.1 et nos résultats sont discutés dans le sous-
section 3.1.2.

3.1.1 Description de ’expérience numérique

Le condensat ferromagnétique uniforme que nous considérons ici est, initialement,
parfaitement polarisé suivant 1'axe z. La longueur de spin locale et la magnétisation
sont données par

|fl=3 et M./gus=-3. (3.3)

Ce systeme est toujours un état stationnaire de 1’équation de Gross-Pitaevskii en
I’absence de potentiel de piégeage (U = 0). Cela est du au fait que le champ dipolaire
résiduel induit par les spins (dipoles) est nul (sect. 2.2). Pour initier une dynamique
a partir de cette état, il convient d’introduire une graine (seed) dans le systeme a

1. Les conditions aux limites périodiques sont imposées par la transformation de Fourier rapide.
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t = Oms. Dans notre cas, nous allons introduire un faible bruit gaussien dans la
composante de spin m = —2. Cette procédure peut étre réalisée en écrivant dans
I'espace de Fourier [62]

Flv_s} = a+ip, (3.4)

ol « et [ sont des nombres aléatoires générés a partir d’une distribution gaussienne.

Au chapitre 2, nous avons montré que le condensat ferromagnétique uniforme
est dynamiquement instable au-dessous du champ critique pgq (éq. 2.142). Pour la
densité n donnée par (3.1), on obtient

Pad/gis = 4mcaan ~ 0.35mG. (3.5)

Dans ce présent chapitre, la stabilité du condensat est analysée par évolution dyna-
mique de I’équation de Gross-Pitaevskii. Notre expérience numérique consiste a faire
une trempe de champ magnétique a une valeur pg, < pgq des le début de ’évolution
dynamique a t = 0 ms.

3.1.2 Textures de spin et démagnétisation spontanée

Nous avons réalisé plusieurs simulations numériques en variant le champ magné-
tique py, dans lintervalle 0 < py, < paq. Dans ce qui suit, on note f; = (f,f,,0)", la
projection du vecteur spin f dans le plan transverse (L) a la direction de polarisation
z. L’évolution de f; nous renseigne sur le développement des textures de spin dans
ce plan. Le module |f, | nous renseigne sur la longueur de spin locale dans le méme
plan. Notons que |f, | prend ses valeurs dans 'intervalle

0< £ < If, (3.6)
ou | f] est la longueur de spin locale définie en (1.124).

Nous présentons ici les résultats de nos calculs pour p, = 0.9 X pgq (fig. 3.1b a
fig. 3.1¢c) et pir = 0.0 X pgq (fig. 3.1d a fig. 3.1f). Nos simulations confirment I'instabi-
lité de la phase ferromagnétique uniforme pour p < pgq. Pour p > pqq, nos simulations
montrent que le systeme est stable. D’apres les résultats discutés au chapitre précé-
dent, on peut s’attendre a un développement de texture de spin dans le plan transverse
a l'axe z. La longueur caractéristique de ces textures de spin est donnée par

—-1/2

A ~ 27 [2M (paq — pue) /7] (3.7)

Cette derniere expression est obtenue a partir de (2.158) en écrivant k. = 27/ et en
remplagant p par pg,.. Le temps caractéristique des instabilités peut étre estimé par

7o ~ h/Tm { &, _} (3.8)

max ’

ott Im {&, _} . est donné par (2.157). A partir de expression (3.7) on trouve . ~
6 pm pour py, = 0.9 X pgq et Ae ~ 2pum pour pi, = 0.0 X pgq. La taille des excitations
attendue est en bon accord avec celle des domaines observés sur la figure 3.1.
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Longueur de spin locale |f, |

0 05 10 15 20 25 30

2m

(a) t = 0ms (b) t =2ms

(d) t = 0ms (e) t =0.6ms (f) t =1.0ms

FIGURE 3.1 — Development de texture de spin dans le plan transverse. Pour les figures (b)
a (c), pir = 0.9 X paq. Pour les figures (d) a (f), pir = 0.0 X paq. Le code couleur indique la
longueur de spin locale dans le plan transverse | f]|.
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Pour avoir une information quantitative sur I’évolution des propriétés magné-
tique sur tout le volume du systeme, on calcule I’évolution de la magnétisation M,
(éq. 1.119), de la longueur de spin moyenne II (éq. 1.126) et la longueur de spin
moyenne dans le plan L définie comme suit

1
I, = N/d'rn(r)]fL(r)\, (3.9)

ou NV est le nombre d’atomes total. Les résultats de nos calculs sont présentés sur la
figure 3.2. Pour p;, = 0.9 X pgq, la figure 3.2a montre que 'accroissement de I, ne
modifie par la longueur de spin moyenne (IT = 3) aux temps courts. Par conséquent,
les dynamiques qui se développent dans le systeme sont des dynamiques de précessions
de spin qui conservent la nature ferromagnétique. Sur la figure 3.2a, nous avons ajusté
(fitté) Iévolution de I1, par la fonction suivante

T (#) = T1,.(0) + Ae?/". (3.10)

Avec cet ajustement, on obtient un temps caractéristique h/y ~ 2.2ms. Ce temps
caractéristique est en bon accord avec le temps caractéristique de développement des
instabilités dynamiques 7. ~ 1.8 ms (éq. 3.8). La figure 3.2b montre que le dévelop-
pement des textures de spin dans le plan 1 s’accompagne d’une variation maximale
de la magnétisation de I'ordre de 10%. Pour p;, = 0.0 X pqq, le systeme se démagné-
tise plus rapidement comme le montrent les figures 3.2c et 3.2d. Dans ce cas, on a
h/y ~ 0.85ms qui en en bon accord avec 7. ~ 0.7ms. La figure 3.2c, montre que
pour t < 1.2ms, les spins sont entrainés dans des dynamiques de précessions qui
conservent la nature ferromagnétique. Pour ¢ > 1.2ms, la longueur de spin moyenne
IT décroit tres fortement indiquant que le systeme n’est plus ferromagnétique. Ce
résultat va au-dela de ce que prédit par I'analyse de Bogoliubov, qui au contraire pré-
voit une conservation de la longueur de spin. Il s’avere donc que la conservation de
IT n’est valable que dans la limite des faibles perturbations. Dans la section suivante,
nous allons considérer un condensat piégé. Nous allons voir que dans ce cas aussi, le
condensat exhibe des dynamiques analogues qui peuvent étre interprétées en terme
d’instabilités dynamiques.
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FIGURE 3.2 — Evolution de M., I1 et 1L, pourp = 0.9xpaq ((a) et (b) ) et p = 0.0X paq ((c)
et (d) ). La courbe pleine est obtenue a partir de (3.10). (a) : 1 (0) ~ 0.03, A = 0.6 x10~* et
h/v =~ 2.2ms. Les données sont fittées jusqu’at ~ 3.4ms (c) : 1 (0) ~ 0.03, A = 0.7 x 103
et h/y ~ 0.85ms. Les données sont fittées jusqu’a t ~ 1.2ms. Ces calculs ont été réalisés

pour un condensat de **Cr uniforme de densité n = 1.54 x 10?'m™3.
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3.2 Démagnétisation spontanée d’un condensat fer-
romagnétique de *2Cr piegé

Dans cette section, on s’intéresse au développement des dynamiques de démagné-
tisation dans un condensat de *?Cr ferromagnétique piégé. Les atomes du condensat
sont piégés dans un potentiel harmonique de fréquence w/27m a symétrie sphérique

U(r) = %szrz. (3.11)
Dans I'état fondamental, le condensat est soumis a un champ magnétique pg suivant
I’axe de polarisation z. Les propriétés de I'état fondamental ferromagnétique qu’on
considere sont discutées dans la sous-section 3.2.1. Pour étudier la stabilité dyna-
mique de ce condensat piégé, nous proposons de faire un suivi adiabatique des spins
en abaissant suffisamment lentement le champ magnétique p jusqu’a py, & partir de
sa valeur initiale pg. Cette expérience numérique est motivée dans la sous-section
3.2.2. Les résultats de nos simulations sont discutés dans la sous-section 3.2.3. Finale-
ment, dans les sous-sections 3.2.4 et 3.2.5 nous allons discuter 'effet des interactions
de contact et des interactions dipole-dipole sur les développent des dynamiques de
démagnétisation.

3.2.1 Propriétés de I’état fondamental ferromagnétique

L’état fondamental de ce systeme en fonction du champ magnétique externe est
discuté au premier chapitre (ss-sect. 1.5.2). Pour un condensat de N = 10° atomes
et un potentiel de fréquence w/2m = 820 Hz, nous obtenons 1’état fondamental ferro-
magnétique en appliquant un champ magnétique homogene py dans la direction é,,
avec

po/gps = 1.41mG. (3.12)

Des coupes de la densité totale dans les plans xy et xz sont présentées sur la figure
3.3. La densité centrale et le rayon du condensat valent approximativement

no~1.54x10*m™> et R~ 34pm. (3.13)

En plus du champ externe py, les spins (dipoles) ressentent localement un champ
magnétique inhomogene induit cqq|b|/gus. Par conséquent, l'orientation locale des
spins est fixée par le champ magnétique total

Poé/gps + caab(r)/gps. (3.14)

Sur la figure 3.4 nous avons porté la projection du vecteur spin f et du champ magné-
tique dipolaire cqqb/gup dans le plan zz. Notons que le champ dipolaire dans le plan
transverse by = (b;,b,,0)" est sensiblement non nul sur les bords du condensat. Par
conséquent, les spins sont légerement écartés de 'axe z (fig. 3.4a). L’état fondamental
obtenu est purement ferromagnétique. La longueur de spin locale, et la magnétisation
suivant l’axe z sont de

|f(r)| =3 et M./gup~ 3. (3.15)
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FIGURE 3.3 — Coupes de la densité totale dans les plans xy (a) et xz (b). N = 10°, w/21 =
820 Hz et po/gus = 1.41mG. On a : ng ~ 1.54 x 102! m=3 et R; Ry ~ 33pm et R, ~
3.5 pm.

cad|b|/gup [mG]

EES A =
0 005 010 015 020 0.25

4 —

Ty ol /7

b ~\\\\W /1

I i S
g f R\
£ ¥ of (@)
X o S NS

! 2 = &E\‘\\

/1t
* < B/

g . . . . g . . . .
-4-3-2-10 1 2 3 4 -4-3-2-10 1 2 3 4
x [um] x [um]

(a) ()

FIGURE 3.4 — Projection du vecteur spin f (a) et du champ dipolaire b (b) dans le plan
xz. La figure (b) montre 'orientation (fleches) et lintensité (couleur) du champ dipolaire.
Calculs réalisés pour un condensat de >Cr avec N = 10° et w/21 = 820 Hz.
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3.2.2 Description de ’expérience numérique

A cause du champ dipolaire transverse b, le condensat ferromagnétique piégé est
toujours instable apres une trempe de champ magnétique a une valeur p, < pg, ol Py
est le champ magnétique initial. En effet, apres la trempe, les spins sont entrainés, a
partir de ¢ = O ms, dans une précession autour du nouveau champ magnétique local

Py + Cddb(’l",t> = [ptr + Cddbz<’l",t)] é, + Cddbj_(’l“,t), (3.16)

ou b, est la composante dans champ dipolaire suivant I'axe z. Tant que p, domine,
les spins subissent une dynamique de précession rapide fixée essentiellement par la
fréquence de Larmor py,/h. Pour le montrer nous avons réalisé plusieurs simulations
en variant p;, dans l'intervalle

0mG < py/gus < po/gus = 1.41 mG. (3.17)

Nos calculs montrent que pour py,/gup 2 0.3 mG, les spins présentent des oscillations
quasi-régulieres. La période de ces oscillations en fonction de py, est portée sur la figure
3.5a (voir aussi les courbes traitillées des figures 3.5b et 3.5d). La courbe en pointillés
rouge correspond a la période obtenue apres la trempe. La courbe en pointillées vert
correspond & la période de Larmor h/p,. On constate que la période des précessions
des spins s’écarte légerement de h/p;, au-dessous de py/gup ~ 0.4mG. En résumé,
si la variation du champ magnétique est brusque, les dynamiques dipolaires sont
masquées par la précession de Larmor pour py,./gup > 0.4mG. Soulignons que pour
Pu/gps > 0.4mG, méme si la fréquence des oscillations est fixée par le champ py,, les
oscillations sont absentes si b, = 0.

Dans ce travail, on s’intéresse en particulier aux effets dipolaires a champ ma-
gnétique faible. Pour éviter la précession a la fréquence de Larmor, nous proposons
de faire un suivi adiabatique des spins en abaissant le champ magnétique suffisam-
ment lentement a partir de pg jusqu’a py,. Pour ce faire, nous considérons la fonction
suivante

p(t) = (po — pur) e WD 4 (3.18)

ol 7 est un temps qui caractérise la variation du champ magnétique. Nous avons
p(t =7) — pir = (po — pir)/v/e. Notons qu’au bout d'un temps d’évolution ¢ = 37, le
champ magnétique p(t) converge suffisamment vers la valeur py,. La fonction (3.18)
est portée sur la figure 3.5¢c. Les spins sont soumis localement a un champ magnétique
total donné par

p(t)é, + caab(r,t) = [p(t) + caabs(r,t)] é, + caaby(r,t). (3.19)

En choisissant convenablement le temps caractéristique 7, le condensat reste dans un
état quasi-stationnaire jusqu’a atteindre un régime ou les effets dipolaires deviennent
importants. En réalisant une étude systématique en fonction de 7, nous observons
qu’un choix de temps caractéristique de l'orde de 7 ~ 1 ms suffit a éliminer les oscil-
lations de Larmor. Les figures 3.5b et 3.5d montrent 1’évolution de la magnétisation
pour 7 = 0.5ms et 7 = 1 ms. Dans le premier cas (7 = 0.5ms), de faibles oscillations
subsistent au bout d'un temps ¢ = 47 d’évolution. Les simulations présentées dans la
suite de ce chapitre sont réalisées pour 7 = 1 ms.
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FIGURE 3.5 — (a) : période de précession des spins aprés une trempe de champ magnétique
(rouge) comparée a la période de Larmor (vert). (c) : Variation du champ magnétique. (b)
et (d) : Evolution de la magnétisation , respectivement, pour T = 0.5ms et 7 = 1ms. Les
courbes en lignes pleines correspondent au cas d’une variation lente du champ magnétique
(voir (c)). Les courbes en traitillées correspondent au cas d’une trempe de champ magné-
tique. Dans les deux cas, py/gus = 0.4mG. Calculs réalisés pour un condensat de **Cr
avec N = 10° et w/2m = 820 Hz.

3.2.3 Démagnétisation et Effet Einstein—de Haas

Suivant la procédure décrite dans la sous-section précédente, nous avons réalisé
plusieurs simulations en variant le champ magnétique py, entre pg/gup = 1.41 mG et
0mG. La démagnétisation du condensat peut étre examinée par ’évolution du mo-
ment cinétique de spin (F,) = M, /gup (éq. 1.119 et éq. 1.120). La figure 3.6 montre
I'évolution du moment cinétique de spin (F,) (courbe en pointillés rouge) pour plu-
sieurs valeurs du champ magnétique pi,. Sur ces mémes figures, nous avons porté
I'évolution du moment cinétique orbital (L,) (courbe en pointillés bleu). Comme cela
a été discuté initialement par Kawaguchi? et al. [32], la démagnétisation du condensat
s’accompagne d’un transfert du moment cinétique de spin vers le moment cinétique
orbital. Ce transfert est rendu possible par les termes de relaxation dipolaire qui ne

2. Précisons que dans leurs simulations, les auteurs ont remplacé la fonction d’onde v, par une
ansatz invariante par rotation autour de ’axe z. En pratique, leurs résultats pour le systeme 3D ont
été obtenus par des calculs numériques réalisés sur un systéeme 2D. Dans notre travail, nous avons
réalisé des simulation 3D sans imposé 'invariance par rotation dans les calculs numériques.
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conservent pas séparément (F,) et (L,), mais qui conservent le moment cinétique
total (F,) + (L) (sect. 1.3.1). Ce phénomene est connu sous le nom de I'Effet Ein-
stein—de Haas [77]. Notons que cet effet n’a pas été observé dans le cas du condensat
uniforme étudié a la section précédente. Cela est du au fait que le systeme considéré
(boite cubique) ne présentait pas de symétrie cylindrique.

On définit le champ critique de démagnétisation pgen comme le champ magné-
tique maximal pour lequel la variation de la magnétisation pourrait étre observée
expérimentalement. Dans ce travail, on ne tient compte que des variations de magné-
tisation supérieures a 5%. Nos calculs montrent que la démagnétisation du condensat
ne peut avoir lieu que pour des champs magnétiques tres faibles. Plus précisément,
la démagnétisation devient significative au-dessous du champ magnétique

Pdem /gt ~ 0.11 mG. (3.20)
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FIGURE 5.6 — Evolution du moment cinétique de spin (rouge) et du moment cinétique orbital
(bleu). Les figures (a),(b),(c) et (d) correspondent, dans l’ordre, auz dynamiques obtenues
pour les champs py/gus = 0.11mG, py/gup = 0.07mG, pi/gup = 0.035mG et py,/gup =
0.0mG. Calculs réalisés pour un condensat de **Cr avec N = 10° et w/2m = 820 Hz.
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3.2.4 Effet de l'interaction de contact : instabilité énergé-
tique ?

Afin de préciser le role des interactions de contact dans la déclenchement et 1’évo-
lution des dynamiques de démagnétisation, nous proposons « d’effacer » dans nos
simulations les processus d’interaction de contact dépendantes du spin. C’est pro-
cessus sont fixés par les constantes c¢y,c2 et ¢z (éq. 1.61 a éq. 1.64). Pour ce faire, il
convient d’égaler les constantes d’interaction gg,g2 et g4 a gg. On obtient,

co=¢gs et ¢ =co=c3=0. (3.21)

Notons que le choix de ¢y = gg permet de s’assurer que 'état fondamental du conden-
sat est identique a ’état ferromagnétique décrit dans la sous-section 3.2.1.

Effet sur la démagnétisation

Les résultats de nos calculs pour ¢; 25 = 0 (courbes en pointillés noirs), comparés
aux simulations « réalistes » de la sous-section précédente (courbes en pointillés
rouges), sont portés sur la figure 3.7. Les sous-figures 3.7a & 3.7d correspondent &
différentes valeurs du champ py,. Premiérement, dans le cas ¢ 23 = 0, comme dans le
cas réaliste, nous observons une démagnétisation significative pour

Pdem/gps = 0.11mG. (3.22)

Ce résultat montre que ’enclenchement des dynamiques de démagnétisation est
di uniquement aux effets de I'interaction dipole-dipole. Deuxiemement, nos calculs
montrent que I'évolution de la magnétisation du condensat aux temps longs est sen-
sible aux effets de I'interaction de contact. Cette derniere observation peut s’expliquer
en examinant I’évolution de la nature ferromagnétique du condensat. En effet, si du-
rant I’évolution dynamique le condensat restait purement ferromagnétique |f| = 3,
les processus de collision par interaction de contact seraient fixés uniquement par la
constante gg du canal de collision de spin total / = 6. Dit autrement, la dynamique
du condensat est indépendante des valeurs des constantes gr.¢, et par conséquent,
la dynamique est aussi indépendante des valeurs de cq,co et c3. Sur la figure 3.8,
nous avons porté ’évolution de la longueur de spin moyenne II. Nous constatons
qu’aux temps longs la nature ferromagnétique n’est pas conservée, ce qui explique la
dépendance des dynamiques de démagnétisation des valeurs des constantes cy,co et
C3.
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FIGURE 5.7 — Evolution du moment cinétique de spin (magéntisation). Les figures
(a),(b),(c) et (d) correspondent, dans l’ordre, auz dynamiques obtenues pour les champs
pir/gpus = 0.11mG, py/gus = 0.07mG, py/gus = 0.035mG et py/gus = 0.0mG. Pour
chaque figure, la courbe rouge correspond au cas « réaliste » et la courbe noire montre I’évo-
lution dynamiques en l'absence d’interaction de contact dépendante de spin (c123 = 0). Ces
résultats montrent que le début de la dynamique de démagnétisation est indépendant des in-
teractions de contact dépendantes du spin. Calculs réalisés pour un condensat de **Cr avec
N =10° et w/27 = 820 Hz.
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FIGURE 3.8 — Evolution de la longueur de spin moyenne I1(t). Les figures (a),(b),(c) et (d)
correspondent, dans l'ordre, aux dynamiques obtenues pour les champs py/gup = 0.11 mG,
pr/gus = 0.07TmG, pi/gup = 0.035mG et py/gup = 0.0mG. Pour chaque figure, la
courbe rouge correspond au cas « réaliste » et la courbe noire montre I’évolution dynamique
en l'absence d’interaction de contact dépendante de spin (c123 = 0). Calculs réalisés pour
un condensat de **Cr avec N = 10° et w/2n = 820 Hz.
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Effet sur la stabilité du condensat

Au chapitre précédent, nous avons montré que la phase ferromagnétique uniforme
est énergiquement instable pour p < p. ou p. est le champ critique donnée par I'équa-
tion (2.138). Pour la commodité de la lecture récrivons ici ’expression de p. pour un
condensat de chrome

5) 13 5)
Pe = (3C1 — 503) n = {@(96 — 94) —|— E(g4 — 92) n. (323)

Cette instabilité énergétique nous indique que la phase ferromagnétique n’est pas
favorable énergiquement. Au premier chapitre, nous avons vu que le champ critique
p. fixe la transition de phase entre 1’état ferromagnétique et 1’état cyclique dans le cas
d’un condensat uniforme ou piégé (fig. 1.3). Les travaux expérimentaux de Pasquiou
et al. [76] suggéraient que 'enclenchement des dynamiques de démagnétisations peut
avoir lieu pour pgem < pe, OU p. est calculé en considérant la densité centrale ny. Pour
le condensat considéré dans ce travail ng ~ 1.54 x 10! m—3. Nous obtenons

pe/gus ~ 1.10mG, (3.24)

ol nous avons les valeurs numériques de ¢, et co données dans le tableau 1.2. Premie-
rement, notons que p. est 10 fois plus grand que le champ de démagnétisation calculé
précédemment. On a

Pdem/De = 0.1. (3.25)

Deuxiémement, pour ¢; 23 = 0, on a p. = 0. Or, dans ce cas aussi nous avons observé
une démagnétisation significative a champ non nul.

En conclusion, nos résultats montrent clairement que la dynamique de démagné-
tisation n’a pas de lien avec le champ d’instabilité énergétique p.. Il semble donc
qu’il y a eu une erreur d’interprétation dans [76]. Il est possible par exemple que les
auteurs aient mal défini la valeur du champ magnétique. En effets, les auteurs suppo-
saient que la démagnétisation est maximale quand p = 0. Or les travaux théoriques
de Kawaguchi et al. [32], et par la suite ceux de Gawryluk et al. [78] et Swisocki et
al. [79] montrent que la démagnétisation est maximale pour p < 0. Une autre hypo-
these difficile a explorer théoriquement serait que la température non nulle dans les
expériences favoriserait une démagnétisation pour un champ magnétique de 'ordre
de p. par l'intermédiaire d’'un mécanisme de dissipation.

3.2.5 Effet de l’'interaction dipole-dipodle : instabilités dyna-
miques ?

Dans cette sous-section, on propose d’interpréter les dynamiques de démagnéti-
sation observées dans le cas du condensat piégé en rapport avec les instabilités dy-
namiques mises en évidence pour la phase ferromagnétique uniforme. En particulier,
ce qui nous intéresse ici est de déterminer un critere quantitatif, sur le champ ma-
gnétique, qui fixerait le régime de démagnétisation spontanée. Avant de commencer,
remarquons que

n o~ mng~1.54x 10" m™> (3.26)
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ou n est la densité du systeme uniforme étudié a la premiere section, et ng la densité
au centre du condensat piégé dans cette section. Pour le systeme uniforme, le champ
critique d’instabilité dynamique pqq est donné par (3.5). Pour le condensat piégé, le
champ critique de démagnétisation pgen (déterminé numériquement) est donné par
(3.20). Le rapport entre ces deux champs critiques est de

Pdem/Paa = 0.31. (3.27)

Dans ce qui suit, nous allons voir que le rapport pgem/pada, dépend de la taille du
condensat. Pour ce faire, nous allons analyser les dynamiques de démagnétisation
d’un condensat piégé de plus grande taille, et de méme densité centrale ny ~ 1.54 x
102! m—3. On consideére un systeme de N = 8 x 10° atomes dans un piege de fréquence
w/2m = 410Hz. Le rayon du condensat est approximativement de R ~ 6.8 pm. La
densité du I’état fondamental et la projection du champ dipolaire dans le dans le plan
xz sont portés sur la figure 3.9.

Pour ce systeme, les simulations de dynamiques de démagnétisation, portées sur
la figure 3.10, indiquent que le champ critique de démagnétisation pge, vaut approxi-
mativement pgem ~ 0.17mG. En comparant avec pgq, on obtient

Pdem/Paa = 0.49. (3.28)

Densité [1.54 x 10 cm™] caa|b|/gup [mG]

L E AW m
0O 02 04 06 08 10 0 005 010 015 020 0.25

FIGURE 3.9 — Coupe de densité totale (a) et projeciton du champ dipolaire b (b) dans le
plan xz. N =8 x 10°, w/27 = 410Hz et po/gup = 1.41mG. On a ng ~ 1.54 x 10! m~3.

76



CHAPITRE 3. DEMAGNE’TISATION SPONTANEE D'UN CONDENSAT DE
CHROME FERROMAGNETIQUE

Le rapport paq/pdem Obtenu en (3.27) et en (3.28), montre que pgem tend a se
rapprocher de pgq si taille du condensat augmente. Ainsi, le champ critique de déma-
gnétisation peut étre estimé en considérant la densité centrale ng

Pdem < 47rcddn0- (329)

~J

Ce résultat pourrait étre confirmé en réalisant une étude systématique en fonction de
la taille du condensat. Signalons que pour des systemes de grandes tailles il est né-
cessaire d’augmenter la résolution spatiale de la grille de calculs numériques (nombre
de points). Cela peut nécessiter des moyens, et des temps de calcul considérables.

(F(1)) ou M(t) [gus]
(F(1)) ou M(t) [guB]

-25} . ®
e ® ® o0 o ®

.
_3_0»-0000900007'...' \ _3_0>oc-c,oo¢.$.. \ \

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Temps [ms] Temps [ms]

(a) pi/gps = 0.17TmG (b) pr/gus = 0.14mG

2.0} -2.0r

-2.5F ° -2.51 °

(F(1)) ou M(t) [gus]
(F(1)) ou M(t) [gus]

_30 P & © o o , e o0 ° 7 ° 1 1 _30 P & o o o , LI hd ? 1 1

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Temps [ms] Temps [ms]

(¢) per/gpB = 0.11mG (d) pee/gps = 0.07mG

FIGURE 3.10 — Evolution du moment cinétique de spin (magnétisation). Les figures
(a),(b),(c) et (d) correspondent, dans 'ordre, auz dynamiques obtenues pour les champs
pur/gup = 0.17mG, py/gup = 0.14mG, pi/gup = 0.11mG, et py,/gup = 0.07mG. Calculs
réalisés pour un condensat de *Cr avec N = 8 x 10° et w/2m = 410 Hz.
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3.3 Conclusion

Les résultats discutés dans ce chapitre montrent que le condensat uniforme et
le condensat piégé présentent des dynamiques de démagnétisation analogues. Il y a
néanmoins quelques différences. Premierement, dans le cas uniforme, les dynamiques
sont initiées par I’ajout d'un bruit gaussien (graine), et que dans le cas piégé les
dynamiques sont initiées par le champ dipolaire transverse. Deuxiémement, 1'effet
Einstein-de Hass n’est observé que dans le cas du condensat piégé qui possede une
symétrique cylindrique. Ces dynamiques se manifestent a champ magnétique faible,
et ont pour origine les processus de relaxation dipolaire. En nous basant sur ces
résultats, nous proposons d’interpréter les dynamiques de démagnétisation dans le
cas du condensat piégé comme une réminiscence des instabilités dynamiques mises
en évidence dans le cas du condensat uniforme.

Nos simulations numériques dans le cas d'un systeme uniforme montrent une
démagnétisation pour p < pqq, soit dans ce cas pgem/paa =~ 1. Pour le condensat
piégé, nous avons vu que Pgem < Pdd €t que Pgem Se rapproche de pgq dans me cas
d’un systeme de grande taille. Ainsi pgen, peut étre estimé en calculant simplement pgq
au centre du condensat (éq. 3.29).
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Chapitre 4

Dynamiques de spins d’un
condensat de chrome a fort champ
magnétique

Ce chapitre est consacré a ’étude de la dynamique de spin d’un condensat dipolaire
dans un régime de fort champ magnétique. L’état fondamental ferromagnétique est
excité en appliquant une rotation collective des spins depuis leur direction initiale
d’un angle 6, € 10,m/2]. Ce travail est motivé par l'observation expérimentale des
dynamiques de population du spin dans un condensat de **Cr au sein du groupe du
LPL.

La section 4.1 est réservée a la modélisation du systeme. A fort champ magnétique
appliqué suivant ’axe z, les spins subissent une précession de Larmor rapide. La
fréquence de Larmor est 10% — 10* fois supérieure a la fréquence de précession des
spin autour du champ dipolaire b. Dans ces conditions, le champ dipolaire peut étre
approximé par le champ b™" qui est la moyenne de b sur une période de Larmor [34].
Dans cette approximation, les processus de relaxation dipolaire sont ignorés. Précisons
que le champ b™" conserve la magnétisation M, du condensat. En pratique, dans
les expériences les processus de relaxation dipolaire se traduisent, néanmoins, par la
décroissance du nombre d’atomes total Ny, du condensat [36,80]. Dans notre modele,
ces pertes sont prises en compte dans I'équation de Gross-Pitaevskii dans un terme
dissipatif.

La section 4.2 est consacrée a I’étude des dynamiques de spin a Ny constant. La
dynamique du systeme de spins tournés hors de ’état d’équilibre est déterminée par
les interactions de contact et les interactions dipolaires. Pour une rotation 6, # 7/2,
les dynamiques de spin sont enclenchées par les interactions dipolaires a travers un
mécanisme de précession inhomogene du vecteur spin f autour du champ b™*. Pour
le cas particulier d’une rotation 6, = 7/2, les vecteurs f et b™" sont paralleles : la
précession inhomogene ne peut avoir lieu. Dans ce cas, nous allons montrer qu’un
gradient de champ magnétique ou un effet Zeeman quadratique est nécessaire pour
favoriser le développement des dynamiques de spin.

Pour aller plus loin, nous avons analysé 1’évolution des propriétés magnétiques
du systeme. Premierement, 1’évolution de la longueur de spin moyenne II montre une
tendance du systeme a se maintenir dans son état ferromagnétique initial. Ce résultat
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est surprenant. En effet, les mécanismes liés a I'interaction dipolaire, aux gradients
de champ magnétique et a l'effet quadratique ne conservent pas la longueur de spin.
De plus, la nature des interactions de contact du °*Cr ne favorise pas, du point de vue
énergétique, I'état ferromagnétique. Deuxiemement, ’évolution de la magnétisation
totale M, met en évidence un comportement oscillatoire collectif des spins. Ces deux
observations seront étudiées dans le détail dans le chapitre 5.

Pour finir, dans la section 4.3 nous allons présenter les résultats d’observations
expérimentales de dynamiques de populations de spin. Nous allons voir que nos si-
mulations permettent de reproduire ces observations expérimentales avec un tres bon
accord. En particulier, les simulations vont nous permettre de mettre en évidence le
role des interactions dipolaires dans les dynamiques d’échange de populations de spin
observées.

4.1 Condensat spinoriel de chrome soumis a un
fort champ magnétique

Dans cette section, on se propose de modéliser un condensat de Bose-Einstein de
chrome **Cr de spin f = 3 dans le régime de fort champ magnétique. Les atomes
du condensat sont supposés piégés dans un potentiel optique Uypi(7) et soumis a un
champ magnétique B(r). L’énergie totale du systeme s’écrit

PR = [ a4t |~ + U)o+ 0] )

+ guB/drB(r).F(r)

2
C C C
+/dr lé\F(T)\2+§1AOO(r)\2+§ > yAzM(r)F]
M==2

+ C% dr b(r) - F(r), (4.1)
olt ¥ = (Yymey3, - m=—3)T est le vecteur fonction d’onde & 7 composantes notées
Ym et F = (F,,F,,F,)T est le vecteur densité de spin défini par I'équation (1.98).
Un effet Zeeman quadratique d’origine optique est pris en compte par le parametre
¢ = Qopt (€q. 1.10). Les termes A et Agpq sont donnés par (1.100). Les constantes ¢y,
avec k = 0,1,2,3 pour un systeme de spin f = 3 sont données par les équations (1.61)
a (1.64). Les interactions dipole-dipole interviennent a travers le champ dipolaire b
défini en (1.105).

4.1.1 Modélisation du piege optique

Dans le cas d'un laser de profil gaussien, le piege optique Uy () peut étre ap-
proché en son centre, ou l'intensité du laser est maximale, par un potentiel harmo-
nique [81]. Le potentiel U,y prend la forme suivante

Uopt(r) = =Up [1 = 2(z/w})* — 2(y/wy)* — (2/2r)°] | (4.2)
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ot Up est la profondeur du potentiel optique. Les quantités w? et wg sont les largeurs
du faisceau laser dans les directions x et y. zg est la longueur de Rayleigh. Dans notre
modele, on considere un potentiel harmonique de la forme

1
Uopt(T) = §M (w2z® + wSyQ +w?z?), (4.3)

ou M désigne la masse atomique et w,, /27 sont les fréquences du piege données

par
wy = \JAUp /[Mw®?, w, = 1/4Up/MwY?, w, = \/2Up /M z5?. (4.4)

4.1.2 Repere de Larmor

Dans le repere du laboratoire que 1'on note (€12 élab glaby “le champ magnétique

T vy Tz
B(r) prend la forme suivante
B(r) = 7a(r)e;” + 7, (r)éy” + [Bo + 7. (r)] &, (4.5)

ou By représente la partie homogene et dominante du champ magnétique dirigé dans
la direction é*P. Les termes v, (), 7,(r) et 7.(r) sont de faibles variations spatiales
du champ magnétique dans les trois directions spatiales x,y et z. Dans la situation qui
nous occupe !, la composante homogene By du champ magnétique est de l'ordre de
200mG. Dans ce régime a fort champ magnétique, les spins atomiques sont entrainés
dans une dynamique de précession rapide a une fréquence de l'ordre de

wr,/2m = gupBy/h ~ 500 kHz. (4.6)

Dans ce régime il s’avere commode de travailler dans le repere (é,,é,,6,) tournant

a la fréquence de Larmor homogene wy,/2m autour de l'axe z dirigé suivant é2P.

Avec cette définition é, = P, Dans ce nouveau repere, le vecteur fonction d’onde
ot = (k. L prh)T peut étre obtenu a partir de ¢ = (43, ... ,1_3)" défini dans
le repere du laboratoire en lui appliquant la matrice de rotation ezt

P (r t) = e (), (4.7)

ou f, est la matrice de spin définie par 1.15. Apres calcul, cette procédure se traduit
par 'ajout d’une phase mwyt aux composantes 1,

Ui (1t) = P () 701 (4.8)

A partir de (4.8) et de la définition (1.98), on obtient les composantes du vecteur
densité de spin F'" = (F}°°,F;°*, F°*)" dans le repere de Larmor

F'(rt) = ™Y Fiy(rt), (4.9)
ou Fy = F, +iF, et FI** = F;°" +4F,*". La composante F, reste inchangée

Frf'(rt) = F.(rpt). (4.10)

1. C’est le cas des expériences dont nous allons discuter dans la suite de ce chapitre.
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Dans le repere de Larmor, la premiere et troisieme ligne de 1'énergie totale E
(éq. 4.1) peuvent étre obtenues en remplagant 1, par . Les expressions de la
deuxieme et quatrieme ligne qui représentent respectivement ’énergie Zeeman linéaire
et I’énergie dipolaire vont étre modifiées. Les dynamiques de précessions induites
d’une part par les termes v, , . du champ magnétique, et d’autre part par le champ
dipolaire b sont tres lentes comparées a la précession de Larmor. Pour cette raison,
dans notre modele nous allons remplacer I'énergie Zeeman et 1’énergie dipolaire par
leur moyenne sur une période de Larmor 27 /wy, (ss-sect. 4.1.3 et ss-sect. 4.1.4).

4.1.3 Energie Zeeman moyennée

En remplagant le champ magnétique B(r) par sont expression (4.5), la partie
linéaire de I’énergie Zeeman s’écrit

E, [¥] = gu / drB(r) - F(r.1)

— WTB dr {[7.(r) — iy, ()] F(r,t) + [2(r) + i, (r)] F_(r,t)

+ 2[By +7.(r)] F.(rt)}. (4.11)
En utilisant les équations (4.9) et (4.10), I’énergie Zeeman se récrit comme suit
gus —iw . ro iw . ro
B (0] = 252 [ dr {74 () = iy (P () + €75 () i, () P ()
+2[By +7.(r)] EXY(r)} (4.12)
Nous considérons des variations spatiales du champ magnétique de l'ordre de 0.5 mG
sur tout le volume du condensat. Par conséquent, la précession des spins liées a la

partie inhomogene du champ magnétique est tres lente comparée a la précession de
Larmor fixée par le champ By ~ 200 mG. Ainsi, pour chaque instant ¢y, on peut écrire

Fj:Ot('l",tO + 27T/CUL) ~ F:T:Ot(’l",to) et FZrOt('f‘,tQ + 27T/CUL) ~ F;Ot(’l“,to)7 (413)

ou 2w /wy, est la période de Larmor fixée par le champ By. En utilisant cette derniere
approximation, et en moyennant I’énergie (4.12) sur une période 27 /wy, les termes

en e*“Lt g’annulent. On obtient
(B, 1)) ~ =228 / dt [ ar {er i ptr) = iny(r)] P ()
+ e [y (1) iy ()] F2(rito) + 2 [Bo + 7a(r)] Fa(mto) - (414)
~ g / dr [By + 7.(r)] F™ (r to). (4.15)

Dans la suite, 1’énergie Zeeman F, sera remplacée par sa moyenne (F,) donnée par
(4.15). Le champ magnétique ressenti par les atomes dans notre modele s’écrit

B™(r) = [Bo + 7:(r)] é.. (4.16)

Sur la taille du condensat (R ~ 5pm), on ne retient que les variations linéaires du
champ magnétique et on néglige les termes d’ordres supérieurs

72(T> ~ ’szl’ + %y?/ + '72227 (417)

Ol Vaz, Vy €b 7., sont des gradients.
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4.1.4 Energie dipolaire moyennée

En utilisant (4.9) et (4.10), I'énergie dipolaire donnée par (1.102) devient

67TCdd }/20 ro TO TO TO
== 7 for i [B8 an- ee

Frot Frot } Te —iwr,t YVZfl( ) {Fiot< )Fzrot( ) Fzrot( )Fiot(,r/)}
- 'Lth }/’21< ) {FiOt(T)F;Ot<r/> 4 F;0t<T>F£Ot(T'/)}
4 e—2z’th Y2_2(6)Fi0t (’I",)FiOt (,r,/) 4 e2z’th YQQ(G)FﬁOt(’r/>FﬁOt (,,,,/)} 7 (418)

oue=(r—r')/|lr—7 Yoo, Yaii. Yoo sont les harmoniques sphériques d’ordre 2.

Les dynamiques dipolaires sont de I'ordre de cqqn/h ~ 100 Hz, et sont donc beau-
coup plus lentes que la précession de Larmor qui est de l'ordre de hw; ~ 500 kHz.
Dans ce régime ou

cddn/h < th (419)

la modification des composantes Fi°" de la densité de spin par le champ dipolaire b
apres un temps correspondant a une période de Larmor 27 /wy, peuvent étre négligées.
Suivant le méme raisonnement que celui de la sous-section précédent, on calcule la
moyenne de I’énergie dipolaire sur une période de Larmor. En utilisant (4.13), on
obtient

(Bl ~ -1 / / B (AP ) 2 )~ ) ()

Frot Frot (420)
~ 5t [ar bmt(r) Fi(r), (4.21)

ou l'on a introduit le champ dipolaire moyenné ™" et dont les composantes sont
données par

bt (r / dr’ Z ot (g — )X (1), (4.22)

avec v = x,y,z. Le noyau dipolaire moyenné Q™*(r) est défini comme suit

ro 167 }/270(72) 51,1,/ — 351,2(51,/2, 1-— 37/’:2 (51,V/ - 3(51,261,12
(1) =1/ ¢ 5 = — > . (4.23)

r3 r3

ou 7 = r/r et r = |r|. Notons que I'expression du noyau dipolaire moyenné Q™" fait
apparaitre uniquement I’harmonique sphérique Ya. Par conséquent, Q1% décrit des
processus dipolaire qui conservent la magnétisation M, (éq. 1.74). Faisons remarquer
que le noyau dipolaire Q™" peut étre obtenu en posant Yo1; = 0 et Y49 = 0 dans
I'expression (1.78).

Dans la suite de ce travail, I’énergie dipolaire Fqq sera remplacée par sa moyenne
(F4q) obtenue en (4.21). Cette approximation a été introduite initialement? pour
les condensats dipolaires par Kawaguchi et al. [34] et permit de faire des prédic-
tions sur le développement de dynamiques de spin liées aux interactions dipolaires

2. Voir aussi le livre de magnétisme nucléaire de A. Abragam [82]
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(ss-sect. 4.2.2). Signalons néanmoins que dans cette approximation les processus de
relaxation dipolaire sont ignorés. Dans la sous-section suivante, nous allons voir que
la relaxation dipolaire introduit des pertes d’atomes en présence d’un fort champ ma-
gnétique. Finalement, dans la sous-section 4.1.6 nous allons écrire I'Gross-Pitaevskii
avec un terme dissipatif qui prend en compte les pertes.

4.1.5 Dynamique dipolaire dissipative

Le traitement des interactions dipolaires pendant ’évolution dynamique du sys-
teme demande une attention particuliere. Rappelons ici que les processus dipolaires
peuvent étre de deux sortes. Des processus a magnétisation constante décrits par le
terme (1.74) et des processus de relaxation décrits par les termes (1.75) et (1.76). Dans
I'approximation (4.21), nous avons négligé les processus de relaxation. Néanmoins, en
présence d'un champ magnétique By, un processus de relaxation de spin d’une paire
d’atomes en collision libére une énergie magnétique proportionnelle & gug By [36,80].
Pour respecter la conservation de 1’énergie totale, I’énergie magnétique est transfor-
mée en énergie cinétique.

Processus de relaxation dipolaire exoénergétiques

Si 'on considere une paire d’atomes dans ’état |mq,ms), il n'y a que deux sortes
de canaux de relaxation exoénergétiques : soit c’est seulement I'un des deux atomes
qui change d’état de spin, soit ce sont les deux atomes qui relaxent. En indexant ces
deux canaux par j, on peut écrire

jg=1: |my,ma) = |my — 1,ms)ou|my,me — 1), (4.24)
2 |my,ma) — my — 1ymg — 1) (4.25)

L’énergie libérée est donnée pour 7 = 1,2 par
AFE; = jgupBo. (4.26)

Dans le cas que nous considérons, cette énergie est de l'ordre de ~ 500kHz. En
comparaison, la profondeur du piege optique dans le cas des expériences que nous
souhaitons modéliser est de l'ordre de Up ~ 20kHz [83]. Par conséquent, en raison
du gain en énergie cinétique, les deux atomes vont étre éjectés du piege optique.

Coefficient du taux de relaxation dipolaire

Pour deux atomes dans I'état |mq,ms) qui diffusent vers 'état |m/,m}) le change-
ment des densités n,,, et n,,,, qui accompagne cet événement, est donné par
dng,,  dng,
e dt

ol IC’"’“Z2 est un coefficient associé aux taux de transitions par interaction dipolaire,
my

= K T (4.27)

et a l’unlte d’un volume divisé par un temps. L’expression de Kmiz,z est obtenue a
partir de la regle d’or de Fermi

cmame — pmaima

m/ m2 m m'QUi’ (428)
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ol v; est la vitesse initiale de la paire d’atomes. La section efficace totale 0m1m2

peut
étre calculée dans le cadre de I’approximation de Born. Pour plus de détails de calculs
le lecteur peut consulter le livre de C.J. Pethick et H.Smith [44] et la référence [8()].
Le coefficient ICZ;‘ZZ est donnée par?

mimsa 8m CddM 2 2 , /12
Kmllmlz - 1_5 A2 vf Z ’ <m17m2’22,Am’m1,m2> ’ . (429)

Am=-—2

Les tenseurs Xo a,, sont définis par les équations (1.74) a (1.76). Dans (4.29) vy est
la vitesse finale de la paire d’atomes qui dépend du champ magnétique By a travers
I'énergie libérée AE; (éq. 4.26). La vitesse vy est donnée par

= \J4AE; /M. (4.30)

Les états de spin initiaux et finaux a deux atomes doivent étre symétrisés comme
suit :

1
my = mgy et my #ml : |my,my) — 7 (Jm7,my) + |mb,mi)), (4.31)
my # mg et mi =mj : (|m1,mz) + |ma,mq)) — |mfi,ms), (4.32)

Sl =Sl

1
(‘m17m2> + |m27m1>> - = <|m/17m/2> + ’ml27m/1>)

V2
(4.33)

S
peut étre déduit a partir de K2, Pour les processus exoénergétiques avec j = 1
mymy

(éq. 4.24), on obtient

my # mg et my # mb :

Pour ces états symétrisés, le coefficient du taux de transition que I'on note

my = mg et my # my 0 ST =2 x KT, (4.34)
my # mg et mj = mj : S;;L;:Zj =2 X Kﬂlzi, (4.35)
my # mg et mi #ms St =Kt (4.36)

Pour les processus exoénergétiques avec j = 2 (éq. 4.25), on obtient

/

my = mg et mi =mj: S:’n"bllxj ICEZZ, (4.37)
/ m1m: mim

my # mg et my # mj : Sotms = Kot (4.38)

Taux de dissipation total

Premierement, pour obtenir le changement totale de la densité n, il convient de
remplacer dans 1'équation (4.27), le coefficient K"} par S'"/™"?, puis sommer sur
1772 1772
m1,ma,m} et mj. On obtient

= -2 Z mlanmlan (4.39)

mima2

3. Nos calculs sont en accord avec [80] et different d’un facteur 47 du résultat donné dans [44].

85



CHAPITRE 4. DYNAMIQUES DE SPINS D’UN CONDENSAT DE CHROME A
FORT CHAMP MAGNETIQUE

Le facteur 2 est ajouté pour tenir compte du fait que deux atomes sont perdus. Le
coefficient de relaxation dipolaire 5;;117@ est définit comm suit

s = D Smimz, (4.40)

mm2

Apres la somme sur m) et m), on obtient

111.80 93.34  90.40 87.89 75.76 54.00 22.62
03.34 126.26 99.57 91.19 80.18 62.35 37.70
U2 5| 9040 9957 10541 9033 80.30 6527 45.24

g ~ ( ddQ) JIEEZO L 9789 9119 90.33 85.30 81.14 62.76 45.24
2h M 7576 80.18 80.30 81.14 75.99 TL57 37.70

54.00 6235 6527 62.76 T1.57 61.54 45.24
92.62 3770 4524 4524 37.70 4524 0
(4.41)

Finalement, pour obtenir le taux de dissipation total, on integre 1’équation locale
(4.39) sur tout le volume du condensat. Soit,

[yg=-2 Z drBr T T, (4.42)

4.1.6 Equation de Gross-Pitaevskii modifiée

Nous allons a présent écrire I’'équation dynamique du systeme. Dans ’expression
de I'énergie totale E (éq. 4.1), I’énergie Zeeman linéaire E, et 'énergie dipolaire Fqq
sont remplacées par leur moyenne (F,) (éq. 4.15) et (Faq)(éq. 4.21). La dissipation
de I'énergie due a la perte d’atomes est prise en compte en ajoutant « a la main » le
terme —ihl'q.

h?V? C
—ihlg = /dr Z Prot* [ + Uppt + qgm® + 50”2} Prot

+ gum / dr By + . (r)] F°"

+ far [%wmw? @A+ Z A5
cdd dr bt . F™t — 9k Z /d'r f,?lanmlnmz. (4.43)
mimso

Dans cette derniere expression AfY' et A%, sont obtenus a partir de 'équation (1.100)
en écrivant 1, = Yrote ULt (éq. 4.8). L’équation de Gross-Pitaevskii avec perte
s’obtient comme suit

My 0 (B —iRly)

L T

(4.44)
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En utilisant I’équation (4.8), on obtient

L OYrot ot 0 (E —ihly)
ih ot +guBBo¢ = W. (445)

Afin d’alléger les notations, 'exposant « rot » sera omis dans la suite. Néanmoins,
nous allons conserver la notation « b » afin de distinguer le champ dipolaire effectif
moyenné b (éq. 4.22), du champ dipolaire effectif b (éq. 1.105). Apres quelques
étapes de calcul, on obtient

g

+ Uopt + gUBY = + me + COn:| wm

Wm [ PV?
ot oM

(_1 3—m
VT

2
+ 3 Z Z (F.M|3,m;3,m') Agpq1b},s

M==2 m/

+ Caa Z b £, Uy — 4ihi Z B s . (4.46)

+ ¢ Z F~fmm’wm’ + ¢ Aoowim

ou (F,M|3,m;3,m’) sont les coefﬁments de Clebsch—Gordan.

4.2 Dynamiques de spin d’un condensat ferroma-
gnétique

On considere un condensat de **Cr dans I’état fondamental ferromagnétique. Les
spins sont alignés dans la direction —é, et occupent l'état de spin m = —3. La
fonction d’onde vectorielle du condensat ferromagnétique polarisé est notée 9" =
(0,0,0,0,0,0,/n)*.

Partons de cet état initial, nous allons exciter le systeme afin d’enclencher des
dynamiques de spin. Notre expérience consiste a dévier les spins de leur direction
initiale d’un angle 0, € ]0,7/2] autour de I'axe y. Cette procédure est schématisée
sur la figure 4.1. Apres rotation, tous les spins sont orientés dans la direction é =
—sin f,é, — cos#.é,. Pour un angle de rotation 6, fixé, les fonctions d’ondes 1, sont
déterminées par

sm6 0
z“’ —\/7 sin? sm 9
wj \/; sin? ¢ sm 20
f_ol B — \/Esin?’ 0 v (447)
b V15 sin? g COS4§
Vs —\/_smgco Z%

COS

Cette derniere expression est obtenue en appliquant la matrice de rotation e~*/+¢ sur
le vecteur de I'état fondamental ferromagnétique ¥". La matrice de spin f, est définie
par 'équation (1.14).
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z z

A A

(a) (b)

FIGURE 4.1 — La figure (a) montre lorientation des spins dans l’état fondamental : tous
les pins sont orientés dans la direction —é,. La figure (b) montre 'orientation des spins a
t =0ms.

4.2.1 Calcul de I'état fondamental ferromagéntique

Dans la sous-section 1.5.2 du premier chapitre, nous avons vu que 1’état fonda-
mental d'un condensat de ®2Cr piégé est ferromagnétique si le champ magnétique
appliqué est de l'ordre de 0.1 mG. Dans le régime que nous considérons ici, le champ
magnétique est largement dominant (By ~ 200mG). Dans ce cas, I’état fondamen-
tal ferromagnétique peut étre obtenu numériquement en minimisant 1’énergie dans le

sous-espace de spin m = —3. Dans ce sous-espace, 'énergie totale est donnée par
. h2v? 1 9
E]= [ dryZs(r) |- M + Uopt (1) — 3gunBo + 596W73(7’)‘
9
+geas [ ArQuute = ) -alr) | voalr), (4.48)

ou gg est la constante d’interaction de contact (éq. 1.33). Q.. est le noyau dipolaire
dans le cas ou les spins sont polarisés dans la méme direction (éq. 1.69). Notons
que I'état fondamental est calculé sans prendre en compte les variations spatiales
du champ magnétique. En effet, sans modifier 1’état fondamental, la présence d’un
gradient va avoir l'effet de décaler le condensat du centre de la grille de calculs. Du
point de vue numérique, cet effet n’est pas souhaitable.

Pour les simulations nous considérons un potentiel harmonique de fréquences
wy /21 = 298 Hz, w, /21 = 245Hz et w,/2m = 210Hz. Sur la figure 4.2 nous avons
porté trois coupes de la densité de 1’état fondamental suivant les trois axes z, y et z
du piege. La densité centrale est de ng ~ 2,51 x 1072°m~3 pour un nombre d’atomes
total de Nyt = 38 x 103,

88



CHAPITRE 4. DYNAMIQUES DE SPINS D’UN CONDENSAT DE CHROME A
FORT CHAMP MAGNETIQUE

4.2.2 Comportements dynamiques attendus

Au premier chapitre, nous avons vu que l'interaction de contact entre deux atomes
dépend du spin total F des deux atomes, mais ne dépend pas de 'orientation de leurs
spins (sect. 1.2). A cause de cette symétrie de rotation, si ’état initial est polarisé
dans m = —3, les processus de contact dans I’état tourné sont déterminés uniquement
par la longueur de diffusion ag du canal de spin total F = 6. Comme toutes les paires
d’atomes sont dans un état propre de I’'Hamiltonien de contact, aucune dynamique
liée aux interactions de contact dépendantes du spin n’est attendue.

A I'opposé, les interactions dipolaires brisent cette symétrie de rotation et couplent
le spin total F = 6 de I’état ferromagnétique aux états de spin total F = 4. En
raison de ce couplage, on peut s’attendre dans I’état tourné a des effets dipolaires
qui s’accompagnent de dynamiques de populations de spin. Ce couplage peut aussi
entrainés une altération de la nature ferromagnétique du condensat, et par conséquent
favoriser les dynamiques de population par interaction de contact dépendante du spin
qui font intervenir ag et ay.

En plus des interactions, le gradient de champ magnétique et l'effet quadratique
peuvent influer sur la dynamique du condensat. Pour voir comment tous ces effets
font sortir le systeme de son état stationnaire et favorisent I’observation de dynamique
de spin, il s’avere commode d’utiliser 1’équation hydrodynamique du spin introduite
au premier chapitre. En écrivant F' = nf, ’équation (1.114), écrite dans le repere de
Larmor, devient

8(nf’/) spin guB ~ Cad ro
5t + V. (nvP") = o (726, % f), + al (b™" x f),
2
+ Eqn (. x N), (4.49)
2.5x10%0F

—  2.x10°}

m

— 1.5x10%90F
\4?;_:) — n(x,0,0)
% 1.%x 1020 — (0, y,0)
Q — n(0,0,z2)
5.x 109}
0.‘ 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

Longueur [um]

FIGURE 4.2 — Densité totale de I’état fondamental. Les trois courbes représentes des coupes
de densité suivant les trois azes x, y et z du piége. La densité centrale ng ~ 2,51 x 1020 m—3.
Le nombre d’atomes total est Nioy = 38 x 103. Les fréquences du potentiel harmonique sont
wg/2m = 298 Hz, wy /21 = 245Hz et w, /27 = 210 Hz.

89



CHAPITRE 4. DYNAMIQUES DE SPINS D’UN CONDENSAT DE CHROME A
FORT CHAMP MAGNETIQUE

ot N est le tenseur nématique défini par 1'équation (1.116). Le flux de spin nw, est
donné par I'équation (1.115).
A présent, regardons 'effet des différents termes de 1’équation (4.49) :

e L’interaction dipolaire désaligne les spins dans le plan perpendiculaire a b**
sous la condition

b (rt) x f(rt) # 0 b (rt) [ f(rt). (4.50)
Initialement, les spins sont orientés de facon uniforme suivant é; = —sin#é, —
cosé,. En calculant le champ dipolaire 6™ & t = 0 ms, on obtient
1 1—(e-é,)?
b (r) x f(r) = —§/dr'%n(r’) [—3fcosb.é, x f(r)], (4.51)
r—r

ou l'on a remplacé f,(r') par — f cos .. L’expression (4.51) montre que les effets
dipolaires sont absents pour un pivotement maximal des spins correspondant
a un angle 6, = m/2. Pour des rotations intermédiaires 6, # 7/2, le champ
dipolaire b™' introduit & ¢ = 0 une précession inhomogene des spins dans le
plan transverse

b (r;t =0) x f(rt=0) Leé.. (4.52)

Dans le méme temps, cette précession inhomogene va modifier le champ b™".
On peut donc s’attendre a un développement de textures de spin complexe dans
le condensat.

e Le champ magnétique v, (r) désaligne aussi les spins dans le plan transverse par
précession inhomogene

gus /T (y=(r)é. x f(rt)) Leé.. (4.53)

En désalignant les spins, ce qui va avoir comme conséquence de modifier ’orien-
tation locale de 6™, le champ v, pourrait favoriser les effets dipolaires pour
0, = m/2.

e L'effet quadratique ¢ peut modifier * la norme de |fi| = |f, £if,], tout en gar-
dant la composante f, constante. Par conséquent, la longueur de spin locale | f|
peut évoluer (décroitre) et favoriser des dynamiques de spin qui font intervenir
les différentes longueurs de diffusion az (interactions de contact dépendantes
du spin).

4.2.3 Development de textures de spin

Nous allons a présent étudier les dynamiques de spin en résolvant numériquement
I'équation de Gross-Pitaevskii. Nous allons présenter des résultats pour 6, = 7/4 et
0, = 7/2. Afin de simplifier cette étude, nous allons travailler & nombre d’atomes
constants. Cela veut dire qu’on néglige ’action de la relaxation dipolaire qui induit
des pertes du nombre d’atomes total. Ces effets seront discutés dans la section 4.3.

4. L’effet quadratique agit également sur le tenseur nématique N [57]. En particulier, pour
t ~0ms on a N,, ~ (¢/2)sin6,t.
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Rotation des spins d’un angle 0, = 7/4

On s’intéresse ici a la dynamique du systeme apres une rotation globale des spins
d’un angle 6, = w/4 & t = Oms. Nous avons vu précédemment que cette configu-
ration est favorable au développement de dynamiques de spin de nature dipolaire
(ss-sect. 4.2.2). Pour distinguer des effets dipolaires, on pose

V:(r) =0 et ¢=0. (4.54)

Pour commencer, analysons le comportement des spins au début de 1’évolution
dynamique. Sur la figure 4.3 on a porté la projection du vecteur f dans le plan trans-
verse pour t = 1.5ms (fig. 4.3). Les deux sous-figures montrent une modification non
uniforme de l'orientation locale des spins dans le plan transverse. Précisons qu’en
I'absence d’interaction dipolaire (cqq = 0), le condensat reste dans un état station-
naire. La précession des spins reflete donc la nature non uniforme du champ dipolaire
brot.

Longueur de spin locale |f|

X 25 26 27 2.8 2.9 3.0

D D o 8

Wy W g g Y .

(a) t = 0ms (b) t =1.5ms

FIGURE 4.3 — Projection du vecteur spin f dans le plan xy ¢ t = Oms (a) et t = 1.5ms
(b). L’échelle de couleur indique la longueur local du spin | f(z,y,0)|. Sur ces deux figures,
on observe les effets dipolaires dans le systéme auz temps courts. Calculs réalisés pour un
condensat de *2Cr avec N = 38 x 103 dans un piége harmonique de fréquences wg/2m =
298 Hz, wy, /21 = 245Hz et w, /27 = 210Hz. Pour ces simulation, 6, = w/4, v, =0 et ¢ = 0.
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Sur la figure 4.4, on a représenté la projection du vecteur f dans le plan xz pour
t = 7ms (fig. 4.4b) et t = 15ms (fig. 4.4¢c). Les deux sous-figures montrent le dévelop-
pement de textures de spin complexes. En particulier, on observe que la I’évolution
de l'orientation locale des spins s’accompagne d’une diminution de la longueur locale
des spins | f|. Autrement dit, la nature ferromagnétique du systeme est altérée au fur
et a mesure de 1’évolution dynamique.

Pour avoir une information globale sur I’évolution de la nature ferromagnétique
du systeme, on calcule ’évolution de la longueur de spin moyenne IT (éq. 1.126), ainsi
que la magnétisation totale par atomes M, que 'on définit comme suit

Miow = AF)” + (B + (F)* (4.5)

ou (F,) = [drF,(r)/N. Dans le cas d'une orientation uniforme des spins, on a
I'égalité M. = II. Dans le cas général 0 < M, < 11

L’évolution de M, et 11 est portée sur la figure 4.5. La courbe rouge montre que
M, évolue entre une valeur maximale, qui indique une orientation des spins quasi-
uniforme, et une valeur minimale qui reflete un désalignement des spins. L’évolution
de IT (courbe bleue) montre une altération progressive de I’état ferromagnétique pen-
dant I’évolution dynamique de systeme. Il est intéressant de noter que la diminution

Longueur de spin locale |f]

Y\
SERERERER /
\BRR \R BB / /
’3 1; Frry 4
//;/f f/;/ 5 /
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VA AARAARRRAAARNAS BB R RREEE R AN
A A A AR AR YPAYVNNNNA by
V LA AR VA AAAS /
VAAAAARARAAAAAAS BEBBBEBERREEA
VAAAAAARRAAAAAA IARRRRRERRENN
IAAAAAAAAAAAAA,
A4 XA XA /4 4
finn
Y e
HHAE il
\AARD!
(a) t = 0ms (b) t =Tms (c) t =14ms

FIGURE 4.4 — Projection du vecteur spin f dans le plan xz. L’échelle de couleur indique
la longueur locale du spin |f(x,0,2)|. Les figure montrent I’évolution des textures de spin.
Calculs réalisés pour un condensat de **Cr avec N = 38 x 103 dans un piége harmonique
de fréquences wy/2m = 298 Hz, wy, /27 = 245Hz et w,/2n = 210Hz. Pour ces simulation,
O, =7/4, v, =0 et ¢q=0.
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FIGURE 4.5 - Evolution de la longueur de spin moyenne I (courbe bleue) et de la magné-
tisation totale Mo (courbe rouge). Ce résultat montre que la variation maximale de I1 est
inférieur a 5%. Calculs réalisés pour un condensat de *>Cr avec N = 38 x 103 dans un
piege harmonique de fréquences wy/2m = 298 Hz, w, /21 = 245Hz et w, /27 = 210 Hz. Pour
ces simulation, 6, = /4, v, =0 et ¢ = 0.

de II reste relativement faible I1(¢) 2 2,87. Cela correspond a une variation maximale
inférieure a 5%. Cette observation suggere une persistance locale de la nature ferroma-
gnétique. Rappelons ici que les processus dipolaires ne conservent pas nécessairement
la nature ferromagnétique du condensat. D’autre part, du point de vue énergétique les
interactions de contact du “Cr ne favorisent pas 1'état ferromagnétique (sect. 1.5). La
persistance du ferromagnétique est donc surprenante. On s’intéressera aux conditions
de cette persistance au chapitre 5.

Rotation des spins d’un angle 6, = 7/2

A présent, nous allons analyser le comportement dynamique du systéme pour un
pivotement des spins d'un angle §, = 7 /2. Cette configuration n’est pas favorable au
déclenchement de dynamiques de spin par un mécanisme dipolaire (ss-sect. 4.2.2).
Numériquement, on vérifie que le champ dipolaire b*" & t = 0ms est parallele au
vecteur spin f en chaque point » du condensat : tous les spins sont orientés dans la
direction —é,, tandis que les lignes du champ dipolaire sont orientées localement dans
les directions £é,. Pour v, = 0 et ¢ = 0, on observe numériquement un comportement
stationnaire. Dans ce cas, on soumet le condensat a ’action d’un gradient de champ
magnétique. Pour simplifier, on prend ., # 0 et 7., = 7., = 0. La partie inhomogene
du champ magnétique pris en compte s’écrit

V2 (r)e: = Yzwes. (4.56)

Dans nos simulations, on prend 7,, = 36mGcm™!. Ainsi, le long de laxe z, le
condensat de rayon R ~ 4pum est soumis a une variation de champ magnétique
de l'ordre de ~ 0.03 mG.
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La projection du vecteur f dans le plan xy, apres 2ms d’évolution dynamique,
est portée sur la figure 4.6a. Sur cette figure on observe une précession inhomogene
des spins le long de I'axe x sous 'effet du gradient ~,,. A cause de cette précession
inhomogene, le champ dipolaire b™' évolue. La modification du champ dipolaire est
montrée sur la figure 4.6b. En comparant les deux figures, on constate la formation
de régions ou le champ dipolaire n’est plus parallele au vecteur spin. Ces résultats
montrent comment le gradient rend possible I'action des interactions dipolaires. No-
tons que le gradient favorise aussi le développement de dynamiques de spin liées au
processus d’interaction de contact dépendant du spin. Nous reviendrons sur ce point
dans la suite (sect. 4.3.1).

Le développement des textures de spin dans le plan zz est montré par la figure
4.7. Pour distinguer le role des interactions des effets induits par le gradient, nous
réalisons une deuxieme simulation o1 I’on efface les effets des interactions dépendantes
du spin. Pour ce faire, on pose lors de I’évolution dynamique cqq = 0, ce qui annule
I'interaction dipolaire. On égale aussi toutes les longueurs de diffusions a ag. De cette
facon, on conserve la valeur de ¢y = 4wh%ag/M qui détermine la densité de I'état

y I cadb/gup [mG]

f 44 4 4 1 1 f
(S T T S SO TR T SO

f 44 4 4 4 4 4 1

b4ttt
[ T T O O O B O

I T O T T TR T O B

(a) t = 2ms (b) t =2ms

FIGURE 4.6 — La figure (a) représente la projection du vecteur spin f dans le plan transverse
aprés 2ms d’évolution. La figure (b) montre ’évolution du champ dipolaire b;‘;} projeté dans
le méme plan. On observe que le désalignement des spins modifie localement le champ dipo-
laire. L’échelle de couleur du fond indique le module du champ dipolaire |bi'|/ max (|bot)).
Calculs réalisés pour un condensat de °Cr avec N = 3.8 x 10° dans un piége harmonique
de fréquences wy/2m = 298 Hz, w, /21 = 245Hz et w,/2m = 210Hz. Pour ces simulations,

Or = 7/2, Yox = 36mMGem™!, v,y =7, =0 et ¢ = 0.
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fondamental, et on efface les processus d’interaction de contact dépendants du spin
c123 = 0. Pour ces deux situations, la projection de f dans le plan xz, apres 8 ms
d’évolution, sont portés sur la figure 4.7 :

e Pour cgqg # 0 et c123 # 0, les figures 4.7a et 4.7b montrent 1'apparition de
textures complexes. Ces textures évoluent dans le temps. En particulier, autour
de 'axe central x = Opm, plusieurs régions de longueur de spin différentes se
succedent.

e Pour cqq = 0 et c123 = 0, les figures 4.7c et 4.7d montrent la précession in-
homogene des spins suivant l'axe x causée par le gradient ~,,. Par un effet
mécanique le gradient décale les composantes de spin m = +3,..., — 3 d'un coté
ou de 'autre de ’axe x selon leur état de spin positif ou négatif. Ce mécanisme
explique I'observation d’une longueur de spin f < 3 au centre, et qui augmente
continuellement en se rapprochant des bords.

En derniere analyse, on s’intéresse a la modification de la nature magnétique du
condensat pour les deux situations décrites précédemment. On a porté sur la figure 4.8
I’évolution de la longueur de spin moyenne II (courbes bleues) et de la magnétisation
totale Mo, (courbes rouges) :

e Pour cyq # 0 et c1 23 # 0, la courbe bleue pleine montre une tres faible modifica-
tion de la longueur de spin moyenne II(t) > 2,9. L’évolution maximale de II est
inférieure a 5%. Cela indique que la nature ferromagnétique persiste pendant la
dynamique. L’évolution de M., portée sur la courbe rouge pleine, met en évi-
dence un comportement oscillatoire : le systeme oscille entre une configuration
ou 'orientation des spins est pratiquement homogene et une configuration ou les
spins sont fortement désalignés. A partir de cette courbe, on peut extraire une
fréquence d’oscillation ws/27m ~ 62 Hz. Faisons remarquer que cette fréquence
est inférieure aux fréquences du potentiel de piégeage ws < wyy ..

e Pour c4g = 0 et c;23 = 0, la courbe bleue en traitillées montre une nette
altération de I’état ferromagnétique. La variation maximale de II est d’environ
40%. Dans ce cas, I’évolution de M, ,portée sur la courbe rouge en traitillés,
ne présentent pas d’oscillations régulieres.
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FIGURE 4.7 — Projection du vecteur spin f dans le plan xz. Les figures montrent [’évolution
des textures de spin pour cqq # 0 (a et b) et c123 # 0 et pour cqqa = 0 et c123 = 0 (c
et d). L’échelle de couleur indique la longueur locale du spin |f(x,0,2)|. Calculs réalisés
pour un condensat de *°Cr avec N = 38 x 10% dans un piége harmonique de fréquences
wg/2m = 298Hz, wy, /21 = 245Hz et w,/2n = 210Hz. Pour ces simulations, 8, = m/2,
v, =0 et qg=0.
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FIGURE 4.8 - Evolution de la longueur de spin moyenne II (courbes bleues) et de la ma-
gnétisation totale Moy (courbes rouges). Ce résultat montre que la variation mazimale de
I est inférieur a 5%. Calculs réalisés pour un condensat de *°Cr avec N = 3.8 x 10% dans
un piége harmonique de fréquences wy/2m = 298 Hz, w,/2m = 245Hz et w,/2m = 210 Hz.
Pour ces simulations ., = 36 mGcm™!, Yoy = V22 =0 et ¢ = 0.

4.2.4 Conclusion

Nos calculs numériques pour le cas 6, = /4 montrent un développement ins-
tantané de textures de spin. Ces dynamiques sont amorcées par un mécanisme de
précession inhomogene induit par le champ dipolaire ™", Plus généralement, il est
possible de vérifier numériquement que des textures de spin se développent pour tout
angle rotation 6, # m/2 [34]. Pour le cas particulier d'un angle de rotation 0, = 7/2,
nous avons montré la présence d’'un gradient du champ magnétique favorise le déve-
loppement de dynamiques de spin en rendant possible I'action des interactions.

Dans ce travail, nous avons mis une évidence une persistance de la nature ferroma-
gnétique initiale du condensat. Cette persistance est indiquée par une faible variation
de la longueur de spin moyenne du condensat. De maniere générale, les processus
dipolaires ne conservent pas la nature ferromagnétique (ss-sect. 4.2.2). Avec des ar-
guments énergétiques, nous avons vu que la nature des interactions de contact dans le
cas d'un condensat de °*Cr (¢; > 0), ne favorise pas I'état ferromagnétique (sect. 1.5).
Finalement, nous avons montré que le gradient de champ magnétique induit une forte
altération de la nature ferromagnétique (fig. 4.8). La persistance du ferromagnétisme
est donc inattendue.

Finalement, nos calculs pour 6, = 7/2 ont mis en évidence un comportement
oscillatoire des spins. Cette observation indique la présence d’oscillations collectives
de spin et qui sont caractérisées par une fréquence inférieure aux fréquences du piege
Ws < Wy ys-

Ces deux derniers points seront discutés dans le détail au chapitre 5 dans le cadre
d’un modele de fluide ferromagnétique.
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4.3 Comparaison aux mesures expérimentales

Dans cette section, nous allons comparer les simulations du modele développé
a la section 4.1 avec des résultats d’expériences réelles réalisées au sein du groupe
du LPL. Dans ces expériences, la partie homogene By du champ magnétique est au
minimum de l'ordre de 200 mG. A priori, ce régime rentre parfaitement dans le cadre
d’application de notre modele. Pour une densité centrale de ng = 2.51 x 1072 m—3,
le rapport entre 1’énergie magnétique et ’énergie dipolaire est de I'ordre de

CddNo
gus By

~2x 1074 (4.57)

Pour des raisons expérimentales, notamment pour tenter de minimiser I'effet qua-
dratique ¢ induit par le systeme optique, la direction du champ magnétique, dans le
repere du laboratoire, peut changer d'une expérience a une autre. Pour plus de détails
sur ces réalisations expérimentales, le lecteur est invité a consulter le manuscrit de
these de Bruno Naylor [83]. Indépendamment de I'orientation du champ magnétique,
dans I’état fondamental, les spins sont toujours orientés dans la direction opposée
au champ magnétique. La direction de ce champ magnétique ne change pas durant
I’expérience.

Pour simplifier la présentation, la direction du champ magnétique sera toujours
notée é,. Précisons que nos simulations se conforment a chaque configuration expéri-
mentale. Premierement, ces modifications concernent la direction des spins de ’état
fondamental ferromagnétique dans le repere du laboratoire. Pour chaque expérience,
nous calculons I’état fondamental en prenant en compte le nombre d’atomes mesurés
expérimentalement et la direction du champ magnétique par rapport au repere du la-
boratoire. Deuxiemement, rappelons que la forme du champ dipolaire b,,; dépend de
la direction du champ magnétique. Cette modification est prise en compte dans nos
simulations durant 1’évolution dynamique du systeme. Pour chaque expérience nous
disposons de mesures expérimentales des gradients 7., 7., et 7... La valeur précise
de l'effet quadratique n’est pas connue expérimentalement. Sa valeur est comprise
dans l'intervalle

lg|/h < 25 Hz. (4.58)

Sauf mention contraire, pour nos calculs on pose ¢ = 0Hz. Finalement rappelons
que dans notre modele, la décroissance du nombre d’atomes a cause de la relaxation
dipolaire est prise en compte dans ’équation de Gross-Pitaevskii a travers le terme

B o v/By.
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4.3.1 Rotation des spins d’un angle 6, = /4

Dans cette sous-section, nous allons présenter les résultats obtenus pour une rota-
tion de spin d'un angle 6, = /4. Du point de vue expérimental, les gradients 7,;,7.,
et 7., et leffet quadratique sont minimisés au mieux afin de distinguer le role des
interactions. Dans nos simulations, nous prenons en compte les valeurs des gradients
suivantes

Yoz = 3.57mG cm ™, Vay = —3.57mG em ' et .. =-179mGcm™'  (4.59)

Le champ magnétique pris en compte dans le terme de perte de I’équation de Gross-
Pitaevskii est de By = 190 mG.

Dynamiques des populations de spin

La figue 4.9 montre I’évolution du nombre d’atomes totale Ny, et des fractions
P,, = N,,/Niot des populations de spin m = +3,..., — 3. Les courbes pleines pré-
sentent les résultats de nos calculs numériques et les courbes en pointillés présentent
les mesures expérimentales. Cette figure montre un tres bon accord entre simulations
et expériences. En particulier, on constate sur la figure 4.9b que les pertes d’atomes
attribuées aux processus de la relaxation dipolaire sont parfaitement prises en compte
dans notre modele. Sur la figure 4.9a on observe des échanges de populations entre
les états de spin m = —2 et m = —3 sous forme d’oscillations qui s’atténuent pro-
gressivement. Les autres populations de spin sont faiblement modifiées.
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FIGURE 4.9 — La figure (a) montre I’évolution des fractions P, des 7 populations de spin
aprés un rotation d’un angle 6, = w/4. La figure (b) montre [’évolution du nombre d’atomes
total Niot du condensat. Sur les deux figures, les courbes en pointillées représentent les
mesures expérimentales avec les barres d’erreur associées. Pour ces simulations, 6, = w/4,
Yoo = 357TmGem ™, 4., = —3.57TmGem ™, 4., = —1.79mGem ™!, ¢ = 0Hz et By =
190 mG. Calculs réalisés pour un condensat de **Cr avec Niot(0) = 38 x 103 dans un piége
harmonique de fréquences w, /2w = 298 Hz, w, /21 = 245Hz et w,/27 = 210 Hz.
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Effet des processus de relaxation dipolaire

On attribue I'atténuation des oscillations d’échange entre P_ et P_3 au processus
de pertes qui modifient de facon inégale les populations de spin : un atome dans I’état

de spin m = —2 a plus de chance d’étre éjecté du piege optique qu’'un atome dans
I’état de spin m = —3. Rappelons qu'une paire d’atomes dans ’état m = —3 ne subit

pas de relaxation dipolaire (éq. 4.41). Par conséquent, rapidement un écart important
est créé entre les deux fractions P_y et P_3 en faveur de P_s.

Nous avons réaliser une deuxieme simulation dans les mémes conditions, mais
dans laquelle le nombre d’atomes Ny reste constant le long de la dynamique. Les
résultats d’évolution des fractions P, et P_3 sont présentés sur la figure 4.11 en
courbes traitillées. Pour la commodité, nous avons repris sur la méme figure les ré-
sultats de la premiere simulation réaliste et les résultats expérimentaux. Pour Ny
constant, on observe clairement la persistance des oscillations d’échanges entre les
deux populations de spin.

Py(1)

0-2 1 1 1 1
0

Temps [ms]

FIGURE /.10 - Evolution des fractions P_o et P_s3. Les résultats des simulations sont pré-
sentées en lignes pleine dans le cas ot —iXq (Bo) # 0 et en lignes traitillées dans le
cas ot —i1Xyq (Bo) = 0. Les courbes en pointillées représentent les mesures erpérimen-
tales avec les barres d’erreur associées. En ’absence de pertes d’atomes, les populations des
deux état oscillent a la méme fréquences ws/2m ~ 100Hz < wpisge. Pour ces simulations,
O = 7/4, Vop = 3.57mGcm ™, Yoy = —3.57TmG em™, v, = —1.79mGem ™!, ¢ = 0Hz et
By = 190mG. Calculs réalisés pour un condensat de 5207 avec Niot(0) = 38 x 10% dans un
piege harmonique de fréquences w,/2m = 298 Hz, w,/2m = 245Hz et w,/2m = 210 Hz.
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Effet des interactions sur les dynamiques des populations

Nous réalisons deux simulations supplémentaires. Dans la premiere, nous effagons
les effets dipolaires en posant cqq = 0. Dans la deuxieme, nous effagons les effets des
interactions de contact dépendantes de spin en posant ago4 = ag, soit c123 = 0.
Pour ces deux simulations, le nombre d’atomes total Ny, est gardé constant durant
la dynamique. L’évolution de la fraction P_3 est présentée sur la figure 4.11. Sur la
méme figure, nous avons aussi porté en ligne pleine ’évolution de P_3 pour cgq # 0
et C1,2,3 7é 0:

e Pour cqqg =0 et c123 # 0, la courbe en pointillés montre que P_3 est pratique-
ment inchangée. Cette faible évolution est favorisée par le gradient du champ
magnétique. Notons que les gradients pris en compte sont tres faibles.

e Pour cgq # 0 et c; 23 = 0, la courbe en traitillés montre une dynamique de pure-
ment dipolaire. Néanmoins, cette dynamique est tres différente de celle observée
pour cqq # 0 et ¢1 23 # 0 (ligne pleine). Ces résultats montrent que 'interaction
dipolaire joue un role déclencheur. Néanmoins, 1’évolution des dynamiques de
populations est fortement modifiée par les processus d’interactions de contact
dépendantes du spin.

0.50

0.45

0.40 —caa #0etcip3#0

P_3(1)

..... Cdd = 0et €123 #0

#0et =0
035 Cdd €123

0.30 : .
0 5 10 15 20

Temps [ms]

FIGURE /.11 - Evolution de la faction P_s avec Nioy constant. Courbe pleine : cqq # 0
et c123 # 0. Courbe pointillée : cqq = 0 et c123 # 0. Courbe traitillée : cqqa # 0 et
c123 = 0. Pour ces simulations, 0, = w/4, V., = 3.57mG cm ™!, Yoy = —3.57mG cm ™!,
Y.r = —1.79mGem ™!, ¢ = 0Hz et By = 190mG. Calculs réalisés pour un condensat de
2Cr avec Niot(0) = 38 x 10% dans un picge harmonique de fréquences w,/2n = 298 Hz,
wy /21 = 245Hz et w, /27 = 210 Hz.
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4.3.2 Rotation des spins d’un angle 6, = 7/2

Dans cette sous-section nous traitons le cas particulier d'un angle de rotation
0, = m/2. Nous allons présenter deux cas de figure en fonction du gradient du champ
magnétique.

Premier cas : régime de faibles gradients

Pour cette expérience, les gradients et 'effet quadratique sont minimisés du point
de vue expérimental. Les valeurs des gradients prises en compte dans nos calculs sont

Yor = 3.57TmGem ™, v, = —3.57TmG em™' et .. =—-1.79mGem™!  (4.60)

Le champ magnétique pris en compte dans le terme de pertes de ’équation de Gross-
Pitaevskii est de By = 190 mG.

Les mesures expérimentales des populations de spin et de I’évolution du nombre
d’atomes total du condensat sont présentées su la figure 4.12 par des courbes en
lignes pointillées. Cette figure montre de tres faibles modifications des fractions P,
qui indiquent I’absence de dynamiques de spin. Ces résultats sont compatibles avec
nos simulations qui ne prévoient aucune dynamique de spin dans ce cas particulier.
Nous attribuons les faibles modifications des populations a la présence d’un effet
quadratique faible, mais non nulle. Nous avons réalisé plusieurs simulations en variant
leffet quadratique dans lintervalle 0Hz < ¢/h < 25Hz. D’aprés nos simulations
I'effet quadratique devrait étre proche de ¢ ~ 6Hz. Cette valeur est obtenue en
minimisant le x? en les données expérimentales et les calculs numériques.

Deuxiéme cas : régime de fort gradients

Pour cette expérience, les gradients sont minimisés uniquement suivant les axes x
et z. Les valeurs prises en compte dans nos calculs sont

Yow = 2.55mG cm ™, Vo = —3.32mG em™' et 4., =51mGem™! (4.61)

Le champ magnétique pris en compte dans le terme de perte de I’équation de Gross-
Pitaevskii est de By = 348 mG.

L’évolution des fractions P,, sont portés sur la figure 4.13. Comme on peut le
constater sur les sous-figures, nos simulations (lignes pleines) sont en tres bon accord
avec les mesures expérimentales (lignes pointillées). Le seul parametre ajustable dans
nos simulations est l'effet quadratique. Les calculs présentés sur la figure prennent
en compte un effet quadratique ¢ = 6 Hz obtenu en minimisant le x2?. Notons que
pour g/h = 0Hz, nos simulations sont en bon accord avec les expériences. Ces ré-
sultats montrent que la présence d'un gradient de champ magnétique relativement
fort favorise le développement des dynamiques de population. Ce résultat rejoint les
conclusions de la section précédente (ss-sect. 4.2.4).
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FIGURE 4.12 — Les figures a a d montrent [’évolution des fractions Pp,(t) des 7 popula-
tion de spin apres un rotation d’un angle 6, = 7/2. La figure e montre l’évolution du
nombre d’atomes totale Niot(t) du condensat. Sur les deuz figures, les courbes en poin-
tillées représentent les mesures expérimentales avec les barres d’erreur associées. Pour

la simulation, nous avons pris en compte les valeurs des gradients 7v,, = 3.57mGcem™",

1

Yoy = —3.57mGem ™Y, 4., = 1.79mGem ™Y, ¢ = 6Hz et By = 190mG. Calculs réalisés
pour un condensat de *>Cr avec Niot (0) = 38 x 103 dans un piege harmonique de fréquences

wy/2m = 298 Hz, w, /27 = 245Hz et w, /27 = 210 Hz.
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FIGURE 4.13 — Les figures (a) a (d) montrent ’évolution des fractions Pp,(t) des 7 po-
pulations de spin aprés un rotation d’un angle 0, = /2. La figure (e) montre [’évolu-
tion du nombre d’atomes totale Nyot(t) du condensat. La figure (f) donne Ueffet quadra-
tique q qui minimise le x%. Dans toutes ces figures, les courbes en pointillées représentent
les mesures expérimentales avec les barres d’erreur associées. Pour la simulation, nous
avons pris en compte les valeurs des gradients 7., = 2.55mGcm™?, Vzy = 51mG cm ™!,
YVor = —3.22mGem ™Y, g = 6Hz et By = 348mG. Calculs réalisés pour un condensat de
201 avec Niot(0) = 38 x 10% dans un piége harmonique de fréquences w,/2m = 298 Hz,
wy/2m = 245Hz et w,/2m = 210Hz.
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Effets des interactions dépendantes du spin.

Nous avons réalisé des simulations en effagant 'effet des interactions de contact

ou des interactions dipolaires. Pour ces simulations N;,; constant. On considere ici le
cas du fort gradient traité précédemment. L’évolution de la fraction F et I’évolution
de la longueur de spin moyenne II sont portées, respectivement, sur les figures 4.14a
et 4.14b :

106

e Pour cqq = 0 et c123 # 0 les résultats sont présentés avec des courbes en

pointillées. Dans ce cas, on observe une variation significative de la fraction F,.
La variation maximal de P, est d’environ 70%. L’évolution de II correspondante
est faible et est inférieur a 5%.

Pour cqq # 0 et c123 = 0, les résultats sont présentés avec des courbes en
traitillés. Dans ce cas, on observe une variation maximale de Py d’environ 15%
accompagné d’une variation maximale de IT d’environ 30%.

Finalement, en comparant ces résultats aux cas ot cqq 7 0 et ¢123 # 0 (courbes
pleines), on constante que les dynamiques des populations sont essentiellement
dominées par les interactions de contact. Aussi, la comparaison entre ces résul-
tats montre que la nature ferromagnétique du condensat est mieux conservée en
présence des interactions de contact, et moins bonne en présence d’interactions
dipolaires. Cette derniere observation suggere que les interactions de contact
sont a l'origine de la persistance du ferromagnétisme.
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FIGURE 4.14 — Evolution de Py (a) et de TI(b). Courbe pleine : cqq # 0 et c¢103 # 0.
Courbe pointillée : cqqa = 0 et c123 # 0. Courbe traitillée : cqqg # 0 et c123 = 0. Pour ces
simulations, 0, = 7/2, Y. = 2.55mGem™!, v, = —3.32mGem™ !, 7., = 51mGem ™!,
q = 0Hz et By = 348 mG. Calculs réalisés pour un condensat de S2Cr avec Niot(0) =
38 x 103 dans un picge harmonique de fréquences w, /27 = 298 Hz, wy/2m = 245Hz et
w, /2w = 210 Hz.

107



CHAPITRE 4. DYNAMIQUES DE SPINS D’UN CONDENSAT DE CHROME A
FORT CHAMP MAGNETIQUE

4.3.3 Conclusion

De la comparaison entre les simulations et les expériences, il en ressort un tres
bon accord. L’équation de Gross-Pitaevskii augmentée d'un terme de perte permet
de comprendre les dynamiques de populations observées expérimentalement.

Pour 6, = 7/4 et cqq—0, nous avons montré que la présence de gradients de champ
magnétique faibles ne permet pas d’expliquer les dynamiques observées expérimen-
talement. Pour cgq # 0, nous avons un tres bon accord avec I'expérience qui nous a
permis de confirmer la nature dipolaire des dynamiques observées. En dernier, nous
avons montré que I’évolution des populations dépend fortement des interactions de
contact. Pour cgq—g.

Pour 6, = 7/2, nous avons présenté des résultats a faible et a fort gradient.
Dans les deux cas, les simulations permettent d’expliquer les dynamiques observées
expérimentalement. En présence de faibles gradients, 1’évolution des populations de
spin est faible. En présence d’un gradient fort, nous avons observé une variation
significative des populations de spin. Nous avons montré que ces dynamiques sont
essentiellement dominées par les interactions de contact. Finalement, nous calculs
numériques montrent une meilleure conservation de la nature ferromagnétique en
présence d’interaction de contact. Ce résultat va étre confirmé au chapitre suivant.
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Chapitre 5

Protection du ferromagnétisme et
modes collectifs de spin dans un
ferrofluide

Au chapitre précédent, consacré a l'étude des dynamiques de spin a fort champ
magnétique, nous avons mis en €évidence deuxr comportements nouveaux. Premiére-
ment, nous avons observé une tendance du condensat a conserver sa nature ferroma-
gnétique durant ’évolution dynamique. Deuxiemement, nous avons observé un com-
portement oscillatoire collectif des spins. Ces deuxr observations sont analysées dans
ce présent chapitre. Notons que dans ce travail, nous négligeons ['interaction dipolaire
(caa = 0). Les effets dipolaires sur les oscillations de spin seront bricvement discutés
a la fin du chapitre.

Dans la section 5.1, nous allons introduire un modele de fluide quantique incom-
pressible. Nous allons notamment discuter les limites de ce modele, puis écrire les
équations dynamiques du vecteur spin f et de la longueur de spin | f].

La section 5.2 est consacrée a la persistance du ferromagnétisme. Nous allons
considérer un systeme de densité uniforme soumis a l'effet d'un gradient de champ
magnétique. Pour le cas particulier du spin f = 1, nous a allons montrer que la
persistance du ferromagnétisme peut s’expliquer par une compétition entre 1’énergie
cinétique introduite par le gradient du champ magnétique V+, et ’énergie ferroma-
gnétique |c1|n. Cette condition s’écrit comme suit

(gusVs)?

i T? < 2|ey|n, (5.1)

ou 1" est la durée de I’évolution dynamique.

La section 5.3 est consacrée aux oscillations collectives de spins dans un conden-
sat piégé. On supposera que la nature ferromagnétique du condensat est parfaitement
conservée durant 1’évolution dynamique (ferrofluide). En résolvant I’équation dyna-
mique de f pour des oscillations de spin de faibles amplitudes, on obtient des modes
avec des fréquences de 'ordre de

ws = h/Mo* < Wy, (5.2)
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ou o est la taille du condensat. En particulier, on note que le mode de plus basse
énergie est caractérisé par la fréquence w, qui est inférieure aux fréquences du potentiel
harmonique wyy ..

Des oscillations de spin caractérisées par la fréquence w, ont été observées expéri-
mentalement dans le groupe du LPL [38]. Ces résultats expérimentaux sont présentés
a la fin de la section.

5.1 Modele d’un fluide quantique incompressible

Nous avons vu au premier chapitre que la description d’'un condensat de Bose-
Einstein peut se faire a 'aide d’un ensemble d’équations hydrodynamiques. Nous
allons dans cette section considérer cette approche pour décrire la dynamique d’un
fluide quantique incompressible. Apres avoir discuté les limites de ce modele, nous
allons écrire I'équation dynamique de I'évolution du spin f, puis obtenir ’équation
dynamique de la longueur de spin locale |f| du systeme.

5.1.1 Un fluide incompressible

Nous considérons un condensat ferromagnétique polarisé suivant ’axe z par appli-
cation d'un fort champ magnétique. Le systeme est décrit dans le repere de Larmor.
Nous négligeons les effets dipolaires (cqq = 0), et 'on suppose que le systéme est
soumis a un gradient de champ magnétique. On s’intéresse ici a des dynamiques de
spin qui n’affectent pas le profil de densité totale n du condensat. Cela revient a faire
I'hypothése d’un fluide incompressible ! [68]

0

Pour que cette hypothese soit vérifiée, il est au moins nécessaire que les échelles
d’énergies des ondes de spin o< cio 1, soit largement inférieure a 1’échelle d’énergie
des ondes de densité o con [42,64,68]. En particulier, pour un systéme dans 1’état
ferromagnétique, les énergies d’interactions de contact liées aux parametres ¢~ sont
nulles (sect. 1.5). Dans ces conditions, on peut s’attendre a ce que les dynamiques de
spin ne soient décrites initialement que par le parametre ¢;. Ainsi, pour que 1'hypo-
these (5.3) soit vérifiée, il est au moins nécessaire d’avoir

e1fco < 1. (5.4)

Par exemple, pour un condensat d’atomes de chrome, en utilisant les valeurs de ¢ et
c1 données dans le tableau 1.2, on trouve

Cl/Cg ~ 0.06. (55)

Précisons que dans nos simulations numériques (Gross-Pitaevskii), nous avons bien
constaté que dans le cas d'un condensat ferromagnétique non dipolaire, les dyna-
miques de spin sont dominées par les processus décrit par ¢; (annexe C). Nous avons

1. A strictement parler, pour un fluide incompressible il faut avoir dn/dt = 0 et Vn = 0.
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aussi constaté que 'hypothese (5.3) est vérifiée. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons faire I’hypothese suivante

2
dr|Ag2 ~ 0 et %/dfr S [Aauf? ~ 0. (5.6)
Me——2

5.1.2 Equation hydrodynamique du spin

L’équation de continuité (1.111) liant la densité au flux de masse nv, appliquée a
un fluide quantique incompressible donne

En(r,t) =V [n(rt)v(r.t)] =~ 0. (5.7)

La vitesse de masse v est définie par I’équation (1.112). La vitesse v et liée a la vitesse
de spin v, définie en (1.112) par la relation suivante [57]

vu(r) = oo — - ny < (VL) + SN, x (V)] (5.8)

M |4
n

ot f, sont les composantes du vecteur spin f définies par (1.123) et N est le ten-
seur nématique défini par ’équation (1.116). En utilisant les équations (5.7) et (5.8),
I'équation hydrodynamique du vecteur spin f (éq. 4.49) en présence d’un champ ma-
gnétique inhomogene 7, (r) devient

A vV = 1 x [i (Vn” )f+ va—%%éz}

+ZN X [—( - )N + v?Nn}, (5.9)

Précisons que dans 1’équation (4.49) nous avons aussi posé ¢ = 0 et cqq = 0.

5.1.3 Equation d’évolution de la longueur de spin locale

En écrivant |f|? = f - f, on en déduit

0 2 _
P =2f () o f(rt) (5.10)

Dans 'approximation du fluide incompressible discutée précédemment, 1’évolution de
f est donnée par (5.9). En multipliant (produit scalaire) cette équation par f, les

termes du coté droit de la premiere ligne s’annulent. Ainsi, I’équation dynamique de
la longueur de spin (5.10) dans le cas d’un fluide incompressible devient

0 2
E\f(r,tﬂ =2f(rt) K(r,t) (5.11)
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ol les composantes du vecteur I sont données par

K,=v-Vf, + % > e [NM (% ~ VNM) +va2/\an} . (5.12)
HAn

Cette équation est valable pour un systeme de spin f. Elle montre que 1’évolution
de la longueur de spin est liée d'une part au développement de flux de masse v
et des textures de spin V f, et d’autre part aux inhomogénéités des fluctuations de
spin décrites par V./\A/W et V2./\A/W. Notons que dans les équations (5.11) et (5.12) les
inhomogénéités spatiales du champ magnétique v, (r) susceptibles de faire évoluer la
longueur de spin locale, n’apparaissent pas de fagon explicite. Dans la section suivante,
nous allons voir comment la précession inhomogene des spins en présence de v,(r) va
avoir tendance a modifier la longueur du spin localement.

5.2 Protection du ferromagnétisme

Dans cette section, nous allons proposer une interprétation de la persistance fer-
romagnétique observée durant le développement des dynamiques de spins étudiées
au chapitre 4. Nous traitons ici le cas d'un fluide incompressible de densité totale
spatialement uniforme n, et nous négligeons les effets dipolaires (cqq = 0). At=0
le systeme est ferromagnétique. Dans ces conditions, le développement des dyna-
miques de spin est favorisé par la présence d’un gradient de champ magnétique V-,
(sect. 4.2). En partant de I’équation de Gross-Pitaevskii d’un systéme de spin f, nous
allons obtenir les équations dynamiques des densités n,, et des phases ¢, associées
de chaque état de spin m. Puis, pour le cas particulier de f = 1, nous allons obtenir
I'équation dynamique de |f| qui fait apparaitre explicitement les effets du gradient.
Ala fin, nous allons aboutir a une condition du persistance de ferromagnétisme.

5.2.1 Systeme de densité uniforme de spin f

Pour comprendre le mécanisme de la persistance du ferromagnétisme nous allons
considérer un systeme spatialement uniforme en densité. Nous écrivons la densité
totale n en introduisant le densité de chaque état de spin n,, comme suit

n=> nut). (5.13)

Notons que dans ce modele les densités n,, peuvent évoluer et donner lieu a des
dynamiques de spin tout en gardant inchangée la densité totale n du condensat.
En associant a chaque composante de spin une phase ¢,,, nous écrivons les 2f + 1
fonctions d’onde 1)}, du systéeme uniforme comme suit

YL () = /1 (1) €9 (®) | (5.14)

m

Nous nous limitons ici a I’étude d’un systeme soumis a ’effet d’'un champ magnétique
spatialement inhomogene ~,(r)é,. Ce champ magnétique introduit une précession
inhomogene permanente des spins. Plus précisément, apres un temps ¢ les spins su-
bissent, sous l'effet de ., une rotation d'un angle gupy.(r)t/h autour de I'axe z.
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Il est commode, dans ce cas, de prendre en compte cette précession inhomogene en
introduisant le vecteur fonction d’onde ¥ obtenu comme suit

p(r,t) = e 9mBr=(EL/ A gy (5.15)
Alinsi, en utilisant la définition de la matrice de spin f,, on obtient
U (158) = /1 (1) €478 (5.16)

De cette facon, la dépendance spatiale introduite par ~, est absorbée dans les phases
Om(r,t) données par

Om(T,t) = om(t) — gusmy.(r)t/h. (5.17)
Notons que la densité de chaque état de spin reste spatialement indépendante
() = [P (O = [ (rt) . (5.18)

La dynamique de ce systeme est régit par I’équation de Gross-Pitaevskii rappelée ici
dans le cas d'un systeme homogene et sans interactions dipolaires

O (_ e

o T\ oM +9“B%m) U+ Y O G Uy (5.19)

mamim)

ou le tenseur d’interaction de contact est défini par (1.43).

Equations d’évolution de des densités n,, et des phases ¢,

Nous allons pour commencer obtenir les équations d’évolution des densités n,, et
des phases ¢,,. Pour ce faire, on introduit (5.16) dans (5.19). En utilisant I'expression
(5.17), on obtient

ih 8nm &pm mmea 1/2 —i(pm—0,, =P +0my)
2o My T O, (Pt T T, ) v
mgm’lm’2
(gusmV7.)? ,
1~ 5.20
+n i ( )

Notons que le dernier terme a droite de cette équation qui fait apparaitre le gradient
du champ magnétique V+, a pour origine le terme cinétique de ’équation de Gross-
Pitavskii (5.19). Précisons que, pour obtenir 1’équation (5.20), il faut prendre en
compte la conservation de la projection du spin dans les échanges par interaction de
contact

m+ my = my + my. (5.21)

La partie réelle de (5.20) nous donne 1’évolution des phases ¢,

Opm 1 i 1/2
== Y O (Mt g, ) €08 (P — Py = Py, + )
m mamim)
V.)?
_ Wﬁ. (5.22)
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De la méme maniere, en prenant la partie imaginaire de (5.20) nous obtenons 1’évo-
lution des densités n,,

8nm _ Z szﬂzl (PP, T nm2)1/2 SIN (@ — @t — Py + Py ) - (5.23)
mam)m),

Apres sommation sur mq,m/ et mj, les combinaisons de phases qui apparaissent dans

le terme en cosinus pour I’équation (5.22) et le terme en sinus pour 'équation (5.23)

seront fixées par le tenseur C/"?, . Avec I’approximation (5.6) , nous pouvons écrire
1772

sznrri’z ~ CO(smm’l 5m2m’2 + Z(fy)mm’l (fzz)mgm’2 (524)
14
Notons que cette derniere expression est exacte dans le cas d'un systeme de spin

f = 1. L’évolution des phases ¢,, obtenue en (5.22) devient

a(Pm (gMBmV7z)2 2

h(?t = — Wi t° — con — cymF,
— ﬂ Z Ry (MM — 1M 11 Mt )1/2 o8 (Pm — Pm1 — P41 + Pmr)
- ;—; Rym, (nmnm+1nm’—1nm’)1/2 €08 (Pm — Pmi1 = Pmi—1 + P )
" (5.25)
out 'on a introduit la matrice R ainsi définie
Ry = 3 [(F = m+ (4 m)(f =/ 4 ) —m)] 2 (5.26)
De la méme facon, en utilisant (5.24) et (5.26), ’équation (5.23) devient
A2 — e, > R (it c1m0) 2 S0 (@ — Ponct — ot + @)
ot —
—2¢; Z Rovm (nmnmﬂnm/,mmf)1/2 sin (©m — @ma1 — Pmr—1 + Pmr) - (5.27)

m/

Equations d’évolution de la longueur de spin locale

Pour un systeme de densité homogene, les composantes du vecteur IC défini en
(5.12) se simplifient du fait que Vn = 0.

h ~ “
=v-Vf, + M Z EVM,\NW]VQ./\/’)W. (5.28)

HAD

Ainsi, 'équation (5.10) devient

0

S F bl = ny v V) + 5 ZeuuAfVNunV Nl . (5.29)

VAN

[f(r.b)] f
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En utilisant (5.16), les composantes du vecteur f s’écrivent
Zm Vs €O (5.30)

De la méme maniére, en utilisant la définition de la vitesse de masse v (éq. 1.112),
on montre que

v = % Em:nmvgbm. (5.31)

En utilisant ces deux derniere expressions, on montre le premier terme a droite de
(5.29) s’annule

> f(v-Vf)=0. (5.32)

Cette derniere relation peut étre obtenue aussi a partir de la relation de Mermin-
Ho [17,57] qui décrit la rotation du courant de masse.

Finalement, pour un systeme homogene de spin f, I’évolution de la longueur de
spin locale est donnée par

9 1 h SR
S F )] = > el VN, (5.33)

o] M 22
5.2.2 Systeme de densité uniforme de spin f =1

Dans cette sous-section, nous allons appliquer les résultats des deux sous-sections
précédentes pour un systeme a trois composantes de spin m = +1 et m = 0.

5.2.3 Equations d’évolution des densités n,, et des phases ¢,,

Les équations d’évolution des phases ¢4 et g s’obtiennent en sommant sur m’ =
—1,0,1 dans ’équation (5.25)

0
h P _ —con — ¢ | £nqy +ng Fn_q + n—no COS ©r
ot Nty

2
_ <g’u};X[%) 2, (5.34)
o

= = —con — c1 (n 41y + 2y/miny cos ) (5.35)

Le second terme des équations (5.34) et (5.35) fait apparaitre la combinaison de phase

Or = @1 — 20 + 1. (5.36)

Ecrivant d’emblée I'équation d’évolution o, & partir des équations (5.34) et (5.35), on
obtient

0y, 1) —4nin_
h 14 = 2¢; nl—n0+n_1—n0(n1+n ) mn 1cos<,0r
o PN
(g1V7:)” 5
_ MWPB Y VR 42 5.37
X (5.37)
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De la méme maniere que ce qui précede, en sommant sur m’ = —1,0,1 dans 1’équation
(5.27) nous obtenons aisément les équations suivantes pour I’évolution des densités
m4q et mo

0
h gf = —2¢1ngy/nin_1 sin @y, (5.38)
8710 .
hﬁ = 4cyngy/Nin_1 sin ;. (5.39)

Equation d’évolution de la longueur de spin locale

Pour ce systeme de spin f = 1, la longueur de spin locale peut étre obtenue en
utilisant (1.124) et (5.16) comme suit

1/2

[(n1 — n_1)? 4 2ng(n_1 +n1) + 4(n_1ngn,)*/* cos ¢, ] (5.40)

SRS

[F(0)] =

Afin de faire apparaitre explicitement 'effet du gradient V+, sur ’évolution de la
longueur de spin, on injecte (5.40) dans (5.33). On obtient ’équation dynamique
suivante

d gpsV7)*
9 pa1 = 240 WL G 1y (5.41)
ou A est donnée par
1/2
A=l noingn / (5.42)

n [ (n1 —n_1)? 4 2ng(n_y +n1) + 4(n_1ngn,)'/? cos o,
Notons que I’équation (5.41) peut étre aussi obtenue en dérivant (5.40) par rapport
au temps et en utilisant I’équation de ¢, obtenue précédemment en (éq. 5.37).

Oscillations de phase de faibles amplitudes

A présent, nous allons résoudre ’équation de la phase relative ¢, (éq. 5.37) en
considérant des perturbations de faibles amplitudes. Pour ce faire, on pose

n(t) = nm(0) + 0n,,(t), (5.43)
or(0) + 0 (t), (5.44)

AS)
=
—~
~
S~—
Il

ou n,,(0) et ¢ (0) sont, respectivement, la densité de 1’état de spin m et la phase
relative a ¢ = 0. En particulier, on considere un état initial obtenu par une rotation
collective des spins d'un angle 0 < 6, < /2 a partir d’une configuration ferroma-
gnétique polarisée suivant ’axe z. Sans perte de généralité, on considere une rotation
autour de I'axe y. Cet état initial correspond a la configuration des spins étudiée au
chapitre précédent. La densité dans chaque état de spin, apres une rotation de 6, est
donnée par

n.1(0) o 2 sin*(6,/2)
no(0) | == sin?6, | . (5.45)
n_1(0) 2\ 2cos*(6,/2)
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La condition initiale sur la phase relative ¢, peut étre obtenue a partir de I’expression
de la longueur de spin locale (éq. 5.40). At= 0, et a nyy et ng fixées, le systeme
étant ferromagnétique la phase ¢, doit prendre une valeur qui maximise la longueur
de spin soit

©:(0) = 0. (5.46)

Notons que cette phase relative est définie a 27 pres. Ajoutons que pour un systeme
antiferromagnétique (polaire) ¢, doit prendre une valeur qui minimise la longueur de
spin, soit dans ce cas ¢,(0) = 7 & 27 pres. En substituant I'expression (5.43) dans les
équations (5.38) et (5.39), on obtient

65ni1 1 . 4 2
h T —ch sin® 0,n“d ¢, (5.47)
85710 1 . 4 2
5 = 501 sin® 6,n°dy,. (5.48)

De la méme maniere, substituant 1’expression (5.44) dans I’équation d’évolution ¢,
(éq. 5.37), on obtient

a(SQOr 4cq 9 0, 2 0, (gUBV7z)2 2
o = snZo. [énl tan (5) — 0ng + dn_; cot 2 Tt . (5.49)

Finalement, en prenant la dérivée de cette derniere équation et en utilisant les équa-
tions (5.47) et (5.48), on retrouve pour d¢p, une équation qui décrit des oscillations a
une fréquence w, /27 avec un terme d’excitation I'(t)

0?6p,
ot?

La fréquence des oscillations dépend de la constante d’interaction c;

+ w2, ~ T(t). (5.50)

hw, = 2|1 |n. (5.51)

La fonction I'(t) est liée au gradient V-,

(9p8V:)
I't) = —2—>-5-t. 5.52
() 2 (5.52)
La solution générale de I’équation différentielle (5.50) est donnée par
(guBV:) .
(SQOT(t) = —2M—3t + )\1 cos(wrt) + )\2 Sln(wrt), (553)

ol A1 et Ay sont des constantes réelles. Pour V~, = 0, la solution
dr(t) = A1 cos(wyt) + Ao sin(wyt), (5.54)

correspond & des petites oscillations de la phase relative a la fréquence w, /27 =
2¢in/h. Notons que 2¢in correspond au gap énergétique du mode de déformation
obtenu par l'analyse de Bogoliubov (éq. 2.98). Pour V~, # 0, la phase relative ¢,
s’écarte progressivement de sa valeur initiale a cause du premier terme a droite de
'équation (5.53).
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Condition de persistance du ferromagnétisme

Ce qui nous intéresse ici est de déterminer un régime dans lequel la nature de
ferromagnétique du condensat persiste au bout d’un temps dévolution dynamique 7'.
Pour ce faire, on integre (5.41) entre t =0 et ¢ = T". On obtient

BV z 2 r . 2
I£(T)] g1+2%/0 dLA(t) sin o, (812, (5.55)

ou l'on a utilisé le fait que |f(t = 0)| = 1. En utilisant (5.45) on peut vérifier que
pour ¢, = dp, < 1, 0n a A ~ 1. En intégrant (5.55) pour T' > 27 /w,., les oscillations
de ¢, peuvent étre négligées. On obtient,

\V4 3 2 TK2m[wy
D) ~1+ 2% / dtip, ()22, (5.56)
(918V:)" 4

ol 'on a négligé les termes d’ordre T et supérieur. A partir de cette derniere équation,
il est possible de déterminer une condition de pour la persistance du ferromagnétisme.
Pour cela, il nécessaire d’avoir

(918 ¥V)”
M

ou l'on a utilisé le fait que w, = 2|¢;|n/h.

T? < 2|ei|n, (5.58)

La condition (5.58) montre que la persistance du ferromagnétisme peut s’inter-
préter par une compétition entre 1’énergie cinétique acquise par les composantes de
spin m = =£1 en présence de gradients du champ magnétique et I’énergie ferromagné-
tique 2|cq|n. Cette énergie ferromagnétique correspond une gap énergétique du mode
déformation. Notons que la condition (5.58) est indépendante du signe du parametre
c1. Autrement dit, la persistance du ferromagnétisme est un comportement universel
indépendant de la nature ferromagnétique (c¢; < 0) ou antiferromagnétique (c¢; < 0)
des interactions de contact dépendantes du spin. La généralisation de la condition
(5.58) a un systeme de spin f > 1 peut étre analytiquement laborieuse. Néanmoins,
I’altération du ferromagnétisme étant du a I’énergie cinétique communiquée aux com-
posantes de spin m par le gradient, on peut inférer que la condition (5.58) se généralise
comme suit

(guBV72)
M

Dans cette derniere condition, le terme a gauche est ’énergie cinétique acquise par
les composantes de spin m = +f au bout d’'un temps T en présence d'un gradient de
champ magnétique.

2 T? < 2|y |n. (5.59)

5.2.4 Persistance du ferromagnétisme dans un condensat piégé

Pour transposer les résultats précédents au cas d’'un systeme piégé, nous avons
réalisé des simulations (Gross-Pitaevskii) pour f = 1 et 6, = 7/2 dans deux situa-
tions : ¢; = 0 et ¢; # 0. Le condensat contient N = 38 x 10 atomes. Pour simplifier,
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nous avons considéré un potentiel harmonique sphérique de fréquence w /27 = 240 Hz.
La densité de I'état fondamental au centre du condensat est de n ~ 2.35 x 102 m~3.

Dans nos simulations, le condensat est soumis & un gradient Vv, = 30 mG cm L.

Afin d’illustrer le mécanisme de la persistance du ferromagnétisme, on s’est inté-
ressé a l’évolution de la longueur de spin au centre du condensat. Nous avons porté
sur la figure 5.1 (ligne blanche) I'évolution de la phase relative ¢, et de ng/n ou ng
est la densité de I'état m = 0. Les quantités ¢,, n et ng sont calculées au centre du
condensat. La couleur du fond indique la longueur de spin locale :

e Pour ¢; = 0, on observe sur la figure 5.1b que ¢, s’écarte de sa valeur initiale
©r(0) = 0. Cela s’accompagne d'une décroissance de |f|. Précisions que ng est
constante, car il n’y a pas de processus d’échange de spin (¢; = 0). Si ng/n
varie, c’est parce qu’au centre du condensat, la densité totale n est modifiée
par le gradient : les composantes m = 41 sont décalées par le gradient vers les

bords.

e Pour ¢; # 0, la figure 5.1b montre que la phase relative oscille autour de ¢, (0).
La condition (5.58), obtenue pour le systéme uniforme, indique que V-, doit étre
trés inférieur & 40 mG cm ™! afin d’assurer la persistance du ferromagnétisme au
bout de T' = 32 ms (temps de I'évolution dynamique). Cette condition n’est pas
parfaitement vérifiée dans nos simulations, mais néanmoins on constate bien
que |f] ~ 1. En effet, & cause du piégeage, ’énergie cinétique maximale des
composantes m = +1 est obtenue pour 7' = 7/2w ~ 4ms (correspond a 1/4
de la période caractéristique du piégeage harmonique 27 /w). Avec T' ~ 4 ms, la
condition (5.58) donne Vv, < 300 mG cm™1.
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Longueur de spin locale |f|

B
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FIGURE 5.1 — La courbe blanche indique ’évolution de no/n et de la phase relative ¢, au

centre du condensat. La couleur du fond indique la longueur de spin locale. Simulations
réalisées pour un systéme piégé de spin f =1 : N = 38 x 103, w/2m = 240 Hz.
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5.3 Oscillations collectives de spins dans un ferro-
fluide

Dans la section 4.2 du chapitre précédent, nous avons étudié numériquement la
dynamique d’un condensat ferromagnétique apres rotation collective des spins d’un
angle 6,. Nous avons observé que les spins présentent un comportement oscillatoire.
On se limite ici a la situation ou les spins sont orientés a ¢ = 0 ms suivant I'axe x
(0. = 7/2). Dans cette section, nous allons voir que ces oscillations correspondent &
des modes de précessions de spin (magnons). Précisons que ces modes different tres
fortement de la précession inhomogene des spins due au seul gradient. Ces modes
sont, au contraire, pilotés par les interactions : au lieu de la précession inhomogene,
les spins oscillent autour de leur orientation initiale x avec une amplitude qui varie
spatialement.

5.3.1 Equation de spin d’un ferrofluide

On considere un condensat (fluide) incompressible de densité totale n (sect. 5.1).
Le systeme est supposé piegé dans un potentiel harmonique

Ul(r ):;M(wx + wly? + wlz?), (5.60)

ol Wy, »/2m sont les fréquences de piégeage. On fait I'hypothese que le systeme reste
purement ferromagnétique durant toute 1’évolution dynamique. Autrement dit, on
suppose que la longueur de spin locale est maximale a chaque instant ¢, soit

[f(rt)| =T (5.61)
Dans ce cas, le tenseur nématique N est donné & chaque instant par
. S S 2f
N = 55#1, + ( )fuf,, (5.62)

En utilisant cette derniere relation, le terme de la seconde ligne de I'équation de spin
f (éq. 5.9) devient

h (Vn h —,
Ainsi, pour un ferrofluide I’équation du spin est donnée par
of h Vn 9 gus .
- . = — = . .64
5 TV Vi fx{2M< )f+ AL e (5.64)

Dans ce modele, seule 'orientation locale des spins peut évoluer dans le temps. En
général, ’évolution de la configuration spatiale des spins peut modifier, de fagon
continue, le flux de masse v [42]. Néanmoins, dans I’état initial v(0) = 0. Par consé-
quent, en ne considérant que des oscillations spatiales des spin de faibles amplitudes
() = f,(0)+6f,(t), la variation de flux de masse v(t) = dv(t) est faible. Par consé-
quent, le terme v - Vf, qui apparait dans ’équation(5.64) est un terme de second
d’ordre que nous négligeons

v-Vf,=0v-Vif, ~0, (5.65)
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ou l'on a utilisé le fait que V f,(0) = 0 (les spins sont initialement tous polarisés dans
la méme direction). Finalement, les dynamiques de spin du condensat ferromagnétique
sont complétement caractérisées par 'orientation locale du vecteur spin f(r) décrit
par 'équation hydrodynamique (5.9) diminuée du terme de flux de masse

of .

o =T

h vn h 2 guB .
2M(n V>f+2MVf P (5.66)

5.3.2 Recherche de modes collectifs de précession de spin

A présent, nous allons chercher des modes de précession associés a ’équation
(5.66) pour 7, = 0. Pour des spins orientés suivant —é, (6, = 7/2), nous considérons
pour le vecteur spin f ’ansatz suivant

—f
frt)y=1 of,(rt) |, (5.67)
df.(r,t)

ou 4 f, . sont de faibles oscillations de spin de fréquence 27v que nous écrivons sous
la forme suivante

t) = P(r)sin(2nvt), (5.68)
t) = P(7) cos(2mut). (5.69)

L’amplitude des oscillations P(7) est une fonction ne dépendant que de l'espace.
Notons qu’au premier ordre en df, ., on a bien

|f(r,t)| ~ f. (5.70)

Pour la densité totale, on considere un ansatz Gaussien

n(r) = N e—(£+%§+§>, (5.71)

- w3/ 20,040,
ou N est le nombre d’atomes total et o, est la taille du condensat suivant les axes
x,y et z. Le choix de I'ansatz gaussien facilite les calculs analytiques. Dans 1’état fon-
damental ferromagnétique, I’énergie par particule peut étre obtenue analytiquement
a partir de l'expression (1.93). En annulant le terme Zeeman (E, = 0) et le terme
d’énergie dipolaire (Eqq = 0) et en posant ¢y,2_y = 0 et Yp—_y = /n ol n est
donnée par (5.71), on obtient

h? 1 1 1 M
BIN =37 (5 + 75+ 3) + 7 (22 el 4 022)

AM \o? o o2 4
Ngoy
) 5.72
421320 0,0, (5:72)

ou gos est la constante d’interaction de contact (éq. 1.33). Précisons que les o, sont
calculés numériquement de maniére & minimiser 1’énergie totale par particule [84].
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Le premier terme oc h*/Mo?, et le second terme o< Morw? & droite de (5.72) corres-
pondent respectivement a l'énergie cinétique et a 'énergie de piégeage. Notons que
I’énergie de piégeage domine si

o7 < (5.73)
En substituant (5.67) et (5.71) dans I’équation (5.66), on obtient
x 0 y 0 z 0 1_,
AP(r) = =+ == -z P(r). 5.74
(r) <020x+a§ay+agaz 2V) (r) (5.74)
ol nous avons défini "
A= 27r7“. (5.75)

Pour résoudre 1'équation (5.74), nous allons chercher des solutions particulieres en
séparant les variables d’espace

P(r) = Q(x)R(y)S(2). (5.76)

Avec cette derniere expression, et en introduisant les changements de variables & =
x/o,, §=y/o, et 2= z/o,, 'équation (5.74) devient

o_(1Q _ 1QY\ (4F 1R
S \e2Q 202 Q 02 R 202 R

:8 18
+ (0_§§ ~ 5035 " )\) . (5.77)

Les trois termes entre parentheses de cette derniere équation ne dépendent pas de la
meéme variable. Dans ces conditions, la seule solution possible est

Q Q//
v (3G a) o
B g R R//
G2 = (U_E - 25) ; (5.79)
S S
((h + Q2) <_§ - O'z ? - )\> 3 (580)

ol q; et go sont des constantes réelles. En arrangeant les termes de ces trois dernieres
équations, et en posant

Ne = 611057 Ny = CJ2057 n.=—(q+q— A)ai- (5.81)

on obtient trois équations différentielles d’Hermite pour les fonctions Q(Z),R(y) et

S(2) -

Q —22Q = —-2n,0, (5.82)
R’ —2jR = —2n,R, (5.83)
S"—2258 = —2m.8. (5.84)
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Pour 7,,m,,n. entiers positifs, ces équations ont pour solutions des polynomes d’Her-
mite qui sont donnés sous la forme [85]

Hyzo(9) = (—1)7¢” (%) | (5.85)

En développant cette derniére expression a l'ordre 7 et en utilisant (5.76), on montre
facilement que les solutions de 'équation (5.74) sont des polynomes dont le terme de
degré supérieur est x"y" 2. Ces solutions peuvent s’écrire sous la forme générale

Nz Ty Nz

Poeiny: (1) = Z Z Z agjiz'y’ 2! (5.86)

i=0 j=0 1=0

ou a;;; sont des coefficients réels. Les fréquences v sont obtenues en utilisant (5.75)
et (5.81). On obtient,

h x 4
2T,y = 77 (77— + 77—) : (5.87)

2 2 2
M \o; o, o3

Remarquons que le mode de plus basse énergie (non nulle) présente des oscillations
collectives de spin dont 'amplitude P varie linéament dans I’espace. Si ces oscillations
ont lieu suivant 'axe x, on a Py g9 = a1 0,0 2. La fréquence de ce mode est 2mv; 99 =
h/Mo?2. D’apres la relation (5.73), on a

271"1)170,0 < Wy (588)

Ce comportement collectif pour lequel la fréquence d’oscillation est inférieure aux
fréquences de piégeage est une caractéristique unique des condensats spinoriels. En
effet, les modes de 'état fondamental d’un condensat scalaire sont caractérisés par
des fréquences supérieures ou égales aux fréquences du piégeage harmonique [86].

5.3.3 Observation expérimentale des modes de spin dans un
condensat de *?Cr piégé

Des modes collectifs caractérisés par une fréquence inférieure aux frégeunces du
piege ont été observés expérimentalement par Lepoutre et al. [38]. La situation ex-
périmental est équivalente a celle discuté au chapitre 4. Les auteurs considerent
un condensat de °*Cr de N ~ 4 x 10* dans un piege de fréquence w, = 298 Hz,
wy = 245Hz et w, = 210Hz (fig. 5.2). Les spins sont écartés de leur direction ini-
tiale d'un angle 0, = 7/2. A partir de cet état initial, les dynamiques de spins sont
enclenchées par la présence d'un champ magnétique inhomogene

Vo 2 Vou Xl (5.89)
ol 7., est le gradient du champ magnétique suivant ’axe x.
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FIGURE 5.2 — Fréquence des oscilations de spin associées auxr dynamiques de populations
et de la séparation spatiale des états de spin. La fréquence théorique est indiquée en par la
ligne en traitillées. Les données expérimentales sont reprisent a partir de [38].

Résultats expérimentaux

Les auteurs mesurent les oscillations des populations de spin en variant ~,,. Ils
observent que la fréquence de ces oscillations augmente avec le 7,,. Ces résultats sont
repris sur la figure 5.2 (courbe en pointillées rouges). Les auteurs observent aussi des
oscillations mécaniques mesurées a partir de I’évolution de la séparation spatiale entre
les différents états de spin. Comme on peut le constater sur la figure 5.2 (courbe en
pointillées noir), les fréquences des oscillations mécaniques sont proches des fréquences
des oscillations des populations de spin. Cela indique que ces deux oscillations sont
couplées. Pour 7., ~ 6.18 mG cm ™!, les populations de spin oscillant & une fréquence

de
VPP = 36.5 £+ 7 Hz. (5.90)

exp

Pour la méme valeur du gradient, la fréquence des oscillations mécanique est de

Uy = 40 £ 4 Hz. (5.91)

exp

Comparaisons aux résultats théoriques

Comparons a présent ces résultats expérimentaux aux prédictions de notre modele
théorique. Pour les parametres expérimentaux donnés précédemment, ’énergie par
particule (5.72) est minimisée par les valeurs o, ~ 2.4pm, o, ~ 2.92um et 0, ~
3.4pm. Ainsi, pour des oscillations suivant I'axe z, la fréquence du mode de plus
basse énergie prédite par nos calculs est

271 00 = h/Mo? ~ 42 Hz. (5.92)
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Ce résultat est bon accord avec les mesures expérimentales a gradient faible (fig. 5.2).
Pour 7., > 20mG cm ™!, les fréquences mesurées expérimentalement s’écartent sensi-
blement de la valeur théorique vy o9. Dans ce régime, I’approximation des faibles oscil-
lations que nous avons considérée pour résoudre 1’équation du spin n’es plus valables.
De plus, pour des gradient fort, I’approximation d’un condensat ferromagnétique n’est
plus valable. A titre quantitatif, la condition (5.59), avec T = 7/2w, ~ 4.8ms donne
Vez € 90mG em L.

Analyse des effets dipolaires

Finalement, notons que le bon accord entre les mesures expérimentales a gradient
faible et nous calculs semblent indiquer que les effets dipolaires (absents dans notre
modele) sont négligeables. Pour comprendre cette observation, nous avons étudié la
stabilité d’un systeme uniforme a l'aide de l'analyse de Bogoliubov introduite au
chapitre 2. Plus précisément, nous avons calculé le spectre d’excitation apres une
rotation des spins d'un angle 6, = 7/2. Pour ce faire, nous avons écrit le systeme
d’équations de Bogoliubov (éq. 2.32) dans le repére de Larmor introduit a la section
4.1.2. Cela revient essentiellement a effacer le champ magnétique en posant p = 0
et a négliger les termes de relaxation dipolaire. La matrice de Bogoliubov peut étre
trouvée dans I’annexe B. En ’absence d’interaction dipolaire, les spectres énergétiques
des modes de densité et de spin sont donnés simplement par les équations (2.130),
(2.131) et (2.132) avec p = 0. En particulier, il y a deux modes non gappés. Le premier
est un mode de densité et le second est un mode de spin présentant le spectre suivant

h2 k2
& = S (5.93)
ou k est le nombre d’onde. En présence d’interaction dipole-dipole, le spectre de ce
mode est fortement modifié. Apres calculs, on obtient

gk = \/[&“k — 37rcddn5(9k)] [€k -+ 67rcddn5(9k)], (594)

ou S est une fonction dépendant de I’angle polaire #;, donné par
1

L’expression (5.94) montre que les excitations de longueur d’onde A\, = 27 /k

Ae > 271'/\/ SMWCddn/h2 (596)

sont dynamiquement instables.

Dans l'expérience, la densité du condensat décroit a cause de la perte d’atomes
par relaxation dipolaire. Pour faire une comparaison quantitative, on peut considéré
une densité moyenne de l'ordre de n ~ 10?m~3. On obtient

Ae 2 8um. (5.97)

La longueur d’onde des excitations instables est du méme ordre de la taille du conden-
sat piégé. Par conséquent, les effets dipolaires liés a cette instabilité dynamique pour-
raient étre diminués par le piégeage, ce qui expliquerait pourquoi il y a un bon accord
avec nos calculs avec cqq = 0. Pour un systeme plus grand, on peut s’attendre a ce que
le comportement collectif soit fortement modifié par les interactions dipole-dipoles.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a la persistance de la nature fer-
romagnétique en présence d'un gradient de champ magnétique. Nous avons vu que
I’énergie cinétique acquise par les états de spin en présence d’un gradient V+, tend a
altérer la nature ferromagnétique du systeme. Cet effet est contrebalancé par 1’éner-
gie ferromagnétique due aux interactions de contact c¢;n. Nous avons interprété la
persistance du ferromagnétisme comme le résultat d’une compétition entre ces deux
effets, et nous avons obtenu un critere qui fixe le régime de cette persistance.

En supposant la conservation du ferromagnétisme, nous avons mis en évidence
I'existence de modes d’oscillations de spin dans la cas d’un condensat piégé. La
fréquence d’oscillation de ces modes est de I'ordre de i/Mc? ol o est la taille du
condensat. Nous avons vu que la fréquence du premier mode a la particularité d’étre
inférieure aux fréquences de piégeage. En dernier, nous avons vu que nos calculs
sont en bon accord avec les mesures expérimentales des oscillations de spin a faibles
gradients réalisées au sein de notre groupe.
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Conclusion

J’ai présenté dans ce manuscrit les résultats de mes travaux de theses sur les
propriétés stationnaires et le comportement dynamiques des condensats spinoriels di-
polaires. En premier lieu, j’ai abordé le régime de faible champ magnétique et discuté
les instabilités de la phase ferromagnétique. En deuxieme lieu, j’ai abordé le régime
de fort champ magnétique et discuté les dynamiques du condensat ferromagnétique
polarisé apres rotation globale des spins. Les principaux résultats de ce travail sont
résumés ci-dessous.

Régime de faible champ magnétique : instabilités dynamiques et déma-
gnétisation spontanée.

Phase ferromagnétique de densité uniforme :

e Nous avons mis en évidence 'existence d’instabilités dynamiques au-dessous du
champ magnétique paq = 4mcqafn/3,0u cqq est une constante de 'interaction
dipolaire. Ce comportement est commun aux systemes de spin f = 1,2 et 3 que
nous avons étudiés.

e Nous avons montré que ce comportement est lié a l'instabilité dynamique du
mode de précession de spin qui est causée par les processus de relaxation dipo-
laire. Les instabilités dynamiques se traduisent par le développement de textures
de spin qui engendrent des dynamiques de démagnétisation. Cela indique que
la phase ferromagnétique polarisée n’est pas 1’état fondamental pour un champ
magnétique p < paq-

e Par le moyen de simulations numériques, nous avons confirmé le développe-
ment de textures de spin et la démagnétisation du condensat pour un champ
magnétique p < paq.

Condensat de 7?Cr piégé :

e Nous avons calculé numériquement un champ magnétique de démagnétisation
Pdem- Premierement, nous avons montré que pgq dépendent uniquement des
interactions dipole-dipoles. Deuxiemement, nous avons observé que pgem < Pdad
et que pgem se rapproche de pyq dans le cas d’un systeme de grande taille.

e Nos résultats suggerent d’interpréter les dynamiques démagnétisation du conden-
sat piégé comme une signature des instabilités dynamiques mises en évidence
pour le condensat uniforme.
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Régime de fort champ magnétique : dynamique de spin, persistance du
ferromagnétisme et oscillations collectives

e Nous avons montré un tres bon accord avec nos simulations numériques et des
observations expérimentales de dynamiques de populations de spin dans le cas
d’un condensat **Cr piégé.

e Premicrement, nous avons observé que les dynamiques de spin s’accompagnent
d’une persistance inattendue du ferromagnétisme. Nous avons interprété cette
persistance, dans le cas d'un systeme uniforme, comme une compétition entre
I’énergie cinétique acquise par les composantes de spin et 1’énergie ferromagné-
tique.

e Deuxiemement, nous avons mis en évidence un comportement oscillatoire des
spins. Dans le cas des oscillations de faibles amplitudes, nous avons montré
que les fréquences des oscillations est de 'ordre de h/Mo ou o est la taille du
condensat. Nos résultats sont en bon accord avec les observations expérimen-
tales.

Pour les besoins de ce travail de these, j’ai développé une application de calcul nu-
mérique « SDBEC » qui permet de résoudre 1’équation de Gross-Pitaevskii dipolaire
stationnaire et dynamique. SDBEC prend en compte les systemes de spin f = 1,2 et
3. Cet outil offre la possibilité de réaliser des « expériences numériques » en controlant
différents parametres comme l'intensité des interactions dépendantes du spin, la re-
laxation dipolaire, la variation spatiale et temporelle du champ magnétique, etc. Par
exemple, en ce qui concerne les dynamiques de démagnétisation, il serait intéressant
de réaliser une étude systématique en fonction de la taille du condensat afin de confir-
mer (ou d’infirmer) que pqq tend vers pqen dans le cas des systemes de grandes tailles.
Une autre étude systématique complémentaire serait de varier cqq afin de vérifier si

Pdem X Cdd-

La résolution numérique de I’équation de Gross-Pitaevskii spinorielle peut néces-
siter des temps de calcul numérique considérables. Cela est notamment du au nombre
élevé de degrés de liberté de spin, en particulier dans le cas du spin f = 3. Une ma-
niere intéressante de réduire ces temps de calcul serait d'intégrer a SDBEC le systeme
de pseudo spin 1/2. Ces systemes présentent la particularité d’avoir une longueur de
spin locale toujours maximale et qui est égale 1/2. Ainsi, ils sont parfaitement adaptés
pour simuler les dynamiques des condensats de spin f > 1 lorsque le ferromagnétisme
est suffisamment bien conservé. Toutes les observables peuvent étre calculées a partir
des calculs réalisés sur un systeme de spin 1/2. Par exemple, les dynamiques de popu-
lations peuvent étre déduites directement a partir de 1’évolution de la composante f,
du vecteur spin comme suit N, & [ drn(r)|¢.(r)]? avec ¢(r) = e~ (f=(/Niy ¢F.
Il serais aussi possible de calculer numériquement les fréquences des modes d’oscilla-
tions en fonction de 6,, des gradients appliqués et de la forme du piégeage.

Pour finir, je tiens a souligner le fait que mon travail de these a fortement bénéficié
de la proximité des travaux expérimentaux de I’équipe.
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Annexe A

Modélisation numérique

Cette annexe présente, de maniére trés breve, la méthode de résolution numérique
de l’équation de Gross-Pitaevskii utilisée dans ce travail.

Plusieurs travaux ont été consacrés a ce probleme. Le cas d'un systeme sans spin
avec ou sans interactions dipolaire est traité dans les références [87-90]. Le cas des
systemes de spin f = 1 et f = 2 sans interactions dipolaire est traité dans les
références [91,92]. Le lecteur peut également consulter les excellents articles de X.
Antoine et R. Duboscq [93-95]. L’état fondamental est obtenu par évolution en temps
imaginaire. Le lecteur peut consulter les références suivantes [96-101].

Afin de faciliter I'implémentation de nouvelles fonctionnalités, notre code « SDBEC »
est développé en langage C++ et en mode POO!. SDBEC prend en compte les sys-
temes de spin f = 1,2 et 3.

Al Equation de Gross-Pitaevskii adimensionnée

Pour commencer, nous allons écrire ’équation de Gross-Pitaevskii adimensionnée
dans le cas d’un systeme de spin f. Pour ce faire, on introduit les grandeurs sans
dimensions

F=rlly, I=txw et ©®=1pxi> (A.1)

Suivant cette formulation, les unités de longueurs, de temps et d’énergie sont respec-
tivement

lo = (ﬁ/Mwo)l/Q, to = 1/&)0 et €0 — Mo. (AQ)

Dans ces unités, les constantes de couplages adimensionnées gr et le coefficient ¢qq
s’écrivent
1 (A3)
= - X C44d- .
lghwo

1
X et Cqq= ——
gr gr dd Z% heso

1. Programmation Orientée Objet.
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Afin d’alléger les notations, on supprime les «~» dans la suite. L’équation de Gross-
Pitaevskii adimensionnée s’écrit

O, v: o1
@% = [—7 + 5 (02 +gy” +n2z") + pm o+ g’ | b

D O b g

mam)m)

+ Cda Z b - fmm’wm’a (A4>
OU Nyy,» = Wy y»/wo. L'énergie totale s’écrit
* V2L, 2.2 2.2 2
E= [ dry;, —7+§(77x:v +m,y” +1227) + pm o+ gm® | U,

1 mm * *
by [ar X O vt

! !
mimamimsg

+f%{/dr§;b-fwﬂ¢;¢w. (A.5)

A.2 Meéthode de « Splitting »

L’équation de Gross-Pitaevskii (éq. A.4) prend la forme compacte suivante

ip = (Hy + H,), (A.6)

ou Hy correspond au terme cinétique. es autres termes restant sont regroupés dans
H.=H + H,+ H. + Hy. Ces différents «Hamiltoniens» sont des matrices de taille
(2f +1)(2f + 1) et sont donnés par

V2
(Hk)mm’ = _7 X (1)mm’7 (A7)
1
(H)mm: = 5(779%372 + U§y2 + 77522) X (1) mm, (A.8)
(Hz>mm’ =pX (fz)mm’ + q X (fz)iquu (Ag)
(Ho)mmr = Y _ Comt stby (A.10)
(Hd)mm’ = Cdq X b- fmm’- (A11>

Pour résoudre I’équation (A.6), on peux approximer sa solution en composant les
solutions des deux sous-systemes

it = Hyap, (A12)
ih = Hyap. (A.13)

L’avantage de cette méthode, dite de splitting, est d’'utiliser des Transformés de Fou-
rier Rapides (FFT?) [102] pour résoudre de systeme (A.12). Notons que dans H il

2. Fast Fourier transform.
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serait possible d’inclure tout autres termes indépendant du spin et qui serait homo-
gene dans 'espace de Fourier [91]. Notre systéme étant hamiltonien, il y a un intérét
a utiliser un schéma symplectique qui conserve la structure géométrique de I’'Hamil-
tonien (Transformation canonique). Notons que des composition d’ordre supérieur
peuvent étre considérées [91].

A.2.1 Composition symplectique de second ordre « saute-
mouton »

La solution formelle de (A.6) s’écrit
P(t) = e HHI (), (A.14)

ou (0) est la fonction d’onde de I’état initial. Pour approximer cette solution, nous
allons considérer une composition de second ordre symétrique qui permet d’avancer la
fonction d’onde d’un pas de temps 7 suffisamment petit. Ce schéma, appelé également
saute-mouton, prend la forme suivante

() = I gh(0) I i o ) (A15)

—itHyT —iH,T

ou e et e représentent, respectivement, 1’évolution des solutions des deux
sous-systemes (A.12) et (A.13).

A.2.2 Grille spatiale

On considere un condensat spinoriel a trois dimensions spatiales discrétisées sur
un grille formée de n, x n, x n, points. Pour ¢,j,l =0,...n,,.—1, on a

[ [
T =—— 4,y =—2 4 jA, le—é—HA, (A.16)

2 2

ou l, = nny X A avec v = x,y,z et A est le pas de la grille spatiale choisi convena-
blement (A = Min {l,/n,}). Les points v; couvrent les intervalles [—[,/2,....l,/2).
Dans l'espace de Fourier, la grille spatiale est discrétisée comme suit

ks = 2mi/l, (i >m/l,), (A.17)
ki = 2m(i — ) /1, (i < /l,). (A.18)

A.2.3 Traitement du terme cinétique Hj

Dans I'espace de spin, la matrice H, est diagonale. Par conséquent

2
e g qp = —%¢ (A.19)

Le hamiltonien cinétique discrétisé est donnée par

V? L Vi — 200 + Yicjr | Yijeu — 2005 + Yij—u
VT { A? * A?
Vijir1 — 2¢i + Y
+ == o | (A.20)

133



ANNEXE A. MODELISATION NUMERIQUE

ou l'indice de spin est omit pour ne pas alourdir les notations. En utilisant la trans-
formé de fourrier discrete de v, on récrire le terme cinétique discrétisé sous la forme
compacte suivante [102]

—v;qp — FHK x F{y}}, (A.21)

1 271 2mg 2
Kiji = “5A2 |:COS (ni;) + cos (nij) + cos ( Sj) — 6} . (A.22)

A.2.4 Traitement du terme dipolaire Hy

Le champ dipolaire b peut étre calculé en utilisant ’expression (2.25). On a

b= F! {ZI{QW,}I{FV,}} . (A.23)

Les noyaux dipolaire dans I'espace de Fourier F {Q,, } sont donnés par (éq. 2.23) et
F{F,} doit étre obtenue numériquement en utilisant des FFT. Notons que apres le
calcul de F~'{-} en utilisant des FFT, il conviendra de ne conserver que la partie
réelle du résultat.

Traitement du terme de contact H.

Le tenseur de l'interaction de contact C"", ne présente pas de difficulté particu-
m'n
liere. Dans notre code, ce tenseur est implémenté en utilisant une matrice creuse.
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Annexe B

Complémentent de calculs sur

I’analyse des stabilités de la phase

ferromagnétique uniforme

Cette annexe compléte les calculs des chapitres 2 et 5

B.1 Systeme de spin f =1

Le spectre énergétique des modes m = =+ est donné par

Ens =\ LU0) + /T (h ).

(B.1)

Les fonctions £ et Z peuvent étre écrites sous forme polynomiale. £ est un polynome

d’ordre 2 en p
1

L(kOE) = 5 [P — P+ (K,0k)] [p — p—(K,0k)] ,

ou les fonctions p+ sont données par

27TCddTL
3

pi(k>9k> = —&k — (1 - 3C082 Qk)

+ v/ ex {en + 2gon [1 — €qq (1 — 3cos2 ;)] — 4m2edd®n? sin? 6y,.

avec

La fonction Z est un polynome d’ordre 4 en p donné par

I(k70k) =T (k79k)p4 + 02(k79k>p3 + n3<k76k)p2 + n4(k79k)p + 775(kﬁk)
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ANNEXE B. COMPLEMEN TENT DE CALCULS SUR L’ANALYSE DES
STABILITES DE LA PHASE FERROMAGNETIQUE UNIFORME

Les parametres 1y,12,m3,n4 €t 5 sont donnés par

1

=g (B.6)
2

My = ex+ 240 (1 _ 3cos? 6y) (B.7)

5
N3 = gz — gan |:1 — §€dd (1 - ?)COS2 9k):| Ek — 27TCddn(1 - ?)COS2 gk)

(2mcqqn)?
— S (1-3eos'6y) (B.8)
3
Ny = —2gan ll - §€dd(1 — 3 cos® Qk)} £

1
— (gan)? {5 (9 cos* 0, — 24 cos® 6, + 1) €3y + (1 — 3 cos? Qk) edd} £k

4(27TCddn) 3

2
3 (6084 0 — cos® O + 5) (B.9)

9
ns = [Z(gzn)Q (1 + cos? 9,%)2 eﬁd — 3(92ﬂ)2 (1 — 3 cos? Hk) €dd + 11 Ei

+ (gan)? [3 (g cos* ), — 20082 0 — 1> €q + (2 — 3cos? Qk) eﬁd} €k

4(2 ! 4 4
+ % <COS4 O — 3 cos® 0, + 5) . (B.10)

B.2 Systeme de spin f =2

Pour des spins polarisés dans la direction —é,, le vecteur ¢ (éq. 2.69) s’écrit comme
suit

(B.11)

U
I
o ooo

Les matrices A3, AS et BS qui regroupent les termes non interactifs et les termes
d’interaction de contact sont données par

er+4p — 2(g2 — go)n — (g4 — go)n
er+3p— (91 — g2)n

Diag { A} + A} = er+2p — 2(914 — g2)n : (B.12)
€+ D
€k + gan

0

0
B;, = Diag 0 (B.13)

0

gan

136



ANNEXE B. COMPLEMENTENT DE CALQULS SUR L’ANALYSE DES
STABILITES DE LA PHASE FERROMAGNETIQUE UNIFORME

ot nous avons remplacé le potentiel chimique par
= —2p+ gsn. (B.14)

Les matrices A¢ et B¢ qui contiennent uniquement des termes dipolaires sont données
par

0 0O 0 0
3 00O 0 0
16—d= 000 0 0 | . (B.15)
TCaamt 000 $(1—3cos?by) —3cosbsinbye
000 —% cos 0, sin 0y, e — (1 — 3cos?by)
000 0 0
3 0 0O 0 0
——Bl=]1000 0 0 . (B.16)
16mcaan 000 3 sin? O, e 2% —3 cos G, sin O, e %%
00 0 —2costsinfre ™  —(1—3cos®b)

Condensat sans interaction dipolaire

Le mode @ = —2 décrit des excitations de densité. Son spectre énergétique est

donné par
€k7_2 = \/Ek (Z-Ik + 29471). (Bl?)

Ce spectre doit étre réel afin d’assurer la stabilité du systeme. Pour cela la largeur de
diffusion a4 doit étre positive (g4 = 4mwh%a,/2M > 0).

Le mode o = —1 présente un spectre de particule libre avec un gap en p. Ce mode
décrit des excitations de précession de spin. Son spectre est donnée par

5k7,1 =&+ p. (B18)

Les modes o = 0,.., + 2 présentent un spectre de particule libre avec un gap en
énergie 0,

Ee = &1+ Oa. (B.19)

Le gap 6, dépend du champ magnétique p et des constantes d’interaction gg,gs et g4

2 34
0 = 4p — = (g2 — go)n — == (94 — g2, (B.20)
5) 35
6
01 = 3p — ;(94 — g2)n, (B.21)
4
do = 2p — ?(94 — go)n. (B.22)
(B.23)

Le spectre énergétique de ces 3 modes devient négatif au dessous d’un champ critique
donné par 6, = 0.
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Condensat avec interaction dipolaire

En posant ), = 7/2, les matrices A$ et B{ se simplifient et ne comportent que
des éléments diagonaux. Par conséquent, tout les modes sont découplés. Apres dia-
gonalisation de la matrice o,Xg, nous obtenons le spectre énergétique des modes de
densité et de précession correspondant a ces excitations L.

Le spectre &, o des excitations de densité est donné par

8@_7,2 = \/E]m_ [Ekl -+ 29477, (1 — Edd)]a (B24)

ol le parametre €44 qui détermine l'intensité de I'interaction dipdle-dipole par rapport
a l'interaction de contact est donné dans ce cas par

€dd — . (B25)

Le spectre &, 1 des excitations de précession est donné par

Eky 2 = \/(5@ +p — paa) (Ex, + P+ 2paa) (B.26)
ol pgq est donné dans ce cas par
8mcqan
Pdd = 3dd (B.27)

D’apres ce spectre les excitations 1, et par conséquent la phase ferromagnétique
uniforme est dynamiquement instable au dessous du champ magnétique pqq donné
par (B.27).

B.3 Systeme de spin f =3

Dans le repere de Larmor, les matrices A% et Bf peuvent étre obtenues simplement
a partir de (2.126) en posant p = 0. On a,

er — o396 — 94)” + B(gs — g2)n+ 2(ga — go)n
e — o2 (g6 — ga)n + 42( — g2)n
€k — 3%(96 ga)n + (94 — g2)n
Diag { A}, + A} = £ — ggﬁ %n , (B.28)
€k — 11\9s — g4)n!
Ek
€k + gsN
0
0
0
Diag{Bi} = | 0 (B.29)
0
0
gen
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STABILITES DE LA PHASE FERROMAGNETIQUE UNIFORME

Dans le repere de Larmor, I'interaction dipolaire moyenné est obtenue en suppo-
sant que le champ mantique est appliqué suivant 1’axe x dans le repere du laboratoire.
Les spins sont supposés orienté suivant ’axe z. En annulant les termes de relaxation
dipolaire, les éléments des matrices A et By sont données par

0
0

Diag { Ay} = mcqan 0 : (B.30)
0

— (1 = 3cos?6y,)

3 (1 — 3cos®b)

0
0

Diag { B} = mcaan 0 . (B.31)
0

-3 (1 — 3cos?by)

6 (1 — 3cos? b)

Le spectre du mode m = —3 est donné par
Eh—3=ver{er +2gan [l — eqa (1 — 3cos26y) /2]}, (B.32)
avec 19
€dd — TCdd . (B33)
96
Le spectre du mode m = —2 est donné par
gk’_g = \/[?Ek - 37rcddn5(«9k)] [é‘k + 67Tcddn5(9k)], (B34)
ou S est une fonction donné par
1
S(0r) = 3 + cos 26y, (B.35)
Le spectre des mode m = —1,..., + 3 s’écrit
Ek,a =& + (Sa. (B36)

Le gap ¢, dépend du champ magnétique p et des constantes d’interaction ¢g,g2,94 et
gs. Nous avons,

6
0-1 = —77(96 — g)n, (B.37)

9

0o = —ﬁ(% — ga)n, (B.38)
31 5

01 = —ﬁ(% = ga)n + 5(94 — ga)n, (B.39)
65 25

0y = _%(96 —ga)n + 5(94 — g2)n, (B.40)
461 25 2

03 = —@(96 — ga)n + 5(94 — g2)n + ;(94 = go)n. (B.41)
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Annexe C

Complément sur 'effet des
interactions de contact
dépendantes du spin

Cette annexe présente des simulations qui justifient l'approximation du fluide fer-
romagnétique incompressible adoptée au chapitre 5.

C.1 role des différents termes de ’interaction de
contact

Pour comprendre le role des différents termes de l'interaction de contact, nous
avons réalisé des simulations en variant les différentes constantes cq, ¢o et c3. On
considere 4 situations. Le premier cas, on pose ¢;23 = 0. Le deuxieme cas ¢; # 0
et co3 = 0. Le troisieme cas, on pose ca # 0 et ¢;3 = 0. Le quatrieme cas on pose
cs # 0 et c1 2 = 0. Pour ces 4 situations gs # 0 et il prend la méme valeur fixée par ag.
Notons que ¢y # 0, mais ne prend la méme valeur dans c¢’est 4 situations. Finalement
précisons que pour toutes ces simulations, l'interaction dipolaire est négligé (cqq = 0).

L’évolution des fractions de populations de spin P,,, et de la longueur de spin
moyenne Il sont portées sur la figure C.1. On compare ces simulations aux résultats
obtenus dans le cas « réaliste » (c123 # 0) porté en sur les courbes en traitillés.
(fig. C.1c et fig. C.1d). Ces résultats montrent que le cas réaliste est parfaitement re-
produit dans la situation ot ¢; # 0 et cg3 = 0. Autrement dit, les processus fixés
par c¢; dominent les dynamiques de spin. Par conséquent, les processus d’échanges
liés a ¢y et c3 peuvent etre négligés si le systeme est initialement ferromagnétique.
Notons que pour ¢y # 0 et ¢13 = 0 (fig. C.1e et fig. C.1f), et pour ¢3 # 0 et ¢12 =0
(fig. C.1g et fig. C.1h), on observent des dynamiques de populations, mais ces dyna-
miques sont tres différentes du cas réaliste. Comme attendu, pour ¢;23 = 0,1l n’y a
pas de dynamiques de spin. Finalement, faisons remarquer que pour cgq = 0 (c’est le
cas de toutes ces simulations), I'évolution de Py, et P}, est identique.
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ANNEXE C. COMPLEMENT SUR L’EFFET DES INTERACTIONS DE
CONTACT DEPENDANTES DU SPIN

0.4f
0.3f
=<
< 0.2
_
0.1t
OL, . . . . .
0 2 4 6 8 10
Temps [ms]
(a) C1,2,3 = 0
0.4f
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0 2 4 6 8 10
Temps [ms]
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0o 2 4 6 8 10
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1.5 : - - : -
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(h) C3 7&0 et 0172 =0

FIGURE C.1 - Evolution des Py, et I1. Code couleur des des P, : m = +3 (noir), m = £2
(vert), m = £1 (rose) et m = 0 (bleu). Pour ces simulations, nous avons pris en compte
les valeurs des gradients v, = 2.55mGcm™!, Vzy = 51mG em™! 4y, = -3.22mGem ™!,
et ¢ = 6Hz. Calculs réalisés pour un condensat de *?Cr avec Niot(0) = 38 x 10% dans un
piege harmonique de fréquences w,/2m = 298 Hz, w, /27 = 245Hz et w./2m = 210 Hz.
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Titre. — Analyse théorique des excitations et des instabilités des condensats de Bose-Einstein
spinoriels dipolaires

Résumé. — Dans les condensats de Bose-Einstein spinoriels (CBES), plusieurs états de spin
coexistent, donnant lieu & des dynamiques pilotées par des interactions dépendantes du spin (inter-
actions de contact (IC) et dipole-dipole (IDD)). En lien étroit avec les travaux expérimentaux de
notre groupe, ce manuscrit présente une analyse théorique du comportement dynamique des CBES.
On s’intéresse a la situation ot les CBES se trouvent dans ’état fondamental ferromagnétique a
magnétisation maximale, et qui sont portés hors de I’état d’équilibre. En analysant les instabilités
d’un condensat uniforme de spin f dans le cadre de la théorie de Bogoliubov, on met en évidence
Iexistence d’instabilités dynamiques lorsque le champ magnétique appliqué est inférieur a un champ
critique pqq qui est de l'ordre de ~ 0.1 mG. On montre que pqq est fixé uniquement par I'IDD. L’in-
stabilité se traduit par I’apparition de textures de spin et par la démagnétisation du condensat. Pour
un condensat piégé, nos simulations numériques basées sur I’équation de Gross-Pitaevskii montrent
une démagnétisation pour un champ critique pgem < Pdd-

Nous avons également étudié les dynamiques du condensat piégé en présence d’un fort champ
magnétique ~ 200 mG > pqq, et d'un gradient ~ 10 mG/cm. L’état initial est excité en effectuant une
rotation globale des spins. Nos simulations numériques (Gross-Pitaevskii) montrent une persistance
inattendue du caractere ferromagnétique initial. On montre que ’énergie cinétique communiquée
par le gradient aux états de spin tend a altérer le caractere ferromagnétique, mais que cet effet
est contrebalancé par 'IC qui impose un gap en énergie. Enfin, pour un condensat piégé, on met
en évidence des modes collectifs de spin : les spins oscillent autour de leur orientation initiale avec
une amplitude qui varie spatialement et une fréquence de l'ordre de i/Mo? < w (o est la taille du
condensat et w/27 la fréquence du piege). La comparaison de nos calculs avec les expériences montre
un excellent accord.

Mots clés. — Condensation de Bose-Einstein spinoriels, Interaction dipolaire, Analyse de
Bogolyubov, Mode collectif de spin, Simulations Gross-Pitaevskii.

Title. — Theoretical analysis of the excitations and instabilities of spinor dipolar Bose-Einstein
condensates

Abstract. — In spinor Bose-Einstein condensates (SBEC), several spin states coexist, giving rise
to dynamics driven by spin-dependent interactions (contact (CI) and dipole-dipole (DDI) interac-
tions). In close connection with the experimental work of our group, this thesis presents a theoretical
analysis of the dynamical behavior of SBEC which are initially in the ferromagnetic fully polarized
ground state, and set out of equilibrium.

Within the Bogolyubov theory, we analyzed the excitations of a uniform spin f condensate. Our
study highlights the existence of dynamical instabilities when the applied magnetic field is less than
critical field pgq which is of the order of ~ 0.1 mG. It is shown that pqq is only set by the DDI. The
growth of dynamical instability gives rise to spin texture formation and demagnetization dynamics.
For trapped condensates, our Gross-Pitaevskii simulations show demagnetization dynamics below
the critical field pgem < pdd-

We also studied the dynamics of trapped condensate in the presence of a strong magnetic field
~ 200 mG > pqq, and a gradient ~ 10 mG/cm. The initial state is excited by performing an overall
rotation of the spins. We have highlighted two new phenomena. First, our Gross-Pitaevskii simu-
lations show an unexpected preservation of the initial ferromagnetic character (the DDI and the
gradient can modify this ferromagnetic character). By neglecting the DDI, we show that this pre-
servation is the result of a competition between two effects : the kinetic energy acquired by the spin
components in the presence of the gradient tends to modify the ferromagnetic character. This effect
is inhibited by the CI which imposes an energy gap. Secondly, for trapped condensates, spin collec-
tive behavior is demonstrated : the spins oscillate around their initial orientation with an amplitude
that varies spatially and a frequency of the order of h/Mo? < w (o is the size of the condensate and
w/27 is the frequency of the trap). Our calculations are in excellent agreement with experimental
results.

Keywords. — Spinor Bose-Einstein condensation, Dipolar interaction, Bogolyubov theory, Col-
lective Spin modes, Gross-Pitaevskii simulations
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