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M. Alex Ballu
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✹✳✶✺ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rt ✭◆❖✳✶✼✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ●P
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Chapter

1
Introduction

✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✭❆▼✮✱ ❛s ❛ r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♥♦✇❛✲

❞❛②s✱ ✇❛s ✜rst ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡✱ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♥❞✉str✐❡s✳

■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❧❧❛rs ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆▼ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥

❛s ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣✱ ❉✐r❡❝t ❉✐❣✐t❛❧ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ❋r❡❡❢♦r♠ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ✸❉ Pr✐♥t✲

✐♥❣ ❛♥❞ ▲❛②❡r❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛rts

❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡r st♦❝❦ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❆▼

❢❛❜r✐❝❛t❡s ✈♦❧✉♠❡s ❧❛②❡r ❜② ❧❛②❡r ❢r♦♠ t❤❡✐r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛✱ t❤✉s

❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦❢ ❆▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② r❡✲

s❡❛r❝❤❡rs ❢r♦♠ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ❛❝❛❞❡♠✐❛✳ ❆ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❈❛t❡❣♦r✐❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❘❡❧❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❇✐♥❞❡r ❥❡tt✐♥❣
❇✐♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥t s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✲
♣♦s✐t❡❞ t♦ ❥♦✐♥ ♣♦✇❞❡r ♣❛rt✐✲
❝❧❡s

■♥❦✲❥❡tt✐♥❣✱ ✸❉ Pr✐♥t✐♥❣

▼❛t❡r✐❛❧ ❥❡tt✐♥❣
❉r♦♣❧❡ts ♦❢ ❜✉✐❧❞ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡✲
❧❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❢✉s❡❞

▼✉❧t✐✲❏❡t ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✭▼❏▼✮

P♦✇❞❡r ❜❡❞ ❢✉s✐♦♥
❘❡❣✐♦♥s ♦❢ ♣♦✇❞❡r ❜❡❞ s❡❧❡❝✲
t✐✈❡❧② ❢✉s❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②

❊❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♠❡❧t✐♥❣
✭❊❇▼✮✱ ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ▲❛s❡r
❙✐♥t❡r✐♥❣ ✭❙▲❙✮✱ ❙❡❧❡❝t✐✈❡
▲❛s❡r ▼❡❧t✐♥❣ ✭❙▲▼✮

❉✐r❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦✲
s✐t✐♦♥

❉❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢✉s❡❞ ❜②
❢♦❝✉s❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②

▲❛s❡r ♠❡t❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭▲▼❉✮

❙❤❡❡t ❧❛♠✐♥❛t✐♦♥
❙❤❡❡ts ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ tr✐♠♠❡❞
❛♥❞ ❜♦♥❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❧❛②❡rs

▲❛♠✐♥❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✲
✐♥❣ ✭▲❖▼✮✱ ❯❧tr❛s♦♥✐❝ ❈♦♥s♦❧✲
✐❞❛t✐♦♥✭❯❈✮

❱❛t ♣❤♦t♦♣♦❧②♠❡r✐③❛✲
t✐♦♥

▲✐q✉✐❞ ♣❤♦t♦♣♦❧②♠❡r s❡❧❡❝✲
t✐✈❡❧② ❝✉r❡❞ ❜② ❧✐❣❤t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❙t❡r❡♦❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ✭❙▲❆✮✱ ❉✐❣✲
✐t❛❧ ▲✐❣❤t Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❉▲P✮

▼❛t❡r✐❛❧ ❡①tr✉s✐♦♥
▼❛t❡r✐❛❧ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❞✐s♣❡♥s❡❞
t❤r♦✉❣❤ ♥♦③③❧❡ ♦r ♦r✐✜❝❡

❋✉s❡❞ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣
✭❋❉▼✮

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❈❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② ❆❙❚▼ ❬❆❙❚✶✸❪

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❜r♦✉❣❤t ❜② ❆▼✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② r❡♠❛✐♥s

❛ ♠❛❥♦r ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ t❤❛t ❤✐♥❞❡rs ✐ts ♠❛ss ❛❞♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r s♦✉r❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦rs

❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠❛t❡r✐❛❧ r❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❢❛r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛tt❡r♥s t❤❛♥

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♣✐❝ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❆▼ ❛♥❞ ✇✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❜❡♥❡✜t ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❆▼ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛✐♥✳

✷



❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❛s❦s ♦❢ ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✭❉❢❆▼✮✱

t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞

t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧

♦r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❬▲❙❆▲✶✺✱ ❚▼❱+✶✻❪✳ ■♥ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡✇

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❆▼✱ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡

❡♠❡r❣✐♥❣✱ ♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦❝❡ss✲✱ ♠❛t❡r✐❛❧✲ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr②✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❆▼ ❬❆❲▼▲✶✺✱

▼PP✶✼❪✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧s ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧

❞❡❢❡❝ts ♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✱ s♦ t❤❛t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❧❛♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts✬ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❞❡♠❛♥❞s ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡

r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①✐st✐♥❣

♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ♠❛t✉r❡ ②❡t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✿

❼ ▼❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡

♥❡✇ ❧❛②❡r✲♣❡r✲❧❛②❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❆▼❀

❼ ▼❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❆▼ t❡♥❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ♠❛t❡r✐❛❧

s❤r✐♥❦❛❣❡✱ ✇❛r♣❛❣❡ ❡✛❡❝t✱ ❡t❝✳✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛rt ❣❡♦♠❡tr②❀

❼ ▼♦st ♠❡t❤♦❞s ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❆▼♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s

♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞

q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❆▼✳

❲✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ Pr♦❞✉❝t ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❱❡r✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ✭●P❙✮✱ t❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ✭❙▼❙✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ t♦

♠♦❞❡❧ s❤❛♣❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❬❆❇▼✶✸❪✳ ❙▼❙ ❝♦♥s✐❞❡rs ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r

♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ ❙▼❙ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ✐ts

❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❆▼ ❤❛s s❡❧❞♦♠ ❜❡❡♥

❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s✐♥❝❡

❆▼ r❡♠❛✐♥s ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r

✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐♥❞✉str✐❡s ♦r t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✇♦r❧❞ ✐s ②❡t ✐♠♠❛t✉r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱

❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❤❛r❞❧② ❛❧❧♦✇ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❡❞❡s t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♠❡ ✐♥t♦ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥❧② ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛♥❞

t❤❡✐r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✐♥

❆▼ ❝❛✉s❡ ♠✉❝❤ ❢✉③③✐♥❡ss ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥r❡♣❡❛t❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✉s✐♥❣

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❤❛✈❡ ❡❧✐❝✐t❡❞ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s ❛r❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✿

❼ ❍♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦r ♣❛tt❡r♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞❄

❼ ❍♦✇ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t❤✉s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦r ♣❛tt❡r♥s❄

❼ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ♥❡✇ ♣❛rts❄

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✇ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❙▼❙ ❢♦r ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳

❲✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ r❡st ♦❢

t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙▼❙ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

♦❢ ❆▼✱ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇❤✐❝❤

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ s❤❛♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

❧❛②❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡

✐♥t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❧❛②❡rs ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠s

t♦ t❤❡ ❧❛②❡r✲❜❛s❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❙▼❙ ❢♦r ❆▼ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳

✹



■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐✲

③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ ❛t ❞❡r✐✈✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧

✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r r❛❞✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡

P♦❧❛r ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠✳ ❆ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡

t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧

✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❆ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✉❝ts ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ ♣❛rts✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❋r❡❡✲❢♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

❛❞♦♣t❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❆ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡

✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

❛❞♦♣t❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡

♠♦❞❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞

✜♥❛❧❧② ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲

♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢

❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ ❛ ♣❛rt ❛♥❞ ❛ ❧❛②❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ✐♥t❡r✲❧❛②❡r

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❙▼❙ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ♣❛rt✳ ❆ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

♦♥ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣❧❛t❢♦r♠✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞✳

✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
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Chapter

2
Literature review

❈♦♥t❡♥ts

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✳ ✾

✷✳✷✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✷✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷✳✸ ◗✉❛❧✐t② ✐ss✉❡s ❢r♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✹ ❋❊❆✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✸ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✸✳✶ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❝♦♥❝❡♣t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✸✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✸✳✸ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✸✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✸✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸✳✹ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✸✳✹✳✶ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✸✳✹✳✷ ❆ss❡♠❜❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✸✳✹✳✸ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✸✳✹✳✹ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ t♦ ❆▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✹ ◆❡✇ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛② ✈❛r②✱ t❤❡② t②♣✐❝❛❧❧② s❤❛r❡ ❛

s✐♠✐❧❛r ✇♦r❦✲✢♦✇✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❚❤✐s ✇♦r❦✲✢♦✇ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t

♣❤❛s❡✱ ❛ ❜✉✐❧❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣❤❛s❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢

✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❆❉ ♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❛s ❛ ❙❚❡r❡♦▲✐t❤♦❣r❛♣❤② ✭❙❚▲✮ ✜❧❡

❢♦r♠❛t t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❞❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❆▼ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐s ✜❧❡

✐s ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ r❡♣❛✐r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢❡rr❡❞

t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ♣❤❛s❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s❡tt✐♥❣s s✉❝❤ ❛s ❜✉✐❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱

❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♣❛rt ✐s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✐♥ ❛

❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ♠❛♥♥❡r✳ ❚♦ ♠❡❡t q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t

♣❤❛s❡✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❧✐❦❡ s✉♣♣♦rt r❡♠♦✈❛❧✱ ❝❧❡❛♥✐♥❣✱ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ◆❈ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ❛r❡

❝♦♥❞✉❝t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ✇♦r❦✲✢♦✇ ♦❢ ❛♥ ❆▼ ♣r♦❝❡ss

❋❛❝t♦rs ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❤❛s❡s ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ♦r ❛✛❡❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❬❘❡❤✶✵❪✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❛✉s❡✲

❛♥❞✲❡✛❡❝t ❞✐❛❣r❛♠ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ s✉❝❤ ❢❛❝t♦rs✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs✱

r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥s ♦r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡♠ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t ❞❡s✐❣♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢

❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥

✽



✷✳✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣✐❝s✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs✱ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ✐ss✉❡s ❢r♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱

❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡♠❛r❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r

str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈❛✉s❡✲❛♥❞✲❡✛❡❝t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❆▼ ❬❘❡❤✶✵❪

❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦s ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❝♦✈❡r

♦♥❧② s♣❡❝✐✜❝ ✐ss✉❡s ♦r ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t❤❡ ❙▼❙ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛s ❛

♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ✇❡❧❧

❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙▼❙ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✉♣♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

❙▼❙ t♦ t❤❡ ❆▼ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r✲♣❡r✲❧❛②❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

♦❢ ❆▼✱ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢❡❛t✉r❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♠❛♥♥❡r t♦ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❙▼❙ ✐♥ ❆▼ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❤❛♣t❡rs✳

✷✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

✷✳✷✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

❝✉rr❡♥t ❆▼ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✉s❡ t❤❡

✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❙❚▲ ✜❧❡ ❛s ✐♥♣✉t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r

♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✏❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r✑ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❢r♦♠ ❈❆❉ t♦ ❙❚▲✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❚▲ s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤ ❛♥❞

t❤❡ ❈❆❉ s✉r❢❛❝❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❛✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ✏st❛✐r❝❛s❡ ❡rr♦r✑ t❛❦❡s

♣❧❛❝❡ ❞✉❡ t♦ s❧✐❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉s♣ ❤❡✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❡rr♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❛✮ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ✭❜✮ t❤❡ st❛✐r❝❛s❡ ❡rr♦r

❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r✱ t❤❡ ❱❡rt❡① ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❱❚❆✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ◆❛✈❛♥❣✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬◆P❆✶✸❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❙❚▲ ❢❛❝❡t ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ◆❯❘❇❙

♣❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❈❆❉ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡t✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ✐s

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈❆❉ s✉r❢❛❝❡✳ ❇② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✇✐t❤

t❤❡ ❢❛❝❡t ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤r❡❡ ♥❡✇ tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡ts ❛r❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❚▲

✜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢❛❝❡t ✐s ❞❡❧❡t❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠s ❛t

✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡ q✉❛❧✐t② ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ts ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦rs

❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❡❛❝❤ r❡q✉✐r✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❙❚▲

✜❧❡ s✐③❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞ ❢❛❝❡ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❙✉r❢❛❝❡✲❜❛s❡❞

▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❬❩❆✶✺❪ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡ ❜② ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡t

❞❡♥s✐t② ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡s ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝✉s♣ ❤❡✐❣❤t ❡rr♦r

❛r❡ ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✜❧❡ s✐③❡

♠❛❦❡s ✐t ♦♥❧② ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤✲❛❝❝✉r❛❝② ♣❛rt ♠♦❞❡❧s✳

❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✉♥❛❧ ❬❙❤❛✶✹❪ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❜②

✶✵



✷✳✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✷❉ ❝♦♥t♦✉rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧✳ ❈❤♦r❞❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞

♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤♦r❞ ♦❢ t❤❡ ✷❉ s❧✐❝❡ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦♥ t❤❡ ◆❯❘❇❙ s✉r❢❛❝❡✳ ■❢ t❤❡

❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ r❡❧❛t❡❞ ❝❤♦r❞❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦

t❤❡ ◆❯❘❇❙ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦r ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ♥❡✇ s❧✐❝❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s

♠❡t❤♦❞ q✉✐t❡ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ✷❉ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ♦♣❡r❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡

s❧✐❝❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

❞❡✲❢❛❝t♦ ❙❚▲ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t✱ ♥❡✇ ✜❧❡ ❢♦r♠❛ts ❛r❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

❈❆❉ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❝❤♦r❞❛❧ ❡rr♦rs✳ ❚②♣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ s✉❝❤ ❢♦r♠❛ts ❛r❡

t❤❡ ❙t❡✐♥❡r ♣❛t❝❤ ❬P❆✶✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❋♦r♠❛t ✭❆▼❋✮❬■❙❖✶✻❪✳

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ st❛✐r❝❛s❡ ❡rr♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ s❧✐❝✐♥❣

♠❡t❤♦❞s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦♥

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❧✐❝✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝ts s❧✐❝✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r

❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❜✉✐❧❞ t✐♠❡✳ ■♥ ❬❙P❆✶✺❪✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❡r♠❡❞

❛s ▼♦❞✐✜❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❝tr❡❡ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡ ♦❢ ❛♥

♦❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ❖❝tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉❜❡ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ t❤❡

❙❚▲ ✜❧❡ ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ♥♦❞❡ ❝✉❜❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡

❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝✉❜❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ ✈✐rt✉❛❧

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②

♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐r❡❝t s✉♣♣♦rt ❢♦r

❛❞❛♣t✐✈❡ s❧✐❝✐♥❣ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❆▼ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❛ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❧✐❝✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬PP❆✶✹❪✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡

♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜♣❛rts st❛❝❦✐♥❣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆ ✉♥✐❢♦r♠ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❑❉✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❧✐❝✐♥❣

str❛t❡❣② ❛❧s♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ●❉✫❚ ❡rr♦rs✳

❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♥♣✉t ✜❧❡

t♦ r❡❞✉❝❡ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ❆▼ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡ ✇❤❡♥ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡t ❛♥❞

♦♥❧② ❞✐❣✐t❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛t ❤❛♥❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤♦♦s❡

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦st❧② tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡

❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❆▼✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ♥♦t

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✷✳✷✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❚❆▲❏✵✸✱ ❚▲❏✵✹✱ ❚❏▲✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t✲

❛❜❧❡ ❡rr♦rs ✐♥ ❙▲❆ ❛♥❞ ❋❉▼ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤

r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛t s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt

s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡s ✭❙❚▲ ♦r s❧✐❝❡ ✜❧❡✮ t♦ ♠✐t✐✲

❣❛t❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r

♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥t❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❉❍●+✶✼❪ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠

❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦rs ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❋♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt✱ t❤❡

✬❡❧❧✐♣s❡ ♠♦❞❡✬ ❛♥❞ ✬r♦✉♥❞❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠♦❞❡✬ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡

♠♦✈❡♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ❡rr♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ✬❣❛♣ ♠♦❞❡✬ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡

♠♦✈✐♥❣ ❛①✐s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠

✇♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦rs✳

■♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡✲

s♣❡❝t t♦ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤r✐♥❦❛❣❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ r❛t✐♦

❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✱② ❛♥❞ ③ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛①❡s✱ ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
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✷✳✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡

s❤r✐♥❦❛❣❡ r❛t✐♦ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛t❝❤ ❧❡♥❣t❤ ❬◆❲❋✵✺❪ ❛♥❞ s❝❛♥ s♣❡❡❞

♣❛r❛♠❡t❡rs ❬◆❲❋▲✵✻❪ ✐♥ ❞✐r❡❝t ♠❡t❛❧ ❧❛s❡r s✐♥t❡r✐♥❣ ✭❉▼▲❙✮✳ ❚❤r♦✉❣❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐♥t❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❛rt q✉❛❧✲

✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❬❘P✵✼✱ ❙P❘✵✽✱ ❙P❘✵✾❛✱ ❙P❘✵✾❜❪✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

s❤r✐♥❦❛❣❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❙▲❙ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧✲

②s✐s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❆◆❖❱❆✮ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝✐t② ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ ❬❙P❘✶✷❪ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛s❡r ♣♦✇❡r✱ s❝❛♥ s♣❡❡❞✱ ♣♦✇❞❡r ❜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣❛rt s✐③❡ ❛♥❞

❜✉✐❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜②♣❛ss t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r

♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❆▼✱ ❜✉t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛❝❤✐♥❡

❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ r❛t✐♦ ❛❧♦♥❡ ❝❛♥♥♦t

❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✉❝❤

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❡❧♣ t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❧❛② t❤❡

❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✷✳✸ ◗✉❛❧✐t② ✐ss✉❡s ❢r♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

❆♥♦t❤❡r ♠❛❥♦r r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r❝❡ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆▼✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s❤❛♣❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ st✉❞✐❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❳❍❙❉✶✸✱ ❙❲❍❚✶✹✱

❍◆❳+✶✹❜✱ ❙❉❍+✶✹✱ ❍❩❙❉✶✺❛❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ s❤❛♣❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ♣r♦❞✉❝t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ♠❛❦❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❡✇ ❛♥❞ ✉♥t❡st❡❞

s❤❛♣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❆▼ ✐s ❛ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❜♦t❤

✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ✷❉ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② s✉❜❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝❛s❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡

s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✷❉ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥✐t✐❛t❡s ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛s❦✲✐♠❛❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲

❜❛s❡❞ ❙t❡r❡♦❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ✭▼■P✲❙▲❆✮ ❛♥❞ ❋❉▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ P♦❧❛r

❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠ ✭P❈❙✮ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷❉ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✶✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s✳ ❇②

♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

✧♣r❡s❝r✐❜❡❞✧ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞

♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ✜rst ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ✧❝♦♦❦✐❡✲❝✉tt❡r✧ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t ❬❍◆❳+✶✹❛❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❢r❡❡✲❢♦r♠ s❤❛♣❡s ❬▲❍✶✺❪ ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❆▼ ♣r♦✲

❝❡ss ❬▲●❈❍✶✾❪ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❤❛♣❡✲

❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✲s♣❡❝✐✜❝ ✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s ♦r

✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss s❡tt✐♥❣✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t

s❤❛♣❡ ❤❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦r ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡①✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ P❈❙s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞

❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❈❚❲✶✼❪ ❢✉rt❤❡r ✐♠✲

♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤❛t ❞❡❝♦♠♣♦s❡s

s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ s❤❛♣❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ s❤❛♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❈❲❚✶✽❪ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✷❉ s❤❛♣❡ ♣r♦✜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❋❉▼ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦rs✿

♣❛rt s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥✜❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✳

❲✐t❤ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ✐s t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠ ✭❙❈❙✮

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt ❜♦❞② ✇✐t❤ t❤❡ ③✲❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬❏◗❍✶✺✱

❏◗❍✶✻✱ ❏❏❍✶✻❪✳ ❚❤❡♥ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s❤❛♣❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✲

s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥

t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉r ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥

✐s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞

❤❡r❡✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞✲

❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❆▼✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ t♦ ✉s❡ P❈❙ ❢♦r ✐♥✲♣❧❛♥❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱

✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❡①tr❛ s❤❛♣❡✲r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✲

❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤✐s t❤❡s✐s

✇♦r❦✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞

✶✹



✷✳✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

♦♥ t❤✐s ❜❛s✐s ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳

✷✳✷✳✹ ❋❊❆✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭❋❊❆✮ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❆▼ ♣❛rts ♠❛✐♥❧② r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡

t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ♦❢

t❤❡ ❋❉▼ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❩❈✵✻❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✬❡❧❡♠❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✲❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✬

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①tr✉❞❡r ♠♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt ❛r❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛

♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ❬❩❈✵✽❪ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

♣❛rt ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t❤❛t t❤❡ s❝❛♥ s♣❡❡❞✱ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s

❜❡❛❞ ✇✐❞t❤ ❛r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❝✉r❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ ♣❛rts ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞

❜② t❤❡ ❙▲❆ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬❇❈▲❖✾✺❪ ✇✐t❤ ❛♥ ❋❊ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝✉r❧ ❞✐st♦rt✐♦♥

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐♥ ❛❢t❡r s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦✉t✲

♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ♣❛rt s✐③❡ ❛♥❞ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ♠❛❥♦r r❡s❡❛r❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥

♣♦✇❞❡r ❜❡❞✲❜❛s❡❞ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥t ❋❊ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ❛♥❞ ♣❛rt ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ▼♦st ✇♦r❦s ❛❞♦♣t t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

●✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ♦❢

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦

❞❡r✐✈❡ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❬❉■▼✶✹✱ ▼❩❉✶✼❪✳ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞

✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❡❧t ♣♦♦❧ ❛t ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❧❛②❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤✐st♦r②

❛t ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss✴❞✐st♦rt✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛t ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❬▲❋●❋✶✻✱ ▲▲●✶✼❪✳ ❚❤♦✉❣❤

❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❋❊❆ ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞

✐♥ ❬❇❙✶✽❪✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❆▼ ♣❛rts✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✇♦r❧❞✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❆♠♣❤②♦♥➤ ❬❑◆❳P✶✸❪ ❛♥❞ ◆❡t❢❛❜❜➤ ❬▼▼P+✶✹❪✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②

✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣❛rts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

✇✐t❤ t❤❡ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛s✲❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛s✲❜✉✐❧t ♣❛rt ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦

❛❧❧♦✇ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦

❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ♣❛rt ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢

t❤❡s❡ t♦♦❧s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

▼❛✐♥str❡❛♠ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❝♦♥❞✉❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❊ ❛♥❛❧②s❡s ❝♦♥s✐❞✲

❡r✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❋❊❆ s♦❢t✇❛r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

❆❜❛q✉s✱ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛r❡ r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡✇ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥

❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❝❛❞❡♠✐❛✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✻ ❆▼

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ♦✉t♣✉t✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ▼❛✐♥str❡❛♠ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❛❧✲❜❛s❡❞

❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ s❤❛r❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇♦r❦✢♦✇✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧ ♦r ❙❚▲ ✜❧❡

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✱ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐✲

✜❡❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉✐❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦r

❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❜② ❛❝t✐✈❛t✲

✐♥❣ ✐♥❛❝t✐✈❡ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ str❛t❡❣②✱

✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ s✐♥t❡r✐♥❣ ♦r ♠❡❧t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧❛s❡rs ♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧

str❡ss❡s ❛♥❞ ♣❛rt ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s✐♥❝❡

t❤❡② ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲

♣❛rt✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❊❆ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥

t❤❡s❡ t♦♦❧s✳ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤❡r✲

♠❛❧✱ ♠❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❡✐t❤❡r ♠✐❝r♦✲✱ ♠❡s♦✲ ♦r ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞

❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ t♦♦❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ❛♥ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤✲

♦❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ♣♦s❡ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡

❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❡✈❡♥ ❢♦r ❥✉st ♦♥❡ ♣❛rt✱ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❡✛♦rt ♠❛② ❜❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞

❢♦r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

t♦♦❧s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t q✉✐❝❦ ❛♥❞ ❡❛s②✲t♦✲❝♦♥tr♦❧ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢

♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rts ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥✲♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss ✐♥❢♦r♠❛✲

✶✻



✷✳✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ❛♥ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❬●❡♦✶✽❪

t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② r❡tr✐❡✈❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛rt str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦r

q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ t♦♣✐❝s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s✳
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❣❡♦♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r

❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧②

♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦

❡①tr❛❝t ❝❡rt❛✐♥ ✐❞❡❛❧ ♦r ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s

r❡❢❡r t♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡

♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ●P❙ st❛♥❞❛r❞ ❬✶✼✹✶✶❪✳

❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♦r s❦✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s ✐ts ♠❛t❡r✐❛❧

❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t

✷✵



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤❡ ●❡♦s♣❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❬❉❇▼✵✽❪

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥
P❛rt✐t✐♦♥ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✐❞❡❛❧✴♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s

❊①tr❛❝t✐♦♥ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡

❋✐❧tr❛t✐♦♥ ❚♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❚♦ ✜t ✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s

❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡s t♦❣❡t❤❡r

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❚♦ ❜✉✐❧❞ ✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ●P❙ st❛♥❞❛r❞ ❬❩❆▼❩✶✶❪

❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❣❡♦♠✲

❡tr② ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❝❛♥ t❛❦❡ ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r♠s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s

❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❬✷✷✹✶✶❪✳

❲❤❡r❡❛s✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❡♥✲

❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ✜♥✐t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ t❤✉s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❙▼❙

❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ✜♥✐t❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ♣♦✐♥ts ❬❙❆▼❲✶✹❪✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s✿ t❤❡ ✬Pr❡❞✐❝t✐♦♥ st❛❣❡✬ r❡❢❡rs

t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡ ✇❤❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ②❡t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥

✬❛✲♣r✐♦r✬ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

♦♥ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ✬❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛❣❡✬ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

❞❡s✐❣♥ st❛❣❡ ✇❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦❝❡ss

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ●❡♦s♣❡❧❧✐♥❣ ❬❉❇▼✵✽❪

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❙✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞

❡✐t❤❡r t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ♦r t♦ ❞❡r✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s ❬❙❲❲+✶✷✱ ❙❆▼❲✶✹✱ ❆❙▼❲✶✹❪✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❙▼❙s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❙▼❙s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡s ❬❙❲✶✺❜❪✳

✷✳✸✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

❉✐s❝r❡t❡ ❣❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ t♦

❢❛❝✐❧✐t❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t②

❢r♦♠ ❈❆❉ t♦♦❧s ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✢❡①✐❜❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

s✉r❢❛❝❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❙▼❙ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣❛rt✳ ❆ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡

❈❆❉ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♦r tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ t❤❛t s❡r✈❡s ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡

❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t♦❧❡r❛♥❝❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥

t❤❡ t❡ss❡❧❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦❧❡r❛♥❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡s❡

❞❡✈✐❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ♣❛rt ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✷✷



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

♣❛rt ♠♦❞❡❧✱ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬❆❇▼✶✸❪

✷✳✸✳✸ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❙▼❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛❣❡s ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞✳

✷✳✸✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡

■♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡

♦♥ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❙②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❞❡♥♦t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣❛rts ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r s✐♠✐❧❛r

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❤♦✇ r❡♣❡❛t❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❲❤❡r❡❛s✱ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s✉❝❤ ❛s t♦♦❧ ✇❡❛r ❛♥❞

✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❛t ♠♦st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r

❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❤❛♣❡ ♦r ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧✲

t✐♣❧❡ s✉❝❤ s❤❛♣❡s✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❩❆❙+✶✸❪ ❛♥❞ ❙❝❤❧❡✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬❙❆▼❲✶✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦

♠♦❞❡❧ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ x, y ❛♥❞ z ❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ fi(x, y, z)

✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❤❛♣❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✈❛❧✉❡s✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✈✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt❡① ♥♦r♠❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞

❣❡♦♠❡tr②✳

δ(x, y, z) =
N
∑

i=1

aifi(x, y, z) ✭✷✳✶✮

❈♦♠♠♦♥ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❤❛♣❡s ❛r❡ ❝♦♥❡✱ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✱ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ s♣❤❡r❡✱ ❡❛❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

♦❢ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❢♦✉r t②♣✐❝❛❧ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❤❛♣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❤❛♣❡s

▼♦❞❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬❨❇✶✽❛✱ ❩▲❉❙✶✽❪ ❛♥❞ ❉✐s❝r❡t❡

❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❈❚✮ ❬▲❩❉❙✶✽❪✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

♦❢ ♣❧❛♥❛r ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t②♣✐❝❛❧

✷✹



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

❢♦r♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r ❛♥♥✉❧❛r s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭P❈❙✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❉❈❚ ✐s t♦

❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❧❛♥❛r ❢❡❛t✉r❡ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤

✈❛r②✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞

❜② ❉❈❚✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s r❡✢❡❝t t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt②

♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s✉✣❝✐❡♥t

t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❢r♦♠ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ✜tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❉❈❚ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❆▼✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❉❈❚ ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡

❲✉ ❡t ❛❧✳❬❲◗❩❆✶✾❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❢♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡① ♥♦r♠❛❧

♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t②♣✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✐♥

t❤❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❍❡r♠✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❛ ✉♥✐✜❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

δ(z, θ) =
u
∑

i=0

Hi(z)[
v
∑

j=0

aijcos(jθ) +
v
∑

j=0

bijsin(jθ)] ✭✷✳✷✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✱ δ ✐s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ Hi(z) ✐s t❤❡

❍❡r♠✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t z ❛♥❞ u ✐s ✐ts ♦r❞❡r✱ aij, bij ❛♥❞ v ❛r❡ t❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥

t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛s

r(z, θ) = r0 + δ(z, θ), ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ r0 ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❍❡r♠✐t❡✲❋♦✉r✐❡r

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✢❡①✐❜❧② ❝✉st♦♠✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛tt❡r♥s

♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s✉❝❤ ❛s ❝✉tt✐♥❣ ❢♦r❝❡

❡rr♦r✱ s♣✐♥❞❧❡ ♠♦t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✜①t✉r❡ ❡rr♦r✱ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② t♦♦❧ ✇❡❛r ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❢❛❝t♦rs✱

❡t❝✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡r♠✐t❡✲❋♦✉r✐❡r ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s

■♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠ ✭❈❈❙✮✱ ❍♦♠r✐ ❡t ❛❧✳ ❬❍●▲❉✶✼❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ▼❡tr✐❝

▼♦❞❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭▼▼❉✮ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢♦r♠ ❞❡❢❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rts✳

❚❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s r✐❣✐❞ ♠♦❞❡✱ r✐♣♣❧❡❞ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ss❡♠❜❧②
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✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✶❉ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞

●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❩❆▼❩✶✶❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②✲

♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✶❉ ●❛✉ss✐❛♥

♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ♥♦r♠❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ d ∼ N(µ, σ2) ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t

♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✲

❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✸❉ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ x, y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ tr✐✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ d ∼ N(µ,Σ)✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

s❛♠♣❧✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ●✐❜❜s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❛♠✲

♣❧✐♥❣ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦✐♥t s❡t ❜❛s❡❞

♦♥ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✶❉ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ✸❉ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❩❆▼❩✶✶❪

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♠♦❞❡❧ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❛

♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✱ ✇❤✐❧❡ ♦✈❡r❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②

❝❛✉s❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❤❛♣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❝❝✉r ✐♥
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✇❡❛❦♥❡ss✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞

t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❣❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡❛rt❤ s❝✐❡♥❝❡s t♦ s❛♠♣❧❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❬❙❆▼❲✶✹❪✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡✳❣✳ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳

❚❤r♦✉❣❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

δ(x) = µ+ σ ·M ·N1/2 · ε, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ µ ❛♥❞ σ ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠

✜❡❧❞❀ N ❛♥❞ M ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ k ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C❀ ε ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ C ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

Cij = seij = e(‖xi−xj‖2/lρ2) ✭✷✳✺✮

✱ ✇❤❡r❡ seij ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts

xi ❛♥❞ xj ❀ lρ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❛♥❞♦♠

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡①

♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ s❤♦✇s ❢♦✉r s❛♠♣❧❡ ❙▼❙s ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❙❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s ❬❙❲❲+✶✷❪

✷✳✸✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡

■♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❛♠♣❧❡ s❤❛♣❡s ❣❛t❤✲

❡r❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t♦ ❝♦♥❞✉❝t st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❙❆✮ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t

✷✽



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❙▼✮ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ❛♥ ❙❙▼ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❑❡r♥❡❧ Pr✐♥✲

❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭❑P❈❆✮✱ ❑❡r♥❡❧ ❉❡♥s✐t② ❊st✐♠❛t❡ ✭❑❉❊✮ ❛♥❞ t❤❡ P♦✐♥t

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✭P❉▼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❬❙❆▼❲✶✹❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢

P❉▼✱ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ Xi, i = 1, · · · , n ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡

X =
∑n

i=1 Xi/n ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛❧♦♥❣

♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s φ✿

Xi ≈X + φsi. ✭✷✳✻✮

✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ φ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❑P❈❆ ❛♥❞ s ❛r❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✇❤♦s❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❑❉❊✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡✇ ❙▼❙s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

s❛♠♣❧✐♥❣ ♥❡✇ s❝♦r❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡

♥❡✇ s❛♠♣❧❡s ❛❧s♦ ✐♠♣❧② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤❡ ❙❙❆ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ♥❡✇ P❉▼✲❜❛s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡ss ❬❙❲❲+✶✷❪

❆♥♦t❤❡r ❋❊❆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲❇✶✼❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❙▼❙ ♦❢ ❛

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡tr♦❧♦❣②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❛ ❜❡st s✉❜st✐t✉t❡

❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✜tt❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡

❣❡♦♠❡tr② ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ s❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛r❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤✉s

❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✸❉ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ u,v,d✱ ✇❤❡r❡ u,v ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡

❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐s♦✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤

❡♥❛❜❧❡s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡

♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❙▼❙ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❢♦r ♥❡✇ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

♠❛② ❤✐♥❞❡r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✳

✷✳✸✳✹ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❙▼❙ ❛r❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ♣r♦❞✉❝t s❤❛♣❡ ❝♦♥✈❡②❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼❙ ❤❛s ♥✉♠❡r♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙▼❙ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳✸✳✹✳✶ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲

✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❞✐❞♥✬t t❛❦❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥✈❛❧✐❞ ❙▼❙ s❛♠♣❧❡s ♠❛② ❜❡ ②✐❡❧❞❡❞ t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥t❡♥t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❙▼❙s ❢♦r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧✲

②s✐s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❞❡s✐❣♥

❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✐♥✈❛❧✐❞ ♦♥❡s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤✐s

♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❬❙❲✶✺❜❪ ❛s✿

❼ ■❢ ❛ ❞❛t✉♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✭❉❘❋✮ ❡①✐sts✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s

❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❞❛t✉♠ ❢❡❛t✉r❡✳

❼ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡❞ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

t♦❧❡r❛♥❝❡ t②♣❡✳ ■❢ ❛ ❉❘❋ ❡①✐sts✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳

✸✵



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

❼ ❈♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ③♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ■❢ t❤❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❞r♦♣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡❞r❛✇ ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✐❞

s❛♠♣❧❡ ❬❙❆▼❲✶✹❪✱ ♦r s❝❛❧❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✉♥t✐❧

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❡s♣❡❝t❡❞ ❬❙❲✶✺❜❪✳

❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✬❞r♦♣✲❛♥❞✲r❡❞r❛✇✬ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ❜❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❙▼❙✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❞✉❡

t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ s♣❡❝✲

✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t♦❧❡r❛♥❝❡ t②♣❡s✳

❋♦r ❢♦r♠ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ s❝❛❧✐♥❣ ✐s t♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞

t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡✳ ❋♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ s❝❛❧✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

q✉❛♥t✐t② ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❤❛❧❧ ❧✐❡

✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ③♦♥❡✳ ❆♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ♦♣t✐✲

♠❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

❛❝t✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ t♦❧❡r❛♥❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s st❛② ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

❉✐✛❡r❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞

❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t♦❧❡r❛♥❝❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t♦❧❡r❛♥❝❡ ③♦♥❡s ♦❢ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ t♦❧❡r❛♥❝❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t♦❧❡r❛♥❝❡ ③♦♥❡ ❢♦r ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ t♦❧❡r❛♥❝❡s

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

✷✳✸✳✹✳✷ ❆ss❡♠❜❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❈❆❉ ♣r♦❞✉❝t ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♠❛✐♥str❡❛♠ ❈❆❉

s②st❡♠s ❢♦r ❛ss❡♠❜❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡

❛ss❡♠❜❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❬❙❆▼❲✶✺❪✳ ▼✐♥♦r

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲

t✐❝s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❙▼❙ ✐♥ ❛ss❡♠❜❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡

♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ s✉❝❤ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❙▼❙s ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ ❬❙❆▼❲✶✺❪✳ ❙✐♥❝❡ ❙▼❙s ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ♦r s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t✇♦ ❙▼❙s ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧②

❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♠❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢

t❤❡ ❙▼❙s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t st❛②s st✐❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r

✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❢❡❛t✉r❡ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚✇♦ ♠❛❥♦r ❝♦♥str❛✐♥ts

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❛♥② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♣❛✐rs ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦

♣♦✐♥t s❡ts s❤❛❧❧ ♥♦t ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❆▼❲✶✺✱

❙❲✶✺❛✱ ❙❲✶✽❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢❡❛t✉r❡ Sa t♦ ❜❡st ✜t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡ Sb ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ♥♦♥✲

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s α = (αt,αr)✱

✇❤❡r❡ αt,αr ∈ R3 ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❛①❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✉♣♣♦s❡ S′
a ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❛r❣❡t

❢❡❛t✉r❡ ❣✐✈❡♥ α✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❛t S′
a = q(α,Sa) = Sa +αt +αr × Sa✳ ❲✐t❤ t❤✐s

❣♦❛❧✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❊q♥✳✭✷✳✼✮✱ ✇❤❡r❡ f(·) ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ g(·) ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

min
α

f(α;Sa,Sb)

s.t.g(α;Sa,Sb) ≤ 0

✭✷✳✼✮

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡tr✐❝s ❡①✐st ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐s✲

t❛♥❝❡✱ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ s✉♠ ♦❢ s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡t❝✳✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐❣♥❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❬❙❲✶✽❪ ❛s ❛

♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡

s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t q(α,pa),pa ∈ Sa ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❛r❣❡t ❢❡❛t✉r❡

✸✷



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t pb ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡ Sb ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

npa
♦❢ pa✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

♠❡tr✐❝✳

f(α;Sa,Sb) =
∑

pa∈Sa

|(q(α,pa)− pb) · n′
pa
| ✭✷✳✽✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❡♥s✉r✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❤♦❧❞s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣♦✐♥t ♣❛✐rs✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✳

∀pa ∈ Sa, g(α;Sa,Sb) = (q(α,pa)− pb) · n′
pb
≤ 0 ✭✷✳✾✮

❆ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

❝♦st❢✉❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t ❛ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋♦r

❡❛❝❤ pa ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢❡❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦♥ Sb ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ npa

✐s ❞❡❡♠❡❞ ❛s ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✵✳

∀pi ∈ Sb,pb = pj,

j = argmin
i
(||(pi − pa) · npa

||2)
✭✷✳✶✵✮

❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❲✶✺❛✱ ❙❲✶✽❪✳ ❚❤❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ S ♦❢ t✇♦ ♠❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t x✲ ❛♥❞ y✲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t

❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥

t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ω✱ ♥❛♠❡❧② S = (xSa
,ySa

,d)✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢❡❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ S ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛ss❡♠❜❧② ❢♦r❝❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t pa

✸✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

♦❢ Sa ✐♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❛♥❞

r❡❣✐st❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ Sa t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ t❛r❣❡t ❢❡❛t✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥

❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ♠❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙▼❙ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♣❛rts✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❬▲❩❉❙✶✽❪ ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t✇♦

♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛s t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ ♣❡r❢❡❝t ❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ✐♥ ❬❙❲✶✺❛❪✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡

❛ss❡♠❜❧② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ♥♦♥✲❛❞❤❡s✐✈❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ss❡♠❜❧② ❢♦r❝❡ ❛♥❞

♠❛t❡r✐❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✭t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❡r❡✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

ui,j =
M
∑

k=1

N
∑

l=1

Ki−k,j−lpk,l ✭✷✳✶✶✮

✱ ✇❤❡r❡ M ❛♥❞ N r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ p ✐s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❢♦r❝❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥t❀ ❛♥❞ K ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① t❤❛t

❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Kf,g

=
2

πE ′ [ym log(xm +
√

x2
m + y2m) + xm log(ym +

√

x2
m + y2m)

− ym log(xp +
√

x2
p + y2m)− xp log(ym +

√

x2
p + y2m)

− yp log(xm +
√

x2
m + y2p)− xm log(yp +

√

x2
m + y2p)

+ yp log(xp +
√

x2
p + y2p) + xp log(yp +

√

x2
p + y2p)]

✭✷✳✶✷✮

✱ ✇❤❡r❡ xm = xf +∆x/2✱ xp = xf −∆x/2✱ ym = yg +∆y/2✱ yp = yg−∆y/2✱ ∆x ❛♥❞ ∆y

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ x✲ ❛♥❞ y✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥s❀

E ′ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

2

E ′ =
1− ν2

1

E1

+
1− ν2

2

E2

✭✷✳✶✸✮

✱ ✇✐t❤ E1 ❛♥❞ E2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ν1 ❛♥❞ ν2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s
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✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

r❛t✐♦s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❛❝t✐♥❣ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❜❡❛r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿







ci,j ≤ 0, pi,j ≤ 0

ci,jpi,j = 0
✭✷✳✶✹✮

✱ ✇❤❡r❡ ci,j r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❛♣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ t✇♦

s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ui,j❀ pi,j r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❢♦r❝❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

minW (p) = cTp+ pTKp/2

s.t. ci,j ≤ 0, pi,j ≤ 0, ci,jpi,j = 0
✭✷✳✶✺✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❊❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❇❊▼ ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❙▼❙ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤❡♥❝❡

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦✈❡❧ str❛t❡❣② ❢♦r ♥♦♥✲r✐❣✐❞ ❛ss❡♠❜❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛ss❡♠❜❧② str✉❝t✉r❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞s✱ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛ss❡♠❜❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❨❇✶✽❜❪✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞s ❛r❡ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞ ❛s ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✷✳✸✳✹✳✸ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❚♦❧❡r❛♥❝✐♥❣ ✭❈❆❚✮ s②st❡♠s r❡❧② ♦♥ ♥♦♠✐♥❛❧ ❈❆❉ ♠♦❞✲

❡❧s ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢♦r♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❬❆❙●+✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s♥✬t ❢✉❧❧② ❝♦♥❢♦r♠ t♦

●❉✫❚ st❛♥❞❛r❞s ❬❙❆❩+✶✹❪ ❛♥❞ ♠❛② ❣✐✈❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t♦❧❡r❛♥❝❡

❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙▼❙s ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❣❛✐♥ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥

❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❙▼❙s ❧❛②s ❛ s♦❧✐❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡

❛♥❛❧②s✐s ❬▲❩❉❙✶✽✱ ❨❇✶✽❜✱ ❙❲✶✺❛✱ ❙❲✶✽✱ ❩◗❆✶✻❪✳ ❆ t❤r❡❡✲st❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

r♦✉t✐♥❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❙❆▼❲✶✺❪ ❛s✿

❼ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ❙▼❙s ❛r❡

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ss❡♠❜❧② ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t②

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❙▼❙s ❛r❡

❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞✉❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦r r❡✲❞r❛✇✐♥❣

♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❣❛t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❛ss❡♠❜❧② s❛♠♣❧❡s✳

❼ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳ ●✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❛ss❡♠❜❧② ♣r♦❝❡ss ♣❧❛♥✱ t❤❡ ❙▼❙s ♦❢ ♣❛rts

✐♥ ❡❛❝❤ ❛ss❡♠❜❧② s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞

✐♥ ✷✳✸✳✹✳✷✳

❼ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙s✱ t❤❡ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❑❈s✮✱

s✉❝❤ ❛s ❝❧❡❛r❛♥❝❡s✱ ❣❛♣s ♦r ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❝♦♥❝❡r♥✱ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r

❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑❈ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡s✳

❙▼❙ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t②

✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❢♦r♠ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✸❉ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞

t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ❝♦♥t❛❝t ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥✲

str❛✐♥ts ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❍❚❇✶✺❪✳ ❚❤♦✉❣❤

t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❧❛❝❦s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❤❛s ♠♦✲

✸✻



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s

t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❡✛♦rt t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼❙ ✐♥ ❬▲P❆+✶✾❪✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛❧❧ t♦❧❡r❛♥❝❡❞

❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ ❙▼❙s ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣

t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥✈❡②❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼❙✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣♦❧②t♦♣❡s

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧②t♦♣❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦

❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡rr♦r ❛t t❤❡ ❑❈s✳

✷✳✸✳✹✳✹ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ t♦ ❆▼

❆s t❤❡ ♥❛♠❡ ✧❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s✧ s✉❣❣❡sts✱ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙▼❙ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✬s❦✐♥✬✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s✉❜✲

tr❛❝t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❤❡r❡❛s ✐♥ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧②

❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛①❡s ♦r ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s✱ ♠❛② ❝❛✉s❡ s❧✐❣❤t s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡

♦❢ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧

s❤r✐♥❦❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ♠❛② ❝❛✉s❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts ♥♦♠✐♥❛❧

❢♦r♠✳ ❚❤❡ st❛❝❦✲✉♣ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ s❤❛♣❡s ✇✐❧❧ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ♦✈❡r❧❛② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞

❛s ❛ r❡s✉❧t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t ❢♦r♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ♠❛② ✐♥❞✉❝❡

❛ ✇❛r♣❛❣❡ ♦r ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ❡①❤✐❜✐ts ❛

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥❞❡♥❝② ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡r t♦ t♦♣ ❧❛②❡r✳ ❙✉❝❤ ✐ss✉❡s ♣♦s❡ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦

t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ t♦ ❆▼✱ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❤✐❢t✐♥❣

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢r♦♠ ♣❛rt✲❧❡✈❡❧ t♦ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✳ ■♥ t❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

❝✉rr❡♥t ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭❛✮♣❛rt✲❧❡✈❡❧✱ ✭❜✮❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

✷✳✹ ◆❡✇ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦

■♥ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✷✳✺❉✳

■♥✲♣❧❛♥❡ ✭①✲② ♣❧❛♥❡✮ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✷❉ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡

❧❛②❡r ❞✉❡ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦rs✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✐s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ❞❡♠♦♥str❛t❡s

t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t

t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ t♦ ✐ts ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡

st❛❝❦✲✉♣ ♦❢ ❧❛②❡rs ✇✐❧❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❛✛❡❝t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s✐❞❡

s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡✳

❚❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❛❢t❡r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝✉r❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ✇♦r❦s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛rt ❬❘P✵✼✱ ❙P❘✵✾❜✱ ❙P❘✶✷❪✱

t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡

❧♦❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛②❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇♦r❦✲✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚♦ st❛rt

✇✐t❤✱ t❤❡ ❈❆❉ ♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛♥ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ❞❡✲❢❛❝t♦ ✐♥♣✉t

❢♦r♠❛t ♦❢ ♠♦st ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❙❚▲

✐s t❤❡♥ s❧✐❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞

❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❧✐❝✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❧❛②❡r

❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ❇② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✐♥ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

t❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉r ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧❛②❡r s❤❛♣❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✷❉ ❝♦♥t♦✉r✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t❤❡ P❈❙ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ s❤❛♣❡s ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✐♥✲

♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❞❛t❛✱ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s t♦ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞

t♦ ❞❡r✐✈❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉r✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
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✷✳✹✳ ◆❡✇ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♦♥❡ ❧❛②❡r

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❆▼ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙▼❙

♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❙♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦✉t❝♦♠❡s ♦♥ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ♦r ❝✉r❧✐♥❣

❡✛❡❝ts ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣

✸✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❧❛②❡rs✳ ❚❤r♦✉❣❤ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❋r❡❡✲❢♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s

r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥♦ ♣r♦❝❡ss

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡

✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛

❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ r❡❛❧✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱

✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞

t❤❡✐r s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✈❛r✐❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✲

✉❧❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ t❤r♦✉❣❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r

s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥✈❡②❡❞✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✐♥

❙▼❙✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r❡❞

❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✐♥ ❙▼❙✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧❛②❡r s❤❛♣❡s ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞✳

❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❛❢t❡r s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❚♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ ❧❛②❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞

❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❞❡❢♦r♠❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♥❡✇

s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❙▼❙ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

♣r♦❞✉❝t ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡✱ s❧✐❝✐♥❣ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✷❉ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

❙▼❙ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦✇ tr❡❛t❡❞ ♦♥ s❡♣❛r❛t❡ ❧❛②❡rs ✐♥st❡❛❞

♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠ t❤❡ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❡✐t❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦r ♥❡✇ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✹✵



✷✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛❣❡✱ s✐♥❝❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s❡❝✉✲

t✐✈❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❙▼❙✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❙▼❙s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❆▼

♣r♦❞✉❝ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ✐♥❤❡r✐ts

s♦♠❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❙▼❙ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛♥❞ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❆▼ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛✐♥✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❊✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❙▼❙ ❢♦r

❆▼✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱

❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ❜r♦✉❣❤t ❜② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt

❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

♣r♦❝❡ss✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ st✉❞②

♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛✐♠s ❛t ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❡✲

s✉❧t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❦❡② ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♣♦✇❞❡r✲❜❡❞ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❧❛s❡r ♣♦✇❡r✱ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ s❝❛♥ s♣❡❡❞✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ s♦♠❡ ✇♦r❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✲r❡❧❛t❡❞ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ♠❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ ❆▼ ❛♥❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡

♥❡✇ ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❉r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ t♦ ❆▼ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡

r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❙❙❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

✐♥ ❆▼ s❤✐❢t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❢r♦♠ ♣❛rt✲❧❡✈❡❧ t♦ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❝✉st♦♠✐③❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡rs✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❆▼✳ ❲✐t❤ ❛❧❧ s✉❝❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ ✇♦r❦✲✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s ❛s t❤❡

❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ♦♥ ▼❡✲

❝❤❛♥✐❝s✱ ❉❡s✐❣♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛s ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❉❡s✐❣♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✭❏❈▼

✷✵✶✻✮ ❬❩❑❆+✶✼❪✳
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Chapter

3
In-plane geometric deviation

modeling for AM

❈♦♥t❡♥ts
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✸✳✷ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
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✸✳✸ ❙❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✺✺
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✸✳✸✳✸ ❈❛s❡ st✉❞② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✺✾
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✸✳✹✳✷ ❚r❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ▼✉❧t✐✲t❛s❦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
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✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛✐♠s ❛t ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✷❉

s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐♥ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ s❤❛♣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❈❙ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✷❉ s♣❛❝❡✱ ❛s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ■♥

❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ✇❡❛❦♥❡ss❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ❛❝r♦ss s❤❛♣❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♥❡✇

✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ P❈❙ ✐s st✐❧❧ ❛❞♦♣t❡❞ s✐♥❝❡

✐t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ✷❉ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥♣✉t s❤❛♣❡

❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞

❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r

♣♦✐♥ts t♦ ❢♦r♠ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥t♦✉r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦r ❜② s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s

❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♦❢

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡

s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐t✐❣❛t❡s t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✲r❡❧❛t❡❞ ❢❛❝t♦rs✱ ❛ ♥❡✇ s❤❛♣❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡r✲

r♦r s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡

t❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ P❈❙✳ ❚❤❡ ♣❛✲

r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s

❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✲

✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝❛✲

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ♠♦r❡ s❛♠♣❧❡s✳ ◆❡✈❡r✲

t❤❡❧❡ss✱ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡✐r ♣❛tt❡r♥s ❛❧s♦

✈❛r② ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✳ ❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱ ❛ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲

❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡♥❛❜❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ s❤❛♣❡s✳

✸✳✷ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿

✭✶✮ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡✱ ✭✷✮ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r

✇❛② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②

r❡s❡❛r❝❤✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛② ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥

s❡✈❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ♣r❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢②

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳

✸✳✷✳✶ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❋♦r ✷❉ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉r✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❉❡s❝r✐♣t♦rs ✭❋❉✮ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡✐r ♣❛✲

r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❬❩▲+✵✷❪✳ ❇❡✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t

t♦ r♦t❛t✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts✱ ❋❉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❢♦r s❤❛♣❡

r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ❋❉s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❆▼ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✷❉✳

■♥ t❤❡ ❋❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✷❉ s❤❛♣❡ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s❤❛♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡ t❤❛t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t s✐❣✲

♥❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❝❡♥tr♦✐❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝♦♥t♦✉r

❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❡t❝✳ ❬❩▲✵✹❪✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❜❡♥❞ ❛♥❣❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s

r❡s❡❛r❝❤✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧♦s❡❞ s❤❛♣❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ m ✈❡rt✐❝❡s V0, ..., Vm−1 ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥
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✸✳✷✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❝❧♦❝❦✇✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❝ (Vi−1, Vi) ❛s ∆li✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ✈❡rt❡① Vi ✐s ∆ϕi✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② L =
∑m

i=1 ∆li ❛♥❞

t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ❛t Vi ✐s l =
∑k

i=1 ∆li✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡

s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s t❤❡r❡❜② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ϕ(l) =
∑k

i=1 ∆ϕi ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❜❡♥❞

❜❡t✇❡❡♥ Vi ❛♥❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ l = 0 ❬P❋✼✼❪✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ϕ(0) = 0 ❛♥❞ ϕ(L) = 2π✱ s♦ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡

❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ l ❛s t✱ ✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡❧❛♣s❡❞ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤✿ 0 ≤ t = 2πl/L ≤ 2π✱

❛♥❞ ϕ⋆(t) = ϕ(Lt/2π)− t✳

P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦♥ ϕ⋆(t) ❣✐✈❡s

ϕ∗(t) = µ0 +
∞
∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt) ✭✸✳✶✮

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ N t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s❬❩❘✼✷❪✿

µ0 = −π −
1

L

m
∑

k=1

lk∆φk

an = − 1

nπ

m
∑

k=1

∆φk sin
2nπlk
L

bn =
1

nπ

m
∑

k=1

∆φk cos
2nπlk
L

lk =
k
∑

k=1

∆li, n = 1, .., N

✭✸✳✷✮

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✴♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ❢♦r♠ ❛s

ϕ∗(t) = µ0 +
∞
∑

n=1

An cos (nt− αn)

❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡An =
√

a2n + b2n✱ αn = arctan (bn/an)✳

(An, αn) ❛r❡ t❤❡ ❋❉s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋❉s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✲

♠❛✐♥ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧♦s❡❞ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ❥✉st t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ❲❤❡r❡❛s✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦

❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❉s✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ✇❤✐❝❤
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✈❡rt❡① ❜❡♥❞
❛♥❣❧❡s ❬❩❘✼✷❪

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ N tr✉♥❝❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬❩❘✼✷❪✿

P(l) = P (0) +
L

2π

∫ 2πl/L

0

exp {i[−t+δ0+µ0+
N
∑

k=1

Ak cos (kt− αk)]}dt ✭✸✳✸✮

✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ P (l) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ x ❛♥❞ y ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t

❛t l = Lt/2π❀ P (0), δ0, L ❛r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

t♦t❛❧ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚♦ ✉s❡ ❋❉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡

❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❤❛♣❡ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❋❉s✳ ❉❡♥♦t❡ FDn = µn
0 , {An

k , α
n
k , k =

1, ..., Nn} ❛s t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❋❉s ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡✱

❛♥❞ FDa = µa
0, {Aa

k, α
a
k, k = 1, ..., Na} ❢♦r t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❤❛♣❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ s❤❛♣❡s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ FDn ❛♥❞ FDa✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts

(P n(li), P
a(li)) ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ti ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, 2π] ❛♥❞ ✐♥✲

♣✉tt✐♥❣ li = Lti/2π t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❋❉s✳ ❇❛s❡❞ t❤❡r❡♦♥✱

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

d(ti) = |P n(li)− P a(li)| ✭✸✳✹✮

✱ ♥♦t❡ t❤❛t P n(li) ❛♥❞ P a(li) ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❝♦♥✈❡②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧
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✸✳✷✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

s❤❛♣❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❤❛♣❡ ♣♦✐♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ❋❉s ❛r❡ ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✲

❝❡❞✉r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡rr♦rs t❤❛t ❛r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✉♥❝❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ❛❧s♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t✇♦ s❤❛♣❡s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s✱ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s✱ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s

❛ s❝❛❧❛r✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♥❡✇ s❤❛♣❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛ ♣r♦✈✐s✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♥♦r♠❛❧ ♦❢ s❤❛♣❡ ♣♦✐♥ts✳

✸✳✷✳✷ ❋♦✉r✐❡r✲s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❋❙❊✮ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❋❉✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❈❈❙✱

❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ t♦ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❋♦r ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡s✱ ❛ ♠♦r❡

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❡❛♥s ✐s t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ P❈❙ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ s❤❛♣❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡✳ ❇② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠✲

♠♦♥ P❈❙✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡✐r r❛❞✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

∆r(θ) = r(θ)− r◦(θ) ✭✸✳✺✮

r◦(θ) ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r(θ) ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛s✿

r(θ) = a0 +
M
∑

k=1

[ak cos (kθ) + bk sin (kθ)] ✭✸✳✻✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✱ a0, {ak, bk, k = 1, ...,M} ❛r❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❆ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ M ❝♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ❝❧♦s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻✱ ∆r(θ) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❛ ♣♦❧❛r ❢♦r♠ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ǫθ ✐s ❛♥ ❡①tr❛ t❡r♠ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡

✹✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ■♥ ♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

∆r(θ) = a0 +
M
∑

k=1

Ak cos(kθ − αk)− r◦(θ) + ǫθ

Ak =
√

a2k + b2k, αk = arctan(bk/ak)

✭✸✳✼✮

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❈❙ ❛♥❞

❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❛rts ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♦r

s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ t❡r♠s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s♦ ✐t ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r s♠♦♦t❤ s❤❛♣❡s✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❝✐r❝❧❡s✳ ❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ✇❤♦s❡ r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ P❈❙ ✐❧❧✉str❛t❡s

❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ❛t ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts✱ ♠♦r❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② t❡r♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤✉s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✸✳✷✳✸ Pr❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳

❢♦r q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ❬❍◆❳+✶✹❛✱ ❍❩❙❉✶✺❜✱ ▲❍✶✺✱ ❍✉❛✶✻✱ ▲❍✶✼❪✳

■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✐♥✲

♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s❤❛♣❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❛s✐❝ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡❡✲

❢♦r♠ s❤❛♣❡s✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❢♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ ♦❢ ❍✉❛♥❣✬s r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ♦♥ t❤❡ ❈❆❉ ♣r♦❞✉❝t ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❋♦r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞

❜② t❤❡ ❙t❡r❡♦❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ✭❙▲❆✮ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

✺✵



✸✳✷✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ ✐♥ t❤❡ P❈❙✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ro ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❬❍✉❛✶✻❪✳

fcyl(θ, r
◦(θ)) = β0(r

◦)a0 + β1(r
◦)a1cos(2θ) ✭✸✳✽✮

❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝♦♦❦✐❡✲❝✉tt❡r ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ t♦ r❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡ s❤♦✇s s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ P❈❙ ❛t

t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♦❦✐❡✲❝✉tt❡r ✐s t♦ tr❡❛t ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ❛s ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐ts

❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝✉t ♦✛ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝♦♦❦✐❡✲❝✉tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚✇♦

❦✐♥❞s ♦❢ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❬❍◆❳+✶✹❛❪✿

❼ ❙q✉❛r❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ sq✉❛r❡ ✇❛✈❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇❤♦s❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✜①❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠

✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ sq✉❛r❡

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝✉t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧②❣♦♥ ♦✛ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛

♣♦❧②❣♦♥ ✇✐t❤ n ❡❞❣❡s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

cwav(θ) = sign[cos(n(θ − φ0))/2] ✭✸✳✾✮

✱ ✇❤❡r❡ sign[·] ✐s ❛ s✐❣♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ φ0 ✐s ❛ s❤✐❢t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s ✇❤❡r❡

t❤❡ ✜rst s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ P❈❙ ❛♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st

❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✈❡rt❡① ❛♥❞ t❤❡ P❈❙ ❛①✐s ✐♥ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡

❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❼ ❙❛✇ t♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ s❛✇ t♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

csaw(θ) = (θ − φ0)mod(2π, n) ✭✸✳✶✵✮

✱ ✇❤❡r❡ mod(·, ·) ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧♦ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥

s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ sq✉❛r❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❛✇ t♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡✳

❇❛s❡❞ t❤❡r❡♦♥✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♦❦✐❡ ❝✉tt❡r

❢✉♥❝t✐♦♥✿

fpol(θ, r
◦(θ)) = g1(θ, r

◦(θ)) + g2(θ, r
◦(θ))

= fcyl(θ, r
◦(θ)) + β2(r

◦)a2c(θ)
✭✸✳✶✶✮

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

✱ ❤❡r❡ r◦ ✐s t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❛♥❞ c(θ) ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥

cwav(θ) ❛♥❞ csaw(θ) ♦r ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❍❡①❛❣♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♦❦✐❡ ❝✉tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❢r❡❡❢♦r♠ s❤❛♣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❈✐r❝✉❧❛r

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈♦r♥❡r✐♥❣ ✭❈❆❙❈✮ str❛t❡❣② ❬▲❍✶✼❪✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s t♦

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢r❡❡❢♦r♠ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♠❛❧❧ s❡❝t♦rs t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥

P❈❙ ♦r✐❣✐♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❞✐st✐♥❝t r❛❞✐✉s ri(θi)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ s❡❝t♦r

✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ s❡❝t♦rs ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ s❤❛r♣

tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞

❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t

s❡❝t♦rs ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❝❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❈❆❙❈ str❛t❡❣②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤❡ ❈❆❙❈ str❛t❡❣② ❢♦r ❢r❡❡❢♦r♠ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✺✷



✸✳✷✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❈❆❙❈ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡❡❢♦r♠ s❤❛♣❡ ✐s s✐♠✐❧❛r❧②

❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ g1(·, ·) ❛♥❞ g2(·, ·)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ g1(·, ·) ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿

g1(θ, r
◦(θ)) = β0(ri(θi))

a0+β1(ri(θi))
a1cos(2θ)

❢♦r θi−1 ≤ θ < θi, 1 ≤ i ≤ n, θ0 = θn

✭✸✳✶✷✮

✱ ✇❤❡r❡ θi ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ P❈❙ ❛♥❞ ri(θi) ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t♦r ❛t θi✳ ❆♥❞ g2(·, ·) ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿

g2(θ, r
◦(θ)) =







β2(ri(θi))
a2 π(θ−θi−1)mod(θi−θi−1)

2(θi−θi−1)
, ✐❢ θi−1 ≤ θ < θi, 1 ≤ i ≤ n, θ0 = θn,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✸✳✶✸✮

❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✉s✐♥❣

❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣❡♥✲

s❛t✐♦♥ ♣❧❛♥s ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❈❆❉ ♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ q✉❛❧✐t②✳

✸✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧ ❛✐♠ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❋❉s ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s ❛r❡

✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡♣r❡s❡♥ts

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥

✵ ❛♥❞ 2π✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❋❉s✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s♥✬t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s❤❛♣❡ ♣♦✐♥ts✱ s♦

✐t ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✱

❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝♦st ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❋❙❊✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞

t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ P❈❙ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❇✉t ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①

s❤❛♣❡s✱ ♠♦r❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥

s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✉♥❞❡r ❛ ✸✵✲♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❆ ③♦♦♠✲✐♥ ✈✐❡✇ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞

❛t ♦♥❡ ❝♦r♥❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱

t❤❡ ❋❙❊✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❋❉s✲❜❛s❡❞

♠❡t❤♦❞✳

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❚❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P❈❙✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

s❤❛♣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ t✐t❧❡ ✬♣r❡s❝r✐♣t✐✈❡✬ ❝♦♠❡s

❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✲♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✬ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ♠♦❞❡❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋✐rst✱ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ ❛♥

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r♦✉❣❤❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②

❛❞❞✐♥❣ ❡①tr❛ t❡r♠s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞

✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t②

❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ P❈❙ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❋❙❊ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

❧✐♠✐ts t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡s✳ ■t✬s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞

✇♦r❦s ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✈✐❡✇✱ ❜✉t ❧❛❝❦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs

t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ s❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡

♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss✲ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✲r❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥ s❤❛♣❡ ❜② ❋♦✉r✐❡r
❙❡r✐❡s✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❉❡s❝r✐♣t♦rs✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

✺✹



✸✳✸✳ ❙❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✸ ❙❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥

❛♥ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♣r♦❝❡ss✲r❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♦❢ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s ♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❛①❡s✱ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ s❧✐❣❤t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦r r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❛t❡r✐❛❧✲r❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs

s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧ s❤r✐♥❦❛❣❡✱ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❙✉❝❤

✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡

❛✛❡❝t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❢♦r♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t✬s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t❤❛t

t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱

t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛s✿ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣

①✲ ❛♥❞ ②✲❛①✐s ∆x,∆y✱ r♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦r✐❣✐♥ α ❛♥❞ t❤❡

s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ϕx, ϕy✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛♥ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ♣r♦❞✉❝t s❤❛♣❡ ✐♥ ❛♥ ❆▼ ♣r♦❝❡ss

✸✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹✱ ✇❤❡r❡ MS,MR,MT ❛r❡

♠❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❝❛❧✐♥❣✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✺✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

MS =











ϕx 0 0

0 ϕy 0

0 0 1











MT =











1 0 ∆x

0 1 ∆y

0 0 1











MR =











cos (α) − sin (α) 0

sin (α) cos (α) 0

0 0 1











✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡Ω◦ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛♥✲

✉❢❛❝t✉r❡❞ s❤❛♣❡ Ω∗ ❝❛♥ t❤❡r❡❜② ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

s❡t Ψ = {ϕx, ϕy, α,∆x,∆y}✳ ❉❡♥♦t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ Ω◦ ❛♥❞ Ω∗ ❛s (x◦, y◦) ❛♥❞

(x∗, y∗) ✐♥ t❤❡ ❈❈❙✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✺✱

✇❤❡r❡ MΨ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ MS,MR,MT ✳

(x∗, y∗, 1)T = MΨ(x
◦, y◦, 1)T ✭✸✳✶✺✮

❚❤❡ r❡✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s✿

(x◦, y◦) = (h1(x
∗, y∗,Ψ), h2(x

∗, y∗,Ψ)) ✭✸✳✶✻✮

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ P❈❙✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ♠❛♣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠ ✭❈❈❙✮ t♦

P❈❙✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ s❤♦✇♥

✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✼✱ ✇❤❡r❡ r◦(θ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞

r∗(θ; Ψ, r◦(θ)) t❤❡ ♣♦❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❤❛♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡❀ εθ ✐s ❛ ♥♦✐s❡ t❡r♠ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

✭✐✳✐✳❞✮ ❛t ❡❛❝❤ θ✱ ✇✐t❤ εθ ∼ N(0, σ2)✳

f(θ; Ψ) = r∗(θ; Ψ, r◦(θ))− r◦(θ) + εθ ✭✸✳✶✼✮

●✐✈❡♥ ❛ s❤❛♣❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❈❈❙✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

t♦ ❞❡r✐✈❡ ❜♦t❤ r◦(θ) ❛♥❞ r∗(θ; Ψ, r◦(θ)) ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ s♦♠❡

❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♠♦♥

s❤❛♣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s ✭❆✳✶✮✱ ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s ✭❆✳✷✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ✭❆✳✸✮

❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✭❆✳✹✮✳

✺✻



✸✳✸✳ ❙❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❊✛❡❝t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r s❝❛♥♥❡r✳

❆ ✢♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✐t✐❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ❢r♦♠

❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣

♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∀Pm(xm, ym, zm) ∈ P ,

(xm, ym) ∈ Si, if(hi − λ ≤ zm ≤ hi + λ),

i = 1, ..., Ns;m = 1, ...,M

✭✸✳✶✽✮

❆♠♦♥❣ ❛❧❧ M ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ P ✱ t❤❡ ♣♦✐♥t Pm✱ ✇❤♦s❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ zm ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t hi ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❧❛②❡r✱ ✐s ❞❡❡♠❡❞ ❛s t❤❡ ❧❛②❡r✬s

✺✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐ts ① ❛♥❞ ② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (xm, ym) ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠❛♥✲

✉❢❛❝t✉r❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ③♦♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞

✈❛❧✉❡ λ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❆❢✲

t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ Ns ❧❛②❡rs✱ ❡❛❝❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✷❉ ♣♦✐♥ts Si s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❲✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❤❛♣❡ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ P❈❙ t♦ ♦❜t❛✐♥ (θ, r◦(θ))

❛♥❞ (θ, r∗(θ))✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱

t❤✉s ❛❞❞✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❆s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡✱ t❤❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t K ❛♥❣❧❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, 2π]✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s (θu1 , ..., θ
u
K)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r ❛r❡

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t L(L > K) ❛♥❣❧❡s ❛s (θv1 ,∆r(θv1)), ..., (θ
v
L,∆r(θvL))✱ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❣❧❡ θui ✱

✐ts t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛♥❣❧❡s θvj , θ
v
j+1 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ∆r(θvj ),∆r(θvj+1)

❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤✐s s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡r❡❜② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛s

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✾✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ♠✐♥♦r ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②

❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

∆r(θui ) =
∆r(θvj+1)−∆r(θvj )

θvj+1 − θvj
(θui − θvj ) + ∆r(θvj ); θ

u
i ∈ (θvj , θ

v
j+1], j = 1, ..., L− 1 ✭✸✳✶✾✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♥♦✇ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs Ψ̂ = {ϕ̂x, ϕ̂y, α̂, ∆̂x, ∆̂y} t❤❛t ❜❡st ✜t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

{∆r(θu)} ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❜❛s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞

♠♦❞❡❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✵✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣✱

r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ δs, δr, δt ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t s❡❛r❝❤

r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s✐③❡✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ s♠❛❧❧ r❛♥❣❡

❝♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✽



✸✳✸✳ ❙❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

Ψ̂ = argmin
ϕx,ϕy ,α,∆x,∆y

K
∑

i=1

[f(θui ; Ψ)−∆r(θui )]
2s.t.



















ϕx, ϕy ∈ [1−δs, 1+δs]

α ∈ [−δr,δr]
∆x,∆y ∈ [−δt,δt]

✭✸✳✷✵✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ f(θ; Ψ) ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✲

♠✐♥❣ s♦❧✈❡r ❢♠✐♥❝♦♥ ♦❢ ▼❆❚▲❆❇➤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡tt✐♥❣

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛sΨ = (1, 1, 0, 0, 0)✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s❡❛r❝❤❡s ✇✐t❤✐♥

t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ tr✐❛❧ st❡♣s ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✵✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡♣ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ st❡♣

t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♠❡t ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs Ψ̂ ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

✸✳✸✳✸ ❈❛s❡ st✉❞② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ♣❛rt ✐s

❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛ ✺mm✲❤✐❣❤ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ r❛❞✐✉s ❛s ✷✵mm✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋❙❊ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤❡ ♣❛rt ✐s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♦♥ ❛ Pr✉s❛ ✐✸ ▼❑✷➤ ❋❉▼ ♣r✐♥t❡r ✇✐t❤ 0.2mm ❧❛②❡r

t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✐♥✜❧❧ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ❑r❡♦♥ ❆q✉✐❧♦♥ ✺✵ ❧❛s❡r s❝❛♥♥❡r✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♦❢ t❤✐s s❝❛♥♥❡r ✐♥ ❛❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

0.002mm✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t♦t❛❧ s✉♠ ♦❢ ✼✾✺✾✸✺ ♣♦✐♥ts✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛②❡r ❜♦✉♥❞❛r②

♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✈❡r② 0.2mm ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ λ =

0.003mm ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽✮✳ ❈♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣♦✐♥ts t♦ P❈❙✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❛tK = 360 ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✾✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r

❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧t ❛t t❤❡ 10th ❧❛②❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❞♦t ♠❛r❦❡rs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s

t❤❡ ✜tt❡❞ ❝✉r✈❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✱ t❤❡

♥♦✐s❡ t❡r♠ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝✉r✈❡✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

✭❋❙❊✮ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛✳ ❉✐✛❡r❡♥t

♦r❞❡rs ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s t❤❡

❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✭❛✮✱ ✸✳✽✭❜✮✱ ✸✳✽✭❝✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

✜❣✉r❡ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❋❙❊ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡

❤❡①❛❣♦♥ s❤❛♣❡✱ ♣❧❡♥t② ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② t❡r♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ s♦

❡✈❡♥ t❤❡ 35th ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❋❙❊
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✭❛✮ 5th ♦r❞❡r❀ ✭❜✮ 15th ♦r❞❡r❀ ✭❝✮35th ♦r❞❡r

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐❣✲

✉r❡ ✸✳✾ ♣r❡s❡♥ts ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋❙❊ ♠❡t❤♦❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛❧❧

❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✺ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❋❙❊ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤

♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✺ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤✉s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡✲

♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✳

✻✵



✸✳✸✳ ❙❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘▼❙❊ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡❛❝❤ s❧✐❝❡

✸✳✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤❛t ♠❛♣s ❡✛❡❝ts ♦❢ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r

❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❆▼ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡✲

♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s❤❛♣❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❋❙❊ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s

✇❡❧❧ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲

❧❡ss✱ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❡①✐st✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②

tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡✱ t❤✉s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s♥✬t ❣❡♥❡r❛❧✲

✐③❡ ✇❡❧❧ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t

♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ s♦ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r

s❡tt✐♥❣s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡✉s❡❞ ❛s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♥❡✇

♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✻✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

✸✳✹ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✹✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣♦✐♥t✲

❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✼✳ ❆s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❬●❲✶✺❪✱ ❛ ♠❛❥♦r

✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ❢❛✐❧s t♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛② ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞

♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ f(θ; Ψ) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✼ ✐s

t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ = {Ψ, σ}
t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ D = {(θ,∆r(θ))}✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② ♦❢ Θ ♦♥ f ❛♥❞ D ✐s r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✿

Θ ∼ p(Θ|D, f) =
p(D|Θ, f)p(Θ|f)

p(D|f)

p(f |D) =
p(D|f)p(f)

p(D)

p(D|f) =
∫

p(D|Θ, f)p(Θ|f)dΘ

✭✸✳✷✶✮

❍❡r❡ Θ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r

✈❛❧✉❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✶ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛♥ ❛ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ Θ ✐♥t♦ ❛

♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ D ❬●❲✶✺❪✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♥♦✇ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ∆r(θ∗) ❣✐✈❡♥ ♥❡✇ ✐♥♣✉t

θ∗ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ D✱ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ f ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ∆r(θ∗) ❛s✿ ∆r(θ∗) ∼ p(∆r(θ∗)|θ∗,Θ, D, f)✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Θ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ②❡t✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✿

p(∆r(θ∗)|θ∗, D, f) =

∫

p(∆r(θ∗)|θ∗,Θ, f)p(Θ|D, f)dΘ ✭✸✳✷✷✮

✱ ✇❤❡r❡ p(Θ|D, f) ✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✷ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✶ ✐s s✐♠♣❧❡

❢♦r ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t

✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r❡✱ ✐♥

✻✷



✸✳✹✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

t♦ ❞r❛✇ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❛❝❦❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

p(Θ|D, f)✳ ❚❤❡ ❞r❛✇♥ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ ❢♦r ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡

t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣

t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✷ ❬●❲✶✺❪✳ ❚❤❡ ▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

❼ ❙♣❡❝✐❢② ❛ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r Θ ✇✐t❤ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ΠΘ✳

❼ ❉r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Θ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s Θ̂✳

❈❛❧❝✉❧❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ∆̂r(θ) ♦♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts θ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡

f(θ; Θ̂) ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ∆̂r(θ) ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ∆r(θ) ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❼ ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥s ♦❢ Θ✳

❼ ■t❡r❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ st❡♣s ✐♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t

❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱

✉♥t✐❧ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♠❡t ✇❤❡r❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s ❞♦♥✬t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❧♦ss r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❼ ▼❈▼❈ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲❈❤❛✐♥ ❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ st❡♣ n + 1 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r st❡♣s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❛t ♦❢ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣

n✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡r ♠♦✈❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲r❛♥❞♦♠ ♠❛♥♥❡r ❛♥❞

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❛♠♣❧✐♥❣

♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞✳

❼ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♠❡t✱ ❢✉rt❤❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s❛♠♣❧❡s

❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜❡❢♦r❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✬❜✉r♥✲✐♥✬ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss

✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳

■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ▼❈▼❈

s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣②▼❈✸ ♣❛❝❦❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✳ ❚❤❡

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❛s✼✵❪ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳ ❘❡❝❛❧❧

t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✻ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ = {ϕx, ϕy, α,∆x,∆y, σ}✳ ❋♦r

✻✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✸✳

ϕx ∼ N(1, 0.012),ϕy ∼ N(1, 0.012)

∆x ∼ N(0, 0.22),∆y ∼ N(0, 0.22)

α ∼ N(0, 0.12),σ ∼ |N(0, 0.052)|

✭✸✳✷✸✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤②♣❡r✲

♣❛r❛♠❡t❡rs ΠΘ✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞

❛s {(θ,∆r(θ))} ❛♥❞ s❡r✈❡ ❛s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛t t❤❡

10th ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ▼❈▼❈ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ✻✵✵✵ ❞r❛✇s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ✺✵✵✲❞r❛✇ ❜✉r♥✲✐♥ ♣r♦❝❡ss ❬❍❩❙❉✶✺❛❪✳ ❚❤❡

♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t st❛t✐st✐❝s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✷✳✺✪

❛♥❞ ✾✼✳✺✪ q✉❛♥t✐❧❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❆ tr❛❝❡♣❧♦t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞r❛✇♥ s❛♠♣❧❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡s

❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳ ❚❤❡ ✾✺✪ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s ♠♦st ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽

t❤❛t ❣✐✈❡s ♦♥❧② ❛ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

P❛r❛♠❡t❡rs ▼❡❛♥
❙t❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥
✷✳✺✪ ✾✼✳✺✪

ϕx ✵✳✾✾✻✸ ✼✳✵✶❡✲✹ ✵✳✾✾✻✶ ✵✳✾✾✻✹
ϕy ✵✳✾✾✷✸ ✶✳✹✹❡✲✸ ✵✳✾✾✶✼ ✵✳✾✾✷✼
α ✵✳✵✵✷✷ ✸✳✾✾❡✲✹ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✷✽
∆x ✲✵✳✵✸✺✹ ✼✳✹✶❡✲✸ ✲✵✳✵✸✽✻ ✲✵✳✵✸✹✶
∆y ✲✵✳✵✼✶✷ ✶✳✸✼❡✲✸ ✲✵✳✵✼✾✽ ✲✵✳✵✻✸✹
σ ✵✳✵✻✵✷ ✷✳✺✻❡✲✷ ✵✳✵✺✸✸ ✵✳✵✻✼✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ P♦st❡r✐♦r st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✻✹



✸✳✹✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚r❛❝❡♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ▼❈▼❈ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ P♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✻✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

✸✳✹✳✷ ❚r❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ▼✉❧t✐✲t❛s❦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❝❛♣✲

t✉r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

✈❛r✐❛t✐♦♥s st✐❧❧ ❡①✐st ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛t ♠❛♥✐❢❡st ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳

❚❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ♠✐❣❤t ❜❡ s❤❛♣❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

✇❛②✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❡♥❛❜❧✐♥❣

t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛♣❡s✱ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ s❤❛♣❡s✳

❲✐t❤ t❤✐s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭●P✮ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❞♦♣t❡❞

❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✳✹✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥

●P ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ✐ts

❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s

✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s ❬❘❛s✵✻✱ ❈❲❚✶✽❪✳ ❇② ✐♥tr♦✲

❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ●P ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❝♦♥❝✉rr❡♥t

❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r M ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s❤❛♣❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✹✱ ✇❤❡r❡ l = 1, ...,M ✐s

t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ s❤❛♣❡✳ fl(θ; Ψl) ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ l

❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✼✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ■t✬s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡

s②st❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡✳ gl(θ) ❞❡♥♦t❡s ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●P t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡

❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ l t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② fl(·)✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❥♦✐♥t❧② ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❛❧❧ M s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡

♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ gl(·)✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳

yl(θ) = fl(θ; Ψl) + gl(θ) ✭✸✳✷✹✮

❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ θ ♦❢ ❛

❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡ l ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞

✉♥❞❡r s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❝❡ss✲ ♦r ♠❛t❡r✐❛❧✲r❡❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡

tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ●Ps tr❛✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥✲

✻✻



✸✳✹✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ▼✉❧t✐✲t❛s❦ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❞❛t❛ ❬❙❘❲+✶✻❪

❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

✸✳✹✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ fl(θ; Ψl) ❛♥❞ t❤❡ ●P ♠♦❞❡❧s ĝl(θ) ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡

s❛♠♣❧❡❞ ❛t N ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❣❧❡s θ ✐♥ P❈❙✱ t❤✉s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t

∆ ∈ RN×M ✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ fl(θ; Ψl) ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

❉❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛t r❡♠❛✐♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ fl(θ; Ψ̂l) s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s❡r✈❡

❛s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s

θ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ M s❤❛♣❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❛s ❛

✈❡❝t♦r v = (v11, .., vN1, .., v1M , .., vNM)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ vil = ∆il − fl(θi; Ψ̂l) ✐s t❤❡ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ l ❛t θi ❛♥❞ ∆il ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❞❛t❛s❡t (θ,v) ✐s ❢✉rt❤❡r r❛♥❞♦♠❧② s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t (θo,vo) ❛♥❞ ❛ t❡st s❡t✱

❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✲t❡st s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡

tr❛✐♥❡❞ {gl(·)} ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

s❤❛♣❡ ❛t ❛♥② ♥❡✇ θ∗✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❇♦♥✐❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬❇❈❲✵✽❪✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦

❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ●P ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ●P ❢✉♥❝t✐♦♥s {gl(·)} t♦
❞✐r❡❝t❧② ✐♥❞✉❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●P ✐s ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

〈gl(θ), gk(θ′)〉 = Kg
lkk

θ(θ,θ′, γ)

vil ∼ N(gl(θi), σ
2
l )

✭✸✳✷✺✮
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

✇❤❡r❡ Kg ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ✐♥t❡r✲t❛s❦ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ kθ

✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛♥❞ σ2
l ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❛s❦ l✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●P ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛✲♣♦✐♥t θ∗ ❢r♦♠ t❤❡ t❛s❦ l✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

ĝl(θ
∗) = (kg

l ⊗ kθ
∗)

TΣ−1v

Σ = Kg ⊗Kθ +D ⊗ I
✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ⊗ ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t✱ kg
l ✐s t❤❡ l✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ Kg✱ kθ

∗ ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

✈❡❝t♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ∗ ❛♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts θo✱ K
θ ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ D ✐s ❛♥ M ×M ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ (l, l)✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s σ2
l

❛♥❞ Σ ✐s ❛♥ MN ×MN ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧② γ ♦❢ kθ

❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① Kg✱ ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(vo | θ, γ,Kg)

✇✐t❤ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✹✳✷✳✸ ❈❛s❡ st✉❞②

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤r❡❡ s❤❛♣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✱ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣❡♥t❛❣♦♥ ❛♥❞

❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥✳ ❊❛❝❤ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ s✐③❡s ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② t❤❡

s❛♠❡ Pr✉s❛ ✐✸ ▼❑✷ ♣r✐♥t❡r✳ ❚❤❡ ♣❛rt s✐③❡✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ❛♥❞

t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✉s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✶✵mm✱ ✶✺mm ❛♥❞

✷✵mm ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rts ✐s s❡t ❛s 8mm✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛s ✵✳✷mm ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✜❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛s ✶✵✵✪✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s

❛ ♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ ♣❛rts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②

✻✽



✸✳✹✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧❛s❡r s❝❛♥♥❡r✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛②❡r

❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣② ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ♣♦✐♥t

❞❡♥s✐t②✱ ❛ ±0.01mm ❜♦✉♥❞✐♥❣ ③♦♥❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛♣❡s ❛r❡

♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♣r✐♥t❡r ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❡ P❈❙ ♦r✐❣✐♥ ❛❧✇❛②s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤

t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦r✐❣✐♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t N = 360 ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❣❧❡s ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❢r♦♠ ❛❧❧ ❧❛②❡rs ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡s❡ ❛♥❣❧❡s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✷✱ ✜rst fl(θ; Ψl) ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ s❡♣✲

❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ t❤r♦✉❣❤ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✜tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❛s ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

❚r❛♥s❳

✭♠♠✮
❚r❛♥s❨

✭♠♠✮
❘♦t❛t✐♦♥

✭r❛❞✮
❙❝❛❧❡❳

✭✪✮
❙❝❛❧❡❨

✭✪✮

❍❡① ❘✷✵ ✵✳✶✵✶ ✲✵✳✵✸✸ ✲✵✳✵✷✵ ✾✽✳✻✾ ✾✽✳✽✽
❍❡① ❘✶✺ ✵✳✵✺✵ ✲✵✳✵✷✸ ✲✵✳✵✷✵ ✾✽✳✽✸ ✾✽✳✹✺
❍❡① ❘✶✵ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✾ ✲✵✳✵✷✵ ✾✼✳✼✼ ✾✽✳✷✺
P❡♥ ❘✷✵ ✲✵✳✵✵✺ ✲✵✳✵✽✼ ✵✳✵✵✸✺ ✾✾✳✶✾ ✾✽✳✽✵
P❡♥ ❘✶✺ ✵✳✵✵✾ ✲✵✳✵✶✽ ✵✳✵✵✸✷ ✾✾✳✶✹ ✾✽✳✼✷
P❡♥ ❘✶✵ ✲✵✳✵✶✽ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✵✸✽ ✾✽✳✹✶ ✾✽✳✷✻
❈✐r ❘✷✵ ✲✵✳✵✺✻ ✲✵✳✵✼✺ ✵ ✾✾✳✷✶ ✾✽✳✾✽
❈✐r ❘✶✺ ✲✵✳✵✺✷ ✲✵✳✵✵✾ ✵ ✾✾✳✵✼ ✾✽✳✽✹
❈✐r ❘✶✵ ✲✵✳✵✻✽ ✵✳✵✸✼ ✵ ✾✽✳✺✷ ✾✽✳✸✻

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❊st✐♠❛t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡

❆s ♣❛rts ❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡♣r♦✲

❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♣❛rt t♦ ♣❛rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐s✲

t❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡①❤✐❜✐t ♠✉❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t②

❛♠♦♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

r♦t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❝❧♦s❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①tr✉❞❡r t♦♦❧✲♣❛t❤✱ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥

❞✐✛❡rs ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢

❡❛❝❤ ♣❛rt ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤✉s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❋❉▼ ♣r♦❝❡ss✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② fl(θ; Ψ̂l) ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ s❤❛♣❡s ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t✬s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ✾ s❡ts ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

gl(θ)✱ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ♦♥❡ t❛s❦✳ ❚❤❡ ✾✲t❛s❦

●P ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ tr❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ ✹✺✪✱ ✻✵✪ ❛♥❞ ✼✺✪ ♦❢ r❛♥❞♦♠❧②

✻✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❢✭·✮ ❢♦r t❤r❡❡ s❤❛♣❡s ♦❢ s✐③❡ ❘✶✺

s❡❧❡❝t❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ĝl(θ) tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✻✵✪

tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡s ❛s ✐♥ ✸✳✶✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ĝl(θ) ❡♥s✉r❡s ❛ ❝❧♦s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✻✵✪

♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❘✲sq✉❛r❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s tr❛✐♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❲✐t❤ ✹✺✪✱ ✻✵✪ ❛♥❞ ✼✺✪ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣

❞❛t❛✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛✈❡r❛❣❡ ❘✲sq✉❛r❡s ❛s ✵✳✾✸✸✷✱ ✵✳✾✹✼✽✱ ❛♥❞ ✵✳✾✼✶✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

t❤✉s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ■t ✐s ❛❧s♦

✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❛❝❤❡s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ✹✺✪ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣

❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦✈❡s ✐ts ♣r❛❝t✐❝❛❧✐t② ❢♦r s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳

▼✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❧❡❛r♥

❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❧❧ s❤❛♣❡s✳

✼✵



✸✳✹✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❣✭·✮ ❢♦r t❤r❡❡ s❤❛♣❡s ♦❢ s✐③❡ ❘✶✺

❚r❛✐♥✐♥❣ s❡t s✐③❡ ✹✺✪ ✻✵✪ ✼✺✪

❍❡① ❘✷✵ ✵✳✾✼✻✺ ✵✳✾✼✾✽ ✵✳✾✽✸✸
❍❡① ❘✶✺ ✵✳✾✻✼✹ ✵✳✾✻✻✶ ✵✳✾✼✻✽
❍❡① ❘✶✵ ✵✳✽✼✹✾ ✵✳✽✼✼✹ ✵✳✾✹✽✷
P❡♥ ❘✷✵ ✵✳✾✼✹✼ ✵✳✾✽✶✸ ✵✳✾✽✼✹
P❡♥ ❘✶✺ ✵✳✽✾✽✷ ✵✳✾✸✹✽ ✵✳✾✻✺✾
P❡♥ ❘✶✵ ✵✳✼✾✸✼ ✵✳✽✸✺✺ ✵✳✾✵✷✷
❈✐r ❘✷✵ ✵✳✾✽✾✼ ✵✳✾✾✺✾ ✵✳✾✾✼✼
❈✐r ❘✶✺ ✵✳✾✸✺✻ ✵✳✾✼✵✾ ✵✳✾✽✾✾
❈✐r ❘✶✵ ✵✳✾✽✽✸ ✵✳✾✽✽✾ ✵✳✾✾✷✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❘✲sq✉❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s

✸✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ tr❛♥s✲

✼✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐♠✐ts ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤✉s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✱ ❛ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛❧❧

s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs

♦♥❧② t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s ❛s ✐♥♣✉t✳ ❙♦ t❤❡ ✬♠✉❧t✐✲t❛s❦✬ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡s ✬♠✉❧t✐✲s❤❛♣❡✬✳ ❋✉r✲

t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✬♠✉❧t✐✲❧❛②❡r✬ ♦r ✬♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss

❝♦♥❞✐t✐♦♥✬✱ t❤✉s ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ❛ ♣❛rt

♦r ♣❛rts ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡✛❡❝t t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r♠ ❡rr♦rs✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝✐t② ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧

t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉r✱ s♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡

r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✇❛r❡♥❡ss t❤❛t ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝✲

t✉r❡❞ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡s

✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋❉s ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡rs s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s

❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❆▼✱ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s r❡❣❛r❞✲

❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❤❛♣❡✳ ❚♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✱ st❛t✐st✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r s✐♥❣❧❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❈❙ t♦ ♣r♦✲

✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❲❤❡r❡❛s✱ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡s✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

❝♦♥❝❛✈❡ s❤❛♣❡s ♦r s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦❧❡s ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♠❛② ❡①✐st ❛❧♦♥❣
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✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♦♥❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ P❈❙s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡

s❡❣♠❡♥ts ♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❤♦❧❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❙▼❙ ❜✉✐❧❞✲

✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P❈❙

❛♥❞ t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❈❈❙✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙▼❙ ❛r❡ ❛❧✇❛②s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❈❙✳

❙♦♠❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ♣✉❜✲

❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✷✼t❤ ❈■❘P ❉❡s✐❣♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❬❩❆▼✶✼❪✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐♥ ✶✺t❤ ❈■❘P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❚♦❧❡r❛♥❝✐♥❣ ❬❩❆▼✶✽❪ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ✐♥ t❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❈■❘P ❆♥♥❛❧s

✲ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬❩❆❍▼✶✽❪✳
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Chapter

4
Out-of-plane geometric deviation

modeling for AM

❈♦♥t❡♥ts
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✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♠♦r❡ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡

✈❛r✐❡s ✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❋♦r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡✇ ✐ss✉❡s t❤❛t ♥❡❡❞

s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr② s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②

✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢

t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ P❈❙ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r

❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♦❢ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❧❛②❡rs ❞✉❡

t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✲❧❛②❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛②❡rs ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛②❡r✱ s♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡

tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡s ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs ✐♥

t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ♣❛rt ❜♦tt♦♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱

s♦♠❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✲

✇✐s❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❛✐♠ ❛t

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❞❡r✐✈❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s②st❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt

s✉r❢❛❝❡✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ t♦

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ♦♣❡r❛t❡ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t

t♦ ♠❡❡t ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞s ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❆▼✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❆▼✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

s❤❛♣❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❬❈❲❚✶✽❪✱ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬▲❏❨✶✽❪✱ ♠❡❧t✲♣♦♦❧ ❞❡♣t❤ ❬❑❛♠✶✻❪✱

❡t❝✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱

t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ r❡s♣♦♥s❡s

❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✛❡r❡❞

❜② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧❛②❡r✲

✇✐s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❆▼ ♣❛rts✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❦❡② ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤

t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✿ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❜♦t❤ ❜❡✐♥❣

❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞

♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡s ✐s ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✳ ❇② tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rts

s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rts✳ ❆ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❛❧

❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✳

✹✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡

✹✳✷✳✶ Pr❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②st❡♠

■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✇♦r❦s ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❏◗❍✶✺✱ ❏◗❍✶✻✱ ❏❏❍✶✻❪✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡

❙②st❡♠ ✭❙❈❙✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❛✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❛

❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❙❈❙✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❙❈❙ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❛♥❞ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ (r◦, ϕ, θ)✱ ✇❤❡r❡

r◦ ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ϕ ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ θ✳ ❚❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t θ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ P❈❙✱ ❛♥❞

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ fz(r
◦, ϕ|θ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞

✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝❛s❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐s t❤❛t✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❧♦♥❣ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬❏◗❍✶✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠

t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r✲❧❛②❡r r❡❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r❛✈✐t② ❬❏❏❍✶✻❪✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱

❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ θ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s✿

fz(r, ϕ|θ) = g1(ϕ
′, r◦(ϕ′)|θ) + g2(ϕ

′, r◦(ϕ′)|θ)

ϕ′ = mod(π/2− ϕ, 2π)
✭✹✳✶✮

✱ ✇❤❡r❡ g1(ϕ
′, r◦(ϕ′)|θ) ✐s t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ t♦

❝♦♥s✐❞❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥t❡r✲❧❛②❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱
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✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡

❛♥❞ g2(ϕ
′, r◦(ϕ′)|θ) ✐s t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❝♦♦❦✐❡✲❝✉tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ s❛✇✲t♦♦t❤ ❛♥❞

sq✉❛r❡ ✇❛✈❡ ❢♦r♠s t♦ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥

s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❛✮ t❤❡ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❙②s✲
t❡♠❀ ✭❜✮ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❬❏◗❍✶✻❪

❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞

s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❙▲❆ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❧✐♠✐t❡❞

t♦ ♦♥❧② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss s❡tt✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s

❤✐♥❞❡rs ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r♦t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr✐❝✳

✹✳✷✳✷ ❙②st❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇❛r♣❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❚❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✢❛t ❛♥❞ t❤✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✲

✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❡♠❡❞ ❛s ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❲❛r♣❛❣❡

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❛rt ✈♦❧✉♠❡

✐♥ t❤❡ ❆▼ ♣r♦❝❡ss ❬❙❩❩✶✻❪✱ ♦r t♦ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣❛rt ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ str❡ss❡s ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❬❆❇❈✶✽❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✇❛r♣❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t♦ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ❬❙❩❩✶✻❪✱

t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❆▼ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❼ ❈✉r❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❞✉❡ t♦ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt

❧❛②❡rs✳

❼ ❚r❛♣❡③♦✐❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ♣❛rt ❡❞❣❡s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡rs✳

❼ ❇❧♦❝❦❡❞ s❤r✐♥❦❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣♦✇❞❡r✲❜❛s❡❞ ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s

❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❧♦♦s❡ ♣♦✇❞❡r ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ ♣❛rt

❣❡♦♠❡tr②✳

❼ P✐♥❝✉s❤✐♦♥ ❡✛❡❝t ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❧❛♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐♥❞❡r

s♦❧✐❞✐✜❡s ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② t❤❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❣✐♦♥s✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜✐♥❞❡r ❥❡tt✐♥❣

♣r♦❝❡ss❡s✳

❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❝✉r❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t♦r t♦ ♦✉t✲♦❢✲

♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝✉r❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ t❤✐♥✲♣❧❛t❡

r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛rt✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❢❛❝t♦rs ❬❙❩❩✶✻✱ ❙❇❏+✶✻❪✿ ❛✛❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ d✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡ δb ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ δt✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs✱ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣❡♥s❛✲

t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡

♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❉❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ t❤✐♥✲♣❧❛t❡ ♣❛rt
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✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡

■♥ ❬❆❇❈✶✽❪✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❉▼ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡r✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛rt ❣❡♦♠❡tr②✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❡st ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✢❛t r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❧❛t❡s✳

■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❛r♣❛❣❡ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✢❛t♥❡ss ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ✸❉ s❝❛♥♥❡r✱ ❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② δt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ✐s ❛ t❤✐♥ ♣❧❛t❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t δb ≈ δt ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

❛s✿

δb =
3

4
α(Tg − Tc)

l2m∆h

h2
(1− m∆h

h
)f(h,∆h,m, a)

f(h,∆h,m, a) =































1, ✐❢ a ≥ 4
3

1, ✐❢ a < 4
3
, h ≥ 3m∆h

2−
√
4−3a

1− 1
4
(2 + c)(1− c)2, ✐❢ a < 4

3
, h < 3m∆h

2−
√
4−3a

c = a−b
3b(1−b)

, b = m∆h
h

a =
σY

Eα(Tg − Tc)

✭✹✳✷✮

✱ ✇❤❡r❡ α ✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ Tg ✐s t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ Tc ✐s

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t❡❞ ❝❤❛♠❜❡r❀ l, w, h ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣❛rt✱

∆h ✐s t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❀ a ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

❛♥❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥t σY ✱ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s E✱ α✱ Tg ❛♥❞ Tc✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✱

t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡✱ ♦♥❧② ❣✐✈❡s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳

❆♥♦t❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❲❳❏✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✲❧❛②❡r

❛♥❞ ✐♥tr❛✲❧❛②❡r ✇❛r♣❛❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

δb =
n3∆h

6α(Tg − Tc)(n− 1)
×
{

1− cos

[

3αL

n∆h
(Tg − Tc)

n− 1

n2

]}

✭✹✳✸✮

✱ ✇❤❡r❡ Tg, Tc,∆h s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷❀ L ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛❝❦✐♥❣

s❡❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧②

❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❡✛❡❝t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ s✐♠✲

♣❧❡ t❤✐♥✲♣❧❛t❡ ♣❛rts ✐♥ t❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡rs ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ✈❛r✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❡✛❡❝t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r✲

❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✇❛r♣❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❛s ∆z(x, y) = f(x, y)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♥♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❋r❡❡✲❢♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋❋❉✮✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡

❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳

✹✳✷✳✸ ❘❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞✱ t❤❡ ✉♥❡①✲

♣❡❝t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐t②✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✶ t♦ ♠♦❞❡❧

t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❙▼❙ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ✈❡rt❡① ♥♦r♠❛❧s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠

♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts ♦❢ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜✉✐❧❞

❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts

❛t ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛t

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤ts✱ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡

s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣♦✐♥ts t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠ ❛ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞

❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❲✐t❤ t❤❡

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❧✐❝❡ ❝♦♥t♦✉r

♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞
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✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱

❡✐t❤❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛②❡r ♦r ✐♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❛②❡rs✱ t❤✉s ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❧❛②❡r ❛♥❞

✐♥t❡r✲❧❛②❡r r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❛♥❞♦♠

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧♦r

♠❛♣✳

✹✳✷✳✹ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❋r❡❡✲❋♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋❋❉✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋❋❉✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡

❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳

❖r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❙P✽✻❪✱ ❢r❡❡✲❢♦r♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋❋❉✮ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝✉❜❡ ♦r ❤✉❧❧ t❤❛t ❡♥❝❧♦s❡s

t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❋❋❉ ❜②♣❛ss❡s

t❤❡ ✐♥tr❛✲♦❜❥❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❜r✐♥❣s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡♥❡✜ts ❬▲❋❈+✶✽❪✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥

✇✐t❤✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❛t ❢✉❧❧② ✇r❛♣s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

✈♦❧✉♠❡ ✐s ❢✉rt❤❡r s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ tr✐❝✉❜✐❝ ❇❡③✐❡r

❤②♣❡r♣❛t❝❤❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ✸❉ ❣r✐❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts Pijk✳ ❊❛❝❤ ❤②♣❡r♣❛t❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs u✱v✱ ❛♥❞ w✱ ✇❤❡r❡ u, v, w ∈ [0, 1]✳

❆♥② ♣♦✐♥t (x, y, z) ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✿

FFD(x, y, z) =
l
∑

i=0

m
∑

j=0

n
∑

k=0

Bl
i(u)B

m
j (v)Bn

k (w)Pijk ✭✹✳✹✮

✱ ✇❤❡r❡ Bl
i(u)✱B

m
j (v) ❛♥❞ Bn

k (w) ❛r❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ l✱m ❛♥❞ n✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ Bn
k (w) =

n!
k!(n−k)!

wk(1−w)n−k❀ l+1✱m+1 ❛♥❞ n+1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧

♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✳ ❇② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡

❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❆ ❧❛r❣❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙▼❙ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❋❋❉ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❡♣s✿

❼ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧❡✈❡❧

♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts Pijk ♦♥ ❡❛❝❤

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳

❼ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t Mnom(x, y, z) ♦❢ t❤❡ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧✱ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡✲

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

t❡rs (u, v, w) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t❤❛t ✐t ❧✐❡s ✐♥✳

❼ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ∆Pijk ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❛s P ′
ijk = Pijk +∆Pijk✳

❼ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s Mdev(x, y, z) ♦❢ t❤❡ ❙❚▲ ♣♦✐♥ts ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣

Pijk ✇✐t❤ P ′
ijk ✐♥ ✹✳✹✳

✹✳✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ ❛ sq✉❛r❡

♣❛rt ✇✐t❤ L = 40mm s✐❞❡✲❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ h = 10mm ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❙❚▲ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧

❛s ✐ts ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❛✮✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✵ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts

❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ x ❛♥❞ y ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✷ ♣♦✐♥ts ♦♥ z

❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ❧❛②❡r✱ t❤✉s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛s

s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❜✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✱ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ❧❛②❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s δb ❛♥❞ δt t❤❛t ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡

❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛t ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡r✱ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❜✮✱

❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♥ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ δb ❛♥❞ δt r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤

d ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s d = L/2✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ t✇♦ ❝✉❜✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ∆zb(x, y) = fb(x, y) ❛♥❞ ∆zt(x, y) = ft(x, y) ❛r❡ ✜tt❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠ ♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞

♣♦✐♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❛✮ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ ❋❋❉ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❙❚▲

❛♥❞ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♦♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❜✮ s❤♦✇s

t❤❡ ❙❚▲ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧♦r ♠❛♣✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞✳

❲✐t❤ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❤❡r❡ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞

♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s µ = 0✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s σ = 0.05 ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛s lρ = 10✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢

❡❛❝❤ ❙❚▲ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♦✉t✲♦❢✲

♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞

✹✳✻✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♠♦❞❡❧✳
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✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❚▲ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ❋❋❉ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐ts
❜♦✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❙❚▲ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

✹✳✷✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡

♣r❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❙❈❙ ❜② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦

✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ✜t ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t

r❡♣r❡s❡♥ts ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ♦♥❧②

❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❛rts t❤❛t ❤❛✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❞❡s✐❣♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❘❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡

s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s t❤❛t ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ❡✛❡❝ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡

✇❛r♣❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t

t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛t ❧♦❝❛❧ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t♦♣ ❛♥❞

❜♦tt♦♠ ❧❛②❡rs✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❋❋❉✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❞✉❝t

s✉r❢❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❛t ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ❡❛r❧②

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡✳

✹✳✸ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐✲

❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥✲

❞♦♠ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❙t❛❣❡ ❛s ❡♠♣✐r✐❝❛❧

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉t ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲✐t❤

✈❛r✐❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❡ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤

t❤✐♥✲♣❧❛t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ♦r r♦t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✉♥❞❡r✲

st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ❖♥ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▲▼ ♣r♦❝❡ss
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✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❊❆ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❙▼❆✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ♣❛rt ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✹✳✸✳✶ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤ st❛t✉s✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ❞❛t❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr② ✐s ♥❡✐t❤❡r ✈✐s✐❜❧❡ ♥♦r ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤

❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✳

❼ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠❛② ✈❛r② ❛♠♦♥❣ ♣❛rts ♠❛♥✉✲

❢❛❝t✉r❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt ❬❈❲❚✶✽✱

❘P✵✼❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛s t❤❡ ♣❛rt s✐③❡ ✈❛r✐❡s✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬❈❲❚✶✽✱ ❙P❘✶✷❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❤✐❣❤✲✜❞❡❧✐t②

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❤❛r❞❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ❢❛❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❋❊❆ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦✲

❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ st❛rts ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s p = (p1, p2, p3, p4)

❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rts✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✭p1✮✱ ❧❛s❡r ♣♦✇❡r ✭p2✮ ❛♥❞ s❝❛♥ s♣❡❡❞

✭p3✮✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♣❛rt ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p4 ❛♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t h ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ❛ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♠❛❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡♣♦rts ❛❜♦✉t

t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣❛rt ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r t♦ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♥s✐❧❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ❬▲▲●✶✼❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡

♣♦✇❞❡r✲❜❡❞ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦✇❡r ❛♥❞ s❝❛♥ s♣❡❡❞ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt ❬❙P❘✶✷❪✳

❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❙▲▼ ♣r♦❝❡ss ✐s

❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬▲▲●✶✼✱ ▼❩❉✶✼❪✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤❛♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❛♣✲
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❜❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❖t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤♦s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

s❝❛♥♥✐♥❣ str❛t❡❣②✱ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❝❛♥ ♣❛tt❡r♥s ❛t ❡❛❝❤

❧❛②❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛r❡ ❦❡♣t ❛s ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❛❧❧

s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ●❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤

◆❡①t✱ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞

❧❛②❡r✱ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❋❊❆ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t h ❛♥❞

❢✉rt❤❡r ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

❧❛②❡r✳

❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ ♣❛rt ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s t♦

❛ ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡✱ ❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❇❛s❡❞ t❤❡r❡♦♥✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s

✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t✇♦

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❈❚✮ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ✭❙❙❆✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛✲

t♦rs✱ ❡✳❣✳✱ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❉❈❚ ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❝♦r❡s ✐♥ ❙❙❆✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❬❍❈✵✷✱ ▼❈❍❘✶✵✱ ▲▲❍✶✵✱ ❍▲❈+✶✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ❙▼❙ ❬❩❆❙+✶✸✱ ❙❆▼❲✶✹✱ ▲❩❉❙✶✽❪✱

❜✉t r❛r❡ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❆▼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦✲

❝❡ss ✭●P✮ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
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✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

s❡ts s❡❧❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛❧✉❡s

❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ●P ♠♦❞❡❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦✉❧❞

♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ ♥❡✇ ♣❛rt ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts

❢r♦♠ ♣❛rt s✐③❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r✲♣❡r✲

❧❛②❡r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧

❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✹✳✸✳✷ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss

❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ♣♦s❡ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣❧❡♥t② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss

❡✈❡♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt ❤❛r❞❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞

♣❛rts✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥❞✉❝t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✈✐r✲

t✉❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❣✐✈❡♥ s❡tt✐♥❣s ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦st s♦❧✉t✐♦♥s

tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❙❚▲ ✐♥t♦ ❛♥ ❋❊ ♠❡s❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✈♦①✲

❡❧s✱ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❙♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞❛t❛

str✉❝t✉r❡✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✉s❡rs ❝♦✉❧❞ ❡①tr❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥✲♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❛❧s♦ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❆▼ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡

❆♥s②s ❆❞❞✐t✐✈❡➤ ❢♦r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ Np ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠✲

❜✐♥❛t✐♦♥s p ∈ RNp×4 ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡✱ t❤❡♥ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧s

♦❢ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s s❤❛♣❡ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✐③❡s p4 ❛♥❞ t❤❡ t❡ss❡❧❧❛t❡❞ ❙❚▲

✜❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs (p1, p2, p3) ❛r❡ s❡t ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✐♥ ❙❚▲

✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈♦①❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ✈♦①❡❧ s✐③❡✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r♠♦✲

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ ❜✐♥❛r② ✜❧❡

❝♦♥s✐st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ x, y ❛♥❞ z ❛t

❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✜❧❡

❛s ∆z(x, y)✱ ✇❤❡r❡ (x, y) ✐s t❤❡ ✷❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ ❧❛②❡r✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ∆z ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rt✱ Nl ❧❛②❡rs ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t

✈❛r②✐♥❣ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t h✱ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Npl = Np ∗Nl ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱

✽✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ (p, h)✳

✹✳✸✳✸ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❉✐s❝r❡t❡ ❙♠♦♦t❤ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❋♦r ♣❛rts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛t ✈❛r✐❡❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ t✇♦

❡①❛♠♣❧❡ ♣❛rts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ ❡♥❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❢♦r ♠♦❞❛❧

❛♥❛❧②s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❉❈❚✱ ❞❛t❛ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❧❛②❡rs ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛

✉♥✐❢♦r♠ M ×N ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr②✳

❋♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧❛②❡r✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ ❜♦✉♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡ t❤❛t

❢✉❧❧② ❡♥❝❧♦s❡s ❛❧❧ t❤❡ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ M ♥♦❞❡s ❛❧♦♥❣ x✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ N ♥♦❞❡s ❛❧♦♥❣ y✲❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡s❡

♥♦❞❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✭❜✮✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜♦t❤ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❡t ❛s δx = δy =

1mm✱ t❤✐s ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✷❉ s❤❛♣❡✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥s t♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✷❉ s❤❛♣❡ ✐♥ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

(xm, yn,∆z(xm, yn));m = 0, · · · ,M − 1;n = 0, · · · , N − 1✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✭❝✮✳

❚❤✐s ♣r♦✜❧❡ ❡♥❛❜❧❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡r

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ✧s❤❛♣❡✧ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛♥ ❆▼ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

✈♦①❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

❣r✐❞✱ t❤✉s ❝❛✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐ss✉❡s ❛t ❡♠♣t② ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥❞❡s✐r❡❞

♠♦❞❡s ❛♥❞ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s t❤❛t ✇❡ ❛r❡

❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✭❛✮✱ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❛rt ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r✐❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦①❡❧ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤✱ ♠❛❦✐♥❣

✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❧✐③❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❣r✐❞ ❞❛t❛✱ ❛s

s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✭❜✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t (xm, yn) ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇✐t❤

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ∆z(xm, yn)✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ (x0, y0,∆z0(x0, y0)) ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ s✉✣❝✐❡♥t s♠♦♦t❤♥❡ss✱

t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❛❜❧② tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣

✾✵



✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

t❤❡ t❛r❣❡t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐♥t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ S ✇❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ (xm, yn,∆z(xm, yn))✳ ❚❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❛s F (S)✳ ❆s ❛ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣②✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❙♠♦♦t❤ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❉❙■✮ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❣♦♦❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❬▼❛❧✽✾❪✱ t❤✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

❢♦r s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❉❙■ tr❡❛ts t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ✷❉ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❧②

✐♥t❡r♣♦❧❛t❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❣r❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② F (S) ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❝♦♥str❛✐♥ts ❬▼❛❧✾✷❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❢♦r ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❦♥♦✇♥ ✭❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥t✮❀ ❢♦r ♦t❤❡r ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡

✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ P (x0, y0,∆z0(x0, y0)) ❛s ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✭❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥t✮✳

❉❡♥♦t❡ Ω ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s ♦❢ S✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜② ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s η(k), k = 1, ...K✱ ✇❤❡r❡ K = M ∗ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t✱ Ω ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s❡ts✿ Ω0 ❛♥❞ Ω1✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s η(Ω0) ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ η(Ω1) ❛r❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ s❡ts

♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s η(k) ❢♦r Ω✱ ❉❙■ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✜♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

✾✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

r♦✉❣❤♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

R∗(η) =
∑

k∈Ω
µ(k)R(η |k)+

∑

i

ωiρ(η |Λi) ✭✹✳✺✮

✱ ✇❤❡r❡ R(η|k) ❞❡♥♦t❡s ❛ ❧♦❝❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ♥♦❞❡ k ❛♥❞ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡✲

s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ k❀ ρ(η|Λi) ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ η(k)

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts Λi❀ µ(k) ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ R(η|k) ❛♥❞ ωi s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❵❝❡rt❛✐♥t② ❢❛❝t♦r✬ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❇♦t❤ µ(k) ❛♥❞ ωi ❛r❡ s❡t ❛s ✶ t♦ ❛ss✐❣♥ ❡q✉❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦

t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts R(η|k) ❛♥❞ ρ(η|Λi) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

❛s✿

R(η |k) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

α∈N(k)

vα(k)η(α)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

ρ(η |Λi) =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

α∈Ω
Ai(α)η(α)− bi

∣

∣

∣

∣

∣

2
✭✹✳✻✮

✱ ✇❤❡r❡ N(k) ❛r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ ♥♦❞❡ k t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② F (S)✱ ❛♥❞ vα(k) ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✲

❤♦♦❞✳ (Ai, bi) ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡ Λi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧

♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t P ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥

❞✐r❡❝t✐♦♥ D✱ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ T (η(α0), η(α1), η(α2)) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ S t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤

t❤❡ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ P ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ D✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t♦ ❡♥s✉r❡

t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t p s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤

P ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥t

❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (Ai, bi) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▼❛❧✽✾❪✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼❛❧❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ η∗ ❡①✐sts t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

r♦✉❣❤♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❬▼❛❧✽✾❪✿

❼ Ω1 ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t✳

❼







vα(k) > 0, ∀α ∈ N(k)

vk(k) = −
∑

α∈N(k) v
α(k)

✱ ✇❤❡r❡ N(k) ❛r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ ♥♦❞❡ k t❤❛t

✾✷



✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❉❙■

❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤ G✳

❼







µ(k) > 0, ∀k ∈ Ω

ωi > 0, ∀i

❆♣♣❛r❡♥t❧② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡t✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜②

s❡tt✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠ ♦❢ vα(k)✳ ❲✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ ∂R∗(η)/∂η(k) = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ Ω✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

η(k) = −G(k) + Γ(k)

g(k) + γ(k)
✭✹✳✼✮

✱ ✇❤❡r❡ G(k), g(k) ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ❛t ♥♦❞❡ k

❛♥❞ Γ(k), γ(k) t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞

♦♥ k✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥ ❬▼❛❧✾✼❪✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t

❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✼ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s

✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢

✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥

♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡

✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

❆❢t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❉❙■ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ Npl ❧❛②❡rs ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❛ s♠♦♦t❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛ss✐❣♥❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s s♦ t❤❛t ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②

❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❙■ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❉❙■ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉ts✿ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡s η(Ω0)✱ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ G✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
µ(k), vα(k))

❖✉t♣✉ts✿ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡s η(Ω1)
✶✿ η(Ω1) ← ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
✷✿ ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❞♦
✸✿ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ Ω1 ❞♦
✹✿ η(α) = −G(α)+Γ(α)

g(α)+γ(α)

✺✿ ❡♥❞ ❢♦r
✻✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧

♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛ss✐❣♥❡❞

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ✭❛✮ ❉❙■ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥❀ ✭❜✮ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❙■

✹✳✸✳✹ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ Npl ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉❈❚ ❛♥❞ ❙❙❆✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞

♠♦❞❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs t❤❛t ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

✾✹



✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✹✳✸✳✹✳✶ ▼♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❉❈❚

❉❈❚ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛s ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬❆◆❘✼✹❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛ss✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛✉❞✐♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❉❈❚

✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❍❈✵✷❪ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ ❛♥ ❆▼✲❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥

t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❢♦r♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ f(m,n) = ∆z(xm, yn) ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞

❛t s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts (xm, yn) = (mδx, nδy) ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y

❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧❛②❡r ♣❧❛♥❡✱ ✇❤❡r❡ δx, δy ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡

❛❞❛♣t✐✈❡❧② s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐③❡ ♦❢ s❤❛♣❡✳ m = 0, ..,M − 1;n = 0, .., N − 1

✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢②

t❤❡ ❉❈❚ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬❍❈✵✷❪✿

❼ ❙♠♦♦t❤♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♣❧❛♥❡ ✐s ❤✐❣❤❧② s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦r✲

r❡❧❛t❡❞✱ t❤✉s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ s✐❣♥❛❧✱

❛♥❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭s✉❝❤ ❛s s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦r

✇❛✈✐♥❡ss✮ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳

❼ ❍❡✐❣❤t ✜❡❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡❞ ❤❡✐❣❤t

✜❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ f(m,n)✳

❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❉❈❚✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❡❛❝❤ r❡♣✲

r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡

❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s✿

C(u, v) =
M−1
∑

m=0

N−1
∑

n=0

f(m,n)g(m,n, u, v), f(m,n) =
M−1
∑

u=0

N−1
∑

v=0

C(u, v)g(m,n, u, v)

g(m,n, u, v) =
1√
M

1√
N
αuαv cos

(2m+ 1)πu

2M
cos

(2n+ 1)πv

2N

αu|v =







1, u|v = 0
√
2, u|v 6= 0

✭✹✳✽✮

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

✱ ✇❤❡r❡ C(u, v) ❛r❡ ❉❈❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r ♠♦❞❡ ✇✐t❤

s♣❛❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② (u, v) ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❉❈❚ ❢♦r ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧✐❡s ✐♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱

❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤r♦✉❣❤ tr✉♥❝❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥

❡♥❡r❣② s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♠♦❞❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❊❙❈✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣②

♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ r❛t✐♦ δE ∈ [0, 1]✿

∑

ΨE
C2(u, v)

M−1
∑

m=0

N−1
∑

n=0

f 2(m,n)

≥ δE; (u, v) ∈ ΨE ✭✹✳✾✮

✱ ✇❤❡r❡ ΨE ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡t ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣r❡s❡r✈❡ δE ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❆♥♦t❤❡r tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❉✐st❛♥❝❡ ❈r✐✲

t❡r✐♦♥ ✭❍❉❈✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡②s ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❍▲❈+✶✹❪✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ s❡ts ♦❢

♠♦❞❡s✱ ❍❉❈ ❦❡❡♣s t❤❡ ♦♥❡ ΨH t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✲

✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜❡❧❞ f(m,n) ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ fΨH
(m,n)

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ δH ✿ d(f(m,n), fΨH
(m,n)) ≤ δH ✱

✇❤❡r❡ d(·, ·) ✐s t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍❡r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞

❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊❙❈ ❛♥❞ ❍❉❈ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✿ (u, v) ∈ ΨC = ΨE

⋂

ΨH ✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠❡t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞ t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ f(m,n) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✹✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C = {C(u, v)}u,v∈ΨC
✳ ◆♦✇

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✵✱ ✇❤❡r❡ ε(m,n) ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✐❢ ❛

❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

f(m,n,C) =
∑

u,v∈ΨC

C(u, v)g(m,n, u, v) + ε(m,n) ✭✹✳✶✵✮

❚❤r♦✉❣❤ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ ♠♦❞❡s ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❝♦✉❧❞

♣r❡s❡r✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C✱ ❛s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳

❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ Npl ♣r♦✜❧❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛

✾✻



✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s

❝♦♠♠♦♥ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝r♦ss ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ s♦♠❡ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡s t❤❛t

❛r❡ ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤✉s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡ ✉♥✐♦♥ Πc ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

Nc ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢

Πc ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ Npl × Nc ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ (i, j)✲t❤ ❡♥tr②

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ▼♦❞❡ j ♦♥ ♣r♦✜❧❡ i✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✶✳

C =

















C11 C12 · · · C1Nc

C21 C22 · · · C2Nc

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

CNpl1 CNpl2 · · · CNplNc

















✭✹✳✶✶✮

❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ Cj ∈ RNpl ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡❞

♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ❧❛②❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡

RNpl×4 ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❛t❛ s❡t✱ ❛❧t♦❣❡t❤❡r t❤❡② ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ (p, h,Cj) ❢♦r t❤❡

❝♦♥s❡q✉❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✹✳✸✳✹✳✷ ▼♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❙❙❆

❙❙❆ r❡❢❡rs t♦ ❛ s❡t ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❤❛♣❡s

✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■t ✐s ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡

♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ❙❙❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡rs

t♦ ♠♦❞❡❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❬▼❈❍❘✶✵✱ ❲▲▲❙✶✹❪✳ ■♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢

❙▼❙✱ ❙❙❆ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❑❉❊✲P❉▼ ♠❡t❤♦❞ ✭✷✳✸✳✸✳✷✮ t♦ ❝❛♣t✉r❡

✾✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rt ❧❛②❡rs

t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❥♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞

s❤❛♣❡s ❬❙❆▼❲✶✹❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ P♦✐♥t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✭P❉▼✮ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥

t♦ ❝♦♥❞✉❝t ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r Npl ❧❛②❡rs ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs (x, h)✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❙❙❆ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡

♠❛✐♥ ♣❛tt❡r♥s ✭♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❙❙❆ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❙●✵✷❪✿

❼ ❚r❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛s t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s ❢♦r ❙❙❆✳

❼ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s ✐s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡✳

❼ ❙❤❛♣❡ ❆❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥✱

s❝❛❧❡ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞

♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞

❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✳

❼ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧✭❙❙▼✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s✱ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐✲

❛t❡ ❙❙▼ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ P♦✐♥t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

▼♦❞❡❧ ✭P❉▼✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳

✾✽



✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈♦♦t❡s ❡t ❛❧✳ ❬❈❚❈●✾✺✱ ❈❊❚✵✶❪✱ P❉▼ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ s❤❛♣❡ ❬❉❚❆+✵✸❪✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ P❉▼

✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s ❛s ❛ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤

❛❧✐❣♥❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ r❡♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

Xi = [x1, x2, · · · , xMp
, y1, y2, · · · , yMp

,∆z1,∆z2, · · · ,∆zMp
]T ; i = 1, · · · , Npl

✱ ✇❤❡r❡ Mp ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts M ∗ N ✱ ❛♥❞ ∆zj = ∆z(xj, yj) ✐s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❆

♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s X̄ =
∑Npl

i=1 Xi/Npl✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② ΣX =
∑Npl

i=1(Xi − X̄)(Xi − X̄)T/Npl✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐s

r❡❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❞❛t❛ X✱ t❤❡ st❡♣s

♦❢ P❈❆ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs V ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ΣX ✳

❼ ❘❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✴❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣❛✐rs ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❊❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞

r❛t✐♦✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡t❛✐♥❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✳

argmin
t

(

∑t
i=1 λi

∑Npl

j=1 λj

≥ ratio

)

✭✹✳✶✷✮

❼ ❚r❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

✐ts s❝♦r❡s ❛s si = V T
t (Xi − X̄) ∈ Rt✱ ✇❤❡r❡ Vt ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✜rst t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❼ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

Xi ≈ X̄ + Vtsi ✭✹✳✶✸✮

❚❤❡ s❝♦r❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r✬s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ P❈❆

s♣❛❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❉❈❚✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ Npl×t ♠❛tr✐① ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✹✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ (i, j)✲t❤ ❡♥tr② ❞❡♥♦t❡s t❤❡ j✲t❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❝♦r❡ ♦❢ ♣r♦✜❧❡ i ✐♥ t❤❡

P❈❆ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ sj ∈ RNpl ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ♦♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✾✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛rt ❧❛②❡r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞

✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ sj ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ RNpl×4 ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❛t❛ s❡t✱ t❤✉s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ (p, h, sj)✳

s =

















s11 s12 · · · s1t

s21 s22 · · · s2t
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

sNpl1 sNpl2 · · · sNplt

















✭✹✳✶✹✮

✹✳✸✳✺ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss

❆s ❤❛s ❜❡❡♥ st❛t❡❞ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❍❈✵✷❪✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②✲

s✐s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t②♣✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② s♦♠❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❉❈❚ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

s❝♦r❡s ✐♥ ❙❙❆✳ ❯♥❧✐❦❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤♦s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐❧✲

❧✉str❛t❡ ❝❧❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞

❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❆▼ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❢❛r

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ t❤✉s ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡s

❝❛♥♥♦t ❤❛r❞❧② ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ♠♦❞❡❧

✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣

♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ♥❡✇ ♣❛r❛♠✲

❡t❡r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

●P ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ♥❡✇ ✐♥♣✉ts ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛♠♦♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❤❡r❡ Ij ✐s ✉s❡❞ t♦

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cj, j = 1, · · · , Nc ♦r P❈❆ s❝♦r❡

sj, j = 1, · · · , t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ❛ ●P ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛s✿

Ij(p, h) = µj(p, h) + Zj(p, h) ✭✹✳✶✺✮

✱ ✇❤❡r❡ µj(p, h) s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛♥❞ Zj(p, h) ✐s ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●P ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

❡✛❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❜❡②♦♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ µj(p, h) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛

✶✵✵



✹✳✸✳ ▲❛②❡r✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s µj(p, h) = βTΦ(p, h)✱

✇❤❡r❡

Φ(p, h) = (1, h, ..,pa, .., h2, ..(pa)2, .., hpa, .., papb, ..); a, b = 1, ..., 4 ✭✹✳✶✻✮

❛r❡ t❤❡ ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢ p ❛♥❞ h❀ β ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s

t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞

❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤r♦✉❣❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ▲❛ss♦ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❬❚✐❜✾✻❪ ✐s ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✉❝ts ❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s µ̂j(·, ·)✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

●P ♠♦❞❡❧ ✐s q✉✐t❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉ts✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ t❤❡ ✬r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❇❋✮✬✲❜❛s❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✼✳

k((p1, h1), (p2, h2))

= σ2
f exp

[

−
4
∑

l=1

λl(p
l
1 − pl2)

2 − λ0(h1 − h2)
2

]

✭✹✳✶✼✮

❚❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs (λ0, ..., λd) ❛♥❞ σf ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡✲

❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ (p, h, Ij) ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r ❢♦r ❡❛❝❤

♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

Îj(p, h) = µ̂j(p, h) +KT
∗ K

−1(Ij − µ̂j(p, h)) ✭✹✳✶✽✮

✱ ✇❤❡r❡ µ̂j(p, h) ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥❀ K∗ ✐s ❛ Npl✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ p✲

t❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛s k̂((pp, hp), (p, h))❀ K ✐s t❤❡ Npl × Npl tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

✇✐t❤ t❤❡ (a, b)✲t❤ ❡♥tr② ❛s k̂((pa, ha), (pb, hb))❀ k̂(·, ·) ✐s t❤❡ ❘❇❋ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ●P ❢✉♥❝t✐♦♥s {Îj(x, h)}, j =

1, ..., Nc ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ❧❛②❡rs ♦❢

❛♥② ♣❛rt ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs (p∗, h∗)✳ ❆♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❉❈❚ f(m,n, Î(p∗, h∗)) ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✵✮ ♦r t❤❡ s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❙❆

Xi ≈ X̄ + VtÎ(p
∗, h∗) ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✸✮✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❛s

∆z(xm, yn)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥∆z0 ❛t ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr② (x0, y0)

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts (xm, yn) t❤r♦✉❣❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s

❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ♠❛♣ ❣r✐❞❞❡❞ ❞❛t❛ t♦ q✉❡r②

♣♦✐♥ts✳ ❲✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❣r✐❞ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ ❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❙▼❙✳

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥

sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ ♣❛rts✳ ▲❛t✐♥ ❍②♣❡r❝✉❜❡ ❉❡s✐❣♥ ✭▲❍❉✮ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✶✺ ❧❡✈❡❧s

♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❜❛s❡❞ t❤❡r❡♦♥✱ Np = 15 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥✲

✐♥❣✳ ❚✇♦ ❡①tr❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r

s❛♠♣❧❡s t♦ t❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛

♠♦❜✐❧❡ ✇♦r❦st❛t✐♦♥ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✷✳✹✵ ●❍③ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼ ❈P❯✱ ❛♥ ✽ ●❇ ❘❆▼ ❛♥❞

t❤❡ ❲✐♥❞♦✇s ✶✵ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✹✳✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❚✐♠❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧✐sts t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❚②♣❡ ❝♦❧✉♠♥ ❞❡♥♦t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♦r t❡st✐♥❣✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

◆❖✳

P❛rt s✐③❡

✭♠♠✮
▲❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss

✭✉♠✮
▲❛s❡r ♣♦✇❡r

✭❲✮
❙❝❛♥ s♣❡❡❞

✭♠♠✴s✮
❚✐♠❡

✭♠✐♥✮
❚②♣❡

✶ ✶✺ ✽✺ ✷✽✵ ✷✹✵✵ ✶✹ ❚r❛✐♥

✷ ✶✽ ✾✵ ✶✾✵ ✶✻✵✵ ✶✻ ❚r❛✐♥

✸ ✷✶ ✹✵ ✷✸✵ ✶✸✵✵ ✾✶ ❚r❛✐♥

✹ ✷✹ ✻✵ ✶✻✵ ✶✼✵✵ ✸✵ ❚r❛✐♥

✺ ✷✼ ✸✺ ✶✽✵ ✷✶✵✵ ✽✸ ❚r❛✐♥

✻ ✸✵ ✼✺ ✷✵✵ ✶✵✵✵ ✶✺✽ ❚r❛✐♥

✼ ✸✸ ✺✵ ✷✷✵ ✶✾✵✵ ✼✺ ❚r❛✐♥

✽ ✸✻ ✻✺ ✷✼✵ ✷✷✵✵ ✺✶ ❚r❛✐♥

✾ ✸✾ ✸✵ ✷✻✵ ✶✹✵✵ ✼✵✻ ❚r❛✐♥

✶✵ ✹✷ ✽✵ ✷✾✵ ✶✽✵✵ ✶✽✼ ❚r❛✐♥

✶✶ ✹✺ ✼✵ ✶✼✵ ✶✶✵✵ ✸✻✷ ❚r❛✐♥

✶✷ ✹✽ ✹✺ ✷✺✵ ✶✷✵✵ ✻✻✶ ❚r❛✐♥

✶✸ ✺✶ ✾✺ ✷✹✵ ✶✺✵✵ ✸✺✹ ❚r❛✐♥

✶✹ ✺✹ ✺✺ ✷✶✵ ✷✵✵✵ ✶✸✾ ❚r❛✐♥

✶✺ ✺✼ ✶✵✵ ✶✺✵ ✷✸✵✵ ✶✾✺ ❚r❛✐♥

✶✻ ✷✻ ✽✵ ✷✹✺ ✶✽✺✵ ✹✵ ❚❡st

✶✼ ✸✺ ✾✺ ✶✾✺ ✷✷✺✵ ✺✹ ❚❡st

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✶✵✷



✹✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt s✐③❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ P❛rt s✐③❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❈❆❉ ♣❛rt ♠♦❞❡❧s ❛r❡

❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❤❡✐❣❤t ♦❢ 5mm✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣❛rt s✐③❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ ♣❛rts✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❧❛s❡r ♣♦✇❡r ❛♥❞

s❝❛♥ s♣❡❡❞ ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡tt✐♥❣ ❢♦r

♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭■♥❝♦♥❡❧ ✼✶✽✮✱ ❜❛s❡♣❧❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✸✺✸❑✮✱

❤❛t❝❤ s♣❛❝✐♥❣ ✭✶✵✵✉♠✮✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞

♣❛rt ✇✐t❤ ❛ ✶♠♠✲✐♥t❡r✈❛❧ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣ ❧❛②❡r✱ t❤✉s Nl = 6 ❧❛②❡rs ♦❢ ❞❛t❛ ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt ❛♥❞ Npl = 90 ❧❛②❡rs ✐♥ t♦t❛❧✳

❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt ❧❛②❡r ✐s ❢✉rt❤❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛♥ M(=

20)×N(20) r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ ✇✐t❤ 1mm ❣r✐❞ s✐③❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❉❙■ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❢♦r ♣❛rts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❜♦t❤ ❉❈❚ ❛♥❞ ❙❙❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✹✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❈❚✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❉❈❚ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥✲

❡r❣② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✵✳✾✺ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ✵✳✵✸✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❡s ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡

Npl ♣❛rt ❧❛②❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ Nc = 15 ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C s❡r✈❡ ❛s

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❞❛t❛ ❢♦r ●P tr❛✐♥✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✜rst ♥✐♥❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t

♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t✇♦ s❛♠♣❧❡ ❧❛②❡rs r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❛r❡

❛❧s♦ s❤♦✇♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡s ❝♦✉❧❞

r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡

❧❛②❡r ✶ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ✉♣✇❛r❞ ❝✉r❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢♦✉r ❝♦r♥❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ✷ ♠♦❞❡s

♠❛♥❛❣❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❝✉r❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ y ❛①❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡

❜♦✉♥❞❛r②✳ ▼♦❞❡ ✸ ✐s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✐♥ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

▼♦❞❡ ✹✱ ✻ ❛♥❞ ✾ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s✱ ❛♥❞ ▼♦❞❡ ✺✱

✼ ❛♥❞ ✽ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❛♥❞ t❤❡ ❝♦r♥❡rs✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❧❛②❡r ✷ s❤♦✇ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥

❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② ▼♦❞❡ ✷✱ ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✼✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛ ●P ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ tr❛✐♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs (p, h) ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s ✉s✐♥❣ ❛ ✺✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❚❤❡ tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ t❡st ♣❛rts✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✶✵✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❋✐rst ♥✐♥❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❞❛t❛

✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦♥ t❤❡ ✻ ❧❛②❡rs ♦❢ t❡st ♣❛rt ◆❖✳✶✻ ❛♥❞

◆❖✳✶✼✳ ■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❧♦✇ ❞♦ts ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

r❡❛❝❤❡s ❛ ♣r❡tt② ❝❧♦s❡ ✜tt✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●P ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡

✾✺✪ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆❢t❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t✇♦ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝②❛♥ ❛♥❞ ❜r♦✇♥ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡

✜❣✉r❡s✳ ■t✬s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ♠❛❥♦r ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤✉s

♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙✉♠ ♦❢ ❙q✉❛r❡s

❊rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ❛♥❞ ❘✲sq✉❛r❡ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rt t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❛t❛✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳

❚❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ t❡st s❡t ❦❡❡♣ ❛t ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞

t❤❡ ❘✲sq✉❛r❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✜tt✐♥❣ ❛❧s♦ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡

❛❝r♦ss t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rts✳ ■t✬s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ♣❛rt s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱

✶✵✹



✹✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rt ✭◆❖✳✶✻✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ●P
✇✐t❤ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rt ✭◆❖✳✶✼✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ●P
✇✐t❤ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧

✶✵✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② s❤♦✇s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥❞❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♣❛rts✱ s♦♠❡

❞❡t❛✐❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦st ❛❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❉❙■✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣r✐❞

❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❛✐s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt ✲ ❉❈❚ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❘✲sq✉❛r❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✲ ❉❈❚ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

✹✳✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❙❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ ♣❛rts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡

❙❙❆ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ P❉▼ ♦❢ t❤❡ Npl ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ ♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡

✶✵✻



✹✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ✜rst t = 4 ♠♦❞❡s ❡①♣❧❛✐♥ ✾✽✳✾✹✹✪ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ❦❡♣t ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡ s❝♦r❡s s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ●P ♠♦❞❡❧ ❛s r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs (p, h) ❛s ♣r❡❞✐❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●Ps ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❡❛❝❤ ♦❢

t❤❡ s❝♦r❡s✳

❚❤❡ tr❛✐♥❡❞ ●Ps ❛r❡ ❢✉rt❤❡r t❡st❡❞ ♦♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❡st ♣❛rts✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ t❡st

♣❛r❛♠❡t❡rs p∗ ❛s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❘♦✇ ◆❖✳✶✻ ❛♥❞ ◆❖✳✶✼ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ t❤❡ s❝♦r❡s s∗ ♦❢ t❡st

♣❛rt ❧❛②❡rs ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●Ps ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦❢

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥✈❡rs❡❧② ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr②

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ t❡st ♣❛rts

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✻ s❛♠♣❧❡❞ ❧❛②❡rs ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ s❝♦r❡s ❞♦❡s♥✬t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ❤❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢

s❝♦r❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●P ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ Pr❡❞✐❝t❡❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
❚❡st P❛rt ◆❖✳✶✻

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s t❤❛t✱ t❤❡ ❙❙❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡

✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ Pr❡❞✐❝t❡❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
❚❡st P❛rt ◆❖✳✶✼

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ t❡st ♣❛rts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ❢✉rt❤❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜♦①♣❧♦t

♦❢ t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❧❧ ♣❛rts✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ❉❈❚✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞ r❡❛❝❤❡s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤❡ ❘✲sq✉❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st ♣❛rts ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢

♦✈❡r ✾✽✪✱ t❤✉s ✐s ♥♦t ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤❡r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❘▼❙❊ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt ✲ ❙❙❆ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

✶✵✽



✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❆▼ ♣❛rts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❊❆✱ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❞❛t❛✳ ❚❤r♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢

♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❧❛②❡rs ♦❢ ❆▼ ♣❛rts ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss s❡tt✐♥❣s✳

▼♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❉❈❚ ❛♥❞ ❙❙❆✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✱ s♦♠❡

❣❡♥❡r❛❧ r❡♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

❼ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❙❙❆ ✐s ♠✉❝❤

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❉❈❚✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❙❙❆ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉❈❚ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣✉r❡❧② ✐♥ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❙❆ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ❜❡tt❡r

❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ❉❈❚✳

❼ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❛t❛ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ s✐♥❝❡ ❉❈❚ s❤♦✉❧❞ ❜❡

str✐❝t❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡✱ ❢♦r ♥♦♥✲r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡s✱ t❤❡

❞❛t❛ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦r ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡

❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ❜r✐♥❣ ✐♥ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ♠♦❞❡s✳ ❙❙❆ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠♦r❡

✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❞❛t❛ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡t

♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❙❙❆ ♦✛❡rs ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ✐t

❝♦♠❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡❡✲❢♦r♠ s❤❛♣❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t♦ ✉♥✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱

t❤❡ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳

❼ ❚❤❡ ❙❙❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

✐t ✐s ❤❛r❞❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠ ❢r♦♠ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❉❈❚ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✉s❡ ❋❊❆ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥s

t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐③❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❈♦♠♣✉t❡r ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❉❈❚✲❜❛s❡❞

✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❆▼

♠❡t❤♦❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♣❛rt✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥✲

t❛✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s❤♦✉❧❞

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡✲

❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧t ❢♦r s♦♠❡

❜❛s✐s s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ s❤❛♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t②

t♦ t❤❡ ❜❛s✐s s❤❛♣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙▼❙✱ ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞✳

■♥ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✱ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❧❛♥s ♦♥ t❤❡ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♠❛♥✉✲

❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✇✐t❤ ❡♥r✐❝❤❡❞ ♣r♦❝❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❛ss✐st ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ t✇✐♥

♦❢ ❆▼ ♣r♦❞✉❝ts ❬❙❆▼❲✶✼❪✳ ❇② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱

❤✐❣❤✲✜❞❡❧✐t② ✈✐rt✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥

❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✳

❙♦♠❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦s ♦r ✇♦r❦s s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ♣✉❜✲

❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❈❚✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛♣❡r ❡♥t✐t❧❡❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼♦❞❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❙❙❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

✷✾t❤ ❈■❘P ❉❡s✐❣♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❛ ♣❛♣❡r ❡♥t✐t❧❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ✐♥ ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳

✶✶✵



Chapter

5
Implementation and case study

❈♦♥t❡♥ts

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✷✳✷ ●r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✸ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✳ ✶✶✾

✺✳✸✳✶ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✸✳✷ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✸✳✸ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✸✳✹ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✶✶✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❙❚▲ ✜❧❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡

s❧✐❝✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ❧♦st✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡✱ ❛s ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡②s✱ s❤♦✉❧❞

❜❡ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts

♦r✐❣✐♥❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❚▲ ❛s ♣♦✐♥ts ❛♥❞

tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡ts t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲

♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥

❞❡✈✐❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s P ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐♠♣❧✐❡s r❡❝r❡❛t✲

✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ F ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱

❉❡❧❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ ♠❛②

r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣

t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ✐♥t❡r✲❧❛②❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❧❛②❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣

t❤❡ ❙▼❙ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❙❚▲ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❛ t♦♦❧❜♦① ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤

▼❆❚▲❆❇✳

✺✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❛②❡r✲✇✐s❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r

❣r❛♣❤✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✬s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❧❛♥❛r ❝r♦ss s❡❝✲

t✐♦♥s✬ ❬❇♦✐✽✽❪ ♦r ✬tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s✬ ❬❑❡♣✼✺❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ✷❉

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦✲

♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮ ❬P❑✾✻❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ Nl ♣❧❛♥❛r ❝♦♥t♦✉rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♦r❞❡r❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr② P = {Pi}, i = 1, ..., Nl✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡ (P ,V ) ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t

✶✶✷



✺✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❝♦♥t♦✉rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❡ t❛❦❡ t✇♦ s❡ts

♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ✭❈❈❲✮ ♦r❞❡r❡❞ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛s

P a = {Ai}, i = 1, ...,m ❛♥❞ P b = {Bj}, j = 1, ..., n✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡ts✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ n ∗m ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❉❡♥♦t❡ ❛ ❜✐♥❛r② ♠❛tr✐① M ✇✐t❤ s✐③❡ m× n ❛s ❛

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t aij ❡q✉❛❧s ✶ ✐❢ t❤❡ i✲t❤ ♣♦✐♥t Ai ♦❢ ❝♦♥t♦✉r P
a ✐s

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ j✲t❤ ♣♦✐♥t Bj ♦❢ ❝♦♥t♦✉r P
b✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ aij ❡q✉❛❧s ✵✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts

♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❑❡♣✼✺❪✿

❼ ❊❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❝♦♥t♦✉r

P a ♦r ❝♦♥t♦✉r P b✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ✐❢ aij = 1✱ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r ai+1,j = 1 ♦r ai,j+1 = 1✳

❼ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦♥ ♦♥❡ ❝♦♥t♦✉r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡

♦t❤❡r ❝♦♥t♦✉r✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿
∑m

i=1 aij ≥ 1 ❛♥❞
∑n

j=1 aij ≥ 1✳

❼ ❈r♦ss✲♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ aij = 1

❛♥❞ ai+1,j = 1✱ t❤❡♥ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ai,j+1 = 0✱ ❧✐❦❡✇✐s❡✱ ai+1,j = 0 ✐❢

❜♦t❤ aij = 1 ❛♥❞ ai,j+1 = 1 st❛♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

t❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

✶✶✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ t✇♦ ❈❈❲✲♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ❛s s❡❡♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t A1 ✐♥ P a✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❛ t♦✉r

♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ♣♦✐♥t ♣❛✐rs ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❧❡

❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬❍❑✾✺❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❈♦♥t♦✉r P a ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ ✐ts ✷❉ ♣❧❛♥❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✐ts ❝❡♥tr♦✐❞

❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ P b ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✷❉ ♣❧❛♥❡ ♦❢ P b✳

✷✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t Ai ∈ P a✱ ❛ s♣❛♥ t♦✉r Si ✐s s❡❛r❝❤❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ s❤♦rt❡st

s♣❛♥ S(i, j) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts Ai ✇✐t❤ Bj ∈ P a ❛♥❞

❤❛s t❤❡ s❤♦rt❡st ❧❡♥❣t❤ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ n ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② argmin
j
|AiBj|✳

✸✳ ❖♥❝❡ ❛ ❝✉rr❡♥t s♣❛♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t s♣❛♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❡✐t❤❡r S((i+1)%m, j)

♦r S(i, (j+1)%n)✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s♣❛♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝r♦ss✲

♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s s♣❛♥s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ■❢ ❜♦t❤ s♣❛♥s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱

t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

✹✳ ❚❤❡ s♣❛♥ t♦✉r t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♣❛♥ ❜❡✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐s ❡✐t❤❡r S((i−
1)%m, j) ♦r S(i, (j − 1)%n)✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ s♣❛♥ ❧❡♥❣t❤s ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

L(Si)✳

✺✳ ❙t❡♣ ✷ t♦ ❙t❡♣ ✹ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts Ai, i = 1, ...,m✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ m s♣❛♥

t♦✉rs✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❛♥ t♦✉r ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① î = argmin
i

L(Si)✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛♥s ✐♥ t❤✐s s♣❛♥ t♦✉r t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥t♦✉rs

❢♦r♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✳

❚❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣ts ❛ ❣r❡❡❞② s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♣❛♥s ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s O(m(m+ n))✳

✺✳✷✳✷ ●r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦

♥❡❛r❡st ✶✲❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ M ❢r♦♠ a11 t♦ amn ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡

❜❡st ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡

❣✐✈❡♥ ♠❡tr✐❝s✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❲P❋✶✺❪ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤

✶✶✹



✺✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞

G = {N,E}✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦❞❡ Nij ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t aij ✐♥ M ✱ ❛♥❞ ❛♥

❛r❝ E ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s (Nij, Nik) ❛❝t✉❛❧❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡

AiBjBk✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦✇ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ♣❛t❤ ✜♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛

♣❛t❤ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ G ❢r♦♠ N11 t♦ Nmn ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♣r❡s❡♥ts

❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦r

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ♠❡tr✐❝s s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦r ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❈♦♠♠♦♥ ♠❡tr✐❝s

❛r❡ ❬▼❙❙✾✷❪✿

❼ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡tr✐❝ ❬❑❡♣✼✺❪✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡tr✐❝ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ❛r❝ Eij = (Nij, Ni+1,j)

♦r (Nij, Ni,j+1) ❛ ✇❡✐❣❤t ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ v(i, j) ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ AiAi+1BjOb ♦r

AiBjBj+1Oa✱ ✇✐t❤ i ❛♥❞ j r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ m − 1 ❛♥❞ n − 1✳ Oa ❛♥❞ Ob ❛r❡

♦r✐❣✐♥s ♦❢ t❤❡ x−y ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❤❡r❡ ❝♦♥t♦✉rs P a

♦r P b ❧✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧

✈♦❧✉♠❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s π̂ = argmax
π

∑

Eij∈π v(i, j)✳ ❋✐❣✉r❡

✺✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡tr✐❝✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

✈♦❧✉♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t ❤♦❧❞ ❢♦r ❝♦♥❝❛✈❡ s❤❛♣❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ♠✉st

❜❡ t❛❦❡♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ ❜② ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲♦♣❡r❛t♦r t♦ ♠✐♥✲

♦♣❡r❛t♦r✳

❼ ❆r❡❛ ♠❡tr✐❝ ❬❋❑❯✼✼❪✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ❛r❝ Eij = (Nij, Ni+1,j) ♦r

(Nij, Ni,j+1) ❛ ✇❡✐❣❤t ❛s t❤❡ ❛r❡❛ s(i, j) ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡ ❢♦r♠❡❞ ❜②

AiAi+1Bj ♦r AiBjBj+1✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧

tr✐❛♥❣❧❡ ❛r❡❛ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s π̂ = argmin
π

∑

Eij∈π s(i, j)✳

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡tr✐❝

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♠❡tr✐❝✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♠❡tr✐❝

❼ ❙♣❛♥ ❧❡♥❣t❤ ♠❡tr✐❝ ❬❈❙✼✽✱ ❙❲P❋✶✺❪✳ ❚❤❡ ✬s♣❛♥✬ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s t❤❛t

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠

❡❛❝❤ ❝♦♥t♦✉r✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ Nij ❛ ✇❡✐❣❤t ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s♣❛♥ ❧❡♥❣t❤ l(i, j) = |AiBj|✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡

t♦t❛❧ s♣❛♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s π̂ = argmin
π

∑

Nij∈π l(i, j)✳

✶✶✻



✺✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛♥ ❧❡♥❣t❤ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s q✉✐t❡ r❡s❡♠❜❧❡s

t❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❚❤❡ s♣❛♥ ❧❡♥❣t❤ ♠❡tr✐❝

■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ s♣❛♥✲❧❡♥❣t❤ ♠❡tr✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❞✉❡ t♦ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ❞❡❛❧✲

✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❬▼❙❙✾✷❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✇❡✐❣❤ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❍❡r❡ ✇❡ s✐♠♣❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤♦✇ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿

❼ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛♥m×n ③❡r♦ ♠❛tr✐① Q✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

✉♣❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ N11 t♦ ✐t✳

❼ ❙❡t Q11 = l(1, 1)✱ ✇❤❡r❡ l(i, j) ✐s t❤❡ s♣❛♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♥♦❞❡ Nij✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧❧②

✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✜rst r♦✇ ❛♥❞ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ◗ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Q1i = Q1,i−1 + l1,i; i = 2, ...,m✱

Qj1 = Qj−1,1 + lj,1; j = 2, ..., n✳

❼ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts r♦✇✲❜②✲r♦✇ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Qij = li,j +min(Qi−1,j, Qi,j−1); i = 2, ..,m; j = 2, .., n✳

❼ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Qmn s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♦❢ ❛❧❧ ♣❛t❤s✱ ✐✳❡✳ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ t♦t❛❧ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡♥ tr❛❝❡ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ Qmn t♦ Q11 t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ♣❛t❤✳

✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♣❛t❤ ✜♥❞✐♥❣ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥t♦✉rs

■♥♣✉ts✿ ❙♣❛♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❡✐❣❤t ④l(i, j)⑥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ Nij ♦❢ G
❖✉t♣✉ts✿ ▲✐st ♦❢ ♥♦❞❡ ✐♥❞✐❝❡s L ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♣❛t❤
✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ m× n ③❡r♦ ♠❛tr✐① Q✱ ❧✐st L✱ st❛❝❦ S
✷✿ ❢♦r i ✐♥ ✷ t♦ m ❞♦
✸✿ Q[1][i] = Q[1][i− 1] + l[1][i]
✹✿ ❡♥❞ ❢♦r
✺✿ ❢♦r j ✐♥ ✷ t♦ n ❞♦
✻✿ Q[j][1] = Q[j − 1][1] + l[j][1]
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r
✽✿ ❢♦r i ✐♥ ✷ t♦ n ❞♦
✾✿ ❢♦r j ✐♥ ✷ t♦ m ❞♦

✶✵✿ Q[i][j] = l[i][j] + min(Q[i− 1][j], Q[i][j − 1])
✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✸✿ i←− n✱j ←− m
✶✹✿ ✇❤✐❧❡ i > 1 ♦r j > 1 ❞♦
✶✺✿ ✐❢ i > 1 ❛♥❞ ✭Q[i][j] ❡q✉❛❧s Q[i− 1][j] + l[i][j]✮ t❤❡♥
✶✻✿ ✐❢ j ❡q✉❛❧s n t❤❡♥
✶✼✿ S✳♣✉s❤✭(i− 1, 1)✮
✶✽✿ ❡❧s❡
✶✾✿ S✳♣✉s❤✭(i− 1, j)✮
✷✵✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✶✿ i←− i− 1
✷✷✿ ❡❧s❡
✷✸✿ ✐❢ Q[i][j] ❡q✉❛❧s Q[i][j − 1] + l[i][j] t❤❡♥
✷✹✿ ✐❢ i ❡q✉❛❧s m t❤❡♥
✷✺✿ S✳♣✉s❤✭(1, j − 1)✮
✷✻✿ ❡❧s❡
✷✼✿ S✳♣✉s❤✭(i, j − 1)✮
✷✽✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✾✿ j ←− j − 1
✸✵✿ ❡♥❞ ✐❢
✸✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✸✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✸✸✿ ✇❤✐❧❡ ♥♦t S✳✐s❊♠♣t② ❞♦
✸✹✿ L✳❛♣♣❡♥❞✭S✳♣♦♣✮
✸✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❧✐st L ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s✱ ♥❛♠❡❧② tr✐❛♥❣❧❡ ❡❞❣❡s✱ t♦ ❜❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡✱ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ t✇♦

❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣ts ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ r❡❛❝❤

❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♣❛♥

❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ s♦ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♥❡❡❞♥✬t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❢♦r

✶✶✽



✺✳✸✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠

❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ O(mn) ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❧❛②❡r

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t✇♦ s✐♥❣❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥t

❝♦♥t♦✉rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❢❛r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❡♥❝❡ ✐ss✉❡ ✇♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ❜♦t❤ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t♦✉r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧

❝♦♥t♦✉rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❛②❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱

t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✳ ■t❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❡❛❝❤

♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❛②❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞ tr✐❛♥❣✉❧❛r s✉r❢❛❝❡

♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s❡r✈❡s

❛s ❛♥ ❙▼❙ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♠♦❞❡❧✳

✺✳✸ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠

❲✐t❤ t❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ♥♦✇ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣

❙▼❙s ❢r♦♠ t❤❡ ❙❚▲✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❙❚▲ ✐s ✜rst s❧✐❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥

❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Nl ❧❛②❡rs ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts {Pi}, i =

1, · · · , Nl✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❈❈❲ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡✳ ❇② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥t♦ t❤❡ P❈❙✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞

❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❈❈❙✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛ ♥❡✇ s❤❛♣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ❧❛②❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧

♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s

t❤❡ ❙▼❙✳ ❆ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ▼❆❚▲❆❇ ✇✐t❤ ❛ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

♦❢ t❤✐s t♦♦❧❜♦① ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✇♦r❦✢♦✇ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t♦♦❧❜♦① ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛♥❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ sq✉❛r❡ ♣❛rt ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ✷✸mm s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✺mm

❤❡✐❣❤t✳

✶✶✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧❜♦①

✺✳✸✳✶ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛♥❡❧

■♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ♣❛rt ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡ ❛♥❞

❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉rs {Pi}, i = 1, · · · , Nl ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❧✐❝✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ ✇✐t❤ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞

❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❙▼❙✱

❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶mm ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ t❤✉s Nl = 6✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❢✉rt❤❡r

tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ P❈❙ ❛s {ri(θ)} ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ✷❉ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ P❈❙ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧♦t ✇✐❞❣❡t ❜②

❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ s❧✐❞❡r t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛②❡r t♦ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞✳

✺✳✸✳✷ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧

■♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜❛s❡❞

♠❡t❤♦❞ ✭❋❙❊✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❆s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✲

✉r❡ ✺✳✽✭❛✮✱ t❤❡ ❋❙❊ ♠❡t❤♦❞ r❡❝❡✐✈❡s ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s ✭❋❙✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ai, bi}, i =
1, · · · , Nl ❛s ✐♥♣✉t✱ ✇❤❡r❡ ai✱ bi ❛r❡ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✜✈❡

s❧✐❞❡r ✇✐❞❣❡ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ✉s❡rs ❝❛♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❛❞❥✉st ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ s❝❛❧✐♥❣✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛t✲

t❡r♥s ✐♥ P❈❙✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✭❜✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s

{Ψi}, i = 1, · · · , Nl ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ Ψi ✐s t❤❡ ✺✲❡❧❡♠❡♥t

✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❊✐t❤❡r t❤❡ ❋❙ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✶✷✵



✺✳✸✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛♥❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❛✈❡❞ ✐♥ ❛ ✳♠❛t ✜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s {∆ri(θ)} ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♣❧♦t ✇✐❞❣❡ts

❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ P❈❙

❛s r′i(θ) = ri(θ) + ∆ri(θ)✳ ❇② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ s❤❛♣❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❈❈❙ ❛♥❞

❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞

✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❳ ❛♥❞ ❨ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳

✺✳✸✳✸ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦r ✐♥ ❛ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r t❤r♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

❋r❡❡✲❢♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋❋❉✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

♠♦❞❡❧ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❋❋❉

♦♣❡r❛t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ♦♥

t❤❡ ❜♦①✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✢❡①✐❜❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r t♦ r❡❛❝❤

✶✷✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧

❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡

♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❧♦❛❞❡❞ t♦ t❤❡ t♦♦❧❜♦①✱ ❜❛s❡❞

♦♥ ✇❤✐❝❤ ❋❋❉ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡

♥❡①t st❡♣✱ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❡❞

❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡s❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡rs

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t❡st sq✉❛r❡ ♣❛rt✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧❡❞

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ❋❋❉ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧

♣❛rt ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

▼♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ ❆▼ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈♦①❡❧ ♣♦✐♥ts✱ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥

❛ ✳❝s✈ ✜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❧♦❛❞❡❞ t♦ t❤❡ t♦♦❧❜♦①✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✭❛✮✳

❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r s♠♦♦t❤❡❞ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ✇❤♦s❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧

❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱ ❉❈❚ ✐s ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❉❈❚ ♠♦❞❡s ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✭❜✮✱ t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛②❡r ✹ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ✻ ❉❈❚ ♠♦❞❡s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣

♦✈❡r 95% ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✳

❚♦ ❡♥❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❉♦❊✮ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs p ∈

✶✷✷



✺✳✸✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ✲ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ✲ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❉❈❚

✶✷✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

RNp×4✱ ❣✉✐❞❡❞ ❜② ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡

❝♦❧❧❡❝t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡✳ ❆ t❛❜❧❡ ✇✐❞❣❡t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞

✐♥ t❤❡ t♦♦❧❜♦① s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛

s♣❡❝✐✜❝ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rts ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

r♦✇ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❛rt ❛♥❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r ❤❡✐❣❤t h t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❧✐❞❡r ✇✐❞❣❡t✱

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ✲ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ♣❛rts

❚❤❡ Npl = Np ∗Nl ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤

❙❙❆ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❇② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❙❙❆ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ♣r♦✜❧❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ♦♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦❞❡ j ♦❢ ♣r♦✜❧❡ i ✇✐❧❧

❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ (i, j)✲t❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐s ❝❧✐❝❦❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♣r♦✜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡s✱ ❛s s❡❡♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ♣r❡❞✐❝t♦rs

❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ s❝♦r❡s ❛s r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡

♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❡✇ ♣❛rts✳

✺✳✸✳✹ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧

❚❤❡ t❡st ♣❛rt ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞② ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥

t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t

♦❢ ❙❙❆✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rt ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

✶✷✹



✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ✲ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s

❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧t r❡❛❝❤❡s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ❛r❡

❢✉rt❤❡r ❞❡✈✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦♥❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts✱ t❤❡

♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠

s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆t t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ t❤❡ ❧❛②❡r

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❧❛②❡r

❣❡♦♠❡tr✐❡s t♦ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❙▼❙ ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rt✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▼❙ s✉r❢❛❝❡ ❛❧♦♥❣ ①✱ ② ❛♥❞ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❙▼❙ ❢♦r ❛♥ ❆▼ ♣❛rt ✐s ❡①✲

♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s♣❛♥ t♦✉r ❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❝♦♥t♦✉rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ♣❛rt s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❙▼❙

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r✲♣❡r✲❧❛②❡r ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❆▼✳ ❲✐t❤ ❛❧❧ s✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱

❛ t♦♦❧❜♦① ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❙▼❙ st❡♣✲✇✐s❡✳ ❉✐✛❡r✲

❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡♠ ❛r❡

✶✷✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ ❛ t❡st ♣❛rt✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧
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Chapter

6
Conclusion

❈♦♥t❡♥ts

✻✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✷ ❋✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♣♦s❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ✐♥

❆▼✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❧❛②❡r✲♣❡r✲❧❛②❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧s♦ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞

❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❧❛②❡r ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❧❛②❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

♠❛t✉r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ r✐❝❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♥❡✇ ❛tt❡♠♣ts ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇

❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✻✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❆ s✉r✈❡② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r

❆▼ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ❢♦❝✉s ♦♥✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ s❤r✐♥❦❛❣❡✳ ●❡♥❡r❛❧ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r str❡♥❣t❤✱ ✇❡❛❦♥❡ss ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥str❡❛♠

❆▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❤❛s ❜❡❡♥

♠❛❞❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ❤❛s ❝♦✈❡r❡❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤

✐♥t❡r❡sts ✐♥ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇

♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❆▼✳

❼ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙▼❙ ❛r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② r❡✈✐❡✇❡❞✳ ❆s

t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❙▼❙ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❙▼❙ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢♦r ❆▼

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t♦❧❡r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛ss❡♠❜❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s

❛r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❆▼

❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❚❤✐s r❡✈✐❡✇ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞

s❡r✈❡s ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❆▼ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞✲

✶✷✽



✻✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝♦♥✈❡②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❼ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲

♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❆▼ ♣r♦❝❡ss

❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛✣♥❡ s❤❛♣❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ♠❛♥❛❣❡s t♦ r❡♣✲

r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❣❡♥✲

❡r❛❧✐t② ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✳

❼ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣

t❤❡ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆ ♥♦✈❡❧ str❛t❡❣② ✐s ❛❧s♦

♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❙▼❙ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥

♠❡t❤♦❞s ❡♥❞♦✇s t❤❡ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡①♣❛♥❞❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②

❛❞❛♣t t♦ ♥❡✇ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❼ ❆ t♦♦❧❜♦① ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ▼❆❚▲❆❇ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡

t❤❡ ✇♦r❦s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ t♦♦❧❜♦① st❛rts ❢r♦♠ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❙❚▲ ✜❧❡

♦❢ ❛ ♣❛rt ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝ts st❡♣✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✳ ❯s❡rs ❝♦✉❧❞ ✢❡①✐❜❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✈✐❡✇ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❙▼❙ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❞❡♠♦♥✲

str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ t❤✐s t♦♦❧❜♦① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✉♣❣r❛❞❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t②

t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❢✉❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳

✻✳✷ ❋✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ✇♦r❦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ②❡t✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤

t♦♣✐❝s r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡

❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞✳

❼ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r✹✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡

✶✷✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s s❡r✈❡ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ s♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠

t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧②

❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❉❈❚ ❛♥❞ ❙❙❆ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ●P ♠♦❞❡❧s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦

t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❛s❦✱ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇♦r❦✲✢♦✇

❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

❼ ❈✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦st❧② ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜r✐♥❣s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❡♥❡✜ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡✲s❛✈✐♥❣ ❞❛t❛

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦✇ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡

s♦♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❆▼ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱

s✉❝❤ ❛s ♣♦r♦s✐t②✱ s✉r❢❛❝❡ ✜♥✐s❤ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② s✉♣♣♦rt r❡♠♦✈❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r

❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤✉❣❡ t❛s❦ ❢♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✲

✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣❛rts✱ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❛♥♦t❤❡r ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❼ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❢❛❝t♦rs

✐♥ t❤❡ ❆▼ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤♦✉❣❤ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦✈❡rs s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡

❙▲▼ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ s✉❝❤ ❛s

❤❛t❝❤ s♣❛❝✐♥❣✱ ❜✉✐❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ s❝❛♥ ♣❛tt❡r♥✱ ♣♦✇❞❡r ❜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

♠❛② ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ s✉❝❤ ❢❛❝t♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉✐❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ❤❡♥❝❡

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❛

❝♦♠♠♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❛❧s♦ ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ❛ ♣❛rt ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣

♥❡✇ ♠♦❞❡❧s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♥❡✇ ❢❛❝t♦rs✳

❼ ❚❤❡ s❤❛♣❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t②

❛♠♦♥❣ s❤❛♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❖♥❣♦✐♥❣

✶✸✵



✻✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❈◆◆✮ t♦ ❧❡❛r♥

t♦ ♣r❡❞✐❝t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ t②♣✐❝❛❧ ❈◆◆ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❧❛②❡r✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❧❛②❡r✱ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡

t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❡✐t❤❡r ❝❧❛s✲

s✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❈◆◆ ❢♦r ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐s

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇✐t❤✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ t❛❦✐♥❣

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈◆◆✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛ ❈◆◆ ❛r❝❤✐✲

t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✐s

❛ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✐♠✐t❛t✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠❛❣❡ ❢♦r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ✷❉ s❤❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥s ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡

♦✉t♣✉t ✐s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❤❛♣❡

❛❧♦♥❣ x✱y ❛♥❞ z r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
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♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rts ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❆▼✳
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■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❛❧s♦ t♦ t❤❛♥❦ ♠② s♣♦♥s♦rs ♦❢ t❤❡ ❈❤✐♥❛ ❙❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ❈♦✉♥❝✐❧✱ ▼s✳▼✐♥

❩❤❛♦ ❛♥❞ ▼r✳❏✐♥❣s♦♥❣ ❋❛♥✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡✐r ❤❡❧♣✱ ■ ✇♦✉❧❞♥✬t ❤❛✈❡ ❣♦t t❤❡ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ t♦

❢♦❧❧♦✇ ♠② P❤✳❞ st✉❞②✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❞❡❛r ❢r✐❡♥❞✱ ❉r✳▲❧♦②❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ♠②

❣✐r❧❢r✐❡♥❞✱ ▼❡♥❣q✐ ❳✐❡✱ ❛♥❞ ♠② ♣❛r❡♥ts ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡ s♣✐r✐t✉❛❧❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t ✇r✐t✐♥❣

t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ♠② ❧✐❢❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

✶✸✸
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✷✸✿✸✷✾✕✸✹✻✱ ✷✵✶✽✳

❬❈❊❚✵✶❪ ❚✐♠♦t❤② ❋ ❈♦♦t❡s✱ ●❛r❡t❤ ❏ ❊❞✇❛r❞s✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❏ ❚❛②❧♦r✳ ❆❝t✐✈❡

❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ✫ ▼❛❝❤✐♥❡

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✭✻✮✿✻✽✶✕✻✽✺✱ ✷✵✵✶✳

✶✸✻

https://www.autodesk.com/products/netfabb/overview
https://www.autodesk.com/products/netfabb/overview
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❤❛♠✳ ❆❝t✐✈❡ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧s✲t❤❡✐r tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥

❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✻✶✭✶✮✿✸✽✕✺✾✱ ✶✾✾✺✳

❬❈❚❲✶✼❪ ▲♦♥❣✇❡✐ ❈❤❡♥❣✱ ❋✉❣❡❡ ❚s✉♥❣✱ ❛♥❞ ❆♥❞✐ ❲❛♥❣✳ ❆ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❚r❛♥s❢❡r ▲❡❛r♥✲

✐♥❣ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙❤❛♣❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳

■❊❊❊ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ✷✭✹✮✿✶✾✽✽✕✶✾✾✸✱ ✷✵✶✼✳

❬❈❲❚✶✽❪ ▲♦♥❣✇❡✐ ❈❤❡♥❣✱ ❆♥❞✐ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❋✉❣❡❡ ❚s✉♥❣✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■■❙❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✺✵✭✺✮✿✸✾✹✕✹✵✻✱

✷✵✶✽✳

❬❉❇▼✵✽❪ ❏❡❛♥ ❨✈❡s ❉❛♥t❛♥✱ ❆❧❡① ❇❛❧❧✉✱ ❛♥❞ ▲✉❝ ▼❛t❤✐❡✉✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✲ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✳ ❈❆❉ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱
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❬❉❍●+✶✼❪ ❏❡❛♥ ❨✈❡s ❉❛♥t❛♥✱ ❩❤✐❝❤❡♥❣ ❍✉❛♥❣✱ ❊❞♦❤ ●♦❦❛✱ ▲❛③❤❛r ❍♦♠r✐✱ ❆❧❛✐♥ ❊t✐✲

❡♥♥❡✱ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥♥❡t✱ ❛♥❞ ▼✐❝❦❛❡❧ ❘✐✈❡tt❡✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠❛♥✲

❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✳ ❈■❘P ❆♥♥❛❧s ✲ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✻✭✶✮✿✶✻✶✕✶✻✹✱ ✷✵✶✼✳

❬❉■▼✶✹❪ ❊r✐❦ ❘ ❉❡♥❧✐♥❣❡r✱ ❏❡✛ ■r✇✐♥✱ ❛♥❞ P❛♥ ▼✐❝❤❛❧❡r✐s✳ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✲

✐♥❣ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♣❛rts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡

❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✸✻✭✻✮✿✵✻✶✵✵✼✱ ✷✵✶✹✳

❬❉❚❆+✵✸❪ ❘❤♦❞r✐ ❍ ❉❛✈✐❡s✱ ❈❛r♦❧❡ ❏ ❚✇✐♥✐♥❣✱ P ❉❛♥✐❡❧ ❆❧❧❡♥✱ ❚✐♠ ❋ ❈♦♦t❡s✱ ❛♥❞

❈❤r✐st♦♣❤❡r ❏ ❚❛②❧♦r✳ ❙❤❛♣❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣✉s ✉s✐♥❣ ❛♥

♠❞❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❇✐❡♥♥✐❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣

✐♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✸✽✕✺✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✳
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✼✵✷✱ ✶✾✼✼✳
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♦❞s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ P❤✐❧♦✲

s♦♣❤✐❝❛❧ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❆✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞
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❚♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✖ ❋♦r♠ ❞❡❢❡❝ts ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞❛❧ ❞❡✲

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❈❆❉ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✾✶✿✹✻✕✺✾✱
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❬❍❑✾✺❪ P❛r❦ ❍②✉♥❣❥✉♥ ❛♥❞ ❑✐♠ ❑✇❛♥❣s♦♦✳ ✸✲❞ s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✷✲❞

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ✺✿✶✼✶✕✶✽✺✱ ✶✾✾✺✳

❬❍▲❈+✶✹❪ ❲❡♥③❤❡♥ ❍✉❛♥❣✱ ❏✐♥②❛ ▲✐✉✱ ❱✐❥②❛ ❈❤❛❧✐✈❡♥❞r❛✱ ❉❛r❡❦ ❈❡❣❧❛r❡❦✱ ❩❤❡♥②✉

❑♦♥❣✱ ❛♥❞ ❨✐♥❣q✐♥❣ ❩❤♦✉✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✳ ■■❊ ❚r❛♥s❛❝✲
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❬▲●❈❍✶✾❪ ❍❡ ▲✉❛♥✱ ▼❛r❝♦ ●r❛ss♦✱ ❇✐❛♥❝❛ ▼ ❈♦❧♦s✐♠♦✱ ❛♥❞ ◗✐❛♥❣ ❍✉❛♥❣✳ Pr❡✲

s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ♣♦✇❞❡r ❜❡❞ ❢✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r

❛❝❝✉r❛❝② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱

✶✹✶✭✶✮✿✵✶✶✵✵✽✱ ✷✵✶✾✳

❬▲❍✶✺❪ ❍❡ ▲✉❛♥ ❛♥❞ ◗✐❛♥❣ ❍✉❛♥❣✳ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❞ ♣r✐♥t❡❞ ❢r❡❡❢♦r♠ ♣r♦❞✉❝ts✳ ■♥ ✷✵✶✺ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭❈❆❙❊✮✱ ♣❛❣❡s ✾✶✷✕

✾✶✼✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✺✳

❬▲❍✶✼❪ ❍❡ ▲✉❛♥ ❛♥❞ ◗✐❛♥❣ ❍✉❛♥❣✳ Pr❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢

✐♥✲♣❧❛♥❡ s❤❛♣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✸✲❉ ♣r✐♥t❡❞ ❢r❡❡❢♦r♠ ♣r♦❞✉❝ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✲

❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✹✭✶✮✿✼✸✕✽✷✱ ✷✵✶✼✳

✶✹✵
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❬▲❏❨✶✽❪ ❏✐♥❣r❛♥ ▲✐✱ ❘❛♥ ❏✐♥✱ ❛♥❞ ❍❛♥❣ ❩✳ ❨✉✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ ❛♥❞

❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✲

✐♥❣✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✶✸✾✿✹✼✸✕✹✽✺✱ ✷✵✶✽✳

❬▲▲●✶✼❪ ❈❤❛♦ ▲✐✱ ❏✐♥❣❢✉ ▲✐✉✱ ❛♥❞ ❨✉❡❇✐♥ ●✉♦✳ ❊✣❝✐❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt

❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✐♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❧❛s❡r ♠❡❧t✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝✲

t✉r✐♥❣✱ ✶✼✿✶✺✼✕✶✻✽✱ ✷✵✶✼✳

❬▲▲❍✶✵❪ ❏♦♥❛t❤❛♥ ▲❡❝♦♠♣t❡✱ ❖❧✐✈✐❡r ▲❡❣♦✛✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥ ❨✈❡s ❍❛s❝♦❡t✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❢♦r♠ ❞❡❢❡❝ts ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥t❡r♥❛✲

t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✺✶✭✾✲✶✷✮✿✶✵✸✸✕✶✵✹✹✱

✷✵✶✵✳

❬▲P❆+✶✾❪ ❚✐♥❣ ▲✐✉✱ ▲❛✉r❡♥t P✐❡rr❡✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ❨❛♥❧♦♥❣ ❈❛♦✱ ❛♥❞ ❏✐❛♥❣①✐♥ ❨❛♥❣✳

❋♦r♠ ❞❡❢❡❝ts ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②t♦♣❡✲❜❛s❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❉❡s✐❣♥✱ ✶✹✶✭✻✮✿✵✻✶✼✵✷✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✾✳

❬▲❙❆▲✶✺❪ ❋❧♦r✐❛♥❡ ▲❛✈❡r♥❡✱ ❋ré❞ér✐❝ ❙❡❣♦♥❞s✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ❛♥❞ ▼❛r❝ ▲❡ ❈♦q✳ ❆ss❡♠✲

❜❧② ❇❛s❡❞ ▼❡t❤♦❞s t♦ ❙✉♣♣♦rt Pr♦❞✉❝t ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❆❞❞✐t✐✈❡

▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✿ ❆♥ ❊①♣❧♦r❛t♦r② ❈❛s❡ ❙t✉❞②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❉❡s✐❣♥✱

✶✸✼✭✶✷✮✿✶✷✶✼✵✶✱ ✷✵✶✺✳

❬▲❙❆▲❈✶✹❪ ❋❧♦r✐❛♥❡ ▲❛✈❡r♥❡✱ ❋ré❞ér✐❝ ❙❡❣♦♥❞s✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ❛♥❞ ▼❛r❝ ▲❡ ❈♦q✳ ❉❢❛♠

✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✿ ❆ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❢♦st❡r ❡❛r❧② ❞❡s✐❣♥

st❛❣❡s✳ ❈❖◆❋❊❘❊✱ ❙✐❜❡♥✐❦✱ ❈r♦❛t✐❛✱ ✷✵✶✹✳

❬▲❩❉❙✶✽❪ ❏✐❛♥❤✉❛ ▲✐✉✱ ❩❤✐q✐❛♥❣ ❩❤❛♥❣✱ ❳✐❛♦②✉ ❉✐♥❣✱ ❛♥❞ ◆❛♥ ❙❤❛♦✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❢♦r♠

❡rr♦rs ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❦✐♥

♠♦❞❡❧ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱

✶✵✹✿✹✺✕✺✾✱ ✷✵✶✽✳

❬▼❛❧✽✾❪ ❏❡❛♥✲▲❛✉r❡♥t ▼❛❧❧❡t✳ ❉✐s❝r❡t❡ s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥

●r❛♣❤✐❝s ✭❚❖●✮✱ ✽✭✷✮✿✶✷✶✕✶✹✹✱ ✶✾✽✾✳

❬▼❛❧✾✷❪ ❏❡❛♥✲▲❛✉r❡♥t ▼❛❧❧❡t✳ ❉✐s❝r❡t❡ s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳

❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✹✭✹✮✿✶✼✽✕✶✾✶✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✷✳

✶✹✶
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❬▼❛❧✾✼❪ ❏❡❛♥✲▲❛✉r❡♥t ▼❛❧❧❡t✳ ❉✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❣❡♦❧♦❣②✱ ✷✾✭✷✮✿✶✾✾✕✷✶✾✱ ✶✾✾✼✳

❬▼❈❍❘✶✵❪ ❚✐♠♦t❤② ■ ▼❛t✉s③②❦✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❏ ❈❛r❞❡✇✲❍❛❧❧✱ ❛♥❞ ❇❡r♥❛r❞ ❋ ❘♦❧❢❡✳ ❚❤❡

❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡✴♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❦❞❡✲♣❞♠✮ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧

s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ st❛♠♣✐♥❣s ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧✐❡s✳ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞

❈♦♠♣✉t❡r✲■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ✷✻✭✹✮✿✸✼✵✕✸✽✵✱ ✷✵✶✵✳

❬▼▼P+✶✹❪ ❘✐❝❤❛r❞ ▼❛rt✉❦❛♥✐t③✱ P❛♥ ▼✐❝❤❛❧❡r✐s✱ ❚♦❞❞ P❛❧♠❡r✱ ❚❛r❛s❛♥❦❛r ❉❡❜❘♦②✱

❩✐✲❑✉✐ ▲✐✉✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❖t✐s✱ ❚❛❡ ❲♦♦❦ ❍❡♦✱ ❛♥❞ ▲♦♥❣✲◗✐♥❣ ❈❤❡♥✳ ❚♦✇❛r❞ ❛♥

✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

♣r♦❝❡ss ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ✶✿✺✷✕✻✸✱ ✷✵✶✹✳

❬▼PP✶✼❪ ●✐♦✈❛♥♥✐ ▼♦r♦♥✐✱ ❙t❡❢❛♥♦ P❡trò✱ ❛♥❞ ❲✐❧♠❛ P♦❧✐♥✐✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❈■❘P ❆♥♥❛❧s ✲

▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✻✭✶✮✿✵✕✸✱ ✷✵✶✼✳

❬▼❙❙✾✷❪ ❉❛✈✐❞ ▼❡②❡rs✱ ❙❤❡❧❧❡② ❙❦✐♥♥❡r✱ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡t❤ ❙❧♦❛♥✳ ❙✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ ❝♦♥t♦✉rs✳

❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ❖♥ ●r❛♣❤✐❝s ✭❚❖●✮✱ ✶✶✭✸✮✿✷✷✽✕✷✺✽✱ ✶✾✾✷✳

❬▼❩❉✶✼❪ ❚✉❤✐♥ ▼✉❦❤❡r❥❡❡✱ ❲ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❚❛r❛s❛♥❦❛r ❉❡❜❘♦②✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✷✻✿✸✻✵✕✸✼✷✱ ✷✵✶✼✳

❬◆P❆✶✸❪ ●❛✉r❛✈ ◆❛✈❛♥❣✉❧✱ ❘❛t♥❛❞❡❡♣ P❛✉❧✱ ❛♥❞ ❙❛♠ ❆♥❛♥❞✳ ❊rr♦r ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥

▲❛②❡r❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ P❛rts ❜② ❙t❡r❡♦❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❋✐❧❡ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣

❛ ❱❡rt❡① ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✸✺✭✸✮✿✵✸✶✵✵✻✱ ✷✵✶✸✳

❬◆❲❋✵✺❪ ❨✐②✐ ◆✐♥❣✱ ❨✳ ❙✳ ❲♦♥❣✱ ❛♥❞ ❏❡rr② ❨✐♥❣ ❍s✐ ❋✉❤✳ ❊✛❡❝t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❤❛t❝❤

❧❡♥❣t❤ ♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❛❧ ❧❛s❡r s✐♥t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ P❛rt ❇✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ✷✶✾✭✶✮✿✶✺✕✷✺✱ ✷✵✵✺✳

❬◆❲❋▲✵✻❪ ❨✐②✐ ◆✐♥❣✱ ❨✳ ❙✳ ❲♦♥❣✱ ❏❡rr② ❨✐♥❣ ❍s✐ ❋✉❤✱ ❛♥❞ ❍❛♥ ❚♦♥❣ ▲♦❤✳ ❆♥ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❜✉✐❧❞ ❡rr♦rs ✐♥ ❞✐r❡❝t ♠❡t❛❧ ❧❛s❡r s✐♥t❡r✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✲

❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✭✶✮✿✼✸✕✽✵✱ ✷✵✵✻✳

✶✹✷
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❬P❆✶✺❪ ❘❛t♥❛❞❡❡♣ P❛✉❧ ❛♥❞ ❙❛♠ ❆♥❛♥❞✳ ❆ ♥❡✇ ❙t❡✐♥❡r ♣❛t❝❤ ❜❛s❡❞ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t ❢♦r

❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈❆❉ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✻✸✿✽✻✕

✶✵✵✱ ✷✵✶✺✳

❬P❋✼✼❪ ❊r✐❝ P❡rs♦♦♥ ❛♥❞ ❑✐♥❣✲❙✉♥ ❋✉✳ ❙❤❛♣❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣✲

t♦rs✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ s②st❡♠s✱ ♠❛♥✱ ❛♥❞ ❝②❜❡r♥❡t✐❝s✱ ✼✭✸✮✿✶✼✵✕✶✼✾✱

✶✾✼✼✳

❬P❑✾✻❪ ❍②✉♥❣❥✉♥ P❛r❦ ❛♥❞ ❑✇❛♥❣s♦♦ ❑✐♠✳ ❙♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ s❡r✐❛❧

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❈❆❉ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✽✭✶✷✮✿✾✾✺✕✶✵✵✺✱ ✶✾✾✻✳

❬PP❆✶✹❪ ◆❡❡r❛❥ P❛♥❤❛❧❦❛r✱ ❘❛t♥❛❞❡❡♣ P❛✉❧✱ ❛♥❞ ❙❛♠ ❆♥❛♥❞✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ P❛rt ❆❝❝✉✲

r❛❝② ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ Pr♦❝❡ss❡s ❯s✐♥❣ ❛ ❦✲❞ ❚r❡❡ ❇❛s❡❞ ❈❧✉st❡r❡❞

❆❞❛♣t✐✈❡ ▲❛②❡r✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱

✶✸✻✭✻✮✿✵✻✶✵✶✼✱ ✷✵✶✹✳

❬❘❛s✵✻❪ ❈❛r❧ ❊❞✇❛r❞ ❘❛s♠✉ss❡♥✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ s②st❡♠s✱ ✶✹✭✷✮✿✻✾✕✶✵✻✱ ✷✵✵✻✳

❬❘❡❤✶✵❪ ❖❧❛❢ ❘❡❤♠❡✳ ❈❡❧❧✉❧❛r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧❛s❡r ❢r❡❡❢♦r♠ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ❈✉✈✐❧❧✐❡r ●öt✲

t✐♥❣❡♥✱ ✷✵✶✵✳

❬❘P✵✼❪ ◆ ❘❛❣❤✉♥❛t❤ ❛♥❞ P✉❧❛❦ ▼♦❤❛♥ P❛♥❞❡②✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r♦✉❣❤

s❤r✐♥❦❛❣❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜② ✉s✐♥❣ t❛❣✉❝❤✐ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❧❛s❡r s✐♥t❡r✐♥❣✳ ■♥✲

t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦♦❧s ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ✹✼✭✻✮✿✾✽✺✕✾✾✺✱ ✷✵✵✼✳

❬❙❆▼❲✶✹❪ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❙❝❤❧❡✐❝❤✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ▲✉❝ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❛♥❞ ❙❛♥❞r♦ ❲❛rt③❛❝❦✳ ❙❦✐♥

♠♦❞❡❧ s❤❛♣❡s✿ ❆ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ s❤✐❢t ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✺✵✿✶✕✶✺✱ ✷✵✶✹✳

❬❙❆▼❲✶✺❪ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❙❝❤❧❡✐❝❤✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ▲✉❝ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❛♥❞ ❙❛♥❞r♦ ❲❛rt③❛❝❦✳ ❈♦♥✲

t❛❝t ❛♥❞ ▼♦❜✐❧✐t② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❆ss❡♠❜❧✐❡s ❇❛s❡❞ ♦♥ ❙❦✐♥

▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ✐♥ ❊♥❣✐✲

♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✺✭✷✮✿✵✷✶✵✵✸✱ ✷✵✶✺✳

❬❙❆▼❲✶✼❪ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❙❝❤❧❡✐❝❤✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ▲✉❝ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❛♥❞ ❙❛♥❞r♦❲❛rt③❛❝❦✳ ❙❤❛♣✲

✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ t✇✐♥ ❢♦r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❈■❘P ❆♥♥❛❧s ✲

▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✻✭✶✮✿✶✹✶✕✶✹✹✱ ✷✵✶✼✳

✶✹✸
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❬❙❆❩+✶✹❪ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❙❝❤❧❡✐❝❤✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ❩ ❩❤✉✱ ▲✐❤♦♥❣ ◗✐❛♦✱ ▲✉❝ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❛♥❞

❙❛♥❞r♦ ❲❛rt③❛❝❦✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❘♦❜✉st ❉❡s✐❣♥ ✭■❙♦❘❉✬✶✹✮✱ ✷✵✶✹✳

❬❙❇❏+✶✻❪ ❈❤r✐st♦♣❤ ❙❝❤♠✉t③❧❡r✱ ❋❛❜✐❛♥ ❇❛②❡r❧❡✐♥✱ ❙t❡♣❤❛♥ ❏❛♥s♦♥✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❙❡✐❞❡❧✱

❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋ ❩❛❡❤✳ Pr❡✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛r♣❛❣❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝✲

t✉r✐♥❣✳ ■♥ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ❉✐r❡❝t ❉✐❣✐t❛❧ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❉❉▼❈✮✱

❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✶✻✳

❬❙❉❍+✶✹❪ ❆r♠❛♥ ❙❛❜❜❛❣❤✐✱ ❚✐rt❤❛♥❦❛r ❉❛s❣✉♣t❛✱ ◗✐❛♥❣ ❍✉❛♥❣✱ ❏✐③❤❡ ❩❤❛♥❣✱ ❡t ❛❧✳

■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✸❞ ♣r✐♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢

❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✭✸✮✿✶✸✾✺✕✶✹✶✺✱ ✷✵✶✹✳

❬❙●✵✷❪ ▼✐❦❦❡❧ ❇ ❙t❡❣♠❛♥♥ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❉❡❧❣❛❞♦ ●♦♠❡③✳ ❆ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ st❛✲

t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❉❡♥♠❛r❦✱ ❉❚❯✱ ✶✺✭✶✶✮✱ ✷✵✵✷✳

❬❙❤❛✶✹❪ ❑✉♥❛❧ ❙❤❛r♠❛✳ ❙❧✐❝❡ ❈♦♥t♦✉r ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❢♦r
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❬❩❈✵✽❪ ❨ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❑ ❈❤♦✉✳ ❆ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦❢ ♣❛rt ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ ❢✉s❡❞ ❞❡♣♦✲

s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s

♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ P❛rt ❇✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ✷✷✷✭✽✮✿✾✺✾✕✾✻✽✱ ✷✵✵✽✳

❬❩❑❆+✶✼❪ ❩❍❯ ❩✉♦✇❡✐✱ ❙❛❢❛ ❑❡✐♠❛s✐✱ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✱ ▲✉❝ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❛♥❞ ◗■❆❖ ▲✐❤♦♥❣✳

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ■♥ ❆❞✲

✈❛♥❝❡s ♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❉❡s✐❣♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✹✶✕

✷✺✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✼✳

❬❩▲+✵✷❪ ❉❡♥❣s❤❡♥❣ ❩❤❛♥❣✱ ●✉♦❥✉♥ ▲✉✱ ❡t ❛❧✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ❢♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣✲

t♦rs ❢♦r s❤❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✺t❤ ❆s✐❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ♣❛❣❡ ✸✺✳ ❈✐t❡s❡❡r✱ ✷✵✵✷✳

❬❩▲✵✹❪ ❉❡♥❣s❤❡♥❣ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ●✉♦❥✉♥ ▲✉✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ s❤❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✸✼✭✶✮✿✶✕✶✾✱ ✷✵✵✹✳

❬❩▲❉❙✶✽❪ ❩❤✐q✐❛♥❣ ❩❤❛♥❣✱ ❏✐❛♥❤✉❛ ▲✐✉✱ ❳✐❛♦②✉ ❉✐♥❣✱ ❛♥❞ ◆❛♥ ❙❤❛♦✳ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧✲

②s✐s ♦❢ ❛♥♥✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r♠ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s✳ Pr♦❝❡❞✐❛ ❈■❘P✱ ✼✺✿✷✾✶✕✷✾✻✱ ✷✵✶✽✳
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❬❩◗❆✶✻❪ ❩✉♦✇❡✐ ❩❤✉✱ ▲✐❤♦♥❣ ◗✐❛♦✱ ❛♥❞ ◆❛❜✐❧ ❆♥✇❡r✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❦✐♥ ♠♦❞❡❧ s❤❛♣❡s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣❛rts✳ Pr♦❝❡❞✐❛ ❈✐r♣✱ ✺✻✿✷✸✼✕

✷✹✷✱ ✷✵✶✻✳

❬❩❘✼✷❪ ❈❤❛r❧❡s ❚ ❩❛❤♥ ❛♥❞ ❘❛❧♣❤ ❩ ❘♦s❦✐❡s✳ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢♦r ♣❧❛♥❡ ❝❧♦s❡❞

❝✉r✈❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ✶✵✵✭✸✮✿✷✻✾✕✷✽✶✱ ✶✾✼✷✳
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Appendix

A
Derivation of the

transformation-based in-plane
deviation function
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✺✷



❆✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s

■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚✇♦ r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s

❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡s❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

s❝❛❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♣❛tt❡r♥s ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② r◦(θ) = r, θ ∈ [0, 2π]

✐♥ P❈❙ ❛♥❞ (x◦)2 + (y◦)2 = r2 ✐♥ ❈❈❙✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❤❛♣❡ s❤❛r❡s

t❤❡ s❛♠❡ P❈❙ ♦r✐❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡✱ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ r∗(θ; Ψ, r◦(θ)) ❢r♦♠ ❆✳✶ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

f(θ; Ψ)✳

(h1(x
∗, y∗,Ψ))2 + (h2(x

∗, y∗,Ψ))2 = (r◦(θ))2

x∗ = r∗cos(θ), y∗ = r∗sin(θ)

h1(x
∗, y∗,Ψ) = [(x∗ −∆y)cos(α)− (y∗ −∆x)sin(α)]/ϕy

h2(x
∗, y∗,Ψ) = [(x∗ −∆y)sin(α)− (y∗ −∆x)cos(α)]/ϕx

✭❆✳✶✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ f(θ; Ψ) ✐s q✉✐t❡ ❧❡♥❣t❤②✱ s♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

❤❡r❡✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥♣✉t t♦ f(θ; Ψ)✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

r❡❝♦❣♥✐③❡ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✱ ✸ s✉❝❤ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞

♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r = 10mm✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ①✲❛①✐s ϕx = 0.98

✭❆✳✶✭❛✮✮✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ①✲❛①✐s ∆x = 0.2mm ✭❆✳✶✭❜✮✮ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞

r♦t❛t✐♦♥ ϕx = 0.98, α = π/9(rad) ✭❆✳✶✭❝✮✮✳

❆✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❤❛♣❡ t❤❛t ✐s ✇♦rt❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ♦♥ ✐s t❤❡ ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❥♦✐♥t ♦❢ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛❞✐✉s ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts✱

❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦

❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❳ ❛①✐s ❛♥❞ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❨ ❛①✐s✱ t❤❡♥ t✇♦

♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ s✉❝❤ ❛ s❤❛♣❡✱ ♥❛♠❡❧② r0 t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t✇♦
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r ✭❛✮ ❙❝❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝t❀ ✭❜✮ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t❀
✭❝✮ ❈♦♠❜✐♥❡❞ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t

❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ 2a(0 < a < r0) t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts✱ ❛s

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❇✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❈❈❙ ❛s

(|x| − a)2 + y2 = r20✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ x, y ✇✐t❤ r cos(θ), r sin(θ)✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♣♦❧❛r

✶✺✹



❆✳✸✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛s r(θ) = a| cos(θ)|+
√

r20 − a2 sin(θ)2✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s

❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ r0 = 4mm, a = 3mm✱ t✇♦ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥

❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t π/2 ❛♥❞ 3π/2 ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ❥♦✐♥✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ P❈❙ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡

❜r✐❡✢② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❉❡♥♦t❡ ϕx ❛♥❞ ϕy ❛s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✿

∆rs(θ) = rs(θ)− r(θ)

=

[

aϕxϕ
2
y| cos(θ)|+ ϕxϕy

√

r20ϕ
2
x sin(θ)

2 + r20ϕ
2
y cos(θ)

2 − a2ϕ2
x sin(θ)

2
]

[ϕ2
x sin(θ)

2 + ϕ2
y cos(θ)

2]
− r(θ)

✭❆✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ P♦❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡

❇② s❡tt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥

❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✳

❆✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s

❆♥ ❡❧❧✐♣s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ s❡♠✐✲♠❛❥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤ a ❛♥❞

s❡♠✐✲♠✐♥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤ b✳ ❋♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s✱ ✐ts ♣♦❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r(θ) =

ab/
√

b2 cos(θ)2 + a2 sin(θ)2✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❈❛rt❡✲

✶✺✺



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧✐♥❣
❢❛❝t♦rs ❛❧♦♥❣ ❳ ❛♥❞ ❨ ❛①✐s

s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x, y ✇✐t❤ r cos(θ), r sin(θ) ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x2/a2+y2/b2 = 1✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✺

s❤♦✇s t❤❡ ♣♦❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ a = 4mm, b = 3mm✳ ❙✐♠✐✲

❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❡❧❧✐♣s❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ s❤❛♣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t♦♦ ❧♦♥❣ t♦ ❜❡ ♣✉t ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❜✉t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞

❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r s✐♥❣❧❡ s❝❛❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✺✿ P♦❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✐s

✶✺✻



❆✳✹✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ P❈❙ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✸✳

rs(θ) =

√
2abϕxϕy

√

b2 cos(θ)2 + a2 sin(θ)2 + (b2ϕ2
y − a2ϕ2

x) cos(2θ)
✭❆✳✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s✿

∆rs(θ) =

√
2ab





ϕxϕy
√

b2 cos(θ)2 + a2 sin(θ)2 + (b2ϕ2
y − a2ϕ2

x) cos(2θ)
− 1
√

b2 cos(θ)2 + a2 sin(θ)2





✭❆✳✹✮

❇② s❡tt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥

❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✻✿ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧✐♥❣
❢❛❝t♦rs ❛❧♦♥❣ ❳ ❛♥❞ ❨ ❛①✐s

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❜✐✲❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧

s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s②♠❜♦❧✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡

❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳

❆✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s

❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t ✐s ✇♦rt❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❋♦r ❛♥

❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ ✇✐t❤ N ✈❡rt✐❝❡s s♦rt❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♦r❞❡r✱ f(θ; Ψ)

❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡

✐♥ ❛♥ ❡❞❣❡✲✇✐s❡ r♦✉t✐♥❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❝✐r❝❧❡s ✇❤♦s❡ ♣♦❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♥st❛♥t✱

✶✺✼



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✈❛r✐❡s ❞✐s❝r❡t❡❧② ❛s t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ s❝❛♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣♦✐♥t

♣❛✐rs ❛s [P1, P2], [P2, P3], ..., [PN−1, PN ], [PN , P1]✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ t❤❡

P❈❙✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛♥❣❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐ts ❡♥❞

♣♦✐♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✼✭❛✮ t❤❛t✱ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ r❛❞✐✉s ❛t θ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❞❣❡ ✇❤♦s❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛♥❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s θ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤✐s

❡❞❣❡ ✐s [Pb(xb, yb), Pa(xa, ya)] ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❣❡ [θb, θa]; a, b = 1, 2, ..., N ✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ✐s t❤❡♥

❞❡r✐✈❡❞ ❛s r◦(θ) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✺✳

x(θ) = xb − t(θ)(xb − xa)

y(θ) = yb − t(θ)(yb − ya)

t(θ) =
yb − tan (θ)xb

tan (θ)(xa − xb) + yb − ya
, θ ∈ [θb, θa]

r◦(θ) =

√

x(θ)2 + y(θ)2

✭❆✳✺✮

❋✐❣✉r❡ ❆✳✼✿ ✭❛✮ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ✭❜✮ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♣❛❝❡

❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s❤❛♣❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥s✱ ♦t❤❡r t❤❛♥

t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛♥❣❡s ♦❢ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢

t❤❡✐r ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✼✭❛✮✱ t❤❡ ♦r✐❣✲

✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts Pb, Pa ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡ P ∗
b , P

∗
a ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱

f(θ; Ψ) ✐s ❦♥♦✇♥ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ r◦(θ) ❛♥❞ r∗(θ; Ψ, r◦(θ)) ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ θ✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✼✭❜✮

✶✺✽



❆✳✹✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡s

✐❧❧✉str❛t❡s t❤r❡❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t❡❧② ❛s✲

s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ϕx = 0.99, ϕy = 0.98 ✭❆✳✼✭❜✳✶✮✮✱ α = π/360(rad) ✭❆✳✼✭❜✳✷✮✮

❛♥❞ ∆x = −0.2mm,∆x = −0.1mm ✭❆✳✼✭❜✳✸✮✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦

❢r❡❡❢♦r♠ s❤❛♣❡ ❜② ❞❡♥s❡❧② s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡

✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧②❣♦♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❙✐♥❝❡ Ψ

✐s t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❞❛t❛✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤✉s ❤❡❧♣✐♥❣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢

✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

✶✺✾



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
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Abstract

❚❤❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✭❆▼✮

♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡ ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧

❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ❆▼✳ ❚❤❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s ✭❙▼❙✮ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦✛❡rs ❛ ❝♦♠✲

♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

st❛❣❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❧✐❢❡❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❆▼✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❆▼✱ ❛ ♥❡✇ ❙▼❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❆▼ ✇✐t❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✷❉ s❤❛♣❡

♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❆ s❤❛♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✐♥t♦ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r ❈♦♦r❞✐♥❛t❡

❙②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛❧❧ s❤❛♣❡s✳

❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❆ ❧❛②❡r✲❧❡✈❡❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥

♠❡t❤♦❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥s✱ t✇♦ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❈❚✮ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ✭❙❙❆✮✱ ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐♥

t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛rt ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡s

✐s ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ✭●P✮ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤✲✜❞❡❧✐t② ❙▼❙s ♦❢ ❆▼ ♣r♦❞✉❝ts

❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧❛②❡r ❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❆ t♦♦❧❜♦① ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

✶✻✶



❆❜str❛❝t

✶✻✷



Résumé

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❡t ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭❋❆✮ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs

❞❡ s♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ s♦✉❧è✈❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧❛ q✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❢❛❜r✐q✉é✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

❞❡s é❝❛rts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❋❆✳ ▲❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❙❦✐♥ ▼♦❞❡❧ ❙❤❛♣❡s
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Titre :Modèles Géométriques avec Défauts pour la Fabrication Additive
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Résumé :
Les différentes étapes et processus de la fabrication

additive (FA) induisent des erreurs de sources mul-

tiples et complexes qui soulèvent des problèmes ma-

jeurs au niveau de la qualité géométrique du pro-

duit fabriqué. Par conséquent, une modélisation ef-

fective des écarts géométriques est essentielle pour

la FA. Le paradigme Skin Model Shapes (SMS) offre

un cadre intégral pour la modélisation des écarts

géométriques des produits manufacturés et constitue

ainsi une solution efficace pour la modélisation des

écarts géométriques en FA. Dans cette thèse, compte

tenu de la spécificité de fabrication par couche en FA,

un nouveau cadre de modélisation à base de SMS est

proposé pour caractériser les écarts géométriques en

FA en combinant une approche dans le plan et une

approche hors plan. La modélisation des écarts dans

le plan vise à capturer la variabilité de la forme 2D

de chaque couche. Une méthode de transformation

des formes est proposée et qui consiste à représenter

les effets de variations sous la forme de transfor-

mations affines appliquées à la forme nominale. Un

modèle paramétrique des écarts est alors établi dans

un système de coordonnées polaires, quelle que soit

la complexité de la forme. Ce modèle est par la suite

enrichi par un apprentissage statistique permettant la

collecte simultanée de données des écarts de formes

multiples et l’amélioration des performances de la

méthode. La modélisation des écarts hors plan est

réalisée par la déformation de la couche dans la di-

rection de fabrication. La modélisation des écarts hors

plan est effectuée à l’aide d’une méthode orientée

données. Sur la base des données des écarts ob-

tenues à partir de simulations par éléments finis,

deux méthodes d’analyse modale: la transformée

en cosinus discrète (DCT) et l’analyse statistique

des formes (SSA) sont exploitées. De plus, les ef-

fets des paramètres des pièces et des procédés sur

les modes identifiés sont caractérisés par le biais

d’un modèle à base de processus Gaussien. Les

méthodes présentées sont finalement utilisées pour

obtenir des SMSs haute-fidélité pour la fabrication ad-

ditive en déformant les contours de la couche nomi-

nale avec les écarts prédits et en reconstruisant le

modèle de surface non idéale complet à partir de ces

contours déformés. Une toolbox est développée dans

l’environnement MATLAB pour démontrer l’efficacité

des méthodes proposées.

Title : Skin Model Shapes for Additive Manufacturing

Keywords : Skin Model Shapes, Additive Manufacturing, Geometric deviation modeling, Statistical modal

analysis, Discrete Cosine Transform, Statistical Shape Analysis, Gaussian Process

Abstract :
Effective modeling of the geometric deviations is criti-

cal for Additive Manufacturing (AM). The Skin Model

Shapes (SMS) offers a comprehensive framework ai-

ming at addressing the deviation modeling problem

at different stages of product lifecycle, and is thus a

promising solution for deviation modeling of AM. In

this thesis, considering the layer-wise characteristic of

AM, a new SMS framework is proposed which charac-

terizes the deviations in AM with in-plane and out-of-

plane perspectives. The modeling of in-plane devia-

tion aims at capturing the variability of the 2D shape

of each layer. A shape transformation perspective is

proposed which maps the variational effects of devia-

tion sources into affine transformations of the nominal

shape. With this assumption, a parametric deviation

model is established which manages to capture de-

viation patterns regardless of the shape complexity.

This model is further enhanced with a statistical lear-

ning capability to simultaneously learn from deviation

data of multiple shapes and improve the modeling ac-

curacy on all shapes. A layer-level investigation of out-

of-plane deviation is conducted with a data-driven me-

thod. Based on the deviation data collected from a

number of Finite Element simulations, two modal ana-

lysis methods, Discrete Cosine Transform (DCT) and

Statistical Shape Analysis (SSA), are adopted to iden-

tify the most significant deviation modes in the layer-

wise data. The effect of part and process parameters

on the identified modes is further characterized with

a Gaussian Process (GP) model. The discussed me-

thods are finally used to obtain high-fidelity SMSs of

AM products by deforming the nominal layer contours

with predicted deviations and using a graph-based

layer connection technique to rebuild the complete

non-ideal surface model from the deformed contours.
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