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Résumé

Le but de cette thése est d’étudier les zéros exceptionnels des fonctions L p-adiques de Rankin-Selberg.
Autrement dit, pour un couple de formes modulaires nous étudierons ’annulation de la fonction p-adique
interpolant la fonction L de Rankin-Selberg associée & ce couple. Lorsque la fonction s’annule, on exprime
alors la dérivée de la fonction L p-adique en fonction de 'invariant .#, des périodes p-adique et infinie et
du terme principal de la fonction complexe de Rankin-Selberg.

Mots clefs : Fonctions L, Invariant £, zéros exceptionnels, formes modulaires, Rankin-Selberg.

Abstract

Extra zeros of the p-adic L-functions of Rankin-Selberg

The aim of this thesis is to study the extra zeros of the p-adic L functions of Rankin-Selberg. In
other words, for a couple of modular forms we study the zeros of the p-adic function interpolating the
Rankin-Selberg L function associated to this couple. When the function has a zero we express the value
of the derivate in terms of the . invariant, p-adic and infinite periods and the principal term of the
complex Rankin-Selberg function.

Key words : L functions, £ invariant,extra zeros, modular forms, Rankin-Selberg.

Institut de Mathématiques de Bordeaur UMR 5251, Université de Bordeauz,
351, cours de la Libération - 33405 TALENCE.
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Introduction

Tout au long de ce mémoire le symbole p désignera un nombre premier.

Le but de cette thése est d’étudier les zéros exceptionnels des fonctions L p-adiques
de Rankin-Selberg. Autrement dit, pour un couple de formes modulaires nous étudierons
Iannulation de la fonction p-adique interpolant la fonction L de Rankin-Selberg associée
a ce couple. Lorsque la fonction s’annule, on exprime alors la dérivée de la fonction L p-
adique en fonction de I'invariant ., des périodes p-adique et infinie et du terme principal
de la fonction complexe de Rankin-Selberg. Ce travail s’inscrit dans la conjecture des zéros
exceptionnels et propose le premier résultat en un point non-critique.

0.1 Phénomeéne des zéros exceptionnels

Dans un premier temps on donne un portrait rapide des résultats connus sur les zéros
exceptionnels. Dans les deux premiers paragraphes, on présente des résultats connus sur les
zéros exceptionnels des fonctions L de Dirichlet et des formes modulaires respectivement.
Dans le troisiéme paragraphe on énonce la conjecture des zéros exceptionnels. Dans les
deux derniers paragraphes on fait le lien entre la conjecture et les cas connus.

0.1.1. Le premier cas de zéro exceptionnel étudié est celui des fonctions L de Dirichlet.

Définition. Pour n : (Z/NZ)* — C* un caractére de Dirichlet de conducteur N, on
définit la fonction L de Dirichlet comme la série

n(n)
L(n,s) = E L
n>1
sur le demi plan Re(s) > 1.

Les propriétés de ces fonctions données dans ce paragraphe peuvent étre trouvées dans
le livre [Was97| par exemple. Les fonctions L de Dirichlet possédent un prolongement
méromorphe au plan C. Les prolongements vérifient 1’équation fonctionnelle

T (u) L 1—s) = i*VN (%)éSF (_S i a) L(n, s)

2 G(n) 2
1-n

ol a = % et G(n) désigne la somme de Gauss de 7. On peut écrire L(n, s) comme le

produit eulérien convergeant sur le demi plan de C donné par Re(s) > 1

oo ()"

p premier

7
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Soit p un nombre premier ne divisant pas le conducteur N. On suppose que 7 est un
caractére impair. Kubota et Leopoldt ont défini un analogue p-adique de la fonction L
de Dirichlet, L,(n, s), interpolant les valeurs de L(7, s) aux points entiers négatifs. C’est
une fonction analytique de Z, a valeurs dans une extension finie de @Q,, voir par exemple
[Iwa74] et |[KL64| pour la construction et les propriétés de cette fonction. La fonction
p-adique L, de Kubota-Leopoldt vérifie la propriété d’interpolation suivante

Ly(nw™ 1 —j) = (1= (™) (p)p" ) Lnw™ 7, 1—-74), j>1 (1)

ol w est le caractére de Teichmiiller. En particulier, le facteur eulérien 1 — (nw™7)(p)p*~?
ne s’annule que si j = 1, n(p) = 1 et m = 1. La valeur de L(n,0) est non-nulle si 7 est un
caractére impair, c¢’est-a~dire n(—1) = —1. Donc, sous les conditions

np)=1 m=1, n(-1)=-1 (2)

I'équation (1)) assure I'annulation de la fonction L p-adique en 0 alors que la fonction
L complexe ne s’annule pas. Ce phénoméne est appelé un zéro exceptionnel. Ferrero et
Greenberg ont prouvé le résultat suivant

Proposition 0.1.1. [FG78, Propositions 1 et 2] Sin est un caractére impair de conduc-
teur N et que p > 3 est un nombre premier tel que n(p) = 1, alors la fonction L,(nw, s)
posséde un zéro simple en s = 0. De plus, la valeur de L;(nw, 0) est donnée par la formule
sutvante

L' (nw, 0) Zn ¢)log, (Ip(c/N))

ou log, est le logarithme p-adique et Fp lanalogue p-adique de la fonction I' classique
(voir [Mor7d)]).

Gross définit un invariant £ (n) comme la somme de logarithmes p-adiques. Il prouve
alors le résultat suivant

Théoréme 0.1.2 (Gross [Gro&1l). Soit n un caractére impair de conducteur N. Soit
p > 3 un nombre premier tel que n(p) = 1. Alors

Ly(nw, 0) = =Z(n)L(n, 0)
o Z(n) est Uinvariant défini par Gross.

0.1.2. Dans ce paragraphe, on cherche & énoncer les résultats obtenus sur les zéros
exceptionnels des fonctions L associées a une forme modulaire.

Soit f une forme modulaire de poids £ > 2, de niveau N et de caractére €. On suppose
que f est primitive, ¢’est-a-dire parabolique, normalisée, propre et nouvelle. On note son

développement de Fourier
+0o0

f (Z) _ Zanqn, q= e2z’7rz.

n=1
Définition. On définit la fonction L associée a la forme modulaire f comme la série

Lifis)=) %

n>1

~ k
pour s dans le demi plan Re(s) > § + 1.
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Des relations de récurrence sur les coefficients du développement sont connues (voir
[DS05, Proposition 5.8.5]). Celles-ci permettent de réécrire la fonction L associée a f
comme un produit eulérien sur son demi-plan de convergence (voir [DS05, Théoréme

5.9.2])
Lifs)= [ (—ap=+e %)

p prime
On définit E,(f, X) := X?—a,X +e;(p)p"! le polynome de Hecke de f en p. Les fonctions
L(f,s) admettent un prolongement analytique sur C et vérifient ’équation fonctionnelle
suivante (voir [Miy06, Théoréme 4.3.5])

D(s)L(f,s) = " N2 2 Tk — ) A (F)L(f* k — s)

+00

ou f* est la forme modulaire conjuguée de f définie par f*(z) = >_ @,¢" ou @, désigne
n=1

le conjugué complexe de a,, et ot Ay (f) est la pseudo valeur de Atkin-Lehner de f (voir

(L.6))-

Pour n un caractére de Dirichlet, on définit la fonction L associée a f et n comme la
série
+oo

L(f,n,s):= Z ann(n).

nS

n=1
On appelle bande critique les entiers j compris entre 1 et k—1. La théorie des symboles
modulaires implique 'existence de deux périodes complexes QJT et Q2 telles que

')

WL(fﬂ?J)EQ, Vi<j<k-1 (3)

L(fon. ) =
ot le signe de la période prise est (—1)7"In(—1).

Des fonctions L p-adiques interpolant E(f, 7, s) ont été construites par Manin [Man73)
et Vishik [Vis76] ou, de maniére indépendante, par Amice-Velu [AVT5]. Soit v une racine
du polynéme E,(f, X) dont la valuation p-adique est strictement plus petite que k — 1.
Il est possible de construire une fonction L p-adique L, ,(f,n,s) sur Z, a valeurs dans
une extension finie de Q, telle que pour tout m € Z et n un caractére de Dirichlet de
conducteur premier a p, la propriété d’interpolation suivante est vérifiée

LP@(fa me,j) = goa(fa nwmaj)z(fa ij_m>j)> v 1 g] S k - 1,

ol w est le caractére de Teichmiiller et &, (f, nw™, j) est le facteur eulérien défini par

goa(fa nw a.]) = Pie™) . .
e B

ol [ est 'autre racine de E,(f, X). Voir le texte [MTT86] pour plus d’informations sur
le sujet. Le facteur &,(f,nw™, j) s’annule si et seulement si j = m[p — 1] et

o =p’'7(p) ou B = p'n(p).
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Etudier la fonction L(f, nw™, s) revient, grossiérement, a étudier la fonction L(f®n,w™, s)

+o00
ol f®n désigne la forme modulaire Y n(n)a,q" de niveau NC? ou C est le conducteur
n=1
de 1. On cherche a étudier le cas ou L(f,w’™™,7) # 0 et E(f,w™,j) = 0. On dit alors
que L, (f,w™, j) posséde un zéro exceptionnel. Le phénoméne de zéro exceptionnel fut
premiérement étudié par Mazur-Tate-Teitelbaum [MTT86] ou 3 cas sont distingués suivant

le comportement local de la représentation associée a la forme f en p :

e le cas semistable : dans le cas ou p||N, ol le poids k de f est pair et ol a racine
de Hecke « est telle que o = a, = p*/>7! la fonction L, ,(f,w"/?, s) admet un zéro
exceptionnel en s = k/2. On remarque que k/2 correspond alors au point central
pour la symétrie induite par I’équation fonctionnelle.

e le cas cristallin : dans le cas ou (p, N) = 1, ot le poids k est impair et ot o = plk=1)/2
(respectivement o = e;(p)p*~V/2) alors la fonction L, (f,w*+D/2 s) (respecti-
vement L, .(f,w* 1/2 s)) admet un zéro exceptionnel au point presque central

EHL (respectivement s = £1).

e le cas potentiellement cristallin : dans le cas ou p | N, ou k est impair et o a =
pk=Y/21a fonction L L, o(f, w* /2 s) admet un zéro exceptionnel au point presque

central s = %

S =

Soit
py - Gal (Q/Q) — GL(Vj)

la représentation galoisienne p-adique associée a f par Eichler-Shimura et Deligne (voir
[Del71]). On considére le cas semistable avec k pair et a = a, = p*/2~1. Alors, la restriction
de ps au groupe de décomposition en p est semistable non-cristalline dans le sens de
Fontaine [Fon94b|. Le (¢, N)-module filtré associé Dy (V) posséde une base {e,, ez} tels
que e, = Neg, p(eq) = apeq et p(eg) = payp(eg). Les sauts de filtration de Dy (V) sont
0 et k — 1 et 'invariant % de Fontaine-Mazur est I'unique élément Z(f) € Q tel que
Fil* "' Dy (V) soit engendré par 'élément eg + .Zni(f)eq. Dans [MTTRE] il est conjecturé
que

Lya(f, "2 k/2) = Lon(f)L(f, k/2). (4)

Cette notation est anachronique dans le sens ot dans [MTT86] la conjecture est énoncé
pour k = 2 avec un invariant ad-hoc mais équivalent. La définition de Z\(f) est dans le
cas général est donnée par Mazur [Maz94]. On remarque qu'il est possible que L(f,k/2)
s’annule. La conjecture est prouvé pour les formes modulaires de poids 2 par Greenberg
et Stevens [GS93|. Le cas général est prouvé par Stevens [Stel0] en utilisant la théorie des
familles p-adiques de formes modulaires et par Barrera-Dimitrov-Jorza pour les formes
modulaires de Hilbert de tout poids [BDJ17]. Une autre preuve de ce résultat utilisant
le systéme d’Euler de Kato associé a f est donnée par Kato, Kurihara et Tsuji en utili-
sant I'invariant .Z de Fontaine Mazur. On remarque que dans le cas semistable, il existe
plusieurs définitions pour l'invariant %, par exemple, celui de Fontaine Mazur, celui de
Coleman, et celui de Benois. Grace a [Benlll Proposition 2.2.4] on sait que 'invariant &
de Fontaine Mazur coincide avec celui de Benois. On se référe a [CI10] et [Col05] pour
plus d’informations sur ce cas.

La définition de I'invariant £ a été généralisée par Greenberg a toutes les représen-
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tations p-ordinaires et critiques dans [Gre94].|ﬂ Cette définition est étendue aux repré-
sentations semistables et critiques par Benois dans [Benll]. Enfin, en 2014, un texte de
Benois propose la construction d’un invariant .Z pour les représentations cristallines sans
supposer que la représentation soit critique dans [Benl4al.

On considére maintenant le cas cristallin. On traine le cas ol k est impair et o =
p*=1/2 La représentation py associée a f est cristalline. On pose Wy = Vf(%) la;
%—iéme puissance du caractére cyclotomique. Alors, Dy (W5)?=P
est de dimension 1 et 'on note D, := ]D)ms(Wf)@:p*l. Comme précisé précédemment,
la construction de Benois permet de définir l'invariant .2 (W, D,,) (voir section 2.1). La

dérivée de la fonction L p-adique au point d’annulation s’écrit

torsion de V; par la

L. (f,w%, %) = - (W;,D,) (1 — %@) L (f, E2) (5)

(voir [Benl4bl Théoréme 4.3.2]). Grace a un résultat de [JST6] on sait que dans ce cas
L (f, %) ne s’annule pas.

Dans le cas potentiellement cristallin une analyse similaire donne naissance & une
formule analogue a (p]), voir [Ben14b].

0.1.3. On va maintenant énoncer la conjecture des zéros exceptionnels dans le cas
cristallin comme proposée dans [Benl4al.

Soit M un motif pur sur Q de poids motivique inférieur ou égal & —2. On suppose
que la fonction L complexe L(M,s) de M admet un prolongement méromorphe a C.
Conjecturalement il est possible de construire un analogue p-adique de L(M, s) interpo-
lant p-adiquement la partie algébrique de ses valeurs spéciales. Cette construction est
connue dans plusieurs cas mais reste conjecturale dans son ensemble. Dans [PR95| Perrin-
Riou a formulé des conjectures précises sur ’existence et les propriétés arithmétiques des
fonctions L p-adiques lorsque la réalisation p-adique de M est cristalline en p. On note
V' la réalisation p-adique de M. On considére un sous-g-module D régulier de Des(V)
(voir pour la définition). Soit 7" un réseau de V' stable sous 'action galoisienne et
N un réseau de D. Perrin-Riou a conjecturé qu’il est possible d’associer a T et N une
fonction L p-adique L,(T, N, s) satisfaisant des propriétés d’interpolations explicites. Soit
r Pordre d’annulation de L(M,s) en s = 0 et L*(M,0) le terme principal de L(M, s) en 0,
c¢’est-a-dire £1_r>r(1] s "L(M, s). Conjecturalement la propriété d’interpolation en s = 0 s’écrit

L,(T,N
hrn P( I 7S>

s—0 s

L*(M,0)

= g(‘/, D)RV7D(WV7N)RM (w]\/[)

(6)

ol Rpsoo(war) (respectivement Ry p(wy,n)) est le déterminant du régulateur de Beilinson
(respectivement le déterminant du régulateur p-adique) calculé pour des bases compatibles
wy et wyy et E(V, D) est le facteur eulérien donné par

1. On dit qu’une représentation est critique si elle est la p-réalisation d’un motif critique. Un mo-
tif est dit critique si les produits de facteurs gamma Lo, (M, s) et Loo(M*,1 — s) construit grace a la
décomposition de Hodge de M et M* n’ont pas de pole en s = 0. Voir [Del79] pour plus de détails.
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E(V,D) =det (1 —p~'e~"[D) det (1 — ¢ [Ders(V) /D) .

Le choix de bases compatibles correspond au choix des réseaux 1" et N. Le fait de choisir
des réseaux dans les représentations V' et modules D permet de fixer la normalisation et en
particulier le facteur d’algébricité nécessaire a la construction d’interpolations p-adiques.

Si D¥=""" £ 0 ou (Des(V)/D)¥~" # 0, Pordre d’annulation de L, (T, N, s) est stric-
tement supérieur a r. On dit alors que L,(7, N, s) admet un zéro exceptionnel en s = 0.
Conjecturalement De=r" # 0 n’est possible que si le poids motivique de M vaut -2 et
(]D>CriS(V)/D)“’:1 # 0 n’est possible que si le poids motivique de M vaut 0.

On suppose que De=r"" # 0 et que le poids motivique de M vaut —2. On suppose cer-
taines conditions supplémentaires sur V' et D afin de pouvoir définir I'invariant .2 (V, D)
(voir section 2.1). On suppose que le Frobenius ¢ est semi-simple, ce qui est conjectura-

lement toujours vrai. Cela nous permet d’écrire la décomposition
1

D=D*" @ D_.

On note le coeflicient eulérien £1(V, D) le facteur £(V, D) privé de la partie apportant
son annulation. C’est-a-dire

EX(V,D) =det (1 —p~ o™ [D_y) det (1 — ¢ |Deis(V)/D) . (7)

La conjecture de Beilinson-Deligne dit que L(M, s) ne s’annule pas en 0 et que L(M*(1), s)
possede un zéro d’ordre r = dimg, H}(Q,V) en s = 0 ot Hy(Q,V) est le sous groupe
de H'(Q,V) défini en . La conjecture des zéros exceptionnels proposée par Benois
(|Benl4al) s’écrit

Conjecture 0.1.3 (Conjecture des zéros exceptionnels). On suppose que la conjecture
de Beilinson est satisfaite. Soit D un sous-espace régulier de Deus(V) et on note e =
dimg, D¥=7"". Alors,
i) La fonction L,(T,N,s) a un zéro d’ordre e en s =0 et

Ly(T,N,0)

Ry p(wyy)

L(M,0)

=-Z(V,D)EF(V,D) Rroo(war)’

i) Soit D+ le complément orthogonal de D pour la dualité canonique donnée par Dess(V) x
Deis(V*(1)) — E o V* est la représentation duale de V. Alors, la fonction L p-adique
L,(T*(1), N+, s) possede un zéro d’ordre e + 1 en s =0 et

L;(T*(1), N+,0)

Ry-qy.pr (Wy+y,nt)

L(M*(1),0)

RM*(1),oo(wM*(1)) .

= Z%(V,D)ET(V,D)

On va montrer comment les cas connus d’études de zéros exceptionnels s’inscrivent
dans le cadre de la conjecture des zéros exceptionnels.

0.1.4. Soit 5 un caractére de Dirichlet de conducteur N premier a p. Il existe un motif
pur de poids —2 associé au caractére n~'y o y est le caractére cyclotomique classique
(voir paragraphe 1.1.1. pour la définition de x). La réalisation p-adique de ce motif est la
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représentation E(n~'x) ou F est une extension finie de Q,. La fonction L associée au dual
de ce motif coincide avec L(n, s). On sait que H(Q, E(n)) = 0 et que H}(Q, E(xn™")) =0
si 7 est impair. Le Frobenius agit sur D (F(xn~!)) comme multiplication par = (p)p~'.
On suppose les conditions , ainsi, on a

HHQ,E(n) = H}Q,E(xn™")) =0, Des(E(xn™))*™ = E(n™).

On pose D = Dyis(E(xn ™)), ¢’est un module régulier de D (E(xn™')). Il est alors facile
de voir que ET(E(n~'x), D) = 1. On est alors dans le cas critique et les régulateurs p-
adiques et infinis valent tous les deux 1. De plus, on sait que I'invariant .Z(n) construit
par Gross coincide avec —Z(E(xn™'), D) (voir [Benl4b, Théoréme 3.3.2]). 1l est donc
aisé de voir que le Théoréme est en accord avec le point i7) de la conjecture des zéros
exceptionnels.

0.1.5. Soit f une forme modulaire primitive de conducteur N premier & p, de poids

k impair et de caractére €. Il existe un motif de Grothendieck My associé & f par Scholl
[Sch90] dont la réalisation p-adique est la représentation V; associée a f par Deligne. De
plus, la fonction L (Mf (%) ,5) associée au motif My (%) coincide avec L (f, % + 5).
Sipt N, alors la représentation V; est cristalline en p et le polynéme de caractéristique du
Frobenius est donné par le polynéme E,(f, X) :iéﬁni précédemment. Soit Wy := V; (%)
k—1 =p~ . .

On suppose que v = p 2z . Alors Deyis (W)*™"  est de dimension 1. On note D cet espace.
On peut prouver que D est régulier. Par les relations coefficients-racines du polynome

E,(f, X) on peut montrer que

EY (W, D) = (1 — M) :

p

La fonction L, , vérifie les propriétés de L,(T, N, s) pour T et N des Gg-réseau et Z,-
réseau adaptés. Le régulateur de Beilinson-Deligne coincide avec la période Q;E ol + est

(—1)%77(—1) et le premier point de la formule de la conjecture des zéros exceptionnels
prend la forme de 'équation (5)).

0.2 Fonctions L de Rankin-Selberg

0.2.1. L’objet d’étude de cette thése est la fonction L associée a un couple de formes
modulaires. Soient deux formes modulaires f et g nouvelles, paraboliques, de poids res-
pectifs k et [, de niveaux respectifs Ny et N, et de caractéres respectifs ¢4 et 5. On
suppose que 2 <[ < k. On suppose que le produit de caractéres ¢ e, est primitif modulo
N := ppem(Ny, N,y). On peut alors définir la fonction L imprimitive de Rankin-Selberg
comme la série

TLbTL k: l
L(f,g,s):L(esfgg,Qs—k—l—i—Q)Zans , Re(5)>i+1

2
n>1

ol a, et b, sont les n-iémes coefficients de la série de Fourier associée & f et g respecti-
vement. Cette fonction L posséde une écriture comme un produit eulérien (voir (3.1.2))).
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De plus, la fonction L(f, g, s) et peut étre prolongée en une fonction méromorphe du plan
complexe. Les fonctions L de Rankin-Selberg vérifient une équation fonctionnelle reliant

L(f,g,s) et L(f*,¢" k+1—1—25) (8)

(voir (3.1.5))). Shimura [Shi77| a prouvé un résultat d’algébricité de la fonction L(f, g,7)
pour j parcourant les entiers compris entre [ et k — 1 (voir [B.1.7)). Les entiers compris
entre [ et kK — 1 sont appelés les points critiques de la fonction L. On se référe a la section
3.1 pour des propriétés plus précises sur ces fonctions L.

Soit p un nombre premier ne divisant pas N. Le résultat de Shimura est un premier pas
vers l'interpolation p-adique des valeurs algébriques de la fonction L de Rankin-Selberg.
Une telle construction peut étre trouvée dans les travaux de Panschikin [Pan82| et de
Hida |[Hid88| dans le cas ordinaire. Sous certaines conditions supplémentaires on peut
considérer deux familles de Coleman f et g passant par les p-stabilisations des formes
f et g. Urban (voir [Urb14] et [AI17]) a construit une fonction L p-adique L,(f,g,w®)
a 3 variables interpolant les valeurs spéciales des fonctions L de Rankin-Selberg. Cette
construction généralise les travaux de Hida [Hid88|, [Hid93] au cas on f et g ne sont pas
ordinaires. On pose, pour a € N

Lp(f7 g7 wG?j) = Lp<f7 g7 wa)(k7 l’j)'

Pour I <j<k—1,0ona
Ly(f,9,w, j) = (*)L(f,9,])

ou (%) est un coefficient qui dépend de a, j et des comportement locaux en p des repré-
sentations automorphes associées a f et g (voir [3.2.1)).

Soit ¢ = % le point de symétrie donné par I’équation fonctionnelle . On suppose
que k et [ sont de méme parité et on note ¢ = ci% les deux entiers presque centraux. On
note (o, (f), Bp(f)) (respectivement (a,(g), Bp(g))) les racines de E,(f, X) (respectivement
E,(g,X)). Dans la section 4.1 on montre que si

o, (f)Bpg) = p° 9)

alors Lp(f,g,chr, s) s’annule en s = ¢*. On remarque que le point ¢ est dans la bande
critique si et seulement si [ < k. Dans cette thése on s’intéresse uniquement au cas non-
critique. On suppose donc que les poids des deux formes modulaires sont égaux. Dans ce
casct =k=letc =k—1.

Soit Vi, := V; ® V, le produit des représentations p-adiques de Deligne associées a f
et g. On note Wy, := V} (k). Puisque p{ N, alors Wy, est une représentation cristalline
de dimension 4. Le poids motivique de la représentation Vy,(m) est k +1—2 —2m. En
particulier, si & = [ le poids motivique de la représentation Wy, est —2.

Dans le cas ordinaire, Kings-Loefller-Zerbes ont défini une période p-adique qu’ils
notent €2,(k—1,v) (voir [KLZ15, Définition 7.2.3]). Dans l'esprit de la conjecture de Perrin-
Riou (@ cet élément serait la période p-adique associée a la représentation fog(l — k).
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Kings-Loefller-Zerbes ont montré que si 3,(f)a,(g) # p*! alors on a

G(;)G(g, ")

Ly(f,g,0" 1k —1) =Q,(k — 1,0)

ot E(f, g,k — 1) est défini en (voir [KLZ15, Théoréme 6.5.9]). De maniére équi-
valente, il est possible de montrer, en utilisant ’équation fonctionnelle, une égalité re-
liant L,(f,g,w" k) a la période p-adique de la représentation V;,(k) a condition que
ap()Bp(g) # P, cest-a-dire si (9) n’est pas satisfait. Ces deux résultats sont dans la
direction de la conjecture de Perrin-Riou (@

Dans nos travaux on ne suppose pas que f et g soient ordinaires. On considére D,
le sous-p-espace de De,is(IWy) de dimension 2 défini comme la somme des deux espaces
propres associés aux valeurs propres a,(f)a,(g)p~" et a,(f)B,(g9)p~*. En particulier si (9)
est satisfait cela implique De=r"" # 0, on a ainsi

D = D¥=P"" g pe=cr(HNan(9)p™"

avec la dimension de D¥*=P"" valant 1. La conjecture des zéros triviaux prévoit alors
I’annulation de la fonction L,(f, g,w", s) en s = k. On construit Q,(W;,) en ([£.15) comme
I’accouplement du logarithme de Bloch et Kato d’'un élément de Beilinson-Flach avec un
élément canonique de l'espace cristallin. Le scalaire (W ) est, & une renormalisation
prés, I'élément Q,(k — 1,v) de Kings, Loeffler et Zerbes. Si Q,(W;,) # 0, le résultat

principal de la thése s’écrit

Théoréme 0.2.1 (Théoréme 4.2.6). Lorsque o, (f)B,(g) = p*~1 la fonction L,(f, g, ", s)
s’annule en s = k et sa dérivée vérifie I’équation suivante

g+<Wf,gu D)
(k —2)1(f)

ou E(f) et €(f.g9) = eéf’g’k)(k,k,k) sont définis |321| en |3251 et respectivement,
((Wyg, D) est défini en et EX(Wy,, D) est le facteur eulérien modifié défini en
(7)-

Ce théoréme est le premier résultat obtenu pour la conjecture des zéros exceptionnels

en un point non-critique. De plus, ce théoréme est bien aussi valable dans le cas ordinaire
et permet donc de compléter le résultat précédent de Kings-Loeffler-Zerbes.

L;(ﬁ 95 wk’ k) = ep(f7 g) E(Wf,gv D)QP(WLQ)-

Pour le reste de ce paragraphe on considére toujours que a,(f)B,(g) = pF~.

Soit My, le motif associé au couple de formes modulaires (f, g) tordu par la k-iéme
puissance du caractére cyclotomique. On suppose que I'espace D défini précédemment est
régulier. Soient T" et N des réseaux de Wy et D stable par Gg et Gg, respectivement.
Alors la fonction L p-adique associée L,(N,T,s) coincide, & un nombre fini de facteurs
eulériens prés avec L,(f,g,w", s + k). Puisque D#=P"" est de dimension 1, la conjecture
des zéros triviaux prévoit un zéro simple de la fonction L,(f,g,w", s) en s = k. Dans
ce texte il est montré que le zéro est simple si Q,(W;,) # 0 (voir section 4.2). Sous
certaines conditions techniques (voir section 4.3) on peut montrer que Iinvariant ad-hoc
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{(Wy4) coincide avec l'invariant Z(Wy4, D) et que Q,(W;,) coincide avec la période p-
adique associée & Wy, et D calculée dans une base explicitée dans le texte. On suppose,
comme dans le chapitre 7 de [KLZ15|, que le terme principal de la fonction complexe
L(f* g*,s) en s = k — 1 s’exprime grace a la période infinie Q. (f*, g*) associée au motif
My« g-(=1). On remarque que ce motif peut étre aussi vu comme le motif M7 (1). Alors,
grace a I’équation fonctionnelle, le terme principal de L(My 4, s) en s = 0 est lié a la méme
période et le théoréme [0.2.1] se réécrit

Ly(T,N,0) _ NyN,y(ho — 1)! E*(Wy,, D)
(W) 1672 £(f)

L(Mﬁyvo)
Qoo (f*, 9%)

(voir . Bien qu’on ne retrouve pas directement 1’équation de la conjecture des zéros
exceptionnels cette formule s’inscrit dans la lignée de cette théorie. La période Q. (f*, %)
du motif dual apparait suite a I'utilisation de I’équation fonctionnelle. Cela a pour but de
garder les mémes hypothéses que dans le chapitre 7 de [KLZ15]. Il serait aussi possible
de formuler une conjecture analogue faisant apparaitre la période liée a My, a la place,
nous rapprochant ainsi du résultat donné par la conjecture des zéros exceptionnels.

X(Wﬁwp)

Dans le cas ou f = ¢g* et sont de poids 1, Rivero et Rotger [RR18| étudient les zéros
triviaux de la représentation adjointe en spécialisant le systéme d’Euler de Beilinson-Flach
au poids (1,1). Il serait intéressant de mieux comprendre le lien entre les deux textes.

0.2.2. La preuve du théoréme principal repose grandement sur le fait de pouvoir ex-
primer la fonction L p-adique associée aux familles de Coleman f et g grace au logarithme
élargi d’éléments de Beilinson-Flach.

Les éléments dits de Beilinson-Flach ont été introduits par Beilinson ( [Bei84) chapitre
2]). Beilinson a lié leurs images par le régulateur complexe avec la valeur en s = 2 de la
fonction L(f, g, s) de Rankin-Selberg pour f et g deux formes de poids 2. Ces éléments sont
retravaillés dans le texte de Flach [Fla92]. Ces travaux ont été généralisés par Bertolini,
Darmon et Rotger [BDR15al. Ils montrent que pour f fixe, ordinaire de poids 2, et g
la famille de Hida passant par la forme ordinaire g, la fonction L p-adique & 2 variables
introduite dans [BDRI5b] coincide avec le régulateur p-adique d’un certain élément de
Beilinson-Flach. Un résultat similaire est prouvé dans [LLZ14] pour f variant en famille
et g une forme fixée de poids supérieur ou égal a 2. Les travaux de Kings-Loeffler-Zerbes
IKLZ17] ont permis de généraliser ce résultat a la fonction de Hida & 3 variables en faisant
varier f et g en familles. Dans cette thése on utilise une généralisation de ce résultat aux
familles de Coleman faite par Loeffler-Zerbes, enlevant ainsi la condition d’ordinarité des
formes f et g.

Théoréme 0.2.2. [KLZ1', théoréeme 10.2.2 | Soient [ et g des formes modulaires pri-
mitives, et £ et g des familles de Coleman passant par des p-stabilisations de [ et g.
Alors la fonction L p-adique & trois variables associées auz familles f et g coincide avec
le logarithme élargi d’un élément de Beilinson Flach.

On définit la fonction L p-adique associée & f et g comme la restriction de L,(f, g, w®)
a la droite (k,, s)
L,(f,g,w s):=L,(f, g w") (k1 s).
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En spécialisant les familles de Coleman f et g en f, et g, on obtient une écriture de la
fonction p-adique L,(f, g, w", s) comme le logarithme élargi de Perrin-Riou d’un élément
de Beilinson-Flach .BF if’l de la cohomologie d’Twasawa

HIlW,S <Q7 W}k,g<1))

(voir Proposition [3.5.4)). On dérive alors le logarithme élargi dans l'esprit du texte de
Benois [Benl4b]|. Il est ensuite possible de faire ressortir un invariant ad-hoc ¢(Wy4, D)
et on obtient la proposition suivante

Théoréme 0.2.3 (voir [.2.4). Soit ¢ > 1 un paramétre tel que (¢,6Np) = 1. Sous cer-
taines conditions techniques, on peut exprimer la dérivée de la fonction L p-adique associée
a f et g ens=k en terme de Uinvariant {((W;,, D) et d’un élément de Beilinson-Flach
DI dependant de f, g et de ¢

(—=1)FF (- 5;1(0)551(0)02)71

(GG (1-1)

ou exp* désigne l’exponentielle duale de Bloch et Kato, ot G(e;l) et G(e, ') sont les
1

L;;(f» g, wk7 k) = K(Wﬁg? D) [exp* (befhg?k_l) 7@f»g[kﬂ

sommes de Gauss de €, et 5;1, ot @f,g[k] est un vecteur propre du Frobenius de valeur
propre p~t défini en (3.64)) et ou [,] désigne I’accouplement classique

Deris(Wg) X Deris(W5 (1)) — E.

On cherche ensuite a donner une seconde écriture pour I’accouplement présent dans le
théoréme précédent [exp* (bef ’g’k_l) ,0 th[k]]. En utilisant I’équation fonctionnelle prou-
vée en pour les fonctions L p-adiques & 3 variables, on a

L,(f, g, (k,y,y) = e(f,g,y) L, (£, g " ) (k,y, k — 1)

ou f* et g* sont les familles de Coleman associées aux formes modulaires conjuguées
f* et g* et y est une variable parcourant un espace dense d'une boule de Z,. Grace a
des ¢éléments de Beilinson-Flach modifiés construits dans la section 3.4 il est possible de
mettre en facteur le facteur eulérien s’annulant dans 1’écriture des deux restrictions (voir
Proposition et Proposition . Pour ce faire, on créé des éléments de Beilinson-
Flach non-stabilisés (voir Proposition . Cette stratégie est dans 'esprit des fonctions
L dites améliorées construites par Greenberg-Stevens dans [GS93| pour la fonction L
associée a une seule forme modulaire. En utilisant la continuité des fonctions L p-adique
il est possible de factoriser ce mauvais facteur. Alors, en évaluant en un certain point
on arrive a lier I’accouplement [exp* (bef’g’k_l) ,@ﬁg[k]} avec l'analogue ad-hoc de la
période p-adique ,(W;,). En liant ce résultat avec le Théoréme on prouve ainsi le
théoréme principal de la thése.

0.3 Plan de la thése

Voici un rapide apercu du plan de ce travail :

Le premier chapitre a pour but de donner un certain nombre de définitions et propriétés
nécessaires pour le reste de la thése. On commence par dresser un portrait non-exhaustif
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des propriétés des (o, I')-modules et de leur cohomologie dans les deux premiéres sections.
Dans la troisiéme section, on s’intéresse tout particuliérement aux cas des modules de rang
1. Dans les deux sections suivantes, on présente 'exponentielle élargie de Perrin-Riou et
sa généralisation par Nakamura. Dans la sixiéme section, on rappelle les définitions et pro-
priétés des courbes modulaires et formes modulaires. Dans la derniére section, on introduit
les interpolations p-adique des formes modulaires. Dans cette section, on cherche aussi a
donner une interpolation p-adiques de leurs objets associés, comme les représentations de
Deligne et les (¢, I')-modules associés.

Le second chapitre a pour but de définir I'invariant .Z et d’en donner une interpré-
tation. Dans la premiére section on définit I'invariant £ des représentations de poids
motivique valant —2, ce qui nous sera utile pour la représentation W . Dans la seconde
section, on propose une définition analogue de l'invariant . aux représentations de poids
motivique valant 0. Ensuite, dans une troisiéme section, on lie les deux constructions
par dualité. Enfin, dans la derniére section on montre que 'invariant . d’une représen-
tation p-adique est naturellement retrouvé dans la dérivée de l'exponentielle élargie de
Perrin-Riou.

Le troisiéme chapitre a pour but de mettre en place les outils nécessaires afin de
prouver le théoréme principal de la thése. Dans la premiére section, on définit et on
donne les propriétés importantes des fonctions L de Rankin-Selberg associées aux couples
de formes modulaires. Dans la seconde section, on donne les propriétés de la fonction
de Urban a 3 variables permettant d’interpoler p-adiquement les fonctions de Rankin-
Selberg graces aux familles de formes modulaires. Dans une troisiéme section, on étudie les
représentations associées aux couples de formes modulaires. Dans la quatriéme section, on
donne la définition des éléments de Beilinson-Flach associés aux formes modulaires. Dans
la derniére section, on utilise les éléments de Beilinson-Flach construits précédemment
et les travaux de Kings-Loeffler-Zerbes pour lier la fonction de Urban & 3 variables aux
éléments de Beilinson-Flach construits dans la section précédente.

Le dernier chapitre a pour but de prouver le théoréme principal de la thése. Dans
une premiére section on recherche les points classiques d’annulation de la fonction L de
Urban. Dans la seconde sections on utilise ’ensemble des outils construits précédemment
pour calculer la dérivée de la fonction L p-adique en fonction de 'invariant .Z et de la
période p-adique. Enfin, dans la derniére section, on met en relation le résultat précédent
et la conjecture des zéros exceptionnels.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit des notions nécessaires tout au long de ce mémoire.
Dans les trois premiéres sections, on s’intéresse aux (¢, [')-modules. On introduit cette
notion dans le premier paragraphe, dans le second on étudie la cohomologie de ces modules
et dans le troisiéme on se penche particuliérement sur les modules de rang 1. Dans les
sections 4 et 5, on s’intéresse aux exponentielles élargies en donnant la construction de
Perrin-Riou dans la section 4 et une généralisation de Nakamura dans la section suivante.
Dans la sixiéme section on rappelle les définitions des courbes modulaires et des formes
modulaires. Enfin, dans la derniére section, on introduit des interpolations p-adiques de
différents éléments définis dans les sections précédentes.

1.1 (¢, I')-modules

La théorie des (¢, ')-modules fut initiée par Fontaine dans son papier [Fon91].

1.1.1. Soit p un nombre premier. Soit Q, une cloture algébrique de Q, que 'on fixe
p g p
pour le reste de ce manuscrit et C, la complétion p-adique de Q,. On note( 1;1, :C, —
UplT
RU{oo} la valuation p-adique normalisée par v,(p) = 1. On note |z|, = (%) """ la norme

p-adique de z. On note B(r, 1) la couronne
B(r,1):={z €C, | r <]z |,<1}.

On fixe un systéme de racines primitives p"-iémes de 'unité € := ((yn)n>0 tel que pour
tout n € N on aie lenﬂ = (. On note Gg, := Gal(Q,/Q,). On note K, := Q,((pn) et

K = U K, la tour cyclotomique. Soit I' := Gal(K/Q,). Le caractére cyclotomique

n=0

X :['— Z5 est défini par 7 ((pn) = C;%T) pour tout 7 € I,

1.1.2. Pour tout 0 < s < 1, on note

R = {f(X) = Zaka

keZ

a € Zy, et f est holomorphe sur B(s, 1)} ;

£ = { f(X)eR®

f est bornée sur B(s, 1)} :

19
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On muni ces anneaux d’une action de I' et d’un Frobenius ¢ comme suit :
Les actions de I' et de ¢ sont triviales sur les coefficients de la série et sont données par
les deux équations suivantes

Vr € T, 7(f(X)) = f(1(X)) ont 7(X) = (1 + X)X — 1,

p(f(X)) = f(p(X)) ot p(X) = (1 + X)" — 1.

On note le corps &T = |J &), L’opérateur ¢ posséde un inverse par la gauche que I'on
0<r<1
note v et qui s’écrit
I _
U(f) = 590 " (Tretjpen () -

L’action de v sur les séries s’écrit aussi

(X (Zf (s x) _1>)

¢r=1

Le corps &' posséde une valuation que 1’on écrit w

w <Z aka) = min{v,(ay) | k € Z}.

keZ

Cela permet de définir Ozt I'anneau des entiers de &.

De maniére similaire, on définit R = |J R©). Les actions de I' et de ¢ s’étendent
0<r<1
sur R par continuité. On définit

s k+1Xk
= log(1 + X) Z eR. (1.1)
k=1

Un calcul rapide donne ¢(t) = pt et 7(t) = x(7)t pour tout 7 € I.

1.1.3. Soit E une extension finie de Q,. Pour travailler sur les représentations p-

adiques a coefficients dans E il est pratique de définir les anneaux @@; = &1 ®q, F,
RE = R@Qp E et O(g,}; = O(gﬂr ®Zp OE

Définition 1.1.1. i) Un (¢,T)-module au-dessus de &), (respectivement Ry) est un &) -
module libre (respectivement Rg-module) D de rang fini équipé d’actions linéaires de T' et
de ¢ qui commutent entre elles et telles que l'application linéaire induite é(’g, ®££7¢]D — D
(respectivement Rg Qr, ., D — D) soit un isomorphisme.

i) Un (p,T)-module au-dessus de &) est dil étale s’il existe une base de D telle que la

matrice de @ dans cette base soit dans GLg ((90@%)

On appelle Rep(Gg,) la catégorie des représentations p-adiques de G, et a coefi-
cients dans F, c’est-a-dire la catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie munis
d’une action continue et linéaire de Gg, .
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Théoréme 1.1.2 ([Fon91|, [CCI8]). Il existe un foncteur naturel V.— DY (V) qui induit
une équivalence de catégories entre Repy(Gq,) et la catégorie des (p,I')-modules au-

dessus de &, qui sont étales.

Gréce a la théorie de Kedlaya (voir [Col08, Proposition 1.4 et Corollaire 1.5]) on sait
que le foncteur D — Rp® .+ D établit une équivalence entre la catégorie des (¢, I')-modules
E

étales au-dessus de @@ET et la catégorie des (¢, I')-modules au-dessus de R g qui sont de pente
0 dans le sens de Kedlaya voir [Ked(04]. En utilisant ce résultat ainsi que le théoréme
précédent on sait que le foncteur V' — ]D)Lg(V) défini par ]DLg(V) =Rg Rt DT (V) induit
une équivalence entre Rep(Go,) et la catégorie des (¢, I')-modules au-dessus de Rp qui
sont de pente 0.

1.1.4. On appelle (¢, N)-module filtré au-dessus de K a coefficients dans F tout
E-espace vectoriel M équipé des structures suivantes :

e un opérateur F-linéaire et nilpotent N tel que Nop =p.po N

e une filtration exhaustive et décroissante (Fil' M);ez de M.
On note MF“’ la catégorie des (¢, N)-modules filtrés. Les sauts dans la filtration sont
appelés p01ds de Hodge Tate du module. On appelle module de Dieudonné filtré tout

élément de MF“” avec N = (0. On note MF‘p la catégorie des modules de Dieudonné
filtrés. On deﬁmt REjog = Rellog X]| ou 10gX satlsfalt les lois suivantes

7(log(X)) = dlog(X) + log <@) 7T, p(log(X)) =plog(X) + log (@éj}f)) .

-1
On définit 'opérateur de monodromie N : Rg o — REjog Par N 1= — (1 — %) ﬁ.

Pour tout (¢, I')-module D au-dessus de Rg on définit
Ders(D) = (D @ry R [1/1])", Zu(D) = (D ®ry, Rijog [1/1])" -

Alors Peis(D) (respectivement Z (D)) est un E-espace vectoriel de dimension finie équipé
d’une action naturelle de ¢ (respectivement d’actions naturelles de ¢ et N). De plus, on
construits des filtrations décroissantes sur Z.is(D) et Zs (D) en prenant

Fil' (Zeris(D)) := (D ®g,, tiRE)F ,Fil' (Z4(D)) :== (D ®x, tiRE,mg)F .
Omn a
@cris(D) = @s‘t(]D)>N:07
dim(Zeis(D)) < dim(Zx(D)) < rank(D).
On dit que D est cristallin (respectivement semi-stable) si la dimension de Z,is(D ) est
égale au rang de D (respectivement si dim(Zy (D)) = rank(DD)). On note M q, €t ML 0,

respectivement les catégories des (¢, I')-modules semi-stables et cristallins. Lorsque D est
semistable on appelle poids de Hodge-Tate de D les poids de Hodge-Tate de Z (D).

Théoréme 1.1.3. i) Les foncteurs Deis - Mfml;(@ — MFép et Dy - M;’;E} — MF&N
sont des équivalences de catégories.
ii) Si V est une représentation p-adique de Gg, alors .@Cris(DLg(V)) (respectivement

@St(]DIig(V))) est canoniquement et fonctoriellement isomorphe au module de Fontaine
Deis(V) (respectivement Dgy (V') ).
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Démonstration. Le premier point est di a [Ber08, Théoréme I11.2.4]. Le second point est
une conséquence de [Ber02, Théoréme 0.2]. O

1.1.5. Pour toute E-algebre affinoide A on définit £4 1= ExRpA et Ra = Rp®pA
. Une représentation p-adique de Gg, a coefficients dans A est un A-module projectif de
type fini avec une action continue linéaire de Gg,. Il est alors possible de définir pour

chaque représentation V' un module ]D)Iig,A(V) au-dessus de R4 (K) (voir [KPX14] pour la
construction de DLgA(V)).

Théoréme 1.1.4. [KPX1j, Théoréeme 2.2.17] Le foncteur allant de la catégorie des re-

présentations p-adiques de Gg, et a valeurs dans la catégorie des modules au-dessus de
Ra(K) défini par V — DLg,A(v) est pleinement fidéle et commute avec les morphismes
de changement de bases.

De plus, si A = E 'espace Djig,A(V) est exactement D (V) défini précédemment.

rig

1.1.6. Pour B = &}(K) ot B=R4(K), si D est un (@, I'x)-module au-dessus de B,
on note D* le module dual D* := Homp(DD, B). On note D(x) le module obtenu en tordant
laction de ['x sur D par le caractére cyclotomique.

1.2 Cohomologie des (¢, ")-modules

1.2.1. On fixe v un générateur topologique de T'. Si D est un (¢, I')-module au-dessus
de R4(K) on écrit H*(D) pour la cohomologie du complexe

CoD:0-DLDeD LD 0.

ou f(x) = ((p— Dz, (y—1zx) et g(y,z) = (v — 1)y — (¢ — 1)z. Pour toute suite exacte
courte de (¢, I")-modules
0—=D; —=-D—=Dy =0

on a une suite exacte longue sur les groupes de cohomologie
0— H'(D,) — H(D) — H°(Dy) — HY(D;) — ... = H*(Dy) — 0.

Proposition 1.2.1. La cohomologie des (p,1")-modules sur R4 satisfait les propriétés
suivantes :

o les H*(D) sont des A-modules de type fini.

e La dualité de Tate. pour tout i € {0,1,2} il existe un accouplement fonctoriel donné
par le cup produit

H'(D) x H*'(D*(x)) = H*(Ra(K)(x)) =~ A

qui est compatible avec les homomorphismes de connexion dans le sens usuel. C’est
une généralisation de la dualité de Poincaré lorsque A = E.

Démonstration. Voir respectivement [KPX14, Théoréme 4.4.2 et Théoréme 4.4.5(2)] pour
le premier et second point. O
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La cohomologie galoisienne est liée & la cohomologie des (¢, I')-modules.

Proposition 1.2.2. Soit V' une représentation p-adique de Gg, a coefficients dans A
alors la cohomologie galoisienne continue H*(Q,, V) est fonctoriellement isomorphe a

H*(Dfiy o (V).
Démonstration. Voir [KPX14, Proposition 2.3.7]. O

1.2.2. Pour tout caractére continu ¢ : Q) — A* soit R4 () := Raes le (¢, T')-module
de rang un défini par les lois

VyeTl, ~(es)=0(x(7)es,  wles) =6(p)es.

Proposition 1.2.3. [Nak1j, sections 2.5 et 2.4 [ Soit § : Q) — A* un caractére continu
vérifiant
Im e 27, o(u) =u", Yuel.

et D = Ra(5) le (¢, T')-module de rang 1 a coefficients dans A associé a §. Il existe un
morphisme appelé exponentielle

expp : Deris(D) — H' (D)
tel que pour tout Y : A — E et Dy =D ®4 4 E le diagramme suivant commute

@cris(D) m H1<D)

|

Soit 'accouplement canonique [.,.] défini par
[., ] : -@criS(D> X .@Cl«js(D*<X)) — .@CI‘is(RE(X)) ~ F.
Par dualité locale, on défini 'exponentielle duale comme 'unique morphisme

€XPh(y) : H'(D*(x)) = Deris(D*(x))

vérifiant
expp(z) Uy = [z, exphe ) (1)]

pour tout € Zeis(D) et y € H'(D*(x)). De plus, ce morphisme est compatible avec les
morphismes de changement de bases.

1.2.3. Soit V' une représentation p-adique de Gg, a coefficients dans une E-algébre
affinoide A. On suppose que A est une algébre réduite. Par un théoréme de Chenevier
(voir [Che09l Lemme 3.18]) il est possible de définir une norme sur A dont la boule unité
est A°:= {a € A||a|| < 1} et un sous-A°-module T de A de type fini stable sous I’action
de Gg,. On définit

Hi (K, T):= lim H'(K,T),

CorKn/Kn71
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oll cor'g, /K, _, est le morphisme de corestriction. On définit aussi
H{ (K,V):=H{ (K,T) ®0, E.
Cette définition est indépendante du choix du module 7.

1.2.4. Pour la suite de cette section, on suppose que A = E. Soit D un (¢, I')-module
sur Rg. D’aprés le premier point de la Proposition H!(D) est un E-espace vectoriel
de dimension finie pour tout 7. De plus, la formule usuelle de la caractéristique d’Euler
est satisfaite (voir [Liu07] et [Her98])

2

> (1) dimp H'(D) = — [K : Q] ranke,,x) (D).

i=0
On associe a tout cocycle a = (a,b) € Z*(C,,~(D)) lextension

0—-D—D, >Rg—0

définie par
D,=D&Rge, (p—le=a, (y—1e=0b.

Cela défini un isomorphisme canonique
H'(D) ~ Ext, (R, D).
On dit qu'une classe cl(a) de H'(D) est cristalline si
dimg Zeis(Dy) = dimg Zeis(D) 4 1

et on note

Hi(D) := {cl(e) € H'(D) | cl(c) est cristalline }
I’ensemble des classes cristallines.

Proposition 1.2.4. Soit
0—=D; —-D—=Dy—0

une suite exacte de (@, ")-modules cristallins. Alors la suite suivante est exacte
0— H°(Dy) - H(D) — H°(Dy) — Hj(Dy) — Hp(D) — Hp(Dy) — 0.
Démonstration. Voir [Benlll Corollaire 1.4.6]. O

Pour le reste de ce paragraphe, on suppose que DD est cristalline. On définit I'espace
tangent de D par
t5(Qp) = Deris(D)/ Fil® Deyis (D).
On considére le complexe suivant (voir [Nek90] et [FPR94])
(D) : Deris(D) = t0(Qy) ® eris(D)

oll les modules sont placés dans les degrés 0 et 1 et ou

h(d) = (d (modFil’ Zess (D)), (1 — ) (d)) .
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, . I . . .
I’équivalence entre MF(E et M7 Q donne un isomorphisme canonique
P 1P

H'(C83(D)) — Hp(D).

cris

On définit alors 'application exponentielle
eXpp tD(Qp) b gcris (D) — Hl (D)

comme la composition de I'isomorphisme précédent avec la projection naturelle tp(Q,) &
Deris(D) — H'(Coys(D)) et Vinclusion Hy(D) C H'(D).

1.2.5. Soit V une représentation de G, cristalline. Cela est équivalent & demander
que ]D)Lg(V) soit un (¢, I")-module cristallin. L’isomorphisme Hl(]D)Lg(V)) ~ HY(Q,,V)
donnée dans la Proposition @Iidentiﬁe aussi les deux espaces H}(]D)Lg(V)) et Hy(Q,,V)
de Bloch et Kato (|[Benlll, Proposition 1.4.2]). L’espace tangent de V' est par définition

ty(Qy) = Deyis (V) / Fil® Dyis (V).

On a le diagramme commutatif suivant grace a [Nak14l Théoréme 2.21]

tn(Q,) —— H'(D)

| |

tV<@p) ﬂ Hl(va V)

ot 'on note D = ID)Lg(V) par souci de concision. Cela permet ainsi d’identifier ’expo-

nentielle des (,I')-modules avec celle de Bloch et Kato (définition au Paragraphe 4 de
IBK90]).

Comme dans le paragraphe précédent, on définit alors 'application exponentielle duale

XPhe () + H' (D" (X)) = Fil® Zar (D™ (x))-
C’est I'unique application linéaire de H'(D*(x)) dans Fil° Z4r (D*(x)) telle que
expp(z) Uy = [, €XPpy+ (y) ()]

pour tout T € Zuis(D) et y € HY(D*(x)).

1.2.6. Soit V' une représentation de Gg, cristalline.

Proposition 1.2.5. L’application naturelle

D (V) — DI

rig

V)

induit un quasi-isomorphisme de complezes C,,, (DT(V)) = Cu (Diig(\/))
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Par conséquent, la cohomologie du complexe C,, -, (]D)T(V)) permet de retrouver les
groupes de cohomologie H (Q,, V).

Soit C’ITWW(V) le complexe

ol (V) : DI(V) 5 D).
La cohomologie d’'Iwasawa H[ (Q,, V') est fonctoriellement isomorphe & la cohomologie

du complexe C’ITWW(V) (voir [CC99]).

Le travail joint de Cherbonnier et Colmez [CC9§| et [CC99] permet de donner I'inter-
prétation suivante des applications de projection pry,,, : Hy, (Qp, V) — H'(K,, V). Soit
r € DI V)= et v, = Yl Alors (o — 1)z € DF(V)¥=0 et grace a [CC98, Lemme 1.5.1]
il existe un élément u € D'(V) tel que (7, — 1)y = (¢ — 1)2. La projection pry,, envoie
alors x sur la classe cl(y, z). Cette interprétation a été mise en avant par Fontaine.

1.3 (¢,I')-modules de rang 1

1.3.1. Premiérement, on s’intéresse aux (p, ") de rang 1, ce sujet est étudié dans les
textes [Benll] et [Col08].

Proposition 1.3.1. i) Tout (¢, ')-module de rang 1 au-dessus de Rg est isomorphe a
R (0) pour un unique caractere § : Qy — E*.

it) Tout (p,I")-module de rang 1 au-dessus de Rp est cristallin si et seulement si le
caractere § restreint a Z, est de la forme § |Z;: u — u™ pour un certain m € Z.

Démonstration. Le premier point est [Col08, Proposition 3.1] et le second point est [Ben11l,
Lemme 1.5.2]. O

Dans le cas cristallin Z.,;5 (RE (9)) est I'espace vectoriel de dimension 1 engendré par
t~™es ot m est I'unique poids de Hodge Tate de R (J). et ou le Frobenius ¢ agit sur
Deris (RE (0)) par la multiplication par p~6 (p). Le calcul des groupes de cohomologie des
(p,I')-modules de rang 1 se divise en 4 cas. Le lecteur est invité a se référer aux sections
2.3-2.5 du texte de Colmez [Col08] ainsi qu’a la Proposition 1.5.3 et au Théoréme 1.5.7
du texte de Benois [Benll] pour plus de détails ainsi que pour les preuves des résultats
cités ci-dessous.

e S'il existe m > 0 tel que § (u) = u™™ pour tout u dans ZX et § (v) # ™™ sur Z,,
alors H (Rg (6)) = 0 pour i € {0,2} et H' (Rg()) est un E-espace vectoriel de
dimension 1 avec H; (Rg (d)) = 0.

e S’il existe m > 0 tel que d (x) = 2~ sur Z,, alors on a
H° (R (8)) = Deis (R (9)) H? (R (6)) = 0.
De plus I'application

i { Deris (RE (0)) @ Deris (R (0)) — H' (Rp (0))
> (z,y) — cl (—z,log (x (7)) y).
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est un isomorphisme. On note is s (respectivement is.) la restriction de i5 a la
premiére coordonnée (respectivement la seconde coordonnée). Alors Im (i) =
Hj (Rg (9)) et on a la décomposition canonique

H' (R (8)) = Hy (R (8)) & H, (R (9))
ot H! (Rg (9)) est 'image de i5.. On pose
Xm — 2'57}0 (tme(;) =—cl (tmE(;, 0) s

Ym = ise (t"es) = log (x (7)) ¢l (0, £™e5) .

e S’il existe m > 1 tel que ¢ (u) = u™ pour tout u dans Z; et § (z) # [x|, 2™ sur Z,,
alors H' (Rg (6)) = 0 pour i € {0,2} et H' (Rg (9)) est un E-espace vectoriel de
dimension 1 avec H} (Rg (6)) = H' (R (9)).

o S'il existe m > 1 tel que d () = |z|, 2™ sur Z,, alors H* (R (6)) = 0 et H* (R (6))
est un F-espace vectoriel de dimension 1. De plus x (z) 6! () = 217™ et il existe
un unique isomorphisme

is : Deris (R (60) @ Deris (R (6)) — H' (Ri (6))
tel que

i6 (OQB) Uix5*1 (ZE,y) - [671;] - [Oé,y]

ol [,.] : Divis (RE(0)) X Deris (R (x07)) — E est 'accouplement usuel. Comme
pour le second cas on note i; ¢ et i5 . les restrictions de ¢5 & la premiére et a la seconde
coordonnée respectivement. Alors Im (i5;) = H; (Rg (9)) et on a la décomposition
canonique

H' (Rg (0)) ~ H} (Rp (6)) & H, (Rg (6))
ot H! (Rg (9)) est 'image de is..
1.3.2. 11 est aussi intéressant d’étudier les (¢, I')-modules D tels que le Frobenius

agisse comme la multiplication par une constante sur Zy (D).

Proposition 1.3.2. Soit D un (p,I")-module semi-stable de rang d et de poids de Hodge
Tate ki, ..., kq écrits avec leur multiplicité. On suppose que Dy (D) = Dy (}D))‘p:A pour un
A quelconque de Q. Alors, le module D admet la décomposition

d
=1

ot les 0; sont définis par &; (u) = u* pour u € Z) et 6; (p) = Aphi.

Démonstration. Voir [Benlll Proposition 1.5.9].

1.3.3. On considére maintenant les (¢, I')-modules de rang 1 sur R 4.

Remarque 1.3.3. Contrairement a [1.3.1§) il existe des (¢,I")-modules de rang un D sur
R4 tels que D % R 4(0) pour tout caractére continu 9.
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Proposition 1.3.4. Soient m € Z el o € A*, on définil un caractére continu 0 de Q)
dans A* par
6(u) =u™,ueZy, 6p)=a. (1.2)

La cohomologie de Ra(0) vérifie les propriétés suivantes :
i) Sip "a # 1 alors

H(R 4(5)) = 0.
i1) Si A est principal et m < 0, alors

H?*(R4(6)) = 0.
Démonstration. Si 0 satisfait ((1.2)) le module cristallin Z,,;5(Ra(d)) est le A-module libre
de rang 1 engendré par ds :=t ™es. Alors

o(ds) =p " ds.
Sip~"a # 1 alors

HO<RA(5)) - -@criS(RA(é))SD:l = {0}

ce qui prouve le premier point.
Soient C'* un complexe de A-modules et B un A-module. On a la suite spectrale suivante

By = Tor?, (H/(C*®),B) = Ey" == H™ (C* ®, B).
Soit m € Spm(A), en appliquant cette suite spectrale en B := A/m et C* := Cy , (Ra(9))
on obtient la suite spectrale suivante
By = Tor?, (H/(Ra(5)), A/m) = E37 := H™ (R4(6) ® A/m). (1.3)

Puisque A est principal, E;J est nul sauf si ¢ € {0,—1}. Pour i + j = 2 le seul terme
non-nul est £Y? donc

H?* (RA(0) ® A/m) ~ H*(RA(6)) @ A/m.
De plus, Ra(6) ® A/m = Rp(dn) or dn(u) =u™,Vu € Z,. Alors, puisque m < 0
vm € Spm(A), H*(RA(6)) ® A/m = 0.
Or, A est principal et H*(R4(d)) est un A-module de type fini. On a la décomposition
HA(RA()) = A &, AJ())
ou r,t € N et )\; sont des éléments de A. En regardant le produit tensoriel avec les
différents A/m, on obtient le second point de la proposition. O

Proposition 1.3.5. On suppose que A est principal et que m < 0 on a :
i) Sip"a—1€ A% alors H (R (8)) est un A-module libre de rang 1.
ii) Sip~™a—1=0 alors H' (R 4(0)) est un A-module libre de rang 2.

Démonstration. Soit m € Spm(A). En utilisant la suite spectrale du Tor pour i + j = 1,
grace a la Proposition ,ii) on sait que £, "> = 0, le seul terme non-nul est alors £y
et on obtient 'isomorphisme

H' (RA(0) ® A/m) ~ H' (RA(6)) @ A/m.
En utilisant la cohomologie des (p,I')-modules de rang 1 au-dessus de R on sait que le
E-rang de H' (RA(0) ® A/m) vaut 1 si p ™o — 1 ¢ m et 2 sinon. Dans le cas 1) et i)

le rang de H'(RA(d)) ® A/m vaut toujours 1 et 2 respectivement, ce qui nous donne les
résultats voulus. O
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1.4 Exponentielle élargie et logarithme de Perrin-Riou

Le but de cette section est de rappeler les propriétés de base de ’exponentielle de
Perrin-Riou. Le lecteur peut trouver les preuves ainsi que plus d’informations sur la
construction de 'exponentielle dans les textes [PR94|, [Col98|, [Ben00] et [Ber03]. Les
notations des paragraphes précédents sont conservées.

1.4.1. Soit E une extension finie de Q,. On note Ap := Og|[I']] I'algébre d’Iwasawa
de T’ sur Og et on note R} = Re N E[[X]]. Autrement dit, R}, est 'anneau des séries &

coefficients dans E et qui convergent sur le disque unité ouvert. On rappelle les notations
K, = Q, ((m) et Ky := |J K,, et on note I';, := Gal (K /K,). On fixe un générateur

n>0
topologique v de T', cela permet de définir un systéme de générateurs de I',, en posant

Y1 :=7P"1 et 1 =P pour n > 1. Soit A := Gal (K;/Q,), on définit

Hp={f(n—-1)|feRL}
He (T) = Z,[A] @z, HE. (1.4)
On a la décomposition

p—2
=P ote (1.5)
=0

ol I'on note ¢; I’élément unipotent

b; = |A|Zw’ (1.6)

geEA

ol w: A — ZX est le caractére de Teichmiiller. Alors Hg(I')* = Hp.

Définition 1.4.1. Soit h = Z dihj(v1 — 1) € Hg(T'). Pour tout i € Z, on note o/ (h)

la fonction analytique de Z, dans E définie par
Vs € Ly, A5(h)(s) = hi(x(n)" —1).
On équipe Hg (I') avec 'opérateur de twist

Tw,, : p—2 p=2 m 1.7
;) oihi(m—1) = ;} Oi—mhi (X (71)" 1 —1). (1.7)

Pour tout h € Hg(I') et pour tout m € Z on a
Vs € Zy, S5i(Twp(h))(s) = im(h)(s+m). (1.8)

L’anneau Hp (T') agit sur R}. On a une description explicite du noyau du morphisme
sur RE.

Proposition 1.4.2. [PR9j, Proposition 1.2.7] (RE)QZ}ZO est le Hp (I')-module de rang 1
engendré par (1 + X)
(R5)"™" = He (D). (14 X).
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1.4.2. Soit V une représentation cristalline de Gg,. On rappelle que ¢ est 1'élément

fixé défini par € := ((pn)n>0. Pour tout m € Z on définit 'opérateur de torsion sur la
cohomologie d’Iwasawa de la maniére suivante
1 1
Twe, : { Hi, (Qp, V) — Hp, (gf: V(m)) (1.9)
x = TQesm.

Son lien avec Tw,, est donné dans le Lemme Soit ¢ : HE(I') — Hg(T) involution
définie par «(7) = 77!, 7 € T'. On a Décriture suivante de la cohomologie d’Twasawa (voir
[Pot12])

Hp,,(Qp, V) @1, Hip(l) = HY(Q,, V ®p Hi(I)) (1.10)
ou Hy(T) est He(I') ou I' agit a travers ¢.

Pour tout caractére continu p : I' — E* le morphisme

Hy(T) — E(u)
¥ = ()

induit un morphisme de représentation V @p Hy(I') — V(™). Le groupe I' agit comme
I'inverse de u a cause de l'involution ¢. En utilisant I'écriture (1.10)) cela induit un mor-
phisme dit de spécialisation en p

Hllw (Qy, V) — Hl(Qp> V(N_l))-

On appelle spécialisation en j la spécialisation en x?. On note pr, la projection de la
cohomologie d’Iwasawa sur le corps de base

Pry - Hllw((@pv V) - Hl((@;m V)'
La spécialisation en j coincide avec la composition pryoTw?; du twist TwZ; avec la
projection pry.
1.4.3. Soit V une représentation cristalline de Gg,. On pose
+\9¥=0
D (V) :=Duis (V) @5 (RE)" .

Théoréme 1.4.3. Soit V' une représentation cristalline de Gg, a coefficients dans E.
Pour tout entiers h et m tels que Fil™" Deys (V) = Duis (V) et m+ h > 1, il existe un
unique Hg (I')-homomorphisme

EXpy gy 0 DV (m)) = Hyy, (Qp, V (m)) @, He (1)

qui satisfait les propriétés suivantes :
1) Si Deis(V(m))?=t = 0, alors pour tout x € D (V (m)) on a 'égalité
. 1— p_IQD_l
P10 0 (0) = D) ey (25 (0(0)

ou pr, est la projection sur le corps de base, I'(h) := (h — 1)! la fonction I' évaluée
en h et expy,, est exponentielle de Bloch et Kato.
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ii) Soit e_; := e~ '@t le générateur canonique de D5 (Q, (—1)) out ¢ est défini en (1.1)).
On a I'égalité

EXPY (mi1)pt1 = = TWY ()1 © EXDY () 0 (O @ €-1)

ol 9 est 'opérateur 9 := (1 + X) -
iii) On a aussi I'égalité suivante

EXP?/(mmH =l Expi/(m),h

log(y1)
log(x (1))

Démonstration. Ce théoréme fut d’abord prouvé par Perrin-Riou dans le [PR94] pour
les représentations cristallines. D’autres preuves peuvent étre trouvées dans [Ben00| et
[Ber03]. Le résultat est étendu aux représentations potentiellement semi-stables dans
IKKT96] et [Col98]. O

Ofllh =h—

1.4.4. Pour tout élément d € Deys(V) on définit 1'élément
d:=do(1+X)eD(V).

Lorsque V' est une représentation semi-stable de dimension 1 on a une formule plus précise
pour l'interpolation effectuée par I'exponentielle de Perrin-Riou. Grace a la Proposition
on sait qu’il existe un unique caractére, que I’on note dy, tel que ]Dng(V) =Re(dy).

Proposition 1.4.4. Soit V' une représentation cristalline de dimension 1 d’unique poids
de Hodge-Tate m et soit d € Deys (V). Soit h € Z=! tel que h > m. Pour tout k € Z tel que

Deris(V (F))?=" = 0, la spécialisation de la classe de cohomologie Expi,, (@ au caractére

X% est donnée par

. E 1 — pm+k—15—1(p> .
prg o Twy, (EXPV,h (a?)) =ID(k+h) = ko) expy ) (d[k]), sik+m>1,

expiy (prao T (B, () = 40 -2 0 Wiy ik m <o

ou T*(j) = (—3_1')7 sij€Z<Y et T*(j) =T(j) pour j €N et o d[k] := d R ey.

1.4.5. Soit T un Op-réseau de V stable sous laction de Gg,. Les accouplements

cohomologiques
(s ) : HY(K,,T)x H'(K,, T*(1))" = Og

donnent naissance & un accouplement Ag-bilinéaire
(o )7 Hyy(Qp, T) x Hy, (Q,, T°(1))" = Ap
défini par

<x7y>T = Z (T_lxnayn)TﬂT mod (’yn - 1)

VEF/Fn

(voir [PR94, section 3.6.1] ). On étend par linéarité cet accouplement a
(, ) Hiy (@, T) @ Hp(T) x Hy (Qy, T°(1))" @, Hp(T) = Hp(T)

Il est alors possible de définir un logarithme que 'on appelle logarithme élargi.
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Définition 1.4.5. Pour toute représentation p-adique cristalline V', soit d € Deyis(V*(1))
et h > 1 tel que Fﬂ_h(DmS(V)) = Deuis(V). On définit le logarithme élargi comme le
morphisme

Logi/',l—h,d : HIIW (Qp, V) = Hp()
par

£ 571 NL
LOgv,1—h,d(5U> = <$,EXPV*(1)7h<d) >v

Les différents twists du logarithme sont liés par une relation qui découle facilement
des propriétés générales de 'exponentielle élargie.

Lemme 1.4.6. Pour tout j € Z on a

Log%/(—l),—h,d®e1(TW%/,—l(I)) = Twy (Log%/,l—h,d(‘r)) .
Ce lemme permet d’évaluer les différentes branches données par un logarithme élargi.

Lemme 1.4.7. Soit z € H., (Q,,V) et i € Z. Alors pour tout j = i[p—1] et que
Deis(V*(5+1))?=1 =0 on a

. . . ‘ . L—p e,
o5 (Logyi_na (2)) (7) = T(h + ) (Pl"o (Twy,—; (2)) Uexpyg (ﬁ (dg]) | ) -
Démonstration. En utilisant 'équation (1.8]) on a
A, (LOg@,kh,d (Z)) () = 5 (TWj o Log@,lfh,d (Z)) (0).

En utilisant le Lemme sur la torsion des logarithmes on a

Tw; (Log;:ﬂl—h,d (Z)> = Logy(j)1-n—jap] (TW%/,—]‘ (Z)> :

On a donc
5 (Loghy_1.a(2)) (7) = (pro (Twi,_; (2)) , pro (Bxpi-{ynyna (1) ) )
En utilisant le premier point du Théoréme [1.4.3| on a alors

1 — ‘ 1—ptet
PTg <Eva*(j+1),h+j <d[]]>> =TI(h+ ) EXPy+(j+1) (ﬁ (dlj])

ce qui donne le résultat souhaité. O

1.5 Exponentielle élargie pour les (i, [')-modules

Dans cette section on établit un portrait de ’exponentielle élargie des (p, I')-modules
de rang 1 a coefficients dans une algébre affinoide A sur E. Cette construction est un cas
particulier de la construction de Nakamura |[Nakl4| qui généralise 'approche de Berger
aux (¢, I")-modules a coefficients dans A.

1.5.1. Soit D un (p,I')-module de rang fini au-dessus de R4. On note Cy(D) le
complexe

D-—D
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ot les modules sont placés aux degrés 1 et 2. On note
H, (D) :== H* (C}(D)) . (1.11)

On note HA(T) := Hp(T)®pA ot Hp(T') est défini en (1.4). Le [KPX14, Théoréme 4.4.8]
donne une seconde écriture de cette cohomologie

Hy, (D) = H' (D& 4H (1)) (1.12)

o I' agit diagonalement sur D® AH4(T) et ¢ et ¢ agissent uniquement sur la composante
D. De la méme maniére que précédemment, pour tout morphisme continu p: I' — A on
peut projeter DL&A(HLA(F)) dans R 4(u~') ce qui implique un morphisme de spécialisation
sur les espaces cohomologiques

H}, (D) — H'(D(u™)). (1.13)

Ce morphisme est compatible avec les morphismes de spécialisation D — D, :=D®4 , £
ot p: A — FE est un caractére continu. La cohomologie d’Iwasawa au-dessus d’un espace
affinoide A permet ainsi de pouvoir spécialiser a tout caractére p:I' = Aet p: A — E.

En particulier, pour 2 morphismes p et u comme précédemment on a le diagramme
commutatif suivant
Hy, (D) —— H" (D (u"))

lp lp (1.14)

Hi, (D,) — H' (D, (1;"))

ou p, : I' = E est le caractére continu p o p.

1.5.2. Soit V' une représentation cristalline de Gg, & coefficients dans A. Alors la

cohomologie d’'Iwasawa H{, (Q,, V) est liée a la cohomologie du complexe CJ(DLg A(V)).
Le [KPX14) Corollaire 4.4.11] donne l'isomorphisme suivant

Hiy(Qp, V) ®a, Hie(T) = Hiy (D 4 (V)
Cet isomorphisme est un analogue de (1.10)) dans le cas affinoide.

1.5.3. Soit ¢ : QF — A* un caractére continu. On considére le (¢,T') module R 4(6)
de rang 1 au-dessus de A. On note &(x) := d(p) € A. On suppose que les conditions
suivantes sont réunies :

® 0 |zx (u) =u™ pour un entier m > 1.

e La fonction x — v,({(x)) est constante sur Spm(A).

On dit alors que ¢ est cristalline et de pente constante. Le module cristallin associé
Deris(Ra(0)) est un A-module libre de rang 1 engendré par t~™ ® e; tel que le Frobenius
agisse comme multiplication par p~"d(p).

La cohomologie d’Iwasawa H. (Ra(d)) est canoniquement isomorphe a R(8)¥=1.
Soient 2 € Peris(Ra(6)) @4 E4=" et h > m. On montre que 'équation

0"z(0)

_ h
(p—1)F ==z " t
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admet une solution F' dans Zeis(Ra(d)) ®4 Ea et on définit alors

(—1)h10g(x<7))th8h(F).

EXP%A((S),}L(Z> = D

Comme dans le cas classique A = E (voir [Ber08]) on a Expg 45 4(2) € R4(6)¥=Y. On
obtient un morphisme

ExpR s ¢ Leris(Ra(0)) @4 E47" — Hi (Ra(0)).

Soit d € Deyis(RA(5)). On note d :=d ® (1 + X).
Proposition 1.5.1. Si p~™d(p) # 1 alors pour tout d € Deyris(Ra(0)) on a l’égalité

= 1—pm 1o~ (p)
Exp,5)4(d)) = T(h d
by (B 94(d)) = T ()2 st ) (0
ot pry est la projection sur le corps de base, c’est-a-dire la spécialisation au caractere
trivial, T'(h) := (h —1)! la fonction T évaluée en h et expg ;) est Uezponentielle de

Nakamura (voir Proposition [1.2.3).

1.5.4. Soit V une représentation p-adique a coefficients dans A. Soit D = R4(d) un

@, I')-sous-module cristallin de rang 1 de D' (V) de pente constante. On note alors
rig,A

Expyp ¢ Peris(D) ®4 gjﬁzo — Hy, (Q,,V)

la composition de Expg (5, avec le morphisme naturel Hy, (D) — Hy (Q,, V). L'indice
e permet de mettre 'accent sur la dépendance du choix d’un systéme compatible ¢ =
(Cpn)n>0 de racine de l'unité p"-iéme. Ce systéme est nécessaire pour la définition du

foncteur ]D)L& A

Théoréme 1.5.2. i) Le morphisme Expyp est compatible avec les morphismes de chan-
gement de base.
it) Soit p: A — E* un caractére continu tel que V, .=V ®4 , E soit semi-stable. On note
E, = A®ua,E. Alors Expy, p, , coincide avec la restriction de l'ezponentielle élargie de
Perrin-Riou

Expy, , : Deris (Vo) @k ggpzo — Hy, (Qp, V)

a Dcris (Dp) F 55;):0

1.5.5. Soit D un (¢, T')-module cristallin de rang 1. Grace a [KPX14, Lemme 4.2.5]
on sait que
(D)= ~ Homg,, (D=, R4)". (1.15)

De plus, pour 2z € HL (D) ~ D¥=! (respectivement = € H}. (D*) ~ (D*)*=') on a
(¢ — 1)z € D¥=0 (respectivement (¢ — 1)z € (D*)¥="). Il existe un unique accouplement
Ha(T)-bilinéaire

() + Hyy (D) x (Hiy(D*(x)))" — Ha(D). (1.16)
donné par (z,y) := {(p— 1)z, (p— 1)y} on {.,.} est I'accouplement induit par
(voir [KPX14, Lemme 4.2.7 |). On peut ainsi définir un logarithme élargi dans le cas des
(i, I')-modules
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Définition 1.5.3. Soit D un (p,I')-module de rang 1 cristallin et de pente constante tel
que l'unique poids de Hodge-Tate m vérifie m < 0. Soit h > —m et d € Dis(D*(x)) et
h >1—m. On définit le logarithme élargi comme le morphisme

(D) = Ha(T)

Iw

e . 1
LOgD,kh,d D H

par
Logh 1 na(®) = (2, Exph((d))

1.6 Courbes modulaires et formes modulaires

1.6.1. Soit f une forme modulaire parabolique de poids ko, de niveau N; et de
caractére 5. La forme f admet un développement en série de Fourier

f(z) = Z anq", avec g = e*'™*

n=1

avec a, = O(n*/2) (voir de [Miy06, Corollaire 2.1.6]). Soit Q(f) le corps de nombres des
coefficients de f. On fixe F une extension finie de Q, contenant i,(Q(f)) ot i, : Q — Q,.

On note f* la forme modulaire conjuguée de f. C’est la forme de poids ky, de niveau
Ny et de caractére 5;1 définie par

o0

[ (z)=f(-2) = qu”, avec q = e*™ (1.17)

n=0

oil @ est le complexe conjugué de a ot iy : Q — C est fixé.

On suppose que f soit une forme propre, c’est-a-dire un vecteur propre pour tous les
opérateurs de Hecke T}, agissant sur les formes modulaires pour n € N.

Soit [ un nombre premier. On note Ej(f, X) le polynome de Hecke de f en [
Ef(f,X)=X*—aX +e; ()",

On note «a; (f) et o;(f) les deux racines de ce polynéme. Si oy(f) # 0 on définit aussi
Bi(f) comme
i) = KO (118)
: . a(f) .

ol 5(} est le caractére primitif associé a e5. On sépare alors en deux cas :

e si /1 Ny on alors supposer que v(oy(f)) < vi(oy(f)) ot v est la valuation [-adique.
Par les relations coefficients-racines on a Iégalité o;(f) = F;(f). Par des résultats
de Deligne, voir |Del71] et |[Del74], le module des racines de Hecke vaut

ko—1

(Nl =lou (Nl =17 (1.19)
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Si v(a;) = 0, on dit que f est ordinaire en [, dans ce cas v (o (f)) = 0 et v (oy(f)) =
ko — 1. Si on note (oy(f*),0,(f*)) les deux racines de Hecke de f* en [ alors ce sont

les racines de X? — @ X + &4 ()I™~1. On sait que les deux racines de ce polynome
sont {Oq(f), al(f)}. En utilisant la valeur du module (1.19)) on a

lkofl lk’ofl

fulf ) ()} = {mm}

Lorsque v; (o, (f)) < vy (0,(f)) Vordre choisi sur les racines de Hecke implique
lk:o—l lk()—l

O am e

Si v (au(f)) = v (ou(f)) il 0’y a pas d’ordre choisi sur les racines et on les choisit
de maniére a ce que I’équation précédente soit satisfaite.

e sil | Ny alors le couple (a; (f), o, (f)) vaut (a;,0).

(1.20)

Silt Ny on définit la [-stabilisation f,, de f par rapport & oy(f) comme
Jor (@) = f (@) — o1 (f) f (d) -

C’est une forme modulaire parabolique de poids £y, de niveau [Ny et de caractére cy.
Alors

al(faz):al(f)v Bl(faz)zal(f)'

1.6.2. On définit wy, I'opérateur d’Atkin-Lehner sur les formes modulaires de niveau
ko par

wy, f(z) =z"f (_;fﬂ). (1.21)

On dit que f est une forme primitive si elle est parabolique, normalisée, propre et nouvelle.
Si f est primitive alors il existe une constante notée Ay, (f) telle que

wn, =, (F)f°

( [Miy06, Théoréme 4.6.15]). On appelle Ay, (f) la pseudo valeur propre de Atkin-Lehner
associée a f.

1.6.3. On rappelle la définition de certaines courbes modulaires (voir [Kat04]). Soient
des entiers M, N > 1 tels que M+ N > 5 et p > 3 un nombre premier. On définit Y (M, N)
le Z[1/M N]-schéma représentant le foncteur

S +— {Classes d’isomorphismes (E, ey, e2)}

ou S est un Z[1/M N]-schéma, E/S une courbe elliptique et e, e5 € E(S) tels que e; soit
d’ordre M, es d’ordre N et (eq,e2) génére un groupe d’ordre M N. Pour N > 4 on définit
Yi(N) := Y(1,N). Afin d’introduire les opérateurs de Hecke il faut définir les courbes
modulaires Y (M, N(A)) et Y(M(A), N). Ce sont des Z[1/AM N]-schémas. Y (M, N(A))
représente le foncteur

S +— {Classes d’isomorphismes (E, e, ez, C)}
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ou le triplet (E, e1,e2) € Y(M, N)(S) posséde les méme propriétés que précédemment et
C' est un sous-groupe cyclique d’ordre AN tel que C' contienne ey et que I'application
Z/MZ x C — E,(x,y) — zej +y soit injective. On dit alors que C' est complémentaire &
e1. De la méme maniére, Y (M (A), N) classifie les classes d’isomorphismes de (E, e, e5, C)
avec C' un sous-groupe d’ordre AM contentant e; et complémentaire & es.

Toutes les courbes modulaires Y considérées précédemment sont équipées d’une courbe
elliptique universelle 7 : & — Y. Pour r > 1 on définit

H, = R'7. (Z/p"Z(1))
qui est un Z/p"Z-faisceau lisse, étale et de rang 2 sur Y[1/p]. On note aussi

Hz, = @ H,, Ho, = Hz, ®z, Q,

qui sont des Z, et QQ, faisceaux respectivement.

Pour H un groupe abélien et k£ > 0, on définit le module des tenseurs symétriques
TSym” H & valeurs dans H comme étant les &, invariants du produit tensoriel H®* (voir
Paragraphe 2.2 de |[Kin15]). Ces modules forment une algébre graduée

TSym H = @ TSym* H

k>0

et pour tout h € H et k € N on note h!¥ = h® ¢ TSym” H. L’addition et la multiplica-
tions sont données par les formules

k
(h + g)[k] _ Z h[j]g[k*jh
§=0 (1.22)

il _ (M

m!n!
Pour X un Z[1/p]-schéma régulier et .% un faisceau étale localement constant de (Z/p"Z)-
modules sur X cela permet de définir les faisceaux étales TSym”.# pour tout & > 0. On
définit ainsi les faisceaux TSym” H, pour r > 1, TSym” Hz, et TSym" Hg, pour tout
k> 0.

On peut construire plusieurs morphismes entre les différentes courbes modulaires dé-
finies précédemment. Soient A, M, N des entiers tels que M + N > 5. On note pr; et pry,
les morphismes de Y (M, NA) — Y (M, N) définis par

pry(E, e, e2) = (E e, Aes), pry(E, e, e3) = (E/(Ney), e mod Neg, e; mod Ney).

(1.23)
On a des morphismes de projection
' (E7€1762a0) '_>(E7€1762) pr (E7€17627C) '_>(E7617€2)- )
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On a un isomorphisme entre les deux courbes Y (M, N(A)) et Y (M(A), N) défini par

[ Y(M,N(A)) —Y(M(A),N)
L { (E,e1,e9,C) = (E' €, ey, C)

ol E' := E/NC, €} I'image de e; et ¢, I'image de [A]7!(e3) N C dans E’ (réduite & un
point) et C” est I'image de [A]™'Ze; dans E.

Soient & et & les courbes elliptiques universelles au-dessus de Y (M, N(A)) et
Y (M(A), N) respectivement, il existe une isogénie canonique

A (gol — @Z(ébg)

Soit . = (%,),>1 un pro-systéme de faisceaux étales sur un schéma S. On définit la
cohomologie étale continue dans le sens de Jannsen [Jan88| : Pour tout ¢ on note HY, (S, )
le i-iéme rang du foncteur dérivé de

F > lim HY(S, F,).
—

T

Définition 1.6.1. Pour | un nombre premier, et pour tout i, j, k avec k,i > 0 on définit
lopérateur de Hecke T} sil{ MN (ou U] sinon) agissant sur Hi (Y (M, N), TSym" Hz_(4))
comme la composition

Ty = (pr), o (A) o (@) o (PT)"

1.6.4. On garde les notations du Paragraphe 1.6.1, en particulier p est un nombre
premier fixé, f est une forme modulaire de poids kg et niveau Ny. On note E une extension
finie de Q, contenant les coefficients de la g-extension de f. On note S I'ensemble des

nombres premiers divisant p/Ny. Soit Q") P’extension maximale de Q non-ramifiée hors
de S U {co}. On note Gs := Gal(Q®/Q). Dans [Del71], Deligne a associé & toute forme

parabolique une représentation V; p-adique de Gg := Gal <@(S) /@) Pour nous, il sera

souvent plus commode de travailler avec la représentation duale V' := Homp (Vy, E)) dont
on rappelle la définition.

Définition 1.6.2. Soit N € N tel que N | Ny. On note Vi le plus grand quotient de
Hg (Y1(N)g, TSym™2(Hq,) (1)) ®q, E

sur lequel les opérateurs de Hecke T} agissent comme a; el on note my la projection sur le
quotient.

Alors Vj+ est un E-espace vectoriel de dimension 2 au-dessus de £ et posséde une
action galoisienne de Gg 5 := Gal(Q" /Q) induite par 'action du groupe de galois sur la
courbe modulaire Y;(V)g.

Pour tout N € N tel que Ny | N le morphisme (pry), défini en (1.23) induit un
morphisme

(pry), - Hay(Vi(N)g, TSym*™ ~*(Hg, ) (1)) = Hi (Yi(Ny)g, TSym™ (g, )(1)).
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Ce morphisme induit un isomorphisme des ( f)-espaces propres. En particulier la Définition
est indépendante du choix de N. Alors pour tout N > 1 tel que Ny | N on note
aussi ¢ le morphisme de projection

7y ¢ HA (Vi (N)g, TSym* 2 (Hg, ) (1)) @g, E — V. (1.25)

Pour [ un nombre premier ne divisant pas N¢p, la restriction de la représentation de
Deligne au groupe de décomposition en [ est non-ramifiée. De plus, (voir [Del71])

det (1 — Frob; X | V) =1 — ;X + ()" X2,
Lorsque [ | Ny et [ # p alors on a (voir [Car86|, [Lan73]|)
det (1 = Frob X | V/') =1 - a/X
ol I; est le groupe d’inertie en /. On a aussi
det (1 — X | Deris(V5)) = 1 — a, X + e(p)p™— X? (1.26)

(voir [Sai97|, [Fal88| et [Tsu99]). En particulier si p { Ny la restriction au groupe de
décomposition en p est cristalline.

Si p 1 Ny, il est possible grace aux pullback des morphismes de projection sur les
courbes modulaires définis en ([1.23)) de définir le morphisme

(Pr®), : Hy (Yi(pNy)g, TSym™*(Hg,)(1)) — Hg (Yi(Ny)g, TSym*™ (g, )(1))

par

(Pre). = o). = 2 oy (127)

La projection 7y de H (Y1(Ny)g; TSym**(Hg,)(1)) sur la représentation de Vi se fac-
torise par V cela donne un isomorphisme de représentations qui sera noté de la méme
maniére

(Pr®), : Vi ~ V. (1.28)
1.7 Interpolation p-adique des formes modulaires

1.7.1. Soient p > 3 un nombre premier et F une extension finie de Q,. On note

A:E{{ﬂ,...,%}}
p" p"

'algébre de Tate des séries formelles F'(wy, ..., wy) qui convergent sur le disque ouvert
B(0,r) == {(wy, ..., wa)| [[will, <1/p", 1<i<d}.
Soit k = (ki, ..., ka) € ZZ. On définit le disque fermé p-adique

D(k,1/p" ") ==k +p ' ZL. (1.29)
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Pour tout F' € A on définit la fonction analytique p-adique «7"*(F') définie sur le disque
D(k,1/p"1) et a valeurs dans E par

%Wt(F)(Kl, ...,Kid) =F ((1 +p)n1fk1 _ 1’ . (1 _i_p)/fdfkd . 1) .

La valeur &"(F)(ky, ..., kq) est aussi appelée spécialisation de F' en (K1, ..., £q). On rap-
pelle la notation

HAD) := ARpHp(I).

Pour tout ¢lément de F' € Ha(I") et tout ¢ € Z on définit la fonction analytique <7 (F)
sur D(k,1/p" ') x Z, a valeurs dans F par

i (F)(K1y ooy kg, 8) = G V() (K1, .., ka) @ D5 (F)(s)

pour tout (kq,...,kq) € D(k,1/p"),s € Zy,.

1.7.2. On s’intéresse au cas ou d = 1. Soient A = F {{%}} et k € Z. On définit le

p
caractere x par

r — A~
: o 1.30
X x4 exp (logy (1 + w) R0 )

On a alors I'égalité des fonctions sur D(k,1/p"™!)

A" (x(7)) (£) = X* (DX, ke Dk 1/pH.

1.7.3. Soit f € Sk, (N, ef) une forme modulaire primitive. Pour le reste de cette
section on suppose que p ne divise pas Ny.

Définition 1.7.1. On dit que f est p-réguliére si les deuzr conditions suivantes sont
réunies :
e les deux racines de Hecke en p, a,(f) et o,(f) sont distinctes.

o si v, (op(f)) = ko — 1 alors la représentation de galois Vy restreinte au groupe de
décomposition en p n’est pas la somme directe de deuz caractéres (condition dite de
non-criticalité).

La premiére condition est supposée étre vraie pour toute forme modulaire. Cette
conjecture est prouvée dans le cadre des formes modulaires de poids 2.

Proposition 1.7.2. On suppose que f est p-réguliéres. Il existe une extension finie E de
Qp, un entier ry > 1 et une unique q-série

(o]
f:= Zanq”, a, € A¢

n=1

ot Ag = F {{p%}} telle que :

i) Pour tout entier k > 2 du disque D ((ko, 1/p"™1) la série

fo= 3 " (a,) (k)" € E [[g]
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so1t la g-extension d’une forme propre parabolique de poids k, de niveau pNy et de caractere
wk_koéf.
it) On ait légalité £, = f,.

Démonstration. Les deux premiers points sont des conséquences de [CM98] et [Col97] voir
[Col97, Corolaire B5.7.1] par exemple. La preuve de I’existence est rappelée dans le [LZ16,
Théoréme 4.6.4 |. O

On dit que f est 'unique famille de Coleman passant par f et pour tout & > 2 dans
D(ko,1/p"t~1) on appelle £} la spécialisation de f en k.
Pour tout n € N tel que (n, Ny) = 1, les relations sur les racines de Hecke impliquent
er(n)a, = a,

ol a,, est le n-ieme coefficient de la forme f. On note £* la famille de Coleman associée a
f*. Quitte a réduire les rayons on peut supposer que les familles de Coleman f et f* sont
définies sur le méme affinoide (c’est-a-dire 7y = ry«) de maniére a avoir Ag« = Ay.

1.7.4. Pour tout k € D(ko,1/p""') on note wy, le morphisme

A SE
w’f‘{ F :th(F)(k). (1.31)

que I'on appelle spécialisation en k. Il existe une représentation au-dessus de l'affinoide
Ag interpolant I'ensemble des représentations de Deligne des p-stabilisations fj.

Proposition 1.7.3. Quitte a restreindre le disque Uy := D(ko, 1/p"™1), il existe un Ag-
module Vg, libre de rang 2 muni d’une action continue de Ggg, ot S est ['ensemble des
nombres premiers divisant pNy, tel que pour tout k € Uy N Zxy la spécialisation en k
induise un isomorphisme

wr Vi > Vi, -

Démonstration. Cette représentation peut étre construite grace a la théorie des pseudos-
caractéres comme expliqué dans [CM98]|. Bien que ce texte ne présente que le cas de N = 1
la technique exposée peut étre généralisée a un N quelconque. Une seconde construction
de cette représentation a été donnée récemment dans [AISTH]. O

On définit la représentation duale en famille par
Vi = Homy, (V& Af) .
C’est un Ag-module libre de rang 2 muni tel que pour tout & € Uy N Z>4 on ait
wp Vi V.

On définit
Dy := ]D)Iig,Af<‘/f)

alors
Df = Df, 4, (V7).
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Théoréme 1.7.4. Quilte a réduire le rayon p~", il existe une filtration de (p,I")-modules
au-dessus de R 4,
0—>F+Df—>Df—>]:_Df—>0

ot F D¢ et F~ Dy sont libres de rang 1 au-dessus de Ra,. De plus, F D¢ ~ R4, (5;) et
F D¢~ Ry, (65 ) ot les caractéres 6f et 6 de QY dans Af sont définis par

5fJ'r Zlf = 17 6;(])) = ap<f)7
O e = xx" 57 (p) = —
flzy 7 f O‘p(f*)
ot x est défini en (|1.30)).
Démonstration. C’est une conséquence de [Liulb, Théoréme 0.3.4]. O

On pourra identifier les espaces F=Dy avec les espaces R4, tordus par les caractéres
adaptés. Pour toute spécialisation en £ le poids de Hodge-Tate de la sous-représentation
F Dy, est toujours égal a 0 alors que le poids du quotient F~ Dy, varie et vaut 1 — k.

De plus, cette filtration induit une filtration sur I’espace dual Dj
0 — F'Df — Df — F D — 0. (1.32)
Grace au Théoréme on a les identifications suivantes
FDp = Ra, ((07)7) FD; ~ R, ((66)7) -

Proposition 1.7.5. Soit k € Zsy tel que k € D(ko, 1/p"*7) et k = ko[p — 1]. Si k > 2.
Alors, £ est la p-stabilisation d’une forme primitive £f) € Sy, (N, &y).

Démonstration. Soit un entier k vérifiant k € Zsy tel que k € D(ko,1/p™* ) et k =
ko[p — 1]. Les deux modules .Z*Dy, sont cristallins donc le module Dy, 'est aussi. Par
définition cela revient a dire que la représentation Vs, est aussi cristalline. Cela n’est vrai
que si la forme modulaire f;, de niveau p/Ny est une forme vieille obtenue a partir d’une
forme nouvelle de niveau premier & p. La propriété en découle. O]

On note I/ les entiers plus grands que 2 congrus & ko modulo (p — 1)p"f 1
I ={kecZ>?|k=ky mod (p—1)p7 '}
On appelle les éléments de I/ les poids classiques.

Pour f une famille de Coleman on note a,(f) := a, € Af le p-iéme coeflicient de la
g-extension de f. Alors, pour tout poids classique k € I on a ’égalité

A" (ap(f)) (k) = ap(fir) = 0 (£).-

Par continuité, quitte a réduire le rayon p~"f il est possible de supposer que la valuation
p-adique de a,(fy) est constant sur Uy. Cela implique, entre autres, que o,(f) € AF.
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Pour f* la famille de Coleman associée & la forme conjuguée f* on a I'" = I/. De plus,
en conséquence de [GS93, Proposition 2.9] on a pour tout k € I/ la relation suivante

(£ = ()"
On note cette forme (f*), = f,”*. On remarque cependant que (f*), # (fi)".

1.7.5. 1l est intéressant de se demander si la pseudo valeur propre de Atkin-Lehner
admet une interpolation p-adique.

Proposition 1.7.6. Il existe un élément )\Nf(f) € Ag tel que pour tout poids classique
kel on ait

A" (A, () (k) = A, (£)

o A, (f)) est la pseudo valeur propre de Atkin-Lehner (voir (1.21))) de la forme modulaire
primitive f}.

Démonstration. Voir la discussion suivant la proposition 10.1.2 de [KLZ17]. [

1.7.6. On suppose que p t Ny, alors on rappelle que la représentation V; est cristalline,
ou de maniére équivalente que Des(V7) est de dimension 2. Grace a équation on
remarque que les deux valeurs propres du Frobenius sont a,(f) et B,(f) les racines de
Hecke de f en p. Comme défini dans la section 3.8 de [Kat04] on associe & f la différentielle

(2im)FoL (1) (dz)*o 2 dr
et cela permet de définir le vecteur canonique (voir [Kat04l section 11.3|)
wy € Fil*o ™ Dy (V).

Par dimension cet élément est une base de Fil’ Deis(Vy) pour 1 >4 > ko — 1. Le vecteur
wy défini dans [KLZ15| n’est pas le méme que celui qu’on considére ici, le vecteur utilisé
est sa renormalisation par la somme de Gauss G(a;l) et est noté w'; dans [KLZI15]. Cette
normalisation sera importante pour la section 3.5. On définit 1y I'unique vecteur propre
associé a a,(f) tel que
[y wp] =1
ol
[ , ] : Dcris(vf) X Dcris(vf"> — E(ko — 1)

est 'accouplement induit par 'identification Vi« (kg—1) o~ V. On définit aussi w? I'unique

vecteur propre associé & 5,(f) tel que wy et w? aient la méme projection modulo 7y.

On définit
(Pro‘)* Ve =V, (1.33)

le dual de l'isomorphisme (Pr®), : Vi =V (1.28) pour I'accouplement classique. Cela
induit un isomorphisme sur les modules cristallins que ’on note de la méme maniére

(Pr*)" : Deyis(V7,) = Deis (V).
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En particulier la représentation V;, est aussi cristalline et on définit les éléments wy, , 1y,
et w?ﬂ comme les uniques vecteurs de De,i5(Vy, ) tels que

(Pr) (wr) =y (P () =mp (P () =

Le Théoréme induit une filtration sur les modules cristallins De;s(Vg, ) des spéciali-
sations de f en tout poids classique k£ € I/. On note cette filtration par

0 = F ' Deris (Vi) = Deris(Ve,) = F Deris (Vi) — 0.
Grace a écriture explicite de cette filtration on remarque que
F Dexis(Ve,) = (Dexis (Vi)
En particulier g, € FDeyis(VE, ).

Théoréme 1.7.7. [LZ16, Théoréeme 6.4.1] Quilte 4 réduire le rayon p~'/, il existe un
unique vecteur

éf € gcris (f_Df<XX_1))
tel que pour tout point classique k € I la spécialisation de & en k coincide avec
wr, [k —1] € F Des (Vg, (K — 1))
ot Wy, est la projection de I'élément canonique we, de Deyis (Vi) sur F~ Des (Va,)-

Théoréme 1.7.8. [LZ16, Corollaire 6.4.3] Quitte a réduire le rayon p~'7, il existe un
unique vecteur
Uiy S 9cris <F+Df)

tel que pour tout poids classique k € 17 la spécialisation de ne en k coincide avec

1
o, € F Deis (Vi

ot Ay, est la pseudo valeur propre de Atkin-Lehner et £ est défini par

f, f
pay (fr) ap (i)
Ces ¢léments sont légerement différents que ceux utilisés dans |[LZ16], ils sont renor-
malisés afin d’étre définis dans les espaces cristallins annoncés et non leurs extensions par

@p [/VLN}'




Chapitre 2

Définition et interprétation de
I'invariant &

Ce chapitre a pour but de définir 'invariant ¢ dans deux situations duales 'une de
I’autre. Dans un premier temps, on respecte fidélement le raisonnement de Benois dans
[Benl4al] afin de définir 'invariant . dans le cas des représentations V' de poids motivique
plus petit que —2. Dans une seconde section, on étend cette construction aux représen-
tations de poids positif. Dans la troisiéme section on prouve que ces deux constructions
sont liées par la dualité. Enfin, dans une derniére section, on développe l'interprétation
de I'invariant .Z en tant que dérivée de I’exponentielle.

2.1 L’invariant . d’une représentation de poids -

Soit p un nombre premier et S un ensemble fini de nombres premiers de QQ contenant
p. On fixe E une extension finie de Q,. Soit V' une représentation F-adique de Gy,
c’est-a-dire un E-espace vectoriel de dimension finie avec une action linéaire continue de
Gs = Gal(Q®™/Q). On note H%(Q, V) la cohomologie continue de Gg & coefficients dans
V. On suppose que V est pseudo-géométrique, c’est-a-dire que la restriction de V' au
groupe de décomposition en p est une représentation de de Rham. Pour tous les nombres
premiers [ # p Greenberg [Gre94] définit un sous-groupe H}(Q;, V') de H'(Q;, V) que l'on
appelle groupe de cohomologie finie. Pour le groupe de décomposition en p la définition du
sous groupe H}(Qp, V) de H(Q,, V) est proposée par Bloch et Kato [BK90]. On rappelle
ces définitions

Hp (Q,V) = {ker<H1(@ V) — HY(Q", V) sil#p
ker (H' (Q,,V) = H' (Q,,V ® Buy,)) sil=p

ot Q)" est 'extension maximale non-ramifiée de Q; et B.,;; est anneau des périodes
cristallin défini dans [Fon94al. On définit le groupe de Selmer de V' par

H}Q,V) := ker (HS (Q,V) — @ il gi ) (2.1)

En d’autres termes, un élément du groupe de Selmer est une classe de cohomologie globale
telle que toutes les restrictions aux groupes de décomposition en [, pour [ dans S soit dans
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le sous-groupe de cohomologie H}(Q;, V). C'est une généralisation du groupe A(Q)®zQ,
ou A/Q est une variété abélienne.
On définit aussi le groupe de Selmer relaché en p de la maniére suivante

HY(Q,V
Hj 1 (QV) :=ker | H{(Q V)~ P %
les—{p} ’

Grace a la suite exacte d’inflation-restriction on peut remarquer que ces définitions sont
indépendantes du choix de S.

Afin de pouvoir définir I'invariant .Z il est nécessaire de supposer que V respecte les
conditions suivantes :

Conditions A.
C1) H}(Q V*(1)) =0.

C2) HY(Q.V) = HY(Q,V*(1)) = 0.

C8) La restriction de V' a une représentation de G, est cristalline et ¢ : Deis(V) —

Deis (V) est semi-simple en p~'.

C4) Deis(V)?=1 = 0.

C5) La localisation loc, - Hi(Q,V) — H(Q,, V) est injective.

Ces conditions sont conjecturalement réunies dans la situation suivante : Soit X une
variété propre et lisse sur Q. Soit H;(X ) la cohomologie p-adique de X. On considére les
représentations de galois

V =H\(X)(m), meL.
Soit w = i —2m le poids motivique de V. La formulation de Bloch et Kato de la conjecture
de Beilinson prédit que
H}(V*(l)) =0

si w < —2. Cela correspond a I’hypothése qu’il n’existe pas d’extension non-triviale de
Q par des motifs de poids > 0. Si X est de bonne réduction en p alors V' est cristalline
[Fal88] et la semi-simplicité de ¢ est une conjecture connue et difficile. Grace aux résultats
de Katz et Messing [KM74] on sait que Deyis(V)?=1 = 0 si w # 0. Grace a un résultat de
Jansen [Jan89] (Lemme 4 et théoréme 3) on en déduit que loc, est injective dés lors que
le poids n’est pas égal a -2 ou 0. La dualité permet de passer des poids < —2 aux poids
> 0. Il est donc raisonnable de penser que les représentations V' de poids < —2 vérifient

les conditions A et que les représentations V' de poids > 0, V*(1) vérifient les conditions
A.

Les conditions A sont supposées réunies pour le reste de cette section.

Une partie de la suite exacte courte de Poitou-Tate (voir [FPR94, Proposition 2.2.1 |)
s’écrit

1
.= H{(Q,V) = Hy(Q,V) — @ % — HHQ,V* (1)) — ....
les ’
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On en déduit facilement (voir preuve de [PR95, Lemme 3.3.6 |) que la suite suivante est
aussi exacte lorsque la condition C'1) est satisfaite

0 HYQ,V) = H o, (@ V) » L@ V) (2.2)

H{(Qp, V)

Fontaine et Perrin-Riou ont prouvé dans [FPR94| 'égalité suivante

dimp H}(Q, V)~ dimp HHQ, V*(1)) — dimp HY(Q, V)+

. . . (2.3)
dimp H2(Q,V*(1)) = dimg t(Q,) — dimg H(R, V).

Sous la condition C'4) I'application exponentielle de Bloch et Kato expy, : ty(Q,) —
H}(Qp, V') est un isomorphisme. Cela permet de définir log,, son inverse. Sous la condition
C5) la localisation en p est injective et on définit le morphisme injectif 7, de la maniére
suivante

loc lo
rv: HH(Q, V) = HH{(Q,, V) = ty(Qy).
Les conditions C'1) et C2) injectées dans 1'équation (2.3) donnent la relation suivante

dimp H;(Q,V) = dimpg ty(Q,) — d+ (V) (2.4)

ot d+(V) := dimg V<! en notant ¢ la conjugaison complexe. En injectant ce résultat
dans la suite exacte courte (2.2) et en utilisant la condition C4) et la caractéristique
d’Euler-Poincaré on a

dimg H; (1 (Q,V) = d_(V) + dimg H*(Q,, V*(1)). (2.5)

On a maintenant tous les éléments nécessaires aux définitions d’un sous-espace régulier
et corégulier des modules cristallins associés & V' et V*(1) respectivement.

Définition 2.1.1 (Perrin-Riou). 1) Un p-sous-module D de Dyis(V) est dit régulier si
D N Fil’(Des(V)) = 0 et si application

proj Dcris<v)
—»
D + Fil” Deyis (V)

TV.D : H}(Q, V)< ty(Qp)

est un isomorphisme.
2) De maniére duale un p-sous-module D de Deis(V*(1)) est corégulier si

D + Fil®(Deyis (V*(1))) = Deyis (V*(1))

et le morphisme
D N Fil®(Dess(V*(1))) = HY(Q,V)*
induit par le morphisme dual 1% : Fil®(Deys(V* (1)) — HY(Q,V)* est un isomorphisme.

On remarque que pour D un sous-module régulier de D,5(V) si et seulement si le mo-
dule D+ = Hom(Dis(V) /D, Deis(Q,(1)) est un sous-module corégulier de De(V*(1)).
Si D est régulier, I'équation ({2.4) implique I’égalité

dimp D = d,. (V). (2.6)
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On fixe D un sous espace régulier de De;s(V'). Puisque V satisfait la condition C'3)
nous pouvons utiliser la semi-simplicité de ¢ en p~! afin de décomposer D en une somme
directe de p-modules

1

D=D_& D7 .

Ce qui nous donne la filtration en 4 crans suivante
{0} € D3 € D C Duis(V). (2.7)

On note D et D_; les (¢, I')-sous-modules de DLg(V) associés a D et D_; par la théorie

de Berger (voir [Ber08, Théoréme I1.2.6]). Par conséquent, on a

D = Zuis(D), D_1 = Deris(D-1)
ainsi que la filtration en 4 crans de Dlig(V)
{0} cD_, c D C DL(V). (2.8)
En notant W :=D/D_; et D' := }D)Iig(V)/]D on a les suites exactes tautologiques suivantes
0—D— DLg(V) — D — 0, (2.9)
0—-D4y—-D—-W-=0. (2.10)

Remarque 2.1.2. Pour que la suite soit non-triviale il faut que D#=F"" soit non-nul. Or les
valeurs propres du Frobenius sont de modules p*/? ot w est le poids motivique. Cela force
donc la nécessité d’avoir un poids égale a -2. Cela est conjecturalement cohérent avec les
conditions A.

On commence par prouver quelques propriétés de ces modules.

Lemme 2.1.3. )!Benua, section 3.1.3] a) Les morphismes H'(D_,) — H'(D) ainsi que
H'(D) — HY(D! (V) = HYQ,,V) induits par les injections D_; C D et D C DLg(V)
sont injectifs.

b) Le morphisme exponentiel expy, | définit un isomorphisme de D_y dans H'(D_,).

¢) Le morphisme exponentiel expy, définit un isomorphisme de D dans H (D).

rig

On remarque que la condition C5) permet de voir I'espace H}(Q, V) comme un
sous espace de H}(QP,V) grace au morphisme injectif de localisation. Grace a 1’égalité
Deris(V)?=1 = 0 on sait que H°(D') = 0, cela permet d’utiliser la Proposition sur la
suite exacte et d’affirmer que la suite

0— H}(D) — Hi(Q,,V) — Hp(D') = 0

est exacte ce qui permet de voir H}(ID) comme un sous espace de H(Q,, V). On peut
alors caractériser la régularité de D.

Lemme 2.1.4. [Benljd, section 3.1.3] La régularité de D est équivalente & la décompo-
sition,

H{(Q,,V) =loc, (H}(Q,V)) & H(D). (2.11)
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On s’intéresse maintenant & I'application de localisation H}{p} (Q,V) = HY(Q,,V).

Un élément du noyau de cette application appartient aussi & H}(Q, V)car0 € H} (Qp, V).
Par injectivité de la localisation sur H}(Q, V') on obtient la nullité de cet élément. Par
conséquent loc, : H; 1(Q,V) < H'(Q,, V) est aussi injective. On définit

H(Q,,V)
kp: H: V) — L
D fAn} @QV) H} (D)
comme la composition de la localisation en p avec 'application de projection canonique.

Lemme 2.1.5. [Benljd, lemme 3.1.4] a) On a
HNQ,, V) N H (D) = HX(D),
b) L’application kp est un isomorphisme.

Soit W définit précédemment. On a Zeis(W) = D#=P"" alors

-1

Fllo -@Cﬁs(W) - {O}, .@(H'is (W)SO:p = @cris(W)~

On note ¢ = dimg ( D?=F""

modules du type Rp(d) ot §(z) = [z[,2™ avec m > 1 on obtient

). En utilisant la Proposition |1.3.2| et la cohomologie des

H°(W) = {0}, dimp H'(W) =2e, dimg(W) =e.
De plus, il existe une décomposition canonique de H'(W)
HY (W) = H;(W) @ H, (W) (2.12)
et des isomorphismes canoniques
iD.f : Deris(W) = Hp(W), iDe: Deris(W) = HI(W). (2.13)

Ces isomorphismes peuvent étre décrits explicitement. Puisque les modules Peis(W)#=!
et Deris(D_1)?=?"" son nuls on obtient H'(W) = H*(D_;) = {0}. En partant de la suite
exacte courte (2.10) et en utilisant la suite exacte longue de cohomologie pour la suite
exacte courte du bas et la Proposition pour celle du haut on a le diagramme com-
mutatif suivant

0 —— Hi(D_y) — H{(D) —— Hy(W) —— 0

[ [ [ (2.14)

0 — HY(D_ ;) —— H'Y(D) —— H'(W) —— 0.

En utilisant le Lemme b) on obtient H;(D_;) = H'(D_;). Grace au lemme du serpent
on obtient 'isomorphisme
H'(D) _H!
HID) ~ H
Puisque H'(D) C H'(Q,,V) on peut voir H'(D)/H}(D) comme un sous ensemble de
HY(Q,, V)/HA(D).
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Définition 2.1.6. On note H'(D,V) C H; \(Q,V) l'image inverse de H'(D)/H (D)
par Kp.

Il est donc clair que kp induit un isomorphisme

H'(D)

H(D)

HYD,V) ~

On définit le morphisme pp : H'(D,V) — H'(W) comme la composée de la localisation
HY(D,V) < H'(D) avec le morphisme de la suite exacte longue de cohomologie H'!(D) —
H'(W). Grace a la suite exacte du bas de (2.14) on sait qu'un élément du noyau de 5, est
une classe de H'(D, V') dont la p-localisation est dans H'(D_;). Or H'(D_;) = H}(D_;) C
H}(ID)) donc cet élément est dans le noyau de kp qui est un isomorphisme. Par conséquent,
I'application H'(D,V) — H*(W) est une injection.

On définit les morphismes pp ¢, pp,. comme étant les uniques applications qui rendent

le prochain diagramme commutatif

ZDf

-@crls( ) — H (W

PD,fT PD fT

HY(D,V) -2 HY(W) (2.15)

lpD c lpD c
iD,c

@Crlb( ) —> Hl(W)

=

oll pp s et pp.. sont les projections habituelles impliquées par la décomposition de H*(W).
Puisque H'(D,V) ~ H'(W)/H;(W) ~ H}(W) il est clair que la composition des deux
applications H'(D,V) — HY(W) — H!(W) est un isomorphisme. En effet, un élément
du noyaux de la composition serait aussi dans le noyau de kp et donc nul. Ensuite, la
bijectivité découle de l'injectivité par dimensions. On remarque donc que pp. est un
isomorphisme.

Définition 2.1.7. Le déterminant
g(vv D) = det (PD,f o pB}c | @cns(w))
est appelé Uinvariant £ associé a la représentation V et a lespace régulier D.

Les conditions A ne sont pas toujours faciles a vérifier. Dans la section 4.2 on sera
amené & définir un invariant ¢ sous des conditions relachées. Il est donc intéressant de
faire la remarque suivante sur l'utilité des différentes conditions.

Remarque 2.1.8. Bien que toutes les conditions soient nécessaires afin d’arriver jusqu’a
la définition de I'invariant elles ne sont pas toutes nécessaires afin de définir les autres
éléments de cette section A partir d'un g-module de Dg;s(V) il est possible de définir la
filtration en 4 crans (2.8)) dés que la condition C3) sur la semi-simplicité est satisfaite. De
plus, si la condition C4) ainsi que D (" Fil® (Deis(V)) = {0} le Lemme [2.1.3] est vrai. Cela
permet ainsi de définir sous ces 3 conditions I'application xp ainsi que espace H'(D,V)
comme l'image réciproque de H'(D)/H (D) par sp. Les autres conditions sont quant
a elles nécessaires pour voir kp comme un isomorphisme ainsi que pour 'existence du
déterminant de la Définition de linvariant .Z.
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Maintenant que I'invariant .Z associé a une représentation V' de poids —2 et un espace
régulier D de D5(V') est défini on s’intéresse a la définition d’un invariant % associé a la
représentation duale V*(1) et a un espace corégulier D+ de Des(V*(1)). C'est un travail
original de cette thése.

2.2 L’invariant .Z d’une représentation de poids 0

Pour définir 'invariant . associée a une représentation V*(1) de poids 0 on suppose,
comme pour la section précédente, que V' vérifie les conditions C'1) — C5). Tout sous-
module corégulier de Des(V*(1)) peut étre construit comme I'orthogonal D+ d’un sous-
module régulier D de Deis(V). On fixe D+ un sous-module corégulier de Dy (V*(1)).

Grace a la suite exacte de Poitou-Tate appliquée a la représentation V*(1) et a la
condition C1) on obtient la suite exacte suivante

| ey HHQn V(1))
02 @ V) = g, va))

— H;(Q,V)*

ot le dernier morphisme est le dual de la localisation H;(Q, V') P H(Qy, V) composée

avec la bijection induite par accouplement canonique H}(Q,, V)* ~ BV ) Grace &
\ p p q Fp = HH Q@ V()

la condition C5) la localisation est injective donc son dual est surjectif, on a alors la suite
exacte courte

HY(Q,, V(1))
~HNQ,, V(1))

Par dualité de la filtration en 4 crans (2.7) on obtient une filtration en 4 crans de
DcriS(V*(l))

0— Hj 0 (Q, V(1)) — H;(Q,V)* — 0. (2.16)

{0} € D* C D, C Dais(V*(1))

ot D+, est orthogonal de D_y, il s’écrit aussi
DY, ~ Homp (Deyis (V) /D_1, Deris(E(1))) -

Par dualité D+, est le plus grand espace de D5 (V*(1)) contenant D tel que le Frobenius
agisse comme multiplication par 1 sur le quotient D+, /D*. En utilisant la théorie de
Berger cela nous donne une filtration en 4 crans sur le (¢, I')-module Djig(V*(l)) comme
suit

1 1 T *
{0} cD-CD-, C ]Drig(v (1)).
C’est le dual de la filtration (2.8)). On a la suite exacte courte

0 — D — Df,

(V*(1)) = D*(x) — 0. (2.17)
Par dualité locale H?(D1) = <HO(ID)Iig(V)/]D>)>*. De plus, grace a la condition C'4) on a

p=1

HO(D},,(V)/D) € Zeais (D, (V)/D) " =0,
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Ce qui implique H?(D+) = 0. La suite exacte longue de la cohomologie associée a (2.17)
s’écrit
0— H(DY) = H(Q,, V*(1)) = H(D*(x)) —

L ) . (2.18)
H(D™) = H(Qp, V*(1)) = H(D*(x)) — 0.

On a la suite exacte

0 — Fil” Zeyis (D) = Fil° Deyig (V*(1)) = Fil” Zeis (D*(x)) — 0.
La semi-simplicité du Frobenius sur Dg;s(V) en p~! implique la semi-simplicité du Frobe-
nius sur Dg,is(V*(1)) en 1. En prenant les invariants par le Frobenius on a la suite exacte
courte suivante

0 = Fil’ Zysy (D)7 = Fil° Degis(V(1))77" = Fil® Do (D* (1))~ — 0.

Or pour tout (p,T)-module M on sait que Fil° D (M)9=" s’identifie avec HO(M). La
suite exacte courte se réécrit

0— H'(DY) — H(Q,, V*(1)) — H*(D*(x)) — 0. (2.19)

Le morphisme H°(Q,, V*(1)) — H°(D*(x)) de la suite exacte longue (2.18)) est surjective.
Par conséquent, le morphisme H'(D+) — H'(Q,, V*(1)) est injectif et on obtient la suite
exacte courte suivante

0— H'(D) — HY(Q,, V*(1)) — H'(D*(x)) — 0. (2.20)

Puisque V*(1) est cristalline, les modules D+ et D*() le sont aussi (voir [Benll, Lemme
1.2.8| par exemple). En utilisant la Proposition et la surjectivité du morphisme
HY(Q,,V*(1)) — H°(D*(x)) on obtient la suite exacte

0 — Hi(D") — Hp(Qp, V(1)) = Hp(D*(x)) — 0. (2.21)

Grace a la suite exacte (2.20)) on sait que H'(D™) s’'injecte dans H'(Q,, V*(1)). On consi-
dére le morphisme suivant

HY(Qp, V(1))

KpL :H},{p}(V*(l)) - H}(QP,V*(l)) + H'(DY)

qui est la composition naturelle de la localisation en p et de la projection naturelle. Cette
construction est 'analogue de xp dans le cas dual.

Les deux suites exactes (2.20) et (2.21) forment un diagramme commutatif (avatar de
(2.14))

0 —— HADY) —— H}(Q, V(1)) — HID'(x)) — 0

[ [ |

0 — H' (DY) —— HYQ,,V*(1)) —— H'Y(D*(x)) —— 0
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ce qui permet d’affirmer que
Hi(Qp, V*(1)) N HY(D") = Hy(DH). (2.22)

Par la suite exacte (2.20) on sait que H'(Q,,V*(1))/H'(D*) ~ H'(D*(x)). En utili-

sant cette identification, I'équation (2.22) et le second théoréme de I'isomorphisme on a
I'identification suivante

HYQ, V(1) H'(D()

H}(Qy, V(1)) + HY(DY) — Hp(D*(x))

Proposition 2.2.1. L’application kp. est un isomorphisme.

(2.23)

Démonstration. On commence par montrer I'injectivité du morphisme xp.. Soit un élé-
ment = € ker kp.. Alors

locy(z) € Hi(Qy, V*(1)) + H' (D).
On rappelle que H}(Q,, V*(1)) est Porthogonal de H(Q,, V) et que H'(D') est dans
Porthogonal de H'(D). En particulier toute classe de H(Q,, V*(1)) + H'(D") est dans
Porthogonal de H;(ID). De plus, en utilisant la suite exacte (2.16) on sait que loc, () est
aussi dans I'orthogonal de I'image de H}(Q,V) dans H'(Q,,V) par la localisation. En
utilisant la décomposition (2.11)) on en déduit loc,(z) € H(Qp, V)", c’est-a-dire
loc,(z) € H}(Qp, V*(1)).

En particulier x est dans le noyaux du morphisme

H(@, V*(1))
H(Qy, V*(1))

de la suite exacte (2.16) donc = = 0 et kp. est bien injectif.
Pour montrer la bijectivité il suffit de prouver que ces deux espaces sont de méme dimen-

sion. La suite exacte implique que
dimpg H} (1 (Q,V*(1)) = dimg H'(Qp, V*(1)) — dimp H}(Q,, V*(1)) — dimg H;(Q, V)",

Or dimpg H} (Q,V)* =dimg H}(Q, V') et en utilisant la décomposition on a
dimg H}(Q,V)* = dimg H}(Q,, V) — dimp H;(ID).

Par [BK90, Proposition 3.8] on a

dimg H}(Qp, V) = dimg H'(Q,, V*(1)) — dimp H{(Q,, V*(1)).

De plus, H}(D) est I'orthogonale de H ;(ID*(x)) (voir [BenIl, Corollaire 1.4.10]) donc

dimg H}(D) = dimp H' (D*(x)) — dimg H;(D*(x)).

En utilisant les trois derniéres égalités on a
dimp H}7{p}((@, V*(1)) = dimg H}(ID)*(X)) —dimpg H}(]D*(X)).
En utilisant 'isomorphisme (2.23)) et I'égalité précédente on a

H(Qp, V(1))
Hp(Qp, V*(1)) + H (DY)

donc l'injectivité implique la bijectivité. O]

dimgp = dimp H; ,, (V*(1))
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f

On note le quotient K := D} (V*(1))/D*,. On a la suite exacte tautologique suivante

0— DY — DL (V1)) = K — 0. (2.24)

rig

Par dualité locale H2(DL,) = HO(D!

rig

(V)/D_1)*. De plus, grace a la condition C4) on a

(D}, (V)/D1) C Zess (D (V)/B1) " =0,

rig

Ce qui implique H?(D+,) = 0. Comme précédemment, la semi-simplicité du Frobenius
en 1 sur Des(V*(1)) combinée avec la suite exacte longue de la cohomologie associée a

permet d’écrire les suites exactes courtes suivantes (analogues de et (2:21))
0— H'(D4) — HY(Q,, V(1)) = H'(K) — 0, (2.25)
0— Hp(D4y) — Hp(Qp, V(1)) — Hi(K) — 0. (2.26)

En particulier H!(D%,) peut étre vu comme un sous-espace de H'(Q,, V*(1)).

Lemme 2.2.2. On a Uégalité H{(K) = 0, en particulier H;(DY,) = H{(Q,, V*(1)).

Démonstration. Le module K est le dual de Tate de D_;. Par [Benlll Corollaire 1.4.10]
et le point b) du Lemme on a

dimp H; (K) = dimg H' (D_;) — dimg H; (D_1) =0

ce qui prouve le premier point. De plus, la suite exacte ([2.26]) implique 1’égalité H}(Dfl)
H(Qp, V*(1)).

Par dualité de la suite exacte courte (2.10)) on a la suite exacte courte

Ol

0— D+ — Dt — W*(x) — 0.

On rappelle que H?(D') = 0. La semi-simplicité du Frobenius en 1 sur Dg;(V*(1))
implique la semi-simplicité du Frobenius en 1 sur Z;(DY;). De maniére similaire aux

suite exactes (2.20]) et (2.21) on obtient les suites exactes
0— H'(D") — H'(DY)) — H' (W*(x)) — 0, (2.27)
0— Hy(D") = Hp(DY,) — Hp(W*(x)) = 0. (2.28)
En particulier H'(D+) s’injecte dans H'(D+,). On peut donc considérer le sous-espace

H'(DL)) _ H'(DL) c HY(Q,,V*(1))
Hy(D=y) + HY(DY) - Hp(Qp, V(1)) + HY(DY) — HE(Qy, V(1)) + HY(DY)

Les suites exactes (2.27)) et (2.28)) et le second théoréme de I'isomorphisme donnent 'iden-

tification suivante Ll 1
H'(D)) . H (W (X))

Hy(DLy) + HY(D) — Hp(W*(x))

Grace a cette identification on peut définir 'espace suivant
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Définition 2.2.3. On définit H*(V*(1), D) comme Uimage inverse de % par Kp..
7

En particulier, H'(V*(1), D*) est I'ensemble des classes de H; (2 (Q, V(1)) dont la
localisation en p est dans H*(D+,).

Les suites exactes ([2.26)) et (2.19)) forment un diagramme commutatif

0 — H'D'Y) — HYDY) ——— HY(WH(x)) —— 0

| | !

0 — H' (DY) —— HYQ,,V*(1)) —— H'(D*(x)) —— 0

o le morphisme H'(W*(x)) — H'(D*(x)) est le morphisme induit par W*(y) — D*(x).
De plus le morphisme H'(D*,) — HY(Q,, V*(1)) est injectif (voir (2.25))), donc le mor-
phisme H*(W*(x)) — H'(D*(x)) est aussi injectif par le Lemme du serpent. En particu-
lier, ce diagramme donne une seconde interprétation de H'(V*(1), D*). C’est 'ensemble
des classes de H}’{p} (Q,V*(1)) envoyées dans H'(W*(y)) par la composition de la locali-

sation en p et la projection sur le quotient H*(D*()).

On remarque que Zeis(W*(x)) = Zeris(W*(x))?~".En utilisant la Proposition [1.3.2]
et la cohomologie des modules du type Rg(d) ot 6(x) = 2™ avec m < 0 on obtient la
décomposition canonique analogue a (2.12))

HY(W*(x)) = Hp(W*(x)) ® H, (W (x))
munie des isomorphismes canoniques
ipt.s Deris(W* (X)) = Hy(W*(x)), iptet Deris(W(x) = Ho(W*(x)).  (2:29)

Soit pp. la composition de localisation en p avec la projection sur le quotient par H!(D4).
En particulier sa restriction a H'(V*(1), D) et a valeurs dans H'(W*(x)). On définit
les morphismes pp. f, ppr . comme étant les uniques applications qui rendent le prochain
diagramme commutatif

'pls

pDL’fT pDL’fT

HY(D, V(1)) =25 HY(W*(x)) (2:30)

lpDJ_"C . lpDL’c
lDJ-,c

Deris(W* (X)) ——> H (W (x))-

Définition 2.2.4. On définit invariant £ associé a la représentation V*(1) et a l’espace
D+ comme le déterminant suivant

LV (1), D) = (=1)° det (ppo s o (o)

-1

| Deria (W (1))

ot e =dim D~.
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Remarque 2.2.5. Le changement de signe possiblement induit par le (—1)¢ n’est pas trés
intuitif au vu de la Définition 2.1.7] cependant il permet de rester cohérent avec I’équation
fonctionnelle des fonctions L.

Remarque 2.2.6. Si on suppose que la dimension de W est 1 alors on a une interprétation
spéciale de .Z(V*(1), D*) :

La dimension de Zeis(W*(x)) est aussi de 1, alors le morphisme pp.1 ;o pZ)i,c n’est rien
d’autre que la multiplication par le scalaire —%(V*(1), D*) (car (—1)¢ = —1 ici). De plus,
la dimension de H'(W*(x))/H}(W*(x)) est la méme que celle de W donc H'(D*,V*(1))
est envoyé par pp. sur une droite de H'(W*(x)). Soit d* € Zeis(W*(x)) non-nul. Alors
H}(W*(x)) est engendré par ip. .(d*) et H;(W*(x)) est engendré par ip. ¢(d*). Soit
h € HY(V*(1), D*) tel que ppr (h) = d*. En utilisant on a

PplLc.© PpL (h) = iDi,c(d*)'

En composant par pp1 ;o p} et en utilisant (2.30) nous obtenons

PpL o ppr(h) = =2 (V*(1), D)iDi,f(d*)-

En particulier
ppr(h) =ipio(d) = L(V*(1), D )ips f(d).

et ppi (HY(D+,V*(1))) est la droite de H'(W*(x)) engendrée par cet élément.

Remarque 2.2.7. Pour faire une analogie avec la remarque il est possible de définir
H'(D,V*(1)) sous des hypothéses restreintes. Soient V' une représentation satisfaisant
C3) et C4) et D un -sous-module de Des(V) tel que D Fil® (Des(V)) = {0}. Par la
théorie de Berger, on note toujours D le (¢, I')-sous-modules de ]D)Iig(V) associé & D. On
a alors un morphisme, induit par I'inclusion D C ]D)Lg(V)

Kot HE gy (@ V(1) 2 HY(Q,, V(1) — HY(D*(x))-

Par la condition C3) il est possible de définir les (¢, ')-modules D_; et W tel que la
suite exacte (2.10)) soit satisfaite et Deois(W) = Deris(D)?=*"". En particulier cela implique
Deris(D_1)#7P " = 0 et donc H°(D_,*(x)) = 0. Par la suite exacte longue de la cohomologie
associée au duale de (2.10) on a une injection

HY (W*(x)) = H'(D*(x)).

On définit H*(D, V*(1)) comme 'image réciproque de H'(W*(x)) par le xp-. De maniére
similaire & la remarque les autres conditions sont nécessaires pour voir Kp. comme
un isomorphisme et ainsi justifier I’existence du déterminant de la Définition de
linvariant . associé au dual.

2.3 Lien entre les deux invariants définis

On continue a supposer que V' est une représentation de poids —2 satisfaisant les
conditions A. Dans le but d’unifier les deux constructions de ce chapitre on prouve un
lien entre les deux invariants .Z apparaissant pour des modules régulier et corégulier
orthogonaux de Des(V) et Deps (V*(1)).
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Proposition 2.3.1. Les images de localisation en p de H; ,(Q,V) et H; ,(Q,V*(1))

dans H'(Q,, V) et HY(Q,, V*(1)) respectivement sont orthogonales l'une de I’autre pour
la dualité canonique.

Démonstration. Voir [Mil86, Théoréme 1.4.10] ou [Tat62, Théoréme 3.1| par exemple. [
Grace a cette propriété on peut alors prouver le lien suivant

Proposition 2.3.2. On suppose toujours que V' vérifie les conditions A. Soit D C Des(V)
un p-module régulier. On a

Z(V*(1), D) = (-1)°Z(V, D).

Démonstration. Soient hy € H(D,V) et hy € H'(D,V*(1)). Grace a la Proposition 2.3.1]
on a
loc,(hy) Uloc,(he) =0

ot le cup produit est pris pour l'accouplement de H*(Q,, V') x H'(Q,, V*(1)). Par défini-
tion de H'(D, V) on a loc, hy € H'(D), donc on peut projeter loc,(hs) dans H'(D*(x))
loc,(hy1) U projloc,(hy) =0

ol le cup produit représente 'accouplement H'(D) x H'(D*(y)). Grace a la seconde
interprétation de H'(D+,V*(1)) on sait que projloc,(hy) € H(W*(x))). De la méme
maniére, on projette loc,(h;) sur H'(W) et

projloc,(hy) U projloc,(hy) =0

ol le cup produit est ici Paccouplement de H'(W) x H'(W*(x)). On rappelle que la
composition de loc, et de la projection sur H'(W) (respectivement H'(W*(x))) est le
morphisme pp (respectivement pp1) défini dans le Paragraphe 2.1 (respectivement 2.2).
L’équation précédente se réécrit

po(hn) U ppe (he) = 0. (2.31)

Soient {e;} une base de Zis(W) et {e}} la base duale de Ziis(W*(x)). Grace aux iso-
morphismes pp . et ppi . définis en (2.15)) et (2.30) respectivement on obtient les bases

de H'(V,D) et H'(V*(1), D*) suivantes {pp,(e:)} et {pgic(e;f)}. Pour tout ¢ on note
fi= pz)}c(ei) et g; == pp,. (e}). On rappelle que H' (W) se décompose en la somme directe

HY W)@ HLY(W) et que H'(W*(x)) admet une décomposition similaire. Les diagrammes
(2.15) et (2.30) donnent les décompositions suivantes

pp(fi) = ip.s (PD.sPD(€:) + ipele),

ppL(g;) =ipL s (pDL’pric(e;)) + iDLyc(e;).

Puisque H;(W) et H;(W*(x)) ainsi que H}(W) et H!(W*(x)) sont orthogonaux nous
pouvons réécrire le cup produit de la maniére suivante

pD(fz) U PpL (gj) = iD,f (prpr}c(el)) U Z'DJ_7C(€;) + Z'D’C(ei) U iDl,f (pDLprBic(e;)) .
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Pour tout dy € Peyis(W) et d € Deris(W*(x)) on a les relations
ip,f(di) Uipt (d3) = [dv,d5],
iD,c(d1> U Z-DJ-,f (d;) - — [dl, d;] .
Donc, pour tout couple (,7) on a
pD(fi) UPDL(QJ‘) = [pD,pr,lc(ei)ae;k‘] - [ei,PDL,fPBiC(B;)] . (2-32)

Si on note A = (4, ;) la matrice de PD,fPE)}c dans la base des {e;} et B = (B, ;) la matrice
de ppe ;p5,) . dans la base des {e}} alors les équations (2.31) et (2.32) impliquent I'égalité
Ai,j = Bj,i-

Donc B est la transposée de A et en particulier det(A) = det(B). En revenant aux
Définitions et on a det(A) = Z(V, D) et det(B) = (—1)°.2(V*(1), D) ce qui
donne ’égalité souhaitée. O]

2.4 Interprétation de l'invariant .Z

On va maintenant interpréter U'invariant £ comme la dérivée du logarithme élargi.
On garde les notations des sections précédentes.

2.4.1. Pour la premiére partie de cette section on suppose que la représentation V
vérifie les conditions C3) et C4). On fixe D un p-sous-module de Deis(V) tel que

Fil’ Dess(V) () D = {0}.

Comme expliqué dans la remarque [2.1.8 on rappelle que dans ce cas la filtration en 4
crans (2.7) ainsi que la filtration associée de }D)Lg(V) existent et que le Lemme est
satisfait. On rappelle les isomorphismes

DT

rig

(Vyp:l = HE(F) ® HIW(va V) = Hl(QwHE(F) ® V)-
On définit une filtration en 4 crans de espace H'(Q,, Hp(T') ® V). Soit
FoHY Q) Hp(D) @ V) =DNHYQ,, He([)® V),

F L HY (QpHe(D)®@V) =D 1 NH (Q,),Hp()x V).

Suite a l'interprétation du morphisme de projection pr, proposée par Cherbonnier et
Colmez (voir Paragraphe 1.2.6) on sait que pour tout 8 € FoH'(Q,, He(l') ® V) on a
pry (8) € H'(D). On rappelle la suite exacte (2.10)

0—=D_;—-D—>W-—0.

Puisque H°(W) = 0 grace a la condition C4) la suite exacte longue associée a ([2.10)
donne la suite exacte
0— H'(D_,) = H' (D) — HY(W).
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On rappelle que pour toute représentation p-adique V' on note
D(V) :=Deis(V) @ Hp(T).(1 + X),
ainsi que pour tout élément x € De,i5(V') on note
zeDV) =z (1+X).

Proposition 2.4.1. [Benljd, Proposition 3.2.2] Pour tout a € D¥=""" et o € D(V) tel
que a(0) = a. Soit h > 1 tel que Fil™" Deis (V) = Deis (V). Alors
i) Il existe un unique § € FoH'(Q,, He(l') @ V) tel que

(v = 1)B = Expj ().
ii) La composition

Spp: D — FOH (Q,, Hy(D) @ V) — HY (W)
a — pro(B) (mod H'(D_,))

est donnée par la formule suivante
-1
1.
Soala) =10 (1= 1) Gou(x(2) " inela)
ol ip. est défini en (2.13)).

Remarque 2.4.2. Dans |Benl4a] Benois travaille dans le cas ou V vérifie 'ensemble des
conditions A et ou D est régulier. Cependant, la preuve ne nécessite que les conditions
C3), C4) et la non-intersection de Fil” Dey(V) avec D, la propriété est donc satisfaite
sous ces conditions relachées grace a la méme preuve.

De maniére similaire & la cohomologie locale (voir Paragraphe 1.2.3) on définit la
cohomologie d’Iwasawa pour les représentations p-adique de Q. Soit V' une représentation
p-adique de Gg. On fixe T" un 7Z, réseau de V' stable sous l'action de G g alors

HIIVV,S(Q’ T) = 1&1 Hé(@(Cp”)» T)
ol la limite projective est prise pour les morphismes de corestriction. On définit
Hllw,S<Q7 V) = HIlw,S(Qa T) Xz, Qp'

Cette définition est indépendante du réseau 7' choisi. Grace au lemme de Shapiro on a
aussi

Hy,, 5(Q, V(1)) = Hg(Q,V*(1) ®g, Ap(T)").

On appelle Ag(T)* la partie cyclotomique. Tout morphisme continu g : I' — E induit
un morphisme dit de spécialisation Ag(T') — E(u) comme expliqué dans le Paragraphe
1.4.2. Grace a la restriction au groupe de décomposition en p la cohomologie d’Iwasawa
des représentations de QQ peut étre envoyée dans celle des représentation de Q,.
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Théoréme 2.4.3. Soit z € H., (Q,V*(1)) et d € D#=P"" . On suppose que la projection
zo de z sur le corps de base soit non-nulle et que zy € H'(D+,V*(1)), c’est-a-dire que la
projection de zo dans H'(D*(x)) est incluse dans Uinjection de H'(W*(x)). On note h,
lélément de Hp(I') défini par

h, = LOg%/*(1),1—h,d(10Cp(Z))-
On considere la fonction L p-adique
Ly(hg, s) = 7 (hg)(s)
(ot o7, est défini en . Alors cette fonction L p-adique admet un zéro
L,(h,,0) =0

et sa dérivée vaut )
IR .
L40,0) =10 (11 ) @il

0t Zg est la projection de locy(zo) dans H'(D*(x)).

Démonstration. On fixe z € HL, (Q, V*(1)) vérifiant les conditions du théoréme. On rap-
pelle la décomposition (1.5)

—2
h, = pZ(Sihi(’yl —1).
i=0
On rappelle la définition de la fonction L p-adique ((1.4.1])
Ly(hy, s) = ho(x(m)” —1).
En utilisant la Proposition on sait qu’il existe 3 € F'H;(Q,, H(T') ® V) tel que
(v —1)8 = Expj, (d ® (1 + X)).

On a
h, = (7' = 1) (locy(2), B)v-q).
En utilisant la décomposition (1.5)) il existe des H; € Hp tels que

alors
Ly(hy, ) = (x(v)"* = DHo(x(m)” — 1).

En particulier, comme annoncé, on a
L,(h,,0) =0.
De plus, la dérivée en 0 vaut alors

L (hy,0) = —log(x (7)) Ho(0). (2.33)
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Or
Hy(0) = locy(zo) Uy pro(5)
ot Uy est le cup produit H*(Q,, V*(1)) x H(Q,, V) — L. Grace a la Proposition on

sait que pry(3) est dans 'image de l'injection de H'(D) dans H'(Q,, V). Par conséquent
on projette loc,(zg) dans H'(D*(x)), on note cet ¢lément Zg et

Ho(0) = 20 Up pro(5).

Puisque zy € H'(D+,V*(1)) on sait que zg € H'(W*(x)). Soit pry(3) la projection de
pry(3) modulo H'(D_;). On a alors

Hy(0) = Zg Uw pry(5).

La Proposition [2.4.1] permet d’affirmer que

bro(8) = —T(1) (1 - %)  llog(x()) ine(d).

En injectant ce résultat dans la valeur de la dérivée ((2.33])) on obtient 'égalité souhaitée.
O

2.4.2. Dans ce paragraphe on suppose que V' vérifie ’ensemble des conditions A et
que D est un espace régulier. On suppose de plus que dimg De=r "t = 1, Alors, on a
Pinterprétation suivante de I'invariant .Z.

Corollaire 2.4.4. Soient z € HL (Q,V*(1)) et d € D¥=""" satisfaisant les conditions du
Théoréeme m Soit L,(h,, s) la fonction L p-adique définie dans le Théoréme . Si
de plus dimg D¥=P"" =1 alors la dérivée de Ly(h,, s) en 0 s’écrit

Nt
L;(hz,O) =—-2(V,D)['(h) (1 — ]—9) [exp*(loc,(20)), d],
0t [, v i Dais(V) X Deis(V*(1)) — L est Uaccouplement canonique et exp* est l’expo-
nentielle duale de Bloch et Kato pour la représentation V*(1).

Démonstration. En utilisant la remarque [2.2.6/ on a
Zo = ipe (b*) — L(V*(1), D )ipe s (b*)

pour un certain b* € Zeis(W*(x)). Dans notre cas e = 1 alors la Proposition donne
Pegalite Z(V*(1), DY) = —2(V, D). De plus, pour tout b* € Deis(W*(x)) et d € D=
on a

(ipr(b7),ip,f(d)) = =(ips 1 (b"),ip.c(d))-
De plus, (ip: .(b%),ipc(d)) =0 et (ips (b*),ip,r(d)) = 0 donc
(Z0, ipo(d)) = —=Z(V, D)(Z0, ip,s(d)). (2.34)

Pour d € Z,,.;5(W) = D= on a

expy (d) = ip ¢ (d).
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Par fonctorialité de I’exponentielle on a
expyy(d) = expp(d)(mod H'(D-,)),
en particulier on a
(Z0,ip.c(d)) = Zo Uw ip,s(d) = Zo Up expp(d).
En utilisant encore la fonctorialité on a
(Zo,ip(d)) =loc,(zg) Uy expy (d).
En injectant ce résultat dans 1’équation et en utilisant I'exponentielle duale on a
(Zo, ip,o(d)) = =Z(V, D) [exp™(locy(20)), dly, -

En injectant ce résultat dans le Théoréme [2.4.3| on obtient 1’égalité souhaitée. O]



Chapitre 3

Les fonctions L du produit de
Rankin-Selberg

Dans une premiére section on définira les fonctions L complexes associées au pro-
duit de Rankin-Selberg de deux formes modulaires. Dans la seconde, on introduira les
fonctions L p-adiques a trois variables de Urban interpolant les fonctions complexes de
Rankin-Selberg. Ensuite, on étudie les représentations p-adiques associées au produit de
Rankin-Selberg. Dans la quatriéme section, on construira plusieurs familles de classes de
cohomologies grace aux éléments de Beilinson-Flach. Ceux ci seront utilisés dans la cin-
quiéme et derniére section pour donner de nouvelles écritures de la fonction L p-adique
de Urban et de sa restriction suivant 3 droites différentes.

3.1 La fonction L complexe de Rankin-Selberg

Soient f et g deux formes modulaires primitives de poids respectifs kg et [y avec [y < ko,
de niveaux respectifs Ny et N, et de caracteres respectifs e et g

+00 +oo
F(2)=) ang",  g(2) =) bug"
n=1 n=1

A partir des deux développements de séries de Fourier on définit la série de convolution
D (f,g,s) de la maniére suivante

+o0

D(f,g,s):= Zanbnn_s.

n=1

Grace aux bornes sur a,, et b, on peut déduire facilement que D (f, g, s) converge sur le
demi plan Re (s) > 2ot 41,

On rappelle que pour tout nombre premier ¢, on note a,(f) et o,(f) les deux racines
de Hecke de f et ¢, et ay(g), o4(g) celles de g.

Proposition 3.1.1. Sur le demi plan Re (s) > %t 41 [q série D(f, g, s) admet [’écriture
en produit eulérien suivante

63



64 CHAPITRE 3. LES FONCTIONS L DU PRODUIT DE RANKIN-SELBERG

D(f.g.9)= [] (1 () ag(9) oy () oy @,)) (1 ) M) )

2s s
q premier q q
(1 _ Y (f) oq (9))_1 (1 _ 9q (f) aq (g))_l (1 Y4 (f) oq (g)>_1‘
q° q* q°
Démonstration. Voir Lemme 2 de la section 5.4 de [Hid93)]. O

Définition 3.1.2. On définit la fonction L imprimitive de Rankin-Selberg associée au
couple (f,qg) comme étant le produit eulérien

L(f,9.89)= ] Pi(f.g.a7)"

q premier
ou

Pq(fagaX):(1_@q(f)aq<g)X><1_aq(f)aq(g)X)X
(1 =0, (f)ag(g) X) (1 — 0, (f)oq(g9) X).

Soit N := ppem (Nyg, Ng). On note Ly (€74, 5) 1a fonction L de Dirichlet associée au
caractére ere, vu modulo N. C’est la fonction L (erey, s) ou les facteurs eulériens pour
q | N ont été enlevés. Si ee, est primitif modulo N, les deux fonctions L sont égales. En
utilisant les relations coefficients-racines du polyndéme de Hecke on a

I1 (1_ oy (f) 0 (9) 04 (f) 74 (g)) I (1-%) ‘
g?s~ko=lo=2

q2s

q premier q premier

On a alors la décomposition

L(f7g,S) :L(N) (€f€g,25—l€0—l0+2)D(f,g,S).

On rappelle la seconde écriture de la fonction L de Rankin-Selberg. Soit M € N* un
entier non-nul et soit 1 un caractére de Dirichlet modulo M. Soit A € N un entier tel que
1(—1) = (=1)*. Pour z € H un complexe dans le demi plan de Poincaré et s € C on
définit la série d’Eisenstein comme la série suivante

N Z r p(n) 1

(mNz+n))‘|mNZ+n|28

(m;n)
oit > ' correspond & la sommation restreinte ou (m,n) varie dans Z2 — {(0,0)}. Cette

série est absolument convergente lorsque Re (s) > 1 — \/2.

Proposition 3.1.3. Pour Re(s) >> 0 on a

L(1,9:5) = s (" (2).92) B (205 1 = bz oy
ot (f1, ko == [ f1(2) fa (z)yko% avec x = Re(z),y = Im (2) est le produit de
N

Petersson.
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Démonstration. Voir la preuve du Théoréme 2, en particulier ’équation (2.4) de [Shi76]
par exemple. O

Le comportement analytique de la fonction Ej ;v (2,5 + 1 — ko, 5e,) a été étudié
par Rankin [Ran39|, Selberg [SBM40] et Petersson [Pet49]. La fonction
S F(S + ]{70 + ZO)Eko—lo,N (Z, s+1— ]{307 éfﬁg)

admet un prolongement analytique sur C lorsque Iy < kg. Si lo = ko alors elle admet un
prolongement méromorphe sur C avec un unique pole simple en k.

On définit la fonction complétée A (f, g, s) de la fonction L de la maniére suivante
A(f,g,8) =T ()T (s —lo+1)(2m) """ "> L(f,g,s). (3.1)
On rappelle que pour une forme modulaire f, f* est la forme modulaire conjuguée
définie par f*(z) = f(—2).
Proposition 3.1.4. Si f et g sont des formes primitives telles que f* # g alors la fonction

A admet un prolongement holomorphe sur C. Si f* = g alors la fonction A (f, f*,s) est
holomorphe sur C — {ko} et admet un pole simple en k.

Démonstration. Théoréme 1 de la section 9.4 de [Hid93| par exemple. O

Théoréme 3.1.5. On suppose que les caractéres de Dirichlet e5,e4,6¢ X €4 s0Nt primitifs
modulo Ny, Ny, N respectivement. On note dy := N/Ny et d, := N/N,. On a alors une
équation fonctionnelle

A(f,g,S):G(f,g,S)A(f*,g*,ko—f—lo—1—S> (32)

avec
€ (f.9,5) = (=1)" Ax; (f) Aw, (9) G (1) @a,ba, Nf 2Ny~ (NNyNy)' ™

ot G (gsey) est la somme de Gauss associée au caractére €peg, Ay, (f), An, (9) sont les
pseudos valeurs propres de lopérateur de Atkin-Lehner associées a f et g et aq, (respecti-
vement by, ) est le coefficient d’indice d, (respectivement dy) de la décomposition en série
de Fourier de [ (respectivement g).

Démonstration. Théoréme 1 de la section 9.5 de [Hid93| par exemple. O

Remarque 3.1.6. [Discussion section 9.5 [Hid93]| Si les caractéres ne sont pas primitifs
il faudrait rajouter des facteurs eulériens supplémentaires a I'expression de A afin de
retrouver une équation fonctionnelle formant alors un avatar du résultat précédent.

La fonction A (f, g, s) ne s’annule pas pour Re(s) > k“—;l‘l De plus, le Théoréme 5.2 de
Shahidi [Sha81] affirme que la fonction L(f, g, s) ne s’annule pas en % Lorsque %
est entier I’équation fonctionnelle permet de déduire 'ordre d’annulation de L (f,g,7)
pour tout j un entier. Si % est un demi-entier alors on connait I'ordre d’annulation de

la fonction L(f, g, s) a I'exception du point s = —k“éo’l

0 sij>lo, j A tp=t
ords—; L (f,g9,5)=¢ 1 sil<j<l—1
2 sig<O.

En particulier cela implique que la fonction A(f, g, s) ne peut pas s’annuler en un point
entier hors du point de symétrie.
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Théoréme 3.1.7 (Shimura, [Shi77]). Si f et g sont des formes primitives alors

A(f.9,7)
glo—ko @ (€f) G (5g) <fa f>k07N

Le résultat de Shimura permet de construire une fonction p-adique interpolant la
fonction L de Rankin-Selberg sur Z, N [ly, ko — 1]. La prochaine section introduit des
fonctions analytiques p-adiques interpolant la fonction L de Rankin-Selberg.

€Q(f,g9) ,VjeNNIl, ko —1].

3.2 Fonctions L p-adiques de Rankin-Selberg

Soient f et g deux formes primitives de poids ko et [y, de niveau Ny et N, et de
caractéres ¢ et £,. On suppose que 2 < [y < ky. On fixe p > 3 un nombre premier ne
divisant pas NN, tel que f et g soient p-réguliéres (voir Définition [1.7.1)). Soient f et g
les familles de Coleman passant respectivement par f, et g, définies dans la section 1.7.
Quitte & réduire I'un des rayons p~'/ o p~" ou ry et r, sont introduits dans la section
1.7 il est possible de supposer que r¢ = r,. On note

ri=Trp =7,
On note le disque de Z2 li¢ au couple (f, g)

Upg =D (k;o, 1/p7"_1) x D ((lo, 1/p7"_1) )

Autrement dit Uy, = D ((ko,lo), 1/p"™") (voir (1.29)). On rappelle que les é¢léments de I/
et I9 sont respectivement les entiers k et [ supérieurs & 2 dans ko + p"'Z, et lo + p"'Z,
respectivement vérifiant

k=ky mod(p—1), (=1, mod (p—1).
Les propriétés d’interpolations sont données pour les triplets (k, [, j) vérifiant
(k,l,j)e ! xI9x7Z, 2<I<j<k. (3.3)

Ce sont les triplets correspondant aux points critiques. On rappelle la définition de la
fonction L p-adique de Urban & trois variables.

Théoréme 3.2.1. [Urb1j, Théoreme 4.4.7] Soit a une classe de congruence modulo p—1.
Il existe une fonction p-adique analytique sur Uy, X Z, que U'on note L, (f,g,w®), telle
que pour tout triplet (k,l, 5) vérifiant la relation la propriété d’interpolation suivante
soit satisfaite

8(fk7gl7wa7j) F(])F(j_l+1) 0o 0 -
j L(f g, 7).
E (fk;) (27T)2]—l+1 2k—1 (—i)k_l <f,8, f]?)k,Nf ( k> 81 ])
(3.4)

L, (f,g,w") (k,1,j) =

Le facteur eulérien & (f;) est défini comme suit
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Sij=a mod p—1 alors on définit € (fy, g, j) par

€ (fr, g1, w", j) = <1 - m> (1 B m) "

sinon , st j Za mod p—1, par

€ (g’ ) = Gl ™) s

ot G(w?™) désigne la somme de Gauss de la puissance du caractére de Teichmuller.

Remarque 3.2.2. i) Le texte [Urbl4] présente une lacune dans le raisonnement néces-
saire pour la mise en place du théoréme sus-cité. Celui ci est comblé depuis, voir
I'appendice de [AIL7].

ii) Les propriétés d’interpolation ne sont pas explicitement écrites dans [Urb14]. En
effet, notre cas est en contradiction avec la condition 4) du Théoréme 4.4.7. [Urb14].
Urban précise dans son texte que, lorsque cette condition n’est pas satisfaite, il
faudrait alors rajouter certains facteurs eulériens. Dans les deux cas, j = a[p — 1] et
J #Z a[p — 1] ces coefficients sont explicités dans le texte de Loeffler [Loel§|.

iii) Lorsque f et g sont ordinaires, les familles de Coleman f et g coincident, sur leur
espace de définition, avec les familles de Hida associées a f et g (voir [Hid88]). La
fonction de Urban, coincide alors avec la fonction p-adique & 3 variables de Hida
(voir [Hid88] ou [Hid93]).

iv) L’ensemble des triplets vérifiant la condition est un espace dense de Uy, X Z,,
par continuité, les fonctions de Urban sont uniques.

v) Les fonctions L, (f, g, w®) et L, (g, f,w*) ne sont pas égales bien que les fonctions
L(f,g)et L(g,f) lesoient.

vi) La notation choisie pour & différe légérement de celle prise par Kings, Loeffler et
Zerbes. Les deux facteurs eulériens de & (f;) ne peuvent pas s’annuler :

Puisque |8, (f1)| = |a, (fi)] alors 1 — p%;(ff,j) £ 0. Puisque f est p-réguliére on a
ap(f) # Bp(f) donc 1 — % £ 0.

L’équation fonctionnelle suivante est satisfaite par la fonction de Urban a 3 variables

Théoréme 3.2.3. On suppose que les caractéres de Dirichlet €5, €4, €5 X4 s0tent primitifs
modulo N¢, Ny, N respectivement. On note ds :== N/Ny et d, := N/N,. Soit a une classe
de congruence modulo p— 1. On note a* la classe de congruence de ky+ 1y — 1 —a modulo
p—1. L’équation fonctionnelle suivante est satisfaite. Pour tout triplet (k,l,j) € Uy, X Z,
on a

Ly, (f.g,w") (k,1,5) = F® (k,1,j) L, (F, g, ™) (k, Lk +1—1—7), (3.5)
ot le coefficient ep (k, l,j) est défini par

F89) (1,1, 5) = (—1).a/™ (A, (£)) (k)™ (A, (8)) (DG (£524) a, (K)ba, (1) %
@ (Np) 7% (Np)' 72w (Ng) ™7 (Ng)* 2w (NNpNg) ~* (NNpNg)' ™
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ot Z est le conjugué de z, ol aq, (k) = wi(aq,) est le dy-iéme coefficient de la famille
de Coleman f évalu¢ au poids k. De méme by, (k) est de dg-iéme coefficient de la famille
de Coleman g évalué au poids k. Enfin, Ay, (f) et Ay, (g) sont les interpolations des
pseudo-valeurs propres de Atkin-Lehner définies en[1.7.6]

Démonstration. Soit a une classe de congruence modulo p — 1. Soit (k,,j) un triplet
vérifiant (3.3). La définition de la fonction L complétée A de Rankin-Selberg (3.1) injectée
dans 'équation (3.4]) donne

a . _‘c:(fkvgbwa’j) 1 0 0
Lp (fvgyw ) (k>l7]) - 5 (fk) (—Z‘)kil Qk—l<f£’f£>k NfA (fk,gl 7]) .

En utilisant I’équation fonctionnelle 3.2] du Théoréme [3.1.5] on obtient

E (f, g, w ) A (£, &) k+1—1—7)

“ N 0 L0 -
Ly (f,g,w") (k1) = € (£, 8/ )) — (f) (=) 218D, £k
) ) f

(3.6)

ot € (P, g, j) est défini dans le Théoréme [3.1.5, On rappelle sa valeur
e (£, g,7) = (=)' An, () Aw, (&) G (£520) aa, (k)ba, ()N} >Ny~ (NNpN,)' ™.

I’utilisation directe du Théoréme donne le dg-ieme coefficient de la forme primitive
f?. Cependant p ne divise pas d, ¢’est donc aussi le d,-iéme coefficient de sa p-stabilisation.
Le méme raisonnement justifie la présence de by,. Cela valide la forme du coefficient
e donnée, en particulier a4,by, est une fonction analytique de Uy,,. Les relations
entre les racines de Hecke d’une forme modulaire et les racines de sa forme conjuguée
impliquent les égalités

Ef) =€), E(fwgnwj)=Ef g 0 k+1—1—})

ol a* désigne la classe de congruence de kg + lp — 1 — a modulo p — 1. En revenant a la
définition du produit de Petersson il est facile de voir que

<flg> flg>k,Nf = <f£’*, f£7*>k»Nf'
En injectant ces équations dans (3.6) on obtient

E(fgf w k+1-1-j) A" g " k+1-1-))
g (fl:) (_Z'>k_l 2k—1<f£,*’ flg*)k,Nf :

L, (f.g w") (k,1,7) = e (£, 8/, J)

Si (k,l,7) verifie (3.3) alors le triplet (k,l,k+1—1—7) est un triplet de I/79"%" qui
vérifie 2 <[ < k+1—1—j < k. En utilisant de nouveau la propriété d’interpolation (3.4
avec le couple de familles de Coleman (f*, g*) on a pour tout triplet (k, [, j) vérifiant
la relation suivante

L,(f,g,w") (k,1,j) =€ (£,8).4) L, (f*.g" 0 ) (k, Lk +1—1—j).

Les triplets vérifiant (3.3]) forment un espace dense de Uy, X Z,. Le facteur e admet comme

interpolation p-adique sur Uy, X Zj, le facteur analytique el(,f’g’a) défini dans I’énoncé. Par

(f.ga)

continuité des fonctions L p-adique et du facteur e le résultat voulu est prouvé. [
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3.3 Représentations p-adiques et produit de Rankin-
Selberg

Le but de cette section est de mettre en avant certains éléments et certaines construc-
tions sur les (¢, I')-modules associés au produit de Rankin-Selberg. Cette section est un
glossaire utilisé dans les sections suivantes. Bien que certaines définitions soient similaires,
une liste exhaustive semblait étre la meilleure approche.

Soient f et g deux formes primitives de poids ky et [y, de niveaux Ny et Ny et de
caractéres €5 et 4. Soit N := ppem (Ng, N,). Soit p > 3 un nombre premier tel que p{ N
et tel que f et g soient p-réguliéres. On note f et g les familles de Coleman associée & f
et g.

Dans les deux premiers paragraphes on s’intéresse aux (p,I") associés a f et g, dans
les deux suivant on se penche sur leur duaux. Dans le dernier paragraphe on définit la
notion de spécialisation en un triplet de poids.

3.3.1. Soient V% et Vg les représentations de Deligne en familles associées a f et g a
coefficients dans des E-algébres affinoides Af et Ag (voir Théorémes|1.7.2et et [1.7.3). On
note

va,g = va @Evg

On rappelle les définitions de (¢, I')-modules associés aux familles f et g
Df = H):[ig,Af (V}) ) Dg = ]D)Iig,Ag (Vg) :

On rappelle que ces modules sont équipés de filtrations données par les suites exactes
courtes (voir [1.7.4)

0— F'Dy — Dy — F Df — 0,

0— FtDg — Dg — F Dg — 0. (3.7)
On note Ag g le produit tensoriel des algeébres Af et Ag
Apg = Ar QpAyg.
On note D¢ ¢ le produit tensoriel des modules Dy et Dg
Dt g == D¢ ®r,Dy.
C’est un (¢, I')-module de rang 4 sur 'algébre R 4¢, €t on a un isomorphisme
Dt g = DIig,Aﬂg (Veg) -
Grace aux filtrations on définit le sous-module de rang 3
FoDgg = FDf ®r,Dg + Df @g,F Dy, (3.8)

le sous-module de rang 2
FtDgg := F Dy ®r,Dg (3.9)
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ainsi que les modules de rang 1
F Dy = F D @y F Dy, FrDpgi=F Df @r,F Dg. (3.10)
On a la triangulation de D¢, suivante
{0} C Ft Dy C FDpg C FDp g C Dig. (3.11)

On a l'identification suivante induite par le Théoréme [1.7.4
Fr'Drg~Rap, (bg) ot gl =1 de®)=a,(fa,(g).  (312)

On note X, le caractére continu de Q) — Ar, défini par x,(p) = 1 et sur ZX comme la
composition

Xglz,

-1
<Ly 2T Xy Ag > Apg (3.13)
ol x ! est I'inverse de I'isomorphisme donné par la caractére cyclotomique y : I' ~ Z, et
ol x est le caractére défini en ([1.30)). On a l'identification suivante induite par le Théoréme

L4

.F+_Df7g ~ RAf,g (5f7g) ol 5f,g|25 = X;lx, 5f7g (p) = (314)
On définit le module
Meg == F* Drg (Xg) (3.15)

Quitte a réduire le rayons p~'f et p~"9 il est possible de supposer que la p-valuation de

aa”((gfj) est constante sur Spm (Ag ). Ainsi, le module Mg 4 est cristallin de rang 1, de poids
P

de Hodge-Tate 1 et de pente constante.

3.3.2. Pour tout poids classique k € I/ on rappelle 'existence du morphisme de
spécialisation wy : Af — F défini en (1.31)). Il induit un morphisme

wy:De = Dg, on Dy = ]DDLg (Ve,)

et une filtration sur D¢, grace a celle de D¢. Lorsqu’on travaille sur 'algebre Ag g il peut
étre intéressant de spécialiser uniquement Ag. On note

ol = ®1d: Ag g = Ag. (3.16)
Ce morphisme induit un morphisme compatible avec les filtrations
@l Dpg = Dgg ot Dy g =D ®r,Dg.
On note le sous-quotient et la sous-représentation de rang 1
Fr Dy g = F D@, F Dy, FHDg g = F Dy, F Dy (3.17)
On a les identifications suivantes induites par et

o, (1]
.7:+*]D)fk,g ~ RAg (5fk,g) ol (ka’g|ZX — X71X7 5fk,g (p) _ p( Ii) ’
' Oép (g ) (318)

=L dng(p) =0y () oy (g)

f++ka7g ~ RAg <gfk7g> ol gfk,g
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ot x est vu comme un caractére de Z; a travers l'identification I' ~ Z* induite par le
caractére cyclotomique. Le caractére dg, g est la spécialisation du caracteére dg, g, c’est-a-
dire d¢,_g = @t 0 §¢ 4. On rappelle I'isomorphisme défini en (1.33)

(Pr*)" : Vio — Vg,

ot f est la forme primitive de niveau N; et de poids k dont la p-stabilisation est f;.
L’isomorphisme (Pr®)" induit un isomorphisme que 1'on note de la méme maniére

(Pr)" :Dg - Dy, ot Dy :=Df, (1/;15;) .
On note de maniére analogue a
Fr Dy g i= F D@, F Dy,
On a un isomorphisme
(Pr® x1d)" : F" Dgo g — F ' Dy g.

On définit les deux modules cristallins

My, g :=F "Dy g (X) Mg g := ]-'+—]D>flg,g (x) - (3.19)
On considere maintenant k = ky, alors fi,, = f, et fo0 = f. Quitte a réduire le rayon p~"¢
on suppose que la p-valuation de ;pp(g)) est constante sur Spm (Ag). Les modules My, et

My, & sont donc cristallins de rang 1, d’'unique poids de Hodge-Tate égal a 1 et de pente
constante.

3.3.3. Soient Vi et V les représentations duales de Vi et V. On note V', le produit
tensoriel de ces représentations. On a

Vig = Vi @pVy = (Veg)". (3.20)

fg-

On rappelle que Df et D} désignent respectivement les duaux de Dy et Dg. On a

D; =Df, .. (Vf), Di=Df . (V).

rig,Ag rig,Ag

On note Df , le dual de Dfg. On a les trois écritures équivalentes

D}, = Dj ®r,D} ~ DI (Vig) - (3.21)

I‘ig,Af’g
On rappelle les deux suites exactes courtes (voir ([1.32)) duales des suites exactes (3.7)

0 — F'Df — Df — F Df — 0,

3.22
()—>]—"+]D);—>]D);%J-“*ID);—>O. ( )

On définit F~°Df , le quotient de D} , suivant

F°Di, = F Df ®r, Di.
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C’est un (¢, T')-module de rang 2 sur A¢g et le dual du (¢, I")-module défini en (3.9)
FDj, = (FDeg)".
On définit les (o, I')-modules de rang 1 sur Ag, suivants
F Dy = F D} ®r, F D, F "Di, = F Dj Or,F Dy
On peut aussi exprimer ces modules comme les duaux de ceux définis en ([3.10))
FDjg= (FDeg)", F Dj,=(F' Deg) .
En prenant le dual des identifications et on a
FDig=Ra, () . F D= R, (0r)). (3.23)
Les filtrations impliquent la suite exacte courte suivante
0—= F "Dy = F °Di, = F Di, =0 (3.24)
3.3.4. Soit D} le (¢,T)-module induit par la spécialisation au poids kg du module

D
D

«

‘= Wiy (DF) = ]D):rrig (V;;) .
On note D% le (p, I')-module associé a la forme f, c’est-a-dire,
ID)f T Drig (Vf) :
On rappelle I'isomorphisme (Pr®),_ défini en (|1.28)) induisant un isomorphisme que ’on
désigne par le méme symbole
(Pr®), : D} — D
Les deux modules précédents sont munis de filtrations induites par (3.22)) a travers le
morphisme de spécialisation et le morphisme (Pr®) . En particulier, on définit le module
de rang 2
F D}y = F D} @, Dy
et les deux modules de rang 1
—— TV . T—T* o — T\ —+TNV* . T—T* e Tk
F D =F D} Qr, F Dy, F 'Di,:=F D} Qpr, FDg.

1.

—O * ) 3 3 A
Le module #7°ID% , s’exprime aussi grace au foncteur Dy, 4

F oDy = Drig s, (Vi)

rig,Ag
ol
Vig =Vi®pVy (3.25)
On spécialise le poids de la famille f dans les identifications (3.23) grace au morphisme w}zo

défini en (3.16) et on identifie la version non-stabilisée grace au morphisme (Pr® x Id),.
On obtient alors I'identification

FoDj=Ra, (0h) F D= Ra, (570) (3.26)

ott les morphismes 07 g := wj, 0 dpg et d5g := wy, 0 g sONt Tespectivement égaux a oy, g

et 07 définis en (3.18). On a la suite exacte
0— F ™D, (* ™) = F°Dj, * ™) = F D, (x™) —0. (3.27)
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Lemme 3.3.1. Quitte a réduire le rayon p~"9 on a
H® (FDjg (7)) = 0.

Démonstration. Par (3.26) on sait que F D%, (Xg_ko) est un module cristallin d"unique

poids de Hodge-Tate 2 — ko, il est isomorphe au module R 4, (g]?éXQ"“O) ou par abus de

langage x est étendu a un caractére de Q¥ en fixant x(p) = 1. Afin d’utiliser la Proposition

i) il faut montrer que

Org(p) #0772 (3.28)
On rappelle que gﬁg(p) = a,(f)ap(g). Pour tout [ € 19 'égalité (1.19)) donne
kot

| (f)e(g)] = p2

donc si | # ko — 2 on a a,(f)a,(g) # p~2. Or il existe un tel [ dans 19 donc I'équation
(3.28) est satisfaite et la Proposition i) induit le résultat souhaité. O

La suite exacte longue de la cohomologie induite par (3.27) donne, grace au Lemme
la suite exacte

0= H' (F Dy (x* ) = H' (F°Djg (x* ™)) = H' (FDjg (x* ™)) . (3:29)

3.3.5. On rappelle que, quitte a réduire r; ot 74, 'on pose r = ry = r,. On rappelle
aussi que l'on note

Upg =D ((k:o, lo) , l/pT_l) =D (k;o, 1/p7"_1) x D (k;o, 1/p7"_1) )

Soit (x,y) € Uy, un couple de poids. On appelle morphisme de spécialisation des familles
f et g en (x,y) le morphisme défini par

Af7g — F

Wy & Wz @ Ty { Foos ™ (F) (a,y) (3.30)

Ce morphisme admet aussi I’écriture suivante
_ f
Wy = Wy O Wy

ot w' est défini en , et w, : Ax — E est la spécialisation de la famille g définie en
pour l'algebre Ag. Pour (k,1) € If x I9 un couple de poids classique on note de la
méme facon

@kt Vig = Vig s ki Deg — Dy g

ol
ka,gl = ka ®E ng ) Df}mgz = ka QOR g Dgz‘ (3'31)

On définit aussi le sous-(¢, I')-module de dimension 2
‘F+0ka7gl = ]:+ka Orp Dy (3.32)
et les (¢, [')-modules de rang 1

‘F++ka7gz = 'F+ka R ‘FﬂD)gl? "T_-+_kaygl = ‘F+ka R F_DgZ' (3'33)
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En spécialisant U'identification (3.12)) on a

‘F++ka,gl ~Rp (gfk’»gl> ou ’gfk’»gl =1, gfk,gz (p) = Qp (fk’) Qp (gl>7 (3'34)

2

_ . _ ay (fr) By (1)
Fr ]D)fk,gz ~Rg (5fk,gz) ou 5fk7gl ’Z§ = Xl lv 5fk7g (p) = % (335)
On note aussi

‘F_ODFk,gz = ﬁ_D;k ®RE ]D);z
le dual de F*°Dy, o, et

FD; = F Df @r, F Dy, et FIDf =7 Di ®r, FD
les duaux de F Dy, o, et FT Dy 4 respectivement.

Pour tout j € Z on note la spécialisation de la partie cyclotomique en j le morphisme
compatible avec 'action de I

J

[ M) > E()
545" 2o, (339

Enfin, on appelle spécialisation au triplet (k,[, j) le morphisme défini par

%, . HAf,g (F)L = E(=j)
AR =, (F) (K, 1,7) .

Il coincide avec les compositions @y, o @] et @ o wg;. On appelle aussi spécialisation au
triplet (k, [, j) le morphisme induit sur la cohomologie d’Iwasawa

wlcal,j : HIW (Qp> ‘/ffg) = Hl(@p7 ‘/ng QF HE<F)L) — Hl (@pv ‘/f;gl (_])) : (337)
Ce morphisme induit aussi le morphisme sur la cohomologie des (¢, I')-modules

wiy; Hiw (F D} ,) = H (FDE . (x77)). (3.38)

3.4 Eléments de Beilinson-Flach

Le but de cette section est de construire I’ensemble des éléments de Beilinson-Flach
nécessaires a notre travail. Ces éléments seront utilisés dans la section suivante pour don-
ner une seconde écriture de la fonction L p-adique a trois variables définie en section 3.2
ainsi que certaines de ses restrictions. Dans le premier paragraphe, on définit quelques ou-
tils nécessaires a cette construction. Dans le second paragraphe, on introduit les éléments
de Beilinson-Flach permettant de construire ’ensemble des ¢éléments de Beilinson-Flach
nécessaires pour nous travaux. En particulier, on construit :

- Un élément de Beilinson-Flach pour des couples de formes modulaires (3.4.3).

- Un élément de Beilinson-Flach pour une forme modulaire et une famille de Coleman
(3.4.4).

- Un élément de Beilinson-Flach pour tout couple de familles de Coleman (3.4.5).
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- Un élément de la cohomologie d’Iwasawa pour tout couple de formes modulaires
(3.4.6).

3.4.1. Soient p > 3 un nombre premier et N > 4. On conserve les notations des
courbes modulaires introduites dans la section 1.6. Soit Y une courbe modulaire de la
forme Y (N) ou Y1 (N(p)) :==Y(1,N(p)). On note 7 : £ — Y la courbe elliptique univer-
selle associée a Y. Lorsqu’on souhaite les différentier, on notera Ey la courbe elliptique
universelle de Y1 (V) et En(y la courbe elliptique universelle de Y;(N(p)).

On rappelle que la courbe modulaire Y;(N) représente les classes d’isomorphismes
(E,A) ou E est une courbe elliptique et A un point d’ordre N. On considére Dy le
schéma des points d’ordre N canoniques. On a la section

Yi( <>5]N

ot l'on définit ty(E,A) = A € Dy.

On rappelle que la courbe modulaire Y1 (N (p)) représente les classes d’isomorphismes
(E, B,C) ou E est une courbe elliptique, B un point d’ordre N et C' un groupe cyclique
d’ordre pN contenant B. On note Dy, < En(p) le sous-schéma des points X € En ) [Np]
tels que X soit d’ordre pN et que pX = B soit un point canonique d’ordre N. La
multiplication par N sur Ey () induit un morphisme

[N]: Dy — D'

ol D’ sont les points d’ordre p.

Définition 3.4.1. Soit v.p : D — & un sous-schéma fini, étale au-dessus de Y1(N) et on
note pp :=moip: D — S. Pourr > 1 on pose

A (#D)) = (pp), (to)" "], (Z/p"Z).

On note A (Hz,(D)) le faisceau donné par le pro-systeme (A, (J(D))),s,. Pour D =
Yi(N) et ¢ la section triviale on note A, () = A, (H(D)) et A (H,) = A (,(D)).

Les définitions et propriétés de ces objets sont données dans la section 2.3 de ’article
de Kings [Kin15|. En particulier, dans ces travaux, on considére le Y] (IV)-faisceau A (’HZP)
et le Y1 (N (p))-faisceau A (Hz,(D')).

Pour tout k& > 0 la section 2.5 de [Kinl5| donne aussi la construction de morphismes
de moment au niveau fini

mom? : A, (/) — TSym" .
Ces morphismes sont compatibles pour la limite inverse et forment un morphisme

mom” : A (%p) — TSymk A,
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Faisons une aparté pour donner une intuition de ces espaces et morphismes (voir
[Kin15l sections 2.1 et 2.2| pour les résultats suivants). Soit H un groupe profini de la
forme Z¢ pour d € N*. Pour r > 1 on note H, := (Zp/pTZp)d, on a donc H = lim H,.
Alors, A(H,) est 'espace des mesures sur H, a coefficients Z,/p"Z,

A (H,) = HomZp (C(H,, Zp)a Zp/per)

ou C(H,,Z,) est 'ensemble des fonctions continues sur H, et a valeurs dans Z,. De
maniére analogue, A(H) est 'espace des mesures sur H a coefficients Z,. Alors, on a
A(H) = I'&nAT (H,). Le morphisme de moment est défini par

Hor = Mr(h>h®k'

heH,

A, (H,) — TSym* H,
mom,, :

Ces morphismes sont compatibles pour la limite projective et induisent le morphisme

r [ A(H) — TSym" H
mom”™ : { 5 —y Bk

oll 0, est le Dirac en h. Ces morphismes peuvent étre traduits en termes de faisceaux
comme dans [Kinlbl section 2.5|.

On revient sur les faisceaux d’algeébres d’Iwasawa A(777,). Ce faisceau permet ainsi
d’interpoler les différentes puissances du tenseur symétrique de 77, grace aux applications
de moment. Pour j > 0 on définit aussi

A(Hz,)P = AN(Haz,) ®z, TSym? (Hz,).

Cet espace peut étre vu comme une "translation" d’indice de l'interpolation précédente.
Pour k > j on note mom*~7 ®Id la composition

mom* 7 @ 1d : A(Hzp)m N Tsymk—j(’HZP) X TSymﬂ' (HZP) — TSYmk(HZp)

olt le morphisme TSym* ™/ (Hz,) ® TSym?(Hz,) — TSym*(Hz,) est donné par la multi-
plication (voir (1.22)) pour la multiplication sur Palgébre graduée TSym H).

On définit le produit tensoriel extérieur
A(HZP)UJ] = A(Hzp)m X A(Hzp)[j]

au-dessus de Y;(N)?. C’est-a-dire le produit tensoriel A(Hz, )V @ A(Hz,)V ou la premiére
copie de Yi(N) agit sur la premiére copie de A(Hzp)m et pareillement pour la seconde.
On définit aussi

A(Hz, (D)5 1= (A(Hz,(D')) @ TSym? Hz,) ™

3.4.2. Soient N > 4 et ¢ > 1 un entier premier avec 6 Np. Alors, pour j > 0, on note
I’élément de Beilinson-Flach

BFY) € HE (Yi(N)*[1/pl, A(Hz,)P9(2 — j))
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pour I'élement RZY)y | défini dans [KLZI7, Définition 5.1.5].

Dans [KLZ17| il est montré que si p{ N, alors il existe un élément de Beilinson-Flach
que I'on note

MBI € Hi (Yi(N(p)?, A(Hz, (D)7 (2 — )
qui est envoyé sur BF K,] par le morphisme
3, (Vi (N (), A(Hz, (D)2~ ) = B, (a(NY?[1/p], ACH, )92 )
induit par la multiplication par p et la dégénérescence canonique pr: Y;(N(p)) — Yi(N)
définie en ([1.24). L’existence d'un tel antécédent est une conséquence des éléments dits
d’Eisenstein-Iwasawa dans [KLZ17| (voir [KLZ17, Chapitre 4]) et se généralise aux élé-
ments de Beilinson-Flach. La propriété au niveau des éléments de Beilinson-Flach est

rappelée en |[LZ16], remarque 3.3.6].

La suite spectrale de Hochschild-Serre et annulation de Hj, au-dessus d’un corps
algébriquement clos induit un morphisme

HE, (Vi(N)*[L/p), ARz, P2 = ) —
H}, (21Nl H, (Yi(N)3 Az, (2 = ) )

Par abus de langage on note de la méme maniére 1’élément CB]-"E{,] vu dans
H, (21 /Np), B, (Yi(N)F Az,)0(2 - 7))
a travers ce morphisme.

Lorsque p { N la construction précédente donne aussi l'existence de BF E{,](p) un anté-
cédent de CB]:E{,} dans

14 (20 /Np), B, (Vi ()%, A(Hz, (D)2 = ) )
pour [pl, le morphisme induit par la multiplication par p.

L’ensemble des éléments de Beilinson-Flach qui seront considérés dans ce manuscrit
sont construits & partir de ces éléments.

Pour k,l € Z>5 et 0 < j < min{k, [} —2 on définit I’élément de Beilinson-Flach associé
au triplet (k, [, j) par

BFL = (mom" T2 1d) & (mom' 7?2 1d) (BFY)
e HY, (Z[1/Npl, B, (Yi(N)Z TSym" = (345,)(2 - j) ) )

ott TSym*~2172(H, ) := TSym*2(Hz, ) K TSym'~*(Hz,).



78 CHAPITRE 3. LES FONCTIONS L DU PRODUIT DE RANKIN-SELBERG

3.4.3. Soient f et g deux formes primitives de poids kg et Iy, de niveau Ny et N, et
de caractéres € et £4. Soit I/ une extension finie de QQ, contenant les coefficients de f et
g. On note N := ppecm(Ny, Ny). On cherche & construire les éléments de Beilinson-Flach
associés a f et g.

La formule de Kiinneth (voir [Kem93| section 9.2|) fourni un isomorphisme

H2 <y1(N)%7 TSymlko-24o-2 (%Zp)(2)> ~

(3.39)
Hy, (Yi(N)g TSym™ ™2 (Hz,)(1)) © H, (Yi(N)g, TSym"“™>(#Hz,)(1)) .
On rappelle les projections naturelles
H: (Yi(N)s, TSym*~2(Hz )(1)) -5 V7,
L (NN TSym® (s, ) (1)) 5 1 510

H, (Yi(N)g, TSym"®2(Hz,)(1)) —% V'

ol 7y et m, sont les projections sur les duaux des représentations de Deligne définis en

(1.25). En composant I'isomorphisme de Kiinneth donné en ([3.39) et les projections (3.40)
on obtient le morphisme

pg H2 (Yl(N)%, Tsym[’%*?:lf?}(ﬂzp)@)) ~ V3, (3.41)

ou Vi, =V ®pV, comme défini en (3.31.
Définition 3.4.2. Pour 0 < j < min{ko,lo} — 2 on définit I’élément de Beilinson-Flach
associé a f, g et j par

BFEeN =1, <CB]_—E$O,ZOJ]) e HE (Q,V},(—5)) (3.42)

ot S est l’ensemble des nombres premiers divisant pN.

Lorsque p 1 N, I'élément de Beilinson-Flach associé & f et g est lié a I’élément de
Beilinson-Flach associé & leur p-stabilisation grace a 'isomorphisme (Pr®)_ défini dans la
section précédente.

Proposition 3.4.3. [KLZ17, Théoréeme 5.7.6] Sip{ N et 0 < j < min{ko,lo} —2 on a
(Pra % Pra)* (CBF[fa,ga,j]) — (1 _ ap(f)ﬁp(Q)) (1 . Bp(f)ap(g)) %

p1+j p1+j
/ﬁp(J )/Cp(.Q) q,J

ot a,(f) et B,(f) sont les racines de Hecke de f en p comme défini en (1.18) et a,(g) et
Bp(g) celles de g.

En utilisant le morphisme (Id x Pr®)_ on considére uniquement la p-stabilisation d’une
des deux formes. On a alors le lien suivant

Proposition 3.4.4. Sipt N et 0 < j < min{k,lo} —2 on a
(Id x Pr%), (CB_F[ﬂgaJ]) = (1 — M) <1 — M) JBFI9:1,

1+j 147
p+] p+.7
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Démonstration. On note fg la p-stabilisation de f par rapport a la seconde racine de
Hecke. C’est la forme définie par

fs(a) = fla) —ap (f) f (")
On définit (Prﬁ)* le morphisme

(Pr”), : Hy(Yi(pNy)g, TSym™2(Hg,)(1)) = Hg (Y1(Ny)g, TSym™ ?(Hg,)(1))

par (Prﬁ)* = (pry), — ;,fo(fz (pry),. En utilisant la définition de (Pr®), (voir (1.27)) on
remarque que
(pr,), = ap(f) (Pr%), — By(f) (Prﬁ)*
v ap(f) = B(f)

Les projections sur les représentations de Deligne commutent avec les morphismes (Pr®),
et (Prﬁ )* de la maniére suivante

(3.43)

o (Pr?), = (Pr%), omys,, myo (Prﬁ)* = (Prﬁ)* O Ty, (3.44)
On rappelle aussi 1'égalité 7 o (pr,), = 7. Par construction on a
(1d x P1®), (BFF#) = (1a x Pr®), (w5 0 (pry), , 7, © (pr1),) (BFR).
En utilisant les équations et on obtient 1'égalité

(1d x Pr?), (CB]—"[f vgaﬂ?) - % (Pr® x Pr%), (CBf[fwgavﬂ) _

Bo(f) % Pre [£5:90.4]
L AR

La Proposition ne dépend pas du choix de la racine de Hecke donc la valeur de
(Pr[3 X Pra)* <CB.7:[fﬁ’9a’j]> est aussi donnée par la Proposition [3.4.3| en échangeant oy, (f)

et B,(f). En exprimant les deux éléments de Beilinson-Flach (Pr® x Pr®), (cB]: [fa’g“’j]>

et (Prﬁ X Pro‘)* (CB]:[fB’ga’j]> en fonction de SBFV9] grace a la Proposition [3.4.3| on

obtient le résultat annoncé. O

On note la restriction des éléments de Beilinson-Flach au groupe de décomposition en
p avec 'indice p

PBFU 9 = Toc, ((BF9) € H' (Q,, Vy(~1))

En voyant que la localisation de I’¢lément de Beilinson-Flach appartient a I'image du régu-
lateur syntonic, un résultat de de Nekovar et Niziot|[NN16, Théoréme B| permet d’affirmer

que .
PBFVeI e HY (Qy, Viy(—1)) -

En particulier, si ]DDCris(Vjifg(—j))“":]ff1 =0ona
PBF9l ¢ H} (Q,, V(=) - (3.45)

Par une étude du module complexe des racines de Hecke on en déduit le corollaire
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Corollaire 3.4.5. Pour j # % —2o0na
PBFYeI e Hi (Qy, Viy(—1)) -

3.4.4. Pour le reste de cette section on suppose que p f N. Dans ce paragraphe on
construit un élément de Beilinson-Flach associé a la famille g et & f non-stabilisé grace a
différents outils mis en avant dans |[LZ16].

On rappelle la définition de U, := Iy + p"~'Z,. Pour j € N on note U_(Eﬂ =U; — 7.
LLZ16l Proposition 4.4.3| introduit le Y;(N,(p))-faisceaux D° ‘H;). La construction
g U[]] 1 0

de ces faisceaux ne sera pas détaillée dans ce texte. On note
Dyin = Dy, -1 (Ho)[1/p).

Par soucis de concision on note simplement Dy, := D Ces différents faisceaux sont

(0] -
UQ
liés par le projecteur surconvergent.

Proposition 3.4.6. [LZ16, Proposition 5.2.1] Pour tout j € N il existe un morphisme
de Y1(Ny(p))-faisceaus 6}

87 : D,y @ TSym? (Hz,) — Dy,

J

ow l'on rappelle que Hz, est défini dans le Paragraphe 1.6.3. Ce morphisme est appelé
projecteur surconvergent.

Dans l'esprit des notations de Loeffler et Zerbes on note

My, = Hg(Y1(Ny(p))g: D, )(1).

pNg

Les opérateurs de Hecke et le groupe de galois de Q®"9) /Q opérent sur My,. On note

> bug" avec b,, € Ag la g-expansion de la famille de Coleman g.

n=1

Proposition 3.4.7. [LZ10, Théoréme 4.6.6] La représentation de Deligne en famille Ve
coincide avec le plus grand espace de My, sur lequel les opérateurs de Hecke T, agissent
comme b,,.

On définit
g My, — Vg*

la projection sur cet espace propre. Comme expliqué dans la discussion suivant la Défini-
tion 5.3.1 |[LZ16] il existe un morphisme de Y;(N,(p))-faisceaux

A(HZP<D/>) — 'DUg[,j].

Alors, pour tout j € N on a la composition de morphismes de Y (N,(p))-faisceaux

. . 0%
A9 (Hy (D)) — Dy ® TSym’ Hz, — D, (3.46)
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Proposition 3.4.8. Soit j € N et ] € 19 vérifiant | > j+2. Le morphisme (3.46)) s’inscrit
dans le diagramme commutatif de Y1(N,)-faisceaux

Al] (HZP<D/>) N DUg

l[p] L®Id l

AU (g, ) —mem 2O pgy =2y,

ot le morphisme Dy, — TSym” Hy, apparait dans [LZ16, Proposition 4.4.5] et les
Y1(Ny(p))-faisceaus sont vus comme des Y1 (N,)-faisceaux & travers la dégénérescence clas-
sique (pr)y.

Démonstration. Pour j = 0 cette proposition est exactement [LZI16, Proposition 4.4.5].
Ce résultat est étendu pour j > 0 grace a [LZ16l, Corollaire 5.1.4]. O

Définition 3.4.9. Pour tout j € N on définit le morphisme de Ag-modules
g s Ho (Y1 (Ny(p))g, AV (Hz, (D)(1) = Vg
comme la composition
HE (Yi(Ny(p))g AP (Hz, (D)) (1) = My, =5 Vg
ot le premier morphisme est le morphisme induil sur la cohomologie par .
Soit V € Ag I'élément défini par

log(1 + w)

Vimly—24 LT
‘ log,,(1 + p)

En particulier, pour tout I € U, on a w; (V) = [ — 2. Pour tout j € N on définit aussi
I’élément

\Y 1 .

)= TV(V —1).(V—j+1) € A,.

J J:
Proposition 3.4.10. Pour tout 7 € N, le morphisme W[gj] est a valeurs dans (Y)Vg*. De

plus, pour tout | € 19 tel que | > j + 2 on a le diagramme commutatif suivant

(4]

Tg

g

H, (Y1(Ny(p))g AV (Hz, (D")(1)) vy

l(moml*Q’j o[p]*®ld> lwl
HGi (Yi(Ng)g, TSym'™* Mz, (1)) sV

g

Démonstration. Le premier point est prouvé dans |[LZ16, Proposition 5.2.5]. Le diagramme
est une conséquence de la Proposition [3.4.8] du second point de [LZ16, Proposition 4.4.8]
et de |[LZ16l Proposition 5.2.5|. O
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On rappelle la définition V7, := V} @ Vg (voir (3.25)). On note pry () : Yi(N(p)) —
Y1(Ny(p)) l'application de dégénérescence donne par (E, ,C) — (E,d.B,d.C) ou d =
N/N,. On a la diagramme commutatif

PT1,(p)

Yi(N(p)) Yi(Ny(p))

| |

Yl(N) — Y1<Ng)'

Pour 0 < j < kg — 2 on définit un morphisme

ol 2 (GO ) A, DN ) - ()

comme la composition de I'isomorphisme de Kiinneth
. . ®2
HE (Vi(N(p)%, AP (Hz, (D'))(2)) = H (Ya(N(p)g AV (Hz, (D)) (1))
avec les morphismes

HA (N (). APz, (D')(1) " HL (Y2 (N ), TSym* 2 3z, (1) 75 V7,

j
(3.47)

HA V(N0 AP (3, (D)) 1) 2 Hgt<Y<Ng<p>>@,Am o) 2 (Vg

oil, par concision, mom o[p|, désigne ici le morphisme (mom*~2-7 ®1d) o ([p], ® Id). On
note aussi W%]g le morphisme induit sur la cohomologie

el (2] g | o (A0 MG D2 ) ) —

Définition 3.4.11. On fize un élément
1
f.g,ko—2 1 *
CBF %0 € Hét (Z |:p_N:| 7Vf7g(2 — ko))
tel que

ko — 2
ot CB]-"E@(E;)% est l'antécédent de CB]:%O_Q} pour [pl. défini dans le Paragraphe 3.4.2.

\4 2 _ ko2 [ko—2]
( )CB]: TR =y <c37: N(p) )

Proposition 3.4.12. Pour tout |l € 19 tel que | > ko, la propriété d’interpolation suivante
est satisfaite

B -2\ _ \
@ (BFFEk=2) = (ko B 2) BFUEHR2 ¢ HLQ, V], (2 — ko))

ot S est l'ensemble des nombres premiers divisant pN.
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Démonstration. Soit | € I9 avec | > ky. En revenant aux constructions (3.40) et (3.47)

et en utilisant la Proposition [3.4.10| on remarque que wj; o <7r¥f;72}> coincide avec le

morphisme
HE (Vi(N(p)F, A28 (3, (D))(2)) — B, (Yi(pI)Z, TSyml 21234, )(2))
Tfg *
— Vf,gz

ot le premier morphisme est (mom® ® Id) X (mom'~* @ Id) o [p]. et 7, est le morphisme

défini en (3.41). En revenant a la définition de [BFF&k0=2 (yoir(3.4.9) on a

o (el ((BFUY)) = B

En utilisant <o ((kov_2)> = (l72) et la Définition [3.4.11|on a

ko—2
[=2 fgko—2 [ko—2]
]{:0 _9 w) (CB./—" ) = W <7Tf7g (CB”FN(p) )) .
En divisant par (kZO__QQ) on obtient le résultat annoncé. O

On note avec 'indice p la restriction de BF&*~2 au groupe de décomposition en p
PBFI8R2 = o, (BF/ 5% € HY(D} (x**)).
On définit
PRFIEHR-2 . proj (IC’B]-"f’g’er) € Hl(]-"_"]])}’g(xg_ko))

ol proj est le morphisme induit par la projection D?g(X%kO) —» f’OD"}’g(Xz’ko). Cet
élement peut étre ensuite projeté dans H'(F~~D% (x> *)) par le morphisme induit par
la projection F°D%  (x*7*0) — F~~D% (x> *).

Proposition 3.4.13. Quitte & réduire le rayon p~"s la projection de PBFT&*~2 dans
Vespace H'(F~7I% (x> %)) est nulle.

Démonstration. Quitte a réduire le rayon p~"¢ la Proposition implique que le module

HY(F~"D% ,(x* %)) est un Ag-module libre de rang 1. Soit h la projection de ZBF/ &%~
dans cet espace vue comme un élément de Ag. Soit [ € I9 tel que [ > kg, par le Corollaire
on a

[ -2

w; (i’B]:f’g’kO*Q) = (k’ 5
o —

-1
) loc, (cB}—[f’gl’kOiﬂ) < H}(@pv Vig (2= ko))

oll w; est le morphisme de spécialisation de la famille g au poids [. Par conséquent, la
projection vérifie
proj <€B}—f’g’k0_2> € H}(f__D?ygl(XQ_kO)).

En utilisant Pisomorphisme (Pr® x Id)" et I'identification ([3.34]) on a

— — ¥ ~ — — ¥ ~ -1
F vagl ~F Dfa»gl ~Re (5fa,gl> )
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On rappelle que x est étendu en un caractére de Q en posant x(p) = 1. On a

(5;;& (x> (u) = uw* ™ u e Z

et par un argument de module on a

Ot (X (p) = m

Donc, en se référant a la section 1.3, on est dans le premier cas particulier exposé et on a
H{(F "D} (x> 7)) = 0. Donc pour | € 19,1 > ky on a

£ p* ko

w; (h) = 0.
Donc h = 0 comme annoncé. O
Par la suite exacte on sait que W appartient a l'injection du module
HY(F~D5 4 (™)) — H(F =D ().
Définition 3.4.14. On note

Dbf B2 e HYFTDE (3> ) (3.48)

Uantécédent de BBF/&F0=2 par Uinjection.

3.4.5. On suppose toujours que p{ N et que f et g sont p-régulieres. Soient f et g
les familles de Coleman associées & f et g. On cherche & mettre en avant un élément de
Beilinson-Flach interpolant les différents éléments de Beilinson-Flach des spécialisation
de f et g.

On conserve les notations de la section 3.3. On rappelle la notation Vf', := Vf*@)EVg*
comme défini en ((3.20).

Théoréme 3.4.15. [LZ16, Théoreme 5.4.2] Soit S l’ensemble des nombres premiers di-
visant pN. Il existe un élément de Beilinson-Flach en famille

BFE € HL ¢ (Q V)

tel que pour tout k € I71 € 19 et 0 < j < min{k,l} — 2 la propriété d’interpolation
sutvante soit satisfaite

pj ) CB]:[fk,ng]
fi)ap(g1) ) (=1)751(*;%) (')

ot l'on note JBFY8(k,1,7) la spécialisation de JBFY8 au triplet (k,1,5) comme défini en
B.37).

BFE(K, 1, j) = (1 —
(k. 1,7) o
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On note la restriction de cet élément au groupe de décomposition en p
PBF"® :=loc, (BF"8) € HL,,(Q,, V{y).
Le morphisme Ag(I') < Hg(I') induit un morphisme canonique
HIlW (@I” fog) — HIlW ( ;,g>

ou i, = D;@R(E)]Dg comme défini en ((3.21)). Par abus de langage on gardera la notation
PBF8 pour 'élément vu dans 'espace H., (D;g) a travers ce morphisme. On définit

PRFEE .= proj (?C’B]:f’g) € HIIW(]:_ODEg)

ot le morphisme proj induit par la projection D , — F~°Df . On rappelle que cet élément
peut étre projeter dans H, (F~~Dj ) par le morphisme induit par 7 °Df , — F~ Dy .

On peut montrer (voir [LZ16, Proposition 7.1.2]) que la projection de 2BF™® dans
Pespace H, (F~~IDj ) est nulle. De plus, pour tout (¢, I')-modules D, le module Hy, (D) =
0. En associant ce résultat avec la suite exacte longue de la cohomologie induite par la
suite exacte courte on obtient la suite exacte suivante

0 — Hy, (F *Df,) — Hyy, (F °Di,) = Hyy, (F " Dig) -
On en déduit que ZBF8 appartient a Vinjection de Hy, (F~"Dj ) dans Hy, (F~°Dj ).
Définition 3.4.16. On note
bf'® € HL (F'Dj,)
l"antécédent de éW par l'injection.
On peut faire le lien avec les éléments de Beilinson-Flach définis en 3.4.4.

Soit £78 le produit de facteurs eulériens

E18(1) = o™ ((1 - %) (1 - M)) 1), leU, (3.49)

ap(f)ay pho~1

On rappelle que .bf/ & =2 st défini en [3.4.14

Lemme 3.4.17. Soit | un entier du disque p-adique U, = D(lo,1/p"0~ ") tel que | > ko,
on a

(Pra X Pra)* (beﬂg(kjo’ Ly ko — 2)) - %Eﬁg(l) <Id X Pra)* (wl (cbff7g7k0_2))

ou bef’g(k‘o, l, ko — 2) désigne la spécialisation au triplet (ko,l, ko — 2) de bff® et @) est
le morphisme de spécialisation de la famille g au poids .
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Démonstration. Pour [ un entier de D(ly, 1/p"0~ 1) tel que [ > kg alors d’aprés le Théoréme
3.4.15| la spécialisation de (BF8 au triplet (ko, 1, ko — 2) s’écrit

ﬂ (1 o pkO_Q ) CB‘/—-'[favgz,kO*Z]
(ko =21 \" " oy(Nele)) — (52)

D’aprés la Proposition [3.4.12] la spécialisation de JBF/&%~2 au poids [ s’écrit

BFE(ko, 1 kg — 2) =

[—2

w1 (BFFEk2) = (k:o »

-1
) BFVEHR € HL(Q, V], (2 — ko))

Gréace aux Propositions et et les morphismes (Pr® x Pr®),_ et (Id x Pr®), on peut

envoyer les deux éléments précédents sur BF [£et k02| gy comparant les deux résultats
on obtient

—1)ko Fo=2
(Pra y Pra)* (CBJT"f’g<kO’ [, kg — 2)) :ﬁ (1 B m> )

(1 . 5p(f)ozp(gl)) (Id x Pr?), (wl (CB]-"f’g”“O‘Q)) ‘

ko—1
pO

En appliquant la projection induite par la filtration des (o, T")-modules on obtient le
résultat voulu. O

3.4.6. On définit aussi un élément de la cohomologie d’Twasawa associé aux formes f
et g. Celui ci sera utilisé pour étudier la fonction L p-adique de Rankin-Selberg associée

au couple (f,g).

Comme défini en (3.30]) on peut spécialiser les familles de Coleman au couple de poids
(ko, lo) grace au morphisme wy, ;. Le morphisme induit sur la cohomologie d'Iwasawa
appliqué a I’élément de Beilinson-Flach défini en [3.4.15| fournit un élément

BFIo92 =y 1, (BFE) € Hiy (@ V5, g.):

On rappelle que 'injection canonique Ag(I') — Hg(I') permet de voir loc, (CB}"f“’g“)
comme un élément de H. (D%, ,.)- Puisque la restriction au groupe de décomposition en p
et les morphismes induits par la filtration commutent avec les morphismes de spécialisation
on a

projoloc, (BF/*9) = w4, (projoloc, (BF"E)) (3.50)

ot la projection est le morphisme induit par D} =~ — F7°D% . On définit bffede 1
spécialisation de .bf"® au couple de poids (ko, o)

bffese =y 1 (bfH8) € HL(F D5 ). (3.51)

On rappelle que Pinjection canonique Ag(I') < Hy(T) permet de voir JBF/*9% comme
un élément de Hy, (D} ). L'équation (3.50) et la Définition 3.4.16( de bf8 impliquent

le lemme suivant
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Lemme 3.4.18. L’élément Jbf/>9% est un antécédent de projoloc, (CB]—"f“’g“) pour le

morphisme
Hi (F D} ) — Hy (F7°D; )

winduit par la filtration.
On définit I’élément de Beilinson-Flach associé aux formes non-stabilisées par

BFH = (Pr* x Pr®), (BF/*9) € Hy, 4(Q,V},).
On note le twist de ces éléments

BF[? = Twy. _; (BFH) € Hy, 5(Q,Viy (=) (3.52)
ou l'on rappelle que le twist est défini en ([1.9)).
Lemme 3.4.19. Soit j € Z et PP # a,(f)a,(g) on a une injection

HY(F D}, (x 7)) = H'(F°Dj,(x 7). (3.53)

De plus, la projection de loc, o pr, <CB]-"§’9> dans Hl(}"_O]D)}Vg(X_j)) appartient a l'image
de cette injection ot pry est la projection sur le corps de base.

Démonstration. Le Frobenius agit sur le module Zeis(F~ D} (x™7)) comme multiplica-

tion par La condition sur j implique que Zes(F D% ,(x7))#=! = 0 donc

pI
ap(flap(g)”

HO(F~ D, (x ) = 0

et I'injection en découle. Puisque Iisomorphisme (Pr® x Pr®)_ commute avec la projection
sur le corps de base pr, on a

pry (cB]:;’g> = (Pr* x Pr%), (pro OTWV;,g’_j (CB]:fa,ga)) .

Or pr, OTWVf* —j coincide avec le morphisme w@j de spécialisation en j défini en (3.36).
g’ .
En revenant aux définitions on a

proo Twyx (BFIse) = @; (BFI9e) = BF8(ko, by, j)
ot JBFE(ko,ly,j) est la spécialisation au triplet (ko,ly, j) comme défini en (3.38). Le

morphisme de restriction loc, et le morphisme de projection sur le quotient commutent
avec 'isomorphisme (Pr® x Pr®)_ et les morphismes de spécialisation donc

projoloc, o pry (CB]-";’9> = (Pr* x Pr%), <§Bff’g(k0,l0,j)> .
Cet élément est I'image de
(Pr* x Pr%), (:bf"8(ko, lo, §)) € H'(F D} ,(x 7))

a travers l'injection (3.53)) ce qui prouve le résultat voulu. O
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3.5 Fonction L p-adique et éléments de Beilinson-Flach

Le but de cette section de lier la fonction L p-adique de Urban avec les éléments
de Beilinson-Flach. Dans un premier paragraphe, on introduit [LZ16, Théoréme 7.1.5]
exprimant la fonction L p-adique de Urban grace a I’élément de Beilinson-Flach associé
a deux familles de Coleman. Dans les trois paragraphes suivants, on donne I’écriture de
la restriction de la fonction de Urban a trois droites grace aux éléments de Beilinson-
Flach définis dans la section précédente. En particulier, les deux derniéres droites sont
envoyées 'une sur I'autre a travers I’équation fonctionnelle satisfaite par la fonction L
p-adique. Ces deux derniéres écritures permettent de factoriser la fonction de Urban par
une facteur eulérien particulier. Il s’agit d’une idée similaire a la fonction L améliorée
étudiée par Greenberg-Stevens. Ce facteur sera la source de ’annulation de la fonction L
p-adique dans le chapitre 4 du manuscrit.

Les notations des sections 3.3 et 3.4 sont conservées.

3.5.1 Soient f et g deux formes primitives de poids kg et ly, de niveaux Ny et N, et
de caractéres ¢y et g,. Soit N := ppcm(Ny, Ny). Soit p > 3 un nombre premier tel que
p 1 N et tel que f et g soient ordinaires en p. On note f et g les familles de Coleman
associées a f et g.

On rappelle I'existence du caractére x, : I' = Ag g (voir (3.13))). Pour tout 7 € I" on a

log ((x (7
Xg (1) = X () exp (logp(l + w)ﬁig) )
On rappelle la décomposition I' ~ Z* ~ A x (1 + pZ,) ou A := (Z/pZ)". Le caractére
XX ' restreint a A se réécrit
Xy =t
En particulier, xgx’l envoie ’élément unipotent d; sur 6;_;, 11 (voir (1.6]) pour la définition
de §;). On définit Tw,_, -1 l'isomorphisme défini par
g
,HAf,g (F> — HAf,g (F)
TWX -1 p—2 P2 _1
¢ ZO Hi(n = 1)é; ZO Hi(xg(v1)x(71) "' = 1)diip41

et son inverse

HAf,g (F) — HAf,g (F)
Tw_-1_: p—2 p—2 4
X X ZD Hi(y—1)6i = ZO Hi(Xg(71) " x(y1)71 = 1)digi,-1-

()

En comparant avec le twist Tw,, défini en (L.7) on remarque que pour z € Uy et y € 19
on a l'égalité
Wy O TWngfl =Twy_1.
Puisque x(71) € 1 + pZ, alors pour tout y € Ug on a wy o Xz(711) = xY(1). Alors,
pour tout H € Ha,,(I') on a un décalage

oS <TWXg_1X (H)) (x,y,8) = i1 (H) (x,y,s —y+1), (x,y,8) € Upg X ZLyp,i € L.
(3.54)
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Soit 7 in I', un simple calcul montre que pour tout H € HAfyg(F) on a
7. Twy gyt (H) = Xz (T)x(7) Twy -1 (T.H).
Autrement dit, prendre I'image par TWngfl tord l'action de I' par le caractére Xglx.

Soit D un (¢, I')-module sur Ry, . On définit I'isomorphisme canonique de Agg-
modules

cally -1 : { D= D(ng_l)
XgX d —d® Exgx~1
Ol €y y—1 est défini comme dans le Paragraphe 1.2.2. C’est-a-dire pour tout 7 € I', on a

T Xg(T)X*I(T)eXgXa et on a aussi ¢ (exgxﬂ> = Cxpx -1 Car Xg(p)Xfl(p) — 1. Ce
morphisme laisse I'action de ¢ inchangée. Par conséquent, ce morphisme n’a aucun effet

sur "action de ¢ non plus. On alors un isomorphisme compatible avec I'action de ¢ et de
r

cany, -1 @ Tw, 1 : D@4, Ha,, (1) = Dxgx ™) @ap Hap, ()

En utilisant Iidentification H}, (D) ~ H'(D®4, Ha,, (T)") on a donc un isomorphisme
sur la cohomologie d’Iwasawa

TWZx*1 : HIIW(D> — HIlvv(D(XgXil))
induit par 'isomorphisme cany y-1 ® TWX?X. On note l'inverse de cet isomorphisme
Tw", - HL(D) — Hiy, (D).

C’est le morphisme induit par can, -1, ® Twy x-1-

Pour tout 1 : I' = A on rappelle le morphisme de spécialisation de la cohomologie
d’Twasawa donné par I’évaluation de H4(I')" au caractére pu que 'on note

p: Hyy, (D) — HY(D(p))
(voir (1.13)). On a alors le diagramme commutatif

Iw
TWX 1
gX

H;,, (D) » Hi, (Dxgx ™))

X) mil . (3.55)

H'(D(p™))
On rappelle 'accouplement d’Iwasawa
Hy,, (D) x Hy, (D*(x))" = Hag o (T)

compatible avec les morphismes de spécialisations. On dispose aussi de l'accouplement
Hi, (Dxg'x)) x HE, (D*(xg"))" — Ha,, (). Pour tout hy € HY, (D) et hy € HY, (D*(x))
on remarque, grace au diagramme (3.55)), que la spécialisation de (TW;";XA hi, TW;‘%X hs)
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en uxgx_l coincide avec la spécialisation de (hy, he) en p. Donc, prendre le twist de la

cohomologie par le caractére xgx_l induit un twist de I'accouplement par le caractére
Xz X- Cest-a-dire, pour tout hy € Hy, (D) et hy € Hy, (D*(x)) on obtient

(Twyr o ha, Tw s ha) = Tw, o (b, ). (3.56)
Des morphismes identiques peuvent étre construits pour tout (o, 1) module D sur R 4,.

Pour z € Uy et y € 19 on a I'égalité w,, o xgx~ ' = x¥~'. Donc, la composition des
morphismes @, , o cany -1 : D — D, ,(x¥"") ott D, est la spécialisation de D en w,,
coincide avec la composition can,y-1 o, , ou canyw-1(d) = d ® e, avec e,_; le vecteur
canonique de Q,(y — 1). En comparant avec le twist Twj défini en on remarque que
pour x € Uy et y € 19 on a 'égalité

Way o Twi' 1 =Tw,_,. (3.57)

XX 1

3.5.2 On rappelle l'existence de &g et n¢ introduits dans les Propositions et(1.7.8]
ce sont les éléments interpolant les vecteurs canoniques wg, [l — 1] € F~Deyis(Vg, (I — 1)) et
ng, respectivement. On définit

efyg = ® gg[l] € -@cris (Mf,g) (358)

ol Mg g est défini en (3.15). Pour j € Z on note O g[j] := Or g ® ;. Quitte & réduire le
rayon p~" on définit 'exponentielle élargie

1
Expi 1 0 Deris (Meg) @apy Hag (D).(1+ X) — Hy, (Meg).

Grace a accouplement de la cohomologie d’Iwasawa on peut définir
<cbff’g, Twh <Exp‘§\;:7g71 (Grg ® (1 + X)))L> € Apg@Hz (D).
Par la relation cet accouplement coincide aussi avec 1’élément
Turggr (TWEL (EE)  Expiy, (Org ® (14 X))') (3.59)

Définition 3.5.1. Pour tout entier a ’accouplement induit une fonction L p-adique ana-
lytique définie sur Uy gy X Z,, par

Ly(bf"8 w2y, 8) = o <<cbff’g7TW£:Vg—1X (EXP{}:\/;fig,l (Org ® (1+ X))) >> (z,y,s).
(3.60)
En utilisant 'écriture équivalente (3.59)) et la compatibilité du twist avec la spéciali-

sation avec la régle donnée en (3.54) on a la seconde écriture de la fonction L p-adique
suivante

Lp(cbff’g,w“,x,y, s) =

o€ Tw bff’g et 9 L . (361)
wa—lo+1 waglx (C ) 7EXpr7g,1 ( f.g ® (1 + X)) (ZE, Y, s Y+ 1)'
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Pour tout entier a on définit la fonction continue de Z, dans Z,

Bulf, 9,0, 8) = & — &7} (e (Qw(e) 2 ().

Pour tout j € Z on note aussi
ve(f,9,7) = Ve(f, 9,07, ) = & — &7 (0)g, ()2, (3.62)

On pose G(f,g) := G(E;l)G(&‘;l) et on rappelle que Ay, (f) désigne I'interpolation de la
pseudo-valeur propre de Atkin-Lehner associée a f (voir [1.7.6)).

Théoréme 3.5.2. [LZ16, Théoréeme 7.1.5] On suppose que le rayon p~"! soit suffisam-
ment petit. La fonction p-adique de Urban admet [’écriture suivante

Lp(cbff7g7 waila x,Y,Ss — 1) = cB(f> g, wa’ z,Y, S)Lp (f7 g, wa) (ma Y, S)

ot B(w®, z,y,s) est la fonction analytique de Uy, X Z,, définie par

(=1 G(f.9)
)

Uo(f, g, wr kol 95 g — ). 3.63

CB(f7 g7 wa7 '7;7 y? S) -

3.5.3. On considére la restriction de L,(f,g,w") & la droite (ko,lo,s), oil s varie
dans Z,. On note cette fonction L,(f, g,w™, s). Pour toute forme modulaire, on rappelle
I'existence des vecteurs propres du Frobenius 7, et w]ﬂc de Deis(Vy) associés a a,(f) et
B,(f) respectivement (voir Paragraphe 1.7.6). En particulier, on rappelle aussi que 1y €
Deris(FTDy). On note les éléments des modules cristallins associés aux couples (f, g) et

(fa) 9a)

®f,g =nr® (Ug € gcris(ﬁ+oﬂ)f79),
@fouga = (Pra X Pra)* (@fyg) € gcris('gé\+o]])fayga)'

On a aussi I'écriture suivante Oy, . = 7y, ®w5a. On note les projections sur les quotients
Deris(F T Dy, 4.) €t Deyis(F 7Dy, 4.) respectivement

@fmga = proj (0, g.) @fa,ga = proj (0, 4.) - (3.64)

En particulier . g(f)@fouga [lo] coincide avec la spécialisation en (ko,ly) de ffg. On a

T ANy (f)

les écritures secondaires @fa,ga =N, ® Bga et @f,g =N ® Bg. On rappelle I'existence de
I’élément

BF € HY, o (QV},(1—1))

comme défini en (3.52)). Grace au logarithme élargi de Perrin-Riou (voir [1.4.5) on a

Log%/;g(1—10)71—1076f,g[l0] <10Cp <CBFZJL€1>> S HE(F)

Définition 3.5.3. On note la fonction analytique de Z,, dans E
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lo—1
On définit la fonction analytique de Z, par I'(lp,s) :== [] (s +m). Par analogie, on
m=1
note
e log 1
I'(lg,v1) := (m+—)€7—[.
o= 11 log(x(71)) )

m=1

En particulier pour tout s € Z, on a
I(lo, s) = 5o (L(lo, 7)) (s)-

Proposition 3.5.4. On a [’égalité des fonctions analytiques sur Z,

—1)bo
Zz(f?nglo_kovs + lO - kO)F(ZO’ S)Lp(fag7wlovl0 + S) = £ )

( ,
e (BFe)

Démonstration. Soit hy, € Hp(I') I'élément défini par

By = o™ (E(F) A, (F) (TWhL | (DE®)  Expiy, 1 (Brg ® (14 X)) ) (Koolo) (3.65)

Par compatibilité de I'accouplement et de I'exponentielle avec la spécialisation des familles
fetgona

c g 671 — L
hfzg = <TW1*IO (bef s ) 7EXpra,ga71 (@fa;ga [lo] ® (1 + X>) >
ou l'on rappelle que la spécialisation de Tw X;X est donnée par (3.57)) et que
bl =y (bfH®) € HL(F7TD% )

comme défini en (3.51)). Grace au 3iéme point du Théoréme on change U'indice de
I'exponentielle de 1 & [y grace au coefficient I'(ly, v1)

T(lo, ) hyy = <Tw§_l0 (cbE9) Exps, (O gullo]  (1+ X))‘> .

On rappelle que Vélément bf/*9 est la projection de PBF/~9% ¢ HI (Dy, ) par le
morphisme induit par Dy , — F °Dy .. (voir Proposition [3.4.18). On peut relever
I’accouplement en

U(lo,m) hyg = <TWLO (PBFFese) =EXPE;Q,M(XIO),ZO (Ofugallo] ® (1 +X ))L>
Par fonctorialité de 'exponentielle avec I'isomorphisme (Pr® x Pr®)_on a
D(lo, 1) hrg = (locy (BFLL) EXDL (), (Oralle] @ (14 X))

Autrement dit, on a

L(lo,m) hyg = Log@;g(uo),pzo,@m[10] (10% (cB]:i;’g_1>)

donc pour tout s € Z,, on a

Ly (BFLL1,5) = Dlo, ) o (yy) (5). (3.66)
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Pour tout s € Z,, en spécialisant (3.65) on a
o (hp) () i= ENw, (N oo ((TWELL (DEE)  Exp (B @ (1+ X))')) (ko o, s)

ot Exp désigne Expi\;:’gjl. En comparant 1'égalité (3.66) avec la seconde écriture de la
fonction Lp(cbff’g, W=t ko, lo, s+1o—1) donnée en (B3.61) avec z = kg, y = lg et a = lp— 1
on a l'égalité

L, (CB}"{;’g_l, 5) = E(F)Aw, (F)T (Lo, ) Ly(bEE, W kg g, s + g — 1)..
En utilisant le Théoréme on obtient le résultat souhaité. O

3.5.4. On s'intéresse maintenant & la restriction de la fonction L (f, g) de Urban
suivant la droite (ko,y,y), ou y varie dans le disque U, := D(lp, 1/p"").

En utilisant Pécriture (3.61) avec x = ko, y € D(lp,1/p" ), s=y—1leta=1y—1on
obtient 1’égalité

Lp(cbff,g’wloflj ko,y,y — 1) = % <<TWZ_1X (cbffvg) JExp (Opg @ (1 + X))L>> (ko,y,0)
(3.67)

ot Exp désigne 'exponentielle élargie Expi}fng. En spécialisant le poids de la famille f
en ko grace au morphisme wf : Agg — Ag défini en (3.16) on a

f, (Twlts, (bE7)) € HL (M}, 4(x)

. ~fa, . .
ol My, o est défini en (3.19). On note alors .bf ¥ sa projection sur le corps de base

~fa.8 £

bf " = pryowy, (Twz:lx (bef’g)> € H'(M;, ,(x))- (3.68)

On note 0y, o 1'élément cristallin canonique de Zeyis (M7, )

1
Ofog = W”fa @ Eg[1] € Deris (My,, ) -

Alors, on a 0y, ¢ = wf, (0fg) o0t O est défini en (3.58) (voir Théoréme [1.7.8). Le module
Mj, g est cristallin et muni d’une exponentielle expy;, + Deis (My,.g) = H (M, ) (voir
1.2.3).

Définition 3.5.5. On définit la fonction L p-adique suivante

L, (E"% ) = o ({BE"* expyy, , (0r.0)) ) ().

Proposition 3.5.6. On a [’égalité des fonctions analytiques sur Uy

5 ~ fa,
CB<f7 g7wl07 k07y7 y)Lp (fvgawlo) (k(]?y’y) = Efoug(y)Lp (cbf g7y>

ot B(f,g,wb, ko,y,y) est défini dans (3.63)) et le facteur eulérien gfa’g(y) est défini par

(- 25) (i) Jo o
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Démonstration. En spécialisant le poids de la famille f en kg en utilisant I’écriture alter-
native (3.61)) de la fonction L,(.bf"8 w1 ko y,y — 1) on obtient

L,(bE, ot ko g,y — 1) = o5, <<TW§ZX,1 (bE7E)  Exp (B ® (1+ X))L>> (o, 1, 0)
~ fa,
— /™ ((BE*,pr (Bxp (01, @ (14 X))))) (1),

ou Exp désigne Expj;f;l par soucis de concision. En utilisant la proposition de descente
de I'exponentielle élargie (1.5.1) on a

oo (Bsvis s 00 1+ X0) = (1= 2E) (1 DY T g,

ap(f) ~ poy(g)
donc
Ly (DA™, w0 kg, — 1) = E75(y) ((BE™ exp (0. )) ()
= E8(y)L, (cﬂvffa’g, y).
Alors, en utilisant le Théoréme |3.5.2| on obtient le résultat voulu. ]

On dit que la fonction L,(hy, ¢,y) est améliorée dans esprit du texte [GS93| de
Greenberg-Stevens. En effet celle-ci permet de retrouver la fonction L p-adique de Urban
sans le facteur eulérien /8.

3.5.5. La restriction de la fonction de Urban & la droite (ko,[,1) est envoyée, par
I'équation fonctionnelle, sur la droite (ko,l, ko — 1). Le paragraphe précédent donne ainsi

une méthode pour calculer la restriction de la fonction L}gko_l)(f, g) sur cette droite. Grace
a I’élément de Beilinson-Flach construit pour la forme f et la famille g il est possible de
donner une seconde écriture sans passer par ’équation fonctionnelle.

Soit 67 'élément canonique du module cristallin associé & la forme f et la famille g

1
Ofg = m%‘ ® €gll] € Deris (M g)

ot My, est défini en (3.19). En particulier, si on spécialise le poids de la famille f en k
grace au morphisme wj, défini en (3.16)) on obtient

(Pr® x 1d)" (0r5) = wp, (V.e)

(voir Théoréme|1.7.8). Quitte a réduire le rayon p' =", M; 4 est de rang 1, cristallin de poids
de Hodge-Tate égal a 1 et de pente constante. Alors, on définit I’exponentielle élargie (voir
section 1.5)

EXp;:Wf,g,l : @CI"iS (Mf,g) ®Ag HAg (F) * (1 + X) - HIIW (Mf7g) :
On note

bf’g = wg_ko o TW;’Vg—1X (EXpaj\/;fl,gJ (9f7g %) (1 + X))) c Hl (ﬁ_'__Dﬁg(Xko_l))

oil wj_,, , défini en (3.36)), est le morphisme induit par la spécialisation de la variable cy-
clotomique. On rappelle Iexistence de ;bf/ &~ € H'(F~*D% (x*7*)) défini en (3.48).
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Définition 3.5.7. On définit la fonction L p-adique définie sur U, := D(lo, 1/p" 1)
Ly, (bt 8M72 y) = o7 ({ bfF&M 2 b)) (y). (3.70)

On rappelle la définition de £/8 le facteur eulérien (voir (3.49))

£r8(y) = o™ ((1 - Lz(g)) (1 - M)) (). (3.71)

a,(f)ay pho=1

Proposition 3.5.8. On a [’égalité des fonctions analytiques définies sur U,

(-Ler(y)

CB<f7 g, wk()il? kO? Y, kO - 1)Lp(f7 g, wk()il)(k()’ Y, kO - 1) =
(ko —2)!

L, (-bff&k0=2 )

ot y évolue dans U, et .B(f,g,w ™ ko, y, ko — 1) est défini en .

Démonstration. Soit [ un entier de U, := D(lo,1/p" ") tel que I > kg et [ =y mod p—1.
On rappelle I'égalité ([3.57))

o 5
W@ © TWX;X = Twj_, oy

ol w; est le morphisme de spécialisation de g en [ et Twi_; est le twist défini en ([1.9).
c € — c c — c

De plus on a @wj_; o Twy_; = wjy,_;, donconawow; ; oTw, 1 =wp, , ow. Par

conséquent, la spécialisation de by au poids [ s’écrit

X

c —1
Tilbrg) = @10 T4, 0 Twygn, (Bxpiyy 1 (015 @ (14 X))
c -1
= D1y 0 @1 (BXDS;) 1 (00 ® (1+ X))
Par compatibilité de exponentielle élargie avec le morphisme de spécialisation (voir Théo-

réme [1.5.2)) on a

1 ~1 —
@i(brg) = mwf—l—l—ko (EXP%,&J Oralll® 1+ X)))

ol Expj/;flgl’l désigne ’exponentielle élargie de Perrin-Riou. Le Frobenius agit sur le mo-
dule Deis(F 1T Dy g (ko — 1)) comme la multiplication par «a,(f)3,(g)p' . L’équation

(1.19) implique que }ap(f)ﬁp(gl)p1*k0| = p@. Puisque [ # kg cela implique

@criS(gﬂ_Dﬁgz(Xko_l))¢:1 = 0.
Alors, en utilisant I'égalité O g [k — 1] = (Id x Pr*)* <@f,g? (ko — 1}) et la Proposition
1.4.4avec k = kg — 1 —1 et h =m = 1 on obtient

i(brg) = % (exp) ™" <(Id x Pro)* (@f,g? (ko — 1])) (3.72)

ou V(f,g) est défini par
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De I'autre coté de équation on cherche a spécialiser I'écriture (3.60) en (ko, [, ko — 2).
Le calcul précédent permet, de maniére analogue, de prouver ’égalité

\Ij(fv gz)
E(f)An,;(f)

Ol Wp, 1o2k, €St le morphisme de spécialisation défini en (3.37). En utilisant la compa-
tibilité de 1’accouplement avec les morphismes de spécialisation et en utilisant 1’adjoint
(Pr® x Pr?), de (Pr* x Pr*)" on a

c w 1 *\ — ray
Thtoz-to © TWEL1 (BXDR, 1 (Org ® (14 X)) = (ex0)”" (O, ko — 1))

L, (b8 k=2 ko 1 ko —2) =

o o f.g o \Il(f’gl> exp* -1 (A5 o .
(P ey ("5, 1 ko =) B () (Bl 1))

ou U(f,g) est le facteur défini précédemment. En utilisant le Lemme [3.4.17| on peut
réécrire cette équation

(D

8 o ,8ko—2 V(f,81) w-1 (7=
m <5f (l) (Id x Pr )* (wl (cbff )) ,—> (eXp ) (@f,g? [/CO — 1])> .

On reconnait la spécialisation de by au poids ! multipliée par le facteur g,;)?;;,gf’g(l)

voir (3.72)). En comparant avec la définition de L, (.bf/&%~2 1) on obtient
P

—1)ko
L,y(bfF 8 wFo=2 ko 1 kg —2) = =Dm ETE(I)L, (bf/BM2).
(ko — 2)!
En utilisant le Théoréme |3.5.2] la continuité des fonctions apparaissant et la densité de
I’ensemble des [ vérifiant les propriétés souhaitées on obtient le résultat voulu. O



Chapitre 4

Z.éros de la fonction de Urban

Le but de ce chapitre est d’étudier le cas ol la fonction L p-adique de Urban s’annule.
Dans un premier temps on étudiera des conditions suffisantes pour que la fonction s’annule.
Ensuite, on dérivera la fonction L, de Urban dans le sens cyclotomique. Enfin, on utilisera
I’équation fonctionnelle pour faire apparaitre le régulateur p-adique et infini mettant ainsi
en évidence le lien entre la dérivée de la fonction p-adique et la fonction complexe. Dans le
dernier paragraphe, on présentera un résultat nécessitant des conditions supplémentaires
faisant apparaitre I'invariant £ défini dans le chapitre 2 et les périodes p-adiques et
infinie. Ce dernier résultat est en accord avec la théorie des zéros exceptionnels comme
exposée dans [Benl4al.

4.1 Recherche des points d’annulations

Soient f et g deux formes primitives de niveaux respectifs Ny et Ny, de poids respectifs
ko et ly supérieurs ou égaux a 2 et de caracteres respectifs €5 et £,. On suppose que Iy < k.
On suppose que €y, €, et €re, soient des caractéres primitifs de conducteurs Ny, N, et N
respectivement. On suppose aussi que f* # g. Soit p un nombre premier plus grand que
5 qui ne divise pas NsIV, et tel que f et g soient p-réguliéres. On suppose également que
er(p)eg(p) # 1. Soit un entier ¢ > 1 premier avec 6N;N,yp tel que e4(c)e,(c) # 1. Soient
les familles de Coleman f et g passant par f, et g, respectivement. Les notations des
chapitres précédents sont conservées.

Pour a un entier, on considére la fonction analytique de Urban L,(f, g, w®) définie sur
Uty X Zy. En fixant les poids du couple (f,g) en (ko,lp) on obtient la fonction p-adique
définie sur Z, associée au couple (f, g)

Lp(fag7wa7j) = Lp(ﬂgawa)(kOalOaj)' (41)
Les points critiques de la fonction de Rankin-Selberg sont les entiers j vérifiant
lo<j<ko—1

On s’intéresse particulierement aux points j entiers tels que la fonction L p-adique s’annule
alors que A(f,g,j) ne s’annule pas. On rappelle que la fonction L complétée de Rankin-
Selberg ne peut s’annuler qu’au point de symétrie j = % lorsque celui-ci est entier.
On commence par chercher de tels points parmi les points critiques. En particulier, on

97
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rappelle que si Iy = ko cet ensemble est vide. Grace a 1’équation (3.4) on voit que pour
tout point critique j la fonction L,(f,g,w®, j) ne s’annule que si L(f,g,7) = 0 ou si
E(f,g,w* j) =0 (voir (3.4) pour sa définition).

Proposition 4.1.1. Pour tout entier a la fonction E(f,g,w", j) ne peut s’annuler pour
ko < g <lp que st j =a mod p—1 etj:%—l ouj:@.

Démonstration. Soit j un point critique de la fonction de Rankin-Selberg. Si j # a
mod p — 1 alors on rappelle que

25—2
pJ

ap(f)?ap(9)By(9)

ce qui est trivialement non-nul. Si j = ¢ mod p — 1 on rappelle que & (f, g,w?,j) est le
produit des 4 facteurs eulériens

(1‘%) (“%) (I‘W) (“W)

comme défini dans le Théoreme [3.2.1] On rappelle que le module des racines de Hecke
vaut

& (fkv gl7wa7j> = G(wj_a)2

lp—1
2 .

ko—1
)

()] = 1B (N =p2 [ (9)] = 15,(9)]

=D
En particulier on sait que les deux premiers facteurs de & (f, g, w®, j) ne peuvent s’annuler
que si

ko + lo
| — 1= -1
J 2
et les deux derniers ne peuvent s’annuler que si
ko + lo
- 1
T
ce qui prouve le résultat voulu. O

En particulier, on remarque que les deux points d’annulation possibles du facteur
E(f,g,w", j) sont les points % + % Ces points sont appelés presque centraux.

Remarque 4.1.2. Dans le cas plus restrictif ol f et g sont des formes modulaires ordinaires
en p on a

Vp(ap(f)) = Vp(ap(g)) =0, Vp(ﬁp(f)) = ko — 1, Vp(ﬁp(g)) =l—1

alors une bréve analyse de la valuation p-adique des 4 facteurs eulériens composant
E(f,g,w", j) montrent qu’ils ne peuvent pas s’annuler lorsque j est un point critique.

On cherche maintenant les points d’annulation de la fonction L p-adique hors des points
critiques. Dans ce cas, on sait que A(f,g,7) # 0. Grace a la symétrie induite par I’équation
fonctionnelle (3.5)) il suffit de s’intéresser aux zéros pour les entiers j vérifiant j > ky. Le
reste des points d’annulation sont déduits par symétrie. En spécialisant I'écriture de la
fonction L p-adique de Urban du Théoréme au triplet (ko, lp, ) on obtient

pj—l

:uc(fvgvj)Lp(f’g’wj’j) - (1 B m

) [exp* (cbff’g’j_l) 5 ® Wgld]]
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ol .

DI = (Pr* x Pr®), (bf (ko ly,j — 1)) (4.2)
et ou la fonction analytique p.(f,g,7) est définie par

muyszsuxnﬁmf4L—(r—%ﬂﬂﬁﬂ)v4f%uyﬂj—m—m>

(j —lo)! o
avec G(f,q) = G(é‘;l)G(s;l) et £(f) défini en , et v.(f,g,7) en (3.62). Par un
argument de module complexe le facteur <1 - %) de p.(f,g,7) ne peut s’annuler

et en particulier, u.(f, g, 7) ne s’annule jamais. Par conséquent, la fonction L,(f, g, w®) ne
s’annule en j que, si et seulement si, le facteur

Q) =

s’annule ou si 'accouplement suivant est nul

[exp” (bE9771)  ny @ 4] - (4.4)

Par le méme argument de valuation complexe qu’en |4.1.1| on sait que (1 — %) ne

s’annule que si j = % Or,sily < kpetj= % > ko on alyg = kg = j. Par conséquent,
le facteur (4.3) ne s’annule que si et seulement si

J=ko=1ly et ay(f)B,(g) =p*".

Il est plus difficile de savoir lorsque 'accouplement (4.4) s’annule lorsque j > kq. C’est
pourquoi ce manuscrit s’intéresse aux zéros induits par le facteur (4.3). On a prouvé le
résultat suivant

Lemme 4.1.3. Si f et g sont de méme poids ko et si

ay(f)By(g) = p*t
alors la fonction p-adique L,(f,g,w™ ko) =0 et L(f, g, ko) # 0.

Gréace a la symétrie imposée par I'équation fonctionnelle (3.5) la fonction p-adique
Lp(f;Q,ka_l,j) admet un zéro en j = kg — 1 si

ap(f*)Bp(g") = p™ 7"

En utilisant les liens entre les racines de Hecke associées & une forme modulaire et celles
associées a sa forme conjuguée ((1.20)) c’est équivalent & 8,(f)a,(g) = p™ 1. Dans ce cas
on a ’écriture

Pl

:uc(fvgv kO - 1)Lp(f>g>wk0_laj) = (1 - M) [eXp* (cbff’gd;l) y N ®w_9[j]]

Dans ce cas, le zéro ne provient plus de I'annulation du facteur (4.3) mais de accou-

plement (4.4) car
bfHoko=2 =,
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Ce résultat est une conséquence de [3.4.3| et de 'annulation du facteur eulérien

Bp (fko )ap (glo )
pkofl :

1—

Dans cette thése nous nous intéresserons uniquement au cas ot la valeur de L,(f, g, j)
s’annule pour j un point non-critique vérifiant les conditions du Lemme [4.1.3] Le but de
ce chapitre est alors de lier la dérivée de la fonction L,(f, g,w*, s) en kg a la valeur de la
fonction L(f, g, ko)-

4.2 Démonstration du théoréme principal

Le but de cette section est d’exprimer la dérivée de la fonction L p-adique associée a un
couple de forme modulaire lorsque le facteur eulérien décrit précédemment s’annule. Dans
le premier paragraphe, on fait un paralléle entre les notations du chapitre 2 et les (p, T')-
modules apparaissant dans le cadre de Rankin-Selberg. Dans le second paragraphe, on
cherche a utiliser les résultats du chapitre 2. En particulier, le Théoréme [2.4.3| permettra
d’exprimer la dérivée en fonction d’un certain accouplement. On pourra alors définir un
invariant ad-hoc ¢ permettant d’arriver a un résultat similaire au Corollaire 2.4.4 Sous
certaines conditions supplémentaires qui seront explicitées dans la prochaine section, ¢
coincide avec linvariant .Z et le résultat obtenu est une application du Corollaire [2.4.4]
Dans le troisiéme paragraphe, on exprime I'’exponentielle duale obtenue en termes de loga-
rithme. On verra dans la prochaine section que ce logarithme, sous certaines conditions,
peut étre vu comme un régulateur p-adique. Dans le dernier paragraphe, on énonce et
démontre le théoréme principal de la thése.

4.2.1. Soient f et g comme définies au début de la section précédente. On se place
dans le cas ou les conditions du Lemme sont satisfaites, c’est-a-dire qu’on suppose
que ko = ly et que

ap()By(g) = ™7

On note le twist du produit tensoriel des représentations de Deligne associées au couple
de formes modulaires f et g
Wiy = Vig(ko)-

Puisque p ne divise pas les niveaux Ny et N, cette représentation est cristalline et les sauts
dans la filtration de Hodge Tate de De,is(W7 ) sont exactement en (—ko, —1, —1,ky — 2).
Plus précisément Fil®(Des(W;,)) est la droite engendrée par wy ® w,[ko).

Afin de pouvoir utiliser certaines constructions du chapitre 2 on doit vérifier que les
deux assertions C3) et C4) des conditions A (voir section 2.1) sont satisfaites pour la
représentation Wy, :

C3) puisque f et g sont supposées p-réguliéres on rappelle que les deux valeurs propres
du Frobenius sur De,;s(Vy) (respectivement De,is(V;)) sont différentes. Le Frobenius
est donc semi-simple sur D5 (V) (respectivement De,i5(V;)). Par conséquent, ¢ est
aussi semi-simple sur De.s(Wy,).

C4) le module des valeurs propres du Frobenius sur D;s(W;,) vaut p~!, en particulier
Dcris(Wf,g)@:1 = 0.
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Soit D le sous E-sous-espace vectoriel de Dy,s(Wr,4) engendré par les vecteurs

{1y @1y [ko], ny @ wy [kol}- (4.5)
En particulier D s’écrit aussi
D = {ns @ d| d € Dexis(Vy(ko))} -
Puisque 7y et wy sont linéairement indépendants il est aisé de voir que
D NFil®(Deis (W ,)) = {0}

Sous les conditions du Lemme on sait que D?=F ' est la droite engendrée par
1y @ wh[ko]. La filtration en 4 crans de D'espace cristallin Des(Wy,) induite par la semi-
simplicité du Frobenius (voir (2.7))) s’écrit

{0} € D_y = E.ny @ nylko] € D C Deyis(Wryg)- (4.6)

T

On rappelle lexistence de la filtration en 4 crans de l'espace Dy,

théorie des (p, ')-modules (voir (2.8)

(W;,) induite par la

{0} cD_, cDc DL (Wy,).

rig

On rappelle existence du module F*°Dy, (x*) € Df, (Wy,) (voir (3:33)) et de son dual

F°Dy, (Xl’ko). Grace a 'identification ({3.34)) on sait que le Frobenius agit comme mul-

tiplication par o, (f) sur Zes (FTDy). Par conséquent, les valeurs propres du Frobenius
sur le module Deyis (F Dy, (X)) sont a,(f)ay(9)p7*0 et ay,(f)B,(9)p~*. On a I'égalité

Deris (F Dy (x*)) = D.
Par conséquent, cela implique les égalités
FrDp, (X*) =D,  F D%, (x' ") =D*(x). (4.7)

On rappelle aussi Uexistence des (¢, I')-modules de rang 1 F Dy  (x*) et FTDy, (x*)
définis en (3.32)). En regardant les valeurs propres du Frobenius sur les modules

Dexis (F Dy (X)) €t Zeis (F Dy (x*))
on obtient les identifications suivantes
Deris (F " Dyg (X)) = Doty Dewis (FF Dy (X)) =W
ot W := D/D_; comme dans la section 2.1. Par conséquent, on a
FDpg (X*) =Doy,  F D5, (X' ™) =D*, (),

FrDp, (X)) =W,  F 1D}, (x' %) = W*(x).

En particulier on a les identifications des groupes de cohomologie

HY(F Dy, (') = H'(D*(x)), (4.8)
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HY(F D5, (x' 7)) = HY (W*(x)). (4.9)

4.2.2. On cherche a utiliser les résultats du chapitre 2 dans le cas de Rankin-Selberg.
On rappelle I'existence de ’élément de Beilinson-Flach

BFLL = Twie _ (BFH) € Hiy 5(Q Vi,y(1 ko))

défini en (3.52) et de la fonction p-adique L, (CB}"{O’Q_I, s) liée a la restriction L, (f, g, wk‘))

définie en (4.1) par la Proposition [3.5.4, Comme expliqué dans la remarque on
rappelle que dans ce cadre H'(D, W} (1)) est défini comme l'ensemble des classes de

Hj (1 (Q, Wy (1)) dont la projection dans H'(D*(x)) est contenue dans H'(W*(y)). En
particulier, en utilisant les identifications (4.8) et (4.9)) le Lemme [3.4.19] se réécrit

Lemme 4.2.1. L’élément pr, (cB]—"i(’)g_l) appartient o H' (D, W} (1)).
Démonstration. Afin d’utiliser le Lemme [3.4.19] il faut vérifier que

ap(fay(g) #p™ 1. (4.10)

Or, on rappelle que a,(f)B,(g) = p*~'. De plus, g est p-réguliére, donc a,(g) # B,(9).
Par conséquent, l'inégalité (4.10) est vraie et le Lemme [3.4.19donne le résultat voulu. [

On peut alors exprimer la dérivée de L,(f, g,w™, ko) grace aux résultats prouvés dans
le chapitre 2.

Proposition 4.2.2. Si les conditions du Lemme[{.1.3 sont satisfaites, la dérivée dans le
sens cyclotomique de la fonction L p-adique associée a f et g s’écrit

(-1

L;;(fa 9, Wk07 kO) =
v.(£,9.0) (1= 2) E(NG(f.9)

<bef,g,ko—17 Z.D,c(@ﬂg UCO] >>

ot l'on rappelle que @f,g =Ny Q@w, comme défini en (3.64).

Démonstration. Grace au Lemme [4.2.1]on peut appliquer le Théoréme [2.4.3| pour la fonc-
tion L, (cB}"lfO’g_l,s). En particulier, on en déduit que celle-ci s’annule en 0 et que sa

dérivée vaut

1, (87(2,0) =00 (1 1) [oro (o (1o, (8742.)) ) e @l

Par compatibilité de la filtration et des spécialisations avec le morphisme (Pr® x Pr®)_, le

Lemme [3.4.18| implique
proj (pro (locp (CBfif_l))) = bf/ ok

De plus la Proposition [3.5.4] évaluée en s = 0 donne

_1)ko
Vc(fv g, O)F(kO)Lp(fa g, wkov k’o) = %LP (CBFQ){D O) :

Or v.(f,9,0) # 0 donc on retrouve bien I'annulation de L,(f, g,w*, ko) et en dérivant la
relation de la Proposition [3.5.4 on obtient le résultat voulu. O
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En utilisant les identifications (3.35) et (%.2) on a I'¢galité de caractéres dg, g, = X' *.
On a donc l'identification
W*(x) ~ Re.

Grace a la section 1.3, on sait donc que H'(W*()) est de dimension 2 et se décompose
en la somme directe de deux sous-espaces de dimension 1

HY (W (x)) = Hy(W*(x)) & H (W (x)).

Soit d := @;ﬁg[l — ko] € Deris (W*(x)). Les deux éléments ip. ¢(d) et ips .(d) forment une
base de Hj(W*(x)) et H}(W*(x)) respectivement, ot les morphismes ip1 ; et ip. . sont
définis en (2.29) (on rappelle que D~ et W*(y) ont été prouvés étre les mémes espaces).
Il existe donc deux scalaires uniques a et b de E tels que

DEHIRT = qip (d) + bipe (d). (4.11)
En particulier on remarque que b = 0 est équivalent a la condition
DbEFIR e Hi(W*(x)).
Puisque exp (O 4[ko]) est une base de H(W) on a 'équivalence de conditions
DbfloR e HHW* (X)) <= [exp® (bt 9*71) (O, [ko]] = 0. (4.12)

Définition 4.2.3. Si bf/9ko~! ¢ Hi(W*(x)) on définit Uinvariant ad-hoc £(Wyg, D)
comme
E(Wﬂg, D) = a/b

Un calcul analogue a celui de la preuve de permet d’affirmer que
(bfF9*ot ip (O 4ko])) = —€(Wyy, D) [exp* (bfH9F071) (O [kol] -
Dans le cas oil le bff9ko~1 o Hj(W*(x)) on en déduit une conséquence directe de la
Proposition [4.2.2]

Théoréme 4.2.4. On suppose toujours que les conditions du Lemmel/.1.3 sont satisfaites.
Si Jbf 9kl o H}(W*(X)) alors on peut exprimer la dérivée dans le sens cyclotomique
de la fonction L p-adique associée a [ et g en terme de l'invariant £ et d’un accouplement

(e
VC(f? g? O)G(f7 g)

4.2.3. On cherche a donner une nouvelle écriture de I’accouplement

-1
<1 - 1) (Wi, D) [eXP* (cbff’g’ko_l) 7@f,g[k0]] :

L;(fﬂgawkoak()) = »

[exp” (cbE70) 61 kol

En utilisant ’équation fonctionnelle (3.5)) satisfaite par la fonction p-adique de Urban a
trois variables aux triplets de la forme (ko,y,y — 1) pour y € ko + p"0~'Z, on obtient

Lp (f>gawk0) (kOa Y,y — 1) = el()ﬁg,k()) (k07 Y,y — 1) Lp (f*vg*7wk0_l) (k0>ya kO - 1)
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ol f* et g* sont les familles de Coleman associées aux formes conjuguées. Il est alors
possible d’ utlhser les deux écritures proposées en 0 et [3.5.8] pour les deux fonctions
L, (f,g, ) (ko,y,y — 1) et L, (f*,g , who— 1) (k:o,y, k:o —1). On rappelle lexistence des
deux facteurs eulériens £78 et /78 apparaissant dans Pécriture des restrictions (voir
Définitions et respectivement). Ils s’écrivent comme le produit de deux fac-
teurs eulériens

Ers(y) = E%(y) (E]%(y))  on El%(y) =1~ %gf; ot E5(y) =1 pzii{;),

5p(f*)0‘p(g;)

€8 () = £ (E] ™ ) o ] () =1 - P

et

Jio—2
* ok p

EE(y) =1 - —

O‘p(f*>05p(ggj)
En utilisant les relations ([1.20]) sur les racines de Hecke des formes conjuguées on obtient
I’égalité des facteurs eulériens
glf*vg* — g'.lf7g.

En utilisant les Propositions et on a I'égalité des fonctions analytiques définies
sur U,

g g -1 Nfa
B g* Wkt ko y ko — 1)E] B (y) (5§’g(y)) L, (bf : ) elFBR) (Ko, y,y) x

_1 ICO * ok * ok - _
B(f,g,w" ko, y,y) ﬁff B (W)€ F (y) Ly (bEEy)

ou L, (C‘tf)vffmg, y) et L, (bef*’g*’koﬁ, y) sont les fonctions analytiques définies en [3.5.5[et

3.5.7| respectivement et ot B(f, g, w*, ko,y,y) et B(f*, g% wkt ko, y, ko — 1) sont les
fonctions analytiques définies en pour les couples (f, g) et (f*,g*) respectivement.
Par continuité il est possible de simplifier les deux cotés de I'équation par la fonction
analytique non-identiquement nulle £%(y). On obtient alors

* ok — o -1 o8
BE g ko ko — 1) (E15)) Ly (bE5y) Ly, 09) =

( 1)k0 (413)

fgko (kovy y) B(f,g,wko,ko,y,y)mgf* *< )Lp (cbff*,g*,ko—27y) .

On définit le facteur eulérien
ET(Wyg, D) :=det (1 —p~'o™" | D_y) det (1 — ¢ | Deis(V)/D)
ou D est le module défini en (4.5) et D_; est le sous-module de D défini (4.6). Alors, on

WD) (1= 2 (12 Blea)) (B0,

(Flay(9) pro pho

Proposition 4.2.5. On peut donner une seconde écriture de l’accouplement apparaissant
dans le Théoréeme |4.2.4

(exp” (cbE"7H07) O p4lko]) = pe(f, ) [log o proj (i’b’f f *’9*”“0*2]) O e[k — 1]}
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ot le coefficient p.(f,g) s’écrit

(=D v (f,9,0)G(f,9) (1 1
(ko = 2)! ve(f*, 9%, =2)G(f*, %) p

ou l'on note €,(f,g) == elfako) (ko, ko, ko)-

pe(f,9) = e(f, 9)

) E"(Wyy, D)

Démonstration. On cherche a évaluer l’équation en y = ko. Les valeurs des fonc-
tions B(f*, g*, w1t ko, y, ko — 1) et B(f, g, w*, ko, y,y) sont directement données par
la Définition (3.63). La condition a,(f)B,(g) = ko Use réecrit a,(f) = ay(g*) grace a la
relation (1.20). Ainsi, on déduit immedlatement de la définition ’égalité suivante

. 1
EIB(k) =1 — .
5% (ko) ’

En utilisant la définition du facteur £% et les relations (1.20) on a aussi

ko—2

fr.g* 1 p _ ﬁp(f)@p()
I e T P A e

En spécialisant la Définition en y = kg et en utilisant la fonctorialité de 'exponen-
tielle on obtient

Lp <Cﬁf0“g, k’o) = <w1€0 ( B-f/.fa g) 7eXpra,ga (efa7ga)>

ou la valeur de wy, désigne le morphisme de spécialisation de la famille g en k. En

cL. ~fa, . .. ..
revenant & la définition de .bf ~° (voir (3.68)) et en utilisant la commutativité de pr, et
Wi, et en utilisant (3.57) on a

~fa8 w
( bf ) = DIy Oy ko <TW;;X (bef,g)>
= wzo,ko,ko—l (beﬁg) = befvg(k& kOa kO - 1)
Ol @ 1o ko1 €St défini en (3.37). En rappelant la Définition (4.2)) on a alors
(Pr® x Pr?) < < bffa g)) — bffeko—1
+ \ Wk = c

et par commutativité de Uexponentielle avec (Pr® x Pr®)_ on a 'égalité

Ly, (Cﬁfmg’ ko) - <bef7g7k0_1’ eXp (@f,g[ko])> :
En spécialisant la Définition en y = ko on a
Ly, (bff 87072 ko) = (g, (b8 7) [y (bpeg))

ou wy, désigne encore le morphisme induit par la spécialisation de la famille g en ky. Par

la Proposition (3.4.12) on a

@, (bf/ B *%) = projoloc, (CB]:[f*,g;,koﬂ]) € H'(F~+Dj. . (*™*))
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ol proj est la projection de H' (D« o« (x*7%0)) dans H'(F D« 4= (x**°)). Si les conditions
de la proposition sont satisfaites, le Frobenius agit sur Zes(:F ™ Dy« o« (X)) comme

multiplication par
() Bp(92)

ol = g7 (pe, (p) #1

donc la spécialisation de b« g+ est toujours donnée par I'équation (3.72)), & savoir

o U(f9n)
Wi (bpeg+) = EF ), (1)

ou W(f* g*) est défini en (3.73]). En utilisant les relations (1.20) on a
- Bp(f) (g Pt T
‘Ij<f 7ga> = (1 - P( )kop( ) 1- (g) :

D’aprés le résultat de Nekovar-Niziol, on sait que

(exp*f1 (@f*7g3 [ko — 1])

proj ({iBﬁf *vgéka*Zl) € H)(F "D} .. (x* ™).
De plus
gcris(rngr_Df*,gZ; (Xko—l))@:l = ‘@Cﬁs<g+_Df*7g; (Xko—l))st—l _ {O}

done Hy (F~ D} . (x*7*°)) coincide avec I'image de 'exponentielle. On peut donc déduire

(f", 95) , C N
# Tro olo pr[f 1ga7k0 2} ’(_) . k‘ _ 1 ‘
P Preiotee ) B aelho 1

En injectant les informations précédentes dans I’équation (4.13)) pour y = ko on obtient

(DY w006 g)
(ko= 21w, 7, ~2)G(f. 6"

(1 . ]19) <1 . Bp(-];)kfp(g>> \Ij(f*;g:;) [IOgOprOj (ng[fﬂg&,kon}) ,@f*,gj; [k‘o — ].] .
(4.14)

L, (bff 8072 k) =

<bef7g’k0717 exp (@f,g[ko])> =6&(f,9)

On sait que O+ g« = (Id x Pr*)" (6« o). En utilisant le dual de (Id x Pr*)", la Proposi-
tion et les relations des racines de Hecke ([1.20)) on a

17 5 ko—2) P! P! 17" ko—2]

b, (mEnt) < (1 2 Y (1 Yy
Bp(f)aw(g) ap(flap(g)

En injectant ces résultats dans I'équation (4.14]) et en utilisant la commutativité du mor-

phisme (Id x Pr®)_ on obtient le résultat voulu. O

4.2.4. On définit alors le scalaire ,(W;,) € E comme suit
1
G(f*a g*>yc(f*a 9*7 _2)

En remarquant que le coefficient p.(f, g) # 0 la Proposition implique que Q,(W;,,) #
0 si et seulement si <exp* (bef’g’ko_l) ,@f7g[k0]> # 0. En utilisant ’équivalence (4.12]), on
a bf =t g H1(W*(y)) si et seulement si €,(W;,) # 0.

Q,(Wyy) = [logoproj (ng[f*’gz’kO*QU , O s g [ko — 1]] . (4.15)
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Théoréme 4.2.6. Soient f et g deux formes primitives de niveaux respectifs Ny et Ny,
de caractéres respectifs €; et €4 et de méme poids kg > 2. On suppose que <5, €4 et £5¢,
sotent des caractéres primitifs. On suppose aussi que f* # g. Soit p > 5 un nombre
premier ne divisant pas Ny Ny et tel que f et g soient p-réguliéres. On suppose de plus que
er(p)eg(p) # 1. Soit un entier ¢ > 1 premier avec 6Ny Nyp tel que e¢(c)ey(c) # 1. Si

ap(f)Bp(g) = P~

alors L,(f,g,w* ko) =0 et si Q,(W;,) # 0 sa dérivée vaut

ET(W;,, D)

L ko ko) = = L ) (W, DYQL,(Wy ).

p(f7ng ) 0) Ep(f’g)(k0—2)'5(f) ( a0 ) p( f,g)
Démonstration. En injectant le résultat de la Proposition dans le Théoréme |4.2.4
on obtient directement ce résultat. O

Dans la prochaine section on montrera que ce résultat s’inscrit dans la conjecture des
zéros triviaux comme décrite dans [Benl4a).

4.3 Lien avec la conjecture des zéros exceptionnels

Dans un premier paragraphe, on met en avant le lien entre U'invariant ¢(W; ,, D) défini
dans la section précédente et 'invariant Z(Wy,, D) défini dans le chapitre 2. Dans le
troisiéme et le quatriéme paragraphe, on traitera des périodes p-adique et infinie respec-
tivement. Enfin, dans le dernier paragraphe, on donnera une réécriture conditionnelle du

Théoréme [A.2.6

On conserve les notations de la section précédente. On suppose que les conditions du
Lemme sont satisfaites. On rappelle alors que f et g sont deux formes primitives de
niveaux respectifs Ny et IV, de caractéres respectifs € et €, et de méme poids ky > 2.
On suppose que ey, g4 et epe, soient des caractéres primitifs de conducteurs Ny, N,
et N respectivement. En particulier cela implique que f* # ¢. Soit p > 5 un nombre
premier ne divisant pas NyN, et tel que f et g soient p-réguliéres. On suppose de plus
que €¢(p)ey(p) # 1. Soit un entier ¢ > 1 premier avec 6Ny Nyp tel que e¢(c)ey(c) # 1. Si

ap(f)Bylg) = P

4.3.1. On cherche a lier invariant ¢(W; 4, D) a invariant £ (W;,,, D) lorsque ceux-
ci peuvent étre définis. Afin de pouvoir définir 'invariant . il est nécessaire de s’intéresser
aux conditions A (voir section 2.1) et a la régularité de I'espace D choisi. On rappelle que
sous les conditions énoncées, les conditions C3) et C4) sont satisfaites (voir Paragraphe
4.2.1). On s’intéresse donc aux conditions C1) C2) et C5).

C1) La conjecture de Beilinson prédit que H}(Q, W73 ,(1))) = 0 o, de fagon équivalente,
que dim H}(Q, Wy,) = 1. Cela est cohérent avec le fait que L(f, g, ko) # 0.

C2) Si HJ(Q,W;,) # 0 alors il existe un élément non-nul de Wy, stable par 'action
de Gg. Cela implique l'existence d’un morphisme non-trivial de Vi (ko) dans V" ~
Vg (ko — 1). C’est impossible car les poids de Hodge-Tate des deux représentations
ne sont pas égaux. Si H3(Q, W; (1)) # 0, cela impliquerait de maniére similaire un
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isomorphisme non-trivial de Vy(ko—1) dans Vi« (ko —1) ce qui est impossible dés lors
que f et g* ne sont pas issues de la méme forme primitive. En particulier, puisque
f et g sont primitives la condition C2) est satisfaite si et seulement si f # ¢g*. En
particulier, cette condition est satisfaite dans le cadre de ce travail.

C5) Le fait que localisation loc, : H(Q, Wyy) — H(Q,, Wy,) soit injective est une
question difficile.

On supposera pour le reste de ce texte que les conditions C1) et C5) sont satisfaites.

Remarque 4.3.1. Puisque la C2) est satisfaite 'équation (2.3) s’écrit
dimg H}(Q, Wy,) — dimg Hp(Q, W} ,(1)) =1

car dimg H(R,W;,) = 2. Alors, la condition C1) est équivalente a la condition
dimpg H} (Q,W;,) = 1. Donc, si C1) est satisfaite, la condition C5) est alors équivalente
a la non-nullité de I'application de localisation.

4.3.2. Grace aux équations et on sait qu’'un sous-module régulier de
Deris (W) est nécessairement un ¢-sous-module de dimension 2 dont I'intersection avec
Fil’(Deris (W) est réduite & {0}. En particulier, I'espace D choisi vérifie ces deux condi-
tions. Pour le reste de ce texte on suppose que D est un espace régulier, ou de maniére
équivalente, car les autres conditions sont respectées, que I'application

TWp g proj D ri‘(Wf )
cHYQ, W Ay - 0 X
"Wy 4D f(@ fug) Wi, (Qp) D + Fﬂo Dcris(Wf,g)

est un isomorphisme.

4.3.3. On rappelle que BFU"9"Fo=2 ¢ FL(Q, Vi (2 — ko)) est défini en (3.42)). En
utilisant ’isomorphisme

Vf**,g* (2 — ko) ~ Wf,g

il est possible de voir BFY9*=2 comme un élément de HE(Q, Wy,). Pour tout nombre
premier [ tel que [ { NyN, la localisation de JBFUT k=21 oy | est, dans le sous groupe
H(Qi, Vig(ko)), voir par exemple la discussion suivant la Définition 3.3.2 de [KLZI7].

Par le résultat de Nekovar-Niziotdéja invoqué, on sait que sa restriction au groupe de
décomposition vérifie

]CJB]__[f*,g*,]me] — lOCp (CB}‘[f*,gﬁkon]) c H;(@;;,Wf,g)'

Cependant a,(f)B,(g)p™ = p~! est valeur propre du Frobenius sur Des(W;,), il 0’y a
donc pas égalité entre H,(Qy, Wyy) et Hp(Qp, Wy,).

Pour le reste de ce texte on suppose que
BFV R € HUQ, W y). (4.16)

Autrement dit, on suppose que pour tout [ premier tel que | | pN;N, la localisation en [
est cristalline.
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4.3.4. Si la condition C1) est satisfaite 'espace cohomologique H}(Q, Wy,) est de

dimension 1, et si de plus JBFV 9 %0~ egt un élément non-nul de cet espace alors 1'élé-

ment v (f*, g*, —2) 1 BFY 9 k=2 qui, par construction (voir [LZ16]), ne dépend pas du
parameétre ¢, donne une base canonique de cet espace.

On rappelle que D est le sous-module de Dg,is(W; ;) engendré par

{ny @ nglko), ny ® w?(ko]}.
On a l'identification

Deris (ny)
Fil’ Deyis (W) + D

~ F (DcriS(Wf,g))

et Pespace F~F (Deyis(Wy,,)) est la droite engendrée par Wy ®mng[ko]. Le dual de cet élément
dans
Fr Deia(W, (1)) 2 F Degia (Ve g (ko — 1))

est I'élément © <[k — 1] = 1+ ® W, [ko— 1]. Afin de prendre en compte la normalisation
choisie dans ce texte, projeter un élément de ]DJcm(Wf g) sur F~ T (Des(Wy ) correspond
a prendre 1'accouplement avec I’élément f* 5 =0« g [ko — 1]. Si la condition (4.16) est

satisfaite, alors ZBFY 9% ~2 € HL(Q,, Wy,). Or Deris(Wy,5)?= = 0 donc cet élément est
dans I'image de I’exponentielle et par commutativité du morphisme de projection avec le
logarithme on a la réécriture

1 . 1 —
Q, (W rojolog | ——————PBFV :gw’%?]) O g [ko — 1
(W) = [p J g(vc(f*,g*,—2) G et

L’accouplement €,(Wy,) est alors le déterminant de 'isomorphisme

Deris (Wf,g)

cHH (Q,Wy,) —
erygvD f(Q f,g) D + Fllo ]D)CriS<Wf79>

dans les bases données précédemment. Ce déterminant est appelé période p-adique et est
non-nul grace aux conditions (4.16) et C5).

4.3.5. Sous ces hypothéses supplémentaires sur Wy, et D on rappelle que la section
2.2 permet de définir I'invariant .2 associé¢ a W (1) et D*.

Soit d un élément de Zeyis(W*(x)). Puisque e = 1, la Remarque permet d’affirmer
qu’il existe alors un unique scalaire r € E tel que

bfIR = (ipy f(d) — LW}, (1), D) ipe (d)) . (4.17)
On remarque que les scalaires a et b de 'écriture (4.11)) se réécrivent
a=—rL(W;,(1), D*) | b=r.

En particulier, on sait que sous les hypotheéses de cette section la période p-adique Q, (W)
est non-nulle. Donc, par le raisonnement effectué dans la section précédente ou sait que
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le scalaire r est non-nul. En particulier 'invariant ¢ peut étre défini et ’équation (4.17)
implique les égalités

((Wyy, D) = -2 (W}, (1),D") = LWy, D). (4.18)

4.3.6. La conjecture de Beilinson comme discutée dans la section 7.1 de [KLZ15]
suppose l'existence d’un motif de Chow que 'on note M (f* ® g*) associé au couple de
formes modulaires (f*, g*). On appelle régulateur infini le déterminant du régulateur de
Beilinson Flach associé a M (f* ® g*)*(ko — 1) et on le note Qoo (f*, g*).

Théoréme 4.3.2. [KLZ15, Théoréme 7.1.14] Si la conjecture de Beilinson est satisfaite
alors

L/(f*’g*’ko_l) B _4 )
Qoo (f*, 97) B Nng(k0—2)!(kO_2>! € Q(f,g9)".

Cette conjecture n’est prouvée que dans le cas kg = 2. L’équation fonctionnelle ((3.2))
du Théoréme [3.1.5| sur les fonctions L complétées de Rankin-Selberg évaluée en ky donne
I'égalité

Wuﬁg, ko) = €(f79)WL (f".9% ko — 1).
ou €(f, g) coincide avec le facteur €,(f, g) défini dans la Proposition Si la conjecture
de Beilinson est satisfaite on a

—1672 Qo (f*, %) —€(f’g)Nng'

4.3.7. En injectant les équations (£.18)) et (4.19) dans le résultat du Théoréme [1.2.6]

on obtient directement le théoréme suivant.

(4.19)

Théoréme 4.3.3. Soient f et g deuw formes primitives de niveauz respectifs Ny et Ng,
de caracteéres respectifs €4 et €, et de méme poids kg > 2. On suppose que €5, €4 €t €fe,4
soient des caractéres primitifs de conducteurs respectifs Ny, Ny et N. On suppose aussi
que f* # g. Soit p > 5 un nombre premier ne divisant pas NyN, et tel que f et g en
p-régulieres. On suppose de plus que £5(p)ey(p) # 1. Soit un entier ¢ > 1 premier avec
6N N,yp tel que e¢(c)ey(c) # 1. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

on a l'égalité a,(f)B,(g9) = p~ 1.
e [a représentation Wy, vérifie les conditions A de la section 2.2.

le p-module D est régulier.
Vélément SBFY9R0=2 o5t un élément non-nul de Hi(Q,Wyy).
la conjecture de Beilinson est satisfaite.

Alors L(f,g,w ko) = 0 et la dérivée de la fonction L p-adique s’exprime en fonction de
la fonction L de Rankin-Selberg, de l'invariant £ et des périodes p-adique et infinie

g(Wf,gy D) L(f7 9, kO)

Quo(f,97)

Ce résultat s’inscrit dans la lignée de I'"Extra zero conjecture" du texte [Benl4al
comme rappelée dans l'introduction. Ce résultat représente le premier cas d’étude de zéro
exceptionnel hors de la bande critique pour ce motif.

Ly (f,9.0% ko) _ NyNy(ko = 1) €*(Wy,, D)
0,(V7,) 1672 £(/)
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