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THÈSETHÈSE
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Regarde spectateur, l’une des plus parfaites machines créée par les dieux
infernaux pour l’anéantissement mathématique d’une vie humaine.

Mais quel est donc ce paradoxe ? C’est la science, bien sûr ! car il n’y a
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Résumé On étudie l’évolution d’une solution initialement homogène
constituée de deux espèces soumises à un gradient thermique qui génère
un transfert de matière, ce qui peut conduire à la séparation des espèces
du fluide binaire. La configuration choisie pour étudier la séparation
est une cellule rectangulaire (ou parallélépipédique), horizontale et
placée dans le champ de pesanteur. La présence d’une source piézo-
électrique, sur l’une des parois verticales de la cavité, permet de générer
un écoulement stationnaire à grande échelle. L’écoulement est induit
par la propagation d’ondes ultrasonores au sein du fluide visqueux :
la dissipation de l’énergie acoustique de l’onde au sein du fluide porte
le nom d’Eckart streaming. On cherche à optimiser la séparation en
combinant gradient thermique et source acoustique.
La première partie consiste en l’étude de l’écoulement isotherme généré
par l’onde ultrasonore dans un fluide mono-constituant. Après avoir
calculé le champ d’intensité acoustique avec l’intégrale de Rayleigh, le
profil est implémenté dans un code aux éléments finis Comsol Mul-
tiphysics. Les résultats numériques sont comparés avec des résultats
expérimentaux antérieurs.
Dans une seconde partie, on considère une cavité contenant un fluide
binaire. On détermine analytiquement, à l’aide du logiciel Maple, la
séparation (différence de fraction massique entre les deux extrémités
de la cellule) en fonction des paramètres de contrôle du problème. Des
simulations numériques 2D et 3D ont montré un bon accord entre
les résultats analytiques et numériques, pour un paramètre acoustique
constant et un chauffage par le bas ou par le haut de la cellule. Le
problème considéré dépend alors de huit paramètres adimensionnels.
Trois d’entre eux sont propres à la nature du fluide binaire : le nombre
de Lewis Le, de Prandtl Pr et le facteur de séparation ψ. Il y a ensuite
deux paramètres de contrôle, le nombre de Rayleigh thermique Ra et
la force acoustique adimensionnelle A. Enfin, les autres paramètres
adimensionnels sont les deux rapports d’aspect de la cavité, ainsi que
l’épaisseur relative du faisceau acoustique ε.

Mots clés : acoustic streaming, thermogravitation, Effet Soret, séparation,
fluide binaire, ondes ultrasonores.
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Abstract The evolution of an initially homogeneous solution consis-
ting of two species subjected to a thermal gradient which generates a
mass transfer, which can lead to the separation species from the binary
fluid, is studied. The configuration chosen to study the separation is
a rectangular (or parallelepipedic) cell, horizontal and placed in the
gravitational field. The presence of a piezoelectric source on one of the
vertical walls of the cavity makes it possible to generate a stationary
flow on a large scale. The flow is induced by the propagation of ultra-
sonic waves within the viscous fluid : the dissipation of the acoustic
energy of the wave within the fluid is called Eckart streaming. We seek
to optimize the separation by combining thermal gradient and acoustic
source.
The first part consists of the study of the isothermal flow generated by
the ultrasonic wave in a monoconstituent fluid. After calculating the
acoustic intensity field with the Rayleigh integral, the profile is imple-
mented in a Comsol Multiphysics finite element code. The numerical
results are compared with previous experimental results.
In a second part, we consider a cavity containing a binary fluid. A
configuration heated from the top is privilegied to allow the insertion
of an acoustic source. The separation (difference of mass fraction bet-
ween the two ends of the cell) is determined analytically using the
Maple software as a function of the control parameters of the problem.
2D and 3D numerical simulations showed a good agreement between
the analytical and numerical results, for a constant acoustic parameter.
The problem considered depends on eight dimensionless parameters.
Three of them are specific to the nature of the binary fluid : the Lewis
number Le, the Prandtl number Pr and the separation factor ψ. There
are then two control parameters, the thermal Rayleigh number Ra and
the adimensional acoustic force A. Finally, the other dimensionless pa-
rameters are the two aspect ratios of the cavity, as well as the relative
thickness of the beam.

Keywords : acoustic streaming, thermogravitation, Soret effect, species
separation,binary fluid, acoustic waves.
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7.2 Modèle A constant en 3D : iso-C et champ de vitesses 137
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E.3.2 Mélange eau-éthanol (Moses) . . . . . . . . . . 193
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E.5.2 Chauffé par le haut . . . . . . . . . . . . . . . 203
E.5.3 Représentation graphique et Interprétation . . . 204

VIII



E.5.4 Influence du couple (Ra,m) . . . . . . . . . . . 208
E.6 Simulation numérique (comsol) . . . . . . . . . . . . . 211

Bibliographie 215

IX



X



Table des figures

1.1 Liber de arte distillandi de simplicibus . . . . . . . . . 6
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7.1 Schéma de définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
7.2 Maillage 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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7.5 Iso-C cas chauffé par le haut (A=100, Ra=0) . . . . . 130
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4.5 Écoulement induit 2D en champ proche (P=2W8) . . . 72
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E.1 Fluide binaire eau-éthanol . . . . . . . . . . . . . . . . 190
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Nomenclature

Symboles et abréviations latines

A force acoustique adimensionnelle A = facH
3

ρ0a2

A(s0,ρ0) module d’élasticité adiabatique A(s0,ρ0) = 1
χ (Pa).

aT rayon du transducteur (m)
a diffusivité thermique (m2.s−1)
aac coefficient d’atténuation acoustique (m−1)
B(s0,ρ0) facteur de la perturbation acoustique (ordre 2)
Bx rapport d’aspect transversal (l/H) selon ex
Bz rapport d’aspect longitudinal (L/H) selon ez
C0 fraction massique à l’état initial
cp chaleur spécifique à pression constante
C fraction massique
d diamètre de la source piezo-électrique : d = 2aT (m)
D coefficient de diffusion de Fick (m2.s−1)
D(θ) facteur de directivité
DT coefficient de thermodiffusion (m2.s−1.K−1)
DF coefficient Dufour (m2.s−1.K−1)
fac force acoustique (N.m−3)
f fréquence du transducteur (s−1)
g accélération de la pesanteur (m2.s−1)
G nombre de Goldberg
H hauteur de la cavité selon ey (m)

XXIII



Hb hauteur de la source acoustique selon ey (m)
Iac intensité acoustique (W.m−2)
Iac,max amplitude maximale de l’intensité acoustique
k nombre d’onde (m−1)
kc nombre d’onde critique (m−1)
lx largeur du diagramme de rayonnement selon ex (m)
ly hauteur du diagramme de rayonnement selon ey (m)
lz longueur du diagramme de rayonnement selon ez (m)
l largeur de la cavité selon ex (m)
H hauteur de la cavité selon ey (m)
L longueur de la cavité selon ez (m)
LD distance de discontinuité
Le nombre de Lewis Le = a

D

M nombre de Mach en mécanique des fluides
Mac nombre de Mach acoustique
m gradient de fraction massique selon ez
N évolution du potentiel chimique
Nx, Ny, Nz discrétisation utilisée pour le code acoustique
p pression (Pa)
pac norme de la pression acoustique (Pa)
pmax amplitude maximale de la pression acoustique (Pa)
Pac puissance acoustique (W )
Pr nombre de Prandtl Pr = ν

a

r puissance calorifique
Ra nombre de Rayleigh Ra = gβTH

34T
νa

Rac nombre de Rayleigh critique
S paramètre de séparation S = mBz

ST coefficient Soret ST = DT/D (K−1)
T température (K)
t temps (s)
(u, v, w) composantes du vecteur vitesse instantanée (m.s−1).
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v vecteur vitesse (m.s−1).
vac vitesse acoustique (m.s−1).
vac,max amplitude maximale de la vitesse acoustique
Uac amplitude de la vitesse acoustique (m.s−1).
VS vitesse de vibration de la source. (m.s−1).
ue vitesse de l’écoulement, composante horizontale.(m.s−1).
ue,retour vitesse de l’écoulement retour (m.s−1).
(x, y, z) coordonnées cartésiennes (m).
zf distance de Fresnel (m)
4T écart de température (K)

Lettres grecques

βT coefficient d’expansion thermique (K−1)
βC coefficient d’expansion massique (m3.mol−1)
β coefficient de non linéarité β = 1 + B(s0,ρ0)

2A(s0,ρ0)

µ viscosité dynamique (Kg.m−1s−2)
ν viscosité cinématique (m2.s−1)
ψ facteur de séparation ψ = −βC

βT
C0(1− C0)ST

ρ masse volumique (Kg.m−3)
ε épaisseur relative du faisceau ε = Hb

H

φ fonction de courant
φac potentiel des vitesses acoustique
µ viscosité dynamique
λK conductivité thermique (W.m−1.K−1)
λ longueur d’onde
σ taux de croissance de la perturbation
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Introduction générale

Les substances les plus courantes dans la nature sont des mélanges.
Le principe d’un procédé de séparation est d’utiliser une différence de
propriétés entre le composé d’intérêt et le reste du mélange. Plus la
différence de propriété sera grande, plus la séparation sera aisée. Ainsi,
le choix du procédé de séparation commence par une bonne connais-
sance de la composition du mélange et des propriétés des différents
composants. Depuis les travaux de Soret [5] , il est connu qu’un mélange
de fluide binaire soumis à un gradient thermique cesse d’être homogène.
En effet, la présence d’un gradient thermique engendre un transfert de
matière au sein du mélange détruisant cette homogénéité. La thermo-
phorèse ou thermodiffusion ou Effet Ludwig-Soret ou effet Soret, se re-
trouve dans les procédés industriels comme dans les processus naturels.
Cet effet Soret apparâıt dans les phénomènes de transport en croissance
cristalline [6], [7], [8] ainsi que dans les gaz naturels et les réservoirs
d’hydrocarbures [10], [11] ou encore dans le rôle de différentiation
des magmas [9]. Une ouverture à cette étude de séparation est l’ex-
traction industrielle. La thermodiffusion est importante dans l’appli-
cation aux fluides de gisements [12], [13], [14]. L’importance de ce
processus est principalement lié à son utilisation dans la séparation
d’éléments à haute valeur ajoutée. On peut également citer de nou-
veaux champs d’applications avec le domaine des mélanges de collöıdes
[15], des fluides magnétiques [16] et des mélanges isotopiques [17].
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Contenu du manuscrit

L’objectif est d’augmenter la séparation des constituants d’un fluide
binaire par diffusion thermogravitationelle associé à une onde acous-
tique. Après avoir introduit les notions de séparation thermogravita-
tionnelle et d’Eckart streaming, nous consacrons les deux premiers
chapitres à la formulation mathématique. La configuration d’étude
est une cellule horizontale de hauteur H, de largeur L placée dans le
champ de pesanteur. Une synthèse des différents valeurs des paramètres
(Le,Pr,ψ) sera établie, pour plusieurs types de mélanges (eau-éthanol
et eau-isopropanol) et dans différentes proportions. Ces paramètres se-
ront utilisés par la suite. On définit la diffusion thermogravitationnelle
comme étant le couplage entre la thermodiffusion et la convection. Ce
couplage conduit à une séparation des constituants du mélange beau-
coup plus importante que celle induite par la thermodiffusion pure.
Un optimum de séparation est obtenu pour un choix approprié de
la vitesse convective et de la vitesse rapportée au temps de diffusion
massique. Dans ce travail, nous étudions l’action de la propagation
d’ondes ultrasonores, au sein du fluide binaire, sur la séparation. Si la
source d’ondes ultrasonores est convenablement placée sur l’une des
parois verticales de la cavité (les parois horizontales étant mainte-
nues à une température constante) un écoulement monocellulaire est
généré au sein du fluide. Dans cette configuration, on peut optimiser la
séparation du fluide binaire. Dans le troisième chapitre, on va valider
notre modèle pour le calcul du rayonnement acoustique. On compare
donc notre code numérique (en langage C) avec des résultats acous-
tiques analytiques [119]. Le modèle numérique est implémenté à partir
de l’intégrale de Rayleigh. On considère alors un rayonnement qui a
lieu dans un demi-espace infini sans prise en compte de réflexions aux
bords. La formule de Rayleigh exprime la pression en fonction de la
distribution des vitesses vibratoires sur un plan. On détermine alors le
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profil du champ de pression acoustique pour différentes géométries de
sources. On établit ensuite le champ de pression, de vitesse et d’inten-
sité acoustique de la source ultrasons dans le cas connu de la configu-
ration expérimentale de Moudjed [96].
Dans les chapitres 4 et 5, le profil d’intensité acoustique calculé au
chapitre précédent est implémenté dans un code aux éléments finis
Comsol Multiphysics. On importe alors la force acoustique dans le lo-
giciel Comsol afin de simuler l’écoulement induit par les ondes ultraso-
nores. Les résultats numériques de l’acoustic streaming sont comparés
avec les valeurs expérimentales de Moudjed (2014) [96]. Les équations
régissant le problème sont l’équation de continuité et l’équation de
Navier-Stokes comportant le terme de force acoustique. La cavité est
remplie d’eau et l’écoulement est isotherme. La comparaison avec les
résultats expérimentaux de [96] nous permet de valider nos simulations
d’écoulement (2D et 3D).
Dans le chapitre 6, on réalise la formulation mathématique du problème
multiphysique. On considère maintenant un fluide binaire au sein de
la cavité. Le problème est alors régi par quatre équations : l’équation
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement, de l’énergie
et des espèces. Elles sont exprimées sous forme adimensionnelle. Le
problème considéré dépend alors de sept paramètres adimensionnels.
Trois sont propres au mélange binaire, le nombre de Lewis Le, le
nombre de Prandl Pr et le facteur de séparation ψ. Deux autres sont
les paramètres de contrôle : le Rayleigh thermique Ra et la force acous-
tique adimensionnée A. On doit également prendre en compte la taille
du faisceau qui occupe la cavité ε = Hb

H . Enfin, le dernier nombre adi-
mensionnel est le rapport d’aspect Bz de la cavité rectangulaire en 2D.
Dans le cas de la cavité parallélépipédique 3D, un second rapport d’as-
pect est à considérer By.
Le chapitre 7 permet d’explorer les configurations qui sont susceptibles
de maximiser la séparation du mélange binaire en fonction des pa-
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ramètres (Le,Pr,ψ,ε,A,Ra). Pour trouver une solution analytique du
problème, on suppose que Bz >> 1 et on fait l’approximation de
l’écoulement parallèle. A l’aide du logiciel Maple, on obtient le champ
de vitesse, de concentration et de température. On retient alors les
configurations où la présence d’une source acoustique (paramètre A)
améliore la séparation pour un nombre de Rayleigh Ra fixé. On cherche
des configurations susceptibles d’être réalisées expérimentalement.
Le chapitre 8 permet de confronter les résultats analytiques et numéri-
ques. Des simulations numériques sous Comsol (2D et 3D) avec l’implé-
mentation d’un faisceau acoustique (A constant puis variable) sont
réalisées. On retrouve alors un très bon accord avec les calculs analy-
tiques. Une comparaison entre les modèles A variable et A constant est
rendue possible, pour cela la valeur moyenne du paramètre A variable
est équivalente à la valeur constante A. L’énergie envoyée au sein du
fluide est identique et la comparaison entre les deux modèles est per-
mise. D’une part, on réalise des comparaisons sur le champ de vitesse
établi au sein du fluide. On observe alors une relation directe entre vi-
tesse de l’écoulement du fluide et amplitude de la force acoustique. On
met également en évidence des mouvements de recirculations au sein
du fluide, dans certains cas particuliers. Ces recirculations sont conjec-
turées avec le modèle Maple et retrouvées sous Comsol. On compare
alors l’amplitude et la vitesse de l’écoulement retour. D’autre part,
on réalise des comparaisons sur le champ de fraction massique. On
établit ainsi l’influence des différents modèles (A constant, A variable)
ainsi que des différentes géométries de sources (carrée, circulaire) sur
le champ de fraction massique.

XXX



Première partie
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Chapitre 1

Séparation en fluide binaire

1.1 L’histoire de la séparation : éléments histo-
riques

Le procédé le plus familier et le plus ancestral [18] est la distilla-
tion [19]. C’est une technique de séparation des mélanges utilisée pour
séparer les constituants d’un mélange homogène liquide. L’alambic fut
d’abord utilisé pour fabriquer des eaux florales, des huiles essentielles
ou des médicaments, avant de permettre la production d’eaux-de-vie
par distillation de jus de fruits fermentés [20], [21]. La légende attri-
bue l’apport de la distillation en Irlande à Saint Patrick qui aurait
apporté avec lui le premier alambic au douzième siècle. L’ Irlande est
aussi connue sous le nom de pays de la triple distillation. Depuis cette
époque, la mâıtrise de l’art de distiller semble régner en mâıtre sur
l’̂ıle, c’est la seule reine incontestée. La séparation des mélanges de
constituants chimiques a ensuite pris de l’ampleur avec l’avènement de
l’ère industrielle. Notamment avec les hydrocarbures, l’agroalimentaire
et le domaine pharmaceutique. Ce qui a donné lieu à un éventail très
large de procédés de séparation [22]. En chimie, on appelle procédés de
séparation, les méthodes pour convertir un mélange de substances en
deux ou plusieurs composants homogènes (et/ou hétérogènes). Il existe
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deux familles de procédés de séparation : les procédés à séparation
mécanique (1) et les procédés à séparation par diffusion (2) avec trans-
fert de matière [ [24]- [27]].

Figure 1.1 – Liber de arte distillandi de simplicibus, manuel de distillation
imprimé en 1512 [23]

Parmi les procédés de séparation (1), on peut citer les méthodes les
plus courantes : la filtration, la centrifugation, la décantation, le tami-
sage et la séparation magnétique. Parmi les procédés de séparation (2),
on peut citer l’extraction (liquide-liquide), la distillation ainsi que la
pervaporation. Dans la présente étude, on s’intéresse à la séparation des
espèces d’une solution de fluides binaires remplissant une cavité. On
réduit alors les nombreux procédés existants aux quelques méthodes
de séparation de deux liquides miscibles. Parmi ces méthodes, on peut
citer la distillation ( basée sur le point d’ébullition), la pervapora-
tion (vaporisation au travers d’une membrane) et l’ extraction liquide-
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liquide (ajout d’un solvant organique). Ces méthodes de diffusion sont
coûteuses et le dispositif de mise en œuvre est important. Une méthode
de séparation alternative est proposée dans cette étude, afin de séparer
deux liquides miscibles à moindre coût.

1.2 Thermodiffusion

Une cavité rectangulaire remplie d’un fluide binaire chauffée par le
bas est étudiée dans un premier temps (figure 1.2). Les parois inférieures
et supérieures sont respectivement aux températures Tc et Tf tel que
Tc > Tf . Les parois verticales sont adiabatiques et le flux de matière
est nul aux parois.

Figure 1.2 – Schéma de la configuration DT > 0

Sous l’effet d’une inhomogénéité de température, il apparâıt un gra-
dient de fraction massique : il s’agit de l’effet Soret (ou thermodiffu-
sion). Si DT > 0, le constituant le plus dense migre vers la paroi froide
( ici 1) . On attribue la découverte de la thermophorèse à Carl Lud-
wig [28], il observa expérimentalement qu’une solution de sulfate de
soude, donc un mélange de fluide, soumis à un gradient thermique,
cesse d’être homogène en composition. La thermodiffusion fut étudiée
et bien comprise par Charles Soret à partir de 1879 [5]. Le scientifique
suisse identifiera cet effet dans des solutions de chlorure de sodium et
de nitrate de potassium [29], [30]. L’importance du flux de thermo-
diffusion dépend de la nature du fluide binaire ainsi que du gradient
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thermique imposé. On écrit alors le vecteur densité de flux de matière
dû à l’effet Soret [5] :

JSoret = −ρC(1− C)DT∇T

On note DT le coefficient de thermodiffusion (DT < 0 ou DT > 0) et C
la fraction massique du constituant le plus dense. On définit le flux et
les coefficients en référence par rapport au constituant le plus dense.
On fait l’hypothèse que C(1− C) ' C0(1− C0), où C0 est la fraction
massique de référence du constituant le plus dense. Cette hypothèse
est valable si C varie peu autour de C0. Ce flux de matière va créer
à son tour un gradient massique, qui génère lui-même un second flux
de matière opposé au premier. La loi de Fick relie ce flux de masse au
gradient de concentration :

JFick = −ρD∇C

On note D le coefficient de diffusion massique (D > 0). On peut donc
écrire le vecteur densité de flux de diffusion massique au sein du fluide
binaire :

J1 = JFick + JSoret (1.1)

A l’état d’équilibre , ce flux est nul. Ce qui permet d’établir la
relation suivante [31] 1

∇C = −DT

D
C0(1− C0)∇T (1.2)

Le phénomène de thermodiffusion s’accompagne d’un phénomène
complémentaire, l’effet Dufour, découvert en 1872 [32], [33]. Celui-
ci caractérise le gradient de température induit par un gradient de

1. Dans un mélange de fluide binaire, la diffusion des espèces a lieu en raison de la diffusion
massique, de la diffusion barotropique et de la thermodiffusion. Pour des valeurs de pression faibles
ou modérées, la barodiffusion peut être négligée, on résume alors le vecteur densité de flux à J1
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Figure 1.3 – Schéma de Thermodiffusion pure

concentration dans un mélange. Le rapport DT

D est appelé coefficient
Soret ST . Lorsque l’effet Soret est positif (ST > 0) alors le constituant
le plus dense migre vers la région la plus froide. En effet d’après 1.2 ,
on voit que lorsque ST > 0, alors ∇C et ∇T sont opposés.

1.3 Effet Fourier et Dufour

Le vecteur densité du flux de chaleur résulte de la loi de Fourier et
de l’effet Dufour :

J2 = qFourier + JDufour

Si les variations de températures ne sont pas trop importantes, on rend
compte localement des phénomènes de conduction de la chaleur par la
loi de Fourier, à savoir le vecteur densité du flux de chaleur q est
proportionnel au gradient de température :

qFourier = −λ∇T (1.3)

La conduction thermique est un transfert thermique d’une région
où la température est élevée vers une région où la température est
plus basse, et qui se réalise sans transport macroscopique de matière.
La conduction thermique est décrite par la loi dite de Fourier établie
mathématiquement par Jean-Baptiste Biot en 1804 puis expérimentalement
par Fourier en 1822 [39]. Cette expression 1.3 suppose que la conducti-
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vité thermique λ est homogène et isotrope. A cela, on ajoute la contri-
bution du gradient de température induit par un gradient de concen-
tration dans un mélange :

JDufour = −ρC0TDF ( ∂µ
∂Ci

)∇C

On note DF le coefficient de Dufour et µ le potentiel chimique de
l’espèce considérée. L’effet Dufour est négligeable dans les liquides. Si
le fluide binaire est un gaz, on doit considérer les deux phénomènes.
La contribution du gradient de concentration au flux de chaleur (effet
Dufour) et la contribution du gradient thermique au flux massique
(effet Soret).

1.4 Convection

Figure 1.4 – Convection naturelle

En présence de gravité, une particule de fluide
chauffée devient moins dense du fait de sa dila-
tation thermique et remonte sous l’action de la
poussée d’Archimède. On considère un système
simple et on suppose un fluide newtonien, incom-
pressible, dans l’approximation de Boussinesq,
c’est-à-dire que la seule propriété physique qui
change est ρ = ρ0(1− βT (T − T0)), la masse
volumique. Le coefficient βT représente l’expan-
sion thermique ( βT > 0 pour la plupart des
fluides).

La convection naturelle traduit le transfert de chaleur d’une région
chaude ( fluide au contact d’une paroi chauffée) vers une région froide
avec un mouvement macroscopique de matière. L’élément générateur
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c’est une différence de température qui engendre un gradient de den-
sité. Dans un environnement de microgravité comme dans l’espace, la
convection naturelle n’est pas possible. En effet, les éléments nécessaires
à l’apparition de la convection sont : ∇T 6= 0, ρ = ρ(T ) et la présence
du champ de gravité g.

Deux types de problèmes concernant la convection naturelle de
fluides binaires ont été largement étudiés : la convection de double
diffusion (thermosolutale) et la convection induite par effet Soret (dif-
fusion thermogravitationnelle). Une synthèse bibliographique complète
est effectuée par Yacine [41].

1.5 Approximation de Boussinesq

On se place dans le cas d’un mélange de deux constituants (solvant-
soluté) parfaitement miscibles. Lorsque le fluide considéré n’est plus
un corps pur, la densité s’exprime en fonction de la température et
de la composition du mélange. On considère de faibles variations de
température et de fraction massique au sein du mélange. Dans ces
conditions, la masse volumique en un point du fluide binaire est une
fonction linéaire de la température et de la fraction massique locale C,
c’est l’ approximation de Boussinesq [42] :

ρ = ρ0(1− βT (T − T0)− βC(C − C0)) (1.4)

βT , βC sont les coefficients d’expansion thermique et massique du
fluide binaire, T la température et C la fraction massique du consti-
tuant le plus dense. (ρ0 ,T0,C0) sont les valeurs de ces grandeurs dans
leur état de référence. Cette approximation suppose que les grandeurs
thermo-physiques du mélange binaire sont constantes à l’exception de
la masse volumique du mélange qui dépend linéairement de T et C.
On considère le fluide incompressible et dilatable.
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1.6 Nombres adimensionnels

1.6.1 Facteur de séparation

On exprime le facteur de séparation par :

ψ = −βC
βT

DT

D
c0(1− c0) = −βC

βT
c0(1− c0)ST (1.5)

Une relation entre densité et facteur de séparation va être formulée.
On peut écrire :

4ρ = ( ∂ρ
∂T

)C4T + ( ∂ρ
∂C

)T4C (1.6)

On note4T = T−T0 et4C = C−C0. On se place dans l’hypothèse
des faibles variations de T et de C autour de T0 et C0, On injecte (éq.
1.2) dans (éq. 1.6), on obtient [41] :

ρ = −ρ0βT (1 + ψ)4T (1.7)

On voit alors que lorsque ψ > 0 la variation de la masse volumique
est plus marquée lorsque la thermodiffusion DT

D est élevée. En revanche,
quand −1 < ψ < 0 le terme (1+ψ) sera alors faible. La variation de
la masse volumique sera d’autant plus limitée. Le coefficient βC étant
généralement négatif, le terme −βC

βT
sera positif. Donc le signe de ψ

dépend directement du signe de DT
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1.6.2 Nombre de Prandtl

C’est en 1910 lors de ses recherches sur les écoulements turbulents
que Prandtl a signalé le rôle du nombre dit � de Prandtl � :

Pr = ν

a

Le Prandtl représente le rapport entre deux mécanismes :

Pr = temps de diffusion thermique
temps de diffusion de la quantité de mouvement

Le nombre de Prandtl élevé indique que le profil de température
dans le fluide sera fortement influencé par le profil de vitesses. Au-
trement dit, dans le cas d’un écoulement en proche paroi, Pr >> 1
indique que la couche limite thermique sera beaucoup moins épaisse
que la couche limite visqueuse.

1.6.3 Nombre de Lewis

Le nombre de Lewis est utilisé pour caractériser les écoulements
fluides dans lesquels ont lieu simultanément le transfert de masse et
le transfert de chaleur. Il s’exprime comme le rapport de la diffusivité
thermique a sur la diffusivité de masse D :

Le = a

D

Ces trois nombres caractérisent le mélange binaire considéré. La
séparation du mélange binaire va notamment dépendre de ces trois
paramètres. Des valeurs précises des propriétés du fluide (notamment
le coefficient Soret) sont donc nécessaires. On peut alors citer Plat-
ten et Legros [40] ainsi que Lhost [44]. Une synthèse de la littérature
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expérimentale concernant les valeurs des paramètres (Le,Pr,ψ) est réalisée
par Millour [43]. Toutefois, une mesure précise du coefficient de Soret
est laborieuse de par sa faible valeur (ST ∼= 10−3K−1).

1.7 Diffusion thermogravitationelle

L’étude de la séparation par diffusion thermogravitationnelle a fait
couler beaucoup d’encre depuis sa découverte jusqu’à nos jours.

En 1938 Clausius et Dickel [46] mettent au point un dispositif utili-
sant le champ de pesanteur pour engendrer un courant de convection,
permettant ainsi d’améliorer la séparation produite par la thermodif-
fusion pure dans un mélange gazeux. Cette méthode, appelée par la
suite diffusion thermogravitationnelle, est un couplage entre la thermo-
diffusion et la convection. Elle s’est révélée alors la plus efficace pour
séparer les isotopes de certains gaz. La même méthode a ensuite été
utilisée pour les liquides par Korsching et Wirtz à partir de 1939 [47].
Les premières descriptions phénoménologiques de l’effet thermogravita-
tionnel ont été effectuées par Onsager en 1931 [48]. Pour les mélanges
gazeux, la théorie Furry, Jones et Onsager (théorie FJO) [49] a été
élaborée en 1939, pour les liquides, il faudra attendre 1942 avec De
Groot [50]. Costeseque [51] a étudié la migration des éléments par ther-
modiffusion et thermogravitation en milieux poreux. De nombreuses
mesures expérimentales sont ensuite synthétisées par Platten [40] et
Legros [52]. Ils ont réalisé des travaux sur la thermodiffusion en mi-
lieu libre. Plus récemment, on peut citer les études expérimentales de
Platten sur les mélanges eau-éthanol [53], [54]. Platten et al. [53] ont
démontré que l’on pouvait augmenter la séparation moléculaire pour
un fluide binaire confiné dans une colonne thermogravitationnelle en
inclinant la colonne, chauffée par le haut, d’un certain angle par rap-
port à la verticale. Plusieurs techniques expérimentales ont été mises au
point [55], [56]. Une synthèse historique a été réalisée par Marcoux [57].
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Marcoux et Charrier-Mojtabi ont effectué des simulations numériques
et ont comparé aux résultats obtenus analytiquement, ils ont considéré
une cellule de thermogravitation verticale en milieux poreux [58].

En 2001, Millour a considéré la convection thermique d’un fluide
chauffé par le bas contenant un mélange de deux constituants [43]. En
2005, Piquer a réalisé une étude analytique et numérique [59], [60]
de la convection mixte avec effet Soret en canal horizontal. Khou-
zam [63], [64], [65] a étudié la séparation dans un canal rectangulaire
dont la paroi supérieure est entrâınée. En 2008, Elhajjar a exploré
de nombreuses configurations géométriques et thermiques [61] dans le
but d’améliorer la séparation thermogravitationelle des constituants
d’un mélange. Les auteurs ont considéré des colonnes verticales sou-
mises à un gradient thermique horizontal. Puis des cavités horizontales
soumises à un gradient thermique vertical. Elhajjar et al ont ensuite
considéré l’influence des vibrations verticales de haute fréquence et de
faible amplitude sur la séparation [62]. Khouzam a réalisé une étude
portant sur l’analyse de stabilité de l’écoulement monocellulaire [63],
dans une cellule dont une paroi est entrâınée [64].Un écoulement mo-
nocellulaire est indispensable pour réaliser la séparation d’un fluide
binaire. Ouattara et al. [66], [67] ont étudié la prise en compte des
parois dans le processus de séparation d’un mélange binaire en milieu
poreux. Ils ont étudié la stabilité linéaire de la solution d’équilibre et
de la solution monocellulaire dans une cavité horizontale. Une configu-
ration avec des flux croisés de chaleur a été envisagée par Yacine [41],
qui s’intéresse ainsi à la séparation des constituants d’un fluide bi-
naire remplissant une cavité horizontale soumise à des flux croisés de
chaleur [68], [69], [70].

Si DT > 0, le composant le plus dense migre vers la paroi la plus
froide. Si l’écoulement convectif est monocellulaire alors à l’état sta-
tionnaire, on obtient une répartition des concentrations caractérisée
par une stratification verticale du champ de fraction massique avec
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Figure 1.5 – Thermodiffusion gravitationnelle

C1 > C2 si le mouvement convectif s’effectue dans le sens des aiguilles
d’une montre.

Une étude sur l’instabilité thermo-convective (dite de Rayleigh-Bénard),
qui peut se déclencher lors de la thermodiffusion gravitationnelle, sera
réalisée en annexe A

Ce premier chapitre nous a permis de réaliser une entrée en matière
dans l’étude de la séparation. Une synthèse bibliographique des diffé-
rentes découvertes a été réalisée. Les paramètres adimensionnels décrivant
les fluides ont été explicités. La thermodiffusion gravitationnelle a été
définie. Dans le second chapitre complémentaire à celui-ci, nous allons
réaliser une synthèse historique et bibliographique portant sur les tra-
vaux d’un courant fluide généré par une onde acoustique. On définira
alors de nouveaux paramètres propres au domaine acoustique.
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Chapitre 2

Courant acoustique

2.1 Historique

La dissipation de l’énergie acoustique d’une onde dans un fluide
génère un courant acoustique. Ce phénomène a été découvert par Fa-
raday en 1831 [100] sans qu’il ne puisse l’expliquer. Il fut ainsi le pre-
mier à mettre en évidence la mise en mouvement d’un fluide sous l’ac-
tion des ondes ultrasonores. En 1929, Lord Rayleigh [102] a réalisé
une expérience afin de mieux appréhender le phénomène. Finalement,
en 1978, Lighthill montra que la dissipation d’énergie acoustique des
ondes ultrasonores permettait de mettre en mouvement le fluide. Il
existe plusieurs catégories de mouvement de streaming acoustique.
Premièrement, l’écoulement de type Slitching streaming issu des proches
parois dans l’épaisseur de la couche limite acoustique. Deuxièmement,
l’écoulement de type Rayleigh streaming. Le streaming de Rayleigh
se développe au niveau des couches limites de l’écoulement puis se
généralise dans tout le domaine (fluide), il forme alors un système
de cellules rotationnelles qui se caractérise par des recirculations. En-
fin, l’écoulement de type Eckart streaming. Dans ce dernier cas, on
considère la source acoustique vibrante assez directive pour éviter les
interactions avec les parois. L’écoulement est alors localisé au sein du
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fluide [1]. Notre étude se place dans le cas d’un courant acoustique de
type Eckart Streaming. L’étude du streaming acoustique s’inscrit dans
un contexte bibliographique riche. Dans le cas d’un écoulement iso-
therme, on peut citer Botton et al. [126], [127], [128], Moudjed [96],
[141], Ben Haj Slama [129], [130] et Lei [142], qui ont notamment
réalisé des études expérimentales. L’acoustic streaming a donné lieu
à des études numériques variées ( [131]− [135]). Une synthèse biblio-
graphique des modèles analytiques, expérimentaux et numériques por-
tant sur l’étude de l’acoustic streaming en isotherme est réalisée par
Moudjed [96]. Dans la cas d’une cavitée soumise à un gradient ther-
mique, on peut citer Ben Hadid [137], [138] ainsi que Dridi [139], [140].
Les domaines d’applications du streaming acoustique sont multiples.
De nombreuses études utilisent l’onde acoustique pour améliorer un
transfert de chaleur au sein d’un fluide. Legay et al. ont réalisé une
synthèse de cette littérature [143]. On peut également citer l’action
à la manipulation d’objets biologiques [144], [145], ou de particules
( [146]- [148]) ainsi que les processus d’émulsification ( [149] - [151]).
La formulation réalisée dans les paragraphes suivants (2.2, 2.3 et 2.4)
reprend la synthèse de Moudjed dont ”un des objectifs est de clari-
fier l’établissement théorique de ce terme de force acoustique dans une
équation du mouvement où l’inertie est naturellement présente” [96] .

2.2 Modèle de Nyborg

Une onde acoustique se propageant dans un fluide visqueux au repos
génère un écoulement à grande échelle appelé � acoustic streaming�. La
première description de ce phénomène a été réalisée par Rayleigh [101]
en 1884. Elle a ensuite été reprise par Schlitching [103] (1932), Ny-
borg [104], [106] (1958), Tjotta [107](1999) et Hamilton [108] (2003).
Une synthèse complète des différents travaux a été réalisée par Lei [109]
(2017). La formulation du courant acoustique repose sur les équations

18



de Navier-Stokes qui décrivent le mouvement des fluides Newtoniens.
Dans le cas d’un fluide visqueux compressible, ce système regroupe
l’équation de continuité (2.1) et l’équation de conservation de la quan-
tité de mouvement (2.2), présentées en notation indicielle :

∂ρ

∂t
= − ∂

∂xi
(ρ vi) (2.1)

ρ[∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

] = − ∂p
∂xi

+ µ
∂

∂xj
( ∂vi
∂xj

) + (ζ + µ

3 ) ∂

∂xi
(∂vj
∂xj

) + fi (2.2)

On note ρ la masse volumique et vi la composante de la vitesse selon
l’axe (Oxi). L’équation de conservation de la quantité de mouvement
fait intervenir le gradient de pression − ∂p

∂xi
, les termes de diffusion

(ζ + µ
3 ) ∂

∂xi
( ∂vj∂xj

) ( par expansion volumique) et µ∂2vi
∂x2

j
(par cisaillement),

et les efforts volumiques ρfi. Dans la suite, on considère qu’aucun effort
volumique lié à un champ de forces extérieures n’est appliqué ( fi =
0). Nous allons établir l’équation formulée par Nyborg (équation 4.a
dans [106]) qui détermine le terme de force acoustique dans la suite.
Dans le cas d’un écoulement incompressible, le terme de diffusion par
expansion volumique est nul. l’équation de conservation de la quantité
de mouvement (2.2) est alors réduite à :

ρ[∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

] = − ∂p
∂xi

+ µ
∂2vi
∂x2

j

(2.3)

on peut coupler (2.3) et (2.1). La dérivée de ρvi est calculée et on utilise
(2.1). Pour un fluide compressible, on écrit donc :

∂

∂t
(ρvi) = ρ

∂vi
∂t

+ vi
∂ρ

∂t
= ρ

∂vi
∂t

+ vi(−
∂

∂xi
(ρ vi)) (2.4)

On injecte l’équation de continuité dans l’expression ci-dessus. L’ex-
pression peut être réécrite de la façon suivante :

ρ
∂vi
∂t

= ∂

∂t
(ρvi) + vi

∂

∂xi
(ρ vi) (2.5)
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L’équation de conservation de quantité de mouvement est alors réécrite :

∂

∂t
(ρvi) + (vi

∂

∂xi
(ρ vi) + ρvj

∂vi
∂xj

) = − ∂p
∂xi

+ µ
∂2vi
∂x2

j

(2.6)

Dans le cas d’un fluide en écoulement stationnaire ( ∂∂t(ρvi) = 0) :

(vi
∂

∂xi
(ρ vi) + ρvj

∂vi
∂xj

) = − ∂p
∂xi

+ µ
∂2vi
∂x2

j

(2.7)

Cette équation 2.7 est celle établie par Nyborg (éq. 4.a dans [106]). Ny-
borg va alors considérer le terme −(vi ∂∂xi (ρ vi)+ρvj ∂vi∂xj

) comme l’opposé
de la force acoustique :

−fac = − ∂p
∂xi

+ µ
∂2vi
x2
j

(2.8)

On définit la force acoustique comme égale à l’amplitude acoustique
générée dans le fluide à laquelle on soustrait le terme de diffusion par
cisaillement. Moudjed [96] synthétise la formulation du modèle établi
par Nyborg [104]. On linéarise les équations précédentes, cela revient
à considérer l’onde de pression comme une perturbation de l’état à
l’équilibre.

ρ = ρ0 + ρac, vi = v0,i + vac,i, p = p0 + pac

ρ0 est la densité au repos, v0,i est la vitesse au repos (qui est nulle) et
p0 est la pression du fluide au repos. Les termes ρac, vac,i, pac,i sont res-
pectivement la masse volumique, la vitesse et l’amplitude de pression
acoustique à l’ordre 1. Une loi générale qui lie la pression et la densité
peut alors être formulée :

pac = f(ρ) (2.9)
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Les trois grandeurs physiques impliquées sont la pression p, le champ
de vitesse v, et la densité ρ. A l’ordre 0, les équations 2.1 et 2.2 se
réduisent à :

− ∂

∂xi
(p0) = 0 (2.10)

A l’ordre 1, on obtient :
∂ρac
∂t

= −ρ0
∂

∂xi
(vac,i) (2.11)

ρ0
∂vac,i
∂t

= −∂pac
∂xi

(2.12)

On peut établir une relation entre pression et densité. Cette rela-
tion est fournie par l’équation d’état du fluide p = p(ρ, s) (où s est
l’entropie), qui peut être approximé par un développement à l’ordre 2
au voisinage de l’état d’équilibre du mélange. On considère une trans-
formation isentropique, on écrit alors :

p = p0 + A(s0,ρ0)(
ρ− ρ0

ρ0
) + B(s0,ρ0)

2 (ρ− ρ0

ρ0
)2 (2.13)

On note A(s0,ρ0) = ρ0(∂p∂ρ)s0,ρ0 et B(s0,ρ0) = ρ2
0(∂

2p
∂2ρ)s0,ρ0. A(s0,ρ0) est le

coefficient de compressibilité isentropique. Il s’exprime comme l’inverse
du module d’élasticité adiabatique :

A(s0,ρ0) = ( 1
χ

)s (2.14)

A l’ordre 1, il reste f(ρ) selon le coefficient A(s0,ρ0). On peut alors écrire
f(ρ) = (ρ− ρ0)(∂p∂ρ)ρ0 avec (∂p∂ρ)ρ0 = c2

0. Finalement, on écrit :

pac = (ρ− ρ0)c2
0 (2.15)

21



La loi du comportement fluide (2.9) linéarisé à l’ordre 1 peut donc
se réécrire :

pac = c2
0ρac (2.16)

A partir de 2.15 et 2.11, on obtient la relation entre pression acous-
tique et vitesse acoustique :

∂pac
∂t

+ ρ0(
∂p

∂ρ
) ∂

∂xi
( vac,i) = 0 (2.17)

En dérivant l’équation de continuité (2.11) , la relation suivante est
obtenue :

∂2ρac
∂2t

= −ρ0
∂

∂xi
(∂vac,i
∂t

) (2.18)

On injecte (2.16) dans le terme de gauche et (2.12) dans le terme
de droite de l’équation ci-dessus. La combinaison des trois équations
nous permet d’aboutir à l’équation de propagation des ondes en régime
linéaire :

∂2pac
∂2t

= c2
0
∂2pac
∂x2

i

(2.19)

On observe qu’à l’ordre 1, on retrouve l’équation de propagation des
ondes. La pression acoustique pac est une quantité scalaire dépendant
du temps t et de la position (x, y, z). Les termes (vi ∂∂xi (ρ vi) + ρvj

∂vi
∂xj

)
étant du second ordre , ils ne sont pas présents ici, la force acous-
tique est donc nulle pour un développement à l’ordre 1 de l’équation
du mouvement. Nous avons considéré l’équation de conservation de la
quantité de mouvement et l’équation de continuité. Ainsi, selon l’ordre
du développement en pression , masse volumique et vitesse pour ces
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équations, on aboutit à différents résultats. A l’ordre 1, on obtient
l’équation de propagation des ondes. Nyborg va donc développer les
grandeurs ρ, v, p, à l’ordre 2.

ρ = ρ0 + ρac + ρe, vi = v0,i + vac,i + ve,i, p = p0 + pac + pe

On note alors ρe, ve,i, pe, la masse volumique, la vitesse et la pression
liées à l’écoulement entrâıné, à l’ordre 2. En introduisant l’ordre de 2
dans l’équation 2.8 on obtient :

-à l’ordre 0 :
∂p0

∂xi
= 0 (2.20)

-à l’ordre 1 :
−∂pac
∂xi

+ µ
∂2vac,i
∂x2

i

= 0 (2.21)

-à l’ordre 2 :

−∂pe
∂xi
− vac,i

∂

∂xj
(ρ0 vac,j)− ρ0vac,j

∂vac,i
∂xj

+ µ
∂2ve,i
∂x2

j

= 0 (2.22)

On identifie alors la forme −(vac,i ∂
∂xj

(ρ0 vac,j) + ρ0vac,j
∂vac,i
∂xj

) 2.7 qui
correspond à la force acoustique :

fac,i = −(vac,i
∂

∂xi
(ρ0vac,i) + ρ0vac,j

∂vac,i
∂xj

) (2.23)

Au passage de l’onde, la particule de fluide oscille autour de sa po-
sition d’équilibre. Nyborg simplifie alors l’expression en considérant la
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moyenne temporelle de la vitesse. Il considère que l’écoulement induit
est décrit par cette vitesse moyenne. Il n’est donc pas possible d’étudier
le phénomène d’acoustic streaming avec la seule théorie de l’acoustique
linéaire.

2.3 Force acoustique d’entrâınement pour une onde
plane harmonique

La force acoustique d’entrâınement pour une onde plane harmo-
nique va être formulée dans la suite. Soit une onde plane progressive
d’ amplitude u0 se propageant selon z :

vac = u0e
−αaczcos(wt− kz) (2.24)

On note αac le coefficient d’atténuation acoustique. Il traduit la dis-
sipation de l’énergie acoustique au sein du milieu, son expression est
développée en annexe (annexe C.1). L’expression de la vitesse est intro-
duite dans le terme d’entrâınement de la force acoustique identifié par
Nyborg (éq. 2.23). Une moyenne temporelle d’une période est réalisée,
la force acoustique moyennée obtenue s’écrit alors :

fac,i(z) = u2
0αacρ0e

−2αacz (2.25)

On a vu la loi du comportement fluide linéarisée (éq. (2.9)). Nous
allons réecrire celle-ci en considérant une onde plane :

vac = u0e
j(ωt−k0z)

On utilise alors (éq. (2.12)) puis (éq. (2.16)) :

ρ0 j w vac = −c2
0
∂ρac
∂xi
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On utilise (éq. (2.11)) dont le terme suivant est nul à l’ordre 1 :

∂(ρacvac)
∂xi

= 0

∂ρac
∂xi

vac = ρac (∂vac
∂xi

)

On obtient la relation entre la densité et la vitesse :

ρ0 j w vac = ∂vac
∂xi

(−c
2
0ρac
vac

) = c2
0 j k0 ρac

On trouve la relation entre la densité ρac et la vitesse vac :

ρac = ρ0

c0
vac (2.26)

En considérant (éq. (2.16)) et k0 = w
c0

, on écrit :

pac = c0ρ0vac (2.27)

On écrit maintenant l’intensité acoustique moyenne, pour l’onde
plane progressive (éq. 2.24) :

Iac = 1
T

∫ t+T
t

pacvacdt = 1
T

∫ t+T
t

c0ρ0v
2
acdt = 1

2c0ρ0u
2
0e
−2αac(w)z (2.28)

Par identification de (éq. 2.28) et (éq. 2.25) :

fac = 2αac
c
Iac (2.29)

Ce modèle est purement mathématique. Lighthill [3] va par la suite
développer une étude plus physique.
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2.4 Extensions du modèle de Nyborg

Lightill exprime l’équation (2.8) de façon plus réduite :

fac,i = −ρ∂vivj
∂xj

(2.30)

Ainsi Nyborg réalise une approche purement mathématique où il
conserve uniquement les termes d’ordre 2 et Lighthill propose une ap-
proche plus physique [3]. L’équation (2.8) moyennée dans le temps est
alors décrite de manière analogue aux tenseurs de Reynolds. L’expres-
sion vectorielle de la force acoustique volumique moyenne (éq. 2.30)
a été clarifiée par Moudjed [96]. Une synthèse complète est alors ef-
fectuée (expression de la force acoustique 1.2.21, 1.2.22 , 4.2.8 et ap-
pliqué à une onde plane, on obtient 4.2.13 issue de [96]). Les différentes
constructions aboutissant à la force acoustique d’entrâınement sont
alors énumérées. L’expression (éq. 2.8) issue du modèle étendu de Ligh-
thill est similaire à l’équation de conservation de quantité de mouve-
ment en stationnaire avec un terme source supplémentaire de forçage
acoustique. Une méthode de séparation des échelles de temps est pro-
posée dans la thèse de Moudjed [96]. Elle aboutit à une expression
similaire aux contraintes de Reynolds sans avoir à considérer l’ordre 2
des équations. Ainsi, en décomposant en échelles de temps le champ
de vitesse, de pression et de masse volumique en une somme de deux
champs dont les variations temporelles diffèrent, on aboutit au résultat
ci-dessus (éq. 2.30) (cf. équation 4.2.8 [96]) 1. La forme vectorielle de
l’équation est alors retrouvée :

−→
fac = 2αac

−→
Iac
c

(2.31)

1. Dans cette méthode de séparation des échelles de temps, Moudjed [96] observe qu’aucune
hypothèse n’est faite sur la propagation du son. Elle peut être choisie avec ou sans diffraction, avec
ou sans atténuation, linéaire ou non-linéaire.
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Dans le cas ou l’on considère une onde plane, qui s’écrit
vac,z(x, y, z, t) = u0(x, y)eαaczcos(2πft− kz) (équation 4.2.9 de [96]) la
seule composante non nulle de la force acoustique est alors :

fac,z(x, y, z) = 2αacIac,z(x, y, z)
c

(2.32)

Trujillo [133] définit le débit de force de moment acoustique, dans
le cas d’une onde plane.

fac = Pac
c
e−aacz (2.33)

Pac est la puissance acoustique émise par la source est en Watt.

2.5 Propagation acoustique non linéaire et cou-
rant acoustique

2.5.1 Coefficient de non linéarité

L’étude de la propagation non linéaire a été formulée analytique-
ment ( [152] - [160]). De nombreux travaux ont ensuite été réalisés
[112], [111], [156]. Un champ de recherche est particulièrement actif
de nos jours, c’est l’imagerie médicale ( [161]- [167]). Une synthèse
des différents travaux est réalisée par Saint Ellier [168]. Les effets non
linéaires de la propagation acoustique sont présents dans la première
partie de ce manuscrit, portant sur l’étude de l’écoulement isotherme
étudié par Moudjed [96]. Moudjed a trouvé un très bon accord entre
ses simulations numériques et ses résultats sans prise en compte des
effets non-linéaires. Les non-linearités seront prise en compte dans ce
manuscrit dans le cas isotherme avec une forte puissance acoustique
(P=5.6W) en champ proche. Une modalisation 2D permettra alors
de visualiser l’écoulement induit en tenant compte des non-linéarités.
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Dans la seconde partie de cette étude, où l’on considère un fluide bi-
naire, les effets non linéaires seront négligés. Le formalisme suivant est
mis en place, afin d’être en mesure de quantifier l’importance de la non
linéarité par le nombre de Goldberg. L’équation de continuité (éq. 2.1)
et l’équation de la quantité de mouvement (éq. 2.2) ne peuvent plus
être simplifiées comme précédemment (éq. 2.17) pour les perturbations
de la pression acoustique. L’équation de continuité (éq. 2.1), ne s’écrit
plus comme précédemment (éq. 2.11). L’équation d’Euler (éq.2.12) ne
peut plus être simplifiée sous la forme (éq. 2.17) pour les perturba-
tions de la pression acoustique considérée ici. Les relations suivantes
sont alors utilisées :

∂ρ

∂t
= − ∂

∂xi
(ρvi) (2.34)

∂vi
∂t

+ vi
∂vi
∂xi

= −1
ρ

∂pac
∂xi

(2.35)

L’expression 2.13 où sont définis les coefficients A(s0,ρ0) et B(s0,ρ0) est
utilisée. La non-linéarité est caractérisée par le rapport B(s0,ρ0)

A(s0,ρ0)
[113].

Dans le cas d’un liquide où le milieu est considéré linéaire, on peut
exprimer la célérité du son selon :

c0
2 = 1

χρ0

Le coefficient β est le paramètre de non-linéarité, il s’écrit :

β = 1 + B(s0,ρ0)

2A(s0,ρ0)
(2.36)

Pour l’eau, on obtient β = 3.5 (le rapport B(s0,ρ0)
A(s0,ρ0)

= 5 pour l’eau).
Une étude des lois de comportement est détaillée par Jacob [112].
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2.5.2 Distance de discontinuité et nombre de Goldberg

La vitesse de propagation des ondes dépend de la densité, chaque
zone de compression se propage avec une vitesse (c+v) différente de
celle des autres zones. Cela provoque une déformation de l’onde de
plus en plus importante lors de son avancée, il se forme une discon-
tinuité. On appelle cette distance (source acoustique-discontinuité) la
distance de discontinuité notée LD. C’est la distance de formation de
l’onde de choc. A cette distance, le processus n’est plus isentropique.
La dissipation visqueuse ainsi que la conduction thermique deviennent
plus importants que les effets non-linéaires. On exprime la distance de
discontinuité de la façon suivante :

LD = 1
k0βMac

(2.37)

Elle est inversément proportionnelle au nombre de Mach acoustique,
à la fréquence et au paramètre de non-linéarité. Le modèle de propaga-
tion non-linéaire possède un domaine de validité restreint à la distance
de discontinuité (0 ≤ z ≤ LD). On rappelle le nombre de Mach acous-
tique :

Mac = vac
c0

(2.38)

On note vac la vitesse de l’onde acoustique et c0 la célérité du son dans
le fluide. Le nombre de Goldberg définit l’évaluation de l’importance
relative des effets non linéaires sur les effets visqueux. Ainsi, en partant
des équations de continuité 2.1, de Navier-Stockes 2.2 et de l’équation
de l’énergie, on peut formuler une expression du nombre de Goldberg
[114], [115], [116] :

G = 1
αacLD

(2.39)
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Les deux coefficients qui apparaissent sont le coefficient d’atténuation
acoustique aac dont l’expression (ainsi que l’ordre de grandeur dans le
problème) est détaillée en annexe (annexe C.1). Le coefficient LD cor-
respond à la distance de discontinuité. Le nombre de Goldberg est
le rapport des termes non linéaires aux termes dissipatifs. La valeur
critique du nombre de Goldberg est donnée par Fenlon [194] :

G = 4.5 (2.40)

Au-delà de cette valeur, les effets non linéaires prédominent. Le
calcul détaillé du nombre de Goldberg avec les paramètres de notre
étude est effectué en annexe (annexe C.3). Le calcul montre que les
effets non linéaires ne sont pas négligeables (tout au long de cette
étude) avec G=45 en isotherme (partie II) et G=20 pour les mélanges
binaires (partie III). Dans cette étude, malgré un nombre de Goldberg
G plus élevé que le critère de Fenlon, de très bons accords sont trouvés
[96] en utilisant l’hypothèse de la propagation acoustique linéaire (cas
G=45 partie II), on ne prend pas en compte l’acoustique non-linéaire
(générations d’harmoniques). De plus, le nombre de Goldberg (1D) ne
prend pas en compte la géométrie spatiale de la source. En champ
proche 2D, on considérera l’influence de la non-linéarité dans le cas de
forte puissance acoustique (P=5.6W).

30



2.5.3 Equation de KZK

On considère l’équation de continuité 2.1, l’équation de la quantité
de mouvement 2.2 ainsi que l’équation d’évolution de l’énergie. A partir
de ce système d’équations, on obtient l’équation de KZK (Khokhlov -
Zabolotskaya - Kuznetsov) :

La démonstration est faite par Kuznetsov [154] et Aanonsen [157].
Ce modèle de propagation acoustique est basé sur l’approximation pa-
rabolique. Il prend en compte, en plus, les effets non-linéaires. On note
pac, la pression acoustique (en Pa), τ = t − z

c un temps retardé en
seconde, c0, la célérité du son (en m.s−1), ρ, la masse volumique du
fluide ( en kg.m−3), αac, le coefficient d’atténuation en amplitude en
m−1 et β le coefficient de non-linéarité 2.36. Une résolution numérique
de l’équation 2.41 est réalisée avec la méthode des différences finies im-
plicit amont et de Crank-Nicolson en Fortran [174] et en Matlab [175].
L’équation KZK est obtenue en considérant une source très directive, le
champ acoustique ultrasonore peut être assimilé à un faisceau parallèle
confiné et quasi plan sur une distance suffisamment longue depuis la
source (faisceau d’ondes planes collimatées).
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2.6 Mélanges binaires et ondes ultrasonores

Un nouveau procédé qui permet la séparation des espèces dans une
cavité rectangulaire horizontale remplie d’un fluide binaire, chauffée
(par le haut ou par le bas), a été étudiée par Fontaine [89]. La nou-
veauté dans cette étude est l’action combinée des ondes ultrasonores et
de la thermodiffusion. L’auteur étudie alors l’interaction entre une onde
progressive ultrasonore et un fluide incompressible. Il réalise une étude
analytique et numérique de l’influence d’un écoulement généré par des
ondes ultrasons (Eckart streaming) sur la séparation des espèces d’un
mélange binaire en microgravité [90]. L’interaction entre l’onde acous-
tique et le fluide est modelisée par une force de volume [104] qui est
dirigée dans le sens de la propagation de l’onde acoustique. La force
acoustique est alors approximée par une constante dans la région de
la cavité soumise à l’onde. L’hypothèse d’une distribution acoustique
homogène, sur une partie de la cavité, est supposée valide.

Figure 2.1 – Configuration chauffée par le haut en présence d’une source acoustique

La contrainte de l’écoulement monocellulaire impose d’injecter l’onde
acoustique uniquement dans une partie de la cavité. Dans une confi-
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guration chauffée par le haut ( ou chauffée par le bas en microgravité),
le mouvement du fluide est uniquement dû à la propagation de l’onde
acoustique convenablement choisie. L’écoulement sera alors totalement
piloté par la source piézoélectrique. Cela permet de s’affranchir du Ray-
leigh critique ( l’instabilité de Rayleigh-Bénard n’a pas lieu). Ainsi, on
peut envisager des hauteurs de cavité suffisamment importantes (cen-
timétriques) pour y placer une source acoustique. L’écoulement généré
par la source au sein du fluide est nommé Eckart streaming. La vi-
tesse convective, qui est alors imposée par l’onde acoustique, doit être
adaptée au temps de diffusion massique. La puissance de l’onde acous-
tique sera donc déterminante. La séparation impose un régime mono-
cellulaire, la distribution spatiale l’onde (champ proche ou lointain)
sera donc aussi primordiale, la fréquence de la source acoustique devra
être choisie judicieusement.

Dans la présente étude, nous considérons le champ de gravité et
cherchons à optimiser la séparation du fluide binaire en combinant les
effets de l’onde acoustique et du gradient thermique. Les récents tra-
vaux [92], [93] étudient la séparation du mélange binaire en conjuguant
gradient thermique dans un champ de pesanteur et force acoustique
A. C’est donc l’addition des phénomènes de thermodiffusion gravita-
tionelle et d’acoustic streaming qui sont mis en jeu. Charrier-Mojtabi
et Jacob ont déjà exploré cette configuration [91], [92], ainsi que Mou-
ghoba [93]. Ils ont exprimé la séparation en fonction du nombre de
Rayleigh thermique Ra, de la force acoustique adimensionelle A, du
nombre de Lewis Le, du facteur de séparation ψ, du nombre de Prandtl
Pr et du rapport d’aspect Bz de la cellule. Un modèle plus réaliste pre-
nant en compte le rayonnement acoustique a été réalisé dans ces études.
La séparation est optimum pour des nombres de Rayleigh très faibles
(Ra=23, Le=241, Pr=27.2, ψ=0.209, A=64) [92]. Le stage de master
de Mougobha a permis d’initier le cas A variable (Ra=100, Le=200,
Pr=22,ψ=0.211,A=40) [93].
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Ce second chapitre nous a permis de réaliser une synthèse sur les
travaux théoriques et expérimentaux en relation avec la présente étude.
Les paramètres adimensionnés décrivant les ondes sonores ont été ex-
plicités. Une synthèse des travaux combinant onde acoustique et diffu-
sion thermogravitationelle a été réalisée. Nous allons maintenant abor-
der la seconde partie, comportant des simulations numériques, afin de
modéliser le phénomène d’acoustic streaming en le comparant à un cas
expérimental connu [96].
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Deuxième partie

Écoulement induit par ultrasons
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Et l’eau bat toutes les proues, et l’air souffle à pleines joues
Ils se dispersent sur l’onde, ils vont ; ils jettent la sonde.

image : Joel Rea, citation :Victor Hugo — La Légende des siècles
Dernière série XXII Océan

37



38



Chapitre 3

Courant acoustique et
rayonnement acoustique

Dans ce chapitre, nous présentons le calcul de rayonnement acous-
tique avec des sources planes, on considère différentes configurations
de sources. Dans un premier temps, on considère des configurations
similaires au modèle de Ocheltree [169] et Jensen [170] pour valider les
différentes géométries de source. Ensuite, on considère la configuration
de Moudjed [96], ce calcul est alors utilisé dans la suite pour prédire
l’écoulement induit à partir du rayonnement de la source acoustique.

3.1 Rayonnement acoustique : sources planes

Ce paragraphe, qui synthétise les différentes méthodes de rayon-
nement acoustique, est issu du compte rendu sur les méthodes de
l’acoustique 1. Pour représenter le faisceau, différentes méthodes sont
possibles. D’une part, on peut modéliser chaque point de l’émetteur
par une source ponctuelle ( représentation intégrale de Green). D’autre
part, on peut décrire le champ par une superposition d’ondes planes
(représentation intégrale de Fourier). La représentation intégrale de

1. Le livre blanc de l’acoustique en France en 2010, pp. 101- 109
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Green nécessite de connâıtre la fonction de Green associée à la géométrie
de la source. La représentation de Fourier nécessite de connâıtre le
champ de pression ou le champ de vitesse normale sur la surface de
la source. Cette deuxième représentation est bien adaptée à l’étude des
champs réfléchis et transmis sur des interfaces. Ce sont des modélisations
classiques qui sont très largement utilisées [117]. Si on est en régime
transitoire, on effectue en plus une transformée de Laplace en temps.
La transformée de Laplace appliquée à la représentation de Green
donne alors l’intégrale de Rayleigh (régime harmonique). La trans-
formée de Laplace appliquée à la représentation de Fourier donne accès
à la méthode de résolution de Cagniard-De Hoop. Cette méthode a été
proposée par Cagniard en 1930 puis améliorée par De Hoop en 1960 ;
elle connâıt actuellement un regain d’intérêt [118] (régime impulsion-
nel).

Les nombreuses méthodes de calcul du rayonnement acoustique sont
décrites dans les ouvrages de référence ( [119] - [125]). L’utilisation du
calcul de rayonnement est nécessaire pour ensuite construire le profil
de la force acoustique qui contient le terme d’intensité acoustique Iac
(2.29). Nous utiliserons la formulation de l’intégrale de rayonnement
acoustique. Il existe différentes méthodes de résolutions numériques
toutes basées sur les solutions de l’équation d’onde, en milieu borné
ou non, en dehors de l’approximation haute fréquence ou de la source
ponctuelle.

Il existe une méthode où l’on regarde la réponse impulsionnelle
de diffraction. Elle a été développée par Jensen [170] dans son pro-
gramme : Field II [171] , qui calcule le champ de pression acoustique,
cette méthode est valable uniquement en champ lointain. Une autre
méthode consiste à se placer en régime harmonique , en effectuant une
transformée de Fourier simple. Cette intégrale peut être obtenue par le
principe de Huygens ou avec la fonction de Green. Cette intégrale peut
s’exprimer dans le domaine temporel ou dans le domaine fréquentiel.
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Enfin, cette méthode de calcul est valable en champ proche et en champ
lointain. Le temps de calcul basé sur la réponse impulsionnelle de dif-
fraction est plus court que celui basé sur la méthode de Rayleigh en
régime harmonique. Mais la généralité du domaine de validité (champ
proche et lointain ) de la méthode de Rayleigh en fait une méthode
attractive. La recherche d’un écoulement monocellulaire nous amène
à explorer tout le domaine du rayonnement et différentes dimensions
de cavités. Le calcul du rayonnement acoustique sera donc basé sur la
méthode de Rayleigh en régime harmonique.

La propagation d’une onde sonore dans un espace est donnée par la
théorie des champs acoustiques [119] . On détermine le potentiel des
vitesses émis par une sphère qui vibre.

Figure 3.1 – Représentation du disque plan [119]

A une distance r > aT du centre de la sphère, le potentiel pour
une onde sphérique est divergent. (avec une onde convergente, on a
une contribution qui est nulle en ce domaine de l’espace). On écrit
l’expression du potentiel de la sphère en coordonnée radiale, créé au
point r > aT par la sphère vibrante de rayon aT et de vitesse radiale
vs = Vn(P )cos(wt).
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φ(r, t) = Vna
2

r
cos(wt− kr) (3.1)

le potentiel scalaire φ(r, t) est proportionnel au produit Vna2
T , qui

correspond au volume déplacé par unité de temps par la sphère de
surface 4πaT 2. On note Vn la vitesse normale de la sphère. Nous allons
utiliser ce dernier résultat pour calculer une onde rayonée par une
source quelconque en la décomposant en éléments de dimensions dS.

φ(r, t) =
∫∫ Vn

2πrcos(wt− kr)dS (3.2)

Le potentiel est donné par l’intégrale de Rayleigh :

φ(r, t) = e+iwt
∫∫ Vn

2πre
−ikrdS (3.3)

Le rayonnement d’un disque vibrant se calcule à partir de cette
intégrale qui traduit le principe de Huygens : chaque point de la source
émet une onde hémisphérique. Tout élément de la source, entourant un
point P et vibrant avec une vitesse normale Vn(P ) , produit en un point
P situé à une distance r , une onde sphérique divergente dont l’ampli-
tude A est proportionnelle a la surface dS de l’élément. L’intégrale
traduit le principe de Huygens en sommant la contribution des zones
incrémentielles représentant la surface rayonnante [120], [121], [122].
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3.2 Ecoulement potentiel

Le rotationnel appliqué à l’équation d’Euler 2.12 donne :

−→
rot(ρ0

∂vac,i
∂t

) = −→rot(−∂pac
∂xi

) (3.4)

ρ0
∂(−→rotvac,i)

∂t
= −→rot−−→gradpac = −→0 (3.5)

−→
rot(vac,i) = cste (3.6)

Le rotationnel de −→v est indépendant du temps et donc égal à sa
valeur moyenne, elle même supposée nulle car le mouvement est vibra-
toire. Il existe donc une fonction φ(r, t) tel que :

vac(r, t) = ∇φ(r, t) (3.7)

L’équation du mouvement 2.12 s’écrit alors :

ρ0
∂φ(r, t)
∂t

= −pac + f(φ) (3.8)

le potentiel des vitesses est défini à une fonction du temps près (choix
de jauge). On choisit ici f=0. De cette dernière expression du potentiel
scalaire donné par l’intégrale de Rayleigh , on peut déduire la pression
sonore qui s’exprime comme :

pac(r, t) = −ρ0
∂φ(r, t)
∂t

(3.9)

Pour une onde acoustique l’écoulement du fluide est irrotationnel : il
existe un potentiel des vitesses qui s’exprime comme 3.7, la surpression
est alors donnée par 3.9 :
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pac(r, t) = −iwρ0e
+iwt

∫∫ Vn(P )
2πr e−ikrdS (3.10)

avec w = 2πf et k = 2π
λ = 2πf

c0

On établit alors la pression totale en considérant un ensemble de
sources ponctuelles réparties sur la surface rigide. Le champ de pres-
sion totale est obtenu par intégration de la pression de chaque source
avec l’intégrale de Rayleigh. Cette intégrale nous donne le calcul de la
pression rayonnée dans un demi-espace infini sans prise en compte de
conditions aux bords. La pression rayonnée en un point de coordonnées
(x,y,z) est calculée selon : d qui est la distance à laquelle on regarde
l’onde acoustique depuis la source, Vn(P ) , ρ qui est la densité du fluide
considéré, f qui est la fréquence de l’onde émise et c0 qui est la vitesse
de l’onde. Une fois la pression connue, la vitesse acoustique se déduit
de l’équation 3.19 :

vac(r, t) = −ike+iwt
∫∫ Vn

2πre
−ikrdS − e+iwt

∫∫ Vn
2πr2e

−ikrdS (3.11)

L’expression 3.11 est obtenue en considérant la dérivée de la somme
égale à la somme des dérivées.

Thivant [172] réalise une synthèse des différentes approches afin de
définir les principales méthodes énergétiques de prédiction ou d’ana-
lyse vibro-acoustique (théorie de Sabine, Statistical Energy Analysis,
Méthode des Intégrales Énergétiques, Équation de diffusion). On note
l’intensité acoustique instantané selon :

−−→
Iac,i(−→r , t) = pac(−→r , t)−→vac(r−→r , t) (3.12)
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3.3 Formalisme de Fourier

On note la transformée de Fourier de la pression acoustique selon :

p̂ac(r, w) =
∫ ∞
−∞

pac(r, t)e−iwtdt (3.13)

La pression est alors vue comme une somme infinie et continue de
signaux harmoniques. On considère le phénomène harmonique de pul-
sation ω. Des grandeurs appelées pression et vitesse complexes sont
alors introduites, telles que les grandeurs physiques p(t) et u(t) soient
égales aux parties réelles de pc(t) et uc(t). Les variables complexes
peuvent être mises sous la forme du produit d’une amplitude complexe,
ne dépendant que de la position spatiale r, par un coefficient de varia-
tion temporelle eiwt. En notation en régime harmonique, les équations
sur la surpression 3.10 et la vitesse acoustique 3.11 deviennent respec-
tivement :

p̂ac(r, w) = −ifρ0
∫∫ Vn(P )

2πr e−ikrdS (3.14)

v̂ac(r, w) = (1− i

kr
) p̂ac(r, w)

ρc
(3.15)

On peut réécrire l’expression 3.14 dans le cas de N sources :

p̂ac(r, w) = iρ0c

λ

N∑
n=1

Vn
∫∫ 1

r
e−ikrdA (3.16)

On note N le nombre d’éléments de taille 4A = 4h4w et Vn
la vitesse complexe d surface de l’élément n. La vitesse complexe de
surface Vn est la même pour tous les éléments uniformément excités.
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On note la distance r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2 à laquelle on se
place pour calculer le rayonnement acoustique :

p̂ac(r, w) = iρ0c

λ

N∑
n=1

Vn
∫ 4h/2
−4h/2

∫ 4w/2
−4w/2

e−ikr

r
dx0dy0 (3.17)

La configuration est illustrée sur la figure 3.2 issue de [169]. En
choisissant 4h et 4w petit, on considère un élément de surface qui
est petit, la distance au point du champ est plus grande que les di-
mensions de la source (approximation de Fraunhoffer). La distance
R =

√
x2 + y2 + z2 est grande devant x0 et y0.

Figure 3.2 – Système de coordonnées pour la source rectangulaire

La moyenne temporelle de l’intensité instantanée, nommée intensité
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active, s’exprime en fonction des variables complexes :
−−→
Iac,c(−→r , w) = 1

2Re(pac
−→vac∗) (3.18)

La partie imaginaire de l’intensité complexe est nommée intensité réactive :
−−→
Jac,c(−→r , w) = 1

2Im(pac−→vac∗) (3.19)

On note
−→
Iac = −−→Iac,c + i

−−→
Jac,c (3.20)

On notera que l’intensité active, étant égale au flux moyen d’énergie,
contient l’information principale pour décrire les transferts d’énergie
acoustique. L’intensité réactive caractérise quant à elle l’amplitude
des fluctuations temporelle de l’intensité instantanée autour de cette
moyenne. Elle donne également des indications sur la nature du champ
acoustique et des sources. Dans notre code en C, on écrit le calcul de la
pression acoustique 3.14 , de la vitesse acoustique 3.15 et de l’intensité
acoustique 3.20 à partir de ces dernières expressions en régime harmo-
nique. Le code acoustique est ensuite étendu au cas multi-sources. On
exprime la pression 3.16 acoustique avec N le nombre d’éléments de
taille ∆A. Le champ de vitesse est sommé sur N éléments :

vn =
N∑
n=1
−(1− i

kr
) pn(x, y, z, t)

ρ0c
(3.21)

avec pour le champ de vitesse multi-sources , une sommation sur
la contribution de chaque onde de pression générée pour chacune des
sources. On en déduit alors l’intensité résultante :

In = pnvn (3.22)
On note les différents sources n = 1, 2...N .
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3.4 Champ proche et champ lointain

L’onde n’a pas les mêmes propriétés de propagation dans tout l’es-
pace qui entoure la source. Ces zones vont dépendre de λ la longueur
d’onde du faisceau , c la vitesse de l’onde dans le milieu , f la fréquence
de la source et de la taille de la source (dT pour la source circulaire).
Dans la théorie de la diffraction, il existe différente zones de propaga-
tion dans l’espace

- la zone de champ proche ( zone de Rayleigh + zone de Fresnel).
L’onde est considérée comme hémisphérique. La zone de Rayleigh est
comprise entre λ

2π et d2
T

4λ et la zone de Fresnel (comprise entre d2
T

4λ et d2
T

2λ)
- la zone de champ lointain (zone de Fraunhoffer). Cette zone se situe
au-delà de d2

T

2λ . L’énergie rayonnée est confinée dans un faisceau conique
et les ondes sont approximées par des ondes planes.

Figure 3.3 – Différentes zones du rayonnement

On définit alors la zone de Fresnel, la frontière entre le champ proche
et le champ lointain par :

zf '
d2
T

2λ (3.23)

Les premières configurations de calcul ont été choisies pour com-
parer les résultats obtenus à un modèle analytique connu, celui de
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Ocheltree [169] et Jensen [170]. On va représenter la distribution de
la pression acoustique dans différentes configurations. On considère
alors différentes géométries de sources : carrée, rectangulaire, circulaire
à des fréquences variées. Ces représentations permettent également
d’illustrer les principales caractéristiques du rayonnement des sources
circulaires et carrées. On réalise ensuite un calcul du rayonnement
acoustique dans la configuration identique à celle de Moudjed [96].
On considère alors une source circulaire, de fréquence f = 2MHz.
On va alors représenter le champ de pression, de vitesse et d’intensité
acoustique.

3.5 Validation du calcul numérique

On résume les différentes configurations réalisées dans le tableau
3.1. Les caractéristiques des sources sont les suivantes :

Géométrie Taille de la source Fréquence Zone de Fresnel Discrétisation de la source Nz

carré 2.5mm ( aT=5λ) 3MHz 3.125mm λ
10 (0.5mm) 250

carré 5mm ( aT=10λ) 3MHz 12.5mm λ
10 250

circulaire 5mm ( aT=10λ) 3MHz 12.5mm λ
10 250

rectangulaire 0.25x5mm ( aT=10λ) 3MHz 0.75mm λ
10 250

Table 3.1 – Représentation des différentes configurations de sources

3.5.1 Champ de pression sur l’axe

La pression acoustique issue de la source circulaire passe par une
série de maximas constants tandis que les maximums ont des ampli-
tudes différentes dans le cas de la source carrée. La zone de champ
lointain ( à partir de z

zf
=1) possède un profil acoustique qui se traduit

par une exponentielle décroissante.
On représente ensuite une source rectangulaire identique à B. Ochel-

tree [169] de taille Lx=0.5λ par Ly=10λ.
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Figure 3.4 – Source carré : module de la pression (normalisé par p0) en fonction
de la distance (normalisée par zf ), cas aT = 5λ

Figure 3.5 – Source carré : module de la pression (normalisé par p0) en fonction
de la distance (normalisée par zf ), cas aT = 10λ
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Figure 3.6 – Source circulaire : module de la pression (normalisé par p0) en
fonction de la distance (normalisée par zf ), cas aT = 10λ)

Figure 3.7 – Source rectangulaire : représentation de la configuration 0.5λ par 10λ

On représente les plans de coupe 0.5λ et 10λ. Par comparaison quan-
titative avec les résultats de B. Ocheltree [169], on observe un bon ac-
cord. La valeur des maximas et leurs positions permettent de confirmer
quantitativement les résultats numériques. Le rapport d’aspect de la
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Figure 3.8 – Source rectangulaire de taille 0.5λ par 10λ : module de la pression
(normalisé par p0) en fonction de la distance (normalisée par zf )

source rectangulaire permet de générer différents profils du rayonne-
ment acoustique. Les éléments de validation sont détaillés en annexe
(annexe B.1).

3.5.2 Champ de pression, vitesse et intensité

On considère maintenant une source circulaire de diamètre dT =
8.5mm et de fréquence f=2MHz, qui sera utilisée dans la suite (partie
III). On réalise une comparaison avec les profils obtenus par D. Mair
[173]. On se place dans la cas tel que le rayon aT = 6λ.

On représente sur la figure 3.8, la distribution en champ proche de
la pression acoustique pac, vitesse acoustique vac et de l’intensité acous-
tique Iac le long de l’axe du transducteur. On trouve une distribution
(pac, vac, Iac) identique à celle de D. Mair [173]. On représente ensuite
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Figure 3.9 – Source circulaire : distribution de la pression acoustique relative, vi-
tesse acoustique relative et intensité acoustique relative, selon l’axe du transducteur
normalisé par la zone de Fresnel

sur la figure 3.9 les mêmes grandeurs en zone de champ proche et de
champ lointain. On retrouve alors le profil caractéristique du champ
lointain. Un très bon accord est établit avec D. Mair [173]

On voit sur la figure 3.9, que l’on peux approximer l’intensité acous-
tique Iac = pacvac par son expression valable pour les ondes planes
(Iac = p2

ac

ρc ). En effet, on peut observer sur la figure 3.9 que la distri-
bution de l’intensité acoustique le long de l’axe du transducteur est
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Figure 3.10 – Source circulaire : distribution de la pression acoustique relative,
vitesse acoustique relative et intensité acoustique relative, selon l’axe du transducteur
normalisé par la zone de Fresnel

identique pour les deux expression. Les courbes orange (Iac = pacvac)
et rouge (Iac = p2

ac

ρc ) sont superposées. Cette configuration sera utilisée
dans la suite (chapitre 7). Le rayonnement issus de la source circulaire
étudiée ici (diamètre dT = 8.5mm, fréquence f=2MHz) sera alors im-
porté comme terme source et on étudieras l’écoulement induit au sein
d’un mélange binaire.
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3.6 Rayonnement pour le calcul d’écoulement in-
duit

3.6.1 Configuration expérimentale

Figure 3.11 – Schéma de la configuration

On considère la configuration expérimentale de Moudjed [96]. On
note (Lx,Ly,Lz) les dimensions de la cavité et (lx,ly,lz) les dimen-
sions du domaine de calcul du rayonnement acoustique dans la ca-
vité [96]. La force acoustique sera représentée à partir du terme d’in-
tensité acoustique (éq. 2.29). Ici le faisceau est directif : kaT = 125 (an-
nexe B.2). L’étalement de l’onde acoustique est alors réduit au diamètre
de la source. Le calcul du rayonnement a été restreint à ce diamètre
(lx = ly = 29mm). La longueur lz sera déterminée par la nature du
champ étudié (proche lz = [0, 300mm] ou lointain lz = [300, 750mm]).
On se place dans un domaine longitudinal similaire à celui de Moud-
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jed avec Lz allant de 0 à 750mm. Dans notre calcul du rayonnement,
un maillage de l’ordre de la longueur d’onde est utilisé afin d’avoir
une bonne description du domaine. La cavité rectangulaire considérée
est de taille (Lx=180 mm, Ly=160 mm, Lz=750 mm). On résume les
propriétés de la source ainsi que la géométrie considérée.

Paramètres Valeurs
Hauteur de la cavité Ly 160 mm
Profondeur de la cavité Lx 180 mm
Longueur de la cavité Lz 750 mm
Domaine rayonnement acoustique en champ proche lz [0,300mm]
Domaine du rayonnement acoustique en champ en lointain lz [300,750mm]

Table 3.2 – Géométrie de la configuration

Paramètres Valeurs
Densité au repos ρ0 1000 Kg.m−3

Nombre d’onde k 8486m−1

Vitesse de vibration acoustique Vn 0.1 m.s−1

Célérité des ondes c0 1480 m.s−1

Fréquence de la source f 106Hz(s−1)

Table 3.3 – Propriété du fluide (eau) et de la source acoustique

3.6.2 Pression acoustique

La figure 3.12 permet de retrouver le champ de pression acous-
tique attendu, en accord avec le modèle analytique établi (annexe
B.1). La distribution spatiale et les valeurs obtenues correspondent aux
prédictions établies analytiquement (annexe B.1). En champ proche,
une étude analytique détaille les valeurs par lesquelles passe chacun
des 19 maximas de l’amplitude de pression acoustique (annexe B.1),
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Figure 3.12 – Pression en champ proche (x = Lx/2)

un très bon accord est établi. On retrouve pmax = 2ρ0cVn = 3.105N/m2.

Paramètres Valeurs
Domaine de rayonnement lx.ly.lz
lx.ly.lz 29*29*280mm
Discrétisation du domaine Nx ∗Ny ∗NZ

Nx ∗Ny ∗NZ 110*110*110 )
Discrétisation de la source λ

10

Table 3.4 – Discrétisation du domaine et de la source

3.6.3 Vitesse et intensité acoustique

Sur la figure 3.13, on voit que le champ de vitesse vac,z(z) varie entre
0.01m.s−1 proche de la source, et son maximum 0.2m.s−1 atteint à la
distance z=280mm de la source. On retrouve bien la valeur maximale
attendue pour la vitesse acoustique donnée par l’équation 2.27.
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Figure 3.13 – Composante axiale de la vitesse en champ proche vac,z(z, 0, 0)

Les profils et valeurs du champ de pression et de vitesse corres-
pondent bien aux calculs analytiques correspondant. L’intensité acous-
tique représentée sur la figure 3.14, est calculée à partir du produit de
la pression et de la vitesse acoustique. On retrouve bien les maximas
d’amplitude de l’intensité acoustique attendus.

Le détail des différentes applications numériques des maximas de
pression, vitesse et intensité est explicité dans le tableau 3.5.

On va maintenant représenter la force acoustique associée au profil
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Paramètres Valeurs
Expression de la pression maximale pac,max 2ρ0cVn
Amplitude maximale de la pression pac,max 3.105Pa
Relation pression acoustique- vitesse acoustique 2.27 vac vac = pac

c0ρ0

Densité au repos ρ0 1000 Kg.m−3

Célérité des ondes c0 1480 m.s−1

Amplitude maximale de la vitesse acoustique vac,max 0.2 m.s−1

Formule l’Intensité acoustique Iac Iac,max = 0.5pac,maxvac,max
Amplitude maximale de l’intensité acoustique Iac,max 3 ∗ 104W/m2

Table 3.5 – Application numérique : calcul de l’amplitude maximale de la pression
acoustique pac, vitesse acoustique vac et de l’intensité acoustique Iac

Figure 3.14 – Intensité acoustique en champ proche ( x = Lx/2)

d’intensité qui a été calculé (figure 3.14). On voit sur la figure 3.14 que
le rayonnement acoustique est réduit au diamètre de la source dT =
29mm, ce qui correspond à un coefficient de directivité kaT = 120.
Les propriétés de la source et sa directivité seront discutées dans la
prochaine section.
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3.6.4 Force acoustique

Le calcul de la force acoustique fac est obtenu à partir de l’inten-
sité acoustique, d’après l’équation 2.31. Un ajustement de puissance
acoustique est calculé en annexe (annexe C.2).

Paramètres Valeurs
Amplitude maximale de la pression pac,max 3.105Pa
Amplitude maximale de la vitesse acoustique vac,max 0.2 m.s−1

Amplitude maximale de l’intensité acoustique Iac,max 3 ∗ 104W/m2

Expression de la force acoustique fac fac,max = 2αacIac,max

c0

Atténuation acoustique αac 0.1 m−1 C.1
Densité de volume maximale de la force acoustique fac,max 4N/m−3

Table 3.6 – Amplitude de l’intensité et de la force acoustique

Figure 3.15 – Composante axiale (z) de la force acoustique fac,z(y, z) acoustique
f(N/m3) P=1.4W champ proche , coupe 2D dans le plan (y, z, x = Lx/2)
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Figure 3.16 – Composante transversale de la force acoustique fac,y(y, z) acoustique
f(N/m3) P=1.4W champ proche , coupe 2D dans le plan (y, z, x = Lx/2)

Les applications numériques sont réalisées dans le tableau ci-dessus
(tableau 3.7). On réalise une modélisation du rayonnement acoustique
réduite au diamètre de la source en champ proche 2, la force acoustique
fac,i(x, y, z) a été représentée dans le plan (Oxy), selon la composante
longitudinale (Oz). Deux composantes de la force acoustique fac,z(y, z)
(fig. 3.15) et fac,y(y, z) (fig. 3.16) sont illustrées.

L’amplitude maximale de la composante fac,z est près de quatre fois
plus importante que celle de la composante fac,y. De plus, la compo-
sante fac,y(y, z) (tout comme fac,x(y, z)) possède un seul maxima d’am-
plitude très proche de la source. Dans le cas des hautes fréquences (de
l’ordre du MHz), on peut donc négliger les composantes transversales
(fac,x, fac,y << fac,z). Le diamètre et la fréquence de la source per-
mettent de réduire le rayonnement acoustique à la seule composante

2. le rayonnement est de dimension (ly*lz=29*275mm)
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longitudinale. L’onde sonore peut alors être considérée comme uni-
directionnelle. Le calcul de fac peut être réalisé pour des sources moins
directives (de valeur kaT plus faibles). Dans ce cas, les composantes
transversales ( Iac,x, Iac,y) de l’intensité sont plus élevées, mais la force
acoustique est plus faible, car il n’y a pas d’interférences constructives
comme pour les sources étendues.

On remarque que la valeur moyenne des composantes transversales
de la force acoustique est de l’ordre de 5% par rapport à la composante
longitudinale.

3.7 Rayonnement acoustique : modèle non-linéaire

De nombreux modèles numériques (KZKTexas, Field II, Abersim)
permettent de modéliser la propagation acoustique en tenant compte
des non-linéarités (KZK). F. Prieur [176] développe une méthode basée
les approximations quasi-linéaires. De nombreuses méthodes de résolution
on été réalisées ( [177]- [179]). L’étude de l’acoustic streaming issus d’un
modèle de propagation non linéaire à été étudié par [181] Ici, on utili-
sera un modèle développé sous Matlab réalisé par Joshua E. Soneson
(2008) [94], [175]. Cette méthode est résumée dans une synthèse de
Jensen [95]. Ce modèle permet une résolution de l’équation KZK (éq.
2.41) basée sur la split step method, en régime harmonique on écrit
KZK :

∂p̂k
∂z

+ ic0

2 ∇rp̂k + αacp̂k = 0 (3.24)

On note les différents harmoniques k = 1, 2...K. Une étude sur les
différents poids des k-harmoniques à été réalisée par Lee et Hamil-
ton [177]. On note p̂k la valeur complexe de l’amplitude de la pres-
sion du k-ième harmonique. La résolution est réalisée par un schéma
de différences finies basé sur une approximations des dérivées interve-
nantes dans l’équation à l’aide de développement en série de Taylor
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(diagonally-implicit Runge Kutta).
On considère ici la configuration acoustique de Moudjed, résumée

dans le tableau 3.7. On représente la distribution de la pression acous-
tique le long de l’axe du transducteur pour les quatre premiers harmo-
niques (k= 1 à 5) sur la figure 3.17.

Figure 3.17 – Pression acoustique longitudinale : fondamental et quatre premiers
harmoniques

On représente le fondamental et les quatre premiers harmoniques
en champ proche (fig. 3.17). Dans ce troisième chapitre, les résultats
issus du code de rayonnement acoustique ont été comparés aux calculs
analytiques. Une étude analytique détaillant la position des extremums
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Paramètres Valeurs
fréquence f 2MHz
diamètre de la source dT 29 mm
masse volumique ρ 1000Kg/m3

célérité des ondes c 1500 m/s−1

coefficient de non-linéarité β 3.5
puissance P 5.6 W

Table 3.7 – Paramètres du calcul en non-linéaire

de pression permet de valider notre code numérique ( annexe B.2) avec
un très bon accord. Les champs de pression, vitesse et intensité sont
ensuite calculés et comparés aux valeurs analytiques. La polyvalence
du code acoustique ( géométrie et fréquence de la source) permet de
considérer une grande diversité de configurations. La détermination
du champ de force acoustique à partir du champ d’intensité en tout
point du domaine, nous permet également d’envisager le calcul pour
des faisceaux moins directifs. Ces calculs de rayonnement sont utilisés
dans la partie suivante pour calculer l’écoulement induit par le faisceau
d’ultrasons. Dans les deux prochains chapitres, les écoulements induits
(respectivement en 2D puis en 3D) ont été calculés pour différentes
puissances acoustiques. La force acoustique calculée ici (P=1.4W, fig.
3.15 , 3.16) est alors implémentée dans le code aux éléments finis Com-
sol. Les résultats de l’acoustic streaming sont comparés aux résultats
expérimentaux antérieurs de Moudjed [96]. Le modèle de rayonne-
ment acoustique avec prise en compte des non-linearités sera également
implémenté comme terme source pour représenter l’écoulement induit
dans le cas de la configuration de Moudjed (cas P=5.6W, fig. 3.17).
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Chapitre 4

Écoulement induit en 2D

Dans ce chapitre, des calculs (par éléments finis, sous Comsol) de
l’écoulement induit par l’onde ultrasonore sont présentés. Le rayonne-
ment acoustique de l’onde ultrasonore a été calculé (en régime har-
monique) au préalable avec un code numérique. On cherche ici à va-
lider le profil et les valeurs de l’écoulement induit en le comparant
aux résultats expérimentaux connus [96]. Une combinaison du code
acoustique et du logiciel Comsol permet alors de réaliser le calcul
de l’écoulement induit. La force acoustique (figures 3.15 et 3.16) est
implémentée comme un terme de source dans l’équation de la quantité
de mouvement sous Comsol. Le rayonnement de la force acoustique
fac est importé dans le modèle à partir de fichiers externes. La dis-
tribution spatiale de fac est donc reproduite fidèlement. On considère
une cavité isotherme remplie d’eau. Le domaine de calcul est défini
par quatre parois et une surface libre, cela se traduit, pour les parois,
par une condition de non-glissement, c’est-à-dire une vitesse nulle à la
paroi et, pour la surface libre, par une condition de glissement libre.
La résolution numérique du logiciel Comsol est basée sur les équations
(2.1) et (2.2). Ce système d’équations est décrit par une forme matri-
cielle sous Comsol. L’équation matricielle peut ensuite être résolue se-
lon différents modèles numériques (en régime permanent ou en régime
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transitoire [192], [193]). La distribution spatiale du terme source est
contenu dans l’équation matricielle non triviale. Une résolution basée
sur la décomposition LU [193] disponible avec un solveur en régime
transitoire [192] est utilisé. Bien que coûteux en temps de calcul, le
mode de résolution choisi (factorisation LU) permet d’aboutir à une
solution pour des critères de convergence plus fins. Le calcul est initié
avec un champ de vitesse et de pression nul.

4.1 Champ proche

Figure 4.1 – Champ proche : configuration expérimentale ( Moudjed)

La figure 4.1 est issue de l’étude de Moudjed [96], pour étudier la
structure de l’écoulement, nous utilisons les mêmes sections z1 = 50,
z2 = 100, z3 = 150 et z4 = 200mm du transducteur. Pour un modèle
acoustique 2D ou 3D, la force acoustique est importée sous forme d’un
tableau de quatre colonnes, seule la composante axiale est utilisée, car
compte-tenu de la directivité de la source, les composantes transver-
sales sont négligeables.
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Distances valeurs
Distance source acoustique-paroi opposée 285mm
Hauteur de la cavité Ly 160mm
Longueur de la cavité Lz 280mm
Hauteur du rayonnement importé ly 29mm
Longueur du rayonnement importé lz 280mm

Table 4.1 – Configuration expérimentale en champ proche

Les différents tableaux synthétisent la configuration expérimentale
en champ proche (tableau 4.1), les caractéristiques du code numérique
acoustique (tableau 4.2) ainsi que les caractéristiques du code numérique
des écoulements induits Comsol (tableau 4.3). On rappelle que l’étale-
ment de l’onde acoustique est réduit au diamètre de la source. Le choix
du calcul de la force acoustique en régime harmonique est basé sur la
séparation des échelles de temps entre la vitesse de propagation de
l’onde acoustique et la vitesse des particules fluide [126]. On choisit de
discrétiser le maillage du rayonnement acoustique à 110 points pour
ne pas incorporer les 19 maximas présents en champ très proche (
voir annexe B.1). En effet, les fluctuations sont très nombreuses en
champ très proche (entre 1 à 20mm), puisque 14 maximas se situent
dans cette zone restreinte. Le nombre de maximas total est fixé en
fonction des caractéristiques de la source (rayon aT , fréquence). Une
discrétisation plus importante du rayonnement acoustique, qui incor-
pore les nombreuses fluctuations sur une zone restreinte, génère des
temps de calcul beaucoup plus longs sous Comsol, pour un écoulement
induit similaire.

On représente dans la suite des profils transversaux de la vitesse
axiale de l’écoulement ue (m.s−1) en fonction de la puissance. Le pour-
centage d’erreur sur la valeur expérimentale par mesure avec l’hydro-
phone est de l’ordre de 15% d’après le décalage induit sur le graphique
de Moudjed [96]. Nous avons comparé nos résultats numériques à la va-
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Figure 4.2 – Représentation d’un maillage Comsol en champ proche

variables dimension
variables importées (y, z, fac,y(y, z), fac,z(y, z)) 4 colonnes de 12100 lignes chacune
taille importée en mm (ly*lz) 29mm*280mm
taille importée en nombre de points Ny*Nz 110*110
longueur d’onde de la source λ 0.75mm
discrétisation longitudinale δz = lz

Nz
2.55mm

rayon de la source aT 14.5mm
rapport aT

λ
19.33 (19 maximas)

nombre de maximums pris en compte 6/19
nombre d’onde k 8486
facteur de directivité kaT 125 B.5
discrétisation de la source λ

10

Table 4.2 – Caractéristiques et maillage du code acoustique

leur moyenne expérimentale obtenue par Moudjed. On retrouve le profil
de l’intensité acoustique normalisé. Différents types de maillages sont
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utilisés. A partir de 8400 éléments quadrangles, on trouve un bon ac-
cord entre les résultats numériques et expérimentaux de Moudjed [96].
Le maillage en 2D sera discrétisé d’avantage sous Comsol pour chercher
à minimiser l’écart entre les résultats numériques et expérimentaux. Les
maillages utilisés sous le code acoustique et Comsol sont différents. Le
code acoustique utilise un maillage cubique uniforme alors que Comsol
utilise un maillage 2D quadrangle ou tétraédrique affiné dans la par-
tie qui contient le faisceau (figure 4.2) . On réalise une interpolation
en espace pour obtenir la force acoustique sur le maillage, et ce, pour
chaque pas de temps (ce qui n’est pas nécessaire dans notre cas, celui
d’une force acoustique stationnaire).

Variables Dimension
Dimension de la cavité Ly*Lz 160mm*300mm
Maillage quadrangle 22 400 éléments, 101 000 d.d.l.
Maillage tétraédrique 20 000 éléments, 66000 d.d.l.
Discrétisation sous Comsol δz=δy =2mm
Méthode de résolution Instationnaire
Solveurs Spooles, Pardiso
Méthode Itérative conjugate gradient method, Generalized alpha
Seuil de tolérance à la convergence 0.001

Table 4.3 – Caractéristiques et maillage sous Comsol

Des coupes transversales (z1,z2,z3,z4) ont été réalisées, l’intensité
acoustique puis la vitesse axiale de l’écoulement ont été relevées. L’onde
est considérée focalisée. La puissance acoustique (annexe C.2) va en-
suite être modifiée, elle est directement reliée à la vitesse des particules
fluides par une relation connue ( figure 4.6).
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Figure 4.3 – Profils transversaux de l’intensité acoustique normalisée
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4.2 Écoulement induit en fonction de la puissance

On trouve un profil de la vitesse axiale de l’écoulement qui suit le
profil de la force acoustique importée.

Figure 4.4 – Écoulement induit (P=1.4W) en champ proche 2D
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Le calcul est réalisé pour différentes puissances acoustiques comme
dans l’expérience : Pac = [1.4− 5.6W ].

On trouve un écart entre simulation numérique et résultats expérimentaux
inférieur à 25% (pour les puissances : P=1.4W, 2.8W, 4.2W).

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=50mm 0.0032 0.0037 13.6%
z=100mm 0.0055 0.0072 25%
z=150mm 0.0060 0.0078 24 %
z=200mm 0.0080 0.0100 20%

Table 4.4 – Écoulement induit 2D en champ proche (P=1W4)

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=50mm 0.0055 0.0051 7.3%
z=100mm 0.0085 0.0077 9.5%
z=150mm 0.0095 0.0098 4%
z=200mm 0.0125 0.0110 12%

Table 4.5 – Écoulement induit 2D en champ proche (P=2W8)

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=50mm 0.0073 0.0070 4.2%
z=100mm 0.0115 0.0100 13.1%
z=150mm 0.0125 0.0120 4%
z=200mm 0.0160 0.0170 6%

Table 4.6 – Écoulement induit 2D en champ proche (P=4W2)

La figure 4.4 représente l’écoulement induit en champ proche à la
puissance P=1.4W. Les vitesses mises en jeu sont de l’ordre du mil-
limètre par seconde. On superpose le profil d’intensité acoustique et
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de vitesse d’écoulement, on observe un profil de l’écoulement directe-
ment influencé par la distribution spatiale du rayonnement acoustique.
On représente les coupes selon (Oy) dans le plan (x = Lx/2, z = [z1,
z2, z3, z4]). L’écoulement pour P=1.4W est représenté sur la figure
4.4. Les résultats des écoulements induits sont synthétisés pour les
différentes puissances respectivement dans les tableaux 4.4 (P=1.4W),
4.5 (P=2.8W) et 4.6 (P=4.2W).

Figure 4.5 – Force acoustique importée sous Comsol (P=5.6W)

Dans le cas Pac = 5.6W en champ proche, l’écoulement induit est
étudié en prenant en compte la non-linéarité de l’onde ultrasonore.

Deux méthodes sont envisagées pour implémenter le fondamental et
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Figure 4.6 – Force acoustique (N/m3) : fondamental et harmoniques (k=1,2,3,4)
avec αac,moyen = 0.1m−1.

74



les harmoniques. Premièrement, on considère que le puissance acous-
tique relevée à l’hydrophone Pac = 5.6W correspond uniquement au
fondamental. La normalisation en pression est alors effectuée à partir
du fondamental (dont le maximum est pac = 3 ∗ 105Pa (fig. 3.17)). On
obtient alors la pondération de la force acoustique et de ces harmo-
niques (fig. 4.6) pour une force acoustique maximale du fondamental
fac = 4N/m3. La figure 4.6 permet de visualiser le poids des différents
harmoniques en terme de force acoustique (en considérant un coeffi-
cient d’atténuation constant αac,moyen = 0.1m−1). On ajuste ensuite
le coefficient d’atténuation pour chacun des harmoniques (fig. 4.7 et
tableau 4.7).

fondamental (k=1) et harmoniques k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
pression acoustique maximale (105Pa) 3 1.2 0.8 0.5 0.03
Poids en pression (fondamental+harmoniques) en z = zf (5.5 ∗ 105Pa) 55% 21% 14.5% 9% 0.5%
Amplitude maximale de l’intensité acoustique Iac,max ( 104W/m2 ) 3 1.2 0.8 0.5 0.03
Atténuation acoustique αac(m−1) 0.1 0.4 0.9 1.6 2.5
Expression de la force acoustique maximale fac,max = 2αacIac,max

c0
(N/m3) 4 2.06 3.12 1.92 0.5

Poids en force (fondamental+harmoniques) en z = zf (11.5N/m3) 34% 18% 26% 17% 5%

Table 4.7 – Paramètres de calcul des harmoniques (méthode 1)

Deuxiémement, on considère que la puissance totale est égale à
Pac = 5.6W , en considérant le fondamental et les harmoniques (k=1
à 5). On normalise par la pression totale (pac = 3 ∗ 105Pa) avec les
différents poids des harmoniques. La pression acoustique totale cu-
mulée des harmoniques et du fondamental est alors pac = 3∗105Pa (cf.
fig. 4.5 et tableau 4.8). On ajuste ensuite le coefficient d’atténuation
pour chaque harmoniques.

On représente l’écoulement induit en incorporant la contribution des
quatre premiers harmoniques (fig. 4.8) d’après la première méthode.
On obtient le même écoulement induit avec la seconde méthode pour
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Figure 4.7 – Contribution des différents harmoniques (P=5.6W, αac =
f(fréquence))

fondamental (k=1) et harmoniques k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
pression acoustique maximale (105Pa) 1.63 0.64 0.43 0.27 0.01
Poids en pression (fondamental+harmoniques) en z = zf (3 ∗ 105Pa) 55% 21% 14.5% 9% 0.5%
Amplitude maximale de l’intensité acoustique Iac,max ( 104W/m2 ) 1.63 0.64 0.43 0.27 0.01
Atténuation acoustique αac(m−1) 0.1 0.4 0.9 1.6 2.5
Expression de la force acoustique maximale fac,max = 2αacIac,max

c0
(N/m3) 2.16 1.11 1.68 1 0.27

Poids en force (fondamental+harmoniques) en z = zf (6.2N/m3) 34% 18% 26% 17% 5%

Table 4.8 – Paramètres de calcul des harmoniques (méthode 2)

un temps caractéristique d’établissement de l’écoulement (30 fois) plus
important. Les trois premiers harmoniques sont significatifs dans la
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contribution de la force acoustique. On représente les contributions
des différents harmoniques (poids des harmoniques) par rapport au
fondamental et aux quatre premiers harmoniques dans le tableau 4.7.
La force acoustique maximale est près de deux fois plus importante que
dans le cas de la seconde méthode. L’écoulement oscille dès les premiers
instants puis est instable. La seconde méthode (dont le maximum cu-
mulé de force acoustique fondamental et harmoniques est égale à 54%
de la première méthode) permet d’observer un écoulement induit sur
un temps plus important avant d’osciller et de devenir instable à son
tour.

On représente la norme de la vitesse de l’écoulement induit dans la
cavité, en tenant compte des non-linéarités, sur la figure 4.8.

Figure 4.8 – Norme de la vitesse de l’écoulement induit (P=5.6W)

Dans le cas P=5.6W, la prise en compte des non-linéarités permet
une étude plus réaliste du profil de l’écoulement induit, en particulier à
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Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=50mm 0.0075 0.0060 20%
z=100mm 0.0130 0.0100 24%
z=150mm 0.0145 0.0130 11%
z=200mm 0.0175 0.0170 3%

Table 4.9 – Écoulement induit 2D en champ proche (P=5w6)

la zone de Fresnel. L’écoulement induit oscille et se déstabilise très ra-
pidement. On compare l’écoulement induit au résultats expérimentaux
antérieurs de Moudjed (tableau 4.9). On trouve ici un accord satisfai-
sant (écart maximale de 24%).

Il existe une relation entre vitesse d’écoulement et puissance acous-
tique de la forme v = A

√
P ac ou v = BPac.

La figure 4.9 est obtenue à partir des différentes valeurs issus de
Mitome [97], Frenkel [98], Nowicki [99] dont Moudjed [96] réalise une
synthèse. Une comparaison entre la vitesse de l’écoulement obtenue,
ici, numériquement (figure 4.9, croix) et expérimentalement (figure 4.9,
lignes [97], [98], [99]) est effectuée. On trouve un bon accord pour les vi-
tesses d’écoulement (numérique) de faible puissance (P=1.4W,2.8W).
En revanche, lorsque l’on augmente la puissance (P=4.2W, 5.6W), on
obtient des vitesses d’écoulement expérimentale plus élevée (facteur 2).

78



Figure 4.9 – Vitesse analytique de l’écoulement induit en fonction de la puissance
acoustique

4.3 Champ lointain

On se place maintenant dans le domaine du champ lointain dont on
présente la configuration expérimentale issue de [96].

La figure 4.10 est issue de l’étude de Moudjed [96]. On relève les
champs de vitesse aux positions résumées dans le tableau 4.10.

On représente le champ lointain à partir de zf = 275mm ramené à
z0 = 0 (car la zone de Fresnel est le début de la zone de champ lointain
et on importe uniquement dans la zone de champ lointain (figure 3.3)).

En champ lointain, plutôt que d’importer des tableaux de données
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Figure 4.10 – Champ lointain : configuration (Moudjed)

variables distance
z1 = 1.5Lf 411 mm
z2 = 2Lf 549 mm
z3 = 2.3Lf 611 mm

Table 4.10 – Coordonnées de mesure [96]

variables distance correspondance
z1 = 1.5Lf 411 mm 136mm
z2 = 2Lf 549 mm 275mm
z3 = 2.3Lf 611 mm 336mm

Table 4.11 – Correspondance aux coordonnées de mesure

(comme en champ proche), on privilégie une autre méthode pour modé-
liser la présence du faisceau acoustique et ainsi réduire le temps de
calcul. On implémente l’expression analytique de la force acoustique
directement sous Comsol (figure 4.11).

On détaille en annexe (équation C.3) l’expression générale de la
force analytique en champ lointain. Cette méthode nous affranchit de
l’étape d’importation de grands volumes de données ainsi que de la cor-
respondance entre les deux maillages (code acoustique et Comsol). La
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Figure 4.11 – force acoustique fac,z(x, y, z) tel que f(N/m3) pour P=1.4W en
champ lointain 3D

discrétisation du rayonnement acoustique est alors initialement iden-
tique au maillage Comsol, ce qui permet également une discrétisation
beaucoup plus importante du maillage du rayonnement acoustique
pour des temps de calculs plus réduits.

4.3.1 Écoulement induit en fonction de la puissance

Les vitesses d’écoulements obtenues sont comparées avec les vitesses
mesurées expérimentalement [96]. La norme de la vitesse est réduite
à la contribution de la vitesse axiale ue (m.s−1). Des recirculations
apparaissent à l’extrémité de la cavité. Celles-ci sont d’autant plus
importantes que la puissance augmente. On trouve un bon accord avec
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Figure 4.12 – Représentation d’un maillage Comsol en champ lointain

les résultats expérimentaux (en fixant le temps caractéristique pour
que l’écoulement soit établi).

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=136mm 0.0100 0.0130 24%
z=275mm 0.0110 0.0120 9%
z=335mm 0.0100 0.0112 11%

Table 4.12 – Écoulement induit 2D en champ lointain (P=1W4)

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=136mm 0.0180 0.0190 6%
z=275mm 0.0225 0.0250 10%
z=335mm 0.0220 0.0242 10%

Table 4.13 – Écoulement induit 2D en champ lointain (P=2W8)

Les écoulements induits en champ lointain pour différentes puis-
sances acoustiques sont représentés sur la figure 4.13. Ils sont implémentés
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Figure 4.13 – Écoulement 2D avec (P=1.4W à 4.2W) champ lointain
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Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=136mm 0.0200 0.0235 15%
z=275mm 0.0390 0.0344 12%
z=335mm 0.0380 0.0374 2%

Table 4.14 – Écoulement induit 2D en champ lointain (P=4W2)

avec l’expression analytique de la force acoustique. Pour chacun des cas
étudiés sur la figure 4.13, les vitesses d’écoulements sont relevées dans
les tableaux ci-dessus et comparées aux résultats expérimentaux corres-
pondant 1 . On trouve un écart maximale dans la zone la plus proche de
la source en champ lointain (z=335mm). Dans ce chapitre, nous avons
établi l’écoulement induit (sous Comsol) dans un modèle numérique
simplifié à deux dimensions. On a considéré une cavité rectangulaire
isotherme remplie d’eau, dans laquelle on a implémenté la force acous-
tique. Un bon accord est mesuré entre les simulations numériques et
les vitesses expérimentales de l’écoulement (écart maximum de 25%
en champ proche et en champ lointain). On peut définir un temps ca-
ractéristique nécessaire à l’établissement de l’écoulement ( qui dépend
de la longueur de la cavité et de la vitesse de l’écoulement). Ce temps
d’établissement du régime stationnaire correspond à ce qui est ob-
servé expérimentalement. Si l’on poursuit les itérations au-delà de ce
temps caractéristique, le modèle numérique semble osciller puis on ob-
tient des instabilités d’écoulement. Cette perte de stabilité est d’au-
tant plus rapide que la puissance est élevée. Une modélisation trois
dimensions s’avère alors indispensable pour modéliser numériquement
l’écoulement stationnaire observé expérimentalement.

1. comparaison avec Moudjed pp. 78, Figure 2.3.29
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Chapitre 5

Écoulement induit en 3D

Dans ce chapitre, on implémente la force acoustique dans un modèle
plus réaliste (3D) afin de comparer nos résultats avec le cas expérimental
connu de Moudjed [96]. On considère une cavité isotherme composée
de quatre parois et une surface libre, la configuration expérimentale
n’est pas symétrique (conditions aux limites). En revanche, le rayonne-
ment est symétrique, on peut alors simplifier le calcul du code acous-
tique (et réduire le temps de calcul). Le domaine de calcul 3D du
rayonnement acoustique est décomposé en quatre blocs. Chacun des
blocs représente un quart du calcul de rayonnement. Le faisceau est
symétrique de révolution par rapport à l’axe (Oz). Le fichier de données
à importer sous Comsol est reconstitué par réplication du premier
bloc (sous Matlab) comme le schématise la figure 5.1. Pour réduire
le temps de calcul du rayonnement acoustique et faciliter l’importa-
tion, on utilise une symétrie par bloc restreinte au diamètre du fais-
ceau. Parmi les différentes discrétisations réalisées (cf. tableau 5.1),
c’est la discrétisation (110x110x110) qui donne l’erreur la plus faible
(écart avec l’expérimental). On représente la discrétisation de la force
acoustique (110x110) dans le plan de coupe (x=Lx/2) sur la figure 5.2.
Dans la suite, les résultats présentés correspondent aux discrétisations
les plus fines.
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Figure 5.1 – Calcul du rayonnement acoustique

second volume de l’importation (lx*ly*lz) 29*29*275mm tailles des mailles
1er discrétisation du rayonnement (Nx*Ny*Nz) 44x44x44 0.16*0.16*6.25mm
2ème discrétisation du rayonnement (Nx*Ny*Nz) 55x55x55 0.13*0.13*5mm
3ème discrétisation du rayonnement (Nx*Ny*Nz) 60x60x60 0.12*0.12*4.5mm
4ème discrétisation du rayonnement (Nx*Ny*Nz) 110x110x110 0.065*0.065*2.5mm

Table 5.1 – Niveau de discrétisation du rayonnement acoustique

Pour le modèle COMSOL 2D avec 6300 éléments quadrangles, on
a une fidèle description du modèle 1. En 3D, un maillage à 200 000
éléments permet une bonne représentation de l’écoulement. Différents
niveaux de discrétisation ont été réalisés afin de chercher à minimiser
l’écart avec le modèle expérimental.

Un volume cylindrique est défini sous Comsol pour affiner le maillage
1. Cela correspond à 60*105 éléments quadrangles (soit un élément tous les 2.6mm en Lz). En

3D, cela correspond à un maillage à 400 000 éléments quadrangles si l’on s’en tient au modèle 2D
de 60x105 éléments par arête
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Figure 5.2 – Vue de dessus de la force acoustique f(N/m3) P=1.4W champ proche
, coupe 2D : x=Lx/2
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Variables Volumes
Volume de la cavité Lx*Ly*Lz 160*180*275mm
discrétisation Comsol (cavité complète) 400 000 éléments
discrétisation Comsol (volume réduit 29*29*275mm) 2 millions d’éléments

Table 5.2 – Implémentation et maillage sous Comsol

dans la partie de la cavité où est contenu le faisceau (tableau 5.2).

5.1 Écoulement induit en champ proche

5.1.1 Écoulement induit à la puissance P=1.4W

Figure 5.3 – Représentation du maillage en champ proche 3D
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On représente le maillage en champ proche 3D (fig. 5.3) pour différents
niveaux de discrétisations. On définit un cylindre de diamètre égal au
faisceau acoustique dans lequel le maillage est affiné (allant de 150 000
à 2 millions d’éléments).

On représente sur la figure 5.4, la norme du champ de vitesse :
||v(y)|| =

√
v2
y(y) + v2

z(y). La norme de la vitesse est réduite à la com-
posante vz, en effet ||vz(y)|| > ||vy(y)||.

Figure 5.4 – Représentation de l’écoulement dans le plan x=Lx/2 (gauche) en
champ proche 3D, coupe longitudinale (y=Ly/2), P=1.4W, issus du modèle 3D
champ proche (droite

L’écoulement induit par le faisceau acoustique est représenté sur la
figure 5.4 dans le cas P=1.4W. Une coupe le long de l’axe du trans-
ducteur est réalisée. Le caractère transitoire est illustré sur la figure
5.4, par la superposition de l’écoulement induit pour différents temps
(t=1000s bleu, t=2000s vert). Les deux courbes (bleu et vertes) se su-
perposent. Ainsi, le régime est établi et stationnaire. Le modèle 3D ne
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présente pas d’oscillation qui déstabilise l’écoulement. Ce phénomène
est uniquement observé dans les simulations à deux dimensions aux
temps longs (plusieurs fois le temps caractéristique au bout duquel le
régime est établi). Le modèle 3D nous permet de mettre en évidence
le phénomène de recirculation, illustré sur la figure 5.5, la face avant
représentant l’extrémité de la cavité opposée à la source acoustique.

Figure 5.5 – Recirculations en champ proche P=1.4W

L’écoulement généré par le faisceau est beaucoup plus important
que les recirculations. En effet, une coupe dans le plan longitudinal
(x=Lx/2) ne permet donc pas de visualiser le phénomène masqué par
l’importance de l’écoulement central. On réalise donc des coupes dans
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des plans parallèles 2 afin de visualiser ces recirculations sur la figure
5.5. On observe que le maximum d’amplitude des recirculations est
quatre fois moins élevé que le maximum d’amplitude de l’écoulement
principal.

On observe à l’extrémité de la cuve, une zone où se mettent en place
les recirculations autour du jet central. Ces recirculations sont etudiées
par Moudjed (annexe E. P=1.4W, p.159 [96]).

On représente la norme de l’écoulement induit, dans des plans de
coupes transversaux à l’axe du transducteur, sur la figure 5.6. Les
écarts avec les résultats expérimentaux sont synthétisés dans le tableau
5.3. Le modèle de faible puissance P=1.4W, présente l’écart le plus
élevé avec les résultats expérimentaux.

Coupe : z(mm) expérimentale (m/s) numérique (m/s) écart
50mm 0.0032 0.0052 38.5%
100mm 0.0055 0.0074 25%
150mm 0.0060 0.0085 30%
200mm 0.0080 0.0105 24%

Table 5.3 – Écoulement induit en champ proche 3D (P=1.4W)

On relève dans le tableau 5.3, un écart allant jusqu’à 38.5% en zone
de champ très proche. Après avoir comparé les résultats aux valeurs
expérimentales dans le cas P=1.4W, on va faire varier la puissance
acoustique P = [1.4− 5.6W ].

2. (x=Lx/4,3Lx/4 )
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Figure 5.6 – Norme de la vitesse d’écoulement : coupes transversales perpendicu-
laires ) l’axe du faisceau (P=1.4W) en champ proche, 2 courbes à t=1000s (bleu) et
t=2000s (vert).
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5.1.2 Écoulement induit de P=2.8 W à 5.6W

On représente la norme du champ de vitesse le long de l’axe du
transducteur, pour différentes puissances acoustiques, sur la figure 5.7.

Figure 5.7 – Norme de la vitesse d’écoulement : coupes longitudinale (P=2.8W et
P=4.2W) en champ proche, 2 courbes à t=1000s (bleu) et t=2000s (vert).

Coupe : z(mm) (P=1.4W) v(m/s) (P= 2.8W) v(m/s) (P=4.2W) v(m/s) (P=5.6W) v(m/s)
50mm (0.0052) 0.0068 0.0088 0.0090
100mm 0.0074 0.0094 0.0120 0.0125
150mm 0.0085 0.0115 0.0145 0.0148
200mm 0.0105 0.0126 0.0165 0.0160

écart moyen 26% 20% 15% 9.5%

Table 5.4 – Écoulement induit en champ proche 3D

Dans le cas P=5.6W, le modèle 2D champ proche tenant compte
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des non-linéarités est comparé au modèle 3D. Dans la zone proche de la
contribution des harmoniques (z=200mm) on trouve un bon accord en
3D ( 6%). L’écart est réduit en 2D en incorporant les quatre premiers
harmoniques ( 3%). Le tableau 5.4 réalise une synthèse des différents
cas étudiés en champ proche 3D, et des écarts obtenus avec les résultats
expérimentaux. Sous Comsol en 2D et en champ proche, les résultats
présentent un écart maximal de l’ordre de 20% en comparaison aux
vitesses d’écoulement mesurées, ce qui correspond à l’ordre de grandeur
des fluctuations relevé avec l’hydrophone . Cet écart est de 26% en
3D champ proche (et 38.5% en zone de champ très proche z=50 mm
à faible puissance P=1.4W où cet écart est maximal). Néanmoins le
modèle 3D converge vers un état stationnaire , ce qui nous amène
à privilégier les résultats obtenus par le modèle à trois dimensions.
Afin d’assurer la robustesse des calculs, les modèles numériques ont
été discrétisés davantage.

5.2 Champ lointain

On peut implémenter la force acoustique en champ lointain par
2 méthodes. D’une part (1), un rayonnement réduit au diamètre de
la source est importé sous Comsol. D’autre part (2), une expression
analytique a directement été codée sous Comsol ( representée sur la fi-
gure 4.11). Les deux méthodes ont été utilisées. Le rayonnement acous-
tique (1) est réduit au diamètre du faisceau pour limiter le volume im-
porté. Malgré cela, l’importation de données (1) est pénalisante pour les
temps de calcul sous Comsol . L’utilisation de l’expression analytique
(2) permet de gagner du temps de calcul et d’obtenir des résultats plus
proches de l’expérience. Dans la suite, l’implémentation de la forme
analytique (2) directement sous Comsol sera donc privilégiée. La fi-
gure 5.8 permet de visualiser les différents niveaux de discrétisation
au sein de la cavité. On considère une cavité parallélépipédique dans
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laquelle est défini un volume cylindrique dont le diamètre est égal à la
hauteur du faisceau acoustique (fig. 5.8). Une discrétisation plus fine
est réalisée dans le cylindre dans lequel a lieu l’écoulement induit.

Figure 5.8 – Représentation du maillage en champ lointain 3D

On représente sur la figure 5.9, la norme de la vitesse de l’écoulement
induit en champ lointain en 3D, pour différentes puissances acoustiques
P = [1.4− 5.6W ]. On réalise ensuite des coupes longitudinales le long
de l’axe du transducteur ( figure 5.10).

On présente dans le tableau 5.4 une synthèse des vitesses obtenues,
pour les différentes puissances acoustiques, comparée aux résultats
expérimentaux.

Les modèles en champ lointain en 2D et 3D ont été comparés 3 . En
3. comparaison avec Moudjed pp. 78, Figure 2.3.29
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Figure 5.9 – Écoulement induit en champ lointain 3D

champ lointain 3D, avec une force acoustique analytique directement
implémentée sous Comsol, le maillage acoustique présente l’avantage
d’avoir le même niveau de discrétisation que le maillage de l’écoulement
(discrétisé de 200 000 jusqu’à 2 millions d’éléments dans la cavité cylin-
drique) qui est alors mieux défini que le modèle importé (de l’ordre de
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Figure 5.10 – Écoulement induit : coupes longitudinales (P=1.4,2.8W) le long de
l’axe du transducteur en champ lointain 3D : représentation du profil de l’écoulement
induit à différents temps : t=1000s (bleu), t=2000s (vert clair), t=3000s (vert foncé),
t=4000s (noir), t=5000s (rouge)

1 million d’éléments en 3D 4). En champ lointain, en 2D, on a un écart
maximale de 24% et 33%, en 3D, pour des puissances allant de 1.4W à
4.2W. Ainsi, une expression analytique directement implémentée sous
Comsol permet de meilleurs résultats que l’importation de volumes de
données (avec un écart de l’ordre de 40%). On voit que l’écoulement
induit converge vers un état stationnaire (superposition des courbes)
sur la figure 5.10.

Un accord satisfaisant est retrouvé en 3D champ lointain pour les
différentes puissances. De manière générale, l’écoulement induit par
importation des données depuis le code acoustique vers Comsol, a
permis de retrouver des résultats expérimentaux établis, ceci avec un

4. pour une discrétisation 110*110*110 on à une discrétisation de 1 300 000 éléments
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Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=136mm 0.0100 0.0110 10%
z=275mm 0.0110 0.0140 22%
z=335mm 0.0100 0.0150 33%

Table 5.5 – Écoulement induit 3D en champ lointain (P=1W4)

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=136mm 0.0180 0.0175 3%
z=275mm 0.0225 0.0225 1%
z=335mm 0.0220 0.0240 10%

Table 5.6 – Écoulement induit 3D en champ lointain (P=2W8)

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=136mm 0.0200 0.0200 1%
z=275mm 0.0390 0.0275 30%
z=335mm 0.0380 0.0280 27%

Table 5.7 – Écoulement induit 3D en champ lointain (P=4W2)

Coupe ue (m.s−1) expérimentale ue (m.s−1) numérique écart
z=136mm 0.0300 0.0300 1%
z=275mm 0.0550 0.0325 40%
z=335mm 0.0580 0.0350 40%

Table 5.8 – Écoulement induit 3D en champ lointain (P=5W6)

accord satisfaisant. Sauf en champ lointain où la taille du domaine
présente une discrétisation insuffisante de fac mais ce choix présente
peu d’intérêt car il existe un équivalent analytique.
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Troisième partie

Influence de l’acoustic streaming
sur la séparation des espèces d’un

fluide binaire
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L’esprit de l’homme, lumière, domptant la nature entière,
Oui, malgré tes chocs sauvages, nous lierons tes deux rivages.

image : Joel Rea, citation :Victor Hugo — La Légende des siècles
Dernière série XXII Océan
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Chapitre 6

Modèle couplé et solution
analytique en 2D

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’influence d’une onde ultrasonore
sur la séparation des espèces d’un fluide binaire. Nous allons chercher
une solution analytique en 2D du problème multiphysique couplé, à
savoir la séparation d’un fluide binaire sous l’effet d’un gradient ther-
mique vertical et d’un courant acoustique horizontal.

Figure 6.1 – Représentation de la cavité horizontale en 2D

Après avoir donné la formulation mathématique du problème, on
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cherche une solution analytique dans l’hypothèse d’écoulement de type
parallèle, valable pour Bz >> 1. Le type d’écoulement modélise la
présence d’une cellule de convection unique, pour obtenir une bonne
séparation des espèces. On explicitera alors les différents paramètres
adimensionnels du problème. On considère une cavité rectangulaire
de hauteur H selon −→ey et de longueur L selon −→ez , la cavité contient
un fluide binaire. Les parois horizontales sont isothermes alors que
les parois verticales sont adiabatiques. Sur l’une des parois verticales,
un transducteur piezo-électrique produisant un faisceau acoustique de
hauteur hb est positionné soit en haut ou soit en bas de la cellule
afin d’induire un écoulement monocellulaire ( condition nécessaire à
la séparation des espèces). On note ε = hb

H la hauteur adimensionnelle
du faisceau acoustique. La paroi opposée à celle du transducteur est
parfaitement absorbante pour éviter les réflexions.

6.1 Formulation mathématique

Dans les conditions où l’approximation de Boussinesq est valide, les
équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement,
de l’énergie et l’équation de conservation des espèces sont explicitées
dans la suite.

6.1.1 Équation de continuité pour un fluide incompressible

div(−→V ) = 0 (6.1)
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6.1.2 Équation de Navier-Stockes

ρ0(
∂
−→
V

∂t
+ (−→V −−→grad)(−→V )) = −−−→gradP + ρ−→g + facδ

−→ez (6.2)

avec δ = 0 si y ∈ [0, H − hb] et δ = 1 si y ∈ [H − hb, H], en supposant
que le faisceau acoustique est situé en haut de la cellule.

Suivant le modèle de Nyborg, l’onde acoustique génère une force
volumique −→Fac = fac

−→ez où −→ez est la direction de propagation de l’onde.
Pour une onde plane avec une faible divergence du faisceau (éq. 2.25),
on écrit fac = ρ0αacu0

2e−2αz. Pour une atténuation faible de l’onde
fac = ρ0αacu0

2, soit une constante dans la partie soumise à l’onde et
fac = 0 en dehors du faisceau.

6.1.3 Équation de conservation de l’énergie

On néglige l’effet Dufour 1 et on obtient [61] l’équation :

ρCp
dT

dt
−BTT

dP

dt
= −−→∇ .−→q + r + (

=
T : −→∇−→V )

r représente la somme des puissances calorifiques dissipées au sein
du fluide. On note

=
T le tenseur des contraintes de viscosité. On sup-

pose r négligeable. On considère que la puissance volumique liée aux
1. On obtient après calcul [43] :

N = ( T0

CP0,C0
)( ∂µ
∂Ci

)T0,P0

On note N l’évolution du potentiel chimique en fonction de la concentration. (la variation
d’énergie liée à la variation du nombre de moles d’une espèce) et à la diffusivité thermique. On
peut négliger l’effet Dufour dans le cas d’un fluide binaire [40]. La différence de température ∇2T
induite par la différence de concentration massique est négligeable (c.a.d. N = 0→ ( ∂µ∂Ci

) = 0). La
variation d’énergie liée à la variation du nombre de moles du soluté en fonction de la concentration
massique est négligeable, de l’ordre de 10−3. On retrouve alors l’équation de l’énergie sans terme
de source interne quand N=0.

105



variations de pression BT
dP
dt et la dissipation visqueuse (

=
T : −→∇−→V ) son

négligeables devant le terme diffusif −→∇ .(λ−→∇T ). L’équation de l’énergie
se réduit à :

dT

dt
= a∇2T (6.3)

On note la diffusion thermique :

a = λ

ρcp

6.1.4 Équation de conservation des espèces

On utilise l’ équation de conservation de la masse (éq. (2.1)). On
définit la fraction massique Ci de l’espèce [i] par Ci = ρi

ρ . On montre
que Ci obéit à :

ρ
dCi
dt

= −−→∇ .−→ji

Où −→ji est le vecteur densité de diffusion massique de l’espèce [i]. (J1 =
JFick+JSoret (éq. 1.1). On suppose que le terme Ci(1−Ci) varie peu par
rapport à C0(1− C0) avec C0 qui désigne la fraction massique à l’état
initial. On écrit donc l’équation d’évolution pour l’espèce de fraction
massique C du constituant considéré :

dC

dt
= D∇2C +DTC0(1− C0)∇2T (6.4)

On exprime le système d’équations précédent (éq.6.1), (éq. 6.2), (éq.
6.3), (éq. 6.4). On rappelle que −→V,P, T, C représentent respectivement
les champs de vitesse, pression, température et de fraction massique
du constituant le plus lourd.

106



−→
∇ .
−→
V = 0

On introduit la pression motrice Pg = P + ρgy :

d
−→
V

dt
= −
−→
∇Pg
ρ0

+ ν∇2−→V + ρ

ρ0

−→g + facδ
−→ez

ρ0

dT

dt
= a∇2T

dC

dt
= D∇2C +DTC0(1− C0)∇2T

On note δ = 0 si y ∈ [0, H − hb], , avec δ = 1 si y ∈ [H − hb, H],
en supposant que le faisceau acoustique est situé en haut de la cellule.
Nous allons maintenant mettre ce système sous forme adimensionnelle.

6.2 Forme adimensionnée des équations

les longueurs (x,y,z) sont rapportées à la hauteur de couche H. Le
temps est rapporté au temps de diffusion thermique H2

a . La concentra-
tion est ramenée à l’écart obtenu par rapport à un état conductif. On
injecte les variables adimensionnelles définies dans le tableau 6.1. On
obtient après calcul, les quatre équations sous forme adimensionnelle
écrites dans le cadre de l’approximation de Boussinesq :

−→
∇ .
−→
V ∗ = 0 (6.5)

∂
−→
V ∗

∂t∗
+ (
−→
V ∗.∇∗)

−→
V ∗ = −−→∇P ∗ + Pr∇2−→V ∗ + Pr.Ra(T + ψC∗)−→ey + Aδ−→ez (6.6)
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dT ∗

dt∗
= ∇2T ∗ (6.7)

dC∗

dt∗
= 1
Le

(∇2C∗ −∇2T ∗) (6.8)

On identifie l’expression de la force acoustique adimensionnée :

A = Aac = facH
3

ρ0a2 (6.9)

On appelle A le paramètre acoustique, c’est un des deux paramètres
de contrôle. L’expression du second paramètre de contrôle, le nombre
de Rayleigh, s’exprime par Ra = gβT4TH3

νa . Les trois paramètres qui
sont propres au mélange binaire sont : le nombre de Lewis Le = a

D , le
nombre de Prandtl Pr = ν

a et le facteur de séparation ψ = −βC
βT

DT

D c0(1−
c0) = −βC

βT
c0(1− c0)ST .

variable adimensionné expression référence
longueur x∗, y∗, z∗ x∗, y∗, z∗ = (x,y,z

H
) hauteur H

temps t∗ t∗ = t
tref

temps tréf = H2

a

vitesse u∗, v∗, w∗ u∗, v∗, w∗ = (u,v,w
Vréf

) vitesse Vréf = a
H

pression p∗ p∗ = p
préf

pression Préf = ρ0
a2

H2

température T ∗ T ∗ = (T−Tref )
∆T température ∆T = T1 − T2

concentration C∗ C∗ = C−Cref

∆C ∆C =−∆TC0(1− C0)DT

D

Table 6.1 – Variables adimensionnelles

6.2.1 Conditions aux limites et différentes hypothèses

1.Les conditions aux limites (C.L.) cinématiques sont le non glisse-
ment aux parois (en 2D : BZ = B) :
−→
V ∗(y∗ = 0) =

−→
V ∗(y∗ = 1) =

−→
V ∗(z∗ = 0) =

−→
V ∗(z∗ = Bz) = −→0 (6.10)

108



2. Les conditions aux limites thermiques avec des parois verticales
adiabatiques. On étudie un système soumis à un gradient de température
vertical :

∂T ∗

∂z∗(y∗,z∗=0)
= ∂T ∗

∂z∗(y∗,z∗=B)
= 0 (6.11)

On a T (y = 0) = T1 et T (y = h) = T2 avec T1 > T2 ou T1 < T2. En
adimensionnel T ∗(y∗ = 0, z∗) = 1, T ∗(y∗ = 1, z∗) = 0, avec Tref = T2

3. Les conditions aux limites sur la fraction massique : les parois étant
imperméables, le flux de matière est nul aux parois −→Jm.−→n = 0 avec
−→n = ±−→ey pour les parois horizontales et −→n = ±−→ez pour les parois
verticales. En considérant les C.L. sur T, on établit alors les C.L. sur
C sur les parois verticales en dimensionnel :

∂C

∂z(y,z=0)
= ∂C

∂z(y,z=L)
= 0 (6.12)

d’où en adimensionnel :
∂C∗

∂z∗(y∗,z∗=0)
= ∂C∗

∂z∗(y∗,z∗=B)
= 0

Ainsi que sur les parois horizontales :

∂C

∂y(y=0,z)
= −C0(1− C0)ST

∂T

∂y(y=0,z)
,

∂C

∂y(y=h,z)
= −C0(1− C0)ST

∂T

∂y(y=h,z)

d’où en adimensionnel :
∂T ∗

∂y∗(y∗=0,z∗)
= ∂C∗

∂y∗(y∗=0,z∗)
,

∂T ∗

∂y∗(y∗=1,z∗)
= ∂C∗

∂y∗(y∗=1,z∗)

4. La continuité de la vitesse −→V , de la contrainte, de la température T
et de la fraction massique à l’interface z = 1− ε.
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On va résumer les différentes hypothèses de notre étude :

A) le fluide binaire incompressible est supposé newtonien. L’écoulement
est laminaire et bidimensionnel. La longueur de l’enceinte est suffisam-
ment grande par rapport aux autres dimensions pour que les effets des
parois verticales soient négligeables.

B) l’effet Dufour est négligé.

C) les propriétés thermophysiques du fluide sont constantes et sont
évaluées à la température et à la concentration de référence sauf dans
le terme ρ−→g de l’équation de Navier-Stokes où la masse volumique va-
rie linéairement en fonction de la température et de la concentration (
approximation de Boussinesq). Partout ailleurs ρ = ρ0 = constante.

E) les conditions de réflexion des ondes ultrasonores sur les parois
horizontales de la cavité sont négligées, ceci est dû à la haute directivité
du faisceau acoustique. La paroi verticale située en face du transduc-
teur est considérée comme parfaitement absorbante. On néglige alors
la réflexion de l’onde acoustique, on considère une onde progressive,
pouvant ainsi entrâıner un écoulement stationnaire à grande échelle.

F) on considère l’équation de propagation des ondes linéarisée à
l’ordre 1. Les termes non linéaires de propagation des ondes sont donc
négligés, les effets non linéaires qui incluent la génération d’harmo-
niques par effet de non linéarité, ne sont pas pris en compte (éq. 2.39).
Dans la suite, la notation ∗ pour les grandeurs adimensionelles
sera enlevée.
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6.2.2 Synthèse des paramètres adimensionnels du problème

Le problème dépend donc en 2D de sept paramètres adimensionnels
qui sont le nombre de Rayleigh thermique Ra, le nombre de Lewis Le,
le nombre de Prandtl Pr, le facteur de séparation ψ,la hauteur relative
du faisceau ε = hb

H , le paramètre acoustique A et le rapport d’aspect
B. Trois de ces paramètres ( Pr, Le, ψ) dépendent de la nature du
fluide considéré et sont donc fixés par le choix du mélange auquel on
s’intéresse, T0 et C0 étant fixé. Remarquons que le nombre de Ray-
leigh Ra ainsi que le paramètre acoustique A sont proportionnels à
H3. Ce sont les deux paramètres de contrôle du système. Le paramètre
acoustique s’écrit :

Aac,i(x, y, z) = fac,i(x, y, z)H3

ρ0a2

d’après l’expression de la force acoustique (éq. 2.32), on peut réécrire
le paramètre adimensionnel acoustique sous la forme : :

Aac,i(x, y, z) = 2αacIac,i(x, yz)H3

ρ0c0a2 (6.13)

On voit que le paramètre acoustique adimensionnel est proportion-
nel au cube de la hauteur de la cavité, tout comme le nombre de
Rayleigh thermique (annexe A)

Ra = gβT4TH3

νa

Ces deux nombres sont inversement proportionnels à la diffusivité
thermique a. Ces deux nombres contiennent à leur numérateur la per-
turbation extérieure, respectivement le gradient thermique et l’inten-
sité acoustique. Une recherche des configurations qui optimisent la
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séparation va être réalisée dans la suite. On va donc chercher, pour un
fluide binaire donné, le couple de valeurs des paramètres de contrôle
(A,Ra) qui permet d’optimiser la séparation du mélange. Dans le cas
de cellules de grand rapport d’aspect B = Bz >> 1, on fait l’hy-
pothèse de l’écoulement parallèle utilisée par Cormack et al. [191] puis
par Elhajjar et al. [62].

6.3 Solution analytique en 2D

On réalise une résolution analytique du système d’équations formulé
précédemment (éq. 6.5, 6.6, 6.7, 6.8) avec les conditions aux limites as-
sociées et les hypothèses formulées (section 6.2.1), dans le cas d’une
cellule de grand rapport d’aspect : Bz >> 1. On considère une solu-
tion, dont on écrit respectivement la vitesse −→V , la température T et la
fraction massique C, sous la forme :

−→
V = U(y)−→ez (6.14)

T (y) = h(y) (6.15)

C(y, z) = mz + f(y) (6.16)

La hauteur relative ε représente la partie supérieure de la cavité où le
faisceau acoustique Aac est présent (δ = 1).

- On s’intéresse à un état stationnaire :

∂C

∂t
= ∂T

∂t
= ∂
−→
V

∂t
= 0

On néglige la composante de la vitesse perpendiculaire aux parois
horizontales dans la partie centrale de la cellule et on écrit que la vitesse
ne possède qu’une seule composante selon ey qui ne dépend que de la
coordonnée selon ey, soit : −→V = U(y)ez. Le champ de température et
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de fraction massique sont écrits sous la forme T (y) = h(y) et C(y, z) =
mz + f(y) avec m qui exprime le gradient de fraction massique selon
la direction ez. En substituant ces profils dans le système (éq. 6.5, 6.6
,6.7, 6.8), en négligeant le terme d’advection (−→V .∇)−→V et en éliminant
la pression, on obtient :

∂2U(y)
∂y2 +Raψmy −

cste

Pr
+ Aδ

Pr
= 0 (6.17)

∂2h(y)
∂y2 = 0 (6.18)

mLeU(y) = ∂2C

∂y2 (6.19)

On note cste la constante d’intégration. D’autres conditions sont
nécessaires pour résoudre ce système d’équations, les conditions aux
limites sur les parois verticales n’étant pas prises en compte, car nous
nous intéressons à l’écoulement loin de ces parois. On traduit pour cela
que le débit massique est nul à travers toute section droite verticale y
de la cavité : ∫

0

1Udy = 0

-la conservation du soluté dans toute la cavité (car Cinit=C0=0) :

∫
0

1
∫
0

BzCdydz = 0

A l’état stationnaire, on écrit la conservation du flux de matière sur
toute section verticale :∫

0

1UC − 1
Le

(∂C
∂y
− ∂T

∂y
)dy = 0
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En combinant les 3 conditions aux limites (cinématique, thermique
et massique), les deux propriétés précédentes et la conservation du
flux de matière sur toute section verticale à l’équilibre, on obtient une
équation 2 d’ordre 3 en m. On obtient l’expression de m en fonction de

m = f(A,ψ, ε, Le, Pr, Ra).

On cherche ainsi le A moyen (force acoustique adimensionnée moyenne)
qui maximise la séparation à l’aide du logiciel symbolique Maple. On
implémente alors les quatre équations adimensionnées (éq. 6.5, 6.6 ,6.7,
6.8) dans le code Maple. On cherche ainsi à déterminer analytiquement
les champ de vitesse et de concentration qui caractérisent l’écoulement
de type parallèle, en fonction des paramètres dont dépend le fluide
(Le,Pr,ψ) et des paramètres de contrôle (A,Ra). Nous allons voir que
de nouveaux nombres adimensionnels doivent être pris en compte,
telle que la hauteur relative de la source acoustique sur la hauteur
de la cavité, notée ε. On cherche à établir une vitesse de convection de
l’ordre du temps de diffusion massique du mélange afin d’optimiser la
séparation. Pour déterminer ces solutions, on a considéré certaines hy-
pothèses simplificatrices. En appliquant ces conditions aux limites dans
les équations précédentes, on a également obtenu le profil du champ
de vitesse analytique. On explicite ici pour quelles configurations le
gradient de fraction massique m est le plus élevé, cela correspond à la

2.
−Le2Ra2ψ2Pr2m3

+(72Le2RaψPrAε7 − 84Le2RaψPrAε6

−18Le2RaψPrAε8 − 54Le2RaψPrAε3 + 84Le2Raε3)m2

+(288ε10 − 1440ε9 + 2016ε8 + 576ε7

−3744ε6 + 3168ε5 − 864ε4 + 504RaψPr
2

LeA2 − 362880 Pr2

Le2A2 )Le2A2m+

+15120LePrAε2 − 30240LePrAε3 + 15120LePrAε4 = 0
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séparation la plus élevée au sein du fluide binaire. Les configurations
retenues seront celles assurant une séparation maximale.

Nous allons chercher à étudier le comportement du gradient de frac-
tion massique m pour deux types de mélanges binaire : eau-éthanol et
eau-isopropanol. On étudiera différentes concentrations pour chacun
de ces mélanges. Une étude des valeurs des triplets (Le,Pr,ψ) pour les
mélanges eau-éthanol (annexe E.1) et eau-isopropanol(annexe E.2) est
réalisée pour différentes concentrations dans le mélange. Dans chaque
cas, pour un jeu de valeurs (Le,Pr,ψ,ε) fixées, les variations du gradient
de fraction massique m seront représentées en fonction des paramètres
de contrôle (A,Ra). Les cas eau-éthanol (annexes E.3.3, E.3.3, E.3.3) et
eau-isopropanol (annexe E.3.4) sont étudiés en configuration chauffée
par le bas en annexe. La valeur de A utilisée sous Maple correspond
à une moyenne sur la partie soumise à l’onde acoustique. On note le
rapport de fraction massique eau sur éthanol de la manière suivante
i/j. Ainsi un mélange eau-éthanol de type 60/40 correspond à 60%
en masse d’eau (i) et 40% en masse d’éthanol (j). Cette convention
sera utilisée dans la suite pour les différents mélanges. Le terme de
gauche (i) faisant toujours référence à l’eau. La configuration la plus
intéressante est la seule explicitée ici, c’est un mélange eau-éthanol
chauffé par le haut, dans une proportion en eau et en éthanol bien
spécifique (70/30).

6.3.1 Paramètres de contrôle : cas chauffé par le haut

Problématique

On cherche à réaliser une séparation des constituants du mélange
eau-éthanol, dans une cellule que l’on pourra fabriquer expérimentalement.
A cet effet, le faisceau acoustique occupe la moitié de l’un des côtés
latérale de la cellule et afin de pouvoir utiliser des sources acoustiques
de dimension raisonnables, on prévoit une hauteur de couche de l’ordre
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de 20 mm. Dans ces conditions, le nombre de Rayleigh est de l’ordre de
105 (pour un gradient thermique 4T = 1). De plus, on considère une
cellule chauffée par le haut afin de ne pas déstabiliser l’écoulement, et
que le fluide soit entrâıné par la force acoustique.

Mélange eau-éthanol

On considère les valeurs de Moses et Steinberg avec des cavités
chauffées par le haut (figure 6.2). On présente deux figures pour différentes
plages des paramètres de contrôle (A,Ra). On considère deux mélanges
eau-éthanol de différentes fractions massiques 60/40 (à gauche : figure
A) et 70/30 ( à droite : figure B).

Sur la figure (A), le couple (Ra=900,A=280,ε=0.5) est obtenu pour
la valeur optimale du gradient de fraction massique m du mélange
(60/40). Le paramètre A qui maximise m crôıt quand le Rayleigh aug-
mente. Ce phénomène est valable pour des Rayleigh allant de 0 à 1000
pour la figure (A) et de 0 à 7000 pour la figure (B). Ensuite, le fac-
teur A décrôıt, cette décroissance est d’autant plus lente que le facteur
de séparation ψ est faible (figure B). On cherche pour quel nombre
de Rayleigh Ra (que l’on souhaite élevé) le paramètre acoustique A
correspond à une valeur optimale du gradient de fraction massique m.

On a exploré de nombreux cas parmi lesquels sont retenus ces deux
mélanges (figures A et B), placés dans une configuration chauffée par
le haut, ce qui permet d’améliorer la séparation en présence d’un fais-
ceau acoustique, lorsque le nombre de Rayleigh est élevé. Lorsque les
paramètres de contrôle (A,Ra) augmentent, le gradient de fraction mas-
sique m conserve son maximum, on retrouve ce phénomène sur la figure
A (jusqu’à Ra=1000,m=-0.40) et la figure B (jusqu’à Ra=6000,m=-
0.40).

Les couples de paramètres de contrôle (A,Ra) optimisant m ont une
évolution directement influencée par les valeurs des trois nombres adi-
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Figure 6.2 – Mélange eau-éthanol (Moses) m=f(A, Ra) cellule chauffé par le
haut : figure A : Le=55,Pr = 15,ψ = 0.1,ε = 0.5, mélange 60/40 (gauche) , figure
B : Le=55,Pr = 15,ψ = 0.007, mélange 70/30 (droite)

mensionnels (Le, Pr, ψ), ce sont les trois paramètres qui caractérisent
les mélanges binaires. On explicite ici les deux configurations où ces
trois paramètres (Le, Pr, ψ) présentent des valeurs optimales. Ainsi, on
a choisi ces mélanges pour lesquels le nombre de Lewis ne dépasse pas
une valeur donnée Le < 80, ce qui permet alors de réaliser la séparation
tout en nécessitant la présence d’un faisceau acoustique A , et ce, pour
des nombres de Rayleigh, Ra, élevés.

Ces deux mélanges ont la même tendance avec une plage de va-
leurs du couple (A,Ra) qui augmentent tous deux pour maximiser m.
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Lorsque ψ < 0, cette plage de valeurs est très faible. Lorsque ψ > 0,
plus le facteur de séparation est faible (sans être inférieur à 10−3) et
plus la plage de valeurs qui maximise m s’étend à des Rayleigh élevés,
tout en nécessitant la présence du faisceau acoustique. On peut obser-
ver que le couple (A,Ra) qui optimise m pour des valeurs (Le, Pr, ψ)
données, suit une tendance particulière. Ainsi, selon les valeurs de (Le,
Pr, ψ) données, on observe une des différentes évolutions possibles des
optimums de m en fonction de (A,Ra). Les différentes tendances pos-
sibles parmi les différentes configurations envisagées sont explicitées
en annexe E.3. Le comportement du mélange (figure B) chauffé par le
haut est particulièrement intéressant, puisqu’il permet d’améliorer la
séparation en présence d’un faisceau acoustique A pour des nombres
de Rayleigh importants (de l’ordre de Ra=105).

6.3.2 Configuration optimale en présence d’un faisceau acous-
tique

On augmente maintenant la plage de variation du nombre de Ray-
leigh Ra ∈ [0, 105] et celle du paramètre acoustique A ∈ [1, 1100]
(fig. 6.3). La figure 6.3 est donc une extension de la figure 6.2 (figure
B) pour une plus vaste plage de données des paramètres de contrôle
(A,Ra). Le maximum de séparation pour le couple (A=275, Ra=7000)
est retrouvé (|m| = 0.40). Sur la figure 6.3 (Figure C), on peut voir
que plus le nombre de Rayleigh augmente et le paramètre acoustique
doit être élevé pour réaliser la séparation, il est même indispensable.
En effet, dans le cas (Ra=100 000, A=0) on voit sur la figure 6.3 (Fi-
gure D) qu’aucune séparation n’est réalisée (m=0). La figure D est
une coupe de la figure C dans le plan Ra = 105 (cf. fig 6.3). En re-
vanche, dans la configuration (Ra=100 000, A=1070), on obtient une
séparation (|m| = 0.18). Ces calculs sont effectués pour un paramètre
ε=0.5. On rappelle que ε représente le rapport de la hauteur pour la
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Figure 6.3 – Mélange eau-éthanol (Moses) cellule chauffée par le haut : figure
C : m=f(A,Ra), Le=55.5,Pr = 15, ψ = 0.007, mélange 70/30 (gauche), figure D :
m=f(A) pour Ra = 105 mélange 70/30 (droite)

source sur la hauteur de la cavité. La contrainte de cette étude étant
de trouver une configuration où la hauteur de la cavité est suffisam-
ment élevée pour y placer une source, on souhaite que le paramètre ε
soit le plus élevé possible. Une étude en fonction du paramètre ε est
donc réalisée dans la suite, pour le mélange 70/30 eau-éthanol (figure
6.3). Différents couples de valeurs (A,Ra) qui permettent d’obtenir un
maximum local du gradient de fraction massique m, issus de la figure
6.3, sont présentés dans le tableau 6.2.

L’influence de l’augmentation du nombre de Rayleigh sur le pa-
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nombre de Rayleigh paramètre acoustique A ε |m|
1000 150 0.5 |0.40|
3000 150 0.5 |0.40|
4000 175 0.5 |0.40|
6000 225 0.5 |0.38|
8000 285 0.5 |0.38|
100 000 1070 0.5 |0.18|

Table 6.2 – Couples de valeurs (A,Ra) qui optimisent le gradient de fraction
massique m=f(A,Le=55.5,Pr = 15, ψ = 0.007 ) Cas Moses (70/30)

ramètre m = m(A, ε) est présentée sur la figure 6.4. Par la suite, on
étudie l’influence du nombres de Rayleigh Ra sur les configurations qui
optimisent le gradient de fraction massique m en fonction du paramètre
ε et du paramètre acoustique A (fig. 6.4).

Pour Ra=1000, (fig. 6.4) on relève un couple de valeurs qui op-
timise le gradient de fraction massique m. On voit qu’il existe tout
un ensemble de couples (A, ε) pour le Rayleigh fixé Ra=1000, qui
atteignent l’extremum |m| = 0.40. Chaque valeur ε comprise entre
ε = 0.20 et ε = 0.80 possède un facteur A qui permet de se placer
dans une configuration (Ra=1000,|m| = 0.40). Ces couples de valeurs
A sont symétriques de part de d’autre de ε=0.50.
Lorsque Ra=5000 (fig. 6.4), pour l’intervalle ε ∈ [0.36− 0.64], il existe
une plage de valeurs du paramètre acoustique A = [175−200] qui per-
met de se placer dans une configuration (Ra=5000,|m| = 0.40). Ces
couples de valeurs A sont toujours symétriques de part de d’autre de
ε=0.50. On voit que l’ensemble des valeurs ε qui permettent d’atteindre
l’extremum m diminue lorsque le nombre de Rayleigh Ra augmente.
C’est-à-dire que les couples de valeurs (A,ε) , qui optimisent m, se
resserrent autour de la solution unique incluant le paramètre ε = 0.5
lorsque le nombre de Rayleigh Ra augmente.
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Figure 6.4 – m = m(A, ε) pour Ra=1000,5000,8000 et 10 000 tel que
(Le=55.5,Pr = 15,ψ = 0.007)
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Lorsque Ra=8000 (fig. 6.4), il existe un seul couple (A,ε) qui rend m
extremum (Ra=8000,|m| = 0.36) tel que (A=325,ε = 0.5). Ainsi, plus
le nombre de Rayleigh augmente et plus le nombre de solutions per-
mises par les différents ε qui maximisent m est réduit pour finalement
obtenir une solution unique en ε =0.5. Ce phénomène, on le retrouve
pour tous les types de fluides binaires étudiés ici, on peut retarder le
phénomène en augmentant le paramètre acoustique A.

Figure 6.5 – Couples de valeurs (A,Ra) qui optimisent le gradient de fraction
massique m pour Le=55.5,Pr = 15,ψ = 0.007,ε = 0.5

La figure 6.5 présente deux coupes issues de la figure 6.4, dans le
cas des représentations (Ra=3000,ε =0.5) et (Ra=8000,ε =0.5). On
relève ainsi pour (Ra,ε) fixé, la valeur de A qui permet d’atteindre le
maximum local du gradient de fraction massique m. On est dans une
configuration de paramètres (Le, Pr, ψ) telle que la séparation est nulle
(m=0) lorsque le paramètre acoustique est nul (A=0).
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On s’est intéressé à l’étude des cavités chauffées par le haut, l’écoule-
ment du fluide est alors généré uniquement par l’onde acoustique. On
recherche une solution analytique dans le cadre de l’approximation
� parallel flow �. Cette configuration est privilégiée car elle permet
de considérer des nombres de Rayleigh thermiques supérieurs à 1708
et ainsi de s’affranchir de l’instabilité de Rayleigh-Bénard. On étudie
deux concentrations différentes du mélange eau-éthanol (60/40, 70/30),
lorsque le nombre de Rayleigh augmente, le facteur m qui maximise
la séparation augmente (figure 6.3). Son maximum est atteint pour
le couple (Ra,A,m)=(7000,275,|m| = 0.36). Ensuite lorsque Ra aug-
mente, m diminue, on peut relever le couple suivant (Ra,A,|m|)=(105,
1070,0.18). Pour chaque configuration, on choisit le paramètre acous-
tique A qui maximise la séparation (figure 6.3). Un compromis entre
séparation élevée (m le plus grand possible) et hauteur de la cavité
(Rayleigh le plus élevé possible) a été réalisé. La configuration retenue
est détaillée dans les tableaux suivants.

paramètre Le Pr ψ ε Ra |m| rapport aspect Bz

valeur 55.5 15 0.007 0.5 100 000 0.18 10

Table 6.3 – Nombres adimensionnels : Mélange eau-éthanol 70/30 issue des valeurs
de Moses, en configuration chauffé par le haut

paramètre hauteur Ly longueur Lz ε diamètre de la source
valeur 17mm 170 mm 0.5 d=8.5mm

Table 6.4 – Configuration de la cavité et de la source acoustique : Mélange
eau-éthanol 70/30 issue des valeurs de Moses, en configuration chauffé par le haut

On considère une hauteur de cavité de Ly=17 mm qui permet de
placer une source acoustique circulaire de diamètre d=8.5 mm (ε =
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0.5), ce qui permet de rendre la source suffisamment directive pour
une fréquence appropriée. En cas de non-directivité de la source, les
réflexions sur les parois engendrent des ondes stationnaires qui ne per-
mettent pas la séparation car elles génèrent un écoulement multicellu-
laire. Dans ce chapitre seule l’évolution du gradient de fraction mas-
sique m a été présentée, dans le cas de la configuration chauffée par
le haut. L’étude sous Maple en configuration chauffée par le bas est
realisée en annexe (annexe E.3) pour des mélanges variés (Le, Pr, ψ).
On représente alors l’évolution du champ de fraction massique pour
différents mélanges.

Les tableaux 6.3 et 6.4 résument la configuration privilégiée dans
la suite. Il s’agit du mélange (70%) eau- (30%) éthanol dans la confi-
guration chauffée par le haut (annexe E.1). Les valeurs de Moses sont
privilégiées bien qu’elles présentent un important écart par rapport à
celles de Platten. Le champ de vitesse associé à ce cas particulier a été
calculé analytiquement sous Maple ( annexe E.5). Cette configuration
présente des recirculations en haut et en bas de la cavité ( annexe E.5.2
). Une étude de l’influence du paramètre m sur l’amplitude et le taux
d’occupation des recirculations est réalisée en annexe (E.5.4).
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Chapitre 7

Simulations numériques (Comsol)

Dans ce chapitre, nous présentons une étude numérique 2D/3D de
l’influence de la propagation d’ondes ultrasonores dans un fluide bi-
naire placé dans une cellule parallélépipédique horizontale et soumise
à un gradient thermique verticale. On s’intéresse à l’écoulement mo-
nocellulaire induit par l’onde ultrasonore. On réalise des simulations
numériques combinant le rayonnement acoustique de l’onde ultraso-
nore (issu du code acoustique) et l’écoulement induit par cette onde
(logiciel Comsol Multiphysics) au sein du fluide. On cherche alors à
valider les résultats analytiques obtenus à l’aide du logiciel Maple du
chapitre précédent, qui ont permis de sélectionner les mélanges binaires
susceptibles de présenter une séparation optimale caractérisée par le
paramètre acoustique A. On rappelle les deux paramètres de contrôle,
qui sont le nombre de Rayleigh, Ra, et la force acoustique adimen-
sionnée A dans la partie de la cavité soumise à l’onde acoustique. La
modélisation numérique sous Comsol Multpihysics est réalisée en 2D
(cavité rectangulaire) puis en 3D (cavité parallélépipédique). Dans un
premier temps, on représente le paramètre acoustique A par une dis-
tribution spatiale homogène. On réalise alors une comparaison entre
les résultats numériques et les résultats analytiques.

Dans un second temps, on considère le paramètre acoustique A va-
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riable (en 2D puis 3D). Celui-ci est calculé à partir de l’intégrale de
Rayleigh issue du code acoustique numérique. L’implémentation de
l’onde acoustique (A variable) est ensuite réalisée sous Comsol. Le pro-
cessus d’importation a été validé dans le cas de l’écoulement entrâıné
dans le fluide isotherme (cf. chapitre 3 et 4).

Une comparaison est ensuite effectuée entre les modèles avec A ho-
mogène puis A variable (représentation réel du faisceau). On cherche
une répartition de A de telle sorte que la vitesse moyenne de l’écoulement
soit proche de celle obtenue avec A constant pour Ra fixé. L’influence
de la géométrie de la source est également discutée (carrée ou circu-
laire). On implémente les équations adimensionnelles du problème (
éq. 6.5, 6.6, 6.7, 6.8) et les conditions aux limites associées ( éq. 6.10,
6.11, 6.12) dans le logiciel aux éléments finis Comsol Multi-Physics.
On rappelle le schéma du dispositif étudié :

Figure 7.1 – Schéma de définition

Dans le cas de la cavité chauffée par le bas, une seule configuration
Comsol sera explicitée dans ce chapitre, afin de mettre en évidence les
contraintes liées à ce choix. Une étude détaillée des différentes confi-
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gurations chauffées par le bas et par le haut, pour différents mélanges,
est réalisée en annexe (annexe E.3). Elle constitue le travail princi-
pal réalisé dans cette étude, établir les configurations qui améliorent
la séparation en présence d’un faisceau acoustique. Les champs de vi-
tesses et de fraction massique sont alors calculés pour des cavités de
rapport d’aspect Bz = L

H = 10 (annexes E.4, E.5). Des recirculations
du champ de vitesse sont prédites sous Maple (annexe E.5). L’étude
est explicitée pour chacun des mélanges étudiés. Les résultats analy-
tiques et numériques sont alors comparés. Seul un cas d’une cellule
chauffée par le bas est explicité dans ce chapitre. Le cas des cellules
chauffées par le haut est privilégié car il peut présenter un équivalent
expérimental. On résume les maillages et méthodes de résolution uti-
lisées sous Comsol dans la suite. Le maillage en 2D sera affiné par la
suite (20 millions d’éléments) quand Ra et A augmentent.

Figure 7.2 – Représentation du maillage en 2D (40 000 éléments)

logiciel Comsol Multiphysics
méthode factorisation LU des éq.de N.-S. [193]
solveurs Spooles, Pardiso

Table 7.1 – Méthode de résolution

On représente les isoconcentrations, notées iso-C (éq. 6.16) puis en-
suite les champs de vitesses (U,V,W) ainsi que la norme de la vi-
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distances valeurs
dimensions de la cavité Lz*Ly L*H
dimensions de la cavité adimensionée 1*10
maillage quadrangle 40 000 éléments
nombre de degrés de libertés 410 000

Table 7.2 – Configuration sous Comsol 2D

distances valeurs
dimensions de la cavité Lx*Ly*Lz L*H
dimensions de la cavité adimensionée 0.5*1*10
maillage quadrangle 20 millions d’éléments
nombre de degrés de libertés 205 millions

Table 7.3 – Configuration sous Comsol en 3D

tesse u correspondante (éq. 6.14). On considère alors l’hypothèse de
l’écoulement parallèle valable pour des cellules de grande extension
longitudinale Bz >> 1, on choisit Bz = 10. On a vérifié que les
résultats obtenus avec Bz = 20 différent peu de ceux obtenus pour
Bz = 10 en dehors des parois verticales de la cavité. Dans la seconde
partie, en fluide isotherme, on a travaillé avec une cavité de taille
(165*180*275mm) en champ proche et (175*160*455mm) en champ
lointain. L’étude présentée dans ce chapitre est principalement réalisée
avec une cavité de dimensions (8.5*17*170mm) (pour un nombre de
Rayleigh Ra = 105).

128



7.1 Modèle A constant en 2D

7.1.1 Configuration chauffée par le bas : iso-C

On considère le mélange 70/30 (Le = 55.5, P r = 15, ψ = 0.007).
On représente les iso-concentrations du champ de fraction massique
pour deux valeurs du couple (A,Ra) tel que (A=95,Ra=2000) d’après
la prévision Maple ( annexe E.4.2, table E.5), puis (A=8000,Ra=2000)
afin de chercher à imposer un régime monocellulaire . On obtient
une répartition des concentrations qui se caractérise par une strati-
fication du champ de fraction massique (on rappelle que la fraction
massique initiale est en C0 = 0). Les extremums de séparation sont
donc différenciés par un code couleur. En configuration chauffée par
le bas, si l’on augmente le nombre de Rayleigh au-delà d’une valeur
critique (Rac=1708 car ψ est proche de ψ = 0, le cas du fluide pur),
on obtient un écoulement multicellulaire et il n’y a plus de séparation
possible.

Figure 7.3 – iso-C (A=95,Le=55.5,Pr=15,Ra = 2000, ψ = 0.007, ε = 0.8)

Figure 7.4 – iso-C (A = 8000,Le=55.5,Pr=15,Ra = 2000, ψ = 0.007, ε = 0.8)
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Sur la figure 7.3, les iso-C du champ de fraction massique ne cor-
respondent pas à un champ stratifié, ce qui correspond aux cellules
de convection caractéristiques de l’instabilité de Rayleigh-Bénard. On
cherche alors à augmenter le paramètre acoustique A pour imposer un
régime monocellulaire. Dans ce cas, il est nécessaire d’imposer A=8000
pour retrouver une structure monocellulaire de l’écoulement. Le pa-
ramètre A (trop élevé) va alors homogénéiser le mélange. L’énergie
nécessaire pour imposer un régime monocellulaire accrôıt considérable-
ment la vitesse au sein du fluide. Il n’y a pas de séparation possible (fig.
7.4). On présente les iso-C dans la suite des configurations chauffées
par le haut.

7.1.2 Configuration chauffée par le haut : iso-C

On étudie le cas du mélange eau-éthanol 70% en masse d’eau et
30% en masse d’éthanol (Moses). On présente ci-dessous le champ de
fraction massique C en fonction de différents couples de paramètres
de contrôle (A,Ra). On représente les isoconcentrations (iso-C), on
cherche à obtenir un maximum de séparation entre les deux consti-
tuants. Une stratification quasi-verticale du champ de fraction mas-
sique, est observée, lorsqu’on est proche du maximum de séparation.

Figure 7.5 – iso-C (A = 100, Le = 55.5, Pr = 15, Ra = 0, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Les profils attendus ont été calculés au préalable analytiquement
(fig. 6.3). On fixe le couple (A,Ra) tel que l’on maximise la séparation
d’après les prévisions obtenues (mélange 70/30 issus de fig. 6.2). On
privilégie le dernier cas de figure 7.9 dans la suite. En effet, pour ce
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Figure 7.6 – iso-C (A = 175, Le = 55.5, Pr = 15, Ra = 4 ∗ 103, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Figure 7.7 – Iso-C (A=275,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 8 ∗ 103, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Figure 7.8 – Iso-C (A = 325, Le = 55.5, Pr = 15, Ra = 1 ∗ 104, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Figure 7.9 – Iso-C (A = 1070, Le = 55.5, Pr = 15, Ra = 1 ∗ 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

nombre de Rayleigh élevé, la hauteur de la cavité est suffisamment
importante pour qu’une source soit placée en y occupant la moitié
de la hauteur (configuration qui maximise la séparation). Une coupe
(y=Ly/2) de la figure 7.9 est représentée sur la figure 7.10.

Afin de calculer la séparation et dans le but d’éliminer les effets
de bords, la courbe C = f(z) est tracée pour une valeur donnée de y
au centre de la cavité (y=Ly/2). La pente de la courbe, qui est une
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Figure 7.10 – C = f(z) (A=1070,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 100000, ψ = 0.007, ε =
0.5)

droite dans la partie centrale de la cavité, nous donne la valeur de
m ( gradient de fraction massique selon l’horizontale) et la séparation
est donnée par S=mB. On représente à y=0.5 fixé, le profil de frac-
tion massique suivant l’axe longitudinal. Le gradient de fraction mas-
sique m est calculé pour chaque couple (A,Ra), représenté sur les fi-
gures [ 7.5- 7.9 ]. Le calcul est détaillé pour la configuration privilégiée
dans la suite 7.9 1 On constate un très bon accord entre les valeurs
du gradient de fraction massique m, obtenues par le calcul numérique

1. L’évolution de la concentration en fonction de z est linéaire dans l’intervalle [2,8]. On estime
donc la pente m qui correspond au gradient horizontal de fraction massique et on déduit (6.16) la
séparation par la relation S = mB. B est le rapport d’aspect de la cellule. Ici B = 10 , m = y−y0

x−x0
=

−0.35−0.75
8−2 = −0.183.
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Ra A COMSOL m COMSOL Maple m Maple écart
0 100 fig. 7.5 −0.406 section 6.3.2 −0.400 1.5%

4000 175 fig. 7.6 −0.406 section 6.3.2 −0.400 1.5%
8000 275 fig. 7.7 −0.384 section 6.3.2 −0.380 6.4, 1.1%

10 000 325 fig. 7.8 −0.384 section 6.3.2 −0.380 6.4 1.1%
100 000 1070 fig. 7.9 −0.183 section 6.3.2 −0.180 1.9%

Table 7.4 – Comparaison entre la solution analytique (Maple) et la solution
numérique (Comsol) : gradient de fraction massique m=f(Le = 55.5,Pr = 15,ψ =
0.007,ε = 0.5,A, Ra)

et le calcul avec analytique (moins de 2% d’écart, cf. tableau 7.4).
Le maillage présent, constitué de 20 millions d’éléments sur une ca-
vité de taille millimétrique, permet de générer des mailles de taille
infinitésimales 2. Le coefficient m est négatif car on définit encore la
séparation S=Cdroite − Cgauche.

7.1.3 Champ de vitesses

On s’intéresse uniquement à des configurations chauffées par le haut
dans toute la suite du manuscrit. On choisit le mélange eau-éthanol
(Moses 70/30) qui permet d’obtenir des nombres de Rayleigh élevés
pour l’optimum de séparation. On fait alors varier Ra de 4000 à 105.
On représente le champ de vitesses (fig. 7.11) correspondant au cas
(A=175,Ra=4000) étudié (fig. 7.6). On trouve alors un écoulement
monocellulaire. Les valeurs des champs de vitesses sont reportées dans
le tableau 7.5. On rappelle que les vitesses obtenues ici sont adimen-

2. La cavité de taille adimensionelle 1*10 est composée de 20 millions d’éléments.
Le maillage est de l’ordre du millième de millimètre. On a donc un maillage beaucoup plus

discrétisé que dans la seconde partie (en isotherme) ou le maillage était de l’ordre du millimètre.
Les longueurs de cavité sont du même ordre, néanmoins les hauteurs et profondeurs de cavités
diffèrent d’un facteur 10 (Lx=Ly=10h).

Ceci permet de générer un maillage adimensionnel de l’ordre de 5.10−7. Une fois ramené à la
taille dimensionelle de la cavité, on multiplie par la hauteur H=17mm, ce qui correspond à un
maillage dimensionné de 8, 5.10−6m
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Figure 7.11 – u(A=175,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 4000,ψ = 0.007)

sionnées (tableau 6.1). On observe un écart de 1% sur les champs de
vitesses. Pour un nombre de Rayleigh Ra = 1 ∗ 105 (annexe E.5), on
trouve un profil avec des petites recirculations du champ de vitesses
trouvées aussi analytiquement. On présente ci-dessous le champ de
vitesses et les coupes de u(y) (fig. 7.12) ainsi que la fonction de cou-
rant (fig. 7.13) correspondant au cas 7.9. On retrouve, tout comme

Figure 7.12 – Vitesse longitudinale Vz (A=1070,Le=55.5,Pr = 15,
ψ = 0.007,Ra = 105)

Figure 7.13 – Champ de vitesse et fonction de courant φ(y, z)
(A=1070,Le=55.5,Pr = 15, ψ = 0.007,Ra = 105)

le champ de vitesses déterminé analytiquement (E.5.3), des recircu-
lations qui occupent 16% des parties supérieures et inférieures de la
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Figure 7.14 – Coupe transversale de la vitesse adimensionnelle
u(A=1070,Le=55.5,Pr = 15,ψ = 0.007, Ra = 105)

cavité. On relève dans un tableau la vitesse d’écoulement maximale de
l’écoulement principal umax et la vitesse de l’écoulement retour maxi-
male uretour,max qui caractérise les recirculations. On compare alors les
vitesses prédites sous Maple et celles retrouvées sous Comsol (pour
l’écoulement principal tableau 7.5 et l’écoulement retour tableau 7.6).

configuration Ra A COMSOL |u| num. Maple |u| analy. écart
chauffé en haut 4000 175 fig 7.11 0.0958 E.5.3 0.0950 1%
chauffé en haut 100 000 1070 fig 7.12 0.203 E.5.3 0.228 11%

Table 7.5 – Comparaison entre la prédiction analytique et le résultat numérique :
vitesse maximale de l’écoulement principal, |u| = f(Le = 55.5, Pr = 15, ψ =
0.007, ε = 0.5, A = 1070, Ra = 105)
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configuration Ra A COMSOL u COMSOL Maple u Maple écart
chauffé par le haut 105 1070 fig 7.12 0.0650 6.3.2 0.0500 25%

Table 7.6 – Représentation de l’écoulement retour |uretour|=f(Le = 55.5,Pr =
15,ψ = 0.007,ε = 0.5,A = 1070, Ra = 105)

Dans la modélisation numérique, on considère une cavité fermée,
ce qui modifie le champ de vitesse au niveau des parois verticales de
la cavité. Cela explique les différences importantes sur les valeurs de
uretour. Par contre, pour le calcul de m, sous COMSOL on s’affranchit
des parois verticales de la cavité en prenant la pente de la courbe C(y)
à z fixé qui est une droite dans la partie centrale de la cavité.

On a vu en 2D différents modèles de dimension (1*10) en adimen-
sionnel qui correspondent à (h*10h) en dimensionnel. Si l’on revient
en dimensionnel, on peut établir pour chaque cas considéré, la taille
réelle de la cavité compte tenu de la valeur du nombre de Rayleigh.
On peut également déterminer la vitesse d’écoulement en (m/s) ainsi
que la force acoustique et la puissance correspondante en utilisant le
tableau 6.1 .

La valeur de A utilisée sous Maple est constante et correspond à une
moyenne de A sur la surface où on injecte le faisceau. On a calculé la va-
leur moyenne de A qui maximise la séparation dans des configurations
spécifiques (Le,Pr,ψ,Ra,ε) dans le chapitre précédent, sous Maple. Ces
prédictions (champ de fraction massique et champ de vitesses) ont été
retrouvées par voie numérique. Une étude détaillée des autres mélanges
étudiés est réalisée en annexe E.3. On trouve un très bon accord sur
le gradient de fraction massique m (2%) et sur la vitesse principale
de l’écoulement (11%). Les recirculations sont également retrouvées
sous Comsol avec un écart maximal dans le cas explicité ici (25%).
Les autres configurations, qui mettent en jeu des couples (A,Ra) plus
faibles, permettent de trouver un très bon accord sur la séparation et
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également sur le champ de vitesses. Elles sont étudiées en annexe E.3.
On va retenir une configuration chauffée par le haut dans la suite.

En effet, il existe une dépendance cubique du nombre de Rayleigh
en fonction de la hauteur de la cavité. Pour augmenter la hauteur
de la cavité, on doit donc travailler avec des nombres de Rayleigh
élevés (fig. 7.12). Au dessus d’un certain nombre de Rayleigh (ici
Ra > 7000 pour le mélange 70/30 ( Moses fig. 6.2) la séparation di-
minue . On doit donc réaliser un compromis entre hauteur de cavité
et la séparation maximale obtenue. Les configurations chauffées par le
haut permettent de prendre des nombres de Rayleigh beaucoup plus
élevés que celles chauffées par le bas. Dans cette situation, le strea-
ming est indispensable pour réaliser la séparation des espèces. Quand
la cellule est chauffée par le haut et ψ > 0, le constituant le plus lourd
migre vers la paroi froide soit la paroi du bas. On a donc une confi-
guration stable avec des iso-C parallèles aux parois horizontales. Pour
obtenir une séparation des constituants, il faut donc soumettre le fluide
à une source acoustique convenablement placée sur une des parois ver-
ticales de la cavité afin d’induire un écoulement monocellulaire au sein
de celle-ci. Dans la suite , un modèle 3D est réalisé afin de faire une
comparaison entre les modèles 2D/3D. On retrouve bien les couples
(A,Ra) obtenus analytiquement qui maximisent m. Les isoconcentra-
tions tendent à devenir horizontales quand on augmente les couples
(A,Ra) (fig. 7.9). Cela est dû à l’augmentation du paramètre A pour
optimiser la séparation lorsque le Rayleigh augmente.

7.2 Modèle A constant en 3D : iso-C et champ de
vitesses

Les caractéristiques de la cavité considérée en trois dimensions sont
résumées dans le tableau ci-dessous.
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distances valeurs
dimensions de la cavité Lx*Ly*Lz 8.5*17*170mm
dimensions de la cavité adimensionée 0.5*1*10
maillage 20 millions d’éléments
nombre de degrés de libertés 205 millions
taille de maille dimensionnée 0.073mm

Table 7.7 – Dimensions de la cavité 3D

Figure 7.15 – Iso-C (A=1070,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 100000, ψ = 0.007, ε = 0.5)

On représente sur la figure 7.15 le champ de fraction massique dans
la configuration parallélépipédique de rapport d’aspect :Bx = 0.5, By =
1, Bz = 10. Le gradient de fraction massique m est alors extrait depuis
le figure 7.15 en réalisant une coupe à l’intersection des deux plans (x =
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Lx/2; y = Ly/2), pour le couple (A=1070,Ra=105), on trouve 3 S =
mB = 1.85 . On rappelle en 2D que l’on a établi (fig. 7.25) S = 1.83.
On trouve donc une valeur proche pour la séparation S, les profils des
isoconcentrations sont également similaires ( cas 2D fig. 7.9 et cas 3D
fig. 7.15). On va représenter la vitesse dans le plan de coupe (x = Lx/2)
de la cavité. Cette coupe longitudinale de la figure 7.15 est représentée
sur la figure 7.16. On met en évidence le phénomène de recirculation
en 3D avec A constant. On retrouve les mêmes proportions ( 16% ) de
la partie supérieure et inférieure de la cavité dans lesquelles on a des
recirculations.

La vitesse maximale de l’écoulement principal et de l’écoulement
retour est alors résumée dans les tableaux suivants.

configuration Ra A COMSOL u COMSOL Maple u Maple écart
chauffé par le haut 105 1070 7.16 0.205 E.5 0.228 11%

Table 7.8 – Vitesse de l’écoulement principale 3D umax,principal=f(Le = 55.5,Pr =
15,ψ = 0.007,ε = 0.5,A = 1070, Ra = 105)

configuration Ra A COMSOL |u| COMSOL Maple |u| Maple écart
chauffé par le haut 105 1070 7.16 0.0520 E.5 0.0500 1%

Table 7.9 – Vitesse de l’écoulement retour 3D umax,retour=f(Le,Pr,ψ,ε,A, Ra)

On voit que la vitesse de la recirculation est maintenant beaucoup
plus proche de la prévision Maple (l’écart est maintenant négligeable).
Sur la figure 7.16, on voit l’écoulement retour. Dans la partie basse
de la cavité, il oscille légèrement ( ce qui indiquerait la nécessité d’un
maillage plus fin que celui utilisé, de 20 millions d’éléments quadrangles) 4

3. B pris correspond au rapport longitudinale Bz tel que B=L/H ,Bx sera toujours spécifié avec
son indice tel que Bx = Lx/H

4. Nota : on parle d’une vitesse retour de l’ordre de 0.05 en adimensionnel, ce qui correspond à
10−7 en dimensionnel).
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Figure 7.16 – u(y)=f(y), sur la ligne intersection des deux plans (x = Lx/2 en
z = Lz/2), (A=1070,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 100000, ψ = 0.007, ε = 0.5 )

Le modèle 3D nous permet donc de retrouver une représentation
plus réaliste de l’écoulement, avec un très bon accord sur l’écoulement
principal ( |umax|=0.205) et sur les recirculations (|umax,retour| = 0.05.).
Les modèles 2D et 3D Comsol sont en accord avec les résultats analy-
tiques. Le passage 2D en 3D donne des résultats numériques compa-
rables. On voit ainsi que le modèle 2D permet une description simplifiée
par rapport à la simulation numérique 3D pour la séparation S. Ce-
pendant une transcription en 3D est nécessaire pour une représentation
plus réaliste de l’écoulement. Dans la suite, le cas A variable sera étudié.
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Une description plus réaliste du phénomène sera alors réalisée.
On s’intéresse à une seconde configuration (A=325, Ra=10 000) qui

donne un gradient de fraction massique m plus élevé ( m donné par
Maple m = 0.384). On considère une cavité avec une extension dans
le sens de la profondeur d’un facteur quatre.

distances valeurs
dimensions de la cavité Lx*Ly*Lz 31.6*7.9*79mm
dimensions de la cavité adimensionée 4*1*10
maillage 20 millions d’éléments
nombre de degrés de libertés 205 millions

Table 7.10 – Dimensions de la cavité 3D : configuration 2

Figure 7.17 – Iso-C (A=325,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 10000, ψ = 0.007, ε = 0.5)
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Cette configuration est intéressante car elle permet d’obtenir un
gradient de fraction massique plus important ( manalytique = 0.384 et
mnumérique = 0.30). Cependant, la hauteur de la cavité est plus faible
(H=7.9mm), ce qui correspond à une source de diamètre dT = 4mm.
La fréquence f doit alors être augmentée tel que f = 15MHz pour
conserver un faisceau directif (kaT = 100) dans la partie supérieure de
la cavité et ainsi assurer un écoulement monocellulaire indispensable à
la séparation.

7.3 Modèle A variable en 2D : iso-concentration
et champ de vitesse

7.3.1 Source circulaire

On considère une source acoustique de fréquence f=2MHz et de
diamètre 8.5mm. Elle occupe la partie supérieure de la cavité. Les
caractéristiques de la source et de la cavité sont résumées dans les
tableaux suivants.

Géométrie de la source circulaire
Diamètre de la source 8.5mm
Fréquence 2MHz
Vitesse de vibration 0.1 m.s−1

Table 7.11 – Caractéristiques de la source circulaire

On représente la distribution acoustique dans la cavité. On calcule
< A(y, z) > de telle sorte que < A(y, z) > =Amoyen=1070. Les figures
7.19, 7.20 représentent respectivement le champ de vitesse et le champ
de fraction massique pour le couple (A=1070,Ra = 105). On compare
ces deux champs au cas A moyen (fig. 7.9).
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Hauteur de la cavité H 17mm
longueur de la cavité L 170mm
Hauteur adimensionée 1
Longueur adimensionée Bz 10
Hauteur de la source Hb 8.5mm
Taux d’occupation ε = Hb

H
0.5

Table 7.12 – Caractéristiques de la cavité

Figure 7.18 – Paramètre acoustique Az(y, z) : source circulaire 2D dans le plan de
coupe (x = Lx/2)(Amoyen = 1070, Le=55.5,Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Figure 7.19 – u (Amoyen = 1070, Le=55.5,Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Les fluctuations du champ d’intensité génèrent une vitesse locale-
ment plus importante dans la zone de champ proche. En effet, la figure
7.19 nous montre que localement la vitesse maximale est plus de dix
fois plus importante que la vitesse moyenne (u∗ = 0.203 fig. 7.12 , sec-
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Figure 7.20 – Iso-C (Amoyen = 1070, Le=55.5,Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε =
0.5)

Figure 7.21 – C = f(z) (Amoyen = 1070, Le=55.5, Pr = 15, Ra = 100000, ψ =
0.007, ε = 0.5) en y = 0.5

tion E.5.3). Il en résulte un profil des isoconcentrations déformé par
rapport au cas A=constant=1070 dans la zone de champ proche. La
figure 7.21 montre que S=0.88 (S=|Cdroite−Cgauche|). L’approximation
adoptée pour le calcul de la solution approchée avec Maple ( à savoir
C = mz + f(y)) n’est plus valable ici. Dans le cas A variable, il est
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donc plus judicieux d’ajuster la puissance du faisceau afin de générer
une vitesse d’écoulement proche de la vitesse de convection, la force
acoustique moyenne est alors divisée par quatre. On représente alors
la force acoustique (fig. 7.22), la norme de la vitesse de l’écoulement
(fig. 7.23) et le champ de fraction massique (fig. 7.24) dans la suite.
On représente une coupe longitudinale (fig. 7.25) du champ de fraction
massique associée. On trouve alors une séparation S=2.5. On voit ici
qu’il est indispensable d’ajuster la puissance acoustique de la source
piezo-électrique telle que la vitesse moyenne de l’écoulement soit proche
de la vitesse de convection.

Figure 7.22 – Paramètre acoustique (Amoyen = 267.5, Le=55.5,Pr = 15, Ra =
105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Figure 7.23 – u (Amoyen = 267.5, Le=55.5,Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)
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Figure 7.24 – iso-C (Amoyen = 267.5, Le=55.5,Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε =
0.5)

Figure 7.25 – C = f(z) (Amoyen = 267.5,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 100000, ψ =
0.007, ε = 0.5)
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gradient de fraction massique m
hauteur de la cavité H
paramètre de séparation S=mB
Cas A constant S=1.83
Cas A variable 2D circulaire S=2.50 (7.24)

Table 7.13 – Paramètre de séparation S

L’écoulement principal et l’écoulement retour sont maintenant to-
talement différents du résultat analytique obtenu avec le paramètre
acoustique A constant.

On remarque que l’approximation faite pour le calcul de la solution
analytique n’est pas valable ( C = mz + f(y)). Par contre, on obtient
bien une séparation des constituants du mélange binaire.

7.3.2 Source carrée

On considère ensuite une source carrée dont les caractéristiques sont
résumées dans le tableau suivant. On présente le rayonnement acous-
tique de la source dans le plan (x = Lx/2). En comparant le rayonne-
ment de la source avec celui de la source circulaire de diamètre égal au
côté du carré, on voit que l’énergie acoustique est distribuée de façon
plus homogène. On va représenter le champ de fraction massique et le
champ de vitesse pour Amoyen = 1070 et Ra = 105.

géométrie de la source carrée
côté de la source 8.5mm
fréquence 2MHz
vitesse de vibration 0.1 m.s−1

Table 7.14 – Caractéristiques de la source carrée

La quantité d’énergie injectée est identique pour les deux sources
(carré fig. 7.28) et circulaire ( fig. 7.20). Dans le cas de la source carrée,
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Figure 7.26 – Paramètre acoustique Az(y, z) : source carrée 2D dans le plan de
coupe (x = Lx/2)

Figure 7.27 – u (A variable source carrée) tel que (Amoyen = 1070,
Le=55.5,Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

Figure 7.28 – iso-C, A variable source carrée (Amoyen = 1070, Le=55.5,Pr =
15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

la séparation est de S=1.79. On présente le champ de vitesse dans le cas
de la source carrée. On voit alors que la vitesse maximale est inférieure
à celle obtenue dans le cas de la source circulaire (facteur 4). La source
circulaire et la source carrée présentent une distribution spatiale de la
force acoustique différente. La moyenne est identique dans les deux cas
( circulaire fig. 7.18 et carré fig. 7.26) elle est égale à Amoyen = 1070.
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On peut donc mettre en évidence l’influence des différentes distribu-
tions spatiales de l’intensité acoustique au sein de la cavité. Dans le
cas de la source circulaire , les maximas d’intensité passent par une
valeur identique(Amax = 6300) ainsi que par 0 entre chaque maxima,
ce qui génère des variations abruptes. En revanche, dans le cas de la
source carrée, ces maximas d’intensité ne présentent pas des pics de
même amplitude ( fig. 7.26), la distribution ne passe pas par 0 entre
chaque maxima, l’énergie est répartie de façon plus homogène dans la
cavité, ceci amène à des vitesses locales moins importantes. Dans le
cas de la source circulaire, il est nécessaire de diviser la force acous-
tique par quatre pour retrouver une vitesse d’écoulement proche de
la vitesse de convection (fig. 7.22). Il existe une relation directe entre
vitesse d’écoulement induite et la force acoustique (donc la puissance
acoustique 4.9). Pour la source carrée on retrouve bien < u >' 0.2
pour Amoyen = 1070 alors que pour la source circulaire < u >' 0.2
pour Amoyen = 267.5.

7.4 Modèle A variable en 3D

7.4.1 Source circulaire

Les caractéristiques de la cavité et de la source sont indiquées dans
les tableaux suivants. Un exemple de maillage est représenté sur la
figure 7.29.

Un modèle de cavité parallélépipédique 3D plus réaliste incorporant
une source acoustique conduisant à A variable en 3D (fig. 7.30) est
considéré.
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Figure 7.29 – Maillage de la cavité parallélépipédique sous Comsol

paramètres valeurs
dimension de la cavité l*H*L 8.5*17*170mm
dimension du maillage importé lx*lx*lz 7.5*7.5*170mm
dimension de la cavité adimensionnée 0.5*1*10
Maillage sous Comsol 20 millions d’éléments quadrangles
Amax,3D 10 000
Amoyen,3D 1070

Table 7.15 – Caractéristiques de la cavité 3D et du rayonnement

Champ de vitesse et champ de fraction massique

On représente le rayonnement issu des différentes composantes du
paramètre acoustique A en annexe D.2.1. On voit bien que la compo-
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géométrie de la source circulaire
diamètre de la source 8.5mm
fréquence 2MHz
vitesse de vibration 0.1 m.s−1

discrétisation Nx*Ny*Nz 55*55*55

Table 7.16 – Caractéristiques de la source circulaire 3D

sante longitudinale Aac,z(x, y, z) est plus importante (facteur 7.7) par
rapport aux deux composantes transversales du paramètre acoustique
(Aac,x(x, y, z),Aac,y(x, y, z)). On présente la force acoustique adimen-
sionnelle A implémentée sous Comsol pour le calcul numérique sur la
figure (fig. 7.30). On s’assure de retrouver le profil de la force acous-
tique implémentée, ceci nous indique que l’importation des données est
correcte. Sur la figure 7.31, on représente le champ de fraction massique
dans le plan de coupe (x = Lx

2 ).
On trouve ici une séparation S = 1.85 (fig. 7.31), elle est identique

au modèle 3D avec A constant (S = 1.85). On cherche ensuite dans
quel plan il est plus avantageux de réaliser l’extraction d’un composant
du mélange binaire (partiellement) séparé. Pour cela, on va représenter
le champ de fraction massique dans différents plans de coupes.

Les plans de coupe y = [Ly10 ,
Ly
4 ,

Ly
2 ,

3Ly
4

9Ly
10 ] sont présentés sur la figure

7.33. On voit qu’il est nécessaire de réaliser l’extraction en bas à gauche
( et respectivement en haut à droite) de la cavité, afin de s’assurer de
prélever dans la zone spatiale des extremums de séparation.

L’écoulement associé à ce profil du champ de fraction massique va
être présenté dans la suite.

Le modèle 2D, A constant permet de retrouver le résultat analytique
(S=1.83), ce modèle est donc suffisant pour décrire le champ de frac-
tion massique avec un bon accord. Pour caractériser l’écoulement en re-
vanche, il est nécessaire de prendre en compte le paramètre acoustique
A variable en 3D, afin de pouvoir considérer la nature de l’écoulement
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Figure 7.30 – Paramètre acoustique A issu de la source circulaire 3D

et à la fois restituer un champ de fraction massique cohérent. Ainsi
le modèle 3D, A variable, permet à la fois une très bonne description
du champ de vitesse et du champ de fraction massique. Les différents
modèles étudiés sont résumés dans le tableau suivant (tableau. 7.17).
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Figure 7.31 – Iso-C (A = 1070, Le = 55.5, Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)
plan de coupe (x = Lx/2)

Les valeurs moyennes de la vitesse de l’écoulement < u > (dans le cas
A variable) sont comparées à la vitesse constante (du cas A constant).
Les maximums de la vitesse umax de l’écoulement sont également re-
levés dans les différents cas (tableau. 7.17). On relève également la
vitesse moyenne des recirculations < uretour > en haut < uretour,haut >

et en bas < uretour,bas > de la cavité. La vitesse moyenne des recircula-
tions est également comparée pour les différentes géométries de source
utilisées.

Une analyse des différents résultats présentés (tableau. 7.17) est dis-
cutée dans la suite. En considérant les modèles où la force acoustique
est constante (2D,3D), on trouve un très bon accord avec le calcul ana-
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Figure 7.32 – Iso-C : coupes longitudinales
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Figure 7.33 – Iso-C (A = 1070, Le = 55.5, Pr = 15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

A2D Avariablecirculaire,2D Avariablecirculaire,2D Avariablecarré,2D A3D Aariable,3D
Amax 1070 6300 1540 4200 1070 10 000
< A > 1070 1070 267.5 1070 1070 1070
S 1.83 0.80 2.50 1.79 1.85 1.85

< u > 0.200 0.874 0.218 0.156 0.200 0.222
umax 0.203 3.7 0.930 0.789 0.205 1.89

Table 7.17 – Synthèse des différents résultats obtenus selon la nature du faisceau
(2D,3D, homogène, variable)

lytique (2D). En revanche, lorsque la force acoustique varie, le profil
des recirculations est déformé et l’amplitude des recirculations fluctue
(A variable 2D : carré, circulaire). Dans le cas 3D, source circulaire, A
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vspace-2cm

Figure 7.34 – Représentation de la norme de la vitesse (A = 1070, Le = 55.5, Pr =
15, Ra = 105, ψ = 0.007, ε = 0.5)

variable est pris de telle sorte que Amoyen = 1070. Cette représentation
plus réaliste (fig. 7.32 ) nous amène à une vitesse d’écoulement 2 fois
plus faible que dans le cas 2D circulaire A variable (fig. 7.19). La vi-
tesse d’écoulement étant proportionnelle à la force acoustique, on a
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réalisé un modèle 2D A variable tel que Amoyen = 267.5 (fig. 7.21).
On retrouve alors une vitesse moyenne d’écoulement proche de la vi-
tesse de convection < u >= 0.203. D’un point de vue expérimental,
on a nécessairement une distribution A variable donc on doit tenir
compte des répartitions A variable source circulaire ou carrée. On voit
ainsi que la modélisation 3D est indispensable, dans le cas A variable,
afin de restituer un profil d’écoulement induit plus réaliste. On voit
alors que le modèle analytique C = mz + f(y) ne s’applique plus en
(x=Lx/2,y=Ly/2), le long de l’axe longitudinal. On à quand même
une séparation du fluide binaire (S = |Cdroite − Cgauche|)

7.4.2 Source carrée
Configuration multi-sources

On réalise maintenant la configuration multi-sources : 6 cellules
piezo-électriques carrée de coté 4mm , espacées de 2mm chacunes,
pour générer un écoulement monocellulaire ( A=325, Ra=10 000) de
fréquence f=15MHz. On représente le maillage de la cavité (fig. 7.35)
et le champ de fraction massique (fig. 7.36).

On trouve un facteur m (m=0.25 fig. 7.36) plus faible que dans le cas
A constant équivalent (m=0.30 fig. 7.17). On représente la vitesse lon-
gitudinale Vz associée au champ de fraction massique 7.37. Les vecteurs
vitesses (en rouge) permettent de visualiser le sens de circulation au
sein du mélange. On retrouve un écoulement principale monocellulaire.
Cette configuration multi-source avec une extension de la cavité dans
le sens de la profondeur permet d’augmenter le volume du mélange
binaire à séparer.
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Figure 7.35 – Maillage de la cavité parallélépipédique sous Comsol : configuration
multi-sources

Cette étude a permis de déterminer, pour un nombre de Rayleigh
qui est suffisamment élevé, une configuration permettant de réaliser
un dispositif expérimental. En dessous de Ra=7000, il devient com-
pliqué de loger une source acoustique (inférieure au millimètre) dans
la cavité. Au-dessous de Ra=100 000, la séparation diminue davan-
tage (inférieure à 0.18 sous Maple). On résume alors les différentes
configurations dont le paramètre acoustique (A) permet d’atteindre le
maximum local de séparation (S=mB) avec le diamètre de la source
ainsi que les dimensions de la cavité associées.
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Figure 7.36 – Iso-C (A=325,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 10000, ψ = 0.007, ε = 0.5)

paramètre configuration 1 configuration 2 configuration 3
hauteur de la cavité H 17mm 7.9mm 5.8mm
une source acoustique A=1070 A=325 A=175
Ra 100 000 10 000 4000
m 0.180 0.384 0.406
diamètre de la source 8.5mm 4mm 2.9 mm
fréquence 2MHz 15 MHz 20MHz
directivité kaT 70 100 100

Table 7.18 – Configuration permettant un équivalent expérimental
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Figure 7.37 – Vitesse longitudinale Vz (A=325,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 10000, ψ =
0.007, ε = 0.5)
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Conclusion et Perspectives

Ce mémoire porte sur l’étude de la séparation d’un fluide binaire
par thermodiffusion associée au mouvement du fluide généré par une
onde ultrasonore. Le premier objectif de ce travail était de prendre en
compte les caractéristiques de la source acoustique afin de réaliser un
calcul de l’écoulement induit par un faisceau d’ultrasons. La deuxième
partie de ce manuscrit présente l’application des résultats de ce tra-
vail préliminaire à l’étude de la séparation d’espèces. Dans les deux
premiers chapitres on présente les phénomènes physique mis en jeu,
ainsi qu’une synthèse bibliographique des travaux déjà réalisés sur la
séparation thermogravitationelle et sur l’acoustic streaming. Le cha-
pitre 3 décrit la méthode de calcul utilisée pour obtenir l’intensité
acoustique rayonnée par une source donnée, ainsi que la validation du
code numérique associé. On considère alors différentes configurations
de sources en champ proche et en champ lointain puis on étudie une
configuration expérimentale tirée d’une étude antérieure. Dans les cha-
pitres 4 et 5, des modélisations numériques (2D et 3D) ont permis de
valider l’écoulement induit (par Eckart Streaming), par comparaison
avec des résultats expérimentaux antérieurs. On a alors considéré une
cavité remplie d’eau et un écoulement isotherme. De cette comparai-
son, on déduit qu’il y a un bon accord en champ proche lorsque le
rayonnement acoustique calculé est importé sous COMSOL (code aux
éléments finis). En champ lointain, la formulation analytique du rayon-
nement est préférable. Les écoulements induits obtenus en 2D oscil-
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lent, ils présentent des instabilités non observées dans les expériences.
Ces instabilités ne sont pas retrouvées en 3D, l’écoulement établi est
stable. L’augmentation de la puissance acoustique accrôıt l’écart entre
les vitesses de l’écoulement obtenue numériquement et celles obtenues
expérimentalement.

Dans une seconde partie, le problème est étendu à une étude multi-
physique. On considère alors un fluide binaire, principalement le mélange
eau-éthanol (70% en masse d’eau), que l’on souhaite séparer par action
combinée d’un gradient thermique et d’une onde ultrasonore. Après
avoir explicité le cadre analytique (multiphysique), différentes configu-
rations permettant d’augmenter la séparation en présence d’un faisceau
acoustique ont été recherchées. On considère une cavité horizontale
placée dans le champ de pesanteur. On retient une configuration où la
cavité est chauffée par le haut et l’onde ultrasonore est appliquée sur
une partie de ses parois verticales. Cette nouvelle configuration a pour
objectif de découpler le gradient thermique (4T imposé) de la vitesse
du fluide induite par l’onde ultrasonore. Ceci n’est pas le cas dans les
cellules classiques de thermogravitation (T.G.C.) où le gradient ther-
mique induit à la fois la diffusion massique et la vitesse du fluide. Nous
avons cherché une solution analytique du problème pour des cellules de
grand rapport d’aspect en faisant l’hypothèse d’un écoulement de type
parallèle. Pour obtenir cette solution analytique, le logiciel de calcul
symbolique Maple a été utilisé. Cela nous a permis de déterminer quels
couples de paramètres de contrôle (A= paramètre acoustique, Ra=
nombre de Rayleigh) permettent d’optimiser la séparation du mélange
considéré (Le=55, Pr=15, ψ = 0.007). La configuration privilégiée
étant celle où la cavité est chauffée par le haut, elle permet de s’affran-
chir du Rayleigh critique d’apparition de la convection multicellulaire
et de considérer des hauteurs de cavités plus importantes. Une confi-
guration précise est établie, avec un nombre de Rayleigh thermique de
valeur Ra = 105 et un paramètre acoustique A = 1070. Les champs de
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vitesses et les champs de fraction massique du mélange binaire obtenus
analytiquement ont été retrouvés numériquement, avec un bon accord.
La prédiction des recirculations du champ de vitesses (dans certains
cas particuliers) a été également retrouvée numériquement (2D,3D).
Cette recirculation se traduit par une cellule principale au centre de la
cavité et deux cellules contrarotatives en haut et en bas de la cavité.
Le code acoustique a permis de considérer un écoulement plus réaliste
avec un paramètre acoustique A variable. Ce paramètre de contrôle
est d’abord associé au nombre de Rayleigh fixé (Ra = 105), sa valeur
(A = 1070) est déterminée afin d’optimiser la séparation (S=mBz) .
Une source piézoélectrique (f=2MHz, dT=8.5mm) est alors placée dans
la partie supérieure de la cavité. La source occupe exactement la moitié
supérieure de la cavité (ε = 0.5). Cette configuration est intéressante
car la plage de fréquence que nécessite une source de cette taille est
disponible dans le commerce. Une seconde configuration multi-source
est réalisée (Ra = 104, A = 325). La cavité est alors étendue dans
le sens de la profondeur. On voit qu’il est nécessaire d’utiliser un pa-
ramètre A variable dans une modélisation 3D afin de restituer un profil
d’écoulement ainsi qu’un champ de fraction massique plus réaliste. Le
modèle analytique C = mz + f(y) ne s’applique plus, cependant cette
approximation permet d’estimer l’ordre de grandeur de la séparation.
L’intérêt des configurations étudiées est qu’elles sont susceptibles de
présenter un équivalent expérimental (Ra = 104 ou Ra = 105). La hau-
teur de la cavité varie alors de 8 mm (Ra = 104) à 17 mm (Ra = 105).
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Les perspectives envisageables en prolongement direct de cette thèse
concernent 2 objectifs. Premièrement, la prise en compte des interac-
tions entre le fluide et les parois. En micro-fluidique, de nombreux cas
d’études nécessitent la prise en compte des interactions faisceau-paroi,
du point de vue numérique et expérimental. Deuxièmement, on pour-
rait considérer une étude avec une cavité agrandie dans le sens de la
profondeur. Dans ce cas, une configuration multi-sources plus impor-
tante devrait être considérée pour contrôler l’écoulement induit. Ainsi,
on pourrait réaliser un dispositif expérimental, avec une cellule suffi-
samment haute et suffisamment large avec une source acoustique sous
forme de multi-sources.
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Annexe A

Instabilité de Rayleigh-Bénard

Les progrès et les idées,
Pont de cent mille coudées
Que rien ne rompt,
Et sur tes sombres marées
Ces arches démesurées
Resplendiront 1 .

1. extrait du poème de Victor Hugo, Océan. Peinture réalisée par Rob Gonsalves, Bridging The
Seas With A Boat
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On appelle convection les mouvements de circulation présents au
sein des fluides. Henri Bénard montre expérimentalement la présence
d’une instabilité en convection naturelle dès 1900 [71]. Des cellules
de convection apparaissent spontanément dans un liquide quand on
lui applique une source de chaleur extérieure. L’intérêt des tourbillons
thermoconvectifs de Bénard s’est accru, dès qu’on s’est aperçu qu’on
pouvait expliquer par leurs mécanismes différents phénomènes natu-
rels [72], [73], [74]. Le premier physicien à poser un cadre théorique
pour caractériser cette instabilité en convection naturelle est Lord Ray-
leigh en 1916 [75]. Un paramètre adimensionnel permet de quantifier
le déclenchement de cette instabilité. Il s’exprime en fonction de la
température 4T , de l’accélération de la pesanteur g ainsi que des pro-
priétés du fluide, à savoir, la viscosité cinématique ν, la diffusivité
thermique α, ainsi que le coefficient d’expansion thermique βT . C’est le
nombre de Rayleigh. Ce dernier représente le rapport du terme moteur
(poussée d’Archimède) sur le terme dissipatif (viscosité et diffusivité).
On note le nombre de Rayleigh :

Ra = gβT4TH3

νa
(A.1)

À partir d’un certain seuil du gradient thermique, on observe la
transition entre le régime conductif et le régime convectif : il apparâıt
des rouleaux thermo-convectifs aussi appelés cellules de Bénard. On
observe la formation de rouleaux convectifs. La hauteur de la cavité
est notée h. Si ∇T ∧ g =0, Il existe un seuil de déclenchement de la
convection. Il est appelé nombre de Rayleigh critique. On peut alors
déterminer une valeur du Rayleigh qui correspond à la naissance de
l’instabilité thermoconvective A.1.

Une modélisation sous OpenFOAM permet de simuler numériquement
ces structures convectives. On considère une cavité parallélépipédique
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chauffée par le bas. On note B le rapport d’aspect de la cavité. Une
simulation complémentaire est effectuée sous le logiciel COMSOL où
l’on retrouve le même profil. On représente ici le champ de vitesse
pour une cavité chauffée par le bas de rapport d’aspect B=2. On note
k le nombre d’onde dans la cavité. C’est une grandeur inversément
proportionnelle à la longueur d’onde.

Figure A.1 – Représentation du champ de température et de vitesse de l’instabilité
de Rayleigh Bénard dans l’air : Ra=2300, 4T =20 K , B=2

Rayleigh [75] a montré que les mouvements de convection appa-
raissent dans la couche fluide lorsque le nombre de Rayleigh devient
supérieur à une valeur critiqueRac,0 = 27π4/4. En situation d’adhérence,
le calcul du nombre de Rayleigh critique a été effectué la première fois
par Pellew et Southwell [76]. Les études de stabilité linéaire permettent
de considérer l’évolution de perturbations du type fperturbation = f̂(y) =
eikx+σt. fperturbation est une perturbation arbitraire d’amplitude com-
plexe f̂ , de nombre d’onde k dans la direction x et de taux de crois-
sance σ. 2 Les auteurs trouvent Rac = 1707.778 et un nombre d’onde

2. On suppose que le problème présente une périodicité selon l’axe x. On peut alors définir un
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Figure A.2 – Simulation numérique Matlab : variation Ra=f(k) (bas)

kc = 3.11. Dans la simulation numérique réalisée sous Matlab, on ob-
serve que l’on retrouve la valeur la plus basse du nombre de Rayleigh
Rac = 1708 pour kc = 3.12. [77] Cela signifie que nous allons avoir
une valeur stable pour toutes les valeurs k où Ra < Rac. Lorsque le
nombre de Rayleigh est augmenté au-delà de sa valeur critique, une
convection stationnaire s’organise sous forme de rouleaux. Le Rayleigh
critique va dépendre de la géométrie de la cavité. Pour un rapport de
forme B=1 (cavité carrée) Rac = 2584.31, tandis que dans le cas d’une
cavité infinie Rac = 1707.21 [81].

vecteur d’onde k par k = 2π/Lx.
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Annexe B

Pression acoustique et directivité

B.1 Pression acoustique

On s’intéresse au champ de pression acoustique le long de l’axe du
transducteur en champ proche. On va effectuer un agrandissement de
la zone de champ très proche pour faire apparâıtre les maximas de
pression confinés entre z=0 et z=40mm et valider analytiquement les
résultats numériques.

β(z) =
√
z2 + (19λ)2 − z = n

2λ possède plusieurs solutions pour
z 6= 0. La pression est maximale chaque fois que β = n

2λ . On cherche
z tel que : zn = a2

nλ −
nλ
4 avec n entier. Les maximums sont localisés

pour des valeurs impaires de n. On calcule la position des premiers
maximas :

Pour n=1 (sin(πβλ ) = sin(π2 ) = 1) :

Paramètre Expression Valeur
Densité ρ0 1000 Kg/m3
Vitesse membrane 2MHz Vn(S) 0.1 m/s
Célérité c 1500 m/s

Table B.1 – Paramètres de la source circulaire (Moudjed)
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β(z) =
√
z2 + (19.33)2 − z = 0.375 , en z=280mm ( figure B.3 ) et

théoriquement z1 = 280mm (formule zn = a2

nλ −
nλ
4 )

Pour n=3 (sin(πβλ ) = sin(3π
2 ) = 1) : β(z) = 1.125 ,en z=93mm.

théoriquement z3 = 92.2mm.

Figure B.1 – Pression axiale en champ proche
Pour n=5 (sin(πβλ ) = sin(5π

2 ) = 1) : β(z) = 1.875 , en z=55mm.
théoriquement z5 = 55mm.
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Pour n=7 (sin(πβλ ) = sin(7π
2 ) = 1) : β(z) = 2.625 ,enz = 38mm.

théoriquement z7 = 38.6875mm
Pour n=9 (sin(πβλ ) = sin(9π

2 ) = 1) : β(z) = 3.375, enz = 29mm.
théoriquement z9 = 29.42mm

Pour n=11 (sin(πβλ ) = sin(11π
2 ) = 1) : β(z) = 4.125, enz = 23mm.

théoriquement z11 = 23mm

Figure B.2 – Pression axiale en champ très proche

Pour n=13 (sin(πβλ ) = sin(13π
2 ) = 1) : β(z) = 4.875, enz = 19mm.

théoriquement z13 = 19mm

171



Figure B.3 – Solution analytique des positions des maximas d’amplitude de la
pression acoustique : fonction β(z) =

√
z2 + (19λ)2 − z = n

2λ

Ainsi de suite pour toutes les valeurs de n impaires allant de 15
a 39, pour n = 41(sin(πβλ ) = sin(41π

2 ) = 1) : β(z) = 15.375 > a =
14.5mm , il n y a pas de solutions car β(z) est borné à son rayon
a=14.5mm pour z=0 et la fonction est strictement décroissante. Ces
20 solutions correspondent aux 20 maximas de pression qui existent
dans la configuration a = 19.3λ avec z 6= 0. Les figures B.1 et B.2
sont issus du code numérique et la figure B.3 est la représentation
analytique.

On superpose le modèle numérique (bleu) et analytique (vert) de la
distribution de la pression acoustique le long de l’axe du transducteur
sur la figure B.4. On voit que l’on retrouve un parfait accord entre
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résultats numériques et prévisions analytiques. Nous allons mainte-
nant nous intéresser à la directivité en champ lointain pour une source
circulaire.

B.2 Directivité

p̂a(r, θ, w) = ifρ0Vn(P )πa
2e−ikr

(2πr) D(θ)

D(θ) = J1(kasinθ)
(kasinθ) (B.1)
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Figure B.4 – Représentation fonction Bessel J1(kasinθ)

La directivité est déterminée par la valeur du produit (kaT ). Les fi-
gures B.4 et B.5 représentent l’influence du facteur (kaT ) sur le niveau
de directivité de la source. La figure B.5 permet d’illustrer le terme
de directivité D(θ) issus de l’équation B.1. Dans le second paragraphe
(configuration Moudjed), le facteur kaT = 120. Dans le troisième pa-
ragraphe on considère une source de 8.5mm et de fréquence f=2MHz,
on à donc un facteur kaT = 40.
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Figure B.5 – Représentation de la directivité D(θ)= J1(kasinθ)
(kasinθ)
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Annexe C

Atténuation acoustique, puissance
et non linéarité

C.1 Atténuation acoustique

α(w) = w2

2ρc3
0
(4
3µ+ ζ + c2κ2θT

C2
p

) (C.1)

On voit que le facteur d’ atténuation est proportionnel au carré
de la fréquence de l’onde acoustique. On montre ainsi que la dissipa-
tion visqueuse et thermique portée dans le terme ej(k+jα(w))z entrâıne
l’absorption du son par le milieu selon une loi e−α(w)z pour la pression
acoustique et e−2α(w)z pour la force acoustique. On voit selon différentes
fréquences , l’évolution du facteur d’atténuation acoustique :

paramètres 1,5Mhz, eau 5Mhz, eau 2MHz, eau
viscosité dynamique 4

3µ 1.33*10−3 1.33*10−3 1.33*10−3

viscosité volumique (ou cinématique) ζ = 1, 007 ∗ 10−6 ζ = 1, 007 ∗ 10−6 ζ = 1, 007 ∗ 10−6

Terme des effets thermiquesελ négligé négligé négligé
Facteur w2

2ρc30
13.14 146 23.37

coefficient d’atténuation acoustique α 0.017 0.19 0.031 < a < 0.1

Table C.1 – Calcul du coefficient d’atténuation acoustique
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C.2 Puissance acoustique

Champ proche On calcule de manière analytique en champ proche :

Pac = 2π ∫Rac0 I(r)rdr = πR2
acImoy

On souhaite fixer une puissance tel que P=1.4W avec Rac = 14.5mm :

Imoy = Pac
πR2

ac

On obtient alors une intensité acoustique moyenne calculée avec la
méthode des trapèzes : Imoy = 2.12 ∗ 103[W/m2]. On a alors une inten-
sité dont les maximas sont de l’ordre de Imax = 4.22 ∗ 103[W/m2]. Ce
calcul permet d’établir un ordre de grandeur de l’intensité acoustique.
On réalise un ajustement numérique pour faire correspondre l’intensité
à la puissance que l’on souhaite.

Expérimental Intégration de Iac COMSOL [W/m2] Imax facmax
P=1.4W 2120 4.22*103 0.56
P=2.8W 4240 8.5*103 1.12
P=4.2W 6360 1.26*104 1.125

Table C.2 – Prédiction Puissance acoustique en champ proche

Expérimental Numérique ajustement(Moudjed) fmax facmax,ajusté
P=1.4W P= 0.9W 0.56 0.36
P=2.8W P=1.7W 1.12 0.68
P=4.2W P=3.3W 1.125 0.88

Table C.3 – Ajustement Puissance acoustique en champ proche
[96] 1 Il existe un facteur entre le résultat analytique par intégration

du champ d’intensité acoustique et la mesure de la puissance acoustique
avec un hydrophone [96] en champ proche. Le modèle champ proche
permet d’estimer l’ordre de grandeur de la puissance selon la pression
tandis que le modèle champ lointain nous donne une valeur exacte.

1. P = IS = πImoyenRac
2 = 1.4W lorsque Imoy = 2.12 ∗ 103[W/m2]
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Champ lointain En champ lointain, on a une valeur exacte de la puis-
sance acoustique :

Pac = πa2pac2
max

8ρc

solution exacte valable en champ lointain en z = Lf . 2 . En champ
lointain , les puissances acoustiques sont assez cohérentes. La pression
est divisée par 1.88 quand la puissance est 3.53 fois plus faible (passage
de P=4.95W à P=1.4W).

exp. pression acoustique pmax vacmax(m/s) Imax = 0.5 ∗ p ∗ v facmax(N/m3)
P=1.4W 159 574 Pa 0.1 7.5*103 1.13
P=2.8W 225 671 Pa 0.15 1.5*104 2.25
P=4.2W 276 390 Pa 0.18 2.2*104 3.31

Table C.4 – Puissance acoustique en champ lointain

Expérimental Numérique ajustement(Moudjed) fmax facmax
P=1.4W P=1.24W 1.13 1.00
P=2.8W P=2.92W 2.25 2.34

Table C.5 – Puissance acoustique en champ lointain : ajustements
Moudjed a adapté les valeurs numériques de la puissance en champ

proche (P=0.9W, P=1.7W , P=3.3W) pour respectivement (P=1.4W,
P=2.8W, P=4.2W) et en champ lointain (P=1.24W pour P=1.4W).
Ici, on conserve la puissance acoustique du modèle expérimental (P=1.4W,
facmax = 1.13N/m3) , (P=2.8W, facmax = 2.25N/m3) et (P=4.2W,
facmax = 3.31N/m3). L’atténuation acoustique de la force acoustique à
la zone de Fresnel (e−2α(w)zf = 94.4%) est prise en compte. On prendra
finalement (P=1.4W, facmax = 1N/m3) , (P=2.8W, facmax = 2N/m3)
et (P=4.2W, facmax = 3N/m3). En champ lointain, on exprime la

2. Pac = 3.14(14.5 ∗ 0.001)2(300000)2/(8 ∗ 1000 ∗ 1500) = 4.95.
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pression et la force acoustique [169] :

pac(x, y, z) = ρcVn(S)e−(α(w))R

Rλ
sinc(kax

R
)sinc(kay

R
) (C.2)

fac(x, y, z) = α(w)ρcVn(S)2e−2(α(w))R

R2λ2 sinc(kax
R

)sinc(kay
R

) (C.3)

C.3 Influence de la non-linéarité

On note c0 la célérité du son pour un liquide linéaire. Pour l’eau
c0 = 1480m.s−1. On calcule alors pour une fréquence de f=2MHz, on
trouve ω0 = 12.56 ∗ 106. On obtient k0 = 8486. On estime alors le
coefficient de Mach de l’ordre de M = 1.35 ∗ 10−4 pour une vitesse
acoustique de 0.2m.s−1. On a (BA=5) dans le cas de l’eau, le coefficient
β = 3.5 ( respectivement B

A=7.5 ; 10.5 dans le cas de l’éthanol donc
β = 6.25) . On peut donc réaliser une estimation de la valeur de

LD = 1
8486 ∗ 3.5 ∗ 6.1.35 ∗ 10−4 = 0.249. (C.4)

Ce qui nous amène au calcul du nombre de Goldberg :

G = 1
0.1 ∗ 0.249 = 40 (C.5)

On voit que le coefficientG >> 1 dans le cas d’une vitesse de 10 cm.s−1.
Donc les effets non linéaires prédominent. Dans notre étude, en fluide
binaire (αac = 0.08), on obtient également, pour les mélanges eau-
éthanol, un nombre de Goldberg supérieur au critère de Felon (G = 28)
mais inférieur au cas isotherme.
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Annexe D

Force acoustique adimensionnée

D.1 Source carrée
taille source (mm) f P zf D volume code acoustique (mm)

8.5*8.5 2MHz 50mW 48mm (ka=35) lx*ly*lz=8.5*8.5*170

Figure D.1 – Source carrée : force acoustique
La moyenne surfacique de A est calculée par la méthode des trapèzes 1.

1. pour la source circulaire le A moyen correspond à 12.5% du A maximale et 17% pour la source
carrée
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On considère le mélange eau-éthanol de Moses chauffé par le haut
avec le couple (Ra=105, A=1070, ε = 0.5). On a alors une cavité de
taille (Lx*Ly*Lz) tel que (8.5*17*170mm) . On va voir l’influence de
la géométrie de la source sur la distribution spatiale de la force acous-
tique adimensionnelle A. On exprime le coefficient d’atténuation selon
les propriétés du fluide (µ, ρ0, c0, k). On considère une vitesse de vibra-
tion V n(S) = 0.1m/s.

mélange coefficient d’atténuation fréquence f=2MHz
eau-éthanol 70/30 α(f) = 2 ∗ 10−14f 2(Hz) 0.08

On estime à 15% l’erreur engendrée par le champ de vitesse lors
de l’importation du paramètre A variable dans notre modèle 2D. On
réalise une configuration avec une source circulaire de 8.5mm de diamètre
d et de fréquence f=2MHz.

D.2 Source circulaire

code acoustique

La source occupe la partie supérieure de la cavité. On fixe une puis-
sance acoustique P=30 mW. 2 On note la directivité D. B.5

2. On peut aussi représenter cette contrainte sur la valeur de A de la manière suivante :

Aacmax = facmaxh
3

ρ0k2 = 491300facmax = 8560

On cherche un A moyen de l’ordre de 1070, on pose facmax = 0.0174N/m3 car A moyen =
12.5 % de A maximale pour la configuration source circulaire. Pour une puissance P=1.4W et
une fréquence f=2MHz une source de diamètre d=30mm possède facmax = 1N/m3 . Ici pour la
même fréquence f=2MHz, la source est 3.4 fois plus petite donc la puissance doit être 11.6 fois
plus élevée (la pression doit donc être 3.4 fois plus élevée pour compenser la taille réduite de la
source) pour présenter le même facmax = 1N/m3. Ici une source de 8.5mm de Puissance 16.3W
engendre une force acoustique maximale de facmax = 1N/m3. Donc, pour P=28.3mW, on trouve
facmax = 0.0174N/m3 ; Ce calcul de puissance ne prend pas en compte les pertes.
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d P zf D volume code acoustique (mm)
8.5mm 30mW 24mm (ka=35) lx*ly*lz=8.5*8.5*170

On explore la zone de champ proche et de champ lointain comme la
longueur de la cavité est 7 fois supérieure à la longueur de Fresnel.
On va représenter la valeur absolue de la force acoustique adimension-
nelle A. La moyenne surfacique de A est calculée par la méthode des
trapèzes sous Matlab :

Amean = ∫Nz=110
Nz=1

∫Ny=110
Ny=1 A(y, z)dydz

( 1
109

) ( 1
109

)
= 1070

Figure D.2 – Source circulaire : force acoustique
On note (lx, ly, lz) les dimensions du code acoustique et (Lx, Ly, Lz)

les dimensions de la cavité. L’étalement de la source est réduit à son
diamètre (ka = 70). En 2D (ly = 8.5mm, lz = 170mm) dans la ca-
vité (Ly = 17mm,Lz = 170mm). On discrétise (ly, lz) selon (Ny =
110, Nz = 110) en 2D. La distribution spatiale de la force acoustique
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présente une série de pics en zone de champ très proche (jusqu’à la
zone de Fresnel zf = 24mm) qui occupe un septième de la longueur
Lz=170mm, c’est-à-dire pour Nz qui varie de 0 à 15 (1/7 de Nz qui
varie de 0 à 110). Ces pics présentent un maximum identique pour la
source circulaire. Le nombre de maximas dans cette zone dépend de
la relation entre le rayon de la source a=8.5mm et la longueur d’onde
λ = 0.75mm. On a ici a=11λ qui correspond à 11 maximas en zone
de champ proche (comportement similaire à B.3). Notre discrétisation
inclut trois maximas sur les 11 de la zone de champ proche. On réalise
ici une approximation en zone de champ proche sur le nombre de maxi-
mas. Le rayonnement acoustique issu de la source circulaire illustré ici
a été injecté dans la cavité rectangulaire (2D). La même source (circu-
laire) va être représentée en trois dimensions pour le cas de la cavité
parallélépipédique. On représente alors les différentes composantes de
la force acoustique adimensionnel.

Ensuite on à la zone de champ lointain qui se traduit par une ex-
ponentielle décroissante. Cette zone se situe pour Nz qui varie de 16
à 110 et occupe donc la majeur partie de la surface du rayonnement
acoustique. On implémente uniquement la composante Aacz(y, z) sur la
partie supérieure tel que ε = 0.5. On représente A une fois implémentée
sous COMSOL. On cherche ainsi à s’assurer qu’elle correspond spa-
tialement et numériquement au modèle issus du code acoustique E.4
visualisé précédemment. 3.

L’objectif est d’estimer les paramètres adéquats (taille de la source,
fréquence, puissance) afin de réaliser une configuration pouvant maxi-
miser la séparation.

On représente la géométrie dans laquelle on réalise les plans de
coupe du rayonnement acoustique dans la suite. On va ainsi réaliser

3. On implémente en adimensionnel dans la cavité (Ly∗ = 1,Lz∗ = 10) le faisceau acoustique
sur (ly∗ = [0.5, 1] et lz∗ = [0, 10]). On trace le profil obtenu sous COMSOL et les valeurs de la
force acoustique A. On réalise également l’intégrale de A sur le domaine afin de retrouver la valeur
moyenne sous COMSOL.
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Figure D.3 – Schéma de configuration (3D)
des coupes en (x = Lx/2, y = Ly/2, z = Lz/2) ainsi qu’au niveau de
la source acoustique (Nz = 1).

tout en permettant de travailler avec des cavités de dimensions mil-
limétriques ( Rayleigh de l’ordre de 1000).

185



D.2.1 Force acoustique adimensionnelle

Figure D.4 – Composantes longitudinale Aac,z(x, y, z))
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Figure D.5 – Composantes Aac,x(x, y, z)),Aac,y(x, y, z) , Aac,z(x, y, z)
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Annexe E

Étude de fluides binaires

E.1 Fluide binaire : eau -éthanol

Pour C0=(0.50 ;0.6088), les nombres adimensionnés sont calculés 1

à partir des valeurs de Lapeyra et al. [182],Platten et al. [54], [53],
Moses [43], Königer et al. [185].On prend en compte la variation de la
célérité des ondes dans le milieu [186], [190].

La valeur ψ = 0.007 est obtenue par approximation linéaire (référence
7) selon [183]. Le facteur de séparation ψ traduit physiquement la
présence d’un gradient de concentration induit par effet Soret. On a
ψ qui varie sur un intervalle important incluant 0 pour les mélanges
eau-éthanol. Pour ce mélange, on considère Pr=17 et Le=50 d’après
[184]. On prendra les valeurs (Pr=15, Le=55.5, ψ=0.007) [43]. Dans
le mélange eau-éthanol [34], [35], [36], non seulement le coefficient de
Soret change de signe mais la pente varie aussi avec la fraction mo-

1. Pour les calculs des Rayleigh, Lewis et Prandtl, on prendra une diffusivité thermique
a = 10−7m2.s−1. Les nombres de Rayleigh thermiques sont calculés précisément pour les cas
(C0=0.50 ;0.6088) et on réalise une estimation pour (C0=0.704 ;0.74 ;0.92) en fixant (Ra = 20 ∗
h3∆T ,Ra = 15 ∗h3∆T ,Ra = h3∆T ). On estime que l’évolution de la dilatation thermique βT et de
la viscosité cinématique ν sont linéaires pour de petites variations de concentration en eau (accord
à 95% [182]). On considère que le coefficient de dilatation thermique diminue de 12% et la viscosité
cinématique augmente de 16% lorsque la concentration en eau augmente de 20%. Ces estimations
sont basées sur le passage eau-éthanol C0(eau) =0.5 à 0.6. On estime donc pour C0=0.704 que
βT = 0.68 ∗ 10−3K−1 et ν = 3.152 ∗ 10−6m2.s−1
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laire [37]. Notons aussi un comportement tout à fait spectaculaire
pour ce système : la fraction molaire de changement de signe est
indépendante de la température moyenne dans le système [34]. Ces
comportements sont étudiés par Crocollo [38].

C0(eau) 0.50 0.6088 unité
dilatation thermique βT 0.885 [182] 0.786 [53] 10−3K−1

viscosité cinématique ν( ouζ) 2.34 2.716 [53] 10−6m2.s−1

viscosité dynamique µ 2.134 [182]/2.479 [190] 2.225 [190]/2.54 10−3 Kg.m−1s−2

diffusivité thermique a( ou k) 0.85 [189] 0.8771 [189] 10−7m2.s−1

conductivité thermique λ 0.350 [189] 0.337 [189] W.m−1.K−1

densité du mélange ρ0 910.085 [182] 934 [54]/935.17 [53] Kg.m−3

diffusion massique isotherme D 3.62 [185]/6.2 [188] 4.32 [54]/3.82 [185]/6.1 [188] 10−10m2.s−1

dilatation volumétriqueβc -0.245 [182] -0.212 [54] [53] K−1

coefficient de thermodiffusion DT 1.77 [182] 1.75 [182]/1.37 [54] 10−12m2.s−1.K−1

vitesse particules fluides V max
a 390 [54] 239 [54] 10−6m.s−1

Table E.1 – Fluide binaire eau-éthanol

C0 (eau) C0=0.50 C0=0.6088 C0=0.704 [43] C0=0.74 [43] C0=0.92 [43]
Ra = gβT4Th3

νa
37.15h3(mm)∆T Ra = 28.3h3∆T Ra = 20h3∆T Ra = 15h3∆T Ra = h3∆T

Le = a
D

276(calc) 55.5 [43]/231(calc) 55.5 83 100/131/126.5
Pr = Cpµ

λ
= ν

a
23.4(calc) 15 [43]/27.1(calc) 15 18 10.5/9.28/8.929

ψ +0.338(calc. ) +0.1 [43]/+0.211 [54] 0.007 -0.058 -0.24/-0.282/-0.253

Table E.2 – Fluide binaire eau-éthanol : variables adimensionnées
On note le rapport de fraction massique eau sur éthanol de la

manière suivante i/j. Ainsi un mélange eau-éthanol de type 60/40 cor-
respond à 60% d’eau (i) et 40% d’éthanol (j). Cette convention sera
utilisée dans la suite pour les différents mélanges. Le terme de gauche
(i) étant toujours la fraction massique de l’eau. Le terme de droite
correspond à l’éthanol ou à l’isopropanol selon le cas étudié.
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E.2 Fluide binaire : eau -isopropanol

C0(eau) 0.5832 [44] 0.9 [44] unité
dilatation thermique volumétriqueβT 0.757 0.32/0.33 [187] 10−3K−1

viscosité cinématique ν( ouζ) 4 1.61 10−6m2.s−1

viscosité dynamique µ 1.57 1.57/1.41 [187] 10−3Kg.m−1s−2

diffusivité thermique a( ou k) 1.01 1.22 10−7m2.s−1

conductivité thermique λ 0.328 0.525 W.m−1.K−1

densité du mélange ρ0 982.5 980.89 [187] Kg.m−3

chaleur spécifique du mélange Cp 3.5 4.4 103J.Kg−1.K−1

diffusion massique isotherme D 10 10/6.55 [187]/6 [188] 10−10m2.s−1

dilatation massique volumétriqueβc -0.231 -0.1287/-0.1437 [187] K−1

coefficient de thermodiffusion DT 10 -4.59 [187] 10−12m2.s−1.K−1

Table E.3 – Fluide binaire : eau-isopropanol

nombre formule 58-42 80-20 90-10
concentration (eau) C0 C0=0.58 C0=0.80 C0=0.90
Rayleigh thermique Ra = gβT4Th3

νa
18.56h3(mm)∆T 16h3(mm)∆T Ra = 15.78h3(mm)∆T

Lewis Le = a
D

100 [43]/101(calc) 115 [43] 125 [43]/122
Prandtl Pr = Cpµ

λ
= ν

a
40 [43]/39.6(calc) 20 [43] 13.2 [43]/13.19

psi ψ = − βc

βT

DT

D
c0(1− c0) 0.38 [43]/0.74(calc) -0.13 [43] -0.435 [43]/-0.361

Table E.4 – Fluide binaire eau-isopropanol : variables adimensionnées

On utilise les valeurs 2 de Lhost [44] ainsi que Lhost et Platten [43].

2. Les nombres de Rayleigh thermiques sont calculés précisément pour les cas (C0=0.58 ;0.90)
et on réalise une estimation pour (C0=0.80) en fixant (Ra = 16 ∗ h3∆T )
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E.3 Paramètres de contrôle : cas chauffé par le
bas

E.3.1 Mélange eau-éthanol (Platten)

A partir de 6.14, 6.15, 6.16, on établit une expression de m tel que
m = f(A,ψ, ε, Le, Pr, Ra). Toutes les configurations sont représentées
pour ε = 0.5. On a ici une seule solution m[1]. Ici A=0 maximise la
séparation. On cherche les couples de valeurs (A,Ra) qui optimisent le
coefficient m 6.3 pour un couple de valeurs (Le, Pr, ψ, ε) fixé.

Figure E.1 – Étude du facteur m dans le cas 50/50 (gauche) et 60/40 (droite)
m=f(Le=276,Pr = 23.4,ψ = 0.338) cf. gauche et m=f(Le=231,Pr = 27.1,ψ = 0.211
cf. droite
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E.3.2 Mélange eau-éthanol (Moses)

Le paramètre A qui maximise m est constant quand le nombre de
Rayleigh (Ra) augmente pour une plage de données Ra=[ 1,300]. Pour
une concentration en eau C0 = 0.60 et C0 = 0.704, on a pris les valeurs
de Moses et Steinberg [43] (T=25 degrés).

Figure E.2 – Étude du facteur m dans le cas 60/40 (gauche) et 70/30 (droite)
m=f(Le=55.5,Pr = 15 ,ψ = 0.1 (cf gauche)),m=f(Le=55.5,Pr = 15 ,ψ = 0.007 (cf
droite))

E.3.3 Mélange eau-éthanol (Fineberg et Laporta)

Le paramètre A qui maximise m crôıt lentement quand le Rayleigh
augmente entre 1 et 1000. Cela rend cette configuration intéressante.
Pour C0=0.74, on prend les valeurs de Fineberg et al. avec (Pr=18,Le=83
,ψ=-0.058) [43] (T=31 degrés). Pour C0 = 0.92, on prend les valeurs
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de La Porta et al. avec (Pr=10.5,Le=100 ,ψ=-0.24) [43] (T=26 degrés)
et Touiri et al. [43] (T=25 degrés) avec (Pr=9.28,Le=131 ,ψ=-0.282)
ainsi que Kolodner [43] (T=27.82 degrés) avec (Pr=8.929,Le=126.5
,ψ=-0.253). Ces trois différents couples donnent le même comporte-
ment d’évolution de m en fonction du couple (A,Ra). On représente ici
les valeurs de La Porta avec (Pr=10.5,Le=100 ,ψ=-0.24).

Figure E.3 – Étude du facteur m dans le cas 74/26 (gauche) et 92/8 (droite)
m=f(Le=83,Pr = 18 ,ψ = −0.058 (cf gauche, Fineberg),m=f(Le=100,Pr = 10 ,ψ =
−0.24 (cf droite, Laporta)

E.3.4 Mélange eau-isopropanol

On cherche pour un nombre de Rayleigh Ra fixé, les valeurs de A
permettant d’atteindre le maximum de m (correspondant au paramètre
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Figure E.4 – Étude du facteur m dans le cas eau-isopropanol mélange 58/42
(haut gauche) m=f(Le=83,Pr = 40 ,ψ = 0.38), mélange 80/20 (haut droit)
m=f(Le=115,Pr = 20 ,ψ = −0.13), et mélange 90/10 m=f(Le=125,Pr = 13.2
,ψ = −0.435)(bas)
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de séparation S=mB, B étant le rapport d’aspect de la cavité). On a
donc cherché les couples (A,Ra) en variant les paramètres (Le,Pr,ψ)
sous Maple. On a utilisé les valeurs de : Platten en C0 = 0.5, C0 = 0.6 ;
Moses et Steinberg (1986) en C0 = 0.6, C0 = 0.70 ; Fineberg en C0 =
0.74 et LaPorta et al. en C0 = 0.9. Pour certains mélanges, le maximum
de séparation est réalisé en absence de faisceau E.1 acoustique. 3 Parmi
les différents mélanges et les différentes proportions, on voit qu’une
faible variation d’un seul des paramètres adimensionnels (Le, ψ) va
avoir une profonde influence sur la variation de m selon le couple de
valeurs (A,Ra). Les mélanges tels que le nombre de Lewis Le > 200 et le
facteur de séparation ψ > 0.2 maximisent m lorsque A=0 (annexe E.1),
c’est la première tendance. Lorsque Le > 80 et ψ < 0, alors on a des
couples de valeurs (A,Ra) qui augmentent tous deux pour maximiser
m (annexe E.3,E.4) c’est la seconde tendance (Le = [80 − 125], ψ =
[−0.435 − (−0.058)]. Lorsque Le = 100 et ψ = 0.38, le maximum m
est obtenu pour un seul nombre Rayleigh et différentes valeurs de A
possibles E.4. On voit que l’on tend à se rapprocher de la première
tendance. Si on considère Le < 80 et ψ > 0, le paramètre acoustique
A augmente quand le nombre de Rayleigh Ra diminue E.2 afin de
maximiser m. Le nombre de Prantl varie entre Pr = [10− 40] dans les
différents modèles. Il contribue également à influer sur les variations
de m selon (A,Ra). Plus le nombre de Prandtl est élevé et plus les
valeurs du nombre de Rayleigh qui maximisent m se resserrent autour
d’une seule valeur, elle-même associée à différentes valeurs de A (si on
considère Le et ψ fixé). Cette observation est issue des figures 50/50
Platten (Pr=23.4) et 58/42 eau-isopropanol (Pr=40)). On recherche
une configuration où la présence du faisceau acoustique A améliore la
séparation. On se place dans le cas des nombres de Lewis inférieurs à
200 et de facteurs de séparation ψ < 0.2.

3. Cas mélange eau-éthanol 50/50 et 60/40 Platten : c’est lorsque A=0 que le facteur m est
maximal.
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E.4 Configurations optimales chauffées par le bas

E.4.1 Mélange eau-éthanol (Moses)

Figure E.5 – Cas Moses et Steinberg (60/40) m=f(A, Ra), m=f(A,Le=55.5,Pr = 15,
ψ = 0.1)

On note A la valeur moyenne du faisceau acoustique qui maximise
la séparation. Pour un faible nombre de Rayleigh (ici Ra=185), on a
fait varier le paramètre ε afin d’observer l’influence de l’épaisseur de
la source sur la séparation. La séparation est maximale en ε = 0.2 et
ε = 0.8 pour A > 50 dans le modèle Moses et Steinberg C0 = 0.6.

Comme l’on travaille avec des cavités millimétriques, le cas ε = 0.8
est intéressant pour placer une source piézo-électrique dans la cavité
(même s’il nécessite un facteur A plus important que le modèle si-
milaire avec ε = 0.5). On retiendra cette configuration dans la suite
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des simulations numériques. On a donc une source de 1.5mm de hau-
teur. On a retenu le couple (A=60, Ra=185) qui maximise m tel que
m=0.418. On voit pour ce modèle que lorsque le Rayleigh augmente, le
paramètre acoustique A qui maximise m décrôıt rapidement. On retient
la configuration (Ra=185, A=60, ε = 0.8, m=0.418) qui correspond à
une hauteur de cavité h=1.875 mm.

E.4.2 Mélange eau-éthanol (Moses)

Dans ce modèle, le paramètre A qui maximise m décrôıt lente-
ment lorsque le nombre de Rayleigh Ra augmente. Ce phénomène de
décroissance du paramètre A est beaucoup plus rapide pour les autres
configurations. On représente l’évolution de m selon (A,Ra) avec le
Rayleigh qui varie de 1 à 4000. Les couples de valeurs relevés sont
établis dans le tableau suivant.

nombre de Rayleigh paramètre acoustique A ε m
1000 80 0.5 0.41
1000 120 0.8 0.41
2000 38 0.5 0.41
2000 95 0.8 0.41
3000 14 0.5 0.41
3000 55 0.8 0.41

Table E.5 – Couples de valeurs (A,Ra) : mélange 2

D’après l’estimation réalisée (E.1 Ra = 20h3(mm)∆T ), cela nous
amène à une hauteur de cavité h=4.5mm lorsque Ra=2000. Le profil
retrouvé est semblable aux mélanges précédents, où le Rayleigh varie
de 1 à 200, ici le phénomène est étendu sur une plus vaste plage de
valeurs du nombre de Rayleigh. On retient cette configuration (60/40
Moses) qui permet d’envisager la présence d’une source acoustique.
Une recherche sur l’influence de la largeur du faisceau ε qui maximise
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Figure E.6 – Cas Moses et Steinberg (70/30) m=f(A, Ra), m=f(A,Le=55.5,Pr = 15,
ψ = 0.007)

m, pour Ra fixé, est effectuée. La séparation est maximale pour ε = 0.2
et ε = 0.8 pour A > 100.

Pour ε < 0.5 : Pour un Rayleigh fixé, la diminution de la largeur du
faisceau ε doit s’accompagner d’une augmentation de la valeur acous-
tique A pour conserver un facteur de séparation m maximale (ici tel
que m=0.41). Ce phénomène présente une symétrie en ε = 0.5

Pour ε > 0.5 : Pour un Rayleigh fixé, l’augmentation de la lar-
geur du faisceau ε doit s’accompagner d’une augmentation de la valeur
acoustique A pour conserver un facteur de séparation m maximale (ici
tel que m=0.41).

On retient la configuration (Ra=2000,A=95,ε = 0.8, m=0.42) qui
correspond à une hauteur h=4.5mm. On a donc une source acous-
tique de 3.6mm de hauteur. On a une configuration où la taille de la
source est plus de deux fois supérieure à la configuration précédente
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(Moses 60/40). Entre les deux modèles, seul le facteur de séparation ψ a
changé. Cela nous permet d’évaluer la sensibilité du modèle aux condi-
tions initiales. Néanmoins, une contrainte est à prendre en compte, au-
delà d’un certain nombre de Rayleigh (Ra=1708, en fluide pur), une in-
stabilité thermo-convective se met en place, celle-ci crée un écoulement
multicellulaire qui ne permet pas la séparation.

E.4.3 Mélange eau-éthanol (Fineberg)

On cherche des configurations où l’on augmente le Rayleigh jus-
qu’à 1708. Au-delà on est en régime turbulent (car ψ très proche de
0). Pour un Rayleigh supérieur à 1708, on sera alors dans la même
problématique que le modèle eau-éthanol 70/30 de Moses et Stein-
berg. On relève plusieurs couples de valeurs qui maximisent m (cas
74/26 ) :

Ra epsilon A m
1000 0.5 280 0.38
1500 0.5 366 0.36
1708 0.5 390 0.35

Table E.6 – Configurations qui maximisent m (chauffées en bas)
On retient la configuration (Ra=1708,ε=0.5,m=0.38) qui maximise

m pour A=390. On utilisera cette configuration dans la suite, lors du
calcul du profil de vitesse. On va maintenant voir la configuration eau-
éthanol 74/26.

On a exploré trois tendances d’évolution du couple (A,Ra) pour les
mélanges eau-éthanol. Premièrement A=0 maximise m pour de faibles
Rayleigh (Ra < 50) (Platen). Deuxièmement, A diminue lorsque Ra
augmente pour conserver m=0.42. (Moses). Troisièmement, A aug-
mente lorsque Ra crôıt (Fineberg, Porta et al.). Les configurations
telles que ψ < 0 nécessitent un paramètre acoustique plus important
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pour réaliser une séparation maximale du fluide binaire. On voit ici
l’influence du facteur de séparation sur le paramètre acoustique A.
Les mélanges eau-éthanol 92/8 et eau-isopropanol (80/20 et 90/10)
présentent le même comportement que le mélange eau-éthanol 74/26
(Fineberg). De même pour le mélange eau-isopropanol 58/42 et eau-
éthanol 50/50 et 60/40 de Platen.

E.5 Prédiction Maple : champ de vitesse

A partir de l’hypothèse de l’écoulement Parallèle sous Maple, le
logiciel symbolique nous donne les champs de vitesses issus de la simu-
lation. On établit l’expression de la vitesse u1 dans la partie (0,ε) :

u1(y) = −Raφmy
3

6 + y2C

2Pr
+By

On établit l’expression de la vitesse u2 dans la partie (1-ε,1) :

u2(y) = −Raφmy
3

6 + y2

2Pr
(−A+ C) + C3y + C4

On applique ensuite les conditions aux limites et la continuité de la
vitesse en y= 1-ε. On utilise la conservation du débit sur l’ensemble
de la couche : le débit massique est nul à travers toute section droite
verticale y de la cavité : ∫

0

1udy = 0

On écrit alors la vitesse selon :

u1(y) = − 1
12Pr

y(2Raφmy2Pr − 3RaφmyPr − 18yAε2 + 12yAε3

+12Aε2 − 12Aε3 +RaφmPr)
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u2(y) = − 1
12Pr

(y − 1)(2Raφmy2Pr + 12yAε3 + 6yA

−yRaφmPr − 18yAε2 − 6Aε3 − 6A+ 12Aε)

Le profil de la vitesse obtenu est valable dans les cas chauffés par
le bas et par le haut. Le signe du couple (Ra,ψ,m) va directement
influencer le profil de l’écoulement. En effet, les termes (−Raφm) en
y3 ; (−A + Raφm) en y2 et (−Raφm) en y sont prépondérants par
rapport aux autres termes proportionnels à ε et ε2 et ε3. De même, les
termes en y2 et y3 sont petits devant le terme en y car y est compris
entre 0 et 1.

On va représenter le profil des vitesses pour quatre configurations
pré-établies dans le chapitre 7 à partir de la Modélisation Maple. On
détermine sous Maple le profil du champ de vitesse et on va confronter
la prédiction au résultat numérique COMSOL.

E.5.1 Chauffé par le bas

Calcul analytique

Nous allons explorer les deux cas de figures ψ négatif et ψ posi-
tif. Le modèle de Fineberg et al. 74%-26%. eau-éthanol ψ < 0 est
le premier choisit ici, avec les valeurs E.4.3(Le=83, Pr = 18, ψ =
−0.058,m=0.35,ε = 0.5,Ra=1708,A=390) :

u1(y) = 5.77873333333y3 − 3.251433333y2 + 0.1810333333y

u2(y) = 5.7787333333y3 − 14.084766666y2 + 11.01436667z − 2.708333333
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On représente maintenant un cas ψ positif. On considère le mélange de
Moses 70%-30% eau-éthanol E.3.1. On applique les valeurs (Le=55.5,
Pr = 15, ψ = 0.007,m=0.42,ε = 0.5,Ra=1000,A=80) :

u1(y) = −0.49y3 + 2.0683333333y2 − 0.9116666667y

u2(y) = −0.49y3 − 0.59833333y2 + 1.755y − 0.666666666
Ce dernier cas nous place dans la situation particulière ou A > Raψm.
Les décimales, jusqu’à l’ordre affiché ici, sont nécessaires pour illustrer
correctement le profil de l’écoulement.

E.5.2 Chauffé par le haut
Calcul analytique

On considère le mélange de Moses et Steinberg eau-éthanol 70%-
30% 6.4 (Le=55.5, Pr = 15, ψ = 0.007,m = −0.40,ε = 0.5,A =
175,Ra = 4000) :

u1(y) = 1.86666666y3 + 0.11666666y2 − 0.525y

u2(y) = 1.86666666y3 − 5.71666666y2 + 5.3083333y − 1.45833333
On considère le cas 6.4 (Le=55.5,Pr = 15,ψ = 0.007,m = −0.18,ε =

0.5,A = 1070,Ra = 105) :
u1(y) = 21y3 − 13.66666667y2 + 1.583333333y

u2(y) = 21y3 − 49.33333334y2 + 37.25y − 8.91666666

On a calculé le champ de vitesse adimensionné U(y) dans les deux
régions de l’espace. Lorsque l’on se situe dans la zone inférieure de la
cavité (0,ε) : U(y)=u1(y). Dans la zone supérieure de la cavité (y=1-
ε,1) : U(y)=u2(y). On représente les polynômes (u1,u2) de vitesse des
écoulements issus de la prédiction numérique Maple.
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E.5.3 Représentation graphique et Interprétation

Figure E.7 – Champ de vitesse u1(y) pour y=(0,0.5)

On représente la vitesse adimensionnée de l’écoulement u1(y) tel
que u1(y) est positif (parabole bleu et grise) dans certains cas, un
écoulement retour se met alors en place. On représente ensuite la vi-
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Figure E.8 – Champ de vitesse u2(y) pour y=(0.5,1)

tesse adimensionnée de l’écoulement (u2(y)) dans la partie supérieure
de la cavité, d’après la prédiction Maple . Le profil de la vitesse u2(y)
est ensuite étudié pour un cas isolé qui présente un écoulement retour
très faible. On va étudier la nature de l’écoulement selon l’expression
analytique u1(y) dans la partie inférieure de la cavité. On note le po-
lynôme u1(y) = ay3 + by2 + cy
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Figure E.9 – Champ de vitesse u2(y) pour y=(0.90,1)

Le facteur ε = 0.5 est fixé dans les différents cas étudiés. Un fais-
ceau acoustique de force adimensionnée A impose un écoulement qui
engendre un champ de vitesse u2 positif dans la partie supérieure de
la cavité. Dans le cas d’un écoulement monocellulaire, il en résulte un
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T(y) Ra ψ m A Pr c(10−2) ue,retour |ue,retour| u1(y)=0
1-y 1708 −0.058 0.35 390 18 +0.18 oui 2, 75.10−3 y=(0, 6,5.10−3, 0.5)
1-y 1000 0.007 0.42 80 15 −0.91 non 0 y=(0, 0.5)
y 4000 0.007 -0.40 175 15 −0.52y non 0 y=(0,0.5)
y 105 0.007 -0.18 1070 15 +1.58 oui 0.05 y=(0, 0.31, 0.5)

Table E.7 – Influence de (Ra,ψ) sur le signe des polynômes (u1)

champ de vitesse u1 négatif dans la partie inférieure de la cavité. A
partir du moment où la composante u1 présente un terme en y positif,
cela annonce la présence d’un écoulement de sens positif dans la partie
inférieure de la cavité. On parle alors de la présence de recirculations.
Ainsi le signe du coefficient c qui est situé devant le terme en y permet
de prédire la nature de l’écoulement. Lorsque c est positif, on a des re-
circulations. Plus c positif est élevé et plus l’amplitude de l’écoulement
retour est importante. On exprime le coefficient c :

c = (−Raψm12 + −Aε
2 + Aε3

Pr
)

Dans le cas général, on pourrait parler d’une approximation (linéarisation)
qui est réalisée (On suppose que les fluctuations des pré-facteurs en en
y2 et y3 et faible devant y). Ici, la plage de variation de y est comprise
entre [0, 0.5]. Les termes en y2 et y3 sont bien inférieurs au terme en
y (comme y < 0.5). Ainsi, même si les facteurs multiplicatifs de y2 et
y3 sont du même ordre que le facteur en y (ce qui est le cas ici), ils
peuvent être légitimement négligés. On résume les différentes situations
dans un tableau ci-dessus dont deux cas étudiés ici présentent des re-
circulations (Ra=1708, ψ = −0.058, m=0.35) et (Ra=105, ψ = 0.007,
m=0.18). Pour un nombre de Rayleigh Ra élevé, le gradient de masse
horizontal devient suffisant pour générer un flux convectif d’origine
massique dans le même sens ou dans le sens opposé à la cellule de
convection engendrée par l’onde acoustique [196].
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On va ainsi caractériser l’amplitude de l’écoulement retour, on ob-
serve deux cas où l’on a des recirculations. On voit donc que la présence
d’un écoulement retour a lieu lorsque l’on chauffe par le haut (ce qui
entrâıne un facteur m négatif) ou que le facteur de séparation ψ est
négatif.
La réciproque est fausse, puisque une configuration chauffée par le
haut n’engendre pas nécessairement un écoulement retour comme le
montre le cas Ra=4000. En effet, un facteur m négatif peut quand
même donner un coefficient c négatif avec ψ positif (le facteur A influe
également).
Ainsi, nous cherchons à interpréter mathématiquement la présence de
cet écoulement retour qui se traduit par un coefficient c positif. Nous
avons vu deux configurations chauffées par le haut et deux configura-
tions chauffées par le bas. On voit les quatre paramètres qui influencent
la nature de l’écoulement (Ra, ψ, m,A). Nous allons maintenant étudier
la sensibilité au paramètre m, sur le profil de l’écoulement retour.

E.5.4 Influence du couple (Ra,m)

On reprend le cas (Le=55.5,Pr = 15,ψ = 0.007,ε = 0.5) où l’on
exprime de façon générale le champ de vitesse en fonction du couple
(A,Ra,m) :

u1(y) = −0.001166666667Ramy3 + 1
30(0.0525Ram+ 0.5A)y2

+ 1
180(−1.5A− 0.105Ram)y

u2(y) = −0.001166666667Ramy3 + 1
2(−0.033333333A+ 0.0035Ram)y2
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m 0.158 0.18 0.20 0.21 0.22
a 18.4333333 21 23.333333 24.5 -45.483333333
b -9.816666667 -13.6666667 -17.1666666 -18.91666666 20.6666667
c 0.30000000 1.58333333 2.75 3.3333333 3.91666666
d 18.43333333 21 23.333333 24.5 25.6666667
e -45.48333333 -49.33333 -52.8333333 -54.58333333 -56.333333
f 35.96666667 37.2500000 38.4166666 39 39.58333333
g -8.9166666 -8.9166666 -8.9166666 -8.9166666 -8.9166666

Table E.8 – (u1,u2)=f(m,Le = 55.5,Pr = 15,ψ = 0.007,ε = 0.5,A=1070, Ra = 105)

+ 1
180(4.5A− 0.105Ram)y − 0.008333A

On note u1(y) = ay3 + by2 + cy et u2(y) = dy3 + ey2 + fy + g

On voit ici comment les paramètres de contrôle (A,Ra) vont influencer
le profil de l’écoulement. On prend le couple (A,Ra)=(1070, 100 000)
et on prend différentes valeurs de m.

On va tracer (u1) pour quatre différents cas afin de voir l’influence
de m. Le second cas avec m = −0.180 correspond au cas étudié sous
Maple 6.2 et calculé sous COMSOL 7.12. Comme le nombre de Ray-
leigh est élevé, dans ce cas-ci le coefficient m va fortement influencer
l’amplitude de l’écoulement retour (parabole positive) lorsque m aug-
mente. Ainsi, on note les couples de vitesse de retour uretour et le fac-
teur m correspondant. On note les couples avec la vitesse maximale
de l’écoulement retour uretour,max, la vitesse maximale de l’écoulement
umax et le taux d’occupation de l’écoulement retour (o = %) en haut
et en bas de la cavité, selon le facteur m.

On a réalisé une étude détaillée du profil du champ de vitesse pour
quatre configurations, dont deux chauffées par le bas (E.5.1 Fineberg
74/26, Moses 70/30) qui seront étudiées dans la suite. Les deux autres
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Figure E.10 – Champ de vitesse u1(y) pour y=(0,0.5) avec m qui varie

configurations, chauffées par le haut (E.5.2 Moses 70/30 : Ra=4000,
Ra=100 000) sont étudiées dans le chapitre 7. On rappelle que sous
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m 0.158 0.18 0.20 0.21
umax 0.31 0.22 0.16 0.12

uretour,max 0.005 0.050 0.12 0.17
o = % 3 16 23 27

Table E.9 – f(m,Le = 55.5,Pr = 15,ψ = 0.007,ε = 0.5,A=1070, Ra = 105)

Maple et Comsol, les modèles sont adimensionnés. On va maintenant
représenter le comportement des champs de vitesses associés de ces
différents cas étudiés .

E.6 Simulation numérique (comsol)

Figure E.11 – u (A=390,Le=83,Pr = 18, Ra = 1708, ψ = −0.058, ε = 0.5) mélange
74/26 Fineberg

On représente les champs de vitesse et les champs de fraction mas-
sique associés aux configurations chauffées par le bas prédites sous
Maple. On s’intéresse ici aux deux cas dont le profil du champ de vitesse
a été étudié en détail. Premièrement, le cas Fineberg 74/26 (E.5.1).
On représente le champ de vitesse obtenu sous Comsol. On réalise une
coupe de la figure dans le plan (z=Lz/2). On trouve sous COMSOL
(m=0.357,u∗max=0.088). Ceci est proche de la prédiction Maple ( an-
nexe E.5.3) avec les valeurs (m=0.35, u∗max=0.089). On voit également
que la vitesse adimensionelle est très proche de la prévision Maple
(écart de 1.2% entre les deux modèles). La figure E.12 est une coupe
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Figure E.12 – u∗(A=390,Le=83,Pr = 18, Ra = 1708,ψ = −0.058)

de la figure E.11. Un écoulement retour se met en place, il correspond à
la prévision théorique Maple (E.5.3). On trouve sous Comsol la même
amplitude et largeur d’écoulement retour que la prédiction Maple 4 Un

4. On obtient un écoulement retour d’amplitude u∗
retour,max = 3.25 ∗ 10−3 qui occupe 7% de la

cavité près de la paroi supérieure et inférieure. Sous Maple, l’écoulement retour occupe 6.5% en
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écart de 15% sur l’amplitude de l’écoulement retour est observé, il peut
s’expliquer par le fait que l’on résout le problème dans le cas d’une cel-
lule d’extension horizontale infinie avec le logiciel Maple (E.5.1). On
représente maintenant sous Comsol le second profil de vitesse, étudié
au préalable sous Maple, toujours en configuration chauffée par le bas.

Figure E.13 – u(A=80,Le=55.5,Pr = 15, Ra = 1000,ψ = 0.007)

Figure E.14 – iso-C (A=390,Le=83,Pr=18,Ra = 1708, ψ = −0.058, ε = 0.5)

Figure E.15 – iso-C (A=80,Le=55.5,Pr=15,Ra = 1000, ψ = 0.007, ε = 0.5)

On retrouve la prédiction Maple (E.5.3) d’un écoulement monocellu-
laire. On a ensuite représenté les champs de fraction massique associés,
où un très bon accord avec les prévisions Maple est établi. Le modèle
Moses 60/40 chauffé par le bas est étudié ici. L’écoulement prédit mo-
nocellulaire est retrouvé. On réalise ici une représentation des résultats
obtenus sous Comsol dans le cas A constant 3D.
haut et en bas de la cavité et u∗

retour,max = 2.75 ∗ 10−3.
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Figure E.16 – iso-C (A=100,Le=55.5,Pr=15,Ra = 165, ψ = 0.1, ε = 0.8)

configuration Ra A COMSOL u COMSOL Maple u Maple écart
chauffé en bas 1708 390 figure E.11 0.088 E.5.1 0.089 1%
chauffé en bas 1000 80 figure E.13 0.106 E.5.1 0.105 1%

Table E.10 – Comparaison entre la prédiction analytique Maple et le résultat
numérique Comsol : vitesse de l’écoulement principal, u=f(Le,Pr,ψ,ε,A, Ra)

On retrouve bien le gradient de fraction massique m prédit par
le modèle analytique Maple. L’écoulement principal (tableau E.10)
montre un très bon accord avec le modèle analytique Maple. Les recir-
culations dans la cavité (tableau E.11) montrent un accord satisfaisant.
La configuration chauffée par le bas étudiée ici (figure E.16) permet
de réaliser une séparation élevée (S=4.2) mais la hauteur de la cavité
n’est pas suffisante pour placer une source acoustique.

configuration Ra A COMSOL u COMSOL Maple u Maple écart
chauffé en bas 1708 390 figure E.12 0.00325 E.5.1 0.00275 15%

Table E.11 – Comparaison entre la prédiction analytique Maple et le résultat
numérique Comsol : vitesse de l’écoulement retour, uretour=f(Le,Pr,ψ,ε,A, Ra)
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production.�

Entropie, 34 : 7-9 , 1998

[11] F. Montel, � Importance de la thermodiffusion en exploration et production pétrolière.
Entropie, 30 : 86-93 , 1994

215



[12] E. Tzimas, A. Georgakaki, C. Garcia Cortes and S.D. Peteves, �Enhanced Oil Recovery
using Carbon Dioxide in the European Energy System.�

Institute for Energy Petten, The Netherlands, 2005
[13] C. H. and Belery and P. Whinston, �Composational gradients in petroleum reser-

voirs.�

Technical report SPE 28000, 1994
[14] M. C. Gregg,�The microstructure of the Ocean.�

Scient. American Publ. , 1973
[15] J.K.G. Dhont, � Thermodiffusion of interacting colloids.�

I. A statistical thermo- dynamics approach. Journal of Physical Chemistry
, 120(3) :1632–1641, , 2003

[16] S. Wiegand, �Thermal diffusion in liquid mixtures and polymer solution.�

Journal of Physics : Condensed Matter , 16 : R357–R379 , 2004
[17] G. D. Rabinovich, V.I. Shinkeviv, and K.K. Azroyan, � Thermal diffusion separation

of isotops in solutions.�

Journal of Engineering Physics and thermophysics , 37(1) :808-812 , 1979
[18] M. Levey, � Babylonian Chemistry : a study of arabic and second millennium B.C.

perfumery.�

Osiris, vol. 12, p. 376-389 , 1956
[19] M. Levey, �Early Arabic Pharmacology : An Introduction Based on Ancient and Me-

dieval Sources.�

Brill Archive,p. 9 , 1973
[20] R.J. Forbes, � Short History of the Art of Distillation.�

Leiden, E.J. Brill 406p, 1948
[21] P. Germa, �Depuis quand ? : le dictionnaire des inventions.�

France-Loisirs Paris, p. 19, 1983
[22] C. Judson King, �Separation Processes.�

Introduction, Wiley-VCH Verlag GmbH Co, coll. Ullmann’s Encyclopedia
of Industrial Chemistry, 2002
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thèse de doctorat de l’I.N.P. de Toulouse , 2006

[24] D. Ronze, � Introduction au génie des procédés. �

Editions Tec et Doc, 2008
ISBN : 978-2-7430-1066-9

[25] E.J. Henley, J.D. Seader, D.K. Roper, �Separation process principles.�

Wiley, 2011
ISBN : 978-0-470-64611-3

216



[26] P. Wuithier, �Le pétrole - Raffinage et génie chimique I.�

Editions Technip, 1972
ISBN : 2-7108-0198-1

[27] J.P. Wauquier, �Procédés de séparation.�
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séparation dans un liquide.�

Physica, 9 :801–816 , 1942.
[51] P. Costeseque, � Sur la migration des éléments par thermodiffusion.�

Bull Mineral 108, p.305-324 , 1985.
[52] J.C. Legros, � Double diffusive instabilities and Soret coefficient Measurement under

microgravity conditions.�

Acta Astronautica 15, n 6/7 , p.455-461 , 1987.
[53] J. K. Platten, M. M. Bou-Ali, and J. F. Dutrieux, � Enhanced molecular separation

in inclined thermogravitational columns.�

Journal of Phys. Chemistry B , 2003, , 107(42) :11763 – 11767.

218



[54] J.K. Platten, � The Soret effect : A review of recent experimental Results. �

Journal of applied Mechanics 2006, vol 73/5.
[55] J. K. Platten, M. M. Bou-Ali, P. Costesèque, J. F. Dutrieux, W. Köhler, C. Leppla,
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20 ème Congrès Français de Mécanique, 2011.
[65] A. Khouzam, A. Mojtabi , M.-C. Charrier-Mojtabi, and Y. Loujaine, � Nouveau
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[69] L. Yacine, A. Khouzam, A. Mojtabi et R. Bennacer, � Analyse de la stabilité linéaire
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Nom d’un chien !
Il a beau avoir quatre pattes,

il ne peut emprunter,
deux chemins à la fois !

Einstein ! Einstein !
Où es-tu donc passé ?
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