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Introduction

Deés 1930, Ornstein et Uhlenbeck ([UO30]) proposent un processus permettant de décrire la vitesse
d’'une particule. Ce processus a temps continu est solution d'une équation différentielle stochas-
tique, I'’équation de Langevin pour le mouvement brownien d'une particule avec friction ([Lan08]).
Une décennie plus tard, Doob ([Doo042]) étudie les propriétés de ses trajectoires a partir de celles
du mouvement brownien en utilisant un changement de temps déterministe. En effet, le proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck peut étre représenté comme une transformation affine du mouvement
brownien changé de temps. Depuis, ce processus a été utilisé pour plusieurs autres applications :

biologie ([MI108]), finance ([Vas77]), climatologie ([Dis98a]) etc.

Cette these s’intéresse a différents aspects du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. La premiére partie
s’inscrit dans I'étude de la statistique des processus et est motivée par I’estimation des mesures de

risques climatiques. La deuxiéme concerne I’étude de certaines quantités liées au processus.

Dans la littérature, deux méthodes ont été proposées pour modéliser la dynamique des tempé-
ratures : I'utilisation de processus discrets ou continus (voir [AZ13] pour les détails). Nous sui-
vons ici la modélisation introduite par [Dis98a] ou [Dis98b] de la température comme diffusion via
une équation différentielle stochastique. Comme les températures présentent une forte et claire
saisonnalité, le processus utilisé est généralement un processus de retour a la moyenne comme
le processus d’'Ornstein-Uhlenbeck. Les parametres dépendent alors du temps. Les auteurs de
[MD99] simplifient le modele précédent en supposant la volatilité constante. Ce modele s’ajuste
bien a leurs données (modélisation des températures de ’aéroport Heathrow). L'article [DQOO0] uti-
lise un modele ARMA plus général. Le modele de [Dis98a] est amélioré dans [ADS02] en utilisant
le modele ARMA précédent. Notamment, la fonction représentant la moyenne du processus tient
compte de la saisonnalité en utilisant une fonction sinusoidale. Les auteurs de [BSZ02] ont discuté
la pertinence du mouvement brownien dans les précédentes modélisations et ont donc proposé
un modele ot le processus est dirigé par un mouvement brownien fractionnaire. Plus récemment,
un processus de Lévy a été envisagé dans [BSB05]. Cette liste n’est pas exhaustive et I'ensemble

des modeles existants est détaillé dans [AZ13].



Pour notre étude, nous considérons le cas le plus simple ou le processus est dirigé par un mou-
vement brownien et ot les parameétres sont constants. En effet, afin d’avoir notamment des mo-
ments constants et indépendants du temps, il est nécessaire de supposer le processus stationnaire.
Pour que cette hypothése soit raisonnable, nous considérons donc des courtes périodes de temps

annuelles (par exemple I'été).

Ainsi, le processus (X;) ;>0 modélisant la dynamique des températures est solution de I'’équation

stochastique suivante

dX, = 1p(u— X)dt +/pdB,

1
ou peR, [, peR], et Xy suit la loi stationnaire A (u, ﬂ) et est indépendant de (B;) >0, un mou-

vement brownien standard.

Prévoir et estimer les mesures de risque liées aux canicules par exemple est un enjeu important.
Il serait possible d’estimer ces mesures en connaissant la température en temps continu ou des
observations discretes du processus. Ce type d’estimation est par exemple proposé dans [Fra03]
par une méthode de maximum de vraisemblance. Plus récemment, dans le contexte des activités
neuronales, le papier [MI08] a par exemple utilisé les données de temps d’atteinte pour estimer les
parametres du processus. Cependant, les données disponibles dépendent des stations météoro-
logiques et la plupart ne disposent pas des données citées précédemment. Par exemple, le papier
[SOK™10] propose d’évaluer la probabilité d’apparition de la canicule de 2003 grace aux moyennes
de températures mensuelles. Nous nous intéressons au cas de certaines stations qui ne disposent
que des extrema journaliers. Nous proposons donc une méthode d’estimation des parametres du
modele d’origine en se basant sur les données disponibles (un échantillon des extrema, et par
exemple des maxima). Ainsi, par la suite, il est possible de procéder a des simulations, des estima-

tions, des prévisions.

Nous exprimons la loi du processus des maxima en fonction des parametres [, u et . Cette ex-
pression est complexe mais nous permet ensuite de trouver les-dits parametres via un estimateur
de type moindres carrés. Il s’agit d'une nouvelle approche utilisant directement la fonction de ré-
partition du supremum du processus et non son inverse comme classiquement en estimation par
quantiles ([CHBS05] ou [Pek14]). En effet, utiliser les méthodes classiques d’estimation (estima-
tion du maximum de vraisemblance ou inversion de la fonction de répartition) est trop cotiteux

dans notre cas.

Pour obtenir la fonction de répartition du supremum du processus, nous utilisons le lien entre
ce dernier et le temps d’atteinte du processus. Récemment, de nombreux résultats autour du

temps d’atteinte d’'un niveau fixé par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck ont été obtenus. Dif-
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férentes expressions pour la densité de ce processus ont été données dans [Lin04], [LK18] ainsi
que [APPO05]. De ce dernier article, nous utilisons une expression de la densité du temps d’atteinte
faisant intervenir le pont de Bessel.

Nous montrons également I'existence des moments de tout ordre du supremum du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck conditionné par sa valeur initiale. Il est en effet assez fréquent de regar-
der I'existence des moments d'un processus (cf. [Kith17], [LM02]). Cela peut permettre ensuite de
calculer les moments et donner une nouvelle méthode d’estimation des parametres.

Nous procédons dans cette these a une estimation des moindres carrés en minimisant la somme
des carrés des différences entre les fonctions de répartition théorique et empirique. L'estimateur
ainsi défini est consistant et ce résultat est obtenu grace a la propriété de mélange du supremum
du processus d'Ornstein-Uhlenbeck et au théoréme ergodique pour ce type de processus ([Bil65]).
Cette propriété de p-mélange est montrée en adaptant la démonstration de [GM16] dans le cas du
processus directement. La pertinence de cette estimation est confirmée numériquement bien que
I'implémentation soit technique et cotliteuse en temps de calcul. Le parameétre de volatilité est le
moins bien estimé, en cohérence avec les résultats de [MBS95] et [MI08]. L'estimation sur données
réelles est faite sur la ville de Paris ([Ta02]).

Une fois I'estimation des parametres faite, n'importe quelle mesure de risque peut étre évaluée
via une méthode de Monte Carlo (en simulant la dynamique des températures comme proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck avec les parametres estimés). Le risque de canicule est celui qui nous
intéresse. Les définitions de canicules varient selon les lieux et les conventions. Pour [Gri68], les
températures extérieures doivent dépasser un seuil de 26.67°C pendant 3 jours. Nous utiliserons
plutdt la convention de [LPL*04] qui place deux seuils de dépassement : I'un pour la température
de jour, I'autre pour la nuit. Nous pouvons ensuite par exemple regarder la probabilité de canicule
ou la durée moyenne de celle-ci. Une autre mesure intéressante est |'aire de dépassement de seuil
lorsque I'on utilise la convention de [Gri68]. Des applications numériques sur les données de Pa-
ris sont proposées en estimant les parametres du processus a partir des températures d’été entre
1950 et 1984. On compare ensuite par exemple la probabilité de canicule avec ces estimateurs a
la proportion de canicule entre 1985 et 2011 et soulignons ainsi la déviation des températures ces
derniéres décennies.

Pour obtenir des expressions explicites de ces mesures de risque, il peut étre utile d’avoir la loi
jointe du processus d’'Ornstein-Uhlenbeck et de son supremum. Linterét pour ce type de loi est
apparu des la fin du dix-neuviéme siécle (voir [Som94]). Pour un mouvement brownien, le résultat
est connu depuis longtemps (voir par exemple [KS91]). Plus récemment, les articles [CPN18] et

[Ngo16] traitent le cas d'un processus de Lévy, somme d’'un mouvement brownien drifté et d'un



processus de Poisson composé. La loi jointe d'un processus de diffusion n-dimensionnel et du
supremum courant de sa premiere composante est étudiée dans [CP19]. Les auteurs de [DKO06]

abordent le cas d'un processus de Lévy avec sauts.

Pour cette étude, nous supposons que laloi du processus initial est a support majoré par un certain
m € R. Nous regardons tout d’abord la fonction de répartition / densité jointe du point final du

processus et de son supremum :

P|X;edx, sup X, <m (*)

o<u<st

oum,x€R, x < m, t €R}. Ce type de loi a par exemple été étudié récemment dans [EH14] ot1 les
auteurs donnent une méthode permettant de trouver la densité / fonction de distribution jointe
pour le minimum et les points finaux d'un mouvement brownien n-dimensionnel drifté. Dans
[HKR98], la solution explicite du cas bi-dimensionnel (n = 2) est donnée. Pour n > 2, la méthode
de [EH14] n’est pas toujours applicable. Dans le cas d'un processus Ornstein-Uhlenbeck, cette
fonction de répartition / densité jointe est connue dans certains cas particuliers. Le cas m = 0 est
traité dans [BS15]. L'expression de la quantité P [ X; € dx, . iug X, > m| lorsque 7 est une variable
<u<rt

aléatoire de loi exponentielle indépendante du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X;) ;> est éga-

lement donnée dans [BS15].

Grace a un résultat de [DIRT13], nous montrons que la probabilité (x) admet une densité p. Cette

densité est solution de I’équation de Fokker-Planck (cf. [JYC09]).

Lopérateur de Fokker-Planck n'est pas hermitien donc nous introduisons un autre opérateur
auto-adjoint compact qui lui est lié spectralement. Avec les résultats sur ce type d’opérateurs
(voir [Bré83] par exemple), on obtient une base hilbertienne de L? (] — oo, m]) faisant intervenir
les fonctions spéciales paraboliques cylindriques (directement liées aux fonctions de Hermite, voir
[LS72]). En décomposant sur cette base, nous obtenons ensuite une expression explicite de la den-
sité p. Ce type de méthode spectrale a été par exemple utilisée pour la résolution de I’équation de
Fokker-Planck dans [BD08], [Gar04] et [RH89] mais sans condition au bord. Méme si |'expression
de la probabilité () est une série de fonctions spéciales, elle est facilement évaluable numérique-
ment et plus rapide qu'une méthode de Monte Carlo comme le montrent des simulations. Le cas

m = 0 peut étre simplifié et on retrouve ainsi le résultat de [BS15] pour le cas m = 0.

En intégrant I'expression de p et en utilisant les résultats sur les fonctions spéciales, nous expri-
mons la fonction de répartition du supremum du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous compa-
rons celle-ci avec celle pouvant étre obtenue en utilisant les résultats de [APP05] et le lien entre

temps d’atteinte et supremum.



Introduction

Avec les mémes techniques, on montre que la densité jointe du processus et de son supremum
vérifie un systéme d’équations aux dérivées partielles. Ce systeme a été obtenu dans [CP19] pour
un processus dont les hypotheses n’étaient pas vérifiées par le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

(drift borné).

Dans la derniere partie de ce manuscrit, nous étudions un processus d’Ornstein-Uhlenbeck dont
les coefficients ne sont plus constants. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a été a 1'origine intro-
duit pour décrire la vitesse d'une particule de masse avec friction. Lorsque le potentiel est nul, la

vitesse V de la particule vérifie I'équation stochastique suivante (voir [Sch09, Chapitre 8]) :

dV;=—-yV,dt ++/2yedB;

ol ¢ est la force du bruit (dépendant de la température et de la masse de la particule), y le coef-
ficient de friction (aussi appelé d’amortissement), €,y > 0 et (B;) ;>0 est un mouvement brownien
standard. Lorsque la friction dépend de la direction du mouvement, on parle de friction anisotro-
pique (cf. [Zmi89]). Dans ce cas, on peut par exemple supposer que le coefficient y est différent
selon le signe de la vitesse. Ce sera donc également le cas pour le coefficient de diffusion. Ainsi,
nous étudions le cas plus général d'un processus d'Ornstein-Uhlenbeck dont les coefficients de
drift et de diffusion sont constants par morceaux selon le signe du processus. Ce type d’étude
existe déja pour le mouvement brownien ([KW78]) et pour le mouvement brownien géométrique
([LP17]). Dans ces deux cas, le processus est appelé oscillant et c’est donc ainsi que nous propo-
sons, dans cette these, de nommer le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a coefficients constants par

morceaux selon le signe du processus.

Les processus de diffusion a coefficients discontinus apparaissent dans plusieurs domaines. En
dynamique des populations par exemple, I'article [CC99] utilise un mouvement brownien "dé-
formé" (skew Brownian motion). [LP17] propose de modéliser le prix d’actifs boursiers par un
mouvement brownien géométrique oscillant. D’autres exemples d’utilisation de tels processus

dans des domaines variés sont donnés dans [Lej18] .

Nous nous intéressons dans le Chapitre 4 au processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X;);>o oscillant

vérifiant 'équation suivante :

dX; =—(k_]lX[<0+k+]lX[>0)Xtdt+(U_]lxt<0+0'+]lxt>0)dwt, t=0
(1
Xo eR,

olt (W) >0 est un mouvement brownien standard et k_, k;,0-,0 4+ € [Rifr.



Pour cette étude, nous supposons que la volatilité est constante c’est a dire 0_ = 0. Ce processus
admet une densité invariante calculée grace aux fonction échelle et mesure de vitesse ([KS91]). 11
est ainsi possible de calculer I'espérance du processus stationnaire ou encore la probabilité que
celui-ci soit positif en un temps donné.

Comme mentionné plus haut, I'article [APP05] étudie la loi du temps d’atteinte du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, c’est a dire dans le cas ou k_ = k4 et 0 = o+. Nous regardons comment
s’adaptent ces résultats dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant. Pour montrer
que le temps d’atteinte admet une densité, on adapte la preuve de [Pau87] faite dans le cas ou la
diffusion a des coefficients de drift et de diffusion bornés. La transformée de Laplace du temps
d’atteinte de ce processus oscillant est obtenue. Elle s’exprime comme une série faisant intervenir
les fonctions paraboliques cylindriques, a 'instar de [APP05].

Nous nous intéressons ensuite a la probabilité que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant
soit positif en un temps donné. Lorsque le processus est a coefficients constants, cette probabi-
lité est connue car le processus est gaussien. Par une méthode de controdle, comme celle proposée
dans [ABS]J17] pour une martingale exponentielle, on exprime la transformée de Laplace de cette
probabilité dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant. Cette transformée est en-
suite inversée pour obtenir la probabilité souhaitée.

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante. Dans le Chapitre 1, nous rappelons quelques dé-
finitions et résultats sur certains processus stochastiques utiles dans la suite du manuscrit. Le
Chapitre 2 s’intéresse a I'estimation des parametres du processus d’Ornstein-Uhlenbeck lorsque
celui-ci représente la dynamique des températures en un lieu donné a partir des maxima journa-
liers observés. L'expression de la densité / fonction de répartition jointe du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck et de son supremum est donnée dans le Chapitre 3. Enfin, le Chapitre 4 détaille

quelques résultats sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant.
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Chapitre 1

Quelques rappels sur les processus

stochastiques

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats sur certains processus sto-
chastiques que nous utiliserons dans la suite de ce manuscrit. Nous commengons par définir un
processus d'Ornstein-Uhlenbeck et en donner ses premieéres propriétés. Nous proposons ensuite
quelques résultats sur le pont de Bessel qui seront nécessaires dans le Chapitre 2. Enfin, nous rap-

pelons des résultats connus sur les temps d’atteinte de différentes diffusions.

1.1 Rappels sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit (Q, &, P) un espace probabilisé. Donnons tout d’abord la définition du processus d’Ornstein-

Uhlenbeck.

Définition 1.1. On définit I'équation de Langevin

dx, =(¢—kx,)dr+\/EdB,, £>0 -

Xo ~u

oit (By) r>0 est un mouvement brownien standard et | est une loi de probabilité a valeurs réelles. Le
parametre ¢ est réel et les parametres k et 3 sont des réels positifs. Les variables Xy et (By) >0 sont

indépendantes.

Proposition 1.2. L'unique solution forte de l'équation de Langevin (1.1) partant de X, est donnée

11



1.1. RAPPELS SUR LE PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK

par le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, défini par

t
Xt::XOe—ktJr%(l_e—kt)Jr\/Bf eku=Ddp >0,
0

Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule d’It6 au processus (ektXt)

I'équation (1.1). Les coefficients étant des fonctions continues et lipschitziennes, on a existence

et unicité forte de la solution.

Ce processus a été introduit par Ornstein et Uhlenbeck des 1930 ([UO30]) pour décrire le mou-

vement d'une particule avec friction ([Lan08]). Une trajectoire de celui-ci est présentée en Figure

1.1.

FIGURE 1.1 — Trajectoire d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de coefficients ¢ = 1, k =1, f =1 et partant

deon 1.

Remarque 1.3. On peut représenter le processus comme une transformation affine du mouvement
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brownien changé de temps ([Doo42]). On a, pour t € R,

ke, P k), | B 5 —k
X; = Xpe t+%(1—e t)+ ﬂBezkt_le t,

oit (By) >0 est un mouvement brownien standard.

Lespérance, la variance et la covariance du processus sont également rappelées dans la proposi-

tion suivante.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

Proposition 1.4. On a, pour tout t € Ry,

E[X,] = % +e ¥ ([E [Xo] - %)
_B ( : ﬁ) —2kt
Var (X;) = Y + | Var(Xp) ok e ,

—k(t+s)

Cov(Xs, X;) = | Var(Xp) + p (ezk(t/\s)_l) e

2k

Remarque 1.5. Sipu est la loi normale de moyenne % et de variance %, alors (X;) >0 est un proces-

sus gaussien stationnaire de méme espérance et variance.

Remarque 1.6. Par simple transformation, le modele peut s'écrire :

dX;t :—k}ztdt+dgt, t>0
Xo =Xo- %,

(1.2)

¢ - k- . .
e k:= B etB;:= \/BB% (qui est encore un mouvement brownien,).

1.2 Résultats autour du pont de Bessel

Dans le Chapitre 2, nous nous intéressons a la loi du supremum d’un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck. Cette loi fait intervenir le pont de Bessel. Pour cela, nous rappelons dans cette section
la définition du pont de Bessel ainsi que des propriétés qui lui sont liées. Nous commencons par
quelques rappels sur les processus de Bessel. Puis, nous donnons la définition d’'un pont de Bessel
ainsi que sa loi. Enfin, nous montrons qu’il est 'unique solution forte d'une équation différentielle

stochastique. Ceci nous permet de montrer I'identité d’inversion vérifiée par le processus.

1.2.1 Rappels utiles sur les processus de Bessel

Nous commencons tout d’abord par la définition d'un processus de Bessel. Nous donnons ensuite

I’équation stochastique qu’il vérifie ainsi que sa loi.

Définition 1.7 (Processus de Bessel de dimension d). Soient d > 1 un entier et B = (Bj)ie[1,]

un mouvement brownien d-dimensionnel. Le processus de Bessel de dimension d est défini par
VteR,, Ry =Bl = \/Bft+---+Bfi’t et Ry = | Byl = x € R,

Le processus de Bessel vérifie I'équation différentielle stochastique donnée dans la proposition

suivante.

13



1.2. RESULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

Proposition 1.8. Le processus de Bessel (R;) >0 de dimension d > 1 est l'unique solution forte de

léquation différentielle stochastique

-1
de, >0
t (1.3)

th = dW[ +

Ry=x>0
ot (Wy) t>0 est un mouvement brownien standard de dimension 1.
Démonstration. On montre que le processus vérifie I’équation puis qu’il en est 'unique solution.

1. Soit p le processus défini par
VteR,,p;:=R?= ZB
On applique la formule d’Itd au processus p :

d
dp;=) 2B;.dB;,;+ddt, t>0.
i=1

Soit £ > 0. Lensemble {s € [0, t], R; = 0} est de mesure de Lebesgue nulle P-presque stirement
(cf. [KS91] Proposition 3.3.21 et Théoréeme 2.9.6). On peut donc définir (W;) >0, le processus
tel que

W, = = ZBlsdB, s, t>0.
S

Ce processus est une martingale continue comme somme de martingales continues et son
crochet vaut ¢ (en effet, le processus (Wt2 — 1) >0 est une martingale). Ainsi, (W;);>o est un

mouvement brownien de dimension 1 et on peut écrire
dp[=ZRIdW[+ddt:2\/ptth+ddt, r=0. (1.4)

On applique une nouvelle fois la formule d’'It6 pour obtenir

dt, t>0.
R, -

dR; =dW; +

2. On montre I'unicité de la solution pour I'équation (1.4) et on en déduit I'unicité pour (1.3).

.. . 1 s
Pour tous réels positifs z et z/, on a < V|z—2Z'| (la racine est E-Holderlenne).
Ainsi, par le Théoreme 3.5 de [RY13, chapitre IX], et comme le drift est constant, on a unicité

trajectorielle (et méme unicité de la solution forte) pour I'équation satisfaite par p.

14



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

D’apres la Proposition 3.22 de [KS91], et comme x >0, on a

P(R;>0,Vt=>0)=1.

On obtient ensuite I'unicité forte de I’équation par [Che00].

Le processus de Bessel est un processus markovien dont la densité du semi-groupe est connue.
Lexpression de celle-ci se trouve dans [RY13, Chapitre XI p.446] ou [JYCO09, Section 6.2.2]. Pour

plus de facilité, nous la rappelons dans la proposition suivante.

Proposition 1.9 (Loi d'un processus de Bessel de dimension d). Les densités du semi-groupe d’'un

processus de Bessel en t partant de a en 0 sont

1y\s-1 a’+y? ay
° d =—|= — —
p;(a,y) = t(a) yexp( T )1,21_1( ; ),poura;éo,
1 _ y2
d : d d-1
. 0,y)=1 V) =——"7"— -——1,
prON= ey 2511010 eXp( Zr)

00 (x/2)2k+v
ot I est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce définie par I = _
Joncri fiée de premiere espece définie par I (x) k; KIT(v+k+1)

/2
Plus particulierement, lorsqued =3, ona I% (x) =1/ —shx et donc
X
2, .2
o 13 _Z,/i _a+ty ay
pt(d’y)_a tnEXp( 2t )Sh( t )
[2 1 yz)
3 2
° 0, = _— ——.
p;(0,y) ﬂt%y eXp( Y

1.2.2 Définition et loi d’'un pont de Bessel

Nous introduisons maintenant le pont de Bessel, intervenant dans la loi du supremum du proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck (Chapitre 2). Nous rappelons sa définition et quelques propriétés dont

une propriété élémentaire d’inversion.

Définition 1.10 (Pont de Bessel). Un pont de Bessel (r;) icj0,1) partant de ro = a en 0 et arrivant en
rr=benT apour loi celle d'un processus de Bessel de dimension 3 partant de a en 0 et conditionné

avaloirbenT.

Une trajectoire de ce processus est présentée en Figure 1.2.
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1.2. RESULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL
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FIGURE 1.2 - Trajectoire d'un pont de Bessel partant de ry = 1 et arrivanten rr=0en T = 1.

Nous souhaitons obtenir la densité de la variable aléatoire r; lorsque ¢ fixé pour (r¢) seo,7) Un pont
de Bessel. Pour cela, on rappelle le théoréeme suivant énoncé pour un processus de Markov (cf.

[JYCO09, Théoreme 4.3.5.1] pour la preuve).

Théoreme 1.11. Soit ((X D=0, (Fiz0,P x) un processus de Markov a valeurs réelles de semi-groupe
Pi(x,dy) = p(x, y)dy ie. Py(Xiis € AlFs) = Pi(X, A). On note [F’;T_),b la mesure de probabilité du
pont associé i.e. du processus X partant de a et conditionné a valoirben T.

Alors, pour touts€ [0, T|,

Mdp

d[p(T) |
—b'F pr(a,b)

al?s-

ATaide de ce théoréme et des densités du semi-groupe du processus de Bessel (Proposition 1.9),
nous pouvons calculer les densités du pont de Bessel. Dans toute la suite, on considérera sans

perte de généralités que T = 1.

Proposition 1.12 (Densité d'un pont de Bessel). Soit (1) icj0,1] Un pont de Bessel partant de a en 0

etarrivanten b en 1. Pour t € [0,1], la densité f(fl 0)—(b,1) de la variable aléatoire r; est donnée dans
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

le tableau suivant :

al| b Vye R+,f(;y0)_,(b’1) (y) =
b
2ol 0 \/j Sh(%)Sh(“—ty)e (_ ¥ da-n bzt)
Tvidi—n  sh@h)  PlTami—n 21 20-p
2 21 _
>0 0 \/5 ! ysh(ﬂ)exp(— y _«d t))
\/_(1 )2 a t 2t(1-1) 2t
2 2
0 |>0 2 < ! Xsh( yb )exp(— y __b )
myi—th \1-t 2t01-1 2(1-1)
e
00 s _Yexp|-——
T (t(1—1)2 2t(1-1)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théoréeme 1.11 avec la Proposition 1.9. Nous traitons le cas
a>0,b > 0. Les autres cas se traitent en passant a la limite. Soit (R;);>0 un processus de Bessel
partant de a. On note (%) >¢ sa filtration associée et P, sa mesure de probabilité.

Soit t € [0,1]. On a

L@_M >
Palslz: piab) 7
b R2+b? R/b
R\ =07 r exp( 2(1—t))5h(ﬁ)
= P 2 Palgt
E\/gexp( “+ )sh(ab)
1 a R2+b* a*+b? Sh(l t) |
_ p .
TR 202y T2 | shap LA
Ceci nous donne la densité du pont. Pour yeR;,on a:
b
£ W 1 a, ( y2+b2+a2+b2)5h(%) 34 ))
= ——— —eX —_ ,
(a,0)—(b,1) y \/thy p 2(1_ l-) 2 Sh(db) pt y
yb
1 2, p? 2, 2\ shii= 2 2, .2
= Eexp(_y + a+ ) (l [)X _exp(_u)sh(ﬂ)
1-tY 2(1-1) 2 sh(ab) aV tn 2t t
_\/5 ;o sh(& )Sh(Ty)ex (_ ¥ du-n bt )
- T\t(l-1) sh (ab) P 2t(1—-1) 2t 20-0/)°

1.2.3 Espérance du pont de Bessel

Dans le Chapitre 2, nous aurons besoin de I'espérance d'un pont de Bessel sur [0, u] partant de

a=0en0 et arrivant en b > 0 en u. Nous donnons son expression dans la proposition suivante.
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1.2. RESULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

Proposition 1.13. Soit ()0, Un pont de Bessel sur [0, u] partant de a = 0 en 0 et arrivant en

b>0enu. Pourtoutte[0,ul,ona:

2(u—1t)

bvm

N / t
ou &y p-= b m

Démonstration. Soit ¢ € [0, u]. Lorsque (r4) se[0,, €st un pont de Bessel partant de 0 en 0 et arri-

Elr] = (au,[,be @iy 4 Y2 [1 +2au tb] erf(au,t,b)),

vant en b en 1, nous donnons la densité de r; grace! a la Proposition 1.12. En effet, dans ce cas,

1 b
(— ) est un pont de Bessel partant de 0 en 0 et arrivanten — en 1.On a, Vy > 0,
t€[0,1] Vu

-
\/ﬁ tu
Foor =1 2 (4) = Lon (22 Jex (__yzu -]
@o—w V' =N\ =i b \u—1t) P\ 20—~ Turd)

Ainsi, on a
© [2 u% 1y (yb YU, )
= ~Z1= sh d
Elr:] 0 n(t V-t b ( ) Xp( 2t(u—t) " %urp)
2 uy; 1 a2 f ( yb )
Z1= ut,b h zr(u nd
ﬂ(l‘) bvu-— te 0 y ° -1 ° Y
7
On regarde :

2, oo b 2,
2[:2e_2(5 Nu f y Sh( y t)e_zfy(u—ﬁdy
u_

2u _Jb
=e 2u- z)uf J/ e 2t(u el u tdy e 2(u z y e Zt(u z) u—tdy

i u
On fait le changement de variable w = — 4 .
e y 2t(u—1) u,t,b
[2t(u—1)
u

2] = ——F—I[h - D],
Zt(u=0

1. Par la propriété de scaling du mouvement brownien.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

oo 2
L ::f (w—ay:p) e dw.

Qy,t,b

On calcule I;.

oo 2
Ilzf (w+ay:p) e dw

—Qy,t,b

1

_ —a? \/ﬁ 2
= S @uipe web 4 e [1 +2au1t’b] erfc(—ay,rp)-

En substituant —b a b, on obtient I,.

-1 —a? VT 2
L= ?a’u,t,be Xutb + T [1 +2au,t,b] erfc (au,t,b).

Et finalement

a2 T
Lh-D=aype “wlb+§ [1 +2a2w'b] erf(ay, ),

car erfc(—x) — erfc(x) = 2erf(x).

On a alors
3
2t(u—1)\2 2 e
21 = (T) (au_t,be Cuth + 7 [1 +2ai,t,b] erf(au't_b)) .
Finalement,
2u—1) —a? VT 2
Elr,] = “ovE (aw,be wib 4 > [1 +2“u,t,b] erf(ayp)|-

1.2.4 Equation différentielle stochastique vérifiée par le pont de Bessel

Le pont de Bessel vérifie une équation différentielle stochastique. Celle-ci dépend des points de

départ et d’arrivée du pont.

Proposition 1.14 (Pont de Bessel solution d'une EDS). Un pont de Bessel (r;) > partantdery = a

(éventuellement nul) en t =0 et arrivanten, = b en t = 1 est l'unique? solution forte de

e sib=0,
I't

1
+—)dt+dBt, t<1.
1-1¢ Iy

drt = (—

2. sur la classe des solutions strictement positives continues
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1.2. RESULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

e sib>0,
dr;=|- It + b dt+dB;, t<]l1. (1.5)
1=t a-nh(13)

Nous commencons par un lemme technique nécessaire a la preuve.

Lemme 1.15. Soient b et t des réels positifs non nuls. On définit la fonction vy, par :

Alors,

Démonstration du Lemme 1.15. On montre une inégalité sur la fonction cosinus hyperbolique

pour déduire 'inégalité souhaitée.

Etape 1: On commence par montrer, d’aprés la démonstration de [Mit70], le fait suivant :

5 _shx
VxeR,, x° < . (1.6)
chx
Posons
f: R+ — R

X — x- sh(x)ch(x)_%

Par calculs élémentaires, on obtient

flx)=1- ch(x)§ + %sh(x)zch(x)_%,

4
f'(x) = —§sh(x)3ch(x)‘§ <0 six>0.

Donc la fonction f’ est décroissante sur [0, +oo[ et comme f'(0) = 0 on a f’ < 0. Ainsi, la

fonction f est décroissante sur [0, +oo[ et comme f(0) =0ona f < 0. Donc Vx € [0, +oo],
3
3 _ sh(x)
x° < .
= ch(x)

. b?
Etape2: Posons, pour y >0, g(y):= 7;,17(3’) - ? Ona
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

"( )—__+2b_sﬂ
g\ = ¥3 3 Shg(y_tb)'

b
En utilisant (1.6) avec x = yT >0, on obtient g'(y) < 0. Donc la fonction g est décroissante.

_b2 b2
Or, par développement limité, }/i_r)r(l) gy) = = donc g < 0 et finalement 7’;, p(N < o

Pour la positivité, il s’agit de remarquer que

Y= —o Y(yb)
s 2(yb) \ ¢
t2sh (T)

h2
ouY:x— sh'(y) _ 1 est une fonction positive sur R*.

x2

Démonstration de la Proposition 1.14. On va montrer le cas a > 0 et b > 0. Les autres cas se
traitent de maniére similaire. On montre que le pont vérifie I'équation puis qu’il est 'unique solu-

tion de cette équation.

1. La démonstration est inspirée de I'’exercice 3.11 du chapitre XI de [RY13].

Soit (R;);>0 un processus de Bessel de dimension 3, (%;);>0 sa filtration naturelle et
P, = P(-|Ry = a). Le processus ((Rt) t;g,gt)gg,lpa) est un processus de Markov et vérifie
I'équation

dR; =dW;+ Ritdt, t>0

Ro =a,

olt (W) >0 estun (%) >0, P4)-mouvement brownien.

Le processus (Ry) te[o,1] SOUS IPSL , estconditionné avaloir aenOet ben 1. C’est donc un pont

de Besselnoté () sc(o,1)- Le but est donc de réécrireI’équation stochastique de (R;) te[o,1] SOUS

(1)
Paab'
P |z
On définit (Z;)e(0,1] tel que, pour £ € [0,1], Z; = —dl]j’_)|b . On aalors, par le Théoréeme 1.11,
alF,
3 sh| X
. pi_(x,b) a 1 _242, 22 (l—t)
Zi=h(t,Ry)ouh:(t,x)— = Zent 2 ——
t ' pia,b)  V1-tx———— sh(ab)
—_—— =w(t,x) ———
=u(t,x) =z(t,x)
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1.2. RESULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

Les dérivées partielles des fonctions u, w, z sont données dans le tableau ci-dessous.

u X% + b? xb
U= Oth——zw atz_ <
2(1-1) 2(1-1) (l_t)zth(lebt)
b
O U=—— axw=—iw 0yz2=——m——2
1-1 (l—t)th(f“Tb[)
u 1 x2 b?
622 =2— 622 =|—-— —) 622 -
= e S U A I 2fm i n2”
On obtient :
1 2+ p? b
3,h(t, x) = h(t, x) S R ,
20-1 2(0-1 (1_t)2th(lebt)
1 b
0. h(t,x) = hit,x) |-= - ——+ ,
x 1=t (1—t)th(1bet)
S hie = hitn) | —— x2 + b? L2 2b 2xb
2 ) - ) P - 9 Q5 - .
g [1-0 A=0"  a-opxh(£2) a-0%h(L)

On applique la formule d’Itd au processus (Z;) sejo,1[- Soit £ € [0,1[, on a

1
dZt: ath(t,Rt) dt+ Oxh(t,Rt) —dt
— ——— Rt
R2+p2 . ,
Zt 2(11t)2(ll)2+(1[)2[::(§?z€7)‘ Zt _R%_% 1/11:(“'//"]]
1
+ Oxh(t,R;) dW, + = 0%, h(t,Ry) dr,
— 2 [ —)
7 _ 1 _ Ry b 1 R?+172 2 2b 3 2R/ b
o (1z)th(R‘l;)] & li[+(1””2+’% a n/\’,n‘h{'l‘lfj (1—t)2thl({%’]
1 R b
dZi=Z |- -7 Ly — | dW..
¢ 1-0a-oth ()
Comme pour ¢ € [0,1[, Z; > 0, on calcule
d(lnZ,] = L dz L d{z)
tl = 7, t 2th t
2
1 R b 1 1 R b
= |-=—-—L 4 - dw;— - | -— - Ly - dt
R 1=t q-pnm(f2) 2] Re 1=t a-om(f)

1
=S, dwW; - Es%dr.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

R P 1 Ry b
ol (Sy)sefo,1] est le processus défini par S; := —— — + G
Re 1=t q-nm({2)

=
t 1 t
thexp(f S”dW”__f Sidu).
0 2Jo

t
On pose, pour £ € [0,1], By := W; —f S,du.
0

Finalement,

Alors, par le théoréme de Girsanov, le processus (By) tc[0,1] €St Un mouvement brownien sous

s 2 (1)
la probabilité P~ , |,

Le drift est donc modifié dans I’équation du pont et on a finalement

1
d.Rt = th + —dt
Ry
1
=dB;+ S,dt+ —dt
R;

R b
=dB;+ | — L+ dt.

1-1 - t)th(%)

On conclut en utilisant que, sous PSL b| ,, le processus (Ry)eqo,1[ est un pont de Bessel.

2. Unicité : L'idée est tirée de [ZamO03]. On va montrer I'unicité trajectorielle sur la classe des

solutions (Uy) sejp,1] continues et strictement positives.

Montrons que les solutions faibles sont positives : Soit ((Ut) 1€[0,1] By te[O,l]) une solution

faible de

b

— dr+dB,, t<1
1=t a-nh({2)

dUt:

vérifiant Uy = a ot (B}) rejp,1] €St Un mouvement brownien.

Par le Théoréme IX.3.5 de [RY13], il existe un unique processus (Q¢)c0,1] adapté a la

filtration de (B;) refo,1] tel que Qp = 0 et solution de

2Q:
1-1

dQ;=- dt+3dt+2v/Q,dB;, tel0,1]. (1.7)
Par la formule d’It6, le carré module d'un pont brownien de dimension 3 allant de 0
a 0 sur [0, 1] est également solution faible de (1.7) pour un autre mouvement brow-
nien. Notons ce processus (Q;) re[0,1]- Par unicité trajectorielle, on a unicité en loi donc
(Q)ero,1) €t (o) refo,1] sont des processus égaux en loi. En particulier, par le Chapitre

XI de [RY13], Q; > 0 pour £ €]0, 1.
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1.2. RESULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

Posons, pour tout ¢ € [0, 1], U =/ Q. Alors U, >0 pour ¢ €]0,1[. Par la formule d’It6,

A

n 1 U
dUt:(T— d
U,

t

dt+dB,.

Par continuité, Hy := inf{r €]0,1[ | U; = 0} est strictement positif presque stirement.

Ainsi, sur [0, Hyl, le processus (U;) s> est strictement positif.

Pour tout 1 € [0, Hy|,

1d, . U,-U. b 1
_d_([Ut_Ut]+)2: —— - Nt (U= U"
— —
A
<|- t_Ut—Ut_AUt)[ff[—Ut]
1-1¢ U:U;
<0

Comme Uy > 0 = U, on obtient, par le lemme de Gronwall, U; > U,>0 pour £ € [0, Hyl.
Si Hy était différent de 1, alors le processus Jy re[0,1[ Serait contraint de toucher 0 ce
qui est absurde. Ainsi, le processus (Uy)c[o,1] est strictement positif. Toutes les solu-

tions faibles arrivant en un point strictement positif restent positives.

Conclusion sur P'unicité: Soient (Uy,;) reto.1r € (Ua,1) re(0,1 deux solutions faibles de I'équa-
tion (1.5) associées au méme mouvement brownien, et partant du méme point. On a,

en utilisant la positivité des processus (U, ) et (Uz,;)

tel0,1] tef0,1] -

d 2
(U= Usp) d
a - o _(Ul,t_UZ,t)]
2(Ur,:—Uy,p) dt
_ Ul,t+ b UZ,t+ b
[\ 1! (1—t)th(—[f_'”f’) 1-1¢ (1—t)th(l{2_'ff’)
| U P2 (Un) — — ]
1712, Y1-1,6WUL¢ U 1-1 Y1-t,0U2¢ Uss
Ui~ Us,)? (U —Usp)?
=—— — - — + [ Y1-1,6(U1,6) = Y1-1,6(U:
UviUns -1 [Yl b (UL,e) = Y1-1,p( 2,[)]
<0
< [y1=66WUh,0) = Y1-1,5U2,1)]
1d

53 Une— Uz, 0)* < [Y1-6(U1,0) = V1=, (U2, ) | | U1, e — Uayi |

24



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

Avec I'inégalité des accroissements finis et le Lemme 1.15,

b2
|Y1—t,b(U1,t) —Yl—t,b(Uz,t)\ < m |U1,l’_ Uzt

Finalement,

1d 2 b?
= (Ult Us ) <

>d ) a I)Z(Ult Us,)?.

Par le lemme de Gronwall,

(W1~ U <2010~ Vs e[ (l_s)zds):o.

Donc pour tout ¢ € [0,1[, U;,; = Us;. On conclut avec le théoreme de Yamada-

Watanabe : toute solution faible est une solution forte.

2
Remarque 1.16. * En utilisant le fait que I% (x)=1/— (—
X

sh(x)
X

+ ch(x)), on retrouve l'expres-

sion donnée dans [DB08].

* Enprenantd = 3, nous retrouvons également l'expression donnée pour le pont de Bessel allant

de a en a dans [Zam03].

Si 'on souhaite simuler le pont de Bessel par son équation différentielle stochastique, nous ris-
quons de rencontrer un probléeme si le pont part de 0 (division par 0). Pour pallier ce probléme,

nous allons utiliser I'identité suivante, nommée "Switching identity" dans [APPO5] :

Proposition 1.17. Pour y € R., le processus (r;) <1 conditionné par ro = x et ry = y et le processus

(F1) >0 := (r-¢) <1 conditionné par ro = y et i1 = x ont méme loi.

Démonstration. Pour montrer I’égalité en loi des processus, nous allons prouver qu'’ils sont tous
deux solutions de I’équation stochastique (donnée dans la Proposition 1.14); le résultat suivra par
unicité. La preuve repose sur le Théoreme 2.1. de [HP86]. Lhypothese du théoréeme porte sur la

densité x — f(fl 0)— v,y (X) de ;. Il faut vérifier que pour tout £y > 0 et tout ouvert borné 0 < R., on

1 2
t
ff|f(a,0)—»(b,1)(x)| +
thy JO

Nous allons prendre un ouvert borné & =]u, v[, avec u, v € R; et nous allons traiter le cas a > 0 et

a

2
t
axf(a,O)—>(by1) (x)] dxdf < oo.

b > 0 pour faire les calculs. Les autres cas se traitent similairement.
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1.2. RESULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

* Montrons que la fonction g: (¢, x) — f(ta 0)—(b,1) €St intégrable sur |7, 1[x]u, v[. Pour cela, on

va montrer que la fonction g est continue sur [#,1] x [&, v].On a:

- ﬁ sh(#L )sh() (_ P da-n bzt)
£ 2id-1n  sh(ab) P\"2ia=n 2t 20-1)°

En x, cette fonction est continue sur [, v]. Pour étudier la continuité en ¢, on réécrit

e 2t(1-1) —e 2t(1-1)

_ x-bp? _ (x+bt)? ]

g(t,x) = \/ﬁ oh() — 5t
’ 22Vt —¢ sh(ab)

1
On pose s:= 1—,ona:

e 20-n —e 20-1

1 (%) = T lim sh (ax) _ =hy? _+h? ]
1m X)=1/— _
& 2 1—124/1 - tsh(ab)
W I e
—+00

Vs Vs

e%s(x—b)2 e%s(x+b)2

=Cgp,yx lim
$=+00

ou C, p x est une constante dépendant de a, b, x. Pour presque tout x, cette limite est nulle
et la fonction peut étre prolongée par continuité. Ainsi, la fonction g* est intégrable sur

[%,1] x [u, v] car continue sur cet ensemble.

N

e Nous nous intéressons maintenant a l'intégrabilité sur ]#,1[x]u,v[ de la fonction

v:(t,x)—0,g(t,x).0Ona

e
a- t)th(lebt) l‘th(a—tx) t(1-1)

y(t,x)=g(t,x)

Ona:

e 2t0-n9 —e  2t-0

_ @=bp? b ]

hm (t,x)= \/7 (%) -t
1// 2 t—’l 2v/t(1—t sh(ab)
b N a X
(1- t)th(fCTbt) l‘th(a—tx) t(1l-1

b—x _dsla-o [ _ (x=h? (x+b)2]

X

= K,lim e e 20-n —e 20-n
=1(1-1)>

avec K, constante dépendant éventuellement de x. Pour presque tout x, cette limite est
nulle et la fonction peut étre prolongée par continuité. Ainsi, la fonction 1 est intégrable

sur [fy, 1] x [u, v] car continue sur cet ensemble.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

Lhypothese pour appliquer le Théoréeme 2.1. de [HP86] est donc vérifiée. Le processus renversé
(Ff)tef0,1] OU 7r = 11— est lui aussi un processus de diffusion dont on connait I’expression du drift
b et du coefficient de diffusion &.

On a déja & = 1. De plus, I'identité (2.3) donnée dans [HP86] devient :

0xf) 4 (%)

—

b(t,x)=—-b(1—t,x)+ —42 _
fa~y@)

= b= £, + 3 (In | floh 1y 0]).

Nous faisons les calculs dans les différents cas pour le pont de Bessel (7) sc[o,1) pour obtenir :

a b Gx(ln f(lafot)_,(b,l)(x)]) b(t, x) le drift de r; b(t, x) le drift de r;_;
>0|>0 b + a __X 2 + b I + a
(1- t)th(f%) tth(%) -1 | 1-t (_ t)th(leht) 1-t (1-nth({)
>0| 0 l+ a __Z —i+l 2 + a
x rth(%) t1-1) 1-1 x 1-t (1-nth({)
1 b X X b X 1
0 |>0 —+ - - + e
X (l—t)th(lebt) t(l—t) 1-¢ (l_t)th(lx_ﬂ) 1-¢ X
2 X X 1 X 1
0 0 - - -t — e
x t(l-1 1-t x 1-¢t x

On peut maintenant facilement vérifier que les coefficients de ’équation stochastique sont les

mémes pour le processus de a a b et pour le processus a temps inversé de b a a. |

1.3 Temps d’atteinte d'une diffusion

Nous énoncons dans cette section quelques résultats connus sur le temps d’atteinte d'une diffu-

sion. Ces résultats seront utilisés ou comparés dans les chapitres suivants.

1.3.1 Mouvement brownien

Définition 1.18 (Temps d’atteinte). Pour a € R et B un mouvement brownien, on note

Tq4:=inf{t > 0| B; = a} le temps d’atteinte de a.

Proposition 1.19 (Densité du temps d’atteinte). Soit a € R, la loi de T, admet la densité g, définie

par:
g: [R i R+
exp(‘—‘;2
t — lal 1 (D).
273

27



1.3. TEMPS D’ATTEINTE D’UNE DIFFUSION

Démonstration. On utilise le principe de réflexion. La preuve est en Section 2.6.A de [KS91]. W

Remarque 1.20. Considérons un mouvement brownien issu de x € [0, al, c’est a dire un processus
de la forme Z; = x + B; ot la condition initiale x est indépendante du brownien B. On note 7, son
temps d'atteintede a. AlorsT,=inf{t>0| Z;=a} =inf{t >0 | By =a—x} = T4y

Ainsi, la densité de T, est

xa: | R — R,
_ (7 )2 (1.8)
v/

On a également la transformée de Laplace du temps d’atteinte pour le mouvement brownien stan-

dard.
Proposition 1.21. Ona, pour AR, a€R,

E [e‘““] _ e lalv2l.

1.3.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Larticle [APPO05] est a la base du résultat principal du Chapitre 2. Les auteurs de ce papier ex-
priment de plusieurs manieres la densité du temps d’atteinte du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
ainsi que sa transformée de Laplace. Nous rappelons ici ces principaux résultats.

Considérons un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X;) ;> tel que

dXt :—kXtdt'FdBt, t>0

Xo =x€R,

avec k € R’ et (B;) ;>0 mouvement brownien standard. On définit, pour a € R, le temps d’atteinte
T, :=1inf{s > 0| X5 = a}. On commence par donner la transformée de Laplace du temps d’atteinte

du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Proposition 1.22 (Proposition 2.1 de [APP05]). Pour tout x < a, A € R, la transformée de Laplace

u’; de T, en A est donnée par

1 2 D_, (—X\/ﬁ)
ul(x, k) = Ey [e_”"] N i A S (1.9)
D_% (—d\/ﬁ)
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

ot D, (+) est la fonction parabolique cylindrique. Cette fonction est la solution de
2

y"(x)+(—xz+%+v)y(x)=0 (1.10)

vérifiant y(x) o xVe X14 (cf. [LS72] pour plus de détails).
—+00

Remarque 1.23. Certaines propriétés de la fonction parabolique cylindrique sont données en Sec-

tion 3.5.1 du Chapitre 3.

Larticle [APP05] donne ensuite plusieurs expressions de la densité de ce premier temps d’atteinte.

Nous rappelons ici deux de ces expressions qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

Proposition 1.24 (Théorémes 3.1 et 5.1 de [APPO05]). Lorsquex < a, x, a € R, on note px—. 4 la densité
de T,. Ona, pour t € R},
) e & Dy (XV2K0)
Prmg(t) = —ke" 2 e
j=1 Ovajﬁm(—av 2k)

KV} avar? (1.11)

ott, pour b € R fixé, (v i) j>1 désigne la suite des zéros positifs ordonnés de v — D, (D).

kZ t
exp(—?fo (rs—a)zds)

ot la fonction gy, est définie par (1.8), et oir r est un pont de Bessel partant de ro = 0 et

_k 2,2 -
p® (n=e 2@ ¥ -0F Zrald) (1.12)

arrivantenr; = a— X.
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Chapitre 2

Estimation des parametres d’'un
processus d’Ornstein-Uhlenbeck a partir

d’observations du supremum

La modélisation de la dynamique des températures en un lieu donné par un processus d'Ornstein-
Uhlenbeck a motivé I’étude de ce probleme. En effet, comme les températures se répartissent au-
tour d'un axe moyen, il est naturel de modéliser leur évolution par un processus de retour a la
moyenne (voir par exemple [Dis98a], [ADS02] ou [BSZ02]).

Prévoir et estimer les mesures de risque liées aux canicules par exemple est un enjeu important.
Il serait possible d’estimer ces mesures en connaissant la température en temps continu ou des
observations discretes du processus, comme proposé dans [Fra03]. Cependant, la plupart des sta-
tions météo ne disposent pas de ces données mais n'ont que les extrema journaliers. Nous pro-
posons donc une méthode d’estimation des parametres du modele d’origine en se basant sur les
données disponibles (un échantillon des extrema, et par exemple des maxima). Ainsi, par la suite,
il est possible de procéder a des simulations, des estimations, des prévisions.

Pour ce faire, nous exprimons la loi du processus des maxima en fonction des parametres. Cette
expression est complexe mais nous permet ensuite de trouver les-dits parameétres via un estima-
teur de type moindres carrés. Il s’agit d'une nouvelle approche utilisant directement la fonction de
répartition du supremum du processus et non son inverse comme classiquement en estimation
par quantiles ((CHBSO05] ou [Pek14]).

Nous formalisons dans la Section 2.2 le probléme d’estimation. Nous donnons ensuite la fonction
de répartition du supremum du processus ainsi que d’autres outils théoriques comme la consis-

tance de l'estimation grice a la propriété de mélange du processus ([Bil65]). Des illustrations nu-
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2.1. INTRODUCTION

mériques, notamment sur les mesures de risques liées aux canicules ([Gri68]) sont proposées dans
la Section 2.4.

Pour finir, la Section 2.7 montre l'existence des moments du supremum d'un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Dans ce chapitre uniquement, nous effectuerons un léger changement de notation. Nous posons

k ¢_¢
B

Il=—=etu= T = —. Ainsi, le processus X = (X;) >0 décrit dans le chapitre précédent s’écrit

B I
dX, = 1p(u— X)dt +\/pdB,

oupueR,[,fe IRfr, et (B;) >0 est un mouvement brownien standard.

Pour I'estimation des parametres, nous faisons ’hypothése que X; a pour loi la densité invariante
de sorte que le processus est stationnaire.

Le travail présenté dans ce chapitre a été publié dans Stochastic Environmental Research and Risk

Assessment [BSDG* 18].

2.1 Introduction

Forecasting and assessing the risk of heat waves is a crucial public policy stake. It requires measure
tools in order to evaluate the probability of heat waves and their severity. For example, the paper
[SOK™10] is interested in assessing the likelihood of occurrence of the heat wave of 2003. For that
purpose, they model annual maximum temperatures thanks to mean monthly data. However, the
available information depends on meteorological stations. Daily extremes (maximum and / or mi-
nimum) might be the only available data. Since temperature does not deviate from its mean level,
a mean-reverting process such as an Ornstein-Uhlenbeck (OU) process is commonly used to mo-
del temperature process (see [Dis98a], [Dis98b] for example). The authors of [DQO00] and [ADS02]
propose to use an ARMA version of the OU process while [BSZ02] propose a fractional Brownian
motion (to take into account the long range dependence) instead of the classical Brownian motion
in the OU process. In [CIMO06], the OU process is the basic model used to model the local tempe-
rature (of air, of ocean water).

The main purpose of this paper is to estimate the parameters of this OU process. Estimation of
OU parameters has been done using observations of the process (see [Fra03]) or more recently
using hitting time data in [MI08] for the neuronal activity. However, weather stations do not re-
cord either of these data. That's why we propose an estimation based on daily observed suprema

of temperatures. Once the parameter estimation is done, risk measures related to heat waves may
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PARTIR D’OBSERVATIONS DU SUPREMUM

be obtained from Monte Carlo simulations of the dynamic of temperatures with the estimated
parameters. For example, we would like to estimate the probability of heat waves, namely the pro-
bability for outdoor air temperature to exceed a threshold (26.67°C during 3 days, see [Gri68]) or
two thresholds (one during night and one during day, see [LPL*04]). Other interesting measures
would be the corresponding expected area over the threshold or the mean time over the threshold.
Recently, lots of results on the first passage time of the process have been obtained. In [APP05], dif-
ferent expressions for the density function of the first hitting time to a fixed level by an OU process
are given. Since hitting time and suprema are related, the cumulative distribution function (cdf)
of the supremum is obtained.

Unlike classical quantile estimation (such as done in [CHBS05] or [Pek14]), we do not use the cdf
inverse and propose though a new approach to estimate the parameters. Thanks to the cdf, we
perform a least square method to estimate the OU parameters.

The paper is organized as follows. In the next section, the estimation problem is presented. Section
3 is concerned with the theoretical tools. Finally, Section 4 is devoted to the numerical illustrations
of the estimation and the related risk measures thanks to the only available data : the daily suprema

of temperatures.

2.2 Estimation Problem

Since temperature does not deviate from its mean level, a mean-reverting process such as an OU
process is commonly used to model temperature process (see [Dis98a], [Dis98b] for example).

Here, we use a stationary OU process. The temperature variations process X = (X;) ;> is given by :

1
X, = - X By, Xo~ ,—
dX; = loPo(tio - X0di ++/BodBer Xo JV(MO 210)

where o € R, ly, Bo € R}, and (By) >0 is a standard Brownian motion. Suppose that X, and (B;) >0
are independent. We recall that the measure A (,uo, i) is the stationary measure. This modelling
is reasonable, as, in the applications, we consider observations only from a sub-period of annual
observations (e.g. from summer). Let us note 8y = (B, o, lo). We say that X is a stationary OU with

parameter 6.

The parameter iy is the mean of the stationary process. The parameter \/E is the volatility of the
process. It indicates the degree of variation. For the temperature, it reveals a tendency to change
quickly and unpredictably. If By = 0, the process is purely deterministic and well-known then. Fi-

nally, the parameter [y shows the "speed" of mean-reversion. The parameter [y is sometimes
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called the relaxation parameter. If [y = 0, the process is just a Brownian motion, standard if fy = 1.
The influence of these parameters is shown on Figure 2.5 in Appendix 2.6.
Let us note for s,r € R", S5, = sup X;and Ijs,(= inf X,.

s<t<r s<I<r
Assume that we observe the suprema on a period [0, T] with a partition (#;);>¢ of constant step
h > 0. We then have n suprema Sy;, , ;[ for i € [1, n] on disjoint intervals. Let us remark here that
in our problem of daily observations we will take i = 1.
Classical estimation methods are not well suited for the parameter estimation from the supre-
mum observations. Indeed, the likelihood maximization requires the probability density function
of the supremum and in order to use quantile methods, one needs to know the supremum’s cdf in-
verse. These two functions can only be obtained by numerical approximations that are more time
consuming than numerical methods to get the cdf itself.
This is why we propose to use the cdf of the supremum, denoted F*, whose expression is given in
Proposition 2.2.
Let N; € N* and s, j = 1,..., N4 be real numbers. Let us denote F,, the empirical distribution
function on the sample S, , 1, i =1,...,n. We recall that, for € R, F, (1) = % zn: ]lS[ri_l,tiléf'
A way to estimate 6y is to use a least square method by minimizing the sum ofl ;clluares of the diffe-
rences between theoretical and empirical cdf. Then, we want to minimize the following function
Qn:

Nﬂ
Qu©® =Y [F*(s;,0,h) = Fi (5]
j=1

where 6 is the parameter of the OU process, F* (a,0, h) =P (S[o,h[ < a) and sy,..., SN, are real num-
bers (to be chosen later).
Thus, 6 is estimated by

5Z=(//371,ﬁ71,171)=0a”§g£ﬂ% Qn (6). 2.1)
R xR

Remark 2.1. The problem is stated here with suprema but the same reasoning may be applied to

the infima (or both infima and suprema) to deduce the estimation.

2.3 Theoretical Tools
In this section, we present some useful results to estimate the parameters.

2.3.1 Cdf of the supremum

To minimize the function Q,, we need to compute the cdf F* of the supremum. As the cdf of the

supremum is directly linked with the one of the hitting time, we can find F* thanks to [APP05].
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Proposition 2.2. For t € R* and a € R, the cdf F* of the supremum of the stationary OU process X

with parameter 6 = (B, u, 1) € R x R} x R} is given by

F*(a,0,0) =P (Sp,q < a)
:q)(( )\/2_1)
f ftﬁ ~3[(aw e (eop)u] A% et

2u®
T T

wherer is a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0, u] between 0 and a— x and ® is the cdf

e~z i Uemar s | g

of the standard normal distribution.
We first need the following lemma.

Lemma 2.3. ForxeR, t€ R" and a > x, the cdf F® of the conditional supremum of the OU process

X with parameter 0 = (B,u, 1) € R x R} x R} starting at Xo = x is given by

Fc(ayeyt)x) (S[O [AIS a|X0_ )
_ l_ftﬁ e (G O ] B SRy B PN ER N
0 2mus
wherer is a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0, u] between 0 and a — x.

Fora<x,F°a,0,t,x)=0

Using the hitting time density for an OU process (see [APP05]), we can deduce this result on the
conditional cdf.

Proof. Let a > x be given and fixed.

LetsetU; = Xé —pand Wy = \/BBé (which is thus a standard Brownian motion). Then the dynamic
of (U0 is

dUt:—lUtdt+dW[, U(): Ll():x—/.lER.

For b > uy, we introduce the first passage time T}, = inf{s > 0; U; = b}.

Since P| sup U, <b|Uy= uo) P(Ty, > t | Uy = up), we have :

ou<t

P(Spn<alXo=x ):P( sup nga—plUozuo):P(Ta_u>tﬁ|U0:u0).
o<u<tp

We conclude using the density f7, of T} given (in [APP05] written in (1.12)) by :

—un)2 _
2oy DU Ot T s

_u
fr,(w)=e 2(b e

2mus
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where r is a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0, u] between 0 and b — 1. Then, we

have

t:B — a—x u
P (S, <alXo=x)= 1‘[ o2 (e o] AZX e R mar?as g
0

2w us

with r a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0, u] between 0 and a — x. |

Remark 2.4. Similarly, we can obtain the cdf F. of the conditional infimum of X. For x€ R, t e R,

a<xandfeR xR} xR}, we have

Fe(a,0,t,x)=P(Ijo < al Xo=x)

e 2u e

t
:fﬁe—é[(“—ﬂ)z—(xﬂ‘)z—u] X—a *7(“7”2“5 *éfo“(rﬁafu)zds du
0 2mus

with r a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0, u] between 0 and x — a.

Forx< a,F.(a,0,t,x)=0

Proof of Proposition 2.2. Integrating with respect to the law of Xy, we can express the cdf F* of

the supremum of the OU process X with parameter 0 = (G, i, 1) € R x Ri X [Rifr.

F*(a,0,t) =P (S, < a)
:f F(a,0,t,x)dx
=<D((a—u) \/ﬂ)

f [tﬁ 2 (“ )+ (x-4) _”] N mgﬁ[[e_lzzfou(r-‘_””)zds dudx.

2’
]

Remark 2.5. Note that the cdf F* is decreasing with respect to . Numerically, the cdf seems to be

decreasing with respect to | and p.

2.3.2 Mixing property

In order to get statistical properties of estimators, some mixing properties are usually required. In-
deed, statistics beyond independence have received a deep attention from the 90’s. Mixing is used

instead of independence and results such as Laws of Large Numbers or Central Limit Theorems

36



CHAPITRE 2. ESTIMATION DES PARAMETRES D’UN PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK A
PARTIR D’OBSERVATIONS DU SUPREMUM

may still hold. There is a very large literature on that subject and we refer to [Bil65, Dou94, Rio93]
and the references therein for definitions and main results.
Roughly speaking, mixing properties of a process (Y;) ;er quantify the convergence to 0 as r goes
to infinity of

Cov(f(Yzysenns Y2)), 8(Yeyys- s Ya,))

for r f and g in an appropriate class of measurable functions and
0<z <--<2zj<zj+T1 < zj+1 < -+ < z¢. The following proposition means that (Sis )o<s<t

is exponentially p-mixing.

Proposition 2.6 (Mixing property). Let us consider an OU with parameter 8 = (f,u,1). For any
s, 7 >0, for any function f : €°((0,s],R) — R, g : €° ([s + 1, +oo],R) — R such that f, g are square-

integrable with respect to the law of S, and for any0 < u < s < s+r < v, we have

)Cov [f((S[O,u[)ugs) ’g((S[S“:V[)v)sH)] ‘ < e—lﬁr\/var [f ((S[Ov”[)ugs)] Var [g((S[S+r,,,[)v>s+r)

Proof. We can easily adapt the proof of Theorem 2.1 in [GM16] in the one-dimensional case of the

OU process satisfying the equation

1
dXt = lﬁ(l,t— Xt)dt+ \/BdBt’ X() ~N ([.L, ﬂ) .

Then, keeping the notation from [GM16], one may take ¢ = f osup and ¢ = g osup which are

square-integrable with respect to the law of X by hypothesis. ]

2.3.3 Consistency of the estimation

Following the idea of the proof of Theorem I1.5.1 in [ABC92], we may prove the consistency of our

estimation of the parameter 6, provided that the s;, j = 1,..., N, are chosen such that the function

RxR* xRY — 0,11V

9 — (F* (Sj’e’h))j:L...,Nq

¥

is injective and that the parameter 6 belong to a compact subset of R x R} x R .

Proposition 2.7. Consider an OU process with parameters 6y = (B, Lo, lo). Assume that the para-
meters 0y belong to ® a compact subset of R x R} x R} . For any n € N*, let, = (ﬁn,ﬁn,fn) be given

by (2.1). Then, any a.s. limit point 0™ 0f(§n)n€,\|* satisfies ¥ (0*) = ¥ (0p).
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Proof. We adapt the lines of the proof of Theorem I1.5.1 in [ABC92] and use the ergodic theorem
for mixing sequences (see [Bil65] e.g.).
We denote

6, = argming.q Qn(0).

Since O is a compact set, the sequence 6, has limit points. Let 8" be any limit point of 8,. Since no
confusion can be made, and in order to simplify notations, we use F*(-,-) instead of F*(-,-, h) for

this proof. For j =1,... Ny, let e,(sj) = F* (sj,00) — Fu(sj) we write

NG Nq Nfi
Qn@) =Y en(sp)®+ Y (F*(sj,00) — F*(s;,00)* =2 Y &,(s;)(F*(sj,00) — F*(s},0)). (2.2)
J=1 j=1 j=1

The ergodic theorem for mixing sequences implies that £, (s;) goes to 0 a.e. as n goes to infinity for
J=1,...,N4. Now,
Qn(0r) < Qn(60).

Let ny be a subsequence such that ) n, goes to 0™, using (2.2), we have
QnOn) — Y (F*(s},00) — F*(s/,0*))* ae.
j=1
and Q,(6g) — 0 a.e. We deduce that
F*(s]-,HO) —F*(sj,H*) =0,j=1,...,Ng

which gives the announced result. |

Remark 2.8. Of course, if the application ¥ is injective, then Proposition 2.7 implies that 6 = 0,
and thus 8, goes to 0y a.s. as n goes to infinity. From some numerical tests, it seems that the injecti-

vity is satisfied.

2.4 Numerical Applications

In this section, we want to estimate the parameters, first on some simulated data, and then on
real ones. First of all, we need to implement the cdf of the supremum of the OU process X with 3
parameters.

We want to make an estimation on real data with daily suprema observations. This is why without

any precision, h will be equal to 1 for numerical applications in the rest of the paper.
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2.4.1 Cdf Numerical Computation

We describe here the used method for the numerical computation. The process r is the unique

solution of the following SDE ([DB08])

r a—Xx
dre=|--1 4 ds+dB;, O<s<u, 1ry=0.
u-s (u—s)tanh(rsm_x))

u-—s

Since the process starts from 0 here, the Euler scheme cannot be applied for this SDE. Recall that
the process (r)s<y, with ry = 0 and r,, = a — x and the process (7)<, defined by 7 = r;,_s with
7o = a— x and 7, = 0 have same distributions (Exercise XI.3.7 of [RY13]). Therehence, we can use

the Euler scheme on the switched Bessel bridge (7,) s<,, which verifies the SDE ([RY13])
Is

F 1
dfsz(— +~—)ds+st, O<s<u, fp=a-=x.
u—s s

Finally, the integrals are computed by considering the corresponding Riemann sum and the ex-
pectation by a Monte-Carlo method with M = 10000 simulations.

The code is written in C++ and the evaluation of the function is very long. Consequently, we had to
make a parallel code. Yet, the function "rand" in C++ is not thread safe. Thus, we propose to use the
Mersenne Twister generator for the simulation of the random numbers. With the parallelisation,
the time for one evaluation of the function Q, to be minimized has been divided approximately
by 5 but is still long (around 52 secs for N, = 4, 6 = (47.5,22,0.02), with a 40 cores machine). The

duration is not a problem since the optimisation needs to be done once and for all.

2.4.2 Bounding parameters

The problem (2.1) is solved by an algorithm which performs a Nelder-Mead method. More preci-
sely, we use optim procedure on the software R. Initial values for the parameters to be optimized
over are required. To set those initial values, we propose to bound each parameter. For each of
them, we give here a lower and an upper bound.

As well as we observe the maxima, suppose we also have the minima: I}, , ;[ (still for (¢;);>0 a par-
tition of [0, T'] of constant step & > 0). Then, the available quantities for bounding the parameters
are the minima mean, denoted myi, ; the maxima mean, denoted mi,.x; the smallest observed
temperature, denoted recpi, and the largest one, denoted recp .

Let us recall the OU process is assumed to be stationary, then we have, for all £ > 0,

1
E[X:] = po Var[X;] = —
21y
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The expectation gives us natural bounds for the parameter yy :
Mmin < K0 < Mmax-

1 -
Moreover, we have [ = ————_ As for all i, | X;, — X| < max (IreCmin — Mimax! ; It€Cmax — Mminl), One
2Var[X,]

may say that it is natural to upper bound the variance by
Var[X;] < (max (|reCmin — Mmax|; Ir€Cmax = Mimin)))*.

It then gives us a lower-bound Iy, for ly.

For the upper-bound, we use Theorem 2.7 of [LS01]. For all x > 0, we have

px =P (S0~ E[So,11] > x) < exp(~lox?).

Hence

It remains to find the domain of fy. First of all, By > 0.

Since fo = <X>T, a classical estimator of B (see [LBM84]) is By = % rig (X, — Xti)z.
i=

Then,
1 n—1 2 2
:BO < ﬁmax = ? Z max [(S[ti;tiﬂ[ - I[ti—lr[i[) ’ (I[[ir[iﬂ[ - S[[z‘—l;ti[) ] :
i=1

Finally, §,, = argming,Q,(0) where C = [0, Bmax] * [Mmin, Mmax] % [lnin, Inax] € R x R x RY.

2.4.3 Parameters estimation on simulated data

We are going to test our method on simulated data. To choose realistic parameters, we use
some temperatures data. The mean temperature leads us to take py = 22. Using the difference

between the maximal (respectively minimal) temperature and the mean temperature, we take

i = 5. The hourly correlation allows us to set Iy = 0.95 (see e.g. [Gri68] and [BSZ02]). Then,
0y = (47.5,22,0.02).

We made several tests to make a compromise between the algorithm complexity and the preci-
sion of the estimation (with RMSE) which lead us to take N, = 4 here. Then, we take sy, 2, $3, $4 the
empirical quantiles on the sample for 0.2,0.4,0.6 and 0.8 respectively so that there are uniformly
distributed on the interval [0, 1]. The s; values are settled and fixed for the whole estimation pro-

cedure.

50 samples are simulated over T = n = 1000 days for each, with an Euler Scheme (time scale
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dt =1072 days), with Xy ~ A4 (22,25). The algorithm is launched on R twice on those 50 samples,
once with the truncated samples over 100 days and one with the whole samples. The parameters

found minimizing Q¢ and Qoo are presented in the following boxplots :

Bp=47.5 py =22 lg=10.02
[
o
- - o
1 1 1
2 1 1
=2 1 1
i i
1
1 | 1
| ! ' i
w
I o o4 1
1 o = 7 1
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1
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1
1 i
i L
—_ = 1
1 o 1
| ! | g
2 4 1 ! =]
@ \ 1 H 2
! 1
! 1
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1 ¥ 1
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o | 1 1 1
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1 1 o 1
1 1 1
—_ —_ —_
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FIGURE 2.1 — Boxplots of the estimated parameters, the real value is indicated by the blue line.

As we expected, the estimations are better on a larger sample. The relative RMSE for S, po and
lp are respectively equal 0.4955, 0.04759 and 0.2194 for the small samples (100 days) and 0.4205,
0.03453 and 0.08928 for the larger samples (1000 days). The median parameters are satisfying.
However, the parameters fy and py seem biased. It appears that fy tends to be overestimated
and on the contrary oy underestimated. Moreover, we observe a big variation in the estimators
of By. It is confirmed by the relative RMSE (see above). Better results are obtained if fy is fixed
and performing a 2D-estimation, as in [MI08]. Indeed, the relatives RMSE for py and [y are then
respectively equal to 0.0107 and 0.0929. It is consistent with the results in [MBS95] where S is

assumed to be known.

2.4.4 Real data
2.4.4.1 Parameters estimation

In [Ta02], daily temperature dataset in Paris through the ECA&D project is provided (Data and
metadata available at http://www.ecad.eu). This dataset is one of the longest in temperature
measurement since it begins in 1900 but it records only maximum, minimum and mean daily

temperature. In our application, we study daily summer temperature. In that way, we select maxi-
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mal and minimal temperatures from 15th of june to the 14th of august (61 days) each year between
1950 and 1984 included, representing 35 years of records and 2135 days. These years are selected
in order to avoid climate change influence so we can consider the dataset as maximum observa-
tions of a stationary process (see [PAB*14]). This is our train sample. We will keep the years after
1985 for the test sample.

When we apply the estimation procedure presented in Section 2.2, we find
B0 = (34.35,19.04,0.02633). In order to assess the quality of this estimation, we propose to

compare some theoretical quantities with empirical ones. That is done in the next section.

2.4.4.2 Estimation validation

To verify the estimation, we propose two models validation indicators : : comparison of quantiles
and prediction. The first validation indicator is just to check the quantile-quantile matching over
our train sample. The second one is a validation using prediction and then does not use the train

sample.

Sample Quantiles
15 20 25 30 35

Theoretical Quantiles

FIGURE 2.2 — Quantile-Quantile plot

The first thing to check is the match of quantiles. To this aim, we draw a quantile-quantile plot
(see Figure 2.2). The plotted points fall near the line y = x which indicates that the quantiles of the
theoretical and data distributions agree.

We also want to assess the estimation quality by a prediction method. The estimation ends on
the 14/08/1984. We take the mean temperature of the 14/06/1985 as an initial point to simulate
processes (time scale df = 10> days) on 10 days with the estimated parameters. Then, we make
a confidence interval by Monte Carlo simulations (1000 simulations) for the maxima over each of

those days and compare it with the real values (between 15/06/1985 and 24/06/1985, in the test
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sample).

30
I

temperature
25

20

o)

T T T T T T T T T T
15/06/1985 16/06/1985 17/06/1985 18/06/1985 19/06/1985 20/06/1985 21/06/1985 22/06/1985 23/06/1985 24/06/1985

FIGURE 2.3 — Confidence limits at 95% for the maxima between 15/06/1985 and 24/06/1985

We observe that the real values (the dots) are all in the confidence interval which confirms the

pertinence of our model. We also made this test with 30 days and the results were also very good.

2.4.5 Risk measures
2.4.5.1 Definitions

Let us recall the goal of our study. We want to estimate some risk measures related to heat waves.
Let us note that one may estimate any risk measure of his choice. Indeed, once the minimisation is
performed, we can use a Monte-Carlo method simulating independent processes with estimated
parameters.

There is two classical definition for a heat wave. The first one (see [LPLT04]) isa sequence of conse-
cutive days (A days) for which the maximum daily temperature is larger than a high-level threshold
(@max) and the minimum daily temperature is greater than a low level one (ani,). Those tempera-
tures thresholds (dmax, @min) depend on the geographical zone. The second definition (see [Gri68])
is a sequence of consecutive days (A days) for which the minimum daily temperature is greater
than alevel (a).

As we have daily observations, to simplify the expression, we take t; = i € [0, n] and Sjo, is then
the supremum on the first day for example.

We define the two random variables
S .
mp ;ys = MIN (S[i,i+1[:---;S[i+6—1,i+6[)

and
I .
My ivs) = mln(I[i,Hl[y ceey I[i+6—1,i+6[)

ford e [1,n—1i].
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Then, we can express the probability of heat wave (for the first definition) :
P(Hi efo,n—-A], m[si’im[ P amax,infi'iﬂ[ = amin)-
Another interesting measure is the duration of an heat wave. Let us note, when there exists
Tin = min{i € [0,n— A], m[sl.,HA[ > amax,m[li,HA[ > Amin}

and

S I
Tout = Tin T max{d > A, mp ivs P AmaxoM; ;151 Z Gmin}-

Then, the mean duration of an heat wave is

S 1
E Tout ~ Tin | m[Tianout[ 2 amax’m[TinyTout[ > @min | -

Using the second definition, we can also measure the severity of a heat wave with the area over the

threshold for the first A days. Let ij be the first moment of a heat wave. This area is :
ig+A I
E:[E[fi (Xs—a)ds | m[io,iow[}a .
0
As the process is assumed to be stationary, this quantity does not depend on ij.

2.4.5.2 Simulated data

Since our goal is to estimate risk measures, we would like to see how they are impacted by the
estimation of the parameters. We propose here to look at the last one, E, which uses the process
itself.

Severity of the heat wave (E)

22

21

20

(2]
i

o —
—

FIGURE 2.4 — Boxplot of the risk measure E for the different estimated parameters. The level of the blue line
(19.57) indicates the value for the real parameter 6,

Figure 2.4 shows the boxplot of the risk measure obtained by Monte-Carlo simulation (7 x 10°
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simulations) for the estimated parameters found in Section 2.4.3 with A = 3 and a = 26.67 (see

[Gri68]). The relative RMSE for E is 0.05291 which is satisfying.

2.4.5.3 Real data

We use the markers of Météo France for Paris (see [LPLT04]), we take A = 3, amin = 21°C
and amax = 31°C. As we want to estimate the measures for a summer, we take n = 61
days. Those measures are calculated with the estimated parameters on the real data, namely

éa = (34.35,19.04,0.02633).

For the probability of heat wave, the Monte-Carlo method is performed with the simulation of
108 years of 61 days and we obtain a probability of 2.57 x 1072 for a summer. There were 2 heat
waves between 1985 to 2011 then a proportion of 7.41 x 10~2. This highlights the deviation of the

temperatures in the last decades, due to climate change ([PAB*14]).

With 108 simulations for the Monte-Carlo, we obtain a mean duration for an heat wave of 3.2 days.

The 2 heat waves had lasted respectively 3 and 10 days.

2.5 Conclusion and future research directions

In this paper, a new method to estimate the parameters of an OU process is proposed. Indeed,
the proposed method includes a least square estimation based on the suprema observations. To
this aim, the cdf of the suprema of an OU is given and theoretical results, including consistency of

model parameter estimation, are established.

The numerical applications on real and simulated data prove the goodness of the estimation and
its relevance. Risk measures such as the probability of heat wave or the duration of one have been
studied and compared with the reality. The proposed model is also able to predict temperatures

for a few days.

Some directions for further investigations are summarized as follows. For example, in continuity
with this work, obtaining explicit expressions of risk measures may be interesting in the model.
To this aim, one may know the joint law of the supremum and the process. Moreover, another
interesting estimation for the parameters of the process might be done using Maximum Simulated

Likelihood Estimation (see [JL11]).
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2.6 Appendix
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FIGURE 2.5 — Different trajectories of Ornstein-Uhlenbeck processes for different parameters. When not
precised, the other parameters are o = 22, Iy = 0.02 and fy = 47.5. The time scale is d¢ = 10~ days. For
each trajectories, Xy = o.

2.7 Existence des moments du supremum

Dans un souci de clarté, on suppose dans cette sectionque [ = 1, y=0et f = 1. Il est aisé de revenir
au cas général avec (1.2).

Il est assez fréquent de regarder I'existence des moments d'un processus (cf. [Kiih17], [LM02]).
Cela peut servir a obtenir dans un deuxiéme temps I’expression des moments. Ceux-ci permettent
de calculer la fonction génératrice des moments pour procéder a une estimation des parametres
si celle ci s’exprime plus simplement que la fonction de répartition par exemple.

On montre 'existence des moments de tout ordre du supremum du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck conditionné par sa valeur initiale Xy = x € R, noté (SfCO,t[) . Pour cela, on exprime

>0
sa densité grace au Lemme 2.3.

Proposition 2.9. Soient t € R} et x € R. La variable Sy, ,; admet des moments de tout ordre.

Démonstration. Soit ¢ € R}. La fonction de répartition F¢ du supremum Sﬁ),t[ du proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck (X;);>o conditionné a valoir x en 0 est donnée dans le Lemme
2.3. On a ici 6 = (1,0,1). On pose 6 = (1,x,1). Pour tout (a,x) € R?, pour tout t € R:,
F(a,0,t,0) = F¢(a+ x,0%, t, x). Ainsi, il suffit de montrer le résultat dans le cas x = 0.

La fonction de répartition F° du supremum S?O,t[ du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X;);>¢

conditionné a valoir 0 en 0 lorsque 6 = (1,0, 1) est donnée par :
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e sia>0,
a

t u
F(a,0, r,0)=1—f e tla-ul-5 Ele=2 k' i-a®ds] gy, 2.3)
0

2mus

ol r est un pont de Bessel de dimension 3 sur I'intervalle [0, #] entre 0 et a.

e sia<o,

F(a,0,t,0)=0. (2.4)

On déduit des expressions (2.3) et (2.4) la densité du supremum S([)O,t[ du processus pour ¢ > 0.

Celle-ci est donnée, pour tout a € R, par

e_i(a —u)——2

fS([)O‘Z[(Cl) = — ]la20 A 27m3 ———— [Fle

a2 u
1——(u2+u+1)+uf rsds
u 0

1o rs—a)*ds du.

On regarde I'existence du moment d’ordre n € N* fixé.

Ona

E[(s%.)"] = fooo a"fy (@da=h+L+1s,

ol, par théoreme de Fubini car les quantités sont positives,

2
3@ —u)- 4 " ,
I :=- ff ale > i [E[e‘%fo(rs—a)zds]dadu,
V2nud

n+2 —f(a —u)— m u
b::f f a1 U D g [mb 0] dad,
Znu

n+1 _E(“ —u)— 2u
13 == f f E
Vonud

Nous devons montrer que ces 3 quantités sont finies. Pour cela, on commence par les borner en

dadu.

u
e_% fou("s—a)Zde reds
0

majorant grossierement les intégrandes.

t
3 t 00
€2 - —a? (L
Ll < f u 3”[ a"e %) dadu,

2 L
L < (t +t+1)e2f _5/2f )dadu,

n+l1 ;
|13|<e§ff L[E[/ rsds
0 Jo vV2mus 0

On effectue ensuite pour les deux premieres quantités le changement de variable dans la deuxieme

u+1l o0
intégrale b =1/ 5 a eton pose, pour meN, A, := f b"e " db < oo, ce qui donne
u 0

dadu.
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t n+l

)

e t 2u \ 2z
Ihl<-<—4, f u—?”z(—) du
Vo 0 u+1
e 254 [ U
< A, | u? du<oo,
V2n fo
|I|<(t2+t+1)e%A ft o[ 2u "T”d
ol S——Aps2 | u — u
Van 0 u+1
<(t2+t+1)e52njA ft 22 <
—_—F 2 2 u 2 u < oQ.
X \/ﬁ n+2 0

Il reste donc a traiter le cas de I3. La variable d’intégration a est cachée dans E car le

u
f rsds
0

pont de Bessel arrive en a et rend donc cette intégrale moins évidente a appréhender que les pré-

cédentes.

Rappelons que nous avons

ale—@(574) u
ff [E[f reds
Vomrud 0
. ale=a(5H)
Efff E[rs]dsdadu,
Vomrud

I

|I3] <e dadu

par le théoreme de Fubini.

Soit s € [0, u]. La Proposition 1.13 implique

[E[rsl<‘/§(”_5)( a +\/E )
av'n u—-s 2

N . . . S
ou nous avons majoré les fonctions erreur et exponentielle par 1 et le terme a, | CTUE] par
u(u—s
a

Voviu—s

Ainsi, on obtient

< [ [ o
’ 3 vu=s V2

Skii+ koo + k3,

1+ ——
u—=

2

1+

] ) dsdadu

ol ki, k2, k3 des constantes positives et

u a*(54)
Ji: —ff f (= s)a; \/%dsdadu

< tf a"le (5 )da < oo
0
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CHAPITRE 2. ESTIMATION DES PARAMETRES D’UN PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK A
PARTIR D’OBSERVATIONS DU SUPREMUM

u a*(57)
2 ff f (= s)aie dsdadu
uz
é] \/ﬁf a"e~ 5 dadu < oo
u a(58) g2
J3: ff f (= s)a; - ua_sdsdadu

=] — a"2e~%(5%) dadu < co.
[0

Finalement, on a également | I3| < oo.

On peut donc conclure que le moment d’ordre n existe. |

2.8 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié le cas ou les parameétres sont constants, en considérant une
courte période de temps. Cependant, le comportement des températures n’est évidemment pas le
méme en hiver et en été par exemple. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck comme il a été exprimé
ici ne comprend pas cette tendance saisonniére. Une premiere amélioration de 1'étude serait de
considérer le processus ot les coefficients sont des fonctions du temps constantes par morceaux.
Une deuxieme étape serait d’arriver a ajouter des coefficients dépendant du temps et donc tenant
compte de la saisonnalité en considérant par exemple des coefficients sinusoidaux (voir [ADS02]).
Nous avons fait ici le choix de ne considérer que des observations du supremum pour faire I'es-
timation. Comme nous avons également pu obtenir la fonction de répartition de 'infimum du
processus, nous pourrions également envisager une estimation se basant sur les infima ou une es-
timation considérant les infima et les suprema pour le probleme de minimisation (2.1). Il faudrait
réfléchir au nombre de quantiles a utiliser pour chacune de ces estimations. Dans l'application
numérique, nous avons pris 4 quantiles uniformément répartis sur [0, 1]. La pertinence de cette
répartition serait a détailler plus amplement en faisant d’autres analyses.

Nous avons vu dans la Proposition 2.7 que, sous certaines propriétés, I’estimateur était consistant.
Nous avons essayé d’obtenir I'asymptotique normalité de cet estimateur, notamment en utilisant
le théoréme central limite pour des processus p-mélangeants mais sans succes. Cette étude serait
donc a poursuivre. En effet, des informations sur la vitesse de convergence de notre estimateur
seraient souhaitables. Un autre parti a été de minimiser la fonction des moindres carrés en mini-
misant la distance absolue entre N, points des fonctions de répartition. Nous pourrions envisager

d’autres distances pour minimiser I'écart entre les fonctions de répartition théorique et empi-
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rique. Une distance possible serait celle de Wasserstein définie par exemple dans [BFK19]. Grace
a cette distance, il serait peut étre possible de quantifier la convergence du nouvel estimateur.

Une autre méthode pour estimer les parametres serait d'utiliser I’estimateur du maximum de vrai-
semblance simulée ([JL11]). Il s’agit d'un algorithme d’optimisation des parameétres sur une fonc-
tion de vraisemblance simulée. A chaque étape, cette fonction calcule la vraisemblance sur un
échantillon simulé a partir de la densité estimée. Cette méthode est utile lorsque la vraie densité
est difficilement calculable ou inaccessible ce qui est le cas ici. Cependant, elle est trés cotiteuse

en temps de calcul.
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Chapitre 3

Loi jointe d’'un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck et de son

supremum

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu'un des buts de notre étude est d’évaluer des mesures
de risque. Cela est possible par des méthodes de Monte-Carlo, ce qui a été fait précédemment,
mais également grace a des expressions explicites de ces mesures. Pour obtenir ces expressions, il
peut étre utile d’avoir la loi jointe du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et de son supremum.

Dans ce chapitre, ’étude est réduite au cas ¢ = 0 et § = 1 dans la Définition 1.1. On rappelle qu'il
est possible de revenir au cas général via (1.2). De plus, nous considérons le cas ou1 Xj suit une loi
a supportdans | —oco, m], me R.

Nous regardons tout d’abord la fonction de répartition / densité jointe du point final du processus
et de son supremum : P | X; e dx, sup X, < m|. Nous montrons que cette probabilité admet une
densité p et que cette densité est Ziﬁon de I’équation de Fokker-Planck. Nous obtenons ensuite
une expression explicite de cette densité faisant intervenir les fonctions spéciales paraboliques
cylindriques. Ces trois points font I'objet du théoréme principal du chapitre et sont démontrés en
Section 3.3. La preuve repose sur une décomposition sur une base hilbertienne de L? (] —o0, m]),
créée via une méthode spectrale.

Dans la suite, des vérifications numériques sont données et une comparaison avec la littérature
existante pour le cas m = 0 est proposée.

Enfin, nous exprimons la fonction de répartition du supremum du processus d Ornstein-
Uhlenbeck en lien avec les résultats de [APP05]. Similairement a ce qui a été fait dans [CP19],

un systeme d’équations aux dérivées partielles vérifié par la densité jointe du processus et de son
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supremum est donné.

Dans ce chapitre, les zéros positifs de la fonction v — D, (—mVv/2k) apparaissent pour m € R
et k € R}. Dans la Section 1.3.2 du Chapitre 1, la suite de ces zéros ordonnés était notée
(V i—m \/27“)91' Par soucis de simplification, ils sont notés (v i, m) i>1 dans ce chapitre.

Le travail présenté dans ce chapitre a été accepté avec révisions mineures dans Journal of Applied

Probability.

3.1 Introduction

The main purpose of this paper is to give an expression for the joint law of the endpoint and su-
premum of an Ornstein-Uhlenbeck process. The problem of finding such a joint law has attrac-
ted research since the late nineteenth century (see [Som94]). For a Brownian motion, the result is
well known (see for example [KS91]). More recently, in [EH14], the authors give a method which
allows to find this joint density / distribution function for the minimum and endpoints for a n-
dimensional drifted Brownian motion. The explicit solution in the bi-dimensional case (n = 2) is
given in [HKR98]. For n > 2, the method in [EH14] works in only some particular cases. [CPN18]
and [Ngo16] study the case of a Lévy process, sum of a Brownian motion with drift and a com-
pound Poisson process. [CP19] are interested in the joint law of a n-dimensional diffusion process
and the running supremum of the first component. They find a PDE satisfied by the joint density
(but an Ornstein-Uhlenbeck process does not verify their assumption of bounded drift). [DKO06]
study the law for overshoots and undershoots when the process is a general Lévy process.

Let (X;)r>0 be an Ornstein-Uhlenbeck process driven by a Brownian motion. Many results on the
first passage time of an Ornstein-Uhlenbeck process have been obtained. For instance, in [APP05],
[Lin04] and [LK18] , the density function of the first hitting time to a fixed level by an Ornstein-
Uhlenbeck process is given. Since hitting times and suprema are related, the cumulative distribu-
tion function of the supremum is obtained. Regarding the pair (process, its running maximum),
[BS15] gives the probability P(X; € dx, sup X, > m) where 7 is an exponential random variable
independent of (X;);>. e

In our paper, we study the joint density / distribution function P(X; € dx, sup X, < m) where
m,x € R, x < m, t € R}. In [BS15], this last formula is given only in the é):suegrtn = 0. The joint
density / distribution function admits a density p which is solution of a Fokker-Planck equation.
To solve this equation, a spectrum method is used and makes parabolic cylinder functions appear

(directly linked with the Hermite functions). Even if the joint law is an infinite expansion of special

functions, it is easy to evaluate it numerically and it is faster than a Monte Carlo method. We then
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check that our result is consistent with those in [BS15] and [APP05].

The paper is organized as follows. In the next section, the expression of the joint density / dis-
tribution of the endpoint and supremum of an Ornstein-Uhlenbeck process is presented. Some
numerical simulations are done to compare our results with a Monte Carlo method. Section 3
is devoted to the proof of this main theorem. Finally, Section 4 is concerned with the law of the
supremum and its joint density with the process. Auxiliary results about Hermite functions and

parabolic cylinder functions are provided in Appendix.

3.2 Results

3.2.1 Context and notations

Let (By) >0 be a standard Brownian motion defined on a probability space (2, %,P). We consider

an Ornstein-Uhlenbeck (OU in the following) process (X;) ;>¢ solution of the following SDE :

dX[ =_kXtdt+dBt, t}O
Xo ~H

where k € R} and p is a probability measure. We suppose that Xy and (B;) ;> are independent.

Let Py, be the law of the process (X;) ;>0 when pt ~ 6 ,.

3.2.2 Main theorem

Our aim is to compute the joint law of the process and its supremum. However, as it is not easy to

compute the joint density, we are first interested in the joint density / distribution

P X;edx, sup X, < m| where tEIRi,(m,x)EIRZ,x< m.
o0<u<r

The following theorem gives an expression for the joint density / distribution.

Theorem 3.1. We assume that u is a probability measure on ] —oo, m], m € R and set py such that

©(dx) = po(x)dx.

(i) ForallmeR and t € R,, the probability P (Xt edx, sup X, < m) admits a density p with
o<u<st
supportin] —oo,m] :

P (Xt edx, sup X, < m) = p(m, x, t)dx.
0<u<s
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(ii) The density p solves the following Fokker-Planck equation :

1
Opm,x, 1) = kix(xp(m,x,1))+ Eaizp(m,x, 1), (x,1)€l-oo,m] xR,
VmeR,y pm,m,r) = 0, teRy,
p(m,x,0) = po(x), X €] — oo, m].
3.1)
(iii) For (m,x) € {(z,y) €R? | z> y}, t € RY, the density p can be expressed as :
2
2 o Dy, (-xvV2k) [™ e'F po(2)Dy,,, (-2v2K)dz
pim,x, 1) = —V2ke 7 Y e Fvnmt | ) ( ) . (3.2)
= VimDy,, 1 (~-mv2k)a,Dy,,, (-mV2Ek)

where Dy, is the parabolic cylinder function and (v n) j>1 is the ordered sequence of positive

zeros of v— D, (— mv Zk) (details are given in Appendix).

The proof of the theorem is postponed to Section 3.3. We start to study some particular cases and

consequences.

Remark 3.2. For (m,x) € {(z,y) eR? | z> y}, t e RY, when y ~ 0x, and xy < m, we have

p(m,x, t) = _\/ﬂe@ i o= KVnmt Dy, ,, (—xom) Dy,,, (—x\/ﬁ) |
n=1 VamDy, -1 (—m\/ﬁ) dyDy, (—m\/ﬁ)

(3.3)

The expression of the joint density / distribution can be easily extended to an OU process depen-

ding on 3 parameters.

Corollary 3.3. Suppose that the OU process (X;) t>o is solution of the following SDE :
dX; =(p-kX;)dt+ \/BdBt, >0
Xo ~ K,

where B,k € R} and ¢ € R.

For (m,x) € {(z,y) €R® | 2> y}, t € RY, the density p can be expressed as :

2
fE et (et 4 IRy
plm,x,1)=—/—e 7 > f e po(2)Dy |-z — |dz|e nm-
ﬁ n=1\J—o0 nm=x ﬁ

=)
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where D,, is the parabolic cylinder function and (Vj,m— ® )j . is the ordered sequence of positive zeros

ofVHDV(—(m—%) %) k

Proof. For t € R, let set U; := Xﬁ - % and W; := \/BBé (which is thus a standard Brownian mo-

tion). Then the dynamic of (U;) s> is

k
dUt :—BUtdt‘f'th, t>0

Uy =X0—%€[R.

We conclude with Theorem 3.1. [ |

3.2.3 Numerical results

Even though Formula (3.2) is an infinite sum of special functions, it is easy to evaluate it numeri-
cally.

The function x — p(m, x, t) is evaluated with expression (3.2) (or (3.3)) and is compared with
a Monte Carlo method using 5 x 10° simulations and A, = 10™*. Figures 3.1 and 3.2 plot

P|X;edx, sup X, < m) for different parameters and initial laws with ¢ = 1.
o<u<t

k=2 X~ U([-10,0]) k=1 Xo=-2
07 0.16 T T T T
[IMonte Carlo [ IMonte Carlo b
06 ——Theoretical 0.14 | l——Theoretical A Y
- T 042 '
v 05 VI \
by E 1
< 4 0.08
Z 03 E
5 “ 006
3
w 02 U004
B =3
\: o1 ‘f 0.02
0 0
-01 -0.02
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 ) 0.5 1 -3 -2.5 -2 -1.5 -1
& @
FIGURE 3.1 — Comparison of expression (3.2) FIGURE 3.2 - Comparison of expression (3.3) and
and a Monte Carlo method when m = 1, a Monte Carlo method when m = -1, X, = -2
Xo ~%([-10,0]) and k = 2. and k=1.

Last but not least, our formula is faster than a Monte Carlo method. Indeed, with a simple core,
obtaining the whole function x — p(m, x, t) lasts around 23 sec whereas a Monte Carlo method

with 10° simulations lasts around 18 sec, 2.10° simulations 34 sec and 108 simulations 176 sec.
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3.2.4 Particularcase m =0

If m = 0, the expression of the joint density / distribution can be simplified. Indeed, the zeros
(Vn,O)n>0 of v — D, (0) are the positive odd integers (see Appendix for more details). In this parti-

cular case, Formula (3.3) can be simplified.

Proposition 3.4. We assume i1 ~ 8, and xo € R_. For all x e R_ and t € R, we have

P X d X. < O) k —k (x- x0e2k;)2 i (x+\:0e2:;) d
edx, su = — | € 1-e™ - 1-e™ X.
o ogsgt o (1 —e—2kt)

Proof. Without loss of generality, we take k = 1 in the proof. We use the results given in Appendix.

Letx€R_ and f € R}.

With (3.27) and Proposition 3.13, we have :

2_2

Xn—X

io: e+t Dop+1(=%0V2) Dans1 (-xv2) |

0, ) =
pOx 1) NZ = 2n+1)!

We use (3.26) and Fubini theorem (everything is clearly integrable),

2% 00 92ntlg—(n+l)r

0,x,t)=—
p,x, 1) VT iz, (2n+1)!

oo (12 2 . o . 9
f f (uy)2n+1e (u=+v°) (e21ux0 —e 21yx0) (eZqu —e Zlux) dudv.
0 0

We can invert integral and sum :

p(0,x,1) = f [ (u +U2) 21vx0 _ e—2ivx0) (eziux _ e—2iux) sh(2uve_t)dudv

\/_

o 242 o 24 2iux+2uvet
eV 1vxof e~ U +2iux+2uve™ 4. 4.
—0o0

*° V2 +2ivx, o —u?+2iux—2uvet
- e e dudv|.
—00 —00

Finally, formula (4.11.6) in [LS72] gives :

2
e*o

o o
2 s . —\2 2 . s -2
f eV +21vx0e(1x+ve ) dv_f e~V +21ux0e(1x ve ™) dl}]
—00 —00

exﬁ—xz (x0+xe_[)2 (xo—xe_[)z
= |e 1?2 —e 1%
Vr(l—e2t)
1

e 1-e72t  —g 1-e~2

_ (x—x()e_t)Z _ (x+er_[)2
vVl —e 20 ]
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Remark 3.5. This is formula (1.1.8) of Chapter 7 in [BS15]. Note that there is a typography in the
book.

3.3 Proof of the main theorem

This section is devoted to the proof of Theorem 3.1. The proof is divided into two parts. First, we
prove the existence of the density and the fact that it is solution of the Fokker Planck Equation.
The proof of the theorem relies on the second part namely the resolution of this Fokker Planck

equation. Without loss of generality, we take here k = 1.
Existence of the density and the Fokker-Planck equation

(i) The existence of the density is given by Lemma 2.1 in [DIRT13].

(ii) Itisjust Proposition 5.4.3.1in [JYC09] with h: t — m.

Resolution of the Fokker-Planck equation
(iii) Now, we want to solve the Fokker-Planck equation. We use a spectrum method inspired by
[BDO08], [Gar04] and [RH89]. In that purpose, we introduce two operators. Let m € R.

Let us note

0 1
@(Lpp):z{feHl(]—oo,mn xwa(xf(x))+5f”(x) eLZ(l—oo,m]),f(m)zo}.

The Fokker Planck operator Lgp is defined by :

Lep: | 2(Lpp) — L*(] - co, m))
0 1.,
f - Lppf.xHa(xf(x)HEf (x)

Let x < m and t € R}. The goal is to find a basis (¢”)n>1 of eigenvectors of Lgp in order to
write
[e.°]
pm,x,t) = ) cp(D)Pn(x).
n=1

The Fokker-Planck operator Lgp is not hermitian. Then, to build this basis, we introduce the

following operator O, related to Lyp and defined by :

0:| 2(pp) — L* (] — 0o, m])
f  — Of:xw—%xzf(x)+%f”(x)-
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As O is hermitian, we can use classical results on hermitian operators decomposition.

Moreover, we have a correspondence for the spectrum. The function ¢ is an eigenfunction

x2
of O with eigenvalue p if and only if x — e~ 2 ¢ is an eigenfunction of Lrp with eigenvalue

L1
pt o

Hilbertian basis of L’ (] — oo, m])

We prove that any function of L? (] — oo, m]) can be decomposed on an hilbertian basis of
eigenvectors of O. Since it is not easy to prove this directly with the operator O, it is classic

(see proof of Theorem VIII.20 in [Bré83] for instance) to introduce the operator T defined as :

T: | [2(0-0co,m]) — I%(—o0,m])

8 — Te
where f is solution of
1 1
>/ - Exzfg = g
fe(m) = (3.4)

H'(] — 0o, m]).

m

fe

To prove that T is well defined, we need to introduce the following space V and we give some

properties on it. Let us note
Vi={vel*(-oo,m)) | v €L*(—-o0,ml),v(m)=0,x— xveL*(-oo,ml}

endowed with the scalar product (u, v)v = (U, V') 12 0o, m)) + (XU XU 12(—c0,m))- The space V

is a weighted Sobolev space. With its scalar product, it is then an Hilbert space on R.

The following lemma generalizes in our context a classical inequality for Sobolev spaces.

Lemma3.6. ForallmeR, if f € V, there exists a constant C € R, such that

171 22 -00,mn < CI £l - (3.5)
Proof. If m > —1, we have
2 a1 A1 or))2
||f||L2(]—oo,m]) gfoof XX 2 dx+ C”f ||L2([—1,m])
- | ———
<1 Poincaré’s inequality because f(m) =0
<c|rly-
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If m < —1, it is easy to adapt the previous proof . |

We prove that the operator T is well defined thanks to the Lax-Milgram theorem. For a fixed

function g € L* (] — oo, m]), the weak formulation of (3.4) is, for ¢ € H, (1 — oo, ml),

a(f,p) o)
f(m) 0 (3.6)
f € H'(-oco,m))

m m m
with a(f, @) = —% (f f’(x)(p'(x)dx+f xzf(x)(p(x)dx) and I(¢p) =f g(x)p(x)dx.

We check the hypothesis of the Lax-Milgram theorem. The application a is clearly bilinear
and coercive. It is continuous thanks to the Cauchy-Schwarz inequality. Finally, (3.5) gives

that [ is a linear continuous form on V.

The Lax-Milgram theorem allows to conclude that there exists an unique solution f € V to

a(f, ) = l(p) and then the operator T is well defined.

Proposition 3.7. The space L? (| — co, m]) admits an hilbertian basis of eigenvectors of O for

the scalar product associated to the L*-norm.

Proof. First, we prove that L? (] — oo, m]) admits an hilbertian basis of eigenvectors of T. We

prove that the operator T is self-adjoint and compact so that we have an hilbertian basis.

The operator T is self-adjoint. It is just an integration by parts.

The operator T is compact. To prove that the operator T is linear, we use the uniqueness of

the solution implied by Lax-Milgram theorem. Then, T(g) = f; € V and with (3.5)

HT(g) ”Lz(]foo,m]) = ||fg||L2(]—oo,m]) <C ”fg ”V

However, multiplying (3.4) by f; and integrating, we have

1
alfy, f) = 1) = 5 | felly < Cllfelly = I felly < 2C.

Then, the operator T is continuous. The compacity of it follows from the compact in-

jection of V in L? (] — oo, m]) (this can be proved using Corollary IV.26 in [Bré83]).

Conclusion T is a self-adjoint compact operator. Then, by Theorem VI.11 in [Bré83], as

59



3.3. PROOF OF THE MAIN THEOREM

60

L* (] — 00, m)) is a separable space, L? (] — oo, m]) admits an hilbertian basis of eigenvec-

tors of T for the scalar product of L? (] =00, m]).

However, the eigenvectors of T are the eigenvectors of O with inverse eigenvalues and we

can conclude the proof. |

Eigenvectors of O

Let ¢ be an eigenvector of O with eigenvalue . For x €] — oo, m], we have

1 1! 1 2
5({) (x)—Ex (x) = ud(x).

We then apply the variable change z= xv2and h:z— ¢ (%) = ¢(x). The equation for h is

Vze ]—oo,m\/i], h'(z)+

—izz —,u) h(z) =0.

As indicated in Appendix (see Section 3.5.1), the solutions for this equation can be written

as h = ahy + Bhy where h; = D -1 and hy = D_ (=) and D is the parabolic cylinder

—u b-3

function defined in (3.24). Unlike h;, h; is integrable on —oo.
Then, we take ¢p: x — D_#_% (—x\/i).

As ¢ € 2(Lgp), we must have ¢p(m) =0, i.e.

D, (—mx/i) - 0. 3.7)

Eigenvalues of O

1
Thanks to the previous paragraph, we have Sp(0) = {—v ~3 | D, (-mV?2) = O}. We prove

that the spectrum of O is included in

—00,——|.
2

Let f be a function in L? (] — oo, mm]), not null. We recall that

1
Of, ) r20-c0,m) = 2 (f

xzfz(x)dx+f f’z(x)dx).

Let us study Sp(O) for the different values of m.
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1 1
eif m<—1: We easily obtain (Of, ) 12(—c0,m)) < —§<f,f> and so Sp(0) c ] —00,—3 [

eif me]—1,0]: Wehave

m -1 m
f fA(x)dx = [ f2(x)dx + f f2(x)dx
—00 —00 -1

-1 m m 2
gf xzfz(x)dx+f U f'(t)dt) dx
—00 -1 X

cs. =t o, 2 m
< f x“f (x)dx+||f ||L2(]_oo,n,mf1 (m-x)dx
oo _

(m+ 1)?
2

)

-1
- f_oo 2 dx+ | ]2 —com

(o Y < =200, [ 120-00,m))-

1
Then, if me]-1,0], (Of, ) 120-co,mp < —5<f,f) and so Sp(0) c

—00,—=|.
2

eif m>0: Letu be an eigenvalue of O. Using a proof by contradiction, let us assume that
1
Uz —5 Then, by (3.7) and formula (3.17) in Appendix, as H—u—% (—m) =0, we would

have

i+u+i
T[]
Z T(Zm)l =0.

i=0
This is absurd because all the terms are non-negative. Then, we have necessarily

1
,u<—zwhenm>0.

1
Finally, for all m € R, Sp(0) ] —00,~3 and hence {v | Dy(-mV/2) = 0} cR}.

Expression of p

We have found the eigenvectors of O namely the functions x — Dy, . (—x\/i) with

(Vn,m)neN* the ordered positive roots of v — D, (—m\/i)

With a normalisation, we finally have an hilbertian basis (€;,) sen+ Of L? (] — oo, m]) with the

scalar product of L? (] — oo, m]). It is defined by

B, x— Dvn,m (_x@
n- .

Now, it remains to go back to Lgp to find the form of the density p.

x2
Let us note @, (x) := e 2 &,(x) for all x €] — oo, m]. We recall that ¢,, is an eigenfunction of

Lyp with eigenvalue —v,, »,.
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It is easy to prove that ((i)n)neN* is an hilbertian basis of L*(] — oo, m],e'zl 2y with the scalar

product
m 2
2 8) 121, m1 ) = f e’ f(x)g(x)dx.
(o.0]

We look for a solution p in L?(] — oo, m],e‘zlz). We can then decompose x — p(m, x, t) on the

basis of (@)

neN* *

pm,x,0) =) ca()Pn(x).
n=1

However,

p(m,x,0)= ) cn(0)@p(x).
n=1

Let n € N*. Then,

C}’l(o) = (p(m) ) 0); (’b">L2(]—oo,m],e'2’2)

m 2
f e* p(m,z,0)p,(z)dz
1

JIDR (Cyv2)dy IR

Vn,m

m

eé p(m,z,0)Dy, (—Z\/E) dz.

It remains to determinate ¢, () for all 7 € R}.

On one hand,
o0

Op(m,x, 1) =Y ch(D)Pn(x).

n=1

On the other hand,

0:p(m,x,0) =Lepp(m, x,0) = Y cn(OLep@n(x) = = Y cp()VpmPn ().

n=1 n=1

By uniqueness of the decomposition, we have
C;l(t) =~V mCn(l).

So

cp(t) = cp(0)e™Vrmt,
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Finally,

m 2
[ e%p(m,z,O)Dvn‘m (—Z\/E)dz

—00

pim,x,t) = OZO: !
=i\ [ D}, (~yv2)dy

v 2 Dy,,, (—x\/i)
X e mmia™ g
\/ffooL ‘z’n,m (_y\/z) dy

X ) m Z2 DV (_x\/z)
=e 7 7 p(m,z,0)Dy,, (-2v2 d) ~Vimt o :
¢ Z(f_ooe pm 20Dy, (~2v2)dz)e D2 (—yv2)dy

Vn,m

We can conclude with Proposition 3.14.

3.4 Law of the supremum and its joint density with the process

Natural extensions of this work is to check or extend the known results. First, we express the cu-
mulative distribution function of the supremum. Then, we find a PDE for the joint density of the

process and its supremum.

3.4.1 Cumulative distribution function of the supremum

From Equation (3.3), it is easy to obtain the law of the supremum. The result is consistent with
the law obtained using the expression in [APP05] and the link between the supremum of a process

(X#) >0 and the hitting time.

Proposition 3.8 (Supremum law). For m € R and t € R}, the law of the supremum when 1 ~ 8, is

given by
k(2-m2) 00 D, (-xovV2k
0 —kVumt mm
[P’xo( sup X< m) =—e 2z Y e , (3.8)
0<s<t n=1 Vn,mOvDy, (—m\/ Zk)
where (Vy,m) nen+ s defined as in Theorem 3.1.
Proof. An integration and Proposition 3.13 give the result. |

Remark 3.9. Using the hitting time density named p(k) in [APP05] (Eq. 31) and the link between

Xo—m
the hitting time Ty, := inf{t > 0 || X; = m} and the supremum, we can also find the expression (3.8).

Indeed,

+00
Py, (sup Xg<m| =Py (Tyn>1) = f pE . (s)ds.
t

s<t
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3.4.2 Results on the joint density

With the expression of the joint density / distribution, we can find a system of PDEs satisfied by

the joint density d,, p of the process and its supremum. We take here k = 1.

Proposition 3.10. In the deterministic case where j1 ~ 6 y,, the density p satisfies the following PDEs :

VmeR,VteR],

1
—0/0mp(m, x,t) —0x(x0m,p(m, x,t)) + Eaixamp(m, x,1) =0, x<m, (3.9
1
3 —moyp(m, m, 1) - zafnm(m, m, 1) =00, p(m, m,1) =0, (3.10)
1
—-moy,p(m, m, £) +0;0,;,Py, ( sup X, < m) - Eaxdmp(m, m,t)=0. (3.11)
0<s<t

Proof. For this proof, it is more convenient to use the Hermite function H instead of the parabolic
cylinder function D.

With the regularity of H (see Appendix) and the regularity of m — v, , (see Proposition 3.15), we
can prove that the function p is regular with respect to x, m and ¢. Moreover, the order of the
further partial derivatives does not matter.

Hence, from (3.1), we have the equation (3.9).

For the other equations, let us write the partial derivatives of p.

Let m € R and r € R}. We denote

e VnmtH, (—xo)

vn,mI_Ivn,m—l (_m)avHv,,,m (-m) ’

hy,(m,t) =
Then, we take x < m and we have :

o0
pim,x,0) = =" Y h,(m,0H,y,, (~x)

n=1

and

1 o0
Pxo( sup X, < ) =7 > I8 5 b, .

0<s<t Vn,m

We denote in the following v’m m =O0mVnm (see Proposition 3.15). We have

Omp(m, x, ) = —e™ % [Z ha(m, ©) (2mHy, , (=X) + 0, (Hy, . (=0)) + Y 0mha(m, 0 H,y, . (-x)|. (3.12)

n=1

Then, with Proposition 3.17, it follows that

Omp(m,m, 1) ==Y hn(m,)0xHy,,,(~m) (3.13)

n=1
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and

AmOxp(m,m, 1) =Y hp(m, 1) (4moyH,,, (=m)+v), (0,0 H),,  (-m))

n=1
+ ) 0mhn(m, )0 H,y,, (—m). (3.14)
n=1
With (3.20), we obtain
1 o0
0m0; (P (sup Xs < m)) =5 Y ha(m, 1) [2mdyH,,, (—m) + V), (0,05 H),, , (—m)]
n=1
1 o0
5 Y 0mhn(m, )0 H,y,, (—m). (3.15)

n=1

Equation (3.12) and Proposition 3.18 imply that

0> .p(m,m,0) =Y hp(m,t)[~6mdxH,,, (~m) =2V , (0,0<H),,  (-m)]

n=1

—2 3 0mhn(m, 00+ Hy,, (-m). (3.16)

n=1

Combining (3.13), (3.14) and (3.16) (resp. (3.13), (3.14) and (3.15)), we obtain (3.10) (resp. (3.11)).
|

Remark 3.11. It is Theorem 3.1 in [CP19]. This theorem 1is given for processes written as
dX; = B(X;)dt +dW;, where B is a bounded function of class ¢! and (W1 r>0 a Brownian motion.

Even if we are not under this hypothesis (for an OU process, B(x) = —kx), the theorem is verified.
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3.5 Appendix

3.5.1 Definitions and well-known properties on Hermite functions and parabolic cy-

linder functions

We recall here the definitions and some known results about parabolic cylinder functions and
Hermite functions. These results can be found in Chapters 4 and 10 of [LS72] and in Section 7 of

[APPO5].

Hermite functions For v € R, the Hermite function H, is defined, for all x € R as

H,(x) =

1 +°°(—1)ir(i—v

ZF(—V),-;O i! 5 )(Zx). 3.17)

The Hermite function satisfies the following relations :
0Hy(x) =2vH,_1(x), (3.18)

Hy1(x)-2xHy,(x)+2vH,_1(x) =0. (3.19)

Combining (3.18) and (3.19), we have :

Giz H,(x) =-2vH,(x) +2x0,H,(x). (3.20)
When Re(v) > -1, ,
2e¥ [ %4
Hy0 == fo e 20" cos (th— 7) dr. 3.21)
In particular, we have :
2T (3)
Hy(0) = —— (3.22)
r(7%)
Then, for n e N,
,(2n)!
Hy,(0)=(-1) i Hy,41(0) =0. (3.23)

Remark 3.12 (Zeros of the function v — H, (0)). The zeros (vy,0), of the function v — H,(0)
are known. They are the positive odd integers. Indeed, (3.22) indicates that H,(0) # 0 when

v ¢ N. Therefore, the zeros are amongN. Equation (3.23) allows to conclude.

Parabolic cylinder function The equation

" x* 1
y (x)+(—z+§+v)y(x):0, xeR (3.24)
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admits two real solutions. The parabolic cylinder function D, is defined as the solution of
(3.24) with the property that y(x) it xve_le 4 The other independent solution of (3.24) is
—+00

x— D, (—x).

We have the following relation

X
0xDy(x) =vDy_1(x) - zDv(x). (3.25)
When Re(v) > -1,
D, (xV2) = \/_ f 2y cos 2xt— %) dr. (3.26)
We have, for n e N,
0
f D% (-xv2)dx = n!g. (3.27)

The parabolic cylinder function and the Hermite function are linked by the following relation :
v )CZ
Dy(xv2)=2"2e" 7z H, (x). (3.28)

3.5.2 Useful results

In this part, we note v, a zero of v — DV(—a\/E). This is equivalent to a zero of v— H, (-a).

Thanks to (3.21), we have, for x € R and when Re(v) > -1,

2e% [0 Vil . %
0. H,(x) = 2xH, (x) - \/ﬁfo e 221 “sm(2xt—7)dt, (3.29)
205 oo,
0y H, (x) = 55[0 e’ @n’ [ln(zr)cos(zxt—2—”)+%sin(2xt—%)]dt, (3.30)

0x0y Hy (x) = 2x0, Hy (x) —

In(21t) sin (th - %) - gcos (th - 1/2_71)] dz.

2ex2 o o
\/_/ e—t (2t)1/+1
T Jo

(3.31)

Thanks to (3.24), we can prove by direct induction that x — D, (x) is a €°°(R) function. Then, so is
x— H,(x).

With the previous expressions, we can prove that all the derivatives with respect to v exist and
are continuous if v € R,.. Then, v — H,(x) is a €°°(R.) function. The cross partial derivatives with
respect to v and x also exist and are continuous. Then, we have the symmetry of second derivatives

(Schwarz'’s theorem).
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We give here several results useful in the proofs.

Proposition 3.13. Forallv,a € R, we have:

a2

a 2 -
f e 2 Dy (—xV2)dx = e—Dv—l(—a\/i).
o0 \/E

Proof. We prove the relation on H. Let us take v, a € R. We have with (3.19) et (3.18) :

f e Hy(—x)dx = —f e (2xHy_1(—x) +2(v— 1) Hy_p(—x)) dx

o0 —00

:f_a 0y (e‘szv_l(—x))dx.

o0
Finally,

a 2 2
f e " Hy(-x)dx=e"" Hy_1(-a).

o0

Proposition 3.14. For all @ € R, we have

f D; (-xV2)dx = —%Dva_l(—a\@)avaa (—av2).

Proof. We apply the method given in [Sle68].

Let set
f:| R — R

v,x) — Dy(-xV2).

Then, thanks to (3.24), the function f is solution of the following partial differential equation. For
allv,xeR,

0% f(v,x) + (-x* +1+2v) f(v,x) =0.

We derive this equation with respect to v and using the regularity of H :
aizavf(v,x) +2f(v,x)+ (—x2 +1+2v)d, f(v,x)=0.
We multiply by f

fOV,x)0%,0, f(v,x) +2f%(v,x) + (=x* + 1+ 2v) f (v, x)0y f (v, x) = 0.
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We integrate with respect to x :

a

a a
f_ f2(v,x)dx = —% [f_ fv,x)8%,0, f (v, x)dx+/_ (—x*+1+2v) f(v, )0, f (v, x)dx

(o9}

a
fv,@)0,0y f (v, a) - f 0:{0:f(v,x)0, f(v,x)} dx

1
2

1
== [f(v,@)050, f (v, @) = 0x f (v, )0y f (v, )]

Then, writing using the function D,

f D? (—xv/2)dx = _T‘/EaxDva (—~av2)d,Dy, (~aV2).

The conclusion follows with (3.25). [ |

Proposition 3.15. Forall a € R, there exists g: « — v , continuously differentiable on a neighbou-

rhood of a. We notev), = g'(@). Then

Vo= avaa (—a)
“ avHva (—a)
Proof. Let set
f:| B> — R

Wv,x) — Dy(-xV?2).

The function f is a continuously differentiable function. We have f(v,,a) = 0. We also have
Ov f(vq, @) # 0 because of Proposition 3.14 and the fact that fa D2(-xv2)dx #0.

Then, thanks to the implicit function theorem, there exists a;l(x())pen set U of R containing a such
that there exists an unique continuously differentiable function g : U — R such that g(a) = v, and
forallxe U, f(g(x),x)=0.

Moreover, the partial derivative of g in U is given by

0. f(g(x),x)

/ - = -
8§00 =-5 e 0
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Proposition 3.16. For all m,x € R, we have

2
4v) e o

v Jo
ln(2t)sin((x— m)t— %) - gcos((x—m)t—%)] dr.

Om(Hy, (X)) = e 0, H, (—m)— e @0V sin((m+x)1)

X

Proof. Using Proposition 3.15 twice and (3.29) and (3.30), we have :

am(I_Ivm (X)) = V,mav Hy,, (x)
=v,0,H, (x)+ exz_mzavam (-m) - exz_mzavam (-m)
=V),0y Hy, (X) +e° "8, H,, (~m) —e* V!, 0y H)y, (-m)

2
!/ X [e)e)
4v,,.e
v Jo
m

[ln(Zt) sin((x— m)t— VTH) —gcos((x— m)t— Van)] dt.

e 20" sin((m + x) 1) x

=e" "3 H, (—m)-

In particular, with x = —m, we have the following proposition.

Proposition 3.17. For all m € R, we obtain
Om (Hy,, (X)) x=—m = avam (-m).

We also have the following result.

Proposition 3.18. For all m € R, we have
02 2 (Hy,, ()| x=—m = 2V},0y0x Hy,, (~m) + 2m0 Hy,, (—m).

Proof. It is the same kind of calculus as in the proof of Proposition 3.16. We use the formula (3.31)

and the fact that

63,12 (Hy,, (XD |x=-m = _zmavam (=m)+0p, (avam (_m))

2y M (oo

vz Jo

2
e t (Zt)vm+1

In@29)sin(¢p,¢) — gcos (Cn,t)] dz,

VTt
where ¢, ;1= —2mt—%. |
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3.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons calculé la fonction de répartition / densité jointe du processus et
de son supremum. Cela nous a notamment permis d’obtenir un systéme d’équations différen-
tielles vérifié par la densité jointe. Nous aurions pu ici envisager une autre méthode pour obtenir
laloi jointe. En effet, comme indiqué dans la Remarque 3.11, nous avons retrouvé ici le Théoreme
3.1 de [CP19]. Dans cet article, le processus considéré est un processus s’écrivant sous la forme
dX, = B(X,)dt + dW,, ot B est une fonction bornée de classe €' et (Wp) >0 est un mouvement
brownien. Une premiére perspective serait par conséquent d’étendre le résultat de [CP19] a une
classe de fonctions B plus générales.

Une autre extension naturelle de I’étude serait de regarder la loi jointe du supremum et de I'infi-
mum du processus d'Ornstein-Uhlenbeck ainsi que celle du supremum, de I'infimum et du pro-
cessus. Cependant, notre méthode ne fonctionnerait probablement plus car il s’agirait de trouver

des zéros communs v — D, (—aVv'2) et v— D, (—bv/2) pour a et b quelconques ce qui est difficile.
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Chapitre 4

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

oscillant

4.1 Introduction

Les processus de diffusion a coefficients discontinus apparaissent dans plusieurs domaines. En
dynamique des populations par exemple, I'article [CC99] utilise un mouvement brownien "dé-
formé" (skew Brownian motion). Les auteurs de [LP17] proposent de modéliser le prix d’actifs
boursiers par un mouvement brownien brownien oscillant avec dérive. D’autres exemples d’utili-

sation de tels processus dans des domaines variés sont donnés dans [Lej18] .

Dans la suite logique de notre étude, nous nous concentrons dans ce chapitre sur le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck dont les coefficients sont constants par morceaux selon le signe du proces-
sus. Nous proposons d’appeler un tel processus "oscillant" dans la lignée de ce qui a été proposé
par [KW78] pour le mouvement brownien oscillant puis par [LP17] pour le mouvement brownien
géométrique oscillant. Un exemple d’apparition de ce processus se trouve par exemple dans le
mouvement d'une particule dans un potentiel. Ce mouvement est en effet décrit par I'équation de
Langevin (cf. [Sch09, Section 8.3]). Si la friction est anisotropique, c’est-a-dire que la friction dé-
pend de la direction du mouvement (cf. [Zmi89]), on peut par exemple envisager des coefficients
de drift et de diffusion (correspondant aux coefficients d’amortissement et de poids du bruit res-
pectivement) constants par morceaux selon le signe de la vitesse, et donc du signe du processus
solution de I’équation de Langevin. Ce chapitre est une premiere étude de ce processus et nous ne

considérons donc que le cas ou le coefficient de dérive est impacté.
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On considere le processus

dX; =-(k_l1x,<o+kslx,50) X, dt+odW,, 120
4.1)
Xo eR,
olt (W) >0 est un mouvement brownien standard et k_, k4,0 € R}.
L'équation (4.1) peut étre écrite sous la forme
dX[ :—k(Xt)X[dt+O'dW[, tr=0
4.2)
Xp eR,
ou, pour x € R,
k(x)= k_ﬂxgo + k+]1x>0. (4.3)

Ainsi, comme les coefficients de drift et de diffusion sont des fonctions lipschitziennes, ce proces-
sus est markovien (Théoreme 7.3 de [LG12]) et son semi-groupe est de Feller (Théoreme 7.4 de
[LG12]).

Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques propriétés du processus (X;);>( de dyna-
mique (4.1) dans le cas ol il est stationnaire. Puis, le second paragraphe est consacré a la loi du
temps d’atteinte. Pour cela, nous commencons par montrer I’existence de la densité et nous ex-
primons la transformée de Laplace du temps d’atteinte. Enfin, nous calculons la probabilité que

le processus soit positif en un temps donné.

4.2 Quelques propriétés du processus stationnaire

Dans cette section, nous nous intéressons a la densité stationnaire du processus (X;);>( de dyna-

mique (4.1).

Proposition 4.1. Pour x € R, la densité invariante [ du processus (X;) ;> est

k2
Ce 27 s5ix<0,

fo= , (4.4)

e
Ce 27 six>0,

2Vk ks
\/ﬁa( k++\/K).

Afin de démontrer la Proposition 4.1, nous introduisons les notions de fonction échelle et mesure

avec C =

de vitesse (Section 5.3.2 de [JYC09] ou Section 5.5 de [KS91]).
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Définition 4.2. Soit I =]I,r[ un intervalle, —oco < | < r < +oco. Considérons un processus d’It6
(X1 >0 solutionded X; = b(X;)dt+0(X;)dB; ot b et o sont deux fonctions réelles lipschitziennes sur
I, (Bt) r>0 un mouvement brownien et Xy € I. Nous supposons une hypothese de non-dégénérescence

c'est-a-dire que la fonction o est strictement positive sur I et une hypotheése d’intégrabilité locale :

*+e 14 |b
VxeR,3e >0 telle quef M

dy <oo.
X—€ UZ(J’) y<oo

La fonction d’échelle (scale function) s du processus est définie (Formule (5.3.4) de [JYC09]) par

R

s:|R —
X 51y bR

X — [ e sz oz(z)dzdy
c

ouucel.

La mesure de vitesse (speed measure) m est définie (Formule (5.3.5) de [JYC09)), pour x € 1, par

m(dx) := cerdx.

s'(x)02(x) 1

Démonstration de la Proposition 4.1. Dans notre cas, la fonction échelle est (pour ¢ =0) :

0 L,
—f es?” dysix<0,
s(x) = X

X kiyl .
f e’ dysix>0.
0

e
es?” six <0,

Dong, §'(x) =
ki 2

e " six>0.

On peut donc obtenir la mesure de vitesse m :

2 kg .
—e 2% dxsix <0,
m(dx) = ‘72 .,
_ ke .
—e 2% dxsix>0.
o

La mesure m est la mesure invariante du processus (exercice 5.40 de [KS91] par exemple). En la

normalisant, nous trouvons donc la densité invariante f. [ |

Proposition 4.3. Lorsque X, a pour densité la fonction f définie par (4.4), le processus (X;) ;>¢ est
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stationnaire et on obtient, pour tout t > 0,

(k- —ki)o

( k++\/E)\/m'

E[X:] =
Remarque 4.4. Sous les mémes conditions, et si k_ = k., le processus stationnaire est de moyenne

nulle.

Enfin, nous pouvons également exprimer la probabilité que le processus stationnaire soit positif

en un temps donné.

Proposition 4.5. Pour toutt >0,

Vk_
Ky +\/k-

Démonstration. Il suffit d'intégrer la densité définie en (4.4) sur [0, +ool. |

Pxy~f (X¢ 2 0) =

4.3 Loidutemps d’atteinte

Dans cette partie, nous nous intéressons a la loi du temps d’atteinte du processus décrit par (4.1).
Dans le cas ou k_ = k4, laloi du temps d’atteinte a été étudiée dans [APP05]. Nous avons rappelé
les résultats de cet article dans le Chapitre 1 : la transformée de Laplace du temps d’atteinte (For-
mule (1.9)) ainsi que sa densité (Formules (1.11) et (1.12)). Ces résultats sont utilisés par la suite
pour exprimer ces mémes quantités sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant.

Soit (X¢) >0 solution de (4.1) et Xy = x € R. On définit, pour a € R, le temps d’atteinte
=x,k_ ki, 0 _
T, =inf{s > 0| X, = a}. (4.5)

Nous commencons par montrer qu’on peut se restreindre au cas a > 0 pour étudier la loi du temps
x,k_, k0

d’atteinte T,

Le processus (Y1) >0 := (—X1) >0 est solution de

dY; =-(kily,<o+k-1y,o)Yidt+0dB;, 20
(4.6)
Yy =—X,

ol (By)r>0 = (= Wy) >0 est également un mouvement brownien standard et Yy = —x.
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Deplus,inf{s > 0| X;=a}=inf{s > 0| Y; = —a} donc

T;,kﬁkﬂa — T—x,kﬁkﬁa' 4.7)

—a

Par (4.7), nous pouvons nous restreindre au cas a > 0. De plus, dans la suite, nous considérons le

cas x < a. En effet, si x > a alors le processus (X;) ;>0 est positif sur {r < Tj;”“*'k*"’

} par continuité :
c’est le cas étudié dans [APPO5].

Pour faciliter la lecture, on notera dans la suite
T,:= Tkkeo, (4.8)

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons uniquement au cas o = 1.
On note IP’SCk"k*) laloide (X;) ;>0 sous les conditions énoncées précédemment.
Nous commencons par montrer que la loi du temps d’atteinte admet une densité par rapport a la

mesure de Lebesgue.

4.3.1 Existence de la densité du temps d’atteinte

Soit (Y¢) >0 un mouvement brownien et y € R. On note Py, laloi de (Y;) ;> lorsque Yy = y et (&) >0

la filtration engendrée par ce processus. Par le théoréme de Girsanov !, on introduit

dp
Yt>0, -

_ ! 1 ! 2 y2
W —exp( fo KV YidYs - fo (k(Yy) sts).

Fi

t
Sous Py, Wy :=Y; + fo k(Y;)Ysds est un mouvement brownien et donc (Y;) ;>0 est un processus

d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant vérifiant

dYt = —k(Yt) Ytdt+ th

Remarque 4.6. On remarque quelP, = [P’Sck"k”.

Nous utilisons ce changement de probabilité dans la preuve du lemme suivant.

Proposition 4.7. La loi du temps d’atteinte admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.
Ona, pourt >0,

Pk (T, edr) = p&i (ndr.

1. Le  théoreme est appliqué car la condition de Novikov est vérifiée. En effet,

E e%for(km))ZYSZdS] é[E[e%maX(k"k”Zfot Y}ds] <oo.
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Démonstration. La preuve est similaire a celle de [Pau87].

On définit la fonction
h: | R — R

X
X — —[ k(s)sds.
0

La dérivée de h est une fonction absolument continue. On peut donc appliquer la formule d’Ité

(Probleme 7.3 de la Section 3.7 de [KS91]).

On obtient, pour tout ¢ € R,
t 1 t
hOt) = hXo) - [ kXXX [ RO
0 0

ottla fonction k" = — (k_1g: + k; 1g: ) existe presque partout.
Soit f une fonction de € (R.,R) a support compact. Soit T > 0 tel que supp (f) < [0, T].

Alors,
Ex (£ (Ta)] =B [f (Tan 7))
T T
=, [f(Ta AT) exp(—f k(Xs)Xsts—%f (k(Xs))zXSst)]
0 0

T T
=, [f(Ta)exp(h(XT) — h(Xo) - %f n'(Xg)ds - %f (k(Xg))szzds)] :
0 0

Posons, pour x € R*, g(x) := h" (x) + k(x)*x%. Ainsi, en intégrant par rapport a la loi jointe de T, et

Xr,

- et 1 T
[E;’“”“*) [f(T)] =Ex [f(Ta)exp(h(XT) —h(Xo) - Efo g(Xu)du)

T +00 . 1 T
:fo f(S)f eh@-hWE exp(—ifo g(Xu)du)

x Py (T, eds, Xr € dé).

Ta: S,XT:f]

Or, sous Py, (X;) >0 est un mouvement brownien. Donc

Py(Taeds, Xredé) =Py | Toeds, Xr—Xs + Xs; €dé
——— ——
€% indep. deZF; =a

=Py (T eds)Py (X7—s + a€df)

= gy,a(s)dsp(x,y,¢)dE

ol la fonction g, , est définie par (1.8) et ¢(-, i, o) estla densité d'une loi normale A (,u, 02).
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Ainsi, en notant E(x, T,s,&) = E,

1T -
exp(—ifo g(Xu)du) Ta:s,XT:g‘],

T +00
ES (£ (Ta)] = fo f(s) ( f OO By, T, 5,8) g () (x, Y, -f)df) ds

+00 +00
_ f £ ( f OB T 5, ) gr o), a,é)dc’) ds
0 —00

ce qui montre I'existence de la densité pour T,. |

Lexpression de cette densité n’est pas évidente a obtenir c’est pourquoi nous nous intéressons a

la transformée de Laplace du temps d’atteinte.

4.3.2 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

Nous déterminons la transformée de Laplace du temps d’atteinte du processus oscillant. Soient

A, a € RY. On définit la transformée de Laplace L't;1 du temps d’atteinte du processus (X;) ;>0 par:

A

l/_la. ]_Oo,a] — R+

X —  [Ey [e_}L T“] .
Proposition 4.8. Pour x < a, la transformée de Laplace de T, est donnée par

st GO Dy [~+v2E)

2 (_D_ﬁ(a 2k+)+(+D_%(—a 2k+)’

Vxe IR_,sz}(x) =e

2 ¢-D_1 (x 2k+)+(+D_ A (—x 2k+)

k4 (xz—u

-1 _ o Eetoa) + B .
vxel0alzglx) =e (-D_s (aV/ZE;)+0.D_s (~av/2E;)

D_a_,0) [ D_2(0)
0u(+=—k+ SR —
© D_a_,0\ ks D_.(0)
k— k—
Démonstration. La transformée de Laplace 12;11 du temps d’atteinte du processus défini par (4.1)

est la solution 6! de I'équation différentielle suivante (voir [IM74] ) :

1
5afczag(x)—k(x)xaxag(x) = Aul(x), xel-ooal
lim g (x) = 0,
i) (a) = 1

ol la fonction k est définie par (4.3).

On écrit @} =}~ 1g_+ @+ 10,4
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Nous avons déja vu ce type d’équation dans les chapitres précédents, ses solutions indépendantes

X2 x2
sont x — ek"TD_ki (x\/Zki) et x— ek"TD_ki (—x 2k,~) avec k; = k_ sur R_ et k; = ky sur]0, al.

i

Il existe donc quatre constantes a1, a2,y1,Y2 € R telles que

x2 x2

VxeR_ u T (x) = alek*TD_k%(xﬂ)+ylek*7D_k%(—x 2k,),

Vx €]0, al, @ (x) = azek*%D_kL (x\/2k+) + yZek+%D_kA (—x 2k+) .

La condition lim a;(x) =0 implique nécessairement que «; = 0.
X——00

La condition )lCm}l L_tg (x) =1 implique que
2
_ [
@D_y (a 2k+) +72D_s ( a 2k+) —e kT

Comme la fonction est de classe €' :
. 111%1 u T (x) = hm u’1+(x), onay,D_ i (0) (a2 +Y2)D—%(O)’

o hm Oy u T (x) = hm Oy u (%), onayVv2k_0yD_ A (0) \/2k+6xD_kL(0)(y2—a2).

Les équations précédentes se réécrivent :

e_k*a?2 :agD_kL(a 2k+)+yzD_k¢(—a 2k+)
D_. (0) :

=" (a2+72)
<)’1 D .0 2t7Y2

0.D_L0) [T
Y1 —Am) (7’2 a)

0+D_ A 0 k., D_kL(O) A 10 D—%(O)
E 4 —+ —+ —+, , .25), L= +— _
nposant{y : 9.0 ” o\ o + D_ki 0 on a, avec (3.25),que {4+ = ” MO — + D_kA 0

Ainsi,

ay = e_k+%2(_
(_D_ﬁ(a 2k+)+(2+D_ﬁ(—a 2k+)
y, = e_k+a7(+
{72 (_D_% (a 2k+)+(+ ﬁ(ZQM)
G- ek
NI 2k+) D_s (~av2E)
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On a donc finalement

Lt 02 Doy [~V

) _
vreRotao=e 2 ¢ p (a 2k+)+(+D_i(—a 2k+)’
Tt

L (D L(x 2k+)+C+D_A(—x 2k+)
—1 ke —a®) ket ky
Vxe€l0,al,i;(x)=e 2z .
_i (a 2k+)+c+ A ( a 2k+)
K+ e
|
Remarque 4.9. Lorsque k- = ki, {— = 0 et la solution est bien égale a (1.9) c'est-a-dire
2 g2 D_A (_x\/ Zk)
VxeR, al(x)=e 2 —F—~
D_, (-av2Kk)

4.4 Probabilité que le processus soit positif en un temps donné

Dans cette partie, on s’intéresse a la probabilité que le processus soit positif en un temps donné
t>0: [P (k- k) (X; = 0). Cette probabilité a également déja été étudiée dans le cas stationnaire en

Section 4.2. D’autre part, dans le cas d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X;) ;>0 a coefficients

© 1— -2kt
t

constants (k— = k; = k), si Xp = x € R, le processus est gaussien de loi A (xe_ Y . Ainsi
on obtient :
1 xVke kt
p&R (X, >0)= = [1-erf _xVke ™ )
2 V1= e—2kt

Nous donnons maintenant son expression dans le cas d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck os-
cillant.

Lobtention de 'expression de la probabilité repose sur 'inversion de la transformée de Laplace
de la probabilité. L'expression de cette transformée est tout d’abord donnée et démontrée via le

lemme suivant.

Lemme 4.10. Soit V" la transformée de Laplace de la probabilité que le processus soit positif en un

temps donné. Pour x € R,

o0 (e.0)
VA) = f e Mp-k) (x> 0)dr = E%F) [ f e M1 Xt>0dt] .
0 0

On a alors

Vk-D_a _,(0) 2i

VxeR_,V}x) = * D_. (—x 2k_)eT,

A(\/k_D_ki_l(O)D_kL(O)+\/k+D_ki_1(0)D_kL(0)) .
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\/KD_%_I(O)

VxelRfr,V’l(x)zi— D_i(x 2k+)
A \/k_D_kL_l(O)D_ki(0)+\/k+D_kL_l(0)D_kL(O)) :

+

Démonstration. On pose kpin = min(k_, k) et kmax = max(k_, k).

Pour x € R, on définit

D_kL (—X\/ kaax) 2 knax
G(0) = e 2 six <0,
D__1 (0)
G(x) =4 Fmax

D_ A (x\/kain) Phs

1 T ‘min
G(0) - = min — . 0’
0) )L) D 1 e 2 si x>

kmin

;i'+

N 1 g(A, kmin) 1 D_3/,-1(0)
ou G(0) = — avecg: 1, k)—» ————
A g Kma) + 8 o) 8 VE D_a©)

0<G0) <

|-

On calcule la dérivée de G. Pour x € R, on a, en utilisant (3.25),

2G 0 /l Xz max
V26(0) e : D—%‘l (—x\/kaax) six <0,
X kmin
- (G(O)——)D_a_l (x\/kain)e P Six>0.
kminD__2_(0) T

min

Comme D, est positive sur R, lorsque v <0, on a, par (4.9),

VxeR, G'(x)>0.

On montre également que la fonction G vérifie les équations différentielles suivantes :

1
—EG”(x) + kmaxXG' (X) + AG(x) =0 six <0,

1
—EG"(x) + kminXG' (X)) + AG(x)—1=0 six>0.

I k4

e 2 .

> 0via (3.28) et (3.22). Ainsi,

4.9

(4.10)

(4.11)

On montre maintenant que la fonction G est solution d’'un probléme de contrble en utilisant la

méme démarche que dans la preuve de la Proposition 2.1 de [ABSJ17].

On note (%) ;> la filtration naturelle engendrée par le mouvement brownien (W;);>¢. Soit <

I’ensemble des processus progressivement (&;)-mesurables a valeurs dans [kmin, kmax]-
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Pour x € R, a € o/, on s'intéresse au processus (X;"*) ., solution de
=

dX{* =-a, X dt+dW;, >0
(4.12)

Xyt =x

Pour tout controle a € &7, A € IR:, x € R, on considere la fonction de gain

+00

+00
J(x, ;) ;=f0 e MP(X®* >0)dt=E UO e M yasodr] .
On définit alors la fonction valeur associée Vf :

VA (x) == sup J(x, a; ).
acsd

On montre que V*’1 (x) = G(x).
La fonction Vf est solution de I'’équation Hamilton-Jacobi-Bellman du probléme de controle :

AVAx) - sup

1
—kxVY 0+ =V (0 + g (0) | = 0.
ke[kminrkmax] 2

C’est-a-dire :

1
v - sup [—kxvj'(x)] +AVA ) — Tp: (1) =0 (4.13)
2 ke[kminvkmax]

La fonction G est solution de (4.13) par (4.11) et (4.10).

Soit x € Ret 7 € R}. Soit a € o un controle arbitraire et (X;"*) . , le processus associé a ce controle

=0

et donc solution de (4.12) .

Comme la dérivée de G est une fonction absolument continue 2, on peut appliquer la formule d’It6

(Probleme 7.3 de la Section 3.7 de [KS91]) :
t 1 t
e MG (X5 = G + f s (—)LG (X8) + 56" (Xf’x)) ds+ f e MG (XE) dX D

0 0

t 1
= GE0+ [ €26 (X - a X216 (X + 567 ()| s
0
t
+ f e MG (X&) dws.
0

—as XPG (XP) < sup [—a s XPFG (X))
ke[kminykmax]

2. Lafonction G’ admet une dérivée notée G” en presque tout point et la fonction G” est intégrable.
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Donc
1
—AG (X&) - as XTI G (XE¥) + 5G” (X&) < 1 (X59).

On passe a 'espérance dans I'écriture de la formule d’It6, en localisant la partie martingale si né-

cessaire , et on obtient

t
Ele G (x| <G - f e P (X®* > 0)ds.
0

Il reste a passer a la limite lorsque ¢ — +oo. Le terme de gauche tend vers 0 par convergence do-
1
minée (la fonction |G| est bornée par Z)' Le terme de droite converge par convergence monotone

et on obtient finalement G(x) > J(x, a; 1) > Vf(x).

En choisissant la stratégie a = n définie par

kmax Six <0,
n(x) =
Kmin Six>0,

on obtient exactement

t
E[e 606 = 600 - [ e (x> 0)as.
0

et donc G(x) = J(x,m; 1) < VAHx) .
Ainsi, lorsque kmin = k4 et kmax = k_, on a VA = J( x,1m;A) = G(x) et donc le lemme est montré.

Lorsque kmin = k- et kmax = k+, on refait le méme raisonnement sur le probléme de controle

+

(o.0]
e MP(X®* <0)dt=E

_ +00
J(x,a; ) ::f f e_’”]lxa,x<0dt .
0 £

0

et en prenant la fonction

]. 1 D_% (x kaln) xzkmin
—+[G0)- = == T2 ix<O0,
) A ( © A) DO -
G(x) = in
D_% (_x\/ kaaxlj‘ 2 kmax
G(0) Ll e 2 six>0.
D_% 0)
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On montre alors que la stratégie optimale est

kmin  six <0,
n(x) =
Kmax Six>0,

et on obtient exactement G(x) = J(x,7j; A).

Ainsi,

En remplacant avec I'expression de G, on retrouve le résultat du lemme lorsque kpnin = k; et

kmax = k_. .

Remarque 4.11. On pourrait également montrer le résultat en utilisant la transformée de Laplace
du temps d’atteinte étudiée en Section 4.3.2 ainsi que la propriété de Markov mais il faudrait justifier

le caractere €" de V* pour obtenir le résultat ce qui n'est pas évident.

Lexpression de la probabilité que le processus soit positif en un temps ¢ > 0 est donnée dans la

proposition suivante.

Proposition 4.12. Pour toutt>0,o0na

N 2 o Py O
VieR_PEF (X, >00=—Y"— +Vkez S — D, (-xv2k|eM?,
* ! V- + ks j;/ljaa‘l’k,,h(/lj) —rf( )
D .. (0)
k_ Pky X -1
VreRLPE (> 0= —— - VEe Y ——————D 4 (xV2k: )V,

Vi + ks 1Ak ke, (A)) -7

ouVWi i, A=V k—D—kA—l(O)D—kL O+ ki:D_ _I(O)D_%(O) et (Aj)j>1 est la suite des racines

négatives ordonnées de Wy ., .

Remarque 4.13. Les zéros () j>1 de Y_ ., sont forcément négatifs. En effet, supposons par l'ab-
surde qu'il existe une racine Ao > 0. Or, pour tout Ag >0, Yi._ i, (Ag) > 0 par le lien entre les fonctions

paraboliques cylindriques et les fonctions de Hermite ainsi que l'expression (3.22), ce qui est absurde.

Démonstration. On traite le cas xe R_ (lecas x € [R:"r se traite de maniere similaire).

On inverse la transformée de Laplace pour obtenir la probabilité.
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Soit te R}.Ona

o0
(k-,ky) _ Aty A Aty A
P%-k9 (X, > 0) = Res (e v (x))A:O+J;Res (e 1% (X))1=M' (4.14)
En effet, les poles de la fonction A — ety (x) sont 0 et la suite (A;) j>1.
Or,ona
- [Praa @D (-xv2K) s
es - -
A i, () Vk_+Vky
A=0
et
D—ki—l(O)D—ki (_x 2k_) D—Q—I(O)D—g (—x Zk_)
Res - - = -
AWk, (D) AjoaA¥i_k, (1))
A=1;
On trouve finalement
D . (0)
k_ Pk —*]—1
pklix, >00=—Y— _+Vkez Y — D . [-xv2k )M
* ' Vi +\/ks j;/lja/lwk_,h(/lj) —rf( )
[ |

Nous illustrons numériquement la formule obtenue.

k- =12k, =24

FIGURE 4.1 — Probabilité que le processus soit positif pour un temps donné ¢ € [1,6] et pour différentes
valeurs de x. Comparaison avec la probabilité stationnaire. Les simulations ont été faites en sommant sur
les 100 premieres racines.
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. In
Corollaire 4.14. Sik_ =k, = k, comme0d,D3;.1(0) = —jl(=2)/ > on en déduit le résultat suivant,

pour tout x € R et tout t € R},

N ke kt kxz\/f oo D3ji1 (-vak) e k2j+Dt
erf| -————|=e2 /= . )
Nepve7 s jej+nE2)

4.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre proposait d’étudier le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant, c’est-a-dire lorsque
le coefficient de drift est constant par morceaux selon le signe du processus. Nous avons obtenu
la transformée de Laplace du temps d’atteinte puis la probabilité que ce processus soit positif en
un temps donné. Un prolongement de I'étude serait de calculer la densité du temps d’atteinte par
inversion de la transformée de Laplace ou par une méthode spectrale.

Nous nous sommes placés dans ce chapitre sous I'hypothése ou le coefficient de diffusion est
constant. Une autre perspective serait de considérer le cas ou ce coefficient est différent selon le
signe du processus. Nous pourrions également considérer le cas ou le changement de coefficients
alieu ailleurs qu’en 0. Il pourrait aussi étre intéressant de regarder le temps que passe le processus
au dessus d'un seuil (0 ici).

Dans le Chapitre 2, nous avons estimé les parametres du processus a coefficients constants a partir
d’observations du supremum. Il serait ici naturel de regarder comment estimer les parametres du
processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant. Dans un premier temps, il serait raisonnable de sup-
poser avoir des observations de ce processus. Ce type d’estimation a été proposée pour le mou-
vement brownien géométrique oscillant dans [LP18]. Nous pourrions également envisager une
méthode par maximum de vraisemblance comme proposé dans [LP17]. Il faudrait commencer
par fixer I'un de nos parametres comme constant pour voir si une estimation est possible. Dans
un second temps, nous pourrions envisager une estimation des parametres du processus a partir
d’observation de suprema journaliers comme exposé dans le Chapitre 2.

Enfin, une derniére piste serait de regarder le comportement de ce processus lorsque le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck n'est plus dirigé par un mouvement brownien mais par un processus de
Lévy.

En Section 4.3, nous avons étudié la loi du temps d’atteinte d’'une barriere constante horizontale.
Lorsque la barriere est une courbe continue, des résultats d'un point de vue numérique ont été
obtenus dans [HT16]. Les auteurs de cet article proposent un algorithme permettant de simuler
le premier temps de passage en utilisant une méthode itérative efficace. Une perspective serait

de regarder si les méthodes utilisées dans cet article sont adaptables pour le processus considéré
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dans ce chapitre, oscillant, afin d’obtenir une technique de simulation efficace du premier temps

d’atteinte d’'une barriére non constante.
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Processus d’Ornstein-Uhlenbeck et son supremum :

quelques résultats théoriques et application au risque cli-
matique

Résumé :

Prévoir et estimer le risque de canicule est un enjeu politique majeur. Evaluer la probabilité d’apparition des
canicules et leurs sévérités serait possible en connaissant la température en temps continu. Cependant, les ex-
trémes journaliers (maxima et minima) sont parfois les seules données disponibles. Pour modéliser la dynamique
des températures, il est courant d’utiliser un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Une estimation des paramétres de
ce processus n’utilisant que les suprema journaliers observés est proposée. Cette nouvelle approche se base sur une
minimisation des moindres carrés faisant intervenir la fonction de répartition du supremum. Les mesures de risque
liées aux canicules sont ensuite obtenues numériquement. Pour exprimer explicitement ces mesures de risque, il
peut étre utile d’avoir la loi jointe du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et de son supremum. L’étude se limite tout
d’abord a la fonction de répartition / densité jointe du point final du processus et de son supremum. Cette proba-
bilité admet une densité, solution de I’équation de Fokker-Planck, obtenue explicitement et utilisant les fonctions
spéciales paraboliques cylindriques. La preuve de ’expression de la densité repose sur une décomposition sur une
base hilbertienne de ’espace via une méthode spectrale. On étudie également le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
oscillant, dont le parameétre de drift est constant par morceaux selon le signe du processus. La transformée de
Laplace du temps d’atteinte de ce processus est déterminée et la probabilité que le processus soit positif en un
temps donné est calculée.

Mots clefs : processus d’Ornstein-Uhlenbeck, loi du supremum, estimation de paramétres, risque
canicule, loi jointe, équation de Fokker-Planck, processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant, temps
d’atteinte.

Ornstein-Uhlenbeck process and its supremum : theorical results
and application to the climatic risk

Abstract :

Forecasting and assessing the risk of heat waves is a crucial public policy stake. Evaluate the probability of
heat waves and their severity can be possible by knowing the temperature in continuous time. However, daily
extremes (maxima and minima) might be the only available data. The Ornstein-Uhlenbeck process is commonly
used to model temperature dynamic. An estimation of the process parameters using only daily observed suprema
of temperatures is proposed here. This new approach is based on a least square minimization using the cumulative
distribution function of the supremum. Risk measures related to heat waves are then obtained numerically. In
order to calculate explicitly those risk measures, it can be useful to have the joint law of the Ornstein-Uhlenbeck
process and its supremum. The study is first limited to the joint density / distribution of the endpoint and
supremum of the Ornstein-Uhlenbeck process. This probability admits a density, solution of the Fokker-Planck
equation and explicitly obtained as an expansion involving parabolic cylinder functions. The proof of the density
expression relies on a decomposition on a Hilbert basis of the space via a spectral method. We also study the
oscillating Ornstein-Uhlenbeck process, which drift parameter is piecewise constant depending on the sign of the
process. The Laplace transform of this process hitting time is determined and we also calculate the probability
for the process to be positive on a fixed time.

Keywords: Ornstein-Uhlenbeck process, supremum law, parameter estimation, heat wave risk as-
sessment, joint law, Fokker-Planck equation, oscillating Ornstein-Uhlenbeck process, hitting time.
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