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Introduction

Dès 1930, Ornstein et Uhlenbeck ([UO30]) proposent un processus permettant de décrire la vitesse

d’une particule. Ce processus à temps continu est solution d’une équation différentielle stochas-

tique, l’équation de Langevin pour le mouvement brownien d’une particule avec friction ([Lan08]).

Une décennie plus tard, Doob ([Doo42]) étudie les propriétés de ses trajectoires à partir de celles

du mouvement brownien en utilisant un changement de temps déterministe. En effet, le proces-

sus d’Ornstein-Uhlenbeck peut être représenté comme une transformation affine du mouvement

brownien changé de temps. Depuis, ce processus a été utilisé pour plusieurs autres applications :

biologie ([MI08]), finance ([Vas77]), climatologie ([Dis98a]) etc.

Cette thèse s’intéresse à différents aspects du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. La première partie

s’inscrit dans l’étude de la statistique des processus et est motivée par l’estimation des mesures de

risques climatiques. La deuxième concerne l’étude de certaines quantités liées au processus.

Dans la littérature, deux méthodes ont été proposées pour modéliser la dynamique des tempé-

ratures : l’utilisation de processus discrets ou continus (voir [AZ13] pour les détails). Nous sui-

vons ici la modélisation introduite par [Dis98a] ou [Dis98b] de la température comme diffusion via

une équation différentielle stochastique. Comme les températures présentent une forte et claire

saisonnalité, le processus utilisé est généralement un processus de retour à la moyenne comme

le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Les paramètres dépendent alors du temps. Les auteurs de

[MD99] simplifient le modèle précédent en supposant la volatilité constante. Ce modèle s’ajuste

bien à leurs données (modélisation des températures de l’aéroport Heathrow). L’article [DQ00] uti-

lise un modèle ARMA plus général. Le modèle de [Dis98a] est amélioré dans [ADS02] en utilisant

le modèle ARMA précédent. Notamment, la fonction représentant la moyenne du processus tient

compte de la saisonnalité en utilisant une fonction sinusoïdale. Les auteurs de [BSZ02] ont discuté

la pertinence du mouvement brownien dans les précédentes modélisations et ont donc proposé

un modèle où le processus est dirigé par un mouvement brownien fractionnaire. Plus récemment,

un processus de Lévy a été envisagé dans [BŠB05]. Cette liste n’est pas exhaustive et l’ensemble

des modèles existants est détaillé dans [AZ13].

5



Pour notre étude, nous considérons le cas le plus simple où le processus est dirigé par un mou-

vement brownien et où les paramètres sont constants. En effet, afin d’avoir notamment des mo-

ments constants et indépendants du temps, il est nécessaire de supposer le processus stationnaire.

Pour que cette hypothèse soit raisonnable, nous considérons donc des courtes périodes de temps

annuelles (par exemple l’été).

Ainsi, le processus (X t )t>0 modélisant la dynamique des températures est solution de l’équation

stochastique suivante

dX t = lβ(µ−X t )dt +
√
βdBt

où µ ∈ R, l ,β ∈ R∗
+, et X0 suit la loi stationnaire N

(
µ,

1

2l

)
et est indépendant de (Bt )t>0, un mou-

vement brownien standard.

Prévoir et estimer les mesures de risque liées aux canicules par exemple est un enjeu important.

Il serait possible d’estimer ces mesures en connaissant la température en temps continu ou des

observations discrètes du processus. Ce type d’estimation est par exemple proposé dans [Fra03]

par une méthode de maximum de vraisemblance. Plus récemment, dans le contexte des activités

neuronales, le papier [MI08] a par exemple utilisé les données de temps d’atteinte pour estimer les

paramètres du processus. Cependant, les données disponibles dépendent des stations météoro-

logiques et la plupart ne disposent pas des données citées précédemment. Par exemple, le papier

[SÖK+10] propose d’évaluer la probabilité d’apparition de la canicule de 2003 grâce aux moyennes

de températures mensuelles. Nous nous intéressons au cas de certaines stations qui ne disposent

que des extrema journaliers. Nous proposons donc une méthode d’estimation des paramètres du

modèle d’origine en se basant sur les données disponibles (un échantillon des extrema, et par

exemple des maxima). Ainsi, par la suite, il est possible de procéder à des simulations, des estima-

tions, des prévisions.

Nous exprimons la loi du processus des maxima en fonction des paramètres l , µ et β. Cette ex-

pression est complexe mais nous permet ensuite de trouver les-dits paramètres via un estimateur

de type moindres carrés. Il s’agit d’une nouvelle approche utilisant directement la fonction de ré-

partition du supremum du processus et non son inverse comme classiquement en estimation par

quantiles ([CHBS05] ou [Pek14]). En effet, utiliser les méthodes classiques d’estimation (estima-

tion du maximum de vraisemblance ou inversion de la fonction de répartition) est trop coûteux

dans notre cas.

Pour obtenir la fonction de répartition du supremum du processus, nous utilisons le lien entre

ce dernier et le temps d’atteinte du processus. Récemment, de nombreux résultats autour du

temps d’atteinte d’un niveau fixé par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck ont été obtenus. Dif-
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Introduction

férentes expressions pour la densité de ce processus ont été données dans [Lin04], [LK18] ainsi

que [APP05]. De ce dernier article, nous utilisons une expression de la densité du temps d’atteinte

faisant intervenir le pont de Bessel.

Nous montrons également l’existence des moments de tout ordre du supremum du processus

d’Ornstein-Uhlenbeck conditionné par sa valeur initiale. Il est en effet assez fréquent de regar-

der l’existence des moments d’un processus (cf. [Küh17], [LM02]). Cela peut permettre ensuite de

calculer les moments et donner une nouvelle méthode d’estimation des paramètres.

Nous procédons dans cette thèse à une estimation des moindres carrés en minimisant la somme

des carrés des différences entre les fonctions de répartition théorique et empirique. L’estimateur

ainsi défini est consistant et ce résultat est obtenu grâce à la propriété de mélange du supremum

du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et au théorème ergodique pour ce type de processus ([Bil65]).

Cette propriété de ρ-mélange est montrée en adaptant la démonstration de [GM16] dans le cas du

processus directement. La pertinence de cette estimation est confirmée numériquement bien que

l’implémentation soit technique et coûteuse en temps de calcul. Le paramètre de volatilité est le

moins bien estimé, en cohérence avec les résultats de [MBS95] et [MI08]. L’estimation sur données

réelles est faite sur la ville de Paris ([Ta02]).

Une fois l’estimation des paramètres faite, n’importe quelle mesure de risque peut être évaluée

via une méthode de Monte Carlo (en simulant la dynamique des températures comme proces-

sus d’Ornstein-Uhlenbeck avec les paramètres estimés). Le risque de canicule est celui qui nous

intéresse. Les définitions de canicules varient selon les lieux et les conventions. Pour [Gri68], les

températures extérieures doivent dépasser un seuil de 26.67◦C pendant 3 jours. Nous utiliserons

plutôt la convention de [LPL+04] qui place deux seuils de dépassement : l’un pour la température

de jour, l’autre pour la nuit. Nous pouvons ensuite par exemple regarder la probabilité de canicule

ou la durée moyenne de celle-ci. Une autre mesure intéressante est l’aire de dépassement de seuil

lorsque l’on utilise la convention de [Gri68]. Des applications numériques sur les données de Pa-

ris sont proposées en estimant les paramètres du processus à partir des températures d’été entre

1950 et 1984. On compare ensuite par exemple la probabilité de canicule avec ces estimateurs à

la proportion de canicule entre 1985 et 2011 et soulignons ainsi la déviation des températures ces

dernières décennies.

Pour obtenir des expressions explicites de ces mesures de risque, il peut être utile d’avoir la loi

jointe du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et de son supremum. L’interêt pour ce type de loi est

apparu dès la fin du dix-neuvième siècle (voir [Som94]). Pour un mouvement brownien, le résultat

est connu depuis longtemps (voir par exemple [KS91]). Plus récemment, les articles [CPN18] et

[Ngo16] traitent le cas d’un processus de Lévy, somme d’un mouvement brownien drifté et d’un

7



processus de Poisson composé. La loi jointe d’un processus de diffusion n-dimensionnel et du

supremum courant de sa première composante est étudiée dans [CP19]. Les auteurs de [DK06]

abordent le cas d’un processus de Lévy avec sauts.

Pour cette étude, nous supposons que la loi du processus initial est à support majoré par un certain

m ∈ R. Nous regardons tout d’abord la fonction de répartition / densité jointe du point final du

processus et de son supremum :

P

(
X t ∈ dx, sup

06u6t
Xu 6m

)
(∗)

où m, x ∈ R, x 6m, t ∈ R∗
+. Ce type de loi a par exemple été étudié récemment dans [EH14] où les

auteurs donnent une méthode permettant de trouver la densité / fonction de distribution jointe

pour le minimum et les points finaux d’un mouvement brownien n-dimensionnel drifté. Dans

[HKR98], la solution explicite du cas bi-dimensionnel (n = 2) est donnée. Pour n > 2, la méthode

de [EH14] n’est pas toujours applicable. Dans le cas d’un processus Ornstein-Uhlenbeck, cette

fonction de répartition / densité jointe est connue dans certains cas particuliers. Le cas m = 0 est

traité dans [BS15]. L’expression de la quantité P

(
Xτ ∈ dx, sup

06u6τ
Xu >m

)
lorsque τ est une variable

aléatoire de loi exponentielle indépendante du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X t )t>0 est éga-

lement donnée dans [BS15].

Grâce à un résultat de [DIRT13], nous montrons que la probabilité (∗) admet une densité p. Cette

densité est solution de l’équation de Fokker-Planck (cf. [JYC09]).

L’opérateur de Fokker-Planck n’est pas hermitien donc nous introduisons un autre opérateur

auto-adjoint compact qui lui est lié spectralement. Avec les résultats sur ce type d’opérateurs

(voir [Bré83] par exemple), on obtient une base hilbertienne de L2 (]−∞,m]) faisant intervenir

les fonctions spéciales paraboliques cylindriques (directement liées aux fonctions de Hermite, voir

[LS72]). En décomposant sur cette base, nous obtenons ensuite une expression explicite de la den-

sité p. Ce type de méthode spectrale a été par exemple utilisée pour la résolution de l’équation de

Fokker-Planck dans [BD08], [Gar04] et [RH89] mais sans condition au bord. Même si l’expression

de la probabilité (∗) est une série de fonctions spéciales, elle est facilement évaluable numérique-

ment et plus rapide qu’une méthode de Monte Carlo comme le montrent des simulations. Le cas

m = 0 peut être simplifié et on retrouve ainsi le résultat de [BS15] pour le cas m = 0.

En intégrant l’expression de p et en utilisant les résultats sur les fonctions spéciales, nous expri-

mons la fonction de répartition du supremum du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous compa-

rons celle-ci avec celle pouvant être obtenue en utilisant les résultats de [APP05] et le lien entre

temps d’atteinte et supremum.
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Introduction

Avec les mêmes techniques, on montre que la densité jointe du processus et de son supremum

vérifie un système d’équations aux dérivées partielles. Ce système a été obtenu dans [CP19] pour

un processus dont les hypothèses n’étaient pas vérifiées par le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

(drift borné).

Dans la dernière partie de ce manuscrit, nous étudions un processus d’Ornstein-Uhlenbeck dont

les coefficients ne sont plus constants. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a été à l’origine intro-

duit pour décrire la vitesse d’une particule de masse avec friction. Lorsque le potentiel est nul, la

vitesse V de la particule vérifie l’équation stochastique suivante (voir [Sch09, Chapitre 8]) :

dVt =−γVt dt +√
2γεdBt

où ε est la force du bruit (dépendant de la température et de la masse de la particule), γ le coef-

ficient de friction (aussi appelé d’amortissement), ε,γ> 0 et (Bt )t>0 est un mouvement brownien

standard. Lorsque la friction dépend de la direction du mouvement, on parle de friction anisotro-

pique (cf. [Zmi89]). Dans ce cas, on peut par exemple supposer que le coefficient γ est différent

selon le signe de la vitesse. Ce sera donc également le cas pour le coefficient de diffusion. Ainsi,

nous étudions le cas plus général d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck dont les coefficients de

drift et de diffusion sont constants par morceaux selon le signe du processus. Ce type d’étude

existe déjà pour le mouvement brownien ([KW78]) et pour le mouvement brownien géométrique

([LP17]). Dans ces deux cas, le processus est appelé oscillant et c’est donc ainsi que nous propo-

sons, dans cette thèse, de nommer le processus d’Ornstein-Uhlenbeck à coefficients constants par

morceaux selon le signe du processus.

Les processus de diffusion à coefficients discontinus apparaissent dans plusieurs domaines. En

dynamique des populations par exemple, l’article [CC99] utilise un mouvement brownien "dé-

formé" (skew Brownian motion). [LP17] propose de modéliser le prix d’actifs boursiers par un

mouvement brownien géométrique oscillant. D’autres exemples d’utilisation de tels processus

dans des domaines variés sont donnés dans [Lej18] .

Nous nous intéressons dans le Chapitre 4 au processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X t )t>0 oscillant

vérifiant l’équation suivante :


dX t =−(

k−1X t60 +k+1X t>0
)

X t dt + (
σ−1X t60 +σ+1X t>0

)
dWt , t > 0

X0 ∈R,
(1)

où (Wt )t>0 est un mouvement brownien standard et k−,k+,σ−,σ+ ∈R∗
+.
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Pour cette étude, nous supposons que la volatilité est constante c’est à dire σ− =σ+. Ce processus

admet une densité invariante calculée grâce aux fonction échelle et mesure de vitesse ([KS91]). Il

est ainsi possible de calculer l’espérance du processus stationnaire ou encore la probabilité que

celui-ci soit positif en un temps donné.

Comme mentionné plus haut, l’article [APP05] étudie la loi du temps d’atteinte du processus

d’Ornstein-Uhlenbeck, c’est à dire dans le cas où k− = k+ et σ− = σ+. Nous regardons comment

s’adaptent ces résultats dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant. Pour montrer

que le temps d’atteinte admet une densité, on adapte la preuve de [Pau87] faite dans le cas où la

diffusion a des coefficients de drift et de diffusion bornés. La transformée de Laplace du temps

d’atteinte de ce processus oscillant est obtenue. Elle s’exprime comme une série faisant intervenir

les fonctions paraboliques cylindriques, à l’instar de [APP05].

Nous nous intéressons ensuite à la probabilité que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant

soit positif en un temps donné. Lorsque le processus est à coefficients constants, cette probabi-

lité est connue car le processus est gaussien. Par une méthode de contrôle, comme celle proposée

dans [ABSJ17] pour une martingale exponentielle, on exprime la transformée de Laplace de cette

probabilité dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant. Cette transformée est en-

suite inversée pour obtenir la probabilité souhaitée.

Ce manuscrit est organisé de la façon suivante. Dans le Chapitre 1, nous rappelons quelques dé-

finitions et résultats sur certains processus stochastiques utiles dans la suite du manuscrit. Le

Chapitre 2 s’intéresse à l’estimation des paramètres du processus d’Ornstein-Uhlenbeck lorsque

celui-ci représente la dynamique des températures en un lieu donné à partir des maxima journa-

liers observés. L’expression de la densité / fonction de répartition jointe du processus d’Ornstein-

Uhlenbeck et de son supremum est donnée dans le Chapitre 3. Enfin, le Chapitre 4 détaille

quelques résultats sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant.
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Chapitre 1

Quelques rappels sur les processus

stochastiques

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats sur certains processus sto-

chastiques que nous utiliserons dans la suite de ce manuscrit. Nous commençons par définir un

processus d’Ornstein-Uhlenbeck et en donner ses premières propriétés. Nous proposons ensuite

quelques résultats sur le pont de Bessel qui seront nécessaires dans le Chapitre 2. Enfin, nous rap-

pelons des résultats connus sur les temps d’atteinte de différentes diffusions.

1.1 Rappels sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Donnons tout d’abord la définition du processus d’Ornstein-

Uhlenbeck.

Définition 1.1. On définit l’équation de Langevin


dX t = (φ−k X t )dt +

√
βdBt , t > 0

X0 ∼µ
(1.1)

où (Bt )t>0 est un mouvement brownien standard et µ est une loi de probabilité à valeurs réelles. Le

paramètre φ est réel et les paramètres k et β sont des réels positifs. Les variables X0 et (Bt )t>0 sont

indépendantes.

Proposition 1.2. L’unique solution forte de l’équation de Langevin (1.1) partant de X0 est donnée
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1.1. RAPPELS SUR LE PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK

par le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, défini par

X t := X0e−kt + φ

k

(
1−e−kt

)
+

√
β

∫ t

0
ek(u−t )dBu , t > 0.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule d’Itô au processus
(
ekt X t

)
t>0

pour résoudre

l’équation (1.1). Les coefficients étant des fonctions continues et lipschitziennes, on a existence

et unicité forte de la solution. �

Ce processus a été introduit par Ornstein et Uhlenbeck dès 1930 ([UO30]) pour décrire le mou-

vement d’une particule avec friction ([Lan08]). Une trajectoire de celui-ci est présentée en Figure

1.1.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.4
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0.2

0.4

0.6
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1.6

t

X
t

FIGURE 1.1 – Trajectoire d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de coefficients φ= 1, k = 1, β= 1 et partant
de X0 = 1.

Remarque 1.3. On peut représenter le processus comme une transformation affine du mouvement

brownien changé de temps ([Doo42]). On a, pour t ∈R+,

X t = X0e−kt + φ

k

(
1−e−kt

)
+

√
β

2k
B̃e2kt−1e−kt ,

où (B̃t )t>0 est un mouvement brownien standard.

L’espérance, la variance et la covariance du processus sont également rappelées dans la proposi-

tion suivante.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

Proposition 1.4. On a, pour tout t ∈R+,

E [X t ] = φ

k
+e−kt

(
E [X0]− φ

k

)
,

Var(X t ) = β

2k
+

(
Var(X0)− β

2k

)
e−2kt ,

Cov(Xs , X t ) =
[

Var(X0)+ β

2k

(
e2k(t∧s) −1

)]
e−k(t+s).

Remarque 1.5. Si µ est la loi normale de moyenne
φ

k
et de variance

β

2k
, alors (X t )t>0 est un proces-

sus gaussien stationnaire de même espérance et variance.

Remarque 1.6. Par simple transformation, le modèle peut s’écrire :


dX̃ t =−k̃ X̃ t dt +dB̃t , t > 0

X̃0 = X0 − φ

k
,

(1.2)

où X̃ t := X t
β
− φ

k
, k̃ := k

β
et B̃t :=

√
βB t

β
(qui est encore un mouvement brownien).

1.2 Résultats autour du pont de Bessel

Dans le Chapitre 2, nous nous intéressons à la loi du supremum d’un processus d’Ornstein-

Uhlenbeck. Cette loi fait intervenir le pont de Bessel. Pour cela, nous rappelons dans cette section

la définition du pont de Bessel ainsi que des propriétés qui lui sont liées. Nous commençons par

quelques rappels sur les processus de Bessel. Puis, nous donnons la définition d’un pont de Bessel

ainsi que sa loi. Enfin, nous montrons qu’il est l’unique solution forte d’une équation différentielle

stochastique. Ceci nous permet de montrer l’identité d’inversion vérifiée par le processus.

1.2.1 Rappels utiles sur les processus de Bessel

Nous commençons tout d’abord par la définition d’un processus de Bessel. Nous donnons ensuite

l’équation stochastique qu’il vérifie ainsi que sa loi.

Définition 1.7 (Processus de Bessel de dimension d). Soient d > 1 un entier et B = (Bi )i∈J1,dK

un mouvement brownien d-dimensionnel. Le processus de Bessel de dimension d est défini par

∀t ∈R+,Rt := ‖Bt‖ =
√

B 2
1,t +·· ·+B 2

d ,t et R0 = ‖B0‖ = x ∈R+.

Le processus de Bessel vérifie l’équation différentielle stochastique donnée dans la proposition

suivante.
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1.2. RÉSULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

Proposition 1.8. Le processus de Bessel (Rt )t>0 de dimension d > 1 est l’unique solution forte de

l’équation différentielle stochastique


dRt = dWt + d −1

2Rt
dt , t > 0

R0 = x > 0

(1.3)

où (Wt )t>0 est un mouvement brownien standard de dimension 1.

Démonstration. On montre que le processus vérifie l’équation puis qu’il en est l’unique solution.

1. Soit ρ le processus défini par

∀t ∈R+,ρt := R2
t =

d∑
i=1

B 2
i ,t .

On applique la formule d’Itô au processus ρ :

dρt =
d∑

i=1
2Bi ,t dBi ,t +ddt , t > 0.

Soit t > 0. L’ensemble {s ∈ [0, t ], Rs = 0} est de mesure de Lebesgue nulleP-presque sûrement

(cf. [KS91] Proposition 3.3.21 et Théorème 2.9.6). On peut donc définir (Wt )t>0, le processus

tel que

Wt =
∫ t

0

1

Rs

d∑
i=1

Bi ,sdBi ,s , t > 0.

Ce processus est une martingale continue comme somme de martingales continues et son

crochet vaut t (en effet, le processus (W 2
t − t )t>0 est une martingale). Ainsi, (Wt )t>0 est un

mouvement brownien de dimension 1 et on peut écrire

dρt = 2Rt dWt +ddt = 2
p
ρt dWt +ddt , t > 0. (1.4)

On applique une nouvelle fois la formule d’Itô pour obtenir

dRt = dWt + d −1

2Rt
dt , t > 0.

2. On montre l’unicité de la solution pour l’équation (1.4) et on en déduit l’unicité pour (1.3).

Pour tous réels positifs z et z ′, on a
∣∣∣pz −

p
z ′

∣∣∣ < √
|z − z ′| (la racine est

1

2
-Holdërienne).

Ainsi, par le Théorème 3.5 de [RY13, chapitre IX], et comme le drift est constant, on a unicité

trajectorielle (et même unicité de la solution forte) pour l’équation satisfaite par ρ.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

D’après la Proposition 3.22 de [KS91], et comme x > 0, on a

P(Rt > 0,∀t > 0) = 1.

On obtient ensuite l’unicité forte de l’équation par [Che00].

�

Le processus de Bessel est un processus markovien dont la densité du semi-groupe est connue.

L’expression de celle-ci se trouve dans [RY13, Chapitre XI p.446] ou [JYC09, Section 6.2.2]. Pour

plus de facilité, nous la rappelons dans la proposition suivante.

Proposition 1.9 (Loi d’un processus de Bessel de dimension d). Les densités du semi-groupe d’un

processus de Bessel en t partant de a en 0 sont

• pd
t (a, y) = 1

t

( y

a

) d
2 −1

y exp

(
−a2 + y2

2t

)
I d

2 −1

( ay

t

)
, pour a 6= 0,

• pd
t (0, y) = lim

a→0
pd

t (a, y) = 1

2
d
2 −1t

d
2 Γ( d

2 )
yd−1 exp

(
− y2

2t

)
,

où I est la fonction de Bessel modifiée de première espèce définie par Iν(x) =
∞∑

k=1

(x/2)2k+ν

k !Γ(ν+k +1)
.

Plus particulièrement, lorsque d = 3, on a I 1
2

(x) =
√

2

πx
shx et donc

• p3
t (a, y) = y

a

√
2

tπ
exp

(
−a2 + y2

2t

)
sh

( ay

t

)
,

• p3
t (0, y) =

√
2

π

1

t
3
2

y2 exp

(
− y2

2t

)
.

1.2.2 Définition et loi d’un pont de Bessel

Nous introduisons maintenant le pont de Bessel, intervenant dans la loi du supremum du proces-

sus d’Ornstein-Uhlenbeck (Chapitre 2). Nous rappelons sa définition et quelques propriétés dont

une propriété élémentaire d’inversion.

Définition 1.10 (Pont de Bessel). Un pont de Bessel (rt )t∈[0,T ] partant de r0 = a en 0 et arrivant en

rT = b en T a pour loi celle d’un processus de Bessel de dimension 3 partant de a en 0 et conditionné

à valoir b en T .

Une trajectoire de ce processus est présentée en Figure 1.2.
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1.2. RÉSULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL
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FIGURE 1.2 – Trajectoire d’un pont de Bessel partant de r0 = 1 et arrivant en rT = 0 en T = 1.

Nous souhaitons obtenir la densité de la variable aléatoire rt lorsque t fixé pour (rt )t∈[0,T ] un pont

de Bessel. Pour cela, on rappelle le théorème suivant énoncé pour un processus de Markov (cf.

[JYC09, Théorème 4.3.5.1] pour la preuve).

Théorème 1.11. Soit
(
(X t )t>0, (Ft )t>0,Px

)
un processus de Markov à valeurs réelles de semi-groupe

Pt (x,dy) = pt (x, y)dy i.e. Px (X t+s ∈ A|Fs) = Pt (Xs , A). On note P(T )
a→b la mesure de probabilité du

pont associé i.e. du processus X partant de a et conditionné à valoir b en T .

Alors, pour tout s ∈ [0,T [,

dP(T )
a→b |Fs =

pT−s(Xs ,b)

pT (a,b)
dPa |Fs .

A l’aide de ce théorème et des densités du semi-groupe du processus de Bessel (Proposition 1.9),

nous pouvons calculer les densités du pont de Bessel. Dans toute la suite, on considérera sans

perte de généralités que T = 1.

Proposition 1.12 (Densité d’un pont de Bessel). Soit (rt )t∈[0,1] un pont de Bessel partant de a en 0

et arrivant en b en 1. Pour t ∈ [0,1], la densité f t
(a,0)→(b,1) de la variable aléatoire rt est donnée dans
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES PROCESSUS STOCHASTIQUES

le tableau suivant :

a b ∀y ∈R+, f t
(a,0)→(b,1)(y) =

> 0 > 0

√
2

π

1p
t (1− t )

sh
(

yb
1−t

)
sh

( ay
t

)
sh(ab)

exp

(
− y2

2t (1− t )
− a2(1− t )

2t
− b2t

2(1− t )

)
> 0 0

√
2

π

1
p

t (1− t )
3
2

y

a
sh

( ay

t

)
exp

(
− y2

2t (1− t )
− a2(1− t )

2t

)
0 > 0

√
2

π

1

t
3
2
p

1− t

y

b
sh

(
yb

1− t

)
exp

(
− y2

2t (1− t )
− b2t

2(1− t )

)
0 0

√
2

π

1

(t (1− t ))
3
2

y2 exp

(
− y2

2t (1− t )

)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théorème 1.11 avec la Proposition 1.9. Nous traitons le cas

a > 0,b > 0. Les autres cas se traitent en passant à la limite. Soit (Rt )t>0 un processus de Bessel

partant de a. On note (Ft )t>0 sa filtration associée et Pa sa mesure de probabilité.

Soit t ∈ [0,1]. On a

P
(1)
a→b |Ft =

p3
1−t (Rt ,b)

p3
1(a,b)

Pa |Ft

=
b

Rt

√
2

(1−t )π exp
(
−R2

t +b2

2(1−t )

)
sh

(
Rt b
1−t

)
b
a

√
2
π exp

(
− a2+b2

2

)
sh(ab)

Pa |Ft

= 1p
1− t

a

Rt
exp

(
−R2

t +b2

2(1− t )
+ a2 +b2

2

)
sh

(
Rt b
1−t

)
sh(ab)

Pa |Ft .

Ceci nous donne la densité du pont. Pour y ∈R+, on a :

f t
(a,0)→(b,1)(y) = 1p

1− t

a

y
exp

(
− y2 +b2

2(1− t )
+ a2 +b2

2

) sh
(

yb
1−t

)
sh(ab)

p3
t (a, y)

= 1p
1− t

a

y
exp

(
− y2 +b2

2(1− t )
+ a2 +b2

2

) sh
(

yb
1−t

)
sh(ab)

y

a

√
2

tπ
exp

(
−a2 + y2

2t

)
sh

( ay

t

)

=
√

2

π

1p
t (1− t )

sh
(

yb
1−t

)
sh

( ay
t

)
sh(ab)

exp

(
− y2

2t (1− t )
− a2(1− t )

2t
− b2t

2(1− t )

)
.

�

1.2.3 Espérance du pont de Bessel

Dans le Chapitre 2, nous aurons besoin de l’espérance d’un pont de Bessel sur [0,u] partant de

a = 0 en 0 et arrivant en b > 0 en u. Nous donnons son expression dans la proposition suivante.
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1.2. RÉSULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

Proposition 1.13. Soit (rt )t∈[0,u] un pont de Bessel sur [0,u] partant de a = 0 en 0 et arrivant en

b > 0 en u. Pour tout t ∈ [0,u[, on a :

E[rt ] = 2(u − t )

b
p
π

(
αu,t ,be−α

2
u,t ,b +

p
π

2

[
1+2α2

u,t ,b

]
erf

(
αu,t ,b

))
,

où αu,t ,b := b

√
t

2u(u − t )
.

Démonstration. Soit t ∈ [0,u]. Lorsque (rt )t∈[0,u] est un pont de Bessel partant de 0 en 0 et arri-

vant en b en u, nous donnons la densité de rt grâce 1 à la Proposition 1.12. En effet, dans ce cas,(
1p
u

rtu

)
t∈[0,1]

est un pont de Bessel partant de 0 en 0 et arrivant en
bp
u

en 1. On a, ∀y > 0,

f t
(a,0)→(b,u)(y) =

√
2

π

(u

t

) 3
2 1p

u − t

y

b
sh

(
yb

u − t

)
exp

(
− y2u

2t (u − t )
−α2

u,t ,b

)
.

Ainsi, on a

E[rt ] =
∫ ∞

0

√
2

π

(u

t

) 3
2 1p

u − t

y2

b
sh

(
yb

u − t

)
exp

(
− y2u

2t (u − t )
−α2

u,t ,b

)
dy

=
√

2

π

(u

t

) 3
2 1

b
p

u − t
e−α

2
u,t ,b

∫ ∞

0
y2sh

(
yb

u − t

)
e−

y2u
2t (u−t ) dy︸ ︷︷ ︸

:=I

.

On regarde :

2I = 2e−
b2 t

2(u−t )u

∫ ∞

0
y2sh

(
yb

u − t

)
e−

y2u
2t (u−t ) dy

= e−
b2 t

2(u−t )u

∫ ∞

0
y2e−

y2u
2t (u−t )+

yb
u−t dy −e−

b2 t
2(u−t )u

∫ ∞

0
y2e−

y2u
2t (u−t )−

yb
u−t dy

=
∫ ∞

0
y2e

−
(

y
√

u
2t (u−t )−αu,t ,b

)2

dy −
∫ ∞

0
y2e

−
(

y
√

u
2t (u−t )+αu,t ,b

)2

dy.

On fait le changement de variable w = y

√
u

2t (u − t )
±αu,t ,b .

2I =
√

2t (u−t )
u

u
2t (u−t )

[I1 − I2] ,

où

I1 :=
∫ ∞

−αu,t ,b

(
w +αu,t ,b

)2 e−w 2
dw,

1. Par la propriété de scaling du mouvement brownien.

18
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I2 :=
∫ ∞

αu,t ,b

(
w −αu,t ,b

)2 e−w 2
dw.

On calcule I1.

I1 =
∫ ∞

−αu,t ,b

(
w +αu,t ,b

)2 e−w 2
dw

= 1

2
αu,t ,be−α

2
u,t ,b +

p
π

4

[
1+2α2

u,t ,b

]
erfc

(−αu,t ,b
)

.

En substituant −b à b, on obtient I2.

I2 = −1

2
αu,t ,be−α

2
u,t ,b +

p
π

4

[
1+2α2

u,t ,b

]
erfc

(
αu,t ,b

)
.

Et finalement

I1 − I2 =αu,t ,be−α
2
u,t ,b +

p
π

2

[
1+2α2

u,t ,b

]
erf

(
αu,t ,b

)
,

car erfc(−x)−erfc(x) = 2erf(x).

On a alors

2I =
(

2t (u − t )

u

) 3
2
(
αu,t ,be−α

2
u,t ,b +

p
π

2

[
1+2α2

u,t ,b

]
erf

(
αu,t ,b

))
.

Finalement,

E[rt ] = 2(u − t )

b
p
π

(
αu,t ,be−α

2
u,t ,b +

p
π

2

[
1+2α2

u,t ,b

]
erf

(
αu,t ,b

))
.

�

1.2.4 Équation différentielle stochastique vérifiée par le pont de Bessel

Le pont de Bessel vérifie une équation différentielle stochastique. Celle-ci dépend des points de

départ et d’arrivée du pont.

Proposition 1.14 (Pont de Bessel solution d’une EDS). Un pont de Bessel (rt )t>0 partant de r0 = a

(éventuellement nul) en t = 0 et arrivant en r1 = b en t = 1 est l’unique 2 solution forte de

• si b = 0,

drt =
(
− rt

1− t
+ 1

rt

)
dt +dBt , t < 1.

2. sur la classe des solutions strictement positives continues
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1.2. RÉSULTATS AUTOUR DU PONT DE BESSEL

• si b > 0,

drt =
− rt

1− t
+ b

(1− t )th
(

rt b
1−t

)
dt +dBt , t < 1. (1.5)

Nous commençons par un lemme technique nécessaire à la preuve.

Lemme 1.15. Soient b et t des réels positifs non nuls. On définit la fonction γt ,b par :

γt ,b : R∗
+ −→ R

y 7−→ − 1

y
+ b

t th
(

yb
t

) .

Alors,

06 γ′t ,b(y)6
b2

t 2 .

Démonstration du Lemme 1.15. On montre une inégalité sur la fonction cosinus hyperbolique

pour déduire l’inégalité souhaitée.

Étape 1 : On commence par montrer, d’après la démonstration de [Mit70], le fait suivant :

∀x ∈R+, x36
sh3x

chx
. (1.6)

Posons

f : R+ −→ R

x 7−→ x − sh(x)ch(x)−
1
3

.

Par calculs élémentaires, on obtient

f ′(x) = 1−ch(x)
2
3 + 1

3
sh(x)2ch(x)−

4
3 ,

f ′′(x) =−4

9
sh(x)3ch(x)−

7
3 6 0 si x > 0.

Donc la fonction f ′ est décroissante sur [0,+∞[ et comme f ′(0) = 0 on a f ′ 6 0. Ainsi, la

fonction f est décroissante sur [0,+∞[ et comme f (0) = 0 on a f 6 0. Donc ∀x ∈ [0,+∞[,

x36
sh(x)3

ch(x)
.

Étape 2 : Posons, pour y > 0, g (y) := γ′t ,b(y)− b2

t 2 . On a

g (y) = 1

y2 − b2

t 2sh2
(

yb
t

) − b2

t 2 ,
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g ′(y) =− 2

y3 +2
b3

t 3

ch
(

yb
t

)
sh3

(
yb
t

) .

En utilisant (1.6) avec x = yb

t
> 0, on obtient g ′(y)6 0. Donc la fonction g est décroissante.

Or, par développement limité, lim
y→0

g (y) = −b2

t 2 donc g 6 0 et finalement γ′t ,b(y)6
b2

t 2 .

Pour la positivité, il s’agit de remarquer que

γ′t ,b(y) = b2

t 2sh2
(

yb
t

)Υ(
yb

t

)

oùΥ : x 7→ sh2(x)

x2 −1 est une fonction positive sur R+.

�

Démonstration de la Proposition 1.14. On va montrer le cas a > 0 et b > 0. Les autres cas se

traitent de manière similaire. On montre que le pont vérifie l’équation puis qu’il est l’unique solu-

tion de cette équation.

1. La démonstration est inspirée de l’exercice 3.11 du chapitre XI de [RY13].

Soit (Rt )t>0 un processus de Bessel de dimension 3, (Ft )t>0 sa filtration naturelle et

Pa = P (·|R0 = a). Le processus
(
(Rt )t>0,Ft )t>0,Pa

)
est un processus de Markov et vérifie

l’équation 
dRt = dWt + 1

Rt
dt , t > 0

R0 = a,

où (Wt )t>0 est un
(
Ft )t>0,Pa

)
-mouvement brownien.

Le processus (Rt )t∈[0,1] sousP(1)
a→b est conditionné à valoir a en 0 et b en 1. C’est donc un pont

de Bessel noté (rt )t∈[0,1]. Le but est donc de réécrire l’équation stochastique de (Rt )t∈[0,1[ sous

P
(1)
a→b .

On définit (Zt )t∈[0,1[ tel que, pour t ∈ [0,1], Zt =
dP(1)

a→b |Ft

dPa |Ft

. On a alors, par le Théorème 1.11,

Zt = h(t ,Rt ) où h : (t , x) 7→ p3
1−t (x,b)

p3
1(a,b)

= ap
1− t

1

x︸ ︷︷ ︸
:=u(t ,x)

e−
x2+b2

2(1−t ) + a2+b2

2︸ ︷︷ ︸
:=w(t ,x)

sh
(

xb
1−t

)
sh(ab)︸ ︷︷ ︸
:=z(t ,x)

.
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Les dérivées partielles des fonctions u, w, z sont données dans le tableau ci-dessous.

∂t u = u

2(1− t )
∂t w =− x2 +b2

2(1− t )2 w ∂t z = xb

(1− t )2th
(

xb
1−t

) z

∂x u =−u

x
∂x w =− x

1− t
w ∂x z = b

(1− t )th
(

xb
1−t

) z

∂2
x2 u = 2

u

x2 ∂2
x2 w =

(
− 1

1− t
+ x2

(1− t )2

)
w ∂2

x2 z = b2

(1− t )2 z

On obtient :

∂t h(t , x) = h(t , x)

 1

2(1− t )
− x2 +b2

2(1− t )2 + xb

(1− t )2th
(

xb
1−t

)
 ,

∂x h(t , x) = h(t , x)

−1

x
− x

1− t
+ b

(1− t )th
(

xb
1−t

)
 ,

∂2
x2 h(t , x) = h(t , x)

 1

1− t
+ x2 +b2

(1− t )2 + 2

x2 − 2b

(1− t )xth
(

xb
1−t

) − 2xb

(1− t )2th
(

xb
1−t

)
 .

On applique la formule d’Itô au processus (Zt )t∈[0,1[. Soit t ∈ [0,1[, on a

dZt = ∂t h(t ,Rt )︸ ︷︷ ︸
Zt

 1
2(1−t )−

R2
t +b2

2(1−t )2 + Rt b

(1−t )2th

(
Rt b
1−t

)


dt + ∂x h(t ,Rt )︸ ︷︷ ︸
Zt

− 1
Rt

− Rt
1−t + b

(1−t )th

(
Rt b
1−t

)


1

Rt
dt

+ ∂x h(t ,Rt )︸ ︷︷ ︸
Zt

− 1
Rt

− Rt
1−t + b

(1−t )th

(
Rt b
1−t

)


dWt + 1

2
∂2

x2 h(t ,Rt )︸ ︷︷ ︸
Zt

 1
1−t +

R2
t +b2

(1−t )2 + 2
R2

t
− 2b

(1−t )Rt th

(
Rt b
1−t

)− 2Rt b

(1−t )2th

(
Rt b
1−t

)


dt ,

dZt = Zt

− 1

Rt
− Rt

1− t
+ b

(1− t )th
(

Rt b
1−t

)
dWt .

Comme pour t ∈ [0,1[, Zt > 0, on calcule

d[ln Zt ] = 1

Zt
dZt − 1

2Z 2
t

d〈Z 〉t

=
− 1

Rt
− Rt

1− t
+ b

(1− t )th
(

Rt b
1−t

)
dWt − 1

2

− 1

Rt
− Rt

1− t
+ b

(1− t )th
(

Rt b
1−t

)
2

dt

= St dWt − 1

2
S2

t dt .
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où (St )t∈[0,1[ est le processus défini par St :=− 1

Rt
− Rt

1− t
+ b

(1− t )th
(

Rt b
1−t

) .

Finalement,

Zt = exp

(∫ t

0
SudWu − 1

2

∫ t

0
S2

udu

)
.

On pose, pour t ∈ [0,1[, Bt :=Wt −
∫ t

0
Sudu.

Alors, par le théorème de Girsanov, le processus (Bt )t∈[0,1[ est un mouvement brownien sous

la probabilité P(1)
a→b |Ft .

Le drift est donc modifié dans l’équation du pont et on a finalement

dRt = dWt + 1

Rt
dt

= dBt +St dt + 1

Rt
dt

= dBt +
− Rt

1− t
+ b

(1− t )th
(

Rt b
1−t

)
dt .

On conclut en utilisant que, sous P(1)
a→b |Ft , le processus (Rt )t∈[0,1[ est un pont de Bessel.

2. Unicité : L’idée est tirée de [Zam03]. On va montrer l’unicité trajectorielle sur la classe des

solutions (Ut )t∈[0,1[ continues et strictement positives.

Montrons que les solutions faibles sont positives : Soit
(
(Ut )t∈[0,1], (B̂t )t∈[0,1]

)
une solution

faible de

dUt =
− Ut

1− t
+ b

(1− t )th
(

Ut b
1−t

)
dt +dB̂t , t < 1

vérifiant U0 = a où (B̂t )t∈[0,1[ est un mouvement brownien.

Par le Théorème IX.3.5 de [RY13], il existe un unique processus (Qt )t∈[0,1] adapté à la

filtration de (B̂t )t∈[0,1[ tel que Q0 = 0 et solution de

dQt =− 2Qt

1− t
dt +3dt +2

√
Qt dB̂t , t ∈ [0,1[. (1.7)

Par la formule d’Itô, le carré module d’un pont brownien de dimension 3 allant de 0

à 0 sur [0,1] est également solution faible de (1.7) pour un autre mouvement brow-

nien. Notons ce processus (Q̃t )t∈[0,1]. Par unicité trajectorielle, on a unicité en loi donc

(Qt )t∈[0,1] et (Q̃t )t∈[0,1] sont des processus égaux en loi. En particulier, par le Chapitre

XI de [RY13], Qt > 0 pour t ∈]0,1[.
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Posons, pour tout t ∈ [0,1], Ût =
√

Qt . Alors Ût > 0 pour t ∈]0,1[. Par la formule d’Itô,

dÛt =
(

1

Ût
− Ût

1− t

)
dt +dB̂t .

Par continuité, H0 := inf{t ∈]0,1[ | Ut = 0} est strictement positif presque sûrement.

Ainsi, sur [0, H0[, le processus (Ut )t>0 est strictement positif.

Pour tout t ∈ [0, H0[,

1

2

d

dt

(
[Ût −Ut ]+

)2 =

−
Ût −Ut

1− t
− b

(1− t )th
(

Ut b
1−t

)
︸ ︷︷ ︸

> 1
Ut

+ 1

Ût

 [Ût −Ut ]+

6
(
−Ût −Ut

1− t
− Ût −Ut

UtÛt

)
[Ût −Ut ]+

6 0.

Comme U0> 0 = Û0, on obtient, par le lemme de Gronwall, Ut > Ût > 0 pour t ∈ [0, H0[.

Si H0 était différent de 1, alors le processus (Ût )t∈[0,1[ serait contraint de toucher 0 ce

qui est absurde. Ainsi, le processus (Ut )t∈[0,1[ est strictement positif. Toutes les solu-

tions faibles arrivant en un point strictement positif restent positives.

Conclusion sur l’unicité : Soient
(
U1,t

)
t∈[0,1[ et

(
U2,t

)
t∈[0,1[ deux solutions faibles de l’équa-

tion (1.5) associées au même mouvement brownien, et partant du même point. On a,

en utilisant la positivité des processus
(
U1,t

)
t∈[0,1[ et

(
U2,t

)
t∈[0,1[ :

d
dt (U1,t −U2,t )2

2(U1,t −U2,t )
=

[
d

dt
(U1,t −U2,t )

]

=
−U1,t

1− t
+ b

(1− t )th
(

U1,t b
1−t

)
−

−U2,t

1− t
+ b

(1− t )th
(

U2,t b
1−t

)


=
[
−U1,t

1− t
+γ1−t ,b(U1,t )+ 1

U1,t
+ U2,t

1− t
−γ1−t ,b(U2,t )− 1

U2,t

]
=− (U1,t −U2,t )2

U1,tU2,t
− (U1,t −U2,t )2

1− t︸ ︷︷ ︸
60

+[
γ1−t ,b(U1,t )−γ1−t ,b(U2,t )

]

6
[
γ1−t ,b(U1,t )−γ1−t ,b(U2,t )

]
1

2

d

dt
(U1,t −U2,t )26

∣∣γ1−t ,b(U1,t )−γ1−t ,b(U2,t )
∣∣ ∣∣U1,t −U2,t

∣∣ .
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Avec l’inégalité des accroissements finis et le Lemme 1.15,

∣∣γ1−t ,b(U1,t )−γ1−t ,b(U2,t )
∣∣6 b2

(1− t )2

∣∣U1,t −U2,t
∣∣ .

Finalement,
1

2

d

dt
(U1,t −U2,t )26

b2

(1− t )2 (U1,t −U2,t )2.

Par le lemme de Gronwall,

(U1,t −U2,t )26 2(U1,0 −U2,0)2 exp
(∫ t

0

b2

(1− s)2 ds
)
= 0.

Donc pour tout t ∈ [0,1[, U1,t = U2,t . On conclut avec le théorème de Yamada-

Watanabe : toute solution faible est une solution forte.

�

Remarque 1.16. • En utilisant le fait que I 3
2

(x) =
√

2

πx

(
−sh(x)

x
+ch(x)

)
, on retrouve l’expres-

sion donnée dans [DB08].

• En prenant δ= 3, nous retrouvons également l’expression donnée pour le pont de Bessel allant

de a en a dans [Zam03].

Si l’on souhaite simuler le pont de Bessel par son équation différentielle stochastique, nous ris-

quons de rencontrer un problème si le pont part de 0 (division par 0). Pour pallier ce problème,

nous allons utiliser l’identité suivante, nommée "Switching identity" dans [APP05] :

Proposition 1.17. Pour y ∈ R+, le processus (rt )t61 conditionné par r0 = x et r1 = y et le processus

(r̄t )t>0 := (r1−t )t61 conditionné par r̄0 = y et r̄1 = x ont même loi.

Démonstration. Pour montrer l’égalité en loi des processus, nous allons prouver qu’ils sont tous

deux solutions de l’équation stochastique (donnée dans la Proposition 1.14) ; le résultat suivra par

unicité. La preuve repose sur le Théorème 2.1. de [HP86]. L’hypothèse du théorème porte sur la

densité x 7→ f t
(a,0)→(b,1)(x) de rt . Il faut vérifier que pour tout t0 > 0 et tout ouvert borné O ⊂R+, on

a ∫ 1

t0

∫
O

∣∣∣ f t
(a,0)→(b,1)(x)

∣∣∣2 +
∣∣∣∂x f t

(a,0)→(b,1)(x)
∣∣∣2

dxdt <∞.

Nous allons prendre un ouvert borné O =]u, v[, avec u, v ∈ R+ et nous allons traiter le cas a > 0 et

b > 0 pour faire les calculs. Les autres cas se traitent similairement.
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• Montrons que la fonction g : (t , x) 7→ f t
(a,0)→(b,1) est intégrable sur ]t0,1[×]u, v[. Pour cela, on

va montrer que la fonction g est continue sur [t0,1]× [u, v]. On a :

g : (t , x) 7→
√
π

2

1p
t (1− t )

sh
(

xb
1−t

)
sh

( ax
t

)
sh(ab)

exp

(
− x2

2t (1− t )
− a2(1− t )

2t
− b2t

2(1− t )

)
.

En x, cette fonction est continue sur [u, v]. Pour étudier la continuité en t , on réécrit

g (t , x) =
√
π

2

sh
( ax

t

)
2
p

t (1− t )sh(ab)
e−

a2(1−t )
2t

[
e−

(x−bt )2

2t (1−t ) −e−
(x+bt )2

2t (1−t )

]
.

On pose s := 1

1− t
, on a :

lim
t→1

g (t , x) =
√
π

2
lim
t→1

sh(ax)

2
p

1− tsh(ab)

[
e−

(x−b)2

2(1−t ) −e−
(x+b)2

2(1−t )

]
=Ca,b,x lim

s→+∞
p

s
[

e−
1
2 s(x−b)2 −e−

1
2 s(x+b)2

]
=Ca,b,x lim

s→+∞

[ p
s

e
1
2 s(x−b)2

−
p

s

e
1
2 s(x+b)2

]
,

où Ca,b,x est une constante dépendant de a,b, x. Pour presque tout x, cette limite est nulle

et la fonction peut être prolongée par continuité. Ainsi, la fonction g 2 est intégrable sur

[t0,1]× [u, v] car continue sur cet ensemble.

• Nous nous intéressons maintenant à l’intégrabilité sur ]t0,1[×]u, v[ de la fonction

ψ : (t , x) 7→ ∂x g (t , x). On a

ψ(t , x) = g (t , x)

 b

(1− t )th
(

xb
1−t

) + a

t th
( ax

t

) − x

t (1− t )

 .

On a :

lim
t→1

ψ(t , x) =
√
π

2
lim
t→1

sh
( ax

t

)
2
p

t (1− t )sh(ab)
e−

a2(1−t )
2t

[
e−

(x−bt )2

2t (1−t ) −e−
(x+bt )2

2t (1−t )

]

×
 b

(1− t )th
(

xb
1−t

) + a

t th
( ax

t

) − x

t (1− t )


= Kx lim

t→1

b −x

(1− t )
3
2

e−
a2(1−t )

2t

[
e−

(x−b)2

2(1−t ) −e−
(x+b)2

2(1−t )

]

avec Kx constante dépendant éventuellement de x. Pour presque tout x, cette limite est

nulle et la fonction peut être prolongée par continuité. Ainsi, la fonction ψ2 est intégrable

sur [t0,1]× [u, v] car continue sur cet ensemble.
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L’hypothèse pour appliquer le Théorème 2.1. de [HP86] est donc vérifiée. Le processus renversé

(r̄t )t∈[0,1] où r̄t = r1−t est lui aussi un processus de diffusion dont on connait l’expression du drift

b̄ et du coefficient de diffusion σ̄.

On a déjà σ̄= 1. De plus, l’identité (2.3) donnée dans [HP86] devient :

b̄(t , x) =−b(1− t , x)+ ∂x f 1−t
a→b(x)

f 1−t
a→b(x)

=−b(1− t , x)+∂x

(
ln

[
f 1−t

(a,0)→(b,1)(x)
])

.

Nous faisons les calculs dans les différents cas pour le pont de Bessel (rt )t∈[0,1] pour obtenir :

a b ∂x

(
ln

[
f 1−t

(a,0)→(b,1)(x)
])

b(t , x) le drift de rt b̄(t , x) le drift de r1−t

> 0 > 0
b

(1− t )th
(

xb
1−t

) + a

t th
( ax

t

) − x

t (1− t )
− x

1− t
+ b

(1− t )th
(

xb
1−t

) − x

1− t
+ a

(1− t )th
( ax

1−t

)
> 0 0

1

x
+ a

t th
( ax

t

) − x

t (1− t )
− x

1− t
+ 1

x
− x

1− t
+ a

(1− t )th
( ax

1−t

)
0 > 0

1

x
+ b

(1− t )th
(

xb
1−t

) − x

t (1− t )
− x

1− t
+ b

(1− t )th
(

xb
1−t

) − x

1− t
+ 1

x

0 0
2

x
− x

t (1− t )
− x

1− t
+ 1

x
− x

1− t
+ 1

x

On peut maintenant facilement vérifier que les coefficients de l’équation stochastique sont les

mêmes pour le processus de a à b et pour le processus à temps inversé de b à a. �

1.3 Temps d’atteinte d’une diffusion

Nous énonçons dans cette section quelques résultats connus sur le temps d’atteinte d’une diffu-

sion. Ces résultats seront utilisés ou comparés dans les chapitres suivants.

1.3.1 Mouvement brownien

Définition 1.18 (Temps d’atteinte). Pour a ∈ R et B un mouvement brownien, on note

τa := inf{t > 0 | Bt = a} le temps d’atteinte de a.

Proposition 1.19 (Densité du temps d’atteinte). Soit a ∈R, la loi de τa admet la densité ga définie

par :

g : R −→ R+

t 7−→ |a|
exp

(
−a2

2t

)
p

2πt 3
1R∗+(t ).
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Démonstration. On utilise le principe de réflexion. La preuve est en Section 2.6.A de [KS91]. �

Remarque 1.20. Considérons un mouvement brownien issu de x ∈ [0, a[, c’est à dire un processus

de la forme Zt = x +Bt où la condition initiale x est indépendante du brownien B. On note τ̃a son

temps d’atteinte de a. Alors τ̃a = inf{t > 0 | Zt = a} = inf{t > 0 | Bt = a −x} = τa−x .

Ainsi, la densité de τ̃a est

g̃x,a : R −→ R+

t 7−→ |a −x|p
2πt 3

exp

(−(a −x)2

2t

)
1R∗+(t ).

(1.8)

On a également la transformée de Laplace du temps d’atteinte pour le mouvement brownien stan-

dard.

Proposition 1.21. On a, pour λ ∈R+, a ∈R,

E
[

e−λτa

]
= e−|a|

p
2λ.

1.3.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

L’article [APP05] est à la base du résultat principal du Chapitre 2. Les auteurs de ce papier ex-

priment de plusieurs manières la densité du temps d’atteinte du processus d’Ornstein-Uhlenbeck

ainsi que sa transformée de Laplace. Nous rappelons ici ces principaux résultats.

Considérons un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X t )t>0 tel que


dX t =−k X t dt +dBt , t > 0

X0 = x ∈R,

avec k ∈ R∗
+ et (Bt )t>0 mouvement brownien standard. On définit, pour a ∈ R, le temps d’atteinte

Ta := inf{s > 0 | Xs = a}. On commence par donner la transformée de Laplace du temps d’atteinte

du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Proposition 1.22 (Proposition 2.1 de [APP05]). Pour tout x < a, λ ∈ R+, la transformée de Laplace

uλ
a de Ta en λ est donnée par

uλ
a (x,k) := Ex

[
e−λTa

]
= ek x2−a2

2

D− λ
k

(
−x

p
2k

)
D− λ

k

(
−a

p
2k

) (1.9)
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où Dν(·) est la fonction parabolique cylindrique. Cette fonction est la solution de

y ′′(x)+
(
−x2

4
+ 1

2
+ν

)
y(x) = 0 (1.10)

vérifiant y(x) ∼
x→+∞ xνe−x2/4 (cf. [LS72] pour plus de détails).

Remarque 1.23. Certaines propriétés de la fonction parabolique cylindrique sont données en Sec-

tion 3.5.1 du Chapitre 3.

L’article [APP05] donne ensuite plusieurs expressions de la densité de ce premier temps d’atteinte.

Nous rappelons ici deux de ces expressions qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

Proposition 1.24 (Théorèmes 3.1 et 5.1 de [APP05]). Lorsque x < a, x, a ∈R, on note px→a la densité

de Ta . On a, pour t ∈R∗
+,

1.

p(k)
x→a(t ) =−kek x2−a2

2

∞∑
j=1

Dν j ,−a
p

2k
(−x

p
2k)

∂νDν j ,−a
p

2k
(−a

p
2k)

e−kν j ,−a
p

2k t (1.11)

où, pour b ∈R fixé, (v j ,b) j>1 désigne la suite des zéros positifs ordonnés de ν 7→ Dν(b).

2.

p(k)
x→a(t ) = e−

k
2 (a2−x2−t )E

[
exp

(
−k2

2

∫ t

0
(rs −a)2ds

)]
g̃x,a(t ) (1.12)

où la fonction g̃x,a est définie par (1.8), et où r est un pont de Bessel partant de r0 = 0 et

arrivant en rt = a −x.
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Chapitre 2

Estimation des paramètres d’un

processus d’Ornstein-Uhlenbeck à partir

d’observations du supremum

La modélisation de la dynamique des températures en un lieu donné par un processus d’Ornstein-

Uhlenbeck a motivé l’étude de ce problème. En effet, comme les températures se répartissent au-

tour d’un axe moyen, il est naturel de modéliser leur évolution par un processus de retour à la

moyenne (voir par exemple [Dis98a], [ADS02] ou [BSZ02]).

Prévoir et estimer les mesures de risque liées aux canicules par exemple est un enjeu important.

Il serait possible d’estimer ces mesures en connaissant la température en temps continu ou des

observations discrètes du processus, comme proposé dans [Fra03]. Cependant, la plupart des sta-

tions météo ne disposent pas de ces données mais n’ont que les extrema journaliers. Nous pro-

posons donc une méthode d’estimation des paramètres du modèle d’origine en se basant sur les

données disponibles (un échantillon des extrema, et par exemple des maxima). Ainsi, par la suite,

il est possible de procéder à des simulations, des estimations, des prévisions.

Pour ce faire, nous exprimons la loi du processus des maxima en fonction des paramètres. Cette

expression est complexe mais nous permet ensuite de trouver les-dits paramètres via un estima-

teur de type moindres carrés. Il s’agit d’une nouvelle approche utilisant directement la fonction de

répartition du supremum du processus et non son inverse comme classiquement en estimation

par quantiles ([CHBS05] ou [Pek14]).

Nous formalisons dans la Section 2.2 le problème d’estimation. Nous donnons ensuite la fonction

de répartition du supremum du processus ainsi que d’autres outils théoriques comme la consis-

tance de l’estimation grâce à la propriété de mélange du processus ([Bil65]). Des illustrations nu-
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mériques, notamment sur les mesures de risques liées aux canicules ([Gri68]) sont proposées dans

la Section 2.4.

Pour finir, la Section 2.7 montre l’existence des moments du supremum d’un processus

d’Ornstein-Uhlenbeck.

Dans ce chapitre uniquement, nous effectuerons un léger changement de notation. Nous posons

l = k

β
et µ= φ

k
= φ

lβ
. Ainsi, le processus X = (X t )t>0 décrit dans le chapitre précédent s’écrit

dX t = lβ(µ−X t )dt +
√
βdBt

où µ ∈R, l ,β ∈R∗
+, et (Bt )t>0 est un mouvement brownien standard.

Pour l’estimation des paramètres, nous faisons l’hypothèse que X0 a pour loi la densité invariante

de sorte que le processus est stationnaire.

Le travail présenté dans ce chapitre a été publié dans Stochastic Environmental Research and Risk

Assessment [BSDG+18].

2.1 Introduction

Forecasting and assessing the risk of heat waves is a crucial public policy stake. It requires measure

tools in order to evaluate the probability of heat waves and their severity. For example, the paper

[SÖK+10] is interested in assessing the likelihood of occurrence of the heat wave of 2003. For that

purpose, they model annual maximum temperatures thanks to mean monthly data. However, the

available information depends on meteorological stations. Daily extremes (maximum and / or mi-

nimum) might be the only available data. Since temperature does not deviate from its mean level,

a mean-reverting process such as an Ornstein-Uhlenbeck (OU) process is commonly used to mo-

del temperature process (see [Dis98a], [Dis98b] for example). The authors of [DQ00] and [ADS02]

propose to use an ARMA version of the OU process while [BSZ02] propose a fractional Brownian

motion (to take into account the long range dependence) instead of the classical Brownian motion

in the OU process. In [CIM06], the OU process is the basic model used to model the local tempe-

rature (of air, of ocean water).

The main purpose of this paper is to estimate the parameters of this OU process. Estimation of

OU parameters has been done using observations of the process (see [Fra03]) or more recently

using hitting time data in [MI08] for the neuronal activity. However, weather stations do not re-

cord either of these data. That’s why we propose an estimation based on daily observed suprema

of temperatures. Once the parameter estimation is done, risk measures related to heat waves may
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be obtained from Monte Carlo simulations of the dynamic of temperatures with the estimated

parameters. For example, we would like to estimate the probability of heat waves, namely the pro-

bability for outdoor air temperature to exceed a threshold (26.67◦C during 3 days, see [Gri68]) or

two thresholds (one during night and one during day, see [LPL+04]). Other interesting measures

would be the corresponding expected area over the threshold or the mean time over the threshold.

Recently, lots of results on the first passage time of the process have been obtained. In [APP05], dif-

ferent expressions for the density function of the first hitting time to a fixed level by an OU process

are given. Since hitting time and suprema are related, the cumulative distribution function (cdf)

of the supremum is obtained.

Unlike classical quantile estimation (such as done in [CHBS05] or [Pek14]), we do not use the cdf

inverse and propose though a new approach to estimate the parameters. Thanks to the cdf, we

perform a least square method to estimate the OU parameters.

The paper is organized as follows. In the next section, the estimation problem is presented. Section

3 is concerned with the theoretical tools. Finally, Section 4 is devoted to the numerical illustrations

of the estimation and the related risk measures thanks to the only available data : the daily suprema

of temperatures.

2.2 Estimation Problem

Since temperature does not deviate from its mean level, a mean-reverting process such as an OU

process is commonly used to model temperature process (see [Dis98a], [Dis98b] for example).

Here, we use a stationary OU process. The temperature variations process X = (X t )t>0 is given by :

dX t = l0β0(µ0 −X t )dt +
√
β0dBt , X0 ∼N

(
µ0,

1

2l0

)

where µ0 ∈R, l0,β0 ∈R∗
+, and (Bt )t>0 is a standard Brownian motion. Suppose that X0 and (Bt )t>0

are independent. We recall that the measure N

(
µ0,

1

2l0

)
is the stationary measure. This modelling

is reasonable, as, in the applications, we consider observations only from a sub-period of annual

observations (e.g. from summer). Let us note θ0 = (β0,µ0, l0). We say that X is a stationary OU with

parameter θ0.

The parameter µ0 is the mean of the stationary process. The parameter
√
β0 is the volatility of the

process. It indicates the degree of variation. For the temperature, it reveals a tendency to change

quickly and unpredictably. If β0 = 0, the process is purely deterministic and well-known then. Fi-

nally, the parameter l0 shows the "speed" of mean-reversion. The parameter l0β0 is sometimes
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called the relaxation parameter. If l0 = 0, the process is just a Brownian motion, standard if β0 = 1.

The influence of these parameters is shown on Figure 2.5 in Appendix 2.6.

Let us note for s,r ∈R+, S[s,r [ = sup
s6t<r

X t and I[s,r [ = inf
s6t<r

X t .

Assume that we observe the suprema on a period [0,T ] with a partition (ti )i>0 of constant step

h > 0. We then have n suprema S[ti−1,ti [ for i ∈ J1,nK on disjoint intervals. Let us remark here that

in our problem of daily observations we will take h = 1.

Classical estimation methods are not well suited for the parameter estimation from the supre-

mum observations. Indeed, the likelihood maximization requires the probability density function

of the supremum and in order to use quantile methods, one needs to know the supremum’s cdf in-

verse. These two functions can only be obtained by numerical approximations that are more time

consuming than numerical methods to get the cdf itself.

This is why we propose to use the cdf of the supremum, denoted F∗, whose expression is given in

Proposition 2.2.

Let Nq ∈ N∗ and s j , j = 1, . . . , Nq be real numbers. Let us denote F∗
n the empirical distribution

function on the sample S[ti−1,ti [, i = 1, . . . ,n. We recall that, for t ∈R,F∗
n (t ) = 1

n

n∑
i=1

1S[ti−1,ti [6t .

A way to estimate θ0 is to use a least square method by minimizing the sum of squares of the diffe-

rences between theoretical and empirical cdf. Then, we want to minimize the following function

Qn :

Qn (θ) =
Nq∑
j=1

[
F∗ (

s j ,θ,h
)−F∗

n (s j )
]2

where θ is the parameter of the OU process, F∗(a,θ,h) =P(
S[0,h[6 a

)
and s1, . . . , sNq are real num-

bers (to be chosen later).

Thus, θ0 is estimated by

θ̂n =
(
β̂n , µ̂n , l̂n

)
= argmin
θ∈R×R∗+×R∗+

Qn (θ) . (2.1)

Remark 2.1. The problem is stated here with suprema but the same reasoning may be applied to

the infima (or both infima and suprema) to deduce the estimation.

2.3 Theoretical Tools

In this section, we present some useful results to estimate the parameters.

2.3.1 Cdf of the supremum

To minimize the function Qn , we need to compute the cdf F∗ of the supremum. As the cdf of the

supremum is directly linked with the one of the hitting time, we can find F∗ thanks to [APP05].
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Proposition 2.2. For t ∈ R+ and a ∈ R, the cdf F∗ of the supremum of the stationary OU process X

with parameter θ = (β,µ, l ) ∈R×R∗
+×R∗

+ is given by

F∗(a,θ, t ) =P(
S[0,t [6 a

)
=Φ

((
a −µ)p

2l
)

−
∫ a

−∞

∫ tβ

0
e
− l

2

[
(a−µ)2+(x−µ)2−u

]
a −x

π
√

2u3

l

e−
(a−x)2

2u E

[
e−

l 2

2

∫ u
0 (rs−a+µ)2ds

]
dudx

where r is a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0,u] between 0 and a−x andΦ is the cdf

of the standard normal distribution.

We first need the following lemma.

Lemma 2.3. For x ∈R, t ∈R+ and a > x, the cdf F c of the conditional supremum of the OU process

X with parameter θ = (β,µ, l ) ∈R×R∗
+×R∗

+ starting at X0 = x is given by

F c (a,θ, t , x) =P(
S[0,t [6 a | X0 = x

)
= 1−

∫ tβ

0
e
− l

2

[
(a−µ)2−(x−µ)2−u

]
a −xp
2πu3

e−
(a−x)2

2u E

[
e−

l2

2

∫ u
0 (rs−a+µ)2ds

]
du

where r is a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0,u] between 0 and a −x.

For a6 x, F c (a,θ, t , x) = 0.

Using the hitting time density for an OU process (see [APP05]), we can deduce this result on the

conditional cdf.

Proof. Let a > x be given and fixed.

Let set Ut = X t
β
−µ and Wt =

√
βB t

β
(which is thus a standard Brownian motion). Then the dynamic

of (Ut )t>0 is

dUt =−lUt dt +dWt , U0 = u0 = x −µ ∈R.

For b > u0, we introduce the first passage time Tb = inf{s> 0;Us = b}.

Since P

(
sup

06u<t
Uu 6 b |U0 = u0

)
=P(Tb > t |U0 = u0), we have :

P
(
S[0,t [6 a | X0 = x

)=P(
sup

06u<tβ
Uu 6 a −µ |U0 = u0

)
=P(

Ta−µ > tβ |U0 = u0
)

.

We conclude using the density fTb of Tb given (in [APP05] written in (1.12)) by :

fTb (u) = e−
µ

2 (b2−u2
0−u) b −u0p

2πu3
e−

(b−u0)2

2u E

[
e

−µ2

2

∫ u
0 (rs−b)2ds

]
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where r is a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0,u] between 0 and b −u0. Then, we

have

P
(
S[0,t [6 a | X0 = x

)= 1−
∫ tβ

0
e
− l

2

[
(a−µ)2−(x−µ)2−u

]
a −xp
2πu3

e−
(a−x)2

2u E

[
e

l2

2

∫ u
0 (rs−a+µ)2ds

]
du

with r a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0,u] between 0 and a −x. �

Remark 2.4. Similarly, we can obtain the cdf Fc of the conditional infimum of X . For x ∈R, t ∈R+,

a < x and θ ∈R×R∗
+×R∗

+, we have

Fc (a,θ, t , x) =P(
I[0,t [6 a | X0 = x

)
=

∫ tβ

0
e
− l

2

[
(a−µ)2−(x−µ)2−u

]
x −ap
2πu3

e−
(a−x)2

2u E

[
e−

l2

2

∫ u
0 (rs+a−µ)2ds

]
du

with r a 3-dimensional Bessel bridge over the interval [0,u] between 0 and x −a.

For x 6 a, Fc (a,θ, t , x) = 0.

Proof of Proposition 2.2. Integrating with respect to the law of X0, we can express the cdf F∗ of

the supremum of the OU process X with parameter θ = (β,µ, l ) ∈R×R∗
+×R∗

+.

F∗(a,θ, t ) =P(
S[0,t [6 a

)
=

∫ a

−∞
F c (a,θ, t , x)dx

=Φ
((

a −µ)p
2l

)
−

∫ a

−∞

∫ tβ

0
e
− l

2

[
(a−µ)2+(x−µ)2−u

]
a −x

π
√

2u3

l

e−
(a−x)2

2u E

[
e−

l 2

2

∫ u
0 (rs−a+µ)2ds

]
dudx.

�

Remark 2.5. Note that the cdf F∗ is decreasing with respect to β. Numerically, the cdf seems to be

decreasing with respect to l and µ.

2.3.2 Mixing property

In order to get statistical properties of estimators, some mixing properties are usually required. In-

deed, statistics beyond independence have received a deep attention from the 90’s. Mixing is used

instead of independence and results such as Laws of Large Numbers or Central Limit Theorems
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may still hold. There is a very large literature on that subject and we refer to [Bil65, Dou94, Rio93]

and the references therein for definitions and main results.

Roughly speaking, mixing properties of a process (Yt )t∈R quantify the convergence to 0 as r goes

to infinity of

Cov
(

f (Yz1 , . . . ,Yz j ), g (Yz j+1 , . . . ,Yz`)
)

for f and g in an appropriate class of measurable functions and

0 < z1 < ·· · < z j 6 z j + r 6 z j+1 < ·· · < z`. The following proposition means that (S[s,t [)06s<t

is exponentially ρ-mixing.

Proposition 2.6 (Mixing property). Let us consider an OU with parameter θ = (β,µ, l ). For any

s,r > 0, for any function f : C 0 ([0, s],R) → R, g : C 0 ([s + r,+∞],R) → R such that f , g are square-

integrable with respect to the law of S, and for any 06 u6 s6 s + r 6 v, we have

∣∣∣Cov
[

f
((

S[0,u[
)

u6s

)
, g

((
S[s+r,v[

)
v>s+r

)]∣∣∣6 e−lβr

√
Var

[
f
((

S[0,u[
)

u6s

)]
Var

[
g

((
S[s+r,v[

)
v>s+r

)]
.

Proof. We can easily adapt the proof of Theorem 2.1 in [GM16] in the one-dimensional case of the

OU process satisfying the equation

dX t = lβ(µ−X t )dt +
√
βdBt , X0 ∼N

(
µ,

1

2l

)
.

Then, keeping the notation from [GM16], one may take ϕ = f ◦ sup and φ = g ◦ sup which are

square-integrable with respect to the law of X by hypothesis. �

2.3.3 Consistency of the estimation

Following the idea of the proof of Theorem II.5.1 in [ABC92], we may prove the consistency of our

estimation of the parameter θ0 provided that the s j , j = 1, . . . , Nq are chosen such that the function

Ψ :
R×R∗

+×R∗
+ −→ [0,1]Nq

θ 7−→ (
F∗(s j ,θ,h)

)
j=1,...,Nq

is injective and that the parameter θ belong to a compact subset of R×R∗
+×R∗

+.

Proposition 2.7. Consider an OU process with parameters θ0 = (β0,µ0, l0). Assume that the para-

meters θ0 belong to Θ a compact subset of R×R∗
+×R∗

+. For any n ∈N∗, let θ̂n = (
β̂n , µ̂n , l̂n

)
be given

by (2.1). Then, any a.s. limit point θ∗ of (θ̂n)n∈N∗ satisfiesΨ(θ∗) =Ψ(θ0).
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Proof. We adapt the lines of the proof of Theorem II.5.1 in [ABC92] and use the ergodic theorem

for mixing sequences (see [Bil65] e.g.).

We denote

θ̂n = argminθ∈ΘQn(θ).

SinceΘ is a compact set, the sequence θ̂n has limit points. Let θ∗ be any limit point of θ̂n . Since no

confusion can be made, and in order to simplify notations, we use F∗(·, ·) instead of F∗(·, ·,h) for

this proof. For j = 1, . . . Nq , let εn(s j ) = F∗(s j ,θ0)−Fn(s j ) we write

Qn(θ) =
Nq∑
j=1

εn(s j )2 +
Nq∑
j=1

(F∗(s j ,θ0)−F∗(s j ,θ))2 −2
Nq∑
j=1

εn(s j )(F∗(s j ,θ0)−F∗(s j ,θ)). (2.2)

The ergodic theorem for mixing sequences implies that εn(s j ) goes to 0 a.e. as n goes to infinity for

j = 1, . . . , Nq . Now,

Qn(θ̂n)6Qn(θ0).

Let nk be a subsequence such that θ̂nk goes to θ∗, using (2.2), we have

Qnk (θ̂nk ) −→
Nq∑
j=1

(F∗(s j ,θ0)−F∗(s j ,θ∗))2 a.e.

and Qn(θ0) −→ 0 a.e. We deduce that

F∗(s j ,θ0)−F∗(s j ,θ∗) = 0, j = 1, . . . , Nq

which gives the announced result. �

Remark 2.8. Of course, if the application Ψ is injective, then Proposition 2.7 implies that θ∗ = θ0

and thus θ̂n goes to θ0 a.s. as n goes to infinity. From some numerical tests, it seems that the injecti-

vity is satisfied.

2.4 Numerical Applications

In this section, we want to estimate the parameters, first on some simulated data, and then on

real ones. First of all, we need to implement the cdf of the supremum of the OU process X with 3

parameters.

We want to make an estimation on real data with daily suprema observations. This is why without

any precision, h will be equal to 1 for numerical applications in the rest of the paper.
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2.4.1 Cdf Numerical Computation

We describe here the used method for the numerical computation. The process r is the unique

solution of the following SDE ([DB08])

drs =
− rs

u − s
+ a −x

(u − s) tanh
(

rs (a−x)
u−s

)
ds +dBs , 0 < s < u, r0 = 0.

Since the process starts from 0 here, the Euler scheme cannot be applied for this SDE. Recall that

the process (rs)s6u with r0 = 0 and ru = a − x and the process (r̃s)s6u defined by r̃s = ru−s with

r̃0 = a − x and r̃u = 0 have same distributions (Exercise XI.3.7 of [RY13]). Therehence, we can use

the Euler scheme on the switched Bessel bridge (r̃s)s6u which verifies the SDE ([RY13])

dr̃s =
(
− r̃s

u − s
+ 1

r̃s

)
ds +dBs , 0 < s < u, r̃0 = a −x.

Finally, the integrals are computed by considering the corresponding Riemann sum and the ex-

pectation by a Monte-Carlo method with M = 10000 simulations.

The code is written in C++ and the evaluation of the function is very long. Consequently, we had to

make a parallel code. Yet, the function "rand" in C++ is not thread safe. Thus, we propose to use the

Mersenne Twister generator for the simulation of the random numbers. With the parallelisation,

the time for one evaluation of the function Qn to be minimized has been divided approximately

by 5 but is still long (around 52 secs for Nq = 4, θ = (47.5,22,0.02), with a 40 cores machine). The

duration is not a problem since the optimisation needs to be done once and for all.

2.4.2 Bounding parameters

The problem (2.1) is solved by an algorithm which performs a Nelder-Mead method. More preci-

sely, we use optim procedure on the software R. Initial values for the parameters to be optimized

over are required. To set those initial values, we propose to bound each parameter. For each of

them, we give here a lower and an upper bound.

As well as we observe the maxima, suppose we also have the minima : I[ti−1,ti [ (still for (ti )i>0 a par-

tition of [0,T ] of constant step h> 0). Then, the available quantities for bounding the parameters

are the minima mean, denoted mmin ; the maxima mean, denoted mmax ; the smallest observed

temperature, denoted recmin and the largest one, denoted recmax.

Let us recall the OU process is assumed to be stationary, then we have, for all t > 0,

E[X t ] =µ0 Var[X t ] = 1

2l0
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The expectation gives us natural bounds for the parameter µ0 :

mmin6µ06mmax.

Moreover, we have l = 1

2Var[X t ]
. As for all i ,

∣∣X ti − X̄
∣∣6max(|recmin −mmax| ; |recmax −mmin|), one

may say that it is natural to upper bound the variance by

Var[X t ]6 (max(|recmin −mmax| ; |recmax −mmin|))2 .

It then gives us a lower-bound lmin for l0.

For the upper-bound, we use Theorem 2.7 of [LS01]. For all x > 0, we have

px :=P(
S[0,1[ −E

[
S[0,1[

]
> x

)
6 exp

(−l0x2) .

Hence

l06 lmax = inf
x>0

[− ln(px )

x2

]
.

It remains to find the domain of β0. First of all, β0 > 0.

Since β0 = 〈X 〉T

T
, a classical estimator of β0 (see [LBM84]) is β̂0 = 1

T

n−1∑
i=0

(
X ti+1 −X ti

)2.

Then,

β06βmax = 1

T

n−1∑
i=1

max
[(

S[ti ,ti+1[ − I[ti−1,ti [
)2 ,

(
I[ti ,ti+1[ −S[ti−1,ti [

)2
]

.

Finally, θ̂n = argminθ∈C Qn(θ) where C = [
0,βmax

]× [mmin,mmax]× [lmin, lmax] ⊂R×R∗
+×R∗

+.

2.4.3 Parameters estimation on simulated data

We are going to test our method on simulated data. To choose realistic parameters, we use

some temperatures data. The mean temperature leads us to take µ0 = 22. Using the difference

between the maximal (respectively minimal) temperature and the mean temperature, we take√
1

2l0
= 5. The hourly correlation allows us to set l0β0 = 0.95 (see e.g. [Gri68] and [BSZ02]). Then,

θ0 = (47.5,22,0.02).

We made several tests to make a compromise between the algorithm complexity and the preci-

sion of the estimation (with RMSE) which lead us to take Nq = 4 here. Then, we take s1, s2, s3, s4 the

empirical quantiles on the sample for 0.2,0.4,0.6 and 0.8 respectively so that there are uniformly

distributed on the interval [0,1]. The s j values are settled and fixed for the whole estimation pro-

cedure.

50 samples are simulated over T = n = 1000 days for each, with an Euler Scheme (time scale
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dt = 10−3 days), with X0 ∼ N (22,25). The algorithm is launched on R twice on those 50 samples,

once with the truncated samples over 100 days and one with the whole samples. The parameters

found minimizing Q100 and Q1000 are presented in the following boxplots :

FIGURE 2.1 – Boxplots of the estimated parameters, the real value is indicated by the blue line.

As we expected, the estimations are better on a larger sample. The relative RMSE for β0, µ0 and

l0 are respectively equal 0.4955, 0.04759 and 0.2194 for the small samples (100 days) and 0.4205,

0.03453 and 0.08928 for the larger samples (1000 days). The median parameters are satisfying.

However, the parameters β0 and µ0 seem biased. It appears that β0 tends to be overestimated

and on the contrary µ0 underestimated. Moreover, we observe a big variation in the estimators

of β0. It is confirmed by the relative RMSE (see above). Better results are obtained if β0 is fixed

and performing a 2D-estimation, as in [MI08]. Indeed, the relatives RMSE for µ0 and l0 are then

respectively equal to 0.0107 and 0.0929. It is consistent with the results in [MBS95] where β0 is

assumed to be known.

2.4.4 Real data

2.4.4.1 Parameters estimation

In [Ta02], daily temperature dataset in Paris through the ECA&D project is provided (Data and

metadata available at http://www.ecad.eu). This dataset is one of the longest in temperature

measurement since it begins in 1900 but it records only maximum, minimum and mean daily

temperature. In our application, we study daily summer temperature. In that way, we select maxi-
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mal and minimal temperatures from 15th of june to the 14th of august (61 days) each year between

1950 and 1984 included, representing 35 years of records and 2135 days. These years are selected

in order to avoid climate change influence so we can consider the dataset as maximum observa-

tions of a stationary process (see [PAB+14]). This is our train sample. We will keep the years after

1985 for the test sample.

When we apply the estimation procedure presented in Section 2.2, we find

θ̂0 = (34.35,19.04,0.02633). In order to assess the quality of this estimation, we propose to

compare some theoretical quantities with empirical ones. That is done in the next section.

2.4.4.2 Estimation validation

To verify the estimation, we propose two models validation indicators : : comparison of quantiles

and prediction. The first validation indicator is just to check the quantile-quantile matching over

our train sample. The second one is a validation using prediction and then does not use the train

sample.

FIGURE 2.2 – Quantile-Quantile plot

The first thing to check is the match of quantiles. To this aim, we draw a quantile-quantile plot

(see Figure 2.2). The plotted points fall near the line y = x which indicates that the quantiles of the

theoretical and data distributions agree.

We also want to assess the estimation quality by a prediction method. The estimation ends on

the 14/08/1984. We take the mean temperature of the 14/06/1985 as an initial point to simulate

processes (time scale dt = 10−3 days) on 10 days with the estimated parameters. Then, we make

a confidence interval by Monte Carlo simulations (1000 simulations) for the maxima over each of

those days and compare it with the real values (between 15/06/1985 and 24/06/1985, in the test
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sample).

FIGURE 2.3 – Confidence limits at 95% for the maxima between 15/06/1985 and 24/06/1985

We observe that the real values (the dots) are all in the confidence interval which confirms the

pertinence of our model. We also made this test with 30 days and the results were also very good.

2.4.5 Risk measures

2.4.5.1 Definitions

Let us recall the goal of our study. We want to estimate some risk measures related to heat waves.

Let us note that one may estimate any risk measure of his choice. Indeed, once the minimisation is

performed, we can use a Monte-Carlo method simulating independent processes with estimated

parameters.

There is two classical definition for a heat wave. The first one (see [LPL+04]) is a sequence of conse-

cutive days (∆days) for which the maximum daily temperature is larger than a high-level threshold

(amax) and the minimum daily temperature is greater than a low level one (amin). Those tempera-

tures thresholds (amax, amin) depend on the geographical zone. The second definition (see [Gri68])

is a sequence of consecutive days (∆ days) for which the minimum daily temperature is greater

than a level (a).

As we have daily observations, to simplify the expression, we take ti = i ∈ J0,nK and S[0,1[ is then

the supremum on the first day for example.

We define the two random variables

mS
[i ,i+δ[ = min

(
S[i ,i+1[, . . . ,S[i+δ−1,i+δ[

)
and

m I
[i ,i+δ[ = min

(
I[i ,i+1[, . . . , I[i+δ−1,i+δ[

)
for δ ∈ J1,n − iK.
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Then, we can express the probability of heat wave (for the first definition) :

P
(
∃i ∈ J0,n −∆K, mS

[i ,i+∆[> amax,m I
[i ,i+∆[> amin

)
.

Another interesting measure is the duration of an heat wave. Let us note, when there exists

τin = min{i ∈ J0,n −∆K, mS
[i ,i+∆[> amax,m I

[i ,i+∆[> amin}

and

τout = τin +max{δ>∆, mS
[i ,i+δ[> amax,m I

[i ,i+δ[> amin}.

Then, the mean duration of an heat wave is

E
[
τout −τin | mS

[τin,τout[
> amax,m I

[τin,τout[
> amin

]
.

Using the second definition, we can also measure the severity of a heat wave with the area over the

threshold for the first ∆ days. Let i0 be the first moment of a heat wave. This area is :

E = E
[∫ i0+∆

i0

(Xs −a)ds | m I
[i0,i0+∆[> a

]
.

As the process is assumed to be stationary, this quantity does not depend on i0.

2.4.5.2 Simulated data

Since our goal is to estimate risk measures, we would like to see how they are impacted by the

estimation of the parameters. We propose here to look at the last one, E , which uses the process

itself.

FIGURE 2.4 – Boxplot of the risk measure E for the different estimated parameters. The level of the blue line
(19.57) indicates the value for the real parameter θ0

Figure 2.4 shows the boxplot of the risk measure obtained by Monte-Carlo simulation (7 × 106
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simulations) for the estimated parameters found in Section 2.4.3 with ∆ = 3 and a = 26.67 (see

[Gri68]). The relative RMSE for E is 0.05291 which is satisfying.

2.4.5.3 Real data

We use the markers of Météo France for Paris (see [LPL+04]), we take ∆ = 3, amin = 21◦C

and amax = 31◦C. As we want to estimate the measures for a summer, we take n = 61

days. Those measures are calculated with the estimated parameters on the real data, namely

θ̂0 = (34.35,19.04,0.02633).

For the probability of heat wave, the Monte-Carlo method is performed with the simulation of

108 years of 61 days and we obtain a probability of 2.57× 10−2 for a summer. There were 2 heat

waves between 1985 to 2011 then a proportion of 7.41×10−2. This highlights the deviation of the

temperatures in the last decades, due to climate change ([PAB+14]).

With 106 simulations for the Monte-Carlo, we obtain a mean duration for an heat wave of 3.2 days.

The 2 heat waves had lasted respectively 3 and 10 days.

2.5 Conclusion and future research directions

In this paper, a new method to estimate the parameters of an OU process is proposed. Indeed,

the proposed method includes a least square estimation based on the suprema observations. To

this aim, the cdf of the suprema of an OU is given and theoretical results, including consistency of

model parameter estimation, are established.

The numerical applications on real and simulated data prove the goodness of the estimation and

its relevance. Risk measures such as the probability of heat wave or the duration of one have been

studied and compared with the reality. The proposed model is also able to predict temperatures

for a few days.

Some directions for further investigations are summarized as follows. For example, in continuity

with this work, obtaining explicit expressions of risk measures may be interesting in the model.

To this aim, one may know the joint law of the supremum and the process. Moreover, another

interesting estimation for the parameters of the process might be done using Maximum Simulated

Likelihood Estimation (see [JL11]).
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2.6 Appendix

FIGURE 2.5 – Different trajectories of Ornstein-Uhlenbeck processes for different parameters. When not
precised, the other parameters are µ0 = 22, l0 = 0.02 and β0 = 47.5. The time scale is dt = 10−4 days. For
each trajectories, X0 =µ0.

2.7 Existence des moments du supremum

Dans un souci de clarté, on suppose dans cette section que l = 1,µ= 0 etβ= 1. Il est aisé de revenir

au cas général avec (1.2).

Il est assez fréquent de regarder l’existence des moments d’un processus (cf. [Küh17], [LM02]).

Cela peut servir à obtenir dans un deuxième temps l’expression des moments. Ceux-ci permettent

de calculer la fonction génératrice des moments pour procéder à une estimation des paramètres

si celle ci s’exprime plus simplement que la fonction de répartition par exemple.

On montre l’existence des moments de tout ordre du supremum du processus d’Ornstein-

Uhlenbeck conditionné par sa valeur initiale X0 = x ∈ R, noté
(
Sx

[0,t [

)
t>0

. Pour cela, on exprime

sa densité grâce au Lemme 2.3.

Proposition 2.9. Soient t ∈R∗
+ et x ∈R. La variable Sx

[0,t [ admet des moments de tout ordre.

Démonstration. Soit t ∈ R∗
+. La fonction de répartition F c du supremum Sx

[0,t [ du proces-

sus d’Ornstein-Uhlenbeck (X t )t>0 conditionné à valoir x en 0 est donnée dans le Lemme

2.3. On a ici θ = (1,0,1). On pose θx = (1, x,1). Pour tout (a, x) ∈ R2, pour tout t ∈ R∗
+,

F c (a,θ, t ,0) = F c (a +x,θx , t , x). Ainsi, il suffit de montrer le résultat dans le cas x = 0.

La fonction de répartition F c du supremum S0
[0,t [ du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X t )t>0

conditionné à valoir 0 en 0 lorsque θ = (1,0,1) est donnée par :
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• si a > 0,

F c (a,θ, t ,0) = 1−
∫ t

0
e−

1
2 [a2−u]− a2

2u
ap

2πu3
E
[

e−
1
2

∫ u
0 (rs−a)2ds

]
du, (2.3)

où r est un pont de Bessel de dimension 3 sur l’intervalle [0,u] entre 0 et a.

• si a6 0,

F c (a,θ, t ,0) = 0. (2.4)

On déduit des expressions (2.3) et (2.4) la densité du supremum S0
[0,t [ du processus pour t > 0.

Celle-ci est donnée, pour tout a ∈R, par

fS0
[0,t [

(a) =−1a>0

∫ t

0

e−
1
2 (a2−u)− a2

2up
2πu3

E

[
e−

1
2

∫ u
0 (rs−a)2ds

[
1− a2

u
(u2 +u +1)+a

∫ u

0
rsds

]]
du.

On regarde l’existence du moment d’ordre n ∈N∗ fixé.

On a

E
[(

S0
[0,t [

)n]
=

∫ ∞

0
an fS0

[0,t [
(a)da = I1 + I2 + I3,

où, par théorème de Fubini car les quantités sont positives,

I1 :=−
∫ t

0

∫ ∞

0

ane−
1
2 (a2−u)− a2

2up
2πu3

E
[

e−
1
2

∫ u
0 (rs−a)2ds

]
dadu,

I2 :=
∫ t

0

∫ ∞

0

an+2e−
1
2 (a2−u)− a2

2u (u2 +u +1)p
2πu5

E
[

e−
1
2

∫ u
0 (rs−a)2ds

]
dadu,

I3 :=−
∫ t

0

∫ ∞

0

an+1e−
1
2 (a2−u)− a2

2up
2πu3

E

[
e−

1
2

∫ u
0 (rs−a)2ds

∫ u

0
rsds

]
dadu.

Nous devons montrer que ces 3 quantités sont finies. Pour cela, on commence par les borner en

majorant grossièrement les intégrandes.

|I1|6 e
t
2p

2π

∫ t

0
u−3/2

∫ ∞

0
ane−a2

(
u+1
2u

)
dadu,

|I2|6 (t 2 + t +1)e
t
2p

2π

∫ t

0
u−5/2

∫ ∞

0
an+2e−a2

(
u+1
2u

)
dadu,

|I3|6e
t
2

∫ t

0

∫ ∞

0

an+1e−a2
(

t+1
2t

)
p

2πu3
E

[∫ u

0
rsds

]
dadu.

On effectue ensuite pour les deux premières quantités le changement de variable dans la deuxième

intégrale b =
√

u +1

2u
a et on pose, pour m ∈N, Am :=

∫ ∞

0
bme−b2

db <∞, ce qui donne
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|I1|6 e
t
2p

2π
An

∫ t

0
u−3/2

(
2u

u +1

) n+1
2

du

6
e

t
2p

2π
2

n+1
2 An

∫ t

0
u

n−2
2 du <∞,

|I2|6 (t 2 + t +1)e
t
2p

2π
An+2

∫ t

0
u−5/2

(
2u

u +1

) n+3
2

du

6
(t 2 + t +1)e

t
2p

2π
2

n+3
2 An+2

∫ t

0
u

n−2
2 du <∞.

Il reste donc à traiter le cas de I3. La variable d’intégration a est cachée dans E

[∫ u

0
rsds

]
car le

pont de Bessel arrive en a et rend donc cette intégrale moins évidente à appréhender que les pré-

cédentes.

Rappelons que nous avons

|I3|6e
t
2

∫ t

0

∫ ∞

0

an+1e−a2
(

t+1
2t

)
p

2πu3
E

[∫ u

0
rsds

]
dadu

=e
t
2

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ u

0

an+1e−a2
(

t+1
2t

)
p

2πu3
E [rs]dsdadu,

par le théorème de Fubini.

Soit s ∈ [0,u]. La Proposition 1.13 implique

E[rs]6

p
2(u − s)

a
p
π

(
ap

u − s
+

√
π

2

[
1+ a2

u − s

])
,

où nous avons majoré les fonctions erreur et exponentielle par 1 et le terme a

√
s

2u(u − s)
par

ap
2
p

u − s
.

Ainsi, on obtient

|I3|6e
t
2

π

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ u

0

ane−a2
(

t+1
2t

)
u

3
2

(u − s)

(
ap

u − s
+

√
π

2

[
1+ a2

u − s

])
dsdadu

6k1 J1 +k2 J2 +k3 J3,

où k1,k2,k3 des constantes positives et

J1 : =
∫ t

0

∫ ∞

0

∫ u

0

(u − s)ane−a2
(

t+1
2t

)
u

3
2

ap
u − s

dsdadu

6 t
∫ ∞

0
an+1e−a2

(
t+1
2t

)
da <∞
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J2 : =
∫ t

0

∫ ∞

0

∫ u

0

(u − s)ane−a2
(

t+1
2t

)
u

3
2

dsdadu

6
∫ t

0

p
u

∫ ∞

0
ane−a2

(
t+1
2t

)
dadu <∞

J3 : =
∫ t

0

∫ ∞

0

∫ u

0

(u − s)ane−a2
(

t+1
2t

)
u

3
2

a2

u − s
dsdadu

=
∫ t

0

1p
u

∫ ∞

0
an+2e−a2

(
t+1
2t

)
dadu <∞.

Finalement, on a également |I3| <∞.

On peut donc conclure que le moment d’ordre n existe. �

2.8 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié le cas où les paramètres sont constants, en considérant une

courte période de temps. Cependant, le comportement des températures n’est évidemment pas le

même en hiver et en été par exemple. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck comme il a été exprimé

ici ne comprend pas cette tendance saisonnière. Une première amélioration de l’étude serait de

considérer le processus où les coefficients sont des fonctions du temps constantes par morceaux.

Une deuxième étape serait d’arriver à ajouter des coefficients dépendant du temps et donc tenant

compte de la saisonnalité en considérant par exemple des coefficients sinusoïdaux (voir [ADS02]).

Nous avons fait ici le choix de ne considérer que des observations du supremum pour faire l’es-

timation. Comme nous avons également pu obtenir la fonction de répartition de l’infimum du

processus, nous pourrions également envisager une estimation se basant sur les infima ou une es-

timation considérant les infima et les suprema pour le problème de minimisation (2.1). Il faudrait

réfléchir au nombre de quantiles à utiliser pour chacune de ces estimations. Dans l’application

numérique, nous avons pris 4 quantiles uniformément répartis sur [0,1]. La pertinence de cette

répartition serait à détailler plus amplement en faisant d’autres analyses.

Nous avons vu dans la Proposition 2.7 que, sous certaines propriétés, l’estimateur était consistant.

Nous avons essayé d’obtenir l’asymptotique normalité de cet estimateur, notamment en utilisant

le théorème central limite pour des processus ρ-mélangeants mais sans succès. Cette étude serait

donc à poursuivre. En effet, des informations sur la vitesse de convergence de notre estimateur

seraient souhaitables. Un autre parti a été de minimiser la fonction des moindres carrés en mini-

misant la distance absolue entre Nq points des fonctions de répartition. Nous pourrions envisager

d’autres distances pour minimiser l’écart entre les fonctions de répartition théorique et empi-
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rique. Une distance possible serait celle de Wasserstein définie par exemple dans [BFK19]. Grâce

à cette distance, il serait peut être possible de quantifier la convergence du nouvel estimateur.

Une autre méthode pour estimer les paramètres serait d’utiliser l’estimateur du maximum de vrai-

semblance simulée ([JL11]). Il s’agit d’un algorithme d’optimisation des paramètres sur une fonc-

tion de vraisemblance simulée. A chaque étape, cette fonction calcule la vraisemblance sur un

échantillon simulé à partir de la densité estimée. Cette méthode est utile lorsque la vraie densité

est difficilement calculable ou inaccessible ce qui est le cas ici. Cependant, elle est très coûteuse

en temps de calcul.

50



Chapitre 3

Loi jointe d’un processus

d’Ornstein-Uhlenbeck et de son

supremum

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’un des buts de notre étude est d’évaluer des mesures

de risque. Cela est possible par des méthodes de Monte-Carlo, ce qui a été fait précédemment,

mais également grâce à des expressions explicites de ces mesures. Pour obtenir ces expressions, il

peut être utile d’avoir la loi jointe du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et de son supremum.

Dans ce chapitre, l’étude est réduite au cas φ= 0 et β= 1 dans la Définition 1.1. On rappelle qu’il

est possible de revenir au cas général via (1.2). De plus, nous considérons le cas où X0 suit une loi

à support dans ]−∞,m], m ∈R.

Nous regardons tout d’abord la fonction de répartition / densité jointe du point final du processus

et de son supremum : P

(
X t ∈ dx, sup

06u6t
Xu 6m

)
. Nous montrons que cette probabilité admet une

densité p et que cette densité est solution de l’équation de Fokker-Planck. Nous obtenons ensuite

une expression explicite de cette densité faisant intervenir les fonctions spéciales paraboliques

cylindriques. Ces trois points font l’objet du théorème principal du chapitre et sont démontrés en

Section 3.3. La preuve repose sur une décomposition sur une base hilbertienne de L2 (]−∞,m]),

créée via une méthode spectrale.

Dans la suite, des vérifications numériques sont données et une comparaison avec la littérature

existante pour le cas m = 0 est proposée.

Enfin, nous exprimons la fonction de répartition du supremum du processus d’Ornstein-

Uhlenbeck en lien avec les résultats de [APP05]. Similairement à ce qui a été fait dans [CP19],

un système d’équations aux dérivées partielles vérifié par la densité jointe du processus et de son
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supremum est donné.

Dans ce chapitre, les zéros positifs de la fonction ν 7→ Dν(−m
p

2k) apparaissent pour m ∈ R
et k ∈ R∗

+. Dans la Section 1.3.2 du Chapitre 1, la suite de ces zéros ordonnés était notée(
ν j ,−m

p
2k

)
j>1

. Par soucis de simplification, ils sont notés
(
ν j ,m

)
j>1 dans ce chapitre.

Le travail présenté dans ce chapitre a été accepté avec révisions mineures dans Journal of Applied

Probability.

3.1 Introduction

The main purpose of this paper is to give an expression for the joint law of the endpoint and su-

premum of an Ornstein-Uhlenbeck process. The problem of finding such a joint law has attrac-

ted research since the late nineteenth century (see [Som94]). For a Brownian motion, the result is

well known (see for example [KS91]). More recently, in [EH14], the authors give a method which

allows to find this joint density / distribution function for the minimum and endpoints for a n-

dimensional drifted Brownian motion. The explicit solution in the bi-dimensional case (n = 2) is

given in [HKR98]. For n > 2, the method in [EH14] works in only some particular cases. [CPN18]

and [Ngo16] study the case of a Lévy process, sum of a Brownian motion with drift and a com-

pound Poisson process. [CP19] are interested in the joint law of a n-dimensional diffusion process

and the running supremum of the first component. They find a PDE satisfied by the joint density

(but an Ornstein-Uhlenbeck process does not verify their assumption of bounded drift). [DK06]

study the law for overshoots and undershoots when the process is a general Lévy process.

Let (X t )t>0 be an Ornstein-Uhlenbeck process driven by a Brownian motion. Many results on the

first passage time of an Ornstein-Uhlenbeck process have been obtained. For instance, in [APP05],

[Lin04] and [LK18] , the density function of the first hitting time to a fixed level by an Ornstein-

Uhlenbeck process is given. Since hitting times and suprema are related, the cumulative distribu-

tion function of the supremum is obtained. Regarding the pair (process, its running maximum),

[BS15] gives the probability P(Xτ ∈ dx, sup
06u6τ

Xu >m) where τ is an exponential random variable

independent of (X t )t>0.

In our paper, we study the joint density / distribution function P(X t ∈ dx, sup
06u6t

Xu 6m) where

m, x ∈ R, x 6 m, t ∈ R∗
+. In [BS15], this last formula is given only in the case m = 0. The joint

density / distribution function admits a density p which is solution of a Fokker-Planck equation.

To solve this equation, a spectrum method is used and makes parabolic cylinder functions appear

(directly linked with the Hermite functions). Even if the joint law is an infinite expansion of special

functions, it is easy to evaluate it numerically and it is faster than a Monte Carlo method. We then
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check that our result is consistent with those in [BS15] and [APP05].

The paper is organized as follows. In the next section, the expression of the joint density / dis-

tribution of the endpoint and supremum of an Ornstein-Uhlenbeck process is presented. Some

numerical simulations are done to compare our results with a Monte Carlo method. Section 3

is devoted to the proof of this main theorem. Finally, Section 4 is concerned with the law of the

supremum and its joint density with the process. Auxiliary results about Hermite functions and

parabolic cylinder functions are provided in Appendix.

3.2 Results

3.2.1 Context and notations

Let (Bt )t>0 be a standard Brownian motion defined on a probability space (Ω,F ,P). We consider

an Ornstein-Uhlenbeck (OU in the following) process (X t )t>0 solution of the following SDE :


dX t =−k X t dt +dBt , t > 0

X0 ∼µ,

where k ∈R∗
+ and µ is a probability measure. We suppose that X0 and (Bt )t>0 are independent.

Let Px0 be the law of the process (X t )t>0 when µ∼ δx0 .

3.2.2 Main theorem

Our aim is to compute the joint law of the process and its supremum. However, as it is not easy to

compute the joint density, we are first interested in the joint density / distribution

P

(
X t ∈ dx, sup

06u6t
Xu 6m

)
where t ∈R∗

+, (m, x) ∈R2, x 6m.

The following theorem gives an expression for the joint density / distribution.

Theorem 3.1. We assume that µ is a probability measure on ]−∞,m], m ∈ R and set p0 such that

µ(dx) = p0(x)dx.

(i) For all m ∈ R and t ∈ R+, the probability P

(
X t ∈ dx, sup

06u6t
Xu 6m

)
admits a density p with

support in ]−∞,m] :

P

(
X t ∈ dx, sup

06u6t
Xu 6m

)
= p(m, x, t )dx.
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(ii) The density p solves the following Fokker-Planck equation :

∀m ∈R,


∂t p(m, x, t ) = k∂x (xp(m, x, t ))+ 1

2
∂2

x2 p(m, x, t ), (x, t ) ∈]−∞,m]×R∗
+,

p(m,m, t ) = 0, t ∈R∗
+,

p(m, x,0) = p0(x), x ∈]−∞,m].
(3.1)

(iii) For (m, x) ∈ {(z, y) ∈R2 | z > y}, t ∈R∗
+, the density p can be expressed as :

p(m, x, t ) =−
p

2ke−
kx2

2

∞∑
n=1

e−kνn,m t
Dνn,m

(
−x

p
2k

)∫ m
−∞ e

kz2

2 p0(z)Dνn,m

(
−z

p
2k

)
dz

νn,mDνn,m−1

(
−m

p
2k

)
∂νDνn,m

(
−m

p
2k

) , (3.2)

where Dν is the parabolic cylinder function and (ν j ,m) j>1 is the ordered sequence of positive

zeros of ν 7→ Dν

(
−m

p
2k

)
(details are given in Appendix).

The proof of the theorem is postponed to Section 3.3. We start to study some particular cases and

consequences.

Remark 3.2. For (m, x) ∈ {(z, y) ∈R2 | z > y}, t ∈R∗
+, when µ∼ δx0 and x06m, we have

p(m, x, t ) =−
p

2ke
k(x2

0−x2)

2

∞∑
n=1

e−kνn,m t
Dνn,m

(
−x0

p
2k

)
Dνn,m

(
−x

p
2k

)
νn,mDνn,m−1

(
−m

p
2k

)
∂νDνn,m

(
−m

p
2k

) . (3.3)

The expression of the joint density / distribution can be easily extended to an OU process depen-

ding on 3 parameters.

Corollary 3.3. Suppose that the OU process (X t )t>0 is solution of the following SDE :


dX t = (

φ−k X t
)

dt +
√
βdBt , t > 0

X0 ∼µ,

where β,k ∈R∗
+ and φ ∈R.

For (m, x) ∈ {(z, y) ∈R2 | z > y}, t ∈R∗
+, the density p can be expressed as :

p(m, x, t ) =−
√

2k

β
e−

k
(
x− φ

k

)2

2β
∞∑

n=1

(∫ m− φ
k

−∞
e

kz2

2β p0(z)Dν
n,m− φ

k

(
−z

√
2k

β

)
dz

)
e
−kν

n,m− φ
k

t

×
Dν

n,m− φ
k

(
−

(
x − φ

k

)√
2 k
β

)
ν

n,m− φ
k

Dν
n,m− φ

k
−1

(
−

(
m − φ

k

)√
2k
β

)
∂νDν

n,m− φ
k

(
−

(
m − φ

k

)√
2k
β

) ,
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where Dν is the parabolic cylinder function and
(
ν j ,m− φ

k

)
j>1

is the ordered sequence of positive zeros

of ν 7→ Dν

(
−

(
m − φ

k

)√
2k

β

)
.

Proof. For t ∈ R+, let set Ut := X t
β
− φ

k
and Wt :=

√
βB t

β
(which is thus a standard Brownian mo-

tion). Then the dynamic of (Ut )t>0 is


dUt =−k

β
Ut dt +dWt , t > 0

U0 = X0 − φ

k
∈R.

We conclude with Theorem 3.1. �

3.2.3 Numerical results

Even though Formula (3.2) is an infinite sum of special functions, it is easy to evaluate it numeri-

cally.

The function x 7→ p(m, x, t ) is evaluated with expression (3.2) (or (3.3)) and is compared with

a Monte Carlo method using 5 × 105 simulations and ∆t = 10−4. Figures 3.1 and 3.2 plot

P

(
X t ∈ dx, sup

06u6t
Xu 6m

)
for different parameters and initial laws with t = 1.

FIGURE 3.1 – Comparison of expression (3.2)
and a Monte Carlo method when m = 1,
X0 ∼U ([−10,0]) and k = 2.

FIGURE 3.2 – Comparison of expression (3.3) and
a Monte Carlo method when m = −1, X0 = −2
and k = 1.

Last but not least, our formula is faster than a Monte Carlo method. Indeed, with a simple core,

obtaining the whole function x 7→ p(m, x, t ) lasts around 23 sec whereas a Monte Carlo method

with 105 simulations lasts around 18 sec, 2.105 simulations 34 sec and 106 simulations 176 sec.
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3.2.4 Particular case m = 0

If m = 0, the expression of the joint density / distribution can be simplified. Indeed, the zeros(
νn,0

)
n>0 of ν 7→ Dν(0) are the positive odd integers (see Appendix for more details). In this parti-

cular case, Formula (3.3) can be simplified.

Proposition 3.4. We assume µ∼ δx0 and x0 ∈R−. For all x ∈R− and t ∈R∗
+, we have

Px0

(
X t ∈ dx, sup

06s6t
Xs 6 0

)
=

√
k

π(1−e−2kt )

[
e−k (x−x0e−kt )2

1−e−2kt −e−k (x+x0e−kt )2

1−e−2kt

]
dx.

Proof. Without loss of generality, we take k = 1 in the proof. We use the results given in Appendix.

Let x ∈R− and t ∈R∗
+.

With (3.27) and Proposition 3.13, we have :

p(0, x, t ) = 2e
x2

0−x2

2p
π

∞∑
n=0

e−(2n+1)t D2n+1
(−x0

p
2
)

D2n+1
(−x

p
2
)

(2n +1)!
.

We use (3.26) and Fubini theorem (everything is clearly integrable),

p(0, x, t ) =− 2ex2
0

π
p
π

∞∑
n=0

22n+1e−(2n+1)t

(2n +1)!

∫ ∞

0

∫ ∞

0
(uv)2n+1e−(u2+v2) (e2iv x0 −e−2iv x0

)(
e2iux −e−2iux)

dudv.

We can invert integral and sum :

p(0, x, t ) =− 2ex2
0

π
p
π

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(u2+v2) (e2iv x0 −e−2iv x0

)(
e2iux −e−2iux)

sh(2uve−t )dudv

=− ex2
0

π
p
π

[∫ ∞

−∞
e−v2+2iv x0

∫ ∞

−∞
e−u2+2iux+2uve−t

dudv

−
∫ ∞

−∞
e−v2+2iv x0

∫ ∞

−∞
e−u2+2iux−2uve−t

dudv

]
.

Finally, formula (4.11.6) in [LS72] gives :

p(0, x, t ) =−ex2
0

π

[∫ ∞

−∞
e−v2+2iv x0 e(ix+ve−t )2

dv −
∫ ∞

−∞
e−v2+2iv x0 e(ix−ve−t )2

dv

]
=− ex2

0−x2√
π(1−e−2t )

[
e−

(x0+xe−t )2

1−e−2t −e−
(x0−xe−t )2

1−e−2t

]

= 1√
π(1−e−2t )

[
e−

(x−x0e−t )2

1−e−2t −e−
(x+x0e−t )2

1−e−2t

]
.

�
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Remark 3.5. This is formula (1.1.8) of Chapter 7 in [BS15]. Note that there is a typography in the

book.

3.3 Proof of the main theorem

This section is devoted to the proof of Theorem 3.1. The proof is divided into two parts. First, we

prove the existence of the density and the fact that it is solution of the Fokker Planck Equation.

The proof of the theorem relies on the second part namely the resolution of this Fokker Planck

equation. Without loss of generality, we take here k = 1.

Existence of the density and the Fokker-Planck equation

(i) The existence of the density is given by Lemma 2.1 in [DIRT13].

(ii) It is just Proposition 5.4.3.1 in [JYC09] with h : t 7→ m.

Resolution of the Fokker-Planck equation

(iii) Now, we want to solve the Fokker-Planck equation. We use a spectrum method inspired by

[BD08], [Gar04] and [RH89]. In that purpose, we introduce two operators. Let m ∈R.

Let us note

D(LFP) :=
{

f ∈ H 1(]−∞,m]) |
[

x 7→ ∂

∂x

(
x f (x)

)+ 1

2
f ′′(x)

]
∈ L2(]−∞,m]), f (m) = 0

}
.

The Fokker Planck operator LFP is defined by :

LFP : D(LFP) −→ L2(]−∞,m])

f 7−→
[

LFP f : x 7→ ∂

∂x

(
x f (x)

)+ 1

2
f ′′(x)

]
.

Let x 6m and t ∈ R∗
+. The goal is to find a basis

(
ϕ̃n

)
n>1 of eigenvectors of LFP in order to

write

p(m, x, t ) =
∞∑

n=1
cn(t )ϕ̃n(x).

The Fokker-Planck operator LFP is not hermitian. Then, to build this basis, we introduce the

following operator O, related to LFP and defined by :

O : D(LFP) −→ L2 (]−∞,m])

f 7−→
[

O f : x 7→ −1

2
x2 f (x)+ 1

2
f ′′(x)

]
.
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As O is hermitian, we can use classical results on hermitian operators decomposition.

Moreover, we have a correspondence for the spectrum. The function φ is an eigenfunction

of O with eigenvalue µ if and only if x 7→ e−
x2

2 φ is an eigenfunction of LFP with eigenvalue

µ+ 1

2
.

Hilbertian basis of L2 (]−∞,m])

We prove that any function of L2 (]−∞,m]) can be decomposed on an hilbertian basis of

eigenvectors of O. Since it is not easy to prove this directly with the operator O, it is classic

(see proof of Theorem VIII.20 in [Bré83] for instance) to introduce the operator T defined as :

T : L2 (]−∞,m]) −→ L2 (]−∞,m])

g 7−→ fg ,

where fg is solution of 
1

2
f ′′

g − 1

2
x2 fg = g

fg (m) = 0

fg ∈ H 1(]−∞,m]).

(3.4)

To prove that T is well defined, we need to introduce the following space V and we give some

properties on it. Let us note

V := {
v ∈ L2 (]−∞,m])

∣∣ v ′ ∈ L2 (]−∞,m]), v(m) = 0, x 7→ xv ∈ L2 (]−∞,m])
}

endowed with the scalar product 〈u, v〉V = 〈u′, v ′〉L2(]−∞,m])+〈xu, xv〉L2(]−∞,m]). The space V

is a weighted Sobolev space. With its scalar product, it is then an Hilbert space on R.

The following lemma generalizes in our context a classical inequality for Sobolev spaces.

Lemma 3.6. For all m ∈R, if f ∈V , there exists a constant C ∈R+ such that

∥∥ f
∥∥

L2(]−∞,m])6C
∥∥ f

∥∥
V . (3.5)

Proof. If m>−1, we have

∥∥ f
∥∥2

L2(]−∞,m])6
∫ −1

−∞
f 2x2 × 1

x2︸︷︷︸
61

dx + C̃
∥∥ f ′∥∥2

L2([−1,m])︸ ︷︷ ︸
Poincaré’s inequality because f (m) = 0

6C
∥∥ f

∥∥2
V .
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If m <−1, it is easy to adapt the previous proof . �

We prove that the operator T is well defined thanks to the Lax-Milgram theorem. For a fixed

function g ∈ L2 (]−∞,m]), the weak formulation of (3.4) is, for ϕ ∈ H 1
0 (]−∞,m]),


a( f ,ϕ) = l (ϕ)

f (m) = 0

f ∈ H 1(]−∞,m])

(3.6)

with a( f ,ϕ) =−1

2

(∫ m

−∞
f ′(x)ϕ′(x)dx +

∫ m

−∞
x2 f (x)ϕ(x)dx

)
and l (ϕ) =

∫ m

−∞
g (x)ϕ(x)dx.

We check the hypothesis of the Lax-Milgram theorem. The application a is clearly bilinear

and coercive. It is continuous thanks to the Cauchy-Schwarz inequality. Finally, (3.5) gives

that l is a linear continuous form on V .

The Lax-Milgram theorem allows to conclude that there exists an unique solution f ∈ V to

a( f ,ϕ) = l (ϕ) and then the operator T is well defined.

Proposition 3.7. The space L2 (]−∞,m]) admits an hilbertian basis of eigenvectors of O for

the scalar product associated to the L2-norm.

Proof. First, we prove that L2 (]−∞,m]) admits an hilbertian basis of eigenvectors of T. We

prove that the operator T is self-adjoint and compact so that we have an hilbertian basis.

The operator T is self-adjoint. It is just an integration by parts.

The operator T is compact. To prove that the operator T is linear, we use the uniqueness of

the solution implied by Lax-Milgram theorem. Then, T(g ) = fg ∈V and with (3.5)

∥∥T(g )
∥∥

L2(]−∞,m]) =
∥∥ fg

∥∥
L2(]−∞,m])6C

∥∥ fg
∥∥

V .

However, multiplying (3.4) by fg and integrating, we have

a( fg , fg ) = l ( fg ) ⇒ 1

2

∥∥ fg
∥∥2

V 6C
∥∥ fg

∥∥
V ⇒ ∥∥ fg

∥∥
V 6 2C .

Then, the operator T is continuous. The compacity of it follows from the compact in-

jection of V in L2 (]−∞,m]) (this can be proved using Corollary IV.26 in [Bré83]).

Conclusion T is a self-adjoint compact operator. Then, by Theorem VI.11 in [Bré83], as
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L2 (]−∞,m]) is a separable space, L2 (]−∞,m]) admits an hilbertian basis of eigenvec-

tors of T for the scalar product of L2 (]−∞,m]).

However, the eigenvectors of T are the eigenvectors of O with inverse eigenvalues and we

can conclude the proof. �

Eigenvectors of O

Let φ be an eigenvector of O with eigenvalue µ. For x ∈]−∞,m], we have

1

2
φ′′(x)− 1

2
x2φ(x) =µφ(x).

We then apply the variable change z = x
p

2 and h : z 7→φ

(
zp
2

)
=φ(x). The equation for h is

∀z ∈
]
−∞,m

p
2
]

, h′′(z)+
(
−1

4
z2 −µ

)
h(z) = 0.

As indicated in Appendix (see Section 3.5.1), the solutions for this equation can be written

as h = αh1 +βh2 where h1 = D−µ− 1
2

and h2 = D−µ− 1
2

(−·) and D is the parabolic cylinder

function defined in (3.24). Unlike h1, h2 is integrable on −∞.

Then, we take φ : x 7→ D−µ− 1
2

(
−x

p
2
)
.

As φ ∈D(LFP), we must have φ(m) = 0, i.e.

D−µ− 1
2

(
−m

p
2
)
= 0. (3.7)

Eigenvalues of O

Thanks to the previous paragraph, we have Sp(O) =
{
−ν− 1

2
| Dν(−m

p
2) = 0

}
. We prove

that the spectrum of O is included in

]
−∞,−1

2

[
.

Let f be a function in L2 (]−∞,m]), not null. We recall that

〈O f , f 〉L2(]−∞,m]) =−1

2

(∫ m

−∞
x2 f 2(x)dx +

∫ m

−∞
f ′2(x)dx

)
.

Let us study Sp(O) for the different values of m.
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• if m6−1 : We easily obtain 〈O f , f 〉L2(]−∞,m]) <−1

2
〈 f , f 〉 and so Sp(O) ⊂

]
−∞,−1

2

[
.

• if m ∈ ]−1,0] : We have

∫ m

−∞
f 2(x)dx =

∫ −1

−∞
f 2(x)dx +

∫ m

−1
f 2(x)dx

6
∫ −1

−∞
x2 f 2(x)dx +

∫ m

−1

(∫ m

x
f ′(t )dt

)2

dx

C.S.
6

∫ −1

−∞
x2 f 2(x)dx +∥∥ f ′∥∥2

L2(]−∞,m])

∫ m

−1
(m −x)dx

=
∫ −1

−∞
x2 f 2(x)dx +∥∥ f ′∥∥2

L2(]−∞,m])

(m +1)2

2
,

〈 f , f 〉 <−2〈O f , f 〉L2(]−∞,m]).

Then, if m ∈ ]−1,0] , 〈O f , f 〉L2(]−∞,m]) <−1

2
〈 f , f 〉 and so Sp(O) ⊂

]
−∞,−1

2

[
.

• if m > 0 : Let µ be an eigenvalue of O. Using a proof by contradiction, let us assume that

µ> −1

2
. Then, by (3.7) and formula (3.17) in Appendix, as H−µ− 1

2
(−m) = 0, we would

have

+∞∑
i=0

Γ

(
i+µ+ 1

2
2

)
i !

(2m)i = 0.

This is absurd because all the terms are non-negative. Then, we have necessarily

µ<−1

2
when m > 0.

Finally, for all m ∈R, Sp(O) ⊂
]
−∞,−1

2

[
and hence

{
ν | Dν(−m

p
2) = 0

}
⊂R∗

+.

Expression of p

We have found the eigenvectors of O namely the functions x 7→ Dνn,m

(
−x

p
2
)

with(
νn,m

)
n∈N∗ the ordered positive roots of ν 7→ Dν

(
−m

p
2
)
.

With a normalisation, we finally have an hilbertian basis (ẽn)n∈N∗ of L2 (]−∞,m]) with the

scalar product of L2 (]−∞,m]). It is defined by

ẽn : x 7→ Dνn,m

(−x
p

2
)√∫ m

−∞ D2
νn,m

(−y
p

2
)

dy
.

Now, it remains to go back to LFP to find the form of the density p.

Let us note ϕ̃n(x) := e−
x2

2 ẽn(x) for all x ∈]−∞,m]. We recall that ϕ̃n is an eigenfunction of

LFP with eigenvalue −νn,m .
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It is easy to prove that
(
ϕ̃n

)
n∈N∗ is an hilbertian basis of L2(]−∞,m],e·

2/2) with the scalar

product

〈 f , g 〉L2(]−∞,m],e·2/2) =
∫ m

−∞
ex2

f (x)g (x)dx.

We look for a solution p in L2(]−∞,m],e·
2/2). We can then decompose x 7→ p(m, x, t ) on the

basis of
(
ϕ̃n

)
n∈N∗ :

p(m, x, t ) =
∞∑

n=1
cn(t )ϕ̃n(x).

However,

p(m, x,0) =
∞∑

n=1
cn(0)ϕ̃n(x).

Let n ∈N∗. Then,

cn(0) = 〈p(m, ·,0),ϕ̃n〉L2(]−∞,m],e·2/2)

=
∫ m

−∞
ez2

p(m, z,0)ϕ̃n(z)dz

= 1√∫ m
−∞ D2

νn,m

(−y
p

2
)

dy

∫ m

−∞
e

z2

2 p(m, z,0)Dνn,m

(
−z

p
2
)

dz.

It remains to determinate cn(t ) for all t ∈R∗
+.

On one hand,

∂t p(m, x, t ) =
∞∑

n=1
c ′n(t )ϕ̃n(x).

On the other hand,

∂t p(m, x, t ) = LFPp(m, x, t ) =
∞∑

n=1
cn(t )LFPϕ̃n(x) =−

∞∑
n=1

cn(t )νn,mϕ̃n(x).

By uniqueness of the decomposition, we have

c ′n(t ) =−νn,mcn(t ).

So

cn(t ) = cn(0)e−νn,m t .
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Finally,

p(m, x, t ) =
∞∑

n=1

 1√∫ m
−∞ D2

νn,m

(−y
p

2
)

dy

∫ m

−∞
e

z2

2 p(m, z,0)Dνn,m

(
−z

p
2
)

dz


×e−νn,m t e−

x2

2
Dνn,m

(−x
p

2
)√∫ m

−∞ D2
νn,m

(−y
p

2
)

dy

= e−
x2

2

∞∑
n=1

(∫ m

−∞
e

z2

2 p(m, z,0)Dνn,m

(
−z

p
2
)

dz

)
e−νn,m t Dνn,m

(−x
p

2
)∫ m

−∞ D2
νn,m

(−y
p

2
)

dy
.

We can conclude with Proposition 3.14.

3.4 Law of the supremum and its joint density with the process

Natural extensions of this work is to check or extend the known results. First, we express the cu-

mulative distribution function of the supremum. Then, we find a PDE for the joint density of the

process and its supremum.

3.4.1 Cumulative distribution function of the supremum

From Equation (3.3), it is easy to obtain the law of the supremum. The result is consistent with

the law obtained using the expression in [APP05] and the link between the supremum of a process

(X t )t>0 and the hitting time.

Proposition 3.8 (Supremum law). For m ∈ R and t ∈ R∗
+, the law of the supremum when µ∼ δx0 is

given by

Px0

(
sup

06s6t
Xs < m

)
=−e

k(x2
0−m2)

2

∞∑
n=1

e−kνn,m t
Dνn,m

(
−x0

p
2k

)
νn,m∂νDνn,m

(
−m

p
2k

) , (3.8)

where (νn,m)n∈N∗ is defined as in Theorem 3.1.

Proof. An integration and Proposition 3.13 give the result. �

Remark 3.9. Using the hitting time density named p(k)
x0→m in [APP05] (Eq. 31) and the link between

the hitting time Tm := inf{t > 0 | | X t = m} and the supremum, we can also find the expression (3.8).

Indeed,

Px0

(
sup
s6t

Xs < m

)
=Px0 (Tm > t ) =

∫ +∞

t
p(k)

x0→m(s)ds.
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3.4.2 Results on the joint density

With the expression of the joint density / distribution, we can find a system of PDEs satisfied by

the joint density ∂m p of the process and its supremum. We take here k = 1.

Proposition 3.10. In the deterministic case whereµ∼ δx0 , the density p satisfies the following PDEs :

∀m ∈R,∀t ∈R∗
+,



−∂t∂m p(m, x, t )−∂x (x∂m p(m, x, t ))+ 1

2
∂2

xx∂m p(m, x, t ) = 0, x < m,

−m∂m p(m,m, t )− 1

2
∂2

m2 p(m,m, t )−∂x∂m p(m,m, t ) = 0,

−m∂m p(m,m, t )+∂t∂mPx0

(
sup

06s6t
Xs 6m

)
− 1

2
∂x∂m p(m,m, t ) = 0.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Proof. For this proof, it is more convenient to use the Hermite function H instead of the parabolic

cylinder function D .

With the regularity of H (see Appendix) and the regularity of m 7→ νn,m (see Proposition 3.15), we

can prove that the function p is regular with respect to x, m and t . Moreover, the order of the

further partial derivatives does not matter.

Hence, from (3.1), we have the equation (3.9).

For the other equations, let us write the partial derivatives of p.

Let m ∈R and t ∈R∗
+. We denote

hn(m, t ) := e−νn,m t Hνn,m (−x0)

νn,m Hνn,m−1(−m)∂νHνn,m (−m)
.

Then, we take x < m and we have :

p(m, x, t ) =−em2−x2
∞∑

n=1
hn(m, t )Hνn,m (−x)

and

Px0

(
sup

06s6t
Xs 6m

)
=−1

2

∞∑
n=1

hn(m, t )

νn,m
∂x Hνn,m (−m).

We denote in the following ν′n,m = ∂mνn,m (see Proposition 3.15). We have

∂m p(m, x, t ) =−em2−x2
[ ∞∑

n=1
hn(m, t )

(
2mHνn,m (−x)+∂m

(
Hνn,m (−x)

))+ ∞∑
n=1

∂mhn(m, t )Hνn,m (−x)

]
. (3.12)

Then, with Proposition 3.17, it follows that

∂m p(m,m, t ) =−
∞∑

n=1
hn(m, t )∂x Hνn,m (−m) (3.13)
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and

∂m∂x p(m,m, t ) =
∞∑

n=1
hn(m, t )

(
4m∂x Hνn,m (−m)+ν′n,m (∂ν∂x H)νn,m

(−m)
)

+
∞∑

n=1
∂mhn(m, t )∂x Hνn,m (−m). (3.14)

With (3.20), we obtain

∂m∂t
(
P

(
sup Xs 6m

))=1

2

∞∑
n=1

hn(m, t )
[
2m∂x Hνn,m (−m)+ν′n,m (∂ν∂x H)νn,m

(−m)
]

+ 1

2

∞∑
n=1

∂mhn(m, t )∂x Hνn,m (−m). (3.15)

Equation (3.12) and Proposition 3.18 imply that

∂2
m2 p(m,m, t ) =

∞∑
n=1

hn(m, t )
[−6m∂x Hνn,m (−m)−2ν′n,m (∂ν∂x H)νn,m

(−m)
]

−2
∞∑

n=1
∂mhn(m, t )∂x Hνn,m (−m). (3.16)

Combining (3.13), (3.14) and (3.16) (resp. (3.13), (3.14) and (3.15)), we obtain (3.10) (resp. (3.11)).

�

Remark 3.11. It is Theorem 3.1 in [CP19]. This theorem is given for processes written as

dX t = B(X t )dt +dWt , where B is a bounded function of class C 1 and (Wt )t>0 a Brownian motion.

Even if we are not under this hypothesis (for an OU process, B(x) =−kx), the theorem is verified.
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3.5 Appendix

3.5.1 Definitions and well-known properties on Hermite functions and parabolic cy-

linder functions

We recall here the definitions and some known results about parabolic cylinder functions and

Hermite functions. These results can be found in Chapters 4 and 10 of [LS72] and in Section 7 of

[APP05].

Hermite functions For ν ∈R, the Hermite function Hν is defined, for all x ∈R as

Hν(x) = 1

2Γ(−ν)

+∞∑
i=0

(−1)i

i !
Γ

(
i −ν

2

)
(2x)i . (3.17)

The Hermite function satisfies the following relations :

∂x Hν(x) = 2νHν−1(x), (3.18)

Hν+1(x)−2xHν(x)+2νHν−1(x) = 0. (3.19)

Combining (3.18) and (3.19), we have :

∂2
x2 Hν(x) =−2νHν(x)+2x∂x Hν(x). (3.20)

When Re(ν) >−1,

Hν(x) = 2ex2

p
π

∫ ∞

0
e−t 2

(2t )ν cos
(
2xt − νπ

2

)
dt . (3.21)

In particular, we have :

Hν(0) = 2νΓ
(1

2

)
Γ

(1−ν
2

) . (3.22)

Then, for n ∈N,

H2n(0) = (−1)n (2n)!

n!
, H2n+1(0) = 0. (3.23)

Remark 3.12 (Zeros of the function ν 7→ Hν(0)). The zeros (νn,0)n of the function ν 7→ Hν(0)

are known. They are the positive odd integers. Indeed, (3.22) indicates that Hν(0) 6= 0 when

ν ∉N. Therefore, the zeros are among N. Equation (3.23) allows to conclude.

Parabolic cylinder function The equation

y ′′(x)+
(
−x2

4
+ 1

2
+ν

)
y(x) = 0, x ∈R (3.24)
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admits two real solutions. The parabolic cylinder function Dν is defined as the solution of

(3.24) with the property that y(x) ∼
x→+∞ xνe−x2/4. The other independent solution of (3.24) is

x 7→ Dν(−x).

We have the following relation

∂x Dν(x) = νDν−1(x)− x

2
Dν(x). (3.25)

When Re(ν) >−1,

Dν(x
p

2) = 2
ν
2 +1e

x2

2p
π

∫ ∞

0
e−t 2

tν cos
(
2xt − νπ

2

)
dt . (3.26)

We have, for n ∈N, ∫ 0

−∞
D2

n

(
−x

p
2
)

dx = n!

p
π

2
. (3.27)

The parabolic cylinder function and the Hermite function are linked by the following relation :

Dν(x
p

2) = 2− ν
2 e−

x2

2 Hν (x) . (3.28)

3.5.2 Useful results

In this part, we note να a zero of ν 7→ Dν(−αp2). This is equivalent to a zero of ν 7→ Hν(−α).

Thanks to (3.21), we have, for x ∈R and when Re(ν) >−1,

∂x Hν(x) = 2xHν(x)− 2ex2

p
π

∫ ∞

0
e−t 2

(2t )ν+1 sin
(
2xt − νπ

2

)
dt , (3.29)

∂νHν(x) = 2ex2

p
π

∫ ∞

0
e−t 2

(2t )ν
[

ln(2t )cos
(
2xt − νπ

2

)
+ π

2
sin

(
2xt − νπ

2

)]
dt , (3.30)

∂x∂νHν(x) = 2x∂νHν(x)− 2ex2

p
π

∫ ∞

0
e−t 2

(2t )ν+1
[

ln(2t )sin
(
2xt − νπ

2

)
− π

2
cos

(
2xt − νπ

2

)]
dt .

(3.31)

Thanks to (3.24), we can prove by direct induction that x 7→ Dν(x) is a C ∞(R) function. Then, so is

x 7→ Hν(x).

With the previous expressions, we can prove that all the derivatives with respect to ν exist and

are continuous if ν ∈R+. Then, ν 7→ Hν(x) is a C ∞(R+) function. The cross partial derivatives with

respect to ν and x also exist and are continuous. Then, we have the symmetry of second derivatives

(Schwarz’s theorem).
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We give here several results useful in the proofs.

Proposition 3.13. For all ν,α ∈R, we have :

∫ α

−∞
e−

x2

2 Dν(−x
p

2)dx = e−
α2

2p
2

Dν−1(−αp2).

Proof. We prove the relation on H . Let us take ν,α ∈R. We have with (3.19) et (3.18) :

∫ α

−∞
e−x2

Hν(−x)dx =−
∫ α

−∞
e−x2

(2xHν−1(−x)+2(ν−1)Hν−2(−x))dx

=
∫ α

−∞
∂x

(
e−x2

Hν−1(−x)
)

dx.

Finally, ∫ α

−∞
e−x2

Hν(−x)dx = e−α
2
Hν−1(−α).

�

Proposition 3.14. For all α ∈R, we have

∫ α

−∞
D2
να

(−x
p

2)dx =− ναp
2

Dνα−1(−α
p

2)∂νDνα(−α
p

2).

Proof. We apply the method given in [Sle68].

Let set

f : R2 −→ R

(ν, x) 7−→ Dν(−x
p

2).

Then, thanks to (3.24), the function f is solution of the following partial differential equation. For

all ν, x ∈R,

∂2
x2 f (ν, x)+ (−x2 +1+2ν

)
f (ν, x) = 0.

We derive this equation with respect to ν and using the regularity of H :

∂2
x2∂ν f (ν, x)+2 f (ν, x)+ (−x2 +1+2ν

)
∂ν f (ν, x) = 0.

We multiply by f

f (ν, x)∂2
x2∂ν f (ν, x)+2 f 2(ν, x)+ (−x2 +1+2ν

)
f (ν, x)∂ν f (ν, x) = 0.
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We integrate with respect to x :

∫ α

−∞
f 2(ν, x)dx =−1

2

[∫ α

−∞
f (ν, x)∂2

x2∂ν f (ν, x)dx +
∫ α

−∞
(−x2 +1+2ν

)
f (ν, x)∂ν f (ν, x)dx

]
=−1

2

[
f (ν,α)∂x∂ν f (ν,α)−

∫ α

−∞
∂x

{
∂x f (ν, x)∂ν f (ν, x)

}
dx

]
=−1

2

[
f (ν,α)∂x∂ν f (ν,α)−∂x f (ν,α)∂ν f (ν,α)

]
.

Then, writing using the function D ,

∫ α

−∞
D2
να

(−x
p

2)dx = −p2

2
∂x Dνα(−αp2)∂νDνα(−αp2).

The conclusion follows with (3.25). �

Proposition 3.15. For all α ∈R, there exists g :α 7→ να , continuously differentiable on a neighbou-

rhood of α. We note ν′α = g ′(α). Then

ν′α = ∂x Hνα(−α)

∂νHνα(−α)
.

Proof. Let set

f : R2 −→ R

(ν, x) 7−→ Dν(−x
p

2).

The function f is a continuously differentiable function. We have f (να,α) = 0. We also have

∂ν f (να,α) 6= 0 because of Proposition 3.14 and the fact that
∫ α

−∞
D2
ν(−x

p
2)dx 6= 0.

Then, thanks to the implicit function theorem, there exists an open set U of R containing α such

that there exists an unique continuously differentiable function g : U 7→R such that g (α) = να and

for all x ∈U , f (g (x), x) = 0.

Moreover, the partial derivative of g in U is given by

g ′(x) =−∂x f (g (x), x)

∂ν f (g (x), x)
.

�
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3.5. APPENDIX

Proposition 3.16. For all m, x ∈R, we have

∂m(Hνm (x)) = ex2−m2
∂x Hνm (−m)− 4ν′mex2

p
π

∫ ∞

0
e−t 2

(2t )νm sin((m +x)t )

×
[

ln(2t )sin
(
(x −m)t − νmπ

2

)
− π

2
cos

(
(x −m)t − νmπ

2

)]
dt .

Proof. Using Proposition 3.15 twice and (3.29) and (3.30), we have :

∂m(Hνm (x)) = ν′m∂νHνm (x)

= ν′m∂νHνm (x)+ex2−m2
∂x Hνm (−m)−ex2−m2

∂x Hνm (−m)

= ν′m∂νHνm (x)+ex2−m2
∂x Hνm (−m)−ex2−m2

ν′m(∂νH)νm (−m)

= ex2−m2
∂x Hνm (−m)− 4ν′mex2

p
π

∫ ∞

0
e−t 2

(2t )νm sin((m +x)t )×[
ln(2t )sin

(
(x −m)t − νmπ

2

)
− π

2
cos

(
(x −m)t − νmπ

2

)]
dt .

�

In particular, with x =−m, we have the following proposition.

Proposition 3.17. For all m ∈R, we obtain

∂m(Hνm (x))|x=−m = ∂x Hνm (−m).

We also have the following result.

Proposition 3.18. For all m ∈R, we have

∂2
m2 (Hνm (x))|x=−m = 2ν′m∂ν∂x Hνm (−m)+2m∂x Hνm (−m).

Proof. It is the same kind of calculus as in the proof of Proposition 3.16. We use the formula (3.31)

and the fact that

∂2
m2 (Hνm (x))|x=−m =−2m∂x Hνm (−m)+∂m

(
∂x Hνm (−m)

)
− 2ν′mem2

p
π

∫ ∞

0
e−t 2

(2t )νm+1
[

ln(2t )sin
(
ςn,t

)− π

2
cos

(
ςn,t

)]
dt ,

where ςn,t :=−2mt − νmπ

2
. �
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CHAPITRE 3. LOI JOINTE D’UN PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK ET DE SON
SUPREMUM

3.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons calculé la fonction de répartition / densité jointe du processus et

de son supremum. Cela nous a notamment permis d’obtenir un système d’équations différen-

tielles vérifié par la densité jointe. Nous aurions pu ici envisager une autre méthode pour obtenir

la loi jointe. En effet, comme indiqué dans la Remarque 3.11, nous avons retrouvé ici le Théorème

3.1 de [CP19]. Dans cet article, le processus considéré est un processus s’écrivant sous la forme

dX t = B(X t )dt +dWt , où B est une fonction bornée de classe C 1 et (Wt )t>0 est un mouvement

brownien. Une première perspective serait par conséquent d’étendre le résultat de [CP19] à une

classe de fonctions B plus générales.

Une autre extension naturelle de l’étude serait de regarder la loi jointe du supremum et de l’infi-

mum du processus d’Ornstein-Uhlenbeck ainsi que celle du supremum, de l’infimum et du pro-

cessus. Cependant, notre méthode ne fonctionnerait probablement plus car il s’agirait de trouver

des zéros communs ν 7→ Dν(−a
p

2) et ν 7→ Dν(−b
p

2) pour a et b quelconques ce qui est difficile.
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Chapitre 4

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

oscillant

4.1 Introduction

Les processus de diffusion à coefficients discontinus apparaissent dans plusieurs domaines. En

dynamique des populations par exemple, l’article [CC99] utilise un mouvement brownien "dé-

formé" (skew Brownian motion). Les auteurs de [LP17] proposent de modéliser le prix d’actifs

boursiers par un mouvement brownien brownien oscillant avec dérive. D’autres exemples d’utili-

sation de tels processus dans des domaines variés sont donnés dans [Lej18] .

Dans la suite logique de notre étude, nous nous concentrons dans ce chapitre sur le processus

d’Ornstein-Uhlenbeck dont les coefficients sont constants par morceaux selon le signe du proces-

sus. Nous proposons d’appeler un tel processus "oscillant" dans la lignée de ce qui a été proposé

par [KW78] pour le mouvement brownien oscillant puis par [LP17] pour le mouvement brownien

géométrique oscillant. Un exemple d’apparition de ce processus se trouve par exemple dans le

mouvement d’une particule dans un potentiel. Ce mouvement est en effet décrit par l’équation de

Langevin (cf. [Sch09, Section 8.3]). Si la friction est anisotropique, c’est-à-dire que la friction dé-

pend de la direction du mouvement (cf. [Zmi89]), on peut par exemple envisager des coefficients

de drift et de diffusion (correspondant aux coefficients d’amortissement et de poids du bruit res-

pectivement) constants par morceaux selon le signe de la vitesse, et donc du signe du processus

solution de l’équation de Langevin. Ce chapitre est une première étude de ce processus et nous ne

considérons donc que le cas où le coefficient de dérive est impacté.
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4.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS STATIONNAIRE

On considère le processus


dX t =−(

k−1X t60 +k+1X t>0
)

X t dt +σdWt , t > 0

X0 ∈R,
(4.1)

où (Wt )t>0 est un mouvement brownien standard et k−,k+,σ ∈R∗
+.

L’équation (4.1) peut être écrite sous la forme


dX t =−k(X t )X t dt +σdWt , t > 0

X0 ∈R,
(4.2)

où, pour x ∈R,

k(x) = k−1x60 +k+1x>0. (4.3)

Ainsi, comme les coefficients de drift et de diffusion sont des fonctions lipschitziennes, ce proces-

sus est markovien (Théorème 7.3 de [LG12]) et son semi-groupe est de Feller (Théorème 7.4 de

[LG12]).

Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques propriétés du processus (X t )t>0 de dyna-

mique (4.1) dans le cas où il est stationnaire. Puis, le second paragraphe est consacré à la loi du

temps d’atteinte. Pour cela, nous commençons par montrer l’existence de la densité et nous ex-

primons la transformée de Laplace du temps d’atteinte. Enfin, nous calculons la probabilité que

le processus soit positif en un temps donné.

4.2 Quelques propriétés du processus stationnaire

Dans cette section, nous nous intéressons à la densité stationnaire du processus (X t )t>0 de dyna-

mique (4.1).

Proposition 4.1. Pour x ∈R, la densité invariante f du processus (X t )t>0 est

f (x) =


C e−

k−
σ2 x2

si x 6 0,

C e−
k+
σ2 x2

si x > 0,
(4.4)

avec C = 2
√

k−k+
p
πσ

(√
k++

√
k−

) .

Afin de démontrer la Proposition 4.1, nous introduisons les notions de fonction échelle et mesure

de vitesse (Section 5.3.2 de [JYC09] ou Section 5.5 de [KS91]).
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CHAPITRE 4. PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK OSCILLANT

Définition 4.2. Soit I =]l ,r [ un intervalle, −∞ 6 l < r 6 +∞. Considérons un processus d’Itô

(X t )t>0 solution de dX t = b(X t )dt+σ(X t )dBt où b etσ sont deux fonctions réelles lipschitziennes sur

I , (Bt )t>0 un mouvement brownien et X0 ∈ I . Nous supposons une hypothèse de non-dégénérescence

c’est-à-dire que la fonction σ est strictement positive sur I et une hypothèse d’intégrabilité locale :

∀x ∈R,∃ε> 0 telle que
∫ x+ε

x−ε
1+ ∣∣b(y)

∣∣
σ2(y)

dy <∞.

La fonction d’échelle (scale function) s du processus est définie (Formule (5.3.4) de [JYC09]) par

s : R −→ R

x 7−→
∫ x

c
e
−2

∫ y
c

b(z)
σ2(z)

dz
dy

où c ∈ I .

La mesure de vitesse (speed measure) m est définie (Formule (5.3.5) de [JYC09]), pour x ∈ I , par

m(dx) := 2

s′(x)σ2(x)
1x∈I dx.

Démonstration de la Proposition 4.1. Dans notre cas, la fonction échelle est (pour c = 0) :

s(x) =


−

∫ 0

x
e

k−
σ2 y2

dy si x 6 0,∫ x

0
e

k+
σ2 y2

dy si x > 0.

Donc, s′(x) =


e

k−
σ2 x2

si x 6 0,

e
k+
σ2 x2

si x > 0.

On peut donc obtenir la mesure de vitesse m :

m(dx) =


2

σ2 e−
k−
σ2 x2

dx si x 6 0,

2

σ2 e−
k+
σ2 x2

dx si x > 0.

La mesure m est la mesure invariante du processus (exercice 5.40 de [KS91] par exemple). En la

normalisant, nous trouvons donc la densité invariante f . �

Proposition 4.3. Lorsque X0 a pour densité la fonction f définie par (4.4), le processus (X t )t>0 est
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4.3. LOI DU TEMPS D’ATTEINTE

stationnaire et on obtient, pour tout t > 0,

E[X t ] = (k−−k+)σ(√
k++

√
k−

)√
πk−k+

.

Remarque 4.4. Sous les mêmes conditions, et si k− = k+, le processus stationnaire est de moyenne

nulle.

Enfin, nous pouvons également exprimer la probabilité que le processus stationnaire soit positif

en un temps donné.

Proposition 4.5. Pour tout t > 0,

PX0∼ f (X t > 0) =
√

k−√
k++

√
k−

.

Démonstration. Il suffit d’intégrer la densité définie en (4.4) sur [0,+∞[. �

4.3 Loi du temps d’atteinte

Dans cette partie, nous nous intéressons à la loi du temps d’atteinte du processus décrit par (4.1).

Dans le cas où k− = k+, la loi du temps d’atteinte a été étudiée dans [APP05]. Nous avons rappelé

les résultats de cet article dans le Chapitre 1 : la transformée de Laplace du temps d’atteinte (For-

mule (1.9)) ainsi que sa densité (Formules (1.11) et (1.12)). Ces résultats sont utilisés par la suite

pour exprimer ces mêmes quantités sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant.

Soit (X t )t>0 solution de (4.1) et X0 = x ∈R. On définit, pour a ∈R, le temps d’atteinte

T̄ x,k−,k+,σ
a := inf{s> 0 | Xs = a}. (4.5)

Nous commençons par montrer qu’on peut se restreindre au cas a > 0 pour étudier la loi du temps

d’atteinte T̄ x,k−,k+,σ
a .

Le processus (Yt )t>0 := (−X t )t>0 est solution de


dYt =−(

k+1Yt60 +k−1Yt>0
)

Yt dt +σdBt , t > 0

Y0 =−x,
(4.6)

où (Bt )t>0 = (−Wt )t>0 est également un mouvement brownien standard et Y0 =−x.
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De plus, inf{s> 0 | Xs = a} = inf{s> 0 | Ys =−a} donc

T̄ x,k−,k+,σ
a = T̄ −x,k+,k−,σ

−a . (4.7)

Par (4.7), nous pouvons nous restreindre au cas a > 0. De plus, dans la suite, nous considérons le

cas x < a. En effet, si x > a alors le processus (X t )t>0 est positif sur {t < T̄ x,k−,k+,σ
a } par continuité :

c’est le cas étudié dans [APP05].

Pour faciliter la lecture, on notera dans la suite

T̄a := T̄ x,k−,k+,σ
a . (4.8)

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons uniquement au cas σ= 1.

On note P(k−,k+)
x la loi de (X t )t>0 sous les conditions énoncées précédemment.

Nous commençons par montrer que la loi du temps d’atteinte admet une densité par rapport à la

mesure de Lebesgue.

4.3.1 Existence de la densité du temps d’atteinte

Soit (Yt )t>0 un mouvement brownien et y ∈R. On notePy la loi de (Yt )t>0 lorsque Y0 = y et (Ft )t>0

la filtration engendrée par ce processus. Par le théorème de Girsanov 1, on introduit

∀t > 0,
dP̃y

dPy

∣∣∣∣∣
Ft

= exp

(
−

∫ t

0
k(Ys)YsdYs − 1

2

∫ t

0
(k(Ys))2 Y 2

s ds

)
.

Sous P̃y , Wt := Yt +
∫ t

0
k(Ys)Ysds est un mouvement brownien et donc (Yt )t>0 est un processus

d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant vérifiant

dYt =−k(Yt )Yt dt +dWt .

Remarque 4.6. On remarque que P̃x =P(k−,k+)
x .

Nous utilisons ce changement de probabilité dans la preuve du lemme suivant.

Proposition 4.7. La loi du temps d’atteinte admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue.

On a, pour t > 0,

P
(k−,k+)
x

(
T̄a ∈ dt

)= p(k−,k+)
x→a (t )dt .

1. Le théorème est appliqué car la condition de Novikov est vérifiée. En effet,

E
[

e
1
2

∫ t
0 (k(Ys ))2Y 2

s ds
]
6 E

[
e

1
2 max(k−,k+)2 ∫ t

0 Y 2
s ds

]
<∞.
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Démonstration. La preuve est similaire à celle de [Pau87].

On définit la fonction

h : R −→ R

x 7−→ −
∫ x

0
k(s)sds.

La dérivée de h est une fonction absolument continue. On peut donc appliquer la formule d’Itô

(Problème 7.3 de la Section 3.7 de [KS91]).

On obtient, pour tout t ∈R+,

h(X t ) = h(X0)−
∫ t

0
k(Xs)XsdXs + 1

2

∫ t

0
h′′(Xs)ds,

où la fonction h′′ =−(
k−1R∗− +k+1R∗+

)
existe presque partout.

Soit f une fonction de C (R+,R) à support compact. Soit T > 0 tel que supp
(

f
)⊂ [0,T ].

Alors,

E
(k−,k+)
x

[
f
(
T̄a

)]= E(k−,k+)
x

[
f
(
T̄a ∧T

)]
= Ex

[
f
(
T̄a ∧T

)
exp

(
−

∫ T

0
k(Xs)XsdXs − 1

2

∫ T

0
(k(Xs))2 X 2

s ds

)]
= Ex

[
f
(
T̄a

)
exp

(
h(XT )−h(X0)− 1

2

∫ T

0
h′′(Xs)ds − 1

2

∫ T

0
(k(Xs))2 X 2

s ds

)]
.

Posons, pour x ∈R∗, g (x) := h′′(x)+k(x)2x2. Ainsi, en intégrant par rapport à la loi jointe de T̄a et

XT ,

E
(k−,k+)
x

[
f (T̄a)

]= Ex

[
f (T̄a)exp

(
h(XT )−h(X0)− 1

2

∫ T

0
g (Xu)du

)]
=

∫ T

0
f (s)

∫ +∞

−∞
eh(ξ)−h(x)Ex

[
exp

(
−1

2

∫ T

0
g (Xu)du

)∣∣∣∣T̄a = s, XT = ξ
]

×Px
(
T̄a ∈ ds, XT ∈ dξ

)
.

Or, sous Px , (X t )t>0 est un mouvement brownien. Donc

Px
(
T̄a ∈ ds, XT ∈ dξ

)=Px

T̄a ∈ ds︸ ︷︷ ︸
∈Fs

, XT −Xs︸ ︷︷ ︸
indep. deFs

+ Xs︸︷︷︸
=a

∈ dξ


=Px

(
T̄a ∈ ds

)
Px (XT−s +a ∈ dξ)

= g̃x,a(s)dsϕ(x, y,ξ)dξ

où la fonction g̃x,a est définie par (1.8) et ϕ(·,µ,σ) est la densité d’une loi normale N
(
µ,σ2).
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Ainsi, en notant E(x,T, s,ξ) = Ex

[
exp

(
−1

2

∫ T

0
g (Xu)du

)∣∣∣∣T̄a = s, XT = ξ
]

,

E
(k−,k+)
x

[
f
(
T̄a

)]= ∫ T

0
f (s)

(∫ +∞

−∞
eh(ξ)−h(x)E(x,T, s,ξ)g̃x,a(s)ϕ(x, y,ξ)dξ

)
ds

=
∫ +∞

0
f (s)

(∫ +∞

−∞
eh(ξ)−h(x)E(x,T, s,ξ)g̃x,a(s)ϕ(x, a,ξ)dξ

)
ds

ce qui montre l’existence de la densité pour T̄a . �

L’expression de cette densité n’est pas évidente à obtenir c’est pourquoi nous nous intéressons à

la transformée de Laplace du temps d’atteinte.

4.3.2 Transformée de Laplace du temps d’atteinte

Nous déterminons la transformée de Laplace du temps d’atteinte du processus oscillant. Soient

λ, a ∈R∗
+. On définit la transformée de Laplace ūλ

a du temps d’atteinte du processus (X t )t>0 par :

ūλ
a : ]−∞, a] −→ R+

x 7−→ Ex

[
e−λT̄a

]
.

Proposition 4.8. Pour x 6 a, la transformée de Laplace de T̄a est donnée par

∀x ∈R−,ūλ
a (x) = e

k−x2−k+a2

2
ζ2+−ζ2−

2

D− λ
k−

(
−x

√
2k−

)
ζ−D− λ

k+

(
a
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−a

√
2k+

) ,

∀x ∈]0, a],ūλ
a (x) = e

k+(x2−a2)
2

ζ−D− λ
k+

(
x
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−x

√
2k+

)
ζ−D− λ

k+

(
a
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−a

√
2k+

) .

où ζ± =
D− λ

k+ −1(0)

D− λ
k− −1(0)

√
k−
k+

±
D− λ

k+
(0)

D− λ
k−

(0)
.

Démonstration. La transformée de Laplace ūλ
a du temps d’atteinte du processus défini par (4.1)

est la solution C 1 de l’équation différentielle suivante (voir [IM74] ) :


1

2
∂2

x2 ūλ
a (x)−k(x)x∂x ūλ

a (x) = λūλ
a (x), x ∈]−∞, a[

lim
x→−∞ ūλ

a (x) = 0,

ūλ
a (a) = 1,

où la fonction k est définie par (4.3).

On écrit ūλ
a = ūλ,−

a 1R− + ūλ,+
a 1]0,a].
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Nous avons déjà vu ce type d’équation dans les chapitres précédents, ses solutions indépendantes

sont x 7→ eki
x2

2 D− λ
ki

(
x
√

2ki

)
et x 7→ eki

x2

2 D− λ
ki

(
−x

√
2ki

)
avec ki = k− sur R− et ki = k+ sur ]0, a].

Il existe donc quatre constantes α1,α2,γ1,γ2 ∈R telles que

∀x ∈R−,ūλ,−
a (x) =α1ek− x2

2 D− λ
k−

(
x
√

2k−
)
+γ1ek− x2

2 D− λ
k−

(
−x

√
2k−

)
,

∀x ∈]0, a],ūλ,+
a (x) =α2ek+ x2

2 D− λ
k+

(
x
√

2k+
)
+γ2ek+ x2

2 D− λ
k+

(
−x

√
2k+

)
.

La condition lim
x→−∞ ūλ

a (x) = 0 implique nécessairement que α1 = 0.

La condition lim
x→a

ūλ
a (x) = 1 implique que

α2D− λ
k+

(
a
√

2k+
)
+γ2D− λ

k+

(
−a

√
2k+

)
= e−k+ a2

2 .

Comme la fonction est de classe C 1 :

• lim
x→0− ūλ,−

a (x) = lim
x→0+ ūλ,+

a (x), on a γ1D− λ
k−

(0) = (
α2 +γ2

)
D− λ

k+
(0),

• lim
x→0−∂x ūλ,−

a (x) = lim
x→0+∂x ūλ,+

a (x), on a γ1

√
2k−∂x D− λ

k−
(0) =

√
2k+∂x D− λ

k+
(0)(γ2 −α2).

Les équations précédentes se réécrivent :



e−k+ a2

2 =α2D− λ
k+

(
a
√

2k+
)
+γ2D− λ

k+

(
−a

√
2k+

)
γ1 =

D− λ
k+

(0)

D− λ
k−

(0)
(α2 +γ2)

γ1 =
∂x D− λ

k+
(0)

∂x D− λ
k−

(0)

√
k+
k−

(γ2 −α2)

En posant ζ± :=
∂x D− λ

k+
(0)

∂x D− λ
k−

(0)

√
k+
k−

±
D− λ

k+
(0)

D− λ
k−

(0)
, on a, avec (3.25), que ζ± =

D− λ
k+ −1(0)

D− λ
k− −1(0)

√
k−
k+

±
D− λ

k+
(0)

D− λ
k−

(0)
.

Ainsi, 

α2 = e−k+ a2

2 ζ−
ζ−D− λ

k+

(
a
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−a

√
2k+

)
γ2 = e−k+ a2

2 ζ+
ζ−D− λ

k+

(
a
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−a

√
2k+

)
γ1 = ζ2+−ζ2−

2

e−k+ a2

2

ζ−D− λ
k+

(
a
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−a

√
2k+

)
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On a donc finalement

∀x ∈R−,ūλ
a (x) = e

k−x2−k+a2

2
ζ2+−ζ2−

2

D− λ
k−

(
−x

√
2k−

)
ζ−D− λ

k+

(
a
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−a

√
2k+

) ,

∀x ∈]0, a],ūλ
a (x) = e

k+(x2−a2)
2

ζ−D− λ
k+

(
x
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−x

√
2k+

)
ζ−D− λ

k+

(
a
√

2k+
)
+ζ+D− λ

k+

(
−a

√
2k+

) .

�

Remarque 4.9. Lorsque k− = k+, ζ− = 0 et la solution est bien égale à (1.9) c’est-à-dire

∀x ∈R, ūλ
a (x) = ek x2−a2

2

D− λ
k

(
−x

p
2k

)
D− λ

k

(
−a

p
2k

) .

4.4 Probabilité que le processus soit positif en un temps donné

Dans cette partie, on s’intéresse à la probabilité que le processus soit positif en un temps donné

t > 0 : P(k−,k+)
x (X t > 0). Cette probabilité a également déjà été étudiée dans le cas stationnaire en

Section 4.2. D’autre part, dans le cas d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X t )t>0 à coefficients

constants (k− = k+ = k), si X0 = x ∈ R, le processus est gaussien de loi N

(
xe−kt ,

1−e−2kt

2k

)
. Ainsi

on obtient :

P(k,k)
x (X t > 0) = 1

2

(
1−erf

(
− x

p
ke−kt

p
1−e−2kt

))
.

Nous donnons maintenant son expression dans le cas d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck os-

cillant.

L’obtention de l’expression de la probabilité repose sur l’inversion de la transformée de Laplace

de la probabilité. L’expression de cette transformée est tout d’abord donnée et démontrée via le

lemme suivant.

Lemme 4.10. Soit V λ la transformée de Laplace de la probabilité que le processus soit positif en un

temps donné. Pour x ∈R,

V λ(x) :=
∫ ∞

0
e−λtP

(k−,k+)
x (X t > 0)dt = E(k−,k+)

x

[∫ ∞

0
e−λt1X t>0dt

]
.

On a alors

∀x ∈R−,V λ(x) =
√

k−D− λ
k+ −1(0)

λ

(√
k−D− λ

k+ −1(0)D− λ
k−

(0)+
√

k+D− λ
k− −1(0)D− λ

k+
(0)

)D− λ
k−

(
−x

√
2k−

)
e

x2k−
2 ,
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∀x ∈R∗
+,V λ(x) = 1

λ
−

√
k+D− λ

k− −1(0)

λ

(√
k−D− λ

k+ −1(0)D− λ
k−

(0)+
√

k+D− λ
k− −1(0)D− λ

k+
(0)

)D− λ
k+

(
x
√

2k+
)

e
x2k+

2 .

Démonstration. On pose kmin = min(k−,k+) et kmax = max(k−,k+).

Pour x ∈R, on définit

G(x) =


G(0)

D− λ
kmax

(
−x

√
2kmax

)
D− λ

kmax
(0)

e
x2kmax

2 si x 6 0,

1

λ
+

(
G(0)− 1

λ

) D− λ
kmin

(
x
√

2kmin

)
D− λ

kmin

(0)
e

x2kmin
2 si x > 0,

où G(0) = 1

λ

g (λ,kmin)

g (λ,kmax)+ g (λ,kmin)
avec g : (λ,k) 7→ 1p

k

D−λ/k−1(0)

D−λ/k (0)
> 0 via (3.28) et (3.22). Ainsi,

06G(0)6
1

λ
. (4.9)

On calcule la dérivée de G . Pour x ∈R, on a, en utilisant (3.25),

G ′(x) =



p
2G(0)λ√

kmaxD− λ
kmax

(0)
e

x2kmax
2 D− λ

kmax
−1

(
−x

√
2kmax

)
si x 6 0,

−
p

2λ√
kminD− λ

kmin

(0)

(
G(0)− 1

λ

)
D− λ

kmin
−1

(
x
√

2kmin

)
e

x2kmin
2 si x > 0.

Comme Dν est positive sur R+ lorsque ν< 0, on a, par (4.9),

∀x ∈R, G ′(x)> 0. (4.10)

On montre également que la fonction G vérifie les équations différentielles suivantes :


−1

2
G ′′(x)+kmaxxG ′(x)+λG(x) = 0 si x 6 0,

−1

2
G ′′(x)+kminxG ′(x)+λG(x)−1 = 0 si x > 0.

(4.11)

On montre maintenant que la fonction G est solution d’un problème de contrôle en utilisant la

même démarche que dans la preuve de la Proposition 2.1 de [ABSJ17].

On note (Ft )t>0 la filtration naturelle engendrée par le mouvement brownien (Wt )t>0. Soit A

l’ensemble des processus progressivement (Ft )-mesurables à valeurs dans [kmin,kmax].
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Pour x ∈R, α ∈A , on s’intéresse au processus
(
Xα,x

t

)
t>0 solution de


dXα,x

t =−αt Xα,x
t dt +dWt , t > 0

Xα,x
0 = x.

(4.12)

Pour tout contrôle α ∈A , λ ∈R∗
+, x ∈R, on considère la fonction de gain

J (x,α;λ) :=
∫ +∞

0
e−λtP

(
Xα,x

t > 0
)

dt = E
[∫ +∞

0
e−λt1X α,x

t >0dt

]
.

On définit alors la fonction valeur associée V λ
∗ :

V λ
∗ (x) := sup

α∈A
J (x,α;λ).

On montre que V λ
∗ (x) =G(x).

La fonction V λ
∗ est solution de l’équation Hamilton–Jacobi–Bellman du problème de contrôle :

λV λ
∗ (x)− sup

k∈[kmin,kmax]

[
−kxV λ

∗
′
(x)+ 1

2
V λ
∗
′′

(x)+1R∗+(x)

]
= 0.

C’est-à-dire :

− 1

2
V λ
∗
′′

(x)− sup
k∈[kmin,kmax]

[
−kxV λ

∗
′
(x)

]
+λV λ

∗ (x)−1R∗+(x) = 0. (4.13)

La fonction G est solution de (4.13) par (4.11) et (4.10).

Soit x ∈R et t ∈R∗
+. Soitα ∈A un contrôle arbitraire et

(
Xα,x

t

)
t>0 le processus associé à ce contrôle

et donc solution de (4.12) .

Comme la dérivée de G est une fonction absolument continue 2, on peut appliquer la formule d’Itô

(Problème 7.3 de la Section 3.7 de [KS91]) :

e−λtG
(
Xα,x

t

)=G(x)+
∫ t

0
e−λs

(
−λG

(
Xα,x

s

)+ 1

2
G ′′ (Xα,x

s

))
ds +

∫ t

0
e−λsG ′ (Xα,x

s

)
dXα,x

s

=G(x)+
∫ t

0
e−λs

(
−λG

(
Xα,x

s

)−αs Xα,x
s G ′ (Xα,x

s

)+ 1

2
G ′′ (Xα,x

s

))
ds

+
∫ t

0
e−λsG ′ (Xα,x

s

)
dWs .

Or,

−αs Xα,x
s G ′ (Xα,x

s

)
6 sup

k∈[kmin,kmax]

[−αs Xα,x
s G ′ (Xα,x

s

)]
.

2. La fonction G ′ admet une dérivée notée G ′′ en presque tout point et la fonction G ′′ est intégrable.
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Donc

−λG
(
Xα,x

s

)−αs Xα,x
s G ′ (Xα,x

s

)+ 1

2
G ′′ (Xα,x

s

)
6−1R∗+

(
Xα,x

s

)
.

On passe à l’espérance dans l’écriture de la formule d’Itô, en localisant la partie martingale si né-

cessaire , et on obtient

E
[

e−λtG
(
Xα,x

t

)]
6G(x)−

∫ t

0
e−λsP

(
Xα,x

s > 0
)

ds.

Il reste à passer à la limite lorsque t →+∞. Le terme de gauche tend vers 0 par convergence do-

minée (la fonction |G| est bornée par
1

λ
). Le terme de droite converge par convergence monotone

et on obtient finalement G(x)> J (x,α;λ)>V λ
∗ (x).

En choisissant la stratégie α= η définie par

η(x) =


kmax si x 6 0,

kmin si x > 0,

on obtient exactement

E
[

e−λtG
(
Xα,x

t

)]=G(x)−
∫ t

0
e−λsP

(
Xα,x

s > 0
)

ds.

et donc G(x) = J (x,η;λ)6V λ
∗ (x) .

Ainsi, lorsque kmin = k+ et kmax = k−, on a V λ(x) = J (x,η;λ) =G(x) et donc le lemme est montré.

Lorsque kmin = k− et kmax = k+, on refait le même raisonnement sur le problème de contrôle

J̃ (x,α;λ) :=
∫ +∞

0
e−λtP

(
Xα,x

t 6 0
)

dt = E
[∫ +∞

0
e−λt1X α,x

t 60dt

]
.

et en prenant la fonction

G̃(x) :=



1

λ
+

(
G(0)− 1

λ

) D− λ
kmin

(
x
√

2kmin

)
D− λ

kmin

(0)
e

x2kmin
2 si x 6 0,

G(0)
D− λ

kmax

(
−x

√
2kmax

)
D− λ

kmax
(0)

e
x2kmax

2 si x > 0.
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On montre alors que la stratégie optimale est

η̃(x) =


kmin si x 6 0,

kmax si x > 0,

et on obtient exactement G̃(x) = J̃ (x, η̃;λ).

Ainsi,

∫ +∞

0
e−λtP

(
Xα,x

t > 0
)

dt = 1

λ

∫ +∞

0
e−λtP

(
Xα,x

t 6 0
)

dt

= 1

λ
−G̃(x).

En remplaçant avec l’expression de G̃ , on retrouve le résultat du lemme lorsque kmin = k+ et

kmax = k−. �

Remarque 4.11. On pourrait également montrer le résultat en utilisant la transformée de Laplace

du temps d’atteinte étudiée en Section 4.3.2 ainsi que la propriété de Markov mais il faudrait justifier

le caractère C 1 de V λ pour obtenir le résultat ce qui n’est pas évident.

L’expression de la probabilité que le processus soit positif en un temps t > 0 est donnée dans la

proposition suivante.

Proposition 4.12. Pour tout t > 0, on a

∀x ∈R−,P(k−,k+)
x (X t > 0) =

√
k−√

k−+
√

k+
+

√
k−e

x2k−
2

∞∑
j=1

D
− λ j

k+ −1
(0)

λ j∂λΨk−,k+ (λ j )
D

− λ j
k−

(
−x

√
2k−

)
eλ j t ,

∀x ∈R∗
+,P(k−,k+)

x (X t > 0) =
√

k−√
k−+

√
k+

−
√

k+e
x2k+

2

∞∑
j=1

D
− λ j

k− −1
(0)

λ j∂λΨk−,k+ (λ j )
D

− λ j
k+

(
x
√

2k+
)

eλ j t ,

où Ψk−,k+ : λ 7→
√

k−D− λ
k+ −1(0)D− λ

k−
(0)+

√
k+D− λ

k− −1(0)D− λ
k+

(0) et (λ j ) j>1 est la suite des racines

négatives ordonnées deΨk−,k+ .

Remarque 4.13. Les zéros (λ j ) j>1 de Ψk−,k+ sont forcément négatifs. En effet, supposons par l’ab-

surde qu’il existe une racine λ0 > 0. Or, pour tout λ0 > 0,Ψk−,k+(λ0) > 0 par le lien entre les fonctions

paraboliques cylindriques et les fonctions de Hermite ainsi que l’expression (3.22), ce qui est absurde.

Démonstration. On traite le cas x ∈R− (le cas x ∈R∗
+ se traite de manière similaire).

On inverse la transformée de Laplace pour obtenir la probabilité.
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Soit t ∈R∗
+. On a

P
(k−,k+)
x (X t > 0) = Res

(
eλt V λ(x)

)
λ=0

+
∞∑

j=1
Res

(
eλt V λ(x)

)
λ=λ j

. (4.14)

En effet, les pôles de la fonction λ 7→ eλt V λ(x) sont 0 et la suite (λ j ) j>1.

Or, on a

Res

D− λ
k+ −1(0)D− λ

k−

(
−x

√
2k−

)
λΨk−,k+(λ)


∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

= e−
x2k−

2√
k−+

√
k+

et

Res

D− λ
k+ −1(0)D− λ

k−

(
−x

√
2k−

)
λΨk−,k+(λ)


∣∣∣∣∣∣∣
λ=λ j

=
D− λ j

k+ −1
(0)D− λ j

k−

(
−x

√
2k−

)
λ j∂λΨk−,k+(λ j )

.

On trouve finalement

P
(k−,k+)
x (X t > 0) =

√
k−√

k−+
√

k+
+

√
k−e

x2k−
2

∞∑
j=1

D− λ j
k+ −1

(0)

λ j∂λΨk−,k+(λ j )
D− λ j

k−

(
−x

√
2k−

)
eλ j t .

�

Nous illustrons numériquement la formule obtenue.

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

t

P
(k

−,
k
+)

x
(X

t
>

0 )

k− = 1.2,k+ = 2.4

x =−3.5
x =−2
x = 1
x = 2.8√

k−√
k++

√
k−

FIGURE 4.1 – Probabilité que le processus soit positif pour un temps donné t ∈ [1,6] et pour différentes
valeurs de x. Comparaison avec la probabilité stationnaire. Les simulations ont été faites en sommant sur
les 100 premières racines.
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Corollaire 4.14. Si k− = k+ = k, comme ∂νD2 j+1(0) =− j !(−2) j
√
π

2
, on en déduit le résultat suivant,

pour tout x ∈R et tout t ∈R∗
+,

erf

(
− x

p
ke−kt

p
1−e−2kt

)
= e

kx2

2

√
2

π

∞∑
j=0

D2 j+1

(
−x

p
2k

)
e−k(2 j+1)t

j !(2 j +1)(−2) j
.

4.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre proposait d’étudier le processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant, c’est-à-dire lorsque

le coefficient de drift est constant par morceaux selon le signe du processus. Nous avons obtenu

la transformée de Laplace du temps d’atteinte puis la probabilité que ce processus soit positif en

un temps donné. Un prolongement de l’étude serait de calculer la densité du temps d’atteinte par

inversion de la transformée de Laplace ou par une méthode spectrale.

Nous nous sommes placés dans ce chapitre sous l’hypothèse où le coefficient de diffusion est

constant. Une autre perspective serait de considérer le cas où ce coefficient est différent selon le

signe du processus. Nous pourrions également considérer le cas où le changement de coefficients

a lieu ailleurs qu’en 0. Il pourrait aussi être intéressant de regarder le temps que passe le processus

au dessus d’un seuil (0 ici).

Dans le Chapitre 2, nous avons estimé les paramètres du processus à coefficients constants à partir

d’observations du supremum. Il serait ici naturel de regarder comment estimer les paramètres du

processus d’Ornstein-Uhlenbeck oscillant. Dans un premier temps, il serait raisonnable de sup-

poser avoir des observations de ce processus. Ce type d’estimation a été proposée pour le mou-

vement brownien géométrique oscillant dans [LP18]. Nous pourrions également envisager une

méthode par maximum de vraisemblance comme proposé dans [LP17]. Il faudrait commencer

par fixer l’un de nos paramètres comme constant pour voir si une estimation est possible. Dans

un second temps, nous pourrions envisager une estimation des paramètres du processus à partir

d’observation de suprema journaliers comme exposé dans le Chapitre 2.

Enfin, une dernière piste serait de regarder le comportement de ce processus lorsque le processus

d’Ornstein-Uhlenbeck n’est plus dirigé par un mouvement brownien mais par un processus de

Lévy.

En Section 4.3, nous avons étudié la loi du temps d’atteinte d’une barrière constante horizontale.

Lorsque la barrière est une courbe continue, des résultats d’un point de vue numérique ont été

obtenus dans [HT16]. Les auteurs de cet article proposent un algorithme permettant de simuler

le premier temps de passage en utilisant une méthode itérative efficace. Une perspective serait

de regarder si les méthodes utilisées dans cet article sont adaptables pour le processus considéré
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dans ce chapitre, oscillant, afin d’obtenir une technique de simulation efficace du premier temps

d’atteinte d’une barrière non constante.
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Processus d'Ornstein-Uhlenbeck et son supremum :
quelques résultats théoriques et application au risque cli-
matique

Résumé :

Prévoir et estimer le risque de canicule est un enjeu politique majeur. Évaluer la probabilité d'apparition des
canicules et leurs sévérités serait possible en connaissant la température en temps continu. Cependant, les ex-
trêmes journaliers (maxima et minima) sont parfois les seules données disponibles. Pour modéliser la dynamique
des températures, il est courant d'utiliser un processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Une estimation des paramètres de
ce processus n'utilisant que les suprema journaliers observés est proposée. Cette nouvelle approche se base sur une
minimisation des moindres carrés faisant intervenir la fonction de répartition du supremum. Les mesures de risque
liées aux canicules sont ensuite obtenues numériquement. Pour exprimer explicitement ces mesures de risque, il
peut être utile d'avoir la loi jointe du processus d'Ornstein-Uhlenbeck et de son supremum. L'étude se limite tout
d'abord à la fonction de répartition / densité jointe du point �nal du processus et de son supremum. Cette proba-
bilité admet une densité, solution de l'équation de Fokker-Planck, obtenue explicitement et utilisant les fonctions
spéciales paraboliques cylindriques. La preuve de l'expression de la densité repose sur une décomposition sur une
base hilbertienne de l'espace via une méthode spectrale. On étudie également le processus d'Ornstein-Uhlenbeck
oscillant, dont le paramètre de drift est constant par morceaux selon le signe du processus. La transformée de
Laplace du temps d'atteinte de ce processus est déterminée et la probabilité que le processus soit positif en un
temps donné est calculée.

Mots clefs : processus d'Ornstein-Uhlenbeck, loi du supremum, estimation de paramètres, risque

canicule, loi jointe, équation de Fokker-Planck, processus d'Ornstein-Uhlenbeck oscillant, temps

d'atteinte.

Ornstein-Uhlenbeck process and its supremum : theorical results
and application to the climatic risk
Abstract :

Forecasting and assessing the risk of heat waves is a crucial public policy stake. Evaluate the probability of
heat waves and their severity can be possible by knowing the temperature in continuous time. However, daily
extremes (maxima and minima) might be the only available data. The Ornstein-Uhlenbeck process is commonly
used to model temperature dynamic. An estimation of the process parameters using only daily observed suprema
of temperatures is proposed here. This new approach is based on a least square minimization using the cumulative
distribution function of the supremum. Risk measures related to heat waves are then obtained numerically. In
order to calculate explicitly those risk measures, it can be useful to have the joint law of the Ornstein-Uhlenbeck
process and its supremum. The study is �rst limited to the joint density / distribution of the endpoint and
supremum of the Ornstein-Uhlenbeck process. This probability admits a density, solution of the Fokker-Planck
equation and explicitly obtained as an expansion involving parabolic cylinder functions. The proof of the density
expression relies on a decomposition on a Hilbert basis of the space via a spectral method. We also study the
oscillating Ornstein-Uhlenbeck process, which drift parameter is piecewise constant depending on the sign of the
process. The Laplace transform of this process hitting time is determined and we also calculate the probability
for the process to be positive on a �xed time.

Keywords: Ornstein-Uhlenbeck process, supremum law, parameter estimation, heat wave risk as-

sessment, joint law, Fokker-Planck equation, oscillating Ornstein-Uhlenbeck process, hitting time.
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