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Introduction Générale

Les résonateurs à quartz à ondes acoustiques de volume dits BAW (de l’anglais - Bulk Acous-
tics Wave) sont largement utilisés dans l’industrie et la recherche pour de nombreuses applications.
Ce sont des dispositifs clés de références de fréquence locales intégrés dans des systèmes tels que les
montres, les synthétiseurs, les compteurs de fréquence, les systèmes GPS, les horloges atomiques,
etc. Ces résonateurs sont pour la plupart réalisés à partir d’une coupe SC (de l’anglais - Stress-
Compensated) d’un cristal de quartz. En effet, possèdant un point d’inversion sur sa caractéristique
fréquence-température aux alentours de 80◦C, la coupe SC est la plus utilisée dans les applica-
tions temps-fréquence et est définie comme une coupe métrologique à température ambiante. Bien
que l’on compte trois modes de vibration d’épaisseur A, B et C dans un résonateur à quartz, à
température ambiante, on exploite en général le partiel 3 du mode de vibration de cisaillement
d’épaisseur C représentant le mode caractérisé par les meilleurs coefficients de qualité, de l’ordre
du million pour des résonateurs fonctionnant typiquement à 10 MHz. Les meilleures sources de fré-
quence basées sur l’utilisation de résonateurs à quartz peuvent présenter des fluctuations relatives
de fréquence inférieures à 1.10−13 à quelques secondes, à température ambiante. Bien qu’aucune
amélioration significative en terme de stabilité de fréquence n’ait été observée (sinon en rendement)
depuis quelques décennies sur des cavités acoustiques fonctionnant à température ambiante, des
progrès peuvent être attendus en les faisant fonctionner à température cryogénique. Ainsi, depuis
plusieurs années, une étude sur le comportement des résonateurs en quartz à ondes acoustiques de
volume à énergie piégée à température cryogénique inférieure à 20 K est menée au département
Temps-Fréquence de l’institut FEMTO-ST. Cette étude à permis de mettre en lumière que le mode
de vibration d’extension-compression A de cavités acoustiques en quartz plan-convexe peut présen-
ter des facteurs de qualité très élevés, supérieurs au milliard pour les meilleurs cavités sur des rangs
de partiel élevés (i.e. à des fréquences supérieures à 50 MHz) [1], [2]. À l’inverse du comportement
se manifestant à température ambiante, les modes B et C présentent, à température cryogénique,
des coefficients de qualité de quelques dizaines de million "seulement". De telles performances sur
le mode A font de ces résonateurs à quartz de bons candidats pour la conception d’horloges ultras-
tables à température cryogénique, similaires aux oscillateurs cryogéniques à base de résonateurs
diélectriques à modes de galerie en saphyr qui présentent d’excellentes performances de stabilité de
l’ordre de 1.10−15 pour des temps d’intégration de 1 s à 10000 s [3].

Cependant, comme il a été démontré dans des travaux antérieurs [4], le développement d’une
telle source de fréquence basée sur l’utilisation d’un résonateur à quartz nécessite la maîtrise de
certains paramètres environnementaux comme la température ou les vibrations en particulier, pour
un tel résonateur acoustique. De plus, bien que les coefficients de température des résonateurs BAW
à quartz soient plus bas à température cryogénique qu’à température ambiante, la sensibilité relative
de fréquence reste proche de 10−9/K (pour le mode A) [5]. Ainsi, une des étapes primordiales à la
conception d’une horloge ultrastable est associée à la recherche d’une coupe de quartz compensée sur
le mode A à température cryogénique permettant d’améliorer cette sensibilité relative de fréquence.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

D’un point de vue pratique, la réalisation d’une telle source est complexe si on se base sur
une excitation piézoélectrique classique habituellement utilisée pour mettre en vibration les modes
des cavités acoustiques en quartz. En effet, les fluctuations de températures agissant sur les câbles
reliant la cavité à température cryognénique aux instruments de mesure placés à température am-
biante s’impose comme une contrainte et complexifie l’asservissement d’un tel système. Ainsi, une
étude préliminaire sur l’utilisation d’une excitation optomécanique basée sur la mise en oeuvre
de la pression de radiation d’un laser a été amorcée dans cette thèse. Une excitation par pres-
sion de radiation (assimilable à une pression mécanique) repose sur un principe de transfert de
l’énergie des photons (contenus dans la lumière laser) à la matière avec laquelle ils interagissent.
Ainsi, un déplacement peut être engendré à condition de multiplier le nombre d’interactions entre
la lumière et la matière, la pression de radiation possédant un effet infime sur cette dernière. Cette
multiplication des interactions lumière/matière peut être réalisée par l’intermédaire d’une cavité
optique permettant à la lumière de rester confiner en son sein et d’effectuer ainsi un certain nombre
d’aller-retour sur les miroirs de la cavité avant d’en ressortir. Dans sa version la plus "classique",
un résonateur à quartz métallisé peut faire office de cavité optique où les électrodes habituellement
utilisées pour l’excitation piézoélectrique font office de miroirs. Cette étude optomécanique appli-
quée à des cavités acoustiques en quartz ouvre également la voie à l’exploration d’autres matériaux
non-piézoélectriques possédant de très faibles pertes mécaniques. De plus, un tel objet optomé-
canique fonctionnant à basse température rejoint le champ d’étude d’autres équipes de recherche
travaillant sur l’optomécanique quantique ou les systèmes hybrides quantiques (LKB, UWA) avec
lesquelles des collaborations sont en cours.

La thématique de cette thèse étant nouvelle au sein du département Temps-Fréquence, l’abou-
tissement de la réalisation d’une source de fréquence ultrastable basée sur une excitation optomé-
canique nécessitera encore plusieurs années de travail avant de voir le jour et alimentera encore
certainement le contenu de plusieurs thèses à venir.

Les travaux présentés dans cette thèse sont sectionnés en quatre parties et six chapitres dont
une présentation de chaque chapitre est donnée ci-dessous.

Chapitre 1
Ce premier chapitre a pour objectif d’introduire des généralités sur les résonateurs BAW et

les oscillateurs construits autour de ces résonateurs. On commencera par introduire les grandeurs
caractéristiques des résonateurs en passant par des analogies électroniques permettant de modéliser
leur comportement. On introduira alors les notions de facteur de qualité, de temps de relaxation
ou encore d’atténuation acoustique. On s’attachera par la suite à décrire le comportement d’un
oscillateur par le biais de deux approches différentes (dipolaire et quadripolaire) qui permettront
d’introduire le concept de bruit de phase par l’intermédiaire du modèle de Leeson. Un balayage
succint des différents types de montages utilisés pour les cavités acoustiques en quartz sera abordé à
la suite duquel on présentera le procédé de fabrication des résonateurs à quartz. Enfin, on reviendra
sur les performances des cavités acoustiques en quartz à températue ambiante qui nous permettront
de faire un lien avec le chapitre suivant.
Chapitre 2

Le deuxième chapitre sera consacré à l’état de l’art des résonateurs acoustiques BAW à
température cryogénique. Ainsi, on introduira les différents mécanismes dissipatifs intervenant dans
les cavités acoustiques en quartz. Ces mécanismes seront qualifiés en fonction de la température
à laquelle ils se manifestent en se basant sur les résultats expérimentaux issus de [6] et [7]. Par
le biais de cette approche, on définira les régimes d’Akheiser et de Landau-Rumer à considérer
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en fonction de la température, régissant le comportement du facteur de qualité en fonction de la
fréquence. On s’attachera ensuite à introduire les limitations environnementales de la température
et des vibrations en se basant sur les mesures de bruit d’un résonateur acoustique à température
cryogénique issues des travaux de Goryachev et al. [4], pouvant constituer un frein à la réalisation
d’une source de fréquence ultrastable cryogénique. Une estimation quantitative des performances
théoriques d’une source de fréquence ultrastable cryogénique attendues en terme de stabilité sera
donnée en se basant sur les travaux de Gagnepain [8]. Enfin, un passage en revue non-exaustif des
matériaux à très faibles pertes mécaniques pouvant remplacer le quartz sera donné.

Chapitre 3

Dans ce troisième chapitre, on présentera la structure cristalline du quartz définissant ainsi
sa structure interne. On abordera l’effet piézoélectrique, le moyen d’excitation le plus couramment
utilisé pour mettre en vibration les modes d’une cavité acoustique en quartz. Le quartz étant
un matériau anisotrope, on définira les orientations des coupes usuelles de ce cristal servant à la
réalisation de cavités acoustiques dont les propriétés dépendent des ces orientations. On introduira
alors les conventions IEEE standards définissant les angles de coupes ϕ et θ permettant de qualifier
les coupes à simple et double rotation. Enfin, on abordera le formalisme de rotation des tenseurs
des propriétés physiques du quartz, permettant de définir ses propriétés dans le repère d’une coupe
de quartz d’orientation quelconque.

Chapitre 4

Ce quatrième chapitre sera consacré en partie à l’étude du formalisme théorique régissant
la propagation d’une onde plane dans une cavité cryogénique en quartz. Lors de cette étude, on
s’attachera à mettre en pratique la rotation des tenseurs des propriétés physiques abordée dans
le chapitre 3 dans le calul des fréquences propres d’une plaque plane infinie piézoélectrique qui
nous servira de base théorique pour introduire le concept de piégeage de l’énergie vibratoire dans
un résonateur à quartz. On abordera alors de manière calculatoire la détermination des fréquences
propres d’une lame de quartz à faces parallèles et de dimensions infinies où le piégeage s’effectue par
la simple présence des électrodes. On étendra alors le concept de piégeage à une cavité acoustique de
géométrie plan-convexe en se basant sur le développement asymptotique de Stevens-Tiersten [9] qui
permettra de définir les fréquences propres, la répartition spatiale ainsi que la masse effective des
modes d’une cavité acoustique en quartz possédant une telle géométrie. Enfin, on s’intéressera à la
description détaillée des effets fréquence-température intervenant dans un résonateur à quartz. On
présentera la détermination expérimentale des coefficients de température des constantes élastiques
du quartz à température cryogénique dans la plage de température [4K-15K], qui n’étaient pas
fournis dans la littérature jusqu’à présent et qui sont nécessaires à la détermination de la coupe
compensée. On finira par expliciter l’étude expérimentale qui a été réalisée pour identifier une coupe
de quartz compensée à température cryogénique.

Chapitre 5

Ce cinquième chapitre porte sur la "preuve de concept" de l’utilisation d’une cavité acoutique
en quartz métallisée en tant que cavité optique. On effectuera dans un premier temps un rappel
sur les paramètres caractérisant les faisceaux Gaussiens. On appliquera ensuite ces paramètres à la
description des cavités Fabry-Perot de manière générale. On s’attachera dans un second temps à
introduire le formalisme théorique appliquée aux cavités à miroirs diélectriques afin de pouvoir le
comparer à celui des cavités à miroirs métalliques qui sera introduit par la suite. On verra que le
comportement de ces deux types de cavités présente des différences vis-à-vis des intensités réfléchie
et transmise. On poursuivra par une discussion sur le choix du matériau métallique le plus favorable
à la réalisation d’une cavité optique à miroirs métalliques puis on décrira les cavités acoustiques en
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quartz utilisées expérimentalement en donnant des valeurs théoriques quant à leurs performances
en fonction de l’épaisseur du dépôt de la couche métallique et en introduisant le phénomène de
biréfringence du quartz. D’un point de vue expérimental, on décrira le banc optique mis en place
pour l’étude de ces cavités optiques puis on donnera la démarche ayant permis de valider ce banc
avec une cavité test. Les résultats expérimentaux quant à la détermination des axes neutres d’une
coupe SC d’un cristal de quartz dus à sa biréfringence et la caractérisation des modes optiques
dans trois cavités possédant des épaisseurs de miroirs différentes seront alors introduits. Enfin, on
introduira une approche théorique de la méthode d’asservissement des modes optiques (PDH -
acronyme de Pound-Drever-Hall) appliquée à une cavité optique à miroirs métalliques.
Chapitre 6

Ce sixième et dernier chapitre portera sur une introduction au couplage optomécanique basé
sur l’utilisation des cavités optiques à miroirs métalliques présentées dans le chapitre précédent.
Le développement expérimental des ces cavités optiques n’étant pas achevé à l’heure actuelle, on
s’attachera à fournir dans ce chapitre, une description du formalisme théorique régissant le compor-
tement d’une telle cavité optomécanique. On abordera ainsi dans un premier temps des généralités
sur le couplage optomécanique. On poursivra par les paramètres optomécaniques propres à nos
cavités tels que la variation de phase due au déplacement des miroirs, le déplacement minimum
mesurable et le déplacement des modes optiques dû à la pression de radiation dont on calculera
l’amplitude en se basant sur l’approche asymptotique présentée dans le chapitre 4. En se basant
sur ces formalismes théoriques, on abordera une étude d’optimisation de l’épaisseur des miroirs
métalliques permettant de fournir le déplacement maximum. Pour finir, on présentera les perspec-
tives de montage du banc optomécanique envisagé à l’heure actuelle ainsi que celles d’une première
expérimentation sous vide à température ambiante.
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Chapitre 1

Généralités

Afin de rendre explicite les travaux présentés dans les chapitres suivants, ce premier cha-
pitre a pour objectif d’introduire des rappels concernant les résonateurs à ondes de volume BAW
(de l’anglais - Bulk Acoustic Wave) et les oscillateurs de manière générale. On s’attachera dans
un premier temps à la définition des grandeurs physiques (coefficient de qualité, amortissement,
temps de relaxation) et du phénomène de résonance régissant un résonateur par le biais d’analogies
électroniques pouvant modéliser de manière pertinente le comportement d’un tel système. Ces réso-
nateurs étant destinés à être implantés dans une boucle d’excitation qui constitue un oscillateur, on
abordera la définition des conditions d’oscillation et des bruits de fréquence et de phase associés à
ce système. Un rappel succint des différents types de montage des résonateurs à quartz ainsi que du
procédé de fabrication d’un tel résonateur est également donné. Pour finir, afin de poser le contexte
d’étude, on introduit les résonateurs BAW à température ambiante en décrivant les différents modes
de vibration pouvant être établis en leur sein avec une quantification des performances des coupes
métrologiques habituellement utilisées dans la conception et la réalisation de résonateurs à quartz.

1.1 Résonateurs BAW et Oscillateurs

1.1.1 Modélisation électrique d’un résonateur

Schéma électrique équivalent du résonateur

Le résonateur à quartz, cavité acoustique piézoélectrique, est un dipôle qui peut être modélisé
par le circuit électrique équivalent représenté sur la figure 1.1.

Figure 1.1 – Circuit électrique équivalent d’un résonateur à quartz.

La capacité C0 représente la capacité statique (parasite) entre les deux électrodes qui per-
mettent d’appliquer ou de lire le champ électrique associé à une déformation mécanique (piézoélec-
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tricité). Les éléments R, L et C (dont on retrouvera les relations en fonction des paramètres du
quartz dans [10]) représentent des équivalents électriques au phénomène de résonance mécanique.
La branche R,L,C est donc la branche motionnelle. Chaque élement équivalent de cette branche
électrique peut être relié à un élement mécanique. L’inductance L est assimilable à l’inertie du
système, la résistance R aux pertes viscoélastiques et la capacité C à la raideur.

Le fonctionnement d’un tel système, en oscillation libre, est régi par l’équation différentielle
du second ordre 1

d2x(t)
dt2

+ η
dx(t)
dt

+ ω2
0x(t) = 0 (1.1)

où x(t) est un paramètre physique, η est le coefficient d’amortissement et ω0 = 2πf0 est
la pulsation de résonance (pour un système à faible pertes) considérée avec f0 la fréquence de
résonance.

L’expression de l’amortissement η peut s’écrire sous plusieurs formes liées aux différentes
grandeurs caractérisant les pertes du système tels que

η = ω0
Q

η = 1
τ

(1.2)

où Q et τ représentent respectivement :

• Le facteur de qualité Q (ou coefficient de qualité) est un paramètre sans unité qui représente le
taux d’amortissement d’un résonateur ou d’un oscillateur (résonateur intégré dans sa boucle
d’entretien). Le facteur de qualité intrinsèque d’un résonateur est défini par

Q = 2π Énergie emmagasinée
Énergie dissipée par cycle d’oscillation

(1.3)

En pratique, le coefficient de qualité peut se mesurer par le biais du rapport

Q = f0
∆f (1.4)

où f0 est la fréquence centrale de la résonance et ∆f la bande passante à −3dB (cf. fig. 1.2).
Plus le facteur de qualité est élevé, plus la bande passante est étroite. Les pertes du système
sont définies par l’inverse du coefficient de qualité 1/Q.

• Le temps de relaxation τ (ou temps de cohérence) est défini par

τ = Q

ω0
(1.5)

1. Cette équation est valable en réalité pour n’importe quel type de résonateur optique, électrique, acoustique,
etc.
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1.1. RÉSONATEURS BAW ET OSCILLATEURS

À noter que, pour une onde acoustique se propageant dans un solide, le coefficient d’absorption
du son α(ω) caractérisant la variation de l’amplitude de l’onde avec la distance de propagation est
défini par

α(ω) = 1
2
Énergie moyenne dissipée
Flux d’énergie dans l’onde (1.6)

On a alors [11] :

Q = ω

2α(ω)Va
(1.7)

où Va est la vitesse de groupe de l’onde.

Caractérisation de la résonance

Les fréquences de résonance de la branche motionnelle du circuit équivalent donné figure 1.1
peuvent se déterminer par le biais de l’impédance qui s’écrit pour un tel circuit telle que

Z = R+ j

(
Lω − 1

Cω

)
= R [1 + jX] (1.8)

avec argZ = arctanX et

X = Q
(
ω
ω0
− ω0

ω

)

X ≈ Q
(
1 + ∆ω

ω0
−
(
1− ∆ω

ω0

))
si ∆ω

ω0
� 1

X ≈ 2Q∆ω
ω0

(1.9)

où Q = 1
RCω0

est le facteur de qualité, ω0 = 1√
LC

est la pulsation de résonance série associée à la
branche motionnelle RLC, ω = 2πf est la fréquence angulaire et près de la résonance ω = ω0 +∆ω.

L’impédance peut alors s’écrire

Z(ω = ω0) = R0

Z(ω = ω0 + ∆ω) ≈ R
[
1 + j2Q∆ω

ω0

] (1.10)

Ce qui signifie que la pente phase-pulsation est argZ = arctanX ≈ X ≈ 2Q∆ω
ω0

.
Les deux fréquences de coupure autour de la résonance peuvent se déterminer en posant

X = ±1 dans l’équation (1.9). Elles sont données par

ωL ≈ ω0
[
1− 1

2Q

]

ωH ≈ ω0
[
1 + 1

2Q

] (1.11)

La bande passante s’écrit
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

2πBW = ωH − ωL = ω0
Q

(1.12)

Cependant, proche de la résonance, la capacité parasite C0 modifie légérement la fréquence de
résonance série fs du dipôle constitué de la branche motionnelle en parallèle avec C0 et induit une
autre résonance appelée résonance parallèle (ou antirésonance) qui lie la branche RLC en parallèle
avec C0. Ces deux résonances sont données par les relations suivantes

fs ≈ f0
√

1 + R2C0
L

fp ≈ f0
√

1 + C
C0
− R2(C0+C)

L

(1.13)

Expérimentalement, il est plus commode de déterminer la fréquence de résonance par le biais
de l’admittance qui est définie par

Y = YC0 + YRLC = G+ jB (1.14)

où G et B sont respectivement la partie réelle et imaginaire de l’admittance et sont définies par

G = 1
R

1
1+X2

B = C0ω − X
R

1
1+X2 = C0ω −GX

(1.15)

Le module |Y | et la partie réelle G de l’admittance sont représentées sur la figure 1.2.

Figure 1.2 – Allures de la réponse électrique en admittance d’un résonateur.

Une réprésentation usuelle de l’admittance se fait par l’intermédiaire du cercle d’admittance
présenté sur la figure 1.3 où l’axe des abscisses représente la partie réelle et l’axe des ordonnées la
partie imaginaire.

1.1.2 L’oscillateur

Un résonateur seul étant un système oscillant amorti, pour obtenir une réponse sinusoïdale
périodique, il faut inclure ce dernier dans un circuit électronique appelé oscillateur. Concrétement,
l’utilisation d’un oscillateur revient à compenser les pertes η induites par la résistance R. À la
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Figure 1.3 – Exemple expérimental du cercle d’admittance d’un résonateur à ondes acoustiques
de volume métallisé.

résonance, si l’oscillateur est conçu de manière adéquate, seule la branche motionnelle RLC inter-
vient et la capacité parasite C0 peut être négligée. Les deux approches (dipolaire ou quadripolaire)
pouvant être utilisées pour décrire le fonctionnement d’un oscillateur sont abordées ci-dessous.

Approche dipolaire

En considérant une approche dipolaire, un oscillateur peut se modéliser par le circuit de la
figure 1.4 où la résistance RA est une résistance négative qui compense l’amortissement telle que
RA = −R.

Figure 1.4 – Circuit dipolaire d’un résonateur BAW.

L’équation différentielle 1.2 exprimée en fonction du courant se réécrit

d2i

dt2
+ 1
L

(R+RA)di
dt

+ ω2
0i = 0 (1.16)

où ω2
0 = 1

LC .

19



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Approche quadripolaire

En se plaçant maintenant dans le cadre d’une approche quadripolaire, la résistance négative
RA est en réalité réalisée par un amplificateur. Dans ce cas, l’oscillateur peut être modélisé comme
sur la figure 1.5.

Figure 1.5 – Circuit quadripolaire d’un résonateur BAW.

Si l’on note A(ω) la fonction de transfert de l’amplificateur, B(ω) celle du résonateur (cf.
fig 1.5), on obtient

Vs(1−A(ω)B(ω)) = 0 (1.17)

Cette équation est satisfaite si les termes Vs ou (1−A(ω)B(ω)) sont nuls. Dans le cas trivial où
Vs = 0, il n’y a pas d’oscillation. Pour qu’il y ait oscillation, il faut donc que (1−A(ω)B(ω)) = 0.
On se retrouve avec une condition d’oscillation à ω = ω0, connue sous le nom de condition de
Barkhausen définie dans le cas idéal telle que

A(ω0)B(ω0) = 1 et Arg(A(ω0)B(ω0)) = 0(2π) (1.18)

Cependant, ces conditions ne sont vraies qu’en régime permanent sinusoïdal. En pratique,
pour que les oscillations puissent démarrer, le démarrage se faisant sur le bruit (il y a toujours au
minimum le bruit thermique), la condition s’écrit

|A(ω0)|.|B(ω0)| > 1 (1.19)

Dans la boucle résonateur-amplificateur, l’amplitude du signal de sortie est limitée par les
non-linéarités (en général imposées par l’amplificateur).

Bruit de phase/fréquence

L’appréciation de la qualité d’un oscillateur est notamment donnée par la stabilité de sa
fréquence qui découle d’une mesure de son bruit dans le domaine fréquentiel ou temporel. La
caractérisation du bruit de fréquence d’un oscillateur peut se faire par les grandeurs suivantes :

• Dans le domaine temporel
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� La variance des fluctuations relatives de fréquence y = ∆f
f0

, dont la forme la plus utilisée
est la variance à deux échantillons σy(τ) appelée variance d’Allan [12], [13], [14], [15]
(où τ désigne le temps d’intégration en secondes). La mesure d’une telle variance peut
se faire à l’aide d’un compteur de fréquence.

• Dans le domaine fréquentiel

� La densité spectrale de puissance (DSP) des fluctuations de phase SΦ(ν) du signal de
sortie Vs (Cf. fig 1.5) de la boucle fermée qui s’exprime en dBrad2/Hz (où ν désigne
le décalage de fréquence par rapport à la porteuse de fréquence f0). En pratique la
mesure de cette DSP est basée sur l’utilisation d’un phasemètre [16], [17], ce qui la rend
"relativement" simple à mettre en oeuvre.

� La densité spectrale de puissance des variations relatives de fréquence Sy(ν) qui s’ex-
prime en dB/Hz. Cette DSP se déduit mathématiquement de la précédente à partir de
la relation entre y et Φ tirée du fait que la fréquence instantanée d’un signal sinusoïdal
est la dérivée de sa phase (f(t) = 1

2π
d
dtΦ(t)) :

Sy(ν) = ν2

f2
0
SΦ(ν) (1.20)

Il est aussi possible de calculer σy(ν) à partir de Sy(ν) (mais la réciproque n’est pas vrai
car la relation n’est pas bijective).

Dans la boucle oscillatrice de la figure 1.5 chaque composant induit des perturbations de phase
θ (bruit de phase dans la boucle) qui se traduisent par des perturbations de fréquence (bruit de
fréquence) à travers la pente phase-fréquence du résonateur (cf. eq. (1.10)). Dans la bande passante
du système les deux DSP sont alors reliées par :

Sf (ν) = f2
0

4Q2Sθ(ν) (1.21)

La fréquence du signal de sortie Vs (cf. fig 1.5) étant liée à la phase de ce signal dans le
domaine temporel par la relation f(t) = 1

2π
d
dtΦ(t), la DSP des fluctuations de fréquence en fonction

de celle de la phase de ce signal de sortie s’écrit

Sf (ν) = ν2SΦ(ν) (1.22)

Ainsi, les DSP des fluctuations de phase dans la boucle et en sortie sont reliées par

SΦ(ν) = f2
0

4Q2
1
ν2Sθ(ν)

SΦ(ν) = Sθ(ν)

Dans la bande passante

En dehors de la bande passante
(1.23)

Modèle de Leeson

En superposant les DSP des fluctuations de phase (Φ) données par les relations (1.23), on
trouve l’expression de la DSP des fluctuations de phase du signal de sortie Vs du système bouclé en
fonction de celle des fluctuations de phase (θ) interne à la boucle, appelée formule de Leeson [18]
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SΦ(ν) =
(

1 + f2
0

4Q2
1
ν2

)
Sθ(ν) (1.24)

où la demi-bande passante définie par f0
2Q est appelée fréquence de Leeson.

Comme précisé ci-dessus, à partir de la DSP des fluctuations de phase SΦ(ν) "relativement
simple" à mesurer, on peut calculer la DSP des variations relatives de fréquence Sy(f) puis calculer
la stabilité donnée par la variance d’Allan σy(τ) dans cette ordre, le calcul inverse n’étant pas
réalisable.

Dans le cas idéal, le bruit Sθ(ν) dans l’équation (1.24), qui s’identifie au bruit de phase de
l’oscillateur en boucle ouverte, se limite au bruit blanc thermique (White Phase Noise) en ν0 défini
par kBT/P (cf. fig 1.6), avec kB la constante de Boltzmann, T la température et P la puissance. En
réalité, la stabilité à court terme de l’oscillateur est limitée par le bruit intrinsèque de l’amplificateur
d’entretien, introduisant du bruit de phase de scintillation (Flicker Phase Noise) en ν−1 proche de
la porteuse, dans la bande délimitée par la "fréquence de coin" νc, intersection du bruit flicker et du
bruit blanc. Loin de la porteuse, la DSP des fluctuations de phase, introduite par l’amplificateur,
correspond au bruit thermique FkBT/P où P est la puissance du signal à l’entrée de l’amplificateur
et F son facteur de bruit.

Figure 1.6 – Bruit de phase en boucle ouverte [19]. À gauche : cas idéal où seul le bruit thermique
existe. À droite : cas plus réaliste.

Le bruit de phase SΦ(ν) est le bruit en boucle fermée de l’oscillateur relié au bruit en boucle
ouverte Sθ par la relation (1.24). Dans le cas idéal, le bruit blanc thermique en ν0 de la boucle
ouverte (cf. fig 1.6) se transforme, une fois la boucle fermée, en bruit en ν−2 dans la demi-bande
passante du système (cf. fig 1.7) et est appelé bruit blanc de fréquence (White Frequency Noise). En
réalité, au bruit thermique s’ajoute du bruit en ν−1 dans la boucle ouverte qui se transforme en ν−3

en boucle fermée. En pratique, on rencontre deux cas suivant que la fréquence de la demi-bande
passante est inférieure ou supérieure à la fréquence de coin νc comme illustré sur la figure 1.7.
En pratique, très près de la porteuse, d’autres types de bruit peuvent s’ajouter à ces deux bruits
incontournables (flicker et bruit blanc)...

1.2 Types de montage d’une cavité acoustique à ondes de volume

Les résonateurs à quartz sont des dispositifs sensibles aux paramètres extérieurs tels que la
température ou les vibrations (sensibilité accélérométrique). Ainsi, leur structure de maintien joue
un rôle essentiel vis-à-vis des performances que peut fournir le résonateur.
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Figure 1.7 – Bruit de phase en boucle fermée [19] à partir du bruit en boucle ouverte (cf. fig 1.6).
À gauche : cas idéal. À droite : cas plus réaliste dans les deux cas rencontrés en pratique : en rouge,
νc >

f0
2Q et en bleu, νc < f0

2Q (s’applique typiquement aux oscillateurs micro-ondes).

1.2.1 Cavité "classique"

Une cavité acoustique à quartz dans sa forme la plus simple est constitutée d’une lame de
quartz sur laquelle sont déposées des électrodes métalliques. La figure 1.8 donne un aperçu des
différentes formes de structures de maintien de ce type de résonateur.

Figure 1.8 – Résonateurs à quartz classiques et leurs différentes structures de maintien.

Cette configuration simple à concevoir est la plus utilisée. Néanmoins, elle présente aussi un
inconvénient majeur. En effet, le résonateur étant maintenu par des ressorts de suspension, il est très
sensible aux paramètres extérieurs tel que l’accélération. Nous verrons dans le chapitre 2, section 2.1
que l’orientation du résonateur (horizontal ou vertical) présente également une influence sur sa
sensibilité accélérométrique. Cependant, plusieurs solutions (que l’on présentera plus en détail dans
le chapitre 4) existent pour confiner l’énergie vibratoire au centre du résonateur afin de minimiser
l’influence des fixations sur la vibration. On retrouve parmi ces solutions, l’ajout de masse sur le
résonateur (mass-loading) par le biais des électrodes ou par une surépaisseur de quartz au centre
de la lame appelée structure mesa ou encore une forme géométrique plan-convexe de la lame de
quartz. En pratique, cette dernière solution est la plus utilisée et permet l’utilisation du quartz en
tant que cavité optique comme il sera présenté dans le chapitre 5.

1.2.2 Cavité BVA - Boitier à Vieillissement Amélioré

La structure du résonateur BVA a été développée par BESSON et son équipe [20] dans les
années 70 au sein du LCEP (Laboratoire de Chronométrie, Électronique, et Piézoélectricité aujour-
d’hui rattaché au département Temps-Fréquence de l’institut FEMTO-ST). Ce type de résonateur
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permet de réduire la sensibilité aux perturbations extérieures et de se démarquer ainsi des réso-
nateurs classiques. Sa structure se compose de deux disques en quartz sur lesquels sont déposées
les électrodes (des couches minces d’or en général) et placés de part et d’autre du résonateur. Ces
disques, appelés condensateurs, sont usinés de façon à aménager un espace de quelques microns
entre les électrodes qu’ils supportent et le résonateur, ce dernier n’est donc plus contraint, ni conta-
miné, par les électrodes. Ces condensateurs sont par ailleurs fabriqués dans la même orientation
cristalline que le résonateur afin de minimiser les contraintes pouvant être induites par les dila-
tations différentielles. Quatre rainures traversantes réalisées autour du résonateur permettent de
découpler la zone de maintien de la partie centrale où se produit la vibration. Ces deux parties sont
reliées par des ponts. L’empilemement condensateur-résonateur-condensateur est maintenu par des
pinces à ressorts. Cet empilement est ensuite suspendu dans une bague et est monté sur son embase.
Les figures 1.9 et 1.10 ci-dessous donnent un aperçu d’une structure BVA assemblée ainsi qu’une
représentation schématique de l’empilement.

Figure 1.9 – Résonateur BVA décapsulé.

Figure 1.10 – Représentation schématique en coupe d’un résonateur BVA. 1 - Condensateurs où
sont déposées les électrodes (en jaune). 2 - Lame de quartz plan-convexe (cf. Chapitre 4). 3 - Pinces
à ressorts.

Ce type de cavité fournit à l’heure actuelle les meilleurs résultats en terme de vieillissement et
de coefficient de qualité (cf. fig. 2.3). Le fait que les électrodes ne soient pas directement en contact
avec la surface vibrante limite les contraintes induites par un effet de masse ajoutée ainsi que les
contraintes de cisaillement à l’interface. De plus, il est également moins sensible aux accélérations
ainsi qu’aux contraintes thermiques et mécaniques.
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1.3. PROCÉDÉ DE FABRICATION DES CAVITÉS ACOUSTIQUES EN QUARTZ
PLAN-CONVEXE

1.2.3 Cavité QAS - Quartz Auto Suspendu

Un résonateur QAS est une version simplifiée du BVA où le résonateur est directement
métallisé. La structure du résonateur reste identique à celle d’un BVA c’est-à-dire que les zones
de maintien et de vibration sont découplées par le biais de ponts. Comme on le constate sur la
figure 1.11, le résonateur est suspendu par trois (parfois quatre) ressorts permettant de réduire la
sensibilité du résonateur aux vibrations/accélérations notamment.

Figure 1.11 – Résonateurs QAS

Ces trois types de résonateurs sont la plupart du temps hermetiquement scellés sous vide par
le biais d’un capot de fermeture afin que la vibration ne soit pas amortie par le contact de l’air ou
d’un autre gaz sur la surface du résonateur. Dans les travaux de thèse présentés dans ce manuscrit,
les résonateurs étudiés ne sont jamais encapsulés sous vide étant donné qu’ils sont testés à très
basses températures dans un cryogrénérateur dans lequel est réalisé un vide secondaire.

1.3 Procédé de fabrication des cavités acoustiques en quartz plan-
convexe

Le procédé de fabrication d’un résonateur à quartz est décrit sous la forme du schéma sy-
noptique présenté sur la figure 1.12. On retrouvera un complément plus détaillé de ce procédé dans
l’annexe C.

1.4 Cavité acoustique BAW à quartz à température ambiante

Le résonateur acoustique à quartz est l’un des composants les plus utilisés dans les systèmes de
mesures du temps. Il est bien connu pour son rôle de référence locale de fréquence dans les montres
mais il est également intégré dans la plupart des instruments de mesure. Les horloges atomiques qui
exploitent la transition de deux niveaux d’énergie d’un atome de (césium, rubidium,...) sont basées
sur l’asservissement d’un oscillateur à base de résonateur à quartz sur la fréquence de transition
atomique. Tous ces systèmes sont basés sur des résonateurs à ondes de volume (BAW, à distinguer
des résonateurs à ondes de surface SAW - Surface Acoustique Wave) qui représentent des résonateurs
de hautes performances.
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Figure 1.12 – Schéma synoptique du processus de fabrication d’un résonateur à quartz plan-
convexe.

La fréquence exploitée dans le cas d’un résonateur BAW est celle d’un mode propre de
vibration mécanique, excité en général piézoélectriquement comme dans le cas du résonateur à
quartz. Dans un résonateur acoustique réalisé dans un matériau anisotrope comme le quartz, on
peut exciter trois modes d’épaisseur de vibration distincts représentés sur la figure 1.13. Ces modes
notés A, B et C sont associés respectivement à des modes d’extension-compression, de (quasi-)
cisaillement rapide et de (quasi-) cisaillement lent d’épaisseur de plaque plane (même si en pratique
la géométrie est souvent plan-convexe qui permet de piéger l’énergie).

Figure 1.13 – Représentation schématique des modes de vibration dans un résonateur à quartz.
(à gauche) Mode A d’extension-compression. (à droite) Modes de (quasi-) cisaillement B et C
polarisés orthogonalement l’un par rapport à l’autre dans un matériau anisotrope.

À température ambiante, chacun de ces modes possède des propriétés distinctes. Quelque soit

26



1.4. CAVITÉ ACOUSTIQUE BAW À QUARTZ À TEMPÉRATURE AMBIANTE

la coupe de quartz, le mode A est fortement amorti, sensible à la température et ne présente pas
un grand intérêt à cette température. Le mode B présente une forte sensibilité à la température
de l’ordre de −300Hz/K pour la coupe SC (Stress Compensated) ce qui le rend très utile pour la
fabrication de capteurs de température par exemple. Pour la réalisation d’oscillateurs à bonne, voire
très bonne stabilité de fréquence (avec une instabilité relative de fréquence inférieure à 1.10−13 sur
quelques secondes) à température ambiante (∼ 300K), on utilise donc le mode C (communément
appelé mode métrologique) des coupes AT ou SC classiquement. En effet, ce mode présente un
intérêt pour des systèmes de référence de fréquence car il possède, pour les coupes SC et AT , au
moins un point d’inversion sur sa caractéristique fréquence-température (f = f(T )) représentée sur
la figure 1.14.

Figure 1.14 – Courbes fréquence-température du mode C des coupes AT et SC dans la gamme
de température [-50°C ; +150 °C].

Bien que la coupe AT soit plus simple à fabriquer car elle ne nécessite qu’une seule rotation
lors de la découpe et que son mode C présente une bonne stabilité, on utilise dans la pratique
majoritairement le mode C de la coupe SC à double rotation qui fournit les meilleures perfor-
mances. Celui-ci présente de bons facteurs de qualité de l’ordre de 1 million à une fréquence de
10MHz. Son produit 2 Q.f qui lie la fréquence au facteur de qualité et qui donne une indication
sur les performances d’un résonateur est de l’ordre de 1013Hz. Ces coupes dites "compensées" sont
utilisées dans la réalisation d’oscillateur OCXO (Oven Controlled X-tal Oscillator) qui fournissent
des stabilités de l’ordre de 10−13 pour le quartz sur le court terme (entre 1s et 100s).

Comme il a été démontré dans ce chapitre, les résonateurs à quartz présentent de bonnes
performances en terme de stabilité et de coefficient de qualité à température ambiante mais qui ne
sont toutefois pas adaptées à la perspective de la conception d’une source de fréquence ultrastable.
Cependant, les travaux réalisés depuis plusieurs années sur des résonateurs acoustiques en quartz
ont montré que ces performances sont largement améliorées lorsque de tels dispositifs sont mis en
oeuvre à température cryogénique.

2. Bien que le coefficient de qualité soit un bon indicateur de la qualité d’un résonateur, on utilise en général,
le produit Q.f liant le facteur de qualité à la fréquence pour décrire les performances d’un résonateur. Ce produit
(appelé "Figure of merite" en anglais) peut être assimilé à un indice de performance du matériau.
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Chapitre 2

Cavité acoustique "BAW" cryogénique

Comme il a été mentionné dans l’introduction générale, les meilleures sources de fréquence
intégrant un résonateur à quartz à température ambiante présentent des fluctuations relatives
de fréquence inférieures à 10−13. Cependant, les études réalisées ces dernières années basées sur
l’utilisation de tels résonateurs à température cryogénique ont démontrées que ces derniers peuvent
atteindre des coefficients de qualité supérieurs au milliard pour les meilleurs. De telles performances
ouvrent la perspective de la réalisation d’une source de fréquence ultrastable basée sur l’utilisation
de cavités acoustiques en quartz proche de la température de l’hélium liquide. Ainsi, ce chapitre se
consacre à une présentation de l’état de l’art des résonateurs à quartz à température cryogénique.
Un passage en revue des différents mécanismes dissipatifs intervenant dans ces résonateurs et de
leur apparition en fonction de la température est présenté ici. On identifie par la suite les deux
principales limitations (de vibrations et de température) qui surviennent lors de la conception d’une
source de fréquence ultrastable en se basant sur les travaux de Goryachev et al. [4]. Ensuite, une
estimation théorique de la stabilité d’une source de fréquence ultrastable à base d’un résonateur à
quartz à température cryogénique est présentée. Enfin, une perspective d’étude de matériaux non-
piézoélectriques possédant de très faibles pertes mécaniques, similaires voire meilleures que celles
du quartz est introduite.

N.B. : Dans la suite du manuscrit, les fréquences relatives à une description des phénomènes
acoustiques (mécaniques) seront notées Ω tandis que celles relativent aux phéomènes optiques seront
notées ω.

2.1 État de l’art

2.1.1 Mécanismes Dissipatifs

Les différents mécanismes dissipatifs qui interviennent au sein d’un résonateur doivent être
pris en considération lors de l’étape de modélisation. En effet, ils limitent le facteur de qualité et
peuvent être rédhibitoires pour les résonateurs acoustiques. Ces pertes mécaniques (l’inverse du
coefficient de qualité 1/Q) peuvent être exprimées en sommant les pertes associées aux principaux
mécanismes dissipatifs telle que

1
Q

= 1
Qphonons−phonons

+ 1
Qthermoelastic

+ ...
1

Qholders
+ 1
Qscattering

+ 1
QTLS

+ ... (2.1)
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Dans la somme des pertes ci-dessus, on distingue deux types de pertes d’énergie. On retrouve
les pertes intrinsèques au matériau et les pertes dites "d’ingénierie" relatives aux interventions
extérieures effectuées sur le résonateur.

Les pertes intrinsèques comprennent les termes 1/Qphonons−phonons lié aux interactions entre
phonons thermiques et phonons acoustiques et 1/Qthermoelastic lié aux gradients thermiques générés
par l’onde elle-même. Ces pertes thermoélastiques se manifestent pour des fréquences inférieures
au MHz (régime adiabatique) et peuvent être négligées pour les plus hautes fréquences (régime
isotherme).

Les pertes d’ingénierie sont donc associées aux termes 1/Qholders lié aux contraintes induites
par le maintien mécanique du résonateur, 1/Qscattering lié aux pertes par diffraction relatives à
l’état de surface et 1/QTLS lié à l’absorption due aux impuretés et aux défauts dans le matériau
(TLS - Two Level System).

Ces pertes d’ingénierie peuvent être atténuées voire même éliminées grâce à une conception
et une fabrication optimisées (par exemple, pertes par maintien) et en utilisant un cristal de quartz
appelé "THQ" (Top High Quality) issu des premières croissances à partir d’un germe naturel et
éventuellement "sweepé" c’est-à-dire dans lequel les impuretés sont rassemblées sur les bords du
barreau par l’intermédiaire d’un intense champ électrique ("swept crystal" en anglais).

2.1.2 Variations de l’attenuation acoustique en fonction de la température

Des études du comportement du coefficient d’absoprtion α(Ω) défini dans le chapitre 1 sur
des résonateurs à quartz permettent d’expliquer la manifestation des mecanismes dissipatifs cités
ci-dessus en fonction de la température. La figure (2.1)) est issue de [6], sur laquelle on retrouve
la variation expérimentale du Q en fonction de la température allant de la température ambiante
jusqu’aux températures cryogéniques. Des travaux plus récents [7] présentent une analyse spec-
troscopique détaillée des différents mécanismes dissipatifs intervenant sur les variations des pertes
intrinsèques en fonction de la température sur des résonateurs à ondes de volume.

Sur cette courbe caractéristique de l’atténuation d’une onde acoustique dans un résonateur
à quartz, on peut relever quatre phénomènes distincts :

• Un pic d’absorption autour de 55K qui est dû à une forte absorption des ions de sodium
Na+ [6] dans le cristal.

• Une décroissance rapide du Q en dessous de 20K où la décroissance en 1/T 4 a été prédite
par Maris en s’appuyant sur la théorie de Landau-Rumer [21].

• Un pic d’absorption maximum autour de 22K principalement dû aux impuretés et défauts
au sein du matériau.

• Un palier autour de 4K principalement dû aux impuretés et défauts au sein du matériau.

On retrouve la décroissance en 1/T 4 ainsi que le palier autour de 4K avec une dépendance en
1/T 1/3 sur la figure 2.2 qui est issue de mesures plus récentes [2] réalisées au sein du département
Temps-Fréquence sur des résonateurs à quartz dans une gamme de températures comprises entre
4K et 20K.

En s’intéressant à l’interaction des ondes acoustiques (phonons acoustiques) avec les ondes
thermiques (phonons thermiques), on peut identifier deux régimes distincts par l’intermédiaire du
produit Ωτ où Ω est la fréquence et τ la durée de vie moyenne des phonons thermiques.
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Figure 2.1 – Évolution du facteur de qualité Q en fonction de la température. [6]

Figure 2.2 – Pertes mécaniques en fonction de la température dans la gamme de températures
[4K-20K]. [2]
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• Régime d’Akheiser
La validité du régime d’Akheiser est associée à la condition

Ωτ � 1 (2.2)

Dans ce cas, le temps de vie moyen des phonons thermiques entre deux interactions successives
des phonons acoustiques avec les phonons thermiques est très petit par rapport à la période
d’oscillation. Cette condition est vraie à température ambiante pour des fréquences inférieures
auGHz. En effet, si on augmente de manière significative la fréquence à température ambiante
(pour une durée τ fixe), le produit Ωτ devient très supérieur à 1 et l’on passe dans le régime
de Landau-Rumer décrit dans le point suivant.
Dans la plage de températures [20K-300K], le coefficient d’absorption est proportionnel à [22]

α(Ω) ∝ Tf2 (2.3)

En remplaçant l’expression de α(Ω) donnée ci-dessus (eq. (2.3)) dans l’équation du Q (1.7)
on obtient

Q.f ∝ 2π2

TVa
(2.4)

On en conclut que dans le cas où Ωτth � 1, le produit Q.f est constant (indépendant de la
fréquence). Ce résultat implique une diminution du coeffcient de qualité avec une élévation
de la fréquence. Typiquement, pour un quartz de coupe SC à température ambiante excité
sur le mode C, on obtient

à 10 MHz

à 100 MHz
⇒

Q.f = 1 million× 10MHz = 1013

Q.f = 100 000× 100MHz = 1013
(2.5)

• Régime de Landau-Rumer
On parle de régime de Landau-Rumer lorsque

Ωτ � 1 (2.6)

Cette condition est applicable au cas des très basses températures ou à l’inverse du régime
d’Akheiser, le temps de vie des phonons thermiques est très grand. Ce temps de vie des
phonons est défini par [23]

τ = 3K
CV 2

a

(2.7)

où K est la conductivité thermique, C est la chaleur spécifique et Va la vitesse de l’onde.
L’expression des pertes intrinsèques à basses températures a été étudiée par Maris qui a
démontré que l’atténuation acoustique est proportionnelle à T 4. Elle est définie telle que [21]

1
Q
∝ hΩ

γ2
eff

Ωτ

(
kBT

h

)4
(2.8)
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où h est la constante de Planck, γ2
eff la constante effective de Gruneisen, kB la constante de

Boltzmann et T la température.
Dans la plage des températures cryogéniques [4K-20K], le coefficient d’absorption est donc
proportionnel à

α(Ω) ∝ T 4f (2.9)

En remplaçant l’expression de αΩ donnée ci-dessus (eq. (2.9)) dans l’équation du Q (1.7) on
obtient

Q ∝ 2π2

T 4Va
(2.10)

On remarque que, dans le régime de Landau-Rumer, le facteur de qualité est indépendant de
la fréquence (le produit Q.f est proportionnel à f). On se retrouve donc avec un coefficient
de qualité théoriquement constant quelque soit la fréquence. Bien que cette condition reste
vérifiable à très basses températures quelque soit la fréquence, on observe sur les résonteurs
à quartz à énergie piégée une augmentation du Q dans la plage [100 MHz - 200 MHz] et une
décroissance de celui-ci au dessus de 200MHz comme le présente la figure 2.3.

Figure 2.3 – Évolution des meilleurs facteurs de qualité Q mesurés sur différents types de résona-
teurs plan-convexe à quartz en fonction de la fréquence à 4K.

On peut interpréter la tendance croissante du coefficient de qualité en dehors de la plage
constante par le fait qu’à basses fréquences, le piégeage de l’onde acoustique n’est pas optimum
(cf. section 4.3.2). La tendance décroissante peut quant à elle être associée à une augmentation
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du phénomène de diffraction sur la surface du résonateur lorsque la longueur d’onde acoustique
devient du même ordre de grandeur que les défauts de l’état de surface (rugosité). On notera
également que généralement les résonateurs métallisés possèdent des coefficients de qualité
moins élevés que les résonateurs BVA (sans dépôts directs sur le substrat).

• Cas limite - Maximum d’absorption intrinsèque
Ce cas limite se situe à une température intermédiaire entre le régime d’Akheiser et celui de
Landau-Rumer où Ω devient du même ordre de grandeur que 1/τ . Il est défini par

Ωτ = 1 (2.11)

Les pertes intrinsèques sont proportionnelles au produit caractéristique Ωτ [24] tel que

1
Q
∝ Ωτ

1 + Ω2τ2 (2.12)

où τ = τ0 expEa/kBT avec τ0 la constante de relaxation, Ea l’énergie d’activation, kB la
constante de Boltzmann et T la température.
En traçant les pertes en fonction du produit Ωτ (cf. fig. 2.4) on retrouve le maximum d’ab-
soption intrinsèque pour Ωτ = 1. Les côtés adjacents à ce maximum représentent les régimes
d’Akheiser (à droite) et de Landau-Rumer (à gauche).

Figure 2.4 – Pertes intrinsèques normalisées en fonction du produit caractéristique Ωτ tracé à
partir de l’équation (2.12).

La température associée à ce maximum d’absorption varie en fonction de la fréquence. Ainsi,
pour une fréquence de 23 MHz, la température du maximum d’absorption se situe autour de
22K tandis qu’à une fréquence de 1 GHz elle se décale autour de 55 K.

Quantitativement, à température cryogénique, bien qu’à plus basses fréquences le coefficient
de qualité ne soit pas optimum, il reste tout de même supérieur (approximativement d’un facteur 10)
à ceux que l’on peut mesurer à température ambiante. L’accès aux températures cryogéniques par
le biais d’un cryogénérateur est donc un bon moyen d’améliorer significativement les performances
des dispositifs éléctromécaniques.
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2.1.3 Limitations des performances des cavités acoustiques à températures cryo-
géniques

Les propriétés mécaniques des résonateurs à quartz à températures cryogéniques permettent
d’imaginer la réalisation d’oscillateurs possédant d’excellentes performances. Une étude du bruit
d’un résonateur à quartz à température cryogénique menée au département Temps-Fréquence par
Goryachev et al. [4] a permis de mettre en avant les paramètres limitants une telle réalisation. Dans
cette étude, le bruit des différents éléments du système a tout d’abord été mesuré afin d’identifier
le plus précisément possible le bruit du résonateur.

• Mesure du bruit du cryogénérateur

Le cryogénérateur utilisé pour cette étude (identique à celui utilisé pour les travaux présentés
dans ce manuscrit) est un cryogénérateur à gaz pulsé (pulse tube cryocooler en anglais)
possédant deux étages de refroidissement. Le second étage, qui est l’étage le plus froid, est
constitué d’un bloc de cuivre intégrant une sonde de température et une résistance chauffante
permettant de contrôler et de réguler la température. Le dispositif de test est lui placé dans
un second bloc de cuivre, positionné sous le second étage. La première étape de l’étude
consiste à caractériser le bruit engendré par les fluctuations de température et les vibrations
du cryogénérateur au niveau du second étage. Les DSP des fluctuations thermiques et des
vibrations sont présentées respectivement sur les figures 2.5 et 2.6.

Figure 2.5 – (1) DSP du bruit thermique mesurée sur une sonde de température implantée dans le
second étage sans régulation de température. ; (2) DSP du bruit thermique mesurée sur une sonde de
température positionnée au niveau de l’emplacement des DUT avec régulation de température. [4]

La figure 2.5 met en évidence les fluctuations de température (sans régulation) se traduisant
par une pente en f−2 (caractéristique des effets thermiques) pouvant être réduites à du bruit
blanc en f0 par régulation thermique.
Les DSP liées aux vibrations présentées sur la figure 2.6 sont issues d’une mesure accélé-
rométrique effectuée par le biais d’un accéléromètre (non calibré) positionné au niveau de
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Figure 2.6 – DSP du bruit accélérométrique mesurée avec un accélérométre positionné au niveau
de l’emplacement des DUT. [4]

l’emplacement des DUT. Ces DSP suggèrent que les vibrations se traduisent par du bruit en
f−1 dans une bande de fréquence de Fourier de 10−2 Hz à 101 Hz.

• Mesure du bruit des éléments du banc de mesure

L’obtention d’une paire de résonateurs de même fréquence étant complexe à très basses tempé-
ratures, le banc de mesure se réduit à un banc interférométrique élémentaire où un résonateur
à quartz est placé dans une des branches alimentant un phasemètre. De plus, un compromis
doit être fait entre le coefficient de qualité en charge du résonateur (qui possède une résistance
équivalente très faible) et le niveau de puissance à l’entrée du mélangeur. Ce compromis limite
les performances du banc de mesure qui fonctionne dans des conditions très particulières (à
très basses températures). Le banc de mesure de bruit de phase interferométrique est présenté
sur la figure 2.7.
En amont de la mesure du bruit du résonateur intégré dans le système de mesure, le bruit
des différents éléments du banc de mesure est caractérisé. On retrouve les DSP associées à
ces mesures de bruit préliminaires ainsi que la DSP de la mesure du bruit du quartz sur la
figure 2.8.
La courbe (4) de la figure 2.8 montre que l’insertion du résonateur dans le banc de mesure fait
ressortir, dans la bande passante du résonateur (entre 10−3 Hz et 0.5 Hz), un bruit en f−1,
signature d’un effet accélerométrique. En dehors de la bande passante du résonateur, dans la
région entre 0, 5 et 10 Hz, le bruit de phase du résonateur reste dominant avec une pente en
f−3. Entre 10 et 200 Hz, on retrouve le bruit du synthétiseur. Enfin, pour des fréquences de
Fourier supérieures à 200 Hz, on retrouve le bruit du banc de mesure globale qui surpasse celui
des autres composants. Ainsi, le résonateur à quartz mesuré fonctionnant dans des conditions
cryogéniques a une densité spectrale similaire aux mesures effectuées à température ambiante
constituée de pentes en f−2, f−1 et f−3.

• Mesure du bruit du résonateur en fonction de son orientation
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Figure 2.7 – Banc de mesure constitué d’un VCO (Voltage Control Oscillator) servant de référence
externe (légérement modulable) à un synthétiseur de fréquence. La sortie du synthétiseur est envoyée
sur les deux bras du système interferométrique dont les deux bras contiennent respectivement le
résonateur et un déphaseur de π/2. Les signaux de sortie de ces deux bras passent chacun à travers
un amplificateur à faible bruit (LNA - Low Noise Amplifier) avant d’être mesurés par un instrument
de mesure du bruit de phase (Symmetricom TSC5120A). [4]

Figure 2.8 – (1) DSP du bruit du VCO seul ; (2) DSP du bruit du VCO avec les amplifica-
teurs LNA. ; (3) DSP du bruit du banc sans le résonateur qui a été remplacé par une résistance
équivalente. ; (4) DSP du bruit du banc complet avec le résonateur. [4]

Enfin, une mesure du bruit du résonateur en fonction de son orientation (verticale ou hori-
zontale) a été réalisée. Les DSP résultantes de cette mesure sont présentées sur la figure 2.9.
On remarque que suivant la position du résonateur, le bruit mesuré n’a pas le même compor-
tement c’est-à-dire qu’il ne provient pas de la même source.
Lorsque le résonateur est en position horizontale (i.e. perpendiculaire à l’axe vertical Z), celui-
ci est plus sensible à l’accélération. Le résonateur agit comme un filtre passe-bande d’un bruit
flicker dominant (en f−1)). Le bruit résultant en f−1 dans la bande passante est transformé
en f−3 en dehors. Le bruit d’accélération domine.
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Figure 2.9 – Bruit d’un résonateur à 4K placé successivement horizontalement (fig. de gauche) et
verticalement (fig. de droite). [4]

Lorsque le résonateur est installé verticalement, il devient beaucoup moins sensible à l’ac-
célération. Dans ce cas, le comportement en f−1 observé précédemment à l’intérieur de la
bande passante du résonateur est remplacé par un bruit en f0. Cela suggère que le bruit
provoqué par les vibrations, ainsi que le bruit du résonateur lui-même, sont masqués par un
bruit corrélé à la température.

Cette étude révèle donc deux limitations technologiques à surmonter pour réaliser un oscil-
lateur ultrastable à quartz à température cryogénique telles que

• Limite de stabilité
À basses températures, les coupes SC et AT habituellement utilisées pour la réalisation
d’oscillateurs à haute stabilité ne présentent pas de point d’inversion pourtant primordial pour
diminuer la sensibilité de la fréquence par rapport à des faibles variations de température. Il
s’avère que l’utilisation d’une coupe compensée en température est obligatoire pour la mise en
oeuvre d’une source de fréquence ultrastable, c’est-à-dire une coupe dont la courbe fréquence-
température présente un point à tangente horizontale, dit point d’inversion, dans la plage de
fonctionnement [4K ; 15K]. Jusqu’à présent, aucune coupe compensée n’a été identifiée dans
cette gamme, mais des travaux ont déjà été réalisés pour étudier le comportement en fréquence
des résonateurs à quartz en fonction de la température dans le domaine cryogénique. En effet,
lorsque l’on extrapole des mesures publiées par Phelps [25], on peut supposer l’existence d’une
coupe compensée à la température du liquide-He. Smagin [26] a également fourni des formes
de courbes fréquence-température pour plusieurs coupes de cristal de quartz sur la plage de
températures [4 K ; 150 K]. Malheureusement, cette plage de températures trop large prise
en compte par Smagin ne permet pas de prédiction précise pour des températures inférieures
à 15 K. En outre, son étude se limite aux modes B et C, alors que le mode A est le mode
de vibration qui présente les meilleurs facteurs de qualité à température cryogénique [27]. On
abordera les travaux visant à déterminer si une telle coupe existe à basses températures dans
le Chapitre 4, Section 4.4.1.

• Limite environnementale
Comme tout système mécanique non-isolé, une cavité acoustique en quartz est sensible à son
environnement. Le facteur principal qui affecte la fréquence de résonance est lié aux vibrations
externes (i.e. sensibilité à l’accélération) dans lesquelles on retrouve celles transmises par le
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sol mais également et en majorité celles transmises par les tubes à gaz pulsé du cryogénéra-
teur dans lesquels les cycles de compression-détente d’hélium nécessaire au refroidissement se
produisent. On abordera cette problèmatique dans les perspectives.

La résolution de ces deux limitations est primordiale pour la réalisation d’un oscillateur cryo-
génique. En ce qui concerne l’atténuation des vibrations dues à l’environnement externe, l’existence
sur le marché de cryogénérateur à bas niveau de vibrations permet à priori de palier ce problème.
La limitation la plus contraignante est celle de la coupe compensée à très basses températures qu’il
faut traiter en premier lieu et qui conditionnera le reste de l’étude de la conception d’un oscillateur
cryogénique à quartz ultrastable.

2.2 Perspectives d’un oscillateur à quartz à température cryogé-
nique

À l’inverse du comportement à température ambiante qui a été introduit dans le chapitre 1,
à température cryogénique (< 10K) le mode A d’extension-compression devient largement prédo-
minant en terme de facteur de qualité. En effet, l’utilisation de résonateurs à quartz à température
cryogénique a permis de révéler des coefficients de qualité encore jamais observés à température
ambiante. Un coefficient de qualité de 8 milliard [2] a été mesuré sur le mode A de vibration d’une
coupe SC à une température de 4K et à une fréquence de 200MHz sur un résonateur provenant
du fabricant OSA (que l’on retrouve dans ce chapitre sur la figure 2.3). De telles performances
ouvrent la voie à une perspective de développement d’une source de fréquence ultrastable à tem-
pérature cryogénique. Dans cette section, on donne une estimation des performances théoriques
attendues pour un oscillateur à quartz cryogénique et on ouvre une discussion sur des matériaux
à très faibles pertes acoustiques (égales et/ou supérieures à celles du quartz) pouvant être mis en
oeuvre, en substitution du quartz.

Oscillateur à quartz cryogénique

La stabilité de la fréquence de l’oscillateur dépend de celle du résonateur. Au-delà du bruit dû
aux fluctuations de température qui peuvent être fortement réduites par le biais d’une coupe com-
pensée, les résonateurs BAW présentent un bruit de fréquence intrinsèque en f−1 [28], comme de
nombreux dispositifs. Ce bruit en f−1 est principalement responsable de la stabilité de la fréquence
de l’oscillateur à l’intérieur de la bande passante du résonateur. Ainsi, un tel bruit proche de la por-
teuse a une influence directe sur la stabilité en fréquence à court terme. Plusieurs théories [29], [30]
tentent d’expliquer l’origine de ce bruit sans grand succès pour le moment. Néanmoins, certaines de
ces théories relient le facteur de qualité du résonateur à son niveau de bruit de sorte qu’un facteur
de qualité élevé est requis pour atteindre un niveau de bruit faible [31]. J.J. Gagnepain [8] a fourni
sur la base de résultats expérimentaux que l’on retrouve sur la figure 2.10, une loi approximative
qui lie les fluctuations relatives de fréquence aux pertes mécaniques telle que

Sy(1Hz) ∝
1
Q4 (2.13)

Comme il a été démontré dans la Section 2.1, le coefficient de qualité d’un résonateur à
quartz augmente considérablement (> 8 milliards pour les meilleurs résonateurs) en dessous de
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Figure 2.10 – Données expérimentales des fluctuations relatives de fréquence Sy(1Hz) en fonction
du facteur de qualité [8].

20 Kelvins [2]. De plus, le plancher de stabilité relative de fréquence étant proportionnel aux
fluctuations relatives de fréquence tel que [8]

σyfloor = 2ln2Sy(1Hz) (2.14)

on obtient une diminution de celui-ci, avec les grands coefficients de qualité que l’on retrouve à
températures cryogéniques.

Les représentations schématiques du bruit de phase sur la figure 2.9 illustrent les perfor-
mances théoriquement atteignables par un oscillateur à quartz cryogénique. La figure 2.11 illustre
schématiquement les passages de Sϕ en général mesurée, à Sy(ν) par calcul, puis à σy(τ) à nouveau
par calcul.

Matériaux à très faibles pertes acoustiques

Il a été démontré dans les sections précédentes que le quartz présente d’excellentes perfor-
mances en terme de pertes mécaniques. Cependant, d’autres matériaux possédant de très faibles
pertes acoustiques ont été mis en évidence par des études réalisées notamment dans le cadre des
collaborations LIGO et VIRGO. Parmi ces matériaux à faibles pertes, on retrouve notamment le
saphir (Al2O3), le fluorure de calcium (CaF2) ou encore le silicium (Si). Les figures 2.12, 2.13
et 2.14 issue des travaux de Nawrodt et al. [32] fournissent respectivement la variation en fonction
de la température de la chaleur spécifique, la conductivité thermique, le coefficient de dilatation et
le pertes mécaniques. (Les figures 2.12 et 2.13 sont reproduites ici à titre indicatif).

La figure 2.14 laisse aperçevoir que les pertes mécaniques de matériaux tels que le saphyr
ou le silicium présente des valeurs de l’ordre de 10 à 50 fois plus faibles que celles mesurées sur le
quartz. Ainsi, le test de ces matériaux présente un intérêt certain pour la réalisation de systèmes
mécaniques ou électromécaniques nécessitant de très bons coefficients de qualité. Ils seront donc
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Figure 2.11 – Approximation polynomiale schématique de la DSP des fluctuations de phase et du
diagramme de stabilité pour un oscillateur à température cryogénique. Pour mémoire, en pratique,
Sϕ se mesure, Sy se calcule à partir de Sϕ et σy se calcule à partir de Sy ou se mesure directement.

amenés a être étudiés postérieurement aux travaux présentés dans ce manuscrit dans le cadre de
la conception d’un oscillateur cryogénique. Cependant, certains de ces matériaux ne sont pas pié-
zoélectriques et nécessitent donc un autre moyen d’actionnement. Une excitation optomécanique
semblent la plus simple compte tenu de leur utilisation à très basses températures. Avec ce type
d’excitation optique, on exploite la pression de radiation de la lumière qui agit comme un marteau
sur le résonateur. En d’autres termes, en impactant le résonateur, les photons contenus dans le
faisceau laser lui transferent leurs énergies engendrant ainsi un mouvement (très faible) du réso-
nateur. En faisant intéragir cette lumière avec le résonateur sur une des fréquences de résonance
acoustique du quartz, celui-ci devrait se mettre à vibrer de la même manière qu’avec une excitation
piézoélectrique. Cependant, la pression de radiation étant extrêmement faible, il faut multiplier
les interactions lumière/résonateur afin d’amplifier l’amplitude de vibration. Cette configuration
peut être assimilée à une cavité Fabry-Perot où les électrodes font office de miroirs entre lesquels
la lumière est susceptible de rester piégée pour obtenir le phénomène d’amplification. Cette thé-
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Figure 2.12 – Variation de la chaleur spécifique (à gauche) et de la conductivité thermique (à
droite) sur la plage de température [5K-300K] pour le CaF2, l’Al2O3, le Si et le SiO2 (silice
fondue). [32]

Figure 2.13 – Variation du coefficient de dilatation sur la plage de température [5K-300K] pour
le CaF2, l’Al2O3, le Si et le SiO2 (silice fondue) [32].

matique de recherche est à l’origine de collaborations entre le département Temps-Fréquence de
l’institut FEMTO-ST et des équipes de recherche des laboratoires nationaux tel que le LKB (Paris)
et internationaux tels que l’UWA (Australie) et l’université de Saarbruck (Allemagne).

Ce chapitre basé sur l’état de l’art met en évidence que l’exploitation des températures cryo-
géniques implique deux limitations quant au développement d’une source de fréquence ultrastable
à base d’une cavité acoustique en quartz. Cependant, des solutions pour remédier à ces limita-
tions existent et seront traitées dans le chapitre 4 (pour la sensibilité à la température) et les
perspectives (pour la sensibilité accélérométrique). Ainsi, la réalisation d’une source de fréquence
ultrastable cryogénique à base d’une cavité acoustique en quartz reste une voie intéressante à ex-
plorer compte tenu des estimations théoriques données dans ce chapitre (on peut atteindre une
stabilité minimum de l’ordre de 10−16). De plus, comme cela sera abordé dans les chapitres 5 et 6,
la mise en oeuvre d’une source d’excitation alternative à la piézoélectricité ouvre la voie à une étude
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Figure 2.14 – Variation des pertes mécaniques sur la plage de température [5K-300K] pour le
CaF2, l’Al2O3, le Si et le SiO2 (silice fondue) [32]. L’étoile rouge représente la meilleure valeur
de pertes mesurées sur un exemplaire d’un résonateur de la société OSA (cf. fig. 2.3). La ligne
pointillée bleu représente les pertes mesurées sur un résonateur à quartz dont le matériau est de
qualité inconnu (cf. fig. 2.1, issue de [6]).

de matériaux à très faibles pertes mécaniques pouvant être intégrés dans la conception d’une telle
source de fréquence à température cryogénique.
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Chapitre 3

Cristallographie du quartz,
Piézoélectricité et Standard IEEE

De par sa structure cristalline, le quartz utilisé pour la réalisation de cavités acoustiques
est un matériau anisotrope et piézoélectrique. La signification du terme piézoélectricité provient
du grec "piézein" signifiant presser ou appuyer. Elle se retrouve dans vingt des trente-deux classes
cristallines existantes. Découvert en 1880 par Pierre et Jacques Curie [33], [34] sur des cristaux de
quartz, de tourmaline, de topaze, de sucre ou encore de sel de Rochelle, l’effet piézoélectrique, dé-
signe la propriété que possèdent certains cristaux de se polariser électriquement sous l’action d’une
contrainte mécanique. On l’appel l’effet piézoélectrique direct en opposition à l’effet réciproque
(effet piézoélectrique inverse) ayant été prédit par G. Lippman en 1881 [35] qui fut découvert par
la suite expérimentalement par les frères Curie [36]. Habituellement, on utilise cette propriété du
quartz comme moyen d’excitation des cavités acoustiques. Ainsi, dans ce chapitre, on introduit
dans un premier temps la structure cristalline du quartz et on effectue un rappel sur l’effet pié-
zoélectrique. De plus, du fait de l’anisotropie du quartz, les résonateurs sont fabriqués à partir de
lames de quartz d’orientation bien particulière définie par des normes standards. On s’intéresse
dans un second temps aux conventions définissant les angles de coupe des lames servant à réaliser
un résonateur acoustique. Les propriétés du quartz étant définies naturellement par rapport à son
système d’axe cristallographique, on donne dans un dernier temps le formalisme permettant d’ef-
fectuer la rotation des tenseurs des propriétés physiques du quartz dans le nouveau repère d’une
lame d’orientation quelconque.

3.1 Structure cristalline du quartz

Cristal, Cristaux,
Nom masculin, (latin crystallus, du grec krustallos, glace)

Solide dont la structure atomique est ordonnée et périodique dans les trois directions de
l’espace. [37]

Un cristal est constitué d’un réseau d’atomes ordonnés tri-périodiquement dans l’espace. Ces
réseaux sont appelés réseaux de Bravais du nom de son découvreur, Auguste Bravais qui les mit en
évidence en 1848. Il dénombre alors, quatorze réseaux de Bravais différents qui représentent la quasi-
totalité de la structure des cristaux. Par le biais de cet arrangement atomique particulier au sein de
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la matière, il a été émis l’hypothèse de l’existence de trente-deux classes cristallines théoriques dont
certaines n’ont à l’heure actuelle jamais été observées dans la nature. La quasi-totalité des cristaux
sont répartis suivant douze classes. Les motifs périodiques de géométrie parallélépipédique formés
par les "noeuds" du réseaux (en réalité les atomes) sont appelés mailles et sont définis par trois
vecteurs fondamentaux a, b, c et les angles associés α, β, γ. Cette distribution régulière garantie
une invariance de l’ensemble des atomes pour une translation quelconque dans le cristal. La fig 3.1
présente les angles et les vecteurs sur une maille primitive ainsi que sur une maille du système
trigonal.

Figure 3.1 – Vecteurs a, b, c et les angles α, β, γ associés pour une maille primitive (à droite) et
pour un système trigonal (à gauche).

Ces mailles sont elles-mêmes au nombre de quatorze avec lesquelles on peut définir, en fonction
des longueurs de vecteurs et des angles, les sept systèmes cristallins (ou réticulaires) suivants :

• Cubique ou isométrique (a = b = c, α = β = γ = 90◦),

• Quadratique ou tétragonal (a = b 6= c, α = β = γ = 90◦),

• Orthorhombique (a 6= b 6= c, α = β = γ = 90◦),

• Monoclinique (a 6= b 6= c, α 6= β = γ = 90◦),

• Triclinique (a 6= b 6= c, α 6= β 6= γ),

• Hexagonal (a = b 6= c, β = γ = 90◦, α = 120◦),

• Rhomboédrique ou trigonal (a = b = c, α = β = γ 6= 90◦).

Dans un cristal, on peut identifier des plans cristallins (ou réticulaires) dont la connaissance
est essentielle notamment pour exploiter le phénomène de diffraction des cristaux. En cristallogra-
phie, on utilise les indices de Miller h, k, l pour définir ces plans où h, k et l sont des nombres entiers
premiers entre eux. Pour mieux comprendre à quoi correspondent ces indices, considérons le cas
présenté sur la figure 3.2. Le plan est caractérisé par trois points notés p, q et r. Les points p et q
passant par le sommet des vecteurs primitifs (unitaires) a et b associés à des atomes du réseaux,
on peut en déduire que p = a = 1 et que q = b = 1. Les indices de Miller correspondants sont
donc h = 1 et k = 1. La troisième intersection coupe le vecteur c en r = 1/3. L’indice de Miller l
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associé est donc l = 3. Finalement, ce plan réticulaire peut-être noté (113). Les indices de Miller
peuvent être négatifs si l’intersection d’un ou plusieurs points se situe sur la partie négative des
axes cristallins. Dans ce cas, on le(s) note(s) avec une barre au-dessus du chiffre (ex. 11̄3). Si le
plan est parallèle à un des axes, on attribue la valeur zéro à l’indice correspondant.

Figure 3.2 – Réseau de Bravais (à gauche) et plan cristallin représenté à partir des indices de
Miller (hkl) (à droite).

À titre d’exemple plus concret, la figure 3.3 donne les plans réticulaires des axes X et Y pour
un cristal de quartz.

Figure 3.3 – Plan cristallin X et Y pour un cristal de quartz.

La distribution atomique ordonnée des cristaux qui leur confère leurs propriétés physico-
chimiques est due à l’existence de forces interatomiques qui créent une cohésion entre les atomes. La
structure cristalline est déterminée par l’équilibre entre ces différentes forces. Dans le cas du quartz,
les mailles tétraédriques sont composées d’un atome de silicium et de quatre atomes d’oxygène. Par
ailleurs, comme tous les tétraèdres mettent leurs quatre atomes d’oxygène en commun avec ceux
des tétraèdres voisins, chaque atome d’oxygène se trouve lié à deux atomes de silicium alors que
chaque silicium est entouré de quatre atomes d’oxygène comme on peut le voir sur la figure 3.4.
La proportion relative des atomes n’est plus SiO4 mais d’un atome de silicium pour deux atomes
d’oxygène et on retrouve la formule chimique du quartz SiO2. C’est donc l’arrangement des atomes
de silicium et d’oxygène qui donne au quartz ses propriétés physiques.

Le quartz se présente sous deux formes allotropiques : le quartz α et le quartz β. Le quartz α
cristallise à une température inférieure à sa température de Curie de 573◦C, au-delà de laquelle se
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Figure 3.4 – Structure atomique du quartz.

produit une transformation paramorphique et fait partie de la classe cristalline de maille trigonale
32. Le quartz β quant à lui, cristallise entre 573◦C et 870◦C. Sa structure cristalline se transforme
légèrement et devient hexagonale. Dans la suite de ce manuscrit, on ne fera état uniquement du
quartz α qui est la forme utilisée pour la réalisation de résonateur du fait qu’il possède deux
constantes piézoélectriques, contre une pour le quartz β qui est donc moins piézoélectrique.

Pour une forme de quartz donnée, on distingue cependant deux structures différentes qui sont
le quartz droit et le quartz gauche. La liaison entre les tétraèdres SiO4 des différentes mailles, liés
les uns aux autres par leurs sommets forment des sortes de spires hélicoïdales toujours parallèles à
l’axe de symétrie vertical du cristal. C’est donc le sens de ces spires, dextrogyres pour un quartz
droit et lévogyres pour un quartz gauche qui donne ces dénominations.

3.1.1 Fabrication du quartz de synthèse

Dans l’industrie, notamment électronique (horloges, oscillateurs, ...), on s’oriente vers l’utilisa-
tion de quartz de synthèse issu de la cristallisation de la silice reproduisant l’arrangement atomique
(i.e. le système cristallin) du quartz naturel. Bien qu’il soit présent de manière abondante sur Terre,
le quartz à l’état naturel, n’est que peu piézoélectrique et présente un nombre important d’impu-
retés (notamment des atomes tels que Al, Li, B, Fe, Mg, Ca, Ti, Rb ou Na). Le quartz synthétique
est formé dans un autoclave (cf. fig. 3.5) par un procédé de croissance hydrothermal à partir d’un
germe de quartz naturel de bonne qualité . L’autoclave se divise en deux parties appelées zone de
dissolution du corps mère pour la partie inférieure et zone de croissance pour la partie supérieure.
Ces deux parties sont séparées par un diaphragme (plaque métallique trouée). La partie inférieure
contient le germe de quartz naturel appelé corps mère. Ce dernier est placé dans une solution de
soude (NaOH - Société Gemma) ou de bicarbonate de soude (Na2CO3 - Société Sawyer). La partie
supérieure quant à elle, contient le germe récepteur qui est une lame d’axe vertical Y . L’enceinte de
l’autoclave est maintenue à une pression constante (entre ∼ 1000 et 2000 bars) et un gradient de
température est généré par l’intermédiaire d’enroulement (colliers chauffants) entre les deux étages.
La partie inférieure possède une température plus élevée que la partie supérieure avec un gradient
de température d’environ 15◦C entre les deux étages. Ce gradient crée un courant de convection au
sein de l’autoclave qui véhicule la solution mère de la zone de dissolution vers la zone de croissance.
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Les atomes de SiO2 viennent alors se greffer sur le germe récepteur reproduisant la structure cris-
talline de celui-ci par le phénomène d’épitaxie. La croissance du quartz n’est pas identique suivant
les trois directions du repère cristallographique X,Y,Z. Il n’y a aucune croissance suivant l’axe Y
qui conserve donc sa longueur initiale. La pousse du cristal se fait uniquement suivant les axes X
et Z mais à des vitesses différentes. Suivant la direction X, on distingue également une différence
de vitesse de croissance entre les directions +X (plus rapide) et −X (plus lent). À cause du diffé-
rentiel de vitesses suivant les directions X et Z, il se forme deux zones notées "S" qui contiennent
un grand nombre d’impuretés. Les zones de croissances suivant X+ et X− contiennent également
des impuretés mais en proportions moindres. Ces différentes zones peuvent être révélées comme
sur la figure 3.6 en irradiant une lame du quartz synthétique avec un rayonnement γ. La formation
d’un cristal de quartz tel que sur la figure 3.6 nécessite de 3 à 6 mois de croissance à raison de 0.01
mm/heure.

Figure 3.5 – Représentation schématique d’un autoclave utilisé pour la croissance du quartz syn-
thétique.

3.1.2 L’effet piézoélectrique

L’effet piézoélectrique inverse, utilisé pour l’excitation des résonateurs à quartz, se manifeste
lorsqu’on applique une différence de potentiel au cristal. Dans ce cas, la structure cristalline se
modifie et le cristal se déforme. C’est la dissymétrie des charges électriques liées directement à la
structure intrinsèque du cristal qui lui confère sa piézoélectricité. Dans l’effet direct, l’application
d’une contrainte mécanique engendre donc un déplacement du centre des charges positives et né-
gatives. Cet effet a pour conséquence de créer une tension proportionnelle à la pression mécanique.

La figure 3.7 donne un récapitulatif des actions et des conséquences des effets piézoélectriques
direct et inverse.

Certaines applications bien connues cachent un effet piézoélectrique telles que les briquets,
l’allume gaz ou encore les montres et horloges à quartz dans l’industrie de l’horlogerie. On trouve
également des dispositifs exploitant cet effet dans l’élaboration de capteur de pression, de balance,
d’accéléromètre, de transducteurs acoustiques (sonars, microphones,...), etc.

De par sa nature piézoélectrique, le quartz est anisotrope, c’est-à-dire que ses propriétés phy-
siques ou chimiques diffèrent selon la direction considérée. Cependant, l’appartenance du cristal
à une classe de symétrie implique l’existence de directions suivant lesquelles les propriétés restent
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Figure 3.6 – (À Gauche) - Coupe transversale d’un cristal de quartz synthétique faisant apparaitre
les zones contenant des impuretés. Ces zones sont révélées par rayonnement γ issu de l’irradiation
d’un cobalt radioactif. (À Droite) - Cristal de quartz synthétique.

Figure 3.7 – Causes et conséquences des effets piézoélectriques direct et inverse.

invariantes. Ces propriétés physiques étant décrites par des tenseurs (cf. annexe A), elles sont asso-
ciées à un repère orthonormé (X ′, Y ′, Z ′) différent du repère crisallographique. Les axes cristallins
sont des axes intrinsèques qui définissent la symétrie du milieu.

L’axe X, ou axe électrique, est parallèle à un côté du losange de base de la maille élémen-
taire, le sens étant déterminé par le côté où les charges apparaissent lors d’une traction ou d’une
compression suivant la direction X. C’est un axe de symétrie binaire.

L’axe Y , ou axe mécanique, est perpendiculaire à X et Z. Il est donc perpendiculaire à un
des côtés du losange de base.

L’axe Z, ou axe optique, est parallèle à la hauteur de la maille élémentaire, le sens positif
étant arbitraire. Cet axe possède une symétrie ternaire, il est donc possible de définir trois systèmes
d’axes X,Y décalés de 120◦ les uns par rapport aux autres autour de Z.
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Figure 3.8 – Système d’axe d’un cristal de quartz. Repère cristallographique (X,Y, Z).

3.2 Conventions IEEE pour les coupes de quartz

Du fait de l’anisotropie du quartz, les lames de quartz peuvent être taillées suivant des orien-
tations bien précises appélées "coupes" de quartz permettant de tirer parti des différentes propriétés
physiques ou chimiques du cristal telles que l’insensibilité à la température ou aux contraintes mé-
caniques ou au contraire une grande sensibilité à la température. Une coupe de quartz est en général
identifiée par trois angles notés ϕ, θ et ψ et est définie dans le repère cristallographique. Dans le
standard IEEE [38], on définit une coupe à partir d’une plaquette rectangulaire normale à l’axe Y
(appelée coupe Y) (fig 3.9) par la notation :

Y X(wlt)ϕ, θ, ψ (3.1)

où :
Y est perpendiculaire à la plaquette rectangulaire d’origine
X est la longueur de la plaquette
w est la largeur (parallèle à Z) autour de laquelle est effectuée la première rotation d’un

angle ϕ de X vers Y .
l est la longueur (parallèle à X) autour de laquelle est effectuée la deuxième rotation d’un

angle θ de Y vers Z.
t est l’épaisseur (parallèle à Y) autour de laquelle est effectuée la troisième rotation d’un

angle ψ de Z vers X.
Le tableau 3.1 donne un aperçu des principales coupes de quartz et des angles associés

présentant un intêret pour la réalisation de dispositifs piézoélectriques.
Parmi les différentes coupes de quartz réalisables, on distingue principalement les coupes à

simple et double rotation (fig.3.10a et 3.10b). Avec la notation définie par (3.1), une coupe à simple
rotation se note (Y Xl)θ. Dans ce cas, la rotation s’effectue uniquement d’un angle θ autour de l’axe
X et la coupe est définie dans un nouveau repère orthonormé X ′ = X, Y ′, Z ′. Une coupe à double
rotation se note (Y Xwl)ϕ, θ et la première rotation d’un angle ϕ s’effectue autour de l’axe Z qui
donne le repère intermédiaire X ′, Y ′, Z ′ = Z. La deuxième rotation d’un angle θ est faite autour de
l’axe X ′ est donne le repère orthonormé final X ′′ = X ′, Y ′′, Z ′′. Les angles θ et ϕ peuvent prendre
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Figure 3.9 – Exemple de la définition de l’angle θ pour une coupe AT notée (Y Xl)−35◦ (Std-IEEE
176-1978)

Coupe θ ϕ Intêret principal
AT 35◦ 0◦ Compensée en température à température ambiante.
BT −49◦ 0◦ Compensée en température à température ambiante.
SC 34.3◦ 22.5◦ Stress Compensated - Compensée en température à température

ambiante qui offre un faible effet force-fréquence.
IT 34◦ 19◦ Compensée en température à température ambiante.
LD 34◦ 27◦ Low Defect - Fréquence de résonance peu sensible à la puissance

d’excitation.
FC 34◦ 15◦ Frequency Compensated - Faible variation de fréquence sur une

plage de température étendue.
SBTC −34.5◦ 16.3◦ Mode de vibration B peu sensible à la pression. Mode de vibration

C sert de capteur de pression.
X 30◦ 5◦ Compensée en température à température cryogénique. (L’un des

résultats du présent travail)

Tableau 3.1 – Principales coupes de quartz.

des valeurs comprises respectivement entre −90◦ < θ < +90◦ et 0◦ < ϕ < +30◦. Le troisième angle
ψ permet lui de définir sur certaines coupes (Ex. Coupe SC) une orientation suivant laquelle l’effet
force-fréquence s’annule. Des forces diamétralement opposées, (cf. fig. 3.10c ) peuvent donc être
appliquées suivant la direction définie par l’angle ψ sans ramener de contraintes supplémentaires.

Afin de normaliser la définition de ces angles, l’I.R.E. (Institute of Radio Engineers, actuel-
lement l’IEEE - Institute of Electrical and Electronics Engineers), a adopté en 1949 la norme
standard IEEE Std 176-1949. Dans cette convention, le signe de l’angle θ donné pour une coupe
issue d’un quartz droit doit être inversé pour la même coupe dans un quartz gauche. Ainsi, une
coupe AT (notée (Y Xl)35◦) d’un cristal de quartz droit possédant un angle θ = +35◦ prendra
la valeur θ = −35◦ pour un quartz gauche. Cette inversion doit également être considérée pour
la constante élastique c14 et pour toutes les constantes piézoélectriques. La figure 3.11 donne un
aperçu de quelques orientations de coupes dans un cristal de quartz dont les valeurs des angles sont
en accords avec la convention de 1949.

Par la suite, deux autres normes ont été rédigées en 1978 et 1987 publiées respectivement sous
la dénomination IEEE Std 176-1978 et IEEE Std 176-1987. Ces deux conventions sont identiques
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Figure 3.10 – a) Coupe à simple rotation. b) Coupe à double rotation. c) Rotation de l’angle ψ.

Figure 3.11 – Orientations des coupes représentées dans un cristal de quartz avec la convention
de 1949.

en ce qui concerne la définition des angles de coupes et se distinguent majoritairement par une
différence de signe sur les constantes piézoélectriques optiques du quartz. À l’heure actuelle, c’est
la convention de 1978 qui est privilégiée par les utilisateurs du quartz. Cette norme rend la distinc-
tion entre quartz droit et quartz gauche obsolète en imposant une valeur positive à la constante
piézoélctrique d11 qui implique un angle θ négatif pour la coupe AT (et donc pour la coupe SC)
quelque soit l’orientation de l’hélice structurale du quartz.

3.3 Rotation des propriétés physiques du quartz

Comme mentionné dans la section 3.1.2, les propriétés physiques du quartz sont exprimées
sous la forme de tenseur du fait de son anisotropie. Ces tenseurs donnés ci-dessous sont liés au
repère cristallographique qui par le biais des symétries du cristal présente l’avantage de réduire le
nombre de leurs composantes indépendantes.
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• Constantes élastiques cij

cij =




c11 c12 c13 c14 0 0
c12 c11 c13 −c14 0 0
c13 c13 c33 0 0 0
c14 −c14 0 c44 0 0
0 0 0 0 c44 c14
0 0 0 0 c14 c66




(3.2)

où la composante c66 = c11−c12
2 .

• Constantes piézoélectriques eij

eij =



e11 −e11 0 e14 0 0
0 0 0 0 −e14 −e11
0 0 0 0 0 0


 (3.3)

• Constantes diélectriques εij

εij =



ε11 0 0
0 ε11 0
0 0 ε33


 (3.4)

Cependant, lors de l’étude analytique du comportement physique d’une coupe de quartz
donnée, le repère cartésien associé à la coupe et donc aux tenseurs ne coïncide plus avec le repère
cristallographique.

L’expression analytique (3.5) utilisée pour la rotation d’un tenseur de rang n d’un repère
(X ′1, X ′2, X ′3) vers un repère (X1, X2, X3) que l’on retrouve dans [39] est trop coûteuse en terme
d’itérations lors de sa résolution numérique.

A′...pqrs...(X ′1, X ′2, X ′3) = ...
∑

i

∑

j

∑

k

∑

l

...aipa
j
qa
k
ra
l
s...A...ijkl...(X1, X2, X3), (3.5)

où A..ijkl.. est un tenseur de rang n, aip sont les composantes de la matrices des cosinus
directeurs, (X1, X2, X3) le repère initial et (X ′1, X ′2, X ′3) le repère final après rotation.

Ainsi, on préférera l’utilisation de la forme matricielle dont la strucure nécessaire pour la
rotation des propriétés physiques lors d’un changement de repère est donnée par une matrice de
Bond [40] notée [M ] et définie telle que

M =
[
m1 2m2
m3 m4 +m5

]
(3.6)
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où

m1 =



a2

11 a2
12 a2

13
a2

21 a2
22 a2

23
a2

31 a2
32 a2

33


 ; m2 =



a12a13 a11a13 a11a12
a22a23 a21a23 a21a22
a31a33 a31a33 a31a32


 ; m3 =



a21a31 a22a32 a23a33
a31a11 a32a12 a33a13
a11a21 a12a22 a13a23




m4 =



a22a33 a23a31 a21a32
a32a13 a33a11 a31a12
a12a23 a13a21 a11a22


 ; m5 =



a23a32 a21a33 a22a31
a33a12 a31a13 a32a11
a13a22 a11a23 a12a21




(3.7)
avec [a] la matrice de transformation orthogonale.

Par l’intermédiaire des figures 3.10a et b, on peut exprimer la matrice de transformation
orthogonale (matrices des cosinus directeurs) pour une simple rotation par :

aij =




1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ


 (3.8)

Et pour une double rotation par :

aij =




cosϕ sinϕ 0
− cos θ sinϕ cos θ cosϕ sin θ
sin θ sinϕ − sin θ cosϕ cos θ


 (3.9)

L’orthogonalité implique a−1
ij = atij et aij .atij = I3 (avec I3 la matrice identité 3× 3).

Les coefficients physiques dans le repère tourné sont donnés par les relations suivantes :

• Pour les constantes diéléctriques

[ε′ij ] = [a][εij ][a]t (3.10)

• Pour les constantes piézoélectriques

[e′ij ] = [a][eij ][M ]t (3.11)

• Pour les constantes élastiques

[c′ij ] = [M ][cij ][M ]t (3.12)

où [M ] est la matrice de Bond qui dépend des coefficients de la matrice de transformation
orthogonale [a].

Dans ce chapitre, il a été démontré que le quartz, de par sa nature anisotrope, permet de
fabriquer des cavités acoustiques en quartz dont les propriétés physiques diffèrent suivant l’orienta-
tion dont elles sont issues. Le quartz étant un matériau utilisé dans un large nombre d’applications,
des conventions standards ont été définies afin de repérer et de caractériser ces orientations. On
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retrouve parmi celles-ci plusieurs coupes de quartz dont les propriétés particulières les rendent in-
téressantes pour un type d’application donnée. Cependant, les propriétés physiques générales du
quartz étant établies par rapport à son système d’axe cristallographique, une rotation des tenseurs
physiques doit être opérée lors de l’étude d’une coupe de quartz considérée comme cela sera le cas
dans le chapitre 4.
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Chapitre 4

Cavités cryogéniques en quartz à
ondes acoustiques de volume piégées

Comme il a été introduit dans le chapitre 3, le quartz est un matériau piézoélectrique. Ainsi,
la propagation d’une onde dans un tel matériau est régie par deux équations constitutives couplant
les lois de l’électricité à celles de la mécanique. Ce chapitre aborde dans une première partie, la
description de ce formalisme en étudiant la propagation d’une onde plane dans un solide piéz-
électrique en définissant la méthode d’obtention des fréquences propres d’une plaque plane infinie.
Dans le chapitre 3, il a également été établi que les propriétés physiques du quartz doivent être
tournées en fonction de l’orientation de la coupe de quartz considérée pour la fabrication d’une
cavité acoutique. De plus, dans le chapitre 2, le mode de vibration d’extension-compression A a été
défini comme le mode présentant les meilleurs coefficients de qualité à température cryogénique.
Ainsi, on appliquera ce formalisme de rotation des tenseurs sur une coupe X (présentant un intérêt
fondamental) dans le cas de ce mode de vibration. De par leur géométrie plan-convexe, les cavités
acoustiques en quartz ont la propriété de confiner l’énergie vibratoire au centre du résonateur. Ce
principe de piègeage permettant de limiter l’influence des structures de maintien de la cavité et
donc d’améliorer les performances de la résonance acoustique sera abordé en détail ici. Le forma-
lisme asymptotique de Stevens-Tiersten [9] sera alors introduit afin de déterminer les fréquences
propres et la répartition spatiale des modes au sein d’une cavité acoutique en considérant sa géo-
métrie convexe. Enfin, la démarche d’identification d’une coupe compensée sera décrite à la fin
de ce chapitre. Cette coupe apporte une solution pour résoudre le problème de la sensibilité à la
température des cavités acoustiques en quartz à température cryogénique qui a été abordé comme
une limitation à la conception d’une source de fréquence ultrastable dans le chapitre 2.

4.1 Propagation des ondes planes dans un matériau piézoélec-
trique

4.1.1 Formalisme général

Le formalisme donné dans la suite de ce manuscrit utilise la contraction des indices avec la
notation de Voigt suivante :

Considérons le cas général de la propagation d’une onde plane à travers un matériau piézo-
électrique suivant une direction quelconque ~n(n1, n2, n3) du repère orthonormé (x1, x2, x3).
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ij ou kl p ou q
11 1
22 2
33 3

23 ou 32 4
31 ou 13 5
12 ou 21 6

Tableau 4.1 – Notation de Voigt pour la contraction des indices.

Dans le cas d’un problème purement mécanique, l’équation qui régie la propagation dans
un solide est l’équation de la dynamique donnée ici, en utilisant la convention d’Einstein pour la
sommation des indices répétés, par :

ρ
∂2ui
∂t2

= ∂Tij
∂xj

(4.1)

avec la loi de Hooke qui donne l’expression de la contrainte Tij telle que :

Tij = cijkl
∂2ul

∂xj∂xk
(4.2)

La solution d’une onde plane progressive sinusoïdale peut s’écrire sous la forme suivante :

ui = u0
i e
−jΩ(

njxj
v

)ejΩt (4.3)

où njxj
v est le terme propagatif, u0

i est l’amplitude de l’onde, xj est une composante du vecteur
(x1, x2, x3), nj est une composante du vecteur unitaire de la direction de propagation ~n, v la vitesse
de l’onde et Ω est la pulsation.

Dans le cas d’un problème purement électrique cette fois, les grandeurs nécessaires à la
description d’un solide piézoélectrique sont :

• Le champ électrique défini par l’équation de Maxwell dans l’approximation quasi-statique,

Ei = − ∂Φ
∂xi

(4.4)

Ce champ dérive d’un potentiel scalaire Φ dont la solution peut s’écrire sous la forme :

Φ = Φ0e
−jΩ(

njxj
v

)ejΩt (4.5)

• L’induction électrique définie par l’équation de Poisson,

∂Dj

∂xj
= ρe (4.6)

où ρe est la densité de charges électriques.
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• L’équation de conservation de l’électricité (si le matériau est conducteur),

∂Ji
∂xi

+ ∂ρe
∂t

= 0 (4.7)

où Ji est la densité de courant.

Si l’on souhaite à présent étudier simultanément la propagation d’une onde mécanique et
d’une onde électrique pour donner une description complète du comportement d’un solide piézo-
électrique, il faut coupler les équations données ci-dessus. On obtient alors les équations linéaires
constitutives d’un corps piézoélectrique. Suivant les besoins de l’étude, on peut utiliser un des
quatres systèmes d’équations qui relient le champ et l’induction électrique aux contraintes et dé-
formations mécaniques. Ces systèmes d’équations sont donnés par :




Tij = cEijklSkl − ekijEk
Di = eiklSkl + εSikEk

(4.8)

où Tij est le tenseur des contraintes, cEijkl est le tenseur des constantes élastiques à champ électrique
constant, Skl est le tenseur des déformations, ekij est le tenseur des constantes piézoélectriques en
C/m2, Ek est le champ électrique, Di est l’induction électrique et εSik est le tenseur des constantes
diélectriques à déformations constantes.




Tij = cDijklSkl − hkijDk

Ei = −hiklSkl + βSikDk

(4.9)

où cDijkl est le tenseur des constantes élastiques à induction électrique constante, hkij est le ten-
seur des constantes piézoélectriques en V/m et βSik est le tenseur des constantes mécaniques à
déformations constantes.




Sij = sEijklTkl + dkijEk

Di = diklTkl + εTikEk
(4.10)

où sEijkl est le tenseur des constantes de flexibilité à champ électrique constant, dkij est le tenseur
des constantes piézoélectriques enm/V , εTik est le tenseur des constantes diélectriques à contraintes
constantes.




Sij = sDijklTkl + gkijDk

Ei = −giklTkl + βTikDk

(4.11)

où sDijkl est le tenseur des constantes de flexibilité à induction électrique constante, gkij est le
tenseur des constantes piézoélectriques en V m/N et βTik est le tenseur des constantes mécaniques
à contraintes constantes.

On remarquera qu’il existe 4 tenseurs des constantes piézoélectriques différents notés eij , hij ,
dij , et gij . On peut passer de l’un à l’autre par les relations suivantes :
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eip = diqc
E
qp, hip = giqc

D
qp

dip = εTikgkp, gip = βTikdkp
(4.12)

où les indices p et q sont définis dans le tableau 4.1.
On considérera pour la suite le couple d’équations (4.8). Ces équations sont données en

négligeant le terme relatif aux pertes viscoélastiques ηij . Cependant, lorsqu’on souhaite prendre ces
pertes en compte, il faut réécrire l’expression des contraintes Tij telle que

Tij = cEijkluk,l − ekijEk + ηijklu̇k,l (4.13)

où le tenseur des déformations Skl a été remplacé par son expression uk,l.
Afin de condenser l’écriture des équations, on adoptera à partir d’ici la notation de Christoffel

∂ui
∂xj
≡ ui,j pour la dérivée partielle de ui par rapport à xj . Les dérivées par rapport au temps seront

notées ∂ui
∂t ≡ üi.

À partir des équations (4.8), les équations de la dynamique (4.1) et de Poisson (4.6) peuvent
s’écrire comme suit :

Dj,j = ejkluk,jl − εSjkΦ,kj

Tij,j = cijkluk,jl + ekijΦ,kj = ρüi
(4.14)

où le champ électrique Ek est exprimé en fonction du potentiel électrique (cf. eq. (4.4)).
En remplaçant les expressions du déplacement mécanique ui (4.3) et du potentiel électrique

Φ (4.5) dans les équations (4.14), il vient :

ejklnjnku
0
k = εjknjnkφ0

ekijnjnkφ0 = ρv2ui − cijklnjnlu0
k

(4.15)

L’identification du terme Φ0 dans le système d’équation (4.15) donne :

ρv2u0
i = cijklnjnlu

0
k + ekijnjnkejklnjnl

εjknjnk
u0
k (4.16)

qui peut se mettre sous la forme

ρv2u0
i =

(
Γik + γiγk

ε

)
u0
k (4.17)

où Γik = cijklnjnl est le tenseur de Christoffel, γi = ekijnjnk et ε = εjknjnk.
En regroupant les constantes élastiques cijkl avec les constantes piézoélectriques ekij , on

obtient les constantes élastiques durcies notées

¯cEijkl = cEijkl + (epijnp)(eqklnq)
εSjknjnk

(4.18)

Le tenseur de Christoffel pour un matériau piézoélectrique s’écrit donc
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Γ̄il = c̄Eijklnjnk (4.19)

On peut donc réécrire l’équation (4.17) sous la forme d’une équation aux valeurs propres telle
que

(Γ̄ik − ρ
Ω2

η2 δik)u
0
k = 0 (4.20)

où δjk est le symbole de Kronecker. La vitesse v = Ω
η (avec η le nombre d’onde) et la polarisation des

modes associés aux valeurs et vecteurs propres peuvent être déterminées en annulant le déterminant
des coefficients d’amplitude u0

i telle que

∣∣∣c̄Eijkl − ρv2δjk
∣∣∣ = 0 (4.21)

4.1.2 Expression du tenseur de Christoffel dans le repère tourné

Considérons le cas d’une lame de quartz de coupe X définie par les angles (ϕ = 30◦, θ = 0◦)
(le choix de cette coupe particulière sera justifié par la suite). Cette lame est orientée dans le repère
cristallographique (X,Y, Z) conformément à la figure 4.1. Dans ce cas, la matrice de transformation
orthogonale est définie par :

aij =



a11 a12 0
a21 a22 0
0 0 1


 (4.22)

a11 = cosϕ, a12 = sinϕ, a21 = − sinϕ et a22 = cosϕ

Figure 4.1 – Schéma d’une plaque plane infinie.

La propagation de l’onde plane se faisant suivant la direction normale à la lame ~n2, les
coefficients du tenseur de Christoffel peuvent s’écrire :

Γ̄ik = c̄E2jk2 (4.23)
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où c̄E2jk2 = cE2jk2 + e2j2e2k2
ε22

En utilisant la notation de Voigt on obtient

Γ̄ =




c66 + (e26)2

ε22
c26 + e22e26

ε22
c46 + e24e26

ε22

c26 + e22e26
ε22

c22 + (e22)2

ε22
c24 + e22e24

ε22

c46 + e24e26
ε22

c24 + e22e24
ε22

c44 + (e24)2

ε22


 (4.24)

Bien que le cas étudié ici soit relatif à une lame de quartz tournée d’un angle ϕ, la matrice
de Christoffel reste invariante quelque soit l’orientation de la coupe considérée. De plus, la matrice
étant symétrique quelque soit la coupe, les valeurs propres sont toujours réelles et positives. Le
calcul de ces valeurs propres permet de déterminer les trois modes de résonance pouvant s’établir
dans un résonateur à quartz que l’on note A, B et C. Chacun de ces modes est associé à une vitesse
de propagation notées respectivement VA, VB et VC (proportionnelles aux valeurs propres), le mode
A étant le plus rapide et le mode C le plus lent :

VA > VB > VC

Calcul des coefficients de la matrice de Christoffel dans le repère tourné

Le repère associé à la lame ayant subi une rotation par rapport au repère cristallographique,
il est nécessaire de recalculer les expressions des coefficients élastiques, piézoélectriques et diélec-
triques. Pour cela, on peut utiliser une matrice de Bond introduite dans la section 3.3, où les
coefficients tournés peuvent être calculés par le biais des relations (3.10), (3.11) et (3.12). Tout
calcul fait, les nouveaux coefficients sont donnés par :

• Constantes élastiques c′ij

c′22 = a2
21(c11a2

21 + c12a2
22) + a2

22(c12a2
21 + c11a2

22) + 4a2
11a

2
21c66

c′24 = a22(c14a2
21 − c14a2

22) + 2a11a2
21c14

c′26 = a11a21(c11a2
21 + c12a2

22) + a12a22(c12a2
21 + c11a2

22) + 2a11a21c66(a11a22 + a12a21)

c′44 = c44a2
21 + c44a2

22

c′46 = a21c14(a11a22 + a12a21)− a12a2
22c14 + a11a21a22c14

c′66 = c66(a11a22 + a12a21)2 + a11a21(a11a21c11 + a12a22c12) + a12a22(a11a21c12 + a12a22c11)

(4.25)

• Constantes piézoélectriques e′ij

e′22 = e11a3
21 − e11a21a2

22 − 2a11e11a21a22

e′24 = a21a22e14 + a21a22e25 = 0

e′26 = a11a2
21e11 − a22e11(a11a22 + a12a21)− a12a21a22e11

(4.26)
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• Constantes diélectriques ε′ij

ε′22 = a2
21ε11 + a2

22ε11 (4.27)

Calcul des vitesses de propagation et des polarisations des modes A, B et C

Dans le cas étudié ici, le problème aux valeurs propres peut s’écrire

(
c̄E2jk2 − ρ

Ω2

η2 δjk

)
Ar = 0 (4.28)

ainsi, le déterminant permettant de calculer la vitesse et la polarisation des ondes s’écrit

∣∣∣c̄E2jk2 − c̄δjk
∣∣∣ = 0 (4.29)

où les valeurs propres c̄ = ρΩ2

η2 représentent la constante élastique effective associée à chaque
mode. La constante élastique effective est généralement notée c̄(λ) où λ représente le mode associé.

On donnera ici uniquement les valeurs numériques des vitesses de propagation et des polari-
sations des modes étant donnée la complexité des expressions issues du calcul des valeurs propres.
On rappelle que les modes A, B et C correspondent respectivement à des modes d’épaisseur de
compression-dilatation et de cisaillement rapide et lent.

On trouve alors pour chacun des modes d’une coupe X(30◦, 0◦) :

VA ≈ 5999m.s−1 ◦uA =




0
1
0




VB ≈ 4317m.s−1 ◦uB =




0.9018
0

0.4321




VC ≈ 3916m.s−1 ◦uC =



−0.4321

0
0.9018




(4.30)

La vitesse de propagation ainsi que la polarisation des modes changent en fonction de la
coupe. Les figures ci-dessous présentent la variation des vitesses pour les trois modes en fonction
des angles φ (fig. 4.2) et θ (fig. 4.3).

Dans les coupes à simple rotation (rotation d’un angle θ), seul le mode C est excitable
piézoélectriquement étant donné que seule la constante C̄66 intervenant uniquement dans sa valeur
propre est durcie. Cependant, on note une inversion de polarisation des modes B et C à partir
d’un angle θ = −23◦. En dessous de cette valeur, la dénomination du mode C se transforme en
mode B et c’est donc le mode B qui est excitable. On remarquera également que la définition des
angles −90◦ < θ < +90◦ et −30◦ < φ < +30◦ donnée dans le premier chapitre est cohérente au
vu des courbes de vitesses ci-dessus. En effet, on retrouve une périodicité de 60◦ des courbes des
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Figure 4.2 – Variation de la vitesse de propagation des modes A, B et C pour un angle ϕ variant
de −90◦ à +90◦.

Figure 4.3 – Variation de la vitesse de propagation des modes A, B et C pour un angle θ variant
de −90◦ à +90◦.

vitesses en fonction de l’angle φ (du fait de la symétrie ternaire de l’axe X à 120◦). Cette périodicité
n’existant pas pour l’angle θ, il doit donc être considéré sur une plage globale de 180◦.

4.1.3 Calcul des fréquences propres dans une plaque plane infinie pour un mode
d’extension-compression

On considère toujours la propagation d’une onde plane suivant la directionX2 où le résonateur
à ondes de volume est modélisé par une plaque plane infinie comme sur la figure 4.4. On calcule ici
les modes propres d’une telle plaque d’épaisseur h, à partir d’une étude en deux dimensions autour
du mode fondamental d’extension-compression d’épaisseur (mode A).
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Figure 4.4 – Schéma d’une plaque plane infinie.

L’expression (4.3) de l’onde plane pour des déplacements dans la direction X2 peut s’écrire :

u2(x2, t) = u2(x1, x3)e−j(ηx2)e−jΩt (4.31)

où η = Ω
v ~n2 est le vecteur d’onde et ~n2 est un vecteur unitaire dans la direction X2.

Les équations constitutives (4.8) peuvent se réécrire comme suit




T2j = cE2jk2uk,2 − ek2jΦ,2

D2 = e2k2uk,2 + εS22Φ,2
(4.32)

où le champ électrique E2 a été remplacé par son expression Φ,2 faisant intervenir le potentiel
électrique

Les conditions d’équilibre mécanique et électrique (pour un corps isolant) s’écrivent :

Tij,j = ρüi

Di,i = 0
(4.33)

À partir des équations (4.32), les conditions d’équilibre peuvent se réécrire

Ti2,2 = ci2k2uk,22 + eki2Φ,k2 = ρüi

D2,2 = e2k2uk,22 − εS22Φ,22
(4.34)

Les conditions aux limites électrique (induction électrique D2) et mécanique (contrainte mé-
canique T22) dans le cas d’une plaque plane infinie sans électrodes s’écrivent

en ±h :

en ±h :

{
D2 = 0

T22 = 0
(4.35)

En considérant la condition aux limites électrique et à partir de l’équation (4.32) de l’induction
électrique D, il vient

Φ,2 = e22
εS22

u2,2 = 0 (4.36)

La contrainte mécanique T22 donnée par l’équation (4.32) peut alors s’écrire
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T22 = C22u2,2 −
e2

22
εS22

u2,2 (4.37)

On retrouve ainsi la forme de la constante élastique durcie et la contrainte peut se réduire

T22 = c̄22u2,2 (4.38)

Les solutions du déplacement mécanique u2 peuvent s’écrire

{
u2(x2, t) = A sin ηx2ejΩt

u2(x2, t) = A cos ηx2ejΩt
(4.39)

où η2 = ρΩ2

c̄(λ) est le vecteur d’onde au carré.
Du fait des conditions aux limites électriques, dans un résonateur à quartz, seuls les modes

impairs (en sin ηh) sont excitables piézoélectriquement.
Á partir de la solution pour des modes impairs et de la condition aux limites mécanique, la

contrainte mécanique s’écrit en +h :

T22 = c̄22Aη cos(ηh)ejΩt = 0 (4.40)

Pour que le problème ne soit pas trivial, le seul terme pouvant s’annuler est le terme en
cosinus. On peut donc écrire

cos(ηh) = 0 ⇒ ηh = nπ
2 avec n impair (n = 1, 3, 5, 7, ...) (4.41)

En remplaçant le vecteur d’onde η par son expression, on obtient l’équation de la pulsation
propre

Ωn = nπ

2h

√
c̄(A)

ρ
(4.42)

où Ω = 2πfn et c̄(A) est la valeur propre pour le mode d’extension-compression A.

4.2 Principe du piégeage de l’énergie vibratoire

Le concept du piégeage de l’énergie vibratoire a été introduit par Shockley et al. [41] en 1963.
Ils proposent un formalisme analytique permettant d’étudier le confinement de l’énergie par l’effet
de masse des életrodes (mass-loading effect) sur un résonateur piézoélectrique pour un mode de
cisaillement i.e. une onde se propageant dans une direction parallèle à la surface du résonateur.

Ce phénomène de piégeage étant lié à la notion de fréquence de coupure, Shockley et al.
indiquent que si la fréquence de coupure des zones extérieures (zones non-hachurées sur la figure 4.5)
est supérieure à la fréquence d’excitation du résonateur, l’énergie est essentiellement confinée dans la
zone centrale (zone hachurée). Il apparait alors une décroissance exponentielle de l’énergie vibratoire
à partir du centre du résonateur et on obtient une onde évanescente en dehors de la zone centrale.
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Figure 4.5 – Zone de piégeage de l’énergie vibratoire selon Shockley [41].

Théoriquement, le piégeage de l’énergie pour un résonateur piézoélectrique est basé sur la
relation de dispersion qui relie la fréquence de résonance de la plaque plane infinie aux nombres
d’ondes latéraux ξ et ν associés respectivement aux directions x1 et x3 contenues dans le plan de
la plaque. Cette relation pour des nombres d’ondes latéraux ξ et ν petits devant le nombre d’ondes
longitudinal η suivant X2 est donnée par [9]

Mnξ
2 + Pnν

2 + ρΩ2
n = ρΩ2 (4.43)

où ρ est la masse volumique, Ω est la pulsation de résonance dans le cas unidimensionnel (sans
dépendance en x1 et x3) et Mn et Pn sont les constantes de dispersion.

La relation de dispersion donnée par l’équation (4.43) est une relation approchée. En effet,
on considère souvent une approximation parabolique des courbes de dispersion Ω = f (Ωn, ξ, ν)
au voisinage de ξ = ν = 0. Le formalisme des plaques proposé par Mindlin [42] et repris par
Tiersten [43] permet de tracer les courbes de dispersion et d’en déduire les constantes de dispersion
Mn et Pn.

Schématiquement, en reprenant le cas bidimensionnel de la figure 4.5, les courbes de dispersion
pour ξ peuvent être représentées comme sur la figure 4.6. Le nombre d’ondes latéral ξ peut être
purement réel, purement imaginaire ou complexe. Ces trois états conduisent respectivement à une
propagation d’ondes sinusoïdales, en exponentielle décroissante ou sinusoïdales atténuées. Pour
mettre en oeuvre le phénomène de piégeage, il faut que les constantes Mn et Pn soient réelles et
positives.

Figure 4.6 – Allure des courbes de dispersion pour les zones extérieures et la zone centrale.
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Les courbes 1 et 2 de la figure 4.6 correspondent respectivement aux parties centrale et
externe du résonateur. Comme mentionné ci-dessus, on retrouve bien un phénomène de piégeage,
le vecteur d’onde ξ associé à la partie externe étant imaginaire pur et le vecteur d’onde ξ̄ étant réel
à la pulsation Ω. On retrouve ici les deux mêmes courbes étant donné qu’en pratique, l’écart en
fréquence Ω̄−Ω est petit (∼ 1%). Les constantes de dispersion sont donc les mêmes pour les deux
courbes. On constate que pour obtenir un piégeage de l’énergie, l’écart Ω̄− Ω doit être négatif.

En 1986 Tiersten et Stevens [9] ont proposés un formalisme théorique permettant de calculer
analytiquement les constantes de dispersion pour une coupe d’orientation quelconque. Bien que ce
formalisme ait été développé pour des résonateurs à quartz, il est applicable quelque soit le cristal
(i.e. la classe cristalline). Ce formalisme sera abordé dans la section 4.2.2.

Il existe principalement trois configurations de résonateurs permettant le piégeage de l’énergie
vibratoire au centre de la structure :

• Piégeage par "mass-loading"
Il s’agit d’un chargement mécanique engendré par le dépôt des électrodes métalliques au
centre du résonateur siège du confinement de l’énergie vibratoire. Pour des lames minces, ce
type de piégeage est utilisé dans une gamme de fréquences supérieures à ∼ 50 MHz.

Figure 4.7 – Structure pour le piégeage par "mass-loading".

• Piégeage par géométrie plan convexe
Il s’agit de réaliser un amincissement des bords d’une ou des deux faces du résonateur par le
biais d’un usinage de façon à obtenir des surfaces sphériques. Les résonateurs possédant une
ou deux faces convexes sont appelés respectivement résonateurs plan-convexe ou biconvexe,
la forme étant réalisée mécaniquement par rodage et polissage. Pour des résonateurs à base
de lames épaisses, ce type de piégeage est optimum sur une plage de fréquences comprises
entre [1 MHz ; ∼ 50 MHz].

Figure 4.8 – Structure plan-convexe.

• Piégeage par structure mesa
Il s’agit ici de la combinaison des configurations ci-dessus. En effet, la structure mesa consiste
à prévoir une sur-épaisseur dans la région centrale du résonateur. Ainsi, on obtient des régions
amincies sur les bords (comme pour la géométrie plan-convexe) et un effet de masse supplé-
mentaire au centre (comme avec le dépôt des électrodes). Au même titre que pour le piégeage
par "mass-loading", pour une lame mince, ce type de piégeage est utilisé dans une gamme de
fréquences supérieures à 50 MHz. Il est particulièrement adapté au cas de résonateurs usinés
chimiquement, en général par photolithographie, en particulier quand l’épaisseur devient trop
faible pour être usinée mécaniquement.

Les deux premières configurations étant les plus utilisées, seules les structures à base de
"mass-loading" et à plan-convexe seront traitées ici.
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Figure 4.9 – Structure "mesa".

4.2.1 Piégeage par mass-loading

On considère toujours la propagation d’une onde plane suivant la directionX2 et le résonateur
est modélisé par une plaque plane infinie comme sur la figure 4.4. L’approximation de la plaque
plane se justifie ici étant donné que la vibration au bord du résonateur est quasi-nulle du fait du
piégeage.

Figure 4.10 – Schéma d’une plaque plane infinie.

Détermination du potentiel électrique

En combinant les équations d’équilibre de l’induction électrique D (4.33) et (4.34), il vient

e22u2,22 − εS22Φ,22 = 0 (4.44)

Le terme relatif au potentiel électrique peut donc se mettre sous la forme

Φ,22 = e22
εS22

u2,22 (4.45)

En procédant à une double intégration, le potentiel électrique Φ s’écrit

Φ = e22
εS22

u2 + ax2 + b (4.46)

où a et b sont les constantes d’intégration.
Ces deux constantes d’intégration peuvent être déterminées à partir des conditions aux limites

électriques données par

en +h :

en −h :





Φ0 = Φ0
2

Φ0 = −Φ0
2

(4.47)

De plus, aux interfaces, le déplacement s’exprime u2(+h) = −u2(−h). Les constantes a et b
peuvent donc être calculées comme suit
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en +h :

en −h :





e22
εS22
u2(h) + ah+ b = Φ0

2

− e22
εS22
u2(h)− ah+ b = Φ0

2
⇒



b = 0
a = Φ0

2 − e22
hεS22u2(h) (4.48)

Finalement, le potentiel Φ peut donc s’écrire

Φ = e22
εS22

u2 +
(

Φ0
2h −

e22
hεS22

u2(h)
)
x2 (4.49)

Détermination des fréquences propres

La forme du potentiel électrique ayant été déterminée, on peut à présent calculer les fréquences
propres pour un mode d’extension-compression à partir de l’équation de la dynamique T2j (4.32).
L’expression des contraintes mécaniques peut s’écrire,

T22 = C22
∂u2
∂x2

+ e22

(
e22
ε22

u2,2 + Φ0
2h −

e22
hε22

u2

)
(4.50)

En prenant en compte les constantes élastiques durcies, il vient

T22 = C̄22u2,2 −
e2

22
hε22

u2 + Φ0
2he22 (4.51)

Les solutions du déplacement mécanique u2 peuvent s’écrire

{
u2(x2, t) = u◦2 sin ηx2ejΩt

u2(x2, t) = u◦2 cos ηx2ejΩt
(4.52)

où η2 = ρΩ2

c̄(λ) = Ω2

v2 est le vecteur d’onde.
Du fait des conditions aux limites électriques, dans un résonateur à quartz, seuls les modes

impairs (en sin η) sont excitables piézoélectriquement.
En prenant en considération la présence des électrodes comme sur la figure (4.4), les conditions

aux limites mécaniques s’écrivent

en +h :

en −h :




T22 = −2ρ′h′ ∂

2u2(h)
∂t2

T22 = 2ρ′h′ ∂
2u2(−h)
∂t2

(4.53)

où ρ′ et h′ représentent respectivement la masse volumique et la demi-épaisseur d’une élec-
trode.

En considérant un potentiel nul à l’interface quartz/électrode en +h et en prenant en compte
la solution (4.52) pour les modes impairs, l’expression de la contrainte T22 (eq. (4.51)) devient

T22 = C̄22u
0
2η cos (ηh)ejΩt − e2

22
hε22

u0
2 sin (ηh)ejΩt (4.54)

On obtient alors, à partir de la condition aux limites en +h (eq. (4.53))
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c̄22u
0
2η cos (ηh)− e2

22
hε22

u0
2 sin (ηh)− 2ρ′h′Ω2u0

2sin(ηh) = 0 (4.55)

En combinant les termes en sinus et cosinus, on obtient l’équation transcendante de la fré-
quence

tan (ηh) = ηh

k2
22 +Rh2η2 (4.56)

où k2
22 = e222

c̄22ε22
est le coefficient de couplage piézoélectrique et R = 2ρ′h′

ρh est le rapport de la
masse des électrodes sur la masse du résonateur.

Pour un mode n donné, on peut écrire

ηh = nπ

2 − δn et ηh = h

√
ρ

c̄22
Ωn (4.57)

où δn est une quantité qui décale légérement la fréquence de résonance du fait de la piézo-
électricité du matériau et à l’ajout de masse des électrodes.

De plus, le mode n considéré étant impair et δn étant petit, on peut linéariser l’équation (4.56)
par l’intermédiaire des approximations de Gauss telle que

tan(ηh) =
sin(nπ2 − δn)
cos(nπ2 − δn) ≈

1
δn

(4.58)

En inversant l’équation (4.56), il vient

δn

(
nπ

2 − δn
)

= k2
22 +R

(
nπ

2 − δn
)2

(4.59)

Les termes δn et R étant petits, on peut réduire l’expression (4.59) à

δn
nπ

2 ≈ k
2
22 +R

n2π2

4 (4.60)

d’où

δn ≈
2
nπ

k2
22 + nπ

2 R (4.61)

En posant l’égalité des expressions de ηh données par l’équation (4.57), on obtient la fréquence
de résonance

fn = n

4h

√
c̄22
ρ

(
1− 4k2

22
n2π2 −R

)
(4.62)

La fréquence de résonance donnée par 4.62 est la fréquence de la région centrale sous les
électrodes. On remarque que par rapport à la fréquence de la plaque plane infinie donnée par
l’équation 4.42, le terme entre parenthèse a été ajouté. Celui-ci reflète la présence des électrodes
et induit un décalage de la fréquence de résonance par rapport à la partie extérieure (considérée
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en dehors de la zone centrale) qui est celle de la plaque plane infinie. Le mass-loading induit donc
un écart de fréquence entre la zone centrale et la zone externe qui permet de confiner l’énérgie au
centre du résonateur. C’est d’ailleurs le principe du piégeage par mass-loading qui est utilisé dans
les balances à quartz (QCM - Quartz Crystal Microbalance) présentes dans la plupart des machines
de dépots métalliques sous vide permettant de contrôler l’épaisseur des couches minces déposées
en temps réel.

4.2.2 Piégeage par géométrie plan-convexe

Les travaux antérieurs portant sur l’analyse des résonateurs à quartz à mode d’énergie piégée
ont été pour la plupart concentrés sur l’étude du mode de vibration C des coupes à simple rotation
Y + θ, notamment la coupe AT [44], [45], [46]. Par la suite, Detaint et al. [47] ont considéré le
cas général des coupes à double rotation pour le mode de vibration C. C’est enfin Stevens et
Tiersten [9] qui ont fourni l’analyse la plus complète pour l’étude des résonateurs à quartz à double
rotation. Ils ont montré un excellent accord entre leurs prédictions et les mesures de divers partiels
et anharmoniques du mode C de la coupe SC.

Leur analyse est basée sur la formulation d’une équation différentielle scalaire du mouvement
qui s’écrit à partir des termes des composantes du déplacement propre dominant pour chaque mode
de vibration d’épaisseur. Les constantes élastiques effectives dans l’équation différentielle scalaire
du mouvement sont obtenues à partir d’une expression asymptotique de la relation de disper-
sion fréquence-nombre d’ondes. Cette expression asymptotique est propre à un mode de vibration
d’épaisseur donné possédant de faibles variations transversales suivant les directions contenues dans
le plan de la plaque.

Une coupe de quartz à double rotation présente une symétrie triclinique par rapport aux axes
de la plaque. Les trois modes d’épaisseur possèdent des vecteurs de polarisation qui ne coïncident
pas avec les axes de la plaque comme présenté sur la figure 4.11 où ~n2 est la normale au plan de
coupe de la lame de quartz.

Figure 4.11 – Système d’axes des vecteurs prores où ~n2 est la normale à la lame de quartz.

En tenant compte des variations transversales, les équations du mouvement pour les modes
d’épaisseur écrites en terme de composantes de déplacement le long des axes de la plaque sont trop
complexes pour donner une solution pour les modes propres.

Cependant, l’analyse peut être rendue traitable en projetant les composantes du déplacement
mécanique sur le repère orthogonal des vecteurs propres tout en continuant à considérer les variables
indépendantes aux coordonnées cartésiennes originales contenant la normale de la plaque et les
axes habituels dans la plan de la plaque. L’avantage de cette transformation est qu’elle permet de
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considérer les modes A, B ou C séparément (un seul à la fois) car les deux autres modes possèdent
des amplitudes beaucoup plus faibles au voisinage du mode d’épaisseur considéré.

La relation de dispersion fréquence-nombre d’ondes pour un mode de vibration d’épaisseur
donné est obtenue après avoir satisfait les conditions aux limites appropriées sur les surfaces princi-
pales de la plaque avec ou sans électrodes dans le cas limite des petites longueurs d’ondes latérales.
La forme résultante de la relation de dispersion au voisinage de chaque fréquence d’intérêt suggère
une équation du mouvement scalaire tridimensionnelle équivalente.

Les constantes effectives pour les trois équations scalaires de mouvement sont associées à
chacun des trois modes de vibration d’épaisseur. Ces constantes sont des fonctions non triviales
de l’orientation cristalline et leur signe dépend de la courbure des branches sur les courbes de
dispersion. Un signe positif de ces constantes indique un piégeage d’énergie "normal" pour une
géométrie plan-convexe typique. En revanche, un signe négatif se traduit par une fréquence complexe
qui implique un facteur de qualité plus faible causé par des pertes importantes.

Le phénomène de piégeage peut également se produire avec une géométrie concave si toutes
les constantes effectives deviennent positives avec un rayon de courbure négatif [41].

Détermination du déplacement et des fréquences propres d’un résonateur cylindrique
à géométrie plan-convexe

Les paramètres géométriques d’un résonateur plan-convexe sont donnés sur la figure 4.12.

Figure 4.12 – Paramètres géométriques d’un résonateur plan-convexe.

Initialement calculé pour le mode C de la coupe SC, le formalisme de Stevens et Tiersten
peut être appliqué à toutes les coupes et tous les modes de vibration (A, B ou C). Cependant, on
adoptera ci-dessous les expressions données par Sinha [48] (notamment pour les constantes Mn et
Pn) qui a repris le formalisme de Tiersten en se concentrant sur le mode de vibration A qui est le
mode d’intérêt dans les travaux présentés dans ce manuscrit.

L’originalité de cette formulation analytique est de considérer un système d’axe lié aux vec-
teurs propres du déplacement. Il faut donc introduire une matrice de tranformation orthogonale
pour passer du repère (X̂1, X̂2, X̂3) lié à la plaque au repère (X1, X2, X3) formé par les trois
vecteurs propres. Les équations initiales de cette théorie sont les mêmes que pour le cas de la
plaque plane infinie et les vecteurs propres sont donc issus de l’équation aux valeurs propres don-
née par (4.28). En arrangeant les vecteurs propres dans une matrice, on obtient la matrice de
transformation orthogonale suivante
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Qir =



A

(1)
1 A

(1)
2 A

(1)
3

A
(2)
1 A

(2)
2 A

(2)
3

A
(3)
1 A

(3)
2 A

(3)
3


 (4.63)

où A1, A2 et A3 représentent respectivement les vecteurs propres associés aux modes A, B et C et
(1), (2) et (3) les axes du repère X1, X2 et X3.

Par le biais de cette matrice, on peut exprimer les composantes ui des vecteurs propres en
fonction des composantes ûi de la vibration par la relation

ui = Qirûr (4.64)

L’équation du mouvement peut alors se réécrire en fonction des composantes ui telle que

c̄(j)uj,22 + C2jiaui,2a + C2ijaui,2a + Cajibui,ab = ρüj (4.65)

où a et b prennent les valeurs 1 ou 3 (et pas 2).

On se retrouve donc avec un nouveau coefficient élastique effectif et de nouveaux coefficients
élastiques dont les expressions sont données par

c̄(j)δij = ˆ̄C2nr2QirQjn

C2jia = QjnQirĈ2nra

C2ija = QirQjnĈ2rna

Cajib = QjnQirĈanrb

(4.66)

L’équation (4.65) permet de décrire les trois modes de vibration d’épaisseur d’une plaque
anisotrope.

La relation de dispersion asymptotique pour le mode de vibration A est obtenue après avoir
satisfait les conditions aux limites appropriées sur les surfaces principales de la plaque non électro-
déposée ou électrodéposée dans le cas des petits nombres d’ondes latéraux ξ et ν. On retrouvera le
détail du calcul permettant d’arriver à cette relation de dispersion asymptotique dans [9], [48] ou
[49]. Cette relation est donnée par

M (2)
n ξ2 +Q(2)

n ξν + Pn(2)ν2 − n2π2c̄(2)

4h2 − ρΩ2 = 0 (4.67)

où les constantes de dispersion Mn, Qn et Pn sont données pour le mode A par
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M
(2)
n = C69 − C2

29
c̄(2) + r2(C12 + C66) + r5(C82 + C67) + 4(r2c̄(1)+C99)(r2c̄(2)−C21)

c̄(1)κ1nπ
cotκ1

nπ
2

+4(r5c̄(2)−C25)(r5c̄(3)+C49)
c̄(3)κ3nπ

cotκ3
nπ
2

Q
(2)
n = 2C64 − 2C29C24

c̄(2) + r2(C52 + C76) + r4(C12 + C66) + r3(C82 + C67) + r5(C32 + C77)

+4(r2c̄(1)+C99)(r4c̄(2)+C28)+(r4c̄(1)+C94)(r2c̄(2)+C21)
c̄(1)κ1nπ

cotκ1
nπ
2

+4(r5c̄(2)+C25)(r3c̄(3)+C44)+(r3c̄(2)+C23)(r5c̄(3)+C49)
c̄(3)κ3nπ

cotκ3
nπ
2

P
(2)
n = C74 − C2

24
c̄(2) + r4(C52 + C76) + r3(C32 + C77) + 4(r4c̄(1)+C94)(r4c̄(2)−C28)

c̄(1)κ1nπ
cotκ1

nπ
2

+4(r3c̄(2)−C23)(r3c̄(3)+C44)
c̄(3)κ3nπ

cotκ3
nπ
2

(4.68)

où

r2 = C12+C66
c̄(2)−c̄(1) , r3 = C77+C32

c̄(2)−c̄(3) , r4 = C52+C76
c̄(2)−c̄(1) , r5 = C67+C82

c̄(2)−c̄(3)

κ1 =
√

c̄(2)

c̄(1) , κ2 =
√

c̄(2)

c̄(3)

(4.69)

En tenant compte des équations du déplacement et des conditions aux limites pour des modes
impairs et pour des petits nombres d’ondes ξ et ν il vient

(M (2)
n ξ2 +Q(2)

n ξν + Pn(2)ν2 − n2π2ĉ(2)

4h2 − ρΩ2)un2 = 0 (4.70)

où ĉ(λ) = c̄(λ) (1− 8k2
2/n

2π2 − 2R
)
avec λ = 1, 2, 3 désignant respectivement les modes de

vibration C, A et B et un2 est la solution asymptotique du déplacement u2 pour les modes d’ordre
impair donnés par

un2 = 2sin(nπx2
2h )e−iξx1e−iνx3e−iΩt (4.71)

La forme de la relation (4.70) suggère une équation du mouvement scalaire tridimensionnelle
qui peut être écrite comme suit

(
M (2)
n

∂2un2
∂X2

1
+Q(2)

n

∂2un2
∂X1∂X3

+ Pn(2)∂
2un2
∂X2

3
− n2π2c̄(2)

4h2 − ρΩ2
)
un2 = ρün2 (4.72)

où Mn, Qn et Pn sont des fonctions de l’orientation cristalline de la plaque et du rang de
partiel n.

L’équation (4.72) qui présente une dérivée "mixte" suivant X1 et X3 rend sa forme inhomo-
gène. Cependant, comme on le retrouve dans [50], cette dérivée "mixte" peut être supprimée par
une rotation planaire appropriée des axes X1 et X3 d’un angle βn autour de la normale de la plaque.

La rotation transforme les coordonnées telles que
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xj = Rijx
′
i, x′i = Rijxj (4.73)

où

Rij =




cosβn 0 − sin βn
0 1 0

sin βn 0 cosβn


 (4.74)

et

βn = 1
2 tan− 1

( −Qn
Mn − Pn

)
(4.75)

L’équation du mouvement résultante s’exprime sous la forme d’une équation différentielle à
variable séparable et s’écrit comme suit

(
M
′(2)
n

∂2un2
∂X

′2
1

+ P
′(2)
n

∂2un2
∂X

′2
3
− n2π2c̄(2)

4h2 − ρΩ2
)
un2 = ρün2 (4.76)

où les coefficients M
′(2)
n et P

′(2)
n s’expriment par

M
′
n = Mn cos2 βn −Qn sin βn cosβn + Pn sin2 βn

P
′
n = Mn sin2 βn +Qn sin βn cosβn + Pn cos2 βn

(4.77)

L’équation du mouvement sous sa forme (4.76) est définie pour la plaque plane. Si l’on
souhaite prendre en compte l’aspect géométrie sphérique d’un résonateur plan-convexe, on peut
décrire la variation d’épaisseur progressive du rayon de courbure de la partie convexe par

2h = 2h0

(
1− x2

1 + x2
3

4Rh0

)
(4.78)

En substituant cette expression dans (4.76), on obtient l’équation du mouvement pour un
résonateur circulaire plan-convexe qui s’écrit

(
M
′(2)
n

∂2un2
∂X

′2
1

+ P
′(2)
n

∂2un2
∂X

′2
3
− n2π2c̄(2)

4h2
0

(
1 + x2

1 + x2
3

2Rh0

)
− ρΩ2

)
un2 − ρün2 = 0 (4.79)

Une solution propre de (4.79) peut être écrite en termes de polynômes d’Hermite

unmp2 = e(−αnX
′2
1

2 )Hm(√αnX ′1)e(−βnX
′2
3

2 )Hp(
√
αnX

′
3)eiΩnmpt (4.80)

où n = 1, 3, 5, ..., m, p = 0, 2, 4, ..., α2
n = n2π2c̄(2)

8Rh3
0M
′(2)
n

et β2
n = n2π2c̄(2)

8Rh3
0P
′(2)
n

.

Les fréquences propres résultantes pour les harmoniques et anharmoniques impaires du mode
A peuvent être exprimées sous la forme

78



4.3. RÉPARTITION SPECTRALE DES MODES VIBRATOIRES ET DISTRIBUTION
D’ÉNERGIE AU SEIN D’UN RÉSONATEUR À QUARTZ

Ω2
nmp = n2π2 ˆc(2)

4h2
0ρ


1 + 1

nπ

√
2h0
R


(2m+ 1)

√
M ′n
ĉ(2) + (2p+ 1))

√
P ′n
ĉ(2)




 (4.81)

où n,m, p représentent respectivement l’indice du rang de partiel et le nombre de lignes modales
dans le plan du résonateur (x1, x3), Mn et Pn sont les constantes de dispersion, h0 et R sont
respectivement l’épaisseur et le rayon de courbure de la face convexe du résonateur.

4.3 Répartition spectrale des modes vibratoires et distribution
d’énergie au sein d’un résonateur à quartz

4.3.1 Répartition fréquentielle des modes de vibration

Comme il a été démontré dans les sections précédentes, la piézoélectricité induit un déca-
lage de fréquences par rapport aux fréquences que l’on peut obtenir sur une plaque plane non
piézoélectrique par la présence des coefficients élastiques durcis c̄ijkl et du coefficient de couplage
piézoélectrique k2

α. Que ce soit pour un matériau piézoélectrique ou non, la première fréquence
de résonance d’un mode considéré est appelée fréquence fondamentale. Cependant, dans le cas
piézoélectrique, on ne parle plus d’harmoniques mais de partiels pour les fréquences de résonance
supérieures au fondamental. En effet, on désigne par harmoniques des fréquences multiples de la
fréquence fondamentale, ce qui n’est plus tout à fait vérifié pour les partiels dans le cas piézoélec-
trique. La figure 4.13 donne un aperçu de la répartition spectrale du fondamental et de ces partiels en
fonction de la fréquence. Comme mentionné précédement, on ne retrouve ici que les modes d’ordre
impair (n = 1, 3, 5, ...) étant donné que ce sont les seuls modes excitables piézoélectriquement.

Figure 4.13 – Répartition spectrale du mode fondamental et des modes partiels. [51]

Les partiels se distinguent par le nombre de demi-longueurs d’onde formées dans l’épaisseur
du résonateur. La figure 4.14 présente la forme de la vibration en terme de demi-longueurs d’onde
pour les partiels n = 1, 3, 5 où les lignes verticales en pointillés au centre du résonateur sont les lignes
nodales. On retrouve à l’intersection entre ces lignes verticales et la ligne pointillée horizontale, les
points nodaux aussi appelés noeuds de vibration.

Pour chaque rang de partiel n, on retrouve des résonances de fréquences plus élevées qui sont
dénommées par "spurious responses" sur la figure 4.13. Ces modes appelés modes anharmoniques ou
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Figure 4.14 – Représentation des ondes stationnaires associées aux rang de partiels 1, 3 et 5 dans
une plaque plane piézoélectrique.

modes parasites ont une répartition d’énergie qui se divise en fonction de leurs indicesm et p relatifs
aux nombres de lignes nodales dans le plan du résonateur. On distingue donc pour ces modes des
figures modales dont la répartition d’énergie est associée aux modes d’Hermite-Gauss. La figure 4.15
donne un aperçu de la distribution de l’amplitude de vibration pour le mode fondamantal et ces
modes anharmoniques.

Figure 4.15 – À gauche - Figures modales représentant la répartition de l’énergie vibratoire des
modes d’indices (m, p) au sein d’un résonateur plan convexe. À droite - Exemple de représentation
tridimensionnelle de la répartition d’énergie du mode d’indice (m, p) = (2, 2) pour un résonateur à
quartz plan-convexe de 1 mm d’épaisseur et un rayon de courbure de 250 mm.

4.3.2 Répartition de l’énergie vibratoire piégée

Du fait du piégeage, dans un résonateur à quartz plan-convexe, la distribution d’énergie se
fait suivant une répartion gaussienne comme sur la figure 4.16.

Une étude par éléments finis (réalisée sous Comsol) et par topographie par rayon X (fig. 4.17)
réalisée sur le mode A300 révèle le piégeage de l’onde ainsi que l’allure évanescente de l’amplitude
de vibration lorsqu’on s’éloigne du centre du résonateur.

Il faut également noter que plus la fréquence augmente, plus l’onde est piégée au centre
du résonateur. On peut donc considérer une "masse effective" associée au volume vibrant qui est
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Figure 4.16 – Distribution gaussienne du déplacement au sein d’un résonateur à quartz plan-
convexe.

Figure 4.17 – Répartion d’énergie d’un mode A de rang de partiel 3 au sein d’un résonateur à
quartz. À gauche : Simulation Comsol (en haut - vue de dessus, en bas - vue en coupe suivant le
plan X1, X2). À droite : Topographie rayon X.

très inférieure à la masse totale du résonateur. Étant donné que le piégeage de l’onde acoustique
augmente avec la fréquence, cette masse effective vibrante diminue avec celle-ci.

En calculant numériquement le déplacement pour les partiels (3, 0, 0), (5, 0, 0) et (9, 0, 0) du
mode A de la coupe X, on obtient, figure 4.18, la répartition d’énergie en fonction de la fréquence
où l’amplitude Unmp est normalisée.

Cette masse effective peut être estimée analytiquement en calculant le volume vibrant Vvibrant
associé tel que

Vvibrant =
∫ +h

x1=−h

∫ +h

x2=−h

∫ +h

x3=−h
|u2(x1, x2, x3)|dx1dx2dx3 (4.82)

En considérant un mode partiel impair de la forme (n, 0, 0), les solutions des polynômes
d’Hermite-Gauss prennent la valeur Hm = Hp = H0 = 1 et le déplacement u(x1, x2, x3) donné par
l’équation (4.80) peut être réduit à

u2(x1, x3) = e(−αnx
′2
1

2 )e(−βnx
′2
3

2 ) sin(nπ2h )x2 (4.83)
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Figure 4.18 – Répartition gaussienne de l’énergie vibratoire en fonction du rang de partiel. En
haut - Représentation 2D dans le plan X1, X2. En bas - Vue en coupe 3D dans le plan X1, X2.

En résolvant la triple intégration (4.82), et en multipliant le volume vibrant par la masse
volumique du substrat (ρVvibrant) on obtient l’expression de la masse effective s’exprimant comme
suit

Meff = π

4
ρh

(M ′nP ′n)1/4w
2
n (4.84)

où w2
n peut être assimilé à un "waist acoustique" tel que

w2
n = 2h

nπ

√
M ′
nP
′
n√

c̄(A)

√
Rh (4.85)

La dénomination "waist acoustique" n’a cependant pas de sens physique réel mais provient
du fait que la forme de l’expression (4.85) est semblable à celle que l’on retrouve pour les faisceaux
optiques gaussiens dont on parlera dans le Chapitre 5, section 5.2.

En traçant cette masse effective en fonction de la fréquence (cf. fig. 4.19), on obtient la
décroissance attendue avec des valeurs typiques de masse de ∼ 0.7 mg à 50 MHz et ∼ 0.2 mg
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à 100 MHz contre une masse totale du résonateur d’environ 0.36 g pour un résonateur de 1 mm
d’épaisseur et de 13.2 mm de diamètre.

Figure 4.19 – Masse effective en fonction de la fréquence.

4.4 Effets Fréquence-Température

Dans le chapitre 2, il a été démontré que les performances en terme de pertes mécaniques des
résonateurs à quartz à température cryogénique s’améliorent nettement en comparaison de celles
obtenues à température ambiante. Cependant, la sensibilité relative de fréquence de ces dispositifs à
de telles températures reste proche de 10−9/K [5]. Il est donc nécessaire de déterminer une coupe de
quartz compensée à température cryogénique dans l’optique de la réalisation d’une telle source de
fréquence qui ne peut être expérimentée sans résoudre le problème de la sensibilité à la température
de son résonateur. Ainsi, la section ci-dessous s’attache à déterminer une telle coupe en se basant
sur un couplage entre l’expérimentation et le modèle de Tierten introduit ci-dessus.

4.4.1 Formalisme Général

Le comportement des modes de vibration d’un résonateur à quartz dépend de la température.
En fonction de la température, le quartz se dilate de façon non-isotrope et les valeurs de ses
coefficients élastiques varient. Une variation de température induit donc un décalage de la fréquence
de résonance. Pour introduire les effets fréquence-température, reprenons l’expression des fréquences
propres pour une plaque plane infinie 4.42. Tous les paramètres physiques ou géométriques de cette
équation varient en fonction de la température que l’on peut réécrire

fn = n

4h(T )

√
c̄(λ)(T )
ρ(T ) (4.86)

Afin de mettre en évidence les sensibilités thermiques (ou coefficients de température), l’épais-
seur h(T ), la masse volumique ρ(T ) ainsi que les constantes élastiques effectives c̄(λ) (où λ = A,
B ou C suivant le mode considéré) peuvent s’écrire sous la forme d’un développement en série de
Taylor
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A(T ) = A(Tref )
[
1 +

∑

k

T (q)A(T − Tref )q
]

(4.87)

où A = h, ρ ou c̄(λ), A(Tref ) sont les paramètres à la température de référence Tref et q est
l’ordre du coefficient thermique défini par

T (q)A = 1
q!

1
A(Tref )

dqA

dT q
(4.88)

Remarque : La température de référence à température ambiante est souvent Tref = 298.15K
(soit 25◦C). Pour les mesures à températures cryogéniques présentées dans la sous-section 4.4.2 on
a considéré une température de référence Tref = 8K.

De manière générale, les courbes fréquence-température possèdent une forme cubique, ce qui
implique un développement au 3ème ordre des coefficients thermiques des constantes élastiques. Ces
sensibilités thermiques peuvent être obtenues en dérivant l’équation des fréquences propres par
rapport à la température telle que

T (q)f(T ) = 1
f0

d(q)f

dT (q) (4.89)

Dans le cas statique, on obtient un décalage de fréquence pouvant se mettre sous la forme

∆f
f0

= a∆T + b∆T 2 + c∆T 3 (4.90)

Dans le cas dynamique, il faut considérer un coefficient phénoménologique supplémentaire
ã [52] qui traduit les effets de gradient de température. Le décalage en fréquence se réécrit

∆f
f0

= a∆T + b∆T 2 + c∆T 3 + ã
d∆T
dt

(4.91)

Ce coefficient phénoménologique est complexe à déterminer car il nécessite de prendre en
compte un nombre important de paramètres pas toujours faciles à quantifier. Cependant, son in-
fluence reste négligeable et il ne sera pas pris en compte dans la suite de ce développement.

En développant l’expression 4.89 jusqu’au 3ème ordre, on obtient les sensibilités thermiques
de la fréquence suivantes

T (1)f = −1
2T

(1)ρ− T (1)h+ 1
2T

(1)Ce

T (2)f = −1
4 [T (1)Ce]2 + 1

2 [T (1)f ]2 + 1
4 [T (1)ρ]2 + 1

2 [T (1)h]2 − 1
2T

(2)ρ− T (2)h+ 1
2T

(2)Ce

T (3)f = T (1)fT (2)f − 2
6T

(1)f − 1
6 [T (1)ρ]3 + 1

6 [T (1)Ce]3 − 2
6 [T (1)h]3+

1
2T

(1)ρT (2)ρ+ T (1)hT (2)h− T (3)h− 1
2T

(1)CeT (2)Ce − 1
2T

(3)ρ+ 1
2T

(3)Ce

(4.92)

Les coefficients de température relatifs à l’épaisseur h sont reliés aux coefficients de dilatation
thermique linéaires α11 et α33 donnés respectivement pour les directions X et Z 1. Ils sont définis
jusqu’à l’ordre 3 par :

1. Les coefficients de dilatation thermique linéaires α11 et α33 sont parfois notés respectivement α⊥ et α// pour
indiquer qu’ils sont perpendiculaires ou parallèles à l’axe Z.

84



4.4. EFFETS FRÉQUENCE-TEMPÉRATURE

T (1)h = T (1)α
(1)
11 + T (1)α

(1)
33

T (2)h = T (2)α
(2)
11 + T (2)α

(2)
33

T (3)h = T (3)α
(3)
11 + T (3)α

(3)
33

(4.93)

Les coefficients de température de la masse volumique dépendent également des coefficients
de dilatation thermique et sont donnés par les expressions suivantes

T (1)ρ = −(2T (1)α11 + T (1)α33)

T (2)ρ = −(2T (2)α11 + T (2)α33 − 3(T (1)α11)2 − (T (1)α33)2 − 2T (1)α11T (1)α33)

T (3)ρ = −(2T (3)α11 + T (3)α33 − 2T (1)α11(3T (2)α11 + T (2)α33)− 2T (1)α33(T (2)α11 + T (2)α33)+

3(T (1)α11)2T (1)α33 + 2T (1)α11(T (1)α33)2 + 4(T (1)α11)3 + (T (1)α33)3)
(4.94)

Les sensibilités thermiques des constantes élastiques effectives peuvent se calculer par le bais
du tenseur de Christoffel 4.24 dans lequel on tient compte des coefficients de température des
constantes élastiques que l’on retrouve dans l’annexe A.

Pour une coupe de quartz d’orientation quelconque Y +(φ, θ), seules les sensibilités thermiques
de la masse volumique ne nécessitent pas de rotation. Les coefficients de température de l’épaisseur
s’expriment en fonction des cosinus directeurs tels que

T (1)h = T (1)α11 cos(θ)2 + T (1)α33 sin(θ)2

T (2)h = T (2)α11 cos(θ)2 + T (2)α33 sin(θ)2

T (3)h = T (3)α11 cos(θ)2 + T (3)α33 sin(θ)2
(4.95)

Les coefficients de température des constantes élastiques pouvant être écrits sous la forme
d’une matrice [6× 6], se transforment par le biais de la relation (3.12) de la même manière que les
constantes élastiques.

La figure 4.20 présente les caractéristiques fréquence-température théoriques pour le mode
C des coupes AT et SC tracées numériquement avec le logiciel Matlab. Les courbes fréquence-
température mesurées à températures cryogéniques seront données dans la section 4.4.2.

Les maximas et les minimas des courbes sont appelés points d’inversion. Autour de la tem-
pérature associée à ces points d’inversion, la variation de fréquence en fonction de la température
est minimale. Ces températures sont donc privilégiées pour la réalisation d’oscillateurs stables en
fréquence. Le point se trouvant à mi-chemin entre les deux points d’inversion est appelé point
d’inflexion.

La position de ces points d’inversion est très sensible à l’angle (notamment θ). La figure 4.21
donne les courbes fréquence-température de la coupe AT pour des petites variations de l’angle θ.

On constate un décalage du point d’inversion en fonction de l’angle θ. De plus, en dessous
d’une certaine valeur d’angle, les deux points se confondent à une température équivalente à celle
du point d’inflexion et on parle alors de courbe dégénérée. Cette dernière rend le résonateur très
sensible aux variations de température. L’étape de la découpe dans le procédé de fabrication d’une
coupe de quartz est donc une opération délicate lorsque l’on souhaite obtenir un résonateur avec
des caractéristiques bien définies.
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Figure 4.20 – Courbes fréquence-température des coupes AT et SC dans la gamme de tempéra-
tures [-50°C ; +200 °C].

Figure 4.21 – Évolution de la courbe fréquence-température de la coupe AT dans la gamme de
températures [-50°C ; +100 °C] pour des petites variations de l’angle θ.

4.4.2 Recherche d’une coupe de quartz compensée en fréquence à température
cryogénique

Détermination de la sensibilité thermique des coefficients élastiques dans la gamme de
température [4K, 15K]

Le quartz est un matériau largement étudié à température ambiante. Cependant, ces pro-
priétés aux températures cryogéniques restent mal connues (car peu étudiées) ce qui implique un
manque de données importantes quant à la quantification des principales constantes physiques du
quartz à ces températures. En effet, bien que des travaux antérieurs [26] ont permis de fournir
le comportement des courbes fréquence-température à température cryogénique (comme il a été
mentionnée dans la sous-section 2.1.3 du chapitre 2), ces résultats sont donnés pour des plages de
températures trop importantes pour pouvoir être considérés dans une étude restreinte à la gamme
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de températures [4K, 15K] comme c’est le cas ici. De plus, cette étude a été concentrée sur la mesure
du comportement fréquentiel en fonction de la température pour les modes B et C uniquement
limitant son exploitation pour une étude incluant le mode de vibration A. Ainsi, l’étude présen-
tée dans cette section, permettant de déterminer les coefficients de température des coefficients
élastiques à températures cryogéniques est une étape préliminaire mais néanmoins nécessaire à la
détermination d’une coupe compensée à la température de l’hélium liquide.

Diverses méthodes permettent l’extraction des paramètres de sensibilité thermique des coeffi-
cients élastiques d’un matériau. On peut notamment citer la mesure de la vitesse de phase par une
méthode ultrasonique d’impulsion-écho [53] ou la spectroscopie par ultrasons résonants [54], [55].
Cependant, la mise en oeuvre de ces techniques à températures cryogéniques présente de nombreuses
difficultés. Une méthode alternative consiste à analyser la sensibilité thermique des fréquences de
résonance d’un dispositif mécanique. En effet, la fréquence de résonance acoustique d’un système
mécanique est fonction de ses coefficients élastiques qui sont eux-mêmes dépendants de la tempéra-
ture. Pour le quartz, on peut utiliser un résonateur plan-convexe à énergie vibratoire piégée. Cette
dernière approche est présentée ci-dessous pour extraire les sensibilités thermiques des coefficients
élastiques dans la gamme de températures 4K−15K à partir d’un jeu de coupes de quartz possédant
différentes orientations relatives au repère crystallographique de référence.

Pour réaliser cette étude, le formalisme d’Euler a été adopté afin de déterminer les coeffi-
cients thermiques des constantes élastiques Cijkl, les coefficients de dilatation linéaires du quartz
étant connus dans la gamme de températures d’intérêt [56] 2. À proprement parlé, selon la descri-
prion Euleriènne, le problème devrait se traiter dans l’état final du système [57], [58] en ajoutant
les contraintes mécaniques engendrées par la vibration acoustique aux contraintes induites par le
changement de température, de la température ambiante à la température de l’hélium liquide. Ce-
pendant, l’approximation raisonnable de traiter le problème dans l’état intermédiaire du système
peut être adoptée en prenant en considération les contraintes induites par la très faible amplitude
des déplacements dûs aux vibrations typiquement de l’ordre du nanomètre.

Dans le formalisme d’Euler, la relation des contraintes-déformations est donnée par le ten-
seur de Cauchy exprimé, dans l’état intermédiaire par Tij = Cijkl

∂uk
∂xl

où Cijkl est le tenseur des
constantes élastiques et uk une composante du vecteur déplacement.

Pour mettre en évidence les sensibilités thermiques, les coefficients élastiques peuvent s’écrire
sous la forme d’un développement en série de Taylor à partir de l’expression (4.88)

Cijkl(T ) = Cijkl(Tref )
[
1 +∑

k T
(q)Cijkl(T − Tref )q

]
(4.96)

où Cijkl(Tref ) sont les coefficients élastiques à la température de référence Tref et T (k)Cijkl
l’ordre k du coefficient thermique défini par l’expression 4.89 tel que

T (q)Cijkl = 1
q!

1
Cijkl(Tref )

dqCijkl
dT q

(4.97)

Rappelons l’expression (4.81) des fréquences propres pour un résonateur à géométrie plan-
convexe donnée par

f2
nmp = f2

n

[
1 + 1

nπ

√
2h
R0

(√
Mn
Ce

(2m+ 1) +
√

Pn
Ce

(2p+ 1)
)]

(4.98)

2. le formalisme de Lagrange est plus adapté dans le cas où les coefficients de température des coefficients de
dilatation sont inconnus.
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où fn est l’expression des fréquences propres pour une plaque plane infinie. En intégrant
le fait que le quartz est un matériau piézoélectrique et en tenant compte de la métallisation des
électrodes d’excitation, ces fréquences propres sont données par :

fλn
2(T ) = n2

4h2(T )
C(λ)(T )
ρ(T )

(
1− 8k2

α(T )
n2π2 − R̂

)
(4.99)

où Ce
(λ) est le coefficient élastique durci (valeur propre du tenseur de Christoffel 4.24), k2

α le
coefficient de couplage électromécanique, h la demi-épaisseur du résonateur 3, ρ la masse volumique
du quartz, n le rang de partiel et R̂ le rapport entre la masse du résonateur et celle des électrodes
(typiquement de l’ordre de 10−3).

Dans l’équation des fréquences propres (4.99), trois termes peuvent être négligés. Le premier
est le terme constant R̂ qui ne dépend pas de la température et n’intervient donc pas dans la
détermination de la sensibilité thermique. Le second terme est le coefficient de couplage électro-
mécanique k2

α(T ) dont la valeur est de l’ordre de 10−4 à température ambiante. Bien que la valeur
de k2

α(T ) ne soit pas connue dans la gamme de température [4K, 15K], elle possède une tendance
décroissante avec la température à l’instar de multiples autres constantes physiques. Elle devient
donc d’autant plus négligeable que la température diminue et que le rang de partiel augmente du
fait de la présence du terme n2 au dénominateur. Enfin, on peut remplacer les coefficients élastiques
effectifs durcis C(λ)(T ) par leurs versions "non durcies" Cλe (T ), i.e. n’intégrant pas le phénomène
piézoélectrique étant donnée la proximité de leur valeur. De plus, bien que les résonateurs étu-
diés aient une géométie plan-convexe, on peut négliger les constantes de dispersion Mn et Pn de
l’équation (4.98).

Ainsi, en tenant compte de ces différentes hypothèses, on peut déterminer la sensibilité des
coefficients élastiques à partir de l’expression des fréquences propres pour une plaque plane infinie
non piézoélectrique définie par

fn(T ) = n

2h(T )

√√√√C
(λ)
e (T )
ρ(T ) (4.100)

Afin d’estimer l’influence de ces hypothèses, la fig. 4.22 présente l’allure des courbes fréquence-
température pour le mode A1500 d’une coupe X de 1 mm d’épaisseur et de rayon de courbure 250
mm tracées numériquement pour les différentes hypothèses. À ces courbes théoriques, se superpose
la courbe fréquence-température expérimentale.

Au vu du décalage entre les différentes courbes, les résultats de la figure 4.22 confirment
la validité des hypothèses introduites ci-dessus considérées pour la détermination des Tcij dans la
gamme de températures [4K,15K].

La détermination des sensibilités thermiques des coefficients élastiques qui sont reliées à celles
des coefficients élastiques effectifs se fait par le biais du système d’équations (4.101). En isolant les
coefficients élastiques effectifs à partir de ce jeu d’équations, il vient

3. On considère uniquement l’épaisseur du substrat (environ 1 mm). L’épaisseur des électrodes étant très faible
(de l’ordre de 100 nm), on peut négliger la propagation des ondes en leur sein.
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Figure 4.22 – Décalage relatif de la fréquence de résonance f(T )−f(T0)
f(T0) par rapport à la température.

Comparaison entre les hypothèses théoriques et les données expérimentales pour un résonateur de
1 mm d’épaisseur avec un rayon de courbure de R0 = 250 mm.

T (1)Ce ≈ 2T (1)f + T (1)ρ+ 2T (1)h

T (2)Ce ≈ 1
2 [T (1)Ce]2 − [T (1)f ]2 − 1

2 [T (1)ρ]2 − [T (1)h]2 + 2T (2)f + T (2)ρ+ 2T (2)h

T (3)Ce ≈ 2T (3)f − 2T (1)fT (2)f + 2
3T

(1)f + 1
3 [T (1)ρ]3 − 1

3 [T (1)Ce]3 + 2
3 [T (1)h]3−

T (1)ρT (2)ρ− 2T (1)hT (2)h+ 2T (3)h+ T (1)CeT (2)Ce + T (3)ρ

(4.101)

Les coefficients de température de l’épaisseur et de la masse volumique sont donnés respecti-
vement par les équations (4.95) et (4.94) dans lesquelles les valeurs numériques des coefficients α11
et α33 présentés dans la table 4.2 ont été calculés par l’intermédiaire d’une interpolation au 3ème

ordre (Cf. figure 4.23) sur les données fournies par Barron [56] dans la gamme de températures
[5K, 15K] avec une température de référence Tref = 8K.

T (1)α, 10−8 T (2)α, 10−8 T (3)α, 10−8

α⊥ (α11) 0.9651 0.5160 0.1416
α// (α33) −0.5134 −0.1202 0.0241

Tableau 4.2 – Valeurs interpolées des coefficients de dilatation du quartz à partir de [56] dans
la gamme de températures cryogéniques [4.5K-15K]. α⊥ et α// sont les coefficients de dilatation
linéaires suivant les axes X et Z respectivement.

Les sensibiltés thermiques des termes fréquentiels sont fournies par l’interpolation d’un jeu
de courbes fréquence-température mesurées expérimentalement à partir de résonateurs à quartz de
différentes orientations crystallines. En effet, suivant l’orientation de la coupe, différents coefficients
élastiques peuvent être déterminés. Les six coupes de quartz nécessaires (dans la description Eule-
rienne) pour déterminer les sensibilités thermiques des six coefficients élastiques indépendants du
tenseur cijkl sont présentées dans la table 4.3.

Pour la détermination des sensibiltés thermiques des termes fréquentiels, un jeu de vingt
résonateurs à quartz que l’on retrouve sur la figure 4.24 a été fabriqué (spécialement pour cette
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Figure 4.23 – Interpolation au 3ème ordre sur la plage de températures [4K,15K] des coefficients
de dilatation linéaires fournis par Barron [56] avec une température de référence T0 = 8K.

Coefficients élastiques Coupes de Quartz Commentaires
C11 X
C12 X Calculé à partir de C11 et C66
C13 SC
C14 AT
C33 SC
C44 Z
C66 Y

Tableau 4.3 – Coefficients élastiques et coupes de quartz utilisés pour leur détermination respective.
Les coupes X, Y et Z sont les coupes dont les plans sont normaux aux axes crystallins X, Y et Z
respectivement. La coupe AT est une simple rotation de la coupe Y, i.e. une coupe dont le plan de
coupe, originairement normal à l’axe Y, est tourné autour de l’axe X. La coupe SC est une coupe à
double rotation, i.e. une coupe AT tournée autour de Z ′, le nouvel axe Z après la première rotation.
Le coefficient élastique C66 est calculé à partir des coefficients C11 et C12 tel que C66 = (C11−C12)/2
[39].

étude) au sein du département Temps-Fréquence par le biais du procédé de fabrication que l’on
retrouve dans l’annexe C. À noter que si les modes sont habituellement excités avec un champ
électrique parallèle à la normale X2 du plan de coupe, certains (suivant la coupe) ne peuvent l’être
qu’en champ latéral (les coefficients piézoélectriques étant absents des équations des composantes
parallèles). L’excitation à champ latéral se fait à l’aide d’électrodes en demi-lune comme cela est
visible sur la photo de la figure 4.24.

Parmi ce lot de résonateurs, seules les cinq orientations indiquées dans le tableau 4.3 présen-
tant les meilleurs rapports signal sur bruit sur leurs courbes fréquence-température ont été retenues
et utilisées. L’ensemble de ces résonateurs possède une géométrie plan-convexe identique avec un
diamètre ∅ = 13.2 mm, une épaisseur h = 1 mm et un rayon de courbure Rc = 250 mm.

La mesure des courbes fréquence-température de ces coupes à température cryogénique a
été réalisée par le biais d’un cryogénérateur à gaz pulsé équipé d’une sonde et d’une régulation de
température pour s’ajuster sur la température de consigne souhaitée. Les dispositifs à température
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Figure 4.24 – Jeu de vingt résonateurs à quartz de différentes orientations de coupe.

cryogénique étant reliés aux instruments de mesure à température ambiante par des longs câbles, un
procédé de calibration est réalisé afin de supprimer l’effet de ces derniers pour mesurer uniquement
les résonateurs. Enfin, pour chaque température d’une coupe et d’un mode donné, un relevé des
paramètres G et B de l’admittance a été effectué afin de pouvoir déterminer les fréquences de
résonance et ainsi tracer les courbes fréquence-température permettant l’obtention des sensibilités
fréquentielles T (q)f . On retrouve ci-dessous un descriptif plus détaillé de chaque élément du montage
expérimental et du post-traitement des données.

• Cryogénérateur
Afin de réaliser des mesures à températures cryogéniques, on dispose d’un cryogénérateur à
tube pulsé de marque Sumitomo cryocooler SRP082B qui peut atteindre une température
minimale de 3, 8 K et peut pomper jusqu’à 1W à 4 K. Une représentation schématique du
cryostat est donnée sur la figure 4.25.
Pour atteindre les températures cryogéniques, le cryogénérateur est relié à un compresseur
d’hélium liquide qui permet de générer les cycles de compression-détente en circuit fermé dans
les tubes du cryognérateur. Le refroidissement au sein du cryogénérateur se fait par palier.
En effet, il est divisé en deux étages de refroidissement. Le premier étage situé le plus haut,
est à une température d’environ 50 K tandis que le second étage (doigt froid) est lui à une
température de 3, 8 K.
Dans le but d’isoler thermiquement le second étage, un écran anti-rayonnement en cuivre est
fixé sur le premier étage et sert d’enveloppe au second étage afin de confiner au mieux les très
basses températures et ainsi minimiser les pertes par rayonnement. L’ensemble est fermé par
l’intermédiare d’une enceinte à vide qui constitue l’enceinte externe du cryogénérateur.

• Réalisation du vide dans l’enceinte du cryogénérateur
La réalisation d’un vide primaire au sein de l’enceinte se fait par le biais d’un groupe de
pompage relié à une sortie se trouvant sous l’enceinte à vide du cryogénérateur. L’obten-
tion d’un vide secondaire plus poussé atteignant environ 10−9 bar est réalisé par le procédé
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Figure 4.25 – Schéma du cryostat à gaz pulsé.

de cryopompage. En effet, la mise en route du compresseur i.e. du refroidissement permet
d’obtenir des vides poussés par le biais de la condensation (cryocondensation) et/ou de l’ad-
sorption (cryosorption) des molécules du gaz à pomper sur les surfaces refroidies à très basses
températures.

• Régulation de température
Afin de contrôler la température du deuxième étage, un bloc de cuivre 4 sans oxygène 5 in-
tégrant une résistance de chauffe et une sonde de température Cernox calibrée est fixée en
dessous du second étage. Ce bloc de cuivre est refroidi au voisinage de 4 K et est régulé
en température avec une précision de ±3 mK autour du point de consigne lorsque le ré-
gime permanent est atteint. Le contrôle de la température se fait par le biais d’un contôleur
LakeShore.
Ce bloc intègre également un système de calibration original constitué de trois câbles coaxiaux
(identiques à celui utilisé pour la mesure du résonateur) terminés respectivement par une
résistance 50Ω, un court-circuit et un circuit ouvert permettant de calibrer l’analyseur de
réseau pour effectuer les mesures sur le dispositif en supprimant l’effet des câbles reliant le
résonateur à température cryogénique aux instruments de mesures à température ambiante.

• Bloc de montage des résonateurs
Pour que les dispositifs de test soient à la température de l’hélium liquide, ils sont intégrés
dans un bloc de cuivre sans oxygène fixé sous le bloc de régulation thermique lui même fixé
sur le doigt froid du second étage du cryogénérateur (Cf. figure 4.26). Ce bloc de cuivre
contient deux cavités dans lesquelles sont insérés les résonateurs. Ces derniers sont soudés sur
un circuit électrique qui est fixé par l’intermédiare de quatre vis sous le bloc de cuivre par le
biais duquel les contacts électriques sont réalisés.

4. On choisit le cuivre comme matériau de support car il possède une très bonne conductivité thermique.
5. L’utilisation d’un cuivre sans oxygène permet d’éviter une pollution de l’environnement d’étude par dégasage

des molécules d’oxygène lors de la mise sous vide.
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Figure 4.26 – Vue de la structure interne du cryogénérateur.

• Bloc des entrées/sorties

L’accès aux différentes sondes et câbles de mesure se fait par le biais de plusieurs sorties
situées sur une couronne placée en dessous du moteur du cryogénérateur(cf. figure 4.27). On
y retrouve, les sorties de la résistance de chauffe et de la sonde de température mais également
une jauge de pression donnant une indication du vide dans l’enceinte ainsi que les sorties de
câbles reliés au système de calibration et aux dispositifs à mesurer. Ces câbles sont enroulés
autour des tubes du cryogénérateur dans le but de les thermaliser et ainsi éviter des gradients
de température trop important au sein de ceux-ci.

Figure 4.27 – Bloc des entrées/sorties du cryogénérateur.
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• Mesure de l’admittance
Pour une température et un mode de résonance donnés, l’admittance du résonateur est me-
surée avec un fenêtrage adapté du pic de résonance au moyen d’un analyseur de réseau. Préa-
lablement à cette mesure, une procédure de calibration doit être effectuée afin de supprimer
l’influence du câble coaxial reliant le résonateur situé dans l’enceinte à vide à l’analyseur de ré-
seau. L’analyseur de réseau (HP4195A) est vérouillé sur un maser à hydrogène lui permettant
d’obtenir une meilleure stabilité de fréquence que celle de son oscillateur interne. L’analyseur
fournit une résolution en amplitude et en phase respectivement de 0.001 dB et 0.01◦ et une
précision de fréquence supérieure à 1 mHz. Enfin, les effets non-linéaires d’isochronisme sont
annulés en limitant la puissance d’excitation du résonateur.
La figure 4.28 présente un exemple de tracé du cercle d’admittance à partir des données
expérimentales acquises par le biais de l’analyseur de réseau.

Figure 4.28 – a) Tracé des paramètres G-B à partir de l’analyseur de réseau pour le premier rang
de partiel du mode B de la coupe X à 4.5K. ∆f est tracée avec fref = 4580957 Hz. b) Cercle
d’admittance tracé à partir des données expérimentales G-B.

Le post-traitement consiste à tracer le cercle d’admittance (défini dans le Chapitre 1, Sec-
tion 1.1) à partir des données expérimentales d’amplitude (G) et de phase (B) issues de
l’expression de l’admittance Y = G + jB afin d’obtenir la fréquence de résonance avec une
bonne précision.

Les sensibilités thermiques de la fréquence ainsi que les coupes de quartz et les modes uti-
lisés pour le calcul des coefficients de température des constantes élastiques sont résumés dans la
table 4.4. Pour chaque coupe, une moyenne a été effectuée sur les courbes fréquence-température
des différents modes donnés dans la table 4.4 (cf. exemple de la figure 4.29). Ces six coupes seront
identifiées par la suite par l’indice a prenant les valeurs de 1 à 6.

Les sensibilités thermiques des coefficients élastiques effectifs Cae peuvent être reliées au com-
portement thermique des coefficients élastiques Cij par l’intermédiaire d’une matrice de dimension
6× 6 telle que

T (q)Cb = [Aab]−1 T (q)Cae (4.102)
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Quartz cut Mode T (1)f, 10−7 T (2)f, 10−8 T (3)f, 10−9

AT C300, C500 0.769 0.748 0.105
SC A300, A500 -1.178 -2.189 -2.474
SC B300, B302, B320, B500 -0.879 -1.672 -1.832
X A100, A1300, A1500 -0.143 -0.451 -0.581
Y C300, C500 1.339 1.869 1.289
Z C300, C500 -1.465 -2.662 -3.571

Tableau 4.4 – Coupes des lames de quartz et modes associés utilisés pour mesurer les coefficients des
fréquences de résonance à partir d’une interpolation polynomiale du 3ème ordre, avec Tref = 8K.
Les modes A, B et C représentent les modes d’épaisseur (quasi-)longitudinal, (quasi-)cisaillement
rapide et (quasi-)cisaillement lent respectivement.

Figure 4.29 – Allures des courbes fréquence-température pour les modes A100, A1300 et A1500 de
la coupe X(90,0)

où [Aab] = Cb
Cae

∂Cae
∂Cb

avec Cb, les coefficients élastiques Cij arrangés dans un vecteur colonne où
l’indice b représente la position dans le vecteur. Les valeurs des coefficients élastiques Cij intervenant
dans la matrice [Aab] sont celles fournies par Bechmann dans [59]. 6

Ainsi, à partir de l’équation (4.102), les sensibilités thermiques des coeffcients élastiques
peuvent être calculées dans la gamme de températures cryogéniques [4K, 15K]. Ces coefficients
thermiques déterminés par l’étude décrite dans cette section sont synthétisés dans le tableau 4.5.

Recherche numérique des angles φ et θ associés à une coupe compensée

La connaissance des sensibilités thermiques des coefficients élastiques à températures cryogé-
niques permet de déterminer les caractéristiques fréquence-température quelle que soit l’orientation
de la coupe de quartz dans le repère cristallographique. Afin de rechercher aisément une coupe de
quartz compensée, le formalisme de Stevens-Tiersten développé dans la section 4.2.2 du présent
chapitre a été implémenté numériquement à l’aide du logiciel Matlab. En intégrant les différentes

6. Bien que ces valeurs soient données à température ambiante, elles peuvent être raisonnablement utilisées à
température cryogénique avec une précision relative supérieure à 10−3. La variation relative de fréquence observée
entre la température ambiante et la température cryogénique étant typiquement inférieure à 10−3.
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Cij TC
(1)
ijkl, 10−7 TC

(2)
ijkl, 10−8 TC

(3)
ijkl, 10−9

C11 −0.235 (20%) −0.78 (20%) −1.40 (21%)
C12 1 −5.69 (31%) −8.5 (29%) −6.08 (202%)
C13 −5.96 (88%) −9.38 (22%) 1.36 (187%)
C14 −1.90 (51%) −− 3.37 (49%) −6.08 (141%)
C33 −4.30 (35%) 7.67 (20%) −5.60 (255%)
C44 −3.17 (24%) −6.44 (20%) −9.74 (86%)
C66 2.73 (23%) 3.86 (20%) 2.34 (201%)

Tableau 4.5 – 1er, 2ème, et 3ème ordre des coefficients de température des constantes élastiques du
quartz dans la gamme de température 4 K - 15 K. Les incertitudes ont été calculées à partir d’une
loi normale en intégrant les différentes incertitudes du processus de fabrication et des imprécisions
de mesures.

sensibilités themiques dans ce formalisme, celui-ci permet de prédire théoriquement le comporte-
ment fréquence-température d’une orientation quelconque pour un mode de vibration donné sur la
plage de températures [4 K-15 K].

La recherche des angles de la coupe compensée s’est orientée en particulier autour de la coupe
X(30◦,0◦) étant donné que le comportement fréquence-température mesuré sur le 15ème partiel du
mode A présente une sensibilité en fréquence inférieure à 5.10−9 dans la plage de température [4,5
K - 7 K] alors que les sensibilités des autres coupes mesurées sont au moins d’un ordre de grandeur
plus élevées dans la même plage de températures, quel que soit le rang de partiel n.

En conservant un angle ϕ = 30◦ et en faisant varier numériquement l’angle θ autour de la
coupe X, on obtient une famille de coupes compensées pour les angles +3◦ < θ < +7◦ représentées
sur la figure 4.30.

Figure 4.30 – Courbes fréquence-température de la famille de coupes compensées X+θ avec +2◦ <
θ < +7◦.

Le comportement fréquence-température pour les angles θ ≥ 6◦ présente une variation relative
de fréquence trop élevée et ne sont donc pas de bons candidats pour la réalisation d’une coupe
compensée intégrable dans un oscillateur. Le choix se porte donc sur les coupes dont l’angle θ est
compris entre 3◦ et 5◦.
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Fabrication et tests expérimentaux des coupes compensées

Afin de valider expérimentalement la présence de ces points d’inversion, une coupe de quartz
supplémentaire a été réalisée. Les mesures ont été faites selon le même processus que pour la
détermination des sensibilités thermiques des coefficients élastiques décrits ci-dessus. Les pertes
mécaniques diminuant avec la température, la coupe X + 3◦ est la plus avantageuse car elle pré-
sente le point d’inversion le plus bas en température. Cependant, cette coupe présente également
l’inconvénient de se trouver à la limite d’angle pour lequelle apparaisse des points d’inversion. Bien
que le procédé de fabrication soit assez bien maitrisé, les petites erreurs d’angles successives dues
aux différentes étapes de fabrication sont quasiment inévitables. Il est donc préférable de prendre
un angle θ ayant une valeur légérement supérieure à 3◦ afin de garantir la présence d’un point
d’inversion expérimentalement. C’est donc la réalisation d’une coupe X+ 5◦ qui a été retenue pour
laquelle on retrouve les résultats expérimentaux sur la figure 4.31.

Figure 4.31 – Comparaison des courbes fréquence-température théorique et expérimentale de la
coupe X+5◦.

Bien que l’on note un léger écart entre les données expérimentales et théoriques, l’accord reste
acceptable avec un point d’inversion très proche de celui attendu théoriquement qui rend judicieux
l’approfondissement des recherches de cette coupe compensée optimum. Cette légère divergence ne
peut pas être uniquement expliquée par des incertitudes inévitables du processus de fabrication dont
l’erreur d’angle est typiquement évaluée à 30′ d’arc. Il serait plus probable que ce décalage provienne
d’incertitudes sur les données à basse température et/ou d’incertitudes liées au traitement des
données qui n’est pas toujours anodin lorsque les mesures sont bruitées. De plus, en toute rigueur,
il faudrait réaliser un ensemble de mesure sur différents résonateurs afin de calculer une statistique
et d’en déduire le comportement fréquence-température de la coupe X + 5◦ plus précisément.
Cependant, le processus de fabrication n’étant pas automatisé, il est assez difficile de tester une
série constituée d’un grand nombre de résonateurs à l’échelle du laboratoire.

Comparaison des performances entre la température ambiante et les températures
cryogéniques

Ces mesures expérimentales à très basses températures ont permis de souligner deux points
essentiels lors de la comparaison des comportements fréquence-température avec ceux que l’on
retrouve à température ambiante :
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• Sensibilité à l’angle
La sensibilité des caractéristiques fréquence-température aux angles de coupe est plus faible à
température cryogénique qu’à température ambiante. Un changement d’angle de 1◦ entraîne
un décalage d’environ 1K pour une coupe X à température cryogénique, comme le montre la
figure 4.30, tandis qu’un changement d’angle de coupe de 1′ d’arc provoque un changement
de température du point d’inversion de l’ordre de 5 K à la température ambiante pour la
coupe AT [60].

• Sensibilité à la température
La sensibilité à la température d’une coupe X à température cryogénique est beaucoup plus
faible que celle des coupes compensées usuelles SC et AT couramment utilisées à température
ambiante, comme l’illustre la figure 4.32. Dans cette figure, la variation relative de fréquence
de la coupe X + 5◦ ne dépasse pas les 6.10−8 dans une plage de température de ±3K.

Figure 4.32 – Comparaison de l’allure des points d’inversion des coupes SC et AT à température
ambiante et de la coupe X+5◦ à température cryogénique.

La démonstration expérimentale de la présence d’un point d’inversion à température cryogé-
nique ayant été réalisée sur la coupe X+5◦, des études complémentaires se pousuivent actuellement
sur les coupes de quartz X + 3◦ et X + 4◦ afin de déterminer expérimentalement la présence de
leurs points d’inversion ainsi que leur sensibilité relative de fréquence.

Comme il a été évoqué dans le chapitre 2, la sensibilité à la température des cavités acou-
tiques en quartz à température cryogénique représente un frein à la conception d’une source de
fréquence ultrastable cryogénique. Les travaux présentés dans ce chapitre en addition de l’étude
générale de la propagation d’une onde dans un matériau piézoélectrique et du piégeage de l’énergie
vibratoire (principalement basés sur le mode de vibration A), fournissent une approche théorique et
expérimentale visant à déterminer une coupe de quartz compensée à température cryogénique qui
était jusqu’à présent inconnue. Pour identifier une telle coupe, les coefficients de température des
constantes élastiques dans la gamme de températures [4K-15K] ont été déterminés par le biais de
mesures expérimentales du comportement fréquentiel de plusieurs coupes de quartz à température
cryogénique. Ces données physiques du quartz ont permis d’alimenter un modèle numérique basé
sur le développement asymptotique de Stevens-Tiersten permettant de déterminer de manière théo-
rique l’allure des courbes fréquence-température quel que soit la coupe de quartz considérée. Cette
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analyse numérique a permis de mettre en lumière que la coupe X(ϕ = 30◦, θ = 5◦) est compensée
à température cryogénique, présentant deux points d’inversion respectivement situés autour d’une
température de 3K et 10K. Le très bon accord entre les comportements fréquence-température
théorique et expérimental de la coupe X(30◦,5◦) a permis de déterminer une famille de coupe X
compensée pour des angles θ allant de 2◦ à 7◦.

La détermination des sensibilités thermiques des coefficients élastiques ainsi que la mise en
évidence d’une coupe compensée à température cryogénique présentées dans cette section ont res-
pectivement fait l’objet d’une publication dans les revues à comité de lecture APL [61] et IEEE
T-UFFC [62].

99





Troisième partie

CAVITÉ OPTIQUE EN QUARTZ
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Chapitre 5

Couplage d’une cavité acoustique en
quartz avec une cavité optique

La réalisation d’une source de fréquence ultrastable aux températures cryogéniques peut
s’avérer complexe si l’on considère une excitation piézoélectrique habituellement utilisée pour les
résonateurs à quartz comme ce fut le cas pour les résultats présentés jusqu’à présent dans ce ma-
nuscrit. En effet, les fluctuations thermiques des câbles reliant le dispositif des très basses tempéra-
tures aux instruments à température ambiante, complexifient la mise au point d’un asservissement
électronique. De plus, dans le cadre d’une perspective d’étude de matériaux non-piézoélectriques
possédant de très faibles pertes mécaniques, un moyen d’excitation alternatif à la piézoélectricité
doit être exploré. Ainsi, en parallèle à la détermination d’une coupe compensée présentée dans le
chapitre 4, une étude préliminaire d’un moyen basé sur le principe de l’optomécanique a été explo-
rée. L’utilisation d’une excitation optique permet de s’affranchir des contraintes imposées par les
températures cryogéniques, le laser d’excitation étant externe au cryogénérateur où est placée la
cavité optique et qui permet le refroidissement de cette dernière. Ce principe d’excitation exploite
la force de radiation des photons liée au transfert d’énergie entre ces derniers et la matière avec la-
quelle ils interagissent. La force de radiation est cependant très faible (∼ quelques nN), et doit donc
être amplifiée au moyen d’une cavité optique Fabry-Perot qui permet de piéger la lumière et ainsi
d’augmenter le nombre d’interactions entre la lumière et les miroirs de la cavité optique. De par
leur géométrie plan-convexe et leur revêtement métallique réfléchissant, les cavités acoustiques en
quartz habituellement utilisées en tant que résonateurs piézoélectriques, peuvent être naturellement
utilisées comme des cavités optiques. La première partie de ce chapitre est consacrée à un rappel
général des propriétés des faisceaux gaussiens et des cavités Fabry-Perot permettant d’introduire
les notations et les définitions des grandeurs physiques optiques utilisées par la suite pour décrire
les cavités optiques à miroirs métalliques. S’en suit une comparaison entre les formalismes théo-
riques des cavités à miroirs diélectriques et des cavités à miroirs métalliques dont on verra qu’elles
ne possèdent pas le même comportement. D’un point de vue expérimental, on s’attachera par la
suite à déterminer le choix d’un métal possédant des propriétés optiques et d’adhésion sur le quartz
convenables pour la réalisation des miroirs de la cavité optique. Les cavités optiques en quartz tes-
tées expérimentalement seront par la suite décrites avec un rappel sur les propriétés biréfringentes
du quartz. La description du banc optique expérimental permettant d’établir les modes optiques de
la cavité sera présentée en détail. Les résultats de l’identification des axes neutres sur une coupe SC
d’un cristal de quartz et de la caractérisation des modes optiques de cavités optiques testées seront
également donnés. Pour finir, on abordera la conception d’un assevissement des modes optiques au
sein de la cavité suivant la métode Pound-Drever-Hall.
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5.1 Rappels sur les faisceaux laser Gaussiens

On s’intéresse dans un premier temps à introduire des rappels sur les paramètres caractérisant
les faisceaux laser Gaussiens. La définition de ces paramètres permet d’introduire des concepts et
notations qui seront utilisés par la suite pour la description des cavités Fabry-Perot.

La lumière est une onde électromagnétique dont la propagation dans un milieu homogène
isotrope est régie par l’équation d’Alembert

∆ ~E − 1
c2
∂2 ~E

∂t2
= 0 (5.1)

Si on considère une onde monochromatique dont la fréquence est donnée par ν = ω
2π , on se

place dans les conditions d’un régime harmonique. On peut alors dissocier les variables spatiales et
temporelles tel que

E(x, y, z, t) = E(x, y, z)ejωt (5.2)

Lorsqu’on remplace l’équation (5.2) dans (5.1), l’onde vérifie l’équation de Helmholtz qui
permet de déterminer les solutions d’ondes stationnaires (modes propres) de l’équation d’Alembert
et qui est donnée par

∆E(x, y, z) + k2E(x, y, z) = 0 (5.3)

où k = ω/c est le vecteur d’onde.
Cette équation (5.3) admet comme solution l’onde sphérique divergente qui est donnée par

E(x, y, z) = E0
r
e−ikr (5.4)

où l’onde est observée en un point situé à une distance r =
√
x2 + y2 + z2 du point source

placé à l’origine du repère (x,y,z).
L’énergie d’un faisceau laser est contenue dans sa section c’est-à-dire proche de l’axe de

propagation. Pour décrire convenablement ce problème, il faut se placer dans le cadre de l’approxi-
mation paraxiale qui considère que le champ se propage principalement suivant l’axe longitudinal
z. Puisque le point d’observation se situe proche de cet axe, on peut, à l’aide d’un développement
limité à l’ordre 2, exprimer la distance r telle que

r ≈ z + x2 + y2

2z (5.5)

Le champ électrique au point d’observation devient alors

Eparaxial(x, y, z) = E0
z
e−ikze−ik

x2+y2
2z (5.6)

dans lequel e−ikz est le terme propagatif et 1
z e
−ik x

2+y2
2z est la variation transverse d’amplitude.

L’équation (5.6) représentant le champ d’une onde sphérique paraxiale est une solution ap-
prochée de l’équation d’Helmholtz. Cette solution permet de décrire convenablement la propagation
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d’une onde électromagnétique sphérique dans un espace libre, ce qui sous entend que l’énergie de
ce champ se propage dans tout l’espace. Pour tenir compte de cette solution dans l’approxima-
tion paraxiale, il est nécessaire de diaphragmer le faisceau afin d’isoler le champ proche de l’axe
de propagation. Cette solution engendre donc une perte conséquente de l’énergie incidente et est
incompatible avec le principe de l’émission laser.

Pour décrire les résonateurs optiques d’une manière plus adaptée, on préfère considèrer les
solutions de l’équation de Helmholtz pour des rayons paraxiaux (i.e. se propageant proche de l’axe
z).

Les solutions de tels faisceaux s’écrivent :

E(x, y, z) = ψ(x, y, z)e−ikz (5.7)

avec ψ(x, y, z) une fonction complexe lentement variable qui représente les différences entre
un faisceau laser et une onde plane homogène.

En remplaçant ces solutions dans l’équation d’Helmholtz (5.3) et en posant l’hypothèse que
les variations de la fonction ψ(x, y, z) sont négligeables suivant l’axe z sur une distance de l’ordre
de la longueur d’onde telles que





λ
∣∣∣∂ψ(x,y,z)

∂z

∣∣∣� |ψ(x, y, z)|

λ
∣∣∣∂

2ψ(x,y,z)
∂z2

∣∣∣�
∣∣∣∂ψ(x,y,z)

∂z

∣∣∣
(5.8)

on obtient l’équation d’onde paraxiale

∂2ψ(x, y, z)
∂x2 + ∂2ψ(x, y, z)

∂y2 − 2ik∂ψ(x, y, z)
∂z

= 0 (5.9)

où une fonction ψ de la forme

ψ(x, y, z) = e
−i
[
∆φ(z)+ k

2q(z) (x2+y2)
]

(5.10)

est solution de cette équation, avec ∆φ(z) un déphasage complexe et q(z) = R(z) + iπw
2(z)
λ

le rayon de courbure complexe où R(z) est le rayon de courbure, w(z) est le beam-waist ("point de
pincement" du faisceau (i.e. sa section minimale)) à la position z et λ la longueur d’onde.

Cette solution particulière est appelée "Mode Fondamental Gaussien".
En remplaçant l’expression de la fonction ψ(x, y, z) dans l’équation d’onde paraxiale, on

obtient (tout calcul fait) l’expression fondamentale de l’onde sphérique gaussienne donnée par

E(x, y, z) = K

w(z)e
−ik(z)eiζ(z)e−ik

r2
2R e−

r2
w2 (5.11)

oùK/w(z) est un facteur de normalisation, w(z) = w0

√
1 +

(
λz
πw2

0

)
caractérise la largeur du faisceau

à I0/e2 en fonction de la distance z (et donc la décroissance (gaussienne) de l’amplitude du champ
avec la distance z), e−ik(z) est le terme propagatif, eiζ(z) est un terme de déphasage, e−ik

r2
2R(z) est un

terme relatif à l’onde sphérique, avec R(z) = z(1 + (zr/z)2) le rayon de courbure du front d’onde
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sphérique et e−
r2

w(z)2 est le terme décrivant le profil transverse gaussien. L’expression de l’intensité
est proportionnelle au carré du champ et s’écrit donc

I(r, z) = I0(z)e
−2r2
w(z)2 (5.12)

Figure 5.1 – Caractéristique d’un faisceau gaussien.

Les propriétés d’un faisceau gaussien représenté sur la figure 5.1 sont définies par

• Le beam-waist
Le beam-waist est le rayon de la section minimale du faisceau pour laquelle on retrouve
localement un front d’onde plan (R =∞) pour w(z = 0) = w0.

• Le déphasage de Gouy ζ(z)
Il signifie que l’onde gaussienne est déphasée de la quantité ζ(z) par rapport à une onde
plane de même caractéristique, partie de l’origine z = 0 au même instant t. Ce déphasage
ζ(z) = arctan(z/zr) est égal à π lorsque l’onde passe par z = 0.

• La longueur de Rayleigh
La longueur de Rayleigh notée zr est donnée par

zr = πw2
0

λ
(5.13)

Elle décrit la distance à partir du waist au bout de laquelle la taille du faisceau a augmenté
d’un facteur

√
2. Sur cette distance, on considère que le faisceau est collimaté car il garde une

taille relativement constante avec une variation comprise entre w0 < w < w0
√

2.

• La divergence du faisceau
Comme mentionné ci-dessus, un faisceau laser gaussien possède un profil divergent dont l’angle
peut être caractérisé par

Θ = λ

πw0
(5.14)

pour z � zr.

5.2 Les cavités Fabry-Perot

Les paramètres physiques caractérisant les faisceaux Gaussiens ayant été introduits, on s’in-
téresse à présent à l’application de ces concepts aux cavités optiques Fabry-Perot afin d’en donner
une description générale.
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5.2.1 Généralités

Les cavités Fabry-Perot sont utilisées dans bon nombre d’applications telles que les lasers,
les filtres ou encore la spectroscopie. Elles sont constituées dans le cas général de deux miroirs
entre lesquels la lumière est susceptible de rester confinée par de multiples réflexions. Une fois les
conditions de résonance vérifiées, le système d’ondes stationnaires s’établit au sein de la cavité. Les
conditions de résonance associées aux fréquences νp des modes propres sont semblables à celles des
cavités acoustiques à-savoir

νp = pc

2L (5.15)

où p = 1, 2, 3, ... est le rang du mode longitudinal, c est la vitesse de la lumière dans le vide 1 et L
la longueur de la cavité.

Considérons le cas de la cavité optique hémisphérique de longueur L possédant un miroir
sphérique de rayon de courbure Rc présenté sur la figure 5.2.

Figure 5.2 – Cavité optique hémisphérique.

Pour ce type de cavités, on retrouve une répartition des modes telle que décrite sur la fi-
gure 5.3.

Paramètres intrinsèques d’une cavité optique

Afin de caractériser la répartition fréquentielle des modes décrits ci-dessus, on utilise un
paramètre communément appelé ISL (Interval Spectral Libre). Celui-ci correspond à l’espacement
fréquentiel entre deux modes longitudinaux de la cavité comme présenté sur la figure 5.4.

D’après l’expression 5.15, l’ISL est donné par la relation

ISL = νn+1 − νn = c

2nL (5.16)

où c est la vitesse de la lumière, n est l’indice de réfraction du milieu entre les deux miroirs de la
cavité et L est la longueur de la cavité.

1. Par la suite lorsque la propagation se fera dans le quartz, on notera la vitesse de la lumière cc qui représente
la vitesse de la lumière dans le vide divisée par l’indice de réfraction du quartz
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Figure 5.3 – Répartition des modes optiques en fonction de la fréquence ν.

Figure 5.4 – Représentation graphique de l’intervalle spectrale libre (ISL) séparant deux modes
longitudinaux et de la largeur à mi-hauteur d’un pic d’Airy en transmission de la cavité.

En transmission, la forme de la résonance représente un pic d’Airy dont la largeur à mi-
hauteur appelée FWHM (de l’anglais - Full Width at Half Maximum) est définie par

δνFWHM = ISL

F (5.17)

où F représente la finesse de la cavité qui est donnée par

F = π 4√R1R2
1−

√
(R1R2)

(5.18)

où R1, R2 sont les réflectivités des deux miroirs de la cavité. Ce paramètre de finesse qui dépend
uniquement de la réflectivité des miroirs peut être assimilé au nombre d’aller-retour d’un photon
dans la cavité à la résonance. Le confinement est donc d’autant plus important que F est élevée.

De la même manière que pour les cavités acoustiques décrites dans les chapitres précédents,
on peut pour une cavité optique, exprimer un facteur de qualité qui est défini tel que

Qopt = ν0
δν

(5.19)

Enfin, l’un des paramètres fondamentaux qui rend compte de l’aptitude d’une cavité optique
à confiner la lumière est le critère de stabilité. Ce critère noté g est défini par
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g = g1g2 =
(

1− L

RM1

)(
1− L

RM2

)
(5.20)

Une cavité est dite stable si 0 < g < 1. Alors que le but d’une cavité optique est de permettre à
la lumière d’effectuer un grand nombre d’aller-retour entre ces miroirs, un rayon lumineux pénétrant
dans une cavité instable n’effectue que très peu d’aller-retour (ou pas du tout) avant d’en sortir
dans une direction différente de celle incidente.

On peut schématiser la valeur attendue du paramètre de stabilité pour différents types de
cavités optiques par le diagramme présenté sur la figure 5.5.

Figure 5.5 – a) Aperçu des différents types de cavité, b) Diagramme de stabilité. [63]

On remarquera que les cavités sphériques (confocal) sont les cavités les plus stables tandis que
les cavités optiques hémisphériques en quartz étudiées dans ce chapitre présentent un paramètre
de stabilité proche de 1 (avec un rayon de courbure typique de 260 mm et une longueur de 1 mm),
ce qui les rend marginalement stables.

Paramètres de couplage entre le faisceau laser incident et la cavité optique

Pour que des modes de résonance s’établissent dans une cavité optique, il est nécessaire de
faire coïncider le rayon de courbure du front d’onde de l’onde incidente avec ceux des miroirs de la
cavité optique. Tout comme pour un faisceau laser gaussien, on peut définir une largeur de faisceau
pour chaque côté de la cavité optique tel que

w2
1 = Lλ

π

√
g

1−g

w2
2 = Lλ

π

√
1

g(1−g)

(5.21)

où w1 est la largeur du faisceau côté miroir plan et w2 celle côté miroir sphérique.
Reprenons le cas de la cavité hémisphérique présenté sur la figure 5.2 en considérant que

l’injection de la lumière dans la cavité se fait du côté du miroir plan comme sur la figure 5.6.
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Figure 5.6 – Propagation de la lumière dans une cavité optique Fabry-Perot. Les waist sur les
miroirs plan et sphérique sont respectivement notés w1 et w2.

Dans ce cas, pour respecter la condition d’aller-retour du faisceau dans la cavité, le beam-
waist du laser (position où le rayon de courbure du front d’onde est plan) doit coïncider en taille
et en position avec la largeur w1 sur le miroir plan de la cavité. Le procédé d’adaptation de la
largeur du faisceau laser est appelé "mode matching" et peut-être réalisé simplement à partir de
deux lentilles en amont de la cavité. Les distances focales ainsi que les positions des lentilles par
rapport à la sortie du laser peuvent être calculées par l’intermédiaire des lois de l’optique matricielle
[ABCD]. En pratique, nous avons utilisé le logiciel GaussianBeam qui permet de déterminer les
paramètes du "mode matching".

Modes optiques Gaussiens

L’équation (5.22) donne l’expression d’un mode fondamental gaussien, cependant il existe
des modes transverses d’ordres supérieurs qui forment une base modale orthogonale. Ces modes
appelés modes d’Hermite-Gauss (ou Laguerre-Gauss en fonction des symétries de la cavité) ont une
répartition spatiale identique à celle des cavités acoustiques (cf. fig. 4.15) et peuvent se mettre sous
la forme

Emp(x, y, z) =
√

2
π

1
2m+p

1
m!p!

1
w(z)Hm

(√
2x

w(z)

)
Hp

(√
2y

w(z)

)
e−i(kz−Φ(z))e−i

(
k
2q (x2+y2)

)
(5.22)

où m, p sont les nombres de lignes nodales dans le plan (x,y), Φ(z) = (m+ p+ 1) arctan(λz/πw2
0)

et Hm, Hp sont les polynômes d’Hermite respectivement d’ordre m et p. On retrouve le mode
fondamental gaussien pour m = p = 0.

5.2.2 Approximations des cavités optiques de haute finesse

Bien que les travaux présentés dans ce manuscrit s’orientent vers l’étude de cavités optiques
à miroirs métalliques, on introduit ci-dessous le formalisme théorique régissant les cavités optiques
à miroirs diélectriques. Ce rappel sur les cavités de haute finesse permet d’établir par la suite une
comparaison avec le formalisme décrivant les cavités à miroirs métalliques dont on verra que le
comportement entre ces deux types de cavités diffère.
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Une cavité optique de haute finesse est caractérisée par des réflecteurs de grande qualité. Les
cavités les plus répondues sont celles formées de miroirs de Bragg mis au point par William Lawrence
Bragg. Le concept du miroir de Bragg consiste à alterner des couches de matériaux d’indices
de réfraction différents qui grâce à des phénomènes d’interférences constructives, permettent de
réfléchir l’énergie incidente, l’épaisseur de chaque couche permettant de déphaser les réflexions aux
interfaces de π. Afin de maximiser le coefficient de réflexion, l’épaisseur de chaque couche doit
être égale au quart de la longueur d’onde λ/4n (avec n l’indice de réfraction de chaque couche) de
l’onde se propageant dans la couche. Une représentation schématique d’une cavité optique à miroirs
diélectriques est présentée sur la figure 5.7.

Figure 5.7 – Cavité optique constituée de deux miroirs diélectriques Md1 et Md2. Les intensités
Iin, Iref , Icav et Iout représentent respectivement les intensités incidente, réflechie, intra-cavité et
transmise. (En rouge) - Profil du faisceau optique gaussien au sein de la cavité

Lors de l’étude de ce type de cavité, on considére en général l’hypothèse que les miroirs
possèdent une épaisseur infiniment mince. Cela implique des conditions aux limites uniquement
liées à l’indice de réfraction des milieux incident n0 et interne à la cavité n1. On peut donc faire
l’hypothèse que les coefficients de réflexion et de transmission du champ et de l’intensité sont
équivalents tels que

Ri = r2
i ≈ ri (5.23)

où i = 1 ou 2 est l’indice du miroir considéré (pour une cavité à deux miroirs).

Description des intensités de la cavité à miroirs diélectriques

En général, les intensités entrant en jeu dans l’étude de ce type de cavité sont au nombre de
trois. Elles peuvent être exprimées en partant de l’expression du champ électromégnétique E étant
donnée que l’intensité est proportionnelle au module du champ au carré. Les intensités réfléchie,
intra-cavité et transmise sont définies ainsi :

• Intensité réfléchie
Il s’agit de la partie de l’intensité incidente réfléchie directement sur le miroir de couplage.
Celle-ci peut être exprimée en fonction du coefficient de réflexion du premier miroir ainsi que
l’intensité incidente tel que

Iref = |R1|Iin (5.24)
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où R1 est le coefficient de réflexion du miroir d’injection (premier miroir de la cavité) et Iin
est l’intensité incidente sur la cavité.

• Intensité intracavité
Il s’agit de l’intensité au sein de la cavité à la résonance. Celle-ci est liée à l’intensité de l’onde
incidente et est donnée par

Icav = 2F
π

T1
T1 + P

Iin (5.25)

où F est la finesse, T1 est le coefficient de transmission du premier miroir M1 et P = T2
représente les pertes par transmission à travers le second miroir M2.

• Intensité transmise
Il s’agit de l’intensité sortant de la cavité à travers le second miroir. Celle-ci peut être exprimée
en fonction des coefficients de réflexion et de transmission des deux miroirs de la cavité, de
la longueur de la cavité et de l’intensité incidente tel que

Iout = T1T2
(1−R1R2)2 + 4R1R2 sin2(kL)Iin (5.26)

où R1, R2 et T1, T2 sont respectivement les coefficients de réflexion et de transmission associés
au premier et second miroir de la cavité, k = c/λ est le vecteur d’onde dans le vide (que l’on
notera kc = cc/λc dans le cas du quartz) et L est la longueur de la cavité.

Expression de la finesse pour les cavités à miroirs diélectriques

Considérons le cas d’une cavité optique dont les miroirs sont identiques (r1 = r2 = r) et
possèdent un coefficient de réflexion R = 99.9999%. Par le biais des formules (5.26) et (5.24), on
peut tracer les intensités transmise et réfléchie qui sont présentées sur la figure 5.8.

Figure 5.8 – Profils des intensités transmise et réflechie d’une cavité optique à miroirs diélectriques.

Par le biais des approximations données par (5.23), l’expression de la finesse (5.18) peut se
réduire à
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F = π
√
r

1− r (5.27)

5.2.3 Cavités optiques à miroirs métalliques

Dans leurs applications initiales, les résonateurs à quartz sont couramment métallisés afin de
pouvoir les exciter piézoélectriquement. Ces électrodes métalliques sont en général constituées d’un
empilement d’une fine couche de chrome d’environ 10 nm servant de couche d’accroche à la couche
d’or qui possèdent une épaisseur typique de 150 nm. Cette métallisation quelque peu pénalisante
en terme d’amortissement aux températures cryogéniques n’impacte que très peu le coefficient de
qualité à température ambiante. De plus, de tels dépôts de chrome et d’or peuvent être directement
réalisés au sein du laboratoire sans aucune sous-traitance ce qui est un avantange vis-à-vis du coût
de fabrication. Ainsi, tester de tels résonateurs acoustiques en cavité optique est donc une démarche
naturelle.

Cependant, la mise en oeuvre d’un dépôt diélectrique réalisé au Laboiratoire de Mécanique
Appliquée (LMA) de Lyon a pu être testé sur ce type de cavités en quartz. Ce dépôt réalisé sur
commande du Laboratoire Kastler Brossel (LKB) de Paris, a pu être testé (d’un point de vue
mécanique) au département Temps-Fréquence de l’institut FEMTO-ST [64]. Dans cette étude, un
revêtement diélectrique (figure 5.9) constitué d’un empilement de seize couches alternées d’oxyde
de tantale (Ta2O5 - indice de réfraction n = 1.75) et de silice (SiO2 - indice de réfraction n = 1.44)
a été déposé avec des épaisseurs en λ/4n (avec λ la longueur d’onde dans le vide et n l’indice de
réfraction du matériau constituant la couche en question) calculées pour une longeur d’onde de
1550 nm sur une face d’une lame de quartz.

Figure 5.9 – Lame de quartz avec au centre un dépôt diélectrique constitué de 16 couches alternées
d’oxyde de tantale (Ta2O5) et de silice (SiO2) déposées en λ/4n pour une longeur d’onde de 1550
nm [64].

Bien que les miroirs diélectriques possédant une plus faible absorption conduisent à des
coefficients de réflexion plus élevés que les miroirs métalliques, les résultats de mesures mécaniques
à température cryogénique présentés sur la figure 5.10 ont montré une diminution importante du
coefficient de qualité mécanique. En effet, ce dépôt d’une épaisseur totale de 5.615 µm engendre
un fort amortissement de la vibration du substrat en quartz. Des tests complémentaires pourraient
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être envisagés en diminuant le nombre de couches et donc l’épaisseur du dépôt qui permettrait de
maintenir des coefficients de réflexion > 95% tout en conservant un coefficient de qualité mécanique
semblable à ceux obtenus avec un dépôt métallique. Cette perspective d’utilisation de miroirs
diélectriques sera abordée plus en détail dans le chapitre 7.

Figure 5.10 – Impact du dépôt diélectrique sur le coefficient de qualité à température cryogé-
nique [64].
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Description théorique des cavités à miroirs métalliques

Au vu des résultats obtenus avec des miroirs multicouches diélectriques, une seconde voie
à base de miroirs métalliques a été explorée. En effet, comme il a été mentionné ci-dessus, les
électrodes métalliques d’un résonateur à quartz constituent une option naturelle de miroirs optiques
pour réaliser une cavité Fabry-Perot. Ils n’ont cependant pas des coefficients de réflexion aussi
élevés que ceux qu’il est possible d’atteindre avec des miroirs diélectriques et présentent une forte
absorption. Bien que le principe d’une cavité optique à miroirs métalliques reste inchangé et peut
conduire à celui d’une cavité optique de haute finesse (sous certaines conditions), ces différences
majeures en terme de réflectivité se répercutent sur le comportement global d’une cavité Fabry-
Perot à miroirs métalliques notamment sur l’intensité du faisceau réfléchi par la cavité comme nous
allons le voir dans cette section.

Ce type de cavité optique, présenté sur la figure 5.11, est constitué d’un revêtement en couches
minces métalliques permettant d’accroître la réfléctivité optique des surfaces du quartz. L’épaisseur
du miroir est choisie afin d’obtenir une réflectivité et une finesse optimales. L’optimisation de ce
paramètre sera abordée dans le chapitre 6, section 6.2. L’épaisseur n’étant pas négligeable pour
ce type de revêtement, les hypothèses (5.23) utilisées dans la section précédente sont insuffisantes.
Ainsi, il faut tenir compte de l’épaisseur du revêtement métallique pour une description satisfaisante
de leur comportement.

Figure 5.11 – Cavité optique constituée de deux miroirs métalliques M1 et M2. Les intensités
Iin, Iref , Icav et Iout représentent respectivement les intensités incidente, réflechie, intra-cavité et
transmise. (En rouge) - Profil du faisceau optique gaussien au sein de la cavité

Afin d’introduire le formalisme théorique régissant les cavités métalliques [65], [66], considé-
rons deux ondes d’amplitude complexe E(+)(z) et E(−)(z). Ces amplitudes complexes sont associées
respectivement à une onde incidente et réflechie sur un plan arbitraire z et se propageant dans la
direction +z et −z. Le champ total au plan z est décrit par le vecteur

E(z) =
(
E(+)(z)
E(−)(z)

)
(5.28)

Si l’on considère maintenant les champs à deux interfaces différentes z′ et z′′, les champs
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associés s’écrivent

(
E(+)(z′)
E(−)(z′)

)
=
(
S11 S12
S21 S22

)(
E(+)(z′′)
E(−)(z′′)

)
(5.29)

où (S) est la matrice de diffusion qui peut être définie pour un système multicouche par l’intermé-
diaire du produit de matrice décrivant les effets induits sur les ondes aux différentes interfaces tel
que

S = I01L1I12L2...I(j−1)jLj ...Im(m−1)Lm (5.30)

où Iij est une matrice décrivant les transmission et réflexion entre les interfaces i et j et s’écrit

Iij = 1
tij

(
1 rij
rij 1

)
(5.31)

où rij et tij sont respectivement les coefficients de Fresnel de la réflexion et de la transmission.
La matrice Lj décrit les effets de la propagation de l’onde au sein d’un milieu homogène j et

s’écrit

Lj =
(
exp(iβj) 0

0 exp(−iβj)

)
(5.32)

où βj = 2π
λ Njdj cos(θj) est le déphasage subi par l’onde lors de sa propagation dans le milieu j

avec λ la longueur d’onde dans le vide, Nj = nj − ikj l’indice de réfraction complexe de la couche
j, dj son épaisseur et θj l’angle d’incidence de l’onde.

À partir de la matrice (5.31), on peut extraire les relations de Stokes qui découlent de l’analyse
des faisceaux incident, transmis et réflechi à une interface en les visualisant de manière rétroactive
temporellement. Ces relations sont données par

tijtji = 1− r2
ij

rij = −rji
(5.33)

La deuxième relation de Stokes décrit le déphasage de π d’une onde qui se réfléchie à une
interface.

En considérant une cavité constituée de deux miroirs métalliques espacés d’une distance d
par un substrat en quartz, la relation (5.29) entre les champs incident et transmis s’écrit

(
E

(+)
in

E
(−)
in

)
=
(
S11 S12
S21 S22

)(
E

(+)
out

0

)
(5.34)

où E(+)
in , E(−)

in , et E(+)
out représentent respectivement les amplitudes complexes des ondes incidente

et réflechie sur le premier miroir et transmise à travers la cavité.
La transmission et la réflexion totales de la cavité présentée sur la figure 5.11 en fonction des

champs s’écrivent donc
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T = E
(+)
out

E
(+)
in

= 1
S11

R = E
(−)
in

E
(+)
in

= S21
S11

(5.35)

Dans le cadre des travaux présentés dans cette thèse, les cavités optiques sont constituées de
quatre milieux associés chacun à un numéro permettant de rendre explicite les notations tels que

• 0 - Le milieu extérieur à la cavité

• 1 - Le milieu du premier miroir (M1)

• 2 - Le milieu intra-cavité (entre les deux miroirs)

• 3 - Le milieu du second miroir (M2)

En reprenant la cavité optique présentée sur la figure 5.11, la matrice de diffusion S peut
s’écrire dans notre cas tel que

S = I01L1I12L2I23L3I30 (5.36)

Après calcul de la matrice de diffusion, les coefficients de réflexion et de transmission de
chaque miroir (j = 1 ou 3) s’écrivent sous la forme

Rijk = rij+rjke−i2βj
1+rijrjke−i2βj

Tijk = tijtjke
−iβj

1+rijrjke−i2βj

(5.37)

où rij = Ni−Nj
Ni+Nj est le coefficient de réflexion entre les milieux i = 0 ou 2 et j = 1 ou 3 avec

Ni = ni + iki l’indice de réfraction complexe (k représentant l’absorption de l’onde lumineuse),
tij = 2Ni

Ni+Nj est le coefficient de transmission entre les milieux i et j et βj = 2π
λ Njdj cos(θj) est la

variation de phase induite lors de la propagation dans le milieu j avec dj la longueur du milieu j
et θj l’angle d’incidence de la lumière.

Ces paramètres représentent la réflexion et la transmission du miroir j = 1 ou 3 pris en
sandwich entre les couches i = 0 ou 2 et k = 2 ou 0 qui sont supposées être de dimensions semi-
infinies.

Ces coefficients de réflexion et de transmission qui sont identiques à la transmission et à la
réflexion totales à travers une plaque plane ne sont pas des coefficients de Fresnel. Ainsi, les relations
de Stokes qui sont vérifiées par les coefficients de Fresnel doivent être généralisées dans le cas où les
interfaces ne peuvent pas être réduites à une simple interface. Ainsi, à partir des expressions 5.37,
les équations de Stokes généralisées 2 sont données par

T012T210 −R012R210 = z1

R210 = −z2R012
(5.38)

2. Bien qu’elles ne soient pas nécessaires dans cette étude, les équations de Stokes généralisées peuvent être
écrites de manière identique pour le second miroir en fonction des coefficients de transmision et de réflexion T230,T032,
R230 et R032
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où

z1 = r01r12+exp(−i2β1)
1+r01r12 exp(−i2β1)

z2 = r12+r01 exp(−i2β1)
r01+r12 exp(−i2β1)

À partir des coefficients donnés par 5.37, la transmission TFP et la réflexion RFP globales de
la cavité Fabry-Perot sont données par

RFP = R012
1−ζ210R230e−i2β2
1−R210R230e−i2β2

TFP = T012T230e−iβ2
1+R210R230e−i2β2

(5.39)

où ζ210 = 1+r21r10ei2β1
r21r10ei2β1 est un terme qui provient des équations de Stokes généralisées.

Description des intensités de la cavité à miroirs métalliques

À l’instar des cavités optiques à miroirs diélectriques, trois intensités sont nécessaires à l’étude
des cavités optiques à miroirs métalliques. Ainsi, pour les cavités à miroirs métalliques, les intensités
transmise, intra-cavité et réfléchie sont définies par

• Intensité transmise

Iout = Imax
1

1 + Fsin2
(
δ
2

) (5.40)

où F est un paramètre que l’on peut considérer comme une finesse approchée, δ = 2β2−∆210−
∆230 est le déphasage global induit lors de la traversée de la cavité avec ∆ijk le déphasage
partiel induit lors du passage de la lumière du milieu i vers le milieu k à travers le milieu j
(traversée des miroirs) donné par Rijk = |Rijk| exp(i∆ijk), et Imax est l’intensité maximale
du pic d’Airy en transmission définie par

Imax = |T012T230|2
(1− |R210R230|)2 Iin (5.41)

• Intensité intracavité

Icav = 2F
π

|T012|2
|T012|2 + |P |2 Iin (5.42)

où T012 est le coefficient de transmission du premier miroir M1, Iin est l’intensité incidente et
P = T230 +A012 sont les pertes de la cavité avec T230 la transmission du second miroir M2 et
A012 l’absorption du premier miroir M1.

• Intensité réfléchie

Iref = |R012|2
1 + |ζ210R230|2 − 2|ζ210R230|cos∆
1 + |R210R230|2 − 2|R210R230|cosδ

Iin (5.43)
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où ∆ = 2β2 − Φ210 −∆230 est un terme de déphasage induit lors de la réflexion du faisceau
au sein de la cavité optique. En effet, la réflexion du faisceau n’est pas invariante suivant
la direction de propagation de la lumière (aller ou retour). Ainsi, la présence de ce terme
de déphasage ∆ implique que la forme de l’intensité réflechie à la résonance diffère de celle
d’un pic de Airy et donc du signal en transmission. Dans l’expression (5.44), les deux termes
oscillants δ et ∆ sont déphasés tel que

δ −∆ = ∆210 − Φ210 (5.44)

La différence entre les termes ∆210 et Φ210 lorsque le matériau constituant le premier miroir
possède une absorption non nulle est responsable de la forme assymétrique du pic d’intensité
en réflexion ainsi que de la différence de position entre les maximas d’intensités réfléchie
et transmise (fig. 5.12). En effet, pour les cavités à miroirs métalliques, le pic d’intensité
réfléchie (qui apparait lorsque la lumière est piégée au sein de la cavité) n’est pas symétrique.
De plus, les maximums d’intensités réfléchie et transmise à la résonance apparaissent pour des
longueurs d’onde différentes, phénomène que l’on ne retrouve pas pour les cavités à miroirs
diélectriques. L’assymétrie du pic d’intensité réfléchie ainsi que le décalage fréquentiel entre le
maxima et le minima des intensités transmise et réfléchie sont liés uniquement au phénomène
d’absorption dans le premier miroir métallique.

Figure 5.12 – Profils des intensités transmise et réflechie d’une cavité optique à miroirs métal-
liques. Les traits pointillés noir associés respectivement au maximum et minimum des intensités
transmise et réflechie démontrent le décalage entre ces deux extremums. L’assymétrie du pic d’in-
tensité réfléchie est également visible sur la figure du bas.

Expression de la finesse pour les cavités à miroirs métalliques

Dans le cas des cavités Fabry-Perot à miroirs métalliques, la finesse est liée au paramètre F
qui est la finesse approchée introduite ci-dessus. Ce paramètre est défini par

F = 4|R210R230|
(1− |R210R230|)2 (5.45)

La finesse est définie par
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F = π
√
F

2 (5.46)

Afin d’optimiser la finesse en fonction de l’épaisseur des miroirs, on trace les courbes d’iso-
valeurs de la finesse et de l’intensité transmise en fonction de l’épaisseur d1 et d3 respectivement
associées aux miroirs M1 et M2. Ces courbes sont présentées sur la figure 5.13.

Figure 5.13 – Tracé des isovaleurs pour la finesse (de 10 à 97) et l’intensité transmise (de 0.05 W
à 0.2 W) à intensité incidente unitaire en fonction de l’épaisseur de dépôts d1 et d3 respectivement
associées aux miroirs M1 et M2 (Données numériques tracées à partir d’un indice de réfraction de
l’argent à l’état massif).

La figure 5.13 montre que pour toutes les valeurs de d1 et d3 qui fournissent un pic de trans-
mission d’une valeur donnée, la plus haute valeur de la finesse est obtenue pour des valeurs d1 et
d3 égales (i.e. le long de la diagonale en pointillée sur la figure 5.13). Ainsi, les meilleures perfor-
mances d’une cavité Fabry-Perot à miroirs métalliques sont obtenues pour une cavité strictement
symétrique en terme de réfléctivité des miroirs.

5.3 Miroirs métalliques de la cavité

5.3.1 Choix du matériau

Le choix du matériau pour les miroirs est crucial pour les cavités métalliques. En effet, il
est indispensable d’avoir un coefficient de réflexion maximum à la longueur d’onde de travail, mais
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aussi d’assurer une bonne adhérence du matériau déposé à la surface du quartz. Habituellement, sur
les résonateurs acoustiques en quartz, l’adhérence des électrodes en or (Au) est améliorée par une
fine couche de chrome (Cr) d’environ 10 nm appelée couche d’accroche. Cependant, les propriétés
réfléchissantes du chrome à la longueur d’onde de travail de 1550 nm sont d’environ 10 % (34
% de transmission pour une couche de 10 nm de chrome seul) et ne permettent pas d’obtenir
des performances satisfaisantes pour la cavité optique malgré la bonne réflectivité de la couche
supérieure en or.

Lorsque la couche d’accroche est retirée, un premier test sur une cavité optique à miroirs
métalliques a révélé la présence du phénomène de cloquage (cf. figure 5.14) de la couche mince d’or
pour une puissance laser incidente inférieure à 10 mW. Ce phénomène décrit dans la littérature [67]
est induit par les contraintes mécaniques résultantes des effets thermiques du laser sur le substrat.
Des bulles apparaissent à la surface de l’or, leur hauteur étant d’environ 750 nm (cf. figure 5.15)
pour une épaisseur d’or de 30 nm.

Figure 5.14 – Phénomène de cloquage. a) Vue globale. b) Zoom sur les bulles de cloquage.

Figure 5.15 – Mesure profilométrique de la surface d’or au voisinage d’une bulle de cloquage.

Dans le cadre de ces travaux, l’argent (Ag) a donc été adopté pour la métallisation des
électrodes. Ce matériau se révèle être un bon candidat vis-à-vis du compromis entre adhérence et
propriétés optiques. En effet, celui-ci ne nécessite pas de couche d’accroche et présente un meilleur
coefficient de réflexion de l’ordre de 98% contre 96% pour l’or à 1550 nm. Cependant, ce matériau
est sujet à l’oxydation au contact de l’air. Pour y remédier, il est envisageable de prévoir le dépôt
d’une couche de silice (SiO2) d’environ 10 nm afin d’isoler et de protéger la couche d’argent de
l’air.
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5.3.2 Méthode de dépôt

De nombreuses techniques de dépôt de films minces existent. Les techniques largement em-
ployées dans la micro-fabrication sont des procédés affiliés à la famille des dépôts physiques en
phase vapeur (PVD - Physical Vapor Deposition). On retrouve particulièrement, les procédés de
dépôts par pulvérisation cathodique magnétron et par évaporation sous vide présents à la Centrale
Technologique MIMENTO. Ces deux techniques de dépôt de couches minces offrent toutes deux
des avantages et des inconvénients. Dans le cadre de nos structures, les paramètres importants sont
l’homogénéité sur la totalité de la surface de dépôt, la densité et l’adhérence des couches. D’après
les développements technologiques réalisés préalablement en salle blanche, la technique de dépôt
par pulvérisation cathodique est celle qui répond le mieux à nos exigences.

Le bâti en question n’étant pas équipé d’une micro-balance à quartz permettant la mesure
de l’épaisseur de la couche déposée en temps réel, des tests de calibration de vitesse de dépôt
doivent être réalisés en amont. À la suite du dépôt de calibration, pour un temps donné, l’épaisseur
est mesurée par le biais d’un profilomètre mécanique et permet de déduire la vitesse de dépôt en
nm/min. Un exemple de l’une de nos cavités optique avec un dépôt d’argent est présenté sur la
figure 5.16.

Figure 5.16 – Cavité optique montée dans un support dont les électrodes en argent déposées par
pulvérisation font office de miroirs.

5.4 Cavité optique en quartz

Les éléments du montage ayant été décrits ci-dessus, on s’intéresse à présent aux paramètres
nominaux de la cavité optique. Les paramètres géométriques de la cavité optique sont présentés sur
la figure 5.17.

La cavité testée est caractérisée par des paramètres clés dictant les conditions de résonance
ainsi que ses performances. Elle est constituée d’un résonateur à quartz provenant de la société
OSA (Oscilloquartz SA). Ce choix de lames issues d’un procédé de fabrication industriel garanti
une meilleure reproductibilité que celle que l’on peut observer sur des lames de quartz réalisées au
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Figure 5.17 – Paramètres géométriques de la cavité optique métallisée avec des couches minces
d’argent.

sein du laboratoire. Par ailleurs, des lames de quartz possédant l’orientation (coupe compensée)
définie dans le chapitre 4 sont actuellement en cours de fabrication chez la société italienne SILO.

5.4.1 Caractérisation des lames de quartz industrielles

Les lames de quartz ayant été réalisées suivant des critères acoustiques, des tests complémen-
taires intéressant plus particulièrement pour l’optique ont été réalisés notamment sur la planéité
globale de la surface plane des lames en question. Pour ce faire, on a eu recours à un interférométre
optique de type Zygo. Les résultats d’une mesure typique d’une lame de quartz sont présentés sur
la figure 5.18.

Les données collectées révèlent une légère flèche de la surface plane de la lame de quartz, de
l’ordre de 1, 5 µm (approximativement égale à notre longueur d’onde de travail) sur un diamètre
de 24 mm.

En complément de ces mesures, une mesure au profilomètre mécanique a été réalisée afin
d’obtenir une information quant à l’état de surface global du substrat en quartz sur ces deux faces.
Les profils mesurés sont présentés sur la figure 5.19.

5.4.2 Paramètres de la cavité optique

La lame de quartz est issue d’un montage BVA présenté dans le chapitre 1 sur laquel a été
déposée des couches minces d’argent (Ag) de 3 mm de diamètre, utilisées comme des miroirs. Le
choix de ce diamètre de 3 mm est un bon compromis entre l’efficacité de transduction piézoélectrique
et la capacité statique (parasite) C0 de la lame de quartz comprise entre les deux électrodes. En
effet, la surface des électrodes définissant la zone active du résonateur doit être adaptée en fonction
de sa géométrie afin de maximiser l’efficacité de transduction et de minimiser la valeur de la capacité
parasite, ces deux paramètres étant proportionnels à la surface des électrodes.

Les cavités optiques à l’étude sont des résonateurs à quartz de 1 mm d’épaisseur possédant
une géométrie plan-convexe avec un rayon de courbure de 260 mm. Les paramètres nominaux de
ces cavités sont synthétisés dans les tableaux 5.1, pour une longueur d’onde de travail de 1550 nm.

On remarque que ce type de cavités de dimensions millimétriques présente un critère de
stabilité g proche de l’unité qui est la limite haute de stabilité pour les cavités optiques. Cela
implique qu’une attention particulière doit être apportée quant à la réalisation de l’alignement du
montage optique afin de garantir l’excitation des modes résonants de la cavité. De plus, la longueur
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Figure 5.18 – Mesure de la planéité global des lames de quartz vierges utilisées pour la fabrication
des cavités optiques.

Stabilité Waist M1 Waist M2 Longueur de Divergence ISL (GHz)
g w1 (µm) w2 (µm) Rayleigh Zr (mm) Θ (rad)

0, 996 8, 8235.10−5 8, 8412.10−5 15, 8 0, 0056 96.7

Tableau 5.1 – Paramètres nominaux communs des cavités optiques.

de Rayleigh (∼ 16 mm) contraint la zone de positionnement de la cavité optique dans laquelle
doivent coïncider les waists du laser et du miroir plan de la cavité.

5.4.3 Paramètres des modes optiques en fonction de l’épaisseur des miroirs
métalliques

Afin d’explorer l’effet de l’épaisseur des miroirs métalliques sur les propriétés des modes
optiques de ces cavités, une caractérisation théorique préliminaire de sept cavités possédant res-
pectivement des épaisseurs de miroirs en argent (identiques sur les deux faces) de 40, 50, 60, 70,
80, 90 et 100 nm a été effectuée. Cette étude est basée sur l’utilisation de l’indice de réfraction
complexe N = n − ik de l’argent dans son état massif puisqu’on ne posséde pas les indices de
réfraction des épaisseurs visées. Ainsi, les paramètres théoriques des miroirs et des modes optiques
synthétisés dans le tableau 5.2 ont été déterminés avec un indice de réfraction n = 0.469 et un
indice d’extinction k = 9.32 [68].

Dans le tableau 5.2, R210 et R230 sont les réflectivités des miroirs vus depuis le milieu intra-
cavité (le quartz), R012 est la réflectivité du premier miroir vu depuis le milieu extérieur (l’air), F
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Figure 5.19 – Mesure profilométrique de l’épaisseur du miroir métallique en Ag.

Paramètres 40 nm 50 nm 60 nm 70 nm 80 nm 90 nm 100 nm
R210 = R230 % 48, 95 56, 23 62, 39 67, 53 71, 79 75, 34

R012 % 52, 28 59, 42 65, 41 70, 36 74, 45 77, 83
F 52 68 80 87 92 94 95

δν (GHz) 1, 8 1, 4 1, 2 1, 1 1, 05 1, 025 1, 013
Qopt × 104 6, 8 8, 86 10, 37 11, 33 11, 87 12, 17 12, 32
δf (MHz) 137, 34 112, 37 99, 88 99, 89 112, 38 124, 87 124, 87
IR (%) 42 25.5 14 7.2 3.5 1.7 0.8

Tableau 5.2 – Paramètres nominaux propres aux cavités optiques avec des épaisseurs de miroirs
différentes.

est la finesse, δν est la largeur à mi-hauteur des pics de l’intensité transmise, Qopt est le coefficient
de qualité optique, δf est le décalage fréquentiel entre le maximum et le minimum des intensités
respectivement transmise et réfléchie et IR le constraste de l’intensité réfléchie.

Les coefficients de réflexion des miroirs métalliques étant inférieurs à ceux des miroirs diélec-
triques, on obtient une finesse de l’ordre de la centaine contre environ 100000 pour les cavités à
miroirs diélectriques. Cette faible valeur de la finesse limite les interactions lumière-matière i.e. la
sensibilité au déplacement optomécanique que l’on abordera dans le chapitre suivant.
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5.4.4 Biréfringence du quartz

Le quartz étant un cristal biréfringent uniaxe, il ne possède qu’un seul axe optique, l’axe Z
(cf. chapitre 3 pour l’orientation des axes cristallographiques). Dans un tel matériau, l’indice de
réfraction n dépend de la direction de polarisation de l’onde lumineuse. Le quartz est caractérisé par
deux axes neutres auxquels correspondent deux indices de réfraction no et ne appelés respectivement
indices de réfraction ordinaire et extraordinaire. La différence entre ces indices ∆n = ne−no est alors
appelée biréfringence (ou biréfringence absolue) du milieu. Dans le cas du quartz, on a no = 1.528
et ne = 1.536 pour une longueur d’onde de 1550 nm [69] et donc un rapport ∆n positif. Le milieu
est dit uniaxe positif et l’ellipsoïde des indices associée a une forme allongée. Une représentation
d’une coupe de la surface des indices du quartz selon un plan de l’axe optique Z est donnée sur la
figure 5.20.

Figure 5.20 – Coupe de la surface des indices selon un plan de l’axe optique Z dans le cas du
quartz. [70]

5.5 Description du banc expérimental

Le banc expérimental décrit ici a permis la validation de la preuve de concept de l’utilisation
d’un résonateur à quartz en cavité optique (à température ambiante). Ce banc de test optique
permet l’excitation et la détection des modes optiques résonants au sein de la cavité.

5.5.1 Montage expérimental

La figure 5.21 présente le banc expérimental dans sa version la plus simple (i.e sans asser-
vissement). Ce banc est constitué d’une source laser de longeur d’onde dite télécom (λ = 1550
nm) nécessaire à l’excitation du résonateur. Le faisceau produit passe dans un modulateur électro-
optique (EOM) permettant de faire varier la longueur d’onde du laser. Cette première partie du
banc comporte des éléments fibrés. Le faisceau est ensuite collimaté pour qu’il poursuive sa pro-
pagation en espace libre. Afin d’adapter la forme du faisceau au mode de la cavité optique, deux
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lentilles convergentes (L1 et L2) sont placées après la collimation. Avant l’injection dans la cavité,
le faisceau traverse un bloc d’isolation permettant à la lumière réfléchie par la cavité d’être réflechie
à l’aide d’un cube séparateur vers une photodiode. Enfin, l’analyse du faisceau transmis par la ca-
vité s’effectue par le biais d’une caméra et d’une seconde photodiode placées derrière la cavité. On
donne dans ce qui suit un descriptif plus détaillé des différents éléments du montage expérimental.

Figure 5.21 – Banc expérimental mis en place pour l’excitation des modes au sein des cavités
optiques à miroirs métalliques.

Source laser - DFB

Bien que la longueur de la cavité optique puisse être légérement ajustable par le biais de la
piézoélectricité de la lame de quartz qui la constitue, on considère ici une cavité passive. Le choix
de la source laser s’est donc orienté vers un laser continu (CW - de l’anglais - Continuous Wave)
ajustable en longueur d’onde sur une gamme couvrant au moins un ISL (∼ 100 GHz). Le laser
retenu est le Koheras AdjustiK dans sa version fibré de chez NKT Photonics. Celui-ci est un laser
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DFB (de l’anglais - Distributed FeedBack laser) qui possède la particularité de pouvoir faire varier
la longueur d’onde d’émission. Il existe deux modes de variation, d’une part la longueur d’onde peut
être ajustée grossièrement sur une plage de 1 nm par le biais d’une régulation de la température de
la diode laser de pompe. D’autre part, un ajustement plus fin de celle-ci peut s’effectuer sur une
gamme plus restreinte de 27 pm par le biais d’un actionneur piézoélectrique inclu dans la cavité
optique interne du laser en faisant varier la structure périodique du réseau de Bragg. Cet actionneur
peut être alimenté entre 0 et 200 V pour couvrir la gamme de modulation avec une résolution de
0, 135 pm/V. Bien qu’on utilise une puissance de quelques mW dans nos expérimentations, le laser
en question peut délivrer une puissance maximale de 200 mW.

Afin de s’affranchir des réflexions parasites qui pourraient être rétroinjectées dans le laser, un
isolateur optique fibré est placé en sortie de ce dernier.

Modulateur Électro-Optique de phase - EOM

Le contrôle de la longueur d’onde via la régulation de température de la diode DFB ne permet
pas de réaliser des réglages fins et la gamme de variations induites par l’actionneur piézoélectrique
interne au laser n’est pas suffisante pour couvrir un mode optique entier. Pour palier à cette limi-
tation, un modulateur électro-optique (EOM) de phase fibré MPZ −LN − 10 de la société iXblue
pouvant moduler sur une plage de 12 GHz a été placé en sortie de l’isolateur. La modulation du fais-
ceau en phase crée deux bandes latérales 3 situées respectivement à la fréquence de modulation ±Ω
autour de la porteuse de fréquence ω. Cet EOM est commandé par un synthétiseur Rohde&Schwarz
qui permet de générer un balayage continu en fréquence des bandes latérales autour d’une réso-
nance et ainsi de pouvoir la visualiser sur un oscilloscope. Lors du balayage en fréquence, seule une
des bandes latérales est en résonance avec un mode de la cavité, ce qui implique que le constraste
d’intensité des pics en réflexion et en transmission est directement lié à la puissance contenue dans
la bande latérale en question. Pour ce type d’expérimentation, il est donc primordial de maximiser
la puissance contenue dans les bandes latérales du premier ordre en éliminant la porteuse. La ré-
partition de la puissance entre la porteuse et les bandes latérales d’ordre 1 peut être contrôlée par
le biais de la puissance du signal de modulation RF injecté dans l’EOM qui est directement liée à
la fréquence et à la profondeur de modulation. Ainsi, la puissance maximisant les bandes latérales
notée Vπ pour une fréquence de modulation de 10 GHz est dans notre cas d’environ 30 dBm. Le
synthétiseur utilisé ne fournissant pas une telle puissance de sortie, un amplificateur de puissance
fonctionnant dans une plage de fréquence entre 9 et 10 GHz est placé à la sortie de celui-ci. Un
contrôle en température de l’EOM autour de son point de fonctionnement est également prévu afin
de stabiliser ce dernier.

En sortie de fibre de l’EOM, on place une lentille de collimation afin d’atténuer la divergence
du faisceau avant sa propagation en espace libre. En pratique, on place également deux miroirs
directement à la sortie du collimateur pour faciliter l’alignement du faisceau dans le reste du
montage optique. Une lame demi-onde est également placée directement à la sortie de la lentille
de collimation afin d’orienter la lumière dans un état de polarisation linéaire vertical qui limite les
variations de polarisation lors de la réflexion de la lumière sur les miroirs.

3. En réalité la modulation crée une infinité de bandes latérales. Cependant, l’amplitude des bandes latérales
d’ordre supérieur à 2 est quasiment nulle et peut donc être négligée. L’amplitude des bandes latérales d’ordre 2 peut
également être atténuée. On conserve alors uniquement la porteuse et les bandes latérales d’ordre 1.

128



5.5. DESCRIPTION DU BANC EXPÉRIMENTAL

Adaptation spatiale du faisceau laser

Comme abordé dans le début de ce chapitre, le faisceau laser doit être adapté spatialement
afin de faire coïncider le waist du faisceau avec celui de la cavité optique. On place donc deux
lentilles de focales respectivement de 100 mm et 200 mm pour contrôler et ajuster la divergence
du faisceau. La première lentille a un impact prépondérant sur la position du waist tandis que la
seconde permet majoritairement de modifier sa taille. C’est pourquoi cette dernière est montée sur
une table de translation micrométrique afin de pouvoir ajuster avec précision la taille du waist. Le
faisceau est ensuite dirigé vers la cavité optique par deux miroirs.

Contrôle de la polarisation à l’entrée de la cavité

Du fait de la biréfringence du quartz, il est important d’aligner la polarisation du faisceau
laser avant son injection dans la cavité. Ceci permet au faisceau laser de se propager suivant un
des axes neutres du cristal et qu’un seul mode de polarisation ne soit excité. Dans ce but, on utilise
une lame demi-onde placée en amont d’un cube séparateur non polarisé 50 − 50. Une partie de
la lumière réflechie par la cavité est réflechie par le cube séparateur et dirigée vers la photodiode
de détection du signal réfléchi. Cette configuration incluant les états de polarisation au niveau des
différents éléments est représentée sur la figure 5.23.

Figure 5.22 – Schéma de principe du contôle de la polatisation du faisceau laser à l’entrée de la
cavité afin d’obtenir une propagation suivant un des axes neutres de la cavité optique en quartz.

Contrôle de la température de la cavité

Les tests de mise au point de la cavité étant réalisés à température ambiante, un asservise-
ment en température de la cavité optique est mis en place afin de stabiliser les modes optiques et
ainsi éviter leur disparition à cause de fluctuations d’air et de variations de la température am-
biante de la salle d’expérimentation. Le contrôle de température est assuré par le biais de quatre
transistors. Le montage ne permettant que de chauffer, la régulation de température s’effectue à
une température légérement supérieure à la température ambiante, typiquement 40◦C, afin de ga-
rantir l’asservissement. La mesure de la température se fait à l’aide d’une sonde positionnée au plus
proche du résonateur.
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L’enceinte externe de régulation thermique est constituée d’un boitier en nylon de couleur
noire afin de minimiser les réflexions du laser. L’enceinte interne dans laquelle on place la cavité
optique est équipée de deux pointes de touche dont une est placée à la base de l’enceinte et l’autre
sur le couvercle. Ces deux pointes sont disposées à 90◦ l’une par rapport à l’autre et permettent
d’accéder aux contacts électriques. On garde ainsi un moyen d’excitation et de détection piézoélec-
trique. La cavité optique dans l’enceinte interne est maintenue par deux joints d’étanchéité placés
de part et d’autre de la cavité optique. Un trou de 3 mm de diamètre correspondant à la taille de
l’électrode (i.e du miroir) est réalisé à travers l’ensemble enceinte interne et externe afin de laisser
passer le faisceau laser.

Enfin, pour aligner le faisceau optique sur la cavité avec suffisamment de degrès de liberté,
l’enceinte de régulation thermique incluant la cavité est suspendue sur un système de déplacement
comprenant trois tables de translation et deux tables de rotation fournissant ainsi un système à
cinq degrés de liberté.

Figure 5.23 – En haut - Enceinte de régulation externe de température de la cavité montée sur son
système de déplacement 5 axes. En bas (à gauche) - Vue de la seconde enceinte où est positionnée
la cavité optique. En bas (à droite) - Vue de l’intérieur de la seconde enceinte. On aperçoit une
cavité optique à miroirs métalliques montée dans son emplacement.

Détection des modes optiques

La détection des modes de résonance optiques est réalisée en transmission et en réflexion.
La mesure en réflexion se fait par l’intermédiaire d’une photodiode PDA20CS − EC ThorLabs à
gain réglable (10 dB < G < 70 dB) permettant de visualiser la dimiution du signal réfléchi à la
résonance. La mesure en transmission se fait elle, par le biais d’une caméra Hamamatsu ultrasen-
sible permettant de visualiser la distribution transverse du mode et d’une photodiode FDG10X10
permettant d’identifier le pic d’intensité transmis. Cette dernière possède une sensibilité de 0.95
A/W.
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Table optique

La table optique sur laquelle est mis en place le montage expérimental est équipée de quatre
plots anti-vibratiles qui permettent d’isoler le système optique des vibrations basses fréquences de
l’environnement.

5.5.2 Test de validation du banc

Le critère g de stabilité des cavités optiques à quartz possédant les paramètres géométriques
présentés sur la figure 5.17 est proche de 1. L’alignement et l’adaptation spatiale du faisceau doivent
donc être optimisés. La première étape a donc consisté à régler l’adaptation de modes et vérifier la
capacité de couplage à partir d’une cavité test plus stable.

Cavité optique de test

L’alignement du montage optique expérimental a été réalisé par l’intermédiaire d’une cavité
optique test composée d’une lame semi-réflechissante 50− 50 et d’une lentille concave sur laquelle
a été déposée une fine couche d’or de 200 nm. Les deux composants utilisés comme miroirs sont
montés sur des supports de miroirs munis de réglages micrométriques en rotation. Une série de
tests visant à détecter les modes optiques de la cavité en question a été réalisée en fonction de
différentes longueurs de cavité. Afin d’avoir une meilleure stabilité ( g plus faible) que celle des
cavités métalliques à quartz, un espacement de 5 cm entre les deux miroirs a été considéré dans un
premier temps. Les miroirs étant montés sur deux supports différents, l’alignement de cette cavité
s’effectue en ajustant les deux miroirs séparément. Premièrement, on aligne le miroir concave de
manière à rétro-réflechir le faisceau incident puis on insère le miroir plan en effectuant la même
opération. En procédant ainsi, on garantit un alignement parfait des miroirs entre eux et des miroirs
avec le faisceau laser.

La longueur de la cavité a ensuite été réduite de moitié afin de se rapprocher progressivement
des conditions de stabilité des cavités à miroirs métalliques (g ≈ 0.96). À la suite de l’obtention des
modes optiques oscillants dans cette cavité de test, la cavité a été raccourcie jusqu’à une longueur
de 1 mm, longueur égale à l’épaisseur des cavités en quartz métallisées à tester. Le miroir concave
possédant un renfoncement de 0.4 mm, une bague de téflon de 0.6 mm a été insérée entre le miroir
plan (lame 50− 50) et le miroir concave afin d’obtenir une cavité de 1 mm de longueur identique à
celle des cavités en quartz. La mise en oeuvre de cette cavité test de 1 mm s’est également révélée
concluante quant à l’obtention de modes optiques oscillants.

Les trois éléments constituants cette dernière cavité test sont présentés sur la figure 5.24.

Figure 5.24 – Éléments constituants la cavité de test. À gauche - Lentille concave métallisée avec
une couche de 200 nm d’or. Au centre - Entretoise de 0.4 mm utilisée dans le cas de la cavité test
de 1 mm. À droite - Lame 50− 50 plane servant de miroir d’injection.
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Ajustement du waist

Au vu de la valeur critique du paramètre de stabilité, l’ajustement du waist doit être réalisé
de la manière la plus précise possible. Pour cela, la seconde lentille est placée sur une table de
déplacement micrométrique longitudinal afin d’atteindre précisement la taille du waist qui est de
l’ordre de 88 µm pour les cavités à miroirs métalliques en quartz. La mesure du waist se fait par le
biais de la méthode du couteau (knife edge) présentée sur la figure 5.25.

Figure 5.25 – Schéma de principe de la méthode "knife edge" permettant de mesurer la divergence
d’un faisceau laser ainsi que son waist et sa position par rapport à un plan de référence y = 0.

Cette méthode consiste à déplacer une lame dans la direction transverse du faisceau afin
de diminuer progressivement l’intensité reçue par un puissance-mètre (ThorLabs PM100) placé à
environ un mètre de distance de l’origine de la mesure. Le puissance-mètre est connecté par liaison
USB à un ordinateur et l’acquisition de l’intensité lumineuse pour chaque position de la lame de
cutter se fait par le biais d’un script Python. L’évolution décroissante de l’intensité lumineuse en
fonction de la position de la lame est présentée sur la figure 5.26.

Figure 5.26 – Profil d’intensité mesuré. La puissance diminue lorsque la lame de cutter avance
suivant le rayon r(y) du faisceau. Les différentes courbes représentent les profils d’intensités associées
aux différentes mesures effectuées suivant l’axe y.

Afin de déterminer le rayon caractéristique w, cette courbe peut être ajustée à l’expression
suivante

P = P0 + Pmax
2

(
1− erf

(√
2(x− x0)
w

))
(5.47)

où P0 est l’intensité résiduelle, Pmax la puissance maximale, x0 la position pour laquelle la
puissance est divisée de moitié, et erf la fonction d’erreur standard.
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On effectue cette opération pour plusieurs positions de la lame entre un plan de référence
et la photodiode afin de reconstituer l’évolution du faisceau et ainsi déterminer la position et la
taille du waist. Tant que le waist ne correspond pas à la valeur attendue, on réitère cette mesure en
faisant varier légérement la position de la seconde lentille à l’aide de la table de déplacement. En
tracant les différents rayons caractéristiques en fonction de leurs positions sur l’axe z, on obtient
la divergence totale du faisceau dont un exemple est présenté sur la figure 5.27.

Figure 5.27 – Profil de la divergence mesuré du faisceau laser en fonction de la distance de
propagation y, après les lentilles du mode matching. Dans cette exemple, le waist se situe à une
distance de 197 mm du plan de référence y = 0 et mesure 86 µm.

5.6 Étude expérimentale des cavités optiques en quartz

Cette section aborde les caractérisations des sept cavités optiques présentées ci-dessus pos-
sédant la même géométrie avec des épaisseurs de miroirs métalliques différentes. Les résultats
présentés dans cette section sont restreints à l’analyse du mode fondamental gaussien TEM00 dont
on détermine la largeur à mi-hauteur, le décalage fréquentiel entre les pics de transmission et de
réflexion ainsi que la finesse. Ces différentes caractérisations permettent de faire une comparaison
entre les valeurs théoriques données par le modèle de cavité à miroirs métalliques présenté ci-dessus
et l’expérimentation.

5.6.1 Détermination des axes neutres d’une lame de quartz de coupe SC

Le quartz, comme tout matériau biréfringent possède deux axes neutres normaux à l’axe
optique (Z pour le quartz) et orientés à 90◦ l’un par rapport à l’autre. Cependant, lors de l’utilisation
d’une coupe de quartz à simple ou double rotation (comme c’est le cas pour une coupe SC), les axes
neutres se trouvent tournés par rapport à la normale à l’épaisseur du résonateur confondue avec
l’axe de la cavité optique. On peut toutefois déterminer deux axes neutres par rapport à cette axe
optique de la cavité qui sont des projections sur les axes neutres réels du quartz. La caractérisation
de ces axes neutres pour une coupe de quartz donnée est primodiale lorsque que l’on souhaite utiliser
le quartz métallisé en cavité optique afin d’obtenir des modes optiques bien définis. Ainsi, pour que
la lumière se propage suivant l’un des axes neutres, il faut orienter la polarisation du faisceau
incident par le biais d’une lame demi-onde placée en amont de la cavité optique. Le procédé de
détermination des axes neutres de la cavité adopté dans cette étude s’effectue, par le biais du banc
expérimental présenté sur la figure 5.21, comme suit :

133



CHAPITRE 5. COUPLAGE D’UNE CAVITÉ ACOUSTIQUE EN QUARTZ AVEC UNE
CAVITÉ OPTIQUE

• La première étape consiste à trouver la longueur d’onde associée à un mode fondamental
TEM00 de la cavité sans orientation particulière de la polarisation. Pour ce faire, le faisceau
laser polarisé linéairement est envoyé sur la cavité sans traverser la lame demi-onde. On
effectue alors un balayage fréquentiel afin d’identifier un mode TEM00 sur la caméra, placée
derrière la cavité, chargée de la détection de l’intensité transmise.

• La seconde étape consiste à positionner la lame demi-onde (qui possède un angle arbitraire)
en amont de la cavité afin de pouvoir orienter la polarisation linéaire du faisceau incident.
Un mode fondamental ayant été déterminé, on fait varier l’angle de polarisation par le biais
de la lame demi-onde jusqu’à retrouver le mode TEM00 déterminé au préalable. Lors de la
recherche de l’angle pour lequel l’orientation de la polarisation coïncide avec un mode TEM00
d’un des axes neutres de la cavité optique, on trouve un second mode visible sur la caméra
et identifiable au TEM03. Ce mode est en effet associé au second axe neutre de la cavité car
la différence d’angles de polarisation entre le fondamental et ce mode d’ordre plus élevé est
de 90◦. La proximité de ces deux modes peut être appréciée sur la figure 5.28.

• Lors de la première étape, la polarisation du faisceau incident est linéaire mais posséde une
orientation arbitraire. Celui-ci se décompose donc sur les deux axes neutres de la cavité op-
tique. Il est donc nécessaire de s’assurer que le mode fondamental observé lors des deux
premières étapes soit bien un mode fondamental de la cavité appartenant à un axe spécifique.
Pour ce faire, on effectue un balayage de la longueur d’onde du laser afin de vérifier si l’on re-
trouve la répartition de mode attendu (TEM01, TEM02, TEM03,...) en aval du mode TEM00
sur la caméra (les images des modes sur la caméra n’ayant pas une résolution convenable,
elles ne sont pas présentées ici).

• Enfin, une fois l’angle maximisant le mode TEM00 sur l’un des axes neutres déterminés, on
vérifie que l’on retrouve pour une longueur d’onde donnée un mode fondamental pour une
orientation de la polarisation tournée de 90◦ (rotation de 45◦ sur la lame demi-onde) par
rapport à la précédente. On effectue alors un nouveau balayage afin d’identifier la longueur
d’onde du second mode TEM00 associé au second axe neutre.

Une fois les deux axes identifiés, on effectue deux balayages consécutifs en longueur d’onde
suivant respectivement les deux axes neutres sur une plage de l’ordre de 270 pm qui correspond à une
plage de fréquences d’environ 30 GHz contenant les modes proches de l’axe optique spatialement,
qui sont fortement couplés et donc bien résolus. On obtient ainsi les spectres de répartition des
modes optiques sur les deux axes neutres de la cavité qui sont présentés sur la figure 5.28. On
remarquera cependant, que l’axe des abscisses de cette figure représente le temps de balayage du
signal sur l’oscilloscope. Bien qu’une estimation de la plage fréquentielle associée à ce temps de
balayage puisse être donnée, celle-ci n’est pas connue de manière suffisamment rigoureuse pour
être représentée. En effet, le seul moyen de balayer une plage de fréquences de 270 pm est d’avoir
recours à une variation de la température du laser. Cependant, celle-ci n’étant pas linéaire en
début et fin de course, on effectue de manière générale un balayage sur une plage de longueurs
d’onde légérement supérieure (typiquement 300 pm) afin d’obtenir une largeur des pics d’intensités
constantes graphiquement et un signal convenable sur l’oscilloscope que l’on interrompt un peu
avant que le balayage des 300 pm soit terminé.

Le décalage fréquentiel d’apparition des modes optiques sur les spectres présentés sur la
figure 5.28 démontre qu’il existe bien deux axes neutres dans la cavité en quartz. Ainsi, pour
s’affranchir de la biréfringence, on oriente la polarisation de la lumière pour qu’elle se propage
suivant l’un des axes neutres. Si la biréfringence n’est pas prise en compte, on obtient pour certaines
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Figure 5.28 – Comparaison de la répartition des modes optiques suivant les deux axes neutres de
la cavité optique. L’axe des abscisses représente le temps de balayage du signal sur l’oscilloscope.
On estime son équivalence en fréquence à environ 30 GHz pour la plage totale du signal.

longueurs d’onde un couplage entre les modes qui ne permet pas de les distinguer et donc de les
détecter convenablement.

5.6.2 Caractérisation des résonances optiques en fonction de l’épaisseur de dé-
pôt

Le banc expérimental présenté sur la figure 5.21 est utilisé pour la caractérisation des pics de
transmission et de réflexion des cavités. Les cavités sont positionnées dans leur enceinte controlée en
température et alignées avec le faisceau incident jusqu’à l’obtention d’une visualisation des modes
sur la caméra. Une fois les axes neutres de la cavité à tester déterminés, on effectue un premier
balayage en longueurs d’onde par le biais du contrôle en température du laser afin d’identifier un
mode TEM00 sur la caméra. Une fois la longueur d’onde correspondante fixée, on remplace la
caméra par une photodiode reliée à un oscilloscope que l’on positionne le plus proche de la sortie
de la cavité 4. Un second balayage autour du mode est alors réalisé grâce à l’EOM de phase afin
de détecter les maximas et minimas des intensités respectivement transmise et réflechie. Certaines
précautions sont cependant nécessaires pour la réalisation de cette dernière étape. En effet, en
pratique, on utilise une des bandes latérales créée par l’EOM afin d’exciter le mode optique désiré.
Cependant, dans le cas des cavités optiques étudiées ici, les modes optiques sont très proches (∼ 1, 5
GHz entre deux modes) comme on peut le constater sur la figure 5.28. Ainsi, lorsque l’on balaye
un mode avec une des bandes latérales, on se confronte souvent au problème de voir la seconde
bande latérale couplée à un autre mode de la cavité en même temps. Pour contourner ce problème,

4. Le montage d’un cube séprateur à la sortie de la cavité serait plus judicieux pour ne pas avoir à déplacer les
instruments de détection. Cependant, la photodiode utilisée étant large bande, elle est sensible à la lumière extérieure
et nécessite un montage proche de la cavité afin d’obtenir un signal de détection satisfaisant.
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on positionne la fréquence du laser (ν) légérement avant le mode TEM00, puisque le spectre ne
contient plus de modes optiques détectables à la suite de ce mode (cf. figure 5.28). Ainsi, on peut
venir exciter le mode TEM00 avec la bande latérale associée à la fréquence ν + ∆ν (où ∆ν est la
fréquence de modulation de l’EOM) sans que la porteuse de fréquence ν ou la seconde bande latérale
de fréquence ν−∆ν n’interfère dans la mesure. Cette méthode se restreint au mode fondamental est
ne permet pas de caractériser les modes d’ordres supérieurs au TEM00. De plus, cette proximité des
modes pourrait entrainer des difficultés lors de la réalisation de l’asservissement de la cavité optique
avec la méthode Pound-Drever-Hall introduite dans la section suivante. En effet, dans ce cas-ci, c’est
la porteuse qui est utilisée pour exciter un mode optique, ce qui implique que les bandes latérales
réparties de part et d’autre de cette dernière peuvent venir interagir avec d’autres modes optiques
suivant leurs fréquences ±∆ν. Si cette répartition des modes s’impose comme une difficulté, une
solution élégante bien que complexe serait d’envisager un miroir métallique d’injection (premier
miroir) de la cavité d’un diamètre proche de celui du mode TEM00. Ainsi, les modes d’ordres
supérieurs possédant des répartitions spatiales légérement plus importantes en terme de diamètre,
ne pourraient pas s’établir (en théorie !) au sein de la cavité optique puisqu’ils ne seraient pas
entièrement couplés avec les miroirs métalliques.

Bien que sept cavités optiques à miroirs métalliques aient été réalisées (avec des épaisseurs
de miroirs correspondantes à celles décrites dans le tableau 5.2), seulement trois d’entres elles
possédant respectivement des miroirs d’épaisseurs de 40 nm, 50 nm et 60 nm ont été caractérisées
expérimentalement à l’heure actuelle. Les intensités transmise et réfléchie du mode fondamental
TEM00 associées à ces trois cavités sont représentées respectivement sur les figures 5.29, 5.30
et 5.31.

L’intensité transmise est mesurée par la photodiode FDG10X10 placée au plus proche de la
sortie de la cavité. L’intensité réfléchie est quant à elle mesurée par la photodiode PDA20CS−EC
placée en sortie d’un cube séparateur. Celle-ci est réglée avec un gain de 70 dB qui représente un
gain de 2.38× 106 V/A (sous une impédance de 50Ω) avec une bande-passante de 4 kHz, un bruit
RMS de 1.33 mV et un rapprot signal sur bruit de 5, 89 × 10−12 W/

√
Hz. Deux filtres neutres

(OD :1,0 et OD :2,0) sont placées devant cette photodiode afin de ne pas la saturer. Les résultats
de mesures présentés sur les figures 5.29, 5.30 et 5.31 ont été obtenus avec une puissance d’injection
à l’entrée de la cavité de 8 mW. Les pics parasites sur les figures 5.29, 5.30 et 5.31 sont engendrés
par le fonctionnement propre du synthétiseur Rohde&Schwarz utilisé pour piloter l’EOM. En effet,
le test du pilotage de l’EOM avec un synthétiseur Keysight résoud cette problématique.

5.6.3 Discussion des résultats expérimentaux

Les paramètres expérimentaux des modes fondamentaux TEM00 déterminés à partir des
tracés d’intensités transmise et réfléchie du mode fondamental TEM00 (cf.figures 5.29, 5.30 et 5.31)
sont présentés dans le tableau 5.3.

À partir des résultats présentés dans le tableau 5.3, plusieurs constats et observations peuvent
être tirés :

• La concordance entre les valeurs théoriques des paramètres optiques attendus et les résul-
tats expérimentaux n’est pas satisfaisante (cf.tableau synthèse 5.4). On trouve une différence
de l’ordre de 50 % sur les valeurs de largeurs à mi-hauteur du mode TEM00. La source de
ce désaccord provient certainement du choix de l’indice de réfraction complexe utilisé pour
calculer les données théoriques du tableau 5.2. En effet, ces valeurs théoriques ont été déter-
minées avec un indice de réfraction de l’argent associé à son état massif [68]. En se basant
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Figure 5.29 – Intensité expérimentale transmise (en haut) et réfléchie (en bas) d’un mode TEM00
d’une cavité optique à miroirs métalliques en argent d’une épaisseur identique de 40 nm. Les traits
verticaux en pointillés (noir) représentent respectivement le maxima et le minima des intensités
transmise et réfléchie.

Paramètres 40 nm 50 nm 60 nm
δν (MHz) 806 710 571
δf (MHz) 50 188 58
Ir % 2.4 2 3.4
F 120 136 169

Qopt × 104 2.4 2.72 3.38

Tableau 5.3 – Paramètres expérimentaux de cavités optiques avec des épaisseurs de miroirs res-
pectivement de 40 nm, 50 nm et 60 nm. δν est la largeur à mi-hauteur du pics de résonance en
transmission, δf est le décalage fréquentiel entre les intensités transmises et réfléchies à résonance,
Ir est le contraste de l’intensité réfléchie, F est la finesse et Qopt est le coefficient de qualité optique.
Les intensités réfléchies et transmises de ce tableau sont données avec une incertitude respective-
ment de 6% et 2.5%.

sur un indice de réfraction fourni pour une épaisseur d’argent de 20 nm on retrouve des va-
leurs théoriques beaucoup plus conformes à l’expérimentation. On se base ici sur un indice
de réfraction associé à une couche de 20 nm issu des travaux de Ciesielski el al. [71] à une
longueur d’onde de 1550 nm, puisqu’on ne dispose pas de ceux relatifs à l’argent déposé en
couches minces pour nos épaisseurs. Ainsi, le tableau 5.4 présente une comparaison entre les
données théoriques pour des indices de réfraction de l’argent à l’état massif et en couches
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Figure 5.30 – Intensité expérimentale transmise (en haut) et réfléchie (en bas) d’un mode TEM00
d’une cavité optique à miroirs métalliques en argent d’une épaisseur identique de 50 nm. Les traits
verticaux en pointillés (noir) représentent respectivement le maxima et le minima des intensités
transmise et réfléchie.

minces (typiquement 20 nm) et les résultats expérimentaux.

Références Paliket al. [68] Ciesielskiet al. [71] Expérimental
N = n− ik n = 0, 469 et k = 9, 32 n = 0, 313 et k = 10, 605
Paramètres 40 nm 50 nm 60 nm 40 nm 50 nm 60 nm 40 nm 50 nm 60 nm
δν (GHz) 1.82 1.399 1.198 882.98 679.26 590.81 806 710 571
δf (MHz) 137.35 112.38 99.89 49.94 37.46 24.97 50 188 58
F 52 68 80 111 145 166 120 136 169

Tableau 5.4 – Paramètres expérimentaux de cavités optiques avec des épaisseurs de miroirs respec-
tivement de 40 nm, 50 nm et 60 nm.

Bien qu’il persiste des différences entre les valeurs expérimentales et celles calculées avec un
indice de réfraction d’une couche mince de 20 nm, les ordres de grandeur restent respectés
à l’exception du décalage entre les pics d’intensités transmise et réfléchie pour une épaisseur
de 50 nm. Ainsi, une caractérisation des paramètres (n et k) de l’indice de réfraction com-
plexe de nos miroirs métalliques (par ellipsométrie par exemple) s’inscrit comme une étape
fondamentale dans la réalisation de nos cavités optiques à miroirs métalliques.

• Dans un second temps, on observe très nettement une non concordance entre les contrastes
d’intensités réflechies théoriques attendues (cf. tableau 5.2) et celles mesurées que l’on re-
trouve dans le tableau 5.3. Ce désaccord peut trouver sa cause dans plusieurs phénomènes
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Figure 5.31 – Intensité expérimentale transmise (en haut) et réfléchie (en bas) d’un mode TEM00
d’une cavité optique à miroirs métalliques en argent d’une épaisseur identique de 60 nm. Les traits
verticaux en pointillés (noir) représentent respectivement le maxima et le minima des intensités
transmise et réfléchie.

tels que la diffraction sur le premier miroir provenant des imperfections de l’état de surface de
celui-ci ou un défaut d’alignement du faisceau optique sur la cavité. Une cause additionnelle
aux deux dernières permettant d’expliquer ce résultat de manière plus convaincante provient
du fonctionnement de l’EOM de phase utilisé pour scanner la cavité. En effet, le manque
(provisoire) d’un amplificateur (pour des fréquences voisines de 1 GHz) ne nous permet pas
d’alimenter l’EOM sur sa tension de bias Vπ = 27 dBm 5. Ainsi, actuellement, le maximum
d’intensité est contenu dans la porteuse et seule une bande latérale est utilisée pour scan-
ner le mode optique fondamental. Par conséquent, la majeure partie de l’intensité incidente
(contenue dans la porteuse) est directement réfléchie vers la photodiode ce qui engendre un
couplage des modes optiques avec une intensité moindre. Néamoins, afin d’identifier la répar-
tition d’intensité actuelle dans la porteuse et les bandes latérales pour une puissance RF de
15 dBm en sortie de notre synthétiseur, un premier test de caractérisation et de quantification
de l’EOM a été réalisé en utilisant la méthode du beat-note (battement). Le montage du test,
présenté sur la figure 5.32, repose sur l’utilisation d’un séparateur de faisceaux fibré. L’EOM
à caractériser est placé sur un des deux bras tandis qu’un AOM à 200 MHz est positionné
sur le second bras. Ce dernier permet d’introduire un décalage en fréquence afin de ne pas
être sensible aux variations éventuelles de la longueur d’onde du laser. En sortie du bras de
recombinaison des deux faisceaux incidents, le faisceau est détecté par une photodiode ra-
pide (pouvant détecter des fréquences supérieures à 5 GHz). Cette photodiode est reliée à
un analyseur de spectre permettant d’observer la porteuse et les bandes latérales. Ainsi, en

5. La tension Vπ est censée maximiser les premières bandes latérales et annuler la porteuse.
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modifiant la tension d’alimentation de l’EOM, on observe la variation d’amplitude associée à
la porteuse et aux bandes latérales.

Figure 5.32 – Schéma du montage expérimental permettant de déterminer la répartition de puis-
sance contenue dans la porteuse et les bandes latérales lors d’une modulation de phase avec un
EOM pour une puissance RF de 15 dBm en entrée de modulateur.

Cependant, pour une tension d’alimentation donnée, on observe également des variations
importantes de la puissance de la porteuse et des bandes latérales empêchant d’effectuer
une caractérisation rigoureuse de l’EOM. Après vérification, ces variations de puissance pro-
viennent certainement de variations de polarisation dans les fibres optiques. Ainsi, un montage
en espace libre est actuellement en cours de concrétisation afin de surmonter cette difficulté.

5.7 Asservissement en fréquence de la cavité optique

On présente dans cette section une méthode bien connue d’asservissement permettant de
stabiliser un mode optique au sein de la cavité optique nécessaire pour l’excitation optomécanique
que l’on souhaite mettre en oeuvre. Cet asservisement n’ayant pas encore été mis en place expéri-
mentalement à l’heure de la rédaction, on propose de donner uniquement les éléments théoriques
de l’asservissement propres à une cavité optique à miroirs métalliques qui diffèrent de la conception
d’un asservissement pour une cavité diélectrique.

Un asservissement de la fréquence de la lumière émise par le laser est nécessaire pour obtenir
une bonne stabilité des modes au sein de la cavité optique. Un certain nombre de facteurs induisent
une instabilité de la fréquence. On retrouve parmi ceux-ci, les variations de température pouvant
provenir de la régulation de température du laser mais aussi de l’environnement extérieur, les vibra-
tions mécaniques provenant des composants mobiles internes au laser ainsi que de l’environnement.
Ces deux principaux facteurs peuvent engendrer une modification de la longueur de la cavité op-
tique laser et par conséquent provoquer un décalage de fréquence indésirable. La cavité optique de
l’expérimentation peut également être affectée par ces deux facteurs. La technique Pound-Drever-
Hall (PDH) (que l’on retrouvera de manière détaillée dans [72]), offre une solution possible à ce
problème en ajustant de manière active la fréquence du laser afin de garantir la condition de réso-
nance du mode optique d’intérêt au sein de la cavité optique. Cette méthode d’asservissement se
base sur un signal d’erreur permettant de mesurer l’écart en fréquence entre le laser et le mode de
résonance optique. Le schéma du montage expérimental incluant la boucle d’asservissement PDH
pour verrouiller la fréquence du laser sur la cavité Fabry-Perot (pour l’instant à miroirs métalliques)
est présenté sur la figure 5.33.

140



5.7. ASSERVISSEMENT EN FRÉQUENCE DE LA CAVITÉ OPTIQUE

Figure 5.33 – Montage expérimental de l’asservissement Pound-Drever-Hall.

La lumière provenant du laser traverse un modulateur de phase puis est dirigée sur la cavité
optique. Le modulateur de phase est piloté par un signal sinusoïdal provenant d’un oscillateur local
permettant d’ajouter les bandes latérales autour de la fréquence du laser. La technique PDH étant
basée sur la détection de l’intensité réfléchie, celle-ci est filtrée puis démodulée avec la fréquence
de l’oscillateur local par le biais d’un mélangeur. On obtient donc un signal d’erreur permettant
d’ajuster la fréquence du laser en la décalant vers une fréquence plus haute ou plus basse.

Modulation de phase

Le faisceau laser passe par un modulateur optique résonant qui module sa phase à une
fréquence fm et crée ainsi deux bandes latérales de part et d’autre de la fréquence du laser. La
fréquence de modulation est choisie pour que les bandes de modulation soient suffisamment espacées
et apparaissent en dehors du pic de résonance optique (δν ≈ 1.5 GHz). En règle générale, pour les
cavités de haute finesse, l’EOM de phase est modulé avec une fréquence de modulation fm >> ∆ν .
Dans le cas des cavités à miroirs métalliques, la largeur à mi-hauteur ∆ν étant de l’ordre du GHz,
on préférera une modulation telle que fm ≈ 2∆ν , soit ici environ 3 GHz, afin de rester dans la plage
de modulation de l’EOM.

Intensité réfléchie

Lorsque le faisceau laser atteint la cavité, une partie de son intensité est réfléchie par le premier
miroir et par la cavité elle-même et est dirigée vers une photodiode de détection par l’intermédiaire
du bloc d’isolation présenté plus haut. Ainsi la photodiode reçoit un signal modulé dont l’expression
s’écrit
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Pref = Pc|RFP (ωc)|2 + Ps
[|RFP (ωc + Ω)|2 + |RFP (ωc − Ω)|2]

+2
√
PcPs [Re[RFP (ωc)R∗FP (ωc + Ωs)−R∗FP (ωc)F (ωc − Ωs)] cos Ωst

+ Im[RFP (ωc)R∗FP (ωc + Ωs)−R∗FP (ωc)RFP (ωc − Ωs)] sin Ωst] + (termes en 2Ωs)
(5.48)

où Pc et Ps sont respectivement les puissances contenues dans la porteuse et les bandes
latérales, ωc et Ωs sont respectivement les fréquences de la porteuse et des bandes latérales et
RFP (ω) est le coefficient de réflexion de la cavité Fabry-Perot donné par l’équation (5.39). Ce
dernier est réécri ici pour des raisons pratiques de calcul en fonction de la fréquence du laser ω et
de l’interval spectral libre (ISL) et peut donc s’exprimer tel que

RFP (ω) = R012
1− ζ210R230e

−i
(

ω
∆νISL

)

1−R210R230e
−i
(

ω
∆νISL

) (5.49)

Dans le cas d’une modulation rapide comme c’est le cas ici 6, seule la partie imaginaire en
sin Ωst est utile dans la boucle d’asservissement. Ainsi, le signal d’erreur ε théorique est présenté
sur la figure 5.34 dans le cas d’une cavité optique à miroirs métalliques en quartz.

Figure 5.34 – Signal d’erreur théorique du montage Pound-Drever-Hall dans le cas d’une modu-
lation lente Ωs = 2∆ν et pour une épaisseur de miroir de 60 nm.

Compensation du décalage entre les pics de transmission et de réflexion

Le méthode PDH est basée sur la détection du pic en réflexion engendré par la diminution de
l’intensité réfléchie à résonance. Cependant, pour les cavités métalliques, les pics de transmission et
de réflexion ne coïncident pas fréquentiellement. Ainsi, afin de pouvoir asservir la résonance réelle
de la cavité optique donnée par la position du pic en transmission, un décalage fréquentiel serait
introduit par le biais de la modulation piézoélectrique du laser. Ce décalage fréquentiel est égal

6. Le lecteur retrouvera un complément d’information sur la modulation lente ou rapide dans [72]
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au décalage entre les pics de transmission et de réflexion qui dépend de l’épaisseur des miroirs de
la cavité optique. Cela implique que la référence de l’asservissement ne se situe plus à zéro sur le
signal d’erreur. Un des risques de ce décalage est d’obtenir un point d’asservissement qui ne se situe
plus sur la partie linéaire du signal d’erreur.

Dans ce chapitre, on a validé la "preuve de concept" de l’utilisation d’une cavité acoutique en
quartz utilisée comme une cavité optique dont les électrodes habituellement utilisées pour l’excita-
tion piézoélectrique font office de miroirs. Le choix de l’utilisation d’un métal pour nos cavités (en
plus de sa simplicité de réalisation et sa présence naturelle sur les cavités acoustiques en quartz)
s’est fait suite à une étude préliminaire démontrant qu’un dépôt diélectrique dégrade de manière
significative le coefficient de qualité mécanique du résonateur à quartz. Des cavités optiques consti-
tuées de cavités acoustiques dans leur version la plus simple ont été étudiées. Cependant, d’autres
types de cavités optiques intégrant une cavité acoustique seront présentées dans les perspectives.
De par leur revêtement métallique, les cavités optiques étudiées dans ce chapitre possèdent un
comportement différent des cavités à miroirs diélectriques. En effet, les modes optiques de telles
cavités métalliques présentent une dissymétrie sur le pic d’intensité en réflexion ainsi qu’un déca-
lage fréquentiel entre les maximas d’intensités réfléchie et transmise. Ainsi, le formalisme régissant
leur comportement a été introduit dans ce chapitre avec une comparaison à celui des cavités à
miroirs diélectriques. D’un point de vue expérimental, ne disposant d’aucun équipement optique
au commencemant de cette thèse, un banc optique a été développé pour la mise en oeuvre de ces
cavités optiques. Le phénomène de biréfringence du quartz a également été étudié. La démarche
expérimentale mise en oeuvre a permis une identification des axes neutres d’une cavité en quartz de
coupe SC. La caractérisation du mode optique fondamental TEM00 de plusieurs cavités optiques
possédant des épaisseurs de miroirs différentes a finalement été réalisée. Ces résultats expérimen-
taux ont permis de démontrer l’importance de la caractérisation des indices de réfraction associés
à nos dépôts afin de pouvoir estimer de manière fiable les performances attendues théoriquement.
Enfin, les bases théoriques concernant la conception d’un asservissement des modes optiques de la
cavité basée sur la méthode Pound-Drever-Hall a été introduite en fin de chapitre.
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CAVITÉ OPTOMÉCANIQUE EN
QUARTZ
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Chapitre 6

Excitation optomécanique d’une
cavité acoustique en quartz

L’action d’un faisceau laser sur la matière par le biais de la pression de radiation peut être
assimilée à un effort mécanique. En effet, lors de leur interaction avec la matière, les photons
transfèrent une partie de leur énergie à celle-ci en lui imposant par conséquent un déplacement
mécanique. Une étude détaillée d’un tel déplacement mécanique associé à une cavité de forme
plan-convexe a été traitée dans le chapitre 4. Cependant, comme mentionné dans l’introduction du
chapitre 5, le déplacement engendré par la pression de radiation est extrêmement faible et donc
difficilement mesurable en tant que tel. On a donc recours à l’utilisation d’une cavité acoustique en
quartz faisant office de cavité optique de type Fabry-Perot où les électrodes font office de miroirs.
"La preuve de concept" de l’utilisation d’une cavité acoustique en quartz (métallisée sur ses deux
côtés) en tant que cavité optique a été développée dans le chapitre 5. On s’intéresse à présent à la
sensibilité au déplacement optomécanique d’une telle cavité en couplant les physiques introduites
dans les chapitres 4 et 5. Cependant, l’optimisation expérimentale des cavités optiques en quartz
présentées dans le chapitre 5 n’étant pas encore finalisée, le présent chapitre se limitera à l’introduc-
tion des bases théoriques du couplage optomécanique. Une perspective du montage optomécanique
expérimental intégrant une modulation d’intensité du laser à la fréquence des modes mécaniques
de la cavité sera également donnée.

6.1 Généralités sur le couplage optomécanique

On s’intéresse ici à la description théorique du couplage optomécanique au sein de la cavité
présentée sur la figure 7.6. Le faisceau laser est injecté dans la cavité sous une incidence normale
au miroir plan qui est le coupleur d’entrée.

Afin d’introduire les principes généraux du couplage optomécanique, on se place dans une
configuration unidimentionnelle où le mouvement est décrit sous la forme d’une position ponctuelle
y(t) dépendante du temps. Dans ce cadre d’étude, la théorie de la réponse linéaire permet de
décrire le mouvement des miroirs pour des petits déplacements. Par le biais de cette théorie, la
transformée de Fourier δy[Ω] du déplacement mécanique y(t) reliant les forces d’excitation aux
propriétés mécaniques de la cavité acoustique est donnée par [73]

δy[Ω] = χ[Ω](F [Ω]) (6.1)
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Figure 6.1 – Représentation schématique d’une cavité acoustique en quartz utilisée en tant que
cavité optomécanique. L’excitation par pression de radiation induit un déplacement δy sur les deux
faces de la cavité.

où F est la résultante des forces agissant sur la cavité et χ est la susceptibilité mécanique.

On peut associer deux forces au terme F de l’équation 6.1. Une de ces forces est la force de
Langevin FT due aux fluctuations thermiques aléatoires reliée au couplage entre la cavité et le bain
thermique selon le théorème de fluctuation-dissipation que l’on négligera dans la suite de l’étude. La
seconde force est la pression de radiation dont on souhaite tirer partie pour exciter mécaniquement
la cavité optomécanique. En négligeant l’influence de la répartition spatiale du champ électrique
au niveau du plan du miroir d’injection, la force de pression de radiation sur ce dernier est donnée
par

Frad = 2h̄kI (6.2)

où 2h̄k est le transfert d’impulsion des photons (avec h̄ la constante de Planck divisée par
2π et k = λ/c le vecteur d’onde) et I est l’intensité lumineuse incidente exprimée en nombre de
photons par unité de temps. Cette intensité sera limitée à sa partie moyenne notée Ī dans la suite
de l’étude.

Lorsqu’un faisceau laser de puissance Plaser est incident sur la cavité, la puissance intracavité
circulant entre les deux miroirs, est donnée par

Pcavité = Plaser
2F
π

T012
T012 + P

(6.3)

où Plaser = hc
λ Ī est la puissance laser incidente, T012 est la transmission du premier miroir et

P = T230 + A012 sont les pertes au sein de la cavité avec T230 la transmission du second miroir et
A012 l’absorption du premier miroir.

N.B. : L’absorption du quartz n’est pas prise en compte ici, car elle est négligeable par
rapport à celle des miroirs métalliques.
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La première fraction de l’équation 6.3 décrit l’augmentation de la puissance intracavité par
le biais de la finesse et la seconde fraction décrit l’adaptation de l’impédance. Une cavité optique
a une impédance adaptée lorsque les paramètres des miroirs sont tels qu’à la résonance, aucune
lumière n’est réfléchie par le miroir d’entrée. La condition d’adaptation d’impédance stipule que la
transmission du miroir d’entrée T012 doit être égale à la somme de toutes les autres pertes dans
la cavité, à savoir notamment la somme des transmissions de tous les autres miroirs, ainsi que
l’absorption totale de tous les éléments de la cavité.

De plus, en négligeant le couplage photoélastique dans ce qui suit et en ne considérant que le
couplage optomécanique standard, à savoir les limites mobiles des miroirs, la force de pression de
radiation provenant du faisceau intracavité est donnée par

Frad = 2Pcavité
cc

(6.4)

où cc est la vitesse de la lumière à l’intérieur de la cavité 1.

La force de pression de radiation, qui inclut également une partie aléatoire provenant du
laser, peut être associée dans le domaine de Fourier au déplacement de miroir δy(t) pour un mode
donné n tel que

δy[Ω] = χn[Ω](Frad[Ω]) (6.5)

À partir des équations (6.5), (6.4) et (6.3), et avec les approximations mentionnées ci-dessus,
la relation entre le déplacement mécanique à résonance et la modulation de la puissance du laser
Plaser peut être exprimée comme suit

δy[Ωn] = 4F
πcc

χn[Ω] T012
T012 + P

δPlaser (6.6)

La sensibilité du déplacement en fonction de la puissance du laser est donnée par la relation

∣∣∣∣
δy[Ωn]
δPLaser

∣∣∣∣ ≈
4F
πcc

Qn
mnΩ2

n

T012
T012 + P

= Kn
Qn
n

(6.7)

où Kn = 2F
√
ĉ(2)

π3cc
√
RtM

1/4
n P

1/4
n

64h
ĉ(2)

T012
T012+P , avec ĉ(2) la constante élastique effective, t = 2h la

longueur de la cavité, R le rayon de courbure du miroir convexe, cc la vitesse de la lumière dans
le quartz et Mn et Pn les constantes de dispersion (tous ces termes proviennent de l’expression de
χn[Ω] qui est définie dans la section 6.1.1).

On remarque que la sensibilité du déplacement à la puissance laser est proportionnelle au
terme Qn/n. Cette dépendance impose une limitation fréquentielle quant au choix de la fréquence
de résonance acoustique. En effet, au vu de la variation du coefficient de qualité en fonction de la
fréquence présentée sur la figure 2.3 dans le chapitre 2, il faut choisir un mode dont la fréquence se
situe entre 50 et 100 MHz pour garantir un déplacement mécanique satisfaisant et ainsi conserver
l’interêt de l’utilisation de matériaux à très faibles pertes mécaniques.

1. La vitesse de la lumière dans le vide c divisée par l’indice de réfraction du quartz nq = 1.55
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6.1.1 Cavités optomécaniques en quartz, à miroirs métalliques

La description générale du formalisme optomécanique ayant été introduite, on se propose à
présent d’étudier les paramètres de la cavité optomécanique en quartz.

Variation de phase due au déplacement des miroirs mobiles

Lors de la réflexion de la lumière au sein de la cavité, la phase de celle-ci subit des variations.
Lorsque la lumière ressort de la cavité, la phase du faisceau laser peut être exprimée dans le cas
général des cavités à haute finesse par [73]

δϕout = 8F δy
λc

+ δϕin (6.8)

où F est la finesse, δy est le déplacement des miroirs, λc est la longueur d’onde dans le quartz
et δϕin est le bruit de phase intrinsèque du laser. Ce bruit de phase du laser d’origine quantique se
superpose aux variations de phase induites par le déplacement des miroirs.

Comme il a été introduit dans le chapitre 5, section 5.3, le formalisme décrivant les cavités
optiques à miroirs métalliques est différent de celui des cavités à miroirs diélectriques. Ainsi, dans le
cas de l’utilisation d’une cavité à miroirs métalliques, des déphasages supplémentaires interviennent
au sein des miroirs dont l’épaisseur ne peut pas être négligée. La variation de phase du faisceau
laser en sortie de la cavité devient donc

δϕout = 8F δx
λ

+ δϕin + ∆ (6.9)

où ∆ représente les déphasages dans les miroirs (cf. chapitre 5). Ces déphasages sont égaux
à π lorsque la lumière se réfléchie depuis un milieu moins réfringent vers un milieu plus réfringent.

Amplitude du mode acoustique

On se propose ici de quantifier théoriquement le déplacement de la cavité optomécanique
induit par une sollicitation optique (i.e. par la pression de radiation) qui s’applique sur les miroirs
métalliques comme présenté sur la figure 6.2. Dans le cas d’une cavité optomécanique de géométrie
plan-convexe en quartz dont les miroirs sont constitués d’une couche mince métallique, le calcul
de l’amplitude des modes acoustiques de compression-dilatation (mode A) est réalisé à partir du
formalisme de Tiersten [9] (introduit dans le chapitre 4) considérant le piégeage de l’onde acoustique
au sein de la cavité.

Pour l’étude de la déformation d’un solide piézoélectrique induit par une sollicitation non
électrique, reprenons les équations constitutives de la piézoélectricité (4.9) qui sont données à
induction électrique constante




Tij = cDijklSkl − hkijDk

Ei = −hiklSkl + βSikDk

(6.10)

En tenant compte de l’équation (4.4), la seconde équation relative au champ électrique du
système d’équations constitutives (6.10) peut se mettre sous la forme
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Figure 6.2 – Représentation schématique d’une cavité acoustique en quartz soumise à excitation
par pression de radiation.

−Φ, i = −hiklSkl + βSikDk (6.11)

Les équations linéaires de la piézoélectricité (4.1) et (4.6) décrivant la propagation de l’onde
dans un cristal peuvent s’écrire

Tij,j = ρüi

Dj,j = 0
(6.12)

En injectant les équations (6.10) dans (6.12) et en considérant ∇ ~E = 0 dans le cadre de
l’approximation électrostatique, on obtient

cDijkluk,jl − hkijDk, j = ρüj

−Φ,ii = −hikluk,il + βijDi,j = 0
(6.13)

Afin de résoudre le problème mécanique (solution du déplacement) par le biais des contraintes
mécaniques, il faut au préalable déterminer l’expression de l’induction électrique D. On considère à
partir d’ici une onde plane se propageant suivant la direction X2 (normale à l’épaisseur de la cavité).
Ainsi, on peut légitimement faire l’hypothèse que seuls les termes possédant une dépendance suivant
la direction de propagation entre en jeu dans le calcul et donc négliger les termes dépendant des
directions X1 et X3 possèdant un nombre d’onde très petit.

En réécrivant les équations de la dérivée première et seconde du potentiel électrique (6.11)
et (6.13) lorsque aucun potentiel extérieur n’est appliqué sur les électrodes (celles-ci sont isolées
électriquement), il vient,

−Φ,2 = −h22u2,2 + β22D2 = 0,

−Φ,22 = −h22u2,22 + β22D2,2 = 0
(6.14)

151



CHAPITRE 6. EXCITATION OPTOMÉCANIQUE D’UNE CAVITÉ ACOUSTIQUE EN
QUARTZ

Ainsi, à partir de la seconde équation du couple d’équations (6.14) et de la condition aux
limites électriques sur les électrodes en ±h qui s’écrit D2(±h) = 0, il vient

Φ,22 = h22u2,22 (6.15)

En intégrant deux fois l’expression (6.17), on obtient

Φ = h22u2 +Ax2 +B (6.16)

La constante d’intégration A est déterminée en tenant compte de la condition aux limites
électriques. Tout calcul fait, on obtient

Φ = h22u2 +B (6.17)

Le potentiel électrique est donné à une constante près car on ne dispose que d’une seule condi-
tion aux limites électrique. Cependant, comme l’on considère toujours une différence de potentiel,
on peut écrire B = 0 sans influencer sur le résultat.

Le potentiel électrique déterminé, on peut s’intéresser maintenant à la résolution du problème
mécanique permettant de déterminer l’amplitude des modes acoustiques excités par la pression de
radiation. En réécrivant la contrainte mécanique donnée dans l’équation (6.10) en remplacant le
terme de l’induction électrique D2 avec les hypothèses introduites ci-dessus, il vient

T22 = c22u2,2 − h22

(
−h22
β22

u2,2 + h22
β22

u2,2

)
= c22u2,2 (6.18)

En considérant une pression de radiation Prad s’appliquant symétriquement sur les électrodes,
les conditions aux limites mécaniques s’écrivent

T22(±h) = ĉ(2)u2,2 = Prad (6.19)

où ĉ(2) = c22(1−(8k2
α/n

2π2)−2R̂) est la constante élastique modifiée introduite dans les conditions
aux limites pour tenir compte de la piézoélectricité du quartz et de la masse des électrodes avec kα
le coefficient de couplage piézoélectrique intrinsèque au matériau et R̂ = 2ρ′h′/ρh l’effet de masse
ajoutée par la présence des électrodes avec ρ′ , ρ et h′ , h respectivement les masses volumiques et
les épaisseurs des électrodes et du substrat en quartz.

En se plaçant dans le cadre d’un régime harmonique, le déplacement peut se mettre sous la
forme

{
u2(x2, t = 0) = u0

2e
jΩt

ü2(x2, t = 0) = u0
2Ω2ejΩt

(6.20)

En injectant les équations (6.20) dans l’équation fondamentale de la dynamique (6.12)(première
équation), il vient

ĉ(2)u0
2,22 + ρΩ2u0

2 = 0 (6.21)

Afin de déterminer les modes propres à partir de l’équation (6.21) et des conditions aux
limites, on effectue un changement de variable pour rendre les conditions aux limites homogènes
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u0
2 = ũ0

2(x2) + ax2 (6.22)

On peut donc réécrire les conditions aux limites telles que

T22(±h) = ĉ(2)ũ0
2,2 + ĉ(2)a = Prad (6.23)

En considérant les conditions aux limites homogènes : ĉ(2)ũ0
2,2 = 0, il vient,

a = Prad
ĉ(2) (6.24)

On peut ainsi réécrire l’équation (6.21) avec un second membre telle que

ĉ(2)ũ0n
2,22 + ρΩ2ũ0n

2 = −ρΩ2Prad
ĉ(2) x2 (6.25)

où ũ0n
2 = ˆ̃u0n

2 (x1, x3, t) sin(nπx2/h) sont les solutions propres de l’équation (6.25) sans second
membre.

Sous un certain nombre d’hypothèses simplificatrices, Tiersten [9] a montré que le fonction-
nement d’un résonateur à énergie piégée (faiblement piégée), présentant une variation d’amplitude
de vibration dans le plan (X1,X3) du résonateur non nulle mais faible par rapport à celle suivant
la normale X2 au résonateur, peut être approximé par l’équation différentielle,

M
′
nũ

0n
2,11 + P

′
nũ

0n
2,33 −

n2π2ĉ(2)

4h2 ũ0n
2 − ρ¨̃u0n

2 = −ρΩ2Prad
ĉ(2) x2 (6.26)

dont les solutions ũ0n
2 sont également solutions propres (cf. Chapitre 4).

En utilisant l’orthogonalité des solutions propres ũ0n
2 dans l’interval [−h,+h], on obtient

M
′
n

ˆ̃u0n
2,11 + P

′
n

ˆ̃u0n
2,33 −

n2π2ĉ(2)

4h2
ˆ̃u0n

2 − ρ ¨̃̂u0n
2 = −ρΩ2(−1)(n−1)/2 8h2Prad

ĉ(2)n2π2 (6.27)

L’épaisseur lentement variable de la cavité due à la forme sphérique de la partie convexe,
peut s’exprimer sous la forme

2h ≈ 2h0

[
1− (x2

1 + x2
3)

4Rh0

]
(6.28)

Pour tenir compte de cette varation d’épaisseur et comme ˆ̃u0n
2 = un2 (x1, x3)ejΩt, l’équa-

tion (6.27) peut se réécrire

M
′
nu

n
2,11 + P

′
nu

n
2,33 −

n2π2ĉ(2)

4h2
0

(
1 + (x2

1 + x2
3)

2Rh0

)
un2 − ρΩ2un2 = −ρΩ2(−1)(n−1)/2 8h2Prad

ĉ(2)n2π2 (6.29)

Les modes propres unmp de l’équation (6.29) sans second membre ainsi que les fréquences
propres Ω2

nmp associées ont été donnés au Chapitre 4 respectivement par les expressions 4.80 et 4.81.
Ainsi, on peut réecrire l’équation (6.29) sous sa forme sans second membre tel que
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M
′
nunmp,11 + P

′
nunmp,33 −

n2π2ĉ(2)

4h2
0

(
1 + (x2

1 + x2
3)

2Rh0

)
unmp = ρΩ2

nmpunmp (6.30)

Pour déterminer les déplacements dans le cas d’un forçage par une sollicitation extérieure (la
pression de radiation dans le cas présent), on décompose ces déplacements sur la base des modes
propres comme suit

un2 =
∑

m

∑

p

Anmpunmp (6.31)

En introduisant la décomposition (6.31) dans l’équation (6.29) et en tenant compte de l’éga-
lité (6.30), il vient

∑

m

∑

p

Anmp(Ω2 − Ω2
nmp)unmp = −Ω2(−1)(n−1)/2 8h2Prad

ĉ(2)n2π2 (6.32)

En tenant compte de l’orthogonalité des modes propres unmp, on peut exprimer l’amplitude
des modes propres telle que

Anmp = χn(Ω) 〈Prad(x1, x3,Ω),Fnmp(x1, x3)〉 (6.33)

où les crochets désignent le produit scalaire de deux fonctions définies sur la surface du miroir défini
tel que

〈f, g〉 =
∫

S
f(r)g(r)d2r, (6.34)

Fnmp = 4F1nmF3np est défini par

F1nm = e−αn(x2
1/2)Hm

(√
αnx1

)
,

F3np = e−βn(x2
3/2)Hp

(√
βnx3

)
,

(6.35)

et χn(Ω) est définie par

χn(Ω) = 8ρh3

ĉ(2)n2π2
(−1)(n−1)/2

Mnmp

[
1−

(Ω2
nmp+iΩ2

nmpΦnmp(Ω)
Ω2

)] (6.36)

où Mnmp = ρhLnmp est la masse effective du mode acoustique avec Lnmp = (π2mm!2pp!)/√αn
√
βn

provient de l’orthogonalité des polynômes d’Hermite-Gauss et Φnmp(Ω) = 1/(2Qnmp) est l’amor-
tissement mécanique dans le cas d’un amortissement visqueux avec Qnmp le facteur de qualité
mécanique.

La forme générale du mode acoustique excité par pression de radiation est donnée par

u2 = Anmp sin nπx2
2h unmpe

jΩt − Prad
ĉ(2) x2e

jΩt (6.37)

154



6.2. OPTIMISATION DE L’ÉPAISSEUR DES MIROIRS MÉTALLIQUES DE LA CAVITÉ
OPTIQUE

Déplacement minimal mesurable

En première approximation et lorque l’on ne connait pas stictement certains paramètres
expérimentaux, le plancher de bruit de détection peut être défini par [74]

δyshot[Ω] = 1
16F

√
2hcλ
PLaser

(6.38)

Ce plancher de bruit permet d’estimer le plus petit déplacement mesurable et se limite à
l’hypothèse d’une détection homodyne parfaite pour un laser résonnant avec un mode de cavité
optique. En effet, on néglige les pertes optiques dans cette expression ainsi que d’autres limitations
techniques telles que le défaut d’alignement du faisceau avec la cavité, l’effet de filtre de la cavité
et le rendement de la photodiode de détection.

Pour prendre en considération ces limitations, une description plus générale du plancher de
bruit peut être fournie par le biais de l’expression suivante [73]

δyshot [Ω] = λ

16F
1√
Īin

1
√
ηcavηph

√
T012 + P

T012

√

1 +
( Ω

Ωcav

)2
(6.39)

où ηcav est l’adaptation spatiale du faisceau avec la cavité, ηph est le rendement de la photodiode
et Ωcav est la bande passante de la cavité à la fréquence d’analyse Ω.

6.2 Optimisation de l’épaisseur des miroirs métalliques de la ca-
vité optique

Un des paramètres fondamentaux de la conception d’une cavité optique (ou optomécanique)
est la réfléctivité des miroirs. Pour un matériau donné, celle-ci dépend principalement de l’épais-
seur de dépôt. Ainsi, les paramètres intrinsèques de la cavité tels que la finesse et la largeur du
pic de résonance sont corrélés à cette épaisseur. Dans le cadre d’une étude optomécanique, l’étude
de l’épaisseur des miroirs est primordiale afin de déterminer celle qui fournie les meilleures perfor-
mances en terme de sensibilité au déplacement optomécanique.

Pour des miroirs en argent et une longueur d’onde du laser incident de 1550nm, on peut
calculer les courbes de réflectivité, de transmission et d’absorption en fonction de l’épaisseur du
miroir à partir du développement théorique introduit dans la sous-section 5.2.3 du chapitre 5.
Cependant, comme les propriétés optiques varient en fonction du milieu incident, les réflectivités,
transmissions et absorptions de la lumière lors de son passage dans la cavité sont différentes selon
que l’on considère que le milieu incident dans lequel se propage la lumière soit de l’air (ou du vide)
ou du quartz. En effet, lors de la réflexion sur le premier miroir, le milieu incident de la lumière est
l’air. Cependant, lors de la réflexion sur le second miroir, la lumière provient d’un milieu incident
constitué de quartz. Les différents paramètres optiques en fonction de l’épaisseur des miroirs pour
les deux milieux incidents sont présentés sur la figure 6.3.

On note une diminution d’environ 2% des coefficients de réflexion pour le miroir M2 lorsque
le milieu incident de la lumière est constitué de quartz.

La finesse F dépendant uniquement de la réfléctivité des miroirs, on peut tracer la caracté-
ristique F = f(d) où d est l’épaisseur de chacun des miroirs de la cavité. En effet, comme il a été
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Figure 6.3 – Réflectivité, transmission et absorption pour les miroirs M1 repérés par les indices
012 et Miroir M2 repérés par les indices 230. Ces valeurs sont données pour un indice de réfraction
complexe associé à une épaisseur de 20 nm d’argent.

mentionné dans la sous-section 5.2.3 du chapitre 5, une épaisseur de miroir identique de part et
d’autre de la cavité fournie les meilleures finesses. L’évolution de la finesse en fonction de l’épaisseur
des miroirs pour des épaisseurs comprises entre 10 nm et 150 nm est présentée sur la figure 6.4.

Comme attendu, au vu des courbes de réflectivité de l’argent, la finesse augmente avec l’épais-
seur du dépôt d. Cependant, la sensibilité au déplacement optomécanique est également propor-
tionnel aux pertes dans la cavité. Ainsi, en tenant compte de l’absorption du premier miroir et des
pertes par transmission sur le second miroir, on peut tracer l’intensité intracavité en fonction de
l’épaisseur des miroirs comme présenté sur la figure 6.5.

Bien que la finesse augmente en fonction de l’épaisseur des miroirs, on remarque sur la
figure 6.5 que l’intensité intracavité présente un maxima autour d’une épaisseur de 70 nm. Cela
est dû au fait qu’au delà de cette épaisseur, la transmission du premier miroir devient inférieure
à l’absorption ce qui ne rend plus valide la condition de l’adaptation d’impédance citée ci-dessus.
Le déplacement des miroirs engendré par une excitation optomécanique étant proportionelle à
l’intensité intracavité, le déplacement mécanique maximum est attendu expérimentalement pour
une épaisseur de miroir autour de 70 nm.

On considère le cas d’une cavité optique constituée par un résonateur plan-convexe en quartz
de longueur h0 = 1mm, de rayon de courbure Rc = 250mm sur lequel est déposé des miroirs en
argent de 70 nm. Le mode acoustique considéré est le mode A (extension-compression) de rang
15 résonant à une fréquence d’environ 50MHz avec un coefficient de qualité à basses tempéra-
tures de 100 million. Les constantes de dispersion et la constante élastique effective associées à ce
mode et permettant de calculer sa masse effective sont respectivement Mn = 40.109, Pn = 50.109

et Ce = 121.109. Ainsi, pour une puissance incidente sur la cavité de 1 mW, on obtient un dé-
placement de l’ordre de 4.32.10−15 m, une sensibilité au déplacement de 1.63.10−8 m/mW et un
déplacement minimum mesurable défini par l’équation (6.39) de l’ordre de 8.6.10−18 m/

√
Hz . Ces

deux paramètres sont calculés en considérant un indice de réfraction pour une couche d’argent de
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20 nm d’épaisseur (cf. chapitre 5).

Figure 6.4 – Variation de la finesse en fonction de l’épaisseur du dépôt d’argent sur les miroirs
M1 et M2 où les épaisseurs dM1 et dM2 sont égales. Ces valeurs sont données pour un indice de
réfraction complexe associé à une épaisseur de 20 nm d’argent.

Figure 6.5 – Variation de l’intensité intracavité en fonction de l’épaisseur des miroirs avec d1 = d3.
Ces valeurs sont données pour un indice de réfraction complexe associé à une épaisseur de 20 nm
d’argent.
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6.3 Montage expérimental optomécanique envisagé

L’étude expérimentale optomécanique n’ayant pas encore été mise en place, on se propose de
donner dans cette section un aperçu du montage envisagé pour l’excitation optomécanique de la
cavité ainsi que les moyens de détection de la vibration du cristal.

6.3.1 Excitation optomécanique de la cavité

Dans le but de réaliser un couplage optomécanique au sein d’un résonateur à quartz utilisé en
cavité optique, on envisage la mise en place du montage présenté sur la figure 6.6. Dans ce montage,
le faisceau du laser est séparé en deux faisceaux distincts appelés faisceau sonde et faisceau pompe.
Ces deux faisceaux sont séparés par le biais d’un séparateur fibré. Le faisceau sonde passe l’EOM de
phase servant de référence pour l’asservissement du mode optique par la méthode PDH. Le faisceau
pompe passe lui dans un EOM d’intensité permettant de moduler son amplitude à la fréquence du
mode acoustique de la cavité optomécanique puis dans un modulateur acousto-optique (AOM - de
l’anglais - Acousto Optic Modulator) décalant légérement la fréquence de la porteuse (de quelques
kHz) afin qu’il n’interagisse pas avec le faisceau sonde. Bien que le faisceau pompe soit légérement
décalé en fréquence, celui-ci devrait établir une résonance optique, le décalage étant très faible par
rapport à la largeur des modes optiques. Ces deux faisceaux sont par la suite superposés par le biais
d’un cube séparateur non polarisé (BS - de l’anglais - Beam Splitter) et sont dirigés vers la cavité.
Enfin, le contrôle de la polarisation pour éviter le phénomène de biréfringence ainsi que la mesure
en réflexion se font de la même façon décrite pour le montage expérimental permettant l’excitation
des modes optiques seuls présenté dans le chapitre 5, Section 5.5.

Figure 6.6 – Montage expérimental du banc optomécanique utilisant un faisceau sonde pour
l’asservissement des modes optiques et un faisceau pompe pour exciter les modes mécaniques de la
cavité.
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6.3.2 Test de la cavité optomécanique à température ambiante

L’analyse préliminiaire du fonctionnement d’un résonateur à quartz en cavité optique présen-
tée dans le chapitre 5, laisse place à un certain nombre d’interrogations quant à la réelle mise en
oeuvre de ce type de cavité dans une boucle d’asservissement. Dans le cas où une analyse plus appro-
fondie des performances optiques de la cavité (en cours) démontre la faisabilité de l’asservissement
avec la méthode PDH sur les cavités à miroirs métalliques, une caractérisation des performances
optomécaniques est envisagée à température ambiante afin de valider le banc d’excitation optomé-
canique avant la transposition de l’expérimentation à température cryogénique. Pour ce faire, on
considérerait le montage présenté sur la figure 6.6 où la cavité optomécanique serait placée dans
une enceinte à vide réalisée pendant cette thèse et que l’on retrouve sur la figure 6.7. La mise sous
vide du dispositif permet d’améliorer le coefficient de qualité à température ambiante et de garantir
le maintien des résonances optique et mécanique à court terme en supprimant les perturbations
thermiques rapides. Des tests préliminaires sous vide sur un résonateur à quartz excité piézoélec-
triquement ont cependant montré que la fréquence de résonance des modes acoustiques fluctue sur
le long terme (∼ 1h). Une régulation de température devra donc être implantée dans l’enceinte afin
de réguler la température de la cavité. Cependant, la masse de l’enceinte implique qu’elle possède
une inertie thermique importante qui rend difficile un asservissement global de la cavité. Par consé-
quent, la régulation de température s’opérera sur le même principe que celle utilisée actuellement
dans le montage optique présenté sur la figure 5.21 où la cavité est montée dans une petite enceinte
en nylon qui est régulée en température.

Figure 6.7 – Enceinte à vide permettant la réalisation des expérimentations optomécaniques pré-
liminaires.

L’aboutissement de la caractérisation des cavités optiques réalisées dans le chapitre 5 n’étant
pas finalisée, ce dernier chapitre était focalisé sur les éléments théoriques permettant d’estimer les
performances du déplacement optomécanique au sein d’une cavité acoustique en quartz qui est la
finalité des travaux entamés dans cette thèse. Une étude de la détermination de l’amplitude des
modes acoustiques excités par la pression de radiation laser a été développée pour appuyer les élé-
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ments théoriques précédents en se basant sur l’analyse asymptotique de Stevens-Tiersten introduite
dans le chapitre 4. En se basant sur le calcul des différents paramètres (finesse, intensité intra-cavité,
...) il est montré qu’une épaisseur d’un miroir métallique en argent de 70 nm permet d’optimiser
l’amplitude des modes acoustiques de la cavité optomécanique. Ainsi, l’estimation d’un déplace-
ment de l’ordre de 10−15 et d’un seuil de détection de l’ordre de 10−18 m/

√
Hz rend la réalisation

d’une cavité optomécanique à miroirs métalliques pertinente et réaliste. Enfin, une perspective du
banc optomécanique ainsi qu’un premier test optomécanique actuellement envisagé à température
ambiante ont été introduits.

160



Conclusion Générale

Les travaux de thèse présentés dans ce manuscrit s’inscrivent dans la continuité d’une étude
menée au département Temps-Fréquence de l’institut FEMTO-ST sur le comportement des résona-
teurs BAW à énergie piégée dans des cristaux à quartz à température cryogénique. Des coefficients
de qualité encore jamais atteints de 8 milliards [2] ont été observés expérimentalement dans le
cadre de cette étude sur des cavités acoustiques en quartz à température cryogénique et ouvrent la
perspective de la réalisation d’une source de fréquence ultrastable à température cryogénique basé
sur ces cavités acoustiques. Les estimations théoriques données dans ce manuscrit laissent penser
que de telles cavités mises en oeuvre sur le mode de vibration A à des fréquences supérieures à 50
MHz à température cryogénique permettraient d’atteindre des fluctuations relatives de fréquence
de l’ordre de 10−16. Cependant, de telles performances ne peuvent être envisagées qu’à condition
d’améliorer l’environnement de la cavité testée, à commencer par sa sensibilité aux fluctuations
de température mais aussi aux vibrations. À titre indicatif, les mesures de sensibilités relatives de
fréquence typiques des coupes de quartz classiquement utilisées à température ambiante ne sont
pas meilleures que quelques 10−9 aux températures cryogéniques. Dans ce contexte, la première
motivation de cette thèse s’est portée sur la recherche d’une (potentielle) coupe de quartz compen-
sée en fréquence, à température cryogénique. Pour réaliser cette étude, une étape expérimentale
préliminaire visant à déterminer les coefficients de température des constantes élastiques dans la
plage de températures cryogéniques [4K-15K] a dû être réalisée, faute de données existantes dans
la littérature. À partir de ces coefficients et d’un modèle numérique basé sur le développement
théorique de Stevens-Tiersten, la coupe X(ϕ = 30◦, θ = 5◦) a pu être identifiée comme une coupe
compensée à température cryogénique, celle-ci présentant deux points d’inversion respectivement
situés autour d’une température de 3K et 10K. Le très bon accord entre les résultats théoriques et
expérimentaux associés à cette coupe ont permis de déterminer une famille de coupes X compensées
pour des angles θ allant de 2◦ à 7◦.

Comme il a été mentionné dans ce manuscrit, l’emploi d’un moyen d’excitation optique, al-
ternatif à la piézoélectricité, pour mettre en vibration les modes des cavités acoustiques en quartz
ouvre la voie à l’exploration d’autres matériaux possédant des très faibles pertes mécaniques. Aussi,
la seconde motivation de cette thèse porte sur l’étude d’une excitation optomécanique par pression
de radiation de cavités acoustiques de géométrie plan-convexe. Une première démarche visant à
qualifier et quantifier la faisabilité de la mise en oeuvre d’un tel moyen d’excitation a été étudiée.
Pour cela, la validation de la preuve de concept de l’utilisation d’une cavité acoustique (en quartz
métallisée) en tant que cavité optique a été réalisée. Une étude théorique complète des cavités op-
tiques à miroirs métalliques a permis de mettre en lumière que le comportement des cavités optiques
à miroirs métalliques diffère de celui des cavités à miroirs diélectriques, ce qui est principalement
dû à la forte absorption du métal. Au total, trois cavités optiques possédant des épaisseurs de
miroirs métalliques respectivement de 40, 50 et 60 nm ont été caractérisées expérimentalement.
La comparaison des résultats expérimentaux avec les valeurs théoriques préalablement établies a
permis de mettre en avant l’importance de la caractérisation de l’indice de réfraction associé aux
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dépôts métalliques d’argent que nous réalisons sur nos cavités optiques. Cette étude étant en voie
de développement, une caractérisation avancée des instruments utilisés (EOM, AOM, laser) est à
prévoir dans un avenir proche afin de pouvoir quantifier de manière rigoureuse les performances de
nos cavités optiques.

Bien que les expérimentations optomécaniques n’aient pu être mises en oeuvre, les estima-
tions théoriques associées permettent d’envisager concrètement ce moyen d’excitation pour mettre
en vibration nos cavités acoustiques. En effet, un déplacement de l’ordre de 10−15 m est attendu
pour une puissance incidente de 1 mW avec un déplacement minimum mesurable de l’ordre de
8.6.10−18 m/

√
Hz. Des premiers tests optomécaniques à température ambiante sont à prévoir dans

un avenir proche. Si ces tests préliminaires s’avérent fructueux, l’expérimentation sera transposée
à température cryogénique. La résolution du problème associé à la sensibilité accélérométrique (vi-
brations) sera alors à prendre en considération au vu des vibrations induites par le cryogénérateur.
Ces deux derniers points ainsi que l’étude de montages de cavités optiques plus complexes que ceux
étudiés dans ce manuscrit sont abordés dans le chapitre "Perspectives".
Point de vue personnel :

L’originalité de ce sujet au sein du département Temps-Fréquence, a nécessairement débuté
par l’exploration de plusieurs pistes quant à l’élaboration de la démarche à adopter (d’un point de
vue optique notamment) et des étapes à réaliser. Cette pré-étude nous a permis de délimiter notre
champ d’action et de recherche sur le développement d’une cavité optique intégrant une cavité
acoustique. Cependant, celle-ci a ralenti le développement des aspects expérimentaux initiés dans
ces travaux de thèse. Néanmoins, cette pré-étude nous a permis de cerner avec précision l’esprit et
le fond de cette problématique.

Toutefois, ayant été l’investigateur de ces travaux, devoir conclure ma contribution à ce sujet
alors que des résultats expérimentaux convaincants sur les cavités optiques commencent à voir le
jour, génère un sentiment de frustration. Ces résultats soulèvent un lot important de questions et
d’idées intéressantes qu’il ne me sera pas possible d’appréhender mais que je laisse entre les mains
de mes successeurs...

... Affaire à suivre !
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Chapitre 7

Perspectives

7.1 Transposition du banc expérimental à température cryogé-
nique

Le cryogénérateur qui a été présenté dans le chaptitre 4 sur la figure 4.25 est habituelle-
ment utilisé pour la mesure de résonateurs à quartz par le biais d’une excitation piézoélectrique.
Ainsi, l’enceinte du cryogénérateur a été complétement repensée dans cette thèse afin d’y intégrer
des passages optiques permettant de répondre aux besoins des expérimentations avec des cavités
optomécaniques à très basses températures que l’on souhaite mettre en place. Disposant déjà au
laboratoire d’une cuve pourvue de passages optiques, mais de diamètre trop important pour être
directement montée sur notre cryogénérateur, une pièce d’adaptation a dû être réalisée. Cette pièce
constitue la partie supérieure de la cuve et contient également la sortie de pompage. En effet,
l’intérêt de cette structure en deux parties (en dehors des besoins mécaniques pour le maintien
de la partie inférieure) permet de ne démonter que la partie inférieure et ainsi de ne pas avoir
à déconnecter la sortie du pompage à chaque ouverture de la cuve, ce qui n’était pas le cas sur
l’ancienne version de la cuve. Des pièces d’adaptation pour les hublots ont également été réalisées
afin de garantir un montage des hublots avec un angle de 4◦ permettant de s’affranchir des ré-
flexions parasites sur ceux-ci. Enfin, la nouvelle cuve est pourvue d’un passage optique en dessous
de la partie inférieure permettant l’installation d’instruments de mesure supplémentaires ou d’un
passage optique. La nouvelle configuration du cryogénérateur est présentée shématiquement sur la
figure 7.1.

Dans le but de créer une structure complétement dédiée à des expérimentations optiques, la
structure de maintien du cryogénérateur a également été modifiée afin de pouvoir supporter deux
tables optiques de part et d’autre du cryogénérateur. Une comparaison de l’ancienne structure et
de la structure actuelle est donnée sur la figure 7.2.

Un des points qu’il faudra également aborder lors de la transposition de l’expérimentation à
température cryogénique, est le montage de la cavité optique dans le cryogénérateur. En effet, ce
montage peut s’avérer complexe puisqu’il faut pouvoir aligner la cavité à partir de l’extérieur du
cryogénérateur. Certaines pistes sont actuellement envisagées notamment un montage de la cavité
sur un support de miroir dont les vis de tilt seraient remplacés par des actionneurs piézoélectriques
pouvant être pilotés de l’extérieur. Tout l’enjeu de cette solution est de trouver un support de miroir
piézoélectrique pouvant fonctionner aux températures cryogéniques. Une autre solution serait de
monter les tables optiques sur des verrins afin d’aligner le faisceau laser et le montage optique sur
la cavité qui serait fixe dans ce cas-ci.
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Figure 7.1 – Schéma de la nouvelle cuve du cryostat à tube pulsé permettant la mise en oeuvre
d’expérimentation optique à température cryogénique.

7.2 Compensation active des vibrations du cryostat

Comme mentionné dans la section 2.1.3 du chapitre 2, une des principales limitations de
nos expérimentations à température cryogénique est la présence de vibrations parasites issues du
fonctionnement du cryogénérateur. En effet, lors des cycles de détente-compression de l’hélium
liquide (permettant le refroidissement du second étage où sont placés les dispositifs), des vibra-
tions longitudinales (i.e. dans l’axe vertical du cryogénérateur) et transversales (i.e. dans le plan
horizontal) apparaissent. Ces vibrations sont dues à la dilatation des tubes dans lesquels circulent
le gaz à chaque compression. De plus, la disposition du moteur permettant de générer ces cycles
(directement monté sur la structure) engendre également des vibrations qui viennent s’ajouter aux
vibrations dues à la circulation de l’hélium liquide. Le recours à un asservissement adéquat de la
structure permettant de limiter les vibrations parasites constitue un enjeu majeur pour l’étude et
le développement de dispositifs sensibles à l’accélération telles que nos cavités optomécaniques.

7.2.1 Caractérisation des vibrations longitudinales du cryogénérateur

Une étude préliminaire des vibrations parasites du cryogénérateur a été effectuée afin de
quantifier les vibrations longitudinales du second étage (où sont positionnés les dispositifs expéri-
mentaux). Cette étude est effectuée en amont de la conception et de la mise en place de l’asservis-
sement par le biais d’un vibromètre laser à effet Doppler (Polytec OFV − 505). Celui-ci permet de
déterminer le déplacement des vibrations émises par le cryogénérateur en se basant sur le principe
d’interférométrie hétérodyne. Dans notre montage, présenté sur la figure 7.3, le vibromètre laser
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Figure 7.2 – À gauche - Nouvelle structure du cryogénérateur pouvant intégrer des tables optiques.
À droite - Ancienne structure du cryogénérateur.

est piloté par un contrôleur (Polytec OFV − 5000) qui permet de définir le type de la mesure à
effectuer (déplacement, vitesse ou accélération) ainsi que la résolution de la mesure (ici 16µm/V ).
On choisit ici une mesure en déplacement qui est plus appropriée pour les basses fréquences car la
vitesse du déplacement est moins importante qu’à haute fréquence (où l’on choisira cette fois une
mesure en vitesse). Le contrôleur est rélié à un analyseur de spectre (HP − 3562A) sur lequel on
effectue un moyennage du spectre de vibrations sur 5 aquisitions afin d’améliorer le rapport signal
sur bruit du signal mesuré.

Le spectre résultant des vibrations du second étage est présenté sur la figure 7.4.
On retrouve sur ce spectre un déplacement maximum de 8.5 µm à une fréquence de 1, 7 Hz

représentant la fréquence des cycles de compression-détente de l’hélium liquide dans le cryogénéra-
teur ainsi que les harmoniques possédant une amplitude bien plus faible. Ce déplacement maximum
du second étage du cryogénérateur (i.e. du dispositif) est relativement important par rapport aux
expérimentations optomécaniques prévues. En effet, un tel déplacement pourrait engendrer des dif-
ficultés au niveau du maintien de l’alignement du faisceau sur la cavité optique. Ces déplacements
représentent environ 10% de la taille du waist optique sur le miroir plan (miroir d’injection).

Afin de palier ce problème de vibrations parasites, plusieurs solutions existent. Une des solu-
tions les plus simples (cependant onéreuse) est d’investir dans un cryogénérateur faibles vibrations
(low-vibration). En effet, sur les nouveaux modèles de cryogénérateurs proposés par les construc-
teurs (le notre étant d’ancienne génération), un découplage entre le moteur générant la circulation
du gaz et les tubes du cryogénérateur peut être réalisé. Cette solution permet de réduire les vibra-
tions de la tête froide mais ne permet pas d’atteindre des niveaux de vibrations suffisament faibles
pour des expérimentations à faible bruit accélérométrique. En complément de l’isolement du moteur
du reste de la structure, deux types de compensations peuvent être mis en place afin de réduire
significativement les vibrations au niveau du dispositif expérimental. On retrouve parmi celles-ci,
la compensation passive et active. Le principe des solutions de réduction de vibrations utilisant un
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Figure 7.3 – Schéma du montage mis en oeuvre pour mesurer les vibrations du second étage du
cryostat.

montage mécanique passif est de découpler mécaniquement l’étage où se situe le dispositif du reste
de la structure (tubes de gaz). Le dispositif étant découplé de l’étage froid, le refroidissement du
dispositif se fait par le biais de tresses souples en cuivre reliant l’étage froid au dispositif de test. Ce
type de structures permet d’atteindre des niveaux de vibrations très bas de l’ordre de 100 nm [3].

Ces solutions passives offrent certes d’excellentes performances mais nécessitent dans notre
cas une adaptation importante du cryogénérateur (i.e. un coût important) à cause du diamètre
insuffisant de notre cuve. Nous avons donc opté pour une solution mécanique active, beaucoup moins
répandue dans la littérature. Bien que cette solution ne soit à priori pas la meilleure parce qu’elle
est uniaxiale, elle reste beaucoup moins coûteuse pour notre application. En effet, dans notre cas,
cette solution un peu plus complexe à mettre en place (mécaniquement parlant) nécessite cependant
moins d’adaptation de la structure propre du cryogénérateur (agrandissement du diamètre de la
rondelle de maintien de la cuve et du diamètre de la cuve elle-même) et par conséquent moins de
fabrication à sous-traiter.

Le principe de compensation active des vibrations envisagée pour notre cryogénérateur repose
sur l’utilisation de trois actionneurs piézoélectriques sur lesquels est fixé le cryogénérateur par le
biais d’un montage mécanique à base de trois liaisons rotules permettant de ne pas contraindre le
déplacement. On envisage de compenser les vibrations longitudinales en synchronisant ces action-
neurs sur les pulses d’hélium liquide. La mesure du déplacement à compenser pourrait être réalisée
en se servant d’un accéléromètre placé au niveau des dispositifs expérimentaux.

7.2.2 Compensation optique des vibrations transverses dans l’axe optique

La compensation des vibrations longitudinales du cryogénérateur pourrait être solutionnée
par le biais du montage décrit ci-dessus. Cependant, les vibrations transverses restent toujours
présentes et peuvent affecter de manière significative les mesures optomécaniques à basses tempé-
ratures. En effet, une vibration transverse engendre une accélération de la cavité et donc un effet
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Figure 7.4 – Spectre du déplacement du second étage du cryogénérateur à une température de
4, 6K.

Doppler de la lumière réfléchie par celle-ci. Ce décalage en fréquence induit un terme supplémen-
taire proportionnel à la fréquence du laser dans le signal en réflexion utilisé pour l’asservissement
des modes optiques avec la méthode PDH. Des travaux précédents [75] ont cependant montré que
l’ajout d’un interferomètre de Michelson au sein du montage optique où l’un des bras contient le
faisceau en réflexion de la cavité et l’autre sert de référence permettant de compenser les vibrations
transverses suivant l’axe optique et donc d’annuler l’effet Doppler résultant. Une représentation
schématique du montage comprenant cet interferomètre est donnée sur la figure 7.5.

Cette solution relativement simple à mettre en place ne permettrait cependant pas de com-
penser les vibrations transverses hors de l’axe optique. Les solutions qui pourrait être envisagée
ici, ne sont pas dans une configuration optimale mais permetteraient tout de même de conserver la
structure existante sans avoir à reconcevoir l’intégralité du montage actuellement disponible. Des
tests complémentaires sur la caractérisation et la quantification des vibrations transverses doivent
également être réalisés afin d’estimer si les expérimentations en cavité optomécanique au sein de la
structure actuelle (avec asservissement) sont réalisables.

7.3 Types de cavités optomécaniques envisageables

Comme il a été démontré dans le chapitre 5, un résonateur à quartz dans sa version la plus
classique (et la plus simple) peut être utilisé en tant que cavité optique. Rappelons que les cavités
optomécaniques à miroirs métalliques sont actuellement à l’étude dans notre laboratoire car elles
présentent un grand intêret par leur simplicité de fabrication et qu’elles permettent d’utiliser des
dispositifs piézoélectriques existant et largement étudiés d’un point de vue acoustique (à tempéra-
ture ambiante). Cependant, de tels dispositifs présentent des limitations importantes en terme de
performances optique et optomécanique. En effet, la faible réflectivité des métaux par rapport à
un miroir de Bragg limite les paramètres tels que la finesse et la largeur à mi-hauteur des pics de
résonance et ainsi le couplage optomécanique. De plus, l’absorption des miroirs métalliques induit
des décalages fréquentiels entre le minimum et maximum d’intensité respectivement réfléchie et

167



CHAPITRE 7. PERSPECTIVES

Figure 7.5 – Montage optique intégrant un intérféromètre de Michelson permettant de compenser
l’effet Doppler induit par la vibration de la cavité dans le cryogénérateur.

transmise à résonance qui peuvent s’avérer problèmatique pour la conception d’un asservissement
avec la méthode PDH. Ainsi, d’autres types de cavités optiques permettant d’obtenir de meilleures
performances en terme de couplage optomécanique sont déjà envisagées à l’heure actuelle. On se
propose de donner ci-dessous une liste non-exhaustive de cavités optiques à base de résonateurs
à quartz permettant d’améliorer le couplage optomécanique ainsi qu’une comparaison de leurs
performances théoriques.

7.3.1 Cavité acoustique en quartz avec dépôt diélectrique

La problématique du dépôt diélectrique sur un résonateur à quartz a été abordée dans le
Chapitre 5, Section 5.2.3. Nous avons vu qu’un dépôt possédant un nombre de couches suffisament
important pour atteindre une réflectivité optique proche de 100% atténue fortement le coefficient
de qualité mécanique du résonateur. Cependant, des travaux récents [76] sur les multicouches
diélectriques laissent penser qu’il serait possible de déposer un nombre de couches beaucoup plus
réduit que lors des tests précédents sans dégrader le coefficient de qualité mécanique de la cavité
acoustique. Cette solution de multicouche diélectrique est basée sur un dépôt alterné de couches de
silice (SiO2) et de silicium amorphe (a − Si). Les auteurs de cette publication ont démontré que
ce type de dépôt est particulièrement intéressant car il permet de réduire les pertes mécaniques
comparé aux multicouches à bases d’oxyde de tantale Ta2O5. De plus, ils montrent que l’absorption
dans le dépôt diminue de près de 70% aux températures cryogéniques. Cette faible absorption
est très avantageuse car elle limite considérablement l’accumulation d’énergie dans les miroirs et
par conséquent l’échauffement de ceux-ci. Dans leurs travaux, ils considèrent un empilement de
couches important (14 couches) fournissant un coefficient de réfléctivité de 99.997%. Bien que
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l’absorption soit moindre dans ce type de dépôt, l’épaisseur d’un empilement de 14 couches est
conséquente (> 3µm) ce qui atténuerait le coefficient de qualité mécanique. Ainsi, des simulations de
ce multicouches ont été réalisées avec des empilements de 3 et 5 couches alternées afin d’estimer les
performances optiques d’un dépôt d’épaisseurs plus restreintes susceptible de ne pas trop dégrader
le coeffcient de qualité mécanique de la cavité. La synthèse des paramètres de ces dépôts de 3 et 5
couches est présentée dans le tableau 7.2

Nombre de couches 3 5
Substrat SiO2 SiO2

nsubstrat @ 1550 nm 1.444 1.444
Alternances SiO2/a− Si SiO2/a− Si

nSiO2 1.444 1.444
na−Si @ 1550 3.650 + 6.25× 10−4i 3.650 + 6.25× 10−4i

hSiO2 @ 1550 268 nm 268 nm
ha−Si 106 nm 106 nm
htotale 643 nm 1017 nm

Réflexion 93.40% 98.89%
Transmission 6.56% 1.06%
Absorption ∼ 400 ppm ∼ 500 ppm

Tableau 7.1 – Paramètres d’un multicouche diélectrique SiO2/a−Si constitué respectivement d’une
alternance de 3 et 5 couches.

On remarque que dans le cas d’une alternance de 3 couches de diélectrique (une couche de
SiO2 et deux couches de a− Si) déposées chacune avec une épaisseur en λ/4 (avec λ = 1550 nm),
on obtient un coefficient de réflexion de l’ordre de 93% pour une épaisseur de dépôt de 643 nm.
Ce nombre de couches présentant un coefficient de réflexion plus faible que nos miroirs métalliques
actuels en argent n’est pas satisfaisant pour améliorer les performances optiques et optomécaniques
de nos cavités. Cependant, un dépôt de 5 couches de diélectrique induit un coefficient de réflexion
proche de 99% avec une épaisseur d’environ 1µm qui permettrait d’accroitre nettement le couplage
de la lumière au sein de la cavité. Il reste toutefois plusieurs interrogations à éclaircir en amont
de la réalisation d’un tel dépôt. En effet, dans les travaux présentés dans [76], les multicouches
sont déposées sur l’intégralité du diamètre de wafers en silice fondu ou en silicium. Ainsi se pose
la question de savoir si la technologie mise en oeuvre dans ces travaux peut-être appliquée sur des
substrats en quartz par le biais d’un masque physique permettant de déposer un miroir de 3 mm
au centre de la cavité. Par ailleurs, la question des miroirs, représentant un travail en soit, nécessite
une étude bibliographique sérieuse avec analyse approfondie et d’autres travaux (par exemple [77])
concernant des dépôts de miroirs diélectriques sont à explorer.

7.3.2 Cavité acoustique en quartz métallisée couplée avec un miroir diélectrique

Dans l’étude des cavités métalliques qui a été présentée dans le chapitre 5, nous avons vu que
la forte absorption dans les métaux induit un décalage fréquentiel entre les pics de transmission et
de réflexion qui peut s’avérer pénalisant pour la mise en oeuvre de l’asservissement avec la méthode
PDH. En réalité, ce décalage en fréquence apparait uniquement si le miroir d’injection monocouche
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est absorbant. Ainsi, en couplant un miroir diélectrique concave (miroir d’injection) avec la face
plane métallisée du résonateur à quartz, on pourrait s’affranchir des difficultés qu’engendre l’aborp-
tion de la couche métallique constituant actuellement le miroir d’injection. Cette configuration est
présentée schématiquement sur la figure 7.6.

Figure 7.6 – Schéma de principe de la cavité plan-convexe couplée à un super miroir.

Ce type de cavité présente l’avantage de pouvoir conserver nos cavités "acousto-optique"
dans leurs configurations d’origines (i.e. un résonateur à quartz métallisée) et donc être bien moins
coûteuses en terme de fabrication. De plus, l’utilisation d’un miroir diélectrique augmente certains
paramètres optiques tel que la finesse de la cavité et donc la largeur à mi-hauteur des modes
optiques. Bien qu’elle possède des avantages non négligable, ce type de cavités présente toutefois
certains inconvénients. En effet, le fait de considérer une cavité optique constituée de deux miroirs
séparés complexifie la problèmatique du montage et notamment du choix de l’entretoise (spacer)
et de l’alignement de la cavité dans le cryogénérateur.

Une comparaison des performances des deux configurations de cavités optomécaniques présen-
tées ci-dessus basées sur une excitation par pression de radiation est présentée dans le tableau 7.2.

On remarque que les configurations de cavité optomécanique 2 et 3 du tableau 7.2 présentent
des performances similaires en terme de déplacement mécanique tandis que la cavité 1 possède un
déplacement plus faible d’un facteur dix. Le choix de la future cavité sera donc principalement dicté
par les résultats d’une étude plus apporfondie sur les multicouches diélectriques visant à déterminer
si un dépôt de 5 couches ne présente qu’un faible impact sur le facteur de qualité mécanique. Si
cette conclusion s’avère exacte, le choix se portera de manière évidente sur le type de cavité 2
car elle présente l’avantage d’être plus facilement mise en oeuvre à température cryogénique par
rapport à la configuration 3 constituée de deux miroirs à aligner sous vide.

7.3.3 Cavité acoustique en quartz dans une cavité optique

Nous avons vu que les cavités acoustiques en quartz utilisées dans un montage type BVA
(où le dépôt est appliqué sur les condensateurs de maintien) présentent les meilleurs coefficients
de qualité. Ainsi, dans le but de tirer partie des meilleures performances de la cavité acoustique,
on peut imaginer la réalisation d’une cavité optique avec un tel montage où des revêtements mul-
ticouches diélectriques pourraient se substituer aux électrodes habituellement métalliques. Cette
configuration, présentée sur la figure 7.7 permet l’utilisation de ces dépôts diélectrique sans restric-
tions vis-à-vis de l’amortissement du coefficient de qualité puisqu’ils ne sont pas en contact direct
avec la cavité acoustique.
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Paramètres 1 - Cavité à diélectrique 2 - Cavité à diélectrique 3 - Cavité étendue Fig. 7.6
3 couches 5 couches

L (mm) 1 1 50
Rc (mm) 250 250 250
RM1 (%) 93.40 98.89 99.97
RM2 (%) 93.40 98.89 97
F 22 140 100

δν (GHz) 4.2 0.687 0.03
ISL (GHz) ∼ 96 ∼ 96 ∼ 3

Mode acoustique A1500 A1500 A1500

facoustique (MHz) 50 50 50
Qmécanique @ RT 1× 106 1× 106 1× 106

Qmécanique @ 4K 100× 106 100× 106 100× 106

δy/mW (m) @ RT ∼ 6× 10−14 ∼ 2× 10−13 ∼ 3× 10−13

δy/mW (m) @ 4K ∼ 6× 10−12 ∼ 2× 10−11 ∼ 3× 10−11

Tableau 7.2 – Comparaison des performances des cavités optomécaniques excitées par pression de
radiation.

Figure 7.7 – Montage BVA utilisé en cavité optique.

Le principe d’excitation des modes acoustiques dans ce type de cavités est différent de celui
considéré jusqu’à présent. En effet, dans cette cavité, les effets thermoélastiques engendrés par
l’interaction de la lumière avec la cavité acoustique en quartz pour mettre en vibration les modes
acoustiques de cette dernière seraient probablement plus prépondérants que la pression de radiation.
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Annexe A

Propriétés du quartz

Les principales constantes physiques du quartz (selon Bechmann [59]) sont données par les
tenseurs suivants :

Constantes élastiques cij [×109N/m2]

cij =




86.74 7.00 11.91 −17.91 0 0
7.00 86.74 11.91 17.91 0 0
11.91 11.91 107.2 0 0 0
−17.91 17.91 0 57.94 0 0

0 0 0 0 57.94 −17.91
0 0 0 0 −17.91 39.88




(A.1)

Coefficients de température des constantes élastiques Tcij à 300K

T (1)f, 10−7 T (2)f, 10−8 T (3)f, 10−9

0.769 0.748 0.105
-1.178 -2.189 -2.474
-0.879 -1.672 -1.832
-0.143 -0.451 -0.581
1.339 1.869 1.289
-1.465 -2.662 -3.571
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Propriétés du quartz

Coefficients de température des constantes élastiques Tcij à 4K [61]

T (1)f, 10−7 T (2)f, 10−8 T (3)f, 10−9

0.769 0.748 0.105
-1.178 -2.189 -2.474
-0.879 -1.672 -1.832
-0.143 -0.451 -0.581
1.339 1.869 1.289
-1.465 -2.662 -3.571

Constantes piézoélectriques eij [C/m2]

eij =




0.171 −0.171 0 −0.0406 0 0
0 0 0 0 0.0406 −0.171
0 0 0 0 0 0


 (A.2)

Constantes diélectriques εij [×10−12F/m]

εij =




39.21 0 0
0 39.21 0
0 0 41.03


 (A.3)

Constantes viscoélastiques ηij [MPa.s]

ηij =




1.37 0.73 0.71 0.01 0 0
0.73 1.37 0.71 −0.01 0 0
0.71 0.71 0.96 0 0 0
0.01 −0.01 0 0.36 0 0

0 0 0 0 0.36 0.01
0 0 0 0 0.01 0.32




(A.4)
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Annexe B

Matrice de Christoffel

Le tenseur de Christoffel Γil provient de l’équation

[Γil][◦ul] = ρV 2[◦ui] (B.1)

Ses termes sont définis par

Γil = Ci11ln
2
1 + Ci22ln

2
2 + Ci33ln

2
3 + (Ci12l + Ci21l)n1n2 + (Ci13l + Ci31l)n1n3+

(Ci23l + Ci32l)n2n3
(B.2)

où les indices i et l varient de 1 à 3,
d’où les six termes :

Γ11 = C11n2
1 + C66n2

2 + C55n2
3 + 2C16n1n2 + 2C15n1n3 + 2C56n2n3

Γ12 = C16n2
1 + C26n2

2 + C45n2
3 + (C12 + C66)n1n2 + (C14 + C56)n1n3 + (C46 + C25)n2n3

Γ13 = C15n2
1 + C46n2

2 + C35n2
3 + (C14 + C56)n1n2 + (C13 + C55)n1n3 + (C36 + C45)n2n3

Γ22 = C66n2
1 + C22n2

2 + C44n2
3 + 2C26n1n2 + 2C46n1n3 + 2C24n2n3

Γ23 = C56n2
1 + C24n2

2 + C34n2
3 + (C46 + C25)n1n2 + (C36 + C45)n1n3 + (C23 + C44)n2n3

Γ33 = C55n2
1 + C44n2

2 + C33n2
3 + 2C45n1n2 + 2C35n1n3 + 2C34n2n3

Γ21 = Γ12 Γ31 = Γ13 Γ32 = Γ23

(B.3)
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Annexe C

Processus de fabrication des
résonateurs à quartz plan-convexe

Cette annexe présente de manière plus détaillée les étapes de fabrication des résonateurs
acoustiques en quartz de géométrie plan-convexe déjà introduites dans le chapitre 1, sur le schéma
synoptique 1.12.

C.1 Préparation des lames de quartz

C.1.1 Découpe des lames réctangulaires

La première étape dans de la fabrication d’un résonateur à quartz, consiste à découper des
plaquettes réctangulaires suivant l’orientation des angles ϕ et θ souhaitée dans un barreau de quartz
synthétique. Cette découpe s’effectue par le biais d’une scie possédant un bras orientable sur lequel
on positionne le barreau de quartz. Ce bras permet d’orienter le quartz suivant les angles ϕ et θ
désirés et de réaliser la découpe succéssive d’un certain nombre de lames sans avoir à démonter le
barreau de quartz afin de s’assurer que toutes les lames possèdent la même orientation. La figure C.1
présente le montage du barreau de quartz sur la scie.

Figure C.1 – Barreau de quartz monté sur la scie et prêt pour la découpe des lames.
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C.1.2 Vérification de l’orientation de la lame au goniomètre

Nous avons vu dans cette thèse que les angles de coupes d’une lame de quartz dictent les
propriétés physiques du résonateur une fois achevé. Ainsi, afin de garantir l’orientation des lames,
on découpe en général une première lame dont on vérifie l’orientation à l’aide d’un goniomètre à
rayon X (cf. figure C.2). Le principe de ce dernier est basé sur le phénomène de diffraction des
rayons X par les plans réticulaires du quartz lorque le faisceau incident est envoyé sur l’échantillon
à mesurer suivant un angle bien défini appelé angle de bragg. Dans le cas où la mesure fournie des
angles ϕ et θ trop éloignés de la valeur cible (> 15′ d’arc), l’orientation du barreau est ajustée sur
la scie et l’opération de vérification est réitérée. Si l’orientation est satisfaisante, on procède à la
découpe de la série de lames.

Figure C.2 – Goniomètre utilisé pour caractériser l’orientation des lames de quartz à la suite de
l’opération de découpe.

C.1.3 Mise en forme circulaire

Une fois les lames réctangulaires découpées, celles-ci sont collées les unes sur les autres afin de
réaliser un empilement en colonne. Cet empilement est placé sur la réctifieuse avec laquelle on usine
les lames réctangulaires afin de les rendre circulaires et adaptées au diamétre final des résonateurs.

C.2 Fabrication du profil géométrique plan-convexe

C.2.1 Rodage

En amont de l’usinage des lames par rodage, on plonge les lames dans un bécher rempli d’eau
filtrée puis on procède à un nettoyage par ultrasons (cf. figure C.3) pendant 15 min afin d’éliminer
les résidus de quartz issus des étapes de découpes précédentes.

Les lames de quartz circulaires sont ensuite collées à l’aide de colophane sur une lame de
verre (de même diamètre) afin de pouvoir les manipuler facilement et sans les endommager pendant
l’usinage. Pour réaliser cette opération de collage, on chauffe les lames de quartz et de verre à une
température d’environ 80◦C afin d’injecter la colophane entre ces deux éléments.
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Figure C.3 – Béchers contenant les résonateurs, placés dans le bain de nettoyage par ultrasons.

À la suite de cette opération, on usine dans un premier temps la face plane afin de garantir une
surface d’appuie de référence pour la réalisation de la face convexe. L’empilement verre/quartz est
maintenu sur un support circulaire en laiton (cf. figure C.4) qui permet d’appliquer une pression
(manuelle) pour l’usinage mais également de laisser à la lame une rotation libre suivant un axe
normal à son épaisseur afin d’éviter l’apparition d’un angle sur la surface induit par les imperfections
du support d’usinage.

Figure C.4 – Support plan en laiton utilisé pour l’opération de rodage de la face plane.

Ce support d’usinage est un disque en laiton qui possède une vitesse de rotation constante.
Durant la rotation, on maintient le résonateur plaqué contre le disque sur lequel on dépose de
l’aloxite qui sert d’abrasif pour le rodage. On effectue deux opérations de rodage avec des tailles de
grains d’aloxite respectivement de 9µm et 5µm afin d’améliorer progressivement l’état de surface
avant l’opération de polissage. Lors de la découpe des lames, on laisse en général une surépaisseur
de l’ordre de 120µm par face. Durant l’opération de rodage, on enlève une épaisseur de 100µm
sur chaque face. On effectue des cycles d’usinage par tranche de 3 min afin de vérifier l’épaisseur
enlevée progressivement à chaque cycle et ainsi éviter un amincissement trop important sur une
face donnée.
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C.2.2 Polissage

Le procédé de polissage est en tout point semblable à celui du rodage. Cependant, cette
opération s’effectue non plus sur une surface en laiton mais sur un film constitué de fibres naturelles
de satin tissées (cf. figureC.5). De plus, on utilise de l’opaline avec des grains de 1µm à la place de
l’aloxite.

Figure C.5 – Disque plan en laiton recouvert d’un film de fibres naturelles de satin tissées pour
l’opération de polissage.

La rugosité de la face réalisée est mesurée à l’aide d’un palpeur métrologique (cf. figureC.6)
qui balaye la surface sur une plage de mesure d’environ 3 mm au centre du résonateur. On effectue
en plus un balayage sur le diamètre entier de la lame afin de caractériser l’aspect général de la
surface.

Figure C.6 – Palpeur métrologique pour la mesure de l’état de surface des résonateurs.

Une fois la face plane terminée, on décolle la lame de verre pour la recoller sur la face plane
fraichement réalisée afin de procéder à la face convexe. Le procédé d’usinage est identique à celui-de
la face plane, mis à part que les disques utilisés sont concaves caractérisés par un rayon de courbure
identique à celui désiré pour le résonateur final.

En amont de leurs métallisations, les résonateurs sont plongés dans un bain d’alcool puis
nettoyés par ultrasons.

C.3 Dépôt des électrodes métalliques

Dans le cas des résonateurs acoustiques en quartz habituels, la métallisation consiste à déposer
sur la lame de quartz plan-convexe une fine couche (d’environ 150 nm) de métal (dans notre cas
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de l’or) sur les deux faces. Ce revêtement permet de créer les éléctrodes nécessaires à l’excitation
piézoélectrique du cristal de quartz. Cependant, l’or n’adhérant pas convenablement sur le quartz,
une couche d’accroche d’environ 10 nm de chrome est déposée au préalable sur les deux faces de
la lame de quartz. Pour donner la forme souhaitée aux électrodes, les résonateurs sont encapsulés
entre des masques de métallisation qui définissent leur forme (Cf. figure C.7).

Figure C.7 – À gauche (en haut) - Partie inférieure du masque de métallisation. Des lames en
quartz plan-convexe prêtes à être métallisées sont intégrées dans 4 des 8 emplacements. À droite
(en haut) - Partie supérieure recouvrant les lames de quartz et définissant la forme de l’électrode
sur la face opposée. Au centre (en bas) - Masque de métallisation complétement monté.
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Titre : Résonateurs à ondes acoustiques de volume piégées à très basses températures : Application à l'optomécanique. 

Mots clés : Résonateurs BAW en quartz, Énergie acoustique piégée, Cavité Fabry-Perot, Optomécanique, Température 
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Résumé : Depuis plusieurs années, le département Temps-

Fréquence de l’institut FEMTO-ST mène une étude sur le 

comportement des résonateurs à ondes acoustiques de 

volume à énergie piégée dans des cristaux à quartz à 

température cryogénique, typiquement proche de 4 K. Les 

performances en termes de coefficient de qualité mécanique 

relevé à ces températures, plusieurs milliards à quelques 

dizaines de MHz, font des cavités acoustiques en quartz de 

bons candidats pour des sources de fréquences 

cryogéniques ultrastables. Les travaux présentés dans ce 

manuscrit s’inscrivent dans la continuité de ce programme 

d’étude. Ils visent à consolider l’intérêt du quartz mais aussi 

à envisager des solutions alternatives à base de matériaux à 

très faibles pertes acoustiques mais non piézoélectriques 

pour lesquels l’excitation optique est une alternative 

crédible. Les présents travaux peuvent être résumés en trois 

parties majeures :  

- La première partie a été réalisée dans le but de déterminer 

une coupe de quartz possédant un point d’inversion sur sa 

caractéristique fréquence-température aux températures 

cryogéniques. La seule régulation de température du 

résonateur d’une source de fréquence ultrastable est en effet 

insuffisante sans l’existence d’un tel point qui doit servir de 

point de fonctionnement à la régulation thermique. La 

recherche d’une coupe compensée a nécessité une  

 

campagne préliminaire de mesure des coefficients de 

température des coefficients élastiques du matériau, 

inconnus à basses températures. Il a alors été possible, à 

partir de la connaissance de ces coefficients, d’identifier par 

le calcul puis de réaliser une coupe remplissant les 

conditions recherchées.  

- La seconde partie a pour objectif de faire la preuve de 

concept consistant à utiliser une cavité acoustique en quartz 

en cavité optique. Dans sa version de base, le résonateur à 

quartz à onde de volume piégée est plan-convexe (pour 

assurer le piégeage) et à électrodes (métalliques pour 

assurer l’excitation électrique !) déposées sur chacune de 

ses faces. Il est démontré, théoriquement et 

expérimentalement, qu’une telle géométrie fonctionne en 

cavité optique, avec son avantage de simplicité mais avec 

ses limites. Cette structure de base doit être mise à profit 

pour le couplage optomécanique abordé en troisième partie 

et constitue le socle de conception de dispositifs 

optomécaniques plus performants. 

- La troisième partie est consacrée à l’évaluation de la 

pertinence du couplage optomécanique de tels dispositifs 

fonctionnant à température cryogénique. Une étude portant 

sur la quantification théorique du couplage optomécanique 

que peut atteindre une telle cavité a été réalisée. 

 

 

Title : Bulk acoustics waves resonators trapped at very low temperatures : Optomechanical applications. 

Keywords : BAW quartz resonators, Acoustic energy-trapping, Fabry-Perot cavity, Optomechanics, Cryogenic temperature, 

Ultrastable frequency source. 

Abstract : For a few years, the Time and Frequency 

department in FEMTO-ST Insitute has been leading 

research about the behavior of Bulk Acoustic Wave 

(BAW) trapped in quartz crystal at cryogenic temperatures 

(near 4K). 

The measured quality factor are around a few billions at 

few tens of MHz for such temperatures. Acoustical quartz 

cavities are therefore good candidates for ultrastable 

cryogenic frequency sources. The work presented here is 

in the natural continuation of the research cited above. 

They aim at strenghtening the interest for quartz crystal, 

but also to consider alternative solutions with non-

piezoelectric material with very-low acoustical losses, for 

which optical excitation is an option. The following work 

can be summed up in three main parts: 

- The first part is about the determination of a quartz crystal 

cut for which a turnover point exists in the frequency-

temperature curve in the cryogenic region. Indeed, it is not 

enough to barely control the temperature in an ultrastable 

frequency source.   

Such a turnover point needs to be the operation point for 

thermal regulation. Searching a compensated cut arose the 

need for a preliminary measurements campaign of thermal 

coefficients of elastics coefficients of the material, which 

were unknown at low temperature. 

It was then possible, based on these coefficients, to 

calculate and even realize a cut fulfilling the required 

condition. 

- The second part had the objective to demonstrate 

conceptually that using a quartz acoustical cavity as an 

optical cavity was feasible. In its basic scheme, a BAW 

quartz resonator is plano-convex (to ensure the trapping of 

the acoustic wave) and has electrodes (metal-made to 

ensure electrical excitation) deposited on each face. It has 

been demonstrated, both theoretically and experimentally, 

that such a geometry works fine as an optical cavity, with 

its corresponding advantages and limitations. This scheme 

is used for the optomechanical coupling discussed in the 

third part and constitutes the very base for more efficient 

optomechanical devices. 

- The third part is dedicated to the evaluation of how 

efficient will such devices be while functioning at 

cryogenic temperature. A theoretical quantification of the 

optomechanical coupling that these cavities might reach is 

also presented. 
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