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Abréviations et acronymes
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

A Taune d’une époque ou on acquiert des données de taille de plus en plus importante,
avec une complexité croissante de leur nature résultant de la multiplication des sources
d’acquisition, le développement de nouveaux outils permettant de modéliser correctement
ces spécificités devient une nécessité. Dans ce travail, on s’intéresse a un probleme particu-
lier qui est la décomposition de données multimodales qui sont des données caractérisées
par plus de deux modes : par exemple, une image hyperspectrale en présente trois car pour
la décrire dans un systeme de coordonnées, il faut définir un repere comportant trois axes
(un pour la longueur, un pour la largeur, un pour les bandes spectrales). Les techniques
de décomposition auxquelles on s’intéresse peuvent étre vues comme une généralisation

de certaines méthodes établies sur les matrices.
1.1 Contexte

La décomposition de matrices joue un role prépondérant dans le traitement de données
issues de diverses disciplines via des techniques populaires telles que la décomposition en
valeurs singulieres (SVD) ou la décomposition non-négative de matrices (NMF') couvrant
des applications telles que la classification, le débruitage d’images ou la reconstruction

d’'images avec des pixels manquants (aussi appelé Inpainting).

Cependant, la nature de certaines données est en contradiction avec la représentation
matricielle, dans le sens ou elles sont plutot représentées par des outils mathématiques
dont la définition est plus complexe a formaliser que celle des matrices. Par exemple, les
données electroencephalographiques présentent divers modes : elles mesurent typiquement

la valeur du signal pour un pas de temps, une fréquence et un électrode donné, donc pour



les représenter, il faut définir un systeme de coordonnées muni d’un repere a trois axes :
un pour les fréquences, un pour les pas de temps et enfin, un dernier pour les électrodes.
Partant de ce constat, certains auteurs se sont intéressés aux questions suivantes :
— Perd-on de l'information en réorganisant des données multidimensionnelles dans
des matrices ?
— Si oui, que gagne-t-on a utiliser des techniques de décomposition de tenseurs plutot
que des méthodes de décomposition de matrices ?
D’un point de vue intuitif, la réponse a la premiere question ne peut étre que oui et pour
la seconde, la réponse naturelle semble étre une meilleure interpretabilité. Des travaux
effectués ont permis de répondre a ces questions en confirmant les réponses intuitives que

I’on peut avoir.

Les deux décompositions de tenseurs les plus utilisées sont la décomposition de Tu-
cker et la décomposition de Parafac (encore appelée Canonique Polyadique ou CP)
proposée par Frank Hitchcock en 1927 [52], [53] et la décomposition de Tucker pro-
posée par Ledyard Tucker en 1963 [117]. Ces deux décompositions demeurent les plus
courantes avec le développement d’algorithmes efficaces pour les mettre en oeuvre en pra-
tique.

L’objectif de la décomposition de Tucker est d’approximer un tenseur par le produit
d’'un autre tenseur avec un certain nombre de matrices. Associée a des contraintes d’or-
thogonalité, cette décomposition peut étre vue comme le pendant multidimensionnel de
la décomposition en valeurs singulieres [74].

L’idée de la décomposition CP est d’approximer un tenseur donné par une somme de
tenseurs de rang 1. Cette décomposition peut étre vue comme la version multidimension-

nelle de la meilleure approximation de rang k d’'une matrice.

L’intérét pour les tenseurs est motivé par certains travaux expérimentaux qui ont
prouvé, dans divers contextes, que traiter des données multidimensionnelles au moyen de
tenseurs plutot que de matrices donne un meilleur résultat aussi bien pour des taches de
régression que de classification.

Par exemple, dans [63], Yong-Deok et al. ont proposé un algorithme itératif inspiré des
regles multiplicatives pour la décomposition de matrice et ont montré sur un probleme de
débruitage d’images, que la décomposition non-négative de Tucker donnait une meilleure
qualité de reconstruction que la décomposition de matrices non-négative. Shengqi Tan et
al. [114] ont proposé un algorithme de décomposition de tenseurs inspiré de la méthode

ADMM [114] et ont établi que pour un probleme de reconstruction tomographique, la
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décomposition de tenseurs fournit un meilleur résultat que la décomposition de matrices.
Zheng et al. [133] ont introduit un systeme de recommandation a base de tenseurs et
ont prouvé que leur modele capture des interactions plus complexes comparées a celles
inférées via la décomposition non-négative de matrices NMF'. Yoshii et al. [125] ont pro-
posé une approche tensorielle pour la séparation de sources et démontré qu’elle donne de
meilleurs résultats que NMF. Tamir Hazan et al. [51] ont présenté une approche pour la
décomposition non-négative d’un tenseur d’ordre 3 et illustré, via un probleme de clas-
sification d’image, que leur approche produisait de meilleurs scores de classification par
rapport a la stratégie consistant a traiter les données sous forme matricielle. Gaoyun An
et al. [4] ont introduit une approche itérative pour la décomposition non-négative de ten-
seur sous contrainte de faible rang et établi son efficacité par rapport a la NMF sur un

probleme de clustering.

D’un point de vue théorique, divers travaux ont aussi été entrepris et des garanties
théoriques ont été établies en terme d’unicité de la décomposition aussi bien pour la
décomposition de Tucker sous des contraintes d’orthogonalité [74] que la décomposition

CP [66].

1.2 Motivation du travail de these

Dans ce travail, on s’intéresse a deux problématiques particulieres :
— L’apprentissage de dictionnaires multimodaux par décomposition de Tucker ;
— La mise en place de méthodes de décomposition de Tucker efficientes en terme de
gestion de mémoire et/ou en temps de calcul ;
Notre choix de nous restreindre a la décomposition de Tucker est motivé par le fait
qu’elle fait partie des décompositions les plus courantes et peut facilement étre adaptée
pour effectuer d’autres décompositions (par exemple la décomposition CP est un cas

particulier de la décomposition de Tucker).

1.2.1 Apprentissage de dictionnaires par décomposition de Tu-

cker
Récemment, certains auteurs ont commencé a s’intéresser aux liens entre décomposition
de tenseurs et apprentissage de dictionnaires. L’idée est d’apprendre des dictionnaires

multimodaux qui correspondent & des dictionnaires par modes. Tan et al. [114] ont mis

en oeuvre une technique permettant d’inférer des dictionnaires multimodaux via une
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décomposition non-négative de tenseurs. Stevens et al. [110] ont introduit une méthode
non-paramétrique pour 'inférence aussi bien des facteurs latents que du rang.

Les limites majeures de ces méthodes reposent principalement sur leur manque de généricité
[13], c’est-a-dire qu’elles sont difficiles a adapter pour incorporer des contraintes ou im-

posent la connaissance préalable de certains facteurs [13].

1.2.2 Meéthodes de décomposition de Tucker pour un tenseur de

grande taille

Les approches standard pour la décomposition de Tucker, reposant sur des algo-
rithmes itératifs inspirés de techniques bien établies dans le cadre de la décomposition de
matrices et dont 'application se fait via une reformulation de la fonction de cott (pour
le probleme tensoriel) par une opération de matricisation, peuvent avoir une complexité
en espace élevée (par exemple, les schémas de résolution numérique dans certains travaux
[103] pour la décomposition non-négative de Tucker matérialisent le produit de Krone-
cker de N — 1 matrices de saturation, N étant 'ordre du tenseur).

Certaines approches ont été proposées pour contourner ce probleme. Elles se classent
principalement en trois groupes :

— Meéthodes sur le principe ”diviser pour mieux régner” : ces méthodes considerent un
tenseur fixe et inferent les facteurs latents en traitant séquentiellement des sous-
ensembles de composantes de maniere séquentielle plutot que d’utiliser toute la
donnée de maniere simultanée. Des approches ont été proposées dans divers tra-
vaux [77], [13], [84].

Les limitations majeures de ces approches concernent la garantie de convergence
que bon nombre d’entre elles ne fournissent pas et le probleme de vitesse de conver-
gence n’est pas traité.

— Meéthodes a cotit intermédiaire faible : I'idée de ces approches repose sur 'utilisation
simultanée (sans division préalable) de la donnée, mais avec des astuces permettant
de réduire la complexité aussi bien en temps qu’en espace des calculs intermédiaires.
Pour cette classe d’approches, des méthodes aussi bien déterministes qu’aléatoires
ont été proposées [99], [40].

Bien que ces méthodes réduisent le cotit en espace des calculs, elles ne sont pas
applicables lorsque toute la donnée ne tient pas en mémoire.

— Méthodes dites en ligne : ces méthodes considerent un tenseur qui croit séquentiellement
au fil du temps par rapport a un ou plusieurs modes. Hiroyuki et al. [59] ont pro-

posé un schéma de résolution en ligne pour une tache de complétion traduit via
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un probleme de minimisation sur une variété de Stiefel. Une seconde approche
proposée dans [126] permet de résoudre des problemes de prédiction de données
spatio-temporelles.
Les limitations principales de ces méthodes reposent sur leur manque de généricité
(c’est-a-~dire la difficulté d’incorporer des contraintes) ou des garanties de conver-
gence sous de fortes contraintes (par exemple, la méthode proposée dans [59] donne
une garantie de convergence sous la contrainte dite de faible rang).
Conclusion : pour résumer, nous rencontrons globalement pour les classes de problemes
considérées les limitations suivantes :
— Manque de généricité (difficulté de prendre en compte certaines contraintes) ;
— Nécessité d’une connaissance a priori de certains facteurs;
— Résultats de convergence sous des conditions contraignantes ou manque de vitesse
de convergence.
L’objet de nos travaux est de proposer de nouvelles approches pour contourner les limites
présentées ci-dessus et a donné lieu aux publications acceptées dont la liste est donnée
dans la section 1.4 :
— Non-negative Tensor Dictionary Learning : ESANN-2018
— Online multimodal dictionary learning : Conférence pour ’apprentissage statistique-
2018 et Neurocomputing-2019

— Singleshot, a scalable Tucker tensor decomposition : Neurips-2019

1.3 Structure du manuscrit

Le manuscrit est structuré de la maniere suivante :

1. Chapitre 2 : Introduction aux tenseurs et a leurs décompositions.
Ce chapitre décrit I’état de I'art sur la décomposition de tenseurs et introduit les
notions et opérations classiques ainsi que quelques outils numériques en Matlab et

Python.

2. Chapitre 3 : Apprentissage de dictionnaires par décomposition non-
négative de Tucker.
Un des problemes importants pour ’apprentissage de dictionnaires par décomposition
de matrices non-négative NMF est la modélisation efficace des motifs temporels
dans un probleme d’apprentissage de caractéristiques pour des données présentant
une structure séquentielle (d-dimension+temps), par exemple les spectrogrammes.
Dans ce chapitre, nous présentons une approche simple basée sur la décomposition

de tenseurs et interprétable en terme d’atomes de dictionnaires pour atténuer ce
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probleme dans le cadre d’une tache de classification, nos contributions étant : la cla-
rification du lien entre 'apprentissage de dictionnaire par NMF et la décomposition
de Tucker, la proposition d'un probleme de minimisation pour ’apprentissage
de motifs temporels par décomposition non-négative de Tucker et enfin la mise
en place de simulations numériques pour prouver le caractere compétitif des ca-
ractéristiques de classification apprises par décomposition de Tucker par rapport

a la NMF associée au pooling.

. Chapitre 4 : OTL, un algorithme d’apprentissage en ligne de diction-
naires multimodaux par décomposition de Tucker

Nous proposons une approche en ligne pour 'apprentissage de dictionnaires multi-
modaux. La motivation sous-jacente de ce travail est la mise en place d'une méthode
pour décomposer une séquence de tenseurs dans un environnement dynamique (les
tenseurs sont acquis au fil du temps). Notre méthode permet d’inférer une base
génératrice de facteurs latents en traitant les échantillons par petit nombre plutot
que de traiter toute la séquence en une seule fois, d’ou la dénomination en ligne.
Elle repose sur la descente de coordonnées par blocs, la descente de gradient ainsi
que le calcul récursif du gradient avec les contributions suivantes : on introduit une
technique en ligne générique (permettant d’incorporer facilement des contraintes
classiques telles que la non-négativité ou la parcimonie) pour I'apprentissage de
dictionnaires via la décomposition de Tucker avec un résultat de convergence
(vers un point stationnaire du probléeme d’optimisation proposé) et des expériences

numeériques pour évaluer son efficacité.

. Chapitre 5 : Singleshot, une approche par morceaux pour la décomposition
de Tucker.

Nous proposons un nouvel algorithme pour la décomposition de Tucker efficient
en terme de complexité en espace. Etant donné un tenseur X, I’algorithme proposé,
nommé Singleshot, permet d’effectuer I'inférence des facteurs latents en traitant
un seul sous-tenseur de X a la fois. Le principe de notre approche repose sur le
calcul récursif des gradients et la mise a jour cyclique des variables, chaque mise a
jour étant définie via une seule itération de descente de gradients. Une variante de
Singleshot, nommée Singleshotinexact et nécessitant moins de temps de cal-
cul est aussi introduite. Une troisieme méthode, déduite de Singleshotinexact et
désignée par Singleshotonline, est présentée pour la décomposition d’un tenseur
qui croit par rapport a tous les modes sous la contrainte de la passe unique (chaque
sous-ensemble de donnée est traité une seule fois). Enfin, pour Singleshot et Sin-

gleshotinexact, on établit une vitesse de convergence (vers un point stationnaire
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pour Singleshot et un minimiseur pour Singleshotinexact) et 1'n prouve 1'effi-
cacité des algorithmes mis en place via des simulations numériques sur des données

réelles.

5. Chapitre 6 : Conclusion et perspectives
Dans ce chapitre, nous faisons une résumé du travail effectué et présentons d’éventuelles

pistes d’amélioration.

1.4 Liste des articles issus de la theése

Les articles publiés dans cette these sont les suivants :

— Abraham Traoré, Maxime Berar, Alain Rakotomamonjy. Non-negative Tensor Dic-
tionary Learning. European Symposium on Artificial Neural Networks, pages :
585-590, 2018

— Abraham Traoré, Maxime Berar, Alain Rakotomamonjy. Décomposition en ligne
de tenseurs, Conférence pour I'apprentissage statistique, 2018

— Abraham Traoré, Maxime Berar, Alain Rakotomamonjy. Online multimodal dic-
tionary learning. Neurocomputing, 2019

— Abraham Traoré, Maxime Berar, Alain Rakotomamonjy. Singleshot, a scalable

Tucker tensor decomposition. Neural Information Processing Systems, 2019
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CHAPITRE 2

INTRODUCTION AUX TENSEURS ET A LEURS
DECOMPOSITIONS

2.1 Généralités sur les tenseurs

Dans cette section, on introduit les définitions, les opérations classiques ainsi que
certains modeles de décomposition standard pour les tenseurs. Quelques outils numériques

sont aussi présentés. Les références sur lesquelles s’appuie ce chapitre sont les travaux

effectués dans [66], [37], [78], [60], [64],[107].

2.1.1 Définitions

La définition suivante donne la définition formelle d'un tenseur qui peut étre vu comme
une généralisation des matrices avec la possibilité d’avoir plus de deux indices, le nombre

d’indices utilisés pour le décrire étant I'ordre du tenseur.

Définition 1 : tenseur d’ordre N
Un tenseur d’ordre N est un tableau multidimensionnel défini sur le produit tensoriel de
N espaces vectoriels, chaque espace vectoriel étant doté de son propre systeme de coor-

données.

Les exemples les plus classiques de tenseurs sont : les matrices qui peuvent étre interprétées
comme des tenseurs d’ordre 2, les vecteurs qui peuvent étre interprétés comme des ten-

seurs d’ordre 1 et les scalaires qui peuvent étre interprétés comme des tenseurs d’ordre 0.
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La définition suivante présente un sous-tenseur qui est un tenseur construit a partir

d’un autre tenseur. Certains de nos travaux s’appuient sur cette notion.

Définition 2 : sous-tenseur par rapport a un mode
Soit X € RIV*IN yn tenseur d’ordre N. Le i*™¢ sous-tenseur X par rapport au mode n,
noté X € RI>-*In- XIXInp1xXIN et Je tenseur d’ordre N dérivé de X en fivant Uindice
de numéro n a i,, c’est-a-dire :

=X

n )
: . . . . 11,01
( /iy, in- 1, hing1,in TyessIN

La figure 2.1 donne pour un tenseur d’ordre 3, les sous-tenseurs par rapport aux premier,
second et troisieme modes qui peuvent donc étre vus comme des matrices, couramment

appelées coupes par certains auteurs [66].

n

¥

L//%

Mode 1

Mode 2

FIGURE 2.1 — De gauche a droite pour un tenseur d’ordre 3 [66] : sous-tenseurs par rapport
au mode 1 (coupes horizontales), sous-tenseurs par rapport au mode 2 (coupes latérales),
sous-tenseurs par rapport au mode 3 (coupes verticales)

La définition suivante introduit la notion de tenseur diagonal qui intervient dans cer-

taines décompositions classiques.

Définition 3 : tenseur diagonal
Un tenseur diagonal est un tenseur cubique X € R™-*1 (c’est-a-dire un tenseur pour
lequel tous les espaces vectoriels le définissant ont exactement la méme dimension) dont
les éléments extra-diagonauz (ceux qui ne sont pas de la forme X 3,1 <1 <1) sont tous
égaux a 2€ro :

A osti=1 = ..iN

iymin — _
0 sinon.
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2.1.2 Algebre relative aux tenseurs

Dans cette section, nous introduisons les opérations algébriques qui seront utilisées
dans le cadre de notre travail : la matricisation, le produit tenseur-matrice ainsi que les
produits matriciels (Kronecker, Khatri-Rao, Hadamard, produit dyadique) qui inter-

viennent dans certaines décompositions.

La matricisation est 'opération qui consiste a réarranger tous les éléments d’un tenseur

dans une matrice et se fait par rapport a 'un des modes du tenseur.

Définition 4 : matricisation par rapport au mode n
Soit X € R >**IN yun tenseur d’ordre N. La forme matricielle de X par rapport au mode
n est une matrice notée X™ ayant comme nombre de lignes 1, et comme nombre de

colonnes Hl]jzl 1in Lic €t dont les entrées sont définies comme suit :
N N
XE:)] = Xy iy avec j = Z 1k H I (2.1)
k=1,k#n  m=k+1

La figure 2.2 illustre la matricisation par rapport au premier mode d’un tenseur d’ordre

3.

I I I I

FIGURE 2.2 — Matricisation par rapport au premier mode pour un tenseur d’ordre 3[64]

Il existe plusieurs conventions pour l'opération de matricisation. La convention que
nous considérons dans ce manuscrit est celle présentée par 1’équation (2.1) et sur laquelle

repose par exemple 'outil Tensorly [68].

Les définitions 5,6,7,8 introduisent des produits matriciels classiques sur lesquels re-

posent certaines décompositions courantes.

Définition 5 : Produit de Hadamard
Considérons deuxr matrices A,B € RMN_ Le produit de Hadamard de A et B, noté
A« B € RMN st défini par (A B)m’n =An B
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Pour plusieurs matrices A™ € RMXN 1 < m < N, on considéra les notations suivantes :
*mer A™ = AV 5 L AN ¢ RMXN (2.2)

*mEIN¢nA(m) — A4 . <+ A1 *A(n+1)"*A(N) c RMxN (2‘3)

Définition 6 : Produit de Kronecker
Le produit de Kronecker de deur matrices A € RMN et B € R, noté A @ B €

RMKXNL “ost défini par :

A11B) ,A]NB

) )

A®B=

| Av,iB, , AMnB|

avec Apmn, 1 <m <M, T <n <N représentant les composantes de la matrice A.

Cette définition peut se réécrire sous la forme d’indices par :

(A ® B)(m*UKJrk,(nf])LJrl = Am,an,l

On notera le produit de Kronecker de plusieurs matrices A™ € Rm*Jm 1 < m < N
par :

®meINA(m) _ A(]) ® . ® A(N) c R(I1><...><IN)><(]1><...><]N) (2‘4)

®meI A(m) — A(1)® ®A(n—1)®A(n+1)® ®A(N) c R(h Koo X I 1 X T 1 X XINOD X (J1 X e X T 1 X 1 X oo XN
Non .
(2.5)

Définition 7 : Produit de Khatri-Rao
Soient A € RNVM B € RMM deux matrices. Le produit de Khatri-Rao, noté A © B €
RKNXM = correspond o la matrice obtenue en faisant le produit de Kronecker des colonnes

deuz a deuzx, c’est-a-dire :
AOB= [A:J & B:,]) ceey A:,M & B:,M]

avec |,] étant Uopérateur qui empile plusieurs vecteurs dans le sens de la colonne, A.;
(respectivement B.;) représentant la j™¢ colonne de la matrice A (respectivement B) et

® le produit de Kronecker (définition 6).

19



Le produit de Khatri-Rao de plusieurs matrices A™ € RI"*R'1 < m < N sera

alternativement noté par :
Omei A™ = AV @ ..o AN ¢ RIPC-xInxR (2.6)

@mGIN¢nA(m] — A(]) ®..0 A(n71) ® A(n+1)" ® A(N) c R(h XX o1xIppy X In)XR (27)

Définition 8 : produit dyadique de deux vecteurs

Le produit dyadique de vecteurs a € RN, b € RM, noté aob € RN*M  est défini par :

(aob)i’j = a;b;
Le produit dyadique de N vecteurs a, € R, 1 < p <N sera noté ajo....oay € RI*-xIn,

Certains algorithmes pour la décomposition de tenseurs reposent sur le produit tenseur-
matrice qui est une opération dont la forme matricielle est tributaire des opérateurs de

Kronecker et de Khatri-Rao présentés via les définitions 6 et 7.

Définition 9 : multiplication d’un tenseur par plusieurs matrices
Le produit d’un tenseur G € RN *IN quec des matrices A™ e RIm*Im  noté par G x;
A 5o AP AN donne un tenseur X € RIVXIN défing par :
1 2 N _ (1) (N)
X=96 X1 A( ) X9 A( )... XN A( ) — xi],..,iN = Z 9j1»-->jNA‘i1,j1"'AiN,jN (28)
j]v")jN
Pour des raisons de simplicité d’écriture, on adoptera pour le produit tenseur-matrice, les

notations alternatives suivantes :
G AV AP iy AN = Gosper, AP s A™ et Al = G g AT (2.9)

G, AV g AT o AT g AN = G e, AT (2.10)

NB : la notation I} correspond & l'ensemble des entiers de n+ 1 et N (n+ 1 et N
compris).

A la définition par indices du produit tenseur-matrice donnée par I’équation (2.8), on peut
en substituer une basée sur les formes matricielles des tenseurs X et G donnée par (voir

[65] pour les détails du calcul algébrique conduisant & cette expression) :

XMW = ANGM (AV .. e AT e A g ., ®A(N))T — AMgm (®m€IN#HA(m))T
(2.11)
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avec ® correspondant au produit de Kronecker de deux matrices (voir la définition 6).
Dans le cas d'un produit avec une seule matrice par rapport au mode n, la formule se
simplifie :

XM — AMWGm)

Si G € R®R est un tenseur diagonal dont toutes les composantes {G,_,,1 <1 <R}
sont égales a 1, la forme matricielle de X se réécrit sous la forme (voir [65] pour les détails

du calcul algébrique) :

T T

XM =AM (AV o AP o A AN = A™ (Oper,,, A™) (2.12)

avec ® correspondant au produit de Khatri-Rao de deux matrices (voir la définition 7).

Nous rappelons ci-dessous les normes standard que sont les normes ¢; et de Frobenius.

Définition 10 : normes de Frobenius et {;
Les normes de Frobenius et &, d’un tenseur X € RUV-XIN notées respectivement par | X||

et ||X||5, sont définies par :

Nj=

Xl = ( > -'xi,..,m> [l = > X

1<ii<Iy,.,,1<in<In 1<ii<hy,.,,1<in<In
2.2 Décomposition de Candecomp Parafac

2.2.1 Généralités

Cette décomposition a été introduite indépendamment par Hitchcock [52],[53] et par
Cattell [20],[21]. Elle a ensuite été popularisée dans la communauté de la psychométrie
par Carroll et Chang [18] ainsi que Harshman[49] avec des applications dans diverses
disciplines telles que le traitement du signal [120], [121], [46].

Etant donné un tenseur X € RN d’ordre N, I'objectif est de le décomposer comme

une somme finie de tenseurs de rang 1, c’est a dire :

R
X=) AJo..0AlY (2.13)

r=1

tenseur de rang 1

Les vecteurs A;ETTL) représentent les colonnes de la matrice A™ € RIn*R et I'opérateur o le
produit dyadique (voir la définition 8) de deux vecteurs.

Dans la suite, on se référera aux matrices A™ comme des matrices de saturation. Il est &
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noter que cette décomposition existe toujours dans le sens ot tout tenseur X € R >IN

peut s’écrire comme somme finie de tenseurs de rang 1 {A;(}]o...oA;E]T\”} 96],[32].
1<r<R

Un exemple de décomposition pour un tenseur d’ordre 3 est illustré par la figure 2.3

FIGURE 2.3 — Décomposition CP d’un tenseur X € RI>12x1s ¢ ~ 25:1 A;EPOA;()%)OA;()? :
Al eRMAD e R2 AT e RS
L’équation (2.13) peut étre reformulée de diverses manieres :

— Reformulation par composantes donnée par 1'équation (2.14)

Par définition du produit dyadique comme produit des composantes (voir la définition

8), on a :
R

xi],..,iN = Z AE:L«A(N) (214)
r=1

iN T

— Reformulation en terme de produit tenseur-matrice
Par définition du produit tenseur-matrice (voir définition 9), la décomposition CP

peut se rééerire sous la forme suivante (pour une illustration, voir figure 2.4) :
X =39 Xner, AW, T € RRROAM ¢ RInXR (2.15)
Dans cette équation, le tenseur J représente le tenseur identité défini par :

1 sidg=..=1
Ty i, = S N (2.16)

17 emin )
0 sinon.

L’équivalence entre I'équation (2.15) et (2.13) résulte du fait que les expressions
(2.15) et (2.14) sont équivalentes par définition du produit tenseur-matrice.

— Reformulation matricielle donnée par (2.17) : elle provient de calculs algébriques
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A®

p—

FIGURE 2.4 — Décomposition CP d'un tenseur X € RUI*XK . A ¢ RIXRIAR) ¢
R]XR’AB) c RKXR

(voir la définition 9 et les travaux effectués dans [65])
XM =AM (Onery,, A™) ;T <n <N (2.17)

Dans I"équation (2.17), Popérateur ® correspond au produit de Khatri-Rao.

2.2.2 Rang d’un tenseur

Le plus petit entier R tel que I'égalité X = Z'::] A;(,]r)o...oA;(p) ou une de ses formes
équivalentes (décomposition exacte) soit vérifiée est appelée le rang du tenseur. Le rang
d’un tenseur est différent de celui d’une matrice. Quelques différences importantes entre
le rang d’une matrice et d’un tenseur sont les suivantes :

— Un tenseur peut avoir deux valeurs de rang différentes suivant que ces entrées soient
considérées a valeurs dans R (ensemble des nombres réels) ou dans C (ensemble
des nombres complexes). Par exemple, considérons un tenseur X € R**2*2 dont les
premier et second sous-tenseurs (voir la définition 2) par rapport au mode 3 sont
définies par :

"o 10 T
-1 0

58 B yvvin2 T

01

Le tenseur X est de rang 3 sur R et de rang 2 sur C [71]

— Une autre différence majeure résulte du fait qu’on ne peut pas calculer de maniere
simple le rang d’un tenseur quelconque, ce probleme étant NP-difficile [66].

— La valeur du rang peut excéder les dimensions du tenseur [34].

— Plusieurs notions alternatives du rang ont été introduites telles que :

1. Le rang typique : qui se définit comme un entier tel que I’égalité décrite par
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I’équation (2.13) soit vérifiée avec une probabilité strictement positive. Sa valeur
n’est connue que dans des cas particuliers et un tenseur peut avoir plusieurs

rangs typiques sur R.

2. Le rang générique : se définit comme 'unique entier R tel que ’équation (2.13)
soit vérifiée avec une probabilité 1 [31]. Son existence est toujours assurée dans
un corps qui est algébriquement clos [32]. Dans C, il existe un unique rang

typique qui correspond au rang générique [32].

3. Le rang symétrique qui correspond au rang d’un tenseur symétrique défini par :

R
ranks =min{ R: X = Z a,0...... oa, € Cx-x1 (2.18)
r=1 Nfois

ranks admet une formule analytique établie par Alexander et Hirschowitz [2]

et donnée par :

(I+E—])
N1 (2.19)

ranks = |

avec I étant la dimension commune des modes, [a| le plus petit entier supérieur

ou égal a et (T\lf) le nombre de sous-ensembles a k éléments d'un ensemble a M

éléments.

La formule donnée par I’équation (2.19) est valable pour (N, I) ¢ {(3,5), (4, 3), (4,4), (4,5)}
et pour les couples précédents, elle doit étre augmentée de 1.

Par définition du rang comme étant le plus petit nombre de tenseurs de rang 1

dont la somme donne le tenseur d’intérét, on a : R < ranks avec R représentant

le rang. Il a été prouvé par Comon et al. [33] que cette inégalité est une égalité

dans certains cas particuliers.

2.2.3 Unicité de la décomposition CP

L’unicité de la décomposition se définit par la combinaison de tenseurs de rang 1 dont
la somme est égale au tenseur que I'on cherche a décomposer. On ne tient donc pas compte
des indéterminations de permutation et d’échelle. L’indétermination de permutation fait
référence au fait que les tenseurs de rang 1 dans la somme peuvent étre réordonnés de

maniére arbitraire :

X=9x; AV AP x3 AP =7 x; AUP x, AP x; APP (2.20)

P ¢ R®*R est une matrice de permutation et J € RR*®R*R représente le tenseur identité

défini par I'équation (2.16).
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L’indétermination d’échelle fait référence au fait que pour «, 3,0 # 0 tel que 0 = 1,

on a :

Xoe= 3 AVAZAY =3 («al) (5A2) (0AL) (221)
r=1 T=

Considérons un tenseur X € RPI*K d’ordre 3 tel que : X = Zl; A;(})OA;E%)OA;@. Une

condition suffisante d’unicité de cette décomposition est donnée par I’équation (2.22) :
ko) +ka) +kaz) >2xR+2 (2.22)

Ce résultat d’unicité est du a Kruskal [72], [70]. Dans ’équation (2.22), k) représente
'entier maximal tel que k1) colonnes de A" sont linéairement indépendantes. Les en-
tiers k21, ka3 sont définis de maniere similaire. Ce résultat a été étendu par Sidiropoulos

et Bro [105] pour un tenseur d’ordre quelconque N :

N
D Kam 22xR+(N=1) (2.23)

n=1
La condition suffisante donnée par (2.23) est aussi nécessaire pour R € {2, 3}, mais pas

pour R > 3 [14]. Pour d’autres conditions, consulter [66].

2.2.4 Principal algorithme de décomposition

En supposant R fixé, la décomposition CP s’effectue en pratique en minimisant 1’écart
entre le tenseur qu’on cherche a décomposer et son approximation donnée par les facteurs
latents qu’on cherche a inférer, ce qui revient a résoudre le probleme de minimisation

suivant :

min (X, {A(“

AMeRrII xR A N)cRINXR

)}1§n§N) (224)

La fonction de cout ¢ dans I’équation (2.24) est généralement mesurée par la divergence

de Frobenius définie par :

n 1 .
0 {A™Y ) = Sl - > AlVo...oAV|} (2.25)
r=1

Le probleme qui consiste a trouver la meilleure approximation de rang R d’un tenseur est
un probleme mal posé [66] : ceci est principalement di au fait que I’ensemble des tenseurs
de rang au plus R > 1 n’est pas un ensemble fermé.

Cependant, certaines approches ont été proposées pour effectuer la décomposition CP
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en pratique, I'une des plus courantes étant la minimisation alternée. Cette approche fut
initialement proposée par Carroll et Chang [17] ainsi que Harshman [50]. Le principe
consiste & minimiser la fonction de cout donnée par I’équation (2.25) par rapport a une
variable quand toutes les autres sont fixées et ainsi de suite jusqu’a ce qu'un critere d’arrét

préalablement défini soit vérifié. Cette technique est résumée par I'algorithme suivant :

Algorithme 1 : CP-ALS

Entrées : tenseur & décomposer X € RI"*IN Rang R
iter < 0;

Initialiser Ag‘e)r

Répéter
Pour 1 <n < N faire

A™ = arg min ||X(n) — A (QmeIN#A(m))T IF
AM)

Fin Pour

jusqu’a ce que (un critere d’arrét soit vérifié)

Le probleme de minimisation présenté dans Algorithme 1 admet une solution ana-

lytique donnée par [66] :
AN =X (AN o AN o AN o A VT (2.26)
avec V.= ADTAD » & AM-ITAM=T) o AFITAMHT) o 0 ANTAMN o e produit de

Hadamard (voir la définition 5), VT représentant la pseudo-inverse [45] de V.

2.3 Décomposition block term

L’idée sous-jacente a cette décomposition est similaire a la décomposition CP dans le
sens ot on cherche a écrire un tenseur comme une somme finie de produits tenseur-matrice,
c’est-a-dire une somme d’approximations de Tucker (voir section 2.4). Précisément, étant

donné un tenseur X € RI>-*In_ cette approche (illustrée par la figure 2.5), consiste a
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effectuer 'approximation suivante :
R
X~ Y G Xner, A (2.27)
r=1

avec : G, € RIn-X=XInr étant les tenseurs noyaux et A ¢ RIvJnr 7 < n < N les

matrices de saturation.

/

LV

FIGURE 2.5 — Décomposition block term pour un tenseur X d’ordre 3 : X = ZTR:1 S, x4
A g AP i AY

Cette décomposition trouve des applications dans le filtrage de signaux [3], la transmission
sans fil [87]. Le schéma de résolution général de ce probleme est le suivant (pour plus
d’information, consulter [92]) :

— Détermination des tenseurs noyaux G, optimaux ;

— Résolution de problemes de minimisation par rapport & une matrice A™ de satu-

ration quand toutes autres sont fixées.
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Dans la suite, on se focalisera principalement sur la décomposition de Tucker, ce
choix étant motivé par le fait qu’elle peut étre facilement adaptée pour effectuer d’autres
décompositions populaires telles que la décomposition CP et présente diverses applica-

tions.

2.4 Décomposition de Tucker

2.4.1 Généralités

Cette décomposition, introduite dans [117], peut étre vue comme le pendant mul-
tidimensionnel de la décomposition en composantes principales PCA. Etant donné un
tenseur X € R -XIN et N entiers Jy,..,Jn, I'objectif de la décomposition de Tucker

est d’inférer des facteurs latents G € RJI1*-xIN et {A(“ A e RIn¥In dont le

'}
1<n<N’
produit permet d’approximer X (une figure illustrative de la décomposition de Tucker

d’un tenseur d’ordre 3 est donnée par la figure 2.6.), c’est-a-dire :

X~ G xnery, AM =G x; AV x; APy AN (2.28)
Les diverses reformulations de I’équation (2.28) sont données par :
— Reformulation par composantes : elle provient de la définition du produit tenseur-
matrice (voir la définition 9).

(M (N)
xi]vwiN = Z 9j1»--»jNAi1,j1"'A (229)

NN
j])"»jN
— Reformulation matricielle : elle résulte de la définition 9 et de calculs algébriques

effectués dans [65] :

XM~ ANG™ (Rpery, A(mJ)T

— AMGM (AD AT g A AN
(2.30)
Dans I'équation (2.30), 'opérateur ® correspond au produit de Kronecker de deux ma-
trices.
Dans la littérature, le tenseur G, qui est du méme ordre que X, est appelé tenseur noyau
et les matrices A™ sont nommées matrices de saturation. Les matrices de saturation
peuvent étre vues comme les composantes principales relatives a chaque mode (le nombre
de composantes principales pour le mode n étant J,) et les entrées de G comme le degré

d’interaction entre les composantes [66]. Si J,, < I,,Vn, le tenseur G peut s’interpréter

comme le version compressée de X. Le N —uplet {Jn};., -y €st généralement appelé rang
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FIGURE 2.6 — Décomposition de Tucker d'un tenseur X € R>JxK

de la décomposition.

Dans la suite, on se référera a G et {A(“)} respectivement comme le noyau et les ma-
trices de saturation sauf mention explicite du contraire.

A noter qu’un nombre important de travaux sur la décomposition de Tucker imposent des
contraintes d’orthogonalité (ce choix étant probablement motivé par la propriété d’unicité)
sur les matrices de saturation et exploitent le fait que le tenseur noyau soit une version
compressée de X [124],[13] (cette derniere contrainte est généralement appelée ”contrainte
de faible rang”). Cependant, méme si ces deux contraintes sont tres courantes, certaines
approches proposent d’autres types de contraintes comme par exemple la non-négativité

des matrices de saturation et du tenseur noyau [30].

2.4.2 Unicité de la décomposition de Tucker

De maniere générale, la décomposition de Tucker n’est pas unique. En effet, considérons

X ¢ Rix-xIn G ¢ RI-XIN deux tenseurs et {A(“ N matrices tels que :

)}TgngN

x =~ 9 X]TLEIN A(TTL)

Pour N matrices inversibles {B( d’inverses respectifs {(B“‘”)“ }1 N Ona [66] :

n)}lgnSN
X~ (G %mery B™) Xery (A(m) (B(m))ﬂ)

Pour contourner ce probleme, on peut imposer certaines contraintes telles que I'orthogo-

nalité, qui assure I'unicité des sous espaces générés par les facteurs latents [29].
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2.4.3 Algorithmes classiques

Les deux principaux algorithmes utilisés pour la mise en ccuvre de la décomposition de
Tucker reposent sur la contrainte d’orthogonalité des matrices de saturation et considerent
une divergence de Frobenius. Plus précisément, ils reposent sur le probleme de minimisa-

tion suivant [66] :

; (n)
geRnx---xJN,A(n%égxln,A(nnAw:Ie (f)C, S, {A }1§"§N) (2:31)
avec :
1
(2,8, {A™] o) = 316 xmer, A} (2.32)

2.4.3.1 High Order Singular Value Decomposition HOSVD

Cette procédure de décomposition a été introduite en 1966 par Tucker [117]. Sa forme
originelle est décrite pour la décomposition d'un tenseur d’ordre 3.

L’idée de HOSVD est de chercher les composantes qui capturent au mieux les varia-
tions par rapport a chaque mode. En pratique, I’approche consiste pour chaque mode n,
a la détermination de la forme matricielle, puis a la déduction de la matrice de satura-
tion via une décomposition en valeurs singulieres. Ce principe est résumé par 1'algorithme

suivant :

Algorithme 2 : High Order Singular value Decomposition
HOSVD

Entrées : tenseur a décomposer X € RI-*In {] 1, <n<n  dimensions du
noyau ;

Sorties : G, AV, .., AMN

Pour 1 <n < N faire

Y =X Xmelysn AT

U,S,V =SVD (Y™)

A™ « les ], vecteurs propres associés aux J, plus grandes

valeurs propres

Fin Pour
G — X Xpep,, AMT
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2.4.3.2 High Order Orthogonal Iterations HOOI

Cet algorithme est basé sur la minimisation alternée (minimisation de la fonction de
colit par rapport une variable quand toutes les autres sont fixées) avec contraintes d’or-
thogonalité. Les origines de la minimisation alternée pour la décomposition de Tucker
remontent a des travaux effectués en 1980 par Kroonenberg et De Leeuw [69] qui pro-
poserent une méthode alternée pour la décomposition de Tucker dun tenseur d’ordre 3.
Cette méthode fut ensuite étendue pour un tenseur d’ordre N > 3 par Kapteyn, Neude-
cker, et Wansbeek [57]. Ces travaux précédents furent ensuite améliorés par De Lathauwer,
De Moor, et Vandewalle [75], notamment au niveau du calcul des vecteurs propres associés
aux plus grandes valeurs propres résultant de la décomposition en valeurs singulieres des

formes matricielles. La méthode HOOI est résumée dans 1'algorithme suivant :

Algorithme 3 : High Order Orthogonal Iterations HOOI

Entrées : tenseur a décomposer X € RN {J 1
Sortie : G, AM .., AN
Répéter
Pour 1 <n < N faire
Y X Xmery . AT
U,S,V =SVD (Y™)

A™ « les J, vecteurs propres des plus grandes valeurs propres
Fin Pour

jusqu’a ce que (un critere d’arrét soit vérifié)
G — X Xper, AMT

Remarque 1 . Les travauz effectués dans [74] donnent une explication convaincante
la question “pourquoi la décomposition de Tucker avec des contraintes d’orthogonalité
peut étre considérée comme le pendant multidimensionnel de la décomposition en va-
leurs singuliéres pour les matrices SVID” : pour un tenseur X € RWXIN s gssurent
Uexistence des facteurs latents G € R +XIN(associé a des contraintes d’orthogonalité
par sous-tenseur, c¢’est-a-dire le produit scalaire de deuxr sous-tenseurs différents par rap-
port & n'importe quel mode est égal a zéro) et A™ matrices orthogonales (telles que

AMNTAM =1) dont le produit est égal a X.
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2.4.4 Variantes importantes de la décomposition de Tucker

On présente dans cette section les variantes de la décomposition de Tucker abordées

dans le cadre de notre travail.

2.4.4.1 Décomposition en ligne de Tucker

Dans une multitude d’applications, les données multimodales sont représentées par des
séquences (une séquence étant un ensemble d’échantillons représentés par des tenseurs),
spécialement dans des applications pour lesquelles les données sont acquises de maniere
séquentielle au fil du temps (e.g. données climatiques [123]). Une stratégie naturelle pour
traiter ces séquences reviendrait a employer, apres 'acquisition de chaque nouvelle ob-
servation, des décompositions standard. Cette stratégie présente une limite majeure, qui
est que les opérations intermédiaires résultantes peuvent avoir une complexité en espace
élevée (par exemple, certaines approches pour la décomposition non-négative de Tucker
[103] matérialisent le produit de Kronecker de N — 1 matrices de saturation, N étant
l'ordre du tenseur). Il est donc primordial de mettre en place des approches permettant
de traiter les échantillons par petit nombre plutot que de traiter toute la séquence en une
seule fois.

Dans la littérature, les techniques de décomposition en ligne pour la décomposition de
Tucker peuvent étre classées en deux principales catégories. Pour la premiere classe de
méthodes, le principe repose sur l'inférence des facteurs latents en traitant les observations
dans la séquence une par une [118], [59]. Le principe de la seconde classe de méthodes re-
pose sur le fait d’empiler toutes les observations (aussi bien celles déja acquises que celles
qui le sont nouvellement) et mettre & jour les facteurs latents de manieére récursive. Le re-
cours aux observations déja acquises n’est pas requis pour le premier groupe de méthodes
alors qu’il I'est pour le second.

On s’intéressera plutot a la premiere classe de méthodes, notre objectif dans la suite de
ce manuscrit étant la mise en place d’une nouvelle méthode utilisant chaque observa-
tion une seule fois, ce qui est intéressant car le maintien en mémoire des observations
déja acquises n’est pas nécessaire. Des techniques ont déja été proposées pour cette classe
d’approches. Thiernithi et al. ont présenté dans [118] une approche dans le cadre de I’acqui-
sition comprimée, dont le principe est d’inférer les facteurs latents via des regles de mises
a jour récursives. Etant donné deux séquences de tenseurs {Xy, .., X1}, X; € Rl -xIn et

{G1y ..y G1},G; € RI-XIn e probleme résolu est le suivant

A

N
min o D Bl — G xi ALy AN (2.33)
) ]:]
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avec 35 > 0 étant un parametre d’oubli.

Les facteurs latents sont ensuite inférés via des statistiques résultant de la réformulation
de la fonction donnée par 1'équation (2.33) permettant de mettre a jour les facteurs latents
via une descente de gradient et en traitant une seule observation a la fois.

La limite de cette approche résulte du fait qu’elle suppose que le tenseur noyau est fixé a
I'avance, ce qui est assez restrictif de maniere générale (car on n’a, la plupart du temps,
aucune idée de sa forme), méme si ¢’est une hypotheése naturelle en acquisition comprimée.
Une approche riemannienne (c’est a dire le probleme d’optimisation associé est formulé
sous forme d'un probléeme contraint, la contrainte étant définie par une variété) a été

proposée par Hiroyuki et al. [59], le probléeme de minimisation résolu étant :

min 1Pa(X) — Pa(Xapprox) [IF (2.34)
sous la contrainte Xapprox = G X1 AW 55 AP g ABAMNTAM =T Tank(Xapprox) = T-
Dans I’équation (2.34), opérateur Pq est 'opérateur qui met a zéro les composantes dont
les indices se trouvent dans Q) et I représente la matrice identité.
Cette méthode impose l'orthogonalité sur les facteurs, ce qui n’est pas pertinent pour
certaines taches concretes (par exemple, pour des données avec des composantes non-
négatives, il est nécessaire d’imposer des contraintes de non-négativité sur les facteurs
pour maintenir le sens physique [30]). Une autre approche, dont le principe repose sur la
projection sur des sous-espaces aléatoires a été proposée par Yu et al. [126] dans le cadre
de la prédiction de données spatio-temporelles. Cette approche repose sur I’hypothese de
faible rang (représentant une contrainte sur la nature de la donnée) qui n’est pas vérifiée
en pratique pour toutes les données.
Globalement, la classe d’approches de décomposition en ligne de Tucker a laquelle on
s’'intéresse présente les limites suivantes :
— Fortes contraintes sur les facteurs latents comme 1'orthogonalité [59], ce qui conduit
a I'impossibilité de les étendre pour introduire d’autres types de contraintes telles
que la non-négativité ;
— Connaissance préalable de certains facteurs de la décomposition [118], ce qui n’est
pas acquis pour de nombreuses applications
— Contraintes fortes sur la nature de la donnée [59], ce qui réduit le cadre d’applica-

tion des méthodes concernées.
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2.4.4.2 Techniques de décomposition de Tucker pour un tenseur de grande

taille

La mise en place d’une approche efficace pour décomposer un tenseur de grande taille
dans un cadre statique (c’est-a-dire que le tenseur est fixé) est un probléme intéressant
pour deux raisons principales : premierement, on ne peut pas toujours charger en mémoire
un tenseur d’intérét et deuxiemement, le processus de décomposition peut résulter en un
probleme de gestion de mémoire [67].

Plusieurs méthodes déja été établies pour ce probleme. Zhe et al. [132] ont proposé une

approche basée sur le probleme suivant :

gAgﬁwﬂX—gx“w&xNANﬁ (2.35)
sous la contrainte AMTAM =1 1 <n <N.
L’algorithme sous-jacent est une modification de HOOI avec des schémas de calcul per-
mettant de distribuer les divers produits tenseur-matrice.
Une autre approche proposée par Becker et al. [13] repose sur la minimisation alternée
avec l'incorporation d’opérateurs de Sketching (voir Annexe 1) pour la réduction de la
dimension des problemes :

— Probléme résolu

N@%WJX—SXLN”XWXNANM (2.36)

— Mise a jour de la matrice A™
mAin HT(H) (®meIN¢nA(n)) GMWAT _ T(ﬂ)(y(ﬂ))”%

Dans cette équation, T™ représente un opérateur de Sketching.
— Mise a jour de G
mgin | T (®me1NA(m)) — T3 vec(X)||?

avec T9 représentant un opérateur de Sketching.
Plus généralement, les méthodes présentant des stratégies de décomposition pour un ten-
seur de grande taille peuvent étre subdivisées principalement en deux groupes :
— Classe 1 : les méthodes reposant sur le principe du ”diviser pour mieux régner”
Les méthodes dans cette classe permettent de réduire la complexité en espace en
décomposant un tenseur d’intérét via le traitement séquentiel de sous-tenseurs et

se subdivisent en trois sous-classes principales :

1. les méthodes distribuées [132],[22],[95],[28]
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2. les méthodes reposant sur le calcul du produit tenseur-matrice a la volée [16],[24],[13],[94]

3. les méthodes traitant séquentiellement des composantes tirées de maniere aléatoire

[85],[104],[41],[112],[131],[61],[130],[98],[81],[25],[76]

— Classe 2 : les méthodes a cout intermédiaire faible

Ces méthodes, utilisant toute la donnée, mettent en place des stratégies pour
réduire le cout des calculs intermédiaires de la décomposition de Tucker. On peut
ranger dans cette classe d’approches la méthode [13] décrite plus haut. D’autres
approches aussi bien aléatoires [23],[88],[40],[106],[116],[129],[27] que déterministes
[113], [10],[108], [11],[30], [56],[79],[91] ont également été proposées. Les limites prin-
cipales de ces approches résultent du fait qu’elles utilisent toute la donnée d’un seul
coup, ce qui conduit a leur non-applicabilité quand le tenseur a décomposer ne tient
pas en mémoire.

Pour les approches de décomposition de Tucker pour un tenseur de grande taille, cer-

taines méthodes assurent une garantie de convergence [13] ou établissent une borne sur

I'erreur d’approximation [6]. Cependant, la vitesse de convergence pour la décomposition

de Tucker d’un tenseur de grande taille n’est pas encore établie.

2.4.4.3 Apprentissage de dictionnaires multimodaux par décomposition de

tenseurs

Récemment, certains auteurs ont proposé des techniques d’apprentissage de diction-
naires par décomposition de tenseurs.
Soltani et al. [109] ont proposé une méthode consistant a inférer un dictionnaire tensoriel

RPXTXR

a partir du tenseur d’entrainement Y € par résolution du probleme suivant :

min Y —D « F7 + AMF + Lgsxrax (3) + Lp (D) (2.37)

avec D € RPS*R 3 € R>*TR D = {D € RP>*SR|| D} < /p x T} on Vopérateur * est
défini par :
D « H = fold (circ (D) unfold (H))

Pour un tenseur A € R»™™ (dont les formes matricielles sont notées par A™), les

opérateurs unfold, circ, fold sont définis comme suit :

Al A A AR
. AD A AL

fold(A) = ,circ(A) = , unfold= inverse de fold.
A AW A= A

Ce probléme_ est ensuite reformulé par séparation de variables et résolu par ADMM]15].
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Une limite importante de cette technique découle du fait qu’elle n’est pas appropriée pour
certains taches telles que les problemes de classification.

Wu et al. [122] ont proposé une approche pour la classification d’images consistant a
I’apprentissage de deux matrices de dictionnaires spatiaux et une matrice de dictionnaires
pour les exemples d’entrainement. L’idée de la décomposition est d’inférer les dictionnaires
tout en cherchant a minimiser la dispersion intra-classe via le probleme de minimisation

suivant :

min Z 1YL — XL x; DV x, D" x; DV||2 (2.38)

DW,DH DN x!

oy (Tr( +iZiZB /[l (D) DﬂH%)

i€{W,H,N} c=1 1=1 h#c q=1
sous la contrainte de parcimonie des tenseurs X\

Y. est le tenseur d’ordre 3 obtenu en empilant dans le sens du dernier mode les images
appartenant & la classe c, les matrices DV = [D}(W), veny D]L1 (W), vy DL(W), ...DEC(W)] €
Rdwxmw DM — [D}(H), ey D]L‘(H), o D1C(H), ...DEC(H)] € Rdxmn représente les dictionnaires
spatiaux, S,, correspond a une matrice de dispersion intra-classe. La principale limite de
cette approche résulte du fait que le nombre de parametres a régler est important.
Zubair et al. [136] ont proposé une approche basée sur la décomposition de Tucker clas-
sique avec une contrainte de parcimonie sur les entrées du tenseur noyau. Cette méthode
n’impose de contraintes sur les facteurs latents, ce qui n’est pas pertinent dans certaines
applications (par exemple pour la décomposition d’un tenseur avec des composantes non-
négatives).

Les autres approches de la littérature présentent des limites similaires a celles mentionnées

pour les méthodes présentées ci-dessus.

2.5 Outils numériques pour la décomposition de ten-

Seurs

Dans cette section, nous présentons brievement les outils numériques pour la décomposition

de tenseur aussi bien en Python qu’en Matlab.

2.5.1 Matlab

Trois exemples d’outils en Matlab sont les suivants :
— The N-way Toolbox for MATLAB [5] : est un outil qui fournit une large gamme

de fonctions et d’algorithmes pour la décomposition de données multimodales.
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Plusieurs décompositions sont prises en compte, telles que : la décomposition
CP, la décomposition de Tucker, la régression multilinéaire partielle, etc. Ces
décompositions peuvent étre effectuées avec certaines contraintes classiques telles
que la non-négativité ou 'orthogonalité.

— MATLAB Tensor Toolbox [7],[8],[9] : propose un ensemble de fonctions pour sup-
porter les opérations classiques sur les tenseurs telles que la multiplication d'un
tenseur par une matrice ou la matricisation. Les décompositions CP et Tucker
sont prises en charge via des approches basées sur la minimisation alternée. Il four-
nit également un support pour la gestion des tenseurs parcimonieux (c’est-a-dire
contenant des composantes nulles).

— Tensorlab [119] : cet outil est 'un des plus complets actuellement avec une large
gamme d’algorithmes pour un important nombre de factorisations (pour des ten-
seurs aussi bien réels que complexes) telles que : la décomposition CP, la décomposition
de Tucker, la décomposition block term. Différents algorithmes pour les probléemes
de factorisation sont proposés avec la possibilité d’inclure des contraintes populaires

telles que la non-négativité ou I'orthogonalité.

2.5.2 Python

Les outils aboutis sont bien moins nombreux en Python qu’en Matlab. L'un des plus
récents est Tensorly [68]. Tensorly fournit des algorithmes pour les décompositions CP
et Tucker avec possibilité d’inclure des contraintes (non-négativité et orthogonalité). Tl
présente également un systeme de back-end pour représenter les données et effectuer de
maniere transparente des calculs numériques : NumPy, MXNet et PyTorch offrant ainsi
que la possibilité (via MXNet et PyTorch) de faire du calcul sur GPU. L’implémentation

de nos travaux reposent sur Tensorly.

2.6 Conclusion

Dans la suite, nous présentons les travaux effectués dans le cadre de cette these qui

comprennent :

— Une approche pour I'apprentissage de dictionnaires par décomposition non-négative
de Tucker pour laquelle nos contributions sont les suivantes : on clarifie le lien
entre apprentissage de dictionnaires, NMF et décomposition de Tucker dans un
contexte de classification, un probleme de minimisation est proposé pour 'appren-
tissage de motifs temporels par décomposition de Tucker et 'efficacité de notre

méthode est démontrée via des des expériences numériques .
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— Une méthode pour 'apprentissage de dictionnaires en ligne via la décomposition
de Tucker avec les contributions suivantes : on met en place une nouvelle ap-
proche pour I'apprentissage de dictionnaires multimodaux dont la convergence est
prouvée pour le probleme d’optimisation proposé et I'efficacité démontrée via des
expériences numériques.

— Une technique pour la décomposition de Tucker d'un tenseur de grande taille
dans un cadre statique (tenseur fixé) avec comme contributions : la proposition
d’une nouvelle approche pour la décomposition de Tucker efficiente en terme de
gestion de mémoire pour laquelle on établit une vitesse de convergence ainsi que

son efficacité via des expériences numériques.
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CHAPITRE 3

APPRENTISSAGE DE DICTIONNAIRES PAR
DECOMPOSITION NON-NEGATIVE DE TUCKER

3.1 Contexte

L’apprentissage de dictionnaires est une technique standard utilisée dans divers do-
maines tels que le traitement du signal [54, 55], le débruitage d’images [26] ou la classifi-
cation de signaux [101].

Quand la donnée que l'on cherche a traiter présente une structure particuliere telle
que la non-négativité, une pratique courante est d’incorporer une contrainte de non-
négativité dans le probleme d’apprentissage de dictionnaires, résultant sur un probleme
de décomposition non-négative de matrices dont 'objectif est d’approximer une matrice
non-négative S par le produit de deux matrices non-négatives W et H. Cette approxima-
tion se fait par la minimisation de fonctions de cout faisant intervenir différentes mesures,
trois des plus courantes étant la divergence euclidienne [127], la divergence de Kullback-
Leibler [89] ou encore la divergence de Itakura-Saito [42].

Un domaine d’application important de la NMF est ’analyse de signaux audio pour la-
quelle les signaux sont généralement représentés par leurs représentations temps-fréquence.
Une limite importante de la NMF par minimisation de divergence euclidienne dans ce
cadre est la difficulté a modéliser correctement les motifs temporels dans un signal audio
du au fait que les colonnes de la matrice de dictionnaire sont traitées indépendamment

les unes des autres dans un probleme d’apprentissage de dictionnaires, c¢’est-a-dire :

S~ WH= S~ (WP) (P 'H)
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avec P étant une matrice de permutation, P~' I'inverse de P.
Certaines approches ont été proposées pour limiter 'ampleur de cette difficulté. Une va-
riante de la NMF, introduite dans [44] pour la découverte de motifs temporels, exprime
chaque matrice non-négative comme combinaison linéaire de patchs temps-fréquence.
Cette solution conduit a des solutions sous-optimales car elle n’exploite pas la répétition
des motifs temporels [47]. Une solution basée sur la décomposition de tenseurs a été
suggérée dans [47], mais n’a pas été investiguée en profondeur. Notre objectif est de pro-
poser une extension naturelle de la NMF basée sur la décomposition de Tucker. L’ap-
prentissage de dictionnaires par décomposition de tenseurs a déja été investiguée [102, 26].
La méthode présentée dans [109] ne prend pas en compte I'information de classe et celle
établie dans [122] nécessite le réglage d’'un grand nombre de parametres. Les autres ap-
proches présentent des limitations similaires.
Notre méthode étend les approches existantes en permettant la sur-complétude des atomes
de dictionnaires et en tirant parti de I'information de classe dans un cadre de classifica-
tion.
Nos contributions sont les suivantes :
— On clarifie le lien entre 'apprentissage de dictionnaires, la NMF et la factorisation
de tenseurs dans un contexte de classification ;
— On propose un probleme de minimisation pour ’apprentissage de motifs temporels
par décomposition non-négative de Tucker ;
— On effectue des simulations numériques sur des données synthétique et réelle et
prouve que les caractéristiques (pour la classification) apprises par notre approche

sont compétitives par rapport a la NMF associée a une opération de pooling.

3.2 Décomposition non-négative de matrices

L’objectif de la décomposition non-négative de matrices est d’approximer une matrice
S non-négative (dont les entrées sont toutes supérieures ou égales a zéro) par le produit
de deux matrices W et H toutes les deux non-négatives. L’approximation cherchée est

donc la suivante (voir figure 3.1 pour une illustration) :
S~WH, H>0,W >0 (3.1)

ou les inégalités H > 0, W > 0 font référence a la non-négativité des composantes.

L’approximation (3.1) est effectuée en pratique par résolution du probléeme de minimisa-
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tion suivant :

min ¢ (S, §> ,sous la contrainte S = WH (3.2)

W>0,H>0
avec { étant une fonction de cott encore appelée divergence qui est généralement définie
de telle sorte a éviter la divergence des composantes de W tout en assurant que certaines

composantes de H sont nulles.

S W H
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F1GURE 3.1 - [lustration de la décomposition non-négative de matrices. La couleur noire
correspond aux composantes nulles et les autres a celles qui sont strictement positives et
finies. On cherche donc a approximer une matrice S par le produit d’'une matrice W non-
négative dont les composantes sont finies et d’une matrice non-négative H dont certaines
des composantes sont nulles.

3.3 De la NMF a la décomposition non-négative de

Tucker

Etant donné un ensemble de L signaux représentés par des spectrogrammes {S;}, <i<L
(représentation de la puissance d’un signal en fonction du temps et de la fréquence) et
un entier Ky représentant le nombre d’atomes de dictionnaires, 'apprentissage de diction-
naires via la décomposition non-négative de matrices NMF est généralement formulé via

le probléme suivant (résumé par la figure 3.2) :

L L
MG ) T ke gy et D ISt = WOH I+ AW 42D |[Hils. (3.3)
i=1

i=1

La matrice W) ¢ RiXKf, contenant les atomes de dictionnaires (représentés par ses
colonnes), est appelée matrice de dictionnaires. Les matrices H; sont des coefficients d’ac-
tivation. On parle de dictionnaires sur-complets si K > F.

Dans I'équation (3.3), le second terme permet d’éviter la divergence des atomes de dic-
tionnaires (c’est-a-dire qu’on essaie de faire de telle sorte que les composantes de W) ne

prennent pas des valeurs infinies) et le troisieme permet d’inférer des coefficients d’acti-
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FIcURE 3.2 — Illustration de la décomposition non-négative pour un ensemble de matrices
non-négatives {Sy}; .o . Les couleurs suivent la méme logique que la figure 3.1 : couleur
noire pour les composantes nulles et les autres couleurs pour les composantes non-nulles.
Chaque matrice Sy est approximée par le produit deux matrices non-négatives W' (dont
toutes les composantes sont finies) et Hy (dont certaines des composantes sont nulles). La
disposition des matrices S (ainsi que Hy) signifie qu’elles sont empilées horizontalement)

vation parcimonieux (c’est-a-dire contenant des composantes nulles).

Considérons un tenseur d’ordre 3 8 € RE*F*T dont les sous-tenseurs par rapport au pre-
. 1 , L . . Lo
mier mode 8; représentent les spectrogrammes {S;};_;. Le probleme (3.3) peut étre réécrit

sous la forme suivante :

ket [8 = HO WO £ A [WOIR 4 A3, (34)

MU0 erT X 3eert

Dans 'équation (3.4), le tenseur H est un tenseur d’ordre 3 dont les sous-tenseurs par
rapport au premier mode représentent les matrices {Hi}iLzl.

L’équivalence entre les deux formulations données par les équations (3.3) et (3.4) est
prouvée en Annexe 1.

Un probleme important avec la NMF résulte du fait que tout ensemble d’atomes de dic-
tionnaires {W:(’QJ <k< Kf} est invariant par rapport a une permutation des colonnes

de S;, ce qui gomme toute information temporelle au niveau des atomes de dictionnaires.

Dans l'objectif d’atténuer 'ampleur de ce probleme, nous introduisons explicitement
dans la formulation (3.4) une matrice W pour mieux localiser les motifs temporels
présents dans les signaux. Cette matrice contient K; atomes de dictionnaires temporels
qui seront associés aux Ky atomes de dictionnaires fréquentiels de W7,

Ce modele tensoriel revient donc a approximer chaque spectrogramme comme une com-
binaison linéaire de Ky x K; éléments de base {W;()Q(W;(fq))T}, permettant ainsi la sur-

complétude si 'on choisit K¢ et K; tels que F x T < K¢ x K¢. On obtient donc un nouveau
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probleme de minimisation donné par :
Minyo wio a8 — I x2 W oxs W L AW+ A W+ A3 (3.5)

sous la contrainte W ¢ R Wt ¢ RTKe g0 ¢ REPHFK

Cette décomposition est connue sous le nom de Tucker2 [66], avec des termes de pénalité
dont la motivation émane de I'apprentissage de dictionnaires.

L’intuition derriere ce probleme est qu’étant donné la minimisation de ’erreur d’ajuste-
ment et la contrainte de non-négativité, les structures temporelles de nos signaux émergeront
via la matrice de dictionnaires temporels W . Comme on peut s’y attendre, la taille du

probléme peut étre tres importante si on choisit K¢ et K tres grands.

3.4 Cadre de classification

Supposons que notre objectif étant de classer des signaux représentés par leurs spectro-
grammes {Sy}; < suivant un certain nombre d’étiquettes {my}; .. . Comme on cherche
a exploiter les informations de classe dans la décomposition, on propose le probleme de

minimisation suivant :
Minyw o wi gesn,po 18 — F xa W WO £ AW + A WY (3.6)

HAF + Acl|€ — FC x2 BY x5 BY [ + AL B[7 + A5 B3,
sous la contrainte W' e ]RiXKf,W(t) e RP® g e RB‘FXKfXK‘, B! ¢ REfXKf, B ¢ Rk

Comme [101], le role des matrices B'Y et B!Y) est de faire de telle sorte que les coefficients
d’activation s’alignent sur linformation de classe portée par le tenseur € € RE*KrxKe
construit similairement a la méthode présentée dans [101]. Pour simplifier, supposons que
K et K; soient divisibles par le nombre de classes M. Le tenseur €, contenant exclusive-
ment O et 1, est défini par :

i e =1 (3.7)

k,mk><Imf:(mkﬂ)x]mf,mkxm.(mkﬂ)xm [Imf,mt]

Dans I'équation (3.7), 1pq) représente la matrice de taille P x Q et dont toutes les com-
posantes sont égales a 1 et my représente la classe de I'exemple k.
Par exemple, supposons qu’on a trois exemples appartenant a trois classes différentes avec

K¢ = Ky = 6. Le tenseur € € R3%6%6 st défini comme suit :
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1 1T0000 000000 0000O0O
1 1T0000 000000 000000
000000 001100 0000O0O
61,:,: = ) 82,:, = ) 63,:,: =
000000 001100 0000O0O0
000000 000O0O00O0 000O0T1
000000 0000O00O0 000O0T1
Dans ce cadre, le terme de régularisation va inciter les éléments {W(? I W(? e } a se foca-
S0 Tk
liser sur la reconstruction du signal de la classe 1. De méme, les éléments W_(f]) fo IE W.(t])t gl }
hIIXT L hFEXT
(respectivement, {W‘(?] . ,VV_(;)It ’ }) vont se concentrer sur la reconstruction du signal
he3f He3t

de la classe 2 (respectivement de la classe 3).

N’admettant pas de solutions analytiques, le probleme d’apprentissage de dictionnaires
(3.6) est résolu par minimisation alternée : on minimise la fonction de cotlt par rap-
port a une variable quand toutes les autres sont fixées jusqu’'a ce qu’un critere d’arrét
préalablement défini soit vérifié. Chaque probleme de minimisation résultant, de la forme
ming> ||X — ABJ|# (obtenu par I'opération de matricisation de la décomposition de Tu-
cker) est résolu par descente de gradient projeté [127]. Ce choix est motivé par efficacité
de cette approche pour la résolution de problemes de minimisation convexes sous des
contraintes linéaires.

Apres 'inférence des dictionnaires, on calcule les caractéristiques de classification en proje-
tant les spectrogrammes (associés aux exemples d’entrainement et de test) sur les matrices
de dictionnaires inférées indépendamment de l'information de classe. Notons respective-

ment F; et S; la caractéristique et le spectrogramme associé a I’exemple 1. On a :
F; « vectoriser(F;) (3.8)

Fi —argmin {||S; — G x1 W x; W2+ NG| } (3.9)

J¢xJ
GeR[TT

Remarque 2 : [’équation(3.8) est utilisé aussi bien pour les caractéristiques d’entrainement
que de test. Cependant, ce sont uniquement les exemples d’entrainement qui interviennent

dans la décomposition de des dictionnaires W' et WU

3.5 Expériences numériques

Dans cette section, on appellera notre approche TDL. L’objectif de ces expériences est

d’illustrer 'efficacité de notre approche tensorielle par rapport a la NMF dans ’appren-
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tissage de motifs temporels a partir de la représentation temps-fréquence. Notre approche
est comparée au probleme de NMF supervisé présenté dans [101] suivi d’une opération
de vectorisation (on réordonne les éléments de la matrice en vecteurs), d’une opération
de max-pooling (on construit un vecteur dont les composantes représentent le maximum
sur les colonnes) ou mean-pooling (le vecteur résultant est déduit on calculant la valeur
moyenne sur les colonnes). Pour chaque approche, le nombre d’atomes de dictionnaires
fréquentiels est choisi de maniere identique pour toutes les méthodes (NMF et TDL) et
les caractéristiques extraites sont données a un SVM a noyaux pour la tache de classifi-
cation. Tous les hyper-parametres (ceux du SVM inclus) sont déterminés par validation
croisée (5-fold) sur I'ensemble d’entrainement. Pour la NMF, les composantes des points
initiaux sont tirées d’une distribution uniforme sur [0, 1] et pour TDL, en résolvant des

problemes de NMF définis via les formes matricielles de 8 et €.

3.5.1 Données synthétiques

20 A ———— ——

D 1 L 1} X T T T T T T
 — —

20 - —— —

D T 1 1 | L L1 1 1 1} 1}
 — —————————

20 -

Basse fréquence Haute fréquence

FIGURE 3.3 — Exemples de spectrogrammes (représentation de la puissance du signal en fonction du
temps et de la fréquence) pour chaque classe de signaux. A gauche et & droite, on a des signaux haute
fréquence et des signaux basse fréquence avec différentes longueurs dans le temps. L’axe des ordonnées
(axe vertical) correspond aux fréquences et 'axe abscisses (axe horizontal) correspond au temps. Les
niveaux de gris correspondent a ’énergie des motifs de fréquence qui présentent différentes durées

Cette base de données est composée de 400 exemples répartis équitablement entre 8
classes représentant des lieux. L’objectif est de classer les signaux, ce qui revient dans ce
cadre a faire la différence entre deux lieux différents. Chaque signal est la somme de deux
sinusoides présentant des durées diverses dans le temps. Chaque spectrogramme est dimen-
sionné a 25 x 25 et bruité par un bruit uniforme (voir la figure 3.3 pour des exemples). Le

critere d’évaluation considéré est la précision moyenne (voir [101] pour la définition) , qui
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FI1GURE 3.4 — Gauche : courbe d’apprentissage. NMF vec, NMF mean et NMF max : les
caractéristiques sont déterminées par vectorisation, max-pooling, mean-pooling, Droite :
exemple de dictionnaires temporels montrant les structures temporelles apprises

est un critere standard utilisé dans les problemes de classification. La courbe d’apprentis-
sage, donnant le taux de classification en fonction du nombre d’exemples d’entrainement
utilisés est donnée par la figure 3.4 (chaque score de cette figure (partie gauche) cor-
respond a une moyenne calculée sur 5 bruits aléatoires différents). Notre approche donne
des caractéristiques de classification discriminantes avec juste 24 exemples d’entrainement
(une moyenne de 3 exemples par classe) et produit de meilleurs résultats comparée a la
méthode NMF. Cela prouve que notre approche capture mieux I'information temporelle
car les données sont construites pour qu’elle soit discriminante. De plus, la figure 3.4 (a
droite) montre bien deux motifs de fréquence séparés par un temps de latence exactement

comme sur les spectrogrammes (voir la figure 3.3).

3.5.2 DCase2013 data

Cette base de données réelle a été introduite pour la classification de sceénes audio. La
base de données est composée de 10 classes représentant divers types de lieux (bus, bureau,
etc...). L'objectif est de classer les signaux, c’est-a-dire faire la différence entre divers
lieux. Les ensembles de test et d’entrainement contiennent chacun 100 exemples (avec 10
exemples par classe) avec des scenes de 30 secondes chacun. Méme si les motifs temporels
ne sont pas aussi marqués que dans le cas de la donnée synthétique (dit au fait que les
spectrogrammes ont été compressés pour contourner le probleme de complexité en espace),
notre objectif est de prouver que TDL est toujours capable de capturer des informations
temporelles pertinentes via les atomes de dictionnaires temporels. Les spectrogrammes

sont calculés et dimensionnés a 60x20. Comme pour la premiere expérience, les parametres
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FIGURE 3.5 — Gauche : performance de TDL et NMF + pooling on DCase 2013. Droite : exemple de
dictionnaires temporels.

sont réglés par validation croisée (5-fold). La figure 3.5 donne les scores de classification
pour TDL et la NMF en fonction du nombre de dictionnaires fréquentiels avec 10 atomes
temporels pour TDL.

On remarque que les performances sont approximativement égales avec un léger avantage
pour la NMF associée au max-pooling. On remarque que dans ce cadre, notre approche
se comporte comme une opération similaire au mean-pooling par rapport au temps dans
le sens ou l'on capture un temps moyen sur des zones locales (voir la figure 3.5 pour
les motifs temporels appris par TDL), ce qui est en accord avec d’autres travaux (par
exemple, Anh et al. ont montré dans [99] que les composantes temporelles capturent la

durée moyenne du signal dans des données electro-encéphalographiques).

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit une approche tensorielle d’apprentissage de dic-
tionnaires sur-complets par décomposition non-négative de tenseurs pour l'apprentis-
sage de motifs temporels dans des spectrogrammes. Cette nouvelle approche établit un
lien clair entre 'apprentissage de dictionnaires et la décomposition de matrices. Les
expériences numériques montrent que les caractéristiques apprises par notre approche
sont compétitives par rapport a la NMF (associée au pooling). La principale limite de
la méthode résulte du fait que les problemes intermédiaires résultant de la minimisation
alternée présentent une complexité élevée diie au produit de Kronecker résultant de la
propriété de matricisation de la décomposition de Tucker.

Pour contourner ce probleme de complexité, on propose dans le chapitre suivant un algo-
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rithme en ligne pour ’apprentissage de dictionnaires multimodaux.
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CHAPITRE 4

OTL, UN ALGORITHME D’APPRENTISSAGE EN LIGNE
DE DICTIONNAIRES MULTIMODAUX PAR
DECOMPOSITION DE TUCKER

4.1 Contexte

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 'apprentissage de dictionnaires par décomposition
en ligne de Tucker (en ligne signifiant dans le cadre de notre travail qu’on traite les
observations par petit nombre plutot que de les utiliser toutes de maniere simultanée).
Cette approche peut étre vue comme une extension de la méthode TDL introduite dans
le chapitre précédent dont I'une des limites réside dans le fait qu’elle a une complexité
en espace élevée du au produit de Kronecker provenant de la forme matricielle de la
décomposition de Tucker.

Dans la littérature, les techniques en ligne pour la décomposition de Tucker peuvent étre
classées en deux catégories principales. Pour la premiere classe de méthodes, le principe re-
pose sur I'inférence des facteurs latents en traitant de maniere séquentielle des données en
flux sans nécessité d’avoir recours aux observations déja utilisées, c’est-a-dire chaque ob-
servation est traitée une seule fois [118], [59]. Le principe de la seconde classe de méthodes
repose sur le fait d’empiler toutes les observations (aussi bien celles déja acquises que celles
qui le sont nouvellement) et mettre a jour les facteurs latents de maniére récursive. La
différence entre les deux classes de méthodes est que pour la premiere, chaque observation
est traitée une seule fois.

On s’intéresse plutot a la premiere classe d’approches pour laquelle des travaux ont déja
été mis en place [118], [59] (voir la section 2.4.4.1 pour plus de détails), notre objectif

étant de mettre en place une méthode qui traite chaque observation une seule fois dans le
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but d’avoir la complexité en espace la plus petite possible (étant donné que le maintien
en mémoire des observations utilisées n’est pas nécessaire). Les méthodes de la littérature
pour ce probleme de décomposition en ligne présentent les limitations suivantes : elles ne
sont pas assez génériques pour prendre en compte les spécificités de certaines données,
impose des contraintes sur les tailles des facteurs latents, impose la connaissance préalable
de certains facteurs latents. Ces méthodes manquent donc d’adaptabilité par rapport aux
données.

Pour contourner ces problemes, nous proposons une nouvelle approche en ligne pour
inférer des dictionnaires via la décomposition de Tucker. Cette approche est basée sur la
descente de coordonnées par blocs, la descente de gradients et des regles de mises a jour
récursives. Nos contributions sont les suivantes :

— On propose une nouvelle approche pour 'apprentissage en ligne de dictionnaires
multimodaux qui peut étre facilement étendue pour incorporer certaines contraintes
classiques telles que la non-négativité, ’orthogonalité, la parcimonie et notre ap-
proche ne fait aucune hypothese sur la taille des facteurs latents.

— Convergence : on prouve, sous des conditions naturelles, la convergence de notre
approche vers un point stationnaire du probleme d’optimisation proposé.

— Des expériences numériques sont effectuées pour évaluer 'efficacité (capacité de

reconstruction) de notre approche.

4.2 Apprentissage de dictionnaires multimodaux

Le probleme d’intérét dans ce travail est un cas particulier de la décomposition de
Tucker. Etant donné un tenseur X € R™I<-xIN peprésentant un ensemble de T obser-
vations de taille I) x ... x Iy tirées d’une distribution de probabilité inconnue, 1'objectif

est d’effectuer I’approximation suivante :
X~GxiIx, AV x5 .o xner AN G e RPIexIng A ¢ RInxTn

Ce probleme peut étre spécifiquement formulé de la maniere suivante :

)
min X — G Xner, AM2 4.1
Am,{gt}m;n i = Gixnen, A7 (4.1)

avec X € RIP-XIN o G, € RI-XIN gtant les i sous-tenseurs de X et G par rapport
au premier mode. Il est a noter que les tenseurs X; (respectivement G;) sont des tenseur

d’ordre N. Dans la littérature, certains auteurs interpretent les matrices A™ comme des
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matrices de dictionnaires et les composantes de G comme des coefficients d’activation
[136].

Dans le cadre de l'apprentissage de dictionnaires classique, il est fréquent de chercher
a inférer des coefficients parcimonieux (c’est-a-dire avec des composantes nulles) tout
en évitant la divergence des atomes de dictionnaires [86]. Cette observation conduit au

probléeme de minimisation suivant :

.

min D (1% = Gi xnery AM [+ 2(S0) + Qa(AY, ., AN) - (4.2)

{Atm}_owSiheesr 5

La parcimonie et la bornitude sont respectivement induites via les fonctions de pénalité
Q; et Q. On retrouve donc le probleme de minimisation (voir I’équation (3.5)) pour
TDL, I'approche introduite dans le chapitre précedent en choisissant (); comme la norme
¢; et Q, comme la somme des carrés des normes de Frobenius et en fixant A" & la matrice
identité de taille I; x I;. Dans la suite, on suppose que Q; est différentiable et (O; admet

un opérateur proximal [100].

4.2.1 Apprentissage en ligne de dictionnaires multimodaux OTL

Le probleme traité dans ce papier est l'inférence de dictionnaires multimodaux en
contournant le probleme de complexité (en espace) émanant du fait de traiter toutes les
observations en une seule fois. Pour résoudre ce probléeme pour une large séquence (une
séquence étant une série de T > 0 observations, chacune représentant un tenseur), on
propose une approche probabiliste, qui a déja prouvé son efficacité pour la minimisation
de fonctions non-convexes [86]. Supposons qu’on observe une sequence qui croit au fil du
temps, les observations dans la séquence étant indépendantes et identiquement distribuées
suivant une distribution de probabilité P sur ’espace des tenseurs de taille I; x ... x Iy.
Notons par X; € RI"*+*IN ]e tenseur acquis a la date t. Notons par { la fonction mesurant

I’écart entre X et son approximation donnée par des facteurs latents fixés :

20X, AV AN = ming {%H:xt — G Xnery AM 4+ Q1 (G) +Q, (A1) A“\'))}
(4.3)
Cette expression est justifiée par le fait que notre objectif est d’approximer chaque obser-
vation par le produit entre un tenseur noyau et une base génératrice de facteurs latents,

¢’est-a-dire 'approximation cherchée est la suivante :

X~ G Xmeln A™ (4'4)
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L’idée sous-jacente de notre approche repose sur la mise a jour des matrices de diction-
naires de telle sorte que I'écart entre les observations {X},~,; et leurs approximations

données par ces matrices soit faible. Un probleme pertinent est donc :

t
. p-s,. 1
Lo {f(AU), AN 2Ry (¢ (I)C,AU)’ oy A(N))) = llmt%oo{ E 4 (DC]-,AU)) vny A(N))}
- =1

(4.5)

avec la fonction de cout € définie par I'équation (4.3) et p.s signifiant presque-siurement.

4.2.2 Algorithme

Etant donné que la distribution de probabilité P est inconnue, le probleme (4.5) n’ad-
met pas de solution analytique. Pour contourner ce probleme, on remplace la fonction
de colt du probleme (4.5) par son estimateur donné par la moyenne empirique, ce qui

correspond au probleme suivant :

A AN t 4
i=1

t
min {ﬂ (AN AN & 1 P (I)Ci,A“),..,A(N’)} (4.6)

L’idée de notre approche est de mettre a jour les atomes de dictionnaires {A(“)}1 cnen €1
minimisant ﬂ(Am, ..AM)) et en utilisant uniquement ’observation X, les facteur; ir_lférés
de X et un certain nombre de statistiques (c’est-a-dire des fonctions de 1’échantillon).
Notons {Ain) }1<n<N les facteurs inférés de la minimisation de ﬂ Supposons "acquisition
d’une nouvelle observation X; a la date t. Les mises a jour des atomes de dictionnaires,
inspirées de travaux précédemment effectués dans le cadre matriciel [62], sont effectuées
via une stratégie en deux étapes :

— Le calcul du tenseur d’activation G; en projetant X; sur les facteurs latents inférés
au pas de temps t — 1. Dans la suite, cette étape sera appelée étape de
”codage parcimonieux”

— La résolution du probleme (4.6) par descente de coordonnées par blocs, c’est-a-dire
par minimisation de la fonction de cout par rapport a une seule variable quand
toutes les autres sont fixées. Dans la suite, on se référera a cette étape par
”descente de coordonnées par blocs”

On désignera notre processus d’inférence de dictionnaires par OTL (Online Tensor Lear-

ning).
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4.2.2.1 Codage parcimonieux
Pour cette étape, on considere le probleme de minimisation suivant :

] n
min §||9Ct — G Xner, A7 +Q1(S)

-~

o(9)

Au lieu de vectoriser cette expression comme c’est le cas pour certaines approches pour la
décomposition de Tucker [103], ce qui peut conduire & des opérations avec des complexités
en espace élevées, on propose d’appliquer directement le principe de la minimisation proxi-
male dans ’espace des tenseurs.

La minimisation proximale est une technique pour minimiser la somme de deux fonctions,
I'une étant différentiable et l'autre admettant un opérateur proximal [100]. Dans notre

cas, la fonction différentiable est O et sa dérivée est donnée par I’équation (4.7) :

00

G (§) = =Xt Xnery Ai’i)f + G Xnery AS—L)1TA$)1 (4.7)

Etant donné que le terme de pénalité Q; admet un opérateur proximal (par hypothese)

noté proxg ., l'algorithme du codage parcimonieux est donné par Algorithme 4.

Algorithme 4 : codage parcimonieur

Entrées

X : observation,

A }
{ 1 <n<n

1n > 0 : pas de descente

: matrices de dictionnaire,

Initialisation
iteI':O, giter = 90
Répéter

00
Siter+1 = Prox;q, (Siter - T]E (Siter)) (48)
avec la dérivée % définie par 1'équation (4.7)

iter = iter + 1
jusqu’a ce que (un critere d’arrét soit vérifié)
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4.2.2.2 Descente de coordonnées par blocs

On considere le probleme de mise a jour des matrices de dictionnaires. Supposons que le

tenseur d’activation G, ainsi que les n—1 premieres matrices de saturation {A&gl

}1§p§n1
(k étant le numéro de 'itération, une itération étant la mise a jour des N matrices de
saturation) sont déja déterminés. La mise & jour de A™ est effectuée en résolvant le

probleme de minimisation suivant :

Al(:g] ¢ arg min ?n,t(A(“)) (4.9)
AM)

TR - .
Fe(AM) = Z] 1% = S xper, y AT A x e AL+ Q1(G)

1 —1 1 N
+O, (AL AT A AT DAY

Le probleme (4.9) n’a pas de solution analytique. Etant donné la differentiabilité de
la fonction de cout ?n,t, nous proposons une résolution numérique basée sur la descente
de gradient. Avec ce choix, la matrice A™ peut étre déterminée en utilisant X, et les

matrices {Agr)] } , {A(q)} a condition que certaines statistiques (fonctions
1<p<n-—1 n+1<q<N

de 'échantillon) soient mises a jour au fil du temps. En effet, la dérivée de ?n,t est donnée

par :
a%\n n 1 - v (1 n n n n 0Q n— n n
aA(i) (A™) :_{Z (XE G _ AmBMB! )T) +sz)(__’A](<+1n’A( LA

(4.10)

Dans 1'équation (4.10), ng) représente la forme matricielle par rapport au mode n du

(n

tenseur Gi, B; ) et )Aqn) les formes matricielles des tenseurs B; et X; définis par :

Bi = Gi Xper,, AT T e ALY, (4.11)
Y (p)T ()T
Xi = Xi Xper, 4 A% Xa IXemin Ay (4.12)

I représente la matrice identité (I € RI"*I» pour (4.11) et T € R"*In pour (4.12))

La dérivée peut donc étre réécrite sous la forme :

ofn N piv A(“)Q(n) 00, e B
aA(‘Tt)( ") ft t t 0AM (Al(<]+)1)-)A1(<+1]))A( ),A]i +U>°>A1(<N)) (4.13)
avec :

t t

(n) v ~m)T ~(n) M) @m)T
Ptn _ Z Xin Gin ,Qtn _ Z Bin Bin
i=1
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Il est trivial de voir que :

P =P+ X6 (4.14)
Q" =qQ" +B"BM (4.15)

Etant donné que les séquences Pin) et Qin) vérifient les équations (4.14) et (4.15), le calcul
du gradient de Fn,t nécessite uniquement la nouvelle observation X; et les matrices de

dictionnaires {A]((pj]} , {A]({q) . Concretement, pour un pas de temps fixé,
1<p<n—1

}n+1<q<N
la dérivée de fy 111 peut étre déduite des statistiques Py, Q¢, des matrices de dictionnaires

et de I'observation X, . Cela est la clé de notre approche puisque I'inférence des facteurs
{Ai“)} peut se faire de maniere efficace en utilisant une unique observation qui est
1<n<N

X. Cette étape est résumée par I’Algorithme 5.

Algorithme 5 : mise & jour de A™

Entrées
X : nouvelle observation,
{A]({Er)]} , {A]({q) } : dictionnaires,
1<p<n—1 n+1<q<N
P@l ,Qiﬂ : matrices de récurrence
G : code parcimonieux associé a X,
1n > 0 : pas de descente
Initialisation

iter =0, A(()“) - valeur initiale,

Répéter
m) (n) Oy (n)
Aitert1 = (Aiter I FyNDy (Aiter)>7
%;—](Ai(?e)r) défini conformément aux équations

(4.13), (4.14) et (4.15)

iter = iter +1

jusqu’a ce que (un critere d’arrét soit vérifié)

Le processus global d’inférence des facteurs latents (coefficients d’activation et matrices
de dictionnaires), donné par Algorithme 6 et pour lequel on peut remarquer qu’il ne
nécessite aucune contrainte sur les tailles des facteurs latents, est résumé comme suit : on
tire au hasard une observation (correspondant a un tenseur de la séquence), on détermine

le code parcimonieux correspondant a I’observation choisie et on met a jour les matrices
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de dictionnaires.

Algorithme 6 : OTL

Entrées
{4, .., X1} : séquence d’observations,
Initialisation
Aén) : valeurs initiales des matrices de dictionnaires,
Gy : valeur initiale pour le tenseur noyau,
Pén),Qén) : valeurs initiales des statistiques
Sortie : AV, AN
Répéter
Acquisition de X, suivant une distribution de probabilité P

Codage parcimonieux

. n
G « arg min §||:xt — 9 Xneny AQ] 17+ Q1 (9)

Descente de coordonnées par blocs

Pour 1 <n < N faire

Mise a jour des statistiques

Q= QY + BB

avec Bgn) et }A(i(n) étant les formes matricielles des ten-
seurs By et X; définies par les équations (4.11) et (4.12)
Mise & jour de AM™

A1(<1:L)1 ¢+ arg min ?n,t(A(“))
An)
(n) (n)
A — A

Fin Pour
ke—k+1

jusqu’a ce que (un critere d’arrét soit vérifié)
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4.3 Résultat de convergence

Notre résultat de convergence concerne I’exploration d’une double convergence asymp-
totique : par rapport au nombre d’observations qui croit par rapport au temps ainsi que le
nombre d’itérations qui croit vers l'infini. On considere deux tours de boucles : un pour la
descente de coordonnées par blocs et un pour le flux des observations. Notre raisonnement
analytique repose sur les hypotheses naturelles suivantes :

— Les observations X, représentant chacune un tenseur, sont tirées d’une distribution
de probabilité avec un support compact : ceci est une hypothese naturelle étant
donné qu’on travaille uniquement avec des valeurs finies issues de capteurs.

— On choisit la pénalité £; pour le tenseur d’activation et la pénalité de Frobenius

(ou pénalité £,) pour les matrices de dictionnaires :

04(G) = xB||G]s

a(1-0) & .
(A, AN = =—— 5 AN}
n=1

a>0,0<0<1

Ce choix est motivé par le fait que ces pénalités sont les plus courantes dans le
cadre de I'apprentissage de dictionnaires. Les diverses valeurs de « et 8 impactent

la nature des contraintes :

1. o = 0 correspond au probléme sans contrainte (car les deux fonctions Q; et Q,

sont nulles),

2. 0 =1, # 0 revient a considérer uniquement des contraintes de parcimonie sur

les coefficients d’activation (Q, est une fonction nulle, mais pas Q;),

3.0 =0, # 0 équivaut a imposer uniquement la bornitude des matrices de

dictionnaires (Q; est une fonction nulle, mais pas Q).

— Pour les problemes de minimisation considérés, on suppose que le tenseur d’acti-
vation G et les matrices de dictionnaires appartiennent a des ensembles compacts :
G € Kg,A™ € Ky, j, : ceci correspond & une interprétation naturelle de la pénalité
0 — &, (pénalité introduite par la somme Q;(G) + Q, (AN, .., AN )

— Le probléme de minimisation sous-jacent au codage parcimonieux (détermination
du tenseur G) admet une unique solution : cette hypothese peut étre imposée en
considérant une pénalité £;—{, (c’est-a-dire de la forme Aq||G||1+A2|G |3, A1, A2 > 0)
sur le tenseur d’activation. On ignore le terme de pénalité £, pour des raisons de

simplicité et cela ne change strictement rien a notre raisonnement analytique.
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— Pour la descente de coordonnées, on cherche Aiﬂ dans une boule centrée autour
de Alin) de rayon é, c’est-a-dire ||A](:jr)] — A](?)H% < 1. Une maniére naturelle d’in-
citer AEE] a respecter cette contrainte est d’augmenter la fonction de cott pour le
probleme de mise & jour de A™ du terme B|]A™ — A |12, > 0.

— Pour chaque valeur de k, A](:L) est un point intérieur de Ky, ;

Sous ces hypotheses, la suite {AE), ..,AS\U} générée par Algorithme 6 converge vers
I'ensemble des points stationnaires de la fonction de cott du probleme (4.5) quand k tend

vers +00. Plus précisément, on prouve que :

. of 1 N
visnsN, lim |l o0 (Al&)’"-)Ali )> [F=0 (4.16)
avec :
limy oo Al(gjr)] t si Aﬁ)l  converge

A1(<n)1 = ~
* arg min p () foo(A™)  dans le cas contraire

~

A]ﬁ)]’t: arg min fn)t(A(“))

A(n]EKIan

(1—-6)

~ 1 N
foo(A™) = zTrace ((Et + X > I) A(“)TA(“)) — Trace (A(“)ﬁt)

L’expression Trace représente la trace d’une matrice. La suite &; et 1, incarnent des points
d’accumulation (dont I'existence est assurée par la bornitude) des suites &; et 1, définies

par :
1 « 14
T T
E»t = { Z riri—r)nt = { Z Fngn) ,ri = ng) ®q€1n,1 A](i)] ®pel’r\‘l+] A(p)T
i=1 i=1

Esquisse de la démonstration

Pour établir notre résultat de convergence, on considere une stratégie en deux étapes :

s , . , , (n)
Premiere étape : on démontre que la séquence {Ak o

JAT A A AN Gtant

}tEN pour k fixé converge vers un
point stationnaire de la fonction A™ — f (AEJL, .
I'équation définie par (4.5). Ce travail est principalement inspiré du travail effectué dans
[86], qui ne peut pas étre appliqué directement car les deux fonctions de cout sont distinctes
(pour notre probléme, on a plusieurs matrices de dictionnaires tandis que dans [86], il y en
a qu’une seule). Pour contourner ce probleme, on établit certaines inégalités algébriques
et utilise certaines propriétés connues sur le produit de Kronecker.

Deuxieéme étape : a partir de la premiere étape ainsi que des hypotheses mises en place,
on prouve que {Ag ), ...AI(QN)} convergence vers un point stationnaire de la fonction de

cout donnée par I’équation (4.5).

o8



Pour la démonstration complete du résultat de convergence, consultez Annexe 2.

Remarque 3 : lidée de la double convergence asymptotique est inspirée des travaux
effectués dans [82] qui établissent des bornes de convergence tributaires aussi bien du

numéro de ['itération que du nombre d’échantillons.

4.4 Extensions

L’objet de cette section est de proposer des extensions de OTL via 'incorporation de
contraintes classiques telles que I'orthogonalité ou la non-négativité ainsi qu'une extension

permettant de traiter plus d’un tenseur a la fois.

4.4.1 Extension minibatch

Jusqu’ici, on considérait une seule observation a la fois pour la mise a jour des facteurs.
Cependant, on peut utiliser plusieurs tenseurs {Xy, .., X,}, X; € RI*-*IN via la stratégie
suivante :

— Appliquer 'algorithme Algorithme 4 p fois pour inférer les tenseurs d’activation

G, associées observation Xj, 1 <j < p.
— Appliquer I’Algorithme 5 en substituant aux équations (4.14) et (4.15) les ex-

pressions suivantes :

P —p Z XM GmT (4.17)
r=1
( p

QM =q™ + S BMBMT (4.18)
r=1

)A(E“) étant la forme matricielle par rapport au mode n du tenseur ‘5CT défini par
I’équation (4.12) et B™ la forme matricielle par rapport au mode n du tenseur B,
défini par I'équation (4.11)
La motivation de cette extension est de réduire la complexité en temps de 'approche
initiale en incorporant simultanément 'information apportée par plusieurs tenseurs tout

en accélérant la décroissance de la fonction de cott.

4.4.2 Contraintes de non-négativité

Dans diverses applications, la donnée que I'on traite est non-négative par nature (c’est-
a-dire qu’elle possede des entrées non-négatives). Pour la décomposition de données non-

négatives, il est plus convenable d’imposer des contraintes de non-négativité sur tous
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les facteurs latents (tenseur d’activation et matrices de dictionnaires) dans le but de
maintenir l'interpretabilité physique [134]. Pour inférer des facteurs latents non-négatifs,
on remplace toutes les étapes de mises a jour dans I’Algorithme 4 et 1’Algorithme
5 par la descente de gradient projeté [128]. Ce choix est motivé par V'efficacité de cette
approche pour trouver des minima locaux pour un probleme de minimisation convexe

avec des contraintes linéaires [128].

4.4.3 Contrainte d’orthogonalité

La contrainte d’orthogonalité joue un role important pour la décomposition de Tucker
car elle assure 1'unicité des sous-espaces générés par les facteurs latents [29]. Pour inférer
des facteurs orthogonaux ( les matrices de dictionnaire vérifiant I'inégalité AMTAM™ =),
on applique la descente de gradient sur une variété de Stiefel définie par St(I,,J.) =
{A € RnxIn  ATA = I}. Considérons le probleme de mise & jour de A™ avec une contrainte

M 14 valeur de A™ 3 Vitération iter. La différence avec la

d’orthogonalité et notons Aj,.

descente de gradient classique réside dans la stratégie de mise a jour définie par :

() Ofnt (o)
Ajters1 = ¥ (—ﬂ X Tl ) (St(InJn)) (a Al (Aiter))>

iter

avec

a?n 1 - < (n n n n
O MU

A~

Xi“) et B™ représentant les formes matricielles par rapport au mode n de f)ACi et B; définies

par les équations (4.12) et (4.11). L’opérateur Tl (si(1,,,)) correspond a la projection
A

n)
)

iter
iter €t ‘PA(H) la rétraction sur St(I,J,) au

iter

sur l'espace tangent de St(I,],)) au point A
(n)

iter- Lia Tétraction sur une variété de Stiefel est calculée via la décomposition QR

point A
[1]. La projection de A sur 'espace tangent a St(p, q) au point X est donnée par [93] :

(I, - XX A + %X(XTA —ATX)

Le schéma de mise a jour pour les tenseurs d’activation G; est identique a celui du cas

sans contraintes.

Remarque 4 . Le résultat de convergence n’est pas établi pour [’extension minibatch ains:

que les variantes avec des contraintes de non-négativité et d’orthogonalité.

60



4.5 Analyse de la complexité en temps

Dans cette section, on présente le gain en complexité de notre méthode ainsi certaines
de ses variantes. Les complexités (en temps) par étape de mise a jour pour le codage
parcimonieux et la descente de coordonnées par blocs sont données dans le tableau
4.1. De I'étude cette table, on observe que 'extension OTLminibatch nécessite moins
de calcul par rapport a OTL. En effet, pour p > 1 nouvelles observations {Xi},;,,
considérons deux stratégies de mises a jour Strategyl et Strategyll, qui représentent
respectivement les mises a jour des matrices de saturation en appliquant OTLsingle et
son extension OTLminibatch. Pour le codage parcimonieur, la complexité de la mise
a jour est de O(2pN HE:1 [, J2) pour les deux stratégies. Pour 1'étape de descente de
coordonnées par blocs, on a les observations suivantes :

— décomposition sans contraintes : StrategylIlI nécessite (p—1) (In H}:; Jx + 13In]n>

opérations de moins que Strategyl par étape de mise a jour;

— décomposition non-négative : le gain en terme de complexité de Strategyll par
rapport a Strategyl est égal a (p—1) (In HE:] Jx + 14In]n> par étape de mise a
jour;

— décomposition avec contrainte d’orthogonalité : StrategylIl nécessite
(p—1) (In]n +J2 + I, HE:] ]k> +(p—1J3 H}:’:Lk#n I, opérations de moins que
Strategyl par étape de mise a jour.

Conformément a l'intuition, I'extension OTLminibatch nécessite donc moins de temps

de calcul que OTL quel que soit la nature de la contrainte utilisée.

OTLsingle
codage parcimonieux descente de coordonnées par blocs (A(“))
Sans contrainte || NTIN_; IiJy +2NTIN_; I, J2 + 10TIN_; Jx 6InJn + InJd +J2 + In TIN_ ¢ Jic + JA TThpn Ik
Non-négativité || N I 2NTIN. I g2 + 6 TN 71 InJ2 +J2 + 1 TN 2 I
on-négativité [Te—1 Ik + ITeoy i +6TTe=1 T nin +InJn +J0 F InTloq Tk + 5 Theen Tk
Orthogonalité NTIN.; LT + 2NTIN 1 g2 10T T 7InTn +6InJ2 +2]J2 + 12 (1 4+ 2]n) + In TIR_; T +
J2 T pn Jie
OTLminibatch
Sans contrainte || pNTIN_; IxJix +2pNTIN_; It J2 + 100 TIN_; Jx 5InJn + InJ2 + p(InJn + InTIN_; Tk + J& +
Ja T en L)
Non-négativité ONTIN_; IiJw + 2oNTIN L J2 + 61N Tk 6InJn + InJ2 + p(InJn + InTIN_ Tk + J2 +
T Tlien I
Orth lité NTIN .1 20NTIN_ I J2 + 10p IV 12(1 + 2 61 61,72 + J2 1
rthogonalité PNTT g InJk +2oNTT g IxJx + 100 T —q Tk 2+ 2Tn) + nln + nJn +Jn + e(InJn +
In TIRC g Jie +J7 + 03 TTRn k)

TABLE 4.1 — Complexité en temps pour une étape de mise a jour : descente de gradient
pour A™ et descente de gradient proximale pour le tenseur d’activation

Remarque 5 . Ces complexités ont été calculées en considérant que les fonctions Qq et
Q, sont respectivement définies par les normes £y et de Frobenius. La contrainte d’ortho-

gonalité est appliquée via la décomposition QR qui a son tour est calculée par l’algorithme
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Modified Gram-Schmidt [45].

4.6 Simulations numériques

Dans cette section, on évalue I'efficacité (en terme d’erreur de reconstruction) de notre
approche sur des données aussi bien synthétiques que réelles. Pour notre évaluation, on
considere les méthodes suivantes :

— TuckerBatch : cette approche infere les facteurs en traitant tous les tenseurs de
la séquence en une seule fois. Le schéma de résolution est basé sur la minimisation
alternée : le probleme de mise a jour des matrices de dictionnaires est résolu par la
descente de gradient et pour le tenseur d’activation, le probleme est résolu par
la technique de minimisation proximale.

— OTLsingle : cela correspond a la méthode de décomposition en ligne proposée
dans ce chapitre avec 'utilisation d’'une seule observation a la fois;

— OTLminibatch : cela correspond a 'extension de OTLsingle proposée avec 'uti-
lisation de plusieurs observations a la fois;

— ALTO : cette approche proposée dans [59], est une méthode de lart pour la
décomposition de Tucker en ligne. Sa différence avec OTLsingle est basée sur
la stratégie de mise a jour des facteurs : projection sur des sous-espaces générés
aléatoirement pour ALTO, résolution numérique de problemes de minimisation
pour OTLsingle. La méthode ALTO assure une convergence si les données vérifient
I'hypothese dite de faible rang [59] : le rang des formes matricielles des observations
est inférieur a R avec (R, R, R) étant la dimension du tenseur d’activation.

L’objectif de ces expériences est double :

— Premierement, on illustre que notre approche donne des résultats similaires par
rapport a la méthode qui consiste a traiter toutes les observations de la séquence
en une seule fois avec beaucoup moins de temps de calcul.

— Deuxiemement, on montre le caractere générique de notre approche : on démontre
numériquement que notre méthode donne des résultats similaires a ALTO dans un
cadre favorable a ALTO et donne de meilleurs résultats quand certaines spécificités
de ALTO ne sont pas vérifiées. Contrairement au premier point, notre intérét
concerne a ce niveau la précision de la décomposition.

On considere également les variantes de notre approche OTL avec des contraintes de non-
négativité et d’orthogonalité. On se référera a ces décompositions comme OTL suivi du
nom de la contrainte : OTLsingle-unconstrained pour la décomposition sans contrainte,

OTLsingle-nonnegative pour la décomposition avec des contraintes de non-négativité,
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OTLsingle-ortho pour les contraintes d’orthogonalité (les mémes dénominations sont
valables pour OTLminibatch). Les pénalités Q; et Q, sont respectivement définies par
les normes {; et de Frobenius :

N

O1(G) = «8]|Gr, Q2 (A, ..., AN) = %—e) D AN x> 0,0<0 <1

n=1
Les fonctions de pénalité verifient les hypotheses imposées sur Q; et Q, puisque
admet un opérateur proximal, qui est 'opérateur de Soft thresholding [100] et Q, est
différentiable. La rétraction choisie pour I'incorporation des contraintes d’orthogonalité est
celle qui est basée sur la décomposition QR [93], qui applique la contrainte en sélectionnant
la matrice Q dans la décomposition QR. On définira comme 71 epoch” le fait de traiter
toutes les observations de la séquence une seule fois et comme m epochs le fait de traiter

toutes les observations de la séquence exactement m fois.

4.6.1 Prédiction de données spatio-temporelles

La prédiction de données spatio-temporelle est la tache consistant a prédire les va-
leurs futures d’une série temporelle multivariée. Pour cette tache, on considere un modele
Var(L) [59] qui est défini comme suit : étant donné un tenseur d’ordre 3 X € RP*T*M
(dont les modes représentent respectivement les lieux, le temps et les variables), ce modele
détermine un parametre tensoriel W [59] via la résolution numérique d’un probleme de

minimisation donné par :

M
: Ay _ 12 <T Q%
min {f(W) Ao — X} +p ) Trace (XmSXm> } (4.19)

m=1

sous la contrainte

% _ L
X:)tvm - Wi,ime:,t,m

XL

Ltm

= [XT XTI T rang(WM) <R

Lt—=1my oy “Xt—Lm

Les matrices W..,, et W™ correspondent respectivement au m¥™¢ sous-tenseur de ‘W
par rapport au troisieme mode et la forme matricielle par rapport au mode m de W. Les
fonctions Trace et rang représentent respectivement la trace et le rang d’une matrice.
Le role de la matrice de similarité S, prédéfinie, est d’assurer la consistance locale, ¢’est-
a-dire que les variables auxquelles on s’intéresse ne sont pas significativement différentes
pour deux lieux qui sont relativement proches. Le parametre L représente un pas de

décalage ou nombre d’observations antérieures, ¢’est-a-dire la valeur a la date t de la série
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temporelle est tributaire des L valeurs antérieures dont les indices sont t—1,...,t—L, d’ou
la dénomination " pas de décalage”. Il est a noter que le probleme ne peut pas étre découpé
en des problemes de minimisation indépendants (par rapport aux variables {W..m} <nem)

du fait des contraintes sur les rangs des formes matricielles de ' W.

4.6.1.1 Schéma de résolution

Une expression alternative de f(W) est donnée par :

T M T M
=3 ) IXim = WXl nlF+ Y D 2 (WL SW.. ) 2/ (4.20)
t=1 m=1

t=1 m=1

avec z = (X!, ){. représentant la ligne t de la matrice (X% 7.

Une méthode de résolution numérique nommée ALTO a été proposée dans [59] pour le
probléme (4.19). Le principe est d’inférer le parameétre tensoriel W via une stratégie en
deux étapes. La premiere étape consiste a découper le tenseur X en des sous-tenseurs par
rapport aux premier et second modes et de mettre a jour séquentiellement le parametre
W (cela est possible grace a I’équation (4.20)). Notons par W le t® ™¢ parametre tensoriel
de la séquence. La seconde étape consiste a projeter W, dans un espace de faible rang via
des projections aléatoires en utilisant les facteurs inférés de W;_;. Donc, pour effectuer
une comparaison plus juste entre notre méthode et ALTO, on choisit une approche en
deux étapes : la premiere est identique au schéma de résolution de ALTO et la seconde
est remplacée par OTLsingle. Ce schéma de résolution sera appelée OTLsingle. On

considere une troisieme approche appelée TuckerBatch suivant le méme principe que

ALTO avec la seconde étape qui est remplacée par la décomposition de Tucker standard.

4.6.1.2 Base de données

4.6.1.2.1 Données synthétiques

On considere une donnée synthétique X € RP*T™M définie par :
Xoim = WomYoim + Eom avec W = G x1 Al x; A x5 AB G € RPRR dtant un
tenseur diagonal (tenseur pour lequel tous les éléments extra-diagonaux, c’est-a-dire ceux
qui ne sont pas de la forme G,,,,1 < 1 < R sont nuls) dont le rie me ¢lément diagonal
Gy est égal a 1. Les entrées des matrices {A(“)}1 <n<3 sont tirées d’une distribution
uniforme sur [0, 1] et le bruit € est un tenseur dont les entrées sont tirées selon une loi
gaussienne centrée avec un écart type fixé a 5. La matrice de similarité S est définie par :

S = BB + 107" x I (I étant la matrice 1dent1te et B une matrice aléatoire dont les
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entrées sont tirées selon une loi gaussienne centrée avec un écart type de %) Ce choix
est motivé par le fait que le probleme (4.19) est facile a résoudre quand la matrice de
similarité est définie positive [59]. Pour une comparaison plus juste, tous les parametres
que les méthodes ont en commun sont choisis de maniere identique. Les parametres o et
0 sont fixés respectivement 102 et 1072. Le tenseur activation ainsi que les entrées des
matrices de dictionnaires sont tirées d'une distribution gaussienne standard. Le nombre
d’epochs (1 epoch correspond ”au fait de traiter toutes les observations de la séquence

une fois”) est fixé a 1.

4.6.1.2.2 Données réelles

On utilise une base de données réelle contenant les notes pour différents types de lieux
a Pittsburgh de 121 utilisateurs sur 1200 pas de temps repartis sur 4 mois.
La valeur du rang est déterminée par validation croisée (5-fold) parmi 10 valeurs de 3 a
12. Les hyperparametres « et 0 sont fixées & 102 et 1072 et le nombre d’epochs est fixé &

1.

4.6.1.3 Critere d’évaluation

Le critere d’évaluation est la MISE (mean square error ou erreur moyenne quadra-

tique) et est défini par :

1 M T . 5
MSE = M—TmZ Z ’X tym T :, X:,t,mHF

Le parametre tensoriel W est déterminé en utilisant un tenseur d’entrainement Xy qin €t

la MSE est évaluée utilisant un tenseur Xyt différent de Xirgin.

4.6.1.4 Reésultats

4.6.1.4.1 Données synthétiques

Les valeurs de la MSE et du temps de calcul sont déterminées en calculant la moyenne
sur 10 bruits indépendants et reportées sur la figure 4.1 en fonction du pas de décalage L.
Notre approche donne des résultats similaires comparées a TuckerBatch avec moins de
temps de calcul et donne des erreurs plus faibles par rapport a ALTO. La méthode ALTO
est moins couteuse en temps de calcul par rapport aux autres méthodes car elle effectue
des projections aléatoires tandis que les autres résolvent numériquement des problemes

de minimisation.
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FIGURE 4.2 — Prédiction de données spatio-temporelles réelles : gauche (MSE), droite
(Temps de calcul)

4.6.1.4.2 Données réelles

La figure 4.2 fournit la MISE et le temps de calcul. Notre approche donne de meilleurs
résultats par rapport a ses compétiteurs avec moins de temps de calcul que TuckerBatch
et plus que ALTO. On remarque que le temps de calcul augmente avec le parametre L di
au fait que 'augmentation de L revient a effectuer une régression sur plus d’observations

antérieures.
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4.6.2 Apprentissage de dictionnaires multimodaux
4.6.2.1 Régression sur des données synthétiques

La donnée synthétique considérée est une séquence de 20.000 tenseurs d’ordre 3 de
taille 30 x 30 x 30 divisée en deux sous-ensembles Siqin €t Siest de cardinaux respectifs
15000 et 5000. L’ensemble Siqin est utilisé pour I'inférence des matrices de dictionnaires
et le critere d’évaluation est 'erreur sur 'ensemble de test Siest. Chaque tenseur X (pour

les ensembles d’entrainement et de test) est défini par :
X =G x1 AV x3 A® x5 AP

Le tenseur G; € RR*RXR est un tenseur d’ordre 3 dont les entrées sont tirées selon une loi
gaussienne centrée avec un écart type de % Les entrées des matrices A1 € R3R A ¢
R3RAB) € R3*R sont tirées d’'une gaussienne centrée avec un écart type de --. Pour
I'inférence des matrices de dictionnaires, la valeur du rang est fixée a (R,R,R), c’est-a-dire
la méme valeur que celle utilisée pour la définition de la séquence de tenseurs pour éviter
une comparaison biaisée. Pour une comparaison plus juste, les points initiaux sont choisis
identiquement pour toutes les méthodes. Les tenseurs d’activation initiaux sont définis

a partir d’'une gaussienne centrée d’écart type ]]—0

et les matrices de dictionnaires de la
méme distribution avec un écart type 1]@. Les pas de descente pour les étapes de codage
parcimonieux et de descente de coordonnées par blocs sont fixés & 1 = 107°. Les
parametres « et © sont respectivement fixés & 10% et 1072. Les algorithmes associés aux
étapes de codage parcimonieux (Algorithme 4) et la mise a jour d’une matrice
A™ (Algorithme 5) sont arrétés quand Uerreur d’approximation est inférieure & 1073 ou
quand 20 itérations sont atteintes (une itération correspondant a la mise & jour de toutes
les matrices de dictionnaires). Le nombre d’epochs est fixé a 1. Le criteére d’évaluation est

le RMSE (root mean square error ou écart quadratique moyen) sur ’ensemble de test et

est défini par :

1

1 2
st = (157 % AL <AL < AL

Xt EStest

(n)

out

projection de X; sur {Af)t)t} .
1<n<3

avec T étant le cardinal Siest, A, ¢ les matrices de dictionnaires inférées de Sirqin €t Gy la

Les résultats sont donnés par la figure 4.3. L’erreur de prédiction pour notre approche

est trois fois moins importante que celle induite par ALTO. Cela est di au fait que la

donnée synthétique ne vérifie pas I’hypothese dite de faible rang. En plus, notre approche
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donne des résultats similaires a TuckerBatch avec moins de temps de calcul.

4.6.2.2 Apprentissage de dictionnaires multimodaux non-négatifs

On compare notre approche aux compétiteurs considérés pour la tache d’inpainting
dont 'objectif est d'inférer les pixels manquants dans une image (voir la figure 4.5). Pour

cette application, on construit un tenseur d’entrainement Sipqin € R®*8%8

en empilant
suivant le premier mode des patchs d’image de taille 8 x 8. Le tenseur noyau ainsi que
les matrices de saturation A; € R¥R A, € R¥R A, € R**R (R étant un entier a
déterminer) sont inférées de Sirqin via une décomposition non-négative. Chaque patch est
reconstruit en estimant les coefficients parcimonieux obtenus via la projection des pixels

non-manquants sur les facteurs latents Ay et A,,, c’est-a-dire Py = G; X1 Ay X3 A,, avec

les composantes de G; représentant les coefficients parcimonieux :

G¢  argmin [ Mx (X — G x1 Ay X2 Ay) [+ AlIS ]
§>0
M est le tenseur définissant le masque et x représentant le produit composante par com-
posante. Le parametre A est fixé & 1072 et le nombre d’epochs est fixé & 5. Le critere

d’évaluation est le PSNR défini par :

2
PSNR = 1010g;q (M)

IT— 117

Les variables m, n, I,T représentent respectivement les tailles des images, les images réelle

et reconstruite. Les résultats sont présentés sur les figures 4.4, 4.5 et 4.6.
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Conformément a l'intuition, on remarque que la contrainte de non-négativité améliore la
qualité de 'image en terme de PSNR, c’est-a-dire que OTLsingle avec des contraintes
de non-négativité conduit a une meilleure valeur du PSNR que les approches qui n’in-
corporent pas cette contrainte. La méme remarque est valable pour OTLminibatch. I1
est a noter que toutes les approches donnent de meilleurs résultats par rapport a ALTO.
Cela justifie empiriquement I'importance de la mise en place de méthodes pouvant étre
facilement adaptées pour prendre en compte les caractéristiques de la donnée d’intérét.
La figure 4.4 montre la convergence de la fonction de cout par rapport au nombre
d’epochs et confirme la convergence plus rapide de OTLminibatch (voir la figure 4.4 :
gauche-bas et droite-bas) par rapport a OTLsingle ainsi que la convergence plus rapide
de notre approche de notre approche comparée a TuckerBatch (voir la figure 4.4 : haut-

droite).

4.7 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé une approche de décomposition en ligne de Tucker
nommée OTL, inspirée de méthodes de décomposition en ligne pour les matrices et utilisée
pour 'apprentissage de dictionnaires multimodaux. Cette approche est assez flexible pour
incorporer certaines contraintes classiques telles que 1'orthogonalité, la non-négativité, la
parcimonie. Un résultat théorique de convergence vers des points stationnaires est fourni
avec des expériences numériques montrant 'efficacité de notre approche en terme de capa-
cité de reconstruction. Une limite de cette approche résulte du fait qu’on suppose que les
observations acquises séquentiellement au fil du temps ont la méme taille (ce qui revient
a considérer la décomposition d’'un tenseur qui croit au fil du temps par rapport a un seul

mode comme expliqué dans la section 4.2).

Dans le chapitre suivant, nous mettons en place une approche pour la décomposition
d’un tenseur de grande taille dans un cadre statique (c’est-a-dire le tenseur d’intérét est
fixé) avec une extension pour décomposer un tenseur qui croit par rapport a tous les

modes.
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FIGURE 4.5 — résultats pour la tache d’inpainting de gauche a droite : image avec 50% de
pixels manquants, image réelle, OTLsingle-nonnegative, OTLsingle-unconstrained
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FIGURE 4.6 — résultats d’inpainting de gauche a droite : OTLminibatch-nonnegative,
OTLminibatch-unconstrained, Tucker-unconstrained, ALTO
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CHAPITRE 5

SINGLESHOT, UNE APPROCHE PAR MORCEAUX POUR
LA DECOMPOSITION DE TUCKER

5.1 Contexte

Le probleme d’intérét est la décomposition de Tucker d'un tenseur de grande taille
dans un cadre statique (c’est-a-~dire que le tenseur est fixé), qui est un probléme intéressant
pour deux raisons principales : premierement, on ne peut pas toujours charger en mémoire
un tenseur d’intérét et deuxiemement, le processus de décomposition peut résulter en un
probléme de gestion de mémoire [67].

Les approches existantes pour ce probleme reposent principalement sur deux philosophies
différentes dont les détails sont fournis dans la section 2.4.4. La premiere repose sur le
principe du diviser pour mieux régner (c’est-a-dire celles qui divisent la donnée en sous-
parties) [132, 22, 95, 90, 85, 104, 41, 112, 131, 61, 130, 98, 81, 25, 76]. La seconde consiste
a utiliser toute la donnée de maniere simultanée tout en mettant en place des stratégies
pour réduire la complexité des calculs intermédiaires [13, 23, 88, 40, 106, 116, 129, 113,
10, 108, 11, 134, 56, 79, 91].

Méme si certains travaux proposent des résultats de convergence [13] ou établissent une
borne sur I'erreur d’approximation [6], les méthodes existantes pour ce probleme ne four-
nissent aucune vitesse de convergence pour le probleme d’optimisation traité.

Par rapport aux limitations mentionnées ci-dessus, nos contributions sont les suivantes :

1. Nous proposons une approche efficiente en terme de gestion de memoire pour le
probleme de décomposition de Tucker, nommée Singleshot et basée sur la des-
cente de gradient par blocs ainsi que le traitement séquentiel de sous-tenseurs. Cette

approche peut étre étendue pour incorporer des contraintes populaires telles que
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la non-négativité.

2. Pour réduire la complexité en temps de Singleshot, on introduit une variante
nommée Singleshotinexact dont 1'idée repose sur 1'utilisation d’'un gradient in-
exact défini en retirant certains termes de I’expression du gradient. Nous proposons
également une extension de cette approche pour la décomposition en ligne d’un

tenseur qui croit au fil du temps par rapport a tous les modes.

3. D’un point de vue théorique, nous établissons pour Singleshot une vitesse de
convergence ergodique O(\/LE) (K étant le nombre maximum d’itérations). Pour
Singleshotinexact, on prouve la convergence de notre algorithme vers I’ensemble

des minimiseurs a la vitesse O (%), k étant le numéro de l'itération.

4. Notre approche est soutenue par des expériences numériques sur des données réelles.

5.2 Singleshot : une approche par morceaux pour la

décomposition de Tucker

Dans cette section, nous formalisons notre probléeme et présentons notre algorithme

ainsi que ses extensions.

5.2.1 Présentation du probleme
Le probleme traité est la décomposition de Tucker défini via le probleme d’optimisa-
tion suivant :

mi
G,A) ... AN)

fegan a2t g Amh )

Notre objectif est I'inférence de facteurs latents via la décomposition de Tucker et le
traitement séquentiel de sous-tenseurs. Nous proposons pour cela un raisonnement qui
repose sur la réformulation du probleme (5.1) en terme de sous-tenseurs tirés de X par
rapport a un mode (qui est préalablement fixé). Considérons un entier n (dans la suite,
on se référera & n comme le mode de division). En effet, la fonction de cout peut étre

reformulée de la maniere suivante (Propriété 2 en Annexe 3) :

I

~ 1 n m n

D 5IXL =G xm A™ <, AT (5.2)
=1 mEIN#n

Plus généralement, la fonction £ définie par (5.1) peut se réécrire sous forme de sous-

tenseurs construits par rapport a tous les modes (Propriété 3 en Annexe 3). Pour des
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raisons de simplicité, on considere le cas de sous-tenseurs construits par rapport a un seul

mode et le cadre général peut étre déduit du principe expliqué en Annexe 4.

5.2.2 Singleshot

Etant donné que le probléeme (5.1) n’admet pas de solution analytique, nous proposons
une approche de résolution basée sur la descente de gradient par blocs [115]. L’idée sous-
jacente de la méthode repose sur la mise & jour cyclique des variables G, AM . AN
Chaque étape de mise a jour consiste en une seule itération de descente de gradient (ce
qui est possible étant donné la différentiabilité par blocs de la fonction de cott {). Plus

formellement, étant donné une itération k, Gy, Ag), veny A]EN) les valeurs des facteurs latents,

les derivées Dg et DY de € par rapport au tenseur noyau et la p™e matrice de saturation

respectivement évaluées a (919 Ag), e ,AliN)> et <9k+1,AEJz], e ,Al(g_ﬂ),Alip).,AiN))

sont données par :

DS = dgt (9k, Al ...,A]QN)) — gl <9k, {A}j“)}:“) (5.3)

_ p—1 N
DE - aA(p)e <9k+13A1(<1431> °'>A](<p+11)) Al((p)a -->A](<N)> - aA(pJe <9k+1) {A](::%) }1 ) {A{Qq]}p)

(5.4)

Avec ces notations, notre approche Singleshot est résumée par Algorithm 7.

Une approche naive de calcul des gradients pourrait engendrer un probleme de gestion de
mémoire. Dans ce qui suit, nous démontrons que les dérivées DS et DY, 1 <p < N données
respectivement par les équations (5.3) et (5.4) peuvent étre déterminées en traitant un
seul sous-tenseur a la fois, permettant ’application de I’Algorithme 7 via le traitement
séquentiel de sous-tenseurs. Pour cette démonstration, on distingue trois cas : dérivée
par rapport au tenseur noyau, dérivée par rapport a AP p # n et dérivée par rapport
A™ avec n étant le mode de division. Le calcul des derivées est effectué via 1’expression

alternative de la fonction de cott ¢ définie par I’équation (5.2).
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Algorithme 7 : Singleshot

Entrées

X : tenseur a décomposer,

n : mode de division,

{Aém)} : matrices de saturation initiales

1<m<N
Sortie
(m)

9’{A " }1gmgN
Répéter
Calcul du pas optimal ng

Mise a jour du tenseur noyau G :

Gip1 ¢ Gk — WEDE

Pour 1 <n < N faire
Calcul du pas optimal

Mise a jour de la matrice de saturation :

AT — AP —n{D}

Fin Pour

jusqu’a ce que (un critere d’arrét soit vérifié)

5.2.2.1 Dérivée par rapport a G.

La dérivée de £ par rapport a G évaluée au point (Sk,Ag), ..,Ag\”) est donnée par

(voir Propriété 7 en Annexe 3) :

In T T
D=y R (A7) (A7), ) (5.5)

=1 mely #n

T T
e, =18 A () 0= (AF) e ((4), )

melnsn melnsn
D3 (donnée par léquation (5.5)) est donc le dernier terme de la séquence récursive
k

{(Dg)j}1<j<1 définie par :
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(Dg)j = (Dg)ji] + 05, avec (DE)O étant le tenseur nul (tenseur dont toutes les entrées
sont nulles).

Etant donné que le terme additif 0; ne dépend que d’un seul tenseur X?, le calcul de DS
peut donc étre mis en oeuvre via le traitement séquentiel d'un seul sous-tenseur DC;‘ a la

fois.

5.2.2.2 Dérivée par rapport 4 AP p #£n

Le calcul de la dérivée de £ par rapport & AP p < n (p > n suit le méme prin-
cipe) évaluée en (9k+1,AS+)], ..,A](L_]]),Al({p), ..,AliN)) conduit a la formule suivante (voir

Propriété 9 en Annexe 3) :

In

:
Dy =) (-(xi)"+AlBY) (B (5.6)

in=1

Les matrices (X{:l)(p) et BS) représentent respectivement les formes matricielles par rap-

seme

port au mode p du i;™® sous-tenseur X7 et le tenseur B;, défini par :

B, =G xXm ALGId xq AT (AT
mEIp,] quKIJ;ln
avec Id € RI»*Jr étant la matrice identité. Avec un raisonnement identique a celui de la

dérivée par rapport au tenseur noyau G, la dérivée D} peut étre calculée en traitant un

seul sous-tenseur & la fois.

5.2.2.3 Dérivée par rapport a A,

La dérivée de € par rapport & la matrice A™ peut étre déterminée en empilant dans le

sens de la ligne les vecteurs 0 , m){ représentant les dérivées par rapport aux lignes A]@ de
i "

la matrice A™ et chacune des composantes 0 Am ¢ dépend uniquement de I)C;‘ En effet,
;!

considérons 1 < j < I,. Dans l'expression de { donnée 'équation (5.2), le seul terme qui

dépend de A].(?) est le terme || X —G Xy Al Alg?) xq AlW[E Donc la dérivée

mel, +1
n-l qeLy

0, ne dépend que de f)C;1 et est formulée comme suit (voir Propriété 8 en Annexe 3) :
jy:

0, (G {AM}) = — (X)) — AV BW) BT

Les tenseurs (X]T‘)(“) e Rl e of BM représentent respectivement la forme matricielle

par rapport au mode-n des tenseurs X" et B défini par : B = § >I<p AP X, Id X ]A(q).
peln qG]:TT\L]Jr

Par conséquent, la dérivée de { par rapport & A™ peut aussi étre calculée en traitant un
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seul sous-tenseur a la fois.

Toutes les composantes de X sont traitées pour Singleshot et notre astuce pour appliquer
Algorithme 7 de maniere efficace consiste a reformuler la fonction de cout £ en terme de
sous-tenseurs X, . En plus, si I'utilisation d'un sous-tenseur crée un probleme de gestion de
mémoire, le calcul récursif permettant la détermination des dérivées par rapport aux fac-
teurs latents peut étre appliqué a des sous-tenseurs de la forme Xg, o\, 0m C{1,2,.., I}

avec (X, on) =X, in» (11y -y IN) € 07X ... x 0Oy, X représentant le produit cartésien

11,00iN

de deux ensembles (voir Annexe 4).

5.2.3 Singleshotinexact

Tandis que tous les sous-tenseus X sont utilisés pour Singleshot, on utilise plutot un
sous-ensemble de sous-tenseurs pour Singleshotinexact dans le but de réduire le temps
de calcul des dérivées partielles. Le principe de Singleshotinexact est d’utiliser, pour le
calcul des gradients, uniquement By sous-tenseurs avec By < I, (pour Singleshot, on uti-
lise I,, sous-tenseurs puisque le tenseur X est entierement traité). Considérons 1’ensemble
SET (de cardinal By) composé des indexes des sous-tenseurs utilisés pour Singleshoti-
nexact a l'itération k.

L’algorithme de résolution numérique pour Singleshotinexact est identique a Algo-
rithme 7 a 'exception de la définition des gradients Dg et DY qui sont respectivement

remplacés 135 et f)ﬁ,p # 1 définis par :

.
Di= ) R s A xn((Afﬁ)im) (5.7)

D= Y (—(xn)"+avBY) (ng))T (5.8)

S P
avec les pas de descente définis comme étant g—k et g—kﬂ <p<N.
k k
I1 est a noter que les dérivées D (n étant le mode de division) est parcimonieux : Sin-

gleshotinexact correspond a la minimisation de la fonction de cott € définie par (5.2)

mely #n

en supprimant les termes {HDC;‘ —G X A x, A](n)H%} avec j & SETx. donc, les

lignes (ﬁg) ,j & SET\ sont toutes égales au vecteur nul car les termes dépendant de

)

{Ajh.l)} n’apparaissent pas dans la nouvelle fonction de cott.
* ) igSET
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5.2.4 Complexité pour les sous-tenseurs par rapport a un mode

Notons par n le mode de division. Pour Singleshot et Singleshotinexact, on doit
I, = L., L 1..In, les matrices

I+

mGIN¢n m

: L n :
avoir en mémoire le tenseur AJ* de taille HmeIN#

{A(m) }mEIN¢ , AE:) et la valeur du gradient. La complexité en espace est donc [ |

> o InJm + Ju + AT, AT étant la complexité en espace du gradient. Pour la mise a
jour du tenseur noyau G, AT =[], ¢y, Jm et pour la matrice A AT =1 Jm.

5.2.5 Variantes

Nous présentons les variantes de notre approche pour la contrainte de non-négativité
sur les facteurs latents ainsi la décomposition d’un tenseur qui croit par rapport a tous

les modes.

5.2.5.1 Singleshotonline

On considere le probleme de décomposition d’un tenseur qui croit au fil du temps par
rapport a chaque mode avec la contrainte d’une passe unique (c’est-a-dire qu’on traite
une seule fois chaque sous-partie de donnée), justifiant ainsi le terme online. Ce probleme
important n’a pas été traité de maniere exhaustive [13].

Considérons un tenseur d’ordre N qui croit au fil du temps par rapport a chacun des
modes et supposons qu’a la date t, il est sous la forme X; € RILtX-XINt ot au pas de
temps t + 1, nous avons acquis q nouveaux tenseurs par rapport au mode n Set, =
{XG € RinwexInonodxdneocxdng 1 < g < By, }. Conformément 4 la cohérence mathématique
pour la décomposition de Tucker, A™ est la seule matrice dont les dimensions changent :
son nombre de lignes croit de I, a I + By.

Pour Singleshotonline, on propose un schéma de mise a jour identique a celui présenté
pour Singleshotinexact dans la section 5.2.3, avec I'intuition que le probleme en ligne
peut étre traité de maniere efficace avec Singleshotinexact. Plus formellement, les
dérivées par rapport au tenseur noyau G et la matrice de saturation AP p # n, notées
par @g et IA)E sont déterminées exactement comme dans la section 5.2.3 en fixant SET

a Set,,. La dérivée ﬁQ € RUInt#Bu)xIn ogt définie par :

Dy=1[ 0,-::,0 ,vi,., V], (5.9)

In,tvecteurs nuls
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avec [.,...,.] étant 'opérateur qui empile les vecteurs dans le sens de la ligne , o € R*J»

étant le vecteur nul et vj la dérivée de {; évaluée a (A]((n))lnﬁj,;, et ¢; définie par :

t(a) = %Hx;‘ Gt Xp A xpa xq AR XN € Sety,a € R
mel,_; qeryt!

On attire 'attention sur le fait que cette approche nécessite une unique passe sur les
données et la mise a jour des facteurs au pas de temps t + 1 ne nécessite pas du tout le
recours a X;.

Cette approche traite une variété plus large de problemes car elle permet a traiter un
tenseur qui croit par rapport a tous les modes (et donc les observations séquentiellement
acquises peuvent étre de tailles différentes) et contourne une limitation de 'approche OTL

introduite dans le chapitre 5 qui traite une séquence de tenseurs de taille égale.

5.2.5.2 Contraintes de non-négativité

Pour inférer des facteurs latents avec des contraintes de non-négativité, on remplace

toutes opérations de mise & jour par une itération de descente de gradient projeté [111] :

Sk ¢ max (9k —HEDS, 0) »T]E >0

Agﬂ] — max (Al(f] —npDY}, 0) ,h >0

5.3 Analyse théorique

Considérons le probleme de minimisation donné par 1’équation (5.1) :

min £ AN AN
GAI AN (9» PEXS) )

Dans cette section, on note les dérivées partielles par 0,{ (x étant la variable par rapport
a laquelle on dérive). La dérivée de la fonction de cotut £, notée par VI et définie par
(0g€, 0211 L..0 A1 0), est un élément de RIT>In x R x5 RININ muni de la norme
|| - ||« définie par la somme des normes de Frobenius. En plus, on consideére pour des raisons
de simplicité d’écriture les notations alternatives de Q(S,A(”, e ,A(N)) données par :
( (9, {A(m)}:v), ( (9, {A(m) ]]D , {A(q)}:H). Pour les garanties théoriques dont les détails

sont reportés dans Annexe 3, on considere les hypotheses suivantes :

Hypothese 1 Bornitude uniforme. Les sous-tenseurs considérés sont uniformément bornés :
IXE[lF < p, V1 < i < In
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Hypothése 2 Bornitude des facteurs. On considére les domaines G € Dy, A™ € Dy

avec !

Dy ={[|Gallr < o}, Dy = {J A7 < o}

5.3.1 Résultat de convergence pour Singleshot

Pour I'analyse de convergence, on considere les définitions suivantes pour les pas de

descente Ny et n? & l'itération k + 1 :

d

S . 1

= argmin - —= 5.10

nk ne[gé1 52} (T] \/E) (bg(n) ( )
VIOV

np = argmin (n - i) bp(Mm) (5.11)

¢ ne[51 52} \/K ? '

VR'VK

0y ) =¢ (5o (A} AP vl (A} ) <o (S {am ) fal})

avec 0, > 07 > 0 étant des parametres a fixer par I'utilisateur.

La motivation sous-jacente aux problemes (5.10), (5.11) est d’assurer la décroissance de la
fonction de cott apres chaque étape de mise a jour. Les problemes de minimisation associés
aux pas de descente ng et 1} sont bien définis étant donné que les facteurs les définissant
sont déja déterminés a I’étape de mise a jour de Gy et Al(gi)] en plus du fait qu’ils
correspondent a des problemes de minimisation de fonctions continues sur un compact.
Parallelement aux hypotheses Hypothese 1 et Hypothese 2, ainsi que les définitions données

par les équations (5.10), (5.11), on suppose que les inégalités suivantes sont vérifiées :

d o
——<nf <= — <nf <

VK VK VK

Cela revient a considérer que les solutions des problemes de minimisation définis par

0,
— 5.12
VK (512
les équations (5.10) et (5.11) ne sont pas atteintes a la borne inférieure de l'intervalle
de minimisation. Avec ces hypotheses et définitions, on établit, comme dans le cadre

de problemes de minimisation non-convexes standard [36], une vitesse de convergence
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ergodique. Précisément, on prouve que :

K—1

> > — < .
IKo = 1,VK = Koy k}_o Ve (9k, {Al }] ) <= (5.13)

avec A = % (zr + o P28+ YN (12T + o&Nrgég)), [Ty Ty > 0.
Ce résultat prouve que Singleshot converge vers un point stationnaire, c’est-a-dire vers
un point ou le gradient est égal a 0 a la vitesse O (\/LE) La convergence ergodique peut

aussi étre interprétée de la maniere suivante [83] : si 'on choisit une itération k avec une

NA

s s .y PN 1M (N) 2
probabilité %, la derivée évaluée a <9k, A G AL ) est bornée par i

5.3.2 Résultat de convergence pour Singleshotinexact

Pour cette analyse de convergence, on considere que le pas Y (pas de descente associé
a la mise a jour de AN & Ditération k + 1) est défini par le probléme de minimisation

suivant :

Ny = argmin ( - L%) $(n) (5.14)

nElmv oy
avec :
SO AN m N m\ N s
o =0 (G, {A AN ) e (G0 {AM} ) +ae (S {al ) o)
dm) = Af{N — Blk ZjeSSTk 0oy, 04 & étant la dérivée la fonction f; évaluée a Al((N),
GAN) =3I =G xm A xn (AT xq AT v AN

mel,_1 n+1

qely’;
Les parametres A > 0,y > 1 représentent des parametres a fixer par l'utilisateur.
En plus des hypotheses Hypothese 1 et Hypothése 2, on considere les trois hypotheses

additionnelles suivantes :

1. Pas de descente pour la mise & jour de AM :

1

N 1
e <My < Py

Cette hypothese revient a considérer que la solution n’est pas atteinte a la borne inférieure
de l'intervalle de minimisation

2. Non-nullité de la derivée partielle par rapport 3 AM
N-1
Ol (9k+1) {AEE}] »Ag\”) #0

Cette condition assure l'existence d'un ensemble SETy tel que } i ser, 0amvdy # O et
I'ensemble que 'on considere pour le probleme (5.14) est 'un de ces ensembles.

3. Choix du nombre de sous-tenseurs By :



La condition I, > 2 assure L4/ % + ﬁ < Iy

Sur la base de ces hypotheses et définitions, on peut démontrer que la suite Ay =

N
¢ (Sk, {A]((m]}] ) — Lin vérifie I'inégalité :

A] + C(Aa P, &, In)

] ]
Vksko=T4—— log [ ——
Z =TT Og(log(1+7\))’ kS K=K

(5.15)

avec log étant la fonction logarithmique, £,,;, étant la valeur minimale de £ qui est bien
définie étant donné que { est une fonction continue définie sur I’ensemble compact Dy x
Dy X .... x Dy et ¢ une fonction des parametres A, p, «, ;.

Ce résultat assure que la suite {Sk, A]((”, Y A]((N)} converge vers I’ensemble des minimiseurs

de la fonction £ & la vitesse O (%)

Remarque 6 : les problémes définis par (5.14), (5.10) et (5.11) dont les solutions sont
globales et peuvent étre résolus numériquement par des heuristiques (par exemple la méthode
du nombre d’or), ne sont pas en contradiction avec la philosophie de notre approche
puisque ces problemes peuvent étre résolus en traitant un seul sous-tenseur a la fois du a

lexpression alternative de £ donnée par l’équation (5.2).

5.4 Simulations numériques

Notre objectif est d’illustrer que, pour des tenseurs de petite taille, nos approches
Singleshot et Singleshotinexact (ainsi que leurs variantes non-négatives) donnent
des résultats comparables a ceux obtenus par certaines méthodes de 1'état de l'art et
réussissent a effecteur la tache d’inférence pour des tenseurs de grande taille alors que cer-
tains compétiteurs n’y arrivent pas. Les méthodes considérées pour la comparaison sont :
GreedyHOOTI [124] qui est une extension avec garantie de convergence de la méthode
standard HOOI, une approche récente basée sur la minimisation alternée avec l'incor-
poration d’opérateurs de Sketching [84] nommée Tensorsketch (sa version en ligne sera
nommée Tensorsketchonline) [13] et des méthodes aléatoires [135] (Algorithme 2 dans
[135] nommées Scalrandomtucker et Algorithme 1 dans [135] avec des contraintes de

non-négativité nommée posScalrandomtucker).

5.4.1 Données expérimentales avec Singleshot /Singleshotinexact

Les bases de données considérées sont : Movielens [48] a partir de laquelle on construit
un tenseur d’ordre 3 dont les modes représentent respectivement les pas de temps, les

films et les utilisateurs et la base de données de messages électroniques Enron, a partir
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de laquelle on construit un tenseur d’ordre 3 dont les modes représentent respectivement
les expéditeurs, les destinataires et les mots les plus fréquents. Pour Mowvielens, on a mis
en place un systeme de recommandation pour lequel on détermine l'erreur de test MAP
(mean average precision) [58] sur un ensemble de test qui se définit comme la projection
des données de test sur les facteurs latents inférés de ’ensemble d’entrainement (qui est
différent de 'ensemble de test) et cette erreur est calculée en faisant la moyenne sur cing
divisions aléatoires dans la proportion 50 — 50 en entrainement et en test. Pour Enron,
on calcule lerreur d’approximation AE définie par I’équation (5.16) sur un ensemble de

test (de méme taille que I'ensemble d’entrainement) pour un probleme de régression.

AE = || Xiest — G5 X1 AE)]th X2 A%)ut X3 A((asxthF (5.16)

(n)

out)

avec G, étant la projection de X sur les matrices {A 1<n< 3} représentant les
facteurs latents inférés de la décomposition.

Notre objectif étant d’analyser la capacité des diverses méthodes a décomposer un
tenseur dont la taille croit, nous avons arbitrairement fixé la taille des tenseurs construits
a partir de Movielens et Enron a M x M x 200 et M x M x 610, M étant un parametre
a fixer. Les expériences sont effectuées sur une machine MacOs avec 32 Go de memoire
(RAM).

Un autre objectif est de prouver la robustesse de notre approche par rapport aux
hypotheses et définitions mises en place dans la section 5.3, ce qui est important car les
problemes de minimisation relatifs aux définitions des pas de descente peuvent avoir une
complexité en temps élevée : cela motive le fait que pour Singleshot, les pas sont fixés a
107 et pour Singeshotinexact, ils sont respectivement fixés & 1076 et 1078 pour Enron et
Mowielens. Pour Singleshotinexact, les éléments dans SETy sont générés aléatoirement
sans remplacement (tous les éléments sont deux a deux distincts) et le nombre de sous-
tenseurs est défini conformément a la troisieme hypothese dans la section 5.3.2. Pour les
figures, les versions sans contraintes de Singleshot et Singleshotinexact seront suivies
de "unconstrained” et ”positive” pour les variantes non-négatives.

La figure 5.1 présente les résultats obtenus pour Enron et Moovielens pour Singleshot
et Singleshotinexact. Les performances en terme de MAP et AE sont équivalentes
pour les différentes méthodes. En terme de temps de calcul, Scalrandomtucker est la
meilleure méthode. Cependant, les méthodes compétitrices n’arrivent pas décomposer des
tenseurs pour lesquels M = 4000 (pour Enron) et M > 2800 (pour Movielens) a cause
d’une erreur de mémoire, contrairement a notre approche méme si le temps de calcul

est élevé. On remarque aussi, comme prévu, que Singleshotinexact nécessite moins de
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Ficure 5.1 — Comparaison avec les versions sans contraintes de Single-

shot /Singleshotinexact. Haut (de gauche a droite) : MAP et temps de calcul pour
Movielens. Bas (de gauche a droite) : erreur d’approximation et temps de calcul pour
Enron. Quand M croit, les marqueurs manquant signifient qu’on a une erreur mémoire.
Le rang du tenseur noyau G est fixé a (5,5,5)

temps de calcul que Singleshot dii au fait que la premiere méthode utilise moins de
termes dans le calcul des dérivées que la séconde.

La figure 5.2 donne l'erreur d’approximation et le temps de calcul pour Singleshot
et singleshotinexact avec des contraintes de non-négativité et une approche aléatoire
également avec des contraintes de non-négativité nommée PosScalrandomtucker. La
qualité de décomposition est meilleure pour Singleshotpositive pour les deux bases de
données Mowvielens et Enron. En plus, quand la taille du tenseur est petite, PosScalran-
domtucker est tres efficace en terme de temps de calcul par rapport a notre approche .
Cependant, PosScalrandomtucker a du mal a décomposer un tenseur de grande taille
di a une erreur mémoire contrairement a nos approches Singleshot et Singleshoti-

nexact.
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FIGURE 5.2 — Haut (de gauche a droite) : MAP et temps de calcul pour Mowvielens. Bas
(de gauche a droite) : erreur d’approximation et temps de calcul pour Enron. Comme
M croit, les marqueurs manquants font référence a une erreur de mémoire. Le rang du
tenseur noyau G est fixé a (5,5,5)

5.4.2 Singleshot /Singleshotinexact vs Tensorsketchonline

Dans cette section, on compare nos approches Singleshot et Singleshotinexact a
Tensorsketchonline, qui est une méthode récente ayant la méme philosophie que notre
approche dans le sens ou elle traite de maniere séquentielle des entrées tirées du tenseur
a décomposer. Pour Tensorsketchonline, les données sont artificiellement divisées par
rapport aux deux premiers modes.

Les résultats de la comparaison sont donnés par les figures 5.3 et 5.4 pour Enron et Moo-
vielens. Toutes les méthodes donnent des erreurs de test similaires avec un léger avantage
pour Singleshot et Singleshotinexact avec des contraintes de non-négativité sur les
facteurs latents pour Enron (voir la figure 5.3) et les variantes sans contraintes Sin-

gleshotinexactunconstrained et Singleshotunconstrained pour Moovielens (voir la
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figure 5.4). Cependant, notre approche nécessite moins de temps de calcul par rapport a
Tensorsketchonline du au fait qu’'une minimisation alternée est plus cotiteuse en temps

que notre approche qui repose sur une descente de coordonnées alternée.
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o ]
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n 7]
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1200 1600 2000 2400 2800 4000 1200 1600 2000 2400 2800 4000
Dimension M Dimension M

FIGURE 5.3 — Haut (de gauche a droite) : erreurs d’approximation pour Singleshoti-
nexact et Singleshot. Bas (de gauche a droite) : temps de calcul pour Singleshoti-
nexact et Singleshot. Le rang du tenseur noyau est fixé a (5,5,5)

5.4.3 Singleshotonline vs Tensorsketchonline

Pour illustrer 'efficacité de la variante en ligne de notre approche Singleshotonline
(associée a des contraintes de non-négativité), on considere comme compétiteur la méthode
Tensorsketchonline [13]|. La premiére base de donnée utilisée est un tenseur d’ordre 3
de dimensions 20000 x 2000 x 50 construit a partir de Enron qui est artificiellement divisé
en sous-tenseurs par rapport aux premier et second modes. La seconde base de données
considérée est un tenseur X € RP000x2000x60 construit & partir de Moovielens dont les

modes sont respectivement le temps, les films, les utilisateurs : ce tenseur est divisé par
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FIGURE 5.4 — Haut (de gauche a droite) : erreur de test dans le cas sans contraintes et
avec des contraintes de non-négativité. Bas (de gauche a droite) : temps de calcul sans
contraintes et avec des contraintes de non-négativité. Le rang du tenseur noyau est fixé a
(5,5,5)

rapport au premier mode en deux ensembles, un pour I'entrainement et l'autre pour le
test respectivement dans la proportion 70% — 30%.

Pour Enron, la figure 5.5 montre I'erreur d’approximation et le temps de calcul. De méme,
pour Mouielens, la figure 5.6 correspond a I'erreur de test et le temps de calcul. La valeur
du rang est fixée a (R,R,R). Notre méthode produit des erreurs moins importantes car
elle prend en compte les contraintes sur les entrées des données (non-négativité) et est
plus rapide car la mise a jour de chaque variable repose sur une itération de descente de
gradient, ce qui est moins cotiteux en temps de calcul qu’une minimisation complete pour

chaque étape de mise a jour.

87



& 9460 1 ———# Il I
9 w10 4 Tensorsketchonline
Y801 :; - Singleshoton'ine
i
g 9440 { 5
o 19
%9430 O
QO 1800 /
%9420 o
:U v 10
o 24101 o
] E 1600
g 9400 g
L5 ~&- Tensorsketchonline 150
93901 Singleshotonline 100
2 3 4 5 6 2 3 : g 6
Rang R Rang R
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FIGURE 5.6 — Erreur de test et temps de calcul pour Tensorsketchonline et Single-
shotonline pour Moovielens

5.4.4 Vérification des hypotheses

Dans cette section, on vérifie certaines hypotheses mises en place dans le cadre notre

analyse de convergence.
5.4.4.1 Evolution du gradient par rapport & la variable AN (deuxiéme hy-
pothése dans la section 5.2.3 pour Singleshotinexact)

N-1
La figure 5.7, représentant les normes de 0 5 ()¢ <9k+1, {Af{“ﬂ }1 ,Af{N)) et de ZjeSSTk 0am Y
montre que la deuxieme hypothese (présentée dans la section 5.3.2) pour Singleshoti-

nexact est valide en pratique (le pas de descente n)Y est donc bien défini).
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FIGURE 5.7 — Enron data set X € R1200x1200x200 . gayche (norme du gradient pour Sin-
gleshot sur une échelle logarithmique), droite (norme du gradient inexact pour Single-
shotinexact sur une échelle logarithmique

5.4.4.2 Choix de SET pour le calcul du gradient inexact

Une maniere naturelle d’assurer la non-nullité du gradient inexact serait d’effectuer
une recherche exhaustive pour déterminer I’ensemble SE7T . de cardinal By assurant cette
condition. Cela n’est pas pratique méme pour les petites valeurs de I,, car dans le pire cas,
cette stratégie nécessiterait m calculs de gradient inexact. Pour avoir un ensemble
convenable (assurant la non-nullité) SETy, on a prouvé numériquement (voir la figure

5.7) qu'il est suffisant d’effectuer une sélection aléatoire de sous-tenseurs.

5.4.4.3 Influence du nombre de sous-tenseurs

200000 1 *\ -%- Singleshotinexact-unconstrained s00| * =%~ Singleshotinexact-positive
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=
S
=1
o
’
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FIGURE 5.8 — Erreur d’approximation en fonction du nombre de sous-tenseurs pour Sin-
gleshotinexact avec le rang du tenseur noyau fixé a (10,10, 10) sur Enron : gauche (sans
contraintes), droite (contrainte de non-négativité)

La figure 5.8 montre I'erreur d’approximation en fonction du nombre de sous-tenseurs

utilisés pour Singleshotinexact. On remarque une dégradation de 'erreur d’approxima-
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tion quand le nombre de sous-tenseurs décroit. Cela est cohérent avec l'intuition étant
donné qu’un petit nombre de sous-tenseurs induit une erreur importante sur la direction

de descente, conduisant ainsi loin de bons minima.

5.5 Conclusion

Nous avons introduit deux nouvelles approches pour la décomposition de Tucker d’un
tenseur de grande taille nommées Singleshot et Singleshotinexact. Le principe sous-
jacent a Singleshot repose sur la descente de gradient et la descente de coordonnées par
blocs (mise a jour cyclique des variables), le calcul des dérivées étant effectué via le trai-
tement séquentiel de sous-tenseurs (toutes les entrées du tenseur d’intérét sont traitées
pour cette approche, mais pas de manieére simultanée). Le principe de Singleshotinexact
est identique a celui de Singleshot a I’exception pres qu’on utilise seulement certaines
composantes de la donnée a décomposer. Une extension de Singleshotinexact a aussi
été introduite pour la décomposition d’un tenseur qui croit par rapport a tous ses modes
avec la contrainte de la passe unique (chaque observation est traitée une seule et unique
fois).

D’un point de vue analytique, on a établi pour Singleshot (respectivement Singleshoti-
nexact) la convergence vers un point stationnaire (respectivement minimiseur) avec une
vitesse de convergence en O <\/LE>’ K étant le nombre maximum d’itérations (respective-
ment en O (%), k étant le numéro de 'itération).

Finalement, nous avons effectué des expériences numériques pour prouver l'efficacité de
nos approches en terme de gestion de la complexité en espace ainsi que l'intérét de mettre
en place des variantes pouvant incorporer certaines contraintes populaires telles que la

non-négativité.
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CHAPITRE 6

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

6.1 Conclusion

Dans ce travail, nous avons mis en place de nouvelles techniques pour I’apprentissage
de dictionnaires et la décomposition d’un tenseur de grande taille via la décomposition de
Tucker, le choix porté sur cette décomposition étant motivé par le fait qu’elle présente di-
verses applications et peut étre facilement adaptée pour effectuer d’autres décompositions

populaires (par exemple CP).

Dans le chapitre 3, on a développé une nouvelle méthode pour 'apprentissage de
dictionnaires par décomposition non-négative de Tucker. Un rappel sur la décomposition
non-négative de matrices est effectuée. De cette décomposition, une extension de la NMF
pour la décomposition dans le cadre tensoriel, nommée TDL est présentée. La méthode
de résolution numérique pour TDL est basée sur la minimisation alternée avec chaque
probléme intermédiaire, de la forme mings || X — AB||%, étant obtenu via la forme matri-
cielle de la décomposition de Tucker. La limite de cette méthode provient du fait que ces
problemes intermédiaires peuvent avoir une complexité en espace élevée di au produit de
produit de Kronecker résultant de la forme matricielle du produit tenseur-matrice.
Pour contourner cette limitation, nous avons introduit dans le chapitre 4 une approche en
ligne nommée OTL dont le principe est d’inférer une base génératrice de facteurs latents
a partir d’'une séquence d’observations de tailles égales, les observations étant traitées en
petit nombre, ce qui permet de réduire la complexité en espace par rapport a la stratégie
qui consiste a utiliser toutes les observations de maniere simultanée. Cette approche est
inspirée de certains travaux effectués pour la décomposition en ligne de matrices [86] et

fournit une garantie de convergence sous des conditions assez peu contraignantes et peut
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étre étendue pour inclure des contraintes populaires telles que :

— La parcimonie : appliquée sur les coefficients d’activation via l'introduction d’une
pénalité {;, avec le probleme de minimisation sous-jacent résolu par une technique
de minimisation proximale.

— la non-négativité : pertinente pour des observations présentant des composantes
non-négatives, elle est mise en place grace a la descente de gradient projeté.

— l'orthogonalité : utile pour assurer I'unicité des sous-espaces générés par les ma-
trices de dictionnaires, on utilise pour cette contrainte une descente de gradient
sur une variété de Stiefel.

Cependant, cette méthode n’est pas adaptée pour traiter des observations en flux (ac-
quises séquentiellement au fil du temps) ayant des tailles différentes.

Enfin, nous avons établi dans le chapitre 5 une approche désignée par Singleshot pour
laquelle on a établi une vitesse de convergence en O(\/LE) avec K étant le nombre maxi-
mum d’itérations. L’algorithme proposé repose sur la descente de coordonnées (c’est-a-dire
mise a jour cyclique des facteurs latents, chacune étant effectuée via une seule itération de
descente de gradient) ainsi que le traitement séquentiel de sous-tenseurs, rendu possible
possible grace a la réformulation de la fonction de cotit en utilisant des propriétés standard
d’algebre linéaire. Pour réduire la complexité en temps de Singleshot, nous avons mis
en place Singleshotinexact, une variante dont 1'idée repose sur le fait d’utiliser, pour
I'inférence des facteurs latents, uniquement un certain nombre de sous-tenseurs et garantit
une vitesse de convergence en O (%), k étant le numéro de l'itération. De Singleshoti-
nexact est déduite Singleshotonline, une troisieme approche pour la décomposition
d’un tenseur qui croit par rapport a tous les modes, permettant ainsi de traiter une
gamme de problemes plus large que OTL (introduit dans le chapitre 4) car les observa-

tions peuvent avoir des dimensions différentes.

6.2 Perspectives

Les travaux effectués, bien qu’adressant certaines limites de techniques existantes,

présentent de nombreuses pistes d’amélioration :

— Une extension naturelle de certains de nos travaux (notamment OTL et Single-
shot) serait la mise en place de versions supervisées (incorporant l'information de
classes dans un probleme d’apprentissage supervisé).

— Nous envisageons le développement d’approches en ligne pour des décompositions
mixtes a la frontiere entre CP et Tucker (par exemple, décomposition block term),

ce probleme n’étant pas tres bien étudié dans la littérature.
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— Pour des recherches futures, on compte également investiguer les liens potentiels
existants entre décomposition de tenseur et réseaux de neurones comme ont tenté
de faire certains travaux relativement récents. Par exemple, Jonah et al. [19] ont
proposé une architecture de réseaux de neurones qui peut s’interpréter comme une
décomposition non-négative de tenseur.

— Notre approche OTL n’offre de résultats de convergence que vers un point station-
naire et la vitesse de convergence n’est pas établie. De plus, elle ne tient pas compte
de 'antériorité des données dans le sens ou elle traite toutes données de maniere
équivalente alors qu’intuitivement, les données les plus récentes devraient avoir
un poids plus important comparé aux données déja acquises. Des améliorations
possibles seraient donc d’établir une variante supplémentaire avec de meilleures
garanties de convergence et /ou vitesse de convergence ainsi que d’associer aux ob-
servations des poids dont les valeurs sont d’autant plus importantes qu’elles sont
récentes.

— D’un point de vue applicatif, la mise en oeuvre de Singleshot et Singlesho-
tinexact est cotuteux en temps. Cela peut étre contourné en observant que les
calculs de gradients/gradients inexacts peut étre parallélisé, ceci étant simplement
du au fait qu’ils correspondent a la somme de termes qui sont tous indépendants
les uns des autres (c’est-a-dire que deux termes différents peuvent étre calculés
indépendamment 1'un de l'autre). L’étape suivante est donc bien évidemment la
mise en place d’un script prenant en compte cette observation. Aussi, il peut étre
intéressant d’étudier I'impact de termes de pénalisation sur Singleshot et ses va-
riantes.

— Les résultats de convergence pour Singleshot /Singleshotinexact ne sont valides
que dans le cas < sans contraintes ». Une étude quantitative pour le cas < posi-
tif >parait donc étre une suite naturelle. De plus, Singleshotonline n’offre aucune
garantie de convergence, ni de garantie de reconstruction. La continuité évidente

serait donc d’investiguer d’autres approches pour couvrir ces limites.
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ANNEXE 1. DIVERS

6.3 Equivalence de problemes pour TDL

Soient X € R¥*12xls G ¢ RK*J2xIs deux tenseurs d’ordre 3 et A? € R2%)2 On a :

K

IX -G xz APJE = 3 IXe — APG (6.1)

k=1
Dans I'équation (6.1), les matrices Xy et Gy représentent les sous-tenseurs par rapport
au premier mode des tenseurs X et G. Démonstration :
K
Notons o« = [|[X — G x; A?|Z et B =3 ,_, [| X — APG|?
Par définition du produit tenseur-matrice, on a :
2
_ (2)
0= Z]SkgK,]gizglngisglg, (xk,iz,ig - Z]gjzgjz 9k1j2,i3Ai2,j2>
Par définition du produit de deux matrices, on a :
2
K (2)
p= Zk:1 Zizyh <(Xk)iz,13 B Z1§j2§12 Aiz,iz(Gk)jZ»iS)
Par définition de Xy et Gy, on a :
2
(2)

=B =2 ki (xk,iz,is = 25, Sias Gwaris Aiz,j2>
=>a=

6.4 Sketch d’une matrice

Etant donné une matrice A € R™ 4, le sketch de A, noté A € R4 (1 < n), est
une matrice plus petite que A en taille telle que ||[ATA — ATA||f est petite. De maniére
équivalente, 'objectif de cette opération est de déterminer A telle que ||Ax|f et ||Ax||
soient proches pour tout x € R9.

Plusieurs approches ont été proposées en pratique pour calculer en pratique le sketch

d’une matrice [39], [84] avec diverses applications telles que 'approximation faible rang
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[39], analyse en composantes principales [84], la détection d’anomalies [35], etc.
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ANNEXE 2. ANALYSE DE CONVERGENCE POUR OTL

Pour I'analyse de convergence, on s’interesse a une double convergence asympotique
dans le sens ou l'on considere que le nombre d’itérations et le nombre d’échantillons

tendent vers +oo

1 Rappel des définitions et notations supplémentaires

1.1 Rappel des notations et raisonnement pour la convergence

min  f(A",.., AN) (6.2)

A AN
fAY, . AN) =Ep(e(x, AN, AN))
= lim (A", .., AN)

t—o0
t

:tliml o, AW . AN
R

Pour k fixé, on note par ?n’t la fonction A — ﬂ(Agh..,A]ﬁ?”,A, A£n+]),..A](<N)) et

. 7 . n ’ .
considérons la suite A](< +)1 . définie par :
)

A](gl)] 1 & argmin ?n‘t(A(“)) (6.3)
Am)

avec Fn,t définie par 1'équation (4.9).

i (n) ) . .
Dans un premier temps, on prouve que A,/ , converge vers 'ensemble des points station-

naires de la fonction définie par A — f(Agﬁ], vy A]((T:]U, A, A£n+]), ..AliN)). De ce résultat,
on prouve que {Ag ), ..,Ag\”} converge vers l’ensemble des points stationnaires de la

fonction (A(”, . A(N)) — f(AD, .., AN)). Pour le probleme de minimisation présenté via
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52 : z N 1-6 —1 N .
I'équation (6.3), on remplace f ¢ par fn,t—¥(zgﬂ ||A1(3r)1 [N ALY |12) puisque
les termes soustraits sont des constantes, donc n’interviennent pas dans le probleme de
minimisation défini par I’équation (6.3) qui considere une minimisation par rapport a

A™_ Par conséquent, dans la suite, on s’interessera aux notations suivantes :

] n (1 —0 n
O A™) = i 10— et AL 0 A s AL 0] G+ A

f(A™) = Ep(e(X, A™))

1 t
fo(A™) =2 ) UX, A™)
i=1

o1

SRR ») n (q) —0) A
fri(A) = T ; Z||DC1 — S Xper, s Ay xn A™ X gert A [F+ oB||Gills + THA( IIF

1 1 (1
= STrace(&,A™TAM) — Trace(A™n,) + ¢ 3 <§Hxi|!% +01(G1) + Qa(AT, ., A““’)
i=1

Les suites &; et 1 sont définies par :

1 o 1<
& = T Z N = n Z XMV N =G @, , APT Dqerm AT (6.4)
i=1 i=1
avec
i x(1—0)
o = argmin |2 — § xper, o Al X AL e AL+ 005l + =A™

Les dérivées f, et £ en fonction de A™ seront notées respectivement par 0f,, et 0,(.

1.2 Notations supplémentaires

La norme sur R™>™ x . x RMxxMk (R™*M étant ’ensemble des matrices de taille

My X ), notée par || - ||y, -~ gme est définie par :
K

K
H (A(”» --)A(K)) ||HkEIK R™k Xk — Z ||A(k)||F
k=1
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Pour deux matrices A € RM*N et B € RM*N | le produit scalaire est défini par :

<A, B> - Z Am,an,n

1<m<M,1<n<N

Le supremum d’une fonction continue f définie sur un domaine compact D sera noté par

1flloo : ||fllcc = supyep | f(x) |. La fonction signe est notée par sign.

2 Algorithme pour un nombre infini d’échantillons et
d’itération

Pour le cadre théorique, on suppose que le nombre d’itérations ainsi que le nombre

d’échantillons sont infinis. Donc, notre algorithme se réécrit sous la forme :

Algorithme 8 : OTL-infins

Entrées

{Xq, ..y Xi....} s séquence d’observations,

x> 0,0 <0 <1: valeurs de parametres
Initialisation

Aén) : valeurs initiales des matrices de dictionnaires,
Répéter
Pour 1 < k <K faire
Pour 1 <n < N faire

lim A
m _ t—oo £ 15t
A = ~

arg min s ) foo(A™) sinon

s A M)
si Ay, converge

Fin Pour

Fin Pour

jusqu’a ce que (un critere d’arrét soit vérifié)

Dans la suite, les fonctions de pénalité (QO; et (O, sont choisies comme étant les normes
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¢; et £,. La fonction 1?00 est définie par :

fo(AM) = %Trace ((ét + —OCUZ_ o)

1) A(“)TA(“)) — Trace (A™,)

avec &, et M représentant les points d’accumulation des séquences £, et 1 définies par
I'équation (6.4) dont les existence sont assurées par la bornitude des suites &; et 1.

NB : les différences entre les algorithmes 6 et 8 résultent du gap entre théorie et pratique :
premierement, tous les facteurs ne sont pas disponibles et deuxiemement, le code parci-
monieux associé a ’observation X; est déterminée via la projection sur {AQ], oy Agj%}
au lieu de {AEJL, ..,AI(QEU,AS%,ASHU, ..,AiNJ} dans le but d’alléger le cotit en terme

de temps de calcul.

3 Hypotheses

— Hypothese I : Les observations sont tirées d’une distribution de probabilité avec un
support compact : cette hypothese est naturelle car on travaille avec des valeurs
finies enregistrées par des capteurs;

— Hypothese II : pour tous les probléemes de minimisation, on suppose que le tenseur
d’activation ainsi que les matrices de dictionnaires appartiennent a des ensembles
compacts : G € Kg, A™ ¢ Ki, .- Cela correspond a une interpreation naturelle
de la pénalité €5 — €;.

— Hypothese 111 : C.; (vec(X) — Cvec(G)) = 0 vec(G);) si sign(vec(G);) # 0
|C.; (vec(X) — Cvec(G)) | < «O sinon, avec : C = (®p€1n71A1(3r)1>®A® <®qelg+1A1(<q)>
Cette condition assure 'unicité de la solution pour le probleme de Codage Par-
cimonieux.

— Hypothese IV : pour le probleme de Descente de Coordonnées, on cherche
Agﬁ] autour d’une boule centrée autour de A](:L) et de rayon kl%, c’est-a-~dire telle
que A7, — AR < L

— Hypothese V : Vk € N, Al((n] est un point intérieur de 'ensemble K, j, .

4 Propriétés préliminaires

Propriété 1 Pour deux matrices A, B telles que ||Allf < 81, ||B|lr < 8;. Il existe M > 0
tel que :
HIAJF =Bl < Mi[|A —BJfr

Preuve :
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|Al} = [|[A—B+BJ| = |A-B|{ +2< A—B,B > +|BJ}
= [A[lf — B} < [|A — B[ +2[|A — BJ|¢[|Br

= [|A[lf = [IB[} < [|A —B[[r|A — Bl|r +25,]|A — B

= [JA[lf = [IBIf < (81 + 82)[|A — Bl|r + 28,[|A — B

Dongc, on a :
A2 — IB||Z < (81 + 38;)||A — Bl|r < max(8d; + 382,58, +381)||A — B|| (6.5)

En permutant le role de A et B, on a :

IBIIF — Al < (824 381)[|A — B[r < max(8; + 362,86, +381)| A — Bl (6.6)

En combinant (6.5) et (6.6), on a :
HAJZ = [BIZ] < max(6, + 35,5, +38,)| A — Bl

Propriété 2 Pour quatre matrices A, By € RNM et A, By € RM*L telles que || Aq]|r <
51, [|Bal|r < 62, on a linégalite suivante :

|A1A; — BiB;|r < 81]|A2 — Ballr + 82/|A7 — By||r

Preuve :
|A1A; — B1B;f|f = [|Ai(A; — By + By) — B1Bsf|f = [|Ai (A, — By) + A1B; — B1By|r
= [|[A1A; — B1Ba[r < 81]|Az — Ba|lr + 62||A — By||r

Propriété 3 Si X =G x; AV .. xy AN =G Xnely A™ g forme matricielle de X par
rapport au mode 1, notée par X™  est définie par :

xXm — AWG (A(U ®.® A=) ® A+ ® A(N))T — AmMgm Bmeln, AMT

Ceci correspond a la propriété de matricisation d’une décomposition de Tucker.

Propriété 4 Notons g(A™) = |[|X =G x; AV x, AW xy AN|2. La derivée de g est

donnée par :

ag(A(“)) ] (X(n) —AmWgm ®meIN¢n A(m)T) (®m€IN¢nA(m)) GmT
_ ) (ﬁ(n)G(n)T _ A(“)B(“)B(“”>

avec XM et B™ étant les formes matricielles par rapport au monde n des tenseurs X et
B définis par :

X=X Xper,_; APT x, T X qern+ AT T e RnIn - matrice identité

B =G xper, AP % T X qerp AW T € RIvIn - matrice identité
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Preuve :

g(A™ +h) = XM — (A + h)GM Smelnsn AT)|2

= g(A™ +h) = |XW - ANGM @per,, AT+ hG™ @y, AT

= g(A(“) +h) = ||X(”) —_ Amgm Omelnsn A(m)TH]ZE 4 ||hg(n) Omelnin A(m]T“% —Z(X(“) _
AMgm ®mEIN¢n A(m)T, hGm Rmstn A(m)T>

= g(AM +h) = g(AM) = 2((XV — AMGM @y, A™T) Orer,, L, AMGMT R +
O ([mIf)-
= aQ(A(n)) =—2 (X(n) - A(n)G(n) ®mEIN7£n A(m)T) ®m€IN7§n A(m)G(n)T

= ag(A(“)) = _2Xm (®mEIN¢nA(m)) GMT oA M) (G(n) Omelnim A(n)T) (@meIN#nA(n)G(n)T)
= 0g(AM) = 22X (@mery,, A™) GMTH2AM (G @ ey, AMT) (G @rery ., AMT)
( propriété du produit de Kronecker).

T

Par la Propriété 3, les formes matricielles par rapport au mode n des tenseurs X et B

sont données par :

A~

X(n) = X(n) ®m€IN%n A(n) et B(n) = G(n) ®m€IN#n A(m)T
Avec cette observation, il est trivial de voir que :

dg(AM) = _2XMGMT L 2AMBMBMT

Propriété 5 Si les matrices de dictionnaires et le tenseur noyau sont bornés, fn; est

bornée par une constante indépendante de t.

Preuve :

Ceci est trivial avec 1'inégalité triangulaire et Hypothése I1

Propriété 6 La fonction f; est strictement convexe et la matrice hessienne est bornée

inférieurement (valeurs propres bornées inférieurement)

Preuve :
N t 1-6
fri(A) = 1 T8 31— G xper, s AL Xn A Xgemn AR+ a®Gelly + S22 AR,
0<o<1,>0.
A. Convexité stricte
?n,t(A) — @HAH% est une fonction convexe. Donc, Fn,t(A) est fortement convexe, im-
pliquant ainsi la stricte convexité.
B. Bornitude inférieure de la matrice hessienne
n 1-0
Frc(AM) =150 10— Gixper, AP xn A® x oo AP |24 a0 G|y + 2% A2
Par la propriété 4, on a:
O (A™) = 133 (—2X(VGM 4 2AWBVBMT) + (1 — 0) AN avec

) _ () (p)T (OT) M) _ () (p) (q)
B =G (®peln4Ak+1 Oqery Ay )a X=X <®P€In—lAk+1 Oqermtt Ay )

Donc, on a :
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Ot (AM) = ANS—M+a(1-0)AM avec S, =1 Y1 BB M, =15
Par conséquent, la dérivée seconde par rapport & A™ donne :

M (AM) = ST @ I, + (1 — 0)aly, ), Ity € RV of I € R des matrices
identités

= azfmt(A(“)) =8 ® I, + (1 —0)aly,), (symétrie de la matrice Sy)

Des calculs simples utilisant des propriétés connues sur le produit de Kronecker (produit
mixte ou "mixed prodiuct” : (A ® B) (C ® D) = AC ® BD) donnent :

Siol, =13 1, B"eL,)BMeL,)T

Donc, azfn,t(A(“)) est une matrice symétrique positive avec toutes ses valeurs propres

bornées inférieurement par (1 — 0)c.

Propriété 7 La fonction de perte £ définie dans le rappel des notations est une fonction

Lipschitzienne par rapport ¢ A™ et uniformément bornées.

Preuve :

A. Bornitude

Ceci est trivial par I'inégalité triangulaire et la bornitude des facteurs latents..

B. { est Lipschitzienne pr rapport & A™

La fonction A™ — 1| X =G Xper, Agr)] X AM X gernt! AL‘”H%—I— 0] G|l + @HAWH%
est différentiable et sa derivée est continue sur RI"J2-XIn x RIn*Jn (car ¢’est un polynome
en les entrées de G et AM). Etant donné le probleme de minimisation par rapport a
G est un probleme de minimisation sur un ensemble compact d’une fonction continue, il
admet une solution qui est unique (par Hypothése III). Par conséquent, par le théoreme de

Bonnan et Shapiro, the function lost function A™ — £(X, A™) = ming %||1)C —G Xper,,

A](fg1 X Al X gernt A]((q)H% + aB||Gl[s + ““2_9) |A™||2 est differentiable et nous avons par

Propriété 4 :
9,0(2C, A} = — (XWGE)“)T(DC, A — A“”B“”B“‘”) + o1 —0)AM

avec XM et BM™ étant les formes matricielles des tenseurs X et B définis par :

~

X=X Xpeln_ A(p)T Xn 1 qulr]:‘H A(q)T, B = GO Xpeln_q Al(f_),:] Xn I XQGIR]H Aliq)

. 1-0
Go(X, A™) = argming |X—Gxper, AP xn AN x o ALY 2400 G+ A2
Comme la dérivée est bornée, £(X,.) est une fonction Lipschitzienne par le théoreme des

accroissements finis.

Propriété 8 f,; est une fonction Lipschitzienne et bornée par une constante indepen-

dente de t.
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Proof :

s (A™) ={Xi, %ngn) — AMBM™|2 4+ a0]|Gi s + L2 AM|F avec

BM = Gin (®p€1n71A$r)1T ®gerpt! Affg) , XM et ng) étant les formes matricielles des

tenseurs X; et Gj.

fue (AM) = T (AF) = 20 3 (XY = APVBO 2 — X[ — AVBO2)

+U2 (AR - AR))

=1 Fas (A1) = Fu (AF) 1< 12 Ml (AT = AP BO e + Mol (A = AP) |5
(Propriété 1)

= e (Aﬁ*”) - (AQ”) <1yt M AN — A+ Mo AM — ANl (bornitude
des facteurs)

=l ?ﬂ»t <Agn)) - Fn,t <A£n)) 1< (M3 +M,;) ||Agn) — Aén]HF

Propriété 9 f,; est une fonction Lipschitzienne et bornée par une constante indépendante

de t.

Preuve : puisque la fonction de perte { est Lipschitzienne par rapport & A™, la fonc-
tion f,(AM) = {2;1 0(X;, A™) DPest aussi (comme combinaison de linéaire avec des
coefficients positifs de fonctions Lipschitziennes). Le raisonnement est identique pour la

bornitude.

Propriété 10 Considerons la fonction &(X, A™ G) définie par :
E(,AM,G) = 1IX — G xper, , AP xn A™ X A+ a0]Gs + < AN

Notons par A(G) la fonction définie par : A(G) = z,(x1,A§“),9) — E(?CZ,A?),S). La

fonction A est Lipschitzienne.

Preuve :

A(Ga) — A(Gp) = E(X1, AV, §.) — £(%5, ALY, Go) — (£(X), AV, §p) — €065, ALY, Gp))
= AS)—A(Gp) = (01, A, Gu)—£(01, AT, Gp)— (£(Xz, ALY, ) — £(065, ALY, Gp))
=1 A(Se) — A(Sp) 1< | €01, A, Go) — £(%1, A", Gp) |

~~

FT
1 E(, AV, Gy — E(X, ATV Gp) |

ST
£, A, Go) —E(, A Gg) = HIXTY — AV GEIMM |2 4 08| Gull1 + 5L ATV 12—

2
1-0) |1 A (1
HIX — APYGEMM [ — a0 S 1 — Ayl
FT < M;||GYY — Ggl]HF + a0]|[|Gall — IGell1|] (bornitude+ Propriété 1)
= FT < My||Gx — Gpllr + M2||Ga — Gg||r (seconde inégalité triangulaire-+équivalence des

normes). Un raisonnement sur ST conclut la démonstration.

Propriété 11 Soit A une matrice avec des entrées aléatoire , 3B > O,||E(A)[f <
BE(]|Allf) avec (E(A)) E(Ay;)

L
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Preuve :
Puisque I'ensemble des matrices est un espace de dimension finie et toutes les normes dans
un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes, il existe 31, 32 > 0 (déterministes)

telles que :

BrllAlle < Al < B2l Allr et Bil[E(A)][r < [E(A)][r < B2l|E(A)]r

Dong, on a :

IE(A)[|r < & E(A)h < E(A]) < BE(|A[F)

Les premiere et troisieme inégalités proviennent de I’équivalence des normes et la séconde

inégalité de l'inégalité triangulaire.

5 Convergence par blocs

Le raisonnement effectué dans cette section est inspiré de I'analyse effectuée dans [86].

L’objectif est de prouver que la suite A" converge vers ’ensemble des points station-

k-H t
naires de la fonction AM™ — f(Ak L, ASHU, A(“),A]({M”, ..,A]({n)). Pour des raisons de
simplicité, on note AE}F)M par At

5.1 Borne sur la norme de A"V —A™ : 3M > 0, ||A" iﬂ [

t+1 °

Preuve :
Comme fn’t(A(“)) est strictement convexe avec une hessienne bornée inférieurement (va-

leurs propres bornées inférieurement) (Propriété 6), on a alors :

~

frc(AT) > Fu(AM) + MJAT, — A2 (6.7)
En plus
(AT = Fo (AN — Tt (AMY) + T (A
< %\n, (Aiﬂ) — ?n‘tﬂ (Aiﬂ) + fn 1 (A ) définition de AH]

= Fud (A — Frd(AM) < g (AY) = Fren (AT + Fren (AY)) — F(ATY)

Cela implique que :

~

(A = Fr(AMY) < QAN — QuAM), QuUA™) = Fr (A™) —F 1 (AM) (6.8)

Il est a noter que (par définition de Ain) ) :

QAT — QuAM) >0 (6.9)
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fn,t+1 (A(n)) =
|

= -0 (p)
fr (A %”A IF+ [ Xe1— 9t+1Xpelnquljr]XnA(n)qul*;ﬁ‘

o |
t+1 t+1

Donc, on a :

Qt( (n)) = _%f (A ) t+1 ( | X1 — G Xpely_g Afﬁ)] Xn Al X gernt! A]iq)H%‘l’O(e”gt—&-]’h)‘l‘
t+1 ”A HZ

;»Qt( )—Qt(A(“))z%(?m(A(“h—? J(AM)) ot (||Xt+1 VB - X - AR )+
T

||A ||2—||A H =G (2per, AEL% ®q@wA

:>| Qt( —Qt |< l||fnt ())—fm ||+ t+1 ||A (n)||1:(bornitude+Pmpriété 1)

= Qi tm Qt < MRIAL - B A< MR IAT AN

(Propriété 8+equat10n (6.9))

Donc, on a avec les équations (6.7) et (6.8) :
M||At+1 AN < REAL
1A — Al = O %)

in)||F. En supposant que A,([“) £ AM

41> 0N A :

t+1

t+1

5.2 Le gradient de la fonction f, est Lipschitzienne

Preuve :
fo(A™) = Ep(0(X, A™))
La fonction A — £(X, A) est différentiable et sa dérivée est bornée (Propriété 7) par une
constante K, qui est une fonction integrable. Par le théoreme de dérivation sous intégrale,
on a alors :

= fy(A) =Fp | — (f((n)Gg“”(x, A)— ABWBW) +(1-0)aA

-~

V(A)
avec : BM(X, A) = GV (X, A) <®peln4A$jf Dqerp A;{m)
V(A)) — V(A,) = —zim <G(“)(DC, Ay —GM(x, A2)> +a(1—0)(A; — Ay)
+2 (A/B™(X, A1) BMT(X,Ay) — A,BM(X, Az) MT(X, A;)
= |[V(A))— Az HF < oq||G (X, Aqy)— G (X, A,) IF2[|ABM™ (X, A)BMT (X, Ay)—
A,BM(X, A))BMT (X, AL |+ (1 —0)]|A — Aslr
Comme toutes les matrices sont bornées, on a :
= V(A1) = V(A r < ol|GEY (X, Ap) — Gg (X, A) [lr + 200 ]| Ay — Ay
+2065|Ba (2, A1)BL(X, A1) — Ba(X, A2)BL(X, Aol + (1 — 0)||A; — Asle (Propricté

2)

= ||V(A1) V(A,) ”F < (X]HG (X, Aq)— G (DC Ay) HF+ 200+ a(1—0 HA] A2HF+
20 (0| Br(X, A7) — Br (X, A) HF+ os||BL(X, Aq) — B! (X, Ay)||f) (Propriété 2)

= ||V(A]) Az ||F < O(]HG f)C A]) G f)C Az HF+ 2062+O( 1— ||A1 A2||F‘|—
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o || Bn (X, A1) — B, (X, A,) | (parce que le terme ||B™ (X, A;) —B™(X, A,)||r apparait
deux fois)

= || V( A1 V(AL |lF < quG (X, A7) — G (0, A)|lr+ (20 + x(1—0)) || Ay — Aq s+
|G (26, A1) (@per, AL @qerger AL )—Go (%, A2) (@per, ALY Dgergr AP Il
( en remplaccant I'expression de B(“)(I)C A))

= | V( A1 V(AL)|lF < o ||GI (X, Ay) — GYV (X, A ||r + (200 4 o(T— 0))[| Ay — A, s
+ o[ (G M, Ay) — Go (X, A,)) <®p61n7]A1(331T Dqerp+! Af(p)T> |lF (distributivité du pro-
duit de Kronecker)

Par la bornitude des matrices de dictionnaires, on a :
HV(A]) Az HF < OCgHG I)C A]) G f)C Az HF+ 20(2+OC 1— HA1—A2HF (6 10)

Par définition de 0f,,, on a :

0fn(Aq) —0fn(Az) = Ep(V(A1) — V(A3))

= [[0fn(A1) — 0fn(A2)|lF = [Ep(V (A1) — V(A))]|r

Par Propriété 11,3 > 0 tel que :

10 (A1) — 0fn (A2)|F < BER(||V(A1) — V(AL)]|F

Par I'inégalité (6.10), on a :

10F (A1) — 0 (A |lF < MyEs([|GIV (X, Ar) — GUV (X, AL)|lF) + Ma|| Ay — Ay s
Il siffit de prouver que Gy est Lipschitzienne pour prouver le résulat

Par définition, on a :

] x(1—10
Go(X, A) « arg mlnzHDC — S Xper, Al(fjr)] Xn A X e Ai‘””% + 8|S + T)HAH%
1
= arg min 5 vec (X) — <®p61n+]A](<‘F—)£] ® A ®qem+! A@) vee(G)|[r + B vee(G) ||

S

Etant donné hypothése III ( unicité du probleme de Codage parcimonieuz), Propriété 10
avec le fait que le probleme de Codage Parcimonieux est équivalent u probleme de
régression Lasso par vectorisation de la décomposition de Tucker, un raisonnement iden-
tique a celui effectué dans [86] : proposition 2 donne :

[Go(X, Ag) — Go(X, Ag)|[r

< Mill (@per, AL @ A1 @ ALY ) = (Dper, AT © A 8 ALY |

=M,| (®p€1n,1 APl @ (A1 = Ay) @gepnn Aff”) IIF (distributivité du probleme de Krone-
cker)

= |Go(X, A1) — Go(X, Az)|[r < M3||A1 — Azllr, ce qui conclut la démonstration.
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5.3 La suite fn(A,(cn)) converge

~

Premiére étape : fn,t(Ain)) converge presque surement.
Preuve

w = fri(ALY)

et = e = T (AT) = Faenn (A7) + Fren (A7) = e (ALY)

=S U — 1w < %\n 1 (A(n)) — %\nt(A )) (par définition de At+])

?n,tH(AEn)) =L f (A YY) b (X ey, AM) (par définition de (X, A™Y) et Giiq)

t+1 t+1
Par conséquent, on a :

Uty AY) = Tt (ATY) Uy, AY) — Frd(AMY) + Fi(AMY) — i (AY)

U —UW <

t+1 N t+1
(6.11)
En notant f,; < ?n,t, on a :
UXe1, ALY) — Fa(ALY)
Upp — U < : (6.12)

t+1

En conditionnant I'expression (6.11) par rapport a la filtration F; (filtration déterminée
par rapport a 'information antérieure a la date t), on a :

(X, A F )~ (AT E(0(Xep1,A™))—fn (A .
E(utJr] _ut|ft) < E(¢(X¢11,A tl]t) (A ): (0 X411 tt+)]) t(AT) (pu1sque E(DCH],AS‘))

est indépendante de la filtration F7)
(n) (n)
= Fp(w — w|F) < DA ndA ) (qefinition de f,(AM))

T
= Ep(ug —uFy) < Hf“_tf;‘]t”"" ,(bornitude des fonctions)

fn—f 0o fn—fF oo
= Ep(we —w|FA)* < %(car % > 0)

Donc, on a :

]EP(||fn_fntHoo)
Ep(E — < >
p(Ep(wer —wfF)") < t1

(6.13)

La fonction de perte £(X, A™) est uniformément bornée et Ep(£2(X, A™)) existe et
est bornée (parce que la fonction de perte £ est uniformément bornée). Par conséquent,
conformément & Théoréme IV (voir en base de page la section sur ”les divers résultats
pour l'analyse de OTL”), IM > 0 tel que :

Ee (VtI13 i, i)Cl,A ) —Ep(¢(X, A™) |) < M,X suivant la distribution P, VA ™

= B (V] fag(A™) — £, (A™) |) < MYA®

= Br (fug — fullee) < 2

Cette inégalité associée avec (6.13) donne :

Ep(Ep(we —wlF) ") < M < Ms

= Vi) = 3
= Y P Ep(Si(u —wy)) = 3 0 Ep(Ep(wsr — wlF) ™) < oo(dy définie par Théoréme
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IIT ). Par Théoréme III, w; converge presque surement vers lUe,.
Deuxiéme étape : fn)t(AEn)) — ?n)t(A,En)) — 0 presque surement
Par I’équation (6.11), on a :
UXes1, A )~ (A)
t+ tt+1 t +

fTL A[n) _?n A(n]
= E(ugr —uy) < E( (8 t)+1 (4

o (A (AM)
t+1

U — W <

) ('espérance du premier terme est zéro car les ob-
servations dans ’échantillon sont censées étre tirées de la méme distribution)

n,t( A(n)*nt A/(tn)
= Ep (f )t )> <EIP’(ut_ut+1)<*)

t+1

( (

t+1

La suite {u1 — Urj; converge (Premlere etape). Puisqu’elle est bornée, par le théoreme
de la convergence dominée, la suite {Ep(u; —ur)}; converge. Par conséquent, on déduit

de l'inégalité (**) la convergence de la série numérique de terme général Ep(wy — wyyq).

(?n,t(AJ([n))_fn,t(Ai([n)

5 )) et Ep(uy — wiyq) sont non-négatives (la non-

Comme les séries Ep

négativité des premier et second termes résulte de la définition et de (*)) et la série
(A —fn e (AL

Ep(uy — ugyq) converge , par U'inégalité (*), la série Ep( e )) converge. Par

t+1
conséquent, on a :
oo fn ( fn
Zt:] ]E ( - t+1 : )
(n) AM)
= Ep() 7, Fra(a)” g an LAy < oo (par le théoréeme de Fubini par les variables aléatoires

non-négatives)

(n) (n)
P (AM)—fai(A : Lot L. )
Etant donné Yoo ol t) H“’t( +J est une variable aléatoire non-négative et son expérance

est finie, cela implique (voir [38] : page 9) :

(n)

Z (A t+ 1“"( ¢ ) < oopresque sturement (6.14)

t=1

bt = fn,t(AEn)) - %\n,t(AEn))

Considérons deux suites ai, by définies par : a; = HL],
Il est completement trivial de voir que les hypotheses de Théoréme II sont vérifiées. Donc,
on a :

fn,t(Ain)) — Fn,t(Ain)) — 0 presque strement quand t — oo

Troisieme étape : fn(AEn)) converge presque.

Par I'inégalité triangulaire et la définition de |.|o, on a :
| (AM) — 1 (AMY) 1< 10— Frlloot | Fre(AY) — T (AM) | (6.15)

La classe de fonctions F = {f 1 QO x Ky, 5, = R, f(X, AM) =1(X, A(“J)} , Q) représentant
I'ensemble des tenseurs a support compact. Puisque K, 5, est un compact et la classe de

fonctions F vérifie Théoréeme V | on a :

limg oo | ¢ 210 U, A™) — Ep(L(X, A™)) |= 0, VA
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= lime oo | T3 1 UX;, AM) — Ep(L(X, A™)) |=0,VAM

= limy o0 | e (A™) — f (AM) =0, VAM™

= lim¢ 00 || frt — frlloo =0

Par le théoreme de Glivenko-Cantelli et la Deuxiéme étape, 'inégalité (6.15) donne :

| fn(AJ([n)) — ?n)t(AJ([n)) |— 0 quand t — oo

= fu(AMY) = (AY) S 0 as. t — oo

= f.(A") converge presque stirement quand t — oo (puisque ?n,t(Ain)) converge presque

sturement par la Premiére étape)

5.4 Ain) converge vers un point stationnaires de f,

Preuve :
Avec Hypothese I, Hypothése II, Hypothése I, un raisonnement identique a celui présenté

dans [86] (Proposition 4) donne ce résultat de convergence.

6 Convergence globale

Dans cette section, on étend le résultat de la section précédente a I’ensemble des points
stationnaires de la fonction f considérée comme fonction de toutes les matrices de dic-
tionnaires.

Avec la section 5, Vn, Ain] converge vers AR = A](:E], un point stationnaire de f,, sur

0fn
dA (M)

semble Ky, j. au point A1(<n+)1- Puisque A](JE1 est un point intérieur de Ky, j. (Hypothése

Ky, .- Cela implique que la dérivée de — (A](:r)]) appartient au cone normal de 1’en-

V'), il est bien connu que ce cone normal est réduit au singleton {0}. Par conséquenct :

(M (n=1) A (M) (n+1) (N) : (n—1) (n+1)
aAa{n) (A e A]:H ,Ale],Akn y .y Ay ) = 0 puisque AN (L, Aki] JAM) AkTL yee)
et AW — fn(Algjl, . A&:U, A, A]inﬂ), . Ag\”) sont proportionnels a une constante ad-

ditive pres.
On a prouvé au niveau de la section 5.2 que :

of(A — _
aA((n)) (A“)v ) A 1)) A(n)’ A(n—H)) .0y A(N)) =Ep (V(AU)) .oy A ])) A(n)» A(n—H)» ) A(N)))

V(AL A AW AR AN — <§((n)G(()n)T(x, AM) — A(n)B(n)B(n)T> (11—
0)aA™ BM(X, AV = Gén)(f)C,A(“)) Spel,,_; A(p)1T Bqerp A}({pﬁ

k+

Puisque la fonction A™ — Gg(X, A™) est uniformement continue car Lipschitzienne
(prouvé dans le section 4), la fonction V est aussi uniformément continue. Donc, on a :
Ve > 0,3n > 0,x,y, ||x —y||1—[n€IN rinxin <N = |[V(x) = V(y)|lr < e

Posonsy = (A}, ., A AM A AN et x = (AL, AT AN A AN

Avec Hypothése IV, on a :
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I = Yllpg ., mivn <

=

Par convergence de kl% vers 0 quand k tend vers 400 (n étant fixé) :
Jko € N,Vk > ko,kl% <n

Par conséquent, Yk > ko, on a :

Ix g, g <7

= [[V(x) = V({y)lr<e

= Ep ([V(x) = V(y)[lr) < e

= |Es(V(x)) —E(V(y))|[r < Be (Propriété 11)

Par définition, Ep(V(x)) = 0 et 5205 (AL, ., AP AN AN AN = E(V(y)).
Jusque la, on a prouvé que

Ve > 0,Tko € N, Vk > ko, |52 (A oy AT AN ATV AN [F < BeyVn

. 1 —1 1 N
= limg oo 525 (AL, AT AT AT AN =0,

Cela signifie que plus k croit, plus la suite N — uplet {AE), . A]iN]} devient proche de

I’ensemble des points stationnaires de la fonction {Am, ..,A(N)} € R | x RIn¥IN

f(AD .., AN : ce qui conclut la démonstration.

Divers résultats pour ['analyse de OTL.

Théoreme I : De Bonnan et Shapiro

Soit f : RP x R9 — R. Supposons que pour tout x € RP, la fonction u — f(x,u) est
differentiable, et que f et 0,f(x,u), la dérivée de la fonction u — f(x,u) sont continues
sur RP x R9. Soit v(u) la valeur optimale avec v(u) = minycc f(x,u), ou C représente un
sous-ensemble compact de RP. Alors, la fonction v(u) est différentiable.

Par ailleurs, si uy € R9, f(.,up) a un unique minimiseur Xy, alors v(u) est différentiable
en uy et 0v(ug) = 0,f(x0, uo)

Theoréme II (voir Lemma 8 dans [86])

Soient a,, b, deux séquences de nombres réels telles que vn a,, > 0,b,, > 0, fo:] a, =
00, Y 21 anby < 00,3K >0 s.t [byy — byl < Kan. Alors, lim,_,o by = 0.

Theoréeme III (voir Theoréme 6 dans [86])

Soit (W, F,P) un espace de probabilité. , {u;,t > 0} un processus stochastique et F;
déterminé par l'information jusqu’a la date t. Soit &; la suite définie par : &; = 1 si
E (w1 —wlFy) > 0 sinon. Si pour tout t, wy > 0 et Y724 E(8¢(werr —ue)) < co. Alors, w,
est une quasi-martingale et converge presque-siirement. En plus, ), ||E(we —wl F)|| <
o0 presque strement.

Théoréme IV (voir Van der Vaart, 1998, chap. 19.2, lemme 19.36 et exemple 19.7)Soit
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F={fo: p — R,0 € O} un ensemble de fonctions mesurables indexé par un sous-ensemble
borné ® C RY. Supposons qu’il existe une constante telle que :

Ifo, (x) — fo, (x)| < K|B; — 03] pour tout 67,0, € ©,x € 3. Donc, F est P-Donsker (voir Van
der Vaart, 1998, chapitre 19.2).

Pour toute fonction dans F, définissons P, f, P; et G, (f) telles que : P,.f = %ZL] f(X4),
Pf = Ex (f(X)), Gnf = /1 (P, f — Pf)

Supposons aussi que pour toute fonction f, Pf? < 8% et ||f|lcc < M et les variables Xy, ..
sont mesurables. Alors, on a : Ep (||Gy[[r) = O(1),]|Gnf||r = supser|Gnf]

Théoreme V : de Wald (1949) et Le Cam (1953)

Soit F ={f: Q x T — R} ou les fonctions f: Q x T — R, sont continues en t presque
strement par rapport a une probabilité P (définie sur Q).

Supposons que T est compact 'enveloppe F de la fonction f définie par F(x) = supier |
f(x,t) | satisfaisant P(F) = Ep(F(X)) < 00, X ~ P. Alors, Ny(e, F,L[1(P)) < oo,Ve > 0
(par conséquent, F est P—Glivenko-Cantelli.)
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ANNEXE 3. ANALYSE DE CONVERGENCE POUR
SINGLESHOT

1 Diverses propriétés sur les tenseurs nécessaires pour

I’analyse

1.1 Rappel des notations et définitions

Pour deux tenseurs X,Y € R >IN on note par (,) le produit scalaire entre deux

tenseurs (X,d) = > i i
définie par Hf)CH]ZE = X7 - Pour N matrices {A(“)}:\I, on note le produit de

il)"'viN iyt
Kronecker AV ®- .- AT AMD ... AN par  ® AM™. ® représentant le produit
mGIN#n
de Kronecker entre deux matrices. Le cardinal d’un ensemble 0 est noté par #6. Soit

Xi, e in Ji,in - La norme associée a ce produit scalaire est

A™ ¢ RIn¥n yne matrice et 0 le sous-ensemble de {1,2,...,1,} (ensemble des entiers
consécutifs de 1 a I, avec 1 et I, inclus). On note par Ag:) la matrice construite a
partie de A™ en empilant dans le sens de la ligne les vecteurs {Aj(?),j € 9}. Pour un
tenseur X € RI"*IN_on note par DC]S] € R#91 <L xIn 3y sous-tenseur défini par rapport
au premier au premier mode en fixant les premiers indices aux valeurs données par 07,
Xé’iez € R#01x#02xL3-XIN ypy sous-tenseur défini par rapport aux premier et second modes
en fixant les premiers et second indices aux valeurs données par les deux ensembles 07 et
0, et ainsi de suite. Par exemple, on consideére un tenseur d’ordre 4 X € R10x15x20x30 .
9C19 01 =1{1,6,8,9} est le tenseur dérivé de X en empilant par rapport au premier mode les
tenseurs {I)Clm, ec 0}, I)Cé’iez, 0, ={1,2,4,5} est le tenseur tel que (Xé’iez)i’j’k’l = Xijx,1
avec (1,j) € 07 x 0;.

113



1.2 Propriétés sur les sous-tenseurs

L’objectif de cette section est d’introduire des propriétés utiles sur les sous-tenseurs.

La propriété donne une expression du produit tenseur-matrice en fonction de sous-

tenseurs.

Preuve 1 L’opérateur de forme matricielle par rapport au mode—n noté (™ transforme
un tenseur RV >IN en une matrice R™*Them Y syivant un certain ordre. Notons par TZ,
lopérateur inverse de [-](n) qui transforme une matrice dans R T op yn tenseur
dans RN Pyisque TZ,, est Uopérateur inverse de [J™, par définition de la forme
matricielle pour la décomposition de Tucker [68] ainsi que le fait que les lignes de AB

sont définies par A;.B), on a :
XL =120 (X() = 120 (ALGY (Bner, AT))

iny: 1
peln qery*! peln qery!

()
= TZ, [9 xp AP s AN A(q)] =G x, AP x, A" x, Al

Avec un raisonnement similaire, la seconde assertion est plus que triviale.

La propriété suivante exprime la fonction de cotit pour la décomposition de Tucker

en fonction de sous-tenseurs tirés de X et utilise la propriété 1.
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Preuve 2 Par définition du carré de la norme de Frobenius, on a :

[X—G xpm A2 = Z;‘:ﬂ [ L. —f/)\C?;H,zE avec 5\C: étant le ¢ ™ sous-tenseur du tenseur
mely

X = G xm AM™ par rapport au mode n

mely
Par la Propriété 1, on a : fle =5 X, AP x, AE:,) Xq A9 ce qui conclut la
peln qery!
démonstration.

La seconde assertion est triviale avec la seconde assertion de Propriété 1.

La propriété suivante affirme que la fonction de cotit peut étre exprimée en terme de
\ Id /7 b . .
sous-tenseurs par rapport a tous les modes, la conséquence étant qu’on peut les choisir

aussi petits qu’on le désire.

Preuve 3 Par la Propriété 1 et en regroupant les indices, on a :

115



) (9, {A(m)}:\l) = Zn]\ﬁ'ﬂ ||3C]e( —Gx1 A e(” xm AM™|2. En appliquant la Propriété 1

my 5 mEIZ

1
par rapport au second mode au terme ”xe“) —§ x; é(l] Xm A2 on a -
™ my melg,

N
t (9’ {A(m)}1 ) = Zm1 =1 Zmz 1 ||9C9(1) o2 —§x1A (1) X2 Aéz()z) Xm AR

m1 IS myse meli”\'

Avec le méme raisonnement récursif, on a :

N M
¢ (9> {A(m)}] ) = Zm =1 Zmz 1 Zm§:1 ||9C95;L3 »---9% -S X qeln Aéﬂ) ||%
mq)-

1.3 Calcul des dérivées

Les deux propriétés 5 et 4 seront utilisées pour le calcul du gradient.

Preuve 4 Le produit scalaire de deux tenseurs étant égal au produit scalaire des formes

matricielles, on a :

(X,G xpm AM) = (XM ANG™ (@ pery, , A™) ) = T (X(n)T AMG (@ A(m))T)
mely
:> <x) 9 Xm A(m)> — Tr((@mGIN#nA(m)) G(n)TA(n)TX(n)) =Tr (G(n)TA(TL)Tx(n) (®meIN#nA(m)))
mely
= (x, G Xnm A(m)> =Tr <G(n)T [x X meln A(m)T] (Tl)) _ (G(n), [:x: X mely A(m)-r] (n)>
mely

= (X,G xm A™) = (X x, A™T G)

mely mely

Preuve 5 [l est bien connu que m #n, X X, A X  B=Xx,BXx, A et X x, Ax,B=
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X x,, (BA) (voir [66]). Done, on a :

(9 X A(m)) X m A(m)TZS X Alm) X m A(m)ng X AMT A (M)

mely mely mely mely mely

La prochaine propriété donne I’expression de la dérivée partielle en fonction du tenseur

noyau G ainsi que son caractere lipschitzien.

Preuve 6 Dérivée et caractére lipschitzien.

1. Justification de l’expression de la dérivée

UG+ FH) = [|X — (G + H) xpm A™F

mely
=X -G xm A™ —FH x,, A2
meln mely
= [|R =3 xp A3

mely

avec R =X — G xm A™ le tenseur résiduel. Par définition du carré de la norme de
mely
Frobenius, on a :

LG+H) =LG)—2(R, K ><TIn AMY L O(]|H||F) = 0G) —2(R XTIn AMTIFO)+O(||F|12)
meln meln

(avec Propriété 4).

La dérivée est donc :

0g0(G) = -2 (:x-g Xm A(“‘)) X AMT

mely mely
2. Justification du caractére Lipschitzien

La dérivée peut étre réecrite sous la forme (voir Propriété 5) :
9gl(G) = —2X Xy AT 4+2G x,, AMTAM,

melyn mely
La norme de la différence des dérivées est donnée par :

105¢(G1) — 35L(G2)llr = 2[1(G1 — G2) xm AMTAM|

mely
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= [052(G1)—0L(G2)IF < 21G1—Galle [ Tiner,, IA™TAM™]le < 2(1G1=Gal¢ [ Tier,, IA™ 17

On établit 'expression de la dérivée par rapport au tenseur G en fonction de sous-

tenseurs.

Preuve 7 C’est une conséquence directe de Propriété 6.

La propriété 8 prouve le caractere lipschitzien de la dérivée par rapport a une matrice

de saturation.

Preuve 8 :Dérivée et caractere lipschitzien.

1. Expression de la dérivée
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En introduisant les tenseurs R = X—G xm A™ et B =G X1 AP % 1d Xgq Al 1d e

meln pel,_q quR‘H
RI“XI“, on a :

(AW +H) = X =G xpn A™M =G x, A x, H|} = |R— B x, H|}

mely meIN#n
= (A + H) = | R]f -2 (R™, HB™) + [HB™|;
= A +H) = ¢(A™) - 2(RMB™T H) + O (|H|]})

En conséquence et étant donné que G xm A™ =B x, AM la dérivée est donnée par :
mely

BB(A(“)) — JRMWBMWT — _» (X(n) _ A(n)B(n)) BMT

2. Camctére lipschitzien de la dém"vée

IOUAT) Bt ATl =21 (A~ AT) BB < 20T — AT IBI

B IIF =[GM @ A™ <Gl © AM™|e =Gl IT [A™|(voir par
N#n melnzm meINm

exemple [73], page 45’3) Donc , on a :

loe(A™) —at(AM) |k < 2/[AT = AS[FISIF [Tnery ., IA™ [}

On détermine, dans la propriété qui suit, I'expression de la dérivée de la fonction de

cout par rapport a la matrice de saturation en fonction des sous-tenseurs.

Preuve 9 c’est une application directe de Propriété 8.

L’inégalité introduite par la propriété 10 sert pour le résultat de convergence de Sin-

gleshotinexact
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Propriété 10 (Inégalité intermédiaire pour Singleshotinexact ) .

Pour A >0etk>ko=1+ Toa( l+7\ log <log LA))? (1+>3)k*1 < k—1k0 avec log étant la fonction

logarithmique, c’est-a-dire 'inverse de la fonction exponentielle notée e.

Preuve 10 considérons la fonction a une variable définie par £(x) = x —eX"11el1+A) 14
avec X > Kq.

Sa derivée est donnée par :

U'(x) =1 — (log(1 + A))el1xinl+r),

Etant donné que x > Ko, on a par définition de ko :

x>T4 1+>\ log(log TN )
=x—1>g os( 1+7\ 1Og(10g 1+7\))
#wx—W)by1+A)>hg(

W) (because log(1 4+ A) > 0 puisque A > 0 par définition)
= el Dlog(l+h) > elo & (g ) (par définition de la fonction exponentielle e qui est une
fonction croissante)

= elx~Dlog(1+A) > TonT 1+>\ (par définition de e)

= e Doe4N 160(T + A) > 1 (car log(1 + A) > 0 puisque A > 0 par définition)

= 02> 1— (log(1 +A)) el g1+

= 0'(x) <0 : cela implique que { est une fonctuon croissante sur le domaine x > Ko.
Par conséquent, pour un entier k > Ko, on a :

0(k) = k — e(kDlog(4N) < g(ky) = —elko—Dlog1+1)

= 0 < k—ko < ek Dlosl+AN) — (1 4 \)k-T,

2 Analyse théorique

2.1 Définitions et notations supplémentaires

1
(G A", AN) = S[IX = G e, A7 (16)

Zann S xp AP AT xg AR (17)

in=1 pel, qEIT]\TL]

On considere pour des raisons de simplicité d’écriture, les notations alternatives suivantes

de ¢ (9, A .. ,A(N)) données par :

(S 1AM N )it (8, (AM) {AWYY) et (8, AP} A, {AYY ).
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On garde la méme notation pour toute fonction des N+-1 variables {9, A AN }

— La valeur minimale de £ est notée £, = ¢ <9m, AEJR, . AQE )), avec

(gm)Ag), . ,A(N)) «— argmin Q(S,Ama .. ,A(N)) .
Dg XDy X....xDy
Une telle valeur existe sachant que le produit fini d’ensembles compacts est un
ensemble compact et { est continue car polynomiale.
— La fonction £ considérée comme une fonction de la variable G par (., {A(m)}:\]).
La méme notation est utilisée pour les dérivées.
— Les dérivées partielles de € en fonction de G (respectivement par rapport a A®))
évalué a (Q, A ,A(N)) par 0g{ <9, {A(m)}:\]) (respectivement 0 5 (p)¢ (Q, {A(m)}
— Les dérivées partielles de € est notée par 0,£ (x représentant la variable par rapport
on dérive). Le gradient de €, noté par V& = (0g{, 05 1{, ..., 0a{) est un élément
de RIV>XIn s RIT1 s oo RIN¥IN muni de la norme || - ||, défini comme la somme
des normes de Frobenius des composantes :
19e(S, {A L) = 108 (S, A ) I+ 0 10t (S {A) ) I
On définit les grandeurs suivantes, qui sont toutes bien définies puisque f est continue et
le produit fini d’ensembles compacts est une ensemble compact :
— I'= SUPpy xD; x---xDy ¢ (S,A(”, T >A(N))
— Ty =5upp,p, .xmy [105€ (G, A", o) ANV I
— T = SUPp_ wpyx..xon 04w € (Gy AV, ) AN) [

Finalement, le nombre maximum d’itérations est noté par K.

2.2 Définitions pour Singleshotinexact

On considere la définition suivante pour ) (pas de descente pour AN & TI'itération

k+1)
ny = argmin o (n)Z(n) (18)

1 1
nelzgy wvl

avec

1

G(ﬂ):ﬂ—m

N-1 _ N N—-1
Z(n) =M (9k+1,{A£T%}] ,A(N)(n))—e(gk,{Ai"‘)}J+e<9k+1,{A£T%}1 ,Ai“])

1 2
GAN) = SIX — G X AT (AT xq A xn AN

- z mel,_; qelﬁﬂ
A (N (N) 1
A( )(T]) = Ak _T] X B_ Z aA(N)QJ
JESET«
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avec 05 (v {j représentant la dérivée de ¢; évaluée A](<N), et A > 0,y > 0 étant des parametres
a fixer par l'utilisateur.

Ce probleme est bien défini pour deux raisons. La premiere est que les facteurs latents
{Sk, {A]((m)} y Giats {Al(:ﬂ} } sont connus & 'étape de mise & jour de AM
1<m<N 1<m<N-1

a l'itération k + 1 (I’étape de mise a jour de Agi)]) puisque les mises a jour des variables
sont effectuées dans I'ordre * mise & jour de G’, 'mise & jour de A"’,..., 'mise a jour de
AMN-D7 mise & jour AN et on considere le probleme de minimisation d’'une fonction
continue sur une compact.

La seconde est que par Hypothese 3.2 présentée en bas, il existe un ensemble SET tel
que ) scser, 0am€y # 0 (voir Proprieté 11) et I'ensemble que I'on considére est I'un
des ensembles vérifiant cette non-nullité. Dans la suite, la matrice Zj CSET, 0 sera

appelée par Gradient Inexact.

2.3 Définitions pour Singleshot

Pour Singleshot, on cosidere les notations suivantes pour les pas de descente ng et ny

a l'itération k + 1 :

B

S . 1

— arg min —— | X 19

T ne[gf1 52}(71 \/K> g(n) ( )
VK

) = ¢ (5 -nog (A} ) — ¢ (50 {alm}) (20)

: 01
Nt = argmin ( — —) 21
* nelSk, 221 VK 2

VK VK

mm = ¢ (g (AR A —aot, (A} ) = (g {am) T {al))
(22)

avec 07 > 0,0, > 0 étant des parametres a fixer par 'utilisateur. Les problemes de
minimisation définissant ng et )} sont bien définis puisque les facteurs impliqués dans leurs
définitions sont déja déterminés & I'étape de mise & jour de Gy;y et AP, et les problemes
considérés correspondent a des probléemes de minimisation de fonctions continues sur des

ensembles compacts.

2.4 Hypotheses

L’analyse théorique de Singleshotinexact nécessite Hypothese 1, hypothese 2, Hy-
pothese 3.1, Hypothése 3.2, Hypothése 3.3 et la définition du pas donnée par 1’équation
(18). L’analyse théorique de Singleshot nécessite Hypothése 1, Hypothése 2, Hypothése
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4 et les problemes de minimisation définis par les équations (19) et (21). Toutes les hy-

potheses sont preséntées ci-dessous.

2.4.1 Hypotheses communes

Hypothése 1 (Bornitude uniforme) . Les sous-tenseurs ont uniformément bornés :
I3, I < p, V1 < i < Iy

Hypothése 2 (Bornitude des facteurs) . On suppose que les facteurs sont bornés :

GeDy={G e R N|G|r < «},A™ € Dy = {A™ e RI™IJAM™|r <}, 1 <m <N

2.4.2 Hypotheses spécifiques pour Singleshot-inexact

En plus de Hypothése 1 et Hypothése 2, on considere les hyptheses additionnelles

suivantes :

Assumption 3.1 (Borne pour les pas de descente pour AMN))

1
e <My <

4Ky oN

Assumption 3.2 (Non-nullité de la dérivée partielles par rapport AN))

m LN AN
oAl | Grary {Ak+1 }] yA ) #0
Assumption 3.3 (Choix sur le nombre de sous-tenseur)

:
I, T <Boli>2

N —
+
=

2.4.3 Hypotheses spécifiques pour Singleshot

En plus des définitions données par les équations (19) et (21), on considere, en plus

de Hypothese 1 et Hypothese 2, 'hypothese additionnelle suivante :

Hypothese 4

—= <ML < —=
VK TR T VK

Les trois inégalités reviennent a supposer que les solutions des probléemes de minimisa-

tion donnés par les équations (19) et (21) ne sont pas atteintes a la borne inférieure de

I'intervalle de minimisation.
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3 Résultat théorique

L’analyse théorique est motivée par le fait que les résultats de convergence existants
pour la Descente de Gradient par Blocs ne peuvent étre appliqués directement a notre
cadre. Une grande partie des approches existantes utilisent la convexité [12] ou la convexité
forte [80] de la fonction de cout, ce qui n’est pas vérifié dans notre cas notre probleme
correspond a un cadre non convexe. Des approches ont été proposées pour le cadre non-
convexe, mais avec 'hypothese de forte convexité pour la fonction vue comme fonction
d’une seule de ses variables. Ces raisonnements ne peuvent s’appliquer dans notre cas car
le cadre algorithmique est différent. Des approches ont également proposées sans aucune
hypothese de convexité, mais le cadre théorique ne peut étre répliqué a notre cadre.

La difficulté du probleme vient de I’absence de convexité. Pour contourner cette difficulté,

on considere des définitions soigneusement choisies pour les différents pas de descente.

3.1 Convergence de Singleshotinexact

L’objectif de cette section est de prouver que la suite {Sk, AI(J), e ,A](QN)} converge
vers I’ensemble des minimiseurs de £. Avant d’établir ce résultat de convergence, on in-
troduit les résultats préliminaires que sont Propriété 11, Propriété 12 et Propriété 13.

On prouve via la propriété 11 'existence d’un gradient ineract non nul.

Propriété 11 (Non-nullité du gradient inexact) .
Sous Hypothese 3.2, la propriété suivante est vérifiée :

ISET C{1,2,...In}, X jeser, Oamdy # 0 avec dpm & définie par I'équation (18)
Preuve 11 On fait un raisonnement par contradiction. Supposons qu’on a VSET C

{1,2,..., In}>Zjengk Oamily =0
Choisissons SET ={1,2,..,1.}. Donc, on a

In (m) N-1 (N)
E aA(N)ﬂj == aA(N)e 9k+1>{Ak+1}] ?Ak :O’
j=1

ce qui est en contradiction avec Hypothese 3.2

On établit une borne sur I’écart entre le gradient et le gradient inexact.
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Preuve 12 Par définition de By, on a :

1Bl = 11 Zeser, Ot ~ dart (Sien {AI ] AN ) 1

= [IBllF = |l (B]—k - ]> 2 ieser, 0amb — X iaser, damiblif

= 1Bl < (1= &) Zieser, 10ambllr + Zigser, ||aA(N)£j||F)2 car par définition. ¢

contient tous les termes. Le terme de droite est obtenu par application de l’inégalité tri-

angulaire. Comme (a+b)? < 2(a?+b?) pour a,b > 0 et par application de l'inégalité de
Cauchy-Schwartz, on a :

2
1Bl <2 (1= 5 ) Be Zjesers Ban Gl +2(1n — B X jgiser, 1040612

2
, ] In
Etant donné que 3 icser, = X 1<j<r, — 2igseT ON Q- 1Bill2 <2 (1 — Bl_k) By i [0a0 8]

12
#2 (-8 = P} 5 ot

R K igSET

-~

0

2212 (3+{5)+21 -1 ¢
<t orz Wt — 1 spus Hypothese

[nBy—BZ—(BZ—2By+1) < InBx—2BZ+2B,—1
- By By

avec 0 = 3, =

3.3.

Donc, par Hypothese 1, Hypothese 2 et étant donné que By <1, on a :
2
IBKllF < 2 (1 — BLk) B X" [1Bac 2 < 2 x4 x Ly x Ly(p + a*1)2a™ < 812 (p +

(XN-H )Z(XZN

L’inégalite suivante est utile pour la convergence et utilise principalement le probleme

de minimisation définie par I’équation (18).

Preuve 13 Le probleme de minimisation définissat nY étant bien défini (voir équation
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(18) et Propriété 11), on a par définition d’un minimiseur :

1 m N & m) M COREANGS
(= ) (e (s} A0 )~ (s A} e (s {alm ) Al
1N 1 N m ) NI
< 0 x (7\2 (9k+1) {AI(H-% }] ,A(N) <m>) —4{ (gk) {A1(< )}] ) +¢ <9k+1) {Al(w—%}] )AliN))>

Puisque n) > % par Hypothese 3.1, on a

NoT N N—1
Al (gk%{Am}] ,A(N)(ng)> —¢ (Sk,{Afgn)}1 ) +10 (Sk—H»{AI(JE}] ,AiN)) <0

=2 (S (A ) = ¢ (50 (A} ) ¢ (S (Al AN <0 0

La dernicre implication (*) provient de la définition denY car :

~ N
AMNMmY) = Al((N) — %—‘; ieseT, 0am Yl = Agi)l avec ¥ définie par l'équation (18))

Le théoreme suivant explique que la suite de facteurs latents (Gy, AS), . Ag\”) converge

vers un minimiseur de {. L’idée est de vérifier que la suite Ay = £ (Sk, {A(m)}k) — Lmin
C(py,In)

vérifie une inégalité de la forme (1 + A)Ary < Ay + =557 et un raisonnement par

récurrence conclut la démonstration.

Théoréme 1 (Convergence vers un minimiseur de Singleshotinexact) .

Linégalité suivante est vérifiée :

N . 4 (p + o1)20N 1
€<9k) {Ali )}1> _Eming (e (91){A2 )}1) _emin+ A ) X k—ko
(24)

1 1
—1 1
Vke>ko =14 T o8 (log(1 +>\)>

N-1

Preuve 14 Notons par N la fonction définie par AN — ¢ (9k+1, {Agﬂ} ,A(N)> —
1

Cnin €t 0dn (A(N)) la derivée de bn. Comme AN — 3ty (AMN) est lipschitzienne avec o™

as parameétre de lipschitz (Hypothese 2 et Propriété 8), on a [83] :
(N) (N) (N) (N) Ny N (N) )12
N <Ak+1) < In <Ak ) + <a€N <Ak > >Ak+1 - Ak > + THAkH _Ak HF (25)

Par définition, on a :
AN AN = N (afN(A(kN)) + Bk) avec By = 3= ¥ jcser, Oamli— Ofn(AL), dam b

étant la dérivée de la fonction & = 3| X — Gy Xy A&H Xn (A]ﬁ)])
pel

(q)
i Xﬂl1 Ak+1 XN
: +
" eIV

AMN|2 évaluée o ALY,
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Cette inégalité combinée avec l'inégalité (25) donne (commenl >0) :

N (N)
ty (Aw)n;N A e (A7) 1 = (0t (ALY) B +

OCZN

N
n (N
([0t (ALY) + B}

En développant les termes || 0ln (AliN)) + Bi||? et en réarrangeant les termes, on a :

“N (A'im)né t (4") < ST 2 (A [+

(XZN

2”5 1B+ (e™nY=1) (2t (ALY, Bi)
(26)

Puisque o™l —1 < 0 (par Hypothese 3.1) et étant donné que la valeur absolue d’un réel

a est égal a —a st a <0, on a par l'inégalité de Cauchy-Schwartz inequality et [inégalité

2ab < a?+b? :

1— oM

(™Y1 @t (AL), B) < (1—a™nd) otn (AN llBille < —

(otn (AN) I3-+]1BelD)
(27)

La combinaison des inégalités (26) et (27) donne aprés simplification :
b (A) — o (A2

nE < —5llotn (AL") I+ 5118l < 511Bl?

Donc, on a :

N
o (A1) < o (aL) + i
(m) |
Considérons la suite définie par Ay définie par : Ay = €| Gy, {Ak }

placcant €N par son expression, la derniére inégalité donne :

YN ) N N
A = b (S A} AN e (50 (A )Y )+ Bpt 2

] ) —Lin. En re-

Par la Propriété 13, on a :

(sunfalh A0 <o (s far}) < e (s 1))
¢ (s AL A0 o (90 A7) < 0 (s AR

~
—AAg i1

En combinant la derniére inégalité avec l'inégalité (28), on a :

N
(1 M)A < At 2 gy
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Par la Propriété 12, la derniere inégalité donne :

N
(14 M)A < A+ ”Tk x (812 (p + o™ 1)2aN)

1

Etant donné que Ny < o

la derniere inégalité implique :

1
(T + M)Ak < A+ K~ (8% (p + &™) 2a™)

En introduisant , €(p, &, 1) = 812 (p+ aN 12N, cette équation récursive donne (par un
raisonnment par recurrence) :
A é(pvo‘xln) kf] 1
Ak S (H_)\)]kfl + 2KY Zmz] (T4A)m
A é(Q,OC,In) 1 1 A é(p)“»In)
= A < (1+)\)]k*1 + =% A (1 o (1+A)k4) < (1+>\)]kf1 + 2wy

Etant donné quek <Ket>1 ona:

A] é(p) X, In) 1
Ay < — 2
R T A S (29)
Par Propriété 10, on a donc :
1 A] é(p» X, In) 1
k>ko=14+———1 —— |, A <
V>t =T+ oo <1og(1+7\)>’ et T Cie G0

3.2 Convergence de Singleshot

L’objectif est d’établir pour Singleshot une convergence ergodique avec une vitesse de
convergence en O (#) On établit préalablement les Propriétés 14, 15, 17, 16,18.
Propriété 14 et Propriété 15 prouvent que la fonction de cott décroit apres chaque

étape de mise a jour a condition que les pas de descente soient soigneusement définis.

Propriété 14 (Décroissance de la fonction de cotit aprés la mise a jour de G )

Sous I’Hypothese 4, on a :
N N
¢ (9k+1, {a} ) <t <9k, A} )

N N
Preuve 15 Notons par E‘é la fonction E(-,{Al((m)} ) —{ (Sk,{Afj“)} >, on a par
1 1
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définition m (équation (19)) et la définition d’un minimiseur :

5 ) ) o
s Y ek o SDS < 1 1 fk < _ DS> 0
(my K_%) g (gk Mk k) = (Ki KZ) Gk K2

Puisque ng > :—j} par [’Hypothese 4, on a

€ (S —miDf) <0

Par définition de B‘é et étant donné que Gy 1 = Gy —nEDf, on a :

¢ <9k+1, {Ai“”}?) <t <9k, {AE’”}T)

Preuve 16 Le raisonnement est identique a celui de la Propritété 14.

Les deux propriétés suivantes utilisent la définition de Algorithme 7.

Preuve 17 Par définition, on a :

p—1 N o d
AL AL s = 15 O (9k+1,{AL’:%} ,{Ai‘”}p)||F<K—2r<Kj max (T, T, T)
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Preuve 18 Awvec un raisonnement identique a celui de la Propriété 16, on a :
5 33
1S — Gills < =5 Ty < =5 max(Tg, I, ..., TN)
Kz Kz

On introduit la propriété 18 qui sera utile pour la preuve de la convergence de Sin-

gleshot

Preuve 19 en remarquant que la dérivée de g, est bornée sur ﬁg X ]ﬁh X e X ]ﬁ)N et
étant donné que le produit fini d’ensembles convexes (respectivement ouverts) est un en-
semble convexe (respectivement ouvert), le corollaire 2.31 dans [97] donne le caractére

Lipschitzien de la fonction gp.

Les trois propriétés permettent de borner les dérivées partielles par rapport au tenseur

noyau et aux matrices de saturation.

Preuve 20 Par Hypotheése 2 (bornitude des facteurs) et Propriété 6 (caractére Lipschit-

zien de la dérivée), on a :

N N
lost (51 {AI7 ] ) = st (S {1} ) s < 151 ke TT 1AL < o191 = Salls

mely

N
Par conséquent, 0gl (., {A]((m)}1 ) est Lipschitzienne, ce qui conduit a 'inégalité [83] :
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(e {ar}) < (50 {a}) + 05t (50 {A ] ) S - 50

2N

+ THgk-H ok

N
Puisque Gy1 = Gy —ngagﬂ <9k; {A]im)} ) par la définition de Ty comme le supremum
1

10gF (9, {A““”}T‘) s on Dy x Dy x

. XDy, ona:

2105t (9w (A} ) 1 < ¢ (50 (A }) — (S {A )+ 002 g3

N
Par les Propriétés 14 et 15, on a : ¢ (9k+1>{A1(<T%}1) <t

inégalité combinée avec l'inégalité (33) donne :

st (3 {a 1) (30 {a}) = (9 A} ) o

En sommant cette inégalité, on :

Zn9 lost (5 {AIM } ) 1 < s (A}~ ¢ (e A} ) +

N2 K—1
g

o
2

k=0

K1 N o N2 KT
= ﬂgﬂagﬁ (Sk) {Alim)} ) IF < 2T + > g Z E)Z(car I est le supremum de f)

k=0 1 k=0
Puisque 2+ < Mgk < %2 ona:

K2 K2
K—1
1 _ ] (m)? - &3
= ’ K—1.g —
Yiomy | K2 = Yiemy &k

et

K—
Z e
k= O

slst (0 {ar)) ) 1>

Avec les trois dernieres inégalités, on a :

1 . (m) N 62( 2
g st (0 (A} < gy
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Propriété 20 (Moyenne de la dérivée partielle par rapport a AP)) .

1 K—1 &2 (2r+ “ZNFI%S%)
Eal D 5 2
VK > LEZnaAme(9k+1,{A£T%}] ,AS’%{A&”}W) I2< 2
k=0

1
Puisque le raisonnement est identque au précédent (Propriété 19) jusqu’a la équation

p—1 N
Preuve 21 Notons El(f) la fonction £ (9k+1, {Afjg} - {Al(f)} 1) .
p+

(33) et étant donné le caractére Lipschitzien de la dérivée par rapport ¢ A™ avec également
un paramétre égal a o™ (Propriété 8 et Hypothese 2), on a :
b N o™ (mp)* 12
ot (S (AT AL ALY )i < (alh) o) (a2)+ 2R
(34)
Par les Propriétés 14 et 15, on a :

(g {am))) (s {am)Tan Al ) ) = (alh),
e (a2 = (s A} a2 fa0) ) <o (s {a))).

En insérant les deuz inégalités précédentes dans l’équation (34), on a :

PIg . g AV Am L@ )2 o AmLYY AN
nkH Aol Gy ke[ B k Pt HF_ S, koS G, 1 +

2N I"Z
=2 (mp)?

De ce point, on effectue un raisonnement identique a celui effectué pour la Propriété 19

et

(a partir de l'inégalité (33)) et obtient le résultat cherché.

L’idée de la démonstration de cette propriété est similaire a la démonstration pour le

critere séquentiel de continuité d’une fonction.

Propriété 21 (Borne sur la dérivée par rapport a chaque mode )

1 K—1 N 5 (XZNr262
Ky 2 1,VK 2 Ky, 2 3 040t (9k, {al} ) IF< o (1 4 <2r+ S
k=0

1

(35)
Preuve 22 La fonction g, définie par g, (G, A"V, ., AN) = [0 0 (G, AN, - AN |2
étant lipschitzienne par la Propriété 18, elle est uniformément continue. Donc, on a :
Ve >0,3n > 0, [[x —yll. <N = [[0am LX)[IF — 104wyl < e (36)
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- 1 -1 N N
Considérons y = (9k+1,A](<J31,~~~ Agﬂ ),A]((p),~~ ,A](< )) et x = <9k, Ky >A1(< ]>

=yl = 1S = Sulle+ AL — ALl AL =AYl < 2§ (par la Propriété
17 et 16 )
Donc, on a :
< PR
eyl <2 7
Comme JK’—E converge vers 0 quand K — oo, IK,, VK > K, [[x =yl < ];Lg <mn. Par

linégalité (36), on a :

Ve > 0,3Kp, VK > K, [[[0 40 LX) [[f — [[0am L) [IFl < €

= Ve > 0, 3K, VK > K, [0 a0 {(X)]|} — 104w LY) | < € (car a <|al)
= Ve > 0, 3Ky, VK = Ky [am LX) < € + 1250 E(1)] 2

m N m p—1 N
= Ve > 0,3K,, VK > Ko, |94 (gk, {A]g J}] ) 12 < et)|damt (gm, {Aig}] ’{A(k‘”} ) 2
P
La derniére inégalité est valable pour toute valeur de k € {1,2,..K} a condition que K > K,

(on a deuzx indices k et K quz' sont distincts). Donc, en sommant sur X (et non K), on a :

N
Ve > 0,3K, VK > Kpy L 5 5 0,00 (Sk,{A](f)}]>||%§e

e ot N
e X oxot (Seen {Alm ) {40} ) 2
k=0

N Z—%(zw@'ﬁ)
= Ve > 0,3K,,VK > Kp,KZ ||aA Sk,{ }1 NE < e+ ‘T (par la
Propriété 20)
5 5 “ZNFEZE%
(m) N 5 g g(2F+ 5 )
= 3K, = 1,¥K = Ky, & XI5 104 (G {AM ) I < 5+
Par conséquent, on a :
1 K—-1 () N 5 OCZN FS(S%
EIKPZ 1,VKZKP,EkZ_OHaA(p)€ (Sk){Ak }]) HF— 6%](2 1 + 2r+ 2
(38)
Théoréme 2 (Convergence ergodique de Singleshot) .
L’inégalité suivante est vérifiée :
1< N n . (N+1)A
Ko >0, %K > Ko, 2 > [VE (G {AIV} ) 2 < 25 (39)
K= ! K2

avec

5, o128 & o?NT253
A=g <2F+T+Z(1 +2r+ —5)

p=1
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N
Preuve 23 On établit une borne sur S ve (Sk, {Aim)}] ) |2 pour faire apparaitre

EE 10t (S (A ) 1Bk L 1008 (AT}l 2 Toa i (A} IR

qui sont des variables déja bornées via les Propriétés 19 et 21.

N
Par la convezité de la fonction g(x) = x*, puisque ||V{ (Sk, {A,&m)} ) ||« est égale a la
1

somme des normes de Frobenius des dérivées partielles évaluées a 9k>A](<”, oo ,A](<N), on
a:
m " 2 ~ MY 2
Ve (G {AP 1) 12 < N+ 1) (060G { AL )3 £ fownt S {A} )11
p=1

= LT Ive (S0 (A} ) 12 < 50 T st (5 (A} ) 1

N 1e 1 ¢
R RN (s {ar}) e

=0

En permutant les deux sommes Y_, on a :

15 M 2 < RS m My 2
R IV (S0 (A} ) i< v | 3 patisi, {ar} | o

NV
peut étre bornée par la Propriété19

K—1

N 1 )
+> > oaw (gk, {Al(< )}:\‘) 12

p=1 k=0

NV
peut étre borné par la Propriété 21

Par Propriété 21, on a pour chaque mode p :

1= N o?NT253
JK, > 1,VK > Kp»fé |0am (9k> {Ak }] ) [F < S%K% 14| 2I'+ 3
(41)
Pour K > max(K,, 1 <p < N), toutes les inégalités données par (41) sont vérifiées pour

toutes les valeurs de p. Par conséquent, l'inégalité (40) donne :

i Ve <9k»{ )}N> I2< (N+1) (K S 0 10gt (gk,{ 3}?) H%)

N 2NT2K2

5, oaN1252

F(N+T) a2
Zé?‘@( ( 2

p=1 z
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1 b (m) N 2 ) 2 52
_ E m < 1
éKk_o”W(gk’{Ak }1>H*_(N+” K +Zé%K‘ Tl

La derniere implication résulte de la Propriété 19. Finalement, on a :

K—1

1 @MY 2
K (K, 1 < p < N) e 39 (S (A} ) <

k=0

(N+1)A
K]

NI
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ANNEXE 4

Considerons un tenseur d’ordre 3 X € RI*2*I Supposons
1 1 2 2 3 3
,.L=e"uel", 1., Ly=e" uel?, 1,.., =0 uel,

0 = {1, Int ()}
0 = {Int () +1,--, I}
Int(x) : plus grand entier inférieur ou égal a x

On sait que la fonction de cott £ se rééerit sous la forme suivante (voir Propriété 3) :
N
£S5 {A™}) = X = G xmer, ATV

2 2 2
_ (M (2) (3) 2
- Z Z Z ”xeﬂi,eﬁ,eﬁi =39 Aeﬂ X2 Ae(ll X3 Aem IF

) .
myoe myoe m3oe
m1:1 m2:1 m3:1 3

La dérivée de { par rapport a A" est égale a [aAm £, aAm € ([,] : étant 'opérateur
(M (M
9] ) 62 )
d’empilement de vecteurs dans le sens de la ligne ).
La dérivée de { en fonction de A(]()” nécessite de traiter les sous-tenseurs {I)C (1) g(2) o(3) } .
0; 07 0m;0m; 1<my,m3<2

Le méme raisonnement s’applique exactement pour toutes les autres dérivées.
Notre approche appliqué a cette formulation de la fonction de cout de sous-tenseurs
par rapport a tous les modes nécessite le traitement de sous-tenseurs de la forme X €
RTX3x3
Plus généralement, pour X € R <IN ayec I, = UE:1 {(k — 1) x Int(%“) + 1,k X Int(%‘)}
(union disjointe), notre approche nécessite le traitement de sous-tenseurs de taille % X

I

o X
P
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Titre : contributions a la décomposition de données multimodales avec des applica-
tions en apprentissage de dictionnaires et la décomposition de tenseurs de grande taille
Résumé : dans ce travail, on s’interesse a des outils mathématiques spéciaux appelés ten-
seurs qui sont formellement définis comme des tableaux multidimensionnels définis sur le
produit tensoriel d’espaces vectoriels (chaque espace vectoriel étant muni de son systéme
de coordonnées), le nombre d’espaces vectoriels impliqués dans ce produit étant ’ordre
du tenseur. L’intérét pour les tenseurs est motivé par certains travaux expérimentaux qui
ont prouvé, dans divers contextes, que traiter des données multidimensionnelles avec des
tenseurs plutot que des matrices donne un meilleur résultat aussi bien pour des taches de
régression que de classification.

Dans le cadre de la these, nous nous sommes focalisés sur une décomposition dite de Tu-
cker et avons mis en place une méthode pour I'apprentissage de dictionnaires, une tech-
nique pour l'apprentissage en ligne de dictionnaires, une approche pour la décomposition
d’un tenseur de grandes tailles et enfin une méthodologie pour la décomposition d'un
tenseur qui croit par rapport a tous les modes. De nouveaux résultats théoriques concer-
nant la convergence et la vitesse de convergence sont établis et 'efficacité des algorithmes
proposés, reposant soit sur la minimisation alternée, soit sur la descente de gradients par
coordonnées , est démontrée sur des problemes réels

Mots-clés : tenseur, apprentissage de dictionnaires, descente de coordonnées, minimisa-

tion alternée
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Research topic : contributions to multimodal data processing with applications to
dictionary learning and large-scale decomposition
Abstract : in this work, we are interested in special mathematical tools called tensors,
that are multidimensional arrays defined on tensor product of some vector spaces, each of
which has its own coordinate system and the number of spaces involved in this product is
generally referred to as order. The interest for these tools stem from some empirical works
(for a range of applications encompassing both classification and regression) that prove
the superiority of tensor processing with respect to matrix decomposition techniques.
In this thesis framework, we focused on specific tensor model named Tucker and establi-
shed new approaches for miscellaneous tasks such as dictionary learning, online dictionary
learning, large-scale processing as well as the decomposition of a tensor evolving with res-
pect to each of its modes. New theoretical results are established and the efficiency of
the different algorithms, which are based either on alternate minimization or coordinate
gradient descent, is proven via real-world problems.

Keywords : tensor, dictionary learning, coordinate descent, alternate minimization.
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