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Introduction

A Thorizon 2020, résoudre un probléme de physique a des fins de compréhension du monde, de pré-
diction ou d’optimisation requiert une démarche pluridisciplinaire dont une proposition de décomposition
pourrait étre la suivante.

Une théorie, en physique, est la premiére marche vers la compréhension de phénoménes naturels. En-
semble d’hypotheses fondamentales et de propriétés déduites de ces hypothéses, elle permet de décrire et
de systématiser un domaine physique. En physique moderne, les fondements d’une théorie proviennent
généralement d’expériences de pensée, et donc de 'imagination humaine. Une théorie fournit une lecture
de la nature, valide sous certaines conditions et précise jusqu’a un certain point, qui se doit d’étre cohé-
rente avec les observations expérimentales sous peine d’étre invalidée. Selon le cadre d’application, des
hypotheses simplificatrices y sont adjointes : nombre et dimension des variables étudiées, relations entre
ces variables ou valeurs de grandeurs caractéristiques, ce qui conduit a la définition d’un modéle. Second
niveau vers la description du réel, le modele se veut plus spécifique et plus simplifié que la théorie. Il est
intimement lié a expérience qui permet d’en calibrer les parameétres. Hormis quelques situations simples,
les équations posées par le modele ne sont généralement pas solubles par une méthode analytique. Au
mieux, quelques indications peuvent étre obtenues sur 'existence d’une solution, son unicité ou encore
son comportement asymptotique. Une troisiéme étape consiste alors a discrétiser le probléme, c’est-a-dire
a trouver une méthode numérique permettant de passer du probléme continu, dont la solution continue
est de dimension infinie, a un probléme approché discret dont la solution discréte est de taille finie. La
méthode numérique doit formuler le probléme approché et assurer I'existence et la calculabilité d’une so-
lution discréte a ce probleme. Il est évidemment souhaitable que cette solution discrete soit semblable a la
solution continue, et donc que ’on dispose d’une estimation de I’écart entre ces deux solutions. Le calcul
de la solution discreéte s’effectue au moyen d’algorithmes qui transcrivent la méthode numérique en opéra-
tions concrétes. Il va de soi que ces algorithmes sont aujourd’hui exécutés par des machines (ordinateurs,
calculateurs), dont la puissance potentielle n’a cessé de croitre ces derniéres décennies. Cette quatriéme
étape nécessaire a la résolution d’'un probléme physique correspond donc a I’adaptation des algorithmes
aux ressources disponibles tout en assurant précision, rapidité et efficience énergétique des calculs.

Physique théorique, modélisation, méthodes numériques et calcul scientifique font aujourd’hui encore
I'objet de nombreux travaux de recherche. Communautés liées mais distinctes, les acteurs d’une thématique
n’interviennent qu’occasionnellement dans une autre, et ce d’autant plus que la décomposition proposée
ci-dessus occulte quantité de sous-catégories dans chacune des disciplines. Ces travaux, initialement orga-
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nisés autour d’'une méthode numérique, ont par opportunisme et par gott inclus certaines problématiques
rattachées au calcul scientifique. Sans prétendre en maitriser I'une ou l’autre, on exposera donc dans ce
manuscrit des recherches effectuées dans les deux disciplines. De manieére plus large, souhaitons que, par
les précisions apportées dans chacune des quatre catégories, ce document demeure accessible a toute per-
sonne intéressée par 'univers de la simulation numérique.

Sommaire
1.1 Contexte etapplications. . . . . . ... ... . . L e e 10
1.2 Limites de approche actuelle et objectifsdelathése . . . . ... ... ......... 11
1.3 Apercu de ’existant et directionschoisies . . . . . ... ... ... ... ... ... 13
1.4 Travaux effectuéset plandumanuscrit . . . ... ... ... ... ... ..., ... 15

1.1 Contexte et applications

En modélisation mathématique, on désigne par géomécanique la théorie mathématique décrivant le
comportement mécanique des sous-sols. Couplée aux données ou modeles issus de la géologie et de la
géophysique, elle est indispensable dans les domaines techniques ol une représentation fine des sous-sols
est requise : prospection d’hydrocarbures, exploitation de 1’énergie géothermique ou stockage géologique
du dioxyde de carbone en sont quelques exemples. Bien que les échelles de temps et d’espace utilisées soit
sans commune mesure selon I’application considérée — retracer I’évolution naturelle d’un bassin sédimen-
taire implique de s’intéresser a plusieurs centaines de kilometres carrés pendant des dizaines ou centaines
de millions d’années, tandis qu’étudier 'impact d’une installation humaine comme un puits extracteur né-
cessite de se focaliser sur quelques kilometres carrés et des durées de 'ordre de quelques dizaines d’années
- les modeéles mathématiques rendent compte de ces diverses situations. Du point de vue de la géomé-
canique, un sous-sol est un milieux poreux constitué d’une structure solide et d'un ou plusieurs fluides
pouvant se déplacer plus ou moins rapidement au sein de celle-ci. Originellement et par soucis de sim-
plification, les déformations mécaniques de la structure et les écoulements de fluides ont longtemps été
considérés comme deux processus distincts et indépendants. Si dans certains cas cette hypothese est sans
conséquences sur la qualité du modele obtenu, elle constitue dans d’autres une approximation trop gros-
siére qui entraine une mauvaise représentation de la réalité [Zobo7]. L’introduction de nouveaux modeles
dits poromécaniques, d’abord par I’approche de Terzaghi [Ter43] puis par celle de Biot [Bio41], a permis de
tenir compte du caractére couplé de ces deux problémes et ainsi d’améliorer la qualité de la modélisation,
par exemple en tenant compte de I'effet des contraintes tectoniques pour la modélisation de bassins ou
leffet de subsidence pour la modélisation de réservoirs.

Simultanément, le changement de modele a ouvert la question du choix de la méthode numérique a
adopter. Le modéle faisant intervenir deux équations, chacune d’elle peut étre discrétisée par une méthode
numérique différente. Plusieurs combinaisons ont ainsi été proposées. Historiquement, il semble qu'une
des premiéres combinaisons consistait a utiliser pour chaque dimension physique du probléeme couplé
la méthode numérique la plus répandue pour la physique correspondante. Ainsi, des méthodes de types
éléments finis de Galerkin continus (cG) servaient a discrétiser la partie mécanique tandis que des mé-
thodes de type volumes finis (Fv) étaient utilisées pour discrétiser la partie écoulement [SMo4]. Parmi les
autres possibilités explorées, certaines placent également la partie écoulement dans un contexte éléments
finis : c’est le cas des approches (cG-cG) [MLg4], de leur analogue non conformes [HRGZ17] ou de celles
utilisant des méthodes de Galerkin discontinues (DG-DG) [RTT17]. Une variante conservative de 'approxi-
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mation cG, nommée Galerkin enrichie, est utilisée dans [CL18] pour une discrétisation (cG-EG). Toujours
dans un contexte éléments finis, il existe également de nombreuses approches utilisant une formulation a
trois champs ol une variable supplémentaire est discrétisée dans I’équation fluide, ce qui permet d’utiliser
des éléments finis mixtes dans des combinaisons (cG-Mixed) [PWo7; BBKT17], voire des formulations a
quatre champs pour des combinaisons (Mixed-Mixed) [Lee16]. A I'autre extrémité, plusieurs combinaisons
peuvent étre obtenues en s’inspirant des méthodes volumes finis pour discrétiser les équations issues de
la mécanique : c’est par exemple le cas de 'approche (Mpsa-Fv) [Nori4], qui adapte un schéma de type
volumes finis multipoints a ’équation d’élasticité (schéma multipoints d’approximation des contraintes,
MpsA), ou de 'approche (HMM-HFV) [Lem13] qui discrétise la mécanique par une méthode de type hybride
mimétique mixte (HMM) inspirée des volumes finis hybrides (HFV).

Si ces différentes possibilités coexistent a I’état de recherche, le choix est bien plus restreint dans un
contexte industriel. A ce jour, il n’existe pas de code commercial de référence traitant le probléme de
poromécanique couplé dans le domaine des géosciences. Les simulateurs d’écoulement embarquent géné-
ralement un module de mécanique simplifiée pour les cas simples ; pour les situations plus complexes, les
ingénieur-e-s font appel a deux codes de simulations distincts, chacun spécialisé dans sa physique et ses
méthodes numériques. A titre d’exemple & IFPEN, la partie mécanique repose sur le logiciel commercial
Abaqus ou sur le code open-source Code_Aster tandis que la partie écoulement fait appel au simulateur
PumaFlow développé en interne. C’est donc en arriére plan la discrétisation historique (cG-Fv) qui est uti-
lisée. Cette approche permet d’utiliser deux logiciels trés riches dans leur modélisation, et est relativement
économe en coiit de développement. Toutefois, elle souffre de deux inconvénients majeurs.

1.2 Limites de approche actuelle et objectifs de la these

Limites

La premiére contrainte réside en 'utilisation de deux modules de calcul différents. En toute logique,
I'usage de deux codes de simulation distincts ne permet pas de rassembler efficacement les inconnues en
pression et en déplacement dans un unique systéme linéaire et de le résoudre pour obtenir la solution,
puisque chaque module a été concu pour résoudre son propre probleme uniquement. On utilise donc des
techniques dites séquentielles [DGSMo6], qui seront développées dans un prochain chapitre, et qui per-
mettent de découpler les deux sous-problémes pour les résoudre successivement jusqu’a convergence de
la solution vers celle du systéme couplé. Or, utiliser une telle approche plutét qu'une résolution entiére-
ment couplée devrait étre un choix stratégique et réfléchi, et non résulter d’'une contrainte technologique.
De fait, dans cette derniére situation, le choix de la méthode de résolution itérative et de ses parameétres
releve d’avantage de I’expérience et 'intuition de I'ingénieur-e que des travaux mathématiques sur les mé-
thodes. Enfin, utiliser deux codes indépendants peut entrainer ou une duplication des données, qui doivent
étre échangées entre les deux logiciels, ou une perte d’informations lorsque I'un des deux codes ne gére
pas toutes les grandeurs physiques de 'autre. Cette chaine de simulation est donc moins souple et moins
performante qu'un unique code qui effectuerait une résolution séquentielle en gérant lui méme les deux
sous-problémes, et qui pourrait de plus proposer I’alternative de la résolution entiérement couplée.

La seconde difficulté, indépendante de la précédente mais en réalité la plus problématique, réside dans
les contraintes qu’imposent les méthodes de discrétisation sur les maillages géométriques. L’utilisation
de deux méthodes différentes requiert ou bien un maillage compatible avec chacune des deux méthodes,
ou bien deux maillages distincts complétés d’opérateurs d’interpolation entre ceux-ci. Or, dans le cas plus
spécifique des problématiques géomécaniques, c’est-a-dire dans le cadre applicatif de ces travaux, il est
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(a) Domaine géologique en deux dimensions (b) Exemple de cellules problématiques

F1G. 1.1 : Difficultés géométriques : représentation d’'un domaine géologique présentant des discontinui-
tés (a) et schématisation de mailles incompatibles avec la méthode des éléments finis (b).

particuliérement ardu de générer des maillages compatibles avec la discrétisation éléments finis CG tout
en conservant un nombre d’éléments raisonnable. En effet, les domaines spatiaux considérés se caracté-
risent par des discontinuités géométriques telles que des hétérogénéités, des failles géologiques ou encore
des rapports entre les différentes dimensions défavorables, voir figure 1.1a. Les outils de maillage utilisés
aujourd’hui, congus a ’origine pour des problémes d’écoulement et basés sur des hexaédres, tendent a pro-
duire des cellules non convexes, non conformes ou dégénérées (c’est-a-dire dont plusieurs sommets sont
confondus) représentées sur la figure 1.1b. Dans le cas tridimensionel, il est parfois impossible d’obtenir
des maillages basés sur des hexaédres méme en s’autorisant ce type de cellules, en particulier lorsque des
failles sont présentes dans le domaine, d’ou I'intérét pour des maillages encore plus généraux. Du c6té des
méthodes volumes finis appliquées aux problemes d’écoulement, des progres significatifs sur les schémas
ont été réalisés ces derniéres années et permettent le traitement de tels types de maillages. La limitation
est donc en majeure partie due a I'usage de la discrétisation par éléments finis continus de I’équation
d’équilibre mécanique.

Objectifs

Les équipes de recherche d’1rPEN ont démarré I’élaboration d’une nouvelle génération de codes de
simulation développés dans une plateforme logicielle appelée Arcane, co-developpée avec le CEA-DAM.
Cette nouvelle génération intégre déja certains schémas volumes finis capables de discrétiser I’équation
d’écoulement sur des maillages généraux, telles que la classe des schémas multipoints (MPFA, [Aavoz])
ou celle des schémas hybrides (aFv, [EGHo09]). En revanche, la plateforme ne propose a ce jour aucune
méthode de discrétisation ni pour I’équation de mécanique, ni a fortiori pour le systéme poromécanique
qui soit utilisé dans un contexte industriel. Ceci constitue 'occasion de créer en interne un module de
calcul des déformations mécaniques dans cette plateforme de maniére a lever les deux limites soulevées
au paragraphe précédent. L’utilisation d’une plateforme unifiée permet en effet une grande liberté dans
le choix de la méthode de résolution des deux équations (entiérement couplée ou séquentielle). De plus,
repartir de zéro pour les calculs de déformations mécaniques permet d’étudier et utiliser une méthode
numérique adaptée aux maillages généraux. Concrétement, le produit attendu est un module de calcul
pour la plateforme Arcane utilisant une nouvelle méthode de discrétisation pour ’équation de mécanique,
couplée a une discrétisation de type volumes finis existante pour ’équation d’écoulement. Idéalement,
ce simulateur doit permettre d’effectuer des calculs performants (précis, robustes et rapides) sur des cas
représentatifs des applications visées par les ingénieur-e-s.
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1.3 Apercu de 'existant et directions choisies

Méthodes polyédriques

Concernant I’équation de mécanique et les contraintes liées aux formes des éléments, il faut choisir
une méthode de discrétisation fonctionnant sur des maillages plus généraux. Il existe justement un certain
nombre de méthodes, basées sur ’approximation de Galerkin, pour le traitement de problémes elliptiques
sur des maillages polyédriques. Une liste de ces méthodes peut par exemple étre trouvée dans les préfaces
[BBM14 ; BE16] d’éditions spéciales consacrées a ce sujet. Sans entrer dans les détails, on mentionne 1'ex-
tension des fonctions de base des éléments finis aux maillages polyédriques par le moyen de fonctions de
base rationnelles, [Wac10], barycentriques [SMo6] ou harmoniques [Bisi4]. Les méthodes Galerkin dis-
continue [DE12], Galerkin discontinue hybride [CGLo9] ou encore Hybrid High Order [DEL16] (certaines
connexions existant entre ces différentes méthodes) constituent d’autre techniques d’approximation sur
les éléments généraux. Pourrait également étre compatible la méthode de Galerkin faible [WY14] ou celle
des éléments finis smoothed [LDNo7]. Un autre point de vue est a origine des méthodes appelées diffé-
rences finies mimétiques [BLM14] qui, interprétées dans un cadre variationnel, ont donné naissance aux
méthodes des éléments virtuels.

Méthode des éléments virtuels

Bien que toutes les méthodes listées précédemment auraient pu convenir, et qu’il n’existe a priori pas
de méthode miraculeuse, c’est la catégorie des éléments virtuels qui a été retenue. Plusieurs arguments en
leur faveur, sans forcément leur étre exclusifs, sont a ’origine de ce choix.

En premier lieu, le paradigme sur lequel elles reposent est naturel et séduisant : les fonctions de base ad-
ditionnelles nécessaires sur les éléments non simpliciaux ne sont jamais calculées explicitement, la connais-
sance des degrés de liberté suffisant a elle-seule pour définir la méthode. Cette caractéristique contraste
avec les fonctions non polynomiales, généralement lourdes a définir et a manipuler, utilisées pour les mé-
thodes éléments finis polyédriques. D’impressionnants exemples de maillages en deux [PG15] ou trois
[CBP17] dimensions compatibles avec ces méthodes peuvent étre trouvés dans la littérature. De plus, l'uti-
lisation d’un espace d’approximation continu a pour conséquence de travailler avec un nombre de degrés
de liberté inférieur a celui des méthodes de type Galerkin discontinues, et présage donc un coiit de calcul
moindre a précision équivalente. Pour une premiére lecture sur 'implémentation effective de la méthode
pour I’équation de Poisson, voir [BBMR14 ; Sut17].

En second lieu, les méthodes des éléments virtuels ont hérité d’un cadre théorique particuliérement
avancé de la part des différences finies mimétiques. Introduites en 2013, elles ont ensuite été étendues a des
espaces d’approximation non conformes [ALM16] ou a des espaces conformes plus généraux [BBMR16a],
tout en utilisant des stratégies pour réduire le nombre de degrés de libertés [BBMR16b]. Plusieurs tra-
vaux ont été menés dans le but d’accroitre la précision (I’ordre) de ces méthodes [BDR17] ou leur stabilité
[CMRS15; BB17a], ou bien dans celui de les adapter a des maillages courbes [BRV19]. Par ailleurs, on trouve
plusieurs analyses de stabilité et d’erreur a priori telles que [BLR17; BOL17], certaines méme valides en
présence de petites arétes ou faces [BS18]. De maniere plus récente, des estimations d’erreur a posteriori
ont également vu le jour [CGPS17; BB17b]. Celles-ci peuvent éventuellement se baser sur de nouvelles
méthodes de reconstruction du gradient, plus précises que la formulation originale [CBP19 ; AMLP19]. On
trouve également des formulations de ces méthodes dans le cadre d’une approche multi-échelle [RBLE19;
LJ19].

En troisiéme lieu, le domaine d’application de ces méthodes est en plein essor et les résultats récents
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semblent trés prometteurs au sujet de la robustesse vis-a-vis des déformations du maillage. Initialement
illustrées sur le probléme de Laplace [Bei+13], elles ont ensuite été étendues a une grande variété de
problémes, parmi lesquels I’élasticité linéaire [BBM13; GTP14; ABLS17a; ZF18] et non linéaire [BLM15;
ABLS17b; HAW19] ou les déformations finies [CBP17]. Notons également leur usage dans le cadre de I’op-
timisation topologique [GPDM15], la géomécanique [ANR17], les problémes de contacts [WRR16], d’en-
dommagement [BWHZ18], de propagation de fractures [Hus+19], de torsion de plaques [BM13; Chi18],
ou encore dans le cadre de I’étude de matériaux composites [Art18 ; AMS18]. Cette liste, dont les éléments
ont été choisis pour leur lien avec la mécanique, est loin d’étre exhaustive. Pour conclure sur 'engoue-
ment pour ces méthodes dans le cadre de la mécanique, citons leur implémentation récente dans le code
de simulation Abaqus [DN19].

Résolution efficace du systéme poroélastique

Par rapport au cas ou deux codes de calculs distincts sont utilisés, le développement d’un schéma nu-
mérique couplé fonctionnant au sein d’un unique simulateur permet a minima d’économiser de cotiteux
échanges de données entre les programmes, ce qui simplifie et accélére la simulation. Le choix de la mé-
thode de résolution du systéme linéaire obtenu aprés discrétisation reste toutefois capital, puisque plus
de 80% du temps de calcul est consacré a celle-ci. De plus, depuis la derniére décennie, la fréquence de
base des processeurs tend a stagner (en raison de problemes de dissipation thermique), si bien que 'un
des seuls moyens d’accélérer un algorithme consiste a ’adapter pour 'exécuter en paralléle sur plusieurs
processeurs. Or, le systéme issu de la discrétisation du systeme poroélastique posséde une structure le
rendant particulierement mal conditionné [FGTo1], c’est-a-dire numériquement difficile a résoudre par
des méthodes itératives, en particulier en paralléle. Plusieurs travaux ont visé a construire une méthode
efficace de résolution pour ce systéme par des méthodes de Krylov (voir par exemple [CPLo1; GPFo3;
CTPo6; HOL12 ; BM12]) ou multigrilles [LRGO15]. Récemment, des connexions ont été établies [WCT16]
entre certaines de ces méthodes et la méthode de résolution séquentielle fixed-stress split, qui est alors in-
directement utilisée pour construire un préconditionneur pour le systéme couplé. A I'origine, la méthode
fixed-stress split est 'une des quatre méthodes séquentielles (avec les méthodes fixed-strain split, undrai-
ned split et drained split, cf [MW13]) permettant de découpler les deux sous-problémes, introduites dans
le cadre de la simulation de réservoir [SMo4] et largement étudiées depuis. La méthode fixed-stress, du
fait qu’elle soit inconditionnellement stable contrairement aux méthodes fixed-strain split et drained split
[KTJ11a; KTJ11b] tout en ayant une convergence potentiellement plus rapide que la méthode undrained
split [MW 13], a fait 'objet de nombreuses études. En plus des travaux sur la convergence et la stabilité de
cette méthode, on peut citer par exemple son extension a I’élasticité non linéaire [BRKN18], celle a une
approche multi-échelle [DGW18] ou encore celle au cas ou le pas de temps différe selon I'équation réso-
lue [Alm+16]. La méthode fixed-stress semble donc étre un moyen efficace d’améliorer la résolution du
systeme linéaire, qu’elle soit appliquée directement ou en tant que préconditionneur du systéme couplé.
Dans les deux cas, la difficulté est en réalité reportée sur la résolution des sous-problémes. Or, les matrices
associées aux problémes découplés de déformation mécanique et d’écoulement ont un meilleur condition-
nement que la matrice couplée, et devraient donc étre plus faciles a résoudre. On peut de plus de cette
maniére capitaliser sur des solveurs efficaces et robustes développés pour ces problémes dans un contexte
plus large que celui de la poromécanique. Pour une revue de ces solveurs, voir par exemple [Benoz]. Dans
le cadre de la résolution de systémes linéaires et pour rebondir sur le développement actif des méthodes
des éléments virtuels, on reléeve 'usage récent pour celles-ci de méthodes de décomposition de domaine
(telles que celles de Schwarz [Cal19] ou bien I’approche finite element tearing and interconnecting [BPP17]),
ainsi que 'investiguation de méthodes multigrilles [AMV18].
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1.4 Travaux effectués et plan du manuscrit

Deux grandes thématiques, de volume certes différent, se dessinent au fil de ce manuscrit de thése. Elles
ont en commun d’étudier, sous un angle ou un autre, le systéme d’équations modélisant le comportement
mécanique de milieux poreux. La premiére de ces deux parties, constituée des chapitres 3 a 5, aborde le
probléme par le prisme des méthodes numériques, qui permettent de passer d’équations continues a un
systéme linéaire discret. La seconde de ces deux parties, située en aval dans la chaine de simulation et
retranscrite dans le chapitre 6, s’intéresse a I’amélioration de la résolution de ce systéme et est donc plus
proche des thématiques liées au calcul scientifique.

Chapitre 2 Le chapitre 2 pose les bases du probléme mécanique modélisé. Une premiére partie, dédiée
a la mécanique du solide, décrit 'origine et les hypothéses simplificatrices qui ménent au systéme d’élas-
ticité linéaire. C’est ce modele de base de la mécanique des solides déformables qui sera utilisé au long de
ces travaux pour décrire le comportement des solides. Dans la seconde partie, ce systéme est modifié de
maniére a tenir compte des effets de couplage entre le solide et le fluide : c’est le modéle poroélastique.
Apres avoir décrit les différentes quantités physiques intervenant dans ce systéme, et rappelé que celui-ci
admet une unique solution continue, on démontre la stabilité de cette solution. La fin de cette partie expose
deux problémes analytiques de poroélasticité, dont la solution exacte est connue, et qui seront utilisés a
des fins d’illustration et de validation numérique des codes développés.

Chapitre 3 La méthode des éléments virtuels est introduite dans le chapitre 3, ou seul le systéme d’élas-
ticité est considéré. Ceci permet de construire pour ce probléme la discrétisation par la méthode des élé-
ments virtuels, a I'ordre d’approximation polynomial un, pour des maillages constitués de polygones (en
dimension deux) ou de polyédres (en dimension trois) quelconques. Ce chapitre peut étre vu comme une
reformulation synthétique des premiers travaux sur la méthode des éléments virtuels appliquée au pro-
bleme d’élasticité. Apres avoir détaillé 'espace d’approximation, la forme bilinéaire approchée ou encore
le calcul des projections qui sont spécifiques a cette méthode, des détails fournis sur I'implémentation per-
mettent de développer ce schéma. Les premiers tests numériques démontrent la convergence en espace de
cette méthode a 'ordre attendu par la théorie, et illustrent leur capacité a traiter des maillages particuliére-
ment allongés (ici en deux dimensions), sous réserve dun certain choix pour le coefficient de stabilisation
de la méthode, ou a traiter des maillages non conformes. De méme, quelques résultats numériques per-
mettent d’espérer un bon comportement sur les matériaux a la limite du domaine compressible, qui posent
généralement un probléme aux méthodes numériques.

Chapitre 4 Les trois chapitres suivants constituent les contributions originales de ce manuscrit. Le cha-
pitre 4 propose de réutiliser la méthode des éléments virtuels pour I’élasticité dans le cadre du probléme
poroélastique. L’équation de conservation de la masse du fluide y est alors discrétisée par la méthode vo-
lumes finis la plus aboutie théoriquement, c’est-a-dire celle utilisant une approximation a deux points pour
les flux numériques. Aprés avoir expliqué comment combiner ces deux méthodes numériques pour créer le
schéma couplé VEM-TPFA, une étude mathématique de celui-ci est proposée. L’existence et 'unicité d’une
solution discrete est d’abord démontrée, avant de proposer une estimation de I’erreur par rapport a la so-
lution continue du systéme. En particulier, on montre que le schéma converge a l'ordre 1 en espace et 1
en temps lorsqu’une certaine norme est utilisée pour mesurer la différence. Pour illustrer ce résultat théo-
rique, et apres avoir détaillé 'implémentation du schéma, un cas synthétique bidimensionnel permet de
retrouver numériquement ces ordres de convergence. Ces résultats théoriques et numériques ont fait I’ob-
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jet d’une publication [Cou+19]. A des fins de validation, mais également dans le but d’illustrer 'influence
de certains parameétres tels que le choix des conditions initiales, les problémes physiques réalistes décrits
dans le chapitre 2 sont simulés numériquement.

Chapitre 5 Le chapitre 5 est une extension du chapitre précédent a des maillages encore plus généraux.
En effet, si la méthode des volumes finis employée dans le chapitre 4 est maitrisée théoriquement, la condi-
tion d’orthogonalité sur les maillages qui ’accompagne reste trop restrictive pour une utilisation sur des
grilles réelles. On cherche donc a remplacer celle-ci par une méthode de volumes finis plus générale. Pour
rester proche du cadre de travail déja mis en place, c’est la classe des méthodes a approximation multipoints
du flux numérique qui est retenue. Apres avoir détaillé la construction de celles-ci et leur couplage avec
la méthode des éléments virtuels, qui donne lieu au schéma VEM-MPFA, on montre numériquement sur le
cas synthétique précédemment utilisé que ce choix permet la convergence en espace et en temps a ’ordre
1 sur un échantillon de maillages plus large que pour la méthode vEM-TPFA. Malgré cette amélioration, la
méthode n’est pas encore capable de traiter les maillages typiques des géosciences : ceux-ci contiennent
effectivement des éléments qui ne sont pas méme polyédriques. Une modification est donc apportée a la
méthode des éléments virtuels pour gérer ces situations. Ce second schéma couplé pour le systeme de
poroélasticité constitue également une contribution de ces travaux. Ce schéma couplé est illustré sur un
maillage réellement issu d’un bassin sédimentaire, en utilisant des données inspirées d’une application
réaliste : Pextraction d’un fluide piégé dans un milieu poreux stratifié. Les résultats obtenus sont cohérents
avec la physique du probléme.

Chapitre 6 Dans le chapitre 6, la question de la discrétisation est mise de c6té pour se focaliser sur la ré-
solution du systéme linéaire. Cette étape, qui concentre la majorité du temps de calcul, devient rapidement
bloquante lorsque le nombre d’inconnues augmente et se doit d’étre optimisée pour conserver un processus
global performant. Partant du constat (connu et illustré ici numériquement) que les méthodes les plus clas-
siques sont insuffisamment performantes (pour les méthodes directes) ou insuffisamment robustes (pour
les méthodes itératives) sur le systeme couplé, on s’intéresse a la stratégie séquentielle fixed-stress split
qui permet de découpler les deux sous-problémes et donc de résoudre a la place deux sous-systémes. Deux
axes sont alors étudiés pour rendre cette méthode compétitive. D’une part, on montre que réinterpréter
cet algorithme comme un probléme d’annulation d’un résidu permet d’en accélérer la convergence a 'aide
de méthodes de Krylov. D’autre part, disposant a présent de deux sous-problemes physiques découplés,
on cherche a qualifier pour chacun d’entre eux un sous-solveur robuste. Parmi les méthodes testées, on
retient le préconditionneur standard AMG pour la résolution du probleme d’écoulement, et une méthode
de décomposition de domaine & deux niveaux pour le probléme d’élasticité. Cette derniére approche étant
moins classique, la construction algébrique de la méthode ainsi que son utilisation au travers de la librairie
hpddm sont détaillées. A notre connaissance, une telle combinaison de sous-solveurs est une originalité par
rapport aux approches classiques. Ces deux axes sont finalement recoupés pour la résolution du probleme
créé dans le chapitre 5 sur le maillage réellement issu d’un bassin sédimentaire, et permettent d’observer
la robustesse de la résolution.
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Modélisation : du systeme d’élasticité aux
équations de Biot

Dans les ouvrages d’analyse des équations aux dérivées partielles, les équations de I’élasticité linéaire
sont souvent utilisées a titre d’illustration sans autre forme d’introduction. Inversement, il y a matiére dans
les ceuvres consacrées a la mécanique des milieux continus a dédier un chapitre entier a la description du
tenseur des contraintes. Ce chapitre ne remplacera la lecture ni de I'une ni de 'autre de ces théories, mais
vise a fournir quelques bases de mécanique des solides de maniére a comprendre les modéles manipulés
dans la suite de ces travaux. Sa premiére section, consacrée a |’élasticité, introduit les notions de déforma-
tion et de contrainte pour établir le systéme d’élasticité linéaire. Sa seconde section y ajoute la présence
d’un fluide et explique comment celui-ci interagit avec les déformations mécaniques. Apreés avoir expli-
cité les équations de Biot, qui modélisent cette interaction, elle présente une courte étude mathématique
de ce systéeme afin d’introduire au niveau continu les techniques utilisées au niveau discret dans les cha-
pitres suivants. Ce chapitre s’achéve par quelques exemples de problémes poroélastiques dont la solution
analytique est connue, qui permettront d’illustrer et de valider les méthodes numériques étudiées.

Dans tout ce qui suit, d désigne la dimension du probléme considéré (d = 2 ou d = 3). Le triplet
(e, ey, e,), ou le doublet (e,, ey) le cas échéant, représente une base orthonormée de ’espace RY. Les quan-
tités vectorielles sont notées en gras : v, et les matrices sont surlignées d’un trait : M. Les autres notations
sont précisées au fil du document.
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Chapitre 2. Modélisation : du systéme d’élasticité aux équations de Biot

2.1  Mécanique du solide élastique

Cette premiére section introduit les quantités d’intérét et les hypothéses simplificatrices permettant de
se ramener de la mécanique des milieux continus au domaine plus restreint de I’élasticité, puis a celui plus
restreint encore de 1’élasticité linéaire. Ceci permet d’établir le systéme d’équations de 1’élasticité linéaire,
dans sa formulation forte issue de la physique et dans sa formulation faible utilisée pour la discrétisation
numérique. Les développements sont effectués dans le cas ou d = 3. Le traitement du cas particulier d = 2
fait 'objet d’'une remarque spécifique en fin de section 2.1.1.

2.1.1 Déformations, contraintes et loi de comportement
Déformations et contraintes

La cinématique est I’étude des mouvements indépendamment des causes qui les produisent. Elle four-
nit plusieurs outils descriptifs permettant de représenter les déplacements de points matériels constituant
un solide. A ces fins est tout d’abord défini le champ vectoriel de déplacement u qui associe a tout point
matériel (dans la configuration de départ) la différence entre sa nouvelle et son ancienne position. Le gra-
dient (par rapport 4 la configuration initiale) de ce champ de déplacement permet de définir le tenseur E
d’ordre 2 selon la relation

2E = Vu! + Vu + Vu'Vu.

Certains mouvements créent des déformations, c’est-a-dire des modifications d’angles ou de distances entre
les points matériels du solide. Pour ces mouvements, les composantes de E donnent facilement acces a cer-
taines informations comme, par exemple, 'extension dans une direction paralléle aux vecteurs de base
e;. Au contraire, d’autres mouvements, combinaisons de translations et de rotations, n’entrainent aucune
déformation du solide. Ces mouvements sont appelés mouvements de corps rigide et le tenseur E qui leur
est associé est nul. Pour cette raison, le tenseur E est qualifié de tenseur des déformations, aussi dénom-
mé tenseur de Green-Lagrange. Lorsque ’amplitude des déformations est suffisamment faible — on parle
alors de déformations infinitésimales — les termes quadratiques deviennent négligeables. Le tenseur des
déformations infinitésimales est alors noté € et satisfait

2% =Vu! +Vu (2.1)

avec ¢; < 1. Certaines caractéristiques du déplacement peuvent étre directement déduites de €. En parti-
culier, la trace du tenseur des déformations tr(€) est égale a la divergence du champ de déplacement div (u)
et s’interpréte comme la déformation volumique du solide. Enfin, le tenseur € étant clairement symétrique,
il est fréquent [DVS98] d’adopter la notation de Kelvin é pour stocker ses composantes indépendantes sous
la forme d’un vecteur de R® : é = (e, €y €20 \/Eeyz, V2e,,, \/§€xy)T.

Un autre domaine de la physique consiste a traduire ’action de forces appliquées sur un solide continu,
sans s’intéresser aux effets qu'engendrent ces forces. Etant donnée une action mécanique f appliquée sur
une surface dS de normale sortante n autour d’un point M, on définit le vecteur contrainte T par la relation
T(M,n) = Z—;. On peut montrer que T dépend linéairement de n et donc définir une application linéaire,

appelée tenseur des contraintes de Cauchy, satisfaisant T(M, n) = c¢(M)n. Ce tenseur représente I’état de
contrainte en un point : la composante Gl.‘;. du tenseur des contraintes correspond a la i® composante du
vecteur contrainte de direction e;.

A partir du principe fondamental de la dynamique et dans le cadre d’un probléme statique, c’est-a-dire
en I'absence d’accélération, on démontre [LCgo] d’une part I’équation d’équilibre satisfaite par ¢ sous
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2.1. Mécanique du solide élastique

Ieffet de forces extérieures f
div (?) +f=0 (2.2)

et d’autre part la symétrie du tenseur des contraintes. En utilisant a nouveau la notation de Kelvin, on note

T
O- _( xx: ;ya zzy\/— yz: \/—O-xza\/— y)

Indicateurs scalaires dérivés des contraintes et déformations

Déformations et contraintes permettent de calculer certaines grandeurs scalaires pouvant présenter un
intérét en mécanique. Du point de vue du développement et de la validation de méthodes, ces grandeurs
sont également plus facile a représenter et a utiliser pour des comparaisons que les champs vectoriels. On
introduit ainsi la contrainte équivalente de Von Mises qui se calcule a partir du tenseur des contraintes
selon la relation

1
Oum = ﬁ\/(aix y) + (O'yy 052)% + (07, — 03x)? + 6(ny 2+ Ozx ) (2:3)

Cette contrainte équivalente représente I’énergie de distorsion par unité de volume. Pour certains types de
matériaux, la limite du domaine élastique est atteinte lorsque o, dépasse un seuil critique : le matériau
commence alors a se déformer de maniére plastique, et ne retrouve pas son état initial lorsque les solli-
citations mécaniques cessent. En combinant les tenseurs des déformations et des contraintes, on définit
également I’énergie de déformation élastique

W€ = % Q? s (2.4)

réel positif associé au travail des forces qui ont généré la déformation du solide. L’énergie élastique est une
grandeur physique essentielle sur laquelle sont batis plusieurs théorémes (dits énergétiques) qui sortent
du cadre de ces travaux. Elle est également utilisée pour construire les lois de comportement non linéaires.

Loi de comportement

Les deux notions introduites précédemment, déformation et contrainte, peuvent étre mises en relation
a travers une loi de comportement. Cette loi dépend du matériau considéré, et différe a la fois par la na-
ture du comportement (élastique, plastique, etc.) et par les constantes mécaniques du matériau. La loi de
comportement élastique est la plus simple a modéliser. Elle convient a des solides retrouvant de facon ins-
tantanée leur état initial lorsque les efforts extérieurs disparaissent. De plus, d’autres lois de comportement
peuvent étre approchées par une suite de problémes élastiques, ce qui justifie I’étude de celle-ci. On parle
d’élasticité linéaire lorsque les contraintes sont proportionnelles aux déformations. Cette relation s’écrit

0% = Gjki €l (2-5)

ou C, tenseur d’ordre 4, est appelé tenseur des rigidités élastiques. La symétrie de € et de o€ implique que
Cijki = Gijik = Cjix- Le tenseur d’ordre 4 C peut alors étre réécrit sous la forme d’une matrice de taille 6 x 6
notée C, définie par I’équation (2.6) ci-apres. De plus, les lois de la thermodynamique impliquent [LCqo]
que Gjji; = Gy j pour une transformation €lastique isotherme uniforme, ou, de maniére équivalente, que la
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Chapitre 2. Modélisation : du systéme d’élasticité aux équations de Biot

matrice C est symeétrique, de sorte que

Cxxxx Cxxyy Cxxzz \/Ecxxyz \/Ecxxxz \/Ecxxxy

C C J2c V2C,0y, V2C

yyxy Tyyzz yyyz Yyxy
C= Crrzz \/Eczzyz \/Eczzxz \/Eczzxy (2.6)
2Cyzyz 2Cyzxz 2Cyzxy
2Coxxz 2szxy
2C,yy

Les coefficients adoptés dans la notation de Kelvin permettent la correspondance entre le produit double-
ment contracté sur R¥? et le produit scalaire sur R® et donc de réécrire :

c¢=Cé et of:e=g¢-é
De plus, le matériau peut présenter certaines relations de symétrie matérielle qui réduisent encore le
nombre de composantes indépendantes de C. Le cas le plus dégénéré est celui d’'un matériau dit isotrope
dans lequel tous les axes sont matériellement identiques. Pour ce type de matériaux, C ne dépend pas du

repére choisi et ne posséde que deux composantes indépendantes. On peut donc exprimer C en fonction
du module de Young E et du coefficient de Poisson v selon

1—v 1% v
v 1—v v
E v 1% 1—v

=T 1-2v

(2.7)
1-2v
1-2v,

ou bien, de maniére équivalente, utiliser les coefficients de Lamé A et Gliés aux deux coeflicients précédents

par

- ___VE __E
4= 1 +v)(a-2v) 6= 21 +v) (2.8)

2.1.2 Cas particulier des problémes plans

Si les problémes élastiques concernent tous des solides physiques de R?, certains d’entre eux présentent
des invariances ou des propriétés géométriques qui permettent de se ramener a un probléme plan. Les
conséquences sur les tenseurs des déformations, des contraintes et des rigidités dépendent de la configu-
ration considérée et sont explicités ici pour un matériau supposé isotrope.

Déformations planes Lorsque tous les plans perpendiculaires a la direction e, sont dans le méme état
cinématique (en général, c’est le cas d’'un domaine de taille infinie en z), on parle d’état plan de déforma-

tions : €, = €, = €,; = 0 et les composantes non nulles de € ne dépendent pas de z. Ce cas de figure est le

plus simple car il suffit alors de développer le produit matriciel 0® = Cé en tenant compte des composantes
nulles du vecteur € pour se rendre compte que o5, = O';Z = 0 et réécrire

e

o. 1-v v 0 €
O'E; = % v 1-v 0 Gxx et of, = %(6)“ +€yy)- (2.9)
20, 1+va-2z\ , (1+v)(1-2v)

Yy
0 1-2v/ \V2ey,
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2.1. Mécanique du solide élastique

Contraintes planes Dans d’autres configurations, typiquement lorsque I'objet a une faible dimension

dans la direction z, le solide se trouve en état plan de contraintes : oy, = gy, = o7, = 0 et les composantes

non nulles de ¢ ne dépendent pas de z. Dans ce cas, en utilisant 4 nouveau la loi de comportement (2.5),

on montre que €,,, = €,, = 0 et que

y
oy 1 v 0 €
)é'x E XX —y . . v
oy | = 2|’ 1 0 €yy et €,= E(O'xx +oy,) = m(exx +€)- (2.10)
V207, 0 0 1-v/\V2e,

2.1.3 Systeme d’élasticité linéaire

Formulation forte Soit Q un domaine ouvert de R? de frontiére Q. Le systéme d’équations de I’élasticité
linéaire est obtenu en complétant ’équation d’équilibre local (2.2) et la loi de comportement (2.5) par
des conditions aux limites sur la frontiere 0Q de normale sortante n. On suppose que cette frontiere est
séparée en deux sous-ensembles I' et I'y , de sorte que 9Q =T uT'y etI'p nTy, = @, correspondant
respectivement aux conditions aux limites de Dirichlet (déplacement imposé) et de Neumann (contrainte
imposée). Le probléme d’élasticité linéaire s’écrit alors

—div (Ee_u) =f dansQ, (2.11a)
u=gp surlp, (2.11b)
ofn = ty surTy, (2.11¢)

Formulation faible On introduit a ce stade les notations | - |12, et | - [f1(,) se référant aux normes

classiques de Sobolev sur un domaine w. Ainsi, pour v € L?(w), v € (Lz(a)))d etve (Lz(a)))dXd,

)

1

1 1
hb@:q&y,hhw:qva aﬁh@:qv:
w w w

Side plusv e H (w) ouv € (HY(w))4,

<

Vg ) = (J v2 +Vv~Vv>2 et [Vl = <J v-v+Vv: Vv)E .
w w

Par souci de lisibilité, on pourra noter simplement | - |72 ou | - |1 lorsque w = Q. La formulation faible en
déplacement nécessite 'introduction des espaces

d d
Vy= {v € (H(Q)",v=gpsur FDd}, Vo = {V e (H'()",v=0sur de} (2.12)
et s’écrit :
Trouver u € V, tel que Vv €V, A(u,v) := LZ Ea L€, = J;) f-v+ L tyv (2.13)

Ng

La forme bilinéaire a® est continue; elle est de plus coercive des lors que I'p est de mesure non nulle.

Ainsi, il existe deux constantes réelles M > 0 et i > 0 telles que pour tout u, v dans H'(Q),

a(u,v) < Mlulgio) Vi) et phul, g < a®(uw).
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Chapitre 2. Modélisation : du systéme d’élasticité aux équations de Biot

La coercivité de a® s’établit grace a I'inégalité de Korn (2.14) et a la relation [le ] ;2(q) > Clv| H1(q) pour tout
v avec C constante positive.

Lemme 2.1 (Inégalité de Korn, [All12]) Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction v de
d
(H'(@)",

SEE

M) < € (M2 + el g) (2.14)

Dans le cas g, = 0, on montre (voir par exemple [All12, thm 5.3.4]) que pour f € (L2(Q))? et ty €
(LZ(FNd))d, le probléme (2.11) admet une unique solution faible u dans I’espace V;,. Un relévement de solu-
tion permet d’étendre ce résultat au cas général g, = 0.

2.2 Meécanique des matériaux poroélastiques

Les notions d’élasticité linéaire introduites dans la section précédente servent de base a la description
de matériaux plus complexes, dont le comportement élastique est modifié par la présence d’un fluide : les
milieux poreux.

2.2.1 Systéeme d’équations de Biot

Il existe une certaine structuration de la matiére dans laquelle interagissent deux constituants princi-
paux : un squelette solide déformable et un fluide occupant un réseau de pores, cavités du solide. A I’échelle
macroscopique, un matériau présentant une telle organisation est dénommé milieu poreux. La modélisa-
tion de ces milieux poreux requiert la superposition des lois physiques régissant le comportement des
deux constituants primaires, de maniére a décrire le comportement de I’ensemble par des équations dans
lesquelles interviennent des parametres relatifs a chacun des deux constituants et a la nature de leur orga-
nisation. Cette branche particuliére de la mécanique est appelée la poromécanique, et on doit a Biot [Bio41]
les fondations de cette discipline. Dans le cas particulier ou le squelette solide est sollicité de maniére
élastique, on emploie le terme plus spécifique de poroélasticité.

Le modéle poroélastique présenté présuppose également que le fluide est monophasique (un seul fluide,
non réactif, saturant le milieu étudié) et que les déformations sont quasi statiques (les effets d’inertie sur la
structure solide sont négligeables). Les parametres physiques décrits dans le tableau 2.1 caractérisent les
propriétés du milieu poreux étudié.

Parameétre Dimension Unité Nom

0] - - Porosité

o - - Coefficient de Biot

C M™ILT? Pa~! Coefficient de stockage spécifique
Pf ML™3 kg-m > Masse volumique du fluide

K MIL3T m?(Pa-s)”!  Matrice de mobilité

C ML™IT2  Pa Tenseur des rigidités du solide

TaB. 2.1 : Parameétres physiques décrivant un milieu poroélastique

Dans le cadre du modeéle poroélastique, 'interaction entre le squelette solide et le fluide se traduit par
Iintroduction d’une nouvelle définition de la contrainte. La contrainte totale subie par le matériau est la
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2.2. Mécanique des matériaux poroélastiques

somme de la contrainte dite effective o¢ présentée précédemment, due aux efforts mécaniques, et d’'un
terme additionnel lié 4 la pression p du fluide présent dans les pores de sorte que

o (u, p) = o(u) — aply

Le coefficient de Biot peut donc étre vu comme un quantificateur de la variation de contrainte lorsque la
pression du fluide augmente a volume de pores constant, ou, symétriquement, comme un quantificateur de
la variation du volume de pores lorsque la pression augmente a contrainte constante. Ce coefficient peut
étre déterminé a partir de la mesure expérimentale de la compressibilité de la phase solide C; et de celle
du squelette poreux C suivant la relation @ = 1 — % Toutefois, 'approximation o = 1 est couramment
réalisée pour des roches consolidées dans la mesure ou leur squelette solide est bien plus compressible
que les grains qui le composent. Comme dans le cas élastique simple, la contrainte effective est liée aux
déformations par la loi de comportement

(74 )

o, dans le cas de I'élasticité isotrope, le tenseur des rigidités C se déduit de deux coefficients indépendants
selon la forme explicité par I’équation (2.7). L’équation d’équilibre mécanique reste vérifiée avec cette
nouvelle définition de la contrainte totale et se réécrit donc

—div (o (u, p)) =f. (2.15)

Par ailleurs, le fluide présent dans les pores a la capacité de se déplacer a une vitesse proportionnelle
au déséquilibre hydrostatique selon la loi de Darcy

DN | =

0%(u) = Ce, avec &, =

vi=-k(Vp—psrg)

ou g désigne la gravité et p;la masse volumique du fluide. Le coefficient de proportionnalité est appelé
matrice de mobilité, définie comme le quotient de la matrice de perméabilité K, qui mesure I'aptitude du
milieu poreux a se laisser traverser par un fluide, et de la viscosité dynamique du fluide yi7, qui mesure la
résistance du fluide a un écoulement laminaire. La seconde équation du systéme poroélastique s’obtient a
partir de ’équation de conservation de la masse du fluide. L’obtention du modele n’est pas directe (voir par
exemple [Mer16] pour les détails) et revient finalement a considérer une équation de conservation dans
laquelle la quantité de fluide est donnée par

cop + adiv (u).

Du point de vue de cette équation, le coefficient de Biot peut étre vu comme un quantificateur de la varia-
tion de la quantité de fluide lorsque le volume des pores augmente a pression constante. Le coefficient de
stockage spécifique ¢, > 0 représente la quantité de fluide pouvant étre ajouté dans le milieu lors d’une
augmentation de pression a volume solide constant. Ce coefficient dépend des compressibilités du solide
C, et du fluide Cyainsi que de la porosité de la structure ¢, laquelle caractérise le ratio entre le volume des
pores et le volume total du milieu, a travers la relation

¢ = ¢Cp+ (a — P)Cs.

En supposant que le fluide est faiblement compressible, I’équation de conservation de la masse se raméne
a I’équation de conservation de volume

9 (cop + ardiv (w)) + div (=% (Vp — prg)) = g, (2.16)
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q représentant un terme source volumique.

La combinaison des équations (2.15) et (2.16) définit le systéme poroélastique linéaire. Soit un milieu
poreux élastique linéaire représenté par Q ouvert de R? et un temps T > 0. Si ce milieu est sujet a une force
volumique f : Q x 0,T] - RY et 4 un terme source q: Q x ]0,T] - R, alors le champ de déplacement
u:Q x]0,T] > Rletle champ de pression p : Q x ]0,T] — R vérifient

—div (Ca— apI_d) =1 dans Q x ]0,T], (2.17a)
9, (cop + a div (u)) + div (—% (Vp— pfg)) =q dans Q x ]0,T], (2.17b)

complété par des conditions aux limites (avec 0Q =TI'p vy, 9Q = er u er et n normale sortante)

u=20 surI'p X 1o, T1, (2.17¢)
(?—apﬂ)n =ty sur Iy, x o, T1, (2.17d)
p=0 surTp x 10,71, (2.17€)
-k (Vp — pfg) ‘n = ¢y sur er x 10,T], (2.17f)
et des conditions initiales
p(x,t=0)= (%) dans Q, (2.17g)
u(x,t = 0) solution de (2.17a) avec p = p° dans Q. (2.17h)

2.2.2 Stabilité de la solution du probléme poroélastique

Des résultats d’existence, d’unicité et de régularité sont développés dans [Shooo]. La démonstration
traite le probléme poroélastique comme un probléme d’évolution dans un espace de Hilbert en faisant appel
a des outils d’analyse issus de la théorie des semi-groupes. En supposant que le domaine est suffisamment
régulier et que le terme source g est continu au sens de Holder, soit ¢ € €%([0,T];L?) avec a €]0;1],
I'existence et I'unicité d’une solution est assurée.

Afin d’introduire les outils utilisés dans I’étude numérique du schéma section 4.2, la stabilité de la
solution du systéme continu est étudiée formellement ci-dessous. Pour alléger les calculs, les conditions de
Neumann et le terme de gravité sont supposés nuls dans cette section (ty = 0,9y = 0, g = 0). Aux coOtés
des normes en espace introduites dans la section 2.1.3, on utilise pour les normes en temps sur l'intervalle
[0, T] les notations

T
2 2
v = v(t)=dt et |v|; = max |v(t
o = ([ v0%at)" et e = mas 1
pour v € L(0,T). Si v dépend du temps et de I'espace, on notera pour v € L°(0,T; H')
T ) 2
P ( L ||v<t)||Hl(Q)dt) et Il = max Ol

On définit de la méme maniére les normes |v| 2o 1. 12) €t [v]L=(o T, 12) pour v € L%(]0, T[xQ). Enfin, on étend
ces notations dans le cas ou v est & valeurs vectorielles. On démontre de maniére formelle le résultat de
stabilité suivant sur la solution (u, p) :
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2.2. Mécanique des matériaux poroélastiques

Proposition 2.2 Pour toutt € [0, T], la solution (u, p) satisfait

t
2 2
WO gy + 19Oy + | | -9 < Bexpte)

ou B est une constante dépendant des données initiales, des seconds membres, de c, et de la constante de
coercivité de a®* notée I

En multipliant I’équation d’élasticité par d;u, I’équation de conservation par p puis en intégrant sur €,
—J div(;—apl_d)atu = J f-ou
Q Q
< J pop+ J ad(div (u))p + J KVp-Vp= J 9,
Q Q Q Q

soit en sommant les deux égalités
aQ(u,atu)+COJ patp—i-J kVp-Vp = J f-atu+J Pq
Q Q Q Q

puisque — [, div (¢ — ply) du = a*(u, o) — [ apdiv (d;u) d’aprés la formule de Green, oty a®(,-) désigne
la forme bilinéaire associée au probléme élastique. Pour les deux formes bilinéaires que sont a?etle produit
scalaire L%, on a (-, o) = %é}" .| d’ou, en intégrant entre 0 et ¢ pour t donné dans [0, 7] :

t

t t
2 102 2 1012 Up— ,
I =8 + O 0~ alp "y +2 | | wp-vp=z| [ £-aus2] | pa

Ci-dessus, la notation | - |, correspond a la norme induite par a“ ||u||‘2Z = a%(u, u). En notant ula constante
de coercivité de a® (a?® étant coercive d’aprés les inégalités de Korn et de Poincaré),

t t t
2 2 ) . 02 0y2
Oy + Oy +2 | | w2 | tamez| | pas g+l g

On majore les termes de droite en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young : par intégration
par parties

th f(x,s) - du(x, s)dxds = — th of(x,s) - u(x, s)dxds + J f(x,t) - u(x, t)dx — J (%) - u’(x)dx
Q 0JQ Q Q

0
t t
0JQ 0JQ

t .
<2 JO I£1z2c Ml gy + 208 20y’ 2e) + 218Dl 2(0plu®lz20)

d’ou

2 <2

+2 UQ £0. uo‘ +2 UQ f(r) - u(t)’

1 1
t St H
<2(] Witiqy)" (] 10haey)” + i rantulize + 2Mlimor ool

1, b 1+e .o 2 0
< —|f . —|f t
<3 1€ 200,702y + 62J ] meoyt - [ ||Lm(0’T;L2) +€1lu(®)| oy T Ju”

2
0 HY(Q)
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avec €; > 0 et e, > 0 a fixer, et

1

1
t t t = t = t
2 \2 2\2_ 1, 12 2
2| [ pasz ot <2([ 1) (| 1ak2)" < 2ot s [

avec €3 > 0 a fixer. Ainsi,

t t
2 2 2 2 n
=IO+ ol Oy +2 | [ k090 < [ (el o, +slplE ) + B

ou 'on a noté

. 1+e€ 1
B= (1 + ﬂ)||u0||i11(g) + CO”P "LZ(Q) ! ||f||Loo(0 T: LZ) ”f"LZ(O T: LZ) g”flﬂiz(o’T;Lzy

Enfin, en fixant €; < g, puis en divisant par y = min{y — €1, ¢y} et en prenant €, = €3 = ,

t t
2 2 2 2
O+ 10O8 0y + | | 0090 < [ )+ 19 o)+ 5

avec
1+p 1+¢

B= 0|2

||f|| ||f||

L2
—[u Hl(Q) "P ||L2(Q) L=(0,T: LZ) 12(0,T;L2) F”anz(o,T;Lz)'
Le lemme de Gronwall est utilisé pour conclure :

Lemme 2.3 Soit z une fonction continue de [0,T] dans RY eta,b € R de sorte que
t
zZ(t)) <b+ aJ z(s)ds.
0

Alors
z(t) < bexp (at).

En Pappliquant avec z(t) = [u(t)|? on obtient la conclusion

t
2 2
WO 0y + 19Oy | | 79 < Bexpts

2.2.3 Quelques probléemes de poroélasticité

Il existe assez peu de problemes de poroélasticité dont la solution analytique est connue. Proche des
applications géomécaniques envisagées, on trouve plusieurs problemes de type consolidation, phénomeéne
pouvant étre défini comme le tassement de sols saturés en eau sous 'application d’un chargement méca-

nique.

Le premier cas présenté ici est extrait des travaux [OGP17] et représente un bassin sur lequel des
sédiments s’accumulent par dépot au cours du temps. La masse de cette couche de sédiments génére une
contrainte de compression sur la surface supérieure du bassin. Cette contrainte est une fonction linéaire du
temps, de coefficient constant o, ce qui est a la fois peu orthodoxe mais aussi réaliste puisque I’épaisseur de
sédiments augmente au cours du temps. Le matériau est supposé homogéne isotrope de sorte que X = kI, et
que k, E et vsont constants. Les valeurs de ces coefficients mécaniques, ainsi que les conditions aux limites,
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2.2. Mécanique des matériaux poroélastiques

tN: (0, —O'at)
p=0

E=3-10°,v=023,k=1-10"%

u.=0 h=30m
@ =1, =106-10"" * ’

y] ux_

X

uy:0

p=0

L=100m

FiG. 2.1 : Cas de compaction, constantes du matériau et conditions aux limites. L’absence d’indication
correspond a une condition de contrainte nulle ou de flux nul.

sont représentées sur la figure 2.1. Enfin, la pression est supposée nulle a 'instant initial. Ces conditions
aux limites correspondent a ce que 'on appelle un contexte cedométrique : les déplacements verticaux de
la base ainsi que les déplacements latéraux des deux cotés sont bloqués. Dans ce contexte, il existe des
conditions de symétrie qui permettent de relier certaines composantes du tenseur des contraintes et, apreés
quelques calculs détaillés dans [OGP17], d’aboutir & une équation parabolique mono-dimensionnelle sur
la pression. L’analogie entre cette équation et le probleme de la chaleur 1D permet d’utiliser des résultats
de thermique [CJ59, chap 3.3] pour déterminer I'expression de la pression analytique

(o] sin( wn)’) 2

A h )
p(x,t) = 70 (yh — y*) — 8h? Z — exp(—h—grst) (2.18)
n=0 Wn
a(l+v)g, K
avec Ay= ———, ,=——— etw,=@n+rx
MK,

ou K est le module de compressibilité du solide qui s’exprime en fonction des constantes d’élasticité E et
v selon la relation 3(1 — 2v)K; = E. Le fait que le probléme soit mono-dimensionnel en espace se traduit
par le fait que p ne dépend en réalité que de y (et du temps). Plus précisément, la pression est constituée
d’un terme indépendant du temps yh — y? maximal sur ’horizontale médiane et d’un terme d’atténuation
sinusoidal qui tend a s’annuler lorsque t devient grand. Dans le contexte cedométrique, la relation entre la
contrainte et les déplacements verticaux se réécrit

1+v)(1-2v)
€yy = Eeloyy +ap) avec Ey = T

De plus, la contrainte verticale est liée au taux de sédimentation constant selon la relation ¢, = —o,t.
Drapreés la relation ou, = €yy» On peut recall(_:uler le d.ép%acement en intégrant par rappo.rt a yla quantité
€yy = Eoe(—0,t + ap) et en utilisant la condition aux limites u,(y = 0,¢) = 0 pour déterminer la constante
d’intégration. On obtient alors

Eohy (yPhy* a1 o2
uy(x, t) =-E, o,ty + —— 7 - ? + 8h Z;) T exp(—ﬁrst) . (2.19)
n= n
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Les déplacements dans la direction e, sont nuls.

Le second cas proposé, un peu plus courant dans la validation de codes de calcul pour la poroélasti-
cité, est celui dit de Mandel. Nommé ainsi d’aprés la premiére personne a en avoir proposé une solution
analytique en pression, il a depuis été généralisé au cas anisotrope transverse pour lequel on dispose de
I'expression analytique de la pression, des déplacements et des contraintes [Abo+96]. On utilise pour ce
cas les mémes parameétres mécaniques que pour le précédent : seuls les chargements et conditions aux
limites sont différents. Le probléeme consiste en un milieu poreux de taille 2L x 2k situé entre deux plaques
rigides. A I'instant initial, les déplacements et la pression sont nuls. A 'instant t = 0%, une force surfacique
d’intensité 2F est appliquée verticalement sur la plaque supérieure tandis qu'une force de méme intensité
mais de signe opposé est appliquée verticalement sur la plaque inférieure, comme représenté sur la figure
2.2. En raison de sa symétrie, ce probléme est souvent résolu uniquement dans le quart supérieur droit du
domaine en utilisant les conditions aux limites détaillées sur la figure 2.2. Sur le bord supérieur, le dépla-

|2F

E=3-10",v=025k=1-10"2

2h=30 m
Y ? a=1,¢=106-10"° Uy =0 p=0

X TZF uy =0

2L=100 m

F1G. 2.2 : Cas de Mandel, constantes du matériau et conditions aux limites. L’absence d’indication cor-
respond a une condition de contrainte nulle ou de flux nul. En raison de la symétrie, les simulations sont
effectuées sur un quart du domaine.

cement vertical est fixé égal au déplacement vertical exact pour plus de simplicité. En effet, imposer une
condition de type contrainte pour représenter la force de compression nécessiterait d’inclure également
dans la formulation le fait que le déplacement vertical reste uniforme [PWo7].

La solution analytique fait intervenir quelques coefficients supplémentaires pouvant étre calculés a
partir de ceux définis dans la section 2.2 :

« le coefficient de diffusivité du fluide
ek A+2G
Fm s (A+2G)e,

il s’agit du coefficient que 'on obtiendrait en reformulant I’équation de conservation de la masse en
une équation de diffusion sur la quantité de fluide de la forme 9 = ¢y An avec n = ¢op + adiv (u);

+ le coefficient de Skempton

B=—2%
coKy + a?

qui quantifie 'incrément de la pression interstitielle d’un matériau non drainé subissant un confine-
ment;
« le coefficient de Poisson non drainé
_ 3v+aB(1-2v)

Y 3—aB(1-2v)
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2.2. Mécanique des matériaux poroélastiques

t=5-10"s t=01s t=2s
< 03 0.3 1
& B
~ B
= + :
5 0.2 0.2 :
g ;
L 01 0.1 + :
= .
A :
0 — 0 — 1 0! .y o
0 02 04 0.6 0.8 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

x (m) x (m) x (m) x (m)

F1G. 2.3 : Evolution de la pression analytique pour différents instants. L effet Mandel-Cryer s’observe
sur le second graphe ot la pression dépasse sa valeur initiale, représentée en pointillés, autour des x faibles.
Pour simplifier les dimensions manipulées, cette figure est obtenue en fixant E,«x,c, et L a 1 au lieu des
valeurs prescrites par la figure 2.2.

qui est 'un des coefficients élastiques équivalents du matériau dans des conditions non drainées
(n=0).

Enfin, on note 8, les solutions positives de I’équation non linéaire tan(,) = % ), qui doit étre résolue

numériquement. Ces coeflicients permettent de calculer les déplacements et la pression analytiques d’apreés

. 0 .
2FB(1+v,) & sin 6, cos (%x) — sin 6, cos 6, Qgcft
:t = - 5 .
i) 3L HZ; 6, — sin 6, cos 6, P L2 (2.202)
[ 2 00 . 9nx 2
Fv Fy, sin 6, cos 6, Oycrt F sin(=F) cos 6, Oycrt
u(xt)=|—-— - exp| — x+= ) ———exp| — , (2.20Db)
2GL  GL =46, — sin0, cos0, L? G = 0, — sin0, cos 0, L?
00 . 2
-F(1-v) F(1-v,) sin 6, cos 6, Oncst
) = + — ||y .
ty (1) 2GL GL HZ; 8, —sinf,cos0, T\ 1z )|” (2.200)

Comme dans le cas précédent, les déplacements et la pression ne dépendent que d’une seule direction. En
revanche, le champ de déplacement a cette fois ses deux composantes non nulles. Ce cas est numériquement

FB(1+v,)

5L alinstantt = 07. De méme, les valeurs

délicat car la pression passe de 0 a 'instant t = 0 a la valeur

asymptotiques des champs u, et u, valent respectivement

—-F(1—-v)a
2GL

Fv,

u(x=Lt—0")= e

et uy(y =ht—0")=
et sont donc discontinues par rapport a la condition initiale u = 0. De plus, ce cas permet d’illustrer
un comportement dii a 'interaction fluide - solide. Il s’agit ici de l’effet de Mandel-Cryer, par lequel la
déformation du solide fait apparaitre un incrément de pression a proximité de 'axe x = 0, et joue donc le
role de terme source pour I’équation de conservation. Cet effet est illustré sur la figure 2.3 qui représente
I’évolution de la pression analytique pour différentes valeurs de t. Apres 'instant initial, la valeur de p
dépasse la valeur asymptotique (at = 0.1 s) aux alentours de x = 0 avant de redescendre vers 0.
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Méthode des éléments virtuels pour le
probléme d’élasticité

Avant de réaliser le couplage entre les deux méthodes de discrétisation pour les deux équations du
systéme poroélastique, il est indispensable de maitriser les méthodes choisies sur les sous-problémes asso-
ciés. Concernant la partie écoulement, les schémas volumes finis considérés sont relativement standards
et ont pu étre directement utilisés. En revanche, concernant la partie mécanique, l'usage de la méthode des
éléments virtuels n’est pas une approche fréquente. Ce chapitre est donc consacré a ’application de cette
méthode a I’équation de la mécanique. Par conséquent, on ne considere que le systeme d’élasticité linéaire
défini par (2.11) sans tenir compte du fluide. La premiére section du chapitre détaille la construction de la
méthode des éléments virtuels d’ordre 1 pour ce systéme. Les différents ingrédients tels que ’espace d’ap-
proximation, la forme bilinéaire discréte et les opérateurs de projection spécifiques aux méthodes éléments
virtuels y sont présentés. Méme si la lecture de cette premiére section est suffisante pour implémenter la
méthode dans un code de calcul, quelques détails supplémentaires sur ce point sont exposés dans la sec-
tion 3.2. Cette implémentation, réalisée dans la plateforme Arcane, est utilisée afin de proposer quelques
illustrations dans la section 3.3 qui permettent d’ajuster certains parameétres numériques et de valider la
méthode. Enfin, des exemples d’applications un peu plus particuliers sont présentés dans la section 3.4.
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Chapitre 3. Méthode des éléments virtuels pour le probleme d’élasticité

3.4.3 Comportement a la limite incompressible . . . . . . ... ... ... ..., 53

3.1  Construction de la méthode

Historiquement, les méthodes des éléments virtuels tirent leurs origines des différences finies mimé-
tiques, réinterprétées dans un cadre variationnel. Ce changement de point de vue a considérablement sim-
plifié la définition des méthodes et a ainsi permis leur application a des problémes physiques plus variés,
la montée en ordre polynomial, le choix d’espaces d’approximation plus complexes ou encore une analyse
mathématique des méthodes dans un cadre unifié. Si la logique sous-jacente a ces méthodes devait étre
résumée, on pourrait la formuler de la maniére suivante :

1. Sur chaque élément, la dimension de I'espace d’approximation doit étre égale au nombre de degrés
de liberté. L’espace vectoriel des fonctions polynomiales (de degré k) n’étant pas assez large, on y
ajoute un jeu de fonctions de base définies virtuellement par un ensemble de conditions.

2. Ne pouvant pas évaluer la forme bilinéaire exacte sans la connaissance explicite de ces fonctions, on
la remplace par une forme approchée calculable a partir des informations a disposition.

3. Puisque les informations a disposition concernent majoritairement les fonctions polynomiales, des
opérateurs de projection sont définis et utilisés pour passer d’une fonction virtuelle a sa projection
dans I'espace des polynomes.

Si ces ingrédients sont communs a toutes les méthodes éléments virtuels, leur choix peut varier en fonction
du probléme étudié, de 'espace d’approximation choisi et de 'ordre d’approximation souhaité. Bien qu’on
puisse trouver des définitions générales de la méthode pour le probléme d’élasticité, on se focalise par soucis
de simplification sur la construction d’'une méthode d’ordre polynomial un pour le systeme d’élasticité
linéaire.

3.1.1 Espace d’approximation
Maillage

Soit 7, une famille de polytopes — polygones en deux dimensions ou polyedres en trois dimensions -
Lipschitz (Ki)i:1~~~#rhr non nécessairement convexes mais ne se recouvrant pas, formant une partition de
Q:

- _ #Th 5, > . .
Q=vu,_;KjetK;nK; =@ pouri# j.

Pour chaque polytope, hg, |K]| et xK représentent respectivement le diamétre, la mesure et le barycentre
de K. On note My le nombre de sommets de K et .# g '’ensemble des indices de ces sommets. Dans le cas
tridimensionnel, 'indice ou I'exposant f est utilisé pour définir de maniére similaire h p Lfl, x/, M ret M [
pour chaque face fde K. Dans le cas bidimensionnel, on conserve la notation K pour désigner les polygones.
Au niveau global, on note M le nombre total de sommets du maillage et .# ’ensemble des indices de ces
sommets. Cet ensemble se décompose en deux sous-ensembles ./ et M, = M\ M p, qui représentent
respectivement les indices des sommets appartenants 4 la frontiere I'p et les indices des autres sommets
du maillage.
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3.1. Construction de la méthode

Espace d’approximation local

Indépendament de la dimension, 'espace d’approximation V}f( c H(K) est construit sur chaque élé-
ment K de maniére a satisfaire les assertions suivantes :

+ Les polynémes de degré inférieur ou égal a 1 sur K sont inclus dans Vf .

« Les fonctions de Vf sont bien définies sur les sommets de K, et chaque fonction de V}f( peut étre
déterminée de maniere unique par ses valeurs sur les Mg sommets de K. En d’autres termes, les
valeurs aux sommets de K constituent les degrés de liberté des fonctions de base et la dimension de
Vé( est égale a M.

« En trois (resp. deux) dimensions, la trace de toute fonction de VX sur n’importe quelle face f (resp.
n’importe quelle aréte ) de la frontiére dK de K ne dépend que des valeurs de la fonction sur les
sommets de f (resp. de ). Comme dans la théorie éléments finis classique, cette propriété garantit
que le raccordement des espaces Vf donne une approximation conforme de H!(Q).

Dans un premier temps, on construit un espace de fonctions scalaires V}fs cal satisfaisant ces propriétés et
dont Pexpression dépend de la dimension considérée. Le passage a un espace d’approximation vectoriel
réutilisera simplement cet espace scalaire.

En deux dimensions, la notation K désigne un polygone. L’espace V}fs o €St défini d’apreés [Bei+13]
par I’équation (3.1) et les auteurs montrent que les valeurs aux nceuds constituent les degrés de liberté de
I’espace local.

vk = {vh € HY(K) t.q. : pour toute aréte e C 9K, Ve € P1(€); Viyox € %°(0K); Avy, = 0 dans K}. (3.1)

h,scal —

Autrement dit, st oo €St constitué de fonctions harmoniques linéaires sur chaque aréte. En définissant la

fonction de base locale ¢; € st . associée au noeud i,

al

Ag; = 0 dans K,
5(V;) = 1sii= j, 0 sinon,
@; = ; sur 9K avec §; vérifiant 1§ linéaire sur chaque aréte e,

d; continue sur oK.

1l est clair que les polynomes de degré 1 vérifient les trois conditions de la définition 3.1, ce qui implique
P,(K) C st o On note également que dans le cas ol K est un triangle, seuls les polynémes de degré 1
vérifient les conditions. Dans ce cas particulier, 'espace d’approximation coincide avec ’espace des élé-
ments finis P1 de Lagrange : V}fs a1 = P1(K). Dans le cas général, I'espace d’approximation inclut d’autres
fonctions virtuellement définies par la condition Av, = 0. La méthode des éléments virtuels est en effet
construite de sorte que ces fonctions, a priori non polynomiales, n’aient jamais a étre connues explicite-
ment.

En trois dimensions, la définition de V}fs - €St moins directe. La notation K désigne a présent un poly-
édre dont les faces fsont des polygones. Dans un premier temps, on définit sur chacune de ces faces un

opérateur de projection 710 : {v € H'(f) t.q.v € €°(af)} — P, par

-1
(W) = 7 LVV

év_f=ML Z {(Vi)avec{ =xoul =w.

fiedt ;

7 0(x) = (W)(x — Xp)+vp ou (3.2)
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Ceci permet de construire pour chaque face un espace dans lequel 780 est une projection L2 :
Vf{scal g v, € H'(f) t.q. : Ve € af, Ve € P1(€); vyor € ©af); Av, € ]Pl,J (nfovh)q vahq vq € Pl}
puis d’utiliser ces espaces sur les faces pour définir 'espace d’approximation V}fs oq SUT la cellule par

VK

h,scal ~—

{Vh € H'(K) tel que Vi f € Vi oot VS € 9K Avy =0 dans K} (3-3)

h scal

A nouveau, on note que P;(K) C V}f(s -a 2vec égalité et donc coincidence avec les eléments finis P1 de

Lagrange dans le cas ou K est un tétraedre. Les degrés de liberté de fos o SNt les valeurs aux sommets du
polyedre, ce qui implique que la dimension de espace est égale a Mg.

Remarque. L’extension naturelle aurait été de prendre la définition du cas bidimensionnel (3.1) en rem-
placant K par f pour les espaces polygonaux V}{ g Malheureusement, ce choix conduirait & un espace
d’approximation qui, dans I’étape suivante, ne permettrait pas d’évaluer la forme bilinéaire approchée. On
verra effectivement plus loin que dans le cas tridimensionnel, le calcul d’intégrales de la forme ff"h est
requis. Or, 'espace construit par (3.1) ne définit pas les fonctions v, a 'intérieur des faces. La technique
utilisée est classique des éléments virtuels : I'information manquante est ajoutée a 'espace d’approxima-
tion (via la condition [ f(nf Oy = | FVhq Vg € IP,), mais ce dernier reste de méme dimension puisque la

condition Avy, = 0 est remplacée par Av, € P;. Les deux définitions de Vf hscal conduisent finalement a deux
espaces équivalents en terme de dimension et de degrés de liberté, comme démontré dans [Ahm+13] :
un jeu de valeurs aux sommets permet d’identifier de maniere unique une fonction dans chacun de ces

espaces, qui sont distinctes dans le cas général. Le choix effectué pour V}{ «ql €St purement guidé par le

besoin d’avoir une forme bilinéaire calculable pour les fonctions de I’espace d’approximation.

Espace d’approximation global

Quelle que soit la dimension, I'espace d’approximation global V}, est construit a partir de ’assemblage
conforme des espaces locaux :

Vi.scal = {vh € HY(Q) tel que Vpk € Vifscal pour tout K € Th}. (3.4)

Les degrés de liberté globaux sont les valeurs de v, sur chacun des sommets du maillage : a chacun de ces
sommets est associé la fonction de base scalaire ¢; satisfaisant ¢,(V;) = §;; Vj € . Toute fonction scalaire
vy, de Vj, g1 se décompose donc selon I'identité d'interpolation lagrangienne

(X)) = D (Vg ().
i€l

Pour traiter le probléeme d’élasticité, qui est vectoriel, les espaces scalaires sont dupliqués pour créer les
espaces d’approximation vectoriels VK 4% i scal)d etV = (Vh’ml)d. De la méme maniére, chaque fonction

de base scalaire permet de créer d fonctions de base vectorielles selon (plk = ¢;e; (k = x,y,2). Finalement,

les fonctions vectorielles vy, de V), s’expriment dans la base {‘sz} selon

Vi) = Y (V)@ () + (v, (V) 9] () + (vi (V)7 (). (3-5)

€M
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3.1. Construction de la méthode

A titre d’illustration, on représente sur la figure 3.1 une fonction de base en un sommet choisi pour diverses
mailles en dimension deux. Dans ce contexte uniquement, les fonctions sont calculées numériquement en
résolvant I’équation Ag; = 0 : les cellules sont discrétisées en sous éléments et les conditions aux limites
a appliquer sont déduites de la définition de 'espace d’approximation. Dans I'utilisation normale des élé-
ments virtuels, cette manipulation n’est ni souhaitable ni nécessaire.

PMNA!

F1G. 3.1 : Valeur de la fonction de base scalaire associée a un sommet sur chacune de ces trois cellules.
Contrairement aux apparences, la cellule de droite est définie comme un hexagone a six arétes et non pas
comme un triangle.

3.1.2 Formulation variationnelle approchée

L’espace d’approximation défini précédemment peut étre utilisé dans des méthodes polygonales de
type éléments finis, appelées méthodes des éléments finis harmoniques, voir par exemple [Bis14] pour le
probléme d’élasticité. Dans ces méthodes, 1’évaluation de la forme bilinéaire a® issue de la formulation
faible (2.13) nécessite d’approcher les fonctions de base, par exemple en partitionnant chaque cellule en
simplexes et en résolvant par éléments finis le probleme de Laplace, ce qui rend ces méthodes cotteuses.
La philosophie des méthodes des éléments virtuels est différente : plutdt que de déterminer les fonctions
de base, le probléme variationnel est modifié de sorte que les termes soient calculables directement depuis
les degrés de liberté. Pour aboutir a ce probléme modifié, il faut approcher la forme bilinéaire et le second
membre du systéme (2.13).

Forme bilinéaire discréte

Pour approcher la forme bilinéaire, a® est tout d’abord décomposée sur les éléments

Q K, K — . —
a“(up, vy) = Z a*(uy, vy) avec a”(uy, vp) =J Ce, : &,
Ker, K

puis a¥ est approchée sur chaque élément par une forme bilinéaire afl{ . Ces formes approchées élémentaires
sont ensuite regroupées pour définir la forme bilinéaire approchée globale g, :

ap(up, Vi) = Y. @) (uy, vy) avec af (uy, vy) = @ (uy, vi).
KGTh

Malgré ce crime variationnel, la convergence de la méthode est assurée si les deux hypotheses suivantes
sont respectées pour tout K € 7, [Bei+13] :
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« Consistance : pour tout p € lP‘f et pour tout vy, € Vf,
K, K,
a, (v, p) = a" (vp, p). (3.6)
« Stabilité : il existe deux constantes positives «, et a* indépendantes de K et de h telles que

K K K K
wpeV, aa (v, vp) < a, (Vi vp) < a*a (v, vp). (3.7)

La propriété de consistance assure la précision de la méthode. En particulier, elle garantit la satisfaction
du patch test, c’est-a-dire le fait que la méthode est exacte dans le cas ou la solution exacte est linéaire. La
propriété de stabilité permet de conserver la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire approchée.
Sans cette propriété, la matrice associée a la forme bilinéaire serait de rang déficient ce qui poserait de gros
problémes de stabilité.

Puisque V}f contient des éléments polynomiaux et non polynomiaux, et que la propriété de consistance

porte sur les polynomes, il est naturel de définir sur chaque élément K un opérateur de projection 7X de
I’espace Vf vers 'espace des polynomes P?, de sorte que pour tout élément v;, dans Vf,

vy = 78 + Iy — 7)) (3.8)
Plus précisément, si on arrive a définir un tel opérateur de projection satisfaisant de plus la relation
K¢ K K d
a*(r"vy,q) = a*(vy, q) pour tout q € P, (3.9)
on montre facilement que la forme bilinéaire approchée localement définie par
&}If(u, v) := a¥(rKu, 7%v)
est consistante au sens de (3.6) : soit v, € Vf etpe lP‘lj, alors
~ d
aff(vh, p) = a¥(x%v, 7%p) = aX(xXv}, p) car 7Xp = p pour p € PI
= a¥(v}, p) daprés (3.9).

Cependant, cette forme bilinéaire ne satisfait pas la propriété de stabilité, ce qui nécessite I'introduc-
tion d’une autre forme bilinéaire E}Il{ qui aura pour réle d’assurer cette propriété. Procédant comme dans
[BLM15], on pose

<K K. K.

Fww) =5 Y -0 (v - 7)) (3.10)

i€l g

ou sg désigne un coefficient réel positif dont le choix sera discuté par la suite. Puisque E}IZ( s’annule lorsque
I'un de ses deux arguments est un polynéme de degré un, elle n’altere pas la propriété de consistance. En
revanche, elle permet d’assurer la propriété de stabilité (3.7) : sous certaines hypothéses sur la forme des
mailles et sur le choix de s, il existe ¢, ¢; constantes indépendantes de K et de h telles que

vvy, € V}f( tel que 78vy, = 0,  cyaf(vy,v)) < §}Il((vh,vh) < c,aX(vy, vp).
Finalement, la somme de &}If et §}Il< définit la forme bilinéaire approchée consistante et stable

a}ll((u, V) := &;Il((u, V) + E{l((u, v) = ak(xKu, 75v) + Sk Z (u- nKu)(Vi) -(v— JTKV)(\/i). (3.11)
€M i

Il reste & construire I'opérateur de projection 77X satisfaisant (3.9), ce qui sera objet de la section 3.1.3.
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3.1. Construction de la méthode

Second membre

Dans le cadre de la méthode des éléments virtuels, le second membre local

lK(Vh) = JKf'Vh-i-J' tN'vh

dKnl'y,

doit également étre approché par une forme linéaire approchée l}f(vh) de maniere a étre calculable a partir
des degrés de liberté. En suivant ’approche développée dans [GTP14], on utilise une formule de quadrature
basée sur les noeuds en prenant

K i= ) of S0 v+ Y, oty () - vi(V) (3.12)
€M ie/%KnFNd

ou les poids d’intégration wl.K et wa dépendent de la dimension considérée et sont représentés sur la
figure 3.2. La force volumique s’applique sur les cellules (polyéedres en trois dimensions ou polygones en
deux dimensions) tandis que la traction de Neumann s’applique sur les bords (faces polygonales pour
les problémes tridimensionnels ou arétes pour les problémes bidimensionnels). On montre que ces poids

FiG. 3.2 : Poids d’intégration pour la forme de quadrature basée sur les noeuds. En dimension un, w; est la
longueur du segment formé par les milieux des arétes ¢, cf En dimension deux, «; est 'aire du quadrangle

formé par le sommet V}, le barycentre x/ et les milieux des arétes ¢, ¢.". En dimension trois, w; est la somme

du volume des pyramides de base V;, x/, milieux des arétes ¢, et de sommet % (barycentre de K). Pour plus
de lisibilité, seule une des trois pyramides est représentée sur la figure.

permettent d’intégrer exactement les fonctions linéaires selon [, p = Y My a)l.K p(V}) : par exemple en
dimension deux,

3 J p= Z Ty.v., APV + p(Vipy) + p(x)) en triangulant par rapport au barycentre x/
/4
f

1
= flpech +2 Y, @ p(v) car & = 2 (1T v + Ty, )
€M
f

= J p+2 Z a)l.f p(V;) par définition du barycentre.
i€

De cette maniére, si les données f et t); sont suffisamment régulieres, erreur due a la formule de quadra-
ture est comparable a 'erreur du schéma numérique et ne modifie pas 'ordre de convergence. D’autres
méthodes d’approximation de la forme linéaire peuvent étre utilisées, voir [BLM15; ANR17]. Comme pour
la forme bilinéaire, la somme sur les cellules de ces seconds membres approchés définit le second membre
approché global selon [, = Y, Kez, l}f.
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Formulation faible approchée

Les formes bilinéaires et linéaires approchées étant définies, on peut a présent poser le probléme varia-
tionnel approché résolu par la méthode des éléments virtuels. Pour tenir compte des conditions aux limites
de Dirichlet u = gp, sur I'p , on introduit les espaces

Vhg = {vy, €V}, tel que v (V) = gp(V;) pouri € .%Dd} (3.13)

et
Vio = {vy € V), tel que v,(V}) = 0 pouri € M p } (3-14)

de sorte qu'un élément vj, € V}, , se réécrit dans la base {(pl.k} selon

V=, RV + V(DY + (v (V)Yef + Y (8p(V)) e + (gp(VD))Ye; + (8p(V))ef.

e, ey,

La formulation variationnelle approchée s’écrit alors

' A

Formulation variationnelle approchée
Trouver uy, € Vj, o tel que pour tout v, € Vo,

ap(up, vi) = B(vp) (3-152)
ou, de maniére équivalente, trouver U= (uf, ui} R ui /%Fd) solution du systéme
AU =LY avec A = ah((pl.k, (pi.) et Eli = lh((plk) - Z (gD(Vj))lah((pf, (pi.). (3.15b)
je‘%Dd
I=x,y,z

De la méme maniére que dans la méthode des éléments finis, 'assemblage de la matrice A et du second
membre L£¥ est effectué en calculant les matrices élémentaires AK et les seconds membres élémentaires
£%X sur chaque maille.

Remarque. En pratique, les conditions aux limites de Dirichlet sont définies en termes de degrés de
liberté plut6t qu’en termes de sommets, comme le laissent entendre les notations précédentes utilisées
pour plus de simplicité. Etant donné un nceud Vj situé sur un bord du domaine, on peut tout a fait mixer
les conditions aux limites en imposant par exemple un déplacement fixé (condition de Dirichlet) pour la
composante x du vecteur et une contrainte de traction (condition de Neumann) pour les composantes y
et z du vecteur. Ce type de condition aux limites est utile pour de nombreux problémes de mécanique ou
les déplacements peuvent n’étre bloqués que dans une seule direction, ce qui est d’ailleurs le cas dans la
section 2.2.3. La formulation variationnelle reste valable en placant dans ce cas j, dans ./#Z D, €t Jy Jz dans
M,

La littérature sur les éléments virtuels [BBM13] fournit le résultat suivant :

Lemme 3.1 On suppose que chaque maille K est étoilée par rapport a une boule de rayon rhy, ot r est une
constante inférieure au rapport de la plus petite aréte de K et de son diamétre. Si la forme bilinéaire approchée
ay, vérifie les hypothéses de consistance (3.6) et de stabilité (3.7), alors le probléme approché (3.15a) admet une
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3.1. Construction de la méthode

unique solution uy,. De plus, pour toute approximation uy de u dans Vj, et pour toute approximation u, de u
dans ]P‘li pour chaque maille,

sup
VhEVh’O ||Vh "H1

1
2 I(vy) — L (vy)
hup — ulg < C{ Ju = ulgs + ( 2 - “n”?mm) [ S P
KeTh

ot C est une constante dépendant de Q,a a”,a, et de la constante de coercivité de a*.

3.1.3 Explicitation de la projection

Il ressort du paragraphe précédent que le coeur de la méthode des éléments virtuels consiste a trouver
un projecteur X satisfaisant (3.9) et calculable depuis les degrés de liberté de I'espace V}f(.

Dans le cas général, la définition de cette projection est constructive [BBMR14] : en réécrivant ’égalité
(3.9) aK(ervh, qQ = aK(Vh, q) pour chaque mondme polynomial, on aboutit & un systéme linéaire de taille
dim(]Pf) dont les inconnues sont les coefficients de JTK(Vh). Ce faisant, on observe alors que le choix des
degrés de liberté et la définition de V;{( permettent d’assembler ce systeme linéaire. En revanche, puisque la
condition (3.9) est satisfaite a une constante prés, les monémes d’ordre zéro q = 1ge; donnent’égalité 0 = 0
et conduisent a un systéme de rang déficient. Une derniére étape consiste donc a ajouter une contrainte

supplémentaire, typiquement
PR ATERIRAA]
€My €My
La résolution de ce systéeme linéaire pour chaque fonction de base permet d’expliciter la représentation
matricielle de la projection 7¥.
Dans notre cas particulier ot 'ordre d’approximation polynomial n’est que de un, 'expression de 7K
qui est finalement assez simple est directement donnée par I’équation (3.16).

's N

Projecteur des éléments virtuels a 'ordre 1
7Kv(x) = (Fo)(x — Kg) + Vg (3.16)
ou l'on a défini les notations suivantes assimilables a des moyennes :
o (V) = ﬁ Jx v donc (Vv) représente le gradient moyen par maille,

—_ 1 o — 1
* VK= Y, V(V?) et, en particulier, Xg = M Yicar, XV

En effet, cette expression étant donnée, on peut effectuer le raisonnement précédemment décrit “al’envers”
pour vérifier que I’équation de consistance (3.9) est bien satisfaite, et que le projecteur est calculable pour
chaque fonction de base en utilisant uniquement les informations de 'espace d’approximation Vf et les
degrés de liberté.

Soit vj, dans V}f( et p appartenant a ]P‘li. Par définition de aX|

KV = Vi p) = jKEanth ) s E(p)

= EE(p) : J E(ﬂth — vy,) car Cet €(p) sont constants dans K.
K
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Chapitre 3. Méthode des éléments virtuels pour le probleme d’élasticité

En utilisant les définitions de € (voir (2.1)) et de X,
_ 1
e(nfvy, —vp) = 2 ((Vvh) + (VVZ) — Vv, — VVZ)
et, dans la mesure ou
VV,J (VW) — Vv = |[K|(Vv) — J Vv = 0 par définition de (Vv),
K K

on a

J E(ﬂth —vy) = 0 d’otr aK(nth,p) = aK(vh,p).
K

La propriété (3.9) est donc bien satisfaite.

1l reste & montrer que 77X est calculable pour toute fonction de base de V,f a partir des degrés de liberté
de cet espace, qui sont dans le cas considéré les valeurs aux nceuds. La moyenne aux sommets vy étant
calculable sans difficultés, le seul terme a détailler est le gradient moyen des fonctions de base (V(pl.k) pour
k = x,y,z. On remarque en premier lieu que ce calcul se raméne a celui du gradient moyen des fonctions
de base scalaires selon la relation qul?C = e, ® V. La suite différe selon la dimension considérée.

+

1,

FiG. 3.3 : Elément polygonal en deux dimensions. Les sommets et arétes sont numérotés dans le sens
trigonométrique, avec la convention Vi ; = V.

En deux dimensions les sommets sont numérotés dans le sens trigonométrique et on désigne respec-
tivement par ¢; et e les arétes connectant V;a V,_; et a V¢, et par n; et nJr les normales sortantes a ces
arétes, comme 1llustre sur la figure 3.3. La formule de Stokes permet de transformer I'intégrale du gradient
sur la maille en intégrale de la fonction de base sur les arétes. Or, les fonctions de base sont linéaires sur les
arétes et leurs valeurs aux sommets sont connues (¢(V;) = §;;) ce qui permet d’intégrer exactement selon

1 1
Vo, = J ¢n le; [, + le;"|n;"
IKIJ YK ok 2|K|( ):

d’ou expression du projecteur en deux dimensions :

oo = e+ (e i (e + 7)) (- o) (3.17)

My 2K

En trois dimensions, la formule de Stokes est également utilisée pour transformer 'intégrale du gra-
dient en intégrale sur les faces fde normales sortantes n selon

1 1
K] JK & |K|; e
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La suite n’est pas directe : si I'on sait que ¢; est linéaire sur chaque aréte du polyedre, on manque en
revanche d’informations sur le comportement de ¢; a I'intérieur des faces, et on est donc a priori incapable
de calculer cette intégrale. C’est a ce stade que le choix effectué pour la définition de I’espace Vf en trois
dimensions dans la section 3.1.1 fait sens. Puisque cet espace d’approximation inclut la propriété

J ﬂf,ovh = J Vhs
f f

on peut remplacer le calcul de l'intégrale de la fonction par le calcul de I'intégrale de sa projection, en
espérant que celle-ci soit calculable depuis les degrés de liberté. Dans notre cas, c’est évidement possible
puisque la définition de la projection L? £ donnée par I’équation (3.2) coincide avec la définition de la
projection des éléments virtuels bidimensionnelle donnée par I’équation (3.16). On réutilise donc 'expres-
sion obtenue au paragraphe précédent pour écrire

i~ 00, = 2o e et ). (v
Jfﬁl’l Lﬂ ; Jf(Mf+2|f| (|ef’i|nf’l.+|e ,ilnf,i) (x xf))

U e )t =
= ﬁf + 2 (|ef,l.|nf,l. +le )l.|nf)l.) (x) - xf).

Les notations de la figure 3.3 ont été réutilisées en ajoutant I'indice fpour souligner le fait que e et e+l.

f f

(les longueurs des deux arétes de la face f connectées au sommet V) ainsi que n}i et n}ri (les normales

sortantes unitaires a ces arétes, dans le plan de la face f) dépendent de la face considérée. Pour obtenir
cette derniére égalité, on a simplement intégré la quantité affine en utilisant la définition du barycentre des
faces |f xf = fo. Notons que pour des faces simples, par exemple triangulaires ou carrées, le barycentre

x/ se confond avec le centre moyen X ¢, I'intégrale se réduisant alors a | £ = lwﬂ Dans le cas général, ces

deux points sont distincts. L'intégrale du gradient de la i-eme fonction de base fait donc intervenir F, g,
I'ensemble des faces de K dont V; est 'un des sommets, et s’écrit

1 _ 1 i P
K| JKV(Pi_ K| f;: (Mf+ 2 ('e g tle ,i|nf,i) (x)=Xxp |ny. (3.18)
i,K

Finalement, en injectant ce gradient moyen dans (3.16), on obtient ’expression du projecteur en trois di-
mensions pour chaque fonction de base :

1 — 1 lfl 1y - _
nK(pik = M_Kek +(x—xp) e ® — Z (Mif + > <|€f,i|nf,i + |e+’l.|n}L’l.) S(xf - xf)) ngl. (3.19)

3.2 Implémentation

La méthode des éléments virtuels consistant a résoudre un probléme variationnel (certes approché,
tel que défini par 1’équation (3.15a)), la procédure d’assemblage est identique a celle des méthodes élé-
ments finis et est décrite par ’algorithme 1. Les paragraphes suivants détaillent les différentes étapes de
cet algorithme.
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Algorithm 1 Implémentation des éléments virtuels pour I’élasticité

Read mesh and compute each cell © geometry
for © in mesh do
Compute local matrix A
Compute local rhs £* > L% includes forcing term and Neumann Bc
for non Dirichlet dofe in© do
LYo) +=L%(9)
for non Dirichletein© do
Als,0) += A7 (0,0)
for Dirichlet e in© do
£96) —= A (s, 9)gp(®)
Solve d - card(./%D—d) linear system AU = L*
Complete U with d - card(.#p ) Dirichlet o values
for © in mesh do
Compute stress vector

Compute errors

Calcul des matrices VEM locales

Cette section explicite le calcul des matrices élémentaires de la méthode des éléments virtuels, se basant
sur les développements de [ANR17]. La contribution de chaque élément K consiste a calculer la matrice de
rigidité locale AX explicitée par I’équation (3.11) pour chacune des d x M, fonctions de base de I’élément.

On développe dans un premier temps le calcul de la partie consistante aK(ﬂK(pl.k, nK(pf). Comme ex-
pliqué dans le chapitre 2.1, le tenseur des déformations a la propriété d’étre nul lorsqu’il est associé a un
mouvement de translation ou de rotation. Plus précisément, un calcul direct montre que €(u) est nul lorsque
u est de la forme u(x) = Q(x — %) + T avec Q matrice antisymétrique de R, x, et T vecteurs de RY. 11

est donc possible d’alléger I’évaluation du terme aK(ﬂ'K(pl.k, 77.'K(p§) en séparant JTK(pl.k en deux termes, dont

I'un s’annule  travers aX. Cette procédure, qui est facultative, permet néanmoins d’économiser des calculs
mais aussi de travailler sur des quantités symétriques ou anti-symétriques et donc d’utiliser la notation de
Kelvin pour condenser les objets utilisés. On réécrit donc (3.16) sous la forme

7ICKV(X) = l(VV + VVT>(X —Xg)
avec ? (3.20)
7o) = (W = W) — ) + Vg

7K = 7K 4 2K

et il est clair que la matrice (Vv — Vv') est antisymétrique, de sorte que E(frrKv) = 0 et, par bilinéarité,
aX(x%u, 7Kv) = aK(ncKu, JTCKV).

Concernant la partie non nulle 7Xv, puisque la matrice %(Vv + Vv!) est symétrique, on peut la re-
présenter par un vecteur en adoptant la notation de Kelvin : on note donc Wc’f le vecteur de R® (ou de R®

en deux dimensions) associé a la quantité %(V(p;< + V(pl.k ). Les d x Mg vecteurs WCI§ sont rassemblés dans

. _ X Yy
une matrice W, = [Wcl,Wcl,

de colonnes (W,); = [WZ w?

ci> el
composante [ du projecteur ﬂcK((pf) évalué au sommet V;, le vecteur WCIE doit étre multiplié a gauche par la

- WCZ]\/IK] de taille 6 x 3My (ou 3 x 2Mg en deux dimensions) dont le bloc

zZ . g 7 37 . N k] .
WZ] est explicité par I’équation (3.21). Pour repasser a I'expression de la

42



3.2. Implémentation

quantité (x; — xz)! stockée dans un vecteur ligne Ncl ; de sorte que
K k _ afl 7k
(ﬂc @; (xj)) e = N, W,

A nouveau, les d x My vecteurs N, sont rassemblés dans une matrice NC = [chl, Nc}i, - NCZMK] de taille
3Mg % 6 (ou 2Mg %3 en deux dimensions) dont le bloc de lignes (N,,); est également explicité par I’équation

(3.21)

g 0 0
y z y
i z X
Woi=| o %qlz %qu et (Wi=|o r o % 0 % (3.21)
1 1 Y X
5% 0 F4 00#‘%%0
1 ¥y 1 x 0
RN
ou 'on a noté
1 _
q; = (Vo) = Kl JKV% et 1;=X—Xg (3-22)

En toute rigueur, les quantités W,, N,, q; et 1; sont locales a chaque cellule, mais on a omis I'exposant K
pour plus de lisibilité. En utilisant cette décomposition, on a dans la notation de Kelvin é(ﬂcK(pl.k) = Wg et

donc, pour deux fonctions de base (pl.k et (pﬁ. données, aK(ﬂK(plk, ﬂ'K(p;) =|K |(WC]§)T6WCZ] Autrement dit, la

premiére partie de la matrice de rigidité élémentaire associée a a;f se calcule par la relation
AK = |KWwIcw.,.

Il reste a expliciter la matrice associée a ﬂ'rK pour calculer la seconde partie de la matrice de rigidité
élémentaire E}If. En effet, cette partie fait intervenir la projection 7X dans son ensemble. On peut utiliser
une décomposition similaire et définir les matrices W, et N, construites & partir des blocs (W),); et (N,);
définis par

1
My 0 0
1
0 M. 0 -7
M, L L
o o L A
= M - r -
(Wr)i - 0 L z __le et (Nr)i =10 1 O ﬁ 0 E (323)
Rl R -
1z g L 001 = L o
Nrkl 2% V2 2
1y -1 x
7% i O
A nouveau, on a
K k —_ nlwk
(”r P (Xj)) e =N Wy
De cette maniére, la projection 7X s’écrit sous forme matricielle ? = N,W, + N,W, et P, j représente la

projection de la ikéme fonction de base évaluée au jléme degré de liberté. La seconde partie de la matrice de ri-
 qees 2 , . k 1 K¢ k 1\ _
gidité évaluée sur les fonctions de base ¢;" et ¢ vaut donc § (@) (pj) = Sk Dmedl (5ikmq —Pikmq)(é im, -P jlmq)
=X,y,Z
car les fonctions de base ne sont non nulles que sur le degré de liberté associé, et la matrice élémentaire de

stabilisation s’écrit donc _ _
SK = sy — P (1 - P).
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Finalement, la matrice élémentaire AX s’exprime sur chaque élément K selon
AX = [KIWICW, + s¢(I; - P)!(I1; - P). (3.24)

Enfin, le second membre élémentaire se calcule simplement sur chaque maille en appliquant la formule
(3.12) aux fonctions de base de sorte que

wk _ a)lK (V) - e+ a)l.aK ty(V;) - e, siVestun noeud de Neumann, (3.25)
% WX (V) - e sinon,

ou les coefficients a)iK et a)l.aK ont été définis sur la figure 3.2.

Calcul des contraintes et des écarts

Une fois le systéme linéaire résolu, les valeurs de uy, sur les degrés de liberté sont connues. Sans ex-
pression pour les fonctions de base, il n’est cependant pas possible de reconstruire uy, dans la cellule pour
calculer la contrainte par la loi c}ﬁh = Céuh. La meilleure information que I’on puisse obtenir est la déforma-

tion de la projection de la solution é(7Xu,) = WX K ot la matrice WX est définie par (3.21) et UK est le
vecteur stockant les valeurs calculées de uy, sur la maille K. Cette approximation du tenseur des déforma-
tions peut étre interprétée comme en étant une valeur moyenne sur la maille. On peut alors en déduire une
valeur moyenne de la contrainte sur la maille selon o:e(ﬂKuh) = éé(ﬂKuh). Les déformations et contraintes
approchées sont donc constantes par maille.

A partir de ces deux tenseurs, on peut calculer les grandeurs scalaires représentatives définies dans le
chapitre 2 qui sont plus facile a représenter et a comparer : la contrainte équivalente de Von Mises, définie
par (2.3) et constante sur chaque maille, ainsi que 'énergie de déformation élastique définie par (2.4) qui
est une grandeur définie globalement sur le domaine. En pratique, cette énergie est calculée sur chaque
maille puis sommée sur 'ensemble des mailles.

Afin de comparer solutions exactes et solutions numériques, on définit les écarts absolus et relatifs en
déplacement E;lbs et E;‘el — comparables 4 des écarts dans I'espace L? - ainsi que les écarts absolus et relatifs

en contrainte E°_ et E — comparables & des écarts dans I'espace H! - par les expressions
abs rel

_ |7 Cug) = e

Bl = hoy s, B =

0 _ | ~e _ e o
abs rel a2 ., E lotm(uy) — ol etE

abs rel

(3.26)

%4l

Pour évaluer les intégrales dans les produits scalaires L%, la formule d’intégration numérique décrite sur
la figure 3.2 est utilisée. Dans le cas de I'erreur en contrainte, la projection de la solution calculée a été
utilisée conformément au commentaire du paragraphe précédent.

3.3 Paramétrage et validation numérique

Dans cette section, on achéve de définir la méthode numérique en choisissant le paramétre de stabili-
sation sg. On effectue également quelques tests simples qui permettent de valider 'implémentation, et de
retrouver numériquement l’ordre de convergence du schéma. Dans ce cadre, on utilise différentes familles
de maillages représentées sur la figure 3.4, chacune d’entre elles comprenant des maillages plus ou moins
fins.
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F1G. 3.4 : Familles de maillages du carré unité 2D utilisées dans les tests numériques.

Dégénérescence en éléments finis Avant toute chose, un moyen relativement simple de contréler par-
tiellement 'implémentation de la méthode consiste a utiliser un maillage triangulaire. Sur ce type d’élé-
ments, ’espace d’approximation Vf est réduit a ]P‘li, et les fonctions de V}f( sont donc égales a leur projection
par 7X. Par conséquent, la forme bilinéaire de stabilisation est nulle. Dans ce cas particulier, la matrice des
éléments virtuels est rigoureusement identique a celle qui aurait été obtenue par la méthode des éléments
finis P1. Il est alors possible de vérifier le calcul des coeflicients de la matrice de rigidité en utilisant un code
éléments finis tiers. Des comparaisons ont été effectuées avec le logiciel FreeFem++ [Hec12], et, en dehors
de faibles écarts pouvant s’expliquer par un traitement différent des conditions aux limites, les résultats
obtenus avec le code éléments virtuels concordent avec ceux du code éléments finis.

3.3.1  Choix du coeflicient de stabilisation

Dans la méthode des éléments virtuels, le choix de la stabilisation est a la fois important et secondaire.
Secondaire, parce que la consistance de la méthode est assurée par la premiere partie de la forme bilinéaire
approchée : la précision reste assurée tant que la stabilisation est du méme ordre de grandeur que la partie
consistante (un coefficient de stabilisation démesurément grand ou petit conduit a des instabilités dans
la solution). Important, car un choix réfléchi permet d’assurer certaines propriétés supplémentaires. Par
exemple, un choix différent de celui effectué pour E}If dans I’équation (3.10) peut améliorer la méthode dans
le cas ot 'ordre polynomial d’approximation est élevé [BDR17]. A 'ordre un, il semblerait que I'améliora-
tion soit trop faible et injustifiée au regard de la difficulté a implémenter une formulation différente pour
5}15, par rapport a I'expression de base qui est elle simple a calculer [Mas18]. Tout en restant sur le choix
standard pour $X, il reste la possibilité d’ajuster le coefficient réel sk pour modifier le comportement du
terme de stabilisation. En particulier, on cherche ici a conserver la stabilité de la méthode sur des maillages
d’aspect ratio défavorable, c’est-a-dire dont les mailles sont particulierement allongées. Plusieurs coeffi-
cients de stabilisation ont été proposés dans la littérature, reposant sur I'idée heuristique que celui-ci doit
correspondre a 'ordre de grandeur des coefficients de Cet/ou des caractéristiques du maillage. On propose
de comparer ici les trois approches suivantes utilisées pour la mécanique :

1. Le coefficient est choisi dans [GTP14] de maniére a ce que, pour des déformations uniformes, I’éner-

gie exacte calculée par la forme aX et I'énergie approchée calculée par la forme 5}15 soient comparables

pour les fonctions dont la projection 7Xv est nulle. Pour satisfaire cette condition, le coefficient Sk

45



Chapitre 3. Méthode des éléments virtuels pour le probléeme d’élasticité

est défini par
IK|tx(C)
S = ————.
tr(NIN, )
2. Les auteurs de [ANR17] remarquent que le coefficient précédent est instable vis-a-vis de la distor-
sion : I’écart entre la solution exacte et la solution calculée se détériore lorsque le ratio d’aspect

des mailles augmente, c’est-a-dire lorsque celles-ci « s’aplatissent ». Pour corriger cette mauvaise
propriété, les auteurs proposent 'expression

K@ (WVIND™
- s '

SK

3. En paralléle, les auteurs de [BLM15], dans le cadre plus général de problemes non élastiques, pro-
posent un coefficient dont la simplification au régime élastique linéaire donne

d-2
sg = h “ max |Cijkl|

Afin de tester la stabilité de ces coefficients vis-a-vis de la distorsion, on considére trois maillages de base
en deux dimensions de forme carrée, Lloyd ou twisted d’environ 400 éléments chacun. Les maillages tri-
angulaires ne sont pas considérés puisque la forme de stabilisation est nulle sur les mailles triangulaires.
Ces maillages sont allongés en multipliant ’ensemble de leurs coordonnées horizontales x par un facteur
m,, variant entre 1 et 50, le nombre de mailles restant inchangé, voir par exemple la figure 3.5 pour une
illustration sur le maillage de Lloyd.

F1G. 3.5 : Maillages de Lloyd distordus en multipliant la coordonnée x des sommets par un facteur m,.
Pour que les cellules restent visibles sur les maillages distordus, seul le rectangle [0, 1] x [0, 1] du domaine
complet [0, m,] x [0, 1] est représenté.

Le cas mécanique considéré ici est fréquemment utilisé pour la validation de codes éléments finis
[FVos5]. On considere un domaine carré de c6tés de longueur unitaire représenté sur la figure 3.6, constitué
d’un matériau isotrope homogéne. Dans le cadre des déformations planes, le tenseur des rigidités C est
donné par I’équation (2.9). Les coefficients élastiques sont fixés a E = 5 GPa et v = 0.3. Pour ce probléme,
on suppose que le champ de déplacement est donné par u = (0.01xy, —0.02xy) ce qui permet de calculer
analytiquement la force constante appliquée f = (0.02(G + 1), —0.01(G + 1)) et les conditions aux limites a
imposer, représentées sur la figure 3.6.
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y
Iy,
1 p_ 9
Tp’ E=5-10 T'y
d’| d
7 v=03
Y x
Dy

F1G. 3.6 : Cas de calcul élastique en dimension 2 avec représentation des conditions aux limites et des
parametres mécaniques.

L’erreur en déplacement E;lel en fonction du coefficient de distorsion m, est représentée sur la figure 3.7.
Le second coefficient, introduit pour améliorer le premier sur de tels maillages, est effectivement plus stable
sauf sur le maillage carré, ce probléme ayant été relevé par les auteurs et relié a des effets de symétries.
Sur ce maillage carré, 'erreur d’ailleurs est d’'un ordre de grandeur plus faible que sur les deux autres,
pour chacun des trois coefficients. Le troisiéme choix de coefficient permet d’obtenir de bons résultats
sur les trois familles de maillages et sera donc celui utilisé, sauf mention spécifique, dans les autres cas
numériques.

Squares Lloyd Twisted
1073 107 1072

0 20 40 0 20 40

—e— Choix1 —#— Choix2 —4— Choix 3

F1G. 3.7 : Ecart L2 en déplacement en fonction de la distorsion du maillage pour les trois coefficients
de stabilisation s. Le coefficient 3 semble étre plus robuste que les deux autres.

Patch test La forme bilinéaire approchée étant a présent totalement déterminée, une autre propriété de
la méthode peut étre utilisée pour contrdler I'implémentation. Lorsque le champ de déplacement u exact
est composé de fonctions P?, I'erreur numérique du schéma doit étre nulle (aux erreurs machines pres), et
ce quel que soit le maillage considéré. Numériquement, cette propriété est bien respectée sur les différents
maillages bidimensionnels représentés plus haut. De la méme maniére, le patch test est satisfait sur des
maillages tridimensionnels de différentes nature, voir par exemple la figure 3.8 pour une illustration sur
un maillage Voronoi de la solution linéaire u = 10™2ze,. Méme si ceci ne permet pas d’affirmer que le code
est exempt de problémes, une erreur dans ’assemblage, dans les calculs géométriques ou dans ceux des
projections par exemple aurait été directement détectée et aurait stoppé la poursuite des tests numériques
avant sa résolution.
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(a) Séquentiel (b) Paralléle (4 procs) (c) Sous-domaines (4 procs)

FIG. 3.8 : Patch test sur un maillage de Voronoi 3D. La solution analytique, linéaire, vaut u = 10™%ze, et
les coefficients élastiques sont E = 1, v = 0.25. Les figures (a) et (b) représentent le champ de déplacement
u,. La figure (c) représente le partitionnement utilisé pour la simulation parallele. En séquentiel comme en
paralléle, ’écart E:bs entre la solution calculée et la solution exacte est de I'ordre de 1071°,

3.3.2 Convergence €n espace

Toujours sur les familles de maillages bidimensionnels et avec le cas mécanique défini précédemment
(figure 3.6), on représente pour chaque famille de maillage les écarts relatifs en déplacement et en contrainte
en fonction du diamétre maximal des éléments du maillage sur la figure 3.9. En échelle logarithmique, les
courbes sont des droites dont le coefficient directeur est lié a 'ordre de convergence de la méthode. On
constate que les coefficients directeurs de chaque droite sont identiques et égaux a la valeur attendue :
deux en déplacement et un en contrainte [BBM13].

Pour effectuer la méme étude en trois dimensions, les familles de maillages représentées sur la figure
3.10 sont considérées. Une fois encore, différents niveaux de raffinement sont disponibles pour chacune
de ces familles. Le cas d’élasticité homogéne est étendu de la méme maniére que dans [Mar12] en prenant
u = (0.01xyz, —0.02xyz, —0.01xyz). Le second membre, cette fois non constant, a alors pour expression
f =0.01(G+ A)(y + 2z, x — z,2x — y). Les conditions aux limites du cas bidimensionnel sont étendues aux
faces, et on adopte pour la troisiéme dimension une condition de Dirichlet sur la face z = 0 et une condition
de Neumann sur la face z = 1: on impose donc un déplacement fixé u = 0 sur les faces x = 0,y = 0 et
z = 0 et une contrainte fixée (calculée a partir de la solution exacte) sur les plans x = 1,y = 1 et z = 1. Les
courbes d’erreur en fonction du pas du maillage pour les maillages tridimensionnels décrits sur la figure
3.10 sont tracées sur la figure 3.11. Les valeurs des coefficients directeurs sont a nouveau celles attendues.

3.4 Observations supplémentaires sur la méthode

Dans la section précédente, quelques cas numériques de base ont permis d’achever le paramétrage
de la méthode et de retrouver numériquement 1’ordre de convergence de celle-ci. On cherche a présent a
illustrer quelques propriétés moins classiques, mais néanmoins désirables. Ces propriétés sont présentées
plutét dans un esprit qualitatif que dans un cadre formel.

48



3.4. Observations supplémentaires sur la méthode
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FiG. 3.9 : Courbes de convergence sur différents maillages pour le cas du carré homogene. Toutes les

familles de maillages présentent les ordres attendus. Pour les deux points solitaires, voir section 3.4.1.
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FiG. 3.11 : Courbes de convergence sur différents maillages pour le cas du cube homogéne. Toutes les

familles de maillages présentent les ordres attendus.
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F1G. 3.12 : Zoom sur la non conformité du maillage. Chaque maille est naturellement traitée comme
un polygone a 4 ou 6 sommets.

108
1
0.5

(a) Analytique (b) Non convexe (c) Non conforme

FiG. 3.13 : Contrainte de Von Mises calculée sur des maillages non convexes et non conforme. Les écarts
par rapport a la solution exacte sont reportés sur la figure 3.9.

3.4.1 Traitement de maillages particuliers

Toujours dans le cas du probléme homogéne bidimensionnel, on considére des maillages moins clas-
siques : un maillage non convexe et un maillage non conforme. On note que le maillage non conforme
s’utilise de maniére naturelle en traitant les mailles voisines de la bande centrale comme des polygones a
6 sommets (voir figure 3.12) : il n’y a pas de traitement particulier des hanging nodes comme en éléments
finis classiques, ce qui laisse la possibilité d’effectuer facilement du raffinement local.

Apreés résolution du probléme sur ces maillages, on représente la contrainte équivalente de Von Mises
définie par ’équation (2.3) sur les figures 3.13b et 3.13c. La figure 3.13a représente a titre de comparaison
la contrainte de Von Mises calculée a partir de la solution analytique. La valeur des champs calculés est
qualitativement correcte sur les deux maillages. A défaut d’effectuer une véritable étude de convergence
en espace, les couples (Ryqy, Ep ) €t (R, E7 ) calculés sur ces exemples permettent de situer les points
sur le graphique 3.9, en rose pour le maillage non convexe et en marron pour le maillage non conforme.
On observe alors que pour chacun des graphiques, ces deux points se situent quasiment sur les courbes
obtenues avec les autres types de maillages. L’ordre de grandeur de ’erreur n’est donc pas fortement péna-
lisé par la forme singuliére de ces maillages. Notons également que ces maillages sont relativement sobres
par rapport a ceux usuellement utilisés pour illustrer la grande tolérance des vEm, que I'on trouvera par
exemple dans [PG15].
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3.4.2 Comparaison aux éléments finis

Pour positionner la méthode par rapport a celle des éléments finis, on considere un cas bidimensionnel
de type poutre, ce qui est courant dans la communauté des mécaniciens, schématisé sur la figure 3.14.
Fixée par son extrémité gauche, elle subit une flexion parabolique appliquée sur son extrémité droite. Pour

y

/ , P
’ D=50m R
p x

Y

L=100m

F1G. 3.14 : Schématisation d’un cas poutre plane, avec chargement parabolique. Ce type de problémes
admet une distribution plane de contraintes.

ce type de problémes, une approche en contraintes planes peut étre adoptée. Le tenseur des rigidités du
matériau, homogeéne de constantes mécaniques E = 210 GPa et v = 0.3, est donc donné par 1’équation
(2.10). Les caractéristiques géométriques sont L = 500 m et D = 50 m, et permettent de calculer le moment

d’inertie selon la relation I = %. Le chargement P parabolique, maximal de valeur p = =10 % en y = 0 et
D b4 :
nulen y = +5, s écrit
-F({D* , 2 10°
P=—|—- on F=-=-pD=—
21(4 y) 3P0 73

et est appliqué dans la direction e,. La solution analytique de ce probleme [TG51] est donnée par

((6L C30x 4+ 2+ G - %2)) R (3vy2(L 0+ (44 5V)DTZ" +(3L— x)xZ) ,

Fy
u =
Y 6EI

7 GEI

et permet de calculer les déformations et les contraintes associées a cette configuration. Pour comparer la
méthode a celle des éléments finis, la poutre est maillée avec des éléments rectangulaires ou triangulaires.
Dans les deux cas, deux familles de maillages sont générées : une famille de maillages peu allongés, de ratio
(1 : 2), et une famille de maillages trés allongés, de ratio (1 : 1250), représentés sur la figure 3.15.

F1G. 3.15 : Exemples de maillages au ratio 1 :2 (haut) et au ratio 1 :1250 (bas). Le maillage allongé
est constitué de 3 x 375 rectangles, mais seul I'un d’entre eux est représenté pour obtenir une illustration
visible.

Le déplacement vertical de la fibre neutre (axe y = 0) de la poutre, aussi appelé fleche, est représenté

pour quelques maillages rectangulaires sur la figure 3.16. La 1égende indique le nombre d’éléments dans la
direction e,. Les deux méthodes convergent vers la solution exacte lorsque la taille des mailles diminue. Sur
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Rectangles, ratio 1:2
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F1G6. 3.16 : Comparaison des éléments finis P1 (traits pleins) et des éléments virtuels (tirets) sur
les maillages quadrangulaires (Q), la légende indiquant le nombre de mailles dans la direction e,. Sur les
maillages allongés, les éléments virtuels convergent bien plus rapidement.

la famille de maillages peu allongés, les résultats sont quasiment identiques pour les deux méthodes, ex-
cepté sur les maillages les plus grossiers ou les éléments virtuels donnent une moins bonne approximation.
En revanche, sur les maillages fortement allongés, le résultat des éléments finis est largement plus éloigné
de la solution exacte, et cette méthode converge lentement. La méthode des éléments virtuels, elle, donne
un bien meilleur résultat méme si le faible nombre d’éléments en x entraine une mauvaise interpolation
visible au niveau des x faibles. Cette figure illustre une seconde fois 'importance du terme de stabilisation,
et confirme que le choix effectué dans la section 3.3.1 permet d’avoir une méthode robuste vis-a-vis de la
déformation du maillage.

Sur les maillages triangulaires, comme expliqué précédemment, les éléments virtuels dégénérent en
éléments finis ce qui rend la comparaison inutile. En revanche, on propose ici de tirer a nouveau parti de
la flexibilité autorisée dans les maillages pour améliorer la solution. Le maillage de base, constitué de tri-
angles, est transformé en introduisant des nceuds supplémentaires au centre des arétes comme schématisé
sur la figure 3.17. Ainsi, les éléments ne sont plus vus comme des triangles mais comme des hexagones. En
conséquence, I’espace d’approximation n’est plus réduit a lPil et le terme de stabilisation n’est plus iden-
tiquement nul. Cela permet d’obtenir des résultats différents des éléments finis, représentés sur la figure
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F1G. 3.17 : Transformation du type des cellules. En ajoutant des sommets supplémentaires, chaque
élément est considéré comme un hexagone a six c6tés et non comme un triangle a 3 cotés.

s Triangles, ratio 1:1250
10™
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F1G. 3.18 : Comparaison des éléments finis P1 (traits pleins), des éléments virtuels (tirets), et des
éléments virtuels avec hexagones (pointillés) sur les maillages triangles (T), la légende indiquant le
nombre de mailles dans la direction e,. Sans modification du maillage, traits pleins et tirets sont confondus.
La modification en hexagones permet d’améliorer les résultats.

3.18 pour les maillages triangles allongés. Evidemment, cette manipulation augmente le nombre de degrés
de liberté, mais elle permet d’obtenir une solution numérique de bien meilleure qualité, tout en conservant
un ordre d’approximation polynémial égal a un. On aurait d’ailleurs pu se contenter de n’ajouter qu'un
noeud par triangle, par exemple sur les arétes diagonales. Avec les éléments finis, un moyen d’améliorer le
résultat aurait été de considérer des éléments P2, ce qui aurait également augmenté le nombre de degrés de
liberté. Cet exemple illustre donc a nouveau une utilisation possible de la liberté sur les maillages offerte
par la méthode.

3.4.3 Comportement a la limite incompressible

Une autre propriété intéressante des éléments virtuels est leur comportement lorsque le matériau est
a la limite du domaine incompressible. Les matériaux presque incompressibles se caractérisent par un
coeflicient de Poisson v tendant vers 3> ou, de maniére équivalente, par un coefficient A tendant vers +oo.

Pour comprendre ce que cela implique, la forme bilinéaire a®(u,v) = Jo Cé&, : €, du probléme élastique est
réécrite sous sa forme équivalente

a®(u,v) = ZGJ €, €+ /IJ div (u) div (v). (3.27)
Q Q

Pour que I'énergie reste bornée lorsque A — +oo, il est nécessaire que div (u) — 0. Cela est probléma-
tique en éléments finis classiques sur des triangles ou des rectangles car les seuls éléments appartenant
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a Pespace d’approximation et dont la divergence est nulle sont des constantes, voir [BSo8, chap. 11] ou
[PWo9]. A cause de cette dégénérescence de I'espace d’approximation, les résultats numériques obtenus
sont fortement détériorés, et on emploie le terme locking pour qualifier ce phénomeéne. Une autre maniere
de voir les choses consiste a examiner les estimations d’erreurs habituellement établies pour les méthodes
numériques, telle que celle formulée pour les éléments virtuels dans le lemme 3.1 : la constante contrdlant
U'erreur explose lorsque les parameétres physiques du probleme deviennent trop grands, et I’erreur entre la
solution exacte et la solution numérique n’est plus contrélée. Par ailleurs, des phénomenes de type locking
peuvent également apparaitre pour la méme raison lors de la résolution de probléemes poroélastiques, se-
lon les valeurs prises par le coefficient ¢, la matrice de mobilité « et le pas de temps. C’est pourquoi il est
nécessaire d’étre averti de I’existence de cette artéfact numérique et des éventuelles solutions a mettre en
place.

Il a été remarqué qu’avec la méthode des éléments virtuels et dans le cas du probléme élastique, deux
parameétres peuvent étre ajustés de maniére a atténuer ce probléme. Sans fournir d’explication rigoureuse,
la suite de cette section expose ces observations. Le cas illustratif est un probléme de cavité entrainée
issu de la thése [Lem13]. Dans un domaine carré de taille unitaire, un déplacement est imposé sur le bord
supérieur y = 1 par la condition de Dirichlet g, = (1, 0) tandis que les trois autres bords sont fixés (g = 0).
Le second membre f est nul, et les coefficients élastiques ont pour valeur E = 1000 Pa et v = 0.4999. La
solution de ce probléme n’est analytiquement pas connue. Une solution de référence est donc calculée sur
un maillage triangulaire trés fin, de plus de cent mille sommets. En dehors de ce maillage de référence, les
discrétisations utilisées sont décrites dans le tableau 3.1. Le nombre d’inconnues est volontairement faible

Triangles Carrés Voronoi
# sommets 481 441 402
# cellules 896 400 200
P 6.25-107% 7.07-107% 9.17-107*

TAB. 3.1 : Maillages utilisés pour la mise en évidence du locking sur le cas issu de [Lem13].

pour que la résolution du maillage ne fasse pas disparaitre I'effet de locking. On tente également d’avoir
un diameétre h comparable sur les différents maillages. Les maillages sont comparés en représentant I'une
ou l'autre des variables calculées suivantes :

« la composante u, du déplacement en fonction de y sur la ligne verticale x = % ;

+ la composante u,, du déplacement en fonction de x sur la ligne horizontale y = %
Augmentation du nombre de degrés de liberté par maille Formellement, il suffit pour éviter le
locking d’utiliser un espace d’approximation local contenant des fonctions & divergence nulle et non
constantes. En éléments virtuels, plus I’élément considéré a de sommets, plus la taille de 'espace d’ap-
proximation local est grande. Il semble que dans ce cas, des fonctions de base possédant les propriétés
requises existent dans I’espace d’approximation. La figure 3.19 expose le champ de déplacement calculé
sur les maillages du tableau 3.1. Sur les deux graphes, on remarque que la solution calculée sur le maillage
triangulaire ou sur le maillage carré est de mauvaise qualité, méme si leur comportement semble différent :
dans le premier cas, la solution a tendance a osciller, tandis que dans le second cas, la solution a tendance
a rester constante. Pour la composante u, du déplacement, le maillage de Voronoi permet d’obtenir une
solution numérique nettement plus proche de la référence. C’est plus discutable pour la composante u,,
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du champ de déplacement. Le lien entre le nombre de degrés de liberté et le locking est approfondi dans
[BLM14, chap. 8] pour la méthode des différences finies mimétiques qui est a l'origine de celle des élé-
ments virtuels. Dans cet ouvrage, les auteurs recommandent I'ajout d’'un degré de liberté sur les arétes
lorsqu’elles sont plus de trois a partager un méme sommet, sous peine de patir du locking. Ici, les sommets
des maillages carrés et triangles sont quasiment tous le point de rencontre de plus de trois arétes (quatre
dans le cas des carrés, jusqu’a six dans le cas des triangles). En revanche, pour les maillages de Voronoi,
le nombre d’arétes connectant chaque sommet est en général de trois. L’étude effectuée dans 'ouvrage
sus-cité pourrait donc expliquer que le locking soit moins visible sur ce maillage.

Changement du terme de stabilisation Le second parametre permettant de réduire le phénomene de
locking est le coeflicient si utilisé en facteur de la forme de stabilisation et explicité dans la partie 3.3.1.
Jusqu’alors, le choix retenu en deux dimensions était sg = max |Cjjl, ce qui équivaut pour le probléeme
d’élasticité isotrope a sy = A + 2G. Lorsque A — +oo, le terme de stabilisation devient trop important
par rapport au terme de consistance. Une stratégie peut alors consister a borner artificiellement le terme
de stabilisation, voire a ne pas tenir compte de la partie en A: on prend alors sy = 2G et on représente
a nouveau le déplacement u,, sur la figure 3.20. Puisque le coefficient ne s’applique pas aux maillages
triangulaires, seuls les maillages carrés et Voronoi sont testés ici. Pour ces deux maillages, on observe une
amélioration significative du résultat lorsque cette technique est utilisée.

Il semblerait qu'on puisse établir un lien entre cette technique et certaines formulations mixtes du
probléme d’élasticité linéaire utilisées en éléments finis, connues pour éviter le probléme de locking. En
effet, ne stabiliser que la partie en G revient a écrire sur chaque maille

a(u,, vy,) = ZGJ e(rfup) : e(rfvp)+2G6 ) (uh—JTKuh)(Vl-)-(Vh—nth)(Vi)+/1J div (7*uy) div (75v;,).
K i€ K

D’un autre coté, en utilisant une formulation mixte, le probléme faible (3.27) peut se réécrire sous la forme

Trouver (u, p) € (Vg x L2(Q)) tels que pour tout (v,q) € (V,y x LA(Q)),

J 2Gg, : ?V+J pdiv (v) =J' f-v
Q Q Q
J (p — Adiv (u))g = 0.
Q
Pour le discrétiser, on cherche p;, dans un espace de dimension inférieure a celui dans lequel on cherche

uy,. Typiquement, on peut chercher uy, dans V), ; et p;, dans I'espace des constantes. Dans ce cas, en utilisant
la projection L? orthogonale 7° qui vérifie I tn =k 7° pp,, 1a seconde ligne permet d’obtenir

J.K/Idiv (uy) = J;(ph = JKﬂoph = L{/lﬂo (div (uy)).

De plus, en réutilisant I'égalité div (u;,) = tr(Vuy,), I'expression du projecteur 7% donnée par I’équation
(3.16), et la ligne précédente, on montre que

YWy € Vg J'Kdiv (ﬂth) = J'Kdiv (vp) = JKHO (div (vp,)).
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Chapitre 3. Méthode des éléments virtuels pour le probleme d’élasticité

En injectant ce résultat dans la premiére ligne du systéme mixte, on obtient finalement

D Jchq ot Lmo (div (up)) 7° (div (v)) = ; JKf v,

K

ou de maniére équivalente

; JK 2Ge, : €, + JK/ldiv (ﬂ'Kllh) div (ﬂth) = ; J;(f V.

En approchant la forme bilinéaire approchée IK 2Ge, : % sur chaque maille par la procédure des éléments

virtuels, on aboutit finalement 4 la méme formulation que celle des éléments virtuels stabilisés par sK = 2G.
Pour plus de détails sur le lien entre ces deux approches, voir par exemple [BBM13 ; NNR18]. Cette méthode
rappelle également les techniques de sous intégration utilisées en éléments finis pour réduire le phénomene
de locking.
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3.4. Observations supplémentaires sur la méthode
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F1G. 3.19 : Comparaison du déplacement calculé avec différents maillages pour le probléem
entrainée.
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F1G. 3.20 : Comparaison du déplacement calculé avec différentes valeurs du coefficient de stabilisation
pour le probléme de cavité entrainée.
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Discretisation VEM-TPFA, un premier
schéma couplé pour le systeme
poroélastique

Dans le chapitre précédent, seul le systéme d’élasticité était considéré de maniére a introduire et para-
métrer la discrétisation par éléments virtuels de ce probléme. Cette étape était préliminaire a ’objectif visé
dans ce chapitre : construire et étudier une méthode de discrétisation couplée pour le systéme poroélas-
tique, dans laquelle I’équation de mécanique est traitée par les éléments virtuels. Pour ce premier schéma
couplé, la méthode des volumes finis a deux points (Two-Points Flux Approximation ou TPFA) est utilisée
pour discrétiser la partie écoulement du probléme. La premiére partie de ce chapitre décrit la construction
de ce schéma couplé. Se placant d’abord dans le cadre général des volumes finis, le schéma est par la suite
précisé en utilisant ’approximation TPFA. L’analyse numérique de ce schéma est proposée dans la seconde
partie, ou I'on obtient un résultat d’existence et d’unicité de la solution discrete ainsi qu’une estimation de
I'erreur d’approximation. A I'instar du chapitre 3, la troisiéme section de ce chapitre compléte la premiére
en ajoutant quelques détails sur I'implémentation. Elle propose également une illustration des résultats
d’analyse numérique. Enfin, le chapitre s’achéve sur 'usage du schéma dans le cadre de problemes phy-
siques plus réalistes, tels que ceux présentés a la fin du chapitre 2.
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Chapitre 4. Discrétisation VEM-TPFA, un premier schéma couplé pour le systeme poroélastique

4.3.3 Validation numérique de 'estimation d’erreur. . . . . . . . .. ... ... .. 80
4.4 Calculs réalistes de problémes physiques . . . . ... .. ... ... ........... 81
441 Casdecompaction. . . . . . . ... .. 81
4.42 CasMandel. . . . . . . .. ... 84

4.1 Construction du schéma numérique

Le schéma couplé utilise une méthode éléments virtuels pour I’équation mécanique et une méthode
volumes finis pour I’équation de conservation du fluide. Les développements de la premiére partie de cette
section sont valides pour n’importe lesquelles de ces méthodes. A partir de la seconde partie et jusqu’a la
fin de ce chapitre, on se focalise sur la méthode des éléments virtuels d’ordre 1 présentée précédemment et
la méthode des volumes finis & deux points. Pour plus de simplicité, le terme de gravité dans (2.17b) n’est
pas pris en compte.

4.1.1 Discrétisation du systéme poroélastique
Formulation intégrale du probleme

La premiére étape consiste a réécrire les équations du systéme (2.17) dans un cadre variationnel ou
intégral. Pour ce faire, I'espace fonctionnel V|, introduit pour les déplacements dans la partie 2.1.3 est
complété par 'espace Q de sorte que

Vo = fve (@), viry, = o}, (4.12)

Q= {p €H'(Q. pr, = 0}- (4.1b)

Etant donnée f € (L2(]0, T[xQ)), une solution (u, p) dans (C1[0, T[ ; Vy)x(C[0, T[ ; Q) du probléme continu
(2.17) satisfait d’une part pour tout v € V,

—J div(o,)-v= J f-v presque partout dans |0, T[
Q Q

soit, en intégrant par parties,

J a_u:e_vzj EQ@—J apdiv(v)zj f-V+J ty-v (4.2)
Q Q Q Q r

Na

et d’autre part, en réutilisant la décomposition de I'espace Q en mailles K introduite dans la section 3.1.1,
en intégrant (2.17b) sur chaque maille et en utilisant la formule de Stokes,

VK, J d(cyp + adiv (u)) + J —xVp-n= J q- J ON- (4.3)
K OK\Iy, K OKnl'y,
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4.1. Construction du schéma numérique

Discrétisation en temps

L’intervalle [0, T] est discrétisé en une suite de pas de temps (") tels que 1’écart entre deux instants
At = "1 — 1" soit constant. Toute fonction {(x,t) évaluée au temps t" est désignée par {"(x) = {(x,t") et
les dérivées temporelles au premier ordre sont approchées par la méthode d’Euler implicite :

{00 "6

04"(x) = D™{"(x) = =

(4.4)

Discrétisation en espace

L’équation de la mécanique (4.2) différe de celle obtenue en élasticité seule (2.13) uniquement par le
terme de couplage [, apdiv (v). En combinant le formalisme des méthodes variationnelles avec la discré-
tisation temporelle, on obtient le probléme approché au temps t" :

Trouver u; €V}, tel que ¥vy, € Vj,,

ap(uy, vy) — Z a JKdiv (vp) Py = JQ vy, + J th Vi (45)

K rNd

ouVy o et ay (-, -) désignent respectivement I'espace d’approximation des déplacements et la forme bilinéaire
associée a la discrétisation. Cette formulation reste générale au sens ol il est possible d’utiliser n’importe
quelle méthode variationnelle, par exemple celle des éléments finis de Lagrange, pour définir V}, o et ay (-, -).
Evidemment, on réutilise ici la méthode des éléments virtuels construite dans le chapitre 3, de sorte que
'espace Vj, o est défini par I’équation (3.14) et la forme bilinéaire ay(:,-) correspond a la forme approchée
définie par (3.11).

D’autre part, la solution discrete en pression pj, est a chercher dans un espace discret Qy, qui dépend
du choix de la méthode d’approximation pour I’équation d’écoulement et sera donc précisé ultérieurement
(paragraphe 4.1.2). L’équation de conservation (4.3) est justement discrétisée en suivant le formalisme des
volumes finis, décrit en détails dans [EGHoo]. La caractéristique des méthodes volumes finis est d’appro-
cher le flux chaK —KkVp - n sortant de la maille K a travers la face f par un flux numérique noté Fy .
Plusieurs choix sont possibles pour la construction du flux numérique Fy 1, mais ces schémas doivent res-
pecter une propriété de conservativité : sila face fsépare les mailles K et L, alors I'égalité Fy ¢ = —F pdoit
étre respectée. En utilisant la discrétisation en temps introduite plus haut, le schéma volumes finis s’écrit
sous la forme

VK € 7,,Vn € [1,N], J (cop}, + adiv (uZ)) + At Z gl?f:
K fcoK
feln,

J (At q + cOpZ_l + adiv (uz_l)) - AtJ P (4.6)
K oKl

La combinaison de ces deux discrétisations conduit au schéma couplé : pour chaque pas de temps t"

avec n > 1, trouver une solution (uz, p;l’) € (Vi x Qp) au systeme (4.7) :
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Chapitre 4. Discrétisation VEM-TPFA, un premier schéma couplé pour le systeme poroélastique

Discrétisation VEM-FV pour le systeme poroélastique
Trouver (uz, pZ) € (V0 x Qp) tel que

Y € Vo, ap(up,vy) — Z aJK div (vy) pj = L) vy, + J v

K T (4.7)
VK € Th,J’ (cop}} +adiv (W} ) + At Y F7! = (Atg" + cop! ™! + adiv (1)) - AtJ o
K fcok K OKnl'y
P
f¢er

avec a 'instant initial pg projection de p° = p(x,t°) dans 'espace Qy, et ug € Vj o solution du probleme

vvy, € Vpo, ah(uz,vh) = Z aJ div (v,) p}oZ + J 0. v, + J tON-vh. (4.8)
T JK Q Ty,

4.1.2 Cas du schéma volumes finis 2 points

Cette formulation générale est a préciser en choisissant 'espace d’approximation Q) et la méthode
d’approximation du flux numérique. Différentes alternatives existent (voir par exemple [Dro14] pour une
revue des différentes méthodes), plus ou moins sophistiquées mais également plus ou moins cotteuses,
offrant plusieurs possibilités pour le couplage avec 1’équation de la mécanique. Dans un premier temps,
on s’intéresse a la méthode dite a deux points qui fait intervenir une inconnue en pression par maille. Elle
appartient a I’ensemble des méthodes dites cell centered ou les inconnues sont localisées dans les mailles,
qui sont compatibles avec la formulation (4.3). En conséquence, I'’espace d’approximation Q) est 'espace
des fonctions constantes dans chaque cellule :

On = {pn € L*(Q) tel que Phy € Py(K)}. (4.9)

On note que Q, est inclus dans L? sans étre un sous-espace de Q : Qy ¢ Q. Dans chaque élément K, la
pression est calculée en utilisant un point de calcul xx qui peut possiblement différer du barycentre de
la cellule, propriété qui sera illustrée dans la section 4.3. Le fait que la pression discrete soit constante
par maille facilite grandement I'évaluation des intégrales puisque [ pde = pZ‘K | dx. En particulier, le

traitement du terme de couplage [, adiv (v},) pZ se réduit au calcul de « pZ‘K [ div (v), et donc & P'intégrale

de la divergence des fonctions de base. Or, cette intégrale a déja été calculée dans la méthode des éléments
virtuels.

La méthode a deux points, approximation de base des volumes finis, souffre de certains inconvénients,
le principal étant la contrainte dite d’orthogonalité. Dans le cas d’un tenseur k isotrope, si une face fsépare
les mailles K et L, dont la pression est approchée aux points xx et x;, alors le schéma n’est consistant que si
le segment formé par ces points de calcul est orthogonal a la face : la propriété (xgx;) L fdoit étre vérifiée.
Dans le cas ou le tenseur k est anisotrope, la consistance est encore plus compliquée a obtenir puisque le
maillage doit dans ce cas vérifier la contrainte dite de k-orthogonalité

K (xgexp) LS (4.10)

Dans la suite de ce chapitre, on supposera donc que k = kI, avec x scalaire réel.
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4.2. Etude du schéma numérique VEM-TPFA

En contrepartie de cette limitation, la méthode a deux points est relativement simple a mettre en place
et peu coliteuse. En effet, peu d’inconnues interviennent dans le calcul des flux numériques, ce qui conduit
a un stencil étroit pour la matrice du systéme linéaire associé a la discrétisation. Cette méthode constitue
donc un bon choix pour mettre en place un premier schéma couplé et en effectuer ’analyse mathématique.
Avec cette méthode, le flux numérique est défini par

et
Te(p! —pl) avec Ty= —si f C Q,
Aoy ™ Phy, f ‘ }Z‘I’(CL (4.11)

Kf Tpr‘K avec Ty = & si fcC I“Dp,

ou Tyest appelé transmissivité a travers la face fet fait intervenir pour les arétes internes la perméabilité
équivalente k® calculée de maniére harmonique grice a la formule

d d d
ke _ s dks

K4 Kk Ky

(4.12)

La quantité di (resp. di ) correspond 4 la distance euclidienne entre les points xg et Xy (resp. entre le

point xi et la face f). Ce flux définit également la semi-norme H' discréte (qui est en réalité une norme
H' discréte dans le cas ot er * Q)

|Phy = Pry | SLFCQ,

pliz=| Y, TyDs(pp)*| avec Dp(py) = (4.13)

feQTy, |n sifcTp,

L’usage de 'espace Qj, et de 'approximation a deux points pour calculer le flux dans I'équation (4.7) définit
donc le schéma couplé VEM-TPFA.

4.2 Etude du schéma numérique VEM-TPFA

Dans cette section, on travaille sur I’étude numérique du schéma construit dans la section précédente.
Pour simplifier les démonstrations, on travaille avec des conditions de Neumann nulles (ty; = 0, ¢y = 0).
On montre dans la section 4.2.1 'existence et 'unicité d’une solution discréte au schéma numérique, et on
travaille sur une estimation de ’erreur numérique dans les sections 4.2.2 et 4.2.3.

4.2.1 Existence et unicité d’une solution discreéte

On démontre dans cette partie le théoréme suivant :

Theoréme 4.1 Le schéma (4.7) avec les flux de la méthode a deux points (4.11) admet pour tout tempst” une

unique solution discréte (uy, p}).

Soit @ 'opérateur associé au systéme d’équations (4.7). On cherche a chaque temps t" une solution satis-

faisant O(UZ, p;l’) = b ou b dépend des données et de la solution au temps précédent. Remarquant que :

«+ Popérateur O est linéaire (car a;, est bilinéaire et que les flux F}I? f ainsi que les termes de couplage
sont linéaires) ;
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Chapitre 4. Discrétisation VEM-TPFA, un premier schéma couplé pour le systeme poroélastique

« le systéme est carré car composé de d équations (d = 2 ou 3) par nceuds “non Dirichlet” pour sa
premiere ligne, par définition de V}, , plus une équation par maille pour sa seconde ligne, ce qui est
égal au nombre d’inconnues (d par nceuds en déplacement et une par maille en pression) ;

0
h

ment, p2 est la projection de p° dans I’espace discret et uz est solution du probléme élastique discret
(4.8), ce probléme admettant une unique solution d’aprés le lemme 3.1;

« alinstant initial, la solution (u;, pg), est uniquement définie par les données initiales ; plus précisé-

il suffit de montrer qu’a chaque instant ¢", I'unique solution du systéme homogéne

W € Vi ap(upvy) = ) JK div (vy) p = 0
K

VK € 1, JK(COPZ + adiv (uZ)) + At Z ‘G;I?f =0 (4.14)
fcoK
feln,

est (0,0). La premiére égalité est évaluée en v;, = uz (car uz € V} o) tandis que la seconde est multipliée par
la valeur constante pz‘ , puis sommée sur I’ensemble des cellules :
K

ah(uz, uZ) - ; o L(div (uZ) pZ =0

ZK: JK(CO prZ‘K + adiv (uZ) pZ‘K) + At ; pZ‘K Z Fr =0
fcoK
fel,

En sommant ces deux égalités, il y a simplification des termes jK adiv (uy,) pZ d’ou
IR R IR AR W W ) (415)
Q K fcoK
feln,

Les deux premiers termes sont positifs par positivité de g;, et du produit scalaire. Pour le troisiéme terme,
en réorganisant la somme sur les faces,

AL D) Ty(Cep — o) o+ o = DA )+ D Tpep

fcoK fcrnaQ chDp
feln, (4.16)
_ 2 2
= ) Ty Py, = Pp, )" + > Ty(pp, )* = 0.
fcnaQ felp,

Chacun des trois termes dans la somme (4.15) est donc nul. La forme a;, étant définie positive, on a direc-
tement u;’l = 0. Pour pZ, on a la nullité si ¢, > 0 grace au produit scalaire. Dans le cas contraire, le fait que
la somme (4.16) soit nulle implique que leK = 0 lorsque f C I‘Dp. En raisonnant de proche en proche, on a

no_ : n_
ph‘L = 0 pour toutes les autres mailles et finalement p, = 0.

Ainsi, on a montré que 'unique solution du systéme homogeéne est (0,0) et donc que 'opérateur ©
associé est inversible. Pour tout second membre, le systéme non homogene (9(uz, pZ) = b admet une
unique solution d’apreés les arguments énoncés en début de section.
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4.2. Etude du schéma numérique VEM-TPFA

4.2.2 Majoration de ’erreur d’approximation

Pour quantifier I’écart entre la solution exacte et la solution calculée, on introduit des opérateurs d’in-
terpolation permettant d’obtenir le représentant de la solution exacte dans les espaces d’approximation
discrets. L’opérateur permettant de passer d’'une fonction suffisamment réguliére de Q a son interpolée
dans Q, est noté P et est défini par

VK e 7,,vx € K, Pp(x) = p(xg).

L’opérateur continu permettant de passer d’'une fonction suffisamment réguliére de V|, a son interpolée
dans Vj, ; est noté P et est défini a partir des degrés de liberté (ie les valeurs aux sommets) :

viedl, (Pu)(V)=u(V).

L'erreur entre la solution réelle et la solution approchée est décomposée en erreur d’interpolation E/, qui
dépend de la qualité des espaces d’approximation, et erreur du schéma E4 qui dépend de la qualité du
schéma numérique :
u-u,=u-Pu+Pu-uy,= EI E{f:Eu
— _rl A _
pP—pPh=p—Pp+Pp—opy —EP+EP —Ep.
Pour les besoins de I’analyse d’erreur, une projection depuis V;, vers 'espace des fonctions affines par

mailles JP’il(K ) est nécessaire. Dés lors que u € (C%(Q) n HY(Q))?, cette projection coincide sur chaque
maille avec celle définie par I’équation (3.16). L’erreur de projection associée a cet opérateur est notée

(4-17)

El = u - 7TKH|K. (4.18)

Puisque cette quantité n’est pas globalement dans H'(Q), car discontinue aux interfaces, on définit la norme
H! brisée

1

|- "Hl(r) (Z" HI(K))

Ke Th

Le travail de cette section vise a démontrer I’estimation suivante sur les erreurs d’approximation.

g , . . , . C 5
Proposition 4.2 Sous réserve que la solution exacte soit suffisamment réguliére et que At < 5", Perreur
d’approximation du schéma satisfait

IESNIE, o + 1ES N

A, ’
. Z NE,"? < exp NY(BAL + B'|EA?

12(Q) Hl(Q) + EI) (4.19)

o E{;\’n et Eﬁ’n sont les quantités définies par (4.17) évaluées au tempst", B et B" sont deux constantes positives
dépendant des paramétres physiques ¢y, @, d, |Q|, des constantes d’ellipticité de a et ay, des dérivées temporelles
de la solution exacte d,u et 9, p et ot le terme E! défini par (4.33) regroupe les différentes erreurs d’interpolation
et de projection.

La démonstration est séparée en trois étapes. En premier lieu, une égalité faisant intervenir les erreurs
d’approximation est obtenue. En second lieu, le membre de droite est borné par une quantité indépendante
des erreurs d’approximation. Enfin, une version discréte du lemme de Gronwall est utilisée pour conclure.
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Chapitre 4. Discrétisation VEM-TPFA, un premier schéma couplé pour le systeme poroélastique

Premiére partie — obtention d’une égalité

Dans cette partie, toutes les grandeurs sont considérées a un temps donné t". L’exposant n des incon-
nues discretes est donc omis pour une meilleure lisibilité. En utilisant la bilinéarité de a et aj, des termes
additionnels sont introduits dans la formulation variationnelle exacte (4.2) et approchée (4.7) : Vvj, € V}, g,

Z a(u|K - nKu|K, vy) + Z a(ﬂKu|K, vy —a J;} pdiv (vh) = J;} f-vy,

KGTh KETh
D D K K ;
—ap(Pu —uy, vp,) + a,(Pu — Z oy, V) F Z ap(may,vp) - aJ ppdiv (vy,) = J fy, - vy
KeTh KeTh Q Q

La soustraction de ces deux égalités et le fait que ah(nKu‘K, vy) = a(nKu|K, v},) pour tout K car
JTKU|K € ]P‘li(K ) conduit a

ap(Ed,v)) — a JQ E,div (vp) = a( Z 71Ku|K -, Vh) + ay, (f’u - Z ﬁKu‘K, Vh> + J;)(f —£) v,

KeTh KETh

Puisque D_E,f € V} o (lopérateur D™ étant défini par (4.4)), on a en choisissant v;, = D_E,f

a(EX, D7ED) - aJ

. E,div(D™EJ) = a(~E}, D" E) + ap(Ef — Ef, D™E{) + JQ(f —f£,)- D EZ. (4.20)

Pour I’équation de conservation, on soustrait de la méme manieére les deux équations ci-dessous satisfaites
par chacune des deux solutions

J ¢ (D™ =D +9,) (p(x,t")) + adiv (D™ — D™ + 9,) (u(x,t"))) + J —kVp(x,t") - n = J q(x,t")
K oK K

J D™ Py + adiv (D™wy,) + Z Fxf= J q(x,t")
K fcakK K

puis on multiplie par la grandeur constante par maille E;;‘ et on somme sur 'ensemble des mailles pour
obtenir

J D (E,E + aj div(D™E,) By + ) Y, (Fxp— F¢ PEp
Q Q K fcokK

= J (D™ p— 8tp)Eﬁ + J adiv((D"u — atu))Eﬁ (4.21)
Q Q

oul’on a noté F_Kfle flux exact défini au temps ¢" par F_Kf = Ifc ok —KVP(x,t") - n. La différence entre le flux

numérique F et le flux exact F doit étre explicitée afin de séparer 'erreur due au schéma volumes finis et
I'erreur due a l'interpolation dans I'espace discret Qy, : ainsi, on note Flz 7 le flux numérique évalué en la

projection Pp de la solution exacte de sorte que

2. 2 Bip=FipEy = 3 ), (By=FgpBp + 3, ), (Fep= Fi DEy.

K fcoK K fcoK K fcoK
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4.2. Etude du schéma numérique VEM-TPFA

. crs , o . . A
On remarque directement que la différence (Flz I Fx f) est égale au flux numérique F évalué en Ej;' et non

en py,. Ainsi, en procédant a une réorganisation de la somme comme pour I’équation (4.16), on a

2, X Fier= By = 2. 3, (iey= FpEp + Bpli -
K fcoK K fcoK

La seconde double somme s’assimile a une erreur d’interpolation et sera traitée prochainement. La premiére
partie s’achéve en sommant les équations (4.20) et (4.21) en remarquant la simplification partielle des termes
de la forme JQ pdiv (u) (cette simplification était totale lors de I’étude de stabilité du schéma continu) pour
obtenir

a(E4, DTED) + L} D EjEy +|E)I5 = By + By + By + By + Bs + Bg

avec
B, =« J div(D™E}) Ejf + aJ div(D™EZ) Ej, B, = a(—ET, D"E2) + ay(EX — EL, D"ED),
Q Q

— - A : — A _ —rA

By = J co(D”p — a,p)E, +J adiv(D™u — o) E7}, By = J (f-1,) - D E{,
Q Q Q
= * A An—rl

Bs=—) Z(FKf—FKf)Ep, Béz—COJQEpD E,,

K fcoK

Deuxiéme partie — majoration

A ce stade, I'exposant temporel n est réintroduit et 'équation précédente est sommée sur n entre 1 et N.
En utilisant I’égalité 2% (u—v,u) = B(u, u) + B(u—v,u—v)— RB(v,v) valable pour toute forme bilinéaire
symétrique, on a en notant ||u||§h = aj,(u, u) la norme associée a la forme bilinéaire aj,

_ AnAn () Ang 2 An—1,2
oD EMEAT > 0 ( EAM2 —|E );
J;) 0 P P AL " p ”LZ ” P ”Lz

An ~— LA, 1 A, An—1
ap(Ba”", D Ey") > (B, — 1B, ).

La somme est donc télescopique et, en remarquant de plus que Eﬁ’o = 0 et en utilisant la constante de
coercivité de aj notée i, celle-ci devient

N
~1 AN 2 A,Nj2 An2 ~ A
BN+ g 1 2 3 B < IES
n=

N
,0
o< ||f1,1 + 2At Z(B’; + B} + B} + B} + B! + BY).

n=1

Il reste a majorer chacune des sommes en temps du second membre. Pour ce faire, les outils utilisés sont :

1. 'inégalité de Young
2

2ab < ea® + b avec e > 0, (4.22)
€

souvent utilisée avec un € différent sur le dernier pas de temps des sommes B’ ;
2. larelation

wv € (HU(Q) |div (v) [ 2 < Vd Vs (4.23)
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3. les développements de Taylor de fonctions €2 en temps

tn
D7v(t") = L J av(s)ds, (4.242)
At tnfl
D™v(") — op(t") = i J V()" — 5)ds; (4.24b)
tnfl

4. la formule de sommation par parties discréte, valide pour toute forme bilinéaire 9%

N N-1
> Blap b —by—y) = = Y, Bby. a1 — @) + Blay, by) — Bay. by); (4.25)
k=1 k=1

5. la double identité de Cauchy-Schwarz : pour deux variables discrétisées scalaires ou vectorielles a, b
etn € [1, N], et en notant b" = b(x,t"),

" 2

<1l (e [ b ds) . (4.26)

UQ(bn g

Dans ce qui suit, €, et ¢ sont deux réels strictement positifs quelconques et €, est défini par 6; =1+ el

+ Majoration de AtB} = —aAt [, div (D"E;") Ey" + ant [, div (D™ Ey™) Ej"

Les deux intégrales sont traitées séparément. Pour le premier terme, les outils 5 et 2 sont successivement
utilisés,

1 1

t" 2 t" 2

An ;. —Imy| An . N2 \? An 2 \2

)At jQ E,"div (DEy")| = VAUE, 1. (J Idiv (a,Ey) Ile) <NdAEy "I (J ||atEu||Hl)

R T Lo 1 . 6
puis l'inégalité de Young est appliquée avec € = 7 pour le dernier terme de la somme et € = 7 pour les
autres ce qui permet d’écrire

L} Eﬁ’”div (D7Ey")

N-1

€ A, AN 2

<5 X MIESE, + ||E 2,
=1

+ 4da® J |6,EL || J l6,EL|? 12, ).
r n=1 tN

Afin de retrouver la norme en temps définie dans la section 2.2 par | gﬂi2 0=

quants dans l'intégrale sont ajoutés au membre de droite, ceux-ci étant positifs :

N
2y aAtJ Ey"div (D™Ey")
n=1 Q

N
tto g(s)%ds, les termes man-

N-1
€ A2 AN;2 2(1 2
< § 3 B+ IR, + ade (;rnatE{ln

12
LZ(O,T; Hl) + ”atEu "

12(0,T; Hl))

<

N 1

& A, AN2 1
I o R A
n=1 r

LZ(o,T;Hl)) .

Ceci achéve la majoration de la premiére intégrale. Concernant la seconde, une sommation par parties est
d’abord effectuée

N
2o JQ adiv (DE,") £ = 2 IQ adiv (E3™) B2 JQ adiv ;) B, -2 Z AtJ adiv (E,™) D7E,;"™"
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4.2. Etude du schéma numérique VEM-TPFA

puis, en suivant la méme procédure que précédemment, on aboutit a

2 UQ adiv (E{f’”) BN

. A0\ ol1 A012 4da 1,12
ZU OCdIV(Eu )E <—||E || —||E "Lz’

Y, “d—“nE’ N2

I/\

»

p -_—
= I € A 4da?
n+1 r N2
< —
2 n§:1: alt JQ div(Eg") D™E;"!| < ; ;:1: MIES, + ||at i

Il ne reste qu’a combiner les deux termes pour obtenir ’estimation sur Bj :

N N—l
€ A, A, AN 2 AN 2 A002
20t Y B < Z AE,", Z NES"Z + IIE 172 ||E I3 —||E I

n=1 n=1
12 I,N,2 1,12 2
) ||atEu||L2(o,T;Hl) IE;™ 2, LB 2, llatEpllem,T;Lz)
+ 4da . . (4.27)

€r El (:‘l €r

+ Majoration de AtB] = At ZKETh ak(-EJ", D_Ef’n) + At ZKerh ap(Eg" — Elll’n, D_Ef’n).
On commence par traiter les formes bilinéaires aX, dont on note Mg les constantes de continuité. Pour une
fonction u localement dans (H!(K ))d et une fonction v globalement dans (H 1(Q))d, étant donné € > 0,

MZ
> (Milulino W) < 3 (z—juuugm + gnvnzm)

KETh KETh

Z g * 5 Z 92100 = 2o tulZ ) + SIvEE

Z aX(u, v)| <

Kefh

avec M = maxy M. Puisque a est symétrique, une sommation par partie peut étre effectuée

N
2 A Y KB DEM =2 Y dK-EPNESN) -2 Y of(-EF ELO)
n=1  Ker, Ker, Ker,
N-1
_9 Z Z aK(_(Eﬁ',rHl . Eﬁ',n), Elzj\,n)
n=1 Kefh
puis combinée avec le résultat précédent de sorte que
N LAN; N2 AN 2
2 Z K( E” E < _”Eﬂ ||H1(T) _"E ”Hl;
KETh
1 A0 112 A0p2
2 Z K( E171T ,E ) < _||E171r ”Hl(.[) _”E ”
KGTh
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Pour le troisiéme terme, en suivant I’'idée de I'outil 5,

9 Z ’aK(Elllr,rHl EAn)‘ -9 Z

n+1

n+l
A,
o J QELELM <2 Y MKuj O o EE e

KeTh KETh KETh
tn+1 1
<2 ¥ M(ae| 18BN, o) TES
: K tPull i u IH(K)
GTh
B Ll . ZIELE
h
8M2 tn+1 ) An
— JT
=S| R, S IEE,

Les mémes méthodes sont appliquées aux formes bilinéaires aX, avec les notations My pour les constantes

h 3
de continuité et M = maxyg Mg,

N
2 A Y dNEY - B D ES =2 Y aMERN - BN ESN -2 Y oM ER - BV ESY)

n=1  Ker, Ker, Ker,

N-
Z 24 E D (B BB
n=1 Ker,

les erreurs E! et E” étant traitées séparément :

N I.N AN N2 I,Ny2 A,Ny2
2 ) |af Y - B By ||E” B + 2 ||E 2, +( - >||E 2.
KETh
,1 1,1 A0 1,2 1,12 A,0)2
2 ), oy (BS — By ED)| < ||Eif B+ ||E B+ G + DI,
KETh
~ n+1
K JT,n+1 TN An 8M2 " T An 2
2 ), ay |(E - BV ES)| < OBy + LB
Ker & m
h
~ n+1
In+1 A 4M? (1 A
2 ¥, ak|e - B E < B0 | 0B, + SadEM e,
Ker, roJ
Finalement, on obtient pour B, I'estimation
N N- IES T, ||E’N|| llaE’||2
€ A, ANy2 A0y2 ~ u tmalf2(o,1; HY)
20t Y Byl < < Z AES"Z, —||E 12, ||E 2, +4M?
n=1 2 n=1 € € €,
N2 2
IES 2 1B 16 Eql
~ H! H! t=ulr2(o,1;H?
+ 8(M? + M?) = ) (T) ( 2 (4.28)
€l 6[ Gr

. _ A, L A,
« Majoration de AtBj = At [, (D™ p"" = 9p™E," + At [, adiv (D™u" — du™) E,”"
Les différences entre les dérivées continues et discrétes sont remplacées par les développements de Taylor
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4.2. Etude du schéma numérique VEM-TPFA

(suivant Ioutil 3)

t" t"
AtBy = JQ I J App(s)(t™ 1 - s)dsE JQ adiv (J Fpu(s)(t™ ! - s)ds) E
trl—l

puis la double identité de Cauchy-Schwarz (outil 5) est appliquée en notant cette fois que ftn,l ("1 —s)%ds =

AP . . A . .
—. Enfin, 'opérateur de divergence est majoré grace a I’outil 2 ce qui donne

n—1

1
AP dAt
’Ath‘SCo"E ||L2( 3 J ||<9ttp(3)||2 dS) +a||E ”L2< 3 J ||9ttu(5)||2 dS)
t t

Procédant comme lors de I'estimation de B, I'inégalité de Young est appliquée avec € = i pour le dernier

€, IR T . .
terme de la somme en temps et € = 7 pour les autres, d’ou I'estimation de B;

|9y:p17 0, ul®
12(0,T; L2 w200, 1; H!
2 ( ) + do? N( )

€ &

(4.29)

2¢, N= A, 2At AN 2 4
STZ N[E,™Z, IIE 17, 3At2

N
; Z B}

« Majoration de AtB = At [,(f" — £)- D‘E{l4 n

La différence (f" — fZ) est assimilée a une erreur d’interpolation et notée Eé’n. En sommant par parties,

N N-1
I.n —An I.N AN 1,1 A0 I.n+1 I.n An
2AtZJ E"-DE, _zj E;Ey ngE E. —ZZ;JQ(Ef -E"-E
n=

Chaque terme est majoré grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young :

I,N ~A,N)| I,N A,N, I,Ny2 A,N\2
zUEE < 2Nl < 2R+ DEE,
Il AO 1,1 A0 1,1 A,0,2
U < 2B AN e < U1+ UEL
tn+1 % 4 tn+1
In+1 I, A, A, 12 112 A,
ZUQ(Efn BBy < 1B (At L ||3tEf||Lz) < E—LH ”atEf” +— At"E n||H1,
r

puis il reste a remarquer que ||E{l4|| 12 < ||E{lq|| g1 pour obtenir la majoration sur By :

N N-
nl o & An €1 nANy2 i LNj2 L2\, &y nA02
20 3 B < 4gﬂwu LN, nwmmw mEn+Mn) DESR,. (4:30)
. . g——— *, A,
+ Majoration de AtB] = —At ) chaK(FI'éf FK”)E 4
.. . n_ n *,n *,n . , .
Pour ce terme, on utilise la consistance des flux Fy . = IS —F; I et F/r = 0 f . Ceci permet de réorganiser la
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double somme de la maniére suivante, ou K et L désignent les mailles voisines de la face f:

IDNC = X (= R~ By

K fcoK ch\FN

2 2
2

*, A,
< _Z Tf Fl'é 7 FK}I _Z T¢Ds(E, ™2 (Cauchy-Schwarz)
fcO\I'y fcNI'y
b b
By (F K
< —= ——————  (Young).
2 = ZTf
ch\l"Np
Le terme F", ne dépend que de la solution exacte et fait donc partie des erreurs d’interpolation. Il

Kf Kf

demeure au membre de droite, et la majoration sur Bs est directement donnée par

. i G
<Y MES 4> Ay ————— (4.31)
n=1 Q)

=l fcONy, Ty

N
2At )" B!
n=1

+  Majoration de AtB} = —Atc, |, Eﬁ’"D*E;;n
Ce terme se traite simplement en utilisant la double identité de Cauchy-Schwarz puis I'inégalité de Young

n 2 n

t
A, eAt, A, %
M@gm%%@iﬁmn)<—ww %LJ@M,

puis en fixant € = i pourn = Nete = % pour les autres n. On obtient donc I'estimation sur B

N
2At Z Bl <
n=1

En combinant les inégalités (4.27) a (4.32),

pm A, A,Ny2 CZ

Z 0
t”E ”l" + ”E " ~ ”at "LZ(O T: LZ) (432)

r

4;|m

. ANy 2 ANy 2 A A, 1 oA
(i—IEa ™M + (e — A0, ™2 +2Amsﬁf<e§pm@ 2, + 1B "12, ) + BAs? + B | By 1, + B

ou B et B dépendent de ¢y, a,d, i, d,p, 9, € et €. Le terme E regroupe les erreurs d’interpolation ou
assimilées ainsi que I'erreur liée aux volumes finis (on note que méme en dimension 3, le terme T, ! d’ordre

f

O(h™') s’élimine avec I'erreur due au flux et ne diverge donc pas) :

E'= IIEI I7

4M? 4da
ulLeo(o,1; ) +

12
: ) 0 7,1
4(M2 + M?) e 8(M? + M?)
+ —” ||Loo(0'1" H(1)) -

€ €,

F —
2da’ 4d0{ 4 ‘ Kf Kf
s R 19,E mmm+ZN 2 T
& & n=1  fcOry Ty
P

T 12 12
9:Eg “LZ(OT i) T "E ||L°"(0T " ”afE ”LZ(OT L2)
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Troisiéme partie — conclusion

On utilise a présent ’hypothese At < C—O qui implique que - D <y Atet permet d’absorber le At dans le

membre de gauche. On fixe ensuite ¢ de sorte que ¢ < fipuis €, = min{ji — el, 9 '1}. En divisant I'inégalité
précédente par ¢, il vient

IESNE, + 1ESNE, +ZAt|EA”fT< ZAt(HEA”M +IES" )+BAt2+B’||EAO|| +El

avec B = e§ et B = B dépendant de ¢y, a, d, [1,0,p, et d,u et
1_ 1xzp
E = e—E- (4-33)

r

A, A, res s , . s \ A
La quantité positive At(|E, 0|| + ||E 0|| 2) a été ajoutée au membre de droite de maniére a conclure grace
a une version discréte du lemme de Gronwall :

Lemme 4.3 S0it (a,),¢, (b,),0 deux suites de réels positifs et C € R*. Supposons que

ay+by<C

et qu’il existe A > 0 tel que

N-1

WN>1, ay+by<2i ) a,+C.

m=0

Alors,
VN >0, ayn+by< Cexp(AN).

En appliquant le lemme avec a, = ||EAn||H1 + ||EAn||Lz, b, = At|EAm§T, A = AtetC = BA? +

B’ ||EA 0||2 + E, on aboutit au résultat (4.19).

4.2.3 Majoration des erreurs d’interpolation

Pour achever I’analyse d’erreur, il reste a borner les quantités regroupées dans le terme E'. Dans
cette section, C et C désignent des constantes positives indépendantes du pas du maillage variant selon
le contexte.

Opérateurs d’interpolation

Dans un premier temps, on remarque que les opérateurs d’interpolation et de dérivation en temps
commutent : en effet, puisque les fonctions de base ¢, ne dépendent pas du temps, on a sur chaque élément
Ka

~ MK
a(gtU) = Z j ( (%) + u y(x) + uztplz(x)) = P(ou).
i=1 %

De la méme maniére, en développant I'expression de X sur chaque maille on montre que d,7(u) = 7(du),
I’argument principal étant que le gradient en espace et la dérivée en temps commutent pour des fonc-
tions suffisamment réguliéres. La démonstration est également directe pour I'interpolation de la pression :

3,P(p) = P(o,p).
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L’erreur d’interpolation E{l = u — Pu est majorée en utilisant les résultats classiques d’interpolation,
voir par exemple [All12, prop. 6.3.16] ou [DS80] : si u € (H3(Q))?, il existe une constante C indépendante
de h et de u telle que

[u — Pulq) = IEli1@) < Chluleq). (4-34)

Puisque l'erreur sur le second membre fait intervenir le méme opérateur d’interpolation, on a cette fois en
norme L?

If - Pf"LZ(Q) = ||Ef||L2(Q) < Ch2||f||H2(Q)'

Les deux derniers opérateurs P et 7X conservant respectivement les constantes et les fonctions affines,
d’apres la théorie de Scott-Dupont [DS80],

Ip = Pplizc) = 1EjlL20) < Chlplmo)
et, sur chaque maille K,
ly, = 7w, Jgnx) < Chidulgzey dot 1Egleny < Chlulgzq).

D’aprés ce qui précéde, on a des estimations similaires pour les dérivées temporelles [9,(EL)| HI(Q)s
||at(Ef)|| 12(Q)> ||8t(Ef,)|| 12(Q) €t [0(Epl i1 (r) avec cette fois la norme des dérivées gy, 9/f et 9,p dans le second
membre.

Ces bornes sont valables 4 chaque pas de temps, ce qui permet de majorer les normes L et L? dans
[0, T] indépendamment du pas de temps : formellement, pour p = 1 ou p = 2,

|Eu oo, s1p(0)) = S[UP |ESlgey < sup C"AV'|gpn(q) < Chavec C = sup C"V'|gpiq)

ne[1,N] n€e[1,N]
et
N 3 N ;o )
”Ev"LZ(O,T;HP(Q)) = Z At"E\’}”?{p S Z At (Cnh”Vn"HpH )2 S Ch avec C = tN s[up ]Cn"Vn"HpH(Q).
n=1 n=1 ne|1,N

Erreur d’interpolation issue des volumes finis

Le terme issu de la discrétisation volumes finis s’écrit

N ol
Flder Fes— B
20 2 Y L e g

feQTy, Ty n=1  fcONIy,

‘FT F*"2

L’analyse du schéma volumes finis a deux points [EGHoo, section 3.1.5] montre I'existence d’une constante

|Fg —Fel
C € R" dépendant seulement de la pression exacte p(x,t) telle que Kfl |Kf < Ch. Cette constante inclut

la norme des dérivées spatiales jusqu’'au second ordre de p. De plus, Y. |fldg; < d|Q|, d’ou en notant

5 dQ|c?
" min (x4)’
— 2
N F' —F" N 2,2 2,2
At ( Kf KA o At.c—h |fldip < AtC hdlQ) < CtVK?.
£ T min (k¢9) £ KL in (k1)
=l fcONIy, f n=1 fCO\Iy
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Lerreur d’interpolation (au carré) liée au schéma volumes finis est donc également de 'ordre de h?.

Enfin, la solution initiale du déplacement u® étant calculée en résolvant par éléments virtuels le pro-
bléeme élastique seul, le lemme 3.1 permet de majorer ||Efl4 ’0||?{1 par un terme lui aussi d’ordre h2. Il en résulte
le théoréme 4.4 :

Theoréme 4.4 Sous les hypothéses de la proposition 4.2, Uerreur d’approximation du schéma satisfait

1
+ |E;;1|2 )2 < C(h+ Ar) (4-35)

A
+ ”Ep ” 12(0,T;H (7))

(IEd12 ;
L(0,T;HY(Q)) L(0,T;LA(Q))

ou C dépend des constantes d’ellipticité de a et ay, des paramétres physiques cy, o, d, |Q)|, tN et des normes de la
solution exacte (u, p) et de ses dérivées.

4.3 Implémentation et validation numérique

Pour ce premier schéma couplé, la partie la plus compliquée a implémenter reste celle des éléments
virtuels. Celle-ci a justement été détaillée dans le chapitre précédent. Dans cette section, on ajoute quelques
détails concernant la forme du systéme linéaire couplé, les développements relatifs aux volumes finis deux
points et le traitement des termes de couplage. Quelques vérifications et premiers tests sont effectués, avant
d’illustrer numériquement l'ordre de convergence obtenu dans le théoréme 4.4.

4.3.1 Implémentation du schéma

De la méme maniére que pour la discrétisation du systéme élastique, le vecteur déplacement vy, s’écrit
dans la base des éléments virtuels u, = };c , '@ + uiy (piy + ui @7 o J représente I'ensemble des indices
de sommets. De méme, en introduisant pour la pression ’ensemble M des index des #7;, mailles et la base
{hkem dont les fonctions sont définies par

1 sixappartient a la maille d’indice k
P(x) =

0 sinon,

on a la décomposition p, = Y cqn Prdr-
En regroupant les inconnues du déplacement et celles de la pression sous la forme d’un vecteur [U] P,

le schéma (4.7) s’écrit sous forme matricielle

A -B|[U] [
[BT T’HP]:[EP+EC] (4:36)

ou les blocs correspondent aux quantités suivantes :

« La matrice A carrée de taille d- card(./%D—d) est exactement la matrice de rigidité des éléments virtuels
qui aurait été obtenue pour le probléme élastique, telle que définie dans la section 3.1.2 et calculée
par la méthode décrite dans la section 3.2.

« La matrice F carrée de taille card(I) est la matrice associée au schéma volumes finis deux points
et serait celle obtenue pour la discrétisation de I’équation de conservation seule. Ses coefficients
s’écrivent, en notant v(K) ’ensemble des mailles voisines de K et Ty la transmissivité entre les mailles
K et L définie par (4.11),

Fri=clKl+At Y Tp et Fyp=—MTy. (4.37)
Lev(K)
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 Le bloc BB est une matrice de couplage rectangulaire de taille d - card(.%gd) x card(IM) définie par

B((pﬁ., H) =« JK Pdiv (goﬁ) =a JK div ((pﬁ) par définition de ¢

= alK|[(Vp))X - ¢

(4.38)

ou le calcul de la quantité (V(pl-)K sur la maille K d’indice k a déja été détaillé section 3.1.3. Le calcul de
ce terme est de toute facon requis pour I’assemblage de la matrice des éléments virtuels et n’entraine

donc pas de coiit de calcul supplémentaire.

« Le vecteur £ de taille d - card(/%ﬁd) est le second membre de I’équation élastique. Il est de la méme
forme que pour le systeme élastique, la subtilité étant que le terme imposé de Neumann représente
ici la contrainte totale et non la contrainte effective. Dans le cas @ = 0, on retrouve le méme second
membre que celui du probleme élastique.

« Le vecteur £? + £° de taille card(M) constitue le second membre de I’équation de conservation. La
premiére partie, £, correspond au second membre de 1’équation de conservation considérée seule,
tandis que la seconde partie L permet de tenir compte du terme de couplage IK div (uz_l) issu de
la discrétisation en temps. Ces deux termes s’expriment respectivement selon

x\ n—1
U
1
£ = Kl + g +1fIar Y @) et £5=Kla Y (Vo)< w
fcaKnl"NP €M g uiz

Dans le terme £, f désigne une face de bord en trois dimensions ou une aréte de bord en deux
dimensions. Les conditions aux limites de Neumann sont donc intégrées en évaluant la fonction ¢f;
au barycentre de I’entité de bord. Notons que dans le cas non couplé, L€ est nul et le second membre
est réduit a L7

L’assemblage du systéeme couplé réutilise 'implémentation des éléments virtuels (voir section 3.2) et est
décrit dans I’algorithme 2. Par rapport au chapitre précédent, il reste a détailler ’assemblage de la matrice
associée aux volumes finis.

Dans un premier temps, une boucle sur les faces du maillage est réalisée. En interrogeant la connectivité
de objet face, on peut obtenir les deux objets cellules K et L séparés par cette face (ou l'unique objet K dans
le cas ou il s’agit d’une face de bord). Ceci permet, a I’aide des caractéristiques des cellules, de calculer la
transmissivité T d’apreés la formule (4.11). Cette transmissivité est ensuite ajoutée dans la matrice F selon

dans le cas ou la face fest interne et selon
Fik += MT; et LR += ATy pp(xf)

dans le cas ou fest une face de Dirichlet. Dans un second temps, une boucle sur les cellules est effectuée
pour ajouter le terme Fyg += ¢,|K| a la matrice.

Notons qu’en pratique, les termes (V(pl-)K et les transmissivités T sont calculés une seule fois en début
de simulation et ne sont recalculés que si la géométrie est modifiée.
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Algorithm 2 Implémentation du schéma couplé VvEM-TFPA

Read mesh and compute each cell © geometry
Initialisation : p° being given, run algorithm 1 with load term f — adiv ( pI_d) to find u’
while t < T'do
for © in mesh do
Compute local Vem matrix A~ Store (Vo) values! > see section 3.2
Compute local coupling vector B~.
Compute local rhs £
Compute £P(0) and £¢(0) using (Ve)~, P""1 and U !
for non Dirichlet dofein© do
L) +=LY(0)
for non Dirichletein© do
A(s,0) += A7 (s,0)
Set B(e,0) = B (o)
for Dirichlet e in© do
£90) —= A7 (o, 0)gp(e)
£90) —= B (2)gp(®)
for each face |l in mesh do
Compute transmissivity and assemble F > see above
Solve (d - card(M#7) + card(IM)) linear system [A _B] [U] = [ £ ]
D, Y gt e ||| T [P+ e
Complete U"with Dirichlet o values
for © in mesh do
Compute stress vector and flux vector

Compute errors
t—t+ At
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Concernant le post traitement, le calcul de la contrainte mécanique a déja été détaillé dans le paragraphe
3.2. Pour la variable en pression, la vitesse v ¢ est reconstruite sur chaque maille K a I'aide de la formule

k_ 1 g (of _ JK
Ve = — Fr (x) =x7) (4-39)
f K] fga:K Kf

ou PZI? fest le flux numérique de la méthode défini par 'expression (4.11) et évalué avec la pression calculée,

et ou xf et xK désignent respectivement le barycentre de la face fet de la maille K. En pratique, de la méme
maniére que lors de ’assemblage du systéme, une boucle sur les faces du maillage est effectuée pour calculer
les flux numériques et ajouter cette contribution aux mailles attenantes a la face.

En plus des écarts en déplacement et en contrainte définis pour I’élasticité par (3.26), on définit les
écarts absolus et relatifs en pression Efbs et Eﬁ: | — comparables a des écarts dans I'espace L? - ainsi que les

. . v v .
écarts absolus et relatifs en flux E. . et E. © par les expressions
abs rel

p _ln=plz vy _

» _ _ vp  [xVpp, —xVpp
Eabs = ”ph — p"Lz, Erel = W, abs ||1<Vph - Kvp”LZ et E = -

el T T kvl (a40)

Ces écarts sont calculés en approchant I'intégrale sur chaque maille par la valeur des pressions et des
gradients au centre de ces mailles : par exemple,

lon — pl2 = (Z J (pn — p)2>2 ~ (Z IK|(pp,, — p(xK))z)z :

Ker, Ker,

La méme technique est utilisée pour la norme L? de la différence des gradients, en utilisant la reconstruction
. P >, . , . v . .
par cellule du gradient définie par I’équation (4.39). Néanmoins, la grandeur Eali ne fait pas forcément office

de norme H! et cet indicateur est donc complété par un dernier écart calculé a partir de la semi-norme H'!
discreéte spécifique au schéma définie par (4.13) :

E = lpn = o= 3 Ty (Gon = 20 = (op, = pGD) + 3 T (o~ p65D) | (aa0)

fcQ f CFDP
et
Ty
Ty Eabs
rel | P| e

4.3.2 Patch test et limites de 'approximation a deux points

Validation : systéme découplé Dans le cas ot ¢ = 0, on a souligné que les seconds membres sont ceux
des deux problémes considérés seuls. Il est clair que, dans ce cas, la matrice /3 est également nulle. On a alors
un systéeme diagonal par bloc, dont la résolution équivaut a résoudre séparément un probléme de méca-
nique et un probléme d’écoulement indépendants. Cette propriété permet de vérifier I'implémentation en
comparant le code couplé aux codes éléments virtuels pour I’élasticité et volumes finis pour I’écoulement.
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4.3. Implémentation et validation numérique

Patch test pour le systéeme couplé Dans la section 3.3, la capacité des éléments virtuels a satisfaire
le patch test était évoquée, c’est-a-dire a retrouver la solution exacte du probléme lorsque celle-ci est po-
lynomiale de degré un. On peut se demander si la discrétisation employée pour le systéme poroélastique
satisfait également cette propriété. Cependant, avant méme de considérer le systéme couplé, il faut avoir
a Pesprit une limite des maillages de Voronoi. Un maillage de Voronoi est construit a partir d’'un ensemble
de points, appelés centres de Voronoi, de telle manieére que chaque aréte du maillage soit la médiatrice
du segment formé par les deux centres de Voronoi des mailles adjacentes. Ces points sont donc particu-
lierement adaptés pour la discrétisation volumes finis deux points puisque par construction, ils vérifient
la condition d’orthogonalité. En revanche, ces centres de Voronoi sont en général distincts des centres
de masse des mailles comme illustré sur la figure 4.1. Or, lorsqu’une intégration numérique est nécessaire

« Centre de masse - Centre de Voronoi

F1G. 4.1 : Maillage Voronoi simplifié avec représentation des centres de Voronoi et des centres de masse.
Ces points sont distincts dans le cas général.

(par exemple pour les calculs d’erreurs), la formule d’approximation utilisée se base sur le centre de masse :
I f = K| f(xK). Par conséquent, des erreurs numériques supplémentaires apparaissent lors de I'intégra-
tion.

Pour illustrer ce phénomeéne, on considére tout d’abord sur le carré unité ’équation de conservation
seule. On choisit la solution exacte linéaire p = —x + 2y, le coefficient « est fixé a 1 et des conditions de

Dirichlet sont imposées sur tous les bords du domaine. Avec un maillage carré, les écarts Ei et Erell) sont
bien nuls. Ce résultat, de référence, traduit la capacité du schéma volumes finis a approcher exactement
des fonctions linéaires. Avec un maillage de Voronof, plusieurs cas sont a distinguer. Si les centres de masse

sont utilisés comme points de discrétisation pour la pression, les écarts Ei L et Ervejf sont significativement
non nuls (de I'ordre de 107%). En effet, la condition d’orthogonalité n’étant pas respectée dans cette situation,
il en résulte une mauvaise approximation des flux numériques. Si les centres de Voronoi sont utilisés pour
discrétiser la pression, la condition d’orthogonalité est bien respectée. Cependant, on observe dans ce cas

un écart en pression Ei ; hon nul et un écart en flux Ervejl) nul. En réalité, comparer la solution calculée a
la solution exacte sur les points de discrétisation permet de se rendre compte que les deux valeurs sont
identiques. L’écart sur Ei | provient de la formule d’intégration utilisée pour le calcul de I'erreur, qui calcule
la solution de référence aux centres de masse. D’ailleurs, modifier la formule d’intégration pour forcer
I’évaluation de la solution exacte aux points de Voronoi permet d’obtenir un écart nul. Malheureusement,
dans le cas général, modifier cette formule d’intégration ne donne plus une approximation consistante
de l'intégrale. On note également que 1’écart nul pour le gradient de pression s’explique par le fait que
Vp est constant sur ce cas et que la différence de position entre les deux types de centres n’a donc pas
d’importance.

Ce probléme se répercute également sur la résolution de cas couplés. On complete I’équation précé-
dente par I’équation mécanique avec une solution exacte linéaire donnée par u = (3x — 2y, x + y), et des
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Vp

Méthode Ei , E, Commentaire

Carré = =0 Référence

Voronoi, calcul de pj, aux centres de masse #0 #0 Orthogonalité non respectée

Voronoi, calcul de py, aux centres de Voronoi #0 =0 Erreur due a I'intégration

Voronoi, calcul de py, et p aux centres —0 =0 Erreurs nulles, mais perte de

de Voronoi consistance pour 'intégration numérique

TAB. 4.1 : Limites liées a la non coincidence des centres de masse et de Voronoi lors de 'utilisation de
I'approximation a deux points.

coefficients de couplage @ = 1,¢y = 0.5, FE = 2.5,v = 0.25,k = 1. Avec un maillage constitué de carrés, tous
les écarts E_| sont bien nuls. Avec un maillage de Voronoi, on retrouve pour les écarts en pression les ré-
sultats observés précédemment (cf tableau 4.1). En revanche, les écarts en déplacement E;lel et E:el sont non
nuls sur ce cas. En effet, a la différence du cas non couplé, la matrice B est a présent non nulle. Il a été vu
que ses coefficients sont de la forme [, pdiv (u) ce qui ajoute  nouveau une erreur d’intégration en raison
du décalage des centres. Cette intégrale intervenant dans I’équation de la mécanique, on observe un report
de I'erreur d’intégration sur le champ de déplacement. En conséquence, 'usage du schéma VEM-TPFA ne
satisfait pas le patch test sur les maillages de Voronoi.

Néanmoins, la solution recherché n’étant pas linéaire dans le cas général, cette apparente incompati-
bilité entre 'intégration numérique et la condition d’orthogonalité devrait étre invisible, dans la mesure
ou aussi bien 'approximation du flux que celle de l'intégrale sont d’ordre 1 en espace.

4.3.3 Validation numérique de I’estimation d’erreur

Afin justement d’illustrer cet ordre d’approximation et de retrouver le résultat de ’estimation d’erreur
du théoréme 4.4, on consideére un cas académique bidimensionnel issu de [Lem13]. Soit le carré unité
constitué d’'un matériau poreux homogene, de paramétres E = 2.5,v = 0.25 pour le solide et k = KE avec
k = 1 pour le fluide, couplés par les coeflicients poroélastiques & = 1 et ¢, = 0.5. L’intervalle de temps pour
les simulations démarre a 0 pour s’achever a T = 1. On considere la solution analytique

2
u(x,t) = 1072 exp(—t) ( X yz) , p(x,t) = exp(—t) sin (i) sin (l) ,
XYy V2 V2

que 'on utilise pour calculer les chargements

SO0 () in(2) -2 100

aex\%(—t) sin (%) cos (%) +2-1072 exp(—t)x

f(x,t) = et q(x,t) = (x — ¢p) exp(—t) sin (%) sin (l) .

V2

Des conditions aux limites de Dirichlet sont imposées sur les frontiéres pour les deux équations. Le domaine
Q est discrétisé par des mailles de Voronoi qui satisfont par définition la condition d’orthogonalité. On gé-
nére plusieurs maillages de diamétres maximums respectifs h = 1.2-107%,5.5-1072,1.4-1072,4.5-10° et 1.6-
1073 et, simultanément, on considére plusieurs valeurs pour le pas de temps : At = 0.2,0.1,0.02,0.01. Pour
chaque couple (h, At), I'erreur d’approximation E* définie par I’équation (4.35) est calculée. Son évolution
est représentée sur la figure 4.2 en fonction du pas du maillage h pour un pas de temps donné (a gauche)
ou en fonction de pas de temps pour un maillage donné (a droite). Deux comportements asymptotiques
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<
S
—o— At=2-10"" ——h=5-102
—s— At =10"" Lot —s—h =102
107" L —— At=2-1072 1 ——h=5-107
At = 1072 h=10"°
1072 107! 1072 107!
h At

FIG. 4.2 : Evolution de I’erreur d’approximation en fonction du pas d’espace (gauche) ou du pas de
temps (droite).

peuvent étre distingués. D’un c6té, si le pas de temps est trop grand, réduire le pas du maillage ne permet
plus d’améliorer l'erreur. Ceci s’observe grace a la courbe rouge du graphe de gauche ou gréce a la partie
droite du graphe de droite. Dans cette situation, le terme en h est négligeable par rapport au terme en At
dans l'estimation d’erreur. De 'autre c6té, si le pas du maillage est trop grossier, réduire le pas de temps
n’entraine pas une réduction de lerreur. Ceci s’observe dans la partie droite du graphe de gauche ou a
I’aide de la courbe rouge du graphe de droite. Dans cette situation, le terme en At est négligeable devant
le terme en h dans I'estimation d’erreur. Sur les deux graphes, on retrouve 'ordre de convergence attendu
en regardant les courbes jaunes, ol h (resp. At) est suffisamment petit pour ne pas perturber I’évolution de
Perreur en fonction de At (resp. h). La pente des droites jaunes est égale a un, comme le prévoit la formule
d’estimation d’erreur. Entre les courbes limites rouges et jaunes, I'erreur d’approximation peut étre dimi-
nuée en réduisant au choix la taille du maillage ou le pas de temps. Cette double dépendance de I’erreur
s’observe également sur la figure 4.3 représentant les lignes de niveaux de 'erreur d’approximation dans le
plan (h, At). Encore une fois, on peut observer les régions ou 'erreur est due en majeure partie a At (lignes
horizontales) et celles ou elle est due en majeure partie a h (lignes verticales).

4.4 Calculs réalistes de probléemes physiques

Afin d’illustrer la méthode dans un cadre plus réaliste, on propose dans cette section la résolution
numérique des deux problémes physiques détaillés dans la section 2.2.3.

4.4.1 Cas de compaction

On s’intéresse dans cette partie au cas de compaction schématisé sur la figure 2.1 dont la solution
exacte est connue. Les parameétres mécaniques sont ceux exposés sur le schéma, et on adopte un pas de
temps de 10000 ans pour une durée totale de simulation de 5 millions d’années (soit 500 pas de temps). Le
taux de sédimentation o, est fixé 4 6.4 - 107 Pa-s™! ce qui équivaut a un dépot d’environ 100 métres de
sédiments par million d’années. Le domaine est maillé dans un premier temps par des carrés, ce qui produit
un maillage de 6000 cellules, puis par des éléments de Voronoi, ce qui produit un maillage de 5000 cellules
représenté sur la figure 4.4 et utilisé pour les illustrations dans la suite.
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10° ¥ ,
2.5-107°
1-1073 "
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107! 3107
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107!
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F1G. 4.3 : Erreur d’approximation dans le plan (h, At). Les deux parameétres de discrétisation peuvent

étre diminués pour améliorer I'erreur, jusqu’au point ou I'un devient négligeable par rapport a 'autre.

F1G. 4.4 : Maillage de Voronoi utilisé pour illustrer le
maillage satisfait la condition d’orthogonalité.
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T =0.1 Ma T =0.5Ma T =1Ma T =5Ma
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FIG. 4.5 : Pression calculée et exacte a différents instants sur le cas de compaction. En dehors d’un effet
d’escalier dii a la représentation constante par maille de la solution, les deux pressions sont proches.

i " AR
—~ R 20 AM & Eﬁf M% A
g’ g’ v &:A v%% b
= > 10 j@?ﬁ”%&%v %@

. W&@i iy
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x (m)
HE 2
0 4-1072 8-1072 0 4-1073 8-107°
Déplacement (m) Flux (m/Ma)

F1G. 4.6 : Champ de déplacement (gauche) et flux (droite) au temps final sur le cas de compaction. Les
vecteurs sont colorés selon leur norme, et leur longueur est proportionnelle a leur norme.

Puisque la pression analytique donnée par I’équation (2.18) ne dépend pas de la composante spatiale x,
elle peut étre représentée le long de 'axe vertical médian x = 50 m. Pour différents instants, la figure 4.5
représente sur cet axe et en fonction de I'altitude y la pression analytique et la pression calculée. On observe
que pour un temps suffisamment grand, la pression a une forme parabolique. Cette forme correspond a
Pexpression analytique dans laquelle le terme temporel est devenu négligeable en raison de ’exponentielle
décroissante. Pour chaque pas de temps représenté, la pression calculée est fidéle a la pression analytique.
Seul apparait un effet d’escalier d a la faible résolution du maillage, cet effet s’atténuant pour un maillage
plus fin. D’autre part, la figure 4.6 représente, au temps final et sur 'ensemble du domaine, le champ de
déplacement uy, (a gauche) et le flux du fluide (a droite). Pour une meilleure visibilité, un nombre restreint
de vecteurs sont affichés et leur taille est multipliée de maniére homogene par un certain coefficient. Le
champ de déplacement montre que comme attendu, le milieu ne se déplace que dans la direction e,, c’est-a-
dire dans la méme direction que la contrainte qu’il subit. Le flux montre que sous l’effet de ce déplacement,
le fluide s’échappe du domaine par les deux seuls plans non imperméables y = 0 et y = 30 m. Le flux
présente de plus les mémes symétries que le champ de pression. Pour approfondir la comparaison entre
les grandeurs calculées et les grandeurs exactes, des maillages plus raffinés sont créés. Cependant, pour
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diminuer le temps de calcul, la longueur L est ramenée a 30 m au lieu de 100 m, ce qui ne modifie pas les
résultats puisque la pression ne dépend que de y. Pour chaque famille de maillages et pour chaque niveau
de raffinement, le tableau 4.2 indique le nombre de degrés de liberté du systeme couplé.

Bpar 84E' 42E' 21E* 11E' 71E?  h,, 10 50E? 26E* 13E' 89E>
#dofs 77K 30K 121K 482K 1IM  #dofs 13K 49K 196K 798K  1.8M

(a) Maillages carrés (b) Maillages Voronoi

TaB. 4.2 : Diamétre maximal et nombre de degrés de liberté pour les deux familles de maillages

Pour ces deux familles de maillages, la figure 4.7 représente 1’évolution des erreurs E" , EP E% et
rel” “rel” “rel

E:Zl en fonction du diameétre du maillage au temps final de la simulation. Ceci permet d’illustrer 'ordre
de convergence du schéma sur un cas plus complexe que le probléme académique du paragraphe 4.3.3. En
norme L%, on observe un ordre de convergence égal 4 deux pour le déplacement et pour la pression sur les
deux familles de maillages. Méme si I’analyse d’erreur effectuée plus tot dans ce chapitre pour le probleme
couplé ne donne un résultat que sur une norme équivalente 4 la norme H?, cette observation rejoint les
ordres habituellement relevés pour les problemes découplés : la méthode des éléments virtuels convergeait
a Pordre 2 dans le chapitre 3, tandis que les volumes finis deux points sont connus pour converger a
l'ordre 2 en norme L?, méme si ceci n’a pas été démontré de maniére théorique [DN17]. Pour obtenir ces
courbes, la pression analytique a été calculée aux centres de Voronoi. Si la pression analytique est calculée

aux centres de masses, l’erreur Eri | est plus €levée, ce qui rejoint les observations du paragraphe 4.3.2, et

I'ordre de convergence n’est plus que de 1 pour I'erreur L% en pression (voir la courbe bleue sur la figure).
En norme H', Perreur en contrainte converge a 'ordre 1 sur les deux familles de maillages. Pour la variable
de pression, on observe un phénomeéne de superconvergence avec les maillages carrés puisque la pente de
la droite vaut 1,5. Cette pente est bien égale a un sur les maillages de Voronoi.

4.4.2 Cas Mandel

Le cas de consolidation de Mandel, décrit dans la section 2.2.3, permet également d’illustrer le com-
portement du code poroélastique. En particulier, cet exemple permet d’observer I'influence du choix des
conditions initiales du probléme. Les caractéristiques géométriques et mécaniques utilisées pour ce pro-
bléme sont décrites sur la figure 2.2. L’intensité de la force F est choisie de maniére & avoir une pression
de Pordre du bar : F = 100 MPa. Les simulations sont cette fois effectuées sur un maillage constitué de
100 x 30 carrés.

Dans un premier temps, le probléme est initialisé selon la procédure suivie dans les cas précédents :
la pression po(x) est calculée a partir de la solution exacte (2.20) a I'instant t = 0% (celle-ci est donc non
nulle), puis les déplacements initiaux u’(x) sont calculés en résolvant le probléme d’équilibre mécanique.
La simulation court jusqu’au temps final T = 10!* s = 3 Ma avec un pas de temps At = 10'? s = 30 000 ans.
L’évolution de la pression et du déplacement u, (qui ne dépendent que de x) le long de I’axe médian x ainsi
que I'évolution du déplacement u;, (qui ne dépend que de y) le long de I'axe y médian sont représentées sur
la figure 4.8 a différents instants. Avec cette approche, la solution approchée représentée par les symboles
est trés proche de la solution exacte représentée par les traits pleins. De plus, 'effet Mandel-Cryer est bien
capturé par la pression approchée : ceci peut étre observé sur la figure 4.9 qui représente I’évolution de la
pression au point (x = 0,y = 0) en fonction du temps. A I'extrémité gauche du domaine de simulation (et
donc sur la verticale médiane du domaine), la pression augmente légérement en début de simulation avant
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hmax (m) hmax (m)

—e— Carré —=— Voronoi ---4--- Voronoi

FIG. 4.7 : Convergence en normes L> et H! des erreurs en déplacement et en pression. Les ordres de
convergence correspondent a ceux que 1’'on obtient classiquement sur les problémes découplés, sauf celui

> v . , . , , ) .
de l'erreur Erejl) sur les maillages carrés qui est plus élevé qu’attendu. De plus, on observe (droite bleue) que

l'ordre de convergence se dégrade pour Ef surle maillage de Voronoi si la pression analytique n’est pas
] rel
évaluée en ces mémes points.
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Pression Déplacement u,. Déplacement u,,
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Fic. 4.8 : Comparaison de la solution calculée et analytique du cas Mandel pour la pression p et
les déplacements u,, et u,, a différents instants. La solution exacte, en traits pleins, et la solution calculée,
représentée par les symboles, sont cohérentes a chaque instant de la simulation.

de décroitre vers 0.

Dans un second temps, en plus de la méthode utilisée ci-dessus pour initialiser les solutions, deux
autres approches sont testées de maniere a se rapprocher de la description physique du probléme, qui in-
dique que la pression et les déplacements sont nuls a I'instant initial. La deuxiéme approche consiste ainsi
a fixer la pression initiale a 0 et a laisser la méthode calculer les déplacements au temps ¢t = 0. Il s’agit
en quelque sorte d’'un compromis entre le fonctionnement de la méthode numérique et les conditions du
probléme. Enfin, dans une troisiéme approche, la pression initiale et les déplacements initiaux sont pris
nuls. Notons que cette troisiéme approche ne correspond pas au comportement “naturel” de I’algorithme
et que celui-ci est donc modifié pour pouvoir imposer un déplacement initial. Pour ces trois approches, la
figure 4.10 représente a nouveau les valeurs de p(x), u,(x) et uy(y) au temps t = 5- 10'2 s, c’est-a-dire en
début de simulation. La courbe noire, qui fait office de référence, est calculée a partir des expressions ana-
lytiques. Comme observé précédemment, la premiére approche donne des résultats numériques proches
des solutions analytiques, mais cette approche ne correspond pas aux parameétres du probléme. Avec la
deuxiéme approche, les quantités calculées pour p et u, différent des solutions exactes. Ce comportement
est probablement di a la condition imposée au déplacement sur le bord y = h. En effet, cette condition
est non nulle quand t = 0, et perturbe donc le probléme de mécanique qui calcule une solution non nulle
sous cette condition. En d’autres termes, la condition au bord a 'instant initial n’est valable qu’a partir de
instant ¢ = 0" et est donc elle aussi incompatible avec la description physique du probléme. Cette incom-
patibilité est levée par la troisieme approche puisque celle-ci n’utilise plus la condition a I'instant initial
pour calculer les déplacements. Avec cette méthode, on retrouve un résultat coincidant avec la pression et
les déplacements exacts. Cette configuration permet de valider le code de calcul, qui a partir de la descrip-
tion physique du probléme (p° = 0,u’ = 0) parvient a retrouver la solution analytique qui est pourtant
asymptotiquement différente de 0.
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4.4. Calculs réalistes de problémes physiques

Pression a 'extrémité gauche du domaine en fonction du temps
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F1G. 4.9 : Effet Mandel-Cryer : en début de simulation, la pression a I'extrémité gauche du domaine aug-
mente avant de décroitre. L’effet est bien capturé par la pression calculée (symboles), qui reste trés proche

de la pression exacte (trait plein).
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F1G. 4.10 : Comparaison de différentes méthodes d’initialisation pour le cas Mandel. Les trois ap-
proches (symboles) sont comparées a la pression et aux déplacements exacts (trait plein) au premier pas de
temps t = 5- 10'% s. La troisiéme approche, qui correspond 4 la description physique du probléme, donne
des résultats proches de la solution exacte malgré la discontinuité entre cette condition initiale et la valeur

asymptotique des solutions.
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Vers des maillages plus généraux avec
une discrétisation VEM-MPFA

Dans le chapitre précédent, un premier schéma couplé a été construit pour approcher le systeme de
poroélasticité. L’utilisation de 'approximation a deux points pour le flux numérique constituait un bon
choix pour construire, implémenter et étudier mathématiquement le schéma. Celui-ci a été illustré sur des
cas analytiques et réalistes et a ouvert de nouvelles possibilités, par exemple celle de gérer des maillages de
type Voronoi. L’objectif suivant, qui fait 'objet de ce chapitre, est de traiter des maillages plus généraux,
par exemple constitués de polytopes quelconques ou bien issus de domaines souterrains réels. La premiére
section de ce chapitre revient justement sur les limites du schéma précédent et décrit les caractéristiques
spécifiques des maillages utilisés en géosciences. Dans la seconde section, un schéma volumes finis mul-
tipoints est introduit pour la discrétisation de I’équation de conservation de la masse. Le nouveau schéma
couplé est adapté a I'utilisation de maillages polygonaux ou polyédriques. Cependant, pour pouvoir traiter
les maillages utilisés en geosciences, la méthode des éléments virtuels doit étre adaptée : les modifications
qui y sont apportées sont décrites dans la troisiéme section. Finalement, une illustration réaliste inspirée
d’un probléme de géomécanique est présentée dans la quatrieme section du chapitre.
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5.1 Motivations

Deux limites sur la compatibilité des maillages peuvent étre opposées au schéma VEM-TPFA. La pre-
miere, imputable aux volumes finis, est la condition d’orthogonalité qui doit étre respectée par les maillages.
La seconde, plutét spécifique au contexte applicatif, provient des caractéristiques spécifiques des maillages
utilisés en géosciences. Cette section présente ces deux incompatibilités qui poussent a modifier le schéma
numérique.

5.1.1 k-orthogonalité

L’approximation a deux points du flux numérique dans la méthode des volumes finis, décrite dans la
section 4.1.2, n’est consistante que si la condition dite de k-orthogonalité est respectée : pour toute face f
séparant deux mailles K et L dans lesquelles la pression est approchée aux points x et x;, la propriété

%_I(XKXL) 1 f (51)

doit étre satisfaite pour que I’approximation soit consistante.

Méme dans le cas le plus simple ou « est proportionnel a I'identité, seuls certains types de maillages
vérifient cette condition. Sur les quatre familles de maillages discrétisant le carré unité présentées précé-
demment sur la figure 3.4, seuls les maillages carrés la satisfont. L’orthogonalité est proche d’étre vérifiée
sur les maillages de Lloyd, qui sont des maillages de Voronoi régularisés, ces derniers étant orthogonaux
par construction. Pour illustrer les conséquences de I'absence de cette propriété, le cas test défini dans la
section 4.3.3 est a nouveau considéré. Pour des coeflicients physiques prenant respectivement les valeurs
E=25v=025k=L,a=1et ¢y = 0.5, le probléme dont la solution analytique est donné par

2

u(x,t) = 102 exp(—t) (_xx;/2> , p(x,t) = exp(—t) sin (%) sin <%)
est résolu pour ¢ € [0, 1] en utilisant ces différentes familles de maillages. L’évolution de I’erreur d’approxi-
mation E4 définie par 'équation (4.35) est représentée sur la figure 5.1. A gauche, le pas de temps At est
suffisamment faible pour que I'erreur soit due au pas d’espace h. A droite, le pas d’espace est suffisam-
ment faible pour que l'erreur soit due au pas de temps. Dans les deux cas, on observe la non convergence
du schéma VEM-TPFA et une erreur d’approximation élevée pour les maillages triangles et twisted, qui ne
respectent pas la condition d’orthogonalité.

Dans le cas plus complexe ou k est anisotrope, construire des maillages satisfaisant la condition de
x-orthogonalité (5.1) est un sujet de recherche en soi [Rou16]. Inversement, lorsque le maillage est créé
en amont et donné tel quel, il peut étre trés délicat de choisir des points de calcul de maniére a ce que la
K-orthogonalité soit respectée. Ceci est illustré sur la figure 5.2 ou différents tenseurs x sont considérés.
Dans les trois cas, on cherche a positionner les centres de calcul des trois cellules de maniére a ce que la
K-orthogonalité soit satisfaite pour les trois arétes f, f/ et f'. Ce cas est simplifié puisque sur un maillage
de ce type, la condition devrait normalement étre respectée par les six arétes de chaque hexagone. Malgré
cela, lorsque la matrice de mobilité n’est pas multiple de I'identité, le placement des points n’est pas trivial
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FIG. 5.1 : Evolution de erreur d’approximation pour 4 maillages en fonction du pas d’espace (gauche)
ou du pas de temps (droite). Seuls les maillages satisfaisant la condition d’orthogonalité permettent la
convergence.

(9 (% ) (o )

F1G. 5.2 : Positions possibles pour les centres de calculs des cellules K, L et M de manieére a ce que la
condition d’orthogonalité soit respectée pour différents tenseurs k. Méme sur ce cas simplifié ou seulement
trois conditions sont imposées (pour six coordonnées inconnues), il est parfois difficile de maintenir les
centres de calcul a 'intérieur des cellules.
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' ' Y ==,
= (A

F1G. 5.3 : Méthode des piliers utilisée pour mailler les domaines en géosciences. En fonction de
laltitude des points, le maillage peut contenir des cellules hexaédriques classiques, des mailles a faces
ou bien des hexaédres . Certaines de ces mailles dégénérées sont représentées a droite.

(figure du milieu). Dans certains cas, il est méme impossible de satisfaire la condition en maintenant les
centres de calcul a 'intérieur de leurs cellules. C’est par exemple le cas sur la figure de droite. Il va sans dire
que ce probléme est encore plus complexe en trois dimensions ou lorsque les coefficients de k dépendent
de l’espace. Cette contrainte d’orthogonalité constitue donc une premiére restriction a I'usage du schéma
VEM-TPFA.

5.1.2 Maillages géosciences

Une seconde restriction apparait lorsque 'on souhaite utiliser les types de maillage standards dans
le domaine des géosciences. En modélisation de bassin, mailler un domaine géologique est un processus
complexe : a partir de la configuration actuelle du domaine, le temps est remonté pour reconstruire la confi-
guration initiale du domaine. Cette restauration prend en compte les phénomenes physiques qui modifient
le milieu tels que I’érosion, le dépdt de sédiments, la subsidence ou le compactage vertical. Pour décrire
ces phénomenes, majoritairement verticaux, la grille tridimensionnelle est batie a partir de droites verti-
cales appelées piliers. L’ensemble de ces piliers forme une structure bidimensionnelle cartésienne, chacun
d’entre eux étant repéré par ses coordonnées (i, j) dans le plan horizontal. Sur chaque pilier se trouve un
méme nombre de points repérés par leur profondeur qui a été calculée lors de la reconstruction géomé-
trique. Finalement, chaque région délimitée par les 4 piliers (i, j), (i + 1, ), (+ 1,j+ 1) et (i, j + 1) et par
les k-iéme et (k + 1)-iéme points définit une maille du domaine, qui s’apparente donc a un hexaédre a 8
sommets [Pon89]. D’ailleurs, si les profondeurs zl.kj étaient équi-réparties le long du pilier (i, j) et identiques
d’un pilier a 'autre, le maillage serait en réalité constitué de parallélépipedes. La difficulté provient du fait
que ces profondeurs varient d’un pilier a 'autre, puisque ce sont celles-ci qui permettent une représenta-
tion fine des strates géologiques, des érosions ou des failles. En particulier, rien n’assure que les 4 points
ngj’ (avec i’ € {i,i + 1} et j* € {j, j + 1}) se trouvent dans le méme plan horizontal. Dans ce cas, la maille
n’étant définie que par ses huit sommets, elle décrit un "hexaédre” a face(s) non plane(s). Pire encore, sur
un pilier donné les points zl.kj et zlij peuvent étre confondus, ce qui conduit a des hexaédres dit dégénérés.
Ces situations sont schématisées sur la figure 5.3. A droite de celle-ci, on représente les différentes mailles
dégénérées pouvant étre présentes dans le maillage selon si une, deux ou trois paires de sommets sont
confondues. Pour compléter cette illustration, un maillage réel construit par cette méthode est représenté
sur la figure 5.4. Sur 72500 cellules, plus de 3000 sont des hexaédres dégénérés, extraits du maillage sur la
figure 5.4b et colorés en fonction de leur catégorie. Le maillage comporte également un grand nombre de
faces non planes : plus de 90% des faces “horizontales”, soit quasiment un tiers des faces du maillage. Bien
que la méthode des éléments virtuels soit définie pour des polyédres quelconques, les maillages issus des
géosciences sortent de son cadre d’application puisque les mailles ne sont méme plus des polyedres. Ce cas
d’application spécifique constitue donc une seconde restriction a I'usage du schéma défini dans le chapitre
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(b) Mailles dégénérées, colorées d’apreés leur type

(a) Maillage complet, coloré d’apres les
couches lithologiques
(c) Faces inférieures et normales sortantes, colorées
d’aprésn-e,

FiG. 5.4 : Maillage issu des geosciences. Le respect des propriétés géométriques (a) engendre des mailles
dégénérées, extraites du domaine sur la figure (b). De plus, les bords du domaine ne sont pas tous plans (c).

précédent.

5.2 Approximation multipoints pour le schéma volumes finis

Dans cette section, on cherche a résoudre la premiere limite soulevée dans le paragraphe 5.1.1 en uti-
lisant un schéma volumes finis insensible a la condition de k—orthogonalité. En restant dans le formalisme
générique de la discrétisation vem-Fv fourni par I’équation (4.7), on étudie une autre maniere d’assembler
les flux numériques 97[? Iz Méme s’il serait a terme intéressant d’utiliser des schémas récents et promet-
teurs (schéma hybride, TPFA non linéaire), la classe étudiée ici est la plus standard apreés le schéma TPFa
dans les codes d’écoulement en milieux poreux. En particulier, les changements par rapport a la méthode
précédente restent limités et une implémentation de ces méthodes est déja disponible dans la plateforme
Arcane.

5.2.1 Approximation MPFA pour les flux numériques

Plus précisément, I’approximation considérée ici appartient a la famille des approximations multi-
points, dénotées MPFA (multipoint flux approximation en anglais), qui sont également des méthodes cell
centered utilisant des inconnues localisées dans les mailles. Ainsi, par rapport au schéma VEM-TPFA présenté
dans le chapitre précédent, seule la définition du flux numérique est a revoir. De maniere générale pour les
méthodes d’approximation multipoints, ce flux est scindé en deux demi-flux qui sont calculés en utilisant
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une interpolation linéaire de 'inconnue autour du sommet associé. En pratique, des inconnues supplémen-
taires sont introduites sur les faces du maillage pour approcher le gradient puis éliminées par continuité
de la solution et conservativité des flux. Parmi les différentes variantes des méthodes multipoints, qui se
distinguent par le choix de ces équations de continuité et de conservativité [Dro14], celle présentée ici est
la version MPFA-0 détaillée par exemple dans [Aavoz]. Pour simplifier les développements, on se limite &
un maillage bidimensionnel en notant que les mémes idées s’appliquent en trois dimensions. Certaines des
quantités nécessaires et leurs notations sont schématisées sur la figure 5.5.

F1G. 5.5 : Grandeurs et notations nécessaires a la construction d’une approximation MPFA-0. Représentée
ici en deux dimensions, la construction est similaire en trois dimensions.

Entre les mailles K et L séparées par la face f, le flux est divisé en deux demi-flux selon

Fxf=Fkp+ Frfv (52)

ou X7 est le milieu de l'aréte f qui relie deux sommets v et v’. Pour calculer le demi-flux Fx v une zone
d’interaction est construite autour du sommet v en reliant les centres des mailles avec les milieux des arétes
connectées a v (en pointillés sur la figure). C’est a ce stade qu'une hypothése de continuité est effectuée pour
supposer que 'approximation de la pression, linéaire dans chaque sous-cellule, est continue au milieu des
arétes et donc définir les inconnues intermédiaires py, .. Grace a ces inconnues supplémentaires, le gradient
constant dans chaque sous-cellule se calcule selon

1
Vi, Ph = A (v (on, = P + Vicf Py, — 1)) (53)

ou Ay désigne l'aire du triangle xgx (x 1, et v ¢(resp. vk 1) le vecteur normal a I'aréte (xgx f) (resp. (xgx )
orienté vers I'extérieur de ce triangle. Ces normales ne sont pas unitaires mais de norme d(xg,xy/) et

d(xg, x f). Pour cette sous-cellule, les demi-flux sortant des arétes connectées au sommet v s’expriment
donc selon

F, _ - _
[c,Kfv] = Bk Py ™ Phy avec By = 1
FKfrv " Phy ~ Phy v 24k

|Xva|Ilz %Kva’ |Xva|1'l§ EKva

l , (5-4)

|xvxf,|nvf,EKva, |Xva,|Ilvf,EKVKf

les notations kx et |x,x f{ désignant respectivement la matrice k évaluée au point xx et la longueur des
demi-arétes (x,X ). La méme méthode est appliquée a chaque sous-cellule de la zone d’interaction autour
de v, puis la conservativité des flux Fy ¢, +F ¢, = 0 est imposée pour chaque demi-aréte interne fséparant
les mailles K et L. On aboutit ainsi a un systeme linéaire carré de taille card(z;,(v)) ol 7;,(v) est 'ensemble
des mailles partageant le sommet v. La résolution de ce systéme permet d’exprimer les inconnues de face
en fonction des inconnues de centre et donc de réécrire les demi-flux dans (5.4) en ne faisant intervenir
que les inconnues de centre. L’ensemble de la procédure étant répété autour du sommet v, on peut au final
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sommer suivant (5.2) les deux demi-flux F ¢, et F 7,, pour exprimer le flux numérique Fy ¢ a travers la
face f. Pour les mailles adjacentes & un bord du domaine, une telle élimination des inconnues de face est
plus difficile : en particulier, lorsque des conditions aux limites de Neumann sont imposées, I'inconnue de
face dépend de cette condition et n’est donc pas connue au moment de la construction des flux. Plutét que
de réévaluer les flux a chaque pas de temps (pour tenir compte de cette condition), une stratégie courante
consiste a réemployer ’approximation a deux points pour calculer le flux a travers les faces de bord.

Avec cette méthode, I'inconnue p;, de la maille K est liée aux inconnues de toutes les mailles qui par-
tagent un sommet avec une des arétes de la maille K. Le stencil de la matrice F résultante est donc plus large
que celui obtenu avec I'approximation a deux points, et la résolution est en conséquence plus coiiteuse.
Lorsque les mailles sont trés déformées, ce schéma rencontre des problémes de stabilité : les matrices in-
termédiaires deviennent non inversibles, le principe du maximum n’est plus respecté ou la coercivité n’est
plus assurée. En dehors de ces deux inconvénients, ce schéma a ’avantage de ne pas dépendre de la condi-
tion d’orthogonalité et d’étre localement conservatif. Cette construction s’étend au cas tridimensionel sur
des maillages polyédriques quelconques, voir par exemple [AGM10].

5.2.2 Implémentation et couplage avec les éléments virtuels

Comme indiqué précédemment, le fait que les inconnues soient toujours (apres élimination des incon-
nues temporaires de faces) cell centered rend 'implémentation de ce schéma VEM-MPFA trés proche de celle
du schéma vEM-TPFA détaillée dans la section 4.3. Pour réutiliser 'algorithme 2, seuls certains éléments
internes doivent étre adaptés.

Assemblage matrice et second membre volumes finis Comme dans le cas précédent, cet assem-
blage est réalisé par une boucle sur les faces du maillage durant laquelle sont calculées ’équivalent des
transmissivités du schéma a deux points. En effet, en appliquant la méthodologie décrite dans le para-
graphe précédent, le flux numérique s’écrit comme une combinaison linéaire des inconnues des mailles
partageant I'un des sommets de la face : pour une face finterne,

G — ; T}p? avecl € {vah(") pour v sommet de f}

Pour une face fde bord, le flux s’exprime de la méme maniére que celui du schéma TPFA, voir I’équation
(4.11). Ces coefficients TL sont ensuite ajoutés dans la matrice dans chaque colonne correspondant a la
maille d’indice [, et ce pour les deux lignes d’indices k; et k, si la face sépare les mailles K; et K, :
FiL += ATy Fii += ATy

En particulier, les inconnues associées aux deux mailles K; et K, interviennent dans cette somme, ce qui
ajoute une contribution aux termes diagonaux, mais ce ne sont pas les seules (contrairement au schéma
deux points). L’autre contribution aux termes diagonaux provient, comme avec la méthode TPFA, du terme
issu de la discrétisation en temps qui est ajouté au moyen d’une boucle sur les cellules : Fx g += ¢o|K]|.

Le calcul de la partie £ du second membre est identique a la méthode utilisée avec 'approximation a
deux points puisque les flux de bord utilisent cette approximation.

Termes de couplage aux éléments virtuels La matrice de couplage B ainsi que la seconde partie £°
du second membre de 'équation de conservation sont assemblées exactement de la méme maniére que
précédemment.
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Calcul du gradient et de la norme H' Pour calculer le gradient, ou plus précisément le flux vjf sur

chaque maille K, on utilise & nouveau la formule de reconstruction (4.39) :

k_ 1 Z no(of  JK

vy = — F(x) —xM).
K

/ K] fcoK !

Encore une fois, on procéde au moyen d’ une boucle sur les faces du maillage pour évaluer le flux numérique

97]? Iz La pression approchée ayant été calculée, il suffit pour chaque face de réappliquer la relation 5}7}’ =

by TJIC pl” en utilisant les informations déja calculées sur la connectivité et les transmissivités. Une fois les flux

connus sur chaque face, une boucle sur les cellules est effectuée pour appliquer la formule d’interpolation.

Si le schéma multipoints permet ainsi de reconstruire un gradient discret constant par maille, il n’ad-
met en revanche pas de définition naturelle pour la semi-norme H' discréte qui avait été introduite avec
I’approximation TPFA. Afin de pouvoir néanmoins comparer ce schéma au précédent, on construit une
quantité similaire empruntant a nouveau la quantité définie par (4.13). Autrement dit, aprés résolution
avec les flux numériques du schéma multipoints, les transmissivités définies par la méthode a deux points
sont calculées de maniére indépendante et utilisées pour calculer la semi-norme H' discréte sur la solution
selon la relation (4.41).

5.2.3 Illustrations numériques

Le comportement de cette nouvelle combinaison pour le schéma couplé est illustré sur deux problémes.
En premier lieu, on revient sur le patch test qui n’était pas satisfait avec le schéma vEm-TPrA. En second
lieu, on observe numériquement la vitesse de convergence de ce schéma.

Patch test pour le schéma couplé sur maillages polyédriques

Dans la section 4.3.2 du chapitre précédent, un maillage test de type Voronoi avait été utilisé pour
souligner I'impact de la non coincidence des centres de Voronot, qui vérifient la condition d’orthogonalité
et sont donc utilisés comme centres de calcul, et des barycentres qui peuvent étre utilisés pour intégrer
exactement les fonctions linéaires. Cette distinction posait un probléme au schéma couplé VEM-TFPA, qui a
besoin de la condition d’orthogonalité pour rester consistant mais qui requiert aussi le calcul d’intégrales
pour assembler les termes de couplage.

Le schéma multipoints n’étant pas soumis a la condition d’orthogonalité, cette distinction n’a plus
lieu d’étre : les centres de masses peuvent étre utilisés comme centres de calcul. On teste a nouveau la
capacité du schéma a calculer exactement ou non lorsque la solution exacte est linéaire, en 'occurrence
u = (3x—2y,x+y)et p = —x + 2y. Les coeflicients de couplage sont fixés de la maniére suivante :
a=1,¢=05E=25v=0.25etk = 1. Le domaine de calcul est le carré unité sur lequel des conditions
aux limites de Dirichlet sont imposées sur tous les bords pour le déplacement et la pression. Dans un
premier temps, on travaille avec le maillage test de Voronoi illustré sur la figure 4.1. Cependant, les points
de calcul utilisés pour la pression sont cette fois les centres de masse des cellules. Dans cette configuration,
on a déja vu que le schéma VEM-TPFA retourne des écarts non nuls en normes L? et H! pour u et p. Utiliser

le schéma VEM-MPFA ne donne pas non plus un résultat entierement satisfaisant : les écarts Er’; et Erefl)

obtenus sont nuls, ce qui démontre I'intérét de cette nouvelle approximation pour le flux numérique, mais
ce n’est pas le cas des écarts E;lel et Efel' En réalité, la faute incombe au traitement du second membre de
I’équation d’élasticité. Pour ce probléme analytique, on a

f = —div(Cq) + adiv(pL,) = a¥p.
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5.2. Approximation multipoints pour le schéma volumes finis

Maillage  Méthode de quadrature Méthode du potentiel

Carré Satisfait Satisfait
Triangles Satisfait Satisfait
Voronoi  En échec Satisfait
Twisted  En échec Satisfait

TaB. 5.1 : Patch test pour le probleme couplé sur différents maillages, en fonction de la méthode utilisée
pour approcher le second membre de I’équation d’élasticité.

On rappelle qu’au moment d’intégrer ce second membre contre les fonctions de base, la méthode des
éléments virtuels effectue une approximation : la contribution de la fonction de base (pf sur la maille K se
traduit par I’ajout du terme

L= 3 o8l = oft) e~ | £l
Jjetx K

voir les équations (3.12) et (3.25). Autrement dit, dans le cas ou f est constante, on a réalisé ’approximation
Jxoi = a)iK. Dans cette situation, mieux vaut employer une autre méthode suggérée par [ANR17] pour I'ap-
proximation du second membre. Celle-ci peut s’appliquer a chaque fois que la force f dérive d’un potentiel,
c’est-a-dire lorsqu’il existe Ftel que f = VF, et se base sur le fait que

vy € Vi o, J f-vh=J VF-vh=—J Fdiv (vp,)
Q Q Q

car vy, = 0 sur I'n = 9Q pour ce test. Pour une fonction de base (pl.l donnée, cette méthode propose
I'approximation

JKf 9l == jKFdiv (]) = —FG) jK div (¢f) = ~FGOIKKTp)" e, (5:5)

On a en effet déja vu au paragraphe 4.3, lors de I’assemblage de la matrice de couplage 13, que I'intégrale de
la divergence des fonctions de base est une quantité connue dans la méthode des éléments virtuels. Cette
technique tire parti de la définition “naturelle” de 'opérateur de divergence discret. Avec cette approche,
Popérateur de discrétisation du second membre est compatible avec 'opérateur de discrétisation du gra-
dient, utilisé pour traiter le terme aVp lors de I’assemblage de la matrice de couplage. La conservation de
cette notion de potentiel au niveau discret permet de ne pas introduire d’erreur lors de ’approximation du
second membre.

En appliquant cette méthode pour discrétiser le second membre avec F = ap = —x + 2y, on obtient
en effet des écarts nuls en déplacement et en pression pour le probléme linéaire. On note que sur certains
maillages, le patch test est également satisfait sans la méthode potentielle pour I'intégration du second
membre f, comme indiqué dans le tableau 5.1. Quitte a adopter cette méthode pour approcher I'intégrale,
le nouveau schéma couplé VEM-MPFA satisfait donc le patch test pour le systéme couplé sur les différents
maillages dont on dispose. C’est également le cas en trois dimensions sur des maillages cubiques, tétra-
édriques et Voronoi.
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At constant < 1- 1072 h constant < 5- 1073

1073 1

1072 107!

—e— Triangles —=— Carrés —a— Lloyd Twisted

FIG. 5.6 : Evolution de erreur d’approximation pour 4 maillages en fonction du pas d’espace (gauche)
ou du pas de temps (droite). Avec le schéma VEM-MPFA, ’erreur converge al’ordre 1 sur les quatre catégories
de maillages.

Ordre de convergence du schéma VEM-MPFA

Méme si I’étude mathématique du schéma VEM-MPFA n’a pas été effectuée, il est tout de méme possible
d’illustrer numériquement la vitesse de convergence de celui-ci sur le cas présenté en début de chapitre.
On conserve comme grandeur de travail I'erreur EA définie par ’équation (4.35), la méthode utilisée pour
calculer ses différentes compostantes avec le schéma vEM-MPFA étant décrite dans le paragraphe 5.2.2. Son
évolution est a nouveau représentée en fonction du pas d’espace pour un pas de temps suffisamment faible
(& gauche) ou en fonction du pas de temps pour un pas spatial suffisamment faible (a droite) sur la figure
5.6. Avec le schéma multipoints pour 'approximation du flux des volumes finis, un résultat satisfaisant est
obtenu sur tous les maillages, que la condition d’orthogonalité soit satisfaite ou non. De plus, on observe
numériquement que 'ordre de convergence de ce schéma est de un en espace et un en temps, ce qui est
identique au schéma utilisant I’approximation a deux points. Au prix de ses inconvénients précédemment
mentionnés, ce schéma permet donc de conserver la méme précision tout en admettant des maillages plus
généraux.

5.3 Modification des VEMs pour les faces non planes

L’objectif de cette section est de résoudre la seconde limite soulevée dans le paragraphe 5.1.1 en adap-
tant la méthode des éléments virtuels aux mailles présentes dans les maillages utilisés en géosciences.

5.3.1 Transformation en maillage polyédrique

Pour retomber dans le cadre d’application de la méthode, la premiére étape consiste a se ramener a un
maillage réellement polyédrique, et donc a éliminer les faces non planes. De maniére assez classique, on
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2 2 2
7' 6 7 6 7 6
< ) N ‘ ﬁ d
1 1 1
Y DY Y N AN aN
F1G. 5.7 : Obtention de mailles polyédriques a partir d’éléments a faces non planes. Pour chaque

face non plane a 4 sommets, deux couples de sous-faces peuvent étre obtenus. L’illustration est simplifiée
en supposant que la face inférieure des cellules est déja plane.

peut procéder a cette élimination en divisant les faces non planes en sous-faces planes. Se posent alors deux
questions sur la maniere de procéder, la premiere pratique, la seconde stratégique. Sur le plan pratique, un
tel découpage, en admettant qu’il existe, peut s’insérer a différentes étapes de la chaine de simulation. Une
premiere solution serait, a partir d’'un maillage d’entrée a faces non planes, de créer en amont et sauvegar-
der un maillage de sortie dans lequel les mailles sont polyédriques. Cette solution nécessite un format de
maillage capable de décrire des polyédres ayant un nombre de faces arbitraire ainsi qu'une manipulation
des fichiers, mais elle permet ensuite d’appliquer la méthode numérique en I’état sur le nouveau maillage.
Une seconde solution consisterait a travailler sur le maillage existant au cours de la simulation, en décou-
pant a la volée les faces non planes et en adaptant la méthode numérique a ce découpage. Cette approche
élimine le prétraitement et permet de s’affranchir d’éventuelles contraintes liées au format de maillage,
mais déporte les difficultés techniques dans I’adaptation de la méthode.

Sur le plan stratégique, il existe différentes divisions possibles et il faut donc choisir la technique de
découpage en sous-faces planes. Une premiére possibilité exploite le fait que les types de mailles sont
connus a priori et que leur diversité est limitée. En effet, dans les maillages utilisés en géosciences, toutes les
faces non planes sont définies par quatre sommets : il n’y a pas de faces a plus de 4 sommets dans le maillage
et celles qui n’en ont que 3 (car appartenant a une maille dégénérée) sont forcément planes. On peut donc les
découper en deux sous-faces triangulaires selon I'une ou I’autre des deux diagonales, comme illustré sur la
figure 5.7. De plus, le fait que seules les faces supérieures et inférieures des hexaédres soient potentiellement
non planes couplé a la structure du maillage qui adopte la méme numérotation locale des sommets d’une
maille a I’autre facilite ce découpage. En particulier, on peut assez facilement s’assurer qu’une face donnée
est divisée de la méme maniere du point de vue des deux cellules qu’elle sépare, condition qui doit bien
slir étre respectée pour que la nouvelle géométrie soit correctement définie. Ce choix stratégique pour la
division en sous-faces restreint le choix pratique décrit dans le paragraphe précédent. En effet, I'approche
consistant a réécrire en amont le maillage n’est pas compatible avec ce choix. La raison provient du support
limité des mailles polyédriques par le simulateur : les hexaédres peuvent bien étre redéfinis comme des
polyédres a 8 faces, en revanche le découpage vert de ’hexaédre dégénéré représenté a droite de la figure
5.7 n’est pas autorisé par la structure de données. On ne peut en effet pas, au sein de la méme maille,
déclarer deux faces différentes par la méme liste de sommets (ici formées par les sommets o, 3 et 4 vus “de
dessous” ou “de dessus”). Or, dans certaines situations, il faut découper suivant cet axe pour respecter la
conformité du maillage. La seule possibilité est donc de modifier la méthode numérique pour tenir compte
de ce découpage. En pratique, la partie a modifier dans la méthode des éléments virtuels est le calcul de la
projection des fonctions de base, et plus spécifiquement celui du gradient moyen de ces fonctions de base
dont Pexpression est donnée par (3.18). Considérons par exemple le découpage vert de la maille hexaédrique
de la figure 5.7. On note T, le triangle formé par les nceuds 4,5 et 7 et Tj, celui formé par les noeuds 5,6 et 7.
La projection des fonctions de base associées aux noeuds de la face inférieure est inchangée puisque toutes
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h h v/ . -

F1G. 5.8 : Obtention de mailles polyédriques a partir d’éléments a faces non planes. Chaque face non

f

plane est triangulée par rapport a la moyenne arithmétique des sommets x;. L’illustration est simplifiée
en supposant que seule la face supérieure des cellules n’est pas plane. Au centre, le schéma indique les
notations utilisées dans la suite.

les faces auxquelles appartiennent ces nceuds sont planes. Pour le nceud 4, qui appartient a une des deux
sous-faces, et pour le noeud 5, qui appartient aux deux sous-faces, on a respectivement

1 1 |f] - - + ot 1 Tl
|K|J (P (M 5 (g 47, ) - O =5 g+ S,
fEsz f
. . 7] B e 1 |T| 1 |Tb|
|K|J Vos = 1 fg’ (Mf (|ef5|“f,s+|ef,s|“f,s) =% s+ i ki3 "% K] 3
5K

ou l'on a noté Fl le sous-ensemble des faces de F, x qui étaient déja planes (sur cet exemple, il s’agit des

faces latérales), et ol on a utilisé le fait que xf =x; ¢ sur une face triangulaire pour simplifier I'expression.
11 suffit donc de modifier le calcul des termes q; (cf équation (3.22)) dans I'assemblage des matrices locales.
Le calcul des volumes |K| est également adapté pour tenir compte de la nouvelle géométrie des mailles.
Cette stratégie de division est donc utilisable lorsqu’elle est implémentée directement dans le code, en ne
nécessitant de plus que peu d’ajustements. Cependant, si elle permet de s’affranchir de la limite technique
posée par la structure de donnée, elle manipule implicitement des objets qui ne sont pas des polyedres, ce
qui peut conceptuellement étre génant. De plus, elle n’est pas directement généralisable a des faces non
planes présentant plus de 4 sommets ou a des mailles dont les faces latérales seraient également non planes.

On introduit donc une deuxieme stratégie de division en sous-mailles plus générale, qui triangule les

faces non planes par rapport a un point x{ . La définition de ce point étant relativement libre, on le calcule

a partir de la moyenne arithmétique des sommets de la face non plane : x} = le 3 je /%fx(Vj). Chaque

face non plane est donc divisée en M triangles Tl.f de normales sortantes nr. Cette triangulation est sché-
matisée sur la figure 5.8 pour les mémes éléments que précédemment, mais elle s’étend évidement aux
faces comportant un nombre quelconque de sommets. De plus, contrairement a 'approche précédente,
celle-ci permettrait d’adopter la stratégie pratique consistant a réécrire le maillage en tant qu’éléments
polyédriques (elle est du moins compatible avec les formats de maillages disponibles), ou la stratégie de
modification du schéma numérique a la volée (en s’inspirant du paragraphe précédent). Dans les deux cas,
la difficulté technique provient de I'introduction de sommets supplémentaires qui ajoutent des inconnues
au systeme linéaire. Modifier le maillage demande 'introduction de ces sommets, et modifier la méthode
demande 'indexation de ces sommets. Méme si cette difficulté est surmontable, il n’empéche que rajouter
des sommets a un coit trés important en terme de nombre d’inconnues puisque chaque sommet géneére
trois inconnues en déplacement. Appliquer cette méthode sur le maillage d’exemple (figure 5.4) revien-
drait a peu prés a doubler le nombre d’inconnues en déplacement. Pour éviter cela, la section suivante
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Méthode de Par modification Par modification .
. . , Commentaire
division du maillage de la méthode
Diagonale Impossible* Réalisé Généralisation a My > 4 délicate
Triangulation Possible Possible Inconnues supplémentaires a éviter (¢f 5.3.2)

(*) Avec les formats de maillage disponibles

TaB. 5.2 : Résumé de la faisabilité des combinaisons permettant la transformation en maillage polyédrique.

présente une modification de la méthode des éléments virtuels qui utilise cette triangulation mais n’ajoute
pas d’inconnues au systéme.

5.3.2 Un espace d’approximation modifié pour les éléments virtuels

La méthode proposée pour éviter d’ajouter des inconnues aux points de triangulation provient de
[CBP17], ou des problémes de déformations finies sont considérés. Pour ce genre de problémes, méme si les
faces sont planes dans la configuration initiale, il est possible qu’elles ne le soient plus aprés application de
la déformation ce qui justifie ce besoin de triangulation. L’idée est de modifier '’espace d’approximation de
maniére a pouvoir exprimer les déplacements aux centres de triangulations en fonction des déplacements
des autres sommets de la face. Ainsi, I’espace d’approximation local st oo des €léments virtuels n’est plus
défini par (3.3) mais est remplacé par

K f
AN {Vh € H'(K) tel que Vhjok € €°(0K), Vthjf €P, vT]. c 9K,
vh(xz - E vh(Vf) Vf€oK et Av,=0dans K} (5.6)
M, . J
fje%f

Cet espace satisfait toujours les propriétés énoncées au début de la section 3.1.1 :

» Siqappartient a Py (K), il est évident que g € P;(K) et Aq = 0. De plus, par définition de x{ et par
j

linéarité, q(x{) =q (MLf Zje/%f V]f> = le Zje/%f q(VJf) donc g € stml.

« Si deux fonctions v* € VK etv? € VK

hoscal 1.scq PTTAgEaNt les mémes valeurs sur les Mg sommets de K,

b

alors va(x{ =+ (x{ ). Sur chaque face triangulaire, v~ :=v*—v” = 0 car v~ € P, et s’annule en trois
b

points distincts. Puisque Av™ = 0 dans K, il s’ensuit que v~ = 0 et donc que v* =",

» Pour une face fdonnée, la trace de v, sur fne dépend que des valeurs de vy, sur les sommets de f

et en x{. Puisque cette derniére valeur est une combinaison linéaire des premieres, la trace de v, ne
dépend finalement que des valeurs de v;, sur les sommets de f.

Une fois cette définition adoptée pour Vhli -qp | €space global scalaire ainsi que les espaces vectoriels V}f(
et V;, sont construits de la méme maniere que dans le chapitre 3. En particulier, les degrés de liberté sont
toujours les valeurs aux sommets originaux des faces et les fonctions de base (vectorielles) sont toujours
définies par (pl.k = pex (k =x,y,z) avec g(V;) = §; Vj € M.

La construction de la forme bilinéaire approchée, celle de la formulation variationnelle approchée ain-
si que 'assemblage du systéme linéaire ne sont pas modifiés par rapport aux méthodes décrites dans la
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section 3.1.2. En revanche, comme avec la stratégie de division précédente, le calcul de la projection des
fonctions de base doit étre adapté : en effet, le nouvel espace d’approximation défini par (5.6) ne contient
plus explicitement la propriété ffnf Oy, = | £V qui avait été ajoutée dans le but spécifique de pouvoir
calculer les projections a partir des degrés de liberté. Plus précisément, le calcul des termes q; = ﬁ Jx Vo

doit étre adapté en utilisant les informations contenues dans ’espace d’approximation. En 'occurrence, la
formule de Stokes est cette fois appliquée sur les sous-faces triangulaires

%= J RN ZJ om = 0 2 Z (‘Pi(Vf) +0Vje) + 6GD) m,

f = f =1

sur lesquelles ¢; peut étre intégrée exactement en tant que quantité linéaire. En utilisant autre propriété

de 'espace d’approximation (p,(xs) — Z jet (pl(V ) = — car (pl(V ) d;j on obtient finalement
1 | Y
@ =g > By iphny + oo Z|Tf|nT . (57)
3K]| M;
fefix J=1

Remarque. Dans le cas ou les faces originales sont déja planes, les espaces définis par (3.3) et (5.6) sont
équivalents au sens ou ils partagent la méme dimension et les méme degrés de liberté : un ensemble de
valeurs aux sommets donné identifie de maniére unique une fonction de I’espace original ou de I’espace
modifié. La contribution de la face fau vecteur q; peut donc étre calculée ou bien avec I’expression originale
(3.18), ou bien avec avec la nouvelle expression (5.7). Dans I'implémentation effectuée, chaque face originale
possede un attribut booléen permettant d’indiquer si elle est plane ou non. Seules les faces non planes sont
triangulées et contribuent a q; via la technique développée dans ce paragraphe.

Les mailles a faces non planes aménent également une difficulté supplémentaire dans la prise en compte
des coeflicients aux limites de Neumann. D’une part parce que les faces de bord n’étant plus planes, le
vecteur traction ty = o-n ne peut plus étre facilement calculé en amont puis imposé en tant que condition
aux limites ; d’autre part parce que la formule d’approximation du second membre (3.25) avait été établie
pour une face de bord plane. On propose donc une autre approximation des conditions de Neumann qui
calcule le vecteur tp sur chaque sous-face et qui exploite I’appartenance de ¢; a P; pour raisonner comme
lors du calcul de q; : en utilisant la symétrie de o€,

Mf M
on-gf =y L Ton-gec= 3 W ey ijwinTj

/ = = j (58)

= 0 Wpee 1T/ Iy + 1] s + o Z|Tf|nT

Pour mesurer ’amélioration apportée par ce nouvel espace et par les méthodes de calcul des projections
et des conditions aux limites de Neumann qui y sont associées, on considére une fois encore un patch-
test pour le probléme de mécanique. La solution exacte a atteindre est u = 10™>ze,, avec des coefficients
élastiques fixés a E = 1, v = 0.25. Le maillage considéré est toujours le maillage géosciences de test
représenté sur la figure 5.4. Des conditions aux limites de Dirichlet sont imposées sur les faces latérales

Xnax €t Yooy ainsi que sur la face supérieure, tandis que des conditions au limites de Neumann, calculées
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—6.5

(a) vEM originale (b) vEM modifiée

FiG. 5.9 : Comparaison de la version modifiée des éléments virtuels a la version originale sur un
maillage typique des géosciences (vue en coupe). Ce probléme patch test dont la solution exacte vaut u =
10_3zez est satisfait avec la version modifiée (E;lel = 10" '2), mais pas avec la version originale (E;lel =1072),
méme si les deux solutions sont visuellement proches.

a partir de la solution exacte, sont imposées sur les autres faces. Dans la version dite originale, on prescrit
le vecteur traction sur chacune des 3 autres faces du domaine :

—4-107%, surX=0,
ty=1-4-10"%, surY=0,

~1.2-107%, sur la face inférieure.

On calcule ensuite les projections avec la méthode développée pour les faces planes dans le chapitre 3.
Toutefois, les grandeurs géométriques telles que aires, volumes et normales ont été calculées en tenant
compte des faces non planes et en les triangulant, ce qui explique que le résultat ne soit pas si éloigné
de la solution attendue. Dans la version dite modifiée, la face inférieure n’étant pas plane (voir figure
5.4¢), on adopte la technique développée dans I’équation (5.8) en fournissant pour cette face la matrice des
contraintes o¢ = (4- 1074,4-107%,1.2-1073,0,0, O)T. De méme, le calcul des matrices locales est effectué
en utilisant ’espace et la méthode détaillés dans ce paragraphe. Pour ces deux méthodes, le champ de
déplacement u® est représenté sur la figure 5.9, vue en coupe avec reconstruction des mailles traversées
par le plan de coupe. La différence entre les deux approches est distinguable a I’ceil nu méme si les deux
résultats semblent proches. C’est en calculant les écarts avec la solution exacte E__ et E7 | que l'on s’apercoit
que la version modifiée est bien plus précise : on obtient des écarts de 'ordre de 10712 pour les déplacements
et 10712 pour les contraintes avec la méthode modifiée, qui satisfait donc le patch test, alors que la méthode
originale produit des écarts de 'ordre de 1072 pour déplacements et 10~ pour les contraintes.

5.3.3 Un mot sur les volumes finis

Tout comme des modifications ont été apportées a la méthode des éléments virtuels dans le but de
traiter les faces non planes, la méthode des volumes finis doit étre adaptée a cette méme fin pour conserver
un schéma couplé performant. Sans proposer un traitement général comme pour la méthode des éléments
virtuels, ni rentrer dans les détails, on reléve dans [AEKo06] une modification assez simple a apporter au
schéma MPFA-0 pour traiter les faces quadrilatéres non planes : il suffit d’adopter une certaine expression
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pour le calcul des vecteurs normaux aux faces. Ceci revient a transformer les quadrilatéres non plans en des
parallélogrammes plans. D’apres cette méme référence, avec une telle modification, le patch test est satisfait
lorsque le tenseur x est homogéne ; dans le cas d’un tenseur hétérogéne, la pression et le flux calculés
convergent respectivement a l’ordre 2 et 1 en espace. En réutilisant I'implémentation des schémas volumes
finis multipoints disponible dans la plateforme Arcane, on constate sur le maillage pris pour exemple, avec
une solution linéaire p = 1073z et un tenseur homogéne k¥ = E, que le schéma multipoints ne retrouve pas
la solution exacte. Néanmoins, on observe un gain de deux ordres de grandeur sur I'écart Ef; | par rapport
au schéma a deux points.

5.4 Illustration sur une application géosciences

Les différents ingrédients introduits dans ce chapitre ont permis de proposer un second schéma couplé
congu pour lever les limitations dont souffrait le schéma vEM-TPFA. Pour compléter les exemples synthé-
tiques des sections précédentes, on propose une illustration sur une application réaliste de geosciences, a
défaut de disposer d’une situation réelle. Il s’agit de simuler Iextraction, via un puits vertical, d’un fluide
aqueux initialement piégé dans un milieu poreux souterrain stratifié.

5.4.1 Parameétres du cas

On réutilise pour ce cas le maillage précédent, mais en redéfinissant les matériaux rocheux présents
dans le domaine : la répartition des strates ainsi que les caractéristiques des trois matériaux utilisés sont
détaillées sur la figure 5.10. La porosité ¢ est utilisée pour calculer le coefficient de stockage ¢, selon la
relation ¢y = ¢cp ot cp = 4.5 - 10719 Pa~! est le module de compressibilité de I'eau. La perméabilité va-
rie fortement d’un matériau a autre : le réservoir et les gres, relativement perméables, sont séparées par
des couches d’argile tres peu perméables. Ceci implique plusieurs ordres de grandeur de différence entre
les matériaux pour la matrice de mobilité, définie comme le rapport entre la perméabilité et la viscosité
dynamique de I'eau yp = 1073 Pa-s. En raison du poids exercé par les couches supérieures, le réservoir se
compacte durant la production ce qui génére un phénomeéne de subsidence. Celui-ci devrait mécanique-
ment se modéliser par des déformations plastiques. Néanmoins, le modeéle physique utilisé ici permettant
uniquement la description de déformations élastiques linéaires, on procéde autrement pour prendre en
compte cet effet : le module de Young est abaissé a E = 1 GPa dans le réservoir contre E = 5 GPa dans
le reste du domaine. Dans le but de simplifier cette étude, les coefficients de Poisson v et de Biot « sont
maintenus constants.

Pour ce genre de probléme ou la gravité intervient, il est d’usage de raisonner en terme de surpression
p=p— P — pfglz) ou pp=1000 kg.m™? est la masse volumique de I’eau et Py = 1 bar la pression atmo-
sphérique. Ceci permet d’isoler les effets liés aux sollicitations mécaniques de la pression hydrostatique due
a la profondeur. De plus, avec ce point de vue, le schéma volumes finis pour la partie écoulement n’a pas a
tenir compte du terme de gravité lors du calcul des flux. Au passage, pour une configuration physique de ce
genre ou le second membre de I'équation de mécanique est le terme de gravité f = pg = (p;+ (1 —¢)pyg,
p désignant la masse volumique de 'ensemble et p; celle du solide, le systeme (2.17) se réécrit en variables

(u, p)

~div (C&, - aply) = (1 — )p, — (a — )pg
9, (cop + adiv (u)) + div (=« (Vp)) = q.
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FiG. 5.10 : Maillage et caractéristiques des strates géologiques utilisées pour le cas de subsidence. Les
conditions initiales en surpression et la position du puits de production sont détaillées a droite de la figure.

Pour ce probléme, on prend p, = 2650 kg.m™> dans la couche réservoir et on choisit p, dans les deux autres
matériaux de facon a ce que le produit (1 — ¢)p, soit constant dans le domaine (soit p, = 2320 kg.m™> pour
le grés et p, = 2060 kg.m ™ pour I’argile). On signale pour clore cet aparté qu'une telle force f dérive d’un
potentiel : puisque g = —[g|Vz, ona f = V(—|g|((1 - ¢)p, + (&« — #)pp)z) qui peut donc étre approchée selon
I’équation (5.5). Dans ce formalisme, la pression initiale imposée est une surpression de 100 bars dans le
réservoir et dans les couches inférieures d’argile et de grés. Dans les couches recouvrant le réservoir, la
surpression initiale est nulle (en d’autres termes, la pression est égale a la pression hydrostatique). Cette
surpression permet de calculer un champ de déplacement initial en résolvant le probléme de mécanique.
Une fois cet état initial déterminé, en notant n la normale sortante unitaire aux faces, les conditions aux
limites sont les suivantes :

o sur les bords latéraux, le déplacement dans la direction orthogonale a la face ainsi que le flux sont
fixésa0:u-n = 0 et Vp-n = 0. Pour les autres composantes du déplacement, une condition de
contrainte libre est adoptée ;

« sur la face inférieure, le déplacement vertical et le flux sont fixésa0:u, =0etVp-n=0;
« sur la face supérieure, les tractions mécaniques et la surpression sont nulles : c*n = 0 et = 0;

« dans un des coins du domaine et au niveau du réservoir, la surpression est fixée a zéro de maniére a
modéliser une connectivité hydraulique infinie avec la surface et donc la partie productive du puits.
En pratique, la condition (p = 0) est imposée sur un petit groupe de 6 faces latérales appartenant au

réservoir et ayant un sommet sur la ligne verticale (x,,y, Ymax)s VOIir figure 5.10.

La simulation couvre une période d’un an divisée en 20 pas de temps.

5.4.2 Résultats numériques

Des que la condition de surpression nulle est imposée dans le coin du réservoir, le fluide piégé a I'in-
térieur de celui-ci commence a se déplacer vers le puits de production et est progressivement drainé au
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F1G. 5.11 : Surpression et flux calculés dans la couche centrale du réservoir, en fonction de 'espace
au temps final (gauche), ou moyennés en espace et tracés en fonction du temps (droite).

fur et mesure que le temps s’écoule. Ce phénomene est représenté sur la figure 5.11. Au temps final de la
simulation, les vecteurs flux v ¢ colorés d’apreés la valeur de la surpression sont représentés dans la couche
centrale du réservoir, en fonction de l'espace, sur la figure 5.11a. La surpression tend vers 0 a proximité du
puits, alors qu’elle est toujours proche de sa valeur initiale de 100 bars a I'extrémité opposée du réservoir.
Inversement, la surpression en une maille adjacente au puits ainsi que sa valeur moyenne dans toute la
couche centrale du réservoir sont représentées en fonction du temps sur la figure 5.11b. On observe qu’a
proximité du puits, la surpression se stabilise tres rapidement (des le premier pas de temps) autour de la
valeur imposée. En revanche, la valeur moyenne dans la couche diminue de maniere réguliére durant l'ex-
traction du fluide. Avec les paramétres choisis, cette valeur est a peine divisée par deux en fin de simulation.
On note que dans les autres matériaux, en raison des barriéres de perméabilité que constituent les couches
d’argile, la surpression reste quasiment constante.

La conséquence de cette chute de pression est une diminution de la contrainte effective 0¢ = & +
aply. Cette chute est bien visible & proximité du puits, mais moins remarquable a distance de celui-ci
puisque la surpression varie moins fortement au milieu du domaine. Ceci peut étre observé sur la figure
5.12 ou les contraintes totales (au signe pres) sont tracées en fonction de la profondeur le long d’une
ligne horizontale, située soit dans le coin productif, soit au centre du domaine. Sur ce graphe, la pression
représentée est la pression absolue qui tient compte du terme hydrostatique et non la surpression. Les
contraintes effectives peuvent donc étre graphiquement retrouvées dans la différence entre les courbes de
contraintes totales et la courbe de pression. A distance du réservoir, les contraintes horizontales o,,. et
y sont presque confondues dans la partie supérieure du domaine : la distinction apparait dans la partie
profonde du domaine, probablement en raison de la condition limite imposée sur la face inférieure : puisque
seul le déplacement dans la direction e, est fixé, il peut y avoir un glissement dans les autres directions qui
ne sont pas géométriquement équivalentes, la face inférieure n’étant pas un plan horizontal.

Oy

La diminution des contraintes effectives au niveau du puits implique les déformations et le compactage
du réservoir. Pour observer les effets de I'extraction du fluide, on définit les déplacements relatifs Au par
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FIG. 5.12 : Evolution de la pression et des composantes diagonales du tenseur des contraintes le
long d’une ligne verticale située a proximité du puits (gauche) ou au centre du domaine (droite). En poin-
tillés, valeurs au temps initial ; en traits pleins, valeurs au temps final.

rapport a I’état initial en soustrayant le déplacement initial u® (di 4 la gravité) au champ de déplacement
final. Au temps final, les déplacements relatifs dans les trois directions sont représentés sur la figure 5.13.
L’effet prédominant s’observe sur le déplacement vertical Au, : en raison de I'extraction du fluide, la partie
située au dessus du réservoir s’affaisse d’environ 1,5 métres. C’est le phénomene de subsidence. En paralléle,
la partie située en dessous du réservoir s’éléve d’environ un demi-meétre. Cette 1égére décompaction est
due au fait que la masse du réservoir est plus faible aprés extraction d’'une partie du fluide. En plus de ce
déplacement vertical, on observe que la subsidence entraine la flexion de la partie supérieure du réservoir.
Ce phénomene, dont I'intensité est tout de méme moindre, est particulierement visible sur les déplacements
Au

X
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Fic. 5.13 : Déplacements relatifs au temps final de la simulation. Le phénomeéne dominant est la
subsidence, affaissement de la partie supérieure du domaine.
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Au-dela de la discrétisation : stratégies de
résolution du systéeme poroélastique

Dans les chapitres précédents, une méthode de discrétisation pour le systéme de poroélasticité a été
construite, étudiée et améliorée pour répondre aux problématiques spécifiques aux applications. Ce cha-
pitre aborde le systéme poroélastique a travers un autre angle d’approche : celui de la résolution du systéme
linéaire issu de la discrétisation. Ainsi, jusqu’a la fin de ce chapitre, la discrétisation est simplifiée en uti-
lisant le schéma volumes finis deux points plutdt que le schéma multipoints pour la partie écoulement.
Ces travaux sont motivés par I'incapacité des méthodes classiques a résoudre efficacement les systémes
obtenus dans des cas réels tels que celui illustrant le chapitre 5. Ce point est détaillé dans la premiére sec-
tion du présent chapitre, qui donne également un apercu des stratégies envisageables. Parmi celles-ci, la
méthode séquentielle dite fixed-stress est détaillée dans la section 6.2. En réinterprétant celle-ci comme
un probléme d’ annulation de résidu, la section 6.3 en propose une variante accélérée. Le principal intérét
derriére cette méthode étant de pouvoir choisir un sous-solveur pour chaque sous-probléme, la section 6.4
est dédiée a la recherche de deux solveurs, chacun performant sur 'un des deux sous-problémes physiques.
On qualifie ainsi une méthode multigrille algébrique pour le sous-probléme en pression, et une méthode de
décomposition de domaine multi-niveaux pour le sous-probléme en déplacement. Ces deux méthodes sont
finalement mises en place et utilisées en tant que sous-solveurs dans le cadre de I’algorithme fixed-stress
dans la section 6.5.
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6.1 Panorama des différentes méthodes

Différentes techniques vont étre abordées dans ce chapitre, parfois de maniére indépendante, parfois
en tant qu’élément d’une approche englobante. Pour faciliter la compréhension des concepts manipulés et
de leurs interactions, cette section propose d’entrée de jeu un apercu des stratégies envisageables. Le choix
de la stratégie a suivre est justifié en fin de section a partir du cas d’application tridimensionnel proposé
dans le chapitre précédent.

6.1.1 Méthode directe ou méthode itérative

Du point de vue le plus proche de la résolution, et quelle que soit la méthode utilisée en amont, le cceur
de I'algebre linéaire consiste a résoudre un systéme linéaire réel de la forme Ax = bavec A € R”", x e R"
et b € R". On classifie en général les algorithmes de résolution en deux grandes catégories : les méthodes
directes et les méthodes itératives [AKo8].

Avec une méthode directe, la solution “exacte” du systéme peut étre déterminée en un nombre fini
d’opérations. Les guillemets sont utilisés pour souligner le fait que méme si I’algorithme donne la vraie so-
lution en arithmétique exacte, I'utilisation de I'outil numérique introduit inévitablement des erreurs d’ar-
rondis lors de la manipulation de coefficients réels (de 'ordre de 107'® par opération sur une machine
standard). Un algorithme célebre est la factorisation LU, qui consiste a réécrire la matrice A comme le pro-
duit d’'une matrice triangulaire inférieure avec une matrice triangulaire supérieure en suivant des étapes
inspirées de la méthode de Gauss, pour ensuite obtenir la solution en résolvant deux systémes triangulaires
(ce qui est une opération relativement peu cotiiteuse par rapport a la factorisation). Les méthodes directes
sont les plus précises et sont également robustes : leur efficacité dépend relativement peu des coefficients
de la matrice. En revanche, elles sont cotiteuses en nombre d’opérations — de 1'ordre de ©(n®) pour une
matrice dense — et exigent une grande quantité de mémoire. De plus, la parallélisation de ces méthodes est
délicate.

En pratique, les méthodes directes deviennent rapidement inutilisables lorsque la taille du systéme aug-
mente. On leur préfeére pour cette raison les méthodes dites itératives. Les méthodes itératives consistent a
appliquer une procédure un certain nombre de fois sur une solution approchée jusqu’a ce que celle-ci soit
suffisamment proche de la solution exacte. Ces méthodes ne donnent pas la solution exacte, mais une ap-
proximation de la solution, I’écart entre ces deux grandeurs pouvant étre contr6lé a I’aide du critére d’arrét
de la méthode. 1l existe une grande variété de méthodes itératives [Saao3], qui sont en général bien plus



6.1. Panorama des différentes méthodes

économes en consommation de mémoire (du moins pour les systémes creux tels que ceux issus de la dis-
crétisation de problémes physiques), moins cofiteuses en nombre d’opérations et facilement parallélisables.
L’inconvénient principal de ces méthodes est qu’elles sont bien moins robustes que les méthodes directes :
le nombre d’itérations nécessaires a la convergence de ces méthodes dépend fortement des coefficients de
la matrice. En réalité, une méthode itérative est toujours utilisée avec un précondionnement : étant donné
une matrice M inversible, on résout le systtme M~'Ax = M~!b dont la solution est la méme que celle du
systéme Ax = b. Tout 'intérét est de choisir une technique de construction de M de sorte que la résolution
de ce systéme soit plus rapide ou plus robuste que celle du systéme original, ce qui est un sujet de recherche
en soi. Ce point sera développé dans les sections suivantes. En pratique, il est possible d’appliquer le pré-
conditionnement a la droite de la matrice plutdt qu’a sa gauche : le systéme effectivement résolu est alors
AM™'y = b, et la solution est déduite selon x = M~ 'y. Cette approche est a préférer pour comparer deux
préconditionneurs car avec celle-ci, le critére d’arrét ne dépend pas du préconditionnement.

6.1.2 Résolution monolithique ou résolution séquentielle

En prenant du recul par rapport aux systéme linéaires et en se placant du point de vue plus éloigné de
la méthode numérique étudiée, la discrétisation du probléme poroélastique s’achéve avec I'obtention du

systeme
A =Bl|lU|l | c*
BT F||P| 7 |cP+ce (6.1)

ou I'on cherche a déterminer les déplacements et la pression inconnus au temps ¢ en fonction du second
membre, qui fait intervenir ces quantités au temps t"~! (connues) ainsi que les données du probléme. On
parlera de résolution externe pour désigner le processus permettant de déterminer ces inconnues et donc
de passer au pas de temps suivant de la simulation. Différentes stratégies peuvent étre adoptées pour la
résolution externe, catégorisées en deux familles principales : les stratégies de résolution monolithique et
les stratégies de résolution séquentielle. Il est évidement souhaitable que toutes ces stratégies produisent
au final une méme solution a I'issue du temps t", a minima a une certaine tolérance pres.

Résolution monolithique

La stratégie monolithique, aussi appelée fully coupled, est la plus naturelle. Elle consiste a voir (6.1)
comme un grand systéme linéaire Ax = b dont 'inconnue est un vecteur stockant les déplacements et
la pression. Cette stratégie ne nécessite qu’'une seule itération externe pour valider un pas de temps : la
résolution de ce systéme. Méme s’il n’y a dans ce cas pas de confusion possible, on parle de sous-solveur
pour désigner la méthode de résolution. Celle-ci peut étre I'une ou I'autre des méthodes développées dans
la section 6.1.1 : directe, auquel cas il y une seule itération interne, ou itérative, auquel cas le sous-solveur
effectue plusieurs itérations internes.

Résolution séquentielle

La seconde approche, la stratégie séquentielle, consiste a reformuler le systéme (6.1) de maniére a
découpler les deux équations. L’idée est de retomber sur deux sous-problémes dont les inconnues sont
respectivement les déplacements et la pression. Ces deux sous-problemes sont résolus de maniére alternée
jusqu’a ce que la solution converge vers celle du systéme couplé. A chaque pas de temps, le processus de
résolution va donc effectuer un certain nombre d’itérations externes, chacune d’entre elles nécessitant la
résolution des sous-problémes. A nouveau, on parle de sous-solveurs pour désigner les méthodes utilisées
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Sous-solveurs directs ~ Sous-solveurs itératifs Combinaisons

Stratégie monolithique [=1 s=1 I=1 s>1 )
I>1 s'=1 sP>1

Stratégie séquentielle [>1 s¥=1 =1 [>1 s*>1 sP>1 oulo1 51 Pt

TaB. 6.1 : Nombre d’itérations externes [ et internes s en fonction du couple stratégie — sous-solveur choisi.
Dans le cas de la stratégie séquentielle, le sous-solveur utilisé pour la pression peut étre différent du sous-
solveur utilisé pour les déplacements.

pour résoudre ceux-ci. Comme dans le cas précédent, cette résolution peut étre directe ou itérative, sachant
qu’il y a cette fois deux sous-solveurs a choisir (un pour chaque probléme). On parlera donc d’itérations
internes en déplacement et d’itérations internes en pression. Au passage, il est possible de mélanger les
types des sous-solveurs en optant par exemple pour une méthode directe en pression et pour une méthode
itérative en déplacement, méme si ce choix n’est pas fréquent. Il peut en revanche étre intéressant d’utiliser
deux méthodes itératives mais d’adapter le solveur ou le préconditionneur au sous-probléme considéré. La
stratégie séquentielle permet en particulier de réutiliser des codes de calcul existant pour chaque sous-
probléme et donc de réduire l'effort de développement. Il existe différentes approches pour découpler les
deux équations, qui ne présentent pas toutes les mémes propriétés de stabilité ou de vitesse de convergence
(voir par exemple [MW13]). Parmi ces approches, on s’intéressera particuliérement a la méthode fixed-
stress split qui a ’avantage d’étre inconditionnellement stable et qui a récemment fait I’objet de nombreux
travaux.

Les différentes combinaisons entre la stratégie de résolution et la méthode employée pour le ou les
sous-solveurs sont résumées dans le tableau 6.1.

6.1.3 Choix de la stratégie

La plateforme Arcane est interfacée avec la bibliothéeque open source PETSc' qui rassemble différents
solveurs linéaires. Ceux-ci sont accessibles via une interface commune, de sorte qu’il suffit d’indiquer
dans le jeu de données le solveur a utiliser et ses éventuels parameétres (critére d’arrét, nombre maximum
d’itérations, préconditionneur, etc.).

Dans les cas tests présentés jusqu’a maintenant, la résolution du systéme linéaire a été réalisée en
choisissant ’approche conceptuellement la plus simple : la stratégie monolithique avec résolution directe
du systéme. Cependant, les limites de cette approche apparaissent rapidement, par exemple lors des calculs
sur le cas physique tridimensionnel réaliste de la section 5.4. Pour ce systéme couplé totalisant environ 300
milliers d’inconnues, la résolution par méthode directe est laborieuse avec les deux solveurs testés. Avec
le premier solveur direct, SuperLU [Lios], la résolution échoue; avec le second solveur direct, MUMPS
[ADLKo1], la résolution est un succes mais au prix d’'une consommation importante de mémoire vive
(plus de 20 Go) et d’un temps de résolution extrémement long (environ 1th3o sur un cceur cadencé a 3,6
GHz).

Pour accélérer la résolution, le plus simple serait de conserver la stratégie de résolution monolithique
tout en utilisant une méthode itérative pour résoudre le systéme couplé. La matrice n’étant pas symétrique,
on utilise la méthode du BiCGStab avec un critére d’arrét fixé a 1078 et un nombre d’itérations maximal de
3000. Plusieurs préconditionnements sont testés pour ce probléme : les méthodes ILU(k) aveck = O etk = 4

1.
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Block-ILU(0) Block-ILU(4) AMG

int ext int int ext int int ext int
Nit Tit Tit Nit Tit Tit Nit Tit Tit

1ip 1027 161 0,16 21 564 27

2p 1716 179 0,10 684 795 1,16 En échec
4p 1947 137 0,07 1225 615 0,50

8p 2518 112 0,04 1667 386 0,23

TaB. 6.2 : Sur le cas géosciences, en fonction du préconditionneur et du nombre de coeurs utilisés : nombre
d’itérations Nﬁlt et temps TftXt (en secondes) nécessaires a la convergence de ’algorithme BiCGStab, et
temps passé dans chaque itération interne Tg‘t = Tf’tXt / Nﬁlt. Les valeurs sont des moyennes obtenues sur
10 pas de temps.

(lorsque k augmente, la qualité du préconditionnement est meilleure mais le cotit de construction du pré-
conditionneur est plus élevé), et la méthode multigrille AMG via son implémentation dans la bibliothéque
Hypre 2. Pour une introduction a ces méthodes de préconditionnement, voir par exemple [Saao3]. Les mé-
thodes sont utilisées avec leurs parametres par défaut, et le préconditionneur est appliqué a droite de la
matrice. Sur cet exemple, la simulation est stoppée a mi-parcours (apres 10 pas de temps). Pour chaque pas
de temps, le nombre d’itérations externe est de 1 puisque la méthode est monolithique. On reléve la durée
de résolution du systéme linéaire, c’est-a-dire la durée nécessaire a une itération externe TftXt, le nombre

ext

d’itérations internes du BiCGStab Nﬁlt et le temps nécessaire a une itération interne du solveur Tﬁlt = %
Toutes ces valeurs sont ensuite moyennées sur les 10 pas de temps. Cette procédure est répétée en faisant
varier le nombre de cceurs utilisés pour le calcul, et les résultats sont présentés dans le tableau 6.2. On
peut observer que les préconditionneurs ILU(k) ne sont pas stables vis-a-vis du parallélisme : lorsque le
nombre de cceurs augmente, le nombre d’itérations augmente également. En particulier, on observe un
écart important entre |'utilisation séquentielle et paralléle, par exemple avec le préconditionneur ILU(4)
qui converge en 21 itérations en séquentiel contre presque 700 sur deux cceurs. Méme si le temps passé
dans une itération interne diminue gréice au parallélisme, la durée d’une itération externe (équivalente ici
a la durée nécessaire a la validation d’un pas de temps) peut étre plus élevée en parallele qu’en séquentiel.
Pour le préconditionneur AMG, le comportement est encore pire puisqu’en séquentiel comme en paral-
lele, le solveur atteint la limite des 3000 itérations sans satisfaire le critére d’arrét, et ce des le premier pas
de temps. Ce cas illustre donc un frein a l'utilisation d’un solveur itératif avec la stratégie monolithique :
les préconditionneurs classiques ne sont pas efficaces pour ce probléme couplé. Cette limite est en réalité
connue, et on compte de nombreux travaux visant a en proposer des nouveaux adaptés a ce systéme, tels
que [BFGo7; WB11; HOL12].

A moins de construire un préconditionneur efficace pour le systéme couplé, la stratégie monolithique
est donc insuffisante. On choisit donc de se tourner vers une stratégie séquentielle, en faisant le pari sui-
vant : certes, pour chaque pas de temps, plusieurs itérations externes seront nécessaires, mais on espeére

1. que le nombre d’itérations externes reste raisonnable,
2. que pour chaque sous-probléme, le sous-solveur employé soit robuste et rapide,

de maniére a étre compétitif par rapport a la méthode monolithique, en particulier lors de simulations sur

2.
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~—— > Nouveau pas de temps

|

Résolution de ’écoulement avec
contrainte g, = Kdiv (u) — ap fixée

|

Résolution de la mécanique avec p connu

. |

oui p non
“——— Vérification de la convergence sur o,

F1G. 6.1 : Idée générale de la méthode fixed-stress. Le coefficient K intervenant dans ’expression de la
contrainte o, peut étre ajusté de différentes manieres.

plusieurs cceurs.

6.2 Stratégie séquentielle fixed-stress

Pour mettre en place une stratégie séquentielle, on considére la méthode appelée fixed-stress. Introduite
dans sa formulation historique puis réinterprétée de maniere a faire le lien avec I’algorithme de point fixe
sous-jacent, différentes variantes de la stratégie fixed-stress sont décrites et comparées dans cette section.

6.2.1 Formulation de I’algorithme fixed-stress

Historiquement, cette maniére de découpler les deux équations est motivée par la physique du pro-
bléme [SMo4]. L’idée générale est décrite par Porganigramme présenté sur la figure 6.1, en utilisant ici
les variables et opérateurs continus. A chaque pas de temps, on alterne entre la résolution d'un pro-
bléme d’écoulement en supposant qu’'une certaine quantité est fixée (cette quantité est assimilable a une
contrainte, d’ou le nom de I’algorithme), et la résolution d’un probleme de mécanique en prenant pour la
pression la valeur issue de I'étape précédente. Le parameétre K intervenant dans la définition de la contrainte
o, peut étre ajusté : d’abord choisi de maniére a rester au plus proche de la physique, d’autres valeurs ont
ensuite été proposées dans le but d’accélérer la convergence de la méthode. Pour une comparaison des dif-
férentes valeurs admissibles, voir par exemple [BK19]. Dans ce chapitre, on se contentera du choix guidé
par la physique en prenant K = A, ce paramétre ayant été défini dans la section 2.1.

Avec la méthode fixed-stress, les matrices et seconds membres sont tout de méme modifiés par rap-
port a ceux qui seraient issus de problémes initialement non couplés. Habituellement (voir par exemple
[GWAD19]), on fait apparaitre dans I’équation d’écoulement la contrainte moyenne o, = Adiv(u) —ap:
formellement, en repartant de ’équation semi-discréte,

2
(Co + %) P+ %\(Adiv (") — ap™) +At div (—xVp") = Atg" + ¢pp™ ! + adiv (u" 7).
oy

Le systéme est ensuite résolu par une méthode de point fixe en placant o], au membre de droite : en notant
Iles itérations de point fixe, ’équation d’écoulement devient

2
(Co + %) p”’l + At div (—EVp"’l) = Atg" + copn_l + adiv (u"_l) — % (Adiv (u”=l_1) - ap”=l_1). (6.2)

nl-1
Oy
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Ainsi, seule la grandeur pn’l est une inconnue dans I’équation d’écoulement. Pour I’équation de mécanique,
il est clair le terme p"’l venant d’étre déterminé, seuls les déplacements sont a calculer :

~div (C&) = f - aVp". (6.3)

On propose ici une maniére différente d’aboutir aux sous-systémes, qui se base sur la formulation
matricielle du systéme original couplé (6.1) et qui sera utile pour formuler différentes variantes de la
méthode fixed-stress. Cette approche consiste a reformuler le systéme linéaire en introduisant I'incon-
nue supplémentaire discréte g, (représentant la contrainte o,) et I’équation qui lui est associée : puisque

BT(¢k, (pi.) = ay [ div ((pi) d’apreés (4.38), a chaque pas de temps,
Ak

= BV — apP. 6.

L’abus de notation i dans cette équation fait référence au fait que la ligne k des matrices, qui correspond
a la cellule K, est multipliée par les coeflicients réels -x dans le cas ou ceux ci ne sont pas constants sur
Pensemble du domaine. La notation 7 désigne la matrice identité de taille card(I). Ajouter cette équation
au systeme couplé permet de reformuler la seconde ligne selon

2
oK ar|K|
P+t =BU+FP= Mgv+(7:'+ K—I)P
Ag A

et donc d’obtenir le systéme issu des trois équations

_ M pgT
Sl NI 0 &K
0 A -BllUu|=| o o F=F+-E_1 (6.5)
aﬁlK\ 1 0 7 ||P L£P+ e K
K

La technique du complément de Schur permet alors de définir deux formulations différentes de I’algorithme
fixed-stress. En effet, (6.5) est de la forme

Qu le] [X1] _ [ 0 ]
Qo1 Q2| [X2] (G2

0
aglK|
Ax 1

avec

A —-B v
>Q22:[0 ﬁ]’Xlzgv ethz[p]’

ou Q;; et Q,, sont inversibles, et peut donc étre réécrit sous la forme du systeme

A T
O1=1, 0= [_Hﬁqb’ aKI] s Qo =

X1 = —012X

6.6
X = Qz_zl(Gz — Q21 Xy). (©0

Eliminer 'inconnue X; dans (6.6) revient a travailler sur un probléme dont le vecteur d’inconnues est
X, =[U,P]":
X, = Q5 (G +02,015%) = C(Xy). (6.7)
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Inversement, éliminer I'inconnue X, dans (6.6) revient a travailler sur un probléme dont le vecteur d’in-
connues est X; = [g,] :

X, = —leQz_z1 (G, — 01 X)) := C(Xy). (6.8)

11 est donc possible de travailler sur I'une ou 'autre des deux variables pour les itérations externes de la
méthode fixed-stress. Néanmoins, quelle que soit I’alternative choisie, 'étape au centre de 'algorithme
consiste a résoudre des systemes linéaires dont la matrice associée est Qy.

6.2.2 Interprétation de la stratégie fixed-stress comme une méthode de point fixe

La méthode classique pour progresser dans la résolution externe consiste a appliquer une méthode de
point fixe : selon la variable de travail choisie, pour une valeur initiale Xlo - resp. Xg donnée, 'opération

Xf = CN(Xf_l) - resp. Xé = C(le_l) est appliquée jusqu’a convergence. Cette méthode est détaillée dans

I’algorithme 3. Dans le cas ou la variable de travail est X, = [U" P] T cet algorithme est équivalent a la

Algorithm 3 Stratégie fixed-stress vue comme une méthode de point fixe

Choose initial unknown Xl0 =gl Choose initial unknown X20 = [U‘O PO]T
Compute initial residual 7, Compute initial residual r,
repeat repeat

xt=cxHy: Xl =cxt:

Compute r Compute r

X=X X =x!
until r < rge™ or I > N, until r < et or [ > N,
function C(X) function C(X)

X, =X X, =X

X, = 035 (Gy = Q21 X)) Xi = =012X%;

X1 = 012X, X, =05 (Gy — 0y X))

formulation historique de la méthode fixed-stress : en effet, (6.7) se réécrit

vl (4 -B]"

P [ o F ]
et n’est autre que la formulation matricielle issue de la discrétisation des équations (6.2)—(6.3). Finalement,
par rapport a un probléeme fluide indépendant, I’équation en pression est modifiée en ajoutant au second
membre la quantité £¢ + L7 (calculée a partir de I'itération fixed-stress précédente pour L7 et du pas de
aglK|

AK
un second temps en utilisant la pression qui vient d’étre calculée : AUt = % + BPL
Dans le cas ou la variable de travail est X; = g,, le lien avec la méthode fixed-stress historique est

soumis a condition : (6.7) se réécrit

A [A —13]‘1

2
avec £ = Tyt gy —aK|K|Pl_1
Ax ’

£u
L£P 4+ ¢+ o1

temps précédent pour L), et 4 la matrice F la quantité 1. L’équation de mécanique est résolue dans

Eu

_aK|K| -1
LP+ L0+ Lo ‘

&K 0o F A

] avec L0471 =

La résolution du systéme linéaire donne donc deux variables temporaires Ulet P correspondant a X,
dans la partie gauche de I’algorithme 3 (1 10), et utilisées pour mettre a jour g‘l,. A priori, les deux versions
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de la méthode fixed-stress produisent des grandeurs itérées différentes a chaque itération ; cependant, dans
le cas particulier ou

0 =-0,[v° P, (6.9)

et donc ou les variables sont compatibles a I'instant initial, les deux versions de I’algorithme produisent
en réalité a chaque itération les mémes grandeurs X{ et le. Pour montrer cette propriété, on utilise la
définition des fonctions C et C dans I’algorithme 3 (l9-113) en notant X; et X, les grandeurs de la version
itérant avec la fonction C pour les différencier.

La démonstration s’effectue par récurrence : supposons qu’a 'instant [ — 1, )211_1 = —Q12Xé_1. Alors

X! = 031Gy ~ 0 XY = 01(Gy + 0101, X ) = 051Gy — 0y X)) = X!
puis
! ol 1 1
X; = =01 X, = =012 X; = X].
En tenant compte de I’hypothése initiale (6.9) )2{) = —Q;,X?, la seconde égalité établit la récurrence et

montre que a chaque itération /, )N(ll = X{ et )N(é = Xé. Pour conserver I’équivalence de ces deux variantes,
on prendra donc comme valeur initiale la grandeur issue du pas de temps précédent :

X;’O = [1/‘"—1 P"_l]T pour la formulation en X,

Xln’o =¢l=-0, [”L/'"_1 P”_I]T pour la formulation en X;.

Pour achever la description de la méthode, il reste a choisir la méthode a utiliser pour calculer les
résidus r, et . Le choix standard pour un algorithme de point fixe consiste a calculer la différence entre
deux itérations successives :

-1 -1
r(X,) = "C([Zl—l ]) - [17{1—1 ]
12

r(Xy) = ||C~'(g1l,_1) - gf,_1||Lz etry = ||é(0)||L2 pour la formulation en X;.

et ry = [C(0)|;2 pour la formulation en X,

Dans notre cas, lorsque la variable de travail utilisée est X,, d’autres possibilités sont offertes. Il est
par exemple possible avant et apres I'itération de calculer les contraintes gf,_l et gf, selon la relation (6.4).
On peut alors calculer le résidu sur la différence entre la variable de contrainte plutét que sur celle entre
les variables primaires selon r = ||g£ - g\l,_1|| 2. A nouveau, on normalise en appliquant la méthode au
vecteur nul : r, = IC(0)] 2. Calculer le résidu sur la contrainte alors que les itérations sont effectuées
sur les variables primaires est une approche parfois adoptée dans la littérature, et qui trouve ici sa jus-
tification dans la formulation en X; = ¢, de la méthode. Une troisiéme possibilité, pouvant étre utile a
des fins de tests, consiste a assembler la matrice monolithique M™°"° et le second membre monolithique
rhs™°"° méme en cas de résolution séquentielle, et a utiliser ces quantités pour calculer un résidu selon
r = |Mmere [U‘l PI]T — rhs™°"°|;2. Dans ce cas, la quantité utilisée pour normaliser est calculée avec la
méme formule appliquée au vecteur nul de sorte que ry = |[rhs™*"°| ;2.

Lorsque la variable de travail utilisée est X, il n’y a pas vraiment d’autre moyen de définir un résidu
en dehors de celui propre a la méthode de point fixe défini plus haut. En effet, on ne sait pas remonter
aux vecteurs Uet P a partir d’un vecteur g, donné. Il est notamment impossible de réutiliser le systeme
monolithique comme dans le cas précédent.
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= Mat1 Mat2

k (m?) 1 103

Vp-n=0 Vp-n=0 ji¢ (Pass) 10 3 10 3
Uy = ty=0 E (Pa) 10 1
v(-) 0.22 0.22

o (Pa™1) 1 0.1

al-) 0.9 0.9

F1G. 6.2 : Domaine hétérogene bidimensionnel et caractéristiques physiques des deux matériaux.

6.2.3 Comparaison des différentes variantes

Pour une premiére illustration de I’algorithme fixed-stress, de I'influence du choix de la variable incon-
nue et de celui du critere d’arrét, on considére un nouveau cas test bidimensionnel hétérogéne inspiré de
[BV16] et [CKHT19]. Le carré unité, domaine de calcul, est constitué de deux matériaux et est représenté
sur la figure 6.2. Celui-ci est discrétisé par 400 x 400 mailles carrées (pour plus de lisibilité, la figure ne
représente qu’un maillage de taille 100 x 100). Les constantes mécaniques des matériaux sont également
indiquées sur la figure. A I'instant initial ¢ = 0, la pression est nulle. L’évolution de ce probléme est due
a ses conditions aux limites, représentées sur la figure. Le systéme est résolu au bout d’un unique pas de
temps At = T = 5 secondes.

Le nombre d’inconnues est suffisamment faible pour résoudre les sous-problémes de maniére directe.
La tolérance de I’algorithme fixed-stress est pour sa part fixée a 107°. Dans un premier temps, on compare
les trois manieres de calculer le résidu (et donc le critére d’arrét) en utilisant la formulation en variables
(u, p). L’évolution du résidu en fonction du nombre d’itérations externes est représentée a gauche de la
figure 6.3. Les deux méthodes qui calculent la norme L? de la différence entre deux itérations fixed-stress
successives donnent un résultat proche : I'algorithme converge en 13 itérations lorsque la différence est
directement calculée sur (u, p) et en 14 itérations lorsqu’on déduit o,, a partir des variables primaires pour
calculer la différence. La méthode faisant appel au systeme monolithique donne des résultats différents,
et semble converger plus rapidement. Cela dit, la comparaison est difficile puisque dans ce dernier cas la
valeur du résidu est affectée par la matrice M™°"°, et sa normalisation est différente : on observe sur le
graphe un écart de deux ordres de grandeurs. Pour ce cas, on dispose d’une solution de référence calculée
avec la stratégie monolithique-résolution directe. Il est donc possible de vérifier en fin de calcul I’écart
sur les variables u et p entre la solution de référence et I'approche séquentielle. Pour les deux premiéres
maniéres de calculer le résidu, I'écart est de I'ordre de 1077 alors qu’il est de I'ordre de 107> avec la troisiéme.
Dans ce dernier cas, la méthode s’est donc stoppée plus tdt (d’our le nombre d’itérations plus faible) mais a
atteint une solution moins précise. Quoi qu’il en soit, cette troisieme méthode n’est pas vraiment utilisable
dans une application réelle puisqu’elle demande ’assemblage du systéme monolithique en plus des sous-
systemes et est donc plus cofiteuse. Dans un second temps, on compare le choix de la variable utilisée en
tant que quantité a faire converger par la méthode de point fixe. Le résidu est calculé selon la premiére
méthode, et son évolution en fonction du nombre d’itérations externes est représentée a droite de la figure
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En fonction de la méthode de calcul du résidu, En fonction de la variable résolue,
avec résolution en variables (u, p) avec calcul du résidu par norme L
10° 10° 9
—e— Différence variables (u, p) —e— Résolution de (u, p)
—a— Différence variable o, —=— Résolution de o,
—a— Systeme monolithique
1072 1072
3 =)
=) =)
= =
2 2
1074 1074
1076 | 1076 +
2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
Nombre d’itérations externes Nombre d’itérations externes

FiG. 6.3 : Comportement de différentes variantes de I’algorithme fixed-stress implémenté en tant
que méthode de point fixe sur le cas hétérogéne 2D.

6.3. Le nombre d’itérations des deux formulations est presque identique. On retrouve également le fait que
'utilisation de la variable o, avec son calcul de résidu standard (courbe verte a droite) donne les mémes
résultats que I'utilisation des variables (u, p) avec calcul de résidu sur o, (courbe verte a gauche), ceci étant
da a I'équivalence des deux formulations. Compte tenu de la proximité des deux approches, il peut étre
préférable de privilégier la formulation en variable o,, qui exécute I’algorithme de point fixe sur un vecteur
de taille plus petite (une inconnue par cellule contre une inconnue par cellule plus d inconnues par nceud
pour la formulation (u, p)). Il faut toutefois étre conscient que la charge de calcul est majoritairement portée
par la résolution des sous-problémes, et donc ne pas attendre de ce choix une amélioration significative
des performances.

Pour achever cette section, on reléve la durée de simulation de la stratégie séquentielle : pour ses 14
itérations, la méthode de point fixe a consommé 260 secondes, soit moins de 20 secondes pour chaque
itération de point fixe. A titre de comparaison, I'approche monolithique nécessite sur ce cas 8o secondes
pour résoudre le systéme couplé. Résoudre deux “petits” systémes découplés est donc plus rapide que
résoudre un "grand” systéme couplé. La méthode fixed-stress est au final plus lente en raison de son nombre
important d’itérations, qui dépend d’ailleurs de la précision exigée. Méme si la robustesse reste ’objectif
prioritairement recherché lors de la mise en place de 'approche séquentielle (voir le paragraphe 6.1.3), il
est toujours souhaitable d’améliorer la vitesse de la méthode.

6.3 Accélération de la stratégie fixed-stress

Une des pistes envisageables pour réduire le temps de calcul de la stratégie fixed-stress consiste a faire
diminuer le nombre d’itérations de celle-ci. Il s’agit de 'objet de cette section, ou 'algorithme est réécrit
dans le formalisme des méthodes de Krylov.
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6.3.1 Interprétation de la stratégie fixed-stress comme une méthode de Krylov

Dans la section précédente, la stratégie fixed-stress a été présentée comme un algorithme visant a
résoudre le probléeme C(X) = X, avec X désignant la variable de travail choisie, ¢f paragraphe 6.2.1. La
méthode alors adoptée pour résoudre ce probléme, en accord avec la présentation classique de 'algorithme
fixed-stress, était une méthode de point fixe (voir ’algorithme 3). Or, on peut reformuler le méme probléme
comme la résolution du probleme linéaire R(X) = 0 avec R(X) = C(X) — X, et utiliser une méthode de
Krylov pour en calculer la solution.

Dans les ouvrages, les méthodes de Krylov sont souvent formulées dans le but de résoudre un systeme
linéaire Ay = b et font donc intervenir la matrice A et le second membre b. Une premiére étape consiste
donc a réécrire ces algorithmes dans leur version "matrix-vector product free”, c’est-a-dire en ne faisant
intervenir que la fonction résidu R (alors définie par R(y) = b — Ay dans le cas de ce systéme). Pour la
méthode du BiCGStab, ce travail est effectué dans 'algorithme 4. Dans celui-ci, la notation (u, v) désigne
le produit scalaire discret de L2. Dans cet algorithme, il existe un lien entre le résidu r* utilisé dans le test

Algorithm 4 BiCGStab dans sa version originale (gauche) et matrix-vector product free (droite)

X° given X° given
PO =b-AX° 0 =R(X% ;b =R(0)
70 = p0 =40 70 = p0 =40
repeat repeat
a = (1) /(Ap*.i%) a = (1) /(b - R(p").7°)
sk=rk— aApk sK=rk—a@®- R(pk))
_(AsksH _ (b-R(H.55
= JAsP =BRGP
Xk<—Xk+apk+a)sk Xk<—Xk+apk+wsk
Pkl = gk Ask rk+l = gk w(b— R(sk))
‘B — a(rkH, f.O)/w(rk, f,O) ,B — (X(}"k+1, f,O)/w(rk’ ’:O)
P = M Bt - wAp) pF = M BN — (b - R(PM))
until [FF1) < | or k > kypay until [FF1) < el or k > kypay

d’arrét et 'opérateur résidu R utilisé dans la boucle retranscrit par la proposition suivante :

Proposition 6.1 Si l'opérateur R est affine ie VX, R(X) = R(0) + RIM(XY) avec R linéaire, alors
k= R (X

dans Ualgorithme du BiCGStab.

La démonstration s’effectue par récurrence : par définition, r° = R(X?). En supposant que la proposition
est vrai au rang k,

P = Pk — a(R(0) = R(pF) — w(R(0) — R(s5))
= R(XF) — a(R(0) — R(pM) — w(R(0) — R(s"))
= R(0) + RI(X¥) + aRI(pF) + wRI(s)
= R(0) + Rlin(Xk+1) — R(Xk+1).

Ce lien permet d’assurer que lorsque le critere d’arrét de la méthode de Krylov est satisfait, le probleme
R(X) = 0 est bien résolu (a la tolérance pres).
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De la méme maniére, la méthode Gmres [Saaos, section 6.5], autre méthode de Krylov, est implémentée
dans sa version sans produit matrice vecteur afin de I'utiliser pour résoudre le probléme de minimisation du
résidu fixed-stress. Cette procédure est décrite dans I’algorithme 5. Par rapport au BiCGStab, cette méthode

Algorithm 5 Algorithme Gmres dans sa version matrix-vector product free

X0 given
r=R(X%; b=r"=R(0);
B, cand s lists of size k. + 1 > Initialise empty arrays

Varray of k,,,, vectors sized as X
Po=1lrlpzs VO =r/lrl

repeat
w=b-R(V5
fori=0,-,kdo > Build an orthonormalized basis
Hy = (w0, VY
w—= HyV'

Hy g1k = lolge
if |2 # 0 then vkl = /w2

fori=0,--,k—1do > Apply Given’s rotations to triangulate H
Hy = GHyg+sHi1k
Hiprp = —siHy + 6Hiv1k

H,
= —=2— and s =

2 2
et By

Hyy = cHik + siHis1k

Hii1x

2 2
HgAH g

Hey1pp =0

Brer1 == skbr

B = abk

Il = 1Bl > Get the residual norm for free!
until |r| < eYr0) or k > k.
Solve upper triangular system Hy = 8 > Gmres is converged, now let’s recover X
X=x0+3k yvi

consomme plus mémoire puisqu’a I'itération k, elle requiert tous les vecteurs V',i < k pour construire la
base orthonormalisée (18) et doit donc conserver ces vecteurs de taille égale a celle de X. En revanche, elle
a ’avantage de n’appeler qu’une seule fois la procédure de calcul du résidu R (17). Cet avantage est di a
I'utilisation des rotations de Given (113) pour résoudre le probléme des moindres carrés Hy = f, qui permet
de connaitre la norme du résidu |r|;2 gratuitement avant d’avoir calculé la solution X (118). Une version
moins sophistiquée consisterait a résoudre a chaque itération le probleme des moindres carrés, déterminer
Xk puis appeler R(X ky=r pour vérifier si 'algorithme a convergé ou non, mais cette solution nécessite
deux appels a R par itération.

Dans le cas de la stratégie séquentielle fixed-stress, il suffit donc d’appliquer la version sans produit
matrice vecteur de I’algorithme BiCGStab ou de l'algorithme Gmres en utilisant la procédure C définie
par (6.7) ou (6.8) selon le choix de la variable X lors des appels a la fonction résidu R(X) = C(X) — X.
Comme dans la méthode du point fixe, le vecteur initial X est calculé a partir des inconnues au pas de
temps précédent et, lors du test d’arrét, la valeur r, utilisée pour normaliser correspond a R(0). Compte
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tenu des besoins en mémoire plus importants de Gmres, mais directement proportionnels a la taille du
vecteur inconnu, il est préférable d’utiliser la formulation en variable o, qui est de taille bien inférieure au
vecteur d’inconnues (u, p) puisque les deux formulations sont équivalentes d’aprés la section 6.2. Enfin,
on note que lorsque la méthode séquentielle s’arréte, le dernier appel a la procédure C a été effectué avec
une variable temporaire : pk dans le cas du BiCGStab et V* dans le cas de Gmres. Dans I'implémentation
effectuée, il faut rappeler C sur le dernier vecteur Xk pour mettre a jour correctement les déplacements et
la pression.

6.3.2 Comparaison numérique des algorithmes

Les stratégies fixed-stress en tant que méthode de Krylov ou en tant qu’algorithme de point fixe sont
comparées dans les conditions du cas test de la section 6.2.3. Pour les trois approches, la variable de calcul
choisie est X = g, et le résidu est calculé par I’approche naturelle a chaque méthode. A gauche de la figure
6.4, I’évolution du résidu est représentée au fil des itérations de la méthode fixed-stress jusqu’a satisfaire le
critére de convergence avec une tolérance e®*! fixée 4 107, Contrairement 4 la méthode de point fixe, dont
la convergence est linéaire, les méthodes de Krylov atteignent plus rapidement le critére de convergence :
5 itérations pour le BiCGStab et 8 pour Gmres. Le temps moyen passé dans chaque itération est de 19
secondes pour la méthode de point fixe, 38 secondes pour I’algorithme du BiCGStab et 21 secondes pour
la méthode Gmres. Comme attendu, la méthode du BiCGStab est pénalisée par le fait qu’elle appelle deux
fois la résolution des sous-systémes, partie la plus coliteuse, a chaque itération ; si bien qu’au final, la durée
totale de la méthode fixed-stress est moins longue avec Gmres qu’avec le BiCGStab.

Les écarts entre la méthode de point fixe et les méthodes de Krylov se creusent lorsque la tolérance €®*
est abaissée, comme illustré par le graphique de droite sur la figure 6.4 qui représente le nombre d’itérations
des trois méthodes en fonction de la tolérance. Si 'on tient compte du fait que la méthode du BiCGStab
appelle deux fois la fonction résidu pour chaque itération (courbe en pointillés verts), la méthode Gmres
semble étre la plus économe. L’écart entre les deux méthodes de Krylov reste toutefois faible par rapport
a I’écart entre une méthode de Krylov et 'algorithme de point fixe.

Cette accélération permet donc de réduire le nombre d’itérations de la méthode fixed-stress. Il s’agit
également d’un moyen d’améliorer la fiabilité de I’algorithme fixed-stress : si la méthode de point fixe peut
parfois ne pas converger, les méthodes de Krylov sont connues pour étre plus robustes. Pour compléter cette
optimisation, il reste a choisir des sous-solveurs itératifs robustes pour faire face aux difficultés relevées
dans la section 6.1.3 et remplacer les sous-solveurs directs qui ne sont pas utilisables dans les cas réels.

t

6.4 Recherche de sous-solveurs efficaces pour les sous-problémes

On cherche dans cette section a qualifier les sous-solveurs a utiliser pour la résolution des sous-
problémes de la méthode fixed-stress. Pour effectuer cette sélection, on sort du cadre poroélastique en
considérant des problémes découplés.

6.4.1 Préconditionneurs ILU et AMG

Probléme en pression

Le probléme découplé d’écoulement est créé a partir du cas hétérogene décrit dans la section 6.2.3.
Le maillage et la répartition en deux matériaux sont conservés, avec les mémes conditions aux limites
et initiales pour la pression. La simulation court toujours sur un unique pas de temps (At = 5 s), et la

122



6.4. Recherche de sous-solveurs efficaces pour les sous-probléemes

Evolution du résidu au fil dfs 1tera‘[610ns Nombre d’itérations nécessaires a la convergence
. 3 ext __ — .
jusqu’a convergence (¢ = 107°") en fonction de la valeur de et

Résidu
Nombre d’itérations

1071 107° 1077 107° 1073
Nb itérations externes Valeur de e*t

—e— Point fixe —=— BiCGStab —a— Gmres

F1G. 6.4 : Comparaison de la méthode de point fixe et des méthodes de Krylov pour faire converger
Ialgorithme fixed-stress. A droite en pointillés, les itérations du BiCGStab sont multipliées par 2 pour tenir
compte du double appel a la fonction R spécifique a cette méthode. Sur le cas synthétique hétérogéne 2D,
les méthodes de Krylov nécessitent moins d’itérations.

grandeur physique variant selon le domaine est la mobilité k (supposée isotrope, k = KE) : dans le cas dit
homogéne, k = 107> m%(Pa-s)"! dans tout le domaine, tandis que dans le cas dit hétérogeéne, x = 107>
m?(Pa-s)"! dans la zone bleue et k = 1 m?(Pa-s)”! dans la zone jaune. Dans les deux cas, ¢, = 1Pa~! dans
I'ensemble du domaine. Le probléme est résolu par le solveur itératif BiCGStab avec une tolérance ¢™ de
108 et un préconditionnement a droite. A nouveau, les préconditionneurs ILU(k), k = 0 ou k = 4 ainsi que
le préconditionneur AMG sont testés pour un calcul séquentiel ou paralléle jusqu’a 8 cceurs. Le nombre
d’itérations du solveur selon la configuration est rassemblé dans le tableau 6.3. Dans le cas homogéne, en
dehors de ILU(4) qui souffre du passage en parallele, tous les préconditionneurs testés sont relativement
robustes lorsque le nombre de cceurs augmente : leur nombre d’itérations reste plus ou moins stable. En
revanche, dans le cas hétérogeéne, la résolution séquentielle est déja trés difficile pour les préconditionneurs
ILU, qui effectuent quasiment 10 fois plus d’itérations que dans le cas homogéne, et devient impossible
pour ceux-ci a partir d’un certain nombre de cceurs. Le préconditionnement par la méthode AMG s’avére
au contraire extrémement robuste pour ce probleme. Le nombre d’itérations reste constant quel que soit
la configuration et est de plus extrémement faible par rapport aux autres méthodes. Ce préconditionneur
semble donc utilisable pour la résolution du probleme d’écoulement de fluide dans le cadre de la méthode
séquentielle.

Probléme en déplacement

Pour créer un probléme découplé de mécanique a partir du cas hétérogeéne couplé, il faut modifier les
conditions aux limites ou le chargement qui étaient tous les deux nuls, de maniere a créer une déformation
non nulle. On impose donc sur la face supérieure une traction ty = —0.1e,, les autres conditions aux limites

étant inchangées. A I'instar du probléme de fluide, les constantes des matériaux sont ajustables de maniére
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homogeéne hétérogéne

ip 2p 4p 8p 1p 2p 4p 8p

Aucun 1389 431 391 390 X X X X
Block-ILU(0) 110 127 121 131 1424 > X X
Block-ILU(4) 36 115 121 120 360 1899 1360 X

AMG 3 3 3 3 4 3 3 3

TaB. 6.3 : Comparaison du nombre d’itérations du BiCGStab sur le probléme d’écoulement (160K incon-
nues) en fonction du préconditionnement. Le symbole (x) indique un échec de la résolution, tandis que le
symbole (>) signifie que le nombre d’itérations maximum (2000) est dépassé. Le préconditionneur AMG
est robuste pour ce probléme.

homogene hétérogene

p  2p 4p  8p 1p  2p  4p 8p

Aucun > > 1989 > X > X X
Block-ILU(0) 352 455 434 456 1519 X > >
Block-ILU(4) 132 422 442 464 368 > X 1964
AMG 124 126 127 120 365 355 372 341

TAB. 6.4 : Comparaison du nombre d’itérations du BiCGStab sur le probléme mécanique (321K inconnues)
en fonction du préconditionnement. Le symbole (x) indique un échec de la résolution, tandis que le symbole
(>) signifie que le nombre d’itérations maximum (2000) est dépassé. Aucun des préconditionneurs n’est
robuste pour ce probléme.

a obtenir un probléme homogeéne ou hétérogene. C’est ici le module de Young qui permet d’aboutir a ces
deux situations, en le fixant a 1 Pa dans 'ensemble du domaine dans le cas homogéne ou bien en le fixant
a 1 Pa dans le matériau bleu et 100 Pa dans le matériau jaune dans le cas hétérogéne. Le coefficient de
Poisson v = 0.25 reste homogeéne dans les deux cas. On note qu’il n’y a en mécanique plus de notion de pas
de temps puisque le probleme est statique. Comme dans le cas précédent, les préconditionneurs ILU(0),
ILU(4) et AMG sont évalués avec le solveur BiCGStab sur un ou plusieurs coeurs. Le critére d’arrét est
cette fois fixé & 10™° pour accélérer les tests. Le nombre d’itérations du solveur selon la configuration est
retranscrit dans le tableau 6.4. Par rapport au probléme d’écoulement, on note que le probléme mécanique
est bien plus difficile a résoudre. Méme dans le cas homogeéne, ol tous les préconditionneurs convergent, le
nombre d’itérations est élevé dans I’absolu. En particulier, le préconditionneur AMG, qui était tres efficace
pour le probléeme de fluide, nécessite ici autour de 120 itérations. C’est certes moins que les méthodes
ILU(k), mais cela reste assez coliteux. Cette quantité a toutefois le mérite de rester quasiment constante
lorsque le nombre de cceurs augmente. En revanche, méme le préconditionneur AMG supporte mal le
passage au cas hétérogéne, qui se traduit par un triplement du nombre de ses itérations. A la différence
du probléme d’écoulement, ce préconditionneur n’est pas stable vis-a-vis des coeflicients physiques. On
note toutefois que celui-ci a été utilisé avec ses options par défaut, et que ses résultats auraient pu étre
améliorés avec un paramétrage plus fin, par exemple en indiquant les vecteurs associés aux mouvements
de corps rigide (cf section 2.1.1) qui sont dans le noyau de la matrice. Les préconditionneurs ILU(k) sont
quand a eux presque systématiquement en échec sur les cas paralléles et donc insuffisamment fiables pour
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étre appliqué a la résolution du probléme de mécanique. La conclusion de ce test différe donc de celle du
précédent : les préconditionneurs classiquement utilisés ne semblent pas assez robustes pour envisager
leur usage comme sous-solveur de la partie mécanique dans la stratégie séquentielle.

6.4.2 Méthode de décomposition de domaine pour I’élasticité

Au tout début de ce chapitre, deux catégories de méthodes de résolution de systéme linéaire ont été
mentionnées : les méthodes directes et les méthodes itératives. Pour trouver un préconditionneur robuste
pour le systeme d’élasticité, les méthodes a présent investiguées appartiennent a une troisiéme catégorie
visant a combiner les avantages des deux précédentes : les méthodes hybrides (catégorie a laquelle appar-
tiennent également les méthodes multigrilles algébriques, soit dit en passant). Il s’agit ici de méthodes de
décomposition de domaine, décrites en détails dans [DJN15], qui combinent des solveurs directs (robustes)
utilisés sur des sous-domaines pour construire le préconditionneur (naturellement paralléle) d'une mé-
thode itérative. L’étude de la robustesse de ces méthodes a fait 'objet de plusieurs travaux, parmi lesquels
la thése de N. Spillane [Spii4], traitant entre autres le systéme d’élasticité discrétisé par éléments finis. Il
est ainsi connu que les méthodes de décomposition de domaine a un niveau peuvent souffrir de problemes
de robustesse, mais qu’il existe un cadre théorique permettant de corriger ce comportement. Ce probléme
de robustesse est dit a ’échange limité d’informations entre les sous-domaines, celles-ci n’étant transmises
que de voisin a voisin. Le remede prend donc la forme de la résolution d’un probléme dit grossier, commun
a tous les sous-domaines, et soigneusement choisi afin de représenter une approximation du probléeme ini-
tial. On parle de méthode de décomposition de domaine a deux niveaux pour désigner I'utilisation de ce
probléme grossier. Dans cette section, on décrit brievement les méthodes utilisées pour la création d’'un
préconditionneur utilisant un ou deux niveaux de décomposition de domaine. Une illustration similaire a
celle de la section précédente est ensuite proposée.

Méthode a un niveau

Le préconditionneur a un niveau est issu de la méthode de Schwarz additive restrictive (voir [Gano8]
pour une description et un historique des méthodes de Schwarz), sous-catégorie populaire des méthodes
de décomposition de domaine, et sa description fait appel a la terminologie suivante.

Le maillage 7, est décomposé en N, sous-maillages 7;,; pouvant éventuellement se recouvrir de sorte

N
que Ty, = ul.:p1 7p,;- Cette décomposition permet de définir naturellement sur chaque sous-domaine un espace
d’approximation local V; ;. On obtient donc une décomposition des degrés de liberté globaux, notés ici NV, en

N,
degrés de liberté locaux W; définis sur I'espace d’approximation associé au sous-domaine 7j,; : N'= v, | V;
L’opérateur permettant de passer d’'un vecteur global U € R*V 4 un vecteur local U € R*Vi est appelé
opérateur de restriction. Il s’agit d’'une matrice rectangulaire de taille card(WN;) x card(N) notée R; dont
les coefficients sont booléens. Inversement, la transposée Rl.T de cette matrice est 'opérateur permettant de
passer d’un vecteur local a un vecteur global par ajout de zéros et est appelé opérateur de prolongement.
Enfin, on définit sur chaque sous-domaine une matrice diagonale D; de taille card(N;) de maniére a ce que

la famille (D;);<;< N, forme une partition de I'unité :

N
»
I= Z Rl.TDl-Rl- avec I matrice identité de taille card(N).
i=1
Il existe plusieurs moyens de définir les matrices D;, qui différent par le traitement appliqué aux degrés de
liberté dupliqués appartenant a k sous-domaines (k > 1). Pour ces degrés de liberté, on peut par exemple
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choisir la valeur % pour le coefficient associé dans chacune des matrice D; partageant ce degré de liberté,
ou bien imposer arbitraitement 1 dans I'une de ces matrices et 0 dans toutes les autres.

Ces différents éléments permettent de construire sur chaque sous-domaine une matrice appelée matrice
de Dirichlet locale AiD a partir de la matrice globale A selon

AP = RART. (6.10)

Le préconditionneur a un niveau de la méthode de Schwarz additive restrictive (RAS, [CS99]) s’obtient
grace a I’équation (6.11) qui fait intervenir 'inverse des matrices de Dirichlet locales :

Np

-1 Tr.( 4Dy-1
M=) RID(AP) 'R, (6.11)
i=1

En pratique, les inverses des matrices locales ne sont pas effectivement calculés; ce sont des systemes
Al.D y = b qui sont résolus. Si un nombre suffisant de sous-domaines est utilisé, ces systémes sont de taille
raisonnable et peuvent étre résolus de maniere directe.

Méthode a deux niveaux

Une méthode a deux niveaux se construit a partir d’'une méthode 4 un niveau et fait intervenir deux in-
grédients supplémentaires principaux : un probleme grossier, construit de maniére a englober tous les sous-
domaines pour améliorer la robustesse tout en étant peu cotiteux a résoudre, et une formule de correction
combinant ce probléme grossier au préconditionneur a un niveau. Concernant le choix du probléme gros-
sier, on s’intéresse a une méthode algébrique permettant de construire 'espace grossier indépendamment
de la décomposition en sous-domaines et de la distribution des coefficients physiques du probléme, particu-
liérement adaptée aux problémes hétérogénes : la méthode GenEO (Generalized Eigenvalue in the Overlap,
[Spi+14]), qui construit son espace grossier a partir de la résolution de problémes aux valeurs propres.
En plus des matrices introduites précédemment, la méthode fait intervenir sur chaque sous-domaine une
seconde matrice locale appelée matrice de Neumann et notée AlN . II s’agit de la matrice qui aurait été ob-
tenue si le probléme physique était discrétisé uniquement sur le sous-domaine en question, en utilisant
des conditions aux limites de traction nulles sur les bords du sous-domaine (en dehors des bords corres-
pondant a une vraie frontiére physique, qui conservent eux leurs conditions aux limites originales), d’ou
le nom de cette matrice. La méthode nécessite la résolution, dans chaque sous-domaine, du probleme aux
valeurs propres généralisé

ANy = (D,APD)v. (6.12)
Siles valeurs propres de ce probléme sont ordonnées dans I'ordre croissant, 'espace grossier local au sous-
domaine i est 'espace Z; engendré par les vecteurs propres associés aux n; premieres valeurs propres, cet
entier pouvant étre ajusté. L’espace grossier global est engendré par les colonnes de la matrice rectangulaire
Z, de taille card(WN) x N, avec N, = Y'; n;, qui s’obtient & partir des espaces Z; selon

T T T
Z = I:RlDIZI, RzDzzZ, ’RNPDNPZNP:I

et permet de définir la matrice grossiére A, = ZTAZ de taille N, x N,. Ainsi, lorsque les n; augmentent, la
correction apportée par 'espace grossier est plus importante, mais la taille du probleme associé est plus
grande. Une fois cet espace grossier construit et la matrice A, obtenue, il reste & appliquer une formule de
correction pour obtenir le préconditionneur de la méthode a deux niveaux. La correction employée dans
la suite est la méthode Balancing Neumann-Neumann [Mang3], qui calcule le préconditionneur selon

Myt =T - QAM I - QA +Q avecQ=ZA'Z. (6.13)
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F1G. 6.5 : Discrétisation en triangles du domaine hétérogéne bidimensionnel et exemple de parti-
tionnement en sous-domaines, généré par Metis.

homogene hétérogene

2p 4p 8p 12p 16p 2p 4p 8p 12p 16p
1niveau 84 102 132 148 161 139 241 345 430 482
2 niveaux 35 38 43 39 38 52 79 65 68 68

TaB. 6.5 : Comparaison du nombre d’itérations du solveur Gmres sur le probléme mécanique en fonction
du nombre de sous-domaines. Les méthodes de décomposition de domaine a deux niveaux semblent bien
plus robustes que les préconditionneurs précédemment évalués sur ce probléme.

Application au cas de mécanique hétérogéene

Pour évaluer ces méthodes de décomposition de domaine, le logiciel FreeFem++ est a nouveau utilisé.
En effet, celui-ci embarque un module de décomposition de domaine3 qui permet d’utiliser simplement
ces méthodes, la construction des matrices et du préconditionneur étant gérée par loutil. Le cas précé-
demment utilisé pour I’évaluation des solveurs appliqués au probléme de mécanique demande quelques
adaptations pour étre utilisé avec FreeFem++ : les 400 x400 mailles carrées de la grille hétérogéne sont cha-
cune divisées en deux triangles de maniere a obtenir un maillage triangulaire structuré tel que représenté
sur la figure 6.5 (pour plus de lisibilité, la figure ne représente qu'un maillage de 100 x 100 x 2 triangles). La
discrétisation du probleme se fait par éléments finis P1, qui sont ici équivalents a la méthode des éléments
virtuels puisque la grille est triangulaire (cf section 3.3). Les valeurs des coefficients physiques sont les
mémes que lors des simulations précédentes. En revanche, la méthode itérative appliquée pour résoudre le
systéme est I’algorithme Gmres au lieu de I’algorithme du BiCGStab. Le critére de convergence de 107° est
néanmoins conservé, tout comme le fait de préconditionner le systéme a droite pour comparer le nombre
d’itérations. Le nombre d’itérations nécessaire a la convergence de la méthode Gmres, avec application du
préconditionneur a un (6.11) ou a deux (6.13) niveaux est rassemblé dans le tableau 6.5. Dans le second cas,
le nombre de vecteurs propres utilisés pour la construction de '’espace grossier est de 10 par sous-domaine.

Ce cas illustre bien le manque de robustesse de la méthode a un niveau : dans le cas hétérogéne, le
nombre d’itérations augmente fortement avec le nombre de sous-domaines. Cette augmentation se re-

3.
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trouve d’ailleurs dans le cas homogéne, méme si elle est pour celui-ci d’intensité plus tenue. Dans les deux
cas, ’amélioration apportée par le probleme grossier est significative : le nombre d’itérations du solveur
est extrémement stable dans le cas homogéne, et relativement stable dans le cas hétérogéne (seules les
simulations sur 2 ou 4 sous-domaines donnent un résultat légérement plus éloigné de la moyenne). Cet
apport ne cofite pas plus de temps de calcul : la résolution est plus rapide avec la méthode a deux niveaux
qu’avec la méthode & un niveau. Dans le cas hétérogéne a 8 sous-domaines, la durée totale de résolution
est de 67 secondes pour la méthode a un niveau contre 13 secondes pour la méthode a deux niveaux. Pour
celle-ci, la résolution du probléme grossier est négligeable (moins de 0.02 s), et le temps passé a résoudre
les problémes aux valeurs propres (5 s) est largement compensé par celui économisé dans le solveur Gmres
(5 secondes, contre 64 pour la méthode a un niveau). Enfin, dans I’absolu, le nombre d’itérations de la mé-
thode a deux niveaux est non seulement inférieur a celui de la méthode & un niveau, mais il est également
largement inférieur a celui qui avait été obtenu avec le préconditionnement AMG (voir tableau 6.4), méme
si la différence entre les solveurs et les maillages d’un cas sur 'autre rend cette comparaison délicate.

6.5 Utilisation des sous-solveurs spécialisés paralleles dans le cadre de
la stratégie fixed-stress

La section précédente, en considérant des problémes découplés, a permis de qualifier deux sous-solveurs
prometteurs pour la résolution des sous-problémes. Il reste a mettre effectivement en place ces solveurs
dans le cadre de la stratégie séquentielle, et a vérifier leur comportement sur les sous-problémes issus de
cas couplés.

6.5.1 Utilisation de la librairie hpddm pour la décomposition de domaine

Cette partie, dont le sujet est a cheval entre les sections 6.4 et 6.5, explique comment utiliser effecti-
vement les sous-solveurs dans la plateforme Arcane dans le cadre de la stratégie séquentielle. Puisque la
méthode qualifiée pour le sous-probleme d’écoulement, le préconditionnement AMG, est déja accessible
via PETSc, on se concentre en réalité sur la mise en place des méthodes de décomposition de domaine pour
I’élasticité.

Pour mettre en place ces méthodes, on passe par la librairie hpddm# [JHNP13] qui en propose une
implémentation paralléle performante. Si & terme 1’objectif est de connecter cette librairie au simulateur,
on ne dispose aujourd’hui que d’une installation indépendante, accessible via une interface python. Néan-
moins, 'usage de I'interface est trés proche de celui qui sera fait de 'API de la librairie lorsqu’elle sera
connectée : dans les deux cas, la majorité des développements est a effectuer en amont pour préparer les
objets attendus par la librairie (matrices de Dirichlet, de Neumann, partition de I'unité, etc.). Le processus
actuel est donc le suivant : dans un premier temps, une simulation sur N,, cceurs est lancée dans le code
de calcul, qui se charge du partitionnement et qui, durant ’assemblage du systéme linéaire, exporte un
certain nombre d’objets dans des fichiers. Dans un second temps, un script python est lancé en parallele
sur N, cceurs. Celui-ci lit les informations préalablement stockées, et appelle les fonctions contenues dans
hpddm pour résoudre le systéme.
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F1G. 6.6 : Schématisation du partitionnement en sous-domaines. Les cellules et les sont numé-

rotés de maniere globale. Dans les sous-domaines, les éléments own sont représentés par des cercles pour
les noeuds et par des traits pleins pour les cellules. Les autres éléments affichés sont connus mais ghost.

Décomposition en sous-domaines

La décomposition en sous-domaines est déléguée a Metis et aux routines d’Arcane. En raison du re-
couvrement, certains noeuds ou cellules se retrouvent dans plusieurs sous-domaines. Pour différencier ces
éléments dupliqués, il existe une notion d’appartenance : chaque sous-domaine dispose de sa liste d’élé-
ments propres (own) et d’éléments connus mais propres a un sous-domaine voisin (ghost). Cette situation
est schématisée sur la figure 6.6. Dans cet exemple, le sous-domaine 3 posséde 15 nceuds propres, et “voit”
6 nceuds propres au sous-domaine 1 (d’indices globaux 2, 3, 9, 10, 16 et 17) ainsi que 3 nceuds propres au
sous-domaine 2 (d’indices 23, 24 et 31). En plus de cette numérotation globale, il existe une numérotation
locale a chaque sous-domaine. L’objet de type dictionnaire permettant de passer de la numérotation locale
a la numérotation globale est exploité pour construire un ingrédient de base requis par hpddm : la liste des
noeuds connus chez chaque voisin, dans la numérotation locale du voisin. Pour ce faire, le processus P, ré-
ceptionne le dictionnaire de chaque autre processus P; envoyé a I'aide de mpi_bcast. Si l'intersection entre
les clés de son dictionnaire et celles du dictionnaire recu de Pj est non nulle, alors les deux sous-domaines
sont voisins. Dans ce cas, 'ensemble des valeurs du dictionnaire regu pour les clés communes est la liste de
connectivité demandée par hpddm. La notion de own et ghost permet également de construire les matrices
de partition de I'unité D;. Dans chaque sous-domaine, I'entrée de D; correspondant a un nceud donné vaut
1 si le nceud en question est own, et 0 sinon.

Remarque. En pratique, on ne travaille pas sur des nceuds mais sur des degrés de liberté : dans les dic-
tionnaires, une clé (nceud numéroté globalement) est associé a un tableau de degrés de liberté, qui compte
au plus 3 éléments, mais qui peut en avoir moins lorsqu’une ou plusieurs composantes du déplacement
sont imposées par des conditions aux limites de Dirichlet sur ce noeud. De méme, la matrice D; comporte
jusqu’a trois entrées par nceud.
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Matrices locales aux sous-domaines

Les sous-matrices les plus simples a construire sont les matrices de Neumann AIN. Il s’agit en effet
des matrices qui auraient été obtenues si le probléme n’était défini que sur le sous-domaine, avec des
conditions aux limites de Neumann sur les frontiéres créées par la partition. Puisque ces conditions aux
limites ne modifient pas la matrice, il suffit en réalité d’utiliser la procédure d’assemblage standard (voir
algorithme 1) en utilisant cette fois la numérotation locale pour construire ces matrices.

La construction des sous-matrices de Dirichlet AiD est moins directe. Celles-ci sont définies comme la
restriction de la matrice globale A au sous-domaine : de maniére grossiére, il s’agit de supprimer toutes
les lignes et colonnes de la matrice globale qui ne sont pas associées a un degré de liberté connu du sous-
domaine. Une solution consiste d’ailleurs a partir de la matrice globale, que I’on sait construire en paralléle,
et d’en extraire les matrices AlD au prix de quelques manipulations des différentes indexations. Si cette
solution est applicable via un script externe aprés écriture de la matrice dans un fichier, elle est en revanche
délicate a mettre en place au sein du simulateur : on ne peut en effet pas accéder simplement aux coefficients
de la matrice globale une fois celle-ci assemblée. L’approche décrite ici permet de construire a la volée les
matrices Al.D en méme temps que les matrices AlN .Dans un premier temps, les matrices locales sont utilisées
pour assembler les sous-matrices de Dirichlet, a ceci pres que I’assemblage n’est réalisé que pour les nceuds
own. Les entrées des matrices associées aux nceuds ghost vont en effet récupérer les valeurs issues des
autres sous-domaines. Pour ce faire, dans un second temps, chaque processus P; recoit des autres processus
Pjune liste de nceuds own dans le domaine i et ghost dans le domaine j. Apres quoi, le processus P; parcourt
sa matrice, vérifie quelles lignes correspondent a un nceud présent dans la liste demandée, et envoie en
retour 'intégralité de ces lignes au processus P;, dans une numérotation globale. Il reste au processus P;
a vérifier, pour chaque ligne regue, quelles colonnes correspondent également a un noeud présent dans
son domaine (own ou ghost), puis a ajouter dans sa propre matrice AiD les coefficients retenus apres avoir
converti leur numérotation dans son indexation locale. Ces opérations sont effectuées en utilisant des
conteneurs de données optimisés pour la recherche d’éléments, et les échanges se font par communications
non bloquantes (mpi_sendRecv). Sur I’exemple de la figure 6.6, le processus 3 recevrait la liste [4, 11, 18,
25] du processus 1. Il renverrait en retour au processus 1 (parmi d’autres lignes) les lignes de coefficients
associées au nceud 4, soit, en supposant pour simplifier qu’il n’y ait qu’un seul degré de liberté par nceud,
les coefficients [Aé) (4,3), A? (4,4), A? (4,5), A? (4,10), A? (4,11), A? (4,12)], le reste de cette ligne étant nul.
Pour finir, le processus 1 aurait a filtrer cette liste pour ignorer les coefficients A3D (4,5) et A? (4,12), puisque
les noeuds 5 et 12 lui sont totalement inconnus, et a ajouter les autres a sa matrice AlD .

Enfin, il reste a construire sur chaque sous-domaine un second membre local b; et une solution initiale
locale Xl.o. Pour ces quantités, 'extraction depuis les vecteurs globaux b et x, pendant la simulation étant
possible, c’est cette approche qui est utilisée. Il suffit donc pour chaque processus d’aller chercher dans les
vecteurs globaux les coefficients correspondant aux nceuds présents dans son sous-domaine.

Passage dans hpddm

Une fois ces objets construits, 'utilisation de l'interface de hpddm est relativement simple et est résu-
mée dans la figure 6.7. L’option schwarz_coarse_correction déclenche la prise en compte du second niveau
dans la méthode de décomposition de domaine, le parametre nu servant a régler le nombre de valeurs
propres a conserver dans chaque sous-domaine. Apres résolution, chaque processus connait la solution
locale a son sous-domaine stockée dans le vecteur sol. Pour reconstruire la solution globale, la contribu-
tion de chaque sous-domaine aux nceuds partagés est pondérée a 'aide de la partition de 'unité. Ainsi,
avec les choix effectués précédemment, c’est le sous-domaine propriétaire d’'un neeud qui fixe la solution
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1 import hpddm

2 A = hpddm.schwarzCreate(AiD, neighbors, connectivity)

3 hpddm.schwarzInitialize(A, Di)

4 if hpddm.optionSet(opt, b'schwarz_coarse_correction'):

5 hpddm.schwarzSolveGEVP(A, AiN)

6 hpddm.initializeCoarseOperator(hpddm.schwarzPreconditioner(A), nu)
7 hpddm.schwarzBuildCoarseOperator(A, mpi_communicator)

8 hpddm.schwarzCallNumfact(A)

9

10 hpddm.solve(A, rhs, sol, mpi_communicator)

F1G. 6.7 : Utilisation de I'interface de la libraire hpddm pour la résolution paralléle d’un probléme par
décomposition de domaine. Pour plus de lisibilité, les procédures ou arguments non essentiels ne figurent
pas sur cet extrait.

sur celui-ci. Le rapatriement des solutions locales vers un vecteur solution globale s’effectue a I’aide de la
fonction mpi_gather.

6.5.2 Comportement sur le cas synthétique hétérogene

Les sous-solveurs qualifiés pour la résolution des sous-problémes étant maintenant utilisables, il reste
a régler leurs paramétres, typiquement leur tolérance €™, et & vérifier leur comportement dans le cadre
de la stratégie séquentielle fixed-stress. On considére donc a nouveau le probléme hétérogéne synthétique
de la section 6.2.3 pour lequel, jusqu’a maintenant, les sous-problémes étaient résolus par une méthode
directe.

Pour régler les parameétres des sous-solveurs, I’algorithme utilisé est la version point fixe avec itéra-
tion sur la variable o,. Pour les deux sous-problémes, le sous-solveur est le BiCGStab préconditionné par
la méthode ILU(0). Méme si ces choix sont loin d’étre optimaux du point de vue des performances et de
la robustesse (voir sections précédentes), on n’accorde pas d’importance a cet aspect dans cette étude pré-
liminaire. Pour la méme raison, les expériences sont menées en séquentiel. La tolérance de la méthode

fixed-stress et

étant fixée 4 1070, on étudie Pimpact de la tolérance des sous-solveurs €™ sur le nombre
d’itérations externes et sur la qualité de la solution. Pour mesurer cette derniére, les déplacements et la
pression apreés convergence sont comparés aux valeurs calculées par la résolution monolithique. Enfin, on
mesure le nombre moyen d’itérations des sous-solveurs pour une itération externe. Les résultats sont ras-
semblés dans le tableau 6.6. Si la tolérance interne est trop permissive par rapport a la tolérance externe,
alors la méthode fixed-stress converge trés rapidement vers une mauvaise solution. Lorsque la tolérance
interne diminue, la convergence de la méthode fixed-stress nécessite plus d’itérations mais la précision des
solutions s’améliore. En toute logique, ces deux quantités tendent vers un palier correspondant aux résul-
tats obtenus avec un sous-solveur direct pour les sous-problémes. Diminuer la tolérance interne améliore la
solution, mais augmente le cotit global de la résolution : non seulement le nombre d’itérations externes est
plus élevé, mais le nombre d’itérations internes augmente également. Au vu de ces résultats, la tolérance
interne doit étre au moins de deux ordres de grandeur inférieure a la tolérance externe. En revanche, a
partir de 4 ordres de grandeurs d’écart, 'amélioration de la solution semble insuffisante vis-a-vis de 'aug-
mentation du nombre d’itérations des sous-solveurs. Dans la suite, on maintiendra donc trois ordres de
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cint Itérations Ecarts sur Fcarts sur u Itérations  Itérations
externes p internes P internes U
1074 4 14-1071 1.8-107" 15 106
107° 6 48-1073 7.8-1073 110 283
1078 9 55-107° 8.2-107° 197 324
10710 13 9.8-1077 1.8-107° 373 458
10712 14 2.4-1077 54-1077 714 545
Référence 14 2.4-1077 531077
TaB. 6.6 : Nombre d’itérations de la méthode fixed-stress avec €' = 107° selon la tolérance des sous-

solveurs €™, Le tableau indique également les écarts avec les solutions du schéma monolithique, et le
nombre d’itérations internes des sous-solveurs pour chaque itération externe (valeur moyenne).

grandeur d’écart entre la tolérance externe et les tolérances internes.

Par ailleurs, a chaque itération externe, les sous-solveurs itératifs internes nécessitent un vecteur pour
initier leur algorithme. Fournir comme vecteur initial la solution issue de I'itération externe précédente
w1 ou pn’l_1 permet aux sous-solveurs internes de converger de plus en plus rapidement : la différence
entre deux itérations externes successives diminue de plus en plus lorsque I’algorithme fixed-stress est sur
le point de converger. Par exemple, dans le cas précédent avec €t = 1078, le sous-solveur de I’écoulement
nécessite 485 itérations internes pour converger pendant la premiére itération externe, mais converge en
2 itérations pendant la derniére itération externe. Pour le sous-solveur des déplacements, on passe de 503

a 2 itérations internes.

L’étude préliminaire étant a présent terminée, on sait comment paramétrer les sous-solveurs : ceux-
ci doivent démarrer leurs itérations sur la solution de l'itération externe précédente et avoir un critere
d’arrét de trois ordres de grandeur inférieur a la tolérance externe. Il subsiste une limitation due a 'usage
externalisé de la librairie hpddm : il n’est actuellement pas possible de faire remonter la solution de hpddm
vers le simulateur et donc de I'utiliser pour valider I'itération externe. Pour évaluer tout de méme les sous-
solveurs spécialisés, la stratégie retenue est la suivante : en méme temps que ceux-ci résolvent les sous-
problémes, deux sous-solveurs directs sont utilisés pour effectuer la méme résolution. Ce sont les solutions
issues des sous-solveurs directs qui permettent 'avancée des itérations de la méthode séquentielle, les
sous-solveurs spécialisés n’étant utilisés que pour étudier leur comportement. Ainsi, on utilise pour la
pression la méthode du BiCGStab préconditionnée par AMG (via une interface interne a Arcane), et pour
les déplacements la méthode Gmres préconditionnée par la méthode de décomposition de domaine a deux
niveaux (via I'interface externalisée). Dans les deux cas, la tolérance est fixée a €™ = 1
de cceurs utilisés pour la résolution, le nombre d’itérations des sous-solveurs pour chacune des 14 itérations
nécessaires a la convergence de I’algorithme fixed-stress est représenté sur la figure 6.8. Méme dans le cadre
du probléme couplé, le sous-solveur pour la pression reste extrémement robuste : ce n’est que pour deux
sous-systémes que le nombre d’itérations varie selon le nombre de sous-domaines, I’écart n’étant alors que
de une itération. Pour le sous-probléme en déplacement, la méthode de décomposition de domaine a deux
niveaux reste relativement robuste puisque le solveur converge dans tous les cas, avec une variation de son
nombre d’itérations qui reste faible par rapport a celles qui avaient pu étre relevées dans les cas qualifiés
de problématique (tableaux 6.2 et 6.4).

0~?. Selon le nombre
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Fi1c. 6.8 : Nombre d’itérations des sous-solveurs pour chaque itération externe sur le cas hété-
rogéne 2D, selon le nombre de cceurs employés. Méme dans le cadre du couplage, les sous-solveurs
restent robustes.

6.5.3 Application au probléme tridimensionnel réaliste

Les différentes méthodes détaillées dans ce chapitre ainsi que les observations effectuées sont a présent
mises a contribution pour tenter de résoudre le probléeme réel tridimensionnel, qui avait été utilisé dans la
section 6.1.3 pour choisir la stratégie a adopter.

Le systeme est donc résolu par stratégie séquentielle, accélérée par la méthode de Krylov Gmres, en
itérant sur la variable o,. La tolérance externe est fixée a 107°. Comme dans le cas synthétique hétérogéne
de la section précédente, les sous-solveurs utilisés sont I’algorithme du BiCGStab préconditionné par AMG
pour la pression, et la méthode Gmres préconditionnée par la décomposition de domaine a deux niveaux
pour les déplacements. Pour ces deux méthodes, la tolérance interne est fixée 4 10™° et le vecteur initial
est pris nul. A nouveau, pour s’affranchir de 'intégration partielle de la librairie hpddm, des sous-solveurs
directs permettent d’avancer la résolution. Pour la méme raison ainsi que pour diminuer le temps de calcul,
seul le premier pas de temps du systéme est résolu. Sur ce premier pas de temps, I’accélération de la méthode
fixed-stress permet a celle-ci de converger en 11 itérations. A titre indicatif, 24 itérations sont nécessaires
avec l'algorithme de point fixe. Comme dans le cas précédent, le nombre d’itérations des sous-solveurs
pour chacune de ces 11 itérations est représenté sur la figure 6.9, chaque courbe correspondant a un certain
nombre de sous-domaines. Comme pour le cas synthétique présenté dans la section précédente, le sous-
solveur en pression (préconditionné par AMG) est extrémement stable : pour une itération externe (et
donc pour un systéme) donnée, son nombre d’itérations est le méme quel que soit le nombre de sous-
domaines utilisés. Ce nombre varie également trés peu au fil des itérations externes puisqu’il reste fixé a 4
(excepté pour la premiére résolution), ce qui est faible : la convergence de la méthode est tres rapide. Pour
la résolution du sous-probléme élastique par décomposition de domaine, on observe cette méme stabilité
au fil des itérations externes pour un nombre de sous-domaines donné. L’écart selon le nombre de cceurs
utilisés est sensiblement identique a celui qui avait été obtenu sur le cas bidimensionnel précédent, de méme
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F1G. 6.9 : Nombre d’itérations des sous-solveurs pour chaque itération externe sur le cas réaliste
3D, selon le nombre de cceurs employés. Les conclusions sont semblables a celles du cas synthétique
2D : le sous-solveur en pression est extrémement robuste, le sous-solveur en déplacement relativement
robuste.

que la valeur du nombre d’itérations : le passage au cas réel n’entraine pas de changements significatifs
quant a la robustesse de la méthode.

Pour revenir au pari effectué en début de chapitre, les résultats obtenus sur ce cas sont plutot encou-
rageants. Du point du vue du nombre de systemes a résoudre, 'accélération par méthode de Krylov de
la stratégie fixed-stress a permis de diminuer le nombre d’itérations externes. Du point de vue de la ro-
bustesse, le sous-probléme des déplacements, sur lequel a été concentrée la majorité des efforts, semble
pouvoir étre résolu de maniére robuste par les méthodes de décomposition de domaine a deux niveaux.
Pour le sous-probléme d’écoulement, le solveur préconditionné par AMG demeure trés robuste et devrait
donc étre suffisant. Dans tous les cas, il reste a poursuivre les efforts d’intégration de la librairie hpddm au
simulateur pour répondre a ’aspect performances de la question : soit de maniére directe, soit en attendant
son implémentation dans une bibliothéque telle que PETSc.
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Conclusion et perspectives

Ce chapitre résume le contenu présenté dans ce manuscrit, et propose quelques pistes pouvant per-
mettre "amélioration des travaux effectués.
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7.1 Travaux effectués

L’objectif de cette these était de concevoir et d’étudier de nouveaux schémas de discrétisation et de
résolution du systéme poroélastique, compatibles avec des maillages généraux de maniére a répondre aux
problématiques spécifiques du domaine des géosciences. Pour cela, des travaux ont été effectués dans trois
directions : la méthode des éléments virtuels a été étudiée pour la discrétisation de I’équation d’élasticité
sur des maillages généraux; deux schémas couplés ont été créés pour la discrétisation du probleme po-
roélastique ; une stratégie de résolution a été proposée pour calculer de maniére efficace la solution des
équations discrétisées.

L’étude de la méthode des éléments virtuels de degré un pour le probléme élastique, exposée dans le
chapitre 3, a permis de s’assurer de la capacité de cette méthode a remplacer celle des éléments finis pour
la discrétisation de la partie mécanique. La construction de la méthode des éléments virtuels d’ordre un, en
deux ou trois dimensions, a été détaillée, tout comme les techniques permettant son implémentation (par
exemple calcul des coeflicients des matrices locales, procédure d’assemblage ou traitement des conditions
aux limites). Les études numériques effectuées ont illustré la capacité de la méthode a traiter des maillages
bien plus généraux que les maillages simpliciaux, tels que les maillages polyédriques ou non conformes,
mais ont également permis d’observer certains avantages de la méthode des éléments virtuels par rap-
port a celle des éléments finis, par exemple dans le traitement de mailles rectangulaires de ratio d’aspect
défavorable ou dans le cas de matériaux tendant vers le domaine incompressible.

Le développement de schémas couplés pour la discrétisation du probléme poroélastique a été réalisé
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en discrétisant I’équation de conservation de la masse du fluide dans le formalisme des volumes finis et
en réutilisant la méthode des éléments virtuels introduite précédemment pour 1’équation d’équilibre mé-
canique. A partir de ce schéma couplé générique, deux variantes ont été obtenues selon le choix effectué
pour 'approximation volumes finis. Dans le chapitre 4, le premier schéma couplé VEM-TPFA a été construit
en utilisant ’approximation a deux points pour les volumes finis. La simplicité relative de la construction
de ce schéma a permis d’en effectuer une analyse mathématique rigoureuse, en démontrant I'existence
et 'unicité de la solution discrete et en établissant une estimation a priori de erreur d’approximation.
Ce schéma a été illustré aussi bien sur un cas académique, illustrant ainsi numériquement son ordre de
convergence, que sur des problémes classiques de poromécanique. Dans le but de traiter des maillages plus
généraux et représentatifs de ceux utilisés dans les applications métiers, le second schéma couplé vEm-
MPFA a été développé dans le chapitre 5. Utilisant une approximation multipoints pour les volumes finis,
et une méthode de calcul légerement modifiée pour les éléments virtuels, ce nouveau schéma a été appli-
qué avec succes sur un maillage réellement issu d’un domaine sous-terrain, représentatif de ceux utilisés
en simulation de bassin. Le choix de parameétres réalistes pour ce cas numérique a permis de constater la
qualité de la solution obtenue avec cette méthode de discrétisation.

Pour résoudre efficacement le systéme linéaire obtenu a I'issue de I’étape de discrétisation, une stratégie
de résolution a été proposée dans le chapitre 6. L’intérét pour cette thématique a été justifiée par les limi-
tations des méthodes aujourd’hui disponibles, qui souffrent de problémes de robustesse lorsqu’elles sont
utilisées dans le cadre du calcul paralléle. Dans un premier temps, une méthode de résolution séquentielle
basée sur l’algorithme fixed-stress split, qui découple les deux équations, a été mise en place. La présen-
tation de cette méthode comme un probléme d’annulation de résidu a permis d’en améliorer la vitesse de
convergence et la stabilité, en utilisant une méthode de Krylov pour faire progresser les itérations de cou-
plage plutdt que les algorithmes de point fixe appliqués dans 'approche classique. Dans un second temps,
des sous-solveurs spécialisés pour chacun des deux sous-problémes ont été recherchés et utilisés dans le
cadre de la stratégie fixed-stress : une méthode de type multigrille algébrique pour I’équation d’écoulement
et une méthode de décomposition de domaine a deux niveaux pour le probléme de mécanique. Cette se-
conde méthode a nécessité la construction de sous-matrices et d’informations de connectivité dans chaque
sous-domaine, requises par la librairie parallele externe a laquelle est confiée la résolution. Les premiers
tests numériques laissent a penser que ces choix permettent d’obtenir une stratégie de résolution robuste
vis-a-vis du nombre de sous-domaines et des hétérogénéités.

7.2 Perspectives

Divers aspects de ces travaux pourraient étre améliorés ou enrichis. Sur le plan de la modélisation
physique, la loi d’élasticité linéaire exclut un certain nombre de matériaux qui ont un comportement plus
complexe. Considérer des lois de comportement plus complexes, comme ’élastoplasticité ou la viscoplas-
ticité, permettrait donc un enrichissement du modéle. L’application de la méthode des éléments virtuels a
des lois de comportement plus générales fait justement 'objet d’études actives, voir par exemple [HAW 19]
et ses références pour un apercu de celles-ci. Concernant I’équation de conservation de la masse de fluide,
un enrichissement de la modélisation prendrait par exemple la forme du traitement d’écoulements po-
lyphasiques voire compositionnels. Les schémas volumes finis utilisés actuellement pourraient suffire a
traiter ce type de situations.

Cela dit, sur le plan de la discrétisation, il existe aujourd’hui des alternatives au schéma multipoints,
plus robustes que celui-ci. On pense par exemple aux schémas hybrides [EGHog] ou aux schémas vo-
lumes finis non linéaires [YSo08]. L’'une de ces méthodes pourrait remplacer ’'approximation multipoints
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du flux pour améliorer la stabilité du schéma couplé. On note également la possibilité d’augmenter la vi-
tesse de convergence du schéma couplé, en utilisant une méthode des éléments virtuels d’ordre plus élevé
[ABLS17a], a condition d’étre capable de gérer le couplage avec I'équation d’écoulement, éventuellement
discrétisée elle aussi par un schéma d’ordre élevé.

Enfin, sur le plan de la résolution du systéme linéaire, deux actions sont envisageables. La premiére
consisterait a réduire a nouveau le colit de la stratégie fixed-stress : par exemple en utilisant un pas de
temps différent pour chaque sous-probléme (la partie mécanique, plus coliteuse a résoudre, évoluant moins
rapidement que la partie écoulement), en suivant la méthodologie développée dans [Alm+16]; ou bien en
travaillant sur une version paralléle en temps de la méthode, en se basant sur les travaux récents [Bor+19].
La seconde serait de rester sur une résolution monolithique du systéme, en tentant d’y appliquer une
méthode de décomposition de domaine a deux niveaux, cette approche n’ayant a notre connaissance jamais
été évaluée.

7.3 Réalisations et publications

Concrétement, la valorisation de ces travaux de thése se retrouve sous deux formes : la mise a la dis-
position des équipes de recherche d’1FPEN d’'un module de calcul dans la plateforme de simulation Arcane,
et plusieurs communications scientifiques.

Le module de calcul développé permet la résolution du probléme élastique ou poroélastique sur des
maillages polyédriques bidimensionnels ou tridimensionnels, en utilisant la méthode des éléments virtuels
pour I'équation d’élasticité et une méthode de volumes finis a deux points ou multipoints pour I'(éven-
tuelle) équation d’écoulement. Pour le probléme de poroélasticité, le choix d’une résolution monolithique
ou séquentielle par la méthode fixed-stress split est laissé a l'utilisateur, qui peut dans le second cas choisir
entre une méthode de type point fixe, I’algorithme BiCGStab ou I’algorithme Gmres pour les itérations de
couplage. La résolution peut étre effectuée par I'un des solveurs de PETSc interfacé avec la plateforme ou,
pour le (sous-)probléme d’élasticité, en laissant le module générer les objets nécessaires a la décomposition
de domaine. De plus, le module tire parti de plusieurs briques de base de la plateforme pour proposer des
fonctionnalités avancées, parmi lesquelles : gestion (partielle) de maillages évolutifs variant au cours du
temps, coefficients physiques hétérogenes, prise en compte de plusieurs types de conditions aux limites
possiblement différentes dans chaque direction (pour la mécanique) et sur chaque groupe de faces de bord,
analyse syntaxique de fonctions analytiques pour les données d’entrée du probléme, parallélisation Mpi.

Une partie des résultats obtenus a été publiée dans les actes d’'une conférence puis dans une revue, et
a fait objet de communications orales dans des congrés ainsi que d’un poster, présenté en annexe de ce
document.

Publications
o J. CoULET, L. FAILLE, V. GIRAULT, N. GUyY et F. NATAF. « A fully coupled scheme using Virtual Element

Method and Finite Volume for poroelasticity ». In : Computational Geosciences (2019), p. 1-23. DOI :

o J. CouLET, L FaILLE, V. GIRAULT, N. Guy et F. NATAF. « Fully coupled schemes using Virtual Ele-
ment and Finite Volume Discretisations for Biot equation modelling ». In : Proceedings, 16th European
Conference on the Mathematics of Oil Recovery. 2018. DOI :
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Geomechanics’ challenges Governing equations

Under the assumptions of quasistatic strains and slightly compressible single-phase flow, the mechanical
equilibrium and the fluid mass conservation are coupled through Biot’s equations.

Involves two physics

=» Requires two spatial discretization methods
working on a single mesh

Highly deformed media

=>» Methods must work on poor quality meshes

—div (g'Eu - apI_d) S M
9; (cop + a div (u)) + div (—% (Vp - prg)) =¢q

where u is the solid displacement and p the fluid pres-
sure.
In this work, we assume that the solid has a linegr

elastic behaviour described by the stiffness tensor C.

with &, = % (ﬂ + WT)

a  Biot parameter

co  Constrained specific storage coefficient
pr  fluid density

k¥  Mobility matrix

J

Working in a
volume framework for the fluid flow,

fcoK

framework for the mechanics and in the finite

(ap,vh) —Za/Kdiv(vh)p;l‘ = /Qf" - vp
K

/K(CUPZ + adiv (uZ)) + At Z ’f,\',f[ = fK (Atq" + c()pZ’l + adiv (uZ’l))

Lu

Spatial discretization

Given two bases for the discrete spaces, the equivalent matrix form is given by

depends only on the elasticity problem,

[BT _7? [;L)l} = L:p +£c] where 7 depends only on flow problem,

We can now choose a discretization method for

B stores the coupling terms f prdiv (vp).

and another for 7. Indeed,

the scheme can be customized picking the following elements:

A) A Virtual Element Method A Finite Volume scheme A Solution Strategy

Key idea of VEM[1]: on each element, substitute a
with an approximate discrete form ay,

« consistent (ensures accuracy)

« stable (ensures coercivity)

« computable from the dofs.
To have the consistency and the stability, set

ap (u,v) :=a" (7%u, 7%v)

+ h9=2 max |Cls" (u — 78, v - 7¥v)

where 7K

u is a projection to the polynomial part of
u and where sX stabilizes the non polynomial part.

For the lowest order of accuracy, we can take

> v(vi)

ieMg

Fv(x) = (|_11<| [ VV) (x—ﬁ)+MiK

which is computable from the dofs. With this ap-
proximate form, basis functions are virtually de-
fined over any general element.

Choosing any rv scheme with cell-centered un-
knowns allows an easy treatment of the coupling
terms. From [2] we highlight:

> Two-Point Flux Approximation

Use only two points to compute the fluxes
Frr = |flcxrdet (px — pr).

QO Low computational cost
Q High stability

X2 Requires orthogonality
condition (KL) L f

>Multi-Point Flux Approximation

Compute half fluxes Fr /., then eliminate face un-
knowns using consistency ¥/, + 7. = 0 and
finally sum half fluxes to get Fxr = Firo + Fiy

QO Allows more general meshes
X2 Larger stencil (more costly)
X Sometimes unstable

Use either a fully coupled (monolithic) or an itera-
tively coupled strategy.

>Fully coupled resolution

Both equations are simultaneously solved.

Q Unconditionally stable

X Huge matrix, no efficient solver available
>Iteratively coupled resolution

Use a splitting [3] such as the fixed-stress split:

New time step

Solve flow with fixed
stress o, = Kdiv (u) — ap

Solve mechanics with computed p

€es no

Check convergence on o,

R More iterations, needs a convergence criteria
Q Pick specialized solvers for each subproblem
QO Krylov-like methods can speed ud convergence

Numerical illustration

Layered 3D mesh including degenerated cells

P =
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Bottom and lateral faces: Vp-n =0,u-n=0
Top face: p = 0 and free stress condition

=»Solve ~300K dofs over 20 time steps (T=1 year)

with -MPFA and the fixed-stress strategy:
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Titre : Méthode des Eléments Virtuels pour le calcul de la déformation mécanique couplée aux
écoulements en milieux poreux

Résumé : Cette thése porte sur le développement et I’étude de méthodes numériques pour le probléme
de poroélasticité, modélisé par les équations de Biot. La discrétisation historique de ce systéme consiste a
utiliser une méthode de type éléments finis pour traiter I’équation d’équilibre mécanique, et une méthode
de type volumes finis pour traiter I’équation de conservation de la masse du fluide. Or, en géosciences,
les procédures de maillage utilisées pour reproduire les propriétés géométriques des milieux telles que
les hétérogénéités, discontinuités ou failles produisent des cellules incompatibles avec la discrétisation par
éléments finis. En conséquence, on s’intéresse a la récente méthode des éléments virtuels qui parait capable
de traiter des maillages plus généraux, et qui permettrait donc I’utilisation d’un unique maillage pour les
deux modélisations. Aprés avoir appliqué la méthode des éléments virtuels au probléme d’élasticité, on ef-
fectue le couplage avec I’écoulement discrétisé par volumes finis. Selon I’approximation choisie pour cette
méthode, deux schémas sont créés : le schéma VEM-TPFA, qui utilise 'approximation volumes finis la plus
simple et permet d’en proposer une analyse mathématique, et le schéma VEM-MPFA qui se base sur une
approximation plus compléte de manieére a traiter des maillages plus généraux. En plus de la discrétisation,
on s’intéresse a la stratégie de résolution du probléme couplé dans le but d’en améliorer I'efficacité et la
robustesse, en particulier en paralléle. On considére ainsi la stratégie fixed-stress split qui permet de se
ramener a la résolution de deux sous-problémes, pour lesquels on exhibe des solveurs performants.

Mots clés : maillages polyédriques, poroélasticité, discrétisation, schémas couplés, systémes linéaires, géo-
mécanique

Title: Coupling Virtual Element Methods and finite volume schemes for computational geomechanics

Abstract: This manuscript focuses on the design and the study of numerical schemes for the poroelasticity
problem modeled through Biot’s equations. The classical way to numerically solve this system is to use a
finite element method for the mechanical equilibrium equation and a finite volume method for the fluid
mass conservation equation. However, to capture specific properties of the underground medium such as
heterogeneities, discontinuities, and faults, meshing procedures commonly lead to badly shaped cells for
finite element-based modeling. Consequently, we investigate the use of the recent virtual element method
which appears as a potential discretization method for the mechanical part and could therefore allow the
use of a unique mesh for both the mechanical and fluid flow modeling. Starting from a first insight into
virtual element method applied to the elastic problem in the context of geomechanical simulations, we
apply in addition a finite volume method to take care of the fluid conservation equation. Depending on
the selected finite volume method, we create two different coupled schemes: the vEM-TPFA scheme, us-
ing a two-point flux approximation for the fluid flow and for which we provide a mathematical analysis,
and the vEM-MPFA scheme, which uses a multipoint flux approximation and can thus handle more general
meshes. In addition to the discretization, we also investigate the way to solve the coupled problem in order
to improve efficiency and robustness in the context of parallel computing. For this purpose, we consider
the fixed-stress split strategy in order to fall back to the resolution of two subproblems for which we can
use efficient solvers.

Keywords: polyhedral grids, poroelasticity, discretization, coupled schemes, linear systems, geomechanics
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