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Introduction générale

Préambule

Ce mémoire est un résumé de mon travail de recherche, dont le fil conducteur est 1’étude de
solutions comportant des singularités dans différentes équations de la physique mathématique.
Selon le contexte, ces singularités correspondent a des tourbillons ponctuels ou filamentaires
(pour les fluides, décrits par 1’équation d’Euler), & des charges ponctuelles électriques (pour les
plasmas, décrits par ’équation de Vlasov-Poisson), & des parois de Néel (dans des matériaux ferro-
magnétiques, décrits par I’équation de Laudau-Lifshitz-Gilbert). On s’intéresse a la dynamique de
ces singularités en tant que telles, ou bien lorsqu’elles interagissent avec une partie plus réguliere
de la solution (généralement bornée). Enfin, une partie de ce mémoire concerne le passage de
Vlasov-Poisson vers Euler dans un régime asymptotique ou la solution exhibe de telles singu-
larités ponctuelles. En bref, les résultats obtenus apres le doctorat s’articulent principalement
autour des axes suivants :

e Premier axe : équation d’Euler incompressible en dimension deux, particulierement en
présence de tourbillons ponctuels (appelés aussi points vortex).

e Deuxiéme axe : équation de Vlasov-Poisson en dimensions deux et trois, en présence
ou non de charges ponctuelles.

e Troisieme axe : filaments de tourbillon dans les fluides incompressibles en dimension
trois.

Ces axes révelent des analogies nombreuses, ¢’est pourquoi I’on retrouve souvent des probléma-
tiques similaires. Premiérement, I’existence et 1'unicité de solutions faibles (disons bornées) en
présence de singularités. Ensuite, la possibilité de représenter de telles solutions faibles sous forme
lagrangienne, c’est-a-dire comme constantes le long des courbes intégrales du flot associé au champ
de vitesse total (qui diverge au voisinage des singularités). Enfin, la survenue de collisions en temps
fini parmi les trajectoires des singularités et celles du flot. L’étude de ces questions communes
fait appel & des outils d’analyse parfois différents et propres au chapitre envisagé.

Présentation succincte des résultats

La suite de cette introduction a pour but d’apporter un panorama des résultats obtenus avant
qu’ils ne soient développés dans les chapitres ultérieurs.
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10 INTRODUCTION

e Chapitre Existence et unicité pour I’équation d’Euler en présence de tour-
billons ponctuels ou dans des domaines singuliers.

x Existence et unicité en dimension deux : un tour d’horizon des résultats connus.
La premiere partie de ce mémoire porte sur I’équation d’Euler qui décrit I’évolution de fluides
parfaits incompressibles en dimension deux :

Ou+u-Vu=—Vp, divu=0, (1)

ottu : Ry xR? — R? désigne le champ de vitesse du fluide et le scalaire p : R, xR? — R la pression.
On étudie plus spécifiquement des écoulements tourbillonnaires, dont le comportement est
bien caractérisé par la fonction tourbillon (ou vorticité) w = rot(u). L’équation pour la fonction
tourbillon s’écrit

Ow +u-Vw=0, divu=0, (2)

ol u est retrouvé explicitement en fonction de w par la loi de Biot-Savart : ©u = K * w, avec
K(x) = ot /(27|x|?). L’existence et I'unicité de solutions régulieres et globales a I'équation d’Eu-
ler est connue depuis les années trente [226, 129]. Ce mémoire concerne plutét le cadre des
solutions faibles de (2). Yudovich [230] a démontré I'existence globale et I'unicité de la solution
w e L®(Ry, L' N L>®(R?)) pour toute donnée initiale uniformément bornée et intégrable. A l'ins-
tar des solutions régulieres, la solution de Yudovich est constante le long des courbes intégrales
du flot de u : on parle de solution lagrangienne. Nous verrons plus loin qu’il est encore possible
de définir une notion large de flot lorsque le champ de vitesse est peu régulier.

Des résultats d’existence globale de solutions faibles a vorticité non bornée ont été établis
ultérieurement dans [84 [85] [77] 214 [206] et seront davantage détaillés au Chapitre Ils incluent
en particulier le cas de solutions mesures de . Les résultats présentés ici s’inscrivent aussi dans
un tel cadre, puisqu’ils impliquent principalement des vorticités s’écrivant comme la superposition
(@ d’une composante bornée et de masses de Dirac.

En ce qui concerne I'unicité pour , le résultat de Yudovich ne s’applique qu’a des solutions
dont la vorticité est bornéelﬂ En effet, d’une part, la méthode d’énergie pour établir I'unicité (voir
[230), [173]) est basée sur une estimation de Gronwall pour la norme L? des champs de vitesse et
repose crucialement sur I'inégalité de Calderén-Zygmund [I73] :

IVu(t, )lze @) < Cpllw(t, r@e), V2 <p< oo, 3)

ce qui permet de laisser tendre p vers l'infini dans le cas d’une vorticité bornée. D’autre part, la
méthode lagrangienne (voir [I79]) réside dans une estimation de Gronwall log-Lipschitz pour
une distance de type Wasserstein entre deux solutions :

fu(t, 2) — ult,y)| < Clwt, Vs + ot M) lo =yl + Iz —yl), V(z,y) €RE  (4)
Nous verrons toutefois au Chapitre |1| des extensions du résultat d’unicité pour au cas de

solutions de la forme @ dont on suppose pour tout temps que la composante bornée est constante
au voisinage des singularités.

* Unicité pour ’équation d’Euler dans un domaine avec singularités. Ce paragraphe
concerne Darticle [159], écrit en collaboration avec C. Lacave et C. Wang. Ici, les singularités

1. En fait presque bornée, en vertu de Pamélioration [231] du résultat d’unicité de [230].
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correspondent a celles du bord du domaine considéré, régulier sauf en un nombre fini de coins,
dont la définition précise sera donnée au Chapitre

Un résultat récent de Gérard-Varet et Lacave [100] y assure 'existence d’une solution globale
avec vorticité bornée (et traite en réalité d’une classe plus large de domaines). Bardos, Di Plinio
et Temam [21] ont démontré 1'unicité dans le cas particulier d’un domaine rectangulaire. Notre
résultat est le suivant :

Pour un domaine Q borné, simplement connexe et régulier sauf en un nombre fini de coins
formant des angles aigus, il existe une unique solution faible a I’équation d’FEuler dont la
vorticité est bornée.

Notre stratégie de preuve n’est pas celle d’estimation d’énergie mentionnée ci-dessus. En effet,
I'inégalité de Calderén-Zygmund

[9u(t, Ylzr@) < Co. Qlw(t Mooy, V1< p < +oo (5)

est certes encore vraie en présence d’angles, mais il n’était pas connu, au moment de notre étude,
que le comportement de C(p, ) soit linéaire en p lorsque p — +oo.

C’est pourquoi nous avons utilisé la méthode lagrangienne, en nous ramenant au cas du disque
unité D via un biholomorphisme de ) vers D, ce qui permet 1'utilisation de formules explicites.
Peu de temps apres la finalisation de notre article [I59], 'inégalité avec C(p,Q2) = C(Q)p a
été établie par Di Plinio et Temam [81], ce qui rend en fin de compte possible la preuve d’unicité
par estimation d’énergie.

*x Le systeme Euler-points vortex. Il s’agit d’étudier des écoulements de fluides compor-
tant des tourbillons ponctuels (appelés aussi points vortex). Ces singularités se traduisent par
des masses de Dirac dans la fonction tourbillon : celle-ci est proche, en un certain sens, d’une
superposition de la forme

¢
rot(u(t, ) = w(t,-) + Z YOz, () (6)
k=1

ol w(t, ) est une partie plus réguliére, et ou les coeflicients 7 sont appelés intensités (ou circula-
tions) des points vortex. Conformément a la loi de Biot-Savart, le champ de vitesse correspondant
s’écrit

‘ ‘
u(t,-) = K * (W(ta )+ ZVk(szk(t)) =v(t, )+ Y wK(-— 2(t)). (7)
k=1 k=1

On s’intéresse au systéme qui résulte formellement de I’équation d’Euler dans cette situa-
tion. Il ’agit d’un couplage d’'une EDP pour I’évolution de la partie réguliere w(t,-) et des EDO
pour la dynamique des tourbillons ponctuels. Ce systéme Euler-points vortex a été introduit
et étudié indépendamment par Marchioro et Pulvirenti [I77, [I79] et par Starovoitov [217, [218] :

(®)



12 INTRODUCTION

ou v = K x w est le champ de vitesse induit par le tourbillon w. En particulier, on retrouve le
systéme des points vortex (ou loi de Kirchhoff) lorsque w =0 :

de _

E D RN o

itk

Starovoitov a démontré I'existence globale d’une solution pour avec tourbillon holdérien dans
le cas d’un seul point ; Marchioro et Pulvirenti I’existence globale d’une solution avec tourbillon
w € L®(Ry, L' N L*(R?)) lorsque les intensités v, sont toutes de méme signe. Cette condition
de signe garantit, pour comme pour @D, que les trajectoires des points vortex n’entrent
pas en collision. La question de 'unicité dans le cas général constitue un probléme ouvert. Elle
a été résolue dans le cas ou le tourbillon est constant au voisinage des tourbillons ponctuels
par Marchioro et Pulvirenti [I77], puis par Lacave et Miot [158]E| par des techniques différentes.
L’unicité dans la classe des tourbillons lipschitziens avait également été démontrée par Starovoitov
[21R].

Comme déja évoqué, des questions importantes dans ce cadre sont celles

— d’une part de 'existence et de 'unicité d’un flot correspondant au champ de vitesse total
u défini par ,

— d’autre part de savoir si toute solution de ’équation de transport donnée par la premiere
ligne de (8) est nécessairement lagrangienne, comme dans le cas sans tourbillon ponctuel.

Les équations de transport linéaires avec champ peu régulier ont suscité une recherche pro-
lifique. Pionniers du domaine, DiPerna et Lions [83] ont établi des conditions suffisantes de
régularité spatiale faible pour un champ de vitesse garantissant l’existence et 1'unicité d’une
certaine notion de flot associé a ce champ de vitesse. Ce flot est appelé désormais flot régulier
lagrangien. Des travaux d’Ambrosio [3] sont depuis venus étoffer la théorie, dont [6] dresse un
état de I’art récent. Pour le systeme Euler-points vortex avec tourbillon borné, le champ total
donné par est loin d’avoir la régularité requise par les résultats de [83, [3]. Nous avons donc
du mener dans [158]? une étude ad hoc afin de montrer que toute solution faible est bien lagran-
gienne, avec un flot continu en temps et en espace, dont les trajectoires n’entrent pas en collision
avec celles des tourbillons ponctuels.

Nous nous sommes ensuite intéréssés au systeme avec tourbillon dans LP pour un certain
2 < p < o0; le champ de vitesse qui lui est associé n’est plus alors log-Lipschitz comme dans
(@), mais seulement uniformément borné et héldérien. Dans [I71]?, nous avons démontré comme
premiere étape l'existence d’une solution faible de . Ensuite, 'objectif de l'article [69] en
collaboration avec G. Crippa, M. C. Lopes Filho et H. J. Nussenzveig Lopes a été de répondre de
maniere positive aux questions formulées ci-dessus dans un tel cadre. Nous avons en fait considéré
le cas d’un seul point vortex et le cas plus général d’un champ de vitesse de la forme

w= v+ YK (-~ 2),
avec v appartenant a un espace de type L°°(I/Vli’f ), & divergence nulle, et satisfaisant a de
bonnes conditions a 'infini, et z une trajectoire lipschitzienne quelconque. Nous avons démontré
le théoreme :

2. Article issu du doctorat.
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Siu est un champ de vitesse de la forme ci-dessus, il existe un unique flot régulier lagrangien,
au sens d’Ambrosio [3], qui préserve la mesure de Lebesgue sur R%. De plus, toute solution de
l’équation de transport associée

Ow+u-Vw=0, weL>®Ry, L' NLP(R?))

est lagrangienne, i.e. constante le long des courbes intégrales du ﬂotﬂ Enfin, génériquement,
les trajectoires du flot n’entrent pas en collision avec la trajectoire du tourbillon ponctuel.

La seconde partie de [69] propose une méthode de construction du flot régulier lagrangien par
régularisation du champ u dans LIIOC, avec un taux de convergence explicite.

La preuve du théoréme repose sur l'utilisation de la connection bien connue [83, [3] entre les
propriétés d’existence et d’unicité au niveau de ’équation de transport et les propriétés d’exis-
tence et d’unicité au niveau du flot. Pour la construction du flot par approximation, nous nous
sommes placés dans le cadre des travaux de Crippa et de Lellis [67] qui permettent d’étudier les
propriétés du flot régulier lagrangien (associé a des champs a régularité spatiale de type Sobolev)
en s’affranchissant totalement du lien EDP-EDO. A posteriori, on observe que le flot régulier
lagrangien que nous obtenons s’avére étre plus régulier en temps que celui de [67] puisque dans
notre cas le champ de vitesse v est continu en temps et en espace.

* Le systéme Euler-points vortex massiques. Il s’agit d’un travail plus récent [I57], en
collaboration avec C. Lacave. Nous y étudions le caractére bien posé du systéeme couplé

¢
0w + (U+Z’YkK(.T— zk)) -Vw =0,
=1 (10)
1
MEZE = Yk (Zk —o(t, z) — Z%‘K(Z’k - zj)> , 1<k</Y,
J#k

ol, a nouveau, v = K x w. Les points z; sont dénommés points vortex massiques, affectés de
masses strictement positives my et de circulations de signe quelconque 7;. D’un point de vue
physique, ce systéme apparait comme un systeme limite d’évolution pour un fluide de vorticité w
évoluant a I'extérieur d’'un nombre fini de petits solides, centrés autour des z;, dont la taille tend
vers zéro & masse my, et circulation -y, constantes. Le terme de force gyroscopique sz apparaissant
dans est réminiscent de la force dite de Kutta-Jukowski due & 'interaction fluide/solide, voir
par exemple [220, [160]. L’obtention rigoureuse du systéme dans cette asymptotique, pour
un seul point vortex massique, a été prouvée par Glass, Lacave et Sueur [104]. Une conséquence
immédiate en est I’existence globale d’une solution faible, avec w € L> (R, L*NL>(R?)). Lorsque
¢ > 1, il n’existe pas de résultat rigoureux d’asymptotique de petits solides. En particulier, la
question de ’existence ne peut pas étre résolue de cette maniere.

Remarquons que le systeme donne immédiatement le systeme Euler-points vortex lorsque
les masses sont toutes nulles. Et en effet, toujours pour £ = 1, Glass, Lacave et Sueur [105] ont
établi asymptotique de l'interaction fluide/solide dans la limite de petit solide et de masse
évanescente.

3. Puisque le flot préserve la mesure de Lebesgue, cela revient dire que w(t, ) est le poussé en avant de w(0, -)
par le flot.
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Le systeme peut enfin étre vu comme un modele d’interaction fluide/cinétique. En effet,
la limite de champ moyen de (10) ot v, = 1/¢ = my, avec £ — oo donne formellement un couplage
fluide/cinétique, apparaissant par exemple dans la description des sprays en dimension deux :

8tw —|— le

(u—l—K*p)w}:Q u=K=*w, (1)

Of+v-Vof +(wh—ut) - V,f =0, (t,z,v) € Ry x R? x R2

Ici, f = f(t,z,v) représente une densité microscopique de particules évoluant dans un fluide a
vorticité w et correspond a la limite faible étoile de la mesure empirique fg( ) =7 Ly 1 OCan (1), 20 ()
quand ¢ — 400, et p = p(t x) est 1a den51te spatiale définie par p(t, z) fR2 f(t,z,v)dv. La
limite de champ moyen de vers a été établie par Moussa et Sueur [195] dans le cas d’'un
noyau K lipschitzien et borné7 le cas du vrai noyau K (z) = x/(2r|x|?) étant encore ouvert.
Nous reviendrons plus tard sur un autre exemple de couplage fluide/cinétique au Chapitre

Dans [I57], nous avons établi les analogues des principaux résultats connus pour le systéme
Euler-points vortex, a savoir :

Supposons que tous les i, sont de méme signe. Alors il existe une solution faible globale avec
vorticité uniformément bornée au systéme . Pour toute telle solution, la vorticité est constante
le long des courbes intégrales du flot associé au champ de vitesse total. Génériquement, les
trajectoires du flot n’entrent pas en collision avec les trajectoires des points vortex massiques. Si
de plus la vorticité est initialement constante au voisinage de chacun des points vortex massiques,
la solution faible est unique.

Les preuves utilisent les mémes ressorts que celles de [I58] pour le systéme Euler-points vor-
tex. L’ingrédient essentiel qui rend possible cette adaptation est l'introduction d’une nouvelle
fonctionnelle d’énergie locale, permettant de controler les distances entre les trajectoires du flot
régulier lagrangien et celles des points vortex. Cette approche pour controler les collisions & 1’aide
d’une fonctionnelle d’énergie bien choisie avait été utilisée par Marchioro [I74] dans le cas d'un
point vortex fixe et par Lacave [I56] pour les domaines singuliers dans le cadre des équations
d’Euler. Elle sera de nouveau utilisée tres largement pour des probléemes analogues a propos de
I’équation de Vlasov-Poisson au Chapitre

e Chapitre [2| Existence et unicité pour le systéme de Vlasov-Poisson.

Mon post-doctorat avec M. Pulvirenti a été le point de départ d’une partie de ce chapitre. On
y étudie I’équation de Vlasov-Poisson, un modele pour décrire les plasmas a l'aide d’une densité
de probabilité de particules électriques f(t,x,v), avec z,v € R% o d = 2 ou d = 3, et dont
I’évolution est donnée par
of
ot
Ici, E = E (t,x) est le champ électrique, donné par la formule de convolution E = z/|z|? x p, ou
p=p(t,x) fRd f(t,z,v) dv désigne la densité macroscopique de particules.

FU-Vof +E-Vyf=0. (12)

L’existence globale et 'unicité de solutions classiques et & support compact en vitesses
ont été établies par Ukai et Osabe [198] pour d = 2 et par Pfaffelmoser [203] pour d = 3. Adoptant
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une approche eulérienne, Lions et Perthame [I68] ont établi ’existence globale de solutions faibles
propageant des moments en vitesse d’ordre supérieur a trois :

// [o|* f(t,2,v) dedv < 400, k> 3.
R3 xR3

L’unicité de telles solutions a lieu sous des hypotheses de régularité supplémentaires pour les
données initiales et de finitude des moments d’ordres au moins égaux a six.

Par la méthode lagrangienne expliquée au début de cette introduction, associée a des propriétés
de transport optimal, Loeper [169] a ensuite démontré 1'unicité pour dans la classe des
solutions qui vérifient sup;co 1 llo(t, )]|Lee < 4o00. Tant la compacité du support en vitesses que
la condition de Loeper assurent que le champ électrique est uniformément borné et de régularité
log-Lipschitz (voir pour Iéquation d’Euler). Ici encore, de part les structures tres semblables
des équations de Vlasov-Poisson et d’Euler, c’est sur cette estimation log-Lipschitz que repose la
preuve d’unicité pour avec la méthode lagrangienne.

x Unicité et stabilité pour I’équation de Vlasov-Poisson. Je me suis intéréssée a la
généralisation de la condition d’unicité de Loeper dans Darticle [I8§] : j’ai établi 'unicité pour le
systéme de Vlasov-Poisson en dimensions deux et trois sur un intervalle [0, 7] parmi les solutions
mesures telles que

t.-
sup sup M < 400.

te[0,T] p>1 p
Cette condition autorise notamment les solutions qui divergent de fagon logarithmique. La preuve
se fonde sur la formulation lagrangienne de 1’équation de Vlasov-Poisson, en introduisant une
distance liée a la distance de Monge-Kantorovich. Elle exploite de fagon essentielle le fait que
les caractéristiques associées a satisfont & une EDO d’ordre deux. Par conséquent, il est
possible de généraliser le lemme de Gronwall a des champs pas tout a fait log-Lipschitz :

IEﬁﬂﬁ—EwyNSCSgﬁhﬁwmmmqﬂmx—m0+lmw—ym?
b=

Nous insistons sur le fait que cette régularité ”log?-Lipschitz” serait insuffisante pour I’équation
d’Euler, pour laquelle les caractéristiques vérifient une EDO d’ordre un.

L’article [I88] comporte par ailleurs des exemples explicites de données initiales non bornées
qui donnent lieu a des solutions vérifiant le critere d’unicité. Dans le cas gravitationnel en di-
mension deux, ces données s’averent étre reliées a une classe d’états stationnaires a symétrie
sphérique.

Dans Particle [130], écrit en collaboration avec T. Holding, nous généralisons la condition ap-
paraissant dans [I88] aux solutions dont la densité macroscopique appartient aux espaces d’Orlicz,
c’est-a-dire de norme | - ||, finie, ot

llplla = sup Hp”fﬂ, 1<a< +oo.
p>a PV
En particulier, avec @ = 1 on retrouve 'espace de [I58] et avec o = 400 celui de Loeper

(L®°). De plus, nous établissons des estimations de stabilité explicites en fonction du temps entre
deux solutions dont les densités macroscopiques appartiennent a un espace d’Orlicz. La distance
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considérée est celle de Monge-Kantorovitch, dans Pesprit des estimations de Dobrushin [86] pour
des équations de type champ moyen avec champs lipschitziens.

x Le systéme de Vlasov-Poisson avec des charges ponctuelles. Cet axe de recherche,
qui a abouti aux travaux [80} 55} [175], concerne lexistence et I'unicité de la solution du systeéme de
Vlasov-Poisson en dimensions deux ou trois dans un contexte analogue au systeme Euler-points
vortex. Il s’agit de I'interaction entre une densité bornée f de plasma et un nombre fini de charges
ponctuelles &, de vitesse 7, et de charge g, modélisée par un systeme couplé EDP-EDO :

o 4. Vf+<E+qu =S ) Vof =0,

ot |z — &l
S = k= B &)+ args |§k §J|d, I1<k<Ut
J

J#k

(13)

En particulier, on retrouve bien le systeme de Vlasov-Poisson en l'absence de charges
(gr = 0). Lorsque gx # 0, de méme que les points vortex dans I’équation d’Euler, les charges
ponctuelles sont a l’origine d’une composante singuliere dans le champ électrique total. Ce systeme
a été introduit et étudié pour d = 2 par Caprino et Marchioro [54].

En collaboration avec C. Marchioro et M. Pulvirenti [I75], nous avons montré :

Pour d = 3 et pour une interaction répulsive entre plasma et charges, si la densité initiale
de plasma s’annule dans un voisinage des charges, il existe une unique solution globale avec
densité macroscopique p uniformément bornée. De plus, la densité f est constante le long des
courbes intégrales du flot associé au champ électrique total. Pour tout temps, la densité est nulle
dans un voisinage des charges.

Notre preuve est une adaptation de celle de Pfaffelmoser [203]. Elle nécessite une analyse
détaillée du comportement de type diffusif des trajectoires du flot au voisinage des charges, a
cause du champ singulier créé par celles-ci. Une notion clé est celle d’énergie microscopique
locale, définie dans , qui permet de controler a la fois les grandes vitesses et les distances
entre les trajectoires.

L’article [80], en collaboration avec L. Desvillettes et C. Saffirio, correspond & ’étape naturelle
suivante de ’étude de . Il s’agit de traiter une classe de densités qui peuvent ne pas s’annuler
au voisinage des charges ponctuelles mais qui ont des moments en énergie finis (ces moments
sont définis au Paragraphe . Ceci amene a nous placer dans le méme contexte que Lions et
Perthame [I68]. Dans le cas d’une seule charge ponctuelle et sous une hypotheése de petitesse de
masse de la densité de plasma, notre résultat principal est le suivant :

Si la donnée initiale admet des moments en énergie finis d’ordre supérieur a six, il existe une
solution faible globale correspondant, propageant les moments d’ordre inférieur a sept.

Soulignons que méme si ce résultat permet de considérer des densités non nulles au voisinage
de la charge, elles doivent y décroitre dans un certain sens. La condition de moment d’ordre
strictement plus grand que six exclut par exemple les densités macroscopiques qui sont a symétrie
sphérique et constantes autour de la charge.

Dans l'article [55], en collaboration avec S. Caprino, C. Marchioro et M. Pulvirenti, nous
nous intéressons cette fois pour au cas d’une interaction attractive entre le plasma et les
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charges i.e. ¢y < 0. Nous nous plagons en dimension deux car l’analyse y est, y compris pour le
cas sans charge, beaucoup moins délicate qu’en dimension trois. Nous supposons qu’initialement,
la densité de plasma est distribuée de sorte que I’énergie microscopique locale (voir la définition
(2.29)) au voisinage de chaque charge soit majorée au voisinage de chacune des charges. Le résultat
d’existence obtenu est le suivant :

11 existe une solution globale telle que le champ électrique E est uniformément borné mais telle
que la densité macroscopique p diverge de fagon au plus logarithmique au voisinage des charges.
De plus, la densité f est constante le long des courbes intégrales du flot régulier lagrangien associé
au champ électrique total. Génériquement, les trajectoires du flot n’entrent pas en collision avec
les charges ponctuelles.

Il est & noter que, en raison de la nature attractive de l'interaction, ’énergie microscopique
n’est plus une quantité coercive. Ainsi, on autorise des données initiales pour lesquelles la densité
de plasma est non nulle au voisinage des charges. Notons enfin ’analogie de ce résultat d’existence
de flot avec non collision générique avec celui établi pour le systéme Euler-points vortex dans [69].

e Chapitre [3| De Vlasov-Poisson (avec charges) vers Euler (avec points vortex).

Dans [48], Brenier a étudié un régime asymptotique pour I'équation de Vlasov-Poisson en
dimension deux, appelé limite gyrocinétique, dans lequel les solutions convergent vers une solution
de I'équation d’Euler incompressible. La limite de Vlasov-Poisson vers Euler avait été également
établie dans des régimes similaires par Grenier [T13], par Golse et Saint-Raymond [I07], puis par
Saint-Raymond [2T1]. De nombreux autres régimes pour des équations de type Vlasov, linéaires ou
non linéaires, ont été par ailleurs analysés ces derniéres années. La limite gyrocinétique que nous
étudions revient a appliquer un champ magnétique de large intensité, constant et orthogonal a un
ensemble bidimensionnel de particules chargées et sur une échelle de temps ralentie. A remise a
I’échelle pres, nous sommes ramenés a étudier le comportement asymptotique du systeme suivant
lorsque € tend vers zéro :

v E. ot 9 9
atf€+g'vzf6+ ?-1-67 Vofe =0, (t,z,v) Ry xR* xR

r—y
E.(t,z) = / LY by dy, peltx) = / Jo(t,2,v) do.
R2 |:17—y| R2

(14)

Dans ce systeme , le champ magnétique intense se trouve représenté par le terme v+ =

(Ul, 'UQ)J_ = (—U2, ’Ul).

Dans la prépublication [189], j’ai démontré que

Si les données initiales fO satisfont a des bornes uniformes en énergie et en masse, et si de
plus les normes L™ n’explosent pas trop vite : €2 f| L In || f2]| L~ — 0, lorsque € — 0, alors la
suite des densités macroscopiques converge (4 sous-suite pres, faiblement-étoile) vers une mesure
qui est une solution nappe de tourbillon de l’équation d’Fuler.

Autrement dit, la densité limite est une mesure de Radon positive appartenant & H 1 (R?) et
elle joue le role de la vorticité w comme solution de en un sens élargi formulé par Delort [77]
ou Schochet [2T4]. Ce résultat est comparable & celui de [211], dans lequel les données initiales
sont supposées vérifier des bornes uniformes en énergie et moment mais également la convergence
ellf2 L= — 0 lorsque &€ — 0. A la différence des techniques de [107, 211], qui reposent sur une
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nouvelle formulation EDP du systéeme 7 notre preuve repose de fagon fondamentale sur 'EDO
vérifiée par une combinaison judicieuse des caractéristiques, appelée gyro-coordonnée, qui avait
déja été utilisée dans [I01] 28] pour une équation de Vlasov linéaire.

Dans 'article [T91], j’ai examiné la méme problématique dans le cadre de I’équation de Vlasov-
Poisson en présence d’une charge ponctuelle. J’ai établi le résultat suivant concernant la
limite gyrocinétique de avec une seule charge ponctuelle ¢ # 0 et des données initiales
vérifiant des hypotheses analogues & celles de [I89] :

A sous-suite pres, la suite de densités macroscopiques converge vers une nappe de tourbillon
p, la suite des trajectoires de la charge converge localement uniformément vers une trajectoire
héldérienne £, et la mesure totale p+qd¢ vérifie I’équation d’Euler avec une mesure de défaut.

Plus précisément, la mesure totale limite est solution de I’équation d’Euler selon la for-
mulation généralisée de Poupaud [206], qui se ramene essentiellement & celle déja mentionnée de
Schochet [214] lorsque la mesure de défaut est nulle. Il s’avere aussi que si l'on suppose davantage
de régularité pour la densité p limite, I’équation limite se découple en une EDP pour p et une
EDO pour £ qui n’est autre que le systeme Euler-point vortex , ol p joue le role de w, B+
celui de la vitesse v, et £ celui du point vortex.

Les preuves de [191] assemblent différents ingrédients. En particulier, on utilise une nouvelle
formulation faible vérifiée par la mesure p, + gd¢, qui s’appuie sur celle de [I07] d’une part, et sur
I’'EDO vérifiée par la combinaison &, + ent d’autre part. La notion de gyro-coordonnée de [189)
ne permet pas dans ce contexte d’obtenir le résultat de convergence, a cause de la singularité du
champ créé par la charge.

e Chapitre |4} Un couplage fluide/cinétique.

Ce chapitre présente l'article [121], en collaboration avec D. Han-Kwan, I. Moyano et A.
Moussa, qui se situe a l'interface entre équations cinétiques et équations de la mécanique des
fluides. On y étudie le systeme de Vlasov-Navier-Stokes bidimensionnel, utilisé par exemple comme
modele pour la dynamique des aérosols dans les poumons. Il s’agit de décrire 'interaction entre
un fluide visqueux incompressible avec vitesse u = u(t,z) et un nuage de particules de densité
f=7ktazv):

Ou+ (u-V)u— Au+ Vp =3 — pu,
divu = 0, (15)
Of +v-Vof +divy[f(u—v)] =0,

ot (t,x,v) € Ry x Q x R? (avec 2 le tore bidimensionnel ou le plan) et ot

plts) = [ fta)do, i) = [ oftta)de
RZ

R2
On reconnait ’équation de Navier-Stokes (avec terme source dépendant de f) pour le fluide et une
équation de Vlasov amortie pour les particules. La question de I'existence globale d’une solution

faible d’énergie finie pour avait été résolue dans [44] 229, 224] [46]. Dans [121], nous avons
démontré :

Pour une donnée initiale admissible (ug, fo), il existe au plus une solution faible (u, f) cor-
respondante au systeme de Vlasov-Navier-Stokes.
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Par donnée admissible, on entend un couple (ug, fo) vérifiant les conditions usuelles pour
lexistence globale (en particulier, ’énergie doit étre finie) et dont la densité fy vérifie une condi-
tion particuliere - & premiére vue un peu obscure - sur les deux premiers moments en vitesse (voir
(4.5)). Celle-ci est satisfaite lorsque, par exemple, fo décroit assez vite en vitesse, uniformément
en z. Cette condition a pour but d’assurer que toute solution faible a ses premiers moments
p=[fdv,j= [vfdv, et [|v]?fdv uniforméments bornés sur Q a temps positif. On retrouve
ici une condition analogue au critére d’unicité de Loeper [169] pour le systéme de Vlasov-Poisson.
Notre démonstration utilise une méthode d’énergie pour la partie fluide et une méthode lagran-
gienne pour la partie cinétique, avec des estimations sur la fonction maximale du gradient de la
différence des vitesses qui permettent de prendre en compte le couplage.

e Chapitre |5} Filaments tourbillonnaires dans les fluides en dimension trois.

Ce théme a été 'objet d’une collaboration avec V. Banica [12] [I3] puis avec V. Banica et
E. Faou [I0, II]. II s’agit de la dynamique des tourbillons filamentaires dans les fluides incom-
pressibles en dimension trois. Ces tourbillons filamentaires sont le pendant tridimensionnel des
tourbillons ponctuels (points vortex) des chapitres précédents : ils représentent le support de la
vorticité, assimilée a une masse de Dirac le long d’une courbe de I’espace et de direction donnée
par le vecteur tangent de la courbe.

Selon ’approximation dite LIAE| proposée par Da Rios [71], la dynamique d’un seul tourbillon
filamentaire peut étre décrite par le flot par courbure binormale :

05X X OssX

OX= "

ot x(t,5) € R? (avec s € R) désigne un certain paramétrage de la courbe. Des solutions par-
ticulieres sont données par les anneaux se propageant a vitesse constante, les hélices, ou encore
les lignes droites. Nous nous sommes intéressés plus particulierement au cas de ¢ filaments tous
presque paralléles a axe (0z). En notant 1,(¢, s) € C la position du filament & la hauteur 5E|7
Klein, Majda et Damodaran [I51] obtiennent un systeme d’équations simplifiées pour les 1; :

iatz/waﬂjasswﬁZ%%:o, 1<j<t (16)
ki 9Tk

Les ~y; représentent les circulations des filaments et les a; > 0 sont des parametres reliés aux
structures des filaments. Ce systéme combine d’une part ’auto-interaction de chaque filament,
caractérisée par 'opérateur de Schrodinger libre et provenant du flot binormal (linéarisé), et
d’autre part l'interaction avec les autres filaments. Notons que des solutions particuliéres sont
données par les collections de filaments droits et paralléles : ¢;(t,s) = z;(t), pour tout s € R,
pour lesquelles on retrouve alors le systeme des tourbillons ponctuels @ déja mentionné :

En premier lieu se pose la question de l'existence de solutions pour le systeme (|16)), ce qui
va de pair avec celle de collisions en temps fini entre plusieurs d’entre eux. Le premier résultat

4. ”Local Induction Approximation”.
5. Apres remise a ’échelle en temps et en espace.
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mathématique dans cette direction, de Kenig, Ponce et Vega [148], établit I’existence globale
d’une solution pour des perturbations de filaments droits formant soit une paire quelconque, soit
un triangle equilatéral en rotation uniforme.

Dans notre premier article [I2], nous obtenons plusieurs résultats d’existence globale ou en
temps grand de filaments. En particulier, nous considérons le cas d’un nombre quelconque de
filaments lorsque {¢;} est une perturbation symétrique, assez petite, d'un polygone régulier {z;}

en rotation :
;(t,s) = z;(t)®(t,s), VseR.

Nous montrons que :

Si®(0,-) est assez petite dans un certain espace d’énergie, il existe O unique telle que &—(0, )
appartient o C(Ry, H'(R)) et telle que la collection {1;} définie comme ci-dessus est solution du
systeme (L16]).

L’énergie dont il est question est définie par

1
B(®) = 5/ (10,0 + Q(— In |2 + B — 1)) ds,
R
ou 2 est la vitesse de rotation du polygone ; c’est une quantité coercive lorsque €2 > 0. De ce fait,
petite énergie implique module proche de un. Cette énergie est le Hamiltonien associé a I’équation
que nous trouvons pour la perturbation :

d
i6t<1>+8ss<1>+9@(1— |®|?) = 0. (17)

Cette équation présente une dynamique riche dont nous étudions plusieurs aspects dans [12].

La seconde partie de notre étude des filaments presque paralleles est consacrée a démontrer
lexistence d’une collection de filaments symétriques présentant une collision en temps fini.
Cette problématique est a l'origine des articles [13] [I0, [I1]. Une piste naturelle consiste & chercher
une solution de avec un point d’annulation, ce qui est simple lorsque €2 = 0. En suivant cette
idée, nous détaillons dans notre article [I3] différents exemples explicites de collisions. Lorsque
2 # 0, la question est plus difficle. Comme premiére étape, nous avons réalisé dans [I0] une étude
a la fois théorique et numérique du systeme obtenu pour la paire de filaments avec des circulations
de signe opposé. En suivant une suggestion de Zhakarov [232], nous construisons une collision
autosimilaire a un temps arbitraire & la position s = 0. En revanche, de tels filaments ont un
comportement linéaire & 1'infini et sortent donc du cadre des filaments droits a l'infini.

Dans P’article [11], nous revenons au cadre des filaments droits & l'infini pour remédier & la
restriction ci-dessus : ¥;(t,s) — z;(t) lorsque s — %00, ou {z;} désigne une solution du systeme
des tourbillons ponctuels @D Nous nous restreignons & deux cas : (11,%2) est une paire de
filaments avec circulations opposées et symétrique par rapport a l’axe des ordonnées (cadre de
[10]); {2} est une collection d’un nombre arbitraire de filaments avec méme circulation et avec
symétrie polygonale (cadre de [12]). Notre théoréme principal peut s’énoncer ainsi :

Pour ty assez petit, il existe une solution du systéme (16) sur [0,t9) dont les filaments sont
droits a Uinfini et telle que tous les filaments entrent en collision si et seulement sit =0 et s = 0.
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Notre démonstration met en oeuvre une méthode de point fixe dans un espace de Banach
convenablement choisi et nécessite des estimations fines de type Strichartz localisées pres de
l'origine. Elle exploite largement la forme explicite du profil des solutions autosimilaires construit
dans [10], en les renormalisant & 'infini, ce qui confére une silhouette chromosomique a la solution
ainsi construite.

e Chapitre [ Dynamique des parois de Néel dans les films ferromagnétiques
minces.

Ce dernier chapitre est issu d’un article joint avec R. Cote et R. Ignat [64]. Nous étudions un
modele pour des films ferromagnétiques minces, décrits par une fonction aimantation dépendant
du temps m = m(t,z) : [0,4+00) x Q — S2, olt Q, correspondant & la section transverse du film,
est un domaine bidimensionnel et périodique dans une direction.

Notre travail est motivé par des observations physiques prédisant que ’état fondamental
correspond & la minimisation d’une certaine énergie libre E. s(m. s) faisant intervenir des petits
parametres € et J reliés aux caractéristiques du matériau. Il est aussi observé que la compétition
des différents termes de ’énergie, dans certains régimes asymptotiques ou € et § tendent vers
zéro, favorisent ’émergence de structures singulieres :

— des singularités de type ligne, ou paroi de Néel, pour lesquelles I'aimantation connecte

deux états constants en effectuant un saut le long d’une ligne;

— des singularités de type vortex, ou paroi de Bloch, correspondant a une échelle d’énergie

supérieure aux parois de Néel.

Une premiére partie de [64] est dédiée au cas stationnaire ; nous établissons rigoureusement la
compacité des aimantations dans le régime énergétique compatible avec ’apparition des parois de
Néel mais excluant les vortex. Nous établissons aussi 'optimalité des parois de Néel et montrons
que toute famille d’aimantations bien préparées, c’est-a-dire d’énergie asymptotiquement quasi-
minimale, converge (& sous-suite pres) vers une paroi de Néel.

Ce résultat fait suite aux travaux de Ignat et Otto [I38), [139] pour des régimes d’énergie
différents ou des aimantations & valeurs dans S'.

Nous nous intéressons en second lieu a la dynamique asymptotique de P’aimantation
dans le régime considéré ci-dessus. Nous considérons comme modele d’évolution I’équation de
Landau-Lifshitz-Gilbert [102, [T61], une interpolation d’un modeéle hamiltonien (type “Schodinger
map”) et d’un modele dissipatif (type “application harmonique”). Dans un premier temps, nous
étudions le probleme de Cauchy et nous construisons des solutions faibles globales, d’énergie
finie, pour tous €, > 0 fixés. Puis, nous établissons que pour un certain choix des parametres de
I’équation, la dynamique limite de toute suite de solutions est triviale : les parois de Néel sont
stationnaires.
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Chapitre 1

Existence et unicité pour
I’équation d’Euler 2D en présence
de singularités
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Résumé

Ce premier chapitre concerne des résultats d’existence ou d’unicité au sujet de I’équation d’Euler
en dimension deux.

L’article [I59], en collaboration avec C. Lacave et C. Wang, traite de 1'unicité de la solution
bornée de I’équation d’Euler posée dans une certaine classe de domaines singuliers, comportant
des angles aigus.

On présente ensuite 'article [69], en collaboration avec G. Crippa, M. C. Lopes Filho et H.
J. Nussenzveig Filho, & propos de 'existence d’une solution lagrangienne pour le systeme Euler-
points vortex avec vorticité non bornée.

Enfin, on résume des résultats similaires pour le systeme Euler-points vortex massiques, ob-
tenus dans l'article [I57] avec C. Lacave.

1.1 Introduction

L’équation d’Euler. Ce chapitre a trait a ’équation d’Euler en dimension deux, introduite
par Euler [89] en 1757 afin de décrire 'évolution d’un fluide parfait incompressible. Lorsque

23
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le fluide occupe tout le plan, en notant u : Ry x R? — R2 le champ de vitesse du fluide et
p: Ry x R? = R la pression, 1’équation s’écrit

Ou+u-Vu=—-Vp, divu=0. (1.1)

Les problemes mathématiques d’existence et d’unicité pour cette équation, en dimensions deux
ou trois, ont suscité depuis un nombre immense de travaux dans la littérature. Un panorama en
est donné par exemple dans 'ouvrage de Majda et Bertozzi [I73].

Dans ce mémoire, on privilégie ’étude de certains écoulements tourbillonnaires mieux décrits
a laide de la fonction tourbillon (ou vorticité) w = rot(u). De fagon remarquable, ’équation pour
le tourbillon est en dimension deux une équation de transport :

Ow+u-Vw=0, divu=0. (1.2)

En appliquant la méthode des caractéristiques lorsque u et w sont réguliers, on a donc w(t, X (t, z)) =
w(0,7), ot X est le flot associé & u : pour tout z € R?, la courbe ¢ — X (¢, ) est définie par

d

%X(t,x) =u(t,X(t,z)), X(0,2)=u=z.

On introduira au Paragraphe ci-dessous une notion plus générale de flot associé a des champs
de régularité spatiale moindre.

Il est utile d’observer que 'on peut reconstituer la vitesse u explicitement a partir de son
rotationnel w, si ’on ajoute des conditions de nullité a 'infini. En effet, la condition d’incompres-
sibilité (divu = 0) permet d’écrire u = V+), ol la fonction courant 1) est solution de ’équation
de Poisson Ay = w dans R?, avec ¥ — 0 & l'infini. En introduisant G(x) = (1/27)In|z| la
solution fondamentale du Laplacien sur R?, il en découle que u = VG * w ce qui donne la loi

de Biot-Savart

1zt

amfef

u=Kxw, K(z)

Quelques propriétés de cette formule sont rassemblées en Section de 'annexe.

Existence et unicité. L’existence de solutions régulieres et globales en temps a 1’équation
d’Euler a été établie des les années trente par Wolibner [226] et par Holder [129”3 Ici, on s’intéresse
plutot a la formulation faible de , pour laquelle le théoréme de Yudovich [230] assure 'exis-
tence globale et 1'unicité de la solution w € L (R, L' N L>°(R?)) associée & toute donnée initiale
wo dans L' N L°°(R?). Comme pour le cas régulier, toute solution faible est bien encore lagran-
gienne c’est-a-dire constante le long des courbes intégrales du flot de wu.

L’existence globale de solutions de est également connue dans certaines classes de fonc-
tions non bornées, au prix de la perte éventuelle de I'unicité. On renvoie par exemple a Di Perna
et Majda [84] (pour wy dans L' N LP,2 < p < o0), Chae [85] (pour wy dans LLogL(R?) et &
support compact), Delort [77] (pour wg mesure de Radon signée appartenant & H~!(R?), voir
aussi Schochet [214] pour une approche similaire). Par ailleurs, Poupaud [206] a établi Iexistence
de solutions mesures de Radon signées, satisfaisant ’équation d’Euler avec une mesure de défaut.
Dans ces derniers travaux, le caractére singulier des solutions considérées nécessite de trouver une

1. Ce travail comporte aussi tous les éléments permettant de démontrer également 'unicité, ainsi que le souligne
Székelyhidi dans la note [147].
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nouvelle formulation de 7 obtenue par symétrisation du noyau de Biot-Savart [77), 214 206].
Nous reviendrons a cette formulation au Chapitre [3| Enfin, un travail récent de Bohun, Bouchut
et Crippa [32] montre l'existence d’une solution & vorticité seulement dans L!, obtenue comme
superposition avec le flot régulier lagrangien correspondant.

On s’intéressera particulierement au cas ou la vorticité est donnée par la superposition d’une
composante bornée et de masses de Dirac, ce qui constitue une interpolation des cadres considérés
par Yudovich et Poupaud.

En ce qui concerne l'unicité, 'hypotheése de vorticité bornée (ou ”presque bornée”, voir [231])
semble inévitable pour appliquer les deux principales méthodes connues. Rappelons brievement
ces deux angles d’attaque :

— La méthode d’énergie, utilisée par Yudovich [230] et récrite par exemple dans 'ouvrage
de Majda-Bertozzi [I73]. Celle-ci consiste a établir une estimation de Gronwall pour la norme L?
de la différence de deux vitesses solutions de (|1.1)) avec méme donnée initiale :

D(t) = ||’U,1 (t, ) — UQ(t, ')HLZ(RQ)-

Un des piliers de cette preuve est I'inégalité de Calderén-Zygmund, vérifiée par les champs u; et
ug, qui exprime le caractere presque lipschitzien du champ de vitesse :

1

— La méthode lagrangienne, détaillée par exemple dans le livre de Marchioro et Pulvirenti
[I79], passe par une estimation de Gronwall pour une quantité liée & la distance de Wasserstein
entre deux solutions :

D(t) = /R X1 (6, 2) — Xolt,2)||wo(x)| dz, (1.4)

ou X7 et X5 sont les flots associés aux deux solutions. L’argument clé est ensuite la régularité
log-Lipschitz en espace et uniforme en temps du champ de vitesse :

u(t, ) — u(t,y)| < Cllw(t, ) + llwt, z=) |z —y|(1+ [Infe —y]), V(z,y) eR*  (1.5)

La condition w € L (L' N L*>) - automatiquement satisfaite des lors que w(0,-) € L* N L,
puisque les normes du tourbillon sont conservées au cours du temps — permet d’aboutir a une
inégalité de la forme D(t) < CpfOtD(s)l’l/p ds pour la premiere méthode, ou bien D(t) <
CfOt’D(s)(l + [InD(s)|) ds pour la seconde, en notant que la premieére estimation entraine la
seconde par choix de p = |InD(s)|. Puisque D(0) = 0 cela entraine que D est nulle, d’apres le
lemme de Gronwall log-Lipschitz bien connu (une version du lemme d’Osgood) que nous rappelons
ci-dessous :

Lemme 1. Soienta > 0,0 < b < 1, et T > 0 tels que pe " exp(2(1 — e %T)) < 1. Soit u €
CL([0,T)) avec u > 0 sur [0,T]. Supposons que i < ap(u), avec u(0) = b, ot p(r) =7r(2+ |Inr|)
si0<r<1,(r)=2sir>1. Alors u vérifie Uinégalité u(t) < b° * exp(2(1 — e~)), pour tout
te0,T).

Mentionnons finalement que des travaux ultérieurs, tels que ceux de Yudovich [231], de Vishik
[223] ou de Bernicot et Keraani [27] ont permis de montrer 'unicité dans des espaces de fonctions
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non bornées. En effet, il existe de tels espaces (par exemple, I’espace de Besov défini dans [223],
les espaces de Morrey-Campanato LBMO (voir [27]) ou L%, (voir [26])) pour lesquels le champ
de vitesse correspondant satisfait encore a une estimation similaire a , qui est suffisante pour
clore I'inégalité de Gronwall.

1.2 Domaines singuliers

L’objectif de cette section est d’étendre le résultat d’unicité de Yudovich pour 1’équation
d’Euler posée dans un domaine comportant des angles aigus.

Contexte d’étude. Les résultats d’existence et d’unicité de solutions régulieres ou de solu-
tions faibles avec vorticité bornée restent vrais pour I’équation d’Euler posée dans un domaine €2
connexe et régulier (de classe C1'1). Dans ce cas, la condition de nullité de la vitesse a I'infini est
remplacée par une condition de tangence au bord 9. On peut ensuite reconstituer u par la loi
de Biot-Savart ad hoc :

ult, ) = /Q Koz, y)w(t,y) dy = /Q VL Galz, y)w(t,y) dy, (16)

ol le noyau de Green Gg : Q2 x  — R est défini par

GQ(xay) = GQ(y,ﬂf), AzGQ(xay) = 5I—y7 V(a:,y) €Qx Q’
Ga(z,y) =0, V(z,y) € Q x N.

Dans le cas particulier du disque Q = B(0,1) =D, les formules sont explicites :

1 T—y . y

Gp(z,y) = 2—1n % , ouyt= o (1.7)
T \lz —y*|ly| [yl

Les propriétés de continuité pour une solution u avec vorticité w bornée, qui sont énoncées en

annexe, s’appliquent encore pour les domaines bornés réguliers. En particulier, la condition de

tangence est a entendre au sens classique.

On souhaite considérer désormais des domaines ouverts, bornés, simplement connexes, mais
pas nécessairement partout réguliers. On formule la condition de tangence au sens faible :

/ u-h=0 pourtout h € {we L*(Q) : w=Vp, pourun certain p € H(Q)}
Q

(voir [100]). Pour les domaines ouverts bornés et satisfaisant & la seule condition géométrique
de convexité, Taylor [219] a démontré I’existence globale d’une solution & vorticité bornée. Dans
[100], Gérard-Varet et Lacave établissent également l’existence globale pour une large classe
de domaines singuliers. Cette classe inclue les domaines pour lesquels nous étudions ci-dessous
I"unicité.

L’unicité semble inaccessible pour des domaines ouverts, bornés et simplement connexes
généraux. En effet, les preuves connues rappelées au Paragraphe exploitent crucialement la
régularité du champ de vitesse u = V1) obtenu par résolution de I’équation de Poisson dans le
domaine :

A =w dans Q, ¥|sq = 0. (1.8)
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Or, Jerison et Kenig [88] produisent un exemple de domaine de classe seulement C'! et une fonction
w réguliere tels que u = V- A~1w ne soit méme pas de gradient intégrable.

Ceci étant, il existe une classe de domaines non réguliers qui a été amplement étudiée dans
la littérature des problémes elliptiques, voir Grisvard [114], Kozlov, Mazya et Rossmann [153],
Borsuk et Kondratiev [36]. Il s’agit de domaines dont le bord est C! sauf en un nombre fini de
points x, k = 1,..., N, en lesquels 92 forme un coin d’angle 6y € (0,27). Le comportement de
la solution de , pour w € L donné, est bien connu au voisinage des points [IT14]. Le champ
de vitesse u = V=1 n’est pas borné au voisinage de xy si 6, > 7. Si 0 > 7/2, u n’appartient
pas a ﬂp <oo WLP(€), son comportement est trop singulier au voisinage des coins. En revanche,
lorsque 0 < m/2, u appartient bien a (), WLP(Q). Grisvard [114] obtient de plus I'inégalité
de Calderén-Zygmund :

IVullLe@) < Clp, Dllwllzr), V2 <p < +oo, (1.9)

pour une constante C(p, Q) dépendant seulement de p et de Q. Ceci laisse présager la possibilité
d’établir I'unicité. Malheureusement, comme observé par Bardos, Di Plinio and Temam [21], la
preuve de Grisvard permet d’aboutir & une borne seulement quadratique C(p,§2) = C(2)p? qui
est insuffisante pour appliquer la méthode d’énergie.

Dans le cas des angles tous obtus (0; > 7/2), I'obstacle & I'unicité lié au possible compor-
tement singulier de la vitesse au voisinage des coins a été surmonté par Lacave [156]. Pour cela,
[156] suppose de plus que le support de la vorticité reste toujours disjoint des coins. Ainsi, le
champ de vitesse est plus régulier que prévu. La condition sur le support est elle-méme assurée
par une hypothese supplémentaire de signe fixe sur la vorticité.

Dans le cas o € est un carré, ou bien est convexe avec des angles tous de la forme 0, = 7/my,
my € Nymy, > 2, Bardos, Di Plinio et Temam [2I] ont utilisé des arguments de symétrie pour
obtenir une nouvelle estimation BMO impliquant 'estimation avec C(p,2) = C(Q)p et donc
Iunicité.

Unicité pour les domaines a angles aigus. Le cas des domaines a angles tous aigus
fait I'objet de notre travail [I59]. Plus précisément, ces domaines sont définis par :

(H) © est un ouvert borné, simplement connexe de R?, tel que 99 est de classe C%* (a > 0) sauf en
un nombre fini de points zx, k = 1,..., N, en lesquels 9f2 forme un coin d’angle 0;, € (0, 7/2]. Plus
précisément, dans un voisinage des xy, € est paramétré par {z = zp+re’?, 0 < 0 < 0,0 <r < 1o}
pour ro > 0.

Remarque 1. A la lumiere des résultats connus, il serait plus naturel de supposer seulement 02 €
C1! en dehors des coins. L’hypothese de régularité C>® entre en jeu au niveau de I'application
du théoreme de Kellogg-Warschawski, comme expliqué dans la preuve ci-dessous.

Théoréme 2 (D’apres [159], Theorem 1.1). Supposons que Q vérifie (H). Soit wg € L*>°(Q). I
existe au plus une solution faible correspondante & l’équation d’Euler telle que w € L°(R4 x Q).

Puisque nous ne disposions pas alors de l'estimation linéaire C(p, ) = C(2)p dans 'inégalité
de Calderén-Zygmund, nous avons utilisé 'approche lagrangienne pour démontrer ce résultat. Peu
apres la finalisation de [I59], Di Plinio et Temam [81] ont montré que l'estimation linéaire pour
C(p, Q) a bien lieu, complétant ainsi I’état de I’art d’une nouvelle preuve d’unicité par estimation
d’énergie.
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Eléments de preuve du Théoréeme EI. Le point de départ est le théoreme de ’application
conformeﬂ : il existe un biholomorphisme 7 qui envoie ) sur le disque unité I et 9Q sur ID.
Si T n’est en général pas explicite, le grand intérét de cette démarche est de se ramener a la
formule de Biot-Savart dans le disque, qui, elle, est explicite (voir — ) En effet, on a
Ga (xa y) = GD(T(I')a T(y))v pUiSE

(T(@) = TW)* _ (T() ~Tw)")*

! T (g — = T (g x
Kate) = 52070 [Ty =7 ~ =) = P @@ T,

Par changement de variables, la loi de Biot-Savart se récrit finalement pour y € D :
u(t, T~ (y))
1 _ 1 _oox\ L
- %DTT(T’l(y))/ <(y o =2 ) w(t, T~ (z))det (DT (2)) d-.
D

ly—=2[2  |y—=2*?

(1.10)

L’obtention d’estimations pour u se ramene de la sorte en grande partie a la connaissance du
comportement de T et de ses dérivées ou inverses. Cette idée a été mise en ceuvre dans plusieurs
probleémes reliés a I’équation d’Euler posée dans des domaines (extérieurs, perforés, de taille
évanescente...), notamment par Iftimie, Lopes Filho et Nussenzveig Lopes [I31], Lacave [T55] [156],
Bonnaillie-Noél, Lacave et Masmoudi [35].

Ici, la formule (1.10]) suggere de considérer le push-forward de u résultant de la transformation
conforme : U(t,y) = DT (T 1(y))u(t, T~ 1(y)), pour y € D. Dans [I59, Prop. 3.2, Prop. 3.3],
nous montrons que ce champ U(¢, ) est uniformément borné et log-Lipschitz lorsque w(t,-)
appartient a L, alors que nous ne sommes pas capables de démontrer cette propriété pour
le champ de vitesse u(t,-) original. Cette régularité repose de fagon essentielle sur des bornes
explicites pour 7, 7! ainsi que pour leurs dérivées au voisinage des coins. Ces estimations sont
obtenues dans [I59, Prop. 2.1]. En particulier, les dérivées jusqu’a l'ordre deux de T sont bornées
lorsque les angles sont aigus, mais D7 ! diverge éventuellement. Cependant, cette divergence
dans est compensée par les bornes pour DT.

En simplifiant au cas d’un seul coin en x7, ce comportement provient du fait que la fonction
obtenue en composant 7! par ¢ : z +— (2 — ml)”/al est de classe C%“ et envoie D sur le demi-
plan. Le théoréme de Kellogg-Warschawski (voir [204, Theo. 3.6]) implique que cette application
est de classe C? dans D. Cest ici qu'intervient I'hypothese de régularité C%®, que nous avons
discutée en Remarque

Grace a la régularité de U ainsi prouvée, I'unicité est finalement établie en établissant une
inégalité de Gronwall pour la fonction

D) = [ [ 1T(a(s0) = T(Xals.) de s,

ou X; et X, sont les flots associés a deux solutions u; et us ayant méme donnée initiale.

1.3 Singularités liées aux tourbillons ponctuels

On présente ici les articles [69] et [I57], dont le but est d’approfondir I’étude du systéme
Euler-points vortex ou d’une variante de celui-ci incluant des effets gyroscopiques.

2. Dans ce qui suit, on identifie R? et C.
3. On calcule DT en voyant 7 comme une application de R? vers R2.
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1.3.1 Le systeme Euler-points vortex avec vorticité non bornée

On étudie dans ce paragraphe l'existence de solutions lagrangiennes pour le systeme Euler-
points vortex :

¢
Ow + (U—i—Z’ykK(-—zk)) Vw=0, v=Kx*uw,

k=1 (1.11)

ek =o(t, zx) + Z’yjK(zk —zj), 1<Ek<L
dt :

J#k
La justification de ce modeéle asymptotique décrivant l'interaction d’une vorticité uniformément
bornée avec des masses de Dirac a été apportée par Marchioro et Pulvirenti [I78]. Trés récemment,
Nguyen et Nguyen [I97] ont aussi obtenu le systéme Euler-points vortex dans le cadre de la limite
non visqueuse de ’équation de Navier-Stokes.

Comme on 'a vu dans l'introduction, ce systéme admet une solution lagrangienne avec
vorticité w(t, -) uniformément bornée pour tout ¢ > 0 (qui est unique si de plus w(0, -) est constante
au voisinage des points vortex [I77), [I79, 158]). Pour chaque 2 < p < oo, il existe aussi une
solution faible avec w(t,-) dans L' N LP [I70]. De telles solutions sont globales en temps si les
circulations v sont toutes de méme signe, afin d’exclure les collisions entre les trajectoires des
points vortex. Enfin, dans [187], 'existence d’une solution globale pour ¢ = 1 a été établie lorsque
w(t,-) est une nappe de tourbillon (mesure de Radon appartenant & H~!) de signe constant et
de méme signe que 7;. Le sens donné a dans ce cadre est en fait celui donné par Poupaud
[206] pour les solutions & valeurs mesures & I’équation d’Euler. Le résultat de [I87] étend donc
celui de Delort [77] pour les solutions nappes de tourbillon de I’équation d’Euler. La notion de
solution mesure a ’équation d’Euler sera précisée au Chapitre

Suite aux résultats de [I87, [I70], la question naturelle & 'origine de [69] était de déterminer
si de telles solutions faibles étaient également lagrangiennes. En effet, s’il découle facilement des
propriétés du flot qu'une solution lagrangienne est bien une solution faible, la réciproque est plus
délicate pour des champs de vitesse peu réguliers.

Equations de transport avec champs peu réguliers. Soient d € N*, T' > 0 et u = u(t, x)
un champ continu sur [0, 7] x R? et appartenant & L'([0,T], W (R?)). Pour tout z € R?, le
théoréme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence et 'unicité de la solution v € C*([0,T]) &4 'TEDO

’Y(t) = U(f»’Y(t))a ’Y(O) =z, te€ [OvT]

Lorsque u n’est pas lipschitzien en espace, 'unicité de la courbe v peut étre perdue. C’est
le cas pour 'exemple classique, détaillé dans [6], du champ autonome u : R — Ry — \/w ,
qui engendre plusieurs familles de trajectoires avec méme donnée initiale. Cependant, DiPerna et
Lions [83] ont étudié le cas ot u admet une certaine régularité spatiale faible avec intégrabilité en
temps. Ils ont démontré qu’il est en fait possible de sélectionner une unique courbe intégrale pour
presque toute donnée initiale de sorte a produire un flot unique et stable par rapport aux
régularisations du champ de vitesse. Ce flot a été étudié par la suite dans de nombreux articles
et est désormais appelé flot régulier lagrangien. Il est défini dans [3 [, [67) [69] de la fagon
suivante :

Définition 3. Soient T > 0 et u € LL ([0,T] x R%). On dit que X : [0,7] x R x R? est un flot
régulier lagrangien associé a u si



30 EULER AVEC SINGULARITES

— Pour presque toutlﬂm € R?, 'application ¢ +— X (¢, z) est une solution absolument continue
de 'EDO £ X(t,x) = u(t,X(t,z)) avec X(0,z) = x;

— Tlexiste L > 0tel que X (¢,-)x £ < LL, pour tout ¢ € [0, T, c’est-a-dire : L4(X (¢,-)~1(A))
LLY(A) pour tout t € [0,T] et pour tout A borélien de R<.

La plus petite constante L vérifiant la seconde propriété est appelée constante de compressibi-
lité du flot. Dans le cas régulier, on peut choisir L = exp(fOT Il[div w(t, )] - || L dt). Cette seconde
hypothese imposant la non concentration du flot est essentielle afin de sélectionner les ”bonnes
trajectoires” pour presque toute donnée initiale.

Le point de départ de la théorie de DiPerna et Lions consiste a rattacher de fagon systématique
les questions d’existence et d’unicité du flot & celles d’existence, d’unicité et de stabilité pour
I’équation de transport linéaire associée :

dw+u-Vo=0, w0,-)=wy dans (0,T)x R (1.12)
Les champs considérés vérifient des conditions de divergence bornée et de décroissance a l'infini :

(H,) divu e L*([0,T], L= (RY)),

(H2) #m € L([0,T), L'(R)) + L ([0, T], L=(R?)).

Dans ce cadre, DiPerna et Lions s’intéressent aux solutions renormalisées de (|1.12]) : ce sont
les solutions faibles w pour lesquelles 5(w) est aussi solution faible, pour toute fonction S €
CL(R). Ceci est bien siir le cas de toute solution réguliere w, car il suffit alors de multiplier
I’équation par ' (w) et d’utiliser la régle de la chaine. La motivation de cette notion est
le fait que si u vérifie les conditions (H;) et (Hsz), il existe au plus une solution renormalisée
w € L*=([0,T],L' N L>=(R%)). Lorsque toute solution faible est renormalisée, on dit que u a
la propriété de renormalisation. La propriété de renormalisation implique donc l'unicité de la
solution faible de I’équation de transportﬂ En découlent l'existence et I'unicité du flot régulier
lagrangienﬁ(il s’agit du second volet des résultats de [83]). L’unique solution w est alors bien
constante le long des courbes intégrales du flot.

Ambrosio [3] a formulé ce principe de fagon plus abstraite : il existe un unique flot régulier
lagrangien des lors que 'EDP a la propriété d’existence et d’unicité. C’est en particulier le cas
pour un champ qui a la propriété de renormalisation.

La littérature depuis [83] s’attache par conséquent & trouver des conditions pour lesquelles le
champ de vitesse a la propriété de renormalisation. DiPerna et Lions ont démontré que c’est le
cas sous des hypothéses de régularité spatiale faible :

1 1,1 /mpd
(H3) we L ([0,T], W, (RY)).

Ambrosio [3] a par la suite étendu la propriété de renormalisation & des champs de régularité
spatiale BV. En deux dimensions et dans le cas autonome, il existe aussi des résultats requiérant

4. Par rapport & la mesure de Lebesgue £¢ sur R?.

5. Ainsi que la stabilité par rapport a des régularisations du champ de vitesse.

6. La définition de flot dans [83] differe 1égerement de la Définition |3| mais peut étre retrouvée a partir de cette
derniere.

IN
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moins de régularité pour u sous des conditions portant sur la direction locale du champ (reliées a
la structure des points critiques du Hamiltonien correspondant), voir [42] [125]. De fagon générale,
des informations supplémentaires sur la structure du champ de vitesse permettent d’abaisser la
régularité (ou bien de n’exiger de la régularité que par rapport & certaines variables) pour obtenir
la propriété de renormalisation. Ce principe est développé par Lebris et Lions [163] et par Bohun,
Bouchut et Crippa [31] avec des applications dans [68] au systéme de Vlasov-Poisson, dont la
structure remarquable est une motivation pour cette étude.

Une approche introduite plus récemment consiste a étudier les propriétés du flot de fagon
totalement indépendante de I’équation de transport : voir Hauray, Lebris et Lions [127] pour une
preuve d’unicité dans le cas d’'un champ de vitesse autonome, Crippa et de Lellis [67] pour une
preuve d’existence et d’unicité dans le méme contexte de régularité spatiale que [83]. La méthode
de Crippa et de Lellis a été réutilisée dans [58, 4], BT, 68] pour obtenir de nouveaux résultats
d’existence du flot régulier lagrangien.

Résultats. Revenons au systéme (1.11)) sur un intervalle [0, T], en nous restreignant pour
simplifier au cas d’un seul point vortex. Cependant, les théoremes de ce paragraphe peuvent
sétendre sans difficulté au cas de plusieurs points vortex sans collision :

Ijgi}cltér[lol%] |21 (t) — z;(t)| > 0.

Dans le cadre de mon article [I87], le champ de vitesse associé & la nappe de tourbillon w(t, -)
appartient & L2 (R?), a priori sans régularité spatiale supplémentaire. La théorie ne permet donc
pas de lui associer un flot régulier lagrangien, et encore moins de donner un sens a 'EDO de
pour toute donnée initiale z(0).

Dans le cadre de notre article [69] avec tourbillon w dans L*°(L' N LP), p > 2, le champ
de vitesse v = K * w qui lui est associé appartient a L}OC(Wli)’f). Il est méme pour tout temps
holdérien en espace et uniformément borné, en vertu de la Proposition [50| en annexe. Cependant,
le champ singulier additionnel créé par le point vortex n’est pas BV, on ne peut donc pas appliquer
directement les résultats connus a propos de 'existence et de l'unicité du flot régulier lagrangien.
Dans [69], nous résolvons ce probléme pour une classe plus générale ou le champ de vitesse total
s’écrit

u(t7') :U(tﬂ') +’7K(' _Z(t)>7 te [07T]7 (1'13)
avec v vérifiant les conditions (Hy) — (Hz) — (Hs), K le noyau de Biot-Savart, v un réel non nul,
et z € WHe°(]0,T],R?) une trajectoire quelconque. On suppose également que

(Hy) wve L=([0,T], L9(R?)) pour un certain 2 < ¢ < 400

(c’est bien le cas de v = K * w avec w comme dans [I71]).

Nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 4 ([69], Theorem 2). Soit u un champ de vitesse donné par (L.13)), ot v vérifie
(Hy) — (H2) — (H3) — (H4). Il existe un unique flot régulier lagrangien X pour w. De plus, pour
presque tout x € R2, on a

X(t,z) # 2(t), Vtel0,T)].

Enfin, toute solution faible de ’équation de transport linéaire associée est constante le long des
courbes intégrales du flot.
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On remarque que par définition du flot, la condition X (¢,-)x£? < LL? implique que pour
presque tout z € R? on a X (¢,x) # z(t) pour presque tout ¢ € [0, 7). Ainsi, 'apport important
du Théoreme [4 est le fait que les collisions entre les trajectoires du flot et le point vortex ne
se produisent jamais. Pour le systeme Euler-points vortex avec tourbillon uniformément borné,
cette propriété de non collision est directement assurée par la régularité log-Lipschitz de v,
comme cela est noté dans [177].

Notre second résultat fournit une méthode effective de construction du flot par un argument
d’approximation, avec un taux quantitatif de convergence. On impose des conditions légerement
plus restrictives que précédemment mais qui sont bien vérifiées pour v = K *w avec w € L>=(L'N
LP)et 2 <p<+oo.:

(H}) dive e L' ([0,T], L= (R?)),
(H)) wve L™([0,T] x R?),
(H;) Vwve L'([0,T],L*(R?*)) pour un certain 1 < p < +o0.

On définit une suite de champs réguliers u,, qui approche u dans L{ _, de la fagon suivante :
Un (8, 2) = v, (t, x) + YK (x — 2(1)),

ot (pn)nen est une approximation de I'unité, v, = p, * v et K,(z) = z+/(27(|z|*> + n~2)). On
note X,, 'unique flot (au sens classique) associé a wu,,.

Théoréme 5 ([69], Theorem 3). Soit v vérifiant (H}) — (Hj) — (H}). Soit R > 0. Il existe R et
C, dépendant de R, T, ||v||poo (), || div | pieey, [[VO[lL1(Lr), et ||2|lwre, tels que

-1/3
/ Sup | Xu(t,2) = Xon(t, @) do < C (10 |lun = s om0 ]) -
Br t€[0,T]

En particulier, (X, )nen est une suite de Cauchy dans L. (R?, L> ([0,T])), et converge vers X

loc
dans cet espace, ot X est le flot régulier lagrangien associé a u, trouvé au Théoréme [

Remarque 2. Soient vy et vo des champs vérifiant (H)— (H})— (H}) et X7 et X5 des flots associés
aup = v +vK(-—2) et ug = vg +yK(- — z). Alors lestimation du Théoreme 5| a lieu, avec
X, — X,, remplacé par X; — X5 et u, — u,, par vy — ve. En particulier, avec v; = vg, ceci donne
apres le Théoreme (4| une deuxieéme preuve de 'unicité du flot.

Eléments de preuve des Théorémes /4| et La preuve du Théoreme [4| repose sur le
résultat abstrait d’Ambrosio évoqué ci-dessus : pour montrer 'existence et I'unicité du flot, il
suffit de montrer ’existence et 'unicité au niveau de I’équation de transport. Par conséquent,
comme premiere étape, on démontre comme dans [83] ou [I58] la propriété :

Proposition 6 ([158,169]). Si v vérifie (H3) et v € L°°([0,T] x R?), le champ u = v +yK (- — 2)
admet la propriété de renormalisation.

Puis, en ajoutant les conditions (Hy)-(Hsz), on en déduit que I’équation de transport corres-
pondante admet bien une unique solution faible, qui est alors nécessairement lagrangienne.

Afin de démontrer la deuxiéme partie du Théoréme [] il faut encore s’assurer que les collisions
de se produisent pas, pour presque toute donnée initiale. C’est une conséquence de la
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Proposition 7 ([69], Proposition 7). Pour 0 <e <1 et R >0, soit
P(e,R) = {x € Br tel que min |X(¢,2) — 2(¢t)| < 5} .
te[0,T]

Alors
L3(P(e,R)) < C(T, Ly, vl poo(ra) + ||2] £ )e* 721

Il suffit alors de laisser tendre € vers zéro pour obtenir le résultat. La preuve de la Proposition
adapte des arguments introduits dans [55] pour le systéme de Vlasov-Poisson, qui seront aussi
présentés au Chapitre 2| dans le Lemme Il s’agit d’une part d’utiliser le caractere héldérien en
temps de t — | X (¢, ) — z(t)| pour presque tout = appartenant & un ensemble de ”grande mesure”
(méme si v n’est pas uniformément borné). Et d’autre part d’utiliser la deuxiéme propriété de la
définition du flot : X (¢,-)xL? < LL%

La preuve du Théoreme [p| est quant a elle uniquement basée sur des estimations pour les
flots sans passer par le lien avec les équations de transport. Elle adapte a notre cadre singulier les
estimations obtenues par Crippa et DeLellis [67, Theorem 2.9] : si v1 et vy vérifient les hypotheses
ci-dessus et X7 et X5 sont des flots correspondants avec constantes de compressibilité Ly et Lo,
alors pour tout ¢t € [0, 7],

-1
[X1(t, ) = Xo(t, i) < C ‘hl <||Ul - v2||L1([0,t]><BE))‘ ; (1.14)

ot R = R+ T||v1||p~ et ot C ne dépend que de T, R, |[v1||zo, |[va]lz, L1, Lo et IVuillzr ey
Voici une esquisse de la preuve de l'estimation (|1.14)) par Crippa et De Lellis. Le point de départ

est la fonction
g(t):/ n <1+ |X1(t,x)X2(t,x)|> dx
Br(0) 4 ’

ot § = ||v1 — vallL1([0,x BR)- Par calcul de ¢’(t), il vient :

/ |’U1(t7X1(t,(E)) - vQ(taXQ(tvx)”
g(t)S/BR X(to) - Kot 45 °

‘Ul(t,Xl(t, l’)) - Ul(tﬂ X?(tvx)”

da.
X.(t2) - Xalt,z)| +0 "

1
< 5/BR o1 (t, Xa(t, 7)) —UQ(t,XQ(t,x))\der/B

R

Le premier terme est majoré par définition de d. Pour le second terme, une estimation essentielle
est utilisée, reposant sur la notion de fonction maximale (voir [67, Lemma A.3]). Il s’agit d’une
version faible de I'inégalité des accroissements finis : si v € BV (R?), pour tout A > 0 on a pour
presque tous x,y tels que |z — y| < A,

[v(z) = v(y)] < clz —y|(MxDu(z) + MyDo(y)), (1.15)

ol
1
Myf(x):= sup —— f(y)dy.
(=) o<r<x | Br(@)| J B, (2) )

Crippa et de Lellis montrent ainsi que ¢'(¢) est majorée par les constantes de ci-dessus, ce qui
implique une borne pour g(t). Nous utiliserons a nouveau estimation ([1.15)) au Chapitre
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Pour adapter cette méthode au Théoréme [5] nous devons tenir compte du fait que I’estimation
ne s’applique pas au champ singulier K (- —z) Etant donné & > 0, nous pouvons décomposer
gréce au Lemme 8 dans [69] : Bg = [Br\ P:]UP:, ot u,(t, X, (t,)) et um(t, Xm(t,-)) sont réguliers
sur Br \ P: et o P est de mesure inférieure & Ce. Plus précisément,

P, = {x€R2 t.q. min |X (t,x) — 2(t )|<€}U{SC€R2 t.q. min |X (t,x) — 2(t)] <5}.
te[0,T te[0,T

Sur ’ensemble Bg(0) \ P:, on procéde exactement comme dans [67] (avec des estimations qui

divergent lorsque € tend vers zéro); sur 'ensemble P., l'intégrale est petite. Il faut ensuite op-

timiser le choix de . Pour cette raison, on obtient finalement une estimation moins précise que

dans (T.14)) (& savoir |In|~'/% au lieu de |In|~1).

1.3.2 Le systeme Euler-points vortex avec effet gyroscopique

Résultats. Dans ce paragraphe, on présente les résultats d’existence et d’unicité obtenus
dans [I57] pour le systéme couplé suivant :

¢
8tw+(v+2’ykK(xfzk)>~Vw:O, v=Kx*xuw,
k=1 . (1.16)
mkzk—’Yk(Zk—UtZk Z% ) , 1<Ek<L
Jj#k

Comme on I’a vu dans l'introduction, ce systéme avec points vortex massiques se réduit au systeme
Euler-points vortex lorsque my = 0, le passage de 'un a 'autre ayant été établi rigoureusement
par Glass, Lacave et Sueur [105] lorsque ¢ = 1. En particulier, ceci implique existence globale
d’une solution faible de @ avec tourbillon uniformément borné et intégrable pour tout temps.
En revanche, un tel résultat de convergence (qui impliquerait donc l'existence d’une solution)
n’est pas disponible pour ¢ > 1.

On considere dans la suite une donnée initiale de la forme suivante :

w(0,-) = wp € L*°(R?) & support compact dans B(0, Ry),

1.17
(2K, 25)(0) = (2k,0, hi,0) Pour k =1,...,¢, avec z o distincts deux & deux. ( )

Concernant ’existence, nous avons un premier résultat :

Théoreme 8. Soit une donnée initiale comme dans 1' 1l existe Ty, > 0 tel que pour tout
T € (0,T.), il existe une solution faible (w,{zx}) de (| ur [0,T]. De plus, si on suppose que
tous les vy sont de méme signe, alors T, = +00. Pour cette solution, les quantités suivantes sont
CONservées :

— L’énergie

4
1 1
Ho =5 [ [ mle -yttt dedy+ -3 [ e - sollee) do
21 RrR2 JR2 ﬂ-k‘=1

R2
kawl |z (t) — 2;(t |—ka|zk

J#k
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— Le moment

4 4
Ty = / ot 2y de + 3 lz O =23 miz(t) - ().
R2 k=1

k=1

Remargue 3. Par solution faible de (1.16]) sur [0, 7], on entend : w € L>([0, 7], L' N L*°(R?)) N
C([0,T), L*°(R?) — w*) satisfait 'EDP au sens des distributions, z;, € C%([0,7]) pour k = 1,...,¢
satisfait le systéme d’ODE au sens classique. On peut alors montrer que w(t,-) reste & support
compact pour tout ¢ € [0, 77].

Remarque 4. Le temps d’existence maximal du théoreme précédent correspond au premier temps
de collision entre deux au moins des points vortex massiques. La conservation de I’énergie et du
moment permettent directement de déduire une borne inférieure pour les distances si tous les
sont de méme signe : minse(o, 1y [25(t) — 2x(t)| > dr > 0 pour tout 7" > 0. Ainsi il y a existence
globale, comme c’est également le cas pour le systeme Euler-points vortex.

Remarque 5. Si wg est seulement supposé appartenir a LP(R?) pour un certain p > 2 au lieu de
L*(R?), on peut encore montrer I'existence globale d’une solution, globale en temps si tous les
v sont de méme signe, cf le résultat de [I70] pour le systéme Euler-points vortex. En revanche
dans ce cas aucun résultat d’unicité n’est connu (ni attendu).

Notre deuxiéme résultat affirme que toute solution faible comme au Théoréme [§est constante
le long des trajectoires du flot régulier lagrangien relatif au champ de vitesse total. On se place
désormais dans un cadre plus général : pour 7" > 0, on se donne une famille quelconque de
trajectoires sans collisions, c’est-a-dire zj appartient & W2°°([0, T]; R?) pour 1 < k < £ et
vérifie

min min |z;(t) — z,(¢t)] > d > 0.

min min |24(t) (1) >
Théoréme 9. Soit wy € L>(R?) a support compact dans B(0, Ro) et soit w une solution faible
sur [0,T) de

¢
Oww + (erZ’ykK(xfzk)) Vw=0, v=K=x*uw.
k=1

Alors il existe un unique flot régulier lagrangien (au sens de la Déﬁnition@ relatif au champ de

vitesse
Y

u = U+Z%K(' — k),
k=1

et w est transporté par ce flot : w(t,-) = X (¢, )xwo.
De plus, il n’y a pas de collisions : pour presque tout © € R?, on a

X(t,z) # z(t), Vte[0,T], Vk=1,...,0

Enfin, le tourbillon w(t,-) est ¢ support compact dans B(0, Ry) pour tout t € [0,T], ot Ry
dépend de T et des données initiales : ||wol|L=, ||2k|lw2.(jo,77), €t Ro.

On montre aussi la propriété suivante, fondamentale pour 1'unicité :
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Théoréme 10. Avec les mémes hypothéses que précédemment, on suppose de plus que
wo =y dans B(z;(0),80), Vk=1,...,¢ (1.18)

pour des réels ay € R et g > 0. Alors il existe 67 > 0, dépendant seulement de T, dg, ||wol|Le,
| 2% |w2.o (jo,77) et Ro, tel que

w(t,) =ag dans B(z(t),0), Vtel[0,T].

Quant a 'unicité, nous démontrons qu’elle a bien lieu sous I’hypothese précédente pour le
tourbillon au voisinage des points vortex massiques. Il s’agit de la méme condition additionnelle
que pour le systeme Euler-points vortex.

Théoréme 11. Soient wy et ({zx,0}, {hro0}) comme dans (1.17)), tels que de plus (L.18]) a lieu.
1.16

Alors pour tout T > 0, il existe au plus une solution faible (w,{zx}) du systéme (1.16) sur [0,T]
avec cette donnée initiale.

Eléments de preuve. La preuve du Théoreme |8 se fonde sur un argument classique de
compacité a partir d’une suite de solutions (wp,{zkn}) d’un schéma itératif. En particulier,
lorsque toutes les circulations ont méme signe, on établit une borne uniforme en n pour une
quantité reliée a 'énergie totale : pour tout 7" > 0, sup,,cn- maxeepo, 7 |[Hn(t)] < C, olt

Y
Vi Ve .
=>y" ;ﬁ |20 (t) = 2kn ()] = D> Mkl 2.n(t)
k=1

i#k

De cette borne alliée & I’hypothese de signe sur les circulations découlent des bornes inférieures
uniformes en n :

inf min min |z;,(t) — 2. (t)| > 0.
neN* jk t€[0,T] 1250 (t) = 2.0 (0)]

Pour le Théoréme [0} Pexistence et I'unicité du flot s’obtiennent exactement de la méme fagon
que pour le systeme Euler-points vortex, en rappelant que le champ de vitesse total a la propriété
de renormalisation et en invoquant le résultat abstrait d’Ambrosio [3] (voir le Paragraphe .
La partie nouvelle & démontrer est celle qui affirme que les collisions entre les trajectoires de
fluide et les points vortex ne peuvent pas se produire. Cette propriété repose crucialement sur
lintroduction d’une énergie locale définie comme suit. Pour presque tout x tel que X (¢, z) #
z;(t) pour tout j =1,...,¢ sur un intervalle de temps maximal [0, T'(x)),

J4
=Z2lln|X (t,2) = 2;(8)] + @(t, X (t,2)) + (X(t,2), 2 (1) - 1,

otl ¢ désigne la fonction courant (v = V+¢). Pour le systéeme Euler-points vortex, la quantité
jouant un role analogue est définie dans [I77] par

4
t) = Z|X(t,x) —z ()72 (1.19)
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La définition de F} est motivée par I'observation que les termes les plus singuliers s’annulent
par calcul de la dérivée, ce qui donne, en utilisant les autres bornes sur d;p (voir [I57])

[Fi()] < Cr(lz] + Y 1X (¢, 2) = hy(8)] 7).
i#k

On en déduit que ou bien X (¢, ) est toujours éloigné de tous les points vortex, ou bien il existe
k tel que X (¢, x) reste proche de z(t) pour tout ¢ € [0,T], ce qui permet de se ramener au cas
d’un seul point vortex; d’autre part, on en déduit une borne inférieure de la forme

erle — zx(0)] < |X(t,x) — z,(t)], Vte]|0,T]. (1.20)

En particulier, les collisions sont donc exclues sur tout [0, 7.

Enfin, le fait que le tourbillon reste constant au voisinage des points vortex pour tout temps
est une conséquence de la propriété (1.20) et de la décomposition w(t,-) = >, X (¢, )wwor +
X(t,)pwo,r, avec wo i = WolB(z.0.,60) €6 wo,r & support dans R2\ U B(2k.0,00)-

On insiste sur le fait que les calculs sur I’énergie locale qui permettent d’établir I’absence
de collision ne dépendent pas de la dynamique explicite des points vortex : la seule
hypothese dont on se sert est la régularité en temps de ces trajectoires. Ceci n’est pas le cas pour
le systeme Fuler-points vortex, dans lequel les EDO explicites des points vortex sont nécessaires

afin d’estimer F'(t) définie par (1.19).

Finalement, la preuve de l'unicité (Théoreme , basée sur la méthode d’énergie, suit exacte-
ment les mémes lignes que celle de [I58] pour le systéme Euler-points vortex. Ici encore, la clef de
volute est la propriété d’harmonicité de la différence des deux vitesses associées a deux solutions
au voisinage des points vortex, due au fait que les tourbillons sont constants et de méme valeur
dans ce voisinage.

1.3.3 Perspectives

Il serait intéressant d’étudier la combinaison des systeémes et c’est-a-dire de
coupler l'interaction de N points vortex classiques z; et de ¢ pomts Vortex mas&ques h; avec un
tourbillon uniformément borné :

N ¢
Oww + v—l—Zde(ac — 2j(t)) —&—Zij(Jc —hj(t)) ] - Vw=0, v=K *xuw,
=1 j
N
alt) = vt z(t) + Y diK (z(t) — 2(t) + Z% —h(t)), k=1,...,N
J=1 N
. . N
myhy(t) = v | hae(t) — v(t, hy(t Z —2i() = > wK(he(t) = hi(®) |
=1 i#k
k=1,....,¢,
oudy,...,dy sont les intensités associées aux points vortex classiques et 7y, . .., y¢ celles associées

aux points vortex massiques. Il serait envisageable d’obtenir I’analogue des résutats d’existence et
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d’unicité précédents, en considérant une combinaison appropriée de 1’énergie locale au voisinage
des points vortex massiques et de la distance aux points vortex classiques.

D’autre part, la question de 1'unicité pour les systéemes Fuler-points vortex classiques ou-
massiques dans le cas général est toujours ouverte. Une premiere étape de généralisation de la
condition pourrait consister a démontrer 'unicité pour un seul point vortex, lorsque la
vorticité est initialement radiale et réguliére dans un voisinage de ce point. Le probléme se
rapporterait donc & analyser le comportement de la norme du flot au voisinage du point vortex.
Il serait envisageable de démontrer une propriété de propagation de la régularité, qui serait utile
pour l'unicité, en observant que le comportement de la norme est moins singulier que celui du
flot.
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Résumé

Le sujet de ce chapitre est le systeme de Vlasov-Poisson en dimensions deux ou trois.

On se penche d’abord sur 'unicité de la solution lorsque la densité macroscopique appartient
a certains espaces d’Orlicz : il s’agit des travaux [I88] et [I30]. Dans ce dernier, en collaboration
avec T. Holding, on obtient de plus une estimation de stabilité de la solution par rapport a la
donnée initiale.

Puis, on étudie le systeme de Vlasov-Poisson en présence de charges ponctuelles. On détaille
plusieurs résultats d’existence voire d’unicité qui ont été obtenus dans [I75], en collaboration avec
C. Marchioro et M. Pulvirenti, dans [80], en collaboration avec L. Desvillettes et C. Saffirio, et
dans [55], en collaboration avec S. Caprino, C. Marchioro et M. Pulvirenti.
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2.1 Introduction

Le systéeme de Vlasov-Poisson. On considére dans ce chapitre le systéeme de Vlasov-
Poisson en dimensions d =2 oud=3:

Ohf+v-Vof +E-V,f =0, (t,z,v) € Ry xR x R?
T —y
E(t,x) = = p(t,y)d
(71‘) Py/]Rd |x—y|dp( 7y) Y (2.1>

plt,x) = [ [f(t,z,v)dv,
Rd

ou v = *1. Il s’agit d’'une équation cinétique de type champ moyen : I’évolution d’un grand
nombre de particules, dont I'interaction est de type longue portée sans collisions, est globalement
décrite par le comportement d’une seule inconnue f = f(¢,z,v) > 0. Cette fonction f représente la
densité microscopique de ces particules. La fonction p = p(t, z) est appelée densité macroscopique
(ou spatiale) et le champ correspondant E = E(t,r) = ¢(d)VA~!p est appelé champ de force.

Lorsque v = —1, le systeme est utilisé en astrophysique pour modéliser la dynamique des
galaxies : dans ce cas, les particules sont des étoiles et I'interaction est de nature gravitationnelle.
Lorsque v = 1, on décrit I’évolution des plasmas : dans ce cas, les particules sont des particules
électriques (ions, électrons) et l'interaction est coulombienne. On renvoie aux monographies [43]
106] pour une étude approfondie de ce modele cinétique ou de modeles reliés.

D’un point de vue formel, la solution de vérifie la conservation de la masse [[ f(t,z,v) dz dv,
des normes || f(t,-,-)||Lr, pour 1 < p < +00, et de I'énergie

E(f () = %//R R dxdv+%/Rd ot 2)D(t, ) da,

o & = —Ilnx*p pour d = 2, & = (1/|z|) * p pour d = 3, de sorte que E = —V®. Notons que
lorsque E € L?, le second terme de I'énergie se récrit comme /(47w (d — 1)) [ |E|?.
Toujours formellement, la densité est constante le long des caractéristiques :

f&, X, z,v),V(t,z,v)) = f(0,z,v), Vtel0,T], (2.2)

ou

. (2.3)

X(t,z,v) =V(t,z,v), X(0,2,0)=2x
V(tama ’U) = E(taX(ta :ZJ,U)), V(O,IE, U) =,

et de plus, le flot (X (t,-,-), V(t,-,-)) préserve la mesure de Lebesgue sur R? x R? pour tout ¢ € R .

Probleme de Cauchy. De nombreux articles sont dédiés a la théorie de Cauchy pour le
systeme de Valsov-Poisson. En toute dimension, I’existence globale d’une solution faible, bornée,
de masse et d’énergie finies est un résultat d’Arsenev [9] ; existence globale d’une solution faible
renormalisée, de masse, d’énergie et d’entropie finies a été établie par Di Perna et Lions [82].
Récemment, Bohun, Bouchut et Crippa [33] ont montré I'existence globale d’une solution lagran-
gienne, de masse et d’énergie finie, dans le cas répulsif. Des extensions ont aussi été apportées
quant a ’existence de solutions faibles globales de masse ou d’énergie infinie, voir par exemple
53, ©61].

Pour ce qui concerne les solutions classiques (régulieres et décroissant suffisamment vite &
l'infini), 'existence globale et 'unicité ont été établies par Iordanskii [I40] en dimension un, par



2.1. INTRODUCTION 41

Ukai et Okabe [I98] en dimension deux, par Bardos et Degond [20] pour des petites données en
dimension trois. Le cas général en dimension trois, plus délicat, a été résolu ultérieurement par
Pfaffelmoser [203] : existence et unicité globale de solutions classiques, qui propagent la régularité
de la donnée initiale, et qui sont a support compact en vitesse :

VT >0, sup P(t) < +oo, (2.4)
te[0,T]
P(t) = sup{|v] [(x,v) € supp(f(t,-,-))} < +oo. (2.5)

Schaeffer [213] puis Wollman [228] ont par la suite simplifié la preuve de [203] et amélioré les
bornes sur la croissance de P(¢) en fonction de t. La stratégie de Pfaffelmoser est basée sur des
estimations précises pour les vitesses V (¢, -, -) des caractéristiques associées & afin de controler
la croissance de P(t) en fonction de ¢. Il s’agit donc d’une approche purement lagrangienne.

En parallele et de fagon complémentaire, Lions et Perthame [I68] ont montré 1'existence
globale de solutions faibles qui propagent certains moments en vitesse. Plus précisément, si la
densité initiale vérifie

fo€ L'NL®(R3 x R3) et // [v|™ fo(x,v) dzdv < 0o pour un certain m > 3,
R3 xR3

alors il existe une solution faible correspondante f € L>(R,, L' N L>®(R? x R3)) telle que

VT >0, sup // ft,z,v)dedv < co.
tef0,7]J Jr3 ><R3

De plus, si m > 6, le champ de force correspondant est uniformément borné. Pour davantage
de résultats concernant 'existence globale de solutions faibles avec propagation de moments (en
vitesse ou par rapport a la variable d’espace), on renvoie aux articles de Castella [57], Gasser,
Jabin et Perthame [08], Salort [212]. Enfin, Pallard [201) 202] combine les approches eulérienne
et lagrangienne pour démontrer la propagation des moments d’ordre strictement plus grand que
deux.

Critéres d’unicité. Trouver des criteres suffisants d’unicité des solutions faibles a aussi été
la motivation de nombreux travaux. Comme on I’a vu ci-dessus, il y a unicité des solutions clas-
siques & support compact en vitesse. Mieux, Robert [209] a démontré I'unicité dans une classe de
solutions faibles (i.e. f € L (L' NL>)) vérifiant (2.4). Plus récemment, Loeper [169] a démontré
l'unicité dans la classe de solutions faibles (& valeurs mesure) dont la densité macroscopique est
uniformément bornée :

VT >0, pe L>([0,T], L= ([RY)). (2.6)

La définition précise de solutions mesures est donnée dans [I69, Definition 1.1]. On note qu’une
telle définition a un sens dés que I’on suppose en plus que p € L ([0, T], LP(R%)) pour un p assez
grand. En outre, au vu de la régularité du champ de force correspondant (voir Proposition [53|en
annexe la theorle de Di Perna et L10nsE| assure qu’il existe alors un flot régulier lagrangien tel

que aient lieu.

1. Voir le Paragraphe du Chapitre
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L’hypothese implique bien , en vertu de la Proposition en annexe. Le point
de départ des preuves de Robert et de Loeper est le fait qu'une densité macroscopique uni-
formément bornée implique de la régularité pour le champ de force, au méme titre qu'une vor-
ticité uniformément bornée implique de la régularité pour le champ de vitesse dans ’équation
d’Euler, comme le rappelle la Proposition En particulier on retrouve bien str ’estimation
log-Lipschitz :

|E(t,z) = E(t,y)| < C(llp(t), )y + o), )l o)z — yl(1 + In |z —y]). (2.7)

Ceci permet d’appliquer I'une ou l'autre des méthodes d’unicité expliquées dans l'introduction :
méthode d’énergie (reposant sur l'inégalité de Caldéron-Zygmund) dans [209], méthode lagran-
gienne (reposant sur le caractére log-Lipschitz du champ de force, combinée & la théorie du
transport optimal, dont il sera question dans la Section ci-dessous) dans [169].

Ceci étant, contrairement a I’équation d’Euler qui conserve les normes de la vorticité, il ne
suffit pas de supposer que la densité macroscopique soit initialement uniformément bornée pour
que ait lieu & temps positif. Ainsi, une autre facette de I’étude de 1'unicité pour Vlasov-
Poisson consiste a déterminer des conditions sur la donnée initiale fy qui assurent le critere
d’unicité. Dans [168, Corollary 3] (voir aussi [201, Theo. 2]), il est ainsi observé que I'hypothese
supplémentaire (en dimension trois)

VR >0, VI >0,

sup {fo(y —tv,w) | ly —z| < Rt?, lw—v| < Rt} € L™ ([O,T] X Ri,Ll(Rg))} (2:8)

garantit bien le critére de Loeper. La condition ([2.8)) est satisfaite par des données mesurables f
a décroissance suffisamment rapide en vitesse, par exemple

C
fo("I}'?'U) S W, V($7U) € R?) X R3. (29)

2.2 Unicité pour Vlasov-Poisson avec densité non bornée

Dans P'article [I88], j’ai étendu la condition d’unicité pour (2.1)) & des densités non bornées :

Théoréme 12 ([I88], Theorem 1.1). Soit fo € M, (R? x RY) une mesure de Radon positive
bornée. Soit T > 0. Il existe au plus une solution faible f € C([0,T], M4 (R? x R?) — w*) du
systéeme de Vlasov-Poisson sur [0, T] avec f(0) = fo et telle que

t,)|lLe
sup sup [EGRI < 400. (2.10)

[0,7] p>1 p
Par exemple, la condition (2.10) est remplie par toute densité satisfaisantﬂ
Vi e [0,T], p(t,z) <CA+In_|z—E(1)]) (2.11)

pour un certain £(¢) € R%. En dimension deux, la divergence (au plus) logarithmique au niveau
de la densité est naturelle. Elle apparait dans larticle [55], exposé au Théoreme ci-dessous,

2. On pose In_ |z| = max(0, —In |z|).
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pour un systéme relié a (2.1)). Elle correspond aussi au comportement d’une classe de solutions
stationnaires dans le cas gravitationnel. En effet, Dolbeault, Ferndndez et Sanchez [87, Theo. 1,
Theo. 22] obtiennent une solution stationnaire f € L!(R? x R?) de la forme

T = o (W +0@).

oulU = i In *(ffdv) et ¢ : R — R, est a support dans | — oo, M], décroissante, non bornée.
De plus, p = [ fdv est radiale, a support dans B(0,1), donc U a la forme simple suivante[87,
Lemma 12] :

U(z) =Inlx 0D d Inlylp dy.
() =1n| |< /lM A1) y> T /|| wlp(ly)) dy

En observant que
Ue) > ~(in-lal) [ o).

on trouve donc d’apres la définition de f que p(z) < C(1+1In_ |z|) (voir [I88, Paragraphe 4.3]).

Notre second résultat énonce une condition suffisante sur la donnée initiale pour que toute
solution faible correspondante vérifie le critere d’unicité du Théoreme De méme que dans
les travaux [168, 201] 202] précédents, on a besoin de conditions au niveau microscopique afin
de contrdler la densité macroscopique aux temps positifs. Ayant a 'esprit que les moments en
vitesse controlent les normes LP de la densité (voir la Proposition [54]en annexe), nous exprimons
notre condition de la facon suivante :

Théoréme 13 ([I88], Theorem 1.2). Soit fo € L' N L=(R? x RY), positive, telle que

// [o|™ fo(z,v) de dv < 400
Re x R4

pour un certain m > d*> —d. Pour T > 0, soit f € C([0,T], M+ (R? x R?) —w*) N L>([0,T], L' N
L™ (R4 x RY)) une solution faible correspondante produite par [168, Theo. 1]. Si fo vérifie

Wk > 1, // ol¥ fo(z, v) dz dv < (Cok)*, (2.12)
R4 xRd

pour une constante Cy, alors f satisfait la condition d’unicité (2.10)).

Typiquement, ce théoreme s’applique a des données a support compact en vitesse; a des
distributions de Maxwell-Boltzmann ou a des perturbations de ces dernieres :

folz,v) = e_lv‘n|v|’”h0(x,v)7 p>0, ho€L'NL®NLX(LY).

Il existe aussi des données a densité macroscopique non bornée et vérifiant les hypotheses du
Théoreme voir [I88] Theo 1.3]. Les conditions (2.8) et (2.12) concernent donc des ensembles
sans lien d’inclusion et d’intersection non vide.

Eléments de preuve. La démonstration du Théoreme suit la méthode lagrangienne
expliquée en introduction du Chapitre [I] : pour deux solutions avec méme donnée initiale fj et
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flots (X;,V;), 7 = 1,2 correspondants, on introduit une quantité analogue & la distance définie
dans (1.4)) pour I’équation d’Euler :

D(t)://Rd () = Xalta ) fo(e.v) dedv, D(O) =0, (2.13)

On montre alors la propriété suivante issue de [I88, Prop 2.1] : pour tout ¢ € [0, T, si les densités
vérifient la condition d’unicité, on a

D(t)gc/o /:D(T)(l—i—|lnD(T)|2)des.

Cette inégalité découle d’une estimation de type Holder pour des intégrales singulieres établie au
[I88, Lemma 2.2] : les champs de force vérifient

|E;(t. ) — Ej(t,9)| < Cp(llpj (¢, ) oo gay + 1pj (¢ ) o1 ey — '~/
d’ot, lorsque les p; vérifient la condition (2.10)) (en posant p = |In |z — y|),
|Ej(t, ) — Bj(t,y)| < Cle — yl(1 +In|z — y[?). (2.14)

L’argument clé nous permettant finalement de conclure est ’extension suivante du lemme de
Gronwall aux inégalités différentielles d’ordre deux, que nous avions prouvée auparavant dans
B8] :

Lemme 14 ([55], Lemma 4). Soient a > 0,0 < b < 1, et T > 0 tels que b < exp(1 — e2TVe).
Soit u € C?([0,T]) avec u >0 et @ > 0 sur [0,T]. Supposons que

i < ay(u), w(0)=>, u(0)=0,
ouy(r)=r2+|Inr|)2 s5i0<r<1,v(r)=4sir>1. Alors
u(t) < exp(1 — 2TVa)pexP(=2TVa) -yt < [0, 7).

11 est utile de comparer ce lemme de Gronwall log?-Lipschitz au lemme [1] déja mentionné
dans l'introduction et au Chapitre

2.3 Stabilité pour Vlasov-Poisson dans des espaces d’Orlicz

Contexte. On résume ici le contenu de [I30], écrit en collaboration avec T. Holding. D’une
part, cet article généralise le résultat d’unicité présenté précédemment. D’autre part, il contient
une estimation de stabilité pour le systeme de Vlasov-Poisson par rapport a la donnée initiale.
Cette notion de stabilité est exprimée a l’aide de la distance de Wasserstein Wlﬂ Cette distance
est définie de la fagon suivante (voir par exemple [5]) : pour p, v appartenant & l'espace des
mesures positives bornées M (R?), de méme variation totale et ayant un moment d’ordre un
fini

)

Wi(p,v) = inf / |z — y| dr(z,y),
T€ll(p,v) Jrd R4

3. Ou distance de Monge-Kantorovich.
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ot1 (1, v) désigne I’ensemble des couplages de p et v, c’est-a-dire les mesures de My (R? x R?) qui
ont comme marginales p et v respectivement. En général, la distance de Wasserstein est définie
sur ’ensemble des mesures de probabilité avec moment d’ordre un fini et métrise la topologie
faible * sur cet espace. Ceci est encore vrai sur I'espace des mesures M (R?) & variation totale
m > 0 fixée (avec premier moment fini).

La stabilité des solutions mesures pour des équations de champ moyen avec noyau de convo-
lution régulier (c’est-a-dire I’équation avec E = H % p, ou H € WH>(R%)) a été étudiée par
Dobrushin [86], qui a obtenu estimation W1 (f1(t), f2(t)) < Wi(f1(0), f2(0)) exp (Ct||VH| ).
En adoptant la méme approche, Moussa et Sueur [I95] ont établi une estimation similaire pour
le systeme couplé mentionné dans l'introduction. Hauray et Jabin [I26] ont traité le cas
de noyaux plus singuliers, voir aussi le travail récent de Lazarovici et Pickl [162] ainsi que les
références qu’il contient. En revanche, un tel résultat de stabilité pour des solutions mesures de
([21), correspondant au noyau singulier H(z) = x/|z|%, n’est pas disponible dans la littérature.

Ici, nous allons pouvoir traiter ce cas grace au fait que, contrairement aux travaux mentionnés
ci-dessus, les solutions mesures considérées ont une régularité supplémentaire : elles appartiennent
a un certain espace d’Orlicz pour tout temps. On renvoie a [207] pour une exposition détaillée
des propriétés de ces espaces, dont on rappelle la définition : une fonction ¢ : [0,00) — [0, o)
est appelée fonction d’Orlicz si elle est continue, convexe, avec ¢(7) > 0 pour 7 > 0 et si elle
satisfait lim, o ¢(7)/7 = 0 et lim, o #(7)/7 = oo. On définit I'espace correspondant Ls(R9)
comme 'ensemble des classes d’équivalence des fonctions f : R — R dont la norme de jauge
(dite norme de Luxembourg) est finie, olt ||f||L¢(]Rd) =inf {A>0: [z, ¢(|f(x)|/N)dz <1}.Onse
focalise sur des espaces d’Orlicz exponentiels, associés aux fonctions d’Orlicz ¢, (7) = exp(7*) —1,
pour « € [1,+00). On peut vérifier que 'espace Ly, (R?) correspond & ’ensemble des fonctions g
appartenant & LP pour tout p € [a, 00) et dont la norme suivante est finie :

lgll s, = suwpp™* gl Lo gy -
p>a

Par convention, on pose Ly, = L. Donc, avec cette convention, Ly, interpole les espaces
considérés pour la densité dans [I69] (pour oo = +00) et dans [I88] (pour o = 1).

Résultats. Soit « € [1,00]. On considere des solutions faibles du systéme de Vlasov-Poisson
sur [0, 7] dont les densités macroscopiques appartiennent & Ly, :

p € L([0,T]; Ly, (RY)). (2.15)

Par exemple, la condition (2.15)) est remplie par toute densité satisfaisant p(t,z) < C(1 +
(In_ |z|)*/®) sur [0, T]. Notre résultat principal fournit une estimation quantitative pour la dis-
tance entre ces solutions au cours du temps :

Théoréme 15 (D’apres [130], Theorem 1.9). Soient f1, fa € C([0,T], M4 (R? x R?) — w*) deuz
solutions de (2.1) avec méme masselﬂ et avec premier moment fini, telles que p1 et py vérifient

(2.15). Si W1(f1(0), f2(0)) est assez petitEl, on a pourt € [0,T%] :

— Sia=1 alors

Wi(f1(t), f2(t)) < CWi(£1(0), f2(0))=P(=C1) (14 t|In Wy (f1(0), £2(0))) .

4. Je remercie Laure Saint-Raymond d’avoir relevé une coquille dans 1’énoncé de la version imprimée du
mémoire, qui mentionnait ”variation totale” au lieu de ”masse”.
5. Essentiellement inférieur & C/T, voir [130].
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— Sia > 1 alors
Wi(f1(t), f2(t)) < CWi(f1(0), f2(0))"/# exp(Ct?) (1 + | 1nW1(f1(0),f2(0))|1+(1/°‘)) ;

ot 5
b= 1—(1/a)

et ot une borne inférieure pour T™ est donnée par
7+ s )OI Wi(f1(0), 2(0)] siar=1,
~ OB WA(£1(0), f200)[V7 sia#1.

(on pose T* =T quand le terme de droite est supérieur a T ). Les constantes C' et C' dépendent
uniquement des normes de p1, p2 dans ([2.15]).

€ [2,400),

Le temps T correspond au premier temps pour lequel la borne de droite devient supérieur a
1. Notons que les estimations sont exposées ici de maniere a dégager un comportement clair de
la distance pour des grands temps - ou de petites valeurs de W1 (f1(0), f2(0)); elles ne sont pas
optimales lorsque ¢ tend vers zéro (ceci requiert une analyse soignée des preuves, qui n’est pas
déployée ici). Comme conséquence de la singularité du noyau, la croissance de Wi (f1(¢), f2(t))
n’est pas linéairement bornée par rapport & Wi(f1(0), f2(0)).

On remarque que lorsque o« = +00, 'estimation du Théoreme [15] s’écrit

Wi(f1(t), f2(t)) < CWi(f1(0), f2(0))"/? exp(Ct?) (1 + | In Wi (f1(0), f2(0))]), (2.16)

et est valide jusqu’a des temps d’ordre | In Wy (f1(0), f2(0))|'/2. Comme on I’a déja observé, le cas
a = +oo correspond au cadre de régularité des solutions de Loeper [169]. Bien que la stabilité ne
soit pas explicitement étudiée dans [169], les estimations mettent en jeu une inégalité de Gronwall
”log-lipschitz” pour la distance de Wasserstein quadratique Ws et permettraient donc d’obtenir
(au vu du Lemme [1))

Wa(f1(t), f2(t)) < CWa(f1(0), f2(0))"PD. (2.17)

Par conséquent, & temps fixé, I’estimation améliore I'estimation lorsque la distance
initiale est petite. Cette amélioration est due au fait que nous exploitons la structure d’ordre
deux du systeme d’ODE au travers d’une variante du Lemme [14], dans le méme esprit que
la preuve d’unicité de [I88].

Un deuxieme aspect de notre travail vise a trouver des conditions suffisantes pour la donnée
initiale qui assurent que la densité appartient bien & un espace d’Orlicz a temps positif.

Proposition 16 ([130], Proposition 1.14). Soit a € [1,00). Soit fo € L>°(RY x R?) positive telle

que
// fo(x,v)ed“)da dx dv < 00,
R4 xR

pour un ¢ > 0, o (v) = \/1+[v]2. Soit T > 0. Soit f € C([0,T], M4+(R? x RY) — w*) N
L>([0,T], L' N L (R? x RY)) une solution faible de [2.1) avec cette donnée initiale, produite par
[168, Theo. 1/E| Alors on a

sup_||p(t, ), < oo
te[0,T) *

6. Notons qu’une telle donnée fp a des moments en vitesse d’ordre arbitraire, ainsi le résultat d’existence de
Lions et Perthame s’applique effectivement.
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En particulier, le critére d’unicité du Théoréme 15 s applique.

Un exemple de donnée initiale vérifiant une telle condition est (pour d = 2) fo(z,v) = ¢(|v|* —
(In_ |z[)¥/®), ot ¢ = 1g_. Notons qu’en posant o = 1 dans la Proposition on retrouve bien
la condition obtenue au Théoréme [13| qui garantit que (2.10) ait lieu.

Eléments de preuve. La démonstration du Théoréme |15 combine les arguments de Dobru-
shin [86] avec des estimations adéquates pour le noyau de convolution. L’enjeu est de parvenir &
une bonne estimation pour

Xﬂ'o(t) = / |X1(t,l‘,’l}) - X?(t7yaw)| dﬂo(l‘7v7y’w)7
R2d x R2d

Vﬂ'o(t) = /]R R |V1(t,.’E,'U) - %(tayaw” d’/TO(xavava)v
2d w R2d

pour t € [0,7], ot mp € II(f10, foo) désigne un couplage quelconque de fig et foo. Noter le
parallele (et les différences) avec la distance définie dans (2.13). Ce qui nous motive a introduire
ces quantités est le fait que

WA () € inf (X, (6)+Vn, (1)

En effet, (2.2) implique que la mesure m = ((X1(¢), Vi(t)); (X2(t), V2(t))) 4 mo appartient bien a
II(f1(t), f2(t)). Et d’un autre c6té, on a initialement une inégalité inverse :

inf (X, (0) + Vi (0)) < V2Wi(fr0, f2r0)-

mo€I1(f10,f20)

En revanche, la quantité adaptée qui permettrait de montrer estimation (2.17)) pour la distance
de Wasserstein quadratique dans [I69] serait plutot

1/2
Dﬂ'o(t) = </ . 4 (|X1(t,x,v) - XQ(tay7w)|2 + |V1(t,1?,11) - VQ(tava)‘Q) dﬂo(%v,yaw)>
R24 xR2

pour tous couplages my de fig et fao -

On peut estimer les dérivées de X, (t) et Vi, (¢) & partir des EDO pour les caractéristiques en
procédant aux mémes manipulations astucieuses que Dobrushin [86]. La nouveauté est qu’il faut
désormais chercher des estimations pour les intégrales singulieres définissant le champ de force
lorsque la densité est dans un espace d’Orlicz. Il s’agit d’une estimation ”log!*/*-Lipschitz”, une
interpolation des estimations (cas classique a = +00) et (cas o = 1, prouvée dans
[188]) que nous établissons dans [130, Lemma 2.1] :

1B (t,2) = B (t.9)] < Cllpi (8., + llpi ()l oz =yl e — gl e,
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2.4 Le systeme de Vlasov-Poisson avec des charges ponc-
tuelles

Cette section examine les questions d’existence et d’unicité en dimension d = 2 ou d = 3 pour
un systeme de Vlasov-Poisson modifié :

of
ot

E(t,x):/Rd'gZU |dp(ty)dy, p(t,z) = /fta:v)d

qu i (2.18)

— &kl?’
S = k= B &) + D args |§k _§J|d, 1<k<Ut
J

J#k
Formellement, un tel systeme peut étre vu comme un modele de champ moyen pour 1’évolution
d’un grand nombre N de particules électriques légeres (un nuage d’électrons, masses 1/N), fai-
blement chargées (charge 1/N), dont la densité est représentée par f lorsque N — 400, et de ¢
particules lourdes (protons ou noyaux, masses d’ordre 1), de charges gy, situées en les positions
&k On parle alors d’interaction plasma-charges.

+0-Vof+(E+F)-Vyof =0

Lorsque gx = 0 pour tout k, le systeme (2.18]) se réduit naturellement au systeme de Vlasov-
Poisson. Le cas g # 0 revient & considérer le systeme de Vlasov-Poisson pour une densité totale
comportant une densité f bornée et des masses de Dirac (¢, (¢),n. (1)) La théorie de Cauchy
classique n’est plus valable puisqu’il faut tenir compte d’un champ supplémentaire singulier au
voisinage des charges. On est ainsi amené a des problématiques vraiment analogues a celles du
systeme Euler-points vortex du Chapitre [l & traiter avec des techniques de nature cinétique.

La solution du systeme conserve formellement 1’énergie définie pour d = 3 par

¢
1 2 1 2
= - t drdv + = t
2//]1%3@{3 [v]“f(t, z,v) dv dv 2];:1 |7k (t)

p(t,z) - 1 p(t,z)p(t, y) . dkdm
*ZQkAs|x—ek<t>|d*2/Asst oyl T3 Z &) — enl)]

et pour d = 2 par

4
1 1
=5 [ Pres v dedos 5 S P qu/ (1) In |z — &u(0)| do
R2 xR2 1

_ %//}sz]R2 pt,x)p(t,y)In |z — y|de dy — 3 Z Qom0 |€5(t) — Em (2)].

k#m

(2.19)

Une conséquence directe de cette définition est le fait que les trajectoires i (¢) n’entrent pas en
collision si les g sont tous de méme signe et si ’énergie est initialement finie.

Le systéme (2.18) a été introduit par Caprino et Marchioro [54] en dimension d = 2 dans la
situation d’une interaction répulsive : g, > 0 pour tout k. Il existe alors une unique solution
globale dont la densité est uniformément bornée.
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2.4.1 Probleme de Cauchy en dimension trois et interaction répulsive.

Résultats. En dimension d = 3 et en interaction répulsive (gx > 0 pour tout k), nous avons
étudié D'existence globale et I'unicité dans larticle [I75]. En nous restreignant au cas d’une seule
charge avec ¢ = 1 pour davantage de lisibilité, le systeme devient

atf+vvzf+(E+F)vvf:07
Bta) = [ S ptdn, o) = [ oo,

3‘1‘—

P, (2.20)

. [z = @)
§(t) =n(t), n(t) = E(t,&(1t)).

Notre théoreme étend celui de Pfaffelmoser de la maniére suivante :

F(t,z) =

Théoréme 17 ([I75], Theorem 1). Soit fo € L>°(R3) une mesure de probabilité a support com-
pact. Soit (£9,m0) € R? x R3. On suppose qu’il existe Ry tel que

folz,v) =0, V(z,v) e B(&,Ry) x R3.

Alors il existe une unique solution lagrangienne globale au systéme (2.20)) correspondante, telle
que f € L®(Ry, L' N L>®(R3 x R3)), £ € C*(R4), et p € L (R, L>=(R?)).

loc

Grace au caractere répulsif de 'interaction, la solution construite vérifie alors nécessairement
f(t,z,0) =0, VY(x,v) € B(EH),R(t) xR, VteR, (2.21)

pour un R(t) > 0, ce qui assure que le terme F -V, f est (au moins) aussi régulier que FE -V, f.

Dans un travail récent, Li et Zhang [164] étendent ce résultat & des données initiales dont le
support en vitesse n’est pas nécessairement compact :

sup{|v —z/v| : (z,v) € suppfo} < > (2.22)

pour un certain v > 0, et ils montrent que cette propriété reste vraie a t > 0. En particulier,
I’énergie cinétique peut étre infinie mais peut étre remplacée par un moment mixte d’ordre deux,
comme cela avait été fait auparavant dans [61] pour le cas sans charge.

Esquisse de preuve. Nous adaptons les techniques de la démonstration de Wollman [228]
qui simplifie celle de Pfaffelmoser. Dans ces preuves, il s’agit de controler I’évolution des vitesses
des caractéristiques définies dans . En effet, nous savons que la quantité P(t) définie dans
controle la norme uniforme pour la densité et apporte de la régularité pour le champ de
force (voir la Section de l’annexe). Une premiére estimation grossiere utilisant les estimations
statiques des Propositions (avec d = 3,q = 5/3) et (avec k = 2, d = 3, puisque le
moment d’ordre deux est borné grace a la borne pour Iénergie totale) donne :

IV (t,2,0)| < CIE( )L~ < Cllpt, )3 llolt, |72 < CP()*>.
En prenant le supremum, on arrive donc & P(t) < CP(t)*/3 qui est insuffisant pour boucler une
estimation de Gronwall. Pfaffelmoser puis Wollman proposent alors une analyse fine reposant sur
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un découpage trés ajusté des moyennes temporelles [ |E(s, X(s,z,v)|ds. Ceci leur permet
d’arriver & une inégalité souslinéaire par rapport & P(¢).

En présence d’une charge ponctuelle, les vitesses ne peuvent plus étre controlées au voisinage
de la charge ponctuelle. Afin d’adapter la stratégie précédente, notre idée est de remplacer les
vitesses par 1’énergie microscopique

~Jo=n@)P 1
Atz 0) = =+ e

et de chercher une estimation non pas pour P(t) mais pour la quantité

Q(t) = sup { VA(t,2,v) |(w,0) € suppf (t.-, )} .

(2.23)

Les hypotheses sur le support de la densité initiale assurent bien que Q(0) est finie. L’intérét de
cette notion est double : d’une part, v/ controle & la fois les vitesses des caractéristiques et leurs
distances & la charge ponctuelle. D’autre part, on s’apercoit que la dérivée de v/h vérifie

d

%\/ﬁ(t,X(t,x,v), V(t,x,v))‘ < |E(t, X (t,x,v)| + |E(t, £(t))], (2.24)
estimation qui s’apparente au comportement de ’accélération d’une caractéristique dans le cas
sans charge. Afin de suivre la preuve de Pfaffelmoser, il faut encore traiter des termes additionnels
singuliers. Par exemple, I'intégrale temporelle [ |E(s,£(s))|ds conduit a I'intégrale

ds.

/ 1
|X(S,.’L‘,U) - E(S)P

Nous bornons cette derniére grace & la diffusion plasma-charge montrée dans [I75, Lemma
4] : lorsque la vitesse d’une trajectoire X (-, z,v) est assez grande, le temps qu’elle passe dans un
0-voisinage de & est petit (avec une estimation quantitative en fonction de ). Cette propriété
est elle-méme démontrée grace a un théoréme du viriel, auquel on recourra de nouveau dans [80]
(voir (2.27)). Finalement, nous obtenons 'estimation Q(t) < Cexp(C't), qui conduit a toutes les
autres propriétés énoncées au Théoreme Notamment, la propriété de support en est
une conséquence immédiate.

2.4.2 Propagation des moments en dimension trois et interaction répulsive.

Résultats. Dans l'article [80], en collaboration avec L. Desvillettes et C. Saffirio, nous pour-
suivons notre étude du Systeme pour une classe de densités qui ne sont pas nécessairement
nulles au voisinage de la charge ponctuelle. L’énergie microscopique définie dans diverge sur
le support de telles données, ce qui fait achopper la stratégie précédente. On adopte donc plutot
le point de vue de Lions et Perthame, en remplacant les moments en vitesse par les moments en
énergie :

Théoréme 18 ([80], D’aprés Theorem 1.1). Soit fo € L' N L>®(R3 x R3) positive telle que
ff fo <1 et (&,m0) €R3 x R3. On suppose qu’il existe mg > 6 tel que pour tout m < myg

_ ) 1 m/2
H,.(fo) = //R3><R3 (U + z £0|> fo(x,v) dx dv < +oo.
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Alors il existe une solution faible globale correspondante au systéme (2.20) telle que f €
L®(Ry, L' N L2 (R3 x R?)) et £ € C%(Ry).
De plus, pour tout t € Ry et pour tout m < myg tel que m < 7,

2 1 m/2 )
//111{3><]R3 <U| +l‘—f(t)|) ft,z,v)dedv < C(1+1t)°,

ot C et ¢ dépendent uniquement des quantités || follr, || folln= et Hm(fo), m < myg.

En vertu de [168| Corollary 2], le fait que la solution ait des moments en vitesse d’ordre plus
élevé que six garantit que E appartient en fait & C'(R,,C%*(R?)) pour un certain 0 < o < 1.
Ainsi, I’équation différentielle ordinaire pour & est bien vérifiée au sens classique.

Si ’on supposait seulement que 3 < mg < 6 dans le Théoreme il se pourrait que E ne soit
pas continu ce qui poserait un probléme dans la définition de la trajectoire £ pour toute donnée
initiale . En revanche, si 'on considére le systeme de Vlasov-Poisson ci-dessus avec charge
ponctuelle fixe :

8tf+v'vzf+(E+F*)'vvf:0a
s
E@xﬁzéﬁ——i%Mtwd%

I~y (2.25)
p(t,z) = | f(t,z,v)dv, '
R3§
T — Cx
Fi=q——F=5, 420,
! |z — &3 !

le résultat correspondant est le suivant :

Théoréme 19 ([80], D’apres Proposition 1.2). Soient fo € L*NL>(R3 x R3) une densité positive
et & € R? tels qu’il existe mg > 3 tel que pour tout m < my,

_ ) 1 m/2
H,.(fo) = //RB)XR3 (|U| + |x§*> fo(x,v) dw dv < +oo.

Alors il existe une solution faible globale correspondante au systéme ([2.25) telle que f € L™= (R, LN
L>®(R3 x R3)).
De plus, pour tout t € Ry et pour tout m < myg tel que m < 7,

m/2
// <v|2 + ! ) flt,z,v)dedv < C(141)°,
R3 X R3 |z — &

ot C et ¢ dépendent uniquement des quantités || follr, || follL= et Hm(fo), m < mg.

En posant ¢ = 0 dans les théoremes précédents on retrouve comme cas particulier le résultat
de propagation des moments établi dans [I68], avec en amélioration une dépendance polynomiale
que 'on peut rendre explicite.

Meéme si le Théoreme [18| permet de considérer des densités initiales non nulles au voisinage de
&0, elles doivent y décroitre dans un certain sens. L’hypothese mg > 6 exclut par exemple les den-
sités macroscopiques qui sont a symétrie sphériques et constantes autour de &y. De telles données
sont en revanche prises en compte au Théoreme [I9] Quelques remarques sur les hypotheses : la
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restriction m < 7 apparait lorsque I’on boucle 'estimation du terme de droite a partir de .
Il s’agit sans doute d’une limitation purement technique, non nécessaire. L’hypothese quant a
la petitesse de la masse de fj est utilisée uniquement au travers d’une identité virielle qui sera
détaillée ci-dessous. Une condition similaire apparait aussi au Chapitre [3] Nous ne savons pas
dans quelle mesure il est possible de s’en affranchir.

La solution construite aux théorémes précédents est une solution faible. Depuis, Crippa, Liga-
bue et Saffirio [68] ont montré I'existence d’une solution lagrangienne, pour toute donnée initiale
(fo0,&0) comme au Théoréme Leur preuve fonctionne par compacité, a partir d’estimations
pour des flots associés & des champs de régularité anisotropique qui sont issues de [3I] et, de
fagon plus lointaine, inspirées de [67]. Ainsi, ce résultat et les techniques mises en jeu sont les
pendants du résultat de [69] pour le systéme Euler-point vortex avec vorticité non bornée (voir
la preuve du Théoreme |5 au Chapitre [1)), & ceci pres qu'ici, il n’est pas clair que toute solution
du Théoreme [18] soit nécessairement une solution lagrangienne.

Le Théoréme (18] a été étendu récemment par Li et Zhang [I64] au cas de données initiales
ayant des moments finis par rapport a une énergie microscopique modifiée, ou la vitesse v est
remplacée par v — /v (cf (2.22)).

Eléments de preuve. On raisonne par compacité a partir de bornes uniformes pour une suite
de solutions régulieres de , qui sont obtenues par régularisation et troncature du support de
la densité initiale au voisinage de la charge et application du Théoreme Nous avons vu que les
normes de la densité macroscopique et du champ de force sont contrdlées par les moments (voir
Propositions |53 et . On cherche donc des estimations a priori pour les moments en énergie

Hy(t) = sup // h(s,x,v)k/2f(s,x,v)d:c dv,
s€[o,t] J JR3 xR3

ou l'on rappelle la définition de I’énergie microscopique dans . Ces moments sont donc

les équivalents des moments en vitesse d’ordre k définis par Lions et Perthame [I6G8]. Afin de

montrer qu'ils restent bornés pour tout temps, nous suivons le cheminement de la preuve de [16§]

en 'adaptant quand cela est nécessaire a la présence de la charge ponctuelle.

Grace a l'estimation ([2.24)) pour la dérivée de h, on obtient une premiere estimation :

t k+3
Hk<t>sc<k>{ﬂk<o>+( 1B s + B 601 ) } (2.26)

L’étape suivante consiste a estimer le terme de droite de en fonction d’une puissance au
plus linéaire de H/(t).

— Pour le premier terme [ ||E| pr+s ds, on se réfere a [168] : on exprime d’abord p puis E
grace a la formule de Duhamel en choisissant un terme source approprié dans I’équation vérifiée
par f. Afin d’estimer les normes spatiales du champ de force, on adapte ensuite les inégalités de
[168], qui reposent notamment sur des mélanges (d’intégration) dans 'espace des phases via un
changement de variable judicieux. Ce processus de mélange se traduit par un effet de dispersion
que 'on peut exploiter grace aux moyennes temporelles. Les indices de normes et les exposants
obtenus dans ces calculs souvent techniques doivent étre ajustés de fagon optimale.

— Pour le second terme du membre de droite de (2.26)), nous obtenons dans [80, Prop 2.9] :

/\Esg |ds+///RBXR3x8$1;|)2d:cdvds§0(1+t).
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Il s’agit du seul endroit qui fait appel a 'hypothése de petitesse pour [[ fo. Cette inégalité repose
sur une identité virielle :
1 d?

s EF < g0 — €+ B X (s )+ B €, (220

et il suffit ensuite d’intégrer dans ’espace des phases.

2.4.3 Existence globale en dimension deux et interaction attractive

Ce paragraphe donne un apergu des résultats de [55] & propos de la dimension deux avec
interaction attractive entre le plasma et les charges : ¢ < 0 pour tout k. Pour plus de
lisibilité, on expose le résultat d’existence pour une seule charge avec ¢ = —1. Il s’étend au cas
de plusieurs charges en utilisant la conservation de 1’énergie (impliquant I’absence de collisions
entre les charges en temps fini). Le systéme étudié devient

Of+v-Vof+(E+F)-V,f =0,
r—Yy
B(t,x) = / Yty dy,
(t, ) . ‘x_ypp( y) dy
t7 = t? b d )
p(t,x) . f( Z(tv)) v (2.28)
T —
Fltx)=———"7+-—>,
) = e P
£(t) =n(t)
n(t) = —E(t,£(¢)).
L’énergie microscopique correspondante est maintenant définie par
1
h(t,z,v) = §\v—n(t)l2 +Inlz —£(@)]. (2:29)

Contrairement a 1’énergie , il ne s’agit pas d’une quantité positive permettant de minorer

les distances ou de majorer les vitesses. Pourtant, nous verrons qu’une borne pour cette quantité

implique des estimations satisfaisantes pour la densité macroscopique ou le champ électrique.
On considere des données initiales (fo, &0, 70) qui vérifient :

suppfo C So = {(m,v) €R?*xR? : x € B(0,aq), h(0,2,v) < C’o} (2.30)
pour des constantes «, Cy strictement positives.

Théoréme 20 ([55], D’apres Theorem 1). Soient fo € L N LY(R? x R?) positive et (£9,m0)
vérifiant , Alors pour tout T > 0, il existe une solution (f,&,n) au systéme , avec
f € L>=([0,T], L' N L*®(R? x R?)) et £ € C?([0,T)). De plus, cette solution est lagrangienne.
On a

sup H(t) < +oo,

(0,77
ot

H(t) = sup {h(t,z,v) | (x,v) € suppf(t,--)}.
Enfin,
ol ) < C(1+In_|o— ().
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Ainsi, ce résultat d’existence inclut des densités qui ne s’annulent pas nécessairement au
voisinage de la charge (ce qui implique alors que les vitesses ne soient pas bornées).

Ebauche de démonstration. On raisonne encore par compacité a partir d’une suite de
solutions lagrangiennes régulieres sur [0, T'], en se focalisant sur des estimations a priori pour H(t).
En effet, on remarque qu’une borne pour H(t) implique une divergence au plus logarithmique
pour p(t, -), puisque les vitesses du support de la densité vérifient |v|?> < H(t)+C(1+|In |z —£(t)]).
Puis, on remarque aussi dans [55, Coro 2] que ce comportement implique de la régularité log2-
Lipschitz pour le champ électrique (voir ) Or, d’apres notre lemme de Gronwall [14] prouvé
dans [55] Lemma 4], ceci suffit & définir des courbes intégrales d’ordre deux de fagon unique.
De plus, la borne pour H(t) permet d’obtenir de la compacité dans L°°([0,T], L'(Sp)) pour la
suite de flots grace a 'argument suivant : I’ensemble des données initiales dont les trajectoires
s’approchent de la charge pour un certain temps est de mesure petite. Et sur le complémentaire
de cet ensemble, le champ F + F est lipschitzien. Ceci est mieux quantifié ci-dessous :

Lemme 21 ([55], Lemma 3). Soit 6 > 0 et

S(0) = {(z,v) € Sp: min |X(t,z,v) —&(t)] < d}.
t€[0,T)
Alors
1S(8)] < €8 s*/2.

Ce lemme a été réutilisé pour le systeme Euler-points vortex, comme on ’a vu au Chapitre
(Proposition [7).

Quant & la borne sup,c 7] H(t) < 400, elle s’obtient par différentes recombinaisons adéquates
puis majorations des quantités apparaissant dans I’expression

%h(t,X(t,x,vLV(t,x,v)) = (V(t,z,v) —n(t) - (E(t, X (t,z,v)) + E(t,£(¢)).

2.5 Quelques perspectives

Nos questions a propos du systeme de Vlasov-Poisson concernent surtout le cadre de 'interac-
tion plasma-charges. Dans le cas répulsif en dimension trois, I’unicité dans une classe de solutions
telles que le support spatial de la densité peut contenir la ou les charges ponctuelles est ouverte et
semble un probleme tres difficile (tout comme la question analogue pour le systéme Euler-points
vortex dans le cas général) : de nouvelles idées sont nécessaires afin de traiter la forte divergence
du champ électrique total au voisinage des charges. Le méme probléme d’unicité de la solution
du Théoreme [20| en dimension deux n’est pas non plus élucidé.

Dans la poursuite de l'article [80], il est important de comprendre si toute solution faible du
Théoreme [18] est nécessairement lagrangienne. Comme on ’a vu au Chapitre [I} ceci a été établi
pour le systéme Euler-points vortex dans [I58] [69] grace & la forme explicite du champ singulier
créé par les points vortex.

11 serait par ailleurs intéressant de construire une solution globale & symétrie sphérique (dans
Pesprit par exemple des solutions symétriques de [24] 227] pour le cas sans charge) correspondant
a une densité initiale & symétrie sphérique et vérifiant les hypothéses du Théoreéme [I§| avec
(€0,m0) = (0,0) (resp. Théoreme |19 avec &, = 0).
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Il serait bien stir naturel d’étendre le Théoreme au cas de plusieurs charges ponctuelles
qr > 0, puisque la conservation de ’énergie ([2.19]) exclut la possibilité de collision en temps fini
entre les charges ponctuelles. Cependant, notre méthode ne semble pas s’y préter tres directement,
a cause notamment de la difficulté a établir ’équivalent de dans ce cas.

Enfin, mentionnons la question ouverte de I'existence d’une solution globale pour une interac-
tion plasma-charge attractive en dimension trois, qui est un modele probablement plus pertinent
d’un point de vue physique.
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Chapitre 3

De Vlasov-Poisson (avec charge)
vers Euler (avec tourbillon)

Sommaire
B.1 Tntroductionl . ........ ... ... i 57
[3.2  Limite gyrocinétique dans le cadre classiquel . . . . . .. ... ... 59
[3.3  Limite gyrocinétique avec une charge ponctuelle] . ... ... ... 62
[3.4 Quelques perspectives]. . . . . . ... Lo o o oo 65
Résumé

On présente les articles [I89] et [191] & propos de la limite gyrocinétique pour le systéme
de Vlasov-Poisson vers 1’équation d’Euler incompressible : d’abord pour le systeme de Vlasov-
Poisson classique, puis en présence d’'une charge ponctuelle. Dans ce dernier cas, une mesure de
défaut apparait dans I’équation d’Euler limite.

3.1 Introduction

L’analyse de différents régimes asymptotiques pour le systeme de Vlasov-Poisson est a ’origine
d’une vaste littérature mathématique et physique. Par exemple, la limite quasineutre, qui mene a
I’équation d’Euler incompressible pour des données presque monocinétiquesﬂ a été étudiée dans
[49] [111], 112, 48], 108, [120]. Citons aussi pour ce sujet [123] et les références qui s’y trouvent.

Dans ce chapitre, on se focalise sur un régime appelé limite gyrocinétique ou limite de champ
magnétique intense. Ce régime provient par exemple de recherches menées a des fins de production
d’énergie par fusion nucléaire, telles que le projet ITER en France : il s’agit de confiner un plasma
tridimensionnel dans une boite toroidale, loin des frontieres de la boite, en lui appliquant un
champ magnétique de large intensité (1/¢) et de direction constante. Le mouvement de chaque
particule de plasma[ﬂ soumise a ce champ magnétique B et au champ électrique E auto-induit

1. On dit que f est monocinétique si elle est de la forme f(t,x,v) = p(t, 2)dy—u(t,z)-
2. De masse m = 1 et de charge ¢ = 1 pour simplifier.
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se décompose en un mouvement parallele (i.e. dans la direction de B) et un mouvement dans le
plan orthogonal. Le mouvement parallele est celui d’une particule d’accélération (E - B)B/|B|?.
Lorsque I'on néglige au premier ordre le champ électrique, le mouvement plan est une rotation de
fréquence proportionnelle & |B| (appelée fréquence cyclotron) et de rayon proportionnel & 1/|B|
(appelé rayon de Larmor). La particule évolue donc selon un mouvement hélicoidal de rayon ~ ¢ :
il y a bien confinement du plasma. En assimilant le mouvement de la particule & celui de son
centre instantané de rotation (approximation centre-guide, qui revient & faire la moyenne sur une
période d’oscillation), on obtient un mouvement de translation parallele & B.

Quant au champ électrique, il engendre une vitesse de dérive dans le plan orthogonal donnée
par E A B/|BJ?, qui est beaucoup plus petite que 'effet du champ magnétique dans 1’échelle de
temps originale. En revanche, si ’on se place sur une échelle de temps plus grande, ’effet de dérive
pour le mouvement dans le plan est tangible. On renvoie & 'introduction de [I19, Paragraphe
1.2.2] ou & [217] pour une explication heuristique détaillée des différents effets observés.

La limite gyrocinétique dans 1’échelle de temps simple a été étudiée en dimension trois
par Frénod et Sonnendriicker [93] et par Golse et Saint-Raymond [I07] ; I’équation limite obtenue
est une équation de transport unidirectionnelle dans la direction du champ magnétique ce qui
est une justification de I'approximation centre-guide pour ’équation cinétique compléte, ou les
mouvements de ’ensemble des particules doivent étre pris en compte.

Différentes autres limites de champ magnétique intense pour le systeme de Vlasov-Poisson ou
pour des équations reliées ont été analysées dans [04) 107, (2171 [37, 118, 39, 128 1011 22]. On renvoie
a lintroduction de [92] et aux références qui s’y trouvent pour un panorama des résultats existants.
En particulier, le régime considéré par Brenier [48] aboutit & I’équation d’Euler incompressible
comme modele limite; celui de Bostan, Finot et Hauray [40] & une équation de transport non
linéraire explicite. Enfin, les travaux récents de Degond et Filbet [75], Filbet et Rodrigues [92] et
de Bostan [38] traitent le cas d’un champ magnétique non uniforme stationnaire.

On mentionne aussi les travaux de Filbet et Rodrigues [90] [9T] & propos de la construction de
schémas numériques adaptés aux approximations gyrocinétiques.

Dans ce chapitre, on considere le régime de champ magnétique intense dans une échelle de
temps longue afin d’observer 'effet de dérive pour le mouvement bidimensionnel. En écrivant
le champ magnétique sous la forme B = e3/e (o (e, ez, e3) désigne la base canonique de R3),
Péchelle de temps que nous considérons est d’ordre 1/e. Ceci donne lieu au systéme suivant :

v E. ot 9 9
atf€+g'vzf6+ ?“F? -Vofe =0, (t7$,U)ER+><R x R
Es(t,fL‘) = / Lysz(t7y) dy, pg(t,l‘) = / fg(t,.%',v) dv, (31)
R2 |I - y| R2

fE(O’xﬁv) = fao(xav)

Golse et Saint-Raymond [I07, Theo. A & Theo. B] puis Saint-Raymond [210], [2T1), Theo. 1.1] ont
établi que lorsque € — 0, les densités macroscopiques p. convergent faiblementﬂ vers une solution
faible p de I’équation d’Euler incompressible. On précisera a la Définition 23] ci-dessous le sens
donné ici a ces solutions. Ces résultats s’appliquent a des données satisfaisant des bornes naturelles
pour l’énergie et la masse. Une mesure de défaut additionnelle apparait dans le premier article
[107], mais [2T0] 2T1] démontrent ensuite que ’équation limite est bien la vraie équation d’Euler.

3. A sous-suite pres.
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De plus, sous des hypotheses de régularité supplémentaire des données initiales, une équation
cinétique est obtenue de fagon formelle pour la densité microscopique limite (apres filtrage des
oscillations temporelles dues au champ magnétique).

3.2 Limite gyrocinétique dans le cadre classique
Résultats. Dans larticle [I89], j’ai considéré le régime asymptotique (3.1) pour des hy-

potheses similaires & celles de [I07), 2T1] avec des techniques différentes. Les suites de données
initiales f0 vérifient ici :

e LMR? x R:H)NL®(R* x R?), f2>0, f2asupport compact, (3.2)
ainsi que
sup (120 + [ JaPrbie)de) < boc. supe() < 2. (33)
e>0 R2 e>0

ott 'on définit 1’énergie de f € L' parEI

=5[], pPrewded—3 [[ il sl iy

Enfin,
212 Lo (|| f2 )l e +2) — 0 lorsque £ — 0. (3.4)

En adaptant la théorie de Cauchy pour le systeme de Vlasov-Poisson standard (cf. Chapitre|2)),
on obtient une unique solution faible globale f. de appartenant & L= (R, , L'NL>(R? xR?)),
a support compact pour tout temps, avec donnée initiale f0, dont les normes L (1 < p < +00)
et I’énergie sont conservées au cours du temps

Théoreme 22 ([IR9]). Il existe une sous-suite €, — 0 quand n — +oo telle que (pe, )nen
converge vers p danslﬂ C(R4, MH(R?) — w*). De plus, p appartient ¢ LS (Ry, H 1(R?)) et est
une solution globale de I’équation d’Euler
Op+E--Vp=0
VP (3.5)
E-=2nV-A""p.

Dans ce théoreme, la définition de (3.5)) est celle de Schochet [214], inspirée par la formulation
introduite par Delort [77] afin de donner un sens au produit E+p pour des données nappes de
tourbillons (des mesures positives appartenant & H 1) :

4. Cf. la définition de I’énergie au Chapitre

5. [I89] mentionne des inégalités, mais en utilisant la régularité de la solution il est en effet possible de montrer
que ces quantités sont constantes.

6. Ici, p € C(Ry, MT(R?) — w*) signifie que p(t) € M+ (R2) pour tout t € Ry et de plus, t — [ ¢(z)dp(t, )
est continue, pour tout ¢ € C.(R?).
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Définition 23 (D’apres [77, 214]). Soit py € M™T(R?) N H~*(R?) a support compact. On dit
que p € C(Ry, MT(R?) — w*) N L2 (R4, H~*(R?)) est une solution globale de (3.5) avec cette

donnée initiale si pour toute ® € C°(R; x R?)

/11&2 O(t,z)dp(t,x) = /]R ®(0,2) dpo(x) —|—/ 0sP(s, ) dp(s,x)ds

R2

2 0
t
+ / / / Ha (o (@, y) dp(s, z) dp(s, y) ds,
0 R2 xR2

1(z—y)*
2 |z —yl?

ou

Ho(z,y) = (Ve(z) = VO(y)) .

Le théoréme de Delort [77] assure 'existence de telles solutions (voir aussi [214]). La formu-
lation de la Définition [23] est motivée par 'observation que pour p assez réguliére, on a

iv(E+ D= — T X x dy. .
(div(E~p), ®)p' p //szw Hg(z,y)p(x)p(y) dz dy (3.6)

De plus, Hg est définie et continue en dehors de la diagonale A = {(x,z) | * € R?} et bornée sur
R? x R?, puisque ||Heg|| g0 ®2xr2)) < [|®||w2.2. Donc I'expression a encore du sens pour p
comme dans la Définition car le support atomique d’une mesure positive appartenant & H !
est vide [77].

Le Théoréme [22] est similaire (avec une légere amélioration) & celui de [211], qui traite des
données initiales satisfaisant (3.2) (sans hypotheése de compacité du support), (3.3) et (3.7) :

elf2ll~ =0, quand & 0. (3.7)

Notre résultat permet ainsi de traiter des données initiales proches de profils monocinétiques :

L (v — u.(z)

e2|Inelf 5ln€|B/2> x(@,0),

pour 3 > 1, x € L>=(R? x R?) a support compact, u. € L2(R?), po € L>°(R?), F € L' N L>(R?).

f2(@,0) = po(x)

Notons que si I'on remplace (3.4) par la borne uniforme

sup || f2| e < 400, (3.8)
e>0

alors toute valeur d’adhérence est une vraie solution faible de I’équation d’Euler :

Théoréme 24 ([189)]). Soit fO vérifiant , et (3.8)) et soit f. la solution correspondante
de . Il existe une sous-suite £, — 0 lorsque n — 400 telle que (pe, )nen converge vers p dans
C(Ry, L*(R?) — w). De plus, (E:, )nen converge vers E = (z/|z|?) x p dans C(Ry4, LE . (R?)), et
p est solution de au sens des distributions.

Stratégies de preuve. Les articles que nous avons cités a propos de la limite gyrocinétique
font appel a deux types d’approches.
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- Techniques EDP. Les résultats de [I07, 2T1] sont basés sur des techniques de compacité
et de convergence faible dans une équation particuliere satisfaite par la suite de densités. Cette
équation est obtenue dans [I07, Lemma 3.2] :

1
Orpe + divy, (EEJ‘pE) = div, ({div:c / VR fe dv} ) + ediv, <6‘t / vt f. dv) . (3.9)
R2 R2

Lorsque les p. ont pour valeur d’adhérence p pour la topologie faible *, on montre que le terme de
gauche converge bien vers 0;p + div(E+p) selon des arguments classiques [77, 214], ot1 I'on donne
le sens au terme non linéaire. C’est donc le premier terme du membre de droite (a priori
seulement borné dans le dual de W2°°) qui donne & la limite une mesure de défaut. Ensuite, la
preuve de [211, Theo. 1.1] utilise en plus une EDP pour la densité obtenue par troncature des
grandes vitesses.

Le passage a la limite a partir de I’équation sera utilisé au paragraphe suivant, dans le
cadre de la limite gyrocinétique pour l'interaction plasma et charges.

- Techniques lagrangiennes. Afin de démontrer les Théoreémes [22] et 24] nous introduisons
une combinaison adaptée des caractéristiques (X, Vz) associées a (3.1 :

Zo(t,x,v) = X (t,x,v) + eV (t, z,0).

Ceci revient & obtenir I’équation pour la densité calculée en les nouvelles coordonnées (x —cv, v).
Cette notion de gyrocoordonnée a aussi été employée dans d’autres régimes par [101] 128 [40].

L’intérét est de se débarasser des termes les plus divergents lorsque € tend vers zéro, puisque
Zo(t,x,v) = EX(t, X (t,2,v)).

Cette ODE est semblable a 1’équation des caractéristiques pour 'équation d’Euler de champ de
vitesse EX. On trouve ainsi une nouvelle formulation faible pour la densité macroscopique :

Proposition 25. Pour tout ® € C>°(R?), on a

[otenewar— [ pweea- [ [ Hotopels.pts s avas
~ R.(t).

ou le reste vérifie

|R:(t)] S/o //]R{2 . fe(s,2,0)|[V®(x + evt) — VO(2)||E-(s, )| dz dv ds + 0-(1).

Puis, les bornes uniformes dont on dispose garantissent qu’il existe bien une valeur d’adhérence
pour la topologie faible étoile. Le terme de gauche dans la Proposition [25| passe alors & la limite par
les arguments de [77, [214]. En particulier, la convergence du terme non linéaire utilise crucialement
la positivité de p. ainsi que des bornes uniformes dans LS, (H ~1), ce qui assure qu’il n’y a pas de
point de concentration a la limite. Il suffit donc de montrer que le reste tend vers zéro. Un emploi

naif mais fructueux de I'inégalité des accroissements finis nous amene a estimer des termes tels
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que[T]

5// felv||Be|dzdv < e /|v|f€ dv | E:| e
R2 xR2 L (3 10)

< CE@H [t e

Le’

Ensuite on optimise par rapport a p — oo et ¢ — 0 grace a des estimations explicites par
rapport & || fe ||z pour les différentes quantités qui apparaissent :

1/2
IVELe < Cllocte o < CIRILE ([ WP rttovdoas)

3/4
H/ L olde| <o (// |v|2fe(t,x,v)dxdv) .
L4/3 R2 xR2

C’est dans cette derniére étape que joue ’hypothese (3.4).

(3.11)

3.3 Limite gyrocinétique avec une charge ponctuelle

Résultats. Ce paragraphe est un condensé de Uarticle [I91] au sujet de la limite gyrocinétique
pour le systéeme de Vlasov-Poisson en présence d’une singularité ponctuelle (de charge notée
q > 0), selon le modele d’interaction étudié au Chapitre [2| L’ensemble plasma-charge est soumis
de nouveau a un champ magnétique intense dont on étudie ’effet sur une échelle de temps longue :

L J—

6%ﬁ5+’§ 'V%j;'+ <2;2-+<i%‘+>3|;f—w§j2> 'V%j%:::07 ($7U)€]R2 X]R2
Eg=ﬁ*pe, ot pe(tia) = [ folt,a,v)do

R2
L) = 1-(t) (3.12)

S
- EE » SE

o =g (220 EALEO)Y,

Notre question est de déterminer si la présence de la charge ponctuelle est maintenue dans la
limite € — 0; si oui, retrouve-t-on le systéme Euler-point vortex étudié au Chapitre []?

Voici nos hypotheses pour les suites de données initiales (comparables aux hypotheéses —
. . on suppose déja que pour chaque £ > 0, f est & support compact et s’annule dans
un voisinage de £2 afin que le résultat d’existence et d’unicité du Chapltre I s’applique (a petite
modification pres) : il existe une unique solution faible (f:, &) & 2|) correspondante. Puis,

sup <||f5°||u+ I x|2p2<x>dm+|£2|) < to0,

0<e

sup E(f2,€2,1m2) < +oo,
0<e<1

(3.13)

7. On remplace en fait E. par E. — EE, ou E‘g est régulier stationnaire de sorte que E. — E‘g appartient & L2.
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ou Pénergie E(f,&,n) associée & (3.12)), qui est conservée, est définie dans (2.19) au Chapitre
De plus,

12|z~ — 0, lorsque € = 0. (3.14)

Enfin, on ajoute la condition :
sup [0l < 1. (3.15)
0<e<1

Cette hypothése de petitesse est apparue au Chapitre [2| afin d’estimer le champ électrique en la
charge ponctuelle dans I'inégalité (2.27). Un argument semblable est utilisé & 1’estimation (3.17))
ci-dessous dans le méme but.

Théoréme 26 ([191], Theorem 1.4). Il existe une sous-suite €, — 0 lorsque n — +oo telle que
— (pe,,) converge vers p dans C(Ry, My (R?) — w*), avec p € LS. (Ry, H 1(R?)) ; et (&)
converge vers ¢ dans C'/2([0,T],R?) pour tout T >0 ;

— 1l existe une mesure de défaut v € [L°° (R, M(R?)]* telle que pour tout ® € C° (R4 xR?),

[, #@aip(t.) + aic)w) = [ D@)dlp(0.) + a5e0)@)

R2

+/ 95®(s,2)d(p(t, ") + ader)) (2)
0 JR2

+ /0 //sz Ho (s, (z,y)d(p + qd¢) (s, z) d(p + qb¢ ) (s,y) ds + 5 DV*(z) : du(t, z).
(3.16)

Ici, la fonction Hg est définie comme dans la Définition 23] avec en plus une valeur assignée
sur la diagonale : Hg(x,z) = 0, pour # € R?. Ceci permet de donner un sens & en tant
qu’équation d’Euler incompressible ayant pour solution la mesure totale w = p + gd¢, méme
si celle-ci n’est pas une nappe de tourbillon (puisqu’une mesure de Dirac n’appartient pas &
H~1(R?)). La notion de solution mesure de I'’équation d’Euler, incluant une mesure de défaut
comme dans , a été introduite par Poupaud [206] qui a démontré l'existence globale pour
toute donnée initiale appartenant & M (R?). L’article [I87] a établi ensuite I'existence globale
d’une solution de la forme prescrite w = p + yd¢.

Comme on 'espérait, il existe des cas dans lesquels ’équation limite de (3.12) est bien le
systeme Euler-point vortex :

Théoreme 27 ([I91], Theorem 1.6). Soit (p, &) une valeur d’adhérence donnée par le Théoréme
telle que v est nullelﬂ. Si de plus p € L2 (R, LP(R?)) pour un certainp > 2 et £ € C1(Ry,R?),
alors (p, &) satisfait le systeme Euler-point vortex

X — 1 xr
8tp+<EL+q(|x_?|2>-Vp:0, E:W*p

£(t) = EX(t,€(), teR,.

En ce qui concerne la mesure de défaut, on peut en préciser la structure de la maniére suivante :

8. Ou que son effet soit invisible dans (3.16]).



64 VLASOV-POISSON VERS EULER

Théoreme 28 ([191], Theorem 1.5). Sous les mémes hypothéses,
— 11 existe vo = vo(t,,0) € L™ (R, M4 (R? x SY)) et il emiste (a, ) € L®(R4,R)? tels
que

7ﬂ5§ a55>
= [ 0®0dv(0 .
Y st ® 8 dvo(®) + ( ade  Poe

— La suite (f-,) converge vers f = f(t,z,|v]) dans L®(Ry, M4 (R? x R?)) faiblement étoile
et p= [ fdv. De plus, pour toute ® continue sur St, on a la convergence

/ (fe, (t,x,v) — f(t,z,|v])) P (U> o] dv — D(0) dvy(6)
R2

|v] oo st
au sens des distributions dans Ry x R2.

La mesure de défaut apparait au niveau de la limite (au sens des distributions) de la suite
Jv@v(fe,(t,z,v) +qd. @6, ) dv. Comme on 'a mentionné, une mesure de défaut apparait
dans Varticle [I07, Theo. A] dédié au cas sans charge ¢ = 0, qui montre que cette mesure a la
structure de ci-dessus (en posant @ = § = 0). En particulier, les auteurs constatent que si v
est invariante par rotationEl7 leffet de la mesure de défaut sur ’équation limite est nul. Le
[107, Theo. D] a alors pour but d’énoncer des conditions suffisantes sur la solution pour assurer
I’invariance par rotation.

Stratégie de preuve. On ne raisonne pas avec la technique lagrangienne du Paragraphe
En effet, d’apres , on aurait besoin pour cela d’estimations pour les normes LP (avec
p — o00) du champ électrique total E. + q(x — &.)/|z — &.| ce qui est bien sir inaccessible.
C’est pourquoi on revient & la technique EDP qui est le point de départ de [I07] : on utilise des
estimations uniformes en ¢ afin de trouver une valeur d’adhérence pour p. et £ pour les topologies
évoquées au Théoréme [26]; et on passe & la limite dans une EDP bien choisie pour p. + ¢d.. Dans
le contexte présent, I’équation devient

PRy
815/)5 + div, ((EEL + q(|‘a;_é§)|2)pa>

1
= div, ([divm/ VRS d’u] ) + ediv, 8t/ vt f.do.
R? R2

Afin de passer a la limite dans le terme le plus singulier ci-dessus, & savoir p.(z — &.)*/|z — &,
on symétrise le terme non linéaire dans ’esprit de la formulation (3.6]). Ceci suppose de considérer
la mesure totale p. + vd¢,.

%,

9. Au sens que vy est invariante par toute transformation de la forme (¢, x, 0) — (¢, z, R), ou R transformation
orthogonale de R2.
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Proposition 29. Soit ® € C°(R?), on a pourt >0

[ #@pt.a)do +a®(60) ~ [ @)y (0.3) do — g (&.(0)

R2

- / // Ha (2, y)d(pe + b ) (5, 7) d(pe + abc.) (5, y) ds
0 R2 xR2

_/Ot/RQ (DVJ-@(x):/sz@)vfe(s,x,v)dv) dz ds
_ /Ot ne(s) - (DVE®(£.(s)) n-(s)) ds + R-(t),

\

ou

Re(t)] < O[]l o) (1 + t)e.

On peut ensuite passer a la limite pour obtenir I’équation avec mesure de défaut par
adaptation des arguments de compacité de [107, 206]. La preuve de la Proposition s’articule
autour de la dynamique explicite de &, et de différentes estimations & partir des bornes disponibles
(énergie, masse, normes L°). On utilise en particulier un contrdle sur les moyennes temportelles
du champ électrique :

/ |E-(7,&-(7))| dT < CE—&-%(t—s), (3.17)

qui s’obtient par théoréme du viriel et qui repose sur I’hypothése de petitesse de masse sup, || f:| <
1.

3.4 Quelques perspectives

Une premiere piste de travail serait d’étendre le Théoréme [22| & des données initiales vérifiant
uniquement des bornes uniformes naturelles vis-a-vis du systéeme de Vlasov-Poisson : masse,
énergie et moment d’ordre deux en espace (c’est-a-dire supprimer ) Ceci semble délicat par
les méthodes utilisées qui reposent souvent sur des estimations en borne uniforme pour f..

En ce qui concerne la limite gyrocinétique avec la charge ponctuelle, les résultats du Para-
graphe (3.3 ne sont pas complétement satisfaisants a plusieurs égards. D’une part, on souhaiterait
évidemment supprimer 'effet de la mesure de défaut dans le Théoreme En présence du champ
singulier créé par la charge ponctuelle, nous ne sommes pas capables d’étendre le [107, Theo. D]
donnant des conditions pour que la mesure de défaut soit invariante par rotation. Si 'on pouvait
démontrer en premiere étape que l'effet de la composante v est nul, il serait peut-étre possible de
s’inspirer du résultat de [214, Theo. 6.1] et de la régularité C'/2 de ¢ afin d’établir que l'effet de
la partie atomique de v est également invisible dans I’équation . D’un autre c6té, la preuve
de [211] Theo. 1.1], qui permet de montrer la convergence vers la vraie équation d’Euler dans le
cas sans charge par troncature des densités pour des vitesses inférieures a e =%, pour « bien choisi,
n’est pas non plus adaptable au cas présent. En effet, cela nécessiterait de controler des termes
de la forme ffv\gCa*“” fe|v)?|z — &| 7 dz dv dans des espaces de Lebesgue.

D’autre part, nous avons mené cette étude dans 'optique d’obtenir asymptotiquement le
systeme Euler-point vortex, ce qui n’est que partiellement obtenu dans le Théoreme 11 serait
intéressant de comprendre quelle préparation des données initiales (f2,£2,7?) assure & la limite
suffisamment de régularité & (p, &) pour que l'on puisse découpler 1’équation .



66 VLASOV-POISSON VERS EULER

Il serait tentant d’étendre les résultats du Paragraphe au cas de plusieurs charges ponc-
tuelles. La question semble abordable, méme si I’on retrouverait entre autres la difficulté évoquée
au Chapitre [2| au sujet de I'extension de l'inégalité (3.17]).

Enfin, nous avons considéré le cas d’une interaction plasma-charge répulsive, afin d’assurer
I'existence globale de la solution et des bornes uniformes pour différentes normes, découlant de
la conservation de I’énergie et des moments. Ces bornes ne seraient pas directement accessibles
avec ¢ < 0, mais il serait naturel d’étudier cette question.



Chapitre 4

Unicité pour un modele couplé
cinétique/fluide

Sommaire
M1 Tntroductionl . ... ......... .. ... ... .. 67
[4.2 Tdéesdepreuve]. . . . . . . .. L L Lo e e 69
[4.3 Perspectives|. . . . . . . . o e e e e e 71
Résumé

On s’intéresse au systéme de Vlasov-Navier-Stokes, un modele mixte fluide/cinétique pour
I’évolution d’une densité de particules dans un fluide visqueux incompressible. On présente ’article
[I21], en collaboration avec D. Han-Kwan, A. Moussa et I. Moyano, qui établit 'unicité de la
solution faible de ce systeme sous des hypotheses pour les moments en vitesse de la densité initiale.

4.1 Introduction

Dans ce court chapitre, on considere le probleme d’unicité pour le systeme de Vlasov-Navier-
Stokes en dimension deux :
u+ (u-V)u— Au+ Vp =j — pu,
divu =0, (4.1)
Of +v-Vuf +divy[f(u—v)] =0,

avec (t,z,v) € Ry x Q x R?, ou Q désigne soit le tore T? soit I’espace R? en entier. Ci-dessus, les
quantités j et p sont définies par

o) = [ fltov)do, j(t,a) = / of (t,2,v) do.
R2

R2
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Il s’agit d’'un modele couplé fluide/cinétique décrivant l'interaction de deux phases : un fluide
incompressible visqueux (de viscosité égale ici & un), décrit par sa vitesse (une quantité ma-
croscopique) u = u(t,z) : Ry x @ — R?, et une densité de particules, décrite par sa densité
(microscopique) f = f(t,x,v) : Ry x Q x R? — R,. Ce couplage intervient comme modele sim-
plifié pour comprendre la dynamique des aérosols dans les poumons, ou l’on cherche & décrire
le transport des particules vaporisées au sein des voies poulmonaires. Il est issu des travaux de
Williams [225] et de O’Rourke [200], voir aussi les mémoires [193] [194] ou [45] pour la motivation
physique. D’autres types de couplages mélant une équation de la mécanique des fluides et une
équation cinétique peuvent étre également étudiés, voir par exemple [I03] pour une introduction
a ces modeles.

D’un point de vue mathématique, le systeme de Vlasov-Navier-Stokes pose une grande variété
de problémes théoriques : comportement en temps grand des solutions [62} [103][122], limites hydro-
dynamiques [109], contrélabilité [196], existence. Plus précisément pour cette derniére question,
I'existence globale d’une solution faible d’énergie finie est démontrée dans ’article de Boudin, Des-
villettes, Grandmont et Moussa [44] pour des conditions de bord périodiques, dans [229, 224] pour
des domaines bornés avec différentes conditions de bord, dans [46] pour des domaines dépendant
du temps. Un résultat d’existence et d’unicité de solutions fortes & petites données initiales a aussi
été établi dans [196]. La question de 'unicité des solutions faibles n’a & notre connaissance pas
été abordée rigoureusementlﬂ avant notre travail [I21]. Bien siir, il y a peu d’espoir de la résoudre
en dimension trois (puisqu’on ne saurait méme pas le faire pour I’équation de Navier-Stokes). Il
semble plus raisonnable de I'obtenir en dimension deux, dimension pour laquelle chacune des deux
équations séparées : Navier-Stokes pour la premiere, obtenue en posant f = 0, et équation de
Valsov linéaire amortie pour la seconde, en posant u = 0, est bien posée. Il s’agit du théoreme de
Leray pour I’équation de Navier-Stokes (cf. [47, Theo. V.1.4]) et d’un résultat aisé pour I’équation
linéaire de Vlasov amortie. Toutefois, le fort couplage entre ces deux équations nécessite de faire
appel ici a des arguments différents.

On considére dans la suite des données initiales (ug, fo) qui vérifient

ug € L*(Q), divug =0, (4.2)
0< fo € L' NL>(Q x R?), (4.3)
(z,v) = fo(z,v)|v|* € L}(Q x R?), (4.4)

ce qui est le cadre usuel des données initiales pour la construction de solution faible de (4.1)),
d’apres [44]. Pour l'unicité, on se focalise sur des données admissibles : en plus de (4.2]) — (4.4)),
elles vérifient

VR >0,  Tr(fo): (t,0) = (1+ |v|*)sup fo € L*(Ry; L' (R?)), (4.5)
CcE,
ot CF, := Q x B(e'v, R).
Cette condition fait écho a celle qui garantit I'unicité pour I’équation de Vlasov-Poisson,
introduite par Lions et Perthame [168] (voir (2.8) au Chapitre [2). La condition (4.5)) est assurée
lorsque, par exemple,

dg >4 telque fo(z,v) Y(z,v) € Q x R?

<77
BRI

1. L’article [229] nous semble contenir une erreur.
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(cf. (2.9) pour la condition (2.8))). Nous verrons ci-dessous qu’elle a bien pour but d’assurer que
la densité (et méme, ici, les moments supérieurs) soient uniformément bornés.

On dit que (f,u) est une solution faible globale de (4.1)) avec donnée initiale (fo,uo) vérifiant

@2-E9) si
we LRy L2(Q)) N LRy HY () N W2 (Rys H (),

loc

FEL®RL'NL>®(QxR?), jeL'(Ry xQ), peL'(Ry xQ),

et si les équations de (4.1)) sont vérifiées au sens des distributions. On note qu’en dimension deux,
toute solution faible conserve Iénergie £(f(t)), ol

1 K 1
E0) = ghutt. e + [ V(s ds 45 [[ ol re o) deds

¢
—|—// ft,z,0) v —u(t,z)|* dz dv ds.
0 Jr2 JR?

On reconnait dans les deux premiers termes du membre de droite 1’énergie

1 t
gl )l + [ 17uts. I as,

qui est notoirement conservée par la solution faible de ’équation de Navier-Stokes en 2D. Le
terme

My (f(t)) = %//1R2 i, lv2f(t, x,v) dz dv

est I’énergie cinétique produite par la densité. Comme on I’a vu aux Chapitres 2] et [3| une borne
uniforme pour I’énergie cinétique apporte de l'intégrabilité supplémentaire pour la densité p et le
courant j (voir par exemple (3.11])). Enfin, le dernier terme dans I’énergie ci-dessus est un terme
de dissipation, issu du couplage entre f et u, qui intervient dans I’étude en temps grand dans
[122] en étant associé & une notion d’énergie modulée.

Théoréme 30. Soit (ug, fo) une donnée initiale admissible. Alors il existe une unique solution
faible correspondante au systeme de Viasov-Navier-Stokes.

4.2 1Idées de preuve

On présente ici le cas 2 = R? dans un souci de simplification. La démonstration se déroule en
plusieurs étapes.

Régularité et conséquences. Dans un premier temps, on démontre qu’une solution faible
avec donnée initiale admissible satisfait davantage de régularité que prévu, en exploitant 'effet
régularisant de I’équation de Navier-Stokes.

Lemme 31 ([I2I], Lemma 3, Lemma 4). Toute solution faible (u, f) du systéme de Vlasov-
Navier-Stokes sur [0,T] vérifie

1. we L2([0,T); L% (R?)).



70 UN COUPLAGE CINETIQ UE/FLUIDE

2. Il existe une fonction v € L1([0,T],R4) telle que
Ju(t, x) —u(t,y)| < vz —y[(1+ o]z —y|).

Le premier item provient du résultat de Chemin et Gallagher [59, Theo. 3], le second du
résultat de Chemin et Lerner [60]. Ces articles s’appliquent pour une solution faible de I’équation
de Navier-Stokes sans terme source ou avec terme source appartenant a L2([0,T7], L?). Ainsi,
nous devons d’abord établir que c’est le cas pour notre terme source F' = j — pu. Ceci passe
par différentes étapes en bootstrap : régularité a priori pour p et j; propriétés de 'opérateur de
Stokes; ...

Au cours de la démonstration, l'intégrabilité supplémentaire obtenue pour u permet d’établir
une propriété supplémentaire pour les premiers moments. C’est ici que 'hypothése sur la donnée
initiale trouve son origine. En effet, en posant myf(t,x) = [g. |v[k f(t,x,v) dv, on montre que
pour t € [0,T7] :

Imo f(t, Iz + [Ima f(t, Iz + [Ima f(t, )|z < €T sup ITr(f0)(E, )L @), (4.6)

s

ot I'r(fo) est définie dans et ot R = e”||ul| L1 (jo,1y;0 r2))-

En particulier, signifie que la densité p = mo(f) et le courant j = mq(f) sont uni-
formément bornés. Ceci est crucial dans notre preuve d’unicité pour , au méme titre que
I’estimation uniforme pour p est cruciale dans la preuve d’unicité de Loeper pour le systeme de
Vlasov-Poisson.

Un premier corollaire de la régularité log-Lipschitz pour u, établie au Lemme est le fait que
Pon peut définir de maniere classique les caractéristiques comme solutions & 'EDO X (¢, z,v) =

V(t,z,v), V(t,z,v) = u(t, X (t,z,v)) — V(t,x,v), avec (X,V)(0,z,v) = (z,v). On a alors

flt, X(t,z,0),V(t,z,v)) = e* fo(z,v).

Estimation de Gronwall. Dans un second temps, on combine la méthode d’énergie (pour
la partie Navier-Stokes) et la méthode lagrangienne (pour la partie cinétique). Dans cette optique,
on cherche une inégalité de Gronwall pour une fonctionnelle mixte mesurant la différence entre
deux solutions faibles (uq, f1) et (f2, f2) (de flots associés (X1,V7) et (X2, V2)) :

D(t) = [lua(t, ) — ualt, )72 + Q1)

ou
o(t) = //W - (\Xl(tw,v) — Xo(t,z,0) > + |Vi(t,z,v) — Vg(t,x,v)|2) folx,v) dx dv.

La quantité Q/ 2(t) majore la distance de Wasserstein quadratique. Comme on I’a vu au Cha-
pitre [2| (voir ), elle joue un role dans les démonstrations d’unicité pour le systeme de
Vlasov-Poisson avec des méthodes lagrangiennes ou de transport optimal. Par des arguments
trés semblables & ceux de [I88], reposant sur les estimations uniformes pour les densités et sur les
régularités log-Lipschitz des champ de vitesse, on montre une premiere estimation de Gronwall

pour Q(t).
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Pour estimer le premier terme de D(t), on utilise la méthode d’énergie classique pour Navier-
Stokes, elle-méme reposant sur I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg. Cependant, il reste bien sur
un terme additionnel & estimer, issu du couplage avec la partie cinétique :

A(t) = /RQ(P2 — p1)ug - (u1 — ug) da + /R2(j1 —J2) - (ur — ug) du.

Apres reformulation avec les caractéristiques et réorganisation de A(t), il ressort un terme délicat
a estimer :

Ay =[] o) (X = w(X)] - (Ve — ua(Xa)) do .

ou 'on a posé w = u3 —us. On fait alors appel a la notion de fonction maximale pour la fonction
w(t,-) (qui appartient & H'). On rappelle I'estimation (1.15)), démontrée dans [I, Lemma 3] :

Proposition 32. Siw € H'(R?) alors pour presque tout v,y € R? on a
jw(z) —w(y)| < Cle —y[(M|Vw|(z) + M|[Vw|(y)).
A Paide de cette inégalité, on obtient

i) < c//R o)Xy = XalVa = wn(Xa)] x (M IVl (X2) + M|Vu|(X2)] doder

On peut finalement ajuster les différents termes du membre de droite : on combine I'inégalité de
Cauchy-Schwartz, les bornes uniformes sur ms(f2), en se souvenant aussi qu’une petite portion
de ||[Vw(t,-)||3 peut étre absorbée grace au terme de dissipation de Navier-Stokes. Ceci permet
enfin de boucler I’estimation de Gronwall pour D(t).

4.3 Perspectives

Il serait intéressant de parvenir au méme résultat d’unicité que pour le systeme de Vlasov-
Poisson : borne uniforme pour le moment d’ordre zéro (donc, seulement pour la densité) plutot
qu’une borne jusqu’a 'ordre deux. Voire, de considérer des densités dans des espaces de Orlicz
comme ceux considérés au Chapitre [2] Pour cela, nous devons comprendre si le couplage avec la
partie fluide rend cette hypothese indispensable.

En ce qui concerne la dimension trois, il semble envisageable d’étudier 1'unicité dans une
classe plus restreinte de solutions régulieres, telle que la classe de fonctions dont le comportement
asymptotique est étudié dans [122].
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Résumé

Ce chapitre a pour but de résumer les articles [12, [I3] (en collaboration avec V. Banica) et
[10, I1] (en collaboration avec V. Banica et E. Faou) & propos de la dynamique de plusieurs
tourbillons filamentaires dans les fluides incompressibles en dimension trois. Nous nous focalisons
sur des configurations particulieres de tourbillons presque droits et presque paralléles, pour
lesquelles nous étudions 'existence globale et démontrons l'existence de configurations initiales
menant a la collision de tous les filaments en temps fini.

5.1 Introduction

Dynamique d’un tourbillon filamentaire : le flot par courbure binormale. Le cadre
de ce chapitre est celui des fluides incompressibles en dimension trois, & viscosité faible ou nulle. On
s’intéresse aux écoulements tourbillonnaires, analogues tridimensionnels des tourbillons ponctuels
étudiés au Chapitre [1} De tels écoulements sont observés par exemple dans le sillage des ailes
d’avion, dans des éruptions volcaniques ou ronds de fumée. On parle d’écoulement tourbillonnaire
(ou de filament de tourbillon)E] lorsque la vorticité est pour tout temps essentiellement concentrée
a I'intérieur d’un tube de longueur infinie ou fermé, de section transverse tres petite, et de direction
parallele a celle du tube, de sorte que la circulation v du champ de vitesse autour du tube ne
dépend ni du temps (théoréme de Kelvin, [I73], Prop. 1.11]), ni de la section. Lorsque la section

1. Ou de tourbillon filamentaire...
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du tube tend vers zéro, on assimile le tube a une courbe I'(t) de I’espace, que l'on parametre au
temps ¢ par une fonction x(t,-) : I — R3, avec I intervalle ouvert de R. Mathématiquement, on
exprime la concentration du tourbillon sur la courbe de la fagon suivante :

Ve e CuR), [ (@) dulta) = [ elat.9) - 0t 9)ds

Partant de I’hypothese que le tourbillon reste bien ainsi concentré pour tout temps, on souhaite
déterminer sa dynamique. Dans le cadre des fluides parfaits incompressibles, une solution réguliére
w de I'équation d’Euler en dimension trois vérifie

wt, X(t,r)) = VX(t,r)w(0,2), xcR3 (5.1)

(voir [I73] Prop 1.8]), o X est le flot du champ de vitesse créé par le tourbillon. En extrapolant
au cas d’une solution qui est mesure de Dirac concentrée le long de la courbe I'(¢), on
s’attend donc & ce qu’un paramétrage de I'(t) soit x(t,s) = X(¢, x(0,s)) pour s € I et que par
conséquent, ’évolution de la courbe soit donnée par

Oix(t,5) = X (6, X(0,))) = ult, X6, (0,5)).

En poursuivant dans cette voie, on est amené a calculer le champ de vitesse créé par le filament en
un point de la courbe. Or, rappelons que ce champ de vitesse est donné par la loi de Biot-Savart

gl T —y
t = — ———= Adw(t
uta) = & [ e ey

donc il est singulier sur la courbe. En conclusion, deux types de difficultés surgissent :

— Persistance du filament : montrer que si le tourbillon est initialement concentré le long d’une
courbe, il reste concentré le long d’une courbe & temps positif ;

— Dynamique du filament : calculer le champ de vitesse en un point de la courbe (ou dans un
trés proche voisinage).

La premieére question est ouverte dans le cas général, alors que le probléme correspondant en
dimension deux est bien compris, comme nous ’avons évoqué au Chapitre : d’apres [I78], si la
vorticité est initialement asymptotiquement concentrée au voisinage d’un nombre fini de points
distincts (typiquement, une somme de fonctions caractéristiques pondérées autour de ces points)
alors la solution de ’équation d’Euler bidimensionnelle reste concentrée autour de points qui
évoluent selon le systeme des points vortex @ On renvoie aussi & [222] pour le cas d’un point
en domaine borné. Cette propriété de persistance a également été démontrée récemment pour
I’équation des lacs (un modele proche de ’équation d’Euler 2D) par Dekeyser et Van Schaftingen
[76]. En dimension trois, la question de la persistance du filament n’a & notre connaissance été
résolue que pour des flots axisymétriques sans swirl concentrés autour d’un anneau [25] [176].

Deés 1906, Da Rios [71] a répondu de fagon formelle & la seconde question en introduisant le
concept d’approximation LIA (Local Induction Approximation) qui consiste & ne tenir compte
que des effets locaux dans la formule de Biot-Savart. Apres remise a 1’échelle par rapport a la
variable temporelle, le développement asymptotique de Da Rios donne comme terme de premier
ordre pour le champ de vitesseﬂ :

aSX(t’ S) X aSSX(tV s)
|0sx(t, 5)[°

u(t, x(t, ) =

N
2. A constante numérique pres.
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Finalement, on arrive a ’équation du flot par courbure binormale :

asX X 8SSX

Apres avoir suscité 'engouement de ses contemporains, I’équation de Da Rios fut oubliée pendant
quelques décennies. Puis elle fut redécouverte de facon indépendante a partir des années soixante
dans une série de travaux reposant aussi sur des développements asymptotiques formels et des
troncatures : Arms et Hama [8], Betchov [28], Bachelor [23]. Citons aussi Moore et Saffman [192],
puis Callegari et Ting [51] et Ting et Klein [221] pour des fluides faiblement visqueux. On renvoie
a Particle de revue de Ricca [208] pour une présentation et mise en perspective de l'article de Da
Rios, ainsi qu’au livre de Majda et Bertozzi [I73] pour une présentation générale du sujet.

Récemment, 1’équation a été obtenue rigoureusement par Jerrard et Seis [142] pour
des tourbillons concentrés en un sens faible autour d’une courbe fermée et non nécessairement
réguliere. S’il ne répond pas a la question de persistance du filament, leur résultat permet de
traiter des tourbillons plus généraux que ceux des travaux précédents, qui ne se comportent pas
nécessairement comme des prototypes idéalisés de filaments.

En notant c¢(t,-) la courbure et (T(¢,-),n(t,-),b(t,-)) le repere de Serret-Frenet associés a la
courbe x(t,-), de sorte que T" = 95x/|0sx|, on remarque que I’équation du flot binormal s’écrit
sous une forme plus condensée d’ou provient son nom : 9y x = cb.

Enfin, donne aussi une équation remarquable pour le vecteur tangent uniquement, ap-
pelée application de Schrédinger de R a valeurs dans S2E| :

atT =T A 8SST.

Il existe aussi des modeles d’évolution permettant d’inclure des effets d’auto-étirement du
filament a l'origine de I’enroulement, entortillement, ou de la formation de structures de formes
d’épingles. Ces effets ne sont pas pris en compte dans , alors qu’ils sont mis en évidence
par des simulations numériques [63], 216]. Par exemple, Fukumoto et Miyazaki [95] traduisent
l’auto-étirement par ’ajout d’un terme non local, de plus petit ordre, au membre de droite de

B2

3
atX = 85X X assX + a(asssx + iassx X (65X X 8ssX))7 (53)

ol « est un parametre lié au flot axial. On renvoie aussi au modele introduit par Klein et Majda
dans les articles [149] [150].

L’équation du flot par courbure binormale admet des solutions explicites et simples :

— Les droites de R? (solutions stationnaires), qui sont I’équivalent d'un seul tourbillon ponctuel
fixe dans R?, solution stationnaire de (9] ;

— Les cercles (ou ronds de fuméeE[) se propageant en translation uniforme dans la direction
perpendiculaire au plan contenant le cercle, a vitesse proportionnelle a l'inverse du rayon du
cercle ; ces solutions sont I’équivalent d’une paire de tourbillons ponctuels de circulations opposées,
en translation uniforme dans R2, solution bien connue de @

— Les courbes qui forment des hélices.

3. ”Schrodinger map equation”.
4. Ici x est paramétrée par longueur d’arc.
5. ”Vortex rings”.
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Des solutions remarquables sont aussi données par les courbes autosimilaires de la forme

x(t,z) = VIG (x> , t>0, z€R, (5.4)
Vit

ol G est réguliere. De telles solutions forment une famille & un parametre a, dont la courbure
et la torsion en (t,x) valent a/v/t et /2t respectivement. Elles sont régulieres & ¢ > 0 mais
développent une singularité de type coin a t = 0 : elles convergent uniformément vers la réunion
de deux demi-droites. Le comportement précis de ces solutions au voisinage de la formation de
la singularité a été décrit par Gutiérrez, Rivas et Vega [I17]. Dans une série d’articles, Banica
et Vega [I4, 15 [16] [17), 18] ont étudié la stabilité de la dynamique singuliere de ces solutions, &
savoir la persistance de la formation de la singularité pour leurs perturbations. De plus, ils ont
pu dans ce cadre prolonger la solution au dela du temps de formation de la singularité.

Il ’agit dans les exemples cités ci-dessus de solutions réguliéres (au moins & ¢ > 0), mais on
peut aussi s’intéresser a des solutions faibles & valeurs dans des espaces de Sobolev : on pourra
consulter [I43] § 1.2] pour un exposé des résultats existants.

L’évolution de courbes encore moins régulieres, comportant par exemple des coins, a aussi
été considérée. Jerrard et Smets [I44] ont introduit une formulation généralisée de avec
la notion de courants, permettant de traiter des filaments avec des auto-intersections. Banica
et Vega [I8] ont démontré le caractére bien posé de dont la donnée initiale comporte une
(seule) singularité coin, ce qui inclut une classe de perturbations des réunions de demi-droites
mentionnées ci-dessus.

Quant au cas de plusieurs coins, ’évolution de courbes issues de polygones réguliers a été
étudiée d’un point de vue théorique et numérique par De la Hoz et Vega [72] [73], avec une mise
en évidence d’un phénomene d’intermittence lié a l'effet Talbot pour I’équation de Schrodinger
non linéaire cubique. Des simulations numériques pour 1’évolution a partir d’un filament carré
ont également été réalisées dans [I44]. Enfin, 'existence et 'unicité d’une solution réguliere de
dont la donnée initiale est un certain type de ligne brisée a été prouvée dans [19].

Vers I’équation de Schrédinger. Il existe une transformation remarquable, due & Hasimoto
[124], permettant de donner une nouvelle forme & ’équation du flot par courbure binormale. En
supposant que x est une solution assez réguliere de dont la courbure ne s’annule pas,
Hasimoto remarque que la fonction filament définie par

vit.9) =t e (i [ ol dy). (55)
0
vérifie 'équation de Schrédinger non linéaire cubique
00+ Dty + 2 (W — A1) =0,

ol A(t) est définie explicitement en fonction de ¢(¢, 0) et 7(¢,0). Donc, en posant ¥ = 1) exp (% fg A) ,

on est ramené a I’équation de Schrédinger cubique classique
1
10,0 + 95U + §\D|\I/\2 =0.

Cette correspondance formelle est a la source de I’analyse de Banica et Vega, via une reformula-
tion systématique des problématiques étudiées pour le flot binormal (existence, stabilité) en des
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problématiques analogues pour I’équation de Schrodinger (existence, stabilité, complétude asymp-
totique). A noter que la transformation de Hasimoto transforme ’équation (5.3]) en 1’équation de
Hirota

. 1 . 3
Zatq/) + (9551/) + 51/)|1/)|2 - Zaasssw + §|7/)|25s1/1 = 07

qui est en lien avec I’équation de Korteveg-de Vries modifiée.

Un autre passage célebre entre le domaine de la mécanique des fluides et celui des équations
dispersives a été révélé par Madelung [I72]. Le point de départ est ’équation de Gross-Pitaevskii
qui régit la dynamique des fluides quantiques :

O + %A@z; L) =0, $:RxRISC, de {23}, (5.6)

La transformation de Madelung associe & une solution ¢ la densité p = [|? et le vecteur v =
Varg(v). Alors les variables p et v satisfont & un systéme d’Euler compressible avec pression
quantique :

Ay/p
v+ (v-Vv+V({1—p —V(>.
VY0 =9 (5
Ce systeme est appelé forme hydrodynamique de (5.6), voir & ce sujet larticle de revue

de Carles, Danchin et Saut [56]. La transformation de Hasimoto peut donc étre vue comme la
transformation inverse & celle de Madelung, en posant p = c? et v = 27.

(5.7)

Formellement, pour des solutions de dont le module || est proche de un, donne
I’équation d’Euler incompressible. Or, c’est a partir de cette derniere qu’est obtenue ’équation
du flot par courbure binormale. Et en effet, il est conjecturé que le flot binormal soit un modele
limite pertinent dans certains régimes asymptotiques de I’équation de Gross—Pitaevskiiﬁfavorisant
I’émergence de structures tourbillonnaires singulieres dans un fluide quantique. Cette conjecture
a été prouvée par Jerrard [141] dans le cas du cercle. Le cas de plusieurs cercles concentriques a
été traité par Jerrard et Smets [I45] ; il faut alors tenir compte de termes d’interaction entre les
cercles donnant lieu & un mouvement ”de saute-mouton” (voir la Section [5.4] ci-apres).

Enfin, on aboutit a I’équation de Schrodinger linéaire unidimensionnelle par linéarisation de
(5.2)) autour d’un filament droit (voir [I73, Chap 7.1]) : si une solution de (5.2]) s’écrit comme une
perturbation

x(t,8) = (z1 + el (t, s), 20 + e?(t,5),5), sER,
pour (z1,x2) € R? fixé et € un petit paramétre, alors au premier ordre en ¢ la fonction & valeurs
complexes 1) = ! + ip? vérifie
815’(/} + iassr(/} =0.

Comme on le verra a la Section [5.4] il existe aussi des modeles non linéaires plus précis pour
I’évolution de la perturbation .

Interaction de plusieurs filaments presque droits et presque paralléles. Nous nous
intéressons a présent a l'interaction d’un nombre fini de filaments presque droits et presque

6. Apres changement d’échelle en temps et en espace.
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paralléles a l'axe ez, selon un certain régime asymptotique proposé par Klein, Majda et Da-
modaran [I5I]. Dans ce régime, les filaments sont paramétrés par des fonctions X5 (t,s), pour
1 <j < ¢, ouc est un petit parametre et ou les xj s’écrivent

X;(t,s) = se3 + e2y); (;, i) +0(e?), seR, (5.8)
o ;-e3 = 0, de sorte que 'on peut supposer 1; € R? identifié & C. Ceci signifie que les filaments
sont des perturbations de petite ampleur et petite longueur d’onde du filament droit passant par
lorigine et dirigé par ez. Dans 'asymptotique ¢ — 0, Klein, Majada et Damodaran obtiennent
par des expansions asymptotiques formelles un systeme d’équations pour les positions des profils
(U
i00b; + 0 0ssthi + > W ik Wg =0, 1<j<Ut (5.9)
[ =l

Les v; € R sont les circulations des filaments et les a; € R, sont des parametres reliés aux
structures des filaments. Ce systeme combine d’'une part l'auto-induction de chaque filament,
caractérisée par 'opérateur de Schrédinger libre et provenant du flot binormal (linéarisé) comme
on ’a vu ci-dessus, et d’autre part 'interaction avec les autres filaments.

Des solutions particulieres de ([5.9) sont données par les collections de filaments droits
¥;(t,s) = z;(t),s € R, pour lesquelles on retrouve alors le systeme des tourbillons ponctuels @
déja mentionné et dont les propriétés sont étudiées par exemple dans [7], [199] :

i+ Y k=0, 1<j<t (5.10)

Il est utile pour la suite de rappeler quelques solutions particulieres de ce systeme d’EDO :

— Pour £ = 2, la distance |21 (t) — 22(¢)| est constante, la dynamique est un mouvement de
rotation uniforme autour du centre d’inertie si y; +72 # 0 et un mouvement de translation
uniforme dans la direction orthogonale & z; — z3 si 71 +v2 = 0.

— Pour ¢ = 3, le systeme est intégrable. Il existe des exemples explicites de collision
en temps fini des trois tourbillons, alors nécessairement autosimilaire (voir [I79, Chap. 4]).

— Pour ¢ > 3, admet des équilibres relatifs, formés par des configurations de ¢ tour-
billons de circulations ~ identiques placés aux extrémités d’un polygone régulier, en ro-
tation uniforme de vitesse angulaire w = v(¢ — 1)/(2R?), ot R est la taille du polygone.
On obtient une autre solution en rotation uniforme en ajoutant a cette configuration un
point de circulation ~yy arbitraire au centre du polygone, auquel cas la vitesse angulaire est
w = (y(f—1)+2v)/(2R?). En particulier, il est possible d’obtenir une solution stationnaire
pour une certaine valeur de .

Le systeme des filaments (5.9)) conserve quant & lui les quantités suivantes :
1 1
H=g > o) / |051b;| ds — 5 > v / In |15 — 4| ds;
i & ik R

I=/Z%|¢j|2d8; C=/Z%‘¢jd5;
R j R j

T = Zryjryk/ [ — Ypl?ds s oy = ary, V.
ik R
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Nous verrons ci-dessous un cadre de solutions dans lequel ces quantités n’ont pas de sens (méme
formel), ce qui améne & en considérer une version modifiée. Ce sont les questions d’existence et
d’unicité de solutions pour le systeme (5.9) - et, de fagon inévitable, celle de collisions entre
les filaments - qui motivent les articles présentés dans ce chapitre. D’emblée, ces questions sont
délicates, puisque méme le systéme plus simple d’ODE @ avec ¢ = 3 peut produire des collisions.

Les références [208], 13| 173] donnent un apergu des résultats d’existence et d’unicité pour le
systeme des filaments, que 1’on résume ici. Les premiers résultats rigoureux sont obtenus par Klein,
Majda et Damodaran dans le cas de deux filaments avec ar; = a3 : le systeme est linéairement
stable si et seulement si y172 > 0. De plus, les auteurs présentent des simulations numériques
indiquant existence globale si 71372 > 0 et collision en temps fini sinon. Nous reviendrons ci-
dessous sur la question de la nature de la collision (puis de la reconnection) entre filaments avec
circulations de signes opposés.

L’étape suivante est franchie par Kenig, Ponce et Vega [148], qui cherchent des solutions de
(5.9) sous la forme perturbative

V(t,s) = zj(t) +u;(t,s), avec u; € C(Ry, H'(R)), (5.11)

ol {z;} est une solution exacte du systeme (9) sans collision, et o ||u;(0,-)|z: n’est pas trop
grande par rapport a la distance entre les tourbillons ponctuels. En vertu de l'injection continue
de H'(R) dans L>=(R), ceci garantit que les filaments sont initialement bien séparés. Le résultat
principal de [T48] établit ’existence globale d’une solution de la forme lorsque les z; forment
soit une paire quelconque (¢ = 2), soit un triangle equilatéral en rotation uniforme (¢ = 3).

Un élément important de la preuve est 1'énergie de la configuration de filaments {1, }, solution
du systeme (5.9), par rapport & la configuration de filaments droits {z;}, solution du systéme
(5.10)) :

1
Er(t) = 3 Zaj'y]z /]R 051;(t, 8)|* ds
J

+;/zhw4:mC%wQ—WﬁMF>H%w@—ww$FQd&

2 240 — 2O 2400 — 2O

(5.12)

L’intérét de cette quantité, qui a bien un sens avec I’hypothese ([5.11)), est qu’elle est coercive. En
effet, I'estimation suivante montre que ”petite énergie” implique ”absence de collisions” :

’ [ (t ) — ¥(t, )2
|2;(t) — 2 (8)[?

De plus, si {z;} est un triangle équilatéral, toutes les distances |z; — zx| sont égales entre elles
et constantes. L’énergie est alors obtenue par combinaison des quantités H, I et T donc est elle-
méme conservée. La petitesse des perturbations initiales garantit donc ’absence de collisions pour
tout temps. Cette méthode ne fonctionne en revanche pas pour un nombre supérieur de points.

1| < ceri). (5.13)

Lo

Dans un contexte différent, Lions et Majda [I67] ont introduit une formulation faible de
(5.9) autorisant la possibilité de collision et ont démontré I’existence (sans 1'unicité) de solutions
correspondantes. Enfin, récemment, des solutions périodiques en temps et en espace (donc non
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droites & l'infini) ont été construites par Craig et Garcia-Azpeitia [65] comme bifurcations &
partir de solutions particulieres avec des techniques relevant de la théorie KAM. Voir aussi
[O7, 66}, [96]. Contrairement au cadre étudié par [I48], il s’agit de perturbations de filaments droits
qui ne sont pas droites a l'infini.

5.2 Existence en temps grand de filaments

Résultats pour quatre filaments. L’article [12] se place dans le contexte de [14§]. On y
étudie d’abord l'extension du résultat d’existence de perturbations du triangle au cas du carré.
Soit donc {z;}, avec j = 1,...,4, la solution du systéme des tourbillons ponctuels formée par
un carré en rotation uniforme, avec circulations égales a un. Considérons les données initiales
¥jo0 = 2;(0) + uj o, o les u; o appartiennent & H'(R). Soit

Eo = max {ER(0); [luro + usoll 2 + luzo +uaollf=} -

Théoréme 33 ([12], Theorem 1.2). Si & est plus petite quune constante universelle, il existe
une unique solution du systéme des filaments sous la forme (5.11)) sur [0,T], ou

~—1/4 _ ~—1/3
T> Cmin{é’o / m;ngujo — U0l 2 28 / }
J
De plus, si la perturbation est initialement un parallélogramme : u10 4+ us o = ug,0 + us,0 = 0,
alors la solution est globale.

La preuve exploite les quantités conservées : par le méme argument de coercivité que dans
[148], la solution existe tant que ’énergie (5.12) ne devient pas trop grande. On définit des
quantités renormalisées par rapport a la configuration {z;} qui sont conservées au cours du
temps :

HR: Za]’yj/|ab¢]|2d8—72fy]ry /1n<|w]_wk|2) ds
J#k |J 2|
IR:/RZ”YJ‘(|¢1'|2*|ZJ~|2)C[5
J

Tr = Z’Yﬂk/ 95 — kl? = |25 — z]?) ds

J#k

Dans le cas du carré, des calculs montrent que

(w1 + us)(t, ) 172 + [I(uz + ua) (¢, )12
2

1
Er(t) =HR+§TR—IR+

En particulier, ’énergie est constante dans le cas d’un parallélogramme pour lequel uy + us =
us + ug = 0. D’un autre c6té, la croissance de ||(u1 + us)(t,-)||22 + ||(u2 + wa)(t,-)||22 peut étre
controlée par des calculs reposant sur les propriétés de symétrie du carré.

Le cas de ¢ > 4 filaments. Le cas d’un nombre supérieur de filaments impose encore
davantage de symétrie pour la collection de filaments. On considére désormais {z;},7 =1,...,¢
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la solution du systeme des tourbillons ponctuels formée par un polygone régulier en rotation
uniforme de vitesse angulaire w et centré en I'origine. On cherche alors une collection de filaments
presque paralleles {;}, solution de , de la forme ¢;(t,s) = z;(t)®(¢,s), ou |®| est proche
de un. Ainsi une telle solution forme aussi un polygone régulier pour tout (¢, s). On observe dans
[12] que P est solution d’une nouvelle équation de Schréodinger non linéaire :

®
iat<b+aggq>+w@(1f |®|%) =0, (5.14)

dont le Hamiltonien est

1
@):7/|as<p\2ds+f/ (|@> — 1 —In|®|?) ds
2 R 2 R

Dans notre contexte, puisque l'on veut |®| ~ 1, on constate que (5.14)) se rapproche de I’équation
de Gross-Pitaevskii déja mentionnée

10,® + 05s® + wP(1 —[®]*) =0

avec Hamiltonien donné par

Eap(® /|a D2 ds + = /(|<1>|2 —1)% ds.
R

Cette comparaison formelle s’avere pertinente et utile dans notre étude des propriétés de ([5.14]) :
probleme de Cauchy, solutions remarquables...

Théoreme 34 ([12], Theorem 1.1). Si w > 0 et si E(Py) est assez petite, I’équation ([5.14])
admet une um’que solution telle que E(P(t)) = E(P ) et ® — o € C(R, HY(R)). En particulier, si
Do(s) — 2% 1 alors pour tout temps V,(t,s) o125 zj(t), donc les filaments {1;} sont paralléles
a linfini.

La preuve fonctionne par adaptation des arguments de Zhidkov [234] (voir aussi Gérard [99])
pour I’équation de Gross-Pitaevskii. Le principal enjeu est de controler la nonlinéarité en vérifiant
que |®| reste proche de un. Ceci passe une fois de plus par la propriété de coercivité de I’énergie

lorsque w > 0, qui s’exprime ici par |||<I> )% - 1H2Loo < CE(D).

D’un autre coté, nous établissons dans [12] existence d’ondes progressives pour , de
module proche de un et pour toute vitesse assez proche et inférieure & v/2w. Leur comportement
asymptotique est également décrit. Il s’agit des objets analogues aux solitons gris pour I’équation
de Gross-Pitaevskii unidimensionnelle, et nous nous appuyons sur 'approche de Maris [I80] et de
Gravejat [110] au sujet de cette derniere. De plus, notre nonlinéarité entre dans le cadre étudié
par Lin [I66], qui démontre que ces ondes sont orbitalement stables.

5.3 Collisions de filaments

Cette partie concerne la recherche de solution du systéme des filaments (5.9) amenant & une
collision en temps fini ¢ = ty. Par exemple, de telles collisions peuvent étre construites a partir de
Péquation ([5.14]) en cherchant une solution avec un point d’annulation. Ceci est aisé lorsque w = 0.
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D’autres exemples simples de collisions de différentes natures sont explicités dans notre deuxieme
article [I3]. Lorsque w # 0, la question est plus délicate. Par changement de variable, cela revient &
construire une solution pour une certaine équation dispersive qui explose ponctuellement lorsque
t — tg. Ce phénomene d’explosionm a été étudié par Bona, Ponce, Saut et Sparber [34] pour une
classe d’équations de Schrédinger non linéaires qui ne contient pas . Merle et Zaag [185]
analysent le probleme analogue dit de ”quenching” pour ’équation de la chaleur non linéaire :
ils obtiennent une solution avec un point d’annulation. Dans ce cadre, ce comportement décrit la
reconnection d’un vortex avec le bord dans un matériau supraconducteur.

Collisions de paires de filaments. L’instabilité de Crow, analysée pour la premiere fois
dans [70], est un phénomene observé en aéronautique lorsque des paires de filaments droits anti-
paralleles (i.e. v = —72) subissent de petites perturbations périodiques et symétriques. L’insta-
bilité se manifeste par ’amplification des petites perturbations jusqu’a collision des filaments puis
reconnection en une chaine d’anneaux de vorticité.

Les mécanismes de collision voire de reconnection de filaments anti-paralleles (et plus généralement
de circulation de signes opposés) sont étudiés numériquement ou expérimentalement dans plu-
sieurs travaux, voir par exemple [74] [I5), 235] et les références qui s’y trouvent. En particulier,
Klein, Majda et Damodaran obtiennent numériquement différents scenarii de collisions pour une
série de valeurs de 71 /72 et des perturbations initiales symétriques qui sont construites a partir
des modes instables du systeme linéarisé.

De plus, les simulations numériques ainsi que des arguments d’échelle [I511 232] suggerent que
la distance minimale entre deux filaments, au voisinage du temps de collision ¢y (avant et apres
reconnection), se comporterait comme |t — to|'/2. Enfin, la collision serait localement de nature
autosimilaire.

Dans larticle [I0], nous nous intéressons aux collisions pour les paires de filaments anti-
paralleles d’un point de vue numérique et théorique. Dans la premiere situation, les parametres
vérifient oy = —as (ce cas est toutefois non pertinent physiquement, puisque le modele de Klein,
Majda et Damodaran impose la positivité des parametres). On obtient alors I’existence d’une solu-
tion de , globalement définie, qui collisionne ponctuellement a un temps arbitrairement pres-
crit, et qui est initialement une perturbation gaussienne anti-symétrique (c’est-a-dire 11 = —),)
d’une paire de filaments droits. Dans le cas a; = as, nous effectuons des simulations numériques
par un algorithme de splitting. Ces simulations mettent en évidence la survenue de collision ponc-
tuelle en temps fini pour plusieurs classes de données initiales incluant les perturbations gaus-
siennes considérées dans le cas précédent (ou d’autres perturbations sans imposer nécessairement
une hypothése supplémentaire de symétrie). La figure illustre quelques résultats obtenus. Le
méme type de comportement numérique se produit dans le cas a; = —az, mais nous n’avons pas
de preuve mathématique de cela.

Dans la seconde partie de [10], nous démontrons I’existence d’une collision en temps fini pour
des filaments anti-paralleles et de comportement linéaire a 1’infini. Nous recherchons des
solutions de anti-symétriques (symétriques par rapport & I’axe des ordonnées) : 1 = —1),.
Cette symétrie est préservée pour tout temps par le systéme . Ainsi, le probleme de collision
se ramene a montrer qu’il existe une solution de

1001+ Outhr — % ~0 (5.15)

7. ”Finite-time dispersive blow-up”.
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FIGURE 5.1 — Collision dans le cas oy = —ag =1, 1(0,0) =1 — G(0),92(0,0) = =14+ G(0), ou
G(o) = e"ibe=7" .

qui vérifie Re(11)(to,0) = 0. Pour simplifier, posons tp = 0. En suivant U'intuition de Zhakarov
[232], nous recherchons une solution autosimilaire :

Uit s) = Vi (\2) :

Ici, le profil ¢ est une fonction paire qui vérifie
p(x) ~ alz| lorsque |z| — 400, ¢(0) =1,
pour un certain o complexe tel que Re(a) > 0.

Théoréme 35 (D’apres [10], Theorem 3.1). Si la partie réelle de o est supérieure ¢ une certaine
constante numérique, il existe une unique solution o (5.15)) de la forme ci-dessus dans un certain
espace fonctionnel, telle que ¢ est lipschitzienne sur R et ¢’ est continue sur R*. De plus,

Re((p(x))) > =(1 + alz|), VzeR.

DN | =

Cette solution présente bien une collision & temps ¢ = 0 en l'origine, puisque Re(t/1 (¢,0)) = /.
De plus les bornes inférieures du théoreme assurent que seul (¢, s) = (0,0) est point de collision.
La démonstration peut étre résumée ainsi : on récrit (5.15)) sous la forme d’une équation pour

@ qui elle-méme se ramene a
p—zp =f (5.16)
1 T 5.16
4 —_— e — 7 J—
f=—gicf

Re(p)

On considére

R
£ ={we CHR). w0 =v/(O) =0, wpaire, ful + [lal 0 e < 22

muni de la distance d(wy, we) = |Jw; —wa|| Lo + |||~ (w] —wh)|| 1~ . Ensuite, on cherche f € 1+ FE
comme point fixe associé a la seconde équation de (5.16)), ot le terme non linéaire s’exprime en
fonction de f par résolution de la premiere ligne :

+o0 _
o)) = 1+1a] <a+/| f(yy)ldy>

x|
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La méthode de point fixe peut étre utilisée en observant en particulier que si f —1 € F alors

Re(p(f)(x)) = 1+

zRe(a) >0, Vx>0.

2
Au passage, on remarque que puisque f0+oo |f —1|/y? dy < Re(a)/2, la fonction ¢'(f) a un saut
en z = 0 avec o(f)(0)" = —p(f)(0)” = a+ fOJrOO(f —1)/y?*dy # 0. Les filaments obtenus
forment donc une singularité de type coin a lorigine.

Collisions de filaments droits a ’infini. Au paragraphe précédent, nous avons construit
une solution qui a un comportement linéaire & 'infini. Dans I’article [11], nous revenons au cadre
des filaments qui sont des perturbations de filaments droits a l'infini :

¥;(t,s) = z;(t) lorsque s — oo, (5.17)

ou {z;} désigne une solution du systéme des tourbillons ponctuels ([5.10). Nous nous focalisons
sur deux cas présentant des simplifications dues aux symétries :
— { = 2,71 = —7, (21,22) paire de filaments droits en translation uniforme et (¢1,2)

solution de (5.9) vérifiant 1), = —1, ; alors v vérifie (5.15)).

— £ >3,y =~ V9, {2} polygone régulier en rotation uniforme de vitesse angulaire w et
{%;} solution de (5.9) & symétrie polygonalelﬂ:

2w

;= U DT, V1<j<y,

alors vy vérifie
V1
|91

Les mémes arguments que ceux de [10] permettent de construire une solution autosimilaire
de (5.18) telle que 7(0,0) = 0 et de comportement linéaire & I'infini.

1041 + 855¢1 +w =0. (518)

Afin d’obtenir le comportement (5.17), I'idée de [II] consiste & renormaliser ces solutions
autosimilaires a l'infini : par exemple, dans le premier cas, on cherche une solution de la forme

P1(t, o) = z1(t) + (% - 1> +r(t,s),

ou r(0,-) = 0 et olt x est une fonction de troncature réguliere croissante sur R, fixée, telle que
x(t) = 0 pour t € [0,1] et x(t) =t pour ¢t € [2,+00). Pour simplifier, on se raméne (ce qui est
toujours possible) au cas « réel.

Théoréeme 36 (D’apres [I1], Theorem 1.2). Si a > 0 est assez grand, il existe t* € (0,1) et
une unique solution o (5.15)) (respectivement a (5.18])) de la forme ci-dessus sur (0,t*], ot r €

C([0,t*], H'(R)) appartient a un certain espace fonctionnel impliquant que ||7(t)| Loy < Vt/4,
11

avec I = (=55, 55 ) intervalle centré en zéro.

8. Cette symétrie est préservée au cours du temps pour (5.9)).
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Grace aux estimations explicites pour ¢ du Théoreme on peut méme établir que la solution
ainsi trouvée vérifie Re (¥ (t,s)) > C(vVt + als|) si a|s| < 1/2 et Re (¢y(t,s)) > C > 0 sinon.
Le Théoreme [36] se démontre avec une méthode de point fixe dans un certain espace X pour
I’équation
10¢r + Ossr = a(r) + b, (5.19)
ou b est un terme source explicite et ou

1 1 1

—1— .
Re (r+ LEGRDY T T ol Re(Vie(s/ V)

a(r)(t,s) =

Notons que a(r)(t,-) tend vers zéro & l'infini avec des estimations explicites, et méme a(r)(t,-)
appartient & H!'(R). Pour un parametre 0 < v < 1/4 & déterminer, on introduit 'espace

x={recelm @)l Irix < g},

avec

[7llx = sup

<||7“||L°°((o,t>,L2> N 057l o< ((0,6),12) N ||T|L°°<<o,t>x1)>.
te(0,t*)

$3/4 tY $1/2

Notons qu’un élément de X vérifie en particulier des estimations dans L (I) et dans L*(R\T) qui
sont intéressantes pour notre probleme. Le crux dans la méthode de point fixe est une estimation
de Strichartz localisée :

Lemme 37 ([11], Lemma 2.1). On a pour F € L{ _((0,t*) x R)

loc
t .
‘/ el(th)a”F(T,s) dr

0
1 ¢ 1 1 ¢ 3 1 1
ot | IE (T, M prz2, 1y (E=7)72 dT+Ct’§/O (@2 [ F (7, )l[L2 + a2 [|0sF (7, )| 2)(t — 7)* dr.

X

< O Fllpso.an + 0 (10:F )y

3((0,t),L (1)) + ”aSF”Ll((Ovt),Lz(R\I))>

Appliqué successivement a F' = a(r), F'=b, F = a(r1) — a(r2), ce lemme implique finalement
la propriété de contraction si « est assez grand et t* assez petit, et la conclusion s’ensuit.

5.4 Perspectives

En plus de celle de la persistance des structures filamentaires au cours du temps, de nom-
breuses questions liées a I'interaction de plusieurs filaments restent en suspens. L’une d’entre elles
serait par exemple de résoudre le systeme avec £ = 3 pour une perturbation quelconque de
n’importe quelle solution du systeme des points vortex, en utilisant les propriétés d’intégrabilité
de ce dernier lorsque ¢ = 3.

Dans [10], nous avons obtenu un profil de collision qui a un saut en l'origine ; ainsi, la solution
construite admet une singularité de type coin pour tout temps précédant l'instant de collision.
Ceci n’est pas en accord avec les observations numériques ou expérimentales, qui prédisent plutot
un comportement régulier pour les courbes des filaments avant la collision. Rappelons aussi le
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comportement des solutions autosimilaires du flot par courbure binormale, régulieres a temps
non nul. Nous souhaiterions donc construire une collision en temps fini pour les filaments avec
une régularité conforme aux observations. Peut-étre conviendrait-il dans ce cas de comprendre
comment (et 8’il est nécessaire de) modifier le systeme de Klein, Majda et Damodaran au voisinage
d’une collision. En effet, I'obtention de ce systéme est basée sur I’hypothese que la distance entre
les filaments est grande devant la taille de la perturbation, voir , qui n’est donc plus valable
si deux filaments se rencontrent.

Une autre perspective concerne un travail en cours avec T. Alazard et V. Banica, & propos d’un
modele introduit par Zhakarov [233] pour la dynamique d’un filament infini de faible intensité
au voisinage d’un filament droit, stationnaire, de forte intensité v € R. Ce modele concerne des
filaments qui peuvent se paramétrer sous la forme s — (¥(t,s),s) pour tout temps. Le faible
filament n’étant pas considéré comme perturbation d’un filament droit, on conserve cette fois la
partie non linéaire du flot binormal, ce qui donne :

. Osv gl
0, Os | ———| —==0.
ot <\/1+ |asw|2> @

Il s’agit d’'une équation hamiltonienne, avec

(A0 -

pour laquelle il est intéressant d’étudier les principales propriétés d’existence, d’unicité, de colli-
sion. Une premiere étape inévitable sera de mieux comprendre le comportement de cette équation
(& commencer par le probleme de Cauchy) lorsque v = 0.

Dans ce chapitre, nous avons principalement considéré l'interaction de filaments infinis et
presque droits; il est également naturel de s’intéresser a l'interaction de filaments presque annu-
laires (c’est-a-dire des perturbations des ronds de fumée décrits plus haut comme solutions exactes
du flot par courbure binormale). Pour des filaments exactement annulaires et concentriques, la
dynamique a été obtenue de facon rigoureuse dans le cas d’un seul anneau et de fagon formelle
pour plusieurs anneaux par Marchioro et Negrini [I76] : les positions des anneaux sont repérées,
apres une remise & P’échelle convenable, par des points z;(t) qui satisfont au systéme d’équations
différentielles ordinaires

é:Z%MJrCV,eg l<j<t
T AP e
J

ou eg dirige l'axe le long duquel les anneaux se propagent. Ce systeéme ressemble au systeme
des tourbillons ponctuels, a ceci pres qu’il implique un terme supplémentaire de translation le
long de I'axe qui provient de la courbure des filaments. La dynamique associée est appelée saute-
mouton. Avec P. Gravejat et D. Smets, nous avons tenté de démontrer que si le tourbillon est
initialement concentré sur un nombre fini d’anneaux concentriques et possede des propriétés de
symétrie, alors la solution de I’équation d’Euler axisymétrique satisfait la méme propriété pour
tout temps et les anneaux se propagent bien selon un systéeme comme ci-dessus. Le probleme
analogue pour les filaments annulaires dans les superfluides, dont I’évolution est décrite par
Iéquation de Gross-Pitaevskii, a été récemment résolu par Jerrard et Smets [145].
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Ce dernier chapitre est issu de larticle [64] avec R. Cote et R. Ignat. Nous y considérons un certain
régime asymptotique d’énergie pour un matériau ferromagnétique mince en deux dimensions.
Ce régime favorise la formation de couches de transition appelées parois de Néel. D’une part,
nous établissons la compacité des aimantations dans ce régime, en caractérisant les possibles
valeurs d’adhérence, et nous montrons I'optimalité des parois de Néel. D’autre part, nous étudions
le probleme dépendant du temps c’est-a-dire Iasymptotique de ’équation de Landau-Lifshitz-
Gilbert dans ce régime.

6.1 Introduction

Un modéle bidimensionnel pour les films minces. Nous considérons des matériaux
ferromagnétiques, dont le comportement physique peut étre décrit de maniere satisfaisante par
la fonction aimantation, une fonction dépendant du temps et & valeurs dans S? (voir Brown
[60]). Plus précisément, nous nous intéressons a des films ferromagnétismes ultra minces et de
section transverse bidimensionnelle 2. Cette section est supposée infinie dans une direction et
périodique dans lautre : @ =R x T, avec T = R/Z.

Nous noterons dans la suite 'aimantation m = (m’,m3) : Q — S2, avec m’ = (my,ms).
Afin de forcer un phénomene de transition, on supposera que 'aimantation connecte deux états

87
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distincts :

-1 mi,c0

) ool Mis = | E/1-mi? . (6.1)
’ 0

M_o pour T

m(xy,x9) = {

<
Mioo DPOUr T1 >

Notre étude a pour objet le comportement asymptotique d’une certaine énergie libre, dont
les minimiseurs décrivent les configurations physiquement admissibles du matériau. Pour notre
modele de film ultra mince et en I'absence d’anisotropie et de champ magnétique extérieur, cette
énergie prend la forme suivante (voir par exemple [78] [152]) :

9 1 N2 mg
E.s(m) = A |Vm)| +5|h(m)\ +8—2 dz, (6.2)

ol € et & sont des petits parametres reliés aux caractéristiques physiques du matériau, destinés a
tendre vers zéro. Dans cette expression, le premier terme est appelé énergie d’échange, il pénalise
les variations de l'aimantation et tend a créer un champ d’aimantations paralleles. Les deux
autres termes sont des termes d’énergie démagnétisante. Ils sont liés aux champs magnétiques
créés par les charges volumiques & lintérieur du matériau (pour le second terme) et par les
charges surfaciques du matériau (pour le troisieme terme). En particulier, le champ démagnétisant
h(m') est déterminé & partir de I’équation de Maxwell stationnaire et sa norme quadratique est
comparable a la norme homogene H~Y2 de divm/ (voir ci-dessous). Ainsi, dans la limite
ou ¢ et 0 tendent vers zéro, les deux termes d’énergie démagnétisante pénalisent la divergence de
m’ et la troisitme composante de I’aimantation.

Asymptotiquement, I'aimantation tend & se comporter de sorte a satisfaire ces contraintes
simultanément et sous la contrainte non convexe |m| = 1. Selon le régime considéré, différentes
structures singulieres peuvent dominer dans la compétition entre les termes de 1’énergie : on ob-
serve ainsi I’émergence de parois de Néel ou de vortex micromagnétiques (appelés parois de Bloch
dans le contexte du micromagnétisme). On en expose ci-dessous les principales caractéristiques
et comparons les énergies qui leur correspondent, en renvoyant a l'article de DeSimone, Kohn,
Miiller et Otto [79] pour plus de détails.

Parois de Néel. 1l s’agit de zones de transition rapide de 'aimantation, observées spécifiquement
dans les films minces. Les parois de Néel connectent ainsi deux directions de 'aimantation par
une rotation planaire de I’aimantation, inclue dans le plan perpendiculaire a la paroi (c¢’est-a-dire
dans la section transverse du film mince). Mathématiquement, pour le cas S!, ces couches de
transitions sont décrites par une aimantation m = (my, ms) : R — S! qui minimise 'énergie avec

la contrainte au bord (6.1)) :
2
1
d il
1 + 2% /]R

Es(m) = /R

A paramétre § fixé, le comportement du minimiseur est bien connu, d’apres [181], 182 [133]. I1
s’agit d'un objet & deux échelles : un petit coeur & variation rapide, de taille |z1| = O(0) (&
correction pres par un terme d’ordre inférieur), et deux queues a décroissance logarithmique, de
taille |z1| = O(1). L’énergie correspondanteﬂ admet ’expansion suivante :

ol — mLOO)2 +0o(1)
- 26| In 0|

1/2
my

2

dm d$1 .

dl’l

d
d.’ﬂl

Ejs(Paroi de Néel) lorsque § — 0,

1. Par unité de longueur.
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voir par exemple [79] 133]. Lorsque § tend vers zéro, ces aimantations convergent vers une appli-
cation constante par morceaux appelée paroi de Néel droite :

_ < zj, .
Moo POULTL =1 pour un certain z] € [—1, 1]. (6.3)

m*(z1,x2) = {

Myoo DOUr T1 > X7,

Comme on le montrera au Théoreme [A0] ci-dessous, les parois de Néel droites sont bien, pour le
cas S, les uniques minimiseurs asymptotiques pour I’énergie §|In 6| E5 avec les conditions de bord
considérées dans ce chapitre.

L’étude des concaténations de parois de Néel est plus récente. En dimension un, Ignat et
Moser [135] ont déterminé 'expansion asymptotique aux ordres supérieurs de I’énergie pour des
configurations de plusieurs parois centrées en des points prescrits. Dans les articles ultérieurs
[136, [137], I'existence de minimiseurs & degré prescrit supérieur & deux a été démontrée. Comme
attendu, ces minimiseurs présentent bien une allure de multi-parois de Néel.

Les calculs de [I35] permettent notamment d’identifier une quantité décrivant linteraction
entre les parois, appelée énergie renormalisée. Il est attendu d’une part que la minimisation
de cette énergie puisse renseigner sur les configurations d’équilibre du matériau. D’autre part,
que l’évolution des parois au cours du temps puisse étre décrite comme asymptotique du flot
de I'équation de Landau-Lishitz-Gilbert associée a cette énergie. Des problématiques similaires
ont été examinées dans le cadre des configurations de vortex pour ’énergie de Ginzburg-Landau,
qui présente certaines analogies avec ’énergie considérée ici (voir par exemple [29] pour le cas
stationnaire, et [215] 30, [I46] pour 1’étude dynamique dans le cas du flot gradient).

Vortex micromagnétiques (parois de Bloch). Une paroi de Bloch correspond & une zone
de transition permettant a 'aimantation de connecter deux états constants par une rotation dans
le plan de la paroi (c’est-a-dire perpendiculaire & la section). Ainsi, aimantation pointe hors de
la section 2 du matériau. Le prototype d’un vortex micromagnétique est donné par un champ de
vecteur défini sur la boule unité = B de R?, qui satisfait a

divi’ =0dans B et m/(x) =" dans 0B,

et qui minimise ’énergie 1)
1
Es(m) = / |Vm|? d + —2/ m3 da.
B € JB

Au vu des conditions de bord, I'aimantation vérifie deg(m’,9Q) = 1. Ceci implique que m’
g’annule dans Q donc |mgs| = 1 : aimantation est orthogonale & la section du film. De plus, des
arguments d’échelle indiquent que la zone o |m/| est petite est de rayon d’ordre . On remarque
que ’énergie Ej controle ’énergie de Ginzburg-Landau :

1
E‘S(m) Z / ee(m/) d$7 ou eg(m') = |Vm/|2 + ?(1 _ |m/|2)2’
B

puisque |V(m/,m3)[? > |[Vm/|? et m3 > mi = (1 — |m'|?)2. L’étude du comportement des
minimiseurs de ’énergie de Ginzburg-Landau, qui exhibent des singularités appelées points vortex,
a été menée dans le livre de Bethuel, Brezis and Hélein [29]. De 'analogie avec le contexte de

2. Dans notre modele, le parameétre € = £(8) > 0 est relié & § via le régime (6.4) ci-dessous.
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Ginzburg-Landau résulte en particulier que le cotut énergétique d’une paroi de Bloch admet le
développement asymptotique (voir [132])

Ejs(Vortex) = 2x|Ilne| + O(1), quand € — 0.

Régime considéré. On se focalise ici sur un régime d’énergie compatible avec les parois de
Néel mais excluant les vortex : d — 0 et e = £(d) — 0 avec

1

57ing = © (el (6.4)

En outre, les familles d’aimantations {ms}o<s<1 considérées vérifient 1’estimation

sup O|Ind|Es(ms) < 400, (6.5)
0<o<1

olt on pose pour simplifier s = E. (4,4, énergie définie dans (6.2). Il découle en particulier de
(6.4) que la taille € du coeur d’un vortex est tres petite devant la taille § d’une paroi de Néel.

A propos du champ démagnétisant. On donne ici la définition mathématique du champ
démagnétisant h(m'). 1l s’agit de I’application appartenant & L?(Q2 x R, R3) telle que

h(m') =V, .U(m'), (6.6)

ott U(m') est 'unique solution dans H'(Q x R) de I’équation de Maxwell stationnaire au sens
faible :

—A,.Um')=0 dans Q xR,

0.U(m') =divm’ sur Q x {0},

U(m')=0 sur 92 x R.

Cela revient a dire que h(m') est la projection de Helmoltz de la mesure m'H?.Q x {0} sur les
champs de gradients dans L?(Q x R). Le systéme précédent se résoud explicitement, par exemple
a l'aide de la transformée de Fourier F généralisée aux fonctions définies sur 2 = R x T, voir
[64] [134], et 'on trouve

ﬂWWhW@Zy%WWV@Wﬁﬂf#QZGR

En particulier, par application de Fourier-Plancherel il s’ensuit que
N\ 12 2 ]‘ 1 . ! 2
|[h(m")|* dxdz = |V Um')|*dedz = = | —|F(divm')(§)|" d§
QxR QxR 2 Jo €]
1
=5 LIV s (6.1
Q

1
25/ ||V\_1/2divm'|2dx,
Q
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6.2 Formation des parois de Néel : étude stationnaire

Compacité des parois de Néel. Notre premier résultat confirme que le régime énergétique
- est bien favorable & la formation des parois de Néel sous les contraintes au bord
choisies. Il s’agit d’un résultat de compacité pour les aimantations, dans la suite des résultats de
compacité d’Ignat et Otto [138] [139].

Théoréme 38 ([64], Theorem 1). Considérons le régime (6.4). Soit ms € H} (Q,S?) vérifiant
et . Alors {ms} est relativement compacte dans L3 (), et toute valeur d’adhérence
m: Q — S? vérifie (6.1). De plus, on a |m/| =1 (donc ms =0), et enfin divm’ =0 au sens des
distributions dans 2.

Le principal argument de la preuve repose sur la possibilité d’approcher les aimantations mg
par des aimantations Ms & valeurs dans S!, dont 'énergie satisfait aux mémes bornes. On est
alors en mesure d’appliquer le résultat d’Ignat et Otto [138, Theo 4] dans le cas S! qui prouve la
compacité de M; et par conséquent de mgs. Cette approximation est I’objet du résultat suivant,
qui procure des estimations explicites en fonction de 1’énergie :

Théoréme 39 ([64], Theorem 5). Soit 8 € (0,1). Soit ms = (mf,ms5) € HL (2, S?) satisfaisant
a (6.1) et (6.5) dans le régime (6.4). Alors il existe My € H (Q,S') vérifiant (6.1)) et les

estimations :
2 2
1. ||Ms — mfs”m(ﬂ) < Ce*PEs(ms) et | VM5 — VmSHL?(Q) < CEs(ms),

2. H|V|-1/2 div My — |V|~Y/2 div < OP Bs(ms),

2
L3(Q)

1

. Es(M;) < E 1 Snolnel
3. Es(Ms) < 6(m5)< +O<5|1n<5||lns|

inférieur strictement a 1/6.

1
1
) ) , ot 1/6— désigne un nombre fizé positif et

4. Pour tout carré T(z,7s) centré en x de coté 2rs avec € /rs — 0 quand § — 0, on a

1 1
wars (1e(gt V) [ (i« At
/T(x,m—QEB)l ‘ 5\ln5\|ln5| T(z,r) ‘ 5| £2 3,0

A noter que le régime garantit bien que (§|Ind||lng|)™' — 0 lorsque § — 0. La
démonstration du Théoréme [39] utilise la minimisation de 1'énergie de Ginzburg-Landau sur des
petites cellules carrées de longueur €? partitionnant le domaine avec condition au bord donnée
par la valeur de mj au bord. Ces cellules sont choisies de sorte que |mjf| > 1/2 a lintérieur et
que le degré topologique de mf par rapport au contour soit nul. Ceci est possible dans le régime
d’énergie —, qui exclut justement la présence de singularités de type vortex. Une fois le
minimiseur ainsi trouvé sur chaque cellule, il suffit de le normaliser, de recoller les morceaux, et
de vérifier que I'application My ainsi obtenue vérifie les estimations voulues.

Optimalité des parois de Néel. Notre second résultat met en scene la notion de densité

d’énergie associée a une aimantation :

QxR

2 1 1
/QXRCCZM(;(m) - 7T(5|1n6|</QC(3370)(Vm|2 gl dot 3 gh(m')|2da:dz),
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pour toute fonction ¢ = {(x,z) € C.(Q xR), ott h(m') est le champ démagnétisant correspondant
am’ via (6.6).

Nous établissons I'optimalité énergétique des parois de Néel parmi les aimantations qui vérifient
les conditions de bord , ainsi que la concentration asymptotique des densités d’énergie le long
d’une ligne dans la direction x5, correspondant a la ligne de saut de la paroi de Néel droite. Le
méme résultat avait été obtenu par Ignat et Otto [I38] pour le cas des aimantations & valeurs dans
S!. De facon similaire au paragraphe précédent, c’est le résultat d’approximation du Théoreme
qui permet d’aboutir au cas S2.

Théoréme 40 ([64], Theorem 2). On considére le régime (6.4)). Soit ms € HL (9, S?) vérifiant
(6.1) et la borne
limsup 4| ln 6| Es(ms) < E(l — M)
6—0 2

Il existe une sous-suite 8, — 0 telle que ms, — m* dans L2 _(Q), ou m* est une paroi de Néel

droite donnée par (6.3). De plus, on a la convergence des mesures us, (ms, ) sur la ligne de saut
de m* :

s, (ms,) — (1 —my o) H' {2} x T x {0}  faiblement * dans M(Q x R).

Comme corollaire immédiat, nous obtenons une borne inférieure pour ’énergie des suites

d’aimantations vérifiant les conditions de bord (6.1)) :

Corollaire 41 ([64], Corollary 1). Soit ms € H{ (9, S?) une suite d’aimantations vérifiant ([6.1)
dans le régime (6.4). Alors

lim inf 6| In 6| E5(ms) > = (1 —my )%
§—0

0ol

6.3 Etude dynamique

L’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert. On étudie a présent 1’évolution du matériau au
cours du temps dans l'optique de déterminer le mouvement des parois de Néel. Selon les modeles
proposés par [102) 161], la dynamique de aimantation est régie par ’équation de Landau-Lifshitz-
Gilbert

Om + am x dym + fm x VEs(m) =0, (6.8)

o VEs(m) est le gradient de la fonctionnelle d’énergie (6.2]) définie ci-dessus :

VEs(m) = —2Am + (;(—A)l/QH(m’), 2:2‘3) (6.9)

Les parametres o > 0 et 8 € R dépendent de § et € selon une loi qui sera précisée plus tard.
Puisque |m| =1, (6.8) se récrit sous la forme

B

1+«

a
Oym = Wm x (m x VEs(m)) — sm x VEs(m). (6.10)

Le coefficient « est appelé facteur d’amortissement de Gilbert et est responsable de la forme
dissipative de I’équation . Lorsque a = 0, on obtient en revanche une équation hamiltonienne.
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Si de plus 'on considere plutot 1’énergie de Dirichlet
1 2
E(m)=< [ |Vm|“dxz,
2 Ja
cette équation n’est autre que I’équation des applications de Schrédinger

Oym = —fBm x Am,

déja mentionnée au Chapitre 5| et qui a fait ’objet d’une imposante recherche.
Dans notre travail, nous nous focalisons sur une forme plus générale de I’équation de Landau-
Lifshitz-Gilbert, récemment étudiée dans [154] :

om +am x Om + pm x VEs(m) + (v-V)m=m x (v-V)m, (6.11)
ou v représente la direction d’un courant polarisé appliqué. Incluant des termes supplémentaires
de type transport, cette équation n’a plus la propriété de dissiper 1’énergie.

Puisque le flot de ne préserve a priori pas la condition , on va imposer cette
condition pour tout temps en cherchant des solutions m = m(t,x) : [0, +00) x w — S?, définies
sur le domaine réduit w := (—1,1) x T. Le fait de considérer le domaine borné w plutot que
requiert d’étendre la définition des opérateurs différentiels mis en jeu dans 1’énergie . On
renvoie & [64] pour les détails, et I'on note |V|72% := [(—A)7!]" pour s = 1/2 et pour s = 1/4.
Ce faisant, ’énergie & considérer désormais est

1 1
Es(m) :/ (|Vm|2 + 52m%)d:ch 275/ ||V|71/2 divm’|2dx.

Elle est bien définie pour toute application m € H'(w;S?) et posséde les mémes propriétés de
compacité et d’optimalité que I’énergie définie dans (6.2)), en particulier les Théoremes [38| et
demeurent valides. Alors

1 2m3
VEs(m) = ~2am + (3P(n'), 252,

olt on a définif| l'opérateur P sur H'(w;R?) par P(m’) := —V|V|~!divm’. De la sorte, comme
dans (6.7)), on a
/ IV |V2P(m)| da = / 1V ~/2 div | da,

Probléeme de Cauchy. Notre analyse débute par 1’étude de lexistence de solutions faibles
pour (6.11), & 0 et € fixés, qui sont d’énergie finie pour tout ¢ > 0. Rappelons que I’énergie peut
croitre au cours du temps, contrairement a ce qui se produit pour 1’équation dissipative .

Définition 42. On dit que m est solution faible globale de (6.11]) si
m € Lige([0,+00), H' (w3 8%)) N Hyoo([0, +00), L*(w; §7)) (6.12)

et si m satisfait (6.11)) au sens des distributions.

3. En observant que le terme non local de peut étre écrit comme (—A)Y/2H(m!) = —V|V|~Ldivm/.
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On observe que la régularité de permet bien de définir tous les termes de au sens
des distributions, puisque m x Am = 3, 9;(m x 9;m). En revanche, une partie de ces termes ne
sont pas bornés dans la limite €,§ — 0.

Le probléeme de Cauchy pour avec énergie de Dirichlet a été étudié par Alouges et Soyeur
[2] (solutions faibles en dimension trois dans l’espace d’énergie en domaine borné), par De Laire
et Gutiérrez dans [115] (existence de solutions autosimilaires sur toute la droite réelle, régulieres
a temps strictement positif) et dans [I16] (existence et unicité pour des données initiales bornées
et de petite norme BMO dans tout RY en toute dimension ), par Melcher [I84] et par Lin, Lai
et Wang [165] (existence et unicité de solutions en dimension N > 3 avec hypothese de petitesse
pour la donnée initiale dans LY (RY) et dans l'espace de Morrey M%2(RY) respectivement).
L’équation plus générale avec énergie de type Ginzburg-Landau a été traitée par Kurzke,
Melcher et Moser [154] (existence de solutions faibles globales, réguliéres en dehors de singularités
isolées en espace-temps (”bubbles”)).

Pour I’équation avec I’énergie , nous avons établi le résultat suivant, a notre connais-
sance le premier traitant le terme non local dans I’énergie.

Théoréme 43 ([64], Theorem 3). Soient m® € H'(w;S?) et v € L>=([0, +00) X w; R?) donnés. Il
existe une solution faible globale de (6.11) avec donnée initiale m® et qui vérifie la condition de
bord pour toutt > 0 :

m(t,xq,22) = mo(xl,xg) st x1 = %1 et pour tout xo € T.

De plus,on a pour tout t > 0,

a [t 4 ¢
Es(m(t,-)) + ﬁ/o [0em (7, |72y dr < Es(m®) exp <aﬁ/0 ||U(7—7')||2L°°(w)d7—) . (6.13)

Notons que lorsque v = 0 on retrouve bien une inégalité de dissipation, qui est une égalité
pour les solutions réguliéres de (6.8). Nous démontrons le Théoréme [43]en annexe de [64] via une
discrétisation en espace s’inspirant de la méthode de Alouges et Soyeur [2] qui permet de tenir
compte de la spécificité de nos contraintes de bord. Par rapport au probleme de Cauchy pour
ou , le terme non local dans 1’énergie apporte de nouvelles difficultés.

Régime considéré. La dynamique limite pour a été obtenue par Capella, Melcher et
Otto [52, Theo 1] (voir aussi Melcher [I83]) dans la limite ¢ — 0 avec ¢ fixé. Il s’agit d’une
équation des ondes amortie. D’un autre coté, la dynamique des points vortex dans un autre
régime asymptotique (¢ — 0 et 6 = 4+00) pour ’équation plus générale en ’absence du
terme non local de I’énergie a été établie par Kurzke, Melcher et Moser [154]. Dans ces deux
articles, le parametre § > 0 est soit fixé, soit grand. En particulier, ces régimes procurent une
borne H' uniforme sur les solutions via une borne sur I’énergie. Ceci n’est bien siir pas le cas
dans notre régime . C’est pourquoi, dans notre analyse de ’asymptotique de , nous
devons procéder & une étude fine du comportement qualitatif de 'aimantation, qui est présentée
aux Théorémes [38] et

On explicite ci-dessous nos hypotheses sur le régime asymptotique, le choix des parametres et
les données initiales.

(A1) Les données initiales mJ € H'(w;S?) vérifient (6.1)) et sups_,o 8| Ind|Es(mf) < +oo.
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(A2) Le régime a lieu lorsque § — 0, et les parametres sont donnés par o = ve, f = A,

oi11/>()estﬁxéet0i1)\:0<\/m).

(A3) Le courant de polarisation vérifie HUH%OO(
dans L*°(]0, +00) X w) lorsque 6 — 0.

En vertu de , Ihypotheése (A2) implique que la borne (A1) reste vraie & ¢ > 0, la

borne n’étant pas uniforme en temps. Le Théoreme [38] assure donc que pour tout ¢t > 0, la suite

d’aimantations {ms(t,-)} admet une valeur d’adhérence (m/(t,-),0) dans L?(w). A priori, cette
sous-suite dépend du temps, mais nous obtenons le résultat suivant.

[0,400) xw) = af. En particulier, v tend vers zéro

Théoréme 44 ([64], Theorem 4). Soit {m3} appartenant a H'(w;S?). Supposons les hypothéses
(A1), (A2) et (A3) satisfaites. Soit {ms} une famille correspondante de solutions faibles de (6.11)),
données par le Théoréme . Alors il existe une sous-suite 6, — 0 telle que ms, (t,-) converge vers
m(t,-) dans L*(w) pour tout t € [0,+00) lorsque n — oo, oum = (m/,0) € C([0,+00), L*(w;S?))
vérifie
|m/(t,)] =1, divm/(t,-) =0 dans D'(w), Vte€ [0,+00).

De plus, la limite des aimantations est stationnaire : Oym’ = 0 au sens des distributions dans
[0,400) X w).

Comme conséquence immédiate des Théoremes 0] et nous déduisons que l’aimantation
limite reste une paroi de Néel droite lorsque les données initiales sont bien préparées :

Corollaire 45. Sous les hypothéses du Théoréme[{4), supposons de plus que

lim sup 6| In §| Es(my) < E(l —M100)
6—0 2
Soit x} € [=1,1] tel que m§ — m* dans L*(w) lorsque n — +oco, ol m* est une paroi de Néel
droite définie par (6.3)). Alors ms, (t,-) — m* dans L*(w) pour tout t > 0.

La preuve du Théoréme [44] repose d’une part sur le résultat de compacité du Théoreme
et d’autre part sur (6.11)) afin de trouver une borne pour les dérivées temporelles :

A

1/2
5|1115|> =o0(1) lorsque 6 — 0, VI > 0. (6.14)

10ems| 20,11, 5-1(w)) < Ot (

L’estimation ([6.14]) provient du choix des parametres dans (A2) mais n’est pas directement fournie
par I'estimation d’énergie.

6.4 Perspectives

Une premieére perspective naturelle consiste a comprendre quel ajustement de parametres «
et [ permettrait d’obtenir une dynamique asymptotique non triviale. Comme on ’a mentionné,
le fait que ¢ soit fixé dans [62] permet d’obtenir des bornes uniformes permettant de passer a
la limite. Ici, au vu de (6.14)), un choix possible serait de prendre A = O(1/d]1nd|) plutdt que
le régime (A2). En notant que {Amss/e} est bornée dans L° (L?(w)), on obtiendrait comme
équation limite 9ym’ = —w avec w une valeur d’adhérence de cette suite. Mais une nouvelle
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difficulté serait alors de déterminer w, ce qui passerait par une analyse approfondie du systeme
d’équations issu de (6.11) pour les composantes mjs et mg 5.

Une autre perspective, a plus long terme, est celle de la dynamique limite de plusieurs parois.
Ignat et Moser [135] ont calculé une expansion asymptotique de I’énergie minimale des configura-
tions de plusieurs parois de Néel stationnaires en dimension un. Ils ont ainsi identifié une énergie
d’interaction entre les parois, qui, par analogie avec la dynamique des vortex dans I’équation de
Ginzburg-Landau, pourrait donner une indication de la dynamique limite des parois de Néel selon
le flot de (6.11]).
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Annexe : quelques outils
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7.1 Propriétés de la formule de Biot-Savart

Dans cette section, on rassemble quelques propriétés bien connues pour le noyau de Biot-Savart
1zt

K(z) = gw,

ou (1‘1,332)L = (—xa,21).

Les énoncés et démonstrations se trouvent par exemple dans les ouvrages [I73] ou [I79)].
Lemme 46. Pour tout x € R?\ {0}, on a K(z)-2 =0, K(z) = —K(-x).
Lemme 47. On a |K(z)| < 1/|z| pour x € R?\ {0}. De plus,

1 |z —
Lle—yl Yo,y € R*\ {0}.

K@) = K@) = 5

En particulier, K € LY (R?) pour tout 1 < p <2 et K € LY(R*\ Q) pour tout 2 < q < +00, pour
tout ouvert ) contenant l’origine.

Lemme 48. Il existe une constante C telle que pour tout f € L' N L>=(R?), on a
. |K(x—2) = K(y — )| [f(2)|dz < O fllex + I f =) (lz —yl), Yo,y € R?,

ou ¢ est la fonction continue, positive et croissante définie par

= { 00D 0gpe

97



98 QUELQUES OUTILS

On en déduit les propriétés de régularité suivantes.

Proposition 49. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout f € L*'NL>®(R?) et g= Kxf :

1/2 1/2
||g||L°°(R2) < C||fHL/oc(R2)||f||L/1(R2
De plus, g est log-Lipschitz :

l9(x) = g(W)| < CUIfll Loy, 1l 2)) (| — yl), Va,y € R?,

ou ¢ est la fonction continue, positive et croissante définie au Lemme [

Proposition 50. Soit p > 2. Pour f € L'NLP(R?) et g= K * f, on a

1-p'/2 '/2
gl qesy < CONFIETLIANL 2,
ot C(p) dépend uniquement de p et ou p' est lexposant conjugué de p. De plus,

19(2) = g(W) < CUIf Nprqeys [ flloe)le —y[' =27, Va,y € R2.

Remarque 6. Une estimation similaire a encore lieu pour f € LP N L4(R?) avec p > 2 et ¢ < 2.

On rappelle enfin 'inégalité de Calderén-Zygmund :

Proposition 51. Soient f € L* N L>®(R?) et g = K * f. Pour tout 1 < p < 400, on a

IVgllLemzy < CO) fllLr®2)s

ot C(p) est une constante dépendant de p. Lorsque p > 2, on peut supposer que C(p) = Cp, ot
C' est une constante universelle.

En pratique, dans ce mémoire nous avons principalement f = w(t,-) et ¢ = Kx*w(t,-) = v(t, ),

ot w € L>=([0,T], L* N LP(R?)) et 2 < p < +0c0. Les estimations ci-dessus sont donc uniformes en
temps.

7.2 Inégalités en équations cinétiques

Dans cette section, f € L' N L>®(R? x RY) est positive, et on note

o) = [ o). Ba) = [ )y

d|$*

Proposition 52. Supposons que f est a support compact en vitesse i.e. il existe P > 0 tel que
f(@,v) # 0 implique |v| < P. Alors p € L®(R%) avec ||p||pee®a) < C|f|lp@ayP? pour une
constante C' > 0.

Les estimations ci-dessous sont standardes en théorie cinétique et sont par exemple rappelées
dans [168]. Nous avons I’analogue des Propositions [49] et [50] :



7.2. INEGALITES EN EQUATIONS CINETIQUES

Proposition 53. Il existe une constante C(q,d) > 0 telle que pour tout 1 < g < d on a

d 1—q/d
1B e gty < C(g, )10l 3 gery 1] Ly
Plus généralement, pour tout 1 < g <d et d <p < +o0,

d)p q

1Bl ey < Cla ol V7 ol o
Enfin, si p € L* N L>=(R%) on a
|B(z) ~ E@)] < COlpll oy, Iollzszey) o1z — o), Ve, y € R,
ou ¢ est la fonction continue, positive et croissante définie au Lemme [

Proposition 54. On a

d

k+d
k2L ol g S clfIE (// o[* £z, v) dxdv) :

ot C ne dépend pas de k.
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