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Abstract

Graphs are a framework that is used to represent data of many different applications : transport,
social network, proteins interaction, open data diffusion and its underlying structure. To manage
these graphs, the user needs to express queries to extract data and to express properties to enforce
integrity constraints or knowledge/ontology used to represent missing data in the graph. In this PhD
thesis, we focus on two different questions : how to evaluate efficiently queries over graph and how to
complete graphs to satisfy the properties? Our approach to optimize the evaluation of queries is to
find a query semantically equal to the initial one but easier to evaluate. We focus at a useful subclass
of queries : regular path queries. Indeed, path queries are the core of the classical queries over graphs,
for example : "which are the cities reachable from each other by an exclusive bus travel?" In the logical
optimisation of queries, one of the core problems is the problem of inclusion of a query into another.
This problem is well studied for different classes of queries and paths queries ; however, there are few
works that took account integrity constraints satisfied by the graphs. In practice, this could lead to a
very efficient optimisation : for the path query x.a+.y and the integrity constraints which impose that
the set of edges labelled by a is closed under transitivity, we can prove that under the graphs satisfying
this constraints, the queries xa+y and x.a.y are equivalent. One can remark that it is very efficient
to answer this query. Our approach is to reduce the inclusion problemwhere integrity constraints
are expressed by word constraints, to a problem of containment of regular languages by using string
rewriting systems following the approach introduced by Grahne and Thomo. After proving that this
reduction of Grahne and Thomo is partially wrong for finite graphs, we introduce a restriction over the
rewriting systems guaranteeing the correctness of this reduction and the decidability of the inclusion.
The key idea of our restriction is to bound the number of "parallel steps" for every derivation by a
constant. We prove that checking if a system is uniformly-bounded by k is pspace-complete. The
second problem is to complete the graph to satisfy the properties. This problem is well studied in the
context of relational databases by diverse variants of a same procedure : the chase. Unfortunately, this
procedure does create a possibly infinitemodel and not a finite one aswewish. The classical approach
in this context is to check whenever the chase procedure terminates for every instance. However, this
question is undecidable in general. Inspired by our uniform-bounded notion for rewriting systems
developed in the previous part and a similar notion recently introduced for some chase procedures,
we study different definitions of uniform boundedness for different kind of chases and we compare
them to each other. Finally, we establish that the notions of uniform boundedness for the chase and
the uniformboundedness for string rewriting systems are equivalent for a subclass ofword constraints
reinforcing the links between reasoning over graphs and reasoning over rewriting systems.
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Résumé

Les graphes sont une manière de représenter les données et leur structure sous-jacente utilisée
dans différentes applications : transport, réseaux sociaux, interaction de protéines, ... Pour gérer
ces graphes, l’utilisateur a besoin d’interroger les données du graphe et d’exprimer des propriétés
représentées par des contraintes satisfaites par le graphe ou des connaissances pour représenter
les données manquantes du graphe. Dans cette thèse nous nous intéressons à deux questions parti-
culières : comment évaluer efficacement des requêtes sur des graphes et comment compléter des
graphes pour satisfaire les propriétés? Notre approche d’optimisation d’évaluation des requêtes
consiste à déterminer d’autres requêtes sémantiquement égales à l’initiale mais plus faciles à évaluer,
nous appliquons cetteméthode sur les requêtes de chemin régulier (RPQ). Ces dernières sont au cœur
des requêtes classiques de graphe comme : “quelles sont les villes reliées par un trajet uniquement en
bus?“ Pour l’optimisation de requêtes, un des problèmes essentiels est de décider l’inclusion d’une
requête dans une autre. Ce problème a été largement étudié pour différentes classes de requêtes
et de requêtes de chemin, toutefois peu de travaux ont pris en compte les contraintes d’intégrité
satisfaites par les graphes. D’un point de vue pratique, cela peut conduire à des optimisations très
efficaces : par exemple la requête xa+y pour les graphes qui satisfont la contrainte imposant que
l’ensemble des arêtes étiquetées par a est close par transitivité est équivalente à la requête x.a.y ,
elle, très facile à évaluer. Notre approche est de réduire le problème d’inclusion dans le cadre des
contraintes de mots au problème d’inclusion de langages réguliers modulo les systèmes de réécriture
de mots comme proposé par l’approche de Grahne et Thomo. Après avoir prouvé que la réduction
de Grahne et Thomo est partiellement fausse dans le cas des graphes finis, nous introduisons une
restriction sur les systèmes de réécriture qui assurent la réduction et la décidabilité du problème
d’inclusion. L’idée principale de notre restriction et de borner le nombre “d’étapes parallèles” de toute
dérivation par une constante donnée. Nous prouvons que tester si un système est uniformément
borné par k est pspace-complet. Le second problème consiste à savoir comment compléter efficace-
ment les graphes afin de satisfaire les propriétés données. Ce problème a été largement étudié dans le
contexte des bases de données relationnelles pour diverses variantes d’unemêmeprocédure : le chase.
Malheureusement cette procédure construit des modèles possiblement infinis contrairement à ce
que nous souhaitons. L’approche classique pour répondre à ce problème est de vérifier si la procédure
du chase termine pour toute instance, cependant cette question est indécidable en générale. En nous
inspirant de la notion de borne uniforme des systèmes de réécriture développée précédemment et
d’une notion similaire récemment introduite précédemment, nous étudions différentes définitions de
borne uniforme pour plusieurs variantes de chase et nous comparons les classes obtenues entre elles.
Finalement nous montrons que les notions de borne uniforme pour le chase et de borne uniforme
pour les systèmes de réécriture demots sont équivalentes pour une certaine sous-classe de contrainte
de mots renforçant les dialogues entre les raisonnements sur les graphes et les raisonnements sur les
systèmes de réécritures.
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Les données sont devenues omniprésentes dans notre société. Devant la masse
de ces données, les méthodes pour les interroger et la diversité des structures pour
les représenter ne cesse d’augmenter.

Le développement rapide des réseaux sociaux, des données des transports en
commun, de la représentation des interactions entre protéines, ... ont rendu popu-
laire la notion de base de données graphe.

Une base de données graphe est unmodèle pratique pour stocker les données
sous forme de nœuds et les mettre en relation par des arcs étiquetés. Dans un réseau
social, si Claudie est la mère de Marius, on représente Claudie et Marius comme
deux nœuds reliés avec un arc étiqueté par "mère".

Adrien

Lily Marius Claudie

Emma

Léonne Danielle

ami

sœur

fiancées
frère

beau-frère

mère

mère

belle-mère

sœur

sœur

mèregrand-mère

FIGURE 1 – Base de données graphe qui représente un réseau social

Pour utiliser les données, nous devons pouvoir les interroger, dans le contexte
des bases de données graphe il existe plusieurs langages comme SparQL, Cypher,...
[87] Ces langages utilisent des requêtes particulières qui expriment des propriétés
sur les chemins : les Regular Path Queries (RPQ).

Ces requêtes permettent d’interroger le graphe avec des requêtes comme "Quels
sont tous les trajets qui peuvent être effectués uniquement en bus?". Dans la syntaxe
de SparQL ces requêtes s’écrivent sous la forme :

SELECT?x,?y WHERE {?x r?y}

où r est une expression régulière. Cette requête retourne les paires de nœuds du
graphe qui sont reliés avec un chemin étiqueté par un mot satisfaisant l’expression
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régulière. Par exemple si r est l’expression régulière bus+, la requête renvoie toutes
les paires de nœuds reliés par un chemin formé d’arêtes toutes étiquetées par "bus".

Malheureusement, les techniques classiques des bases de données relationnelles
ne sont pas adaptées pour évaluer de façon optimisée ces requêtes. Uneméthode
consiste à les optimiser en évaluant une requête plus simple (par exemple une
requête acyclique) équivalente à la première.

Nous utilisons des connaissances sur nos bases de données graphes pour optimi-
ser plus efficacement les requêtes mais aussi pour compléter des données afin que
les modèles satisfassent certaines propriétés. Par exemple, si on considère la clôture
transitive par la locution "les amis de mes amis sont mes amis" comme contrainte
dans un réseau social, nous pouvons évaluer la requête x.ami.y au lieu de la requête
x.ami+.y car il suffit de vérifier avec qui x est directement ami au lieu de rechercher
"les amis d’amis". On représente ces connaissances par des contraintes d’intégrité.

Les contraintes d’intégrité les plus largement utilisées sont les "tuple generating
dependencies" ou tgd en abrégé. Elles sont formées d’une tête et d’un corps et
correspondent à des contraintes logiques de la forme "corps implique tête". Par
exemple, les deux contraintes suivantes :

∀x,est(x) −→∃z,est(z),parent(z, x)

∀x, y, z,fille(x, y),sœur(y, z) →nièce(x, z)

Les contraintes de mots sont régulièrement utilisées pour l’optimisation de re-
quêtes RPQ. Une contrainte de mots est une expression de la forme xuy v xv y , elle
est satisfaite par une base de données graphe si pour tout chemin étiqueté par u
entre deux nœuds, il existe un chemin entre ces mêmes nœuds étiqueté par v . Par
exemple la contrainte "les amis de mes amis sont mes amis" est une contrainte de
mots : dès que deux arcs étiquetés par "ami" se succèdent, il existe un arc étiqueté
par "ami" qui relie ces nœuds.

ami ami

ami

Une des questions clés pour optimiser les requêtes est le problème d’inclusion
sous contraintes : on teste si l’ensemble des réponses d’une requête RPQ est inclus
dans l’ensemble des réponses d’une requête RPQ pour toute base de données qui
satisfait les contraintes.
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Il existe des cas où le problème d’inclusion est connu comme étant décidable
par exemple si les requêtes sont appliquées à partir d’un nœud particulier (racine)
[3, 7]. On souhaite généraliser dans le cas où les requêtes peuvent être appliquées
depuis n’importe où.

L’étude de l’inclusion et de l’optimisation de requêtes RPQ sous contraintes de
mots a été peu étudiée dans la littérature. Il a étémontré que le problème d’inclusion
est indécidable en général mais peu de classes de contraintes de mots assurant la
décidabilité ont été proposées.

L’approche classique pour résoudre ce problème est de le réduire au problème
d’inclusion de langages sous réécriture de mots [57]. À chaque contrainte de mots
xuv v xv y on peut associer la règle de réécriture u → v .

Les règles de réécriture permettent de construire des dérivations à partir d’un
mot donné. À partir d’un mot x, si un des facteurs est le membre gauche d’une règle
de réécriture, alors on peut remplacer ce facteur par le membre droit de la règle. Par
exemple, si on considère la règle ab → bb, le mot aab contient le facteur ab qu’on
peut remplacer par bb pour obtenir le nouveaumot abb, à nouveau cemot présente
un facteur ab et on peut donc réécrire le mot abb en bbb, puis la règle ne peut plus
être appliquée.

De nombreux problèmes sur les systèmes de réécriture ont été largement étudiés.
Par exemple, le problème de terminaison "Est ce qu’il existe une dérivation infinie?"
est indécidable. Mais aussi, les problèmes de la préservation des réguliers (auquel
nous portons une attention particulière) "Pour tout langage régulier, est ce que
l’ensemble des descendants est régulier?et "pour tout langage régulier, est ce que
l’ensemble des ancêtres est régulier?" sont indécidables.

Il est possible de réduire le problèmed’inclusionRPQ sous contraintes demots au
problème d’inclusion de langages réguliers [57], nous montrons que cette réduction
dan le cas où les modèles sont finis n’est valable que sous hypothèse :

Sous cette hypothèse, une RPQ de langage L est incluse dans une RPQ de langage L′

sous contraintes de mots si, et seulement si le langage L est inclus dans les ancêtres
de L′ par le système de réécriture associé aux contraintes de mots.

Ainsi, si les systèmes de réécriture d’une classe préservent les réguliers (pour les
ancêtres) alors il suffit de tester l’inclusion de deux langages réguliers.

En général, les requêtes ne sont pas évaluées sur des bases de données qui sa-
tisfont toujours les contraintes d’intégrité. On souhaite alors compléter ces bases
de données par des faits supplémentaires pour les satisfaire. Cette complétion a
été largement utilisée à travers la procédure du chase qui comporte de nombreuses
variantes (oblivious, semi-oblivious, standard, ...).

Le principe est d’ajouter une donnée lorsque celle-ci est manquante pour une
contrainte en ajoutant la tête si le corps est vérifié. Par exemple, considérons la re-
quête∀x, y, z,fille(x, y),sœur(y, z) →nièce(x, z), la basededonnées (figure1) contient
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les faits fille(Claudie,Léonne) et sœur(Léonne,Danielle), on peut donc ajouter le fait
nièce(Claudie,Danielle) à notre base de connaissance.

Cette procédure présente un inconvénient majeur : elle ne termine pas toujours.
Par exemple si on considère la contrainte ∀x,est(x) −→∃z,est(z),parent(z, x) sur la
base de données constituée uniquement de est(Adrien) alors une donnéeNEW est
ajoutée avec les relations est(NEW) et parent(NEW,Adrien). Mais les contraintes
ne sont toujours pas satisfaites : nous devons compléter à nouveau, on ajoute
alors une nouvelle donnée NEW2 et les faits est(NEW2) et parent(NEW2,NEW). Les
contraintes ne sont toujours pas satisfaites, et cette procédure continue indéfini-
ment.

Le problème de la terminaison consiste à décider si la procédure du chase pour
des contraintes tgd complète les données manquantes en un nombre fini d’étapes
pour toute base de données.

Le problème de la terminaison du chase est indécidable en général, et de nom-
breuses classes de contraintes ont été proposées pour assurer sa terminaison. Par
exemple, la classe des weakly-acyclic, en évitant la récursion, assure la terminaison.

Une des difficultés est de proposer des contraintes qui présentent un bon com-
promis entre résoudre les problèmes précédents avec une bonne complexité et une
grande expressivité.

Notre contribution Nous souhaitons étudier les contraintes de mots dans deux
problématiques : le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes et la
complétion des bases de données par la procédure du chase pour satisfaire les
contraintes. Notre approche est inspirée d’un parallèle entre la complétion d’un
automate qui correspond à un pas de réécriture parallèle avec la complétion par
l’oblivious-chase. Nous définissons des classes qui ont un bon comportement avec
ces complétions. Nous découpons cette étude en trois chapitres :

Au chapitre 3 nous étudions la réduction du problème d’inclusion de RPQ sous
contraintes au problème de la préservation des réguliers. Nous montrons que la
réduction proposée dans [57] n’est pas valide dans le cas des modèles finis.

Nous proposons alors une condition suffisante qui assure cette réduction : les
systèmes doivent être descendant-limités. Un système de réécriture est descendant-
limité si tout mot admet un nombre fini de descendants. En particulier, tous les
systèmes de réécriture qui terminent sont descendants-limités.

Nous souhaitonsdoncproposer des classes de systèmesde réécriture descendant-
limités qui préservent la régularité qui rendent décidable le problème d’inclusion
des requêtes sous contraintes.

Nous montrons que de manière générale :

Le problème d’inclusion de RPQ sous contraintes de mots est indécidable.
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Nous montrons ensuite dans ce chapitre un résultat de dureté du problème
d’inclusion pour la classe des systèmes de réécriture non-récursifs (NR) :

Le problème d’inclusion de RPQ sous contraintes de mots NR est EXPSPACE-
difficile.

Au chapitre 4, nous introduisons la notion de complexité parallèle d’une déri-
vation. Un pas de réécriture parallèle consiste à modifier deux facteurs (ou plus)
simultanément. Par exemple aabab avec la règle ab → bb peut se réécrire en une
étape parallèle abbbb, qui lui-même peut se réécrire en bbbbb, il n’est pas possible
d’obtenir moins de deux étapes parallèles pour réécrire aabab en bbbbb.

La réécriture parallèle a été étudiée en lambda calcul et en réécriture des termes
[72, 12, 14].Mais dans cemanuscrit nousnous intéressonsuniquement à la réécriture
parallèle sur les mots.

Toute dérivation séquentielle peut être transformée par permutation des pas de
réécriture en une dérivation de pas de réécriture parallèle de longueur minimale.
La complexité parallèle d’une dérivation est le longueur de cette dérivation. Par
exemple la dérivation aabab →∗ bbbbb est de complexité parallèle 2.

Nous étendons la notion de complexité parallèle aux systèmes de réécriture :
la complexité parallèle d’un système de réécriture R est la plus grande complexité
parallèle des dérivations construites par R.

Nous proposons les classes MBmax(k) des systèmes de réécritures dont la com-
plexité parallèle est ≤ k (i.e. toutes les dérivations sont équivalentes à faire moins
de k pas parallèles) et BPar(k) la classe des systèmes où chaque dérivation peut être
simulée par une dérivation de complexité parallèle ≤ k (tous les descendants sont
accessibles par une dérivation de moins de k pas parallèles). Tout système de ces
deux classes est descendant-limité et préserve la régularité. Nous montrons que
si les contraintes de mots correspondent à un système de réécriture de MBmax(k)
ou BPar(k) alors le problème d’inclusion de requêtes sous contraintes est EXPSPACE.
Nous montrons :

Le problème d’inclusion de RPQ sous contraintes de mots correspondant à
un systèmeMBmax(k) (ou BPar(k)) est EXPSPACE-complet.

Nous proposons un algorithme pour décider si un système de réécriture admet
une complexité parallèle ≤ k :

Décider si un système de réécriture est MBmax(k) est PSPACE-complet.

Dans le chapitre 5, nous souhaitons comparer la complexité parallèle avec la
procédure du chase en base de données.

Nous utilisons la notion de contraintes tgd uniformément bornées :
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On attache une profondeur aux faits des bases de données qui mesure le nombre
d’étapes nécessaires pour produire ce fait. Si un fait est dans la base de données de
départ, sa profondeur vaut 0. Ensuite si une règle tgd B → H produit un fait f , alors
la profondeur de f est égale à 1 plus le maximum de la profondeur des faits qui ont
permis de construire f [35, 34].

Par exemple si le fait ami(Adrien,Vincent) est de profondeur 0 et ami(Lily,Adrien)
de profondeur 1 la procédure du chase sous la contrainte "les amis demes amis sont
mes amis" i.e. ∀x, y, z,ami(x, y),ami(y, z) → ami(x, z) complète les données. Avec le
fait ami(Lily,Vincent) de profondeur égale à 1+max{0,1} soit 2.

Un ensemble de contraintes tgd est uniformément borné par k si pour toute base
de données la procédure du chase ne produit jamais de faits de profondeur > k.

On montre que :

Déterminer si un système de contraintes tgd est uniformément borné par k
pour l’oblivious et le semi-oblivious chase est Co-NEXPTIME-complet.

La notiondeborneuniforme est étudiée en stratégie breadth-first : on impose que
s’il existe un fait f de profondeur k qui peut être produit sur une base de données qui
contient déjà un fait de profondeur k, alors on applique la contrainte qui construit
f , sinon on applique une contrainte quelconque (si possible) qui construit un fait
de profondeur k +1.

Nous montrons que (en parallèle à [17]) que si tout fait produit contient au
moins une nouvelle valeur (les contraintes sont totales) alors le problème d’être
uniformément borné est le même en breadth-first et en général :

Si les contraintes tgd sont totales, on a équivalence entre être uniformé-
ment borné par k et être uniformément bornée par k en breadth-first (pour
l’oblivious et semi-oblivious)

Nous montrons (aussi en parallèle à [17]) que :

Décider si des contraintes de mots totales sont uniformément bornées est
équivalent à décider la terminaison du chase (oblivious et semi-oblivious)

L’objectif final du chapitre est de comparer les classes MBmax(k) et BPar(k) avec
les systèmes uniformément bornés. Onmontre en l’occurrence que :

Si un système de réécriture a une complexité parallèle ≤ k alors les
contraintes de mots associées sont uniformément bornées par k (oblivious).

De même nous montrons que :

12



Tout système de réécriture associé à des contraintes de mots uniformément
bornées par k est dans BPar(k)

Enfin nousmontrons que si les contraintes demots sont totales on a équivalence
entre être uniformément borné par k et avoir une complexité parallèle ≤ k.

Un système de contraintes de mots totales est uniformément borné par k
(oblivious) si et seulement si le système de réécriture associé a une com-
plexité parallèle ≤ k.

Ainsi, dans le cadre des contraintes de mots totales, décider si l’oblivious-chase
termine est équivalent à décider s’il existe k tel que le système de réécriture associé
est MBmax(k)

Plan de la thèse Nous proposons dans ce paragraphe une courte présentation du
plan autour duquel a été articulé ce document. Nous avons fait le choix de découper
la thèse en 7 chapitres :

— Chapitre 0 : Il s’agit de la présente introduction.
— Chapitre 1 : Nous introduisons sous formes de préliminaires les notions et

notations utilisées tout au long du document
— Chapitre 2 : Dans cette partie nousmettons en relation les travaux de la thèse

avec la littérature actuelle.
— Chapitre 3 : Nous discutons duproblèmed’inclusiondeRPQ sous contraintes

de mots : réduction du problème à un problème d’inclusion de langages,
indécidabilité du problème, dureté.

— Chapitre 4 : Nous introduisons la notion de complexité parallèle des systèmes
de réécritures, définissons les classes MBmax(k) et BPar(k) puis proposons un
algorithme d’appartenance à MBmax(k). Nous appliquons ces concepts pour
décider l’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes de mots.

— Chapitre 5 : Nous comparons plusieurs classes de systèmes tgd uniformé-
ment bornées, puis nous comparons ces classes avec les systèmes de réécri-
ture MBmax(k) et BPar(k) dans le cadre des contraintes de mots.

— Chapitre 6 : Conclusion et perspectives.
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CHAPITRE1 Préliminaires
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Ce chapitre est à vocation de rappels. Nous découpons le chapitre en plusieurs
parties :

— Ensembles, relations et graphes : nous rappelons les notions les plus élé-
mentaires sur les relations et donnons quelques notations utiles au document.

— Langages : Cette section permet de fixer les notations sur les langages que
nous utiliserons ainsi que les automates et les relations rationnelles.

— Systèmesderéécritureet réécritureparallèle : Cette sectiondonnequelques
rappels sur les systèmes de réécritures de mots, en particulier nous précise-
rons des notations sur les dérivations très utiles au chapitre 4. Enfin nous
expliciterons la notion de pas de réécriture parallèle largement utilisée dans
le manuscrit.

— Base de données graphes, requêtes RPQ et contraintes demots : cette sec-
tion introduit la notion de requêtes régulières de graphe et le problème d’in-
clusion.

— Les trois sections suivantes (schéma relationnel et instance, tuple generating
dependencies et Datalog, Chase et dérivations) permettent de rappeler les
notions sur laprocédureduchase et sa terminaison, lesnotionsde ces sections
seront essentielles au chapitre 5.

— Contraintes demots : dans cette dernière section nous expliciterons la no-
tion de contraintes de mots, en tant que contraintes RPQ, mais aussi en tant
que tgd. Nous expliciterons comment elles sont associées un système de ré-
écriture. Les contraintes de mots sont présentent tout au long du document,
elles permettent le dialogue entre les requêtes RPQ, le chase et les systèmes
de réécritures.

Enfin nous supposons le lecteur familier avec la théorie de la complexité : ma-
chine de Turing et complexité temporelle et spatiale. Lorsque nous utilisons des
entiers, ils sont toujours considérés en unaire.
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1.1 Ensembles, relations et graphes

Nous fixons les notation sur les ensembles que nous utilisons dans ce document :
— On dénote par #E le cardinal de E quand E est un ensemble fini.
— Parfois nous utilisons l’expression classe à la place d’ensemble, bien que ce

terme généralise la notion d’ensemble, dans ce manuscrit les classes seront
toujours des ensembles.

.

Soient E et F deux ensembles.
— Une relation entre E et F (ou sur E×F ) est un sous-ensemble de E×F .
— Une relation sur E est une relation entre E et lui-même.

Une relation d’équivalence est une relation étant :
— réflexive (∀x, (x, x) ∈ R)
— symétrique (∀x, y, (x, y) ∈ R =⇒ (y, x) ∈ R)
— transitive (∀x, y, z, (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) ∈ R)

Une relation d’ordre est une relation étant :
— réflexive (∀x, (x, x) ∈ R)
— antisymétrique (∀x, y, (x, y) ∈ R, (y, x) ∈ R =⇒ x = y)
— transitive (∀x, y, z, (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) ∈ R)

Définition 1

Une relation d’ordre est totale si pour tout (x, y) ∈ E 2 on a soit (x, y) ∈ R, soit
(y, x) ∈ R. i.e. tous les éléments sont comparables.

De même une relation d’ordre est dîtes bien fondée si toute partie non vide de
E admet un minimum (x est minimal dans A ⊆ E s’il n’existe pas de y ∈ A tel que
(y, x) ∈ R).

Soient E ,F etG trois ensembles, si R est une relation entre E et F et si S est une
relation entre F et G alors on construit une relation T entre E et G noté S ◦R en
posant :

(x, z) ∈ T si et seulement s’il existe y tel que (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S

On peut composer une relation R avec elle même. On note alors R2 au lieu de
R ◦R. De même on note :

— R i+1 pour R ◦R i (ou de manière égale R i ◦R)
— R≤k la relation ∪k

i=0R i

— R∗ la relation ∪i≥0R i

— R+ =∪i≥1R i

16



Demême on peut définir les puissances négatives d’une relation :
Si R est une relation alors la relation inverse de R notée R−1 et la relation définie

par :

(x, y) ∈ R si et seulement si (y, x) ∈ R−1

Nous introduisons la notion de relation compatible avec une loi de monoïde :

Soient E un monoïde de loi ? et R une relation sur E . On dit que R est
compatible avec ? si pour tous u, v de E et (x, y) de R on a :

(u?x? v,u? y ? v) ∈ R

Pour toute relation R sur un monoïde (E ,?), il existe une unique plus pe-
tite relation compatible avec ? contenant R on l’appelle la clôture par
congruence de R.

Définition 2

Nous introduisons la notion de graphe :

Un graphe (orienté) est un couple (N ,E) où N est un ensemble fini appelé
ensemble des nœuds et E est une partie de N ×N appelée ensemble des
arêtes deG .

Définition 3

Nous précisons les notions de base sur les graphes utilisées dans ce document :

Soient G = (N ,E) et G ′ = (N ′,E ′) deux graphes. On dit que G et G ′ sont iso-
morphes s’il existe une bijection ϕ (appelée isomorphisme de graphe) de N
dans N ′ telle que :

∀(x, y) ∈ N 2, (x, y) ∈ E ⇐⇒ (ϕ(x),ϕ(y)) ∈ E ′

Définition 4
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L’inverse deG , notéG−1 est le graphe défini par (N ′,E ′) où N ′ = N et

E ′ = {(y, x), (x, y) ∈ E }

L’applicationG 7→G−1 est un isomorphisme de graphe.

Un chemin dans un graphe orienté G est une séquence finie de la forme
(ni ,ni+1)1≤i≤t d’arêtes deG . On dit qu’un chemin va de n à n′ (ou est entre
n et n′) si n1 = n et nt = n.

Définition 5

Un chemin est cyclique s’il existe i et j tels que i 6= j et ni = n j .
Si un chemin n’est pas un cycle, t est appelé la longueur du chemin.
Un graphe orienté est acyclique s’il n’existe pas de cycle dans le graphe.
Dans un graphe acyclique on peut construire une relation d’ordre totale compa-

tible avec la relation du graphe appelée tri topologique.

SoitG = (N ,E) un graphe acyclique. Un tri topologique deG est une relation
d’ordre totale ≺ telle que :

∀x, y ∈ n, (x, y) ∈ E =⇒ x ≺ y

Définition 6

Un graphe enraciné est un graphe qui contient un nœud, appelé racine, qui
n’admet pas d’arête entrante i.e. il n’existe pas d’arête de la forme (x,r ) dans E .

SoitG un graphe acyclique et enraciné. On définit la profondeur d’un nœud
comme la longueur du plus long chemin de la racine à ce nœud. On note
depthG (n) la profondeur de n.
Si un tel chemin n’existe pas la profondeur de ce nœud est +∞ par conven-
tion.

Définition 7
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1.2 Langages

Un alphabet est un ensemble fini non vide. Les éléments d’un alphabet sont
appelés lettres.

À tout alphabet Σ on désigne par Σ∗ l’ensemble des mots de Σ. C’est l’en-
semble des séquences finies d’éléments de Σ. On écrira a1a2...an au lieu de
(a1, a2, ..., an). On note ε le mot vide i.e. la séquence ().
On note Σ+ =Σ∗ \ {ε}. On munit Σ∗ d’une loi de composition interne asso-
ciative et unitaire définie par :

. : (a1a2...an ,b1b2...bm) 7→ a1a2...anb1b2...bm

Définition 8

On introduit quelques notations usuelles sur les mots.

Soit m unmot de Σ∗, on désigne par |m| la longueur de m et m[p] la p-ième
lettre de m.

Définition 9

Un préfixe d’un mot u est un mot v tel qu’il existe w un mot qui vérifie
u = v w . L’ensemble des préfixes d’un mot u est noté Pref(u).

Définition 10

Un langage est un ensemble, éventuellement vide ou infini, de mots.
Toutes les notations sur lesmots sont étendues aux langages. Par exemple, Pref(L)

désigne l’ensemble des préfixes des mots de L.
Nous introduisons quelques rappels sur la notion d’automate.

Un automate non-déterministe A est un uplet de la forme (Q,Σ,δ, I ,F ) oùQ
est un ensemble fini, dit ensemble d’états, Σ un alphabet, δ est une partie de
Q ×Σ×Σ appelée ensemble des transitions, I et F sont des sous-ensembles
deQ appelés respectivement états initiaux et état finaux. Si I est un singleton
et δ est une fonction deQ ×Σ→Q alors A est dit déterministe.

Définition 11
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Si A est un automate déterministe, on peut étendre δ aux mots avec δ∗ deQ ×Σ∗

dansQ définie par :
— δ(q,ε) = q
— δ∗(q, a) = δ(q, a)
— δ∗(q, aw) = δ∗(δ(q, a), w)
Nous introduisons la notion de mot reconnu par un automate par la notion de

run :

Soit A = (Q,Σ,δ, I ,F ) un automate.
— Un run sur A est une suite d’états et de lettres de Σ de la forme

(q0, a0, ..., an , qn+1) tel que pour tout i ≤ n, (qi , ai , qi+1) ∈ δ
— Un run est acceptant si q0 ∈ I et qn+1 ∈ F
— Siun run (q0, a0, ..., an , qn+1) est acceptant alors ondit que A reconnaît

le mot a0...an .
On écrira un run sous la forme : q0a0...an qn+1.

Définition 12

Soit L un langage, on dit que L est reconnu par A si A reconnaît exactement les
mots de L. Soit A un automate, le langage reconnu par A est noté L(A). Un langage
est régulier si et seulement s’il est reconnu par un automate.

La taille d’un automate noté |A| est l’entier #Q.

Définition 13

On remarquera que puisque δ est une partie deQ ×Σ×Q, considérer le nombre
de transitions ou le nombre d’états ne modifiera pas les classes de complexités des
problèmes que nous considérons.

On définit maintenant la notion de relation rationnelle :

La classe des relations rationnelles RAT est la plus petite classe des relations
de Σ∗×Σ∗ telle que :

— RAT contient les relations finies et le vide
— RAT est close par union, concaténation et étoile a

a. on entend ici par étoile, l’étoile du monoïde (Σ∗×Σ∗, .).

Définition 14

20



On a [39] :

Les relations rationnelles sont closes par composition.

Proposition 15
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1.3 Système de réécriture et réécriture parallèle

Nous introduisons la notion de système de réécriture, nous sous-entendons dans
ce manuscrit que tous les systèmes de réécritures sont sur les mots.

Un système de réécriture est une relation finie sur Σ∗.
On suppose dans ce document que tous les systèmes de réécriture sont sans
mot vide, donc des relations finies sur Σ+.

Définition 16

On introduit la notion de taille d’un système :

La taille d’un système de réécriture R est l’entier |R| défini par∑
(u,v)∈R

|u|+ |v |

Définition 17

Nous introduisons la notion de pas de réécriture :

Pour tout système de réécriture R, on dénote par →R la clôture par
congruence de R, appelée "pas de réécriture".
S’il n’y a pas d’ambiguïté on notera→ au lieu de→R .

Définition 18

Si R = {(ab,b), (aa,bb)} alors on a :

aabbaa →R abbaa

Exemple 19

Par définition de la clôture par congruence : à tout couple de mot (x, y) tel que
x →R y il existe un unique quadruplet (u, v,µ,µ′) de mots tels que x =µuµ′, y =µvµ′

et (u, v) ∈ R.
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Si on dénote par p l’entier |µ|+1 i.e. la position de la première lettre de x utilisée
par le pas de réécriture, on précise alors des annotations sur→ :

x
p,(u,v)−→ y

.
On étend la relation→ par sa clôture transitive→∗.

On appelle dérivation une séquence (potentiellement infinie) de mots σ=
(x0, x1, ..., xn , ...) telle que pour tout i on a :

xi → xi+1

On a alors x0 →∗ xn .
On écrira parfois abusivement σ= x →∗ y pour dire qu’il existe une dériva-
tion (x0, ..., xn) telle que x0 = x et xn = y .

Définition 20

Si σ = x →∗ y alors x est l’origine de σ notée orig(σ) et y est le but de σ noté
aim(σ).

Si la séquence σ = (x0, ..., xn , ...) est finie, alors l’indice du dernier élément est
appelée la longueur de la dérivation.

Comme pour→ on étend les annotations aux dérivations :

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

Nous avons la proposition facile suivante :

Pour tout système de réécriture R :

→−1
R =→R−1

Proposition 21

On définit facilement les dérivations sur le système de réécriture inverse :
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Soit R un système de réécriture. On considère une dérivation :

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

Alors :
xn

pn−1,(vn−1,un−1))−→ xn−1...
p0,(v0,u0)−→ x0

est une dérivation sur R−1 appelée dérivation inverse de σ. On note σ−1 la
dérivation inverse de σ

Définition 22

Toute dérivation sur R−1 est l’inverse d’une dérivation sur R
Nous introduisons la notion d’ancêtres (resp. de descendants) d’un langage L.

Soit L un langage et soit R un système de réécriture.
— Les descendants de L par R (noté DescR (L)) est l’ensemble des mots

m tel qu’il existe w ∈ L tel que w →∗ m
— Les ancêtres deL parR (notéAncR (L)) est l’ensembledes descendants

de L par le système R−1.

Définition 23

Nous évoquons quelques problèmes de décisions utiles au document : le pro-
blème de terminaison, le problème du mot et le problème de la préservation des
réguliers.

Un système de réécriture est terminant s’il n’a pas de dérivation infinie. On
note TERM la classe des systèmes de réécriture qui terminent.

Définition 24

On a d’après [37]

Le problème de terminaison est indécidable.

Théorème 25
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Soit R un système de réécriture, le problème dumot consiste à décider si pour
un couple de mots (u, v) il existe une dérivation d’origine u et de but v .

Il est montré dans [85] que :

Le problème dumot est indécidable.

Théorème 26

Le problème de l’arrêt dans les systèmes de réécriture de mot consiste à décider
si étant donné unmot u et un système de réécriture R, toutes les dérivations dont
l’origine est u sont finies.

Le problème de l’arrêt est indécidable.

Théorème 27

Nous introduisons la classe CF des systèmes de réécriture hors-contexte (context-
free) :

Un système de réécriture R est hors-contexte si pour toute règle (u, v) ∈ R
on a |u| = 1.

Définition 28

La préservation des réguliers se définit par :

Soit R un système de réécriture.
R préserve les langages réguliers si pour tout langage régulier L, DescR (L)
est régulier.
On dénote par PrREG la classe des systèmes de réécriture qui préservent
les langages réguliers.

Définition 29

Comme R préserve les réguliers si l’image par −→∗ d’un langage régulier est
régulier on a d’après [39] :
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Pour tout système de réécriture R, si→∗
R∈RAT alors R ∈PrREG.

Théorème 30

Nous introduisons la notion de réécriture parallèle et d’orthogonalité.

Soit R un système de réécriture. Soit σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une
dérivation.
On dit que deux pas de réécritures consécutifs xk−1 → xk et xk → xk+1 sont
orthogonaux si l’ensemble des positions de lettres produits par la première
règle est disjoints de l’ensemble des positions des lettres qui vont être utili-
sées par la seconde règle.

Définition 31

Nous adoptons ici la notation demulti-step rewriting issue de [14] : .

Soit R un système de réécriture. On dit qu’un mot x se réécrit parallèlement
en y et on note x R y si x et y peuvent être décomposés sous la forme
x =µ0u1µ1...µn−1unµn et y =µ0v1µ1...µn−1vnµn tel que pour tout i ≤ n on a
(ui , vi ) ∈ R.

Définition 32

Lorsque le contexte est clair, pourra être adoptée au lieu de R

Contrairement à la relation→R , est réflexive. De plus on a→R ⊆ .
On en déduit que :

Pour tout système de réécriture,→∗
R = ∗.

Proposition 33

Les ancêtres d’un langage L sont aussi les mots w tel qu’il existe m dans L avec
w ∗m.

Enfin, on a pour tout système R : R−1 = −1
R .
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1.4 Base de données graphes, requêtes RPQ et contraintes de mots

Nous définissons la notion de base de données graphe, ce sont des graphes
étiquetés sur lesquels nous allons interroger nos requêtes. Ils sont supposés finis en
général mais nous discuterons sur des modèles infinis chapitre au 3.

On appelle graphe étiqueté par un alphabet Σ, ou base de données graphe,
un couple (N ,E) avec N ensemble fini de nœuds et E est un sous-ensemble
de N ×Σ×N .

Définition 34

À tout graphe étiqueté (N ,E) par Σ on peut associer de manière naturelle un
graphe orienté (N ′,E ′) en posant :

N ′ = N

E ′ = {(x, y),∃a ∈Σ, (x, a, y) ∈ E }

Ainsi on peut étendre les notions sur les graphes aux bases de données graphes
comme les chemins ou l’acyclicité. Nous employons parfois le terme graphe ou le
termemodèle dans le sens de "base de données graphe".
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Soit Σ= {frère, beau-frère, fiancées, sœur, mère, amis, belle-mère}.
On a par exemple la base de données graphe a sur Σ avec les nœuds N =
{Emma, Lily, Marius, Claudie, Adrien, Léonne, Danielle} tels que :

Adrien

Lily Marius Claudie

Emma

Léonne Danielle

ami

sœur

fiancées
frère

beau-frère

mère

mère

belle-mère

sœur

sœur

mèregrand-mère

a. Toute ressemblance avec des personnes existantes ou ayant existé est purement
fortuite.

Exemple 35

Nous introduisons les notions utiles pour définir les requêtes RPQ, ce sont les
requêtes que nous étudions pour interroger nos modèles.

On associe à tout chemin (ni , ai ,ni+1)i≤t le mot a1...at appelé étiquette du
chemin.

Définition 36

Dans l’exemple 35, le chemin

((Marius,frère,Lily), (Lily,sœur,Marius), (Marius,frère,Lily))

est étiqueté par le mot frère.sœur.frère

Exemple 37
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Nous définissons des bases de données graphe particulières constituées d’un
unique chemin maximal :

Un graphe-mot sur Σ est un grapheG = (N ,E) où E est de la forme :

{(n1, a1,n2), (n2, a2,n3), ..., (nt , at ,nt+1)}

Les nœuds ni ∈ N sont distincts et ai ∈Σ.

Définition 38

Soit w = a1...at unmot de Σ∗, on associe à w un grapheG = (N ,E) notéGw défini
par :

— N est un ensemble de la forme {n1, ...,nt+1}
— E = {(n1, a1,n2), (n2, a2,n3), ..., (nt , at ,nt+1)}

Nous introduisons la notion de requête de chemin régulier RPQ (regular path
query).

Une requête RPQQ est une expression de la forme xLy où L est un langage
régulier.

Définition 39

On peut interroger les bases de données graphe avec les requêtes RPQ :

Soit G une base de donnée graphe. La réponse d’une RPQ Q = xLy sur G
notéeQ(G) est l’ensemble des couples de nœuds (n,n′) tels qu’il existe un
chemin de n à n′ étiqueté par unmot de L.

Définition 40
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Considérons la base de donnéesG de l’exemple 35.
On considère la RPQ

Q = x(sœur | frère)∗y

On aQ(G) = {
(Lily,Lily),
(Lily,Marius),
(Marius,Lily),
(Marius,Marius),
(Léonne,Léonne),
(Danielle,Léonne),
(Léonne, Danielle),
(Danielle, Danielle) }

Exemple 41

On dit queQ est incluse dansQ ′ et on dénote parQ vQ ′ si pour toute base de
données grapheG on aQ(G) ⊆ Q ′(G).

D’après [23] on a le théorème suivant :

SoientQ = xLy etQ ′ = xL′y deux RPQ.

Q vQ ′ ssi L ⊆ L′

Théorème 42

Décider siQ vQ ′ est PSPACE-complet car l’inclusion de deux langages réguliers
sous forme d’automates non déterministes est PSPACE-complète.

Nous nous intéressons dans ce document à l’inclusion de requêtes quand les
graphes vérifient des contraintes de mots :

On appelle contrainte de mots une inclusion de la forme xuy v xv y où u et
v sont deux mots.

Définition 43

Un ensemble de contraintes de mots C est toujours considéré fini.
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Un graphe étiquetéG satisfaitC , on noteG |=C , si pour toute contrainte demots
xuy v xv y , on aU (G) ⊆ V (G) oùU = x{u}y et V = x{v}y .

Autrement dit pour chaque contrainte xuy v xv y , de C s’il existe un chemin de
n à n′ étiqueté par u alors il existe un chemin entre n et n′ étiqueté par v .

Enfin on introduit le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes de
mots :

Le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes de mots C dé-
noté :

Q vC Q ′

est défini par le problème

∀G ,G |=C =⇒ (Q(G) ⊆ Q ′(G))

Définition 44

On considère xaay v xay comme constrainte de C .
On a xa+y vC xay .

Exemple 45

En effet s’il existe un chemin γ étiqueté par an avec n ≥ 2, comme le graphe
satisfait la contrainte. Le premier et le troisième nœud du chemin sont reliés par une
arête étiqueté par a, donc il existe un chemin étiqueté par an−1. Par récurrence il
existe donc un chemin entre le premier nœud et le dernier nœud de γ étiqueté par a.

a

a

a

a a a a
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1.5 Schéma relationnel et instance

On introduit la notion de schéma relationnel.

Un schéma relationnel S est un couple (r,arity) où r est un ensemble fini
appelé ensemble des prédicats, et arity est une fonction de r dansN appelée
fonction d’arité de S.

Définition 46

Si S = (r,arity) alors nous écrivons A ∈ S au lieu de A ∈ r . Aussi #S désigne #r .
Soit Const un ensemble dénombrable appelé ensemble des constantes.

Une instance est une fonction qui à tout prédicat R de S associe un sous-
ensemble de Constarity(R).

Définition 47

On l’imagede l’instance et l’instance elle-même : si I est une instanceonpréférera
écrire R(a1, ..., an) ∈ I au lieu de (a1, ..., an) ∈ I (R). Les éléments des instances sont
appelés des faits. Enfin, si ai est une constante d’un fait f , on écrira de manière
abusive ai ∈ f .

Soient
— S = (r = {A,B},arity= {A 7→ 2,B 7→ 3})
— {n,n′,n′′,n′′′} ⊆ Const

Alors
I = {A(n,n′′′),B(n′′,n′′,n′)}

est une instance (sur S).

Exemple 48

Soit I une instance, le domaine de I , notéDom(I ) est l’ensemble des constantes a
telles qu’il existe un fait f ∈ I avec a ∈ f . Autrement dit c’est l’ensemble des constantes
qui apparaissent dans I .
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Il arrivera que l’on confonde la notion de base de données graphes et d’ins-
tance lorsque les prédicats sont d’arité 2 (en particulier pour les contraintes
de mots) :
- À toute base de données graphe G = (N ,E) on associe l’instance I =
{a(x, y), (x, a, y) ∈ E }. On préférera prendre la notation majuscule A(x, y) au
lieu de a(x, y).
- Inversement à toute instance I d’arité 2 on associe une base de données
grapheG = (N ,E) où N =Dom(I ) et E = {(x, a, y), A(x, y) ∈ I }.

Remarque 49

Nous définissons la notion d’homomorphisme d’instance.

Soient I et J deux instances. Un homomorphisme de I vers J est une appli-
cation de Dom(I ) dans Dom(J ) telle que pour tout fait A(a1, ..., an) de I alors
A(h(a1), ...,h(an)) est un fait de J .

Définition 50

On dénotera par h(A(a1, ..., an)) le fait A(h(a1), ...,h(an)).
Soit Var un ensemble dénombrable appelé ensemble des variables.

À tout prédicat A de S on peut associer un élément de (Var∪Const)arity(R).
Si (x1, ..., xn) sont les variables et les constantes associées à A alors on écrira
A(x1, ..., xn), Un tel élément est appelé un atome.

Définition 51

Supposons que S = (r,arity) et que A ∈ r avec arity(A) = 3. soient x1, x2, x3 ∈
Var∪Const alors A(x1, x2, x3) est un atome.

Exemple 52

Soit E un ensemble d’atomes. On note Dom(E) l’ensemble des variables et des
constantes qui apparaissent dans E .

On peut étendre la notion d’homomorphisme entre deux instances aux homo-
morphismes entre un ensemble d’atomes et une instance :
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Soient E un ensemble d’atomes et I une instance, un homomorphisme
de E dans I est une application de Dom(E) dans Dom(I ) valant l’iden-
tité sur les constantes, et telle que pour tout atome A(x1, ..., xn) de E on
a A(h(x1), ...h(xn)) ∈ I .

Définition 53

On prendra garde que deux atomes peuvent partager des mêmes variables.

Considérons deux prédicats A et B de S d’arité respective 2 et 3. On consi-
dère x1, x2, y1, y2 comme des variables distinctes. Les éléments A(x1, x2) et
B(y1, y2, x1) sont deux atomes. Notons E l’ensemble de ces deux atomes.
Soient a,b,c des constantes distinctes.
Il n’existe pas d’homomorphisme de E dans l’instance {A(a,b),B(a,b,c)} car
on aurait h(x1) = a (par A) et h(x1) = c (par B), contradiction.
Par contre il existe un homomorphisme de E dans l’instance
{A(a, a),B(a, a, a)}.

Exemple 54

34



1.6 Tuple Generating Dependency et Datalog

Soit S un schéma relationnel.

Une règle tgd a (tuple generating dependency) est une formule logique du
premier ordre de la forme :

∀x1, ..., xn∀y1, ..., yp B(x1, ..., xn , y1, ..., yp ) →∃z1, ..., zt H(x1, ..., xn , z1, ..., zt )

Avec
— B(x1, ..., xn , y1, ..., yp ) un ensemble d’atomes dont les variables sont

dans {x1, ..., xn , y1, ..., yp }
— H(x1, ..., xn , z1, ..., zt ) un ensemble d’atomes dont les variables sont

dans {x1, ..., xn , z1, ...zt }

a. ou règle existentielle en français, mais nous utiliserons la terminologie tgd dans tout
ce document

Définition 55

B est appelé le corps et H est appelée la tête de la règle tgd. On écrira en général
B → H lorsque le contexte est clair. De même nous omettrons systématiquement
les { et } du corps et de la tête ainsi que les quantificateurs existentiels : les variables
de la tête n’apparaissant pas dans le corps étant toujours quantifiées de manière
existentielle.

L’expression r = A(x, y), A(y, z) → A(x, z), M(u, x, x) est une règle tgd, le corps
B est A(x, y), A(y, z) et la tête H est A(x, y), M(u, x, x) la variable u est quan-
tifiée de manière existentielle

Exemple 56

On introduit l’ensemble des variables partagées entre la tête et le corps comme
étant la frontière, cette notion est utile pour définir l’activation des triggers en semi-
oblivious chase (voir définition 70).

La frontière d’une règle tgd dénotée ∂r est l’ensemble des variables qui
apparaissent à la fois dans B et H .

Définition 57
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Si on conserve les notations de l’exemple 56 alors ∂r = {x, z}.

Exemple 58

On appelle extension de h, une application h′ de Dom(B)∪Dom(H) dans
Const telle que la restriction de h′ à Dom(B) est h.

Définition 59

Un système de règles tgd est un ensemble fini de règles tgd.

Soit I une instance, et soit C un système de règles tgd, on dit que I satisfait
C et on note I |=C si pour toute règle tgd B → H de C on a :

Pour tout homomorphisme h tel que h(B) ⊆ I il existe une extension h′ de
h telle que h′(H) ⊆ I

Définition 60

La classe des systèmes tgd est parfois notée Datalog∃, cette classe peut être vue
abusivement comme une généralisation des contraintes logiques Datalog :

Une règle Datalog est une règle tgd telle que la tête est un singleton qui ne
contient pas de variable existentielle.
Un programme Datalog est un ensemble fini de règles Datalog.

Définition 61

En général les règles Datalog sont plutôt écrites sous la forme :
H : −B
au lieu de B → H , mais nous utiliserons rarement cette notation dans ce manus-

crit.

On considère le programme Datalog :
1. ancetre(X ,Y ) : −parent(X ,Y )

2. ancetre(X ,Y ) : −parent(X , Z ),ancetre(Z ,Y )

Exemple 62
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Soit r une règle Datalog et I une instance.
On note r (I ) l’instance :

{h(H), s’il existe h tel que h(B) ⊆ I }

Appliquer une règle Datalog consiste à ajouter les fait h(H) à l’instance I .

Soit I une instance et P un programme Datalog. On pose :

P (I ) = I ∪ ⋃
r∈P

r (I )

Définition 63

— Soit I = {parent(Lily,Claudie),ancetre(Claudie,Léonne)}
— Soit P le programme

1. ancetre(X ,Y ) : −parent(X ,Y )

2. ancetre(X ,Y ) : −parent(X , Z ),ancetre(Z ,Y )

on a
P (I ) = I ∪ {ancetre(Lily,Léonne)}

Exemple 64

L’application qui a I associe P (I ) est monotone :

I ⊆ J =⇒ P (I ) ⊆ P (J )

D’après [30], pour toute instance I , il existe un entier k tel que P k+1(I ) = P k (I ).
L’instance P k (I ) est appelée point fixe de P sur I et le point fixe vérifie P k (I ) |= P

Le problème de la borne uniforme est le problème de décision : il existe un entier
k tel que pour toute instance P k (I ) = P k+1(I ).

On a [41] :

Le problème de la borne uniforme d’un programmeDatalog est indécidable.

Théorème 65
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Soit P un programme Datalog. L’arité de P est la plus grande arité des prédi-
cats des têtes des règles de P .

Définition 66

Dans [74] est précisé :

Le problème de la borne uniforme d’un programme Datalog est :
— Indécidable en arité 3
— Décidable en arité 1
— Ouvert en arité 2

Théorème 67
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1.7 Chase et dérivations

Le chase est une procédure qui permet à partir d’une instance donnée I et d’un
système de règles tgdC de construire (quand elle termine) une instance J contenant
I telle que J |=C .

Il y a différentes manières de compléter I : ce sont les variantes du chase. Dans
ce document nous en distinguons particulièrement trois : l’oblivious O, le semi-
oblivious SO et le standard S.

Soient S un schéma relationel, Var un ensemble de variables et Const un en-
semble de constantes.

Soit I une instance. Un trigger sur I est un couple (r,h) où r est une règle
tgd et h une application de Dom(B) dans Const.

Définition 68

Les triggers sont les objets qui permettent de tester si h(B) est une sous-instance
de I et d’activer la règle : on construit alors (selon la variante de chase) des nouvelles
constantes grâce à une extension de h (voir définition 59).

Considérons l’instance I = {A(a,b)}. On considère le trigger (r,h) où r =
A(x, y) → A(x, z) et h tel que h(x) = a et h(y) = b.
Alors h admet une extension telle que h′(H) ⊆ I : soit h′ telle que h′ = h
pour x et y et h′(z) = b.

Exemple 69

Nous définissons la procédure du chase : à partir d’une instance, on peut
construire une X -dérivation (où X est une variante de chase).
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— Soit X une variante du chase i.e. X ∈ {O,SO,S}.

— Soit C un ensemble de contraintes tgd.

— Soit I0 une instance. Une X -dérivation qui commence par I0 est
définie récursivement par :

– Initialisation : I0

– Induction : Si I0
(r0,h0)−→ I1...In est une X -dérivation, soit (rn ,hn) un trigger

sur In avec rn ∈C .
(rn ,hn) est X -actif sur In si et seulement si :

1. (X =O) : hn(Bn) ⊆ In et il n’existe pas de i < n tel que (ri ,hi ) = (rn ,hn)

2. (X = SO) : (1) et ∀i < n,hi (∂ri ) 6= hn(∂rn) si ri = rn

3. (X = S) : (1), (2) et il n’existe pas d’extension h′
n de hn telle que h′

n(H) ⊆
In

Si (rn ,hn) est X -actif, on considère une extension h′
n de hn telle que

h′
n(Dom(H) \Dom(B)) ne soit pas dans Dom(In) (autrement dit on asso-

cie aux variables existentielles de la tgd des nouvelles constantes), on pose
alors In+1 = In ∪h′

n(H).
La séquence I0

(r0,h0)−→ I1...In
(rn ,hn )−→ In+1 est une X -dérivation qui démarre sur

I0.

Définition 70
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On considère l’instance I0 = {A(a,b)}. On considère le trigger (r0,h0) sur I0

avec r0 = A(x, y) → A(x, z) et h0 tel que h0(x) = a et h0(y) = b.
— Si X = O (oblivious) alors le trigger vérifie h0(B) = {A(a,b)} ⊆ I0,

donc le trigger est actif.

— Si X = SO (semi-oblivious) alors on a la condition au dessus et il
n’existe aucun autre trigger dans la dérivation donc (r0,h0) est actif.

— Si X = S (standard) alors on a les deux conditions au dessus mais
il existe une extension h′

0 de h0 en posant h′
0(z) = b telle que

h′
0(H) = A(a,b) ⊆ I0, donc le trigger n’est pas actif.

Si le trigger est actif :
On considère une constante n qui n’appartient pas à {a,b}, on pose alors h′

0
l’extension de h0 définie par h′

0(z) = n. On pose alors :

I1 = I0 ∪h′
0(H) = I0 ∪ {A(a,n)} = {A(a,b), A(a,n)}.

Ainsi s = I0
(r0,h0)−→ I1 est une X -dérivation.

On considère le trigger (r1,h1) sur I1 défini par r1 = {A(x, y) → A(x, z)} et h1

tel que h1(x) = a et h1(y) = n.

— Si X = O alors le trigger vérifie h(B) = {A(a,n)} ⊆ I1 et on a bien
(r1,h1) 6= (r0,h0), donc le trigger est actif.

— Si X = SO alors on a la condition au dessus et on a ∂r = {x}, or
h1(∂r ) = h0(∂r ) et r0 = r1 donc le trigger (h1,r1) n’est pas actif.

— Si X = S alors comme la condition pour le semi-oblivious n’est pas
vérifiée le trigger n’est pas actif.

Si le trigger est actif (donc dans le oblivious) :
On considère une constante n′ qui n’appartient pas à {a,b,n}, on
pose alors h′

1 l’extension de h1 définie par h′
1(z) = n′. On pose alors :

I2 = I1 ∪h′
1(H) = I1 ∪ {A(a,n′)} = {A(a,b), A(a,n), A(a,n′)}.

Ainsi s = I0
(r0,h0)−→ I1

(r1,h1)−→ I2 est uneO-dérivation.

Exemple 71
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On dit qu’une X -dérivation termine si elle est de longueur finie et s’il n’existe pas
de trigger actif sur la dernière instance In .

Si une dérivation termine elle a construit un modèle qui satisfait les contraintes
[56] :

Soit X ∈ {O,SO}. Soient I0 une instance etC un système de règles tgd. Toutes
les instances obtenues par toutes les X -dérivations qui terminent démarrant
sur I0 sont isomorphes.
On note alors C ∞(I0) cette instance. On a :

— I0 ⊆ C ∞(I0)
— C ∞(I0) |=C

Proposition 72

Un problème important en management des données est de déterminer des
classes de tgd assurant la terminaison :

Soit C un ensemble de règles de tgd, on dit que C X -termine, ou que le
X -chase termine, si toute X -dérivation termine.

Définition 73

On noteC T X
∀∀ la classe des systèmes de règles tgd qui terminent.

De même on noteC T X
∀∃ la classe des systèmes de règles tgd tels que pour toute

instance I , il existe une X -dérivation démarrant sur I qui termine.
On a de manière évidente :

Pour tout X ∈ {O,SO,S}
C T X

∀∀ ⊆ C T X
∀∃

Proposition 74

Ces deux classes sont égales dans les cas oblivious et semi-oblivious [79]. C’est
faux dans le cas standard. Autrement dit :

Pour tout X ∈ {O,SO},
C T X

∀∀ =C T X
∀∃

Théorème 75
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Demanière générale décider la terminaison est indécidable [55],[51] :

Décider si un systèmeC appartient àC T X
∀∀ (resp.C T X

∀∃) est indécidable pout
x ∈ {O,SO,S}.

Théorème 76
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1.8 Contraintes de mots et traduction

Dans cette section nous introduisons d’autres règles tgd particulières :
les contraintes de mots. Nous relions cette notion avec les systèmes de réécritures.

L’expression "contraintes de mots" est déjà utilisée pour la définition 43. Ici nous
définissons les contraintes de mots à l’aide de tgd, les définitions sont équivalentes
sur les graphes.

Une contrainte de mots est une règle tgd B → H telle que B et H sont de la
forme :

— B est de la forme {A1(x1, x2), A2(x2, x3), ..., An(xn , xn+1)}
— H est de la forme {B1(y1, y2),B2(y2, y3), ...,Bm(ym , ym+1)}
— les variables communes de B et H sont x1 et xn+1 avec x1 = y1 et

xn+1 = ym+1.
— Les variables x1, ..., xn+1 sont distinctes les variables y1, ..., ym+1 sont

distinctes.

Définition 77

Les règles suivantes sont des contraintes de mots
— A(x, y), A(y, z) → A(x, z)
— A(x, y),B(y, z) → B(x, t ),C (t , z)

Et les règles suivantes n’en sont pas :
— A(x, y), A(x, z) → A(x, z)
— B(x, x) → A(x, x)
— A(x, y) → A(x, z),B(x, y)

Exemple 78

Nous allons maintenant relier trois notions :
— Les contraintes de mots (sous formes tgd)
— Les contraintes de mots (sous formes RPQ)
— Les systèmes de réécriture
On commence par introduire une transformation entre les prédicats et les lettres

d’un alphabet.
Très souvent, lesprédicats sontdésignéspardes lettresmajuscules, nousnoterons

alors par la minuscule correspondante la transformation en lettre d’un alphabet.
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Soit r une contrainte de mot. Soit M = A1(x1, x2), A2(x2, x3), ..., An(xn , xn+1)
la tête ou le corps de r .
On associe à M le mot a1a2...an .

Définition 79

À chaque règle tgd nous pouvons donc associer deux mots, et donc associer une
contrainte de mots (forme RPQ) ou une règle d’un système de réécriture.

À toute contrainte de mots (en tant que tgd) r = B → H on associe le mot u
à B et v à H on peut donc associer à r :

— La contrainte de mots xuy v xv y
— La règle de réécriture (u, v)

Définition 80

À toute instance I dont tous les prédicats sont d’arité 2 on peut associer une base
de données graphesG :

— N =Dom(I )
— E = {(x, a, y), A(x, y) ∈ I }
Pour tout ensemble de contraintes de mots C en tant que tgd, si C ′ désigne les

contraintes de mots en tant que RPQ on a :

I |=C si et seulement siG |=C ′

Ainsi, nous préférons confondre les termes de contraintes demots tgd et RPQ. De
même nous confondons une instance d’arité 2 et la base de données graphe associée.
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CHAPITRE2 État de l’art
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Le but de ce chapitre est de présenter l’état de l’art sur les résultats en lien avec
ce manuscrit. Tout d’abord sont présentés les principaux résultats de réécriture des
mots qui nous préoccupe. Nous verrons dans un second temps quelques résultats
sur l’inclusion de requêtes sur les bases de données graphes, sans contraintes puis
avec contraintes. Dans une dernière partie, nous verrons quelques travaux sur la
complétion des bases de données par la procédure du chase sous contraintes tgd :
les problèmes de la terminaison et de la borne uniforme.
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2.1 Réécriture

Les systèmes de réécritures de mots, ont été définis originellement pour des
questions de simplification dans les semi-groupes. Ils sont depuis devenus des objets
très utilisés en informatique. Dans ce manuscrit nous utilisons plusieurs problèmes
majeurs de la théorie de la réécriture des mots :

- Le problème dumot :

Étant donné un système R et deux mots u et v , peut-on décider si u →∗ v ?

Le problème dumot est indécidable en général [82].
- Le problème de terminaison :

Est ce que toutes les dérivations sont de longueur finie?

Le problème de terminaison est indécidable en général [37, 16]. La preuve de
la terminaison de certains problèmes est difficile comme le problème de Zantema
constitué de l’unique règle 0011 → 111000 [47, 33, 49], ou de manière plus célèbre la
conjecture de Collatz 1 qui peut-être traduite en un problème de terminaison d’un
systèmede réécriture [89]. De nombreusesméthodes pour assurer la terminaison ont
été proposées [70, 36, 10, 88, 32].Desprogrammes commematchbox, torpa,Aprove,
COCCINELLE, ... ont été développés dans le cadre d’un compétition annuelle de
terminaison [1].

- Le problème de la préservation des réguliers :

Est ce que DescR (L) est régulier pour tout langage régulier R ?

Ce problème a été initialement démontré comme indécidable dans le contexte
des termes [50, 31], puis a été précisé un peu plus tard dans le cadre des mots [81].
Dans ce document, nous nous intéressons à des classes de systèmes de réécriture
qui assurent la préservation des réguliers et nous définissons les classes MBmax
(def.141) etBPar (def.150)commepreservant les réguliers. La classeMBmin desmatch-
bounded est une notion similaire à la classe des systèmes à complexité parallèle
bornée MBmax. Les systèmes inverse match-bounded préservent les réguliers mais
ne sont pas descendant-limités (def.88)ce qui ne permet pas de décider l’inclusion
de RPQ sous contrainte MBmin.

De nombreuses classes et critères ont été proposés on citera notamment le critère
[29], et des classes comme les monadiques [16, 80], les systèmes préfixes/suffixes
[83, 15, 28] les deleting [60], les inverses match-bounded [49, 48],...

1. si x est pair on le transforme en x/2, sinon en 3x +1, la conjecture énonce que pour tout x, le
nombre 1 est atteint.
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Une méthode classique pour préserver la régularité consiste à compléter un
automate du langage pour reconnaître les descendants. Une étude de la terminaison
de la complétion d’automate dans le contexte de la réécriture des termes peut être
trouvée [42, 45, 46, 44].

Comme dit précédemment, nous proposons dans ce manuscrit une complétion
similaire à l’oblivious-chase (def.158 et 98). Nous proposons des classes MBmax(k) et
BPar(k) qui assurent une borne uniforme de la procédure de complétio.

Un système de réécriture est MBmax(k) (def.141) si toute dérivation peut-être
effectuée en un nombre d’étapes de réécriture parallèles ≤ k :

La réécriture parallèle consiste à pouvoir appliquer plusieurs étapes de réécriture
sur des facteurs orthogonaux. L’orthogonalité a été mise en avant en lambda calcul
[72] et dans la réécriture des termes [63, 53, 67, 68, 14] notamment commemodèle
de calcul. Dans [64, 12] des annotations sont ajoutées afin de garder l’historique
de l’évolution de la réécriture, nous proposons ces mêmes annotations pour les
systèmes de réécriture (def.139).
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2.2 Requêtes de graphes

Une méthode d’optimisation de requêtes consiste à déterminer une requête
équivalente plus simple à évaluer. Dans ce sens le problème d’inclusion de requêtes
a été étudié.

Des études dans les modèles relationnels ont été initiées, notamment avec les
requêtes conjonctives (CQ) et leurs unions (UCQ) largement utilisées dans des lan-
gages comme SQL. L’inclusion de requêtes UCQ est NP-complète. Cependant les
UCQ ne comportent aucune récursion et ne sont pas adaptées aux bases de données
graphes. L’ajout de la récursion aux requêtes UCQ conduit à définir le langage de
requêtes Datalog [43]. Cependant l’inclusion de requêtes Datalog est indécidable
[84].

Des langages comme SparQL [87, 5] permettent d’interroger de manière plus
adaptées les bases de données graphes en utilisant des requêtes de navigation [78, 8]
comme les RPQ [73] (def.39)et des extensions comme CRPQ (conjonctions de RPQ),
2RPQ (les graphes peuvent être parcourus dans les deux sens) [24], C2RPQ, UC2RPQ
[25] (union de C2RPQ)...

Ces requêtes sont des sous-classes de Datalog [43]. Dans [86] on montre que l’in-
clusion est PSPACE-complète pour les requêtes RPQ et 2RPQ, et EXPSPACE-complète
pour les requêtes UC2RPQ.

Une requête récursive et une non-récursive ne peuvent pas être équivalentes.
L’introduction de contraintes d’intégrité sur les modèles permet des optimisations
de requêtes plus efficaces particulièrement dans le cadre des requêtes de graphes.

Le problème d’inclusion de requêtes sous contraintes d’intégrité de formule :

Est-ce qu’une requête de graphes est incluse dans une autre pour tous les modèles
qui satisfont les contraintes?

Les premières études de l’inclusion sous contraintes ont étémenées dans le cadre
des graphes enracinés sous contrainte d’inclusion [3, 18, 19, 7]. Une contrainte d’in-
clusion est la donnée de deux requêtes de chemins p et p ′ (sous forme d’expression
régulière) dont les réponses de p sont incluses dans celles de p ′. Dans ce cadre, les
requêtes de chemin sont évaluées depuis une racine.

Le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes (d’inclusions) dans les
graphes enracinés est EXPTIME [3, 7, 6]. Dans le cas où les p ′ sont desmots (on dit que
les contraintes d’inclusions sont bornées) le problème d’inclusion sous contraintes
est PSPACE-complet [4, 7, 6] (la preuve utilise une réduction vers les systèmes de
réécriture préfixe [27]).

Dans ce manuscrit nous nous intéressons aux modèles sans racines (def.34).
Les premiers travaux ont été initiés par [57] dans le cadre des contraintes de mots
(def.43). Une base de données graphes satisfait une contrainte de mots xuy v xv y
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si pour tout chemin étiqueté par u dansG , il existe un chemin de même origine et
même arrivée étiqueté par v dansG .

Dans [57] est associé aux contraintes de mots C un système de réécriture R pour
montrer :

xuy vC xv y ssi u →∗
R v

Cette proposition implique que l’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes de
mots est indécidable. Elle implique aussi que :

xLy vC xL′y ssi L ⊆ AncR (L′)

Ainsi, si une classe de système de réécriture assure que AncR (L′) est régulier pour
tout L′, alors le problème d’inclusion est décidable. Cependant, ce sera l’objet du
chapitre 3, ces deux propositions sont fausses en général.
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2.3 Procédure du chase et borne uniforme

Laprocédureduchase a été initialementdéfiniepour le "problèmed’implication"
[77, 65] afin de tester les implications de certaines dépendances logiques.

Notamment sont définis comme contraintes :
— les egd (equality generating dependencies)
— les tgd (tuple generating dependencies)
Ces contraintes sont utilisées en data exchange, data integration, data repair, ...

(on pourra considérer [9] pour une référence complète).
Étant donné un ensemble C de contraintes tgd (def.55) et une variante du chase

(def.70) comme oblivious [21], semi-oblivious [75], standard [40], core [38],...) quatre
problèmes de terminaison sont définis :

1. Soit I une instance, est ce qu’il existe une branche d’exécution qui termine?
(i.e. C ∈C T ∗

I∃)
2. Soit I une instance, est ce que toute branche d’exécution termine? (i.e. C ∈

C T ∗
I∀)

3. Pour toute instance, est ce qu’il existe une branche d’exécution qui termine?
(i.e. C ∈C T ∗

∀∃)
4. Pour toute instance, est ce que toute branche d’exécution termine? (i.e. C ∈

C T ∗
∀∀)

Tous les problèmes de terminaison sont indécidables [75, 38]. Dans notre cadre
nous nous intéressons tout particulièrement au dernier problèmeque nous appelons
le problème de terminaison.

Dans le cas oblivous ou semi-oblivious les deux premiers problèmes et les deux
derniers problèmes sont équivalents [79, 55, 56]. C’est dans ces deux variantes que
nous étudierons principalement le problème de terminaison dans cette thèse.

La décidabilité de la terminaison a aussi été étudiée en fonction de l’arité des
prédicats [55, 56, 51] :

— Décidable en arité 1
— Indécidable en arité 3
— Ouvert en arité 2
— Le problème en arité 2 est EXPSPACE-difficile.
Il est naturel de proposer des classes qui assurent la terminaison. De nombreuses

classes ont été proposées comme la classe des faiblement acyclique (weakly acyclic)
[40] et des extensions plus expressives [76, 79, 20, 58, 52, 11].

Les systèmes tgd de profondeur uniformément bornée (def.184) terminent [35,
17, 34] et ont été motivés par l’étude de requêtes BCQ (boolean conjonctive queries)
[26, 22, 54, 90, 66]. Ces systèmes seront étudiés au chapitre 5.

Le problème uniforme pour les règles tgd s’énonce :
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"Soient X une variante de chase et k un entier. Étant donné une stratégie et des
contraintes tgd, est ce que les X -dérivations sont de profondeurs bornées par k ?"

La profondeur d’un fait est définie par 1+ la profondeur des faits utilisés pour le
produire par la règle tgd [35, 34] (def.191). Des résultats de décision du problème de
la borne uniforme ont été étudiés dans [35, 34, 17].

L’étude de la borne uniforme dans le contexte des programmes Datalog est très
largement étudiée avec des applications en data management, protocoles réseaux,
analyse de programmes, ... [61]. Contrairement à la procédure du chase, les pro-
grammesDatalog terminent [30, 85]. Le problème de la borne uniforme a étémontré
indécidable en général pour Datalog dans [41] même si une seule règle est récur-
sive [2]. Une étude en fonction de l’arité des programmes a été menée [59, 74] : le
problème est indécidable en arité 3 et décidable en arité 1 [74]. Le problème reste
ouvert en arité 2.

Dans notre cas nous étudions le problème de la borne uniforme dans le contexte
de la terminaison. Nous comparons la borne uniforme avec la notion de réécriture
parallèlement bornée dans le cadre des contraintes de mots.
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CHAPITRE3 Inclusion de requêtes sous
contraintes de mots
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Le développement des bases de données graphes (comme le format RDF [71])
pour représenter des données comme des réseaux de transports ou des réseaux
sociaux ont conduit le développement de langages spécifiques pour interroger ces
données : SparQL, Cypher, ...

Une des fonctionnalités de SParQL sont les property paths [5] : ce sont des re-
quêtes qui retournent l’ensemble des paires de nœuds reliés par une expression
régulière. Ces requêtes sont formalisées comme Regular Path Queries (RPQ) [86].

Une méthode d’optimisation de ces requêtes consiste à évaluer une requête plus
simple à évaluer équivalente à la première. Des connaissances exprimées comme
contraintes de mots permettent de proposer une requête acyclique (facile à évaluer)
équivalente à une requête récursive. Un des problèmes majeurs issu de cette optimi-
sation de requêtes RPQ est de décider si deux requêtes RPQ sont équivalentes sous
contraintes de mot.

Est ce que l’ensemble des réponses d’une RPQQ est inclus dans l’ensemble des
réponses d’une RPQQ ′ pour tout modèle qui satisfait les contraintes de mots?

Une approche classique de l’étude de ce problème consiste à réduire ce problème
à un problème d’inclusion de langages réguliers. Dans [57] une telle réduction est
proposée.

Nousmontrons dans ce chapitre que cette réduction n’est en fait valable que pour
des modèles potentiellement infinis et nous proposons une condition suffisante de
réduction dans le cas fini. Nous montrons aussi que le problème d’inclusion de RPQ
sous contraintes de mots est indécidable.

La réduction du problème d’inclusion de requêtes sous contraintes amène à
proposer des classes qui préservent la régularité (pour les ancêtres), si les systèmes
sont descendants-limités : une requête RPQ xLy est incluse dans une requête RPQ
xL′y sous contraintes de mots si et seulement si L est inclus dans les ancêtres de L′.

Nous utilisons alors une complétion d’automate (à la manière de l’oblivious-
chase) qui simule les ancêtres à un pas de réécriture parallèle : une étape de complé-
tion de A reconnaît les mots qui s’écrivent en un pas parallèle en unmot reconnu
par A.

Nous proposons finalement une première classe NR peu expressive sous laquelle
le problème d’inclusion de requêtes RPQ est EXPSPACE-complète.
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3.1 Résumé

Dans ce chapitrenousnous intéressons auproblèmed’inclusiondedeux requêtes
RPQ sous contraintes de mots.

Les requêtesRPQsont toujoursdonnées sous formed’automatenon-déterministe.

PROBLEME : Inclusion de RPQ sous contraintes de mots
INSTANCE : Q = xLy et Q ′ = xL′y deux RPQ, C un en-
semble de contraintes de mots
QUESTION :Q vC Q ′ ?

Nous utilisons l’approche adoptée par Abiteboul [3] dans les graphes enracinés
et par Grahne et Thomo [57] dans des base de données graphe : on associe à tout
ensemble de contrainte de mots C un système de réécriture R pour comparer les
inclusions

— xLy vC xL′y
— L ⊆ AncR (L′)
Malheureusement nous montrons que ces deux inclusions ne sont pas toujours

équivalentes dans le cas des modèles finis (contrairement à ce qui est montré dans
[57]).

1. Nous étudions les deux inclusions dans le cas des modèles potentiellement
infinis où nous prouvons qu’elles sont équivalentes.

2. Nous montrons que dans le cas fini nous avons juste l’implication
L ⊆ AncR (L′) =⇒ xLy vC xL′y

3. Nous proposons une condition suffisante (tout mot admet un nombre fini
de descendants) qui assure l’équivalence des deux inclusions dans le cas des
modèles finis

4. Nousmontrons l’indécidabilité de l’inclusionde requêtes RPQ sous contraintes
de mots

On appelle descendant-limité tout système de réécriture tel que tout mot admet
un nombre fini de descendants. La majorité des systèmes de ce document (comme
les terminants et BPar (def. 150) sont descendant-limités. Cette condition assure
l’équivalence des deux inclusions.

Dans la section suivante, nous nous intéressons à décider le problème :

L ⊆ AncR (L′)

Pour cela nous proposons de compléter un automate qui reconnaît L′ pour recon-
naître les ancêtres de L′. Nous proposons la classe NR (non-récursive) peu expressive
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qui assure la terminaison de cette complétion. Nous montrons à l’aide du chapitre
suivant que cette inclusion est EXPSPACE nous montrons aussi par cette classe que le
problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes est EXPSPACE-difficile.

PROBLEME : Inclusion de requêtes RPQ sous contraintes
de mots NR
INSTANCE : Q = xLy et Q ′ = xL′y deux RPQ, C un en-
semble de contraintes de mots dont le système associé est
NR
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : EXPSPACE-complet
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3.2 Etude de la restriction vers les modèles finis

Dans tout ce chapitre est fixé un alphabet Σ.
Dans cette section nous souhaitons comparer l’inclusion de requêtes RPQ en

fonction du caractère fini ou non des bases de données graphe :
— Q v∞

C
Q ′ est le problème d’inclusion de RPQ sous contraintes de mots avec

des modèles éventuellement infinis
— Q vC Q ′ où les modèles sont finis (def. 44)
Comme évoqué, nous proposons une étude de ces inclusions de requêtes via les

systèmes de réécriture.

xuy v xv y devient (u, v)

Nous avons la proposition suivante :

Soit C un ensemble de contraintes de mots, R son système de réécriture
associé. Pour tous mots u et v on a :

Si u →∗ v alors xuy v∞
C

xv y

Proposition 81

Démonstration. Supposons que u →∗
R v . Alors il existe des mots i0, ..., in tels que

pour tout t on a it → it+1 avec i0 = u et in = v . SoitG une base de données graphe
éventuellement infinie telle queG |=C , soient x, y deux nœuds deG . Montrons que
s’il existe un chemin de x à y étiqueté par it alors il existe un chemin de x à y étiqueté
par it+1.

On a it → it+1 donc il existe µ,µ′ et (a,b) ∈ R tels que it =µaµ′ et it+1 =µbµ′. Le
chemin de x à y se décompose donc en un chemin de x à un certain nœud x ′ étiqueté
par µ, un chemin de x ′ à un certain nœud y ′ étiqueté par a et un chemin de y ′ à y
étiqueté par µ′. Or (a,b) ∈ R signifie que xay v xby ∈ C donc il existe un chemin
de x ′ à y ′ étiqueté par b. En concaténant les chemins, il existe un chemin de x à y
étiqueté par µbµ′ c’est à dire it+1.

Ainsi par récurrence, s’il existe un chemin de x à y étiqueté par u, il existe un
chemin de x à y étiqueté par v . Ainsi G |= xuy v xv y . Puisque c’est vrai pour tout
graphe (même infini) on a par définition xuy v∞

C
xv y .

Nous proposons maintenant d’étudier l’autre implication :

Si xuy v∞
C

xv y alors u →∗ v
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Pour cela, nous souhaitons construire un modèle satisfaisant les contraintes qui
contienne un chemin γ étiqueté par u tel que tout chemin entre l’origine de γ et le
but de γ est étiqueté par un descendant de u.

Une première méthode consisterait à considérer le graphe-motGu (définition
38), on ajoute alors des nouveaux chemins en appliquant la procédure de l’oblivious-
chase.

Une seconde méthode consiste à adapter le modèle de Abiteboul [3] dans les
graphes sans racines comme il a été fait dans [57] :

Nous considérons le modèle (éventuellement infini) suivant :

Soient u et v deux mots.
PosonsG = (N ,E) avec N = Pref(Desc(u)) (def. 10) et :

E = {(x, a,m), x,m ∈ N , a ∈Σ | m →∗ xa}

Définition 82

Nous conservons le même grapheG (fixé par u et v) tout au long des preuves.

Pour tout nœud a de N . Si b unmot non vide tel que a →∗
R b,

alors tout préfixe de b est dans N

Lemme 83

Démonstration. Soit p un préfixe de b alors il existe r tel que b = pr .
Puisque a ∈ N , on a a qui est le préfixe d’un descendant de u, donc il existe r ′ tel

que u →∗
R ar ′. Or a →∗

R b donc :

u →∗
R ar ′ →∗

R br ′ = pr r ′

Par définition, p est un préfixe d’un descendant de u, donc p ∈ N .

Pour tout nœud x de N et tout w ∈Σ∗, si xw ∈ N alors il existe un chemin
de x à xw étiqueté par w .

Lemme 84
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Démonstration. Puisque xw est un nœud de N et xw →∗
R xw , tous les préfixes de

xw sont dans N d’après le lemme 83.
Soit x ∈ N ,
Posons Hn : "Pour tout mot w de longueur n, si xw ∈ N alors il existe un chemin

de x à xw étiqueté par w"
Montrons H0 : soit w de longueur 0, il existe un chemin de x à xw étiqueté par w .
Supposons Hn vraie, montrons Hn+1 : soit w de longueur n +1 tel que xw ∈ N .

On a w = w ′a avec a une lettre. Puisque xw ′ est un préfixe de xw on a xw ′ ∈ N . De
plus, xw ′a →∗

R xw ′a donc (xw ′, a, xw ′a) ∈ E , donc il existe un chemin de xw ′ à xw ′a
étiqueté par a. On a |w ′| = n donc d’après Hn il existe un chemin de x à xw ′ étiqueté
par w ′. En concaténant les deux chemins, il existe un chemin de x à xw étiqueté par
w ′a et w ′a = w .

Montrons le lemme :

Pour tous x,m ∈ N et w ∈Σ+ on a :

m →∗
R xw ssi il existe un chemin de x à m étiqueté par w

Lemme 85

Démonstration. Soient x,m ∈ N et w ∈Σ+ tels que :

m →∗
R xw

Puisque w ∈Σ+ il existe w ′ et a avec a une lettre tels que w = w ′a. On a :m →∗
R xw ′a,

on en déduit donc :

1. Par définition (xw ′, a,m) ∈ E

2. xw ′ ∈ N d’après le lemme 83
3. il existe un chemin de x à xw ′ étiqueté par w ′ d’après le lemme 84

On en déduit d’après les points 1) et 3) qu’il existe un chemin de x à m étiqueté
par w ′a = w .

Montrons maintenant la réciproque.
Posons Hn : "Pour tous x,m ∈ N , pour tout w ∈ Σ+, si |w | = n et s’il existe un

chemin de x à m étiqueté par w alors m →∗
R xw".

- Initialisation :montrons H1. Soit w de longueur 1 tel qu’il existe un chemin de
x à m étiqueté par w . On a (x, w,m) ∈ E et donc m →∗

R xw par définition de E .
-Hérédité : supposons Hn montrons Hn+1. Soit w unmot de longueur n +1 tel

qu’il existe un chemin de x à m étiqueté par w . Il existe donc w ′ et une lettre a tels
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que w = w ′a. Puisque xw ′ est un préfixe de xw ∈ N et que xw →∗
R xw on a d’après le

lemme 83 que xw ′ ∈ N .
Il existe donc un nœud m′ tel qu’ils existent un chemin de x à m′ étiqueté par w ′

et une arête (m′, a,m) de E . On a w ′ de longueur n donc m′ →∗
R xw ′. Et (m′, a,m) ∈ E

implique par définition que m →∗
R m′a. Ainsi :

m →∗
R m′a →∗

R xw ′a = xw

Ce qui achève le lemme.

Pour tout mot v , siG |= xuy v xv y alors u →∗
R v .

Lemme 86

Démonstration. On a u →∗
R u donc ε ∈ N . Puisque u ∈ N il existe un chemin de ε à u

étiqueté par u (Lemme 84).
Par définition deG |= xuy v xv y il existe un chemin de ε à u étiqueté par v .
D’après le lemme 85, on a u →∗

R εv = v .

Montrons maintenant l’équivalence :

xuv v∞
C xv y ⇐⇒ u →∗

R v

Supposons xuv v∞
C

xv y . Montrons que G |= C . Soit xt y v xt ′y une contrainte
de mots de C . On a alors t →R t ′ donc pour tous x,m ∈ N , si m →∗

R xt on a m →∗
R xt ′.

D’après le lemme 85, s’il existe un chemin de x à m étiqueté par t alors il existe un
cheminde x àm étiquetépar t ′. Puisque x etm sontquelconquesonaG |= xt y v xt ′y ,
doncG |=C . Par définition de xuv v∞

C
xv y on en déduit queG |= xuv v xv y . D’après

le lemme 86, on a u →∗
R v .

Nous obtenons finalement :

Soient C un ensemble de contraintes de mots et R le système de réécriture
associé. Pour tous mots u et v on a :

xuy v∞
C

xv y ssi u →∗
R v

Théorème 87
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Malheureusement lesmodèles que nous souhaitons utiliser sont obligatoirement
finis et le théorème autorise des modèles infinis.

Nous remarquons que si les descendants sont en nombre finis alors le modèle
proposé dont les nœuds sont les préfixes des descendants de u est fini.

On introduit naturellement :

Un système de réécriture R est dit descendant-limité si pour tout mot u de
Σ+ on a :

DescR (u) fini

Définition 88

Cette condition est vérifiée par les systèmes terminant (def. 24) ou les systèmes de
réécriture à longueur décroissante 1. Nous proposerons une classe (BPar) au chapitre
4 qui satisfait aussi cette condition et qui est non comparable aux deux précédentes.

Ainsi nous avons :

Soient C un ensemble de contraintes de mots et R le système de réécriture
associé.
Si R est descendant-limité alors pour tous mots u et v on a :

xuy vC xv y ssi u →∗
R v

Théorème 89

Ainsi nous pouvons en déduire :

Soient C un ensemble de contraintes de mots et R le système de réécriture
associé.
Si R est descendant-limité alors pour toutes RPQ Q = xLy et Q ′ = xL′y les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Q vC Q ′

2. L ⊆AncR (L′)

Corollaire 90

1. Pour tout (u, v) ∈ R on a |v | ≤ |u|
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Démonstration. Montrons que (1) implique (2). Soit u un mot de L. On considère
le grapheG défini par Pref(Desc(u)). Alors entre le nœud ε et u il existe un chemin
étiqueté par u (d’après le lemme 84), donc il existe v ∈ L′ et un chemin étiqueté par
v d’après (1). D’après le lemme 86 on a alors u →∗ v . Donc L ⊆ AncR (L′).

Inversement, montrons que (2) implique (1). Soit u un mot de L, puisque L ⊆
AncR (L′), il existe v ∈ L′ tel que u →∗ v . D’après 81 xLy vC xL′y .

Nous montrons que :

La proposition énoncée dans [57] :
Soit C un ensemble de contraintes de mots et R le système de réécriture
associé. Pour tous mots u et v on a :

xuy vC xv y ssi u →∗ v
est fausse.

Théorème 91

Démonstration. On rappelle avant tout qu’un langage L est récursivement énumé-
rable s’il existe une machine de Turing qui termine et accepte les mots de L. Un
langage à la fois récursivement énumérable et co-récursivement énumérable est
récursif (i.e. décidable : il existe une machine de Turing terminante qui reconnaît L).

Supposons que la proposition soit vraie. Pour tout u et C on pose E(C ,u) l’en-
semble des v tels que xuy vC xv y .

On a alors d’après la proposition que E(C ,u) =Desc(u).
Tester si v ∉ E(C ,u) consiste à tester s’il existe un modèle finiG satsifaisant C tel

que ¬(G |= xuy v xv y), donc E(C ,u) est co-récursivement énumérable.
De plus Desc(u) est récursivement énumérable. Donc s’il était co-récursivement

énumérable il serait récursif.
Or tester si v ∈Desc(u) i.e. siu →∗ v , est indécidable d’après le problèmede l’arrêt

(théorème 27), donc il existe des Desc(u) qui sont non récursifs. Contradiction.

Nous proposons aussi un contre-exemple à la proposition dû à Sylvain Salvati :
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Soit C l’ensemble des contraintes de mots dont le système de réécriture R
traduit est :

1. a → bab

2. bab → a

3. cab → db

4. bac → bd

5. db → d

6. bd → d

7. dc → d

8. cd → d

alors on a :
— xcac y vC xd y
— ¬({cac} ⊆ AncR ({d}))

Exemple 92

Démonstration. Par une récurrence facile nous avons pour tout n :

cac →n cbn abnc

Montrons maintenant que nous avons xcac y vC xd y : Soit G un graphe tel
queG |=C . Soient x et y deux nœuds tel qu’il existe un chemin de x à y étiqueté par
cac.

Le langage L défini par l’ensemble des étiquettes des chemin de x à y est un
langage régulier (il suffit de considérer x comme état initial d’un automate, y comme
état final, et toutes les arêtes comme des transitions).

L contient cac. OrG |=C et cac →n cbn abnc donc ce langage contient pour tout
n le mot cbn abnc. Puisque le langage est régulier, il existe k et l avec k 6= l tels que
cbk abl c ∈ L.

Supposons sans perdre de généralité que k > l (l’autre cas étant symétrique) :
— Il existe un chemin de x à y étiqueté par cbk abl c
— Règle 2 : il existe un chemin de x à y étiqueté par cbk−l ac
— Règle 4 : il existe un chemin de x à y étiqueté par cbk−l d
— Règle 6 (appliquée k − l fois) : il existe un chemin de x à y étiqueté par

cbk−l−(k−l )d = cd
— Règle 8 : il existe un chemin de x à y étiqueté par d
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Ainsi, siG |=C alors xcac y v xd y i.e.

xcac y vC xd y

Montrons maintenant que ¬({cac} ⊆ AncR ({d})) :
Montrons par récurrence que pour tout n : Si cac →n u alors il existe kn tel que

u = cbkn abkn c.
- Initialisation : soit n = 0. Si cac →0 u alors u = cac = cb0ab0c, posons k0 = 0. Il

existe k0 tel que u = cbk0 abk0 c
- Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n. Montrons la au rang n +1.
Si cac →n+1 u alors il existe v tel que cac →n v et v → u. Par hypothèse de ré-

currence, il existe kn tel que v = cbkn abkn c. Les seuls facteurs de v qui sont des
membres gauches de règle de R sont a (règle 1) et bab (règle 2) si kn > 0. Comme
v → u on a alors u = cbkn+1abkn+1c par la règle 1, il suffit de poser kn+1 = kn +1, ou
u = cbkn+1abkn+1c par la règle 2 si kn > 0, il suffit de poser kn+1 = kn −1. Dans tous
les cas, il existe kn+1 tel que u = cbkn+1 abkn+1 c.

Ainsi, comme pour tout k on a d 6= cbk abk c on a ¬(cac →∗ d) i.e. ¬({cac} ⊆
AncR ({d})).

Le problème d’inclusion sous contraintes est indécidable en général, et même
dans le cas où les contraintes sont inverse hors-contextes :

Un ensemble de contraintes inverse hors-contexte est un ensemble de
contraintes de la forme {xw y v xV y} avec w ∈Σ∗ etV ∈Σ. En particulier ces
règles sont des règles Datalog.

Définition 93

Onmontre le théorème suivant :

Le problème d’inclusion de RPQ sous contraintes de mots hors-contextes
est indécidable :

PROBLEME : Inclusion de requêtes RPQ sous
contraintes inverse hors-contextes
INSTANCE : C un ensemble de contraintes inverse
hors-contextes,Q = xLy etQ ′ = xv y deux requêtes
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : indécidable

Théorème 94
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Démonstration. Décider si une grammaire hors-contexte Γ d’alphabet ∆ est univer-
selle i.e. reconnaît le langage ∆+ est un problème indécidable. Nous allons réduire le
problème d’inclusion de requêtes RPQ sous-contraintes hors-contexte au problème
d’universalité.

Soit Γ= (N ,∆,S,P ) une grammaire hors-contexte : N est l’ensemble des symboles
non-terminaux, ∆ l’alphabet des terminaux, S l’axiome de départ et P ⊆ N ×Σ∗ (où
Σ= N ∪∆) est l’ensemble des règles de productions .

Nous noterons par u ⇒ v si u se dérive en v par la règle de production P .
Le langage reconnu par Γ noté L(Γ) est l’ensemble des m ∈∆∗ tels que S ⇒∗ m.

On peut supposer que L(Γ) ne contienne pas le mot vide.
À toute règle de production V → w on associe la contrainte de mots inverse

hors-contexte xw y v xV y et on associe la règle de réécriture w → V . Ainsi à P on
associe un ensemble de contraintes de mots C et un système de réécriture R. On
notera que x → y si et seulement si x ⇒ y .

Pour tout règle de R de la forme u → v , on a |u| ≥ |v | donc pour tout mot u, il n’y
a qu’un nombre fini de descendants. Ainsi R est descendant-limité.

D’après le corollaire 90, on a x∆+y v xSy si et seulement si on a ∆+ ⊆AncR (S) si
et seulement si Γ reconnaît ∆+. Ce dernier point est indécidable.

L’objectif de la section suivante est dedonnerdes critères à imposer aux contraintes
pour que le problème d’inclusion de requêtes RPQ soit décidable. On cherche à dé-
terminer des classes de systèmes de réécritures qui vérifient ces deux propriétés :

— Les systèmes sont descendant-limités
— Les systèmes préservent les langages réguliers
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3.3 Dureté du problème d’inclusion sous contraintes

L’objectif de cette section est de proposer des conditions suffisantes pour que le
problème d’inclusion de requêtes sous contraintes de mots soit décidable.

Notre corollaire 90 nous assure que si le système de réécriture associé aux
contraintes préserve la régularité et est descendant-limité alors l’inclusion de re-
quêtes RPQ sous contraintes de mots est décidable.

Nous utilisons un algorithme qui construit (quand il termine) un automate qui
reconnaît les ancêtres d’un langage régulier en complétant naïvement des transitions
pour chaque règle de réécriture.

Pour chaque run étiqueté par r de q à q ′ tel qu’il existe l avec (l ,r ) dans R on
construit un nouveau run étiqueté par l de q à q ′.

Ainsi, si A reconnaît le langage L alors cette transformation permet de reconnaître
tous lesmotsm tel qu’il existew ∈ L avecm w . On note TR (A) l’automate obtenu.
On rappelle que désigne la réécriture parallèle (voir définition 32)

Afin de contrôler un minimum la taille de l’automate TR (A) nous allons "factori-
ser" les chemins :

Si plusieurs runs commencent par un même état q et reconnaissent tous r , alors
on construit un unique run qui reconnaît l privé de sa dernière lettre, puis de ce
nouvel état on relie ce run à tous les états atteints par les run qui reconnaissent r .

De même, nous devons distinguer si l est de longueur 1 ou non : si l est de
longueur 1 alors aucun état n’est ajouté.

On commence par définir l’ensemble des états accessibles depuis un état q en
suivant un run qui lit un mot r = b1...bm fixé.

Afin de ne pas ajouter des runs à des runs dont l’ajout a déjà été effectué au-
paravant nous annotons les transitions de symboles + et −. Si une transition a été
créée alors nous l’annotons+, toutes les autres seront annotés−, ainsi un run n’a pas
déjà construit un nouveau run si et seulement si il contient au moins une transition
annotée +. Nous dirons qu’un tel run est positif.

Nous donnons deux exemples avec le système R = {(bc, ab), (a,cc)} (on associe 1
à la règle (bc, ab) et 2 à la règle (a,cc)) :

- S’il existe un run qui lit ab i.e. de la forme q1aq2bq3 et qu’une des transitions est
positives (on a soit (q1, a, q2,+) ∈ δ soit (q2,b, q3,+) ∈ δ) alors on ajoute un nouveau
run entre q1 et q3 qui lit bc. Nous notons le nouvel état st(q1,1,2) (le secondmembre
est 1 car il s’agit de la règle numéro 1) pour construire le run q1bst(q1,1,2)cq3. Les
deux nouvelles transitions sont considérées positives.

- S’il existe un run qui cc donc de la forme q1cq2cq3 alors on ajoute la transition
(q1, a, q3,+) à l’automate.

Une fois tous les runs possibles ajoutés, toutes les transitions de l’automate (avant
complétion) passent à des transitions négatives. Sinon, par exemple, le run qui lit ab
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construirait à chaque étape un nouveau run qui lit bc.
On étend donc la notion d’automate avec des transitions signées :

Unautomate signéestunquintuplet As = (Q,Σ,δs , I ,F )oùQ est unensemble
d’états, Σ un alphabet, I et F respectivement les états initiaux et finaux et δs

les transitions signées, i.e. un sous-ensemble deQ ×Σ×Q × {−,+}.
Le langage reconnu par As est le langage L(As) reconnu par l’automate
(Q,Σ,δ, I ,F ) où δ est la projection de δs sur ses trois premières composantes.

Définition 95

Les transitions dont la quatrième composante est + sont dites positives.
À tout automate A = (Q,Σ,δ, I ,F ), on associe de façon injective un automate signé

A+ défini par (Q,Σ,δ+, I ,F ) avec δ+ = {(q, a, q ′,+), (q, a, q ′) ∈ δ}.

Soit As un automate signé. Un run sur A est une suite d’états et de lettres
q0a0q1...qn an qn+1 telle que pour tout i , (qi , ai , qi+1,−) ou (qi , ai , qi+1,+) est
une transition de A (i.e. ∈ δ).
Un run q0a0q1...qn an qn+1 est dit positif (resp. strictement positif) s’il existe
une transition positive dans le run (resp. toutes les transitions du run sont
positives).

Définition 96

Nous explicitons maintenant comment nous allons compléter l’automate for-
mellement pour calculer les ancêtres :

Soient A = (Q,Σ,δ, I ,F ) un automate signé, q ∈Q et a1...an unmot de Σ∗ on
pose :

Paths+(A, q, a1...an) = {q ′ ∈Q, il existe un run positif

qa1q2a2...qn an q ′ dans A}

Définition 97

L’idée est alors la suivante : on considère un automate signé A. Pour tous les run
positifs qui lisent un r tel que (l ,r ) est dans R, on construit un run qui lit l .
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Mais s’il existe deux runs qui lisent le même r et partent du même état, on
construit qu’une seul fois les nouveaux états. Par exemple, avec la règle (cc, ab) si on
a qaq ′bq ′′ et qaq ′

2bq ′′
2 alors on construit un nouvel état st(q,k,2) et une transition

(q,c,st(q,k,2)) puis deux transitions (st(q,k,2),c, q ′′) et (st(q,k,2),c, q ′′
2 ) au lieux de

créer deux états et deux runs complets.
On a donc 4 cas à gérer :
- si le membre gauche est de longueur 1 alors on ajoute juste une transition sans

créer d’état (c’est δ4).
- sinon alors il y a l’état à créer et à relier depuis q(c’est δ2). Puis le run entre les

états créés (c’est δ1) et enfin relier le dernier état créé avec toutes les fins de run
comme q ′′ et q ′′

2 dans l’exemmple (c’est δ3).
On fait cela en parallèle, d’où les union.
Chaque état nouvellement créé est dénoté par un st(q,k, j ) où q désigne le pre-

mier état du run, k désigne le numéro d’une règle deR (la règle (lk ,rk )) et j la position
de la lettre.
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Soient As = (Q,Σ,δs , I ,F ) un automate signé, R un système de réécriture sur
Σ. On définit par TR (A) l’automate signé (Qnew ,Σ,δnew , q0,F ) où :

Qnew =Q ∪ ⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
Paths+(A,q,rk ) 6=;∧|lk |>1

( |lk |⋃
j=2

{st(q,k, j )}

)

δnew = δ−∪δ1 ∪δ2 ∪δ3 ∪δ4

avec :

δ− = {(q, x, q ′,−),∃s ∈ {+,−}, (q, x, q ′, s) ∈ δ}

δ1 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
Paths+(As ,q,rk ) 6=;∧|lk |>2

(|lk |−1⋃
j=2

{(st(q,k, j ), lk [ j ],st(q,k, j +1),+)}

)

δ2 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
Paths+(As ,q,rk ) 6=;∧|lk |>1

{(q, lk [1],st(q,k,2),+)}

δ3 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
|lk |>1

( ⋃
q ′∈Paths+(As ,q,rk )

{st(q,k, |lk |), lk [|lk |], q ′,+))}

)

δ4 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
|lk |=1

( ⋃
q ′∈Paths+(As ,q,rk )

{(q, lk [|lk |], q ′,+))}

)

Définition 98

Onpeut appliquer demanière itérative la construction de l’automate pour définir
à partir d’un automate A un automate T i

R (A).
On peut estimer la taille de l’automate obtenu au bout de k étapes :
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Soient R un système de réécriture, A = (Q,Σ,δ, q0,F ) un automate non dé-
terministe signé. On noteQi l’ensemble des états de T i

R (A). On a :

#Qi ≤ #Q ×|R|i

Théorème 99

Démonstration. On a tout d’abord l’inégalité #R ≤ |R|.
Montrons le résultat par récurrence :

Initialisation :
On aQ0 =Q et #Q ×|R|0 = #Q, ce qui prouve l’initialisation.
Récurrence : Supposons que #Qi ≤ #Q ×|R|i .
On a

Qi+1 =Qi ∪
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
Paths(A,q,rk )6=;∧|lk |>1

( |lk |⋃
j=2

{st (q,k, j )}

)

Donc #Qi+1 ≤ #Qi +#Qi ×
(∑

(lk ,rk )∈R (|lk |−1)
)≤ #Qi +#Qi × (|R|−#R) ≤ #Qi ×|R|

Par hypothèse de récurrence on a #Qi ≤ #Q ×|R|i donc :

#Qi+1 ≤ #Q ×|R|i ×|R| = #Q ×|R|i+1

Ce qui achève la preuve.

Malheureusement, de manière générale, il n’existe pas toujours de k tel que
T k+1

R (A) = T k
R (A)pour tout A. Par exemple : le système a → aa. En effet si on considère

les automates An qui lisent a2n en un unique run, alors il faut calculer T n(An) pour
terminer la complétion. Donc il n’existe pas de tel k.

Nous nous intéressons aux systèmes de réécriture dont la complétion termine.
Certaines de ces classes seront étudiées au chapitre suivant.

Nous proposons unepremière classe qui assure la terminaisonde la construction :
les systèmes NR (non-récursif) puis nous montrons que cette classe peu expressive
suffit à montrer la dureté du problème d’inclusion sous-contrainte.

On associe une arête entre les lettres des membres gauches de R et celles des
membres droits. Pour définir NR on impose que ce graphe soit acyclique.
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a

b c

d e

{abe → c,bb → ccd} est NR

a

b c

d e

{aa → bc,dd → aea,c → d}ne l’est pas

Soit R un système de réécriture. Le graphe-lettre de R notéGR est le graphe
(Σ,E) où E contient tous les couples (a,b) tels qu’il existe (u, v) ∈ R avec a
une lettre de u et b une lettre de v .

Définition 100

Un système de réécriture est dit NR si son graphe-lettre est acyclique.

Définition 101

Soit R un système de réécriture,

R ∈NR si et seulement si R−1 ∈NR

Proposition 102

Démonstration. On a clairementGR−1 =G−1
R , or l’inverse d’un graphe acyclique est

acyclique.

Pour pouvoir utiliser la classe NR dans le contexte de l’inclusion de requêtes
RPQ sous contraintes de mots nous devons démontrer que les systèmes NR sont
descendant-limités.

Nousmontrerons que si un système est dansMBmax(k) alors la complétion admet
un point fixe après k étapes.

Nous montrerons au théorème 142 que les systèmes non-récursifs (NR) ont une
complexité parallèle bornée par|R|. En particulier les systèmes NR sont terminants,
donc descendants-limités et :
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Pour tout système R dans NR on a T |R|+1
R (A) = T |R|(A) pour tout automate A.

Théorème 103

Il suffit donc de calculer T |R|
R (As) pour reconnaître Anc(L′) avec A un automate

qui reconnaît L′ et As l’automate signé correspondant.
Nous évaluons la complexité de calcul de l’automate des ancêtres :

Soient R un système de réécriture, A un automate, et k un entier en unaire.
Le calcul de T k

R (A) s’effectue en EXPTIME.

Proposition 104

Démonstration. Soit A un automate non déterministe, pour chaque état q et chaque
règle (lk ,rk ) de R on souhaite déterminer les q ′ tels que q ′ ∈ Paths+(A, q,rk ) pour
ajouter le nouveau run qlk q ′. L’ajout d’un run est linéaire par rapport à la longueur
maximale des |lk | de R.

Le calcul dePaths+(A, q,m)pourunmotm etunétat q est uncalcul d’accessibilité
qui se fait en temps #Q2 ×|m|.

Donc la constructiondeTR (A) s’effectueen≤ #Q2×#R×(max(lk ,rk )∈R |rk |+max(lk ,rk )∈R |lk |) ≤
#Q3 ×|R|2 car max(lk ,rk )∈R |rk |+max(lk ,rk )∈R |lk | ≤ |R| et #R ≤ |R|.

D’après la proposition 99, la taille de T i
R (A) est majorée par #Q ×|R|i .

Ainsi, on a une complexité totale égale à :

k∑
i=0

|T i
R (A)|3 ×|R|2 = |R|2 ×#Q3 ×

k∑
i=0

|R|3i

Donc la construction de T k
R (A) s’effectue en EXPTIME.

Ainsi on en déduit que :
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On a :

PROBLEME : Inclusion de requêtes RPQ sous
contraintes NR
INSTANCE : C un système de contraintes de mots
NR,Q = xLy etQ ′ = xL′y deux RPQ
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : EXPSPACE

Théorème 105

Démonstration. Nous savons que tout système NR est terminant donc descendant-
limité et d’après le théorème 90 il suffit de tester l’inclusion L ⊆AncR (L′) où R est le
système de réécriture associé à C .

Soit A l’automate qui reconnaît L′.
Puisque R est NR, l’automate des ancêtres de tout langage régulier est calculable

en EXPTIME d’après 104 et est de taille exponentielle d’après 99.
L’inclusion de deux langages réguliers sous formes d’automates non déterministe

est en PSPACE en la taille des automates, ce qui permet de conclure.

Nous montrons maintenant que le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous
contraintes issues d’un système de réécriture NR est EXPSPACE-complet.

On rappelle le problème de décision suivant :

PROBLEME : reconnaissancedumot videpar unemachine
de Turing de mémoire exponentielle
INSTANCE : M une machine de Turing déterministe de
taille m et de ruban de longueur 2mk avec un unique état
final
QUESTION : M reconnaît ε?
COMPLEXITE : EXPSPACE-complet

L’objectif est de réduire le problème de reconnaissance du mot vide dans le
problème d’inclusion ¬(L ⊆ AncR (L′)) où L et L′ sont des langages réguliers et R un
système de réécriture NR.

Soit $ le symbole blanc du ruban. On pose Σ$ =Σ∪ {$}.
SoitM = (Q,Σ,δ, q0, q f )unemachinedeTuringde taillem oùQ est l’ensemble des

états de M ,Σ est l’alphabet du ruban, δ est une fonction deQ×Σ$ dansQ×Σ×{←,→}.
La machine travaille sur un ruban de taille exponentielle : on peut supposer le ruban
de longueur 2mk , soit 2n en posant n = mk .
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Une configuration est l’ensemble des symboles inscrit sur le ruban, l’état
dans lequel se trouve la machine M et la position du ruban désignée par la
tête.
Onmodélise une configuration par unmot de longueur 2n du langage :

Σ∗(Q ×Σ$)Σ∗$∗

La position de l’unique lettre de la configuration qui appartient à Q ×Σ$

indique la position de la tête de lecture, la première composante de cette
lettre indique l’état dans lequel se trouve la machine M .

Définition 106

La configuration initiale de M est le mot (q0,$)$2n−y1.

SoientCi etCi+1 deux configurations de Σ∗(Q ×Σ$)Σ∗$∗.
Soit j la position de la tête de lecture deCi . Si (q, a) est la j -ième lettre deCi

(c’est l’unique lettre deQ ×Σ$) alors (Ci ,Ci+1) est une transition valide si et
seulement si :

— Ci+1[ j ] = x,Ci+1[ j−1] = (q ′,Ci [ j−1]) etCi+1[k] =Ci [k]pourk ∉ { j , j−
1} si δ(q, a) = (q ′, x,←) a

— Ci+1[ j ] = x,Ci+1[ j+1] = (q ′,Ci [ j+1]) etCi+1[k] =Ci [k]pourk ∉ { j , j+
1} si δ(q, a) = (q ′, x,→) b

a. autrement dit, la machine a écrit x sur a et s’est déplacée à gauche en passant à l’état
q ′

b. autrement dit, la machine a écrit x sur a et s’est déplacée à droite en passant à l’état
q ′

Définition 107

Par définition nous avons la proposition suivante :
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M reconnaît ε si et seulement s’il existe une séquence finie de configurations
C0, ...,Ct telle que

— C0 est la configuration initiale
— Pour tout i < t , (Ci ,Ci+1) est valide
— Ct est la configuration (q f ,$)$2n−1 a

a. On peut supposer que la tête de lecture termine tout à gauche quitte à ajouter des
transitions de déplacement de la tête vers la gauche à partir de l’état final qui efface les
lettres en $.

Proposition 108

Soit # un symbole qui n’appartient pas à Σ$.
L’idée est de considérer le langage des configurations consécutives qu’une ma-

chine de Turing peut parcourir que l’on concatène entre elles par le nouveau symbole
#.

On pose alors :

L = #(q0,$)$∗#(#Σ∗(Q ×Σ$)Σ∗$∗#)∗#(q f ,$)$∗#

On introduit un symbole d’erreur e.
Nous allons introduire alors deux systèmes de réécritures Rl et Rv .
- Le premier, Rl , permet de tester si tous les facteurs entre deux # qui ne com-

portent pas de # (a priori les configurations) sont bien de longueur 2n : on montre
qu’il existe une dérivation dont le but est un mot contenant le symbole e si et seule-
ment si une des a priori configurations n’est pas de la bonne longueur.

- Le second,Rv , permet de tester si deux configurations successives, i.e. un facteur
d’unmotdeL de la forme#C ##C ′#, formentuncouple validepourM : onmontrequ’il
existe une dérivation dont le but est un mot contenant le symbole e si et seulement
si (C ,C ′) n’est pas valide.

On pose alors R = Rl ∪Rv on aura ainsi :
Pour tout mot u de L, il existe une dérivation d’origine u et de but un mot conte-

nant e si et seulement si M ne reconnaît pas le mot vide.
On poseW =Σ∪Q ×Σ∪ {$}∪ {#}.
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Soit Rl le système de réécriture défini par :
— a → l0 pour tout a ∈Σ$ ∪Q ×Σ
— li li → li+1 pour i < n +1
— ln+1 → e
— #li → Ii pour i ≤ n
— Ii lk → Ik pour k < i ≤ n
— Ik # → e pour k < n

Définition 109

Pour tout mot m de L.
Il existe un facteur dem de la forme #w# tel que w ne contient pas de # et de
longueur 6= 2n et < 2n+1 ou il existe un facteur w de m ne contenant pas de #
de longueur 2n+1 si et seulement s’il existe une dérivation m →∗

Rl
m′ avec m′

qui contient e.

Lemme 110

Démonstration. 1)
Montrons par récurrence sur t que si il existe une séquence finie d’entiers positifs

(i0, ..., it ) tous distincts telle que |w | = 2i0 +2i1 + ...+2it . alors il existe une dérivation
w →∗ li0 li1 ...lit .

On remarquera qu’on a w →∗ l |w |
0 .

- Initialisation : Si t = 0 alors on a |w | = 2i0 alors w →∗ l 2i0

0 →∗ l 2i0−1

1 →∗ l 2i0−2

2 ... →∗

li0 .
- Hérédité : On suppose la propriété vraie pour t − 1, montrons la pour t . On

a |w | ≥ 2it donc il existe w ′ et w ′′ tels que w = w ′w ′′ avec |w ′| = 2it , donc |w ′′| =
2i0 + ...+2it −2it = 2i0 + ...+2it−1 .

On a donc w ′ →∗ lit et par hypothèse de récurrence w ′′ →∗ li0 ...lit−1 ainsi, on a
w →∗ li0 ...lit .

Ce qui termine la récurrence.
2)
Montrons maintenant par récurrence sur t que
Pour tout uplet d’entiers (i0, i1, ..., it ) tel que n ≥ i0 > i1 > i2... > it il existe une

dérivation #li0 li1 ...lit →∗ Iit .
- Initialisation : soit t = 0, on considère un uplet (i0) avec n ≥ i0 > i1 on a #li0 → Ii0 .
- Hérédité : supposons la propriété vraie au rang t −1. On considère un uplet

(i0, i1, ..., it ) tel que n ≥ i0 > i1 > i2... > it . Par hypothèse de récurrence on a
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#li0 li1 ...lit # →∗ Iit−1 lit # → Iit #. Ce qui termine la récurrence.
3)
On suppose que |w | < 2n+1.
Pour tout entier x < 2n+1 il existe un unique uplet (i0, i1, ..., it ) avec n ≥ i0 > i1 >

i2 > ... > it tel que x = 2i0 + ...+2it .
On pose x = |w |.
Montrons maintenant que :
si t > 0 ou i0 < n alors il existe une dérivation de la forme #w# →∗ e.
On suppose que t = 0 on a alors i0 < n. On a x = 2i0 , donc d’après 1) on a x → li0

donc #x# →∗ #li0 # → Ii0 # → e car i0 < n.
On suppose maintenant que t > 0. D’après 1), il existe une dérivation w →∗

li0 ...lit . Puis d’après 2) il existe une dérivation #li0 ...lit →∗ Iit , on a it < n. Donc
#w# →∗ #li0 ...lit # →∗ Iit # → e.

4)
Soit m unmot de L. Supposons qu’il existe un facteur de la forme #w# dans m

tel que w ne contiennent pas de #, dont la longueur vérifie 6= 2n .
Si la longueur est < 2n+1, d’après 3), il existe un unique uplet (i0, i1, ..., it ) avec

n ≥ i0 > i1 > i2 > ... > it tel que |w | = 2i0 + ...+2it . Comme |w | 6= 2n , on a soit t = 0 et
i0 = n, soit t > 0. Donc il existe une dérivation #w# →∗ e. Or #w# facteur de m, donc
il existe une dérivation m →∗ m′ avec e lettre de m′.

Supposons maintenant que m admet un facteur w sans # tel que |w | ≥ 2n+1

alors w se décompose en w ′w ′′ avec |w ′| = 2n+1 donc il existe une dérivation #w# →
#ln+1w ′′# → #ew ′′#.

5)
Réciproquement, supposons qu’il existe une dérivation de la forme m →∗ m′

avec e lettre de m′.
Comme le système est non-récursif (i.e. ∈ N R), il existe un facteur u de m tel que

u →∗ e.
e ne peut être produit que par des règles de la forme
1. ln+1 → e

2. #li # → e

3. Ik # → e

Premier cas : ln+1 → e :
le symbole ln+1 apparaît dans la dérivation alors comme l’unique règle de pro-

duction de li+1 est li li → li+1 pour tout i . Aucune lettre li n’appartient à m, donc
pour avoir ln+1 il faut 2n+1 lettres consécutives l0 puisqu’aucune lettre de u n’est
réécrite en autre chose que l0 et que u est l’origine de la dérivation, on en déduit que
u →∗ l 2n+1

0 , donc de longueur 2n+1.
Second cas : Ik # → e :
Les seules règles qui produisent Ik sont de la forme :
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— #li → Ii

— Ii lk → Ik

Il existe t ≥ 0 tel que la seconde règle a été appliquée exactement t fois pour
produire successivement Ii0 , ...Iit avec it = k.

Par récurrence sur j entre t et 0, montrons qu’il existe un mot de la dérivation
qui admet le facteur Ii j li j+1 ...lit # et on a i j > i j+1... > it et i j+1 < n.

- Initialisation : Si j = t alors on a Iit # → e, et cette règle est appliquée si k < n
donc la propriété est vraie.

- Hérédité : Soit j entre 1 et t tel qu’il existe unmot de la dérivation qui admet
le facteur Ii j li j+1 ...lit # et on a n > i j > i j+1... > it . Alors Ii j est produit soit par une
règle de la forme #li → Ii soit de la forme Ii lk → Ik . La première est exclue car il y a
exactement t fois application de la première règle.

Ainsi, la règle Ii lk → Ik a été appliquée pour produire Ii j , on pose i j−1 l’entier i ,
comme la règle a été appliquée on a i j−1 > i j et i j−1 < n. On a alors :

Ii j−1 li j li j+1 ...lit # → Ii j li j+1 ...lit #

Ce qui achève la récurrence.
Il existe donc i0, ..., it tels que i0 > i1 > ... > it , i1 < n et unmot de la dérivation qui

contient un facteur de la forme Ii0 li1 ...lit #. Or la seconde règle a été appliquée t fois,
il reste donc la première règle.

La règle #li0 → Ii0 a donc été appliquée, on a donc i0 ≤ n, de plus :
Il existe un facteur de la forme #li0 li1 ...lit # dans la dérivation et on a n ≥ i0 > i1 >

... > it . Or aucune des lettres li j n’apparaît dans u, et pour produire un li j il faut un

facteur de la forme l 2
i j

0 . De même, les l0 ne sont pas dans u, et les lettres de u ne
peuvent devenir que des l0 donc u est de la forme #w# avec |w | =∑t

j=0 2i j < 2n+1 qui
ne contient pas de #..

Comme u est facteur de m, le lemme est prouvé.

Soit Rv le système de réécriture défini par :
— a → L0 pour tout a ∈W
— Li Li → Li+1 pour i < n
— (q, a)bLncd → e pour tout a,b,c ∈Σ$, d ∈Q ×Σ$, q ∈Q tels que x 6= c

ou d 6= (q ′,b) où δ(q, a) = (q ′, x,→)
— a(q,b)Lncd → e pour tout a,b,d ∈Σ$, c ∈Q ×Σ$, q ∈Q tels que x 6= d

ou c 6= (q ′, a) où δ(q,b) = (q ′, x,←)
— aLc d → e pour tout a,c ∈Σ$ avec a 6= c

Définition 111
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SoientC etC ′ deux configurations :
(C ,C ′) n’est pas valide si et seulement s’il existe une dérivation de la forme
#C ##C ′# →∗

Rv
m avec e lettre de m.

Lemme 112

Démonstration. Tout d’abord, on remarquera que les seules règles de productions
de L0 sont depuis les lettres a de W . De plus, chacune de ces lettres n’est jamais
produite par aucune règle. La seule règle qui produit Li+1 est la règle Li Li → Li+1. Le
système étant NR, il existe une dérivation µwµ′ →µLnµ

′ si et seulement si |w | = 2n .
Ensuite puisque C et C ′ sont des configurations on a |C | = |C ′| = 2n , et il existe

une unique lettre deC (resp.C ′) qui appartient àQ ×Σ, on note j sa position.
On pose m = #C ##C ′#. Par définition on a m[ j +1] ∈ Q ×Σ. Et on a pour tout i

entre 1 et 2n , m[i +1] =C [i ] et m[i +2n +1] =C ′[i ].
On pose (q ′, x, f ) = δ(m[ j +1]) (= δ(C [ j ])).
On suppose que f =← alors par définition :
(C ,C ′) est non valide si et seulement l’un des trois conditions est vérifiées

1. ∃k ∉ { j −1, j },C [k] 6=C ′[k]

2. C ′[ j ] 6= x

3. C ′[ j −1] 6= (q ′,C [ j −1])

Ces conditions sont respectivement équivalentes aux conditions

1. ∃k ∉ { j −1, j } avec k entre 1 et 2n tel que m[k +1] 6= m[k +2n +1]

2. m[ j +2n +1] 6= x

3. m[ j +2n] 6= (q ′,m[ j ])

Implication :
Supposons que (C ,C ′) n’est pas valide.
- Premier cas : ∃k ∉ { j −1, j } avec k entre 1 et 2n tel que m[k +1] 6= m[k +2n +1] et

tel que m[k +2n +1] ∈Σ$.
Par hypothèse comme l’unique lettre deC qui appartiennent àQ ×Σ$ est celle

de position j , alors la seule lettre de m dont la position est entre 2 et 2n + 1 qui
appartiennent àQ ×Σ$ est m[ j +1], donc m[k +1] appartient à Σ$.

On a m = µawcµ′ avec µ = m[1]...m[k], a = m[k + 1], w = m[k + 2]...m[k + 2n],
c = m[k +2n +1], µ′ = m[k +2n +2]...m[|m|].

On a |w | = 2n donc m →∗ µaLncµ′.
Par hypothèse on a m[k +1] 6= m[k +2n +1] donc a 6= c donc a 6= c donc aLnc → e.
Ainsi m →∗ µeµ′.
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- Deuxième cas : ∃k ∉ { j −1, j } avec k entre 1 et 2n tel que m[k +1] 6= m[k +2n +1]
et tel que m[k +2n +1] ∈Q ×Σ$

Puisqu’il existe une unique lettre de C ′ de la forme Q ×Σ$, donc une unique
position > 2n +1 qui appartienne àQ ×Σ$

Puisque k ∉ { j −1, j } on a k 6= j −1 donc m[ j +2n] ∉Q ×Σ.
On a m =µa(q,b)wcdµ′ avec µ= m[1]...m[ j −1], a = m[ j ], (q,b) = m[ j +1], w =

m[ j +2]...m[ j +2n +1], c = m[ j +2n], d = m[ j +2n +1] et µ′ = m[ j +2n +2]...m[|m|].
On a donc a(q,b)Lncd avec c ∉Q ×Σ$ donc c 6= (q ′, a), donc a(q,b)Lncd → e.
On a |w | = 2n donc m →∗ µabLncdµ′.
Ainsi m →∗ µeµ′.
- Troisième cas : m[ j +2n +1] 6= x.
On a m =µa(q,b)wcdµ′ avec µ= m[1]...m[ j −1], a = m[ j ], (q,b) = m[ j +1], w =

m[ j +2]...m[ j +2n −1], c = m[ j +2n], d = m[ j +2n +1] et µ′ = m[ j +2n +2]...m[|m|].
On a |w | = 2n donc µa(q,b)wcdµ′ →∗ µa(q,b)Lncdµ′.
Or on a d 6= x donc a(q,b)Lncd → e.
Ainsi m →∗ µeµ′.
- Quatrième cas : m[ j +2n] 6= (q ′,m[ j ]).
On a m =µa(q,b)wcdµ′ avec µ= m[1]...m[ j −1], a = m[ j ], (q,b) = m[ j +1], w =

m[ j +2]...m[ j +2n −1], c = m[ j +2n], d = m[ j +2n +1] et µ′ = m[ j +2n +2]...m[|m|].
On a |w | = 2n donc µa(q,b)wcdµ′ →∗ µa(q,b)Lncdµ′.
Or on a c 6= (q ′, a) donc a(q,b)Lncd → e.
Ainsi m →∗ µeµ′.
Réciproque :
Supposons qu’il existe µ et µ′ tel que m →∗ µeµ′ avec µ,µ′ ∈W ∗.
Les règles qui produisent e sont de la forme (on rappelle qu’on est dans le cas

f =←) :
— aLnc → e avec a,c ∈Σ$ et a 6= c
— a(q,b)Lncd → e avec x 6= d ou c 6= (q ′, a)
- Premier cas : on a aLnc → e avec a,c ∈Σ$ et a 6= c. Les lettres a,c ne sont jamais

produites, il existe donc un facteur w tel que |w | = 2n et

awc →∗ aLnc → e

Notons k +1 la position de a. On a m[k +1] 6= m[k +2n +1] car |w | = 2n . On a k
entre 1 et 2n car m[1] = # ∉Σ$ et a ∈Σ$, et |C | = 2n .

Si k = j alors a = m[k +1] = m[ j +1] ∈Q ×Σ$, contradiction.
Si k 6= j −1, il existe k ∉ { j −1, j } entre 1 et 2n tel quem[k+1] 6= m[k+2n +1], donc

C [k] 6=C ′[k]. Donc (C ,C ′) non valide.
Si k = j −1, alors m[ j +2n] = c ∉Q ×Σ$, donc m[ j +2n] 6= (q ′, a), doncC ′[ j −1] 6=

(q ′,C [ j −1]). Donc (C ,C ′) non valide.
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- Deuxième cas : on a a(q,b)Lncd → e avec a,b,d ∈ et c ∈Q ×Σ$ tels que x 6= d ou
c 6= (q ′, a). Les lettres a,b,c,d ne sont jamais produites, il existe donc un facteur w
tel que |w | = 2n et

a(q,b)wcd →∗ a(q,b)bLncd → e

Supposons (C ,C ′) valide. Par définition, on aC ′[ j ] = x etC ′[ j −1] = (q ′,C [ j −1]).
Or j ≤ 2n donc m[ j +1] = (q,b) car c’est l’unique lettre entre les positions 1 et 2n telle
que m[k +1] ∈Q ×Σ$.

On a doncm[ j ] = a, commeC est une configuration, on am[ j +2n+1] =C ′[ j ] = x
et m[ j +2n] =C ′[ j −1] = (q ′,m[ j ]) = (q ′, a).

Or |w | = 2n donc m[ j +2n +1] = c et m[ j +2n] = d , on a donc x = d et c = (q ′, a),
contradiction.

Ainsi (C ,C ′) est non valide.
Les mêmes cas apparaissent pour f =→ et sont similaires à prouver.

On pose alorsΩ l’ensemble des lettres qui apparaissent dans les systèmes Rl et
Rv , i.e.Ω=W ∪⋃n

i=0{li }∪⋃n
i=0 Li ∪⋃n

i=0Ii . On pose alors L′ l’ensemble des mots qui
contiennent un symbole e, i.e. L′ =Ω∗eΩ∗.

On pose R = Rl ∪Rv .

M reconnaît ε si et seulement si ¬(L ⊆ AncR (L′))

Théorème 113

Démonstration. Puisque les systèmes Rl et Rv n’utilisent pas de lettres produites en
commun en dehors de e. Si m → m′ avec m′ ∈ L′ alors soit il existe un facteur w tel
que |w | 6= 2n , soit il existe un facteur #C ##C ′# avecC etC ′ deux configurations telles
que (C ,C ′) est non valide.

On remarque que s’il existe w tel que #w# est un facteur d’un mot de L sans #
alors w est une configuration si et seulement si |w | = 2n .

Supposons que L ⊆ AncR (L′). Pour toute séquence (C0, ...,C f ) avecC0 ∈ (q0,$)$∗,
Ci ∈Σ∗(Q×Σ$)Σ∗$∗ pour 0 < i < f etC f ∈ (q f ,$)$∗) alors lemotm = #C0##C1#...#C f #
de L, il existe une dérivation de m dans unmot de L′. Les mots de L′ contenant e :

- (Lemme 110) Soit il existe un facteur #w# tel que w ne contient pas de # avec
|w | 6= 2n , donc w n’est pas une configuration. Or il existe i tel que w =Ci .

Donc il existe i tel queCi n’est pas une configuration.
- (Lemme 112) Sinon, pour tout i , Ci est une configuration. Il existe donc un

facteur #Ci ##Ci+1# tel que (Ci ,Ci+1) est non valide.
Ainsi, M ne reconnaît pas ε.
Réciproquement,
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Si M ne reconnaît pas ε il existe une séquence finie (C0, ...,C f ) avecC0 ∈ (q0,$)$∗,
Ci ∈ Σ∗(Q ×Σ$)Σ∗$∗ pour 0 < i < f et C f ∈ (q f ,$)$∗) telle que soient l’une d’elle ne
soit pas une configuration, soit un couple (Ci ,Ci+1) n’est pas valide.

Dans le premier cas, d’après le Lemme 110, il existe un facteur w sans # de lon-
gueur ≥ 2n+1 ou entre deux # de longueur < 2n+1 et 6= 2n , donc m = #C0...#C f # se
dérive en unmot de L′

Dans le second cas, d’après le Lemme 112, il existe un facteur #Ci ##Ci+1# qui
dérive en e, donc m = #C0...#C f # se dérive en unmot de L′.

Ainsi tous les mots de L se dérivent en unmot de L′, donc L ⊆ AncR (L′).

Ainsi :

Soit C un ensemble de contraintes de mots tel que le système de réécriture
R est NR.

PROBLEME : Inclusion de requêtes RPQ sous
contraintes NR
INSTANCE : Q = xLy et Q ′ = xL′y deux RPQ, C un
ensemble de contraintes de mots dont le système
associé est NR
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : EXPSPACE-complet

Corollaire 114
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié le problème de l’inclusion de requêtes RPQ
sous contraintes de mots.

Nous avons montré que dans le cas des modèles potentiellement infinis la ré-
duction du problème vers le problème L ⊆ AncR (L′) est toujours possible. Dans le
cas où nous sommes restreints aux bases de données graphes finies, nous avons
montré que cette réduction n’est pas toujours valable et nous avons proposé un
contre-exemple. Nous montrons aussi que le problème d’inclusion de RPQ sous
contraintes est indécidable.

Nous avons proposé la condition d’être "descendant-limité" i.e. chaquemot a un
nombre fini de descendants comme suffisante pour réduire le problème d’inclusion
de requêtes sous contraintes de mots au problème d’inclusion de langages modulo
un système de réécriture.

Les classes intéressantes sont descendants-limitées et préservent les ancêtres.
Nous avons proposé une première classe limitée NR qui satisfait ces propriétés.
Finalement, nous avons montré que le problème d’inclusion de requêtes sous ces
systèmes est EXPSPACE-complète.
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CHAPITRE4 Complexité parallèle de la
réécriture
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Nous avons montré au chapitre précédent qu’une méthode pour décider le pro-
blème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes de mots consiste à proposer
des classes de systèmes de réécriture qui :

— préservent les réguliers pour les ancêtres
— sont descendants-limités
L’étude de la préservation de la régularité des ancêtres, ou quitte à inverser les

systèmes, des descendants est un problème largement étudié [16, 83, 60, 49]. Mal-
heureusement ces classes ne satisfont pas les deux propriétés à la fois : par exemple,
le système a → ab préserve les réguliers (il est MBmin(1)) mais n’est pas descendant-
limité.

Nous avons utilisé au chapitre 3 la complétion d’un automate où chaque étape de
complétion reconnaît les ancêtres à un pas parallèle, ainsi nous souhaitons borner
uniformément le nombre de pas parallèles des systèmes.

Après avoir étudié à l’aide de graphes les interactions entre les pas de réécriture,
nous définissons deux classes de systèmes de réécriture : MBmax. Un système de
réécriture est MBmax(k) si toutes les dérivations sont de complexité parallèle ≤ k. Un
système de réécriture est BPar(k) si pour toute dérivation entre deux mots u et v il
existe une dérivation entre ces deux mots dont la complexité parallèle est ≤ k i.e. on
peut simuler toute dérivation par une de complexité parallèle ≤ k.

Nousmontrons que si les contraintes demots correspondent à un système d’une
de ces classes alors le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous ces contraintes
est EXPSPACE-complet.

Finalement nous montrons que le problème de décision R ∈ MBmax(k)? est
PSPACE-complet.
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4.1 Complexité parallèle

Dans cette section on étudie la structure et la notion de complexité parallèle
d’une dérivation. Dans une dérivation, on peut permuter des règles qui n’ont pas
de dépendance (on parle d’orthogonalité [14, 53, 67] voir def. 31) sans changer la
structure de la dérivation et on peut donc construire une relation d’équivalence :
deux dérivations sont dites équivalentes si on peut permuter des règles orthogonales
pour transformer l’une en l’autre (cela correspond à la notion de "permutation
equivalence" ou "Lévy permutation equivalence" en lambda-calcul [14, 72, 68, 62]).

Nous introduisons alors une mesure du nombre minimal de pas de réécriture
parallèle à effectuer pour réaliser une dérivation (à équivalence près) : ce coût en
nombre d’étapes parallèles est la complexité parallèle de la dérivation.

L’objectif de cette section est d’étudier les structures des dérivations.

Soit R le système de réécriture {(aa, a), (ab, a)}. Considérons la dérivation :

σ1 = aaaaab
3,(aa,a)−→ aaaab

4,(ab,a)−→ aaaa
3,(aa,a)−→ aaa

1,(aa,a)−→ aa

On remarque par exemple que les deux derniers pas de réécriture sont
orthogonaux, on peut donc les échanger :

aaaaab
3,(aa,a)−→ aaaab

4,(ab,a)−→ aaaa
1,(aa,a)−→ aaa

2,(aa,a)−→ aa

On peut alors échanger le deuxième et le troisième pas puisque les deux
sont orthogonaux :

aaaaab
3,(aa,a)−→ aaaab

1,(aa,a)−→ aaab
3,(ab,a)−→ aaa

2,(aa,a)−→ aa

Enfin, les deux premiers pas sont orthogonaux on peut donc les échanger :

σ2 = aaaaab
1,(aa,a)−→ aaaab

2,(aa,a)−→ aaab
3,(ab,a)−→ aaa

2,(aa,a)−→ aa

Les dérivationsσ1 etσ2 ont lamême structure, il suffit d’échanger des règles
pour passer de l’une à l’autre. Les dérivations sont équivalentes.

Exemple 115

On met en avant la structure des dérivations dans les systèmes de réécriture,
pour cela on associe à chaque dérivation un graphe : le graphe de dérivation 1 qui

1. Le graphe de dérivation est une abstraction de la dérivation qui ne rend compte que des
dépendances
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rend compte des dépendances entre les règles de réécriture : si une lettre qui a été
produite par le i-ème pas de réécriture est utilisée pour le j -ème pas de réécriture
alors on construit une arête entre i et j . Deux dérivations équivalentes, qui ont la
même structure, auront leurs graphes isomorphes. Nous avons fait le choix de ne
rendre compte que des dépendances, cet affaiblissement de la structure de la dériva-
tion ne permet pas d’obtenir la réciproque : deux graphes peuvent être isomorphes
sans que les dérivations soient équivalentes. Le choix d’un hypergraphe ou l’ajout
d’annotations sur les arêtes permettrait de rendre cet invariant complet mais n’est
pas nécessaire pour ce manuscrit.

On considère les trois dérivations :
— σ1 = aaaaab

3,(aa,a)−→ aaaab
4,(ab,a)−→ aaaa

3,(aa,a)−→ aaa
1,(aa,a)−→ aa

— σ2 = aaaaab
1,(aa,a)−→ aaaab

2,(aa,a)−→ aaab
3,(ab,a)−→ aaa

2,(aa,a)−→ aa

— σ3 = aaaaab
3,(aa,a)−→ aaaab

3,(aa,a)−→ aaab
1,(aa,a)−→ aab

2,(ab,a)−→ aa
Considérons par exemple la dérivationσ1. Après le premier pas de réécriture
on a x1[3] = a qui est la lettre produite. Au second pas de réécriture la lettre
a en troisième position n’est pas utilisée, donc il n’y a pas d’arête entre 1 et 2.
La position de la lettre n’a pas changée non plus (puisque le second pas de
réécriture a été appliqué à sa droite). Au troisième pas de réécriture, la lettre
x2[3] = x1[3] = a est utilisée : c’est la première règle qui a produit cette lettre
on a donc une arête entre 1 et 3, etc.
Les graphes des trois dérivations sont :

1 2

3

4

0

2 3

4

1

0
1

2
4

3

0

On voit que les deux premiers graphes sont isomorphes, en effet d’après
l’exemple 115, les deux dérivations σ1 et σ2 sont équivalentes.
On remarque aussi que le graphe de σ3 n’est pas isomorphe à l’un des deux
autres graphes, on en déduit immédiatement que σ3 n’est équivalente ni à
σ1 ni à σ2.

Exemple 116

Si plusieurs pas consécutifs sont indépendants (orthogonaux) alors on peut les
exécuter de manière simultanée : on dit qu’on a effectué un pas parallèle (def.32).
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La complexité parallèle de la dérivation est le nombre minimal de pas parallèles
atteignable par permutation de pas de réécriture. Elle est représentée par la profon-
deur du graphe de la dérivation. Par définition, deux dérivations équivalentes ont la
même complexité parallèle.

On considère la dérivation :

σ2 = aaaaab
1,(aa,a)−→ aaaab

2,(aa,a)−→ aaab
3,(ab,a)−→ aaa

2,(aa,a)−→ aa

Pour la dérivation σ2, on remarque qu’on peut exécuter les 3 premiers pas
en un unique pas parallèle. Il est en revanche impossible d’exécuter le qua-
trième pas de manière parallèle avec les pas précédents : ainsi la complexité
parallèle de cette dérivation est 2.

σ4 = aaaaab aaa aa

On remarque que le graphe de dérivation de σ2 (donné à l’exemple 116) a
ses trois premiers nœuds consécutifs 1, 2 et 3 qui sont orthogonaux et que
la profondeur est de 2.
Puisque la dérivation σ2 est équivalente à σ1 les deux dérivations ont la
même structure et donc la même complexité parallèle.

Exemple 117

Enfin dans une dernière partie nous proposons, pour des raisons techniques, de
simplifier des preuves en associant à chaque lettre la profondeur du pas de réécriture
qui l’a produite : la complexité parallèle apparaît naturellement comme la plus
grande valeur qui apparaît. Cette manière d’associer des entiers "profondeurs" a été
introduite pour le lambda calcul dans [64, 12, 14] et pour les systèmes MBmin.
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On considère la dérivation :

σ1 = aaaaab
3,(aa,a)−→ aaaab

4,(ab,a)−→ aaaa
3,(aa,a)−→ aaa

1,(aa,a)−→ aa

On étiquette alors les premières lettres par des 0. Puis chaque lettre pro-
duite est étiqueté par 1+ le maximum des étiquettes des lettres qui ont été
réécrites :

σ1 = a0a0a0a0a0b0
3,(aa,a)−→ a0a0a1a0b0

4,(ab,a)−→ a0a0a1a1
3,(aa,a)−→ a0a0a2

1,(aa,a)−→ a1a2

Exemple 118

Nous présentons cette section par ce plan :

1. Étape de réécriture parallèle et dérivation parallèle
2. Orthogonalité et permutation
3. Dérivations équivalentes et complexité parallèle
4. Graphe d’une dérivation et complexité parallèle
5. Dérivations indicées

Finalement, nous introduisons quelques notations techniques utiles pour le
chapitre.

On dénote pour un pas de réécriture r = x
p,(u,v)−→ y :

— l’ensemble Left(r ) = {p, p +1, ..., p +|u|−1} comme l’ensemble des positions
des lettres réécrites

— Right(r ) = {p, p +1, ..., p +|v |−1} comme l’ensemble des positions des lettres
produites.

On généralise alors cette notation dans le contexte d’une dérivation.

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

— Leftσ(i ) = Left(xi−1
pi−1,(ui−1,vi−1)−→ xi ) pour i entre 1 et n −1

— Rightσ(i ) =Right(xi−1
pi−1,(ui−1,vi−1)−→ xi ) pour i entre 1 et n −1

— Rightσ(0) = {1, ..., |x0|}
Puis nous précisons les notations Right et Left dans le cas d’une dérivation in-

verse :
si σ est une dérivation de la forme :

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn
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alors on considère sa dérivation inverse σ−1 :

σ−1 = xn
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn−1...

p0,(u0,v0)−→ x0

On a alors :
— Leftσ−1 (i ) = Left(xi

pi−1,(vi−1,ui−1)−→ xi−1) =Rightσ(i +1) pour i entre 1 et n −1

— Rightσ−1 (i ) =Right(xi
pi−1,(ui−1,vi−1)−→ xi−1) = Leftσ(i +1) pour i entre 1 et n −1

— Rightσ−1 (n) = {1, ..., |xn |}

Réécritureparallèle et dérivationparallèle Onétend lanotiondedérivation (dîte
séquentielle) sur la relation avec la notion de dérivation parallèle. Elles ad-
mettent aussi une longueur (le nombre d’étapes parallèles), une origine et un but.

On peut décomposer tout pas de réécriture parallèle en une dérivation séquen-
tielle en effectuant les règles de gauche à droite, successivement. On peut donc
associer à toute dérivation parallèle une dérivation séquentielle que nous définis-
sons comme la dérivation canonique associée.

Le pas de réécriture parallèle

aabaaabaa aaaaaa

peut être décomposé en la dérivation :

aabaabaa
2,(ab,a)−→ aaaaabaa

5,(ab,a)−→ aaaaaaa
6,(aa,a)−→ aaaaaa

Exemple 119

SoitR un système de réécriture, soitσ= x0
m xm une dérivation parallèle.

Pour tout t < m, on peut décomposer xt et xt+1 de la forme xt =
µ0u1µ1...µn−1unµn et xt+1 = µ0v1µ1...µn−1vnµn tels que pour tout i ≤ n,
(ui , vi ) ∈ R.
On associe à xt xt+1 la dérivation xt

|µ0|,(u1,v1)−→ y1...yn−1
|µ0u1...µn−1|,(un ,vn )−→

xt+1

Par composition on associe une unique dérivation séquentielle à σ appelée
la dérivation canonique associée à σ.

Définition 120
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Orthogonalité et permutation de pas de réécriture

Soient R un système de réécriture et σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une
dérivation sur R. On dit que σ est orthogonale en i (0 < i < n) si

Leftσ(i +1)∩Rightσ(i ) =;

Définition 121

Lorsqu’une dérivation est orthogonale en i on peut alors permuter les pas de
réécriture i et i +1 car aucun élément p de Leftσ(i +1) n’est dans Rightσ(i ).

xi−1 =αui−1βuiγ, xi =αvi−1βuiγ, xi+1 =αvi−1βviγ si pi−1 < pi

xi−1 =αuiβui−1γ, xi =αuiβvi−1γ, xi+1 =αviβvi−1γ sinon.

En posant :
p ′

i−1 = pi +|ui−1|− |vi−1|, p ′
i = pi−1 si pi−1 < pi

p ′
i−1 = pi , p ′

i = pi−1 +|vi |− |ui | sinon
on a :
x0

p0,(u0,v0)−→ ·· ·xi−1
p ′

i−1,(ui ,vi )−→ x ′
i

p ′
i ,(ui−1,vi−1)−→ xi+1

pi+1,(ui+1,vi+1)−→ xi+2 · · · pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

Cela correspond à permuter les deux pas de dérivation.
On dénote par exchi ,i+1(σ) la dérivation obtenue après permutation des deux

pas de réécriture. Notons qu’on a xi−1 xi+1.

On considère :

σ= aaaa
3,(aa,a)−→ aaa

1,(aa,a)−→ aa

OnaLeftσ(2) = {1,2} et Rightσ(1) = 3, ils sont disjoints onpeut donc échanger
les deux pas pour obtenir :

aaaa
1,(aa,a)−→ aaa

2,(aa,a)−→ aa

Exemple 122

On précise la notion d’orthogonalité dans le cas d’une dérivation inverse, si σ−1

est la dérivation inverse de :

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

alors la dérivation σ−1 va être orthogonale en i (on peut échanger les pas i +1 et i )
si :

Leftσ−1 (i −1)∩Rightσ−1 (i ) =;
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Dérivations équivalentes et complexité parallèle Deux dérivations sont dites
équivalentes si on peut passer de l’une à l’autre par permutations de réécritures
consécutives orthogonales.

On considère la relation (symétrique) entre deux dérivations σ et σ′ définie
par : il existe un entier i inférieur à la plus petite longueur des dérivations tel
queσ= exchi ,i+1(σ′) (doncσ′ est orthogonale en i ). soit∼ la clôture réflexive
et transitive de cette relation.

Définition 123

On peut alors étendre ∼ aux dérivations parallèles en utilisant les dérivations
canoniques associées.

Soit R un système de réécriture, soit σ une dérivation, soient σ′ et σ′′ deux
dérivations parallèles. On étend la relation∼ aux dérivations parallèles avec :

— σ∼σ′ ssi σ est équivalente à la dérivation canonique associée à σ′

— σ′ ∼σ′′ ssi les dérivations canoniques associées respectivement à σ′

et σ′′ sont équivalentes

Définition 124

La relation est ∼ est stable par inversion 2 :

Si σ∼σ′ alors σ−1 ∼σ′−1

Proposition 125

Démonstration. Nous allons montrer que si σ est orthogonale en i alors σ−1 est
orthogonale en i .

Dans ce cas si on échange les pas i et i +1 dans σ alors on peut échanger les
mêmes pas dansσ−1, ainsi par récurrence sur le nombre d’échanges, on aσ−1 =σ′−1.

Soit σ = x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation. On suppose que σ est
orthogonale en i avec i entre 1 et n −1.

On a Leftσ−1 (i −1)∩Rightσ−1 (i ) =Rightσ−1 (i )∩Leftσ−1 (i +1) =;
Donc σ−1 est orthogonale en i .

2. On inverse tous les pas de réécriture de la dérivation, voir chapitre 1
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Comme nous l’avons déjà évoqué la complexité parallèle d’une dérivation repré-
sente le nombre minimal d’étapes parallèles nécessaires pour exécuter la dérivation.

Soit R un système de réécriture. Soit σ une dérivation. La complexité paral-
lèle de σ est la plus petite longueur des dérivations parallèles équivalentes à
σ.

Définition 126

Graphe d’une dérivation Une lettre qui n’est pas réécrite ne change pas au cours
de la dérivation, mais sa position quant a elle est modifiée. Par exemple si a est de
position 2 dans bab et que b devient cc alors cette même lettre est de position 3
dans ccab. On introduit la relation Corrσ(i , j ) qui à une position p de xi associe la
position p ′ de x j correspondant à la même lettre si elle n’a pas été réécrite.

Formellement :

Soit R un système de réécriture et une dérivation σ = x0
p0,(u0,v0)−→

x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn . On définit pour tout i ≤ j la relation Corrσ(i , j ) sur

{1, ..., |xi |}× {1, ..., |x j |} définie par induction par :
— (p, p ′) ∈Corrσ(i , i ) ssi p = p ′

— (p, p ′) ∈Corrσ(i , i +1) ssi l’une des conditions est vérifiée :
— p < pi et p ′ = p
— p ≥ pi +|ui |−1 et p ′ = pi −|ui |+ |vi |

— Corrσ(i , j ) =Corrσ(i , j −1)◦Corrσ( j −1, j )

Définition 127

On peut alors maintenant définir le graphe de dérivation, chaque nœud (sauf la
racine) correspond à un pas de dérivation :

Soit R un système de réécriture et une dérivation σ = x0
p0,(u0,v0)−→

x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn .

Le graphe de dérivation de σ est défini parG(σ) = (N ,E) avec :
— N = {0,1, ...,n}
— (i , j ) ∈ E si et seulement s’il existe p ∈ Rightσ(i ) et p ′ ∈ Leftσ( j ) tels

que (p, p ′) ∈Corrσ(i , j −1).

Définition 128
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On prendra garde que 0 est un nœud du graphe avec Rightσ(0) = {1, ..., |x0|}.

On considère la dérivation :
σ1 = aaaaab

3,(aa,a)−→ aaaab
4,(ab,a)−→ aaaa

3,(aa,a)−→ aaa
1,(aa,a)−→ aa

On a Rightσ(1) = {3}, Leftσ(3) = {3,4} et, comme la lettre en 3-ème position
dans x1 n’a pas changé de position lors du deuxièmepas de réécriture, (3,3) ∈
Corr(1,2) : on a donc une arête entre 1 et 3.

Exemple 129

Par définition les graphes de dérivations sont enracinés (par le nœud 0), orientés
et acycliques.

Soit R un système de réécriture. Soitσ une dérivation parallèle. Le graphe de
dérivation deσ est le grapheG(σ′) oùσ′ est la dérivation canonique associée
à σ.

Définition 130

Puisque dans un pas les positions des lettres impliquées dans un pas de
réécritures sont disjointes, on en déduit que la dérivation séquentielle associée à un
pas de réécriture parallèle admet un graphe de dérivation dont les nœuds sont tous
à la même profondeur. Par récurrence, on obtient alors :

Soit R un système de réécriture. Soit σ une dérivation parallèle. Alors la
profondeur du graphe de dérivation deσ est inférieure ou égale à la longueur
de σ.

Proposition 131

Permuter deux pas orthogonaux d’une dérivation correspond à échanger les
nœuds i et i +1 du graphe. Si deux dérivations sont équivalentes alors elles ont des
graphes de dérivation isomorphes.
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On considère les trois dérivations :
— σ1 = aaaaab

3,(aa,a)−→ aaaab
4,(ab,a)−→ aaaa

3,(aa,a)−→ aaa
1,(aa,a)−→ aa

— σ2 = aaaaab
1,(aa,a)−→ aaaab

2,(aa,a)−→ aaab
3,(ab,a)−→ aaa

2,(aa,a)−→ aa

— σ3 = aaaaab
3,(aa,a)−→ aaaab

3,(aa,a)−→ aaab
1,(aa,a)−→ aab

2,(ab,a)−→ aa
On a σ2 = (exch1,2 ◦exch2,3 ◦exch3,4)(σ1) donc σ1 ∼σ2.
De plus les graphes de σ1 et de σ3 ne sont pas isomorphes, donc σ1 �σ3.

1 2

3

4

0

2 3

4

1

0
1

2
4

3

0

Exemple 132

Soit R un système de réécriture. Soit σ = x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

une dérivation orthogonale en i . Soit ϕi ,i+1 l’isomorphisme de graphe qui
échange les nœuds i et i +1. On a :

G(exchi ,i+1(σ)) =ϕi ,i+1(G(σ))

Lemme 133

Démonstration. On pose σ′ = exchi ,i+1(σ).
Puisque σ est orthogonale en i l’arête (i , i +1) n’est pas dansG(σ).
Par définition, σ′ est égale à :

x0
p0,(u0,v0)−→ ·· ·xi−1

p ′
i−1,(ui ,vi )−→ x ′

i

p ′
i ,(ui−1,vi−1)−→ xi+1

pi+1,(ui+1,vi+1)−→ xi+2 · · · pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

avec
p ′

i−1 = pi +|ui−1|− |vi−1|, p ′
i = pi−1, quand pi > pi−1,

p ′
i−1 = pi , p ′

i = pi−1 +|vi |− |ui | quand pi < pi−1,
On remarque que pi 6= pi−1 car :

pi−1 ∈Rightσ(i ), pi ∈ Leftσ(i +1) et Rightσ(i )∩Leftσ(i +1) =;.
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Nous supposons sans perte de généralité que pi < pi−1. L’autre cas (pi > pi−1)
étant obtenu par symétrie (par exemple, en considérant les miroirs des mots).
Ainsi nous avons :

Corrσ′(i −1, i ) = {(p, p), p < p ′
i−1}∪ {(p, p +|vi |− |ui |, p ≥ p ′

i−1 +|ui |} =
{(p, p), p < pi }∪ {(p, p +|vi |− |ui |, p ≥ pi +|ui |}

et
Corrσ′(i , i +1) = {(p, p), p < p ′

i }∪ {(p, p +|vi−1|− |ui−1|), p ≥ p ′
i +|ui−1|} =

{(p, p), p < pi−1 +|vi |− |ui |}∪ {(p, p +|vi−1|− |ui−1|), p ≥ pi−1 +|vi |− |ui |+ |ui−1|}
d’où Corrσ′(i −1, i +1) = {(p, p), p < pi }∪ {(p, p +|vi |− |ui |, pi−1 > p ≥ pi +|ui |}

∪ {(p, p +|vi−1|− |ui−1|+ |vi |− |ui |, p ≥ pi−1 +|ui−1|}.
donc Corrσ′(i −1, i +1) =Corrσ(i −1, i +1).

Ainsi :
— Leftσ(k) = Leftσ′(k) et Rightσ(k) = Rightσ′(k) si k < i ou k > i +1. Les k ème

pas des dérivations σ et σ′ coïncident si k < i ou k > i +1 ;
— Leftσ′(i ) = Leftσ(i +1) et Leftσ′(i +1) = {p+|vi ]−|ui ], p ∈ Leftσ(i )}. Rightσ′(i ) =

Rightσ(i +1), Rightσ′(i +1) = {p +|vi ]−|ui ], p ∈Rightσ(i )}.
— Corrσ(k, l ) =Corrσ′(k, l ), si l < i ou k > i +1 ou k < i < l . C’est évident si l < i

or k > i +1 étant donné que les "portions" [l ,k] des dérivations σ and σ′ sont
égales. Si k < i < l , c’est vrai car Corrσ(k, l ) =Corrσ(k, i −1)◦Corrσ(i −1, i +1)◦
Corrσ(i +1, l ) (resp. Corrσ′(k, l ) =Corrσ′(k, i −1)◦Corrσ′(i −1, i +1)◦Corrσ′(i +
1, l )) et Corrσ′(i −1, i +1) =Corrσ(i −1, i +1).

Prouvons maintenant queG(σ′) =ϕi ,i+1(G(σ)).
Si (k, l ) est une arête deG(σ), (ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) est une arrêteG(σ′).
Soit (k, l ) une arête deG(σ) ; par définition, il existe (q, q ′) ∈Corrσ(k, l −1) tel que

q ∈Rightσ(k) et q ′ ∈ Leftσ(l ).
Si k et l sont tous les deux différents de i et i + 1, (ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) = (k, l ) ;

d’après ce qui précède, (q, q ′) ∈Corrσ′(k, l −1), q ∈Rightσ′(k) and q ′ ∈ Leftσ′(l ) donc
(ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) est une arête deG(σ′).

Nous pouvons considérer maintenant toutes les possibilités qui restent :
— k < l = i : (q, q ′) ∈ Corrσ(k, i −1), q ∈ Rightσ(k), q ′ ∈ Leftσ(i ). Donc q" = q ′+

|vi |−|ui |est dansLeftσ′(i+1).D’après cequiprécèdeona : (q, q ′) ∈Corrσ′(k, i−
1), (q ′, q ′′) ∈ Corrσ′(i − 1, i ). Donc, q ∈ Rightσ′(k), (q, q") ∈ cor rσ′(k, i ), q" ∈
Leftσ′(i +1) : (ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) = (k, i +1) est une arête deG(σ′).

— k < i , l = i +1 : (q, q ′) ∈ Corrσ(k, i ), q ∈ Rightσ(k), q ′ ∈ Leftσ(i +1). Donc, q" =
q ′ ∈ Leftσ′(i ) et (q, q") appartient Corrσ′(k, i −1). Ainsi, (ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) =
(k, i ) est une arête deG(σ′).

— (i , i +1) : cas impossible car σ est orthogonale en i .
— k = i , l > i + 1 : alors, q ′ ∈ Leftσ(l ) donc q ′ ∈ Leftσ(l ) puisque l > i + 1. q" =

q + |vi | − |ui | ∈ Rightσ′(i +1) et (q", q ′) appartient à Corrσ′(i +1, l −1). Ainsi,
(ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) = (i +1, l ) est une arête deG(σ′).
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— k = i+1 < l : (q, q ′) ∈Corrσ(i+1, l−1), q ∈Rightσ(i+1), q ′ ∈ Leftσ(l ) ; donc, q ′ ∈
Leftσ(l ), q ∈ Rightσ′(i ), (q", q ′) ∈ Corrσ′(i , l − 1). Ainsi, (ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) =
(i , l ) est une arête deG(σ′).

Ainsi, si (k, l ) est une arête deG(σ) alors (ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) est une arête deG(σ′).
Réciproquement comme ϕi ,i+1 est involutive, si (k, l ) est une arête de G(σ′) alors
(ϕi ,i+1(k),ϕi ,i+1(l )) est une arête deG(σ).

Deux dérivations équivalentes ont des graphes isomorphes. La réciproque est
fausse.

On considère le système de réécriture R = {(aa, a)} et les deux dérivations :

aaa
1,(aa,a)−→ aa

aaa
2,(aa,a)−→ aa

Ces deux dérivations ont le même graphe (une unique arête entre 0 et 1) et
les deux dérivations ne sont pas équivalentes.

Exemple 134

Soit R un système de réécriture, soit σ une dérivation. Pour tout tri to-
pologique T de G(σ) il existe une dérivation σ′ équivalente à σ telle que
G(σ′) = T (G(σ)).

Proposition 135

Démonstration. On rappelle qu’un tri topologique est unepermutationT desnœuds
telle que si (T (i ),T ( j )) une arête deG(σ) alors i < j . On montre le résultat par récur-
rence sur le nombre d’inversions de T : s’il n’y a aucune inversion la dérivation σ
convient.

Sinon, supposons que la propriété est vraie lorsque nous avons k inversions. Soit
T un tri topologique avec k +1 inversions.

T contient au moins une inversion, donc il existe i telle que T (i ) > T (i +1). Soit
T ′ = exchi ,i+1 ◦T , c’est un tri topologique et son nombre d’inversions est k, par
hypothèse de récurrence il existe une dérivation σ′′ équivalente à σ telle queG(σ′′) =
T ′(G(σ)). Comme l’arête (i +1, i ) n’est pas une arête de T (G(σ)) on a (i , i +1) qui n’est
pas une arête de T ′(G(σ)) donc la dérivation σ′ = exchi ,i+1(σ′′) est équivalente à σ
par transitivité et vérifieG(σ′) = T (G(σ)) car exchi ,i+1 est une involution.

98



La possibilité de pouvoir échanger deux nœuds indépendants étant établie, nous
allons mettre en avant trois étapes qui permettent de montrer que la complexité
parallèle d’une dérivation est égale à la profondeur du graphe de dérivation :

1. Si des étapes consécutives sont indépendantes alors on peut les exécuter en
une unique étape parallèle (Théorème 136)

2. Il existe un tri topologique T tel que si depthG(σ)(i ) < depthG(σ)( j ) alors T (i ) <
T ( j ) donc il existe une dérivation parallèle de longueur égale à la profondeur
deG(σ) (Corollaire 137)

3. On en déduit que la profondeur du graphe de dérivation est égale à la com-
plexité parallèle de la dérivation (Corollaire 138)

Soit R un système de réécriture et une dérivation sur R σ = x0
p0,(u0,v0)−→

x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn . Si {i + 1, i + 2, ..., j } est un sous-ensemble indépen-

dant de G(σ) alors xi x j et c’est une dérivation équivalente à la sous-
dérivation xi →∗ x j de σ.

Théorème 136

Démonstration. Soit σ′ la dérivation extraite depuis σ entre les indices i et j :

xi
pi ,(ui ,vi )−→1 xi+1...

p j−1,(u j−1,v j−1)−→n x j

On remarque que Leftσ(t ) = Leftσ′(t − i ).
De même Rightσ(t ) =Rightσ′(t − i ) et Corrσ′(x, y) =Corrσ(x + i , y + i ).
Par hypothèse sur σ, chaque nœud (sauf 0) deG(σ′) a une profondeur égale à 1.
En triant σ′ topologiquement les nœuds (avec renumérotation) par le tri induit

par l’ordre ≤ sur les positions, on obtient une dérivation s équivalente à σ′ (lemme
135) :

s = X0
P0,(U0,V0)−→1 X1...

Pn−1,(UN−1,VN−1)−→N XN

Avec N = j −i , pour chaque nœud t (sauf 0) la profondeur de t dansG(s) est égale
à 1 et P0 < P1 < ... < PN−1.

Si N = 1 le résultat est clair.
Sinon soit t > 0 et Ht la proposition "il existe µ0, ...,µt tels que :
— X0 =µ0U0µ1...µt−1Ut−1µt

— X t =µ0V0µ1...µt−1Vt−1µt
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— Pt−1 = |µ0V0µ1...Vt−2µt−1|+1"
Par définition de X0

P0,(U0,V0)−→1 X1, H1 est facile. Supposons que Ht est vrai pour un
entier t > 0 fixé. Par hypothèse sur s,Pt > Pt−1. SiPt < Pt−1+|Vt−1| alorsPt ∈Rights(t )
comme Pt ∈ Lefts(t + 1) il existe alors une arête (t , t + 1), contradiction. Comme
Pt ≥ Pt−1 +|Vt−1| = |µ0V0µ1...Vt−1µt−1Vt−1|+1 et X t

Pt ,(Ut ,Vt )−→t+1 X t+1 il existe un µ′
t et un

µ′
t+1 tels que :
— X0 =µ0U0µ1...µt−1Ut−1µ

′
tUtµ

′
t+1

— X t =µ0V0µ1...µt−1Vt−1µ
′
t Vtµ

′
t+1

— Pt = |µ0V0µ1...Vt−2µt−1Vt−1µ
′
t |+1

Dons, Ht+1 est vrai. HN implique que X0 XN comme X0 = orig(s) = xi et
XN = aim(s) = x j on a xi x j .

Soit R un système de réécriture. Pour toute dérivation σ il existe une dériva-
tion parallèle σ′ équivalente de longueur égale à la profondeur deG(σ).

Corollaire 137

Finalement on montre que :

La complexité parallèle d’une dérivation est la profondeur de son graphe de
dérivation.

Corollaire 138

Démonstration. Soit σ une dérivation de complexité parallèle k, soit σ′ une déri-
vation parallèle équivalente de longueur égale à la profondeur deG(σ) (corollaire
137).

Comme la dérivation σ′ est de longueur depth(G(σ)), par minimalité on a k ≤
depth(G(σ)).

Réciproquement, s’il existe une dérivation parallèleσ′′ de longueur k équivalente
àσ, les graphes de dérivation deσ etσ′′ sont isomorphes, donc demême profondeur.
Or le graphe d’une dérivation est de profondeur inférieure ou égale à sa longueur
(proposition 131), ainsi la complexité parallèle de sigma est ≤ k.

Dérivations indicées Une définition syntaxique consiste à donner une étiquette à
chaque lettre xi [t ] dans une dérivation σ notée depthσ(i , t ) et appelée profondeur.
Cette profondeur correspond à la profondeur de l’indice du pas de réécriture qui a
produit la règle dans le pas de réécriture.
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Au départ, les lettres sont toutes étiquetées par 0 et si une lettre est issue de
l’application d’une règle (ui , vi ) alors elle reçoit comme étiquette 1 plus le maximum
des étiquettes des lettres de ui . Formellement :

Soit R un système de réécriture. Pour toute dérivation

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

on définit une fonction depthσ qui à (i , t ) avec i entre 0 et n et t entre 1 et
|xi | associe :

— si i = 0 alors depthσ(i , t ) = 0
— si t < pi−1 alors depthσ(i , t ) = depthσ(i −1, t )
— si t ≥ pi−1 +|vi−1| alors depthσ(i , t ) = depthσ(i −1, t +|ui−1|− |vi−1|)
— sinon depthσ(i , t ) = 1+maxτ∈Leftσ(i )depthσ(i −1,τ)

Définition 139

À toute position p dumot xi , on associe indexσ(i , p) le plus petit entier j tel qu’il
existe p ′ tel que (p ′, p) ∈Corrσ( j , i ). Autrement dit, indexσ(i , p) est l’indice du pas de
dérivation qui a produit la lettre xi [p].

Par minimalité on a p ′ ∈Rightσ(indexσ(i , p)). De même p ∈Rightσ(i ) ssi
indexσ(i , p) = i . Enfin, on remarquera que si p ∈ Leftσ(i +1) alors (indexσ(i , p), i +

1) est une arête deG(σ). Inversement pour toute arête ( j , i +1) ∈G(σ), il existe p ∈
Leftσ(i +1) tel que j = indexσ(i , p).

Soit R un système de réécriture, soit σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une
dérivation.
On a pour tout (i , p) avec i ≤ n et p ≤ |xi | :

depthσ(i , p) = depthG(σ)(indexσ(i , p))

Proposition 140

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur i .
Initialisation : si i = 0, pour tout p de x0, le plus petit entier n tel que Corrσ(n, i )

contienne un élément de la forme (p ′, p) est 0. On a bien pour toute position de x0

l’égalité depthσ(i , p) = 0 = depthG(σ)(0) = depthG(σ)(indexσ(i , p)).
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang i .
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Soit p une position de xi+1 :
- Si p ∉ Rightσ(i +1) alors indexσ(i +1, p) < i +1, d’où le résultat par hypothèse

de récurrence.
- Si p ∈Rightσ(i +1) alors indexσ(i +1, p) = i +1.
On a depthσ(i +1, p) = 1+maxp ′∈Leftσ(i+1)depthσ(i , p)
Pour tout p ′ de Leftσ(i + 1) on pose j (p ′) = indexσ(i , p ′), on a j (p ′) qui vérifie

( j (p ′), i +1) ∈G(σ).
Par hypothèse de récurrence on a :

depthσ(i +1, p)
= 1+maxp ′∈Leftσ depthG(σ)( j (p ′))
≤ 1+max j ,( j ,i+1)∈G(σ)depthG(σ( j )
= depthG(σ)(i +1).

Inversement, pour tout j tel que ( j , i +1) ∈ G(σ), il existe p ′( j ) ∈ Leftσ(i +1) tel
que j = indexσ(i , p ′( j )) < i +1.

Par hypothèse de récurrence on a :
depthG(σ)(i +1)
= 1+max j ,( j ,i+1)∈G(σ)depthG(σ)( j )
= 1+max j ,( j ,i+1)∈G(σ)depthG(σ)(indexσ(i , p ′( j )))
= 1+max j ,( j ,i+1)∈G(σ)depthσ(i , p ′( j ))
≤ 1+maxp ′∈Leftσ(i+1)depthσ(i , p ′)
= depthσ(i +1, p)

Ainsi : depthσ(i +1, p) = depthG(σ)(indexσ(i +1, p))

102



4.2 Systèmes à complexité parallèle bornée

La notion de complexité peut être étendue aux systèmes de réécriture. On s’inté-
resse aux systèmes dont la complexité parallèle est uniformément bornée par une
constante i.e. toutes les dérivations ont une complexité parallèle ≤ k : ce sont les
systèmes MBmax(k).

Onpeut relâcher cette condition très forte, en imposant quepour toutedérivation,
on puisse trouver une dérivation parallèle de longueur au plus k, avec la même
origine et le même but : ce sont les systèmes BPar(k).

Nous comparerons les classesobtenues avecd’autres classesdont voici un schéma
récapitulatif (chaque flèche désigne un exemple qui appartient au but mais pas à
l’origine de celle ci).

Nous comparons les classes obtenues avec d’autres classes de système de réécri-
ture :

NR

MBmax

MBmin BPar

PrREG RATTERM

Σ+×Σ+

aba → cac

ab → b a → b,b → a

aa → a a → aa a → aa

ab → bc

a → aa ab → ba
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4.2.1 Classe MBmax(k)

Nous introduisons la notion générale de systèmes à complexité parallèle borné :

Soit k un entier. Soit L un langage. Un système de réécriture est MBmax(k,L)
si pour toute dérivation σ telle que orig(σ) ∈ L la complexité parallèle de σ
est inférieure ou égale à k.

Définition 141

On ne précise pas L si L =Σ∗ : on note MBmax(L) l’union de tous les MBmax(k,L).
La classe MBmax(k) est similaire à la classe MBmin(k) des match-bounded [49] :

en effet dans les deux cas on peut annoter les lettres par un entier (def. 139). Si
un facteur est réécrit en un autre, les lettres produites sont annotés de 1+max des
annotations des lettres utilisés dans le cas MBmax et de 1+min dans le cas deMBmin.
On a :

MBmax(k) ⊆ MBmin(k)

On compare MBmax avec la classe NR :

NR ⊆ MBmax

Proposition 142

Démonstration. Soit R un système de réécriture NR, soitG son graphe-lettre, il est
acyclique donc admet un chemin de longueur maximale M .

Montrons par récurrence que s’il existe une lettre de profondeur k dans une
dérivation σ alors il existe un chemin de longueur k dansG , plus formellement, soit
σ= x0

p0,(u0,v0)−→ x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation sur R :

S’il existe (i , p) tel que depthσ(i , p) = k, on peut choisir i minimal, alors il existe
un chemin de longueur k dansG dont le dernier nœud est xi [p].

- Initialisation : elle est évidente, si k = 0, le chemin constitué avec juste la lettre
xi [p] convient (on remarquera d’ailleurs qu’on a i = 0 dans ce cas)

- Hérédité : Soit (i , p) tel que depthσ(i , p) = k + 1 avec i minimal. Comme i
est minimal on a forcément p dans Rightσ(i ) sinon il existe p ′ tel que depthσ(i −
1, p ′) = k +1, contradiction avec la minimalité de i . Dans ce cas depthσ(i , p) = 1+
maxτ∈[pi−1,pi−1+|ui−1|−1]depthσ(i−1,τ), donc il existep ′ dansLeftσ(i ) tel quedepthσ(i−
1, p ′) = k. Par hypothèse de récurrence il existe un chemin de longueur k terminant
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par xi−1[p ′] dansG . Comme p ∈Rightσ(i ) et p ′ ∈ Leftσ(i ) il existe une arête entre les
lettres xi−1[p ′] et xi [p] dansG , donc un chemin de longueur k +1 dansG terminant
par xi [p].

Ainsi, comme le graphe est acyclique, les profondeurs des lettres depthσ(i , p)
sont bornées par M pour tout σ et (i , p), donc le système est dans MBmax(M).

L’inclusion est stricte :

Soit R = {aba −→ cac} alors R n’est pas dans NR et R ∈MBmax(1).

Exemple 143

Comme NR, la classe MBmax(k) est stable par inversion :

Soit R un système de réécriture, si R ∈MBmax(k) alors R−1 ∈MBmax(k)

Proposition 144

Démonstration. En effet, par définition et par la proposition 125, la complexité pa-
rallèle d’une dérivation σ sur R est égale à celle de la dérivation σ−1 sur R−1.

Cas hors-contexte Dans le cas des systèmes hors-contexte 3 les max et min se
confondent dans les étiquettes :

CF∩NR=CF∩MBmax =CF∩MBmin

Proposition 145

Démonstration. On a R ∈ CF donc les règles (u, v) de R vérifient |u| = 1, on a 1+
max1≤p≤|u| f (p) = 1+min1≤p≤|u| f (p) pour toute fonction p.

Donc CF∩MBmin =CF∩MBmax.
Nous avons aussimontré queNR ⊆ MBmax donc enparticulierCF∩NR ⊆ MBmax,

il ne reste que l’autre inclusion.
Soit R un système de réécriture hors-contexte qui n’appartient pas à NR , il existe

donc un cycle dans le graphe des lettres :

3. les règles sont de la forme (a,u) où a est une lettre
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il existe un entier n et (ai , li ,ri ) tel que (ai−1, li ai ri ) est une règle de R pour tout
1 ≤ i ≤ n avec a0 = an , on pose a = a0

Donc s = a −→∗
R l1...li ai ri ...r1 −→∗

R l1...ln arn ...r1 est unedérivationdont le graphe
contient un chemin de longueur n. Donc pour tout k, a −→∗

R (l1...ln)k a(rn ...r k
1 est

une dérivation de complexité parallèle ≥ n ×k, donc R n’est pas dans MBmax.

Ainsi, comme on peut décider si un système est NR en temps linéaire on peut dé-
cider si un système hors-contexte appartient à MBmax ou à MBmin en temps linéaire.

Tout système dans NR est un système de MBmax dont on peut calculer la com-
plexité parallèle.

Puisque la complétion de l’automate (def.98) correspond aux ancêtres à une
étape parallèle on a :

Si R est un système dans MBmax(k) alors pour tout automate signé A :

T k+1
R (A) = T k

R (A)

Proposition 146

Démonstration. Comme pour NR c’est une conséquence directe de la proposition
159 et de la proposition 144.

Puisque tout système deMBmax est terminant, il est en particulier descendant-
limité.

Le langage reconnu par T k
R (A) (qui est de taille exponentielle) est AncR (L(A)) et

l’inclusion de deux langages réguliers est PSPACE donc l’inclusion de deux requêtes
RPQ sous contraintes est EXPSPACE.

De plus si R est un système NR alors la longueur du plus long chemin du graphe-
lettre est ≤ |R| donc R ∈MBmax(|R|) : il existe une réduction du problème 114 dans le
problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes. Ainsi :
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Soit C un ensemble de contraintes de mots tel que le système de réécriture
R est MBmax(k).

PROBLEME : Inclusion de RPQ sous contraintes de
mots à complexité parallèle bornée
INSTANCE : Q = xLy et Q ′ = xL′y deux RPQ, k un
entier et C des contraintes de mots dont le système
associé est dans MBmax(k)
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : EXPSPACE-complet

Théorème 147

Si k n’est pas connu, nous avons :

Soit C un ensemble de contraintes de mots tel que le système de réécriture
R est MBmax.

PROBLEME : Inclusion de RPQ sous contraintes de
mots à complexité parallèle bornée
INSTANCE :Q = xLy etQ ′ = xL′y deux RPQ et C des
contraintes de mots dont le système associé est dans
MBmax
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : décidable

Théorème 148

Nous ne savons pas si k est calculable en fonction de R.

4.2.2 Classe BPar(k)

Si un système est dans MBmax(k) alors pour toute dérivation il existe une dériva-
tion parallèle de longueur inférieure ou égale à k qui lui est équivalente ainsi :

−→∗= ≤k

.
Cependant la réciproque est fausse :
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Le système R = {a −→ b,b −→ a} vérifie −→∗= mais n’est pas terminant
donc ∉MBmax.

Exemple 149

Nous nous intéressons aux systèmes qui satisfont l’équation −→∗= k : c’est
une classe qui élargit naturellement MBmax.

Un système de réécriture est dit parallèlement borné par k si

−→∗= ≤k

Définition 150

On note BPar(k) la classe des systèmes de réécritures parallèlement bornés par k,
demêmeonnote BPar l’union des BPar(k). Un systèmede réécriture est dansBPar(k)
si pour toute dérivation il existe une dérivation de complexité parallèle inférieure ou
égale à k de même origine et même but.

Comme pour MBmax, on montre facilement que cette classe est stable par inver-
sion :

Soit R un système de réécriture,

R ∈BPar si et seulement si R−1 ∈BPar

Proposition 151

BPar préserve la régularité, nous avons d’ailleurs la propriété plus forte suivante
(voir théorème 30) :

Si R est un système de réécriture parallèlement borné alors −→∗ est une
relation rationnelle linéairement bornée a.

a. il existe une constante K telle que si x −→∗ y alors |y | ≤ K ×|x|

Proposition 152
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Démonstration. Si R est parallèlement borné alors il existe k tel que −→∗= ≤k .
Or la relation est égale à (R ∪ Σ×Σ)∗. Comme les relations rationnelles sont
stables par union, étoile de Kleene et composition (def. 14 et proposition 15), on en
déduit que −→∗ est rationnelle.

De plus si u −→∗ v alors |v | ≤ M k |u| avec M = max(l ,r )∈R (1, |r ||l | ).

BPar contient des systèmes non terminant mais inversement le système ab → b
est MBmin mais n’est pas parallèlement borné. Ces classes sont incomparable.

Dans le cadre des systèmes hors-contextes nous obtenons :

PROBLEME : Problème d’appartenance à BPar dans
le cas hors-contexte
INSTANCE : R un système de réécriture hors-
contexte
QUESTION : R ∈BPar?
COMPLEXITE : PTIME

Théorème 153

Démonstration. Soit R un système de réécriture hors-contexte et GR son graphe-
lettre associé.

On étiquette les arêtes de GR par les règles, i.e. si (a,b) est une arête de GR on
associe l’ensemble des règles (u, v) de R telles que a est une lettre de u et b une lettre
de v .

On a facilement que si (a, a′) est une arête du graphe-lettre alors tous les éléments
de l’étiquettes sont de la forme (a,m), pour chaque étiquette donnée il existe un pas
de réécriture de la forme a → m, donc par une récurrence facile, pour tout chemin
du graphe-lettre entre deux lettres a et b, il existe une dérivation dont a est l’origine
et dont le but est de la forme ubv .

On dit qu’un chemin de GR est expansif s’il existe une arête dont l’étiquette
contient un élement de la forme (u, v) avec |v | > 1. Si un chemin de a à b est expansif
alors il existe une dérivation de la forme a →∗ ubv avec |uv | > 0.

Montrons que R est dans BPar si et seulement si GR ne contient pas de cycle
expansif.

- SiGR contient un cycle expansif, il existe doncune arête dont l’étiquette contient
une règle de la forme (b,m) avec |m| > 1, b est alors l’origine de l’arête.

Donc il existe une dérivation de la forme b →∗ ubv avec |uv | > 0. Donc il existe
une dérivation b →∗ unbvn pour tout n, donc R n’est pas linéaire borné, donc R n’est
pas BPar.
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- Inversement, supposons queGR ne contienne pas de cycle expansif.
On considère une dérivation de complexité parallèle > #Σ :

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

D’après la preuve de la proposition 142, il existe un chemin de longueur > #Σ dans
GR dont les lettres apparaissent dans la dérivation.

Comme le nombre de nœuds deGR est égal à #Σ, il existe deux nœuds égaux (i.e.
deux lettres) qui appartiennent au chemin. Il existe donc un cycle a1, ..., a f inclus
dans ce chemin. On a a f = a1.

Comme R est hors-contexte, il existe des entiers i1 < ... < i f tels que xi j [pi j ] = a j

pour tout j de 1 à f . Pour tout j on a (ui j , vi j ) qui vérifie |vi j | = 1 sinon le cycle serait
expansif par définition.

Puisque xi f [pi f ] = xi1 [pi1 ] on peut retirer les pas correspondants aux indices
i1, ..., ip de σ pour obtenir σ′. D’après la preuve de la proposition 142, la complexité
parallèle de σ′ vaut celle de σmoins f . Tant que la complexité est supérieure stric-
tement à #Σ il existe une dérivation de complexité strictement inférieur de même
origine et but, donc il existe une dérivation (de même origine et même but) de
complexité parallèle ≤ #Σ, ainsi le système est dans BPar(#Σ).

La classe BPar permet de décider l’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes
de mots :

Tout système de réécriture BPar est descendant-limité.

Proposition 154

Si un système de réécriture est BPar(k) alors L(T k
R (A)) = L(T i+k

R (A)) (ce sont les
ancêtres de L(A)). Ainsi :
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Soit C un ensemble de contraintes de mots tel que le système de réécriture
R est MBmax(k).

PROBLEME : Inclusion de RPQ sous contraintes de
mots parallèlement bornées
INSTANCE : Q = xLy et Q ′ = xL′y deux RPQ, k un
entier et C des contraintes de mots dont le système
associé est dans BPar(k)
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : EXPSPACE-complet

Théorème 155

Soit R un système BPar, nous ne savons pas comment calculer une constante k
telle que R ∈BPar(k).

Nous pouvons calculer successivement les langages L(T i
R (A)), jusqu’à ce qu’il

existe i tel que L(T i
R (A)) = L(T i+1

R (A)) (puisque R ∈ BPar, un tel entier existe), le
langage obtenu est alors celui des ancêtres. Puisque R est descendant-limité :

Nous avons :

PROBLEME : Inclusion de RPQ sous contraintes de
mots à complexité parallèle
INSTANCE :Q = xLy etQ ′ = xL′y deux RPQ et C des
contraintes de mots dont le système associé est dans
BPar
QUESTION :Q vC Q ′ ?
COMPLEXITE : décidable

Théorème 156
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4.3 Décidabilité du problème R ∈MBmax(k)?

Le problème de décision R ∈MBmax ? ou pour un entier k, R ∈MBmax(k)? est une
question naturelle.

Dans le cas général, pour un entier k donné, on démontre dans cette section
qu’on peut décider si un système appartient à MBmax(k).

On a :

PROBLEME : Complexité parallèle uniformément
bornée par une constante
INSTANCE : R un srs, k un naturel
QUESTION : R ∈MBmax(k)?
COMPLEXITE : PSPACE-complet

Théorème 157

4.3.1 Premiers algorithmes

Nous présentons deux algorithmes qui étant donné (R,k) décide si R ∈MBmax(k).
Le premier est EXPTIME et le second PSPACE.

Avec un automate Une première méthode consiste à détecter si une dérivation de
complexité parallèle égale à k +1 existe : on a étudié au chapitre 1 et dans la section
précédente la complétion d’un automate A (définition 98) qui reconnaît l’ensemble
des ancêtres à k étapes parallèles de L(A) i.e. {w ∈Σ∗,∃m ∈ L(A), w k m}.

Nous adaptons cette même complétion mais pour les descendants, ainsi si A
est un automate qui reconnaît L alors Tk

R (A) reconnaît les descendants à k étapes
parallèles, ainsi, le système appartient àMBmax(k) si et seulement siTk+1

R (A) =Tk
R (A).
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Soient As = (Q,Σ,δs , I ,F ) un automate signé, R un système de réécriture sur
Σ. On définit par TR (A) l’automate signé (Qnew ,Σ,δnew , q0,F ) où :

Qnew =Q ∪ ⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
Paths+(A,q,lk ) 6=;∧|rk |>1

( |rk |⋃
j=2

{st(q,k, j )}

)

δnew = δ−∪δ1 ∪δ2 ∪δ3 ∪δ4

avec :

δ− = {(q, x, q ′,−),∃s ∈ {+,−}, (q, x, q ′, s) ∈ δ}

δ1 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
Paths+(As ,q,lk ) 6=;∧|rk |>2

(|rk |−1⋃
j=2

{(st(q,k, j ),rk [ j ],st(q,k, j +1),+)}

)

δ2 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
Paths+(As ,q,lk )6=;∧|rk |>1

{(q,rk [1],st(q,k,2),+)}

δ3 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
|rk |>1

( ⋃
q ′∈Paths+(As ,q,lk )

{st(q,k, |rk |),rk [|rk |], q ′,+))}

)

δ4 =
⋃
q∈Q

(lk ,rk )∈R
|rk |=1

( ⋃
q ′∈Paths+(As ,q,lk )

{(q,rk [|rk |], q ′,+))}

)

Définition 158

Si tous les états de As sont accessibles (il existe un run d’un état initial à cet état)
et co-accessibles (il existe un run de cet état à un état final), alors les états de TR (As)
sont accessibles et co-accessibles.

On supposera que tous les états de nos automates sont accessibles et
co-accessibles.
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Soit R un système de réécriture. Soit As un automate signé. Pour tout k ≥ 0 :

Il existe un run de Tk
R (As) entre q0 ∈ I et q f ∈ F qui reconnaît xn si et

seulement s’il existe une dérivation σ= x0 →∗ xn avec x0 ∈ L(As), telle que
les positions p dont les transitions du run sont positives sont exactement

celles qui vérifient depthσ(n, p) = k, les autres positions vérifiant
depthσ(n, p) < k.

Lemme 159

Démonstration. Montrons l’implication par récurrence sur k.
- Initialisation : Soit k = 0. Soit ρ un run positif de As . Soit m le mot reconnu par

ρ. La dérivation σ= m convient.
- Hérédité : Supposons la propriété pour un entier k fixé. On pose A′ =Tk (A) =

(Q,Σ,δ, I ,F ) et TR (A′) = (Qnew ,Σ,δnew , I ,F ) avec les notations de la définition 158.
Soit ρ un run positif de TR (A′) qui reconnaît m.
On décompose ρ en sous-run de la forme :
1. Les sous-run dont aucun transition n’est positive
2. Les sous-run qui comportent une unique transition positive entre deux états

deQ

3. Les sous-run entre deux états q et q ′ de Q qui comportent au moins deux
transitions positives dont tous les états en dehors de q et q ′ n’appartiennent
pas àQ.

On remarquera que par définition de TR (A′) si une transition n’est pas positive
alors les états de la transition appartiennent à Q. Ainsi cette décomposition est
unique et existe pour tout ρ.

1) Dans le premier cas, si aucune transition d’un sous-run ρ′ n’est positive, alors
par définition puisque toutes les transitions de δ1 ∪δ2 ∪δ3 ∪δ4 sont positives, les
transitions de ρ′ sont dans δ−, soit (q, a, q ′,−) une des transitions : par la remarque
au dessus, q, q ′ ∈ Q et par définition de δ− il existe une transition (q, a, q ′,−) ou
(q, a, q ′,+) dans δ. Donc il existe un run ρ′′ entre les mêmes états que celui de ρ′ et
qui reconnaît le mêmemot qui appartient à L(A′). Donc il existe une dérivation de
x0 →∗ xn avec x0 ∈ L(As) telle que depthσ(n, p) ≤ k < k +1 pour toute position p.

2) Dans le second cas, le sous-run est composé d’une unique transition
(q,rm , q ′,+) et puisque la transition est positive elle appartient à δ1 ∪δ2 ∪δ3 ∪

δ4, or parmi ces ensembles de transitions, seul δ4 contient des transitions dont
les deux états sont dans Q. Par définition de δ4 il existe lm tel que (lm ,rm) ∈ R et
q ′ ∈ Paths(A′, q, lm) donc il existe un run positif entre q et q ′ qui reconnaît lm dans
A′ =TR (As), de plus on rappelle qu’on a (lm ,rm) ∈ R.
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Par hypothèse de récurrence, il existe une dérivation σ = x0 →∗ xn = lm avec
x0 ∈ L(As), et puisque le run est positif, il y a une transition positive dans A′ donc une
des positions p de xn vérifient depthσ(n, p) = k, les autres vérifient depthσ(n, p) ≤
k. Or (lm ,rm) ∈ R donc la dérivation σ′ = x0 →∗ xn → xn+1 = rm existe. Et on a
depthσ′(n + 1,1) = 1 + maxdepthσ(n, p) = k + 1 et cela correspond à la transition
positive d’étiquette rm[1] = rm .

3) Dans le troisième cas, le sous-run ne possède que des transitions positives et
seuls le premier q et le dernier état q ′ appartiennent àQ. Donc les autres états sont
de la forme st(q,m, j ). Puisque chacun de ces états n’ont qu’une unique transition
sortante et une unique entrante (i.e. il existe une unique transition telle que l’état
soit premiermembre, resp. avant dernier membre). Alors le sous-run est de la forme :

qa1st(q,m,2)a2st(q,m,3)a3...at−1st(q,m, t −1)at q ′

On pose rm = a1...at , il existe lm tel que (lm ,rm) ∈ R et il existe un run positif de q
à q ′ qui reconnaît lm dans A′ =Tk

R (As).
Par hypothèse de récurrence, il existe une dérivation σ= x0 →∗ xn = lm avec x0 ∈

L(As), et puisque le run est positif, il y a une transition positive dans A′ donc une des
positions p de xn vérifient depthσ(n, p) = k, les autres vérifient depthσ(n, p) ≤ k. Or
(lm ,rm) ∈ R donc la dérivation σ′ = x0 →∗ xn → xn+1 = rm existe. Et on a depthσ′(n +
1, p ′) = 1+maxdepthσ(n, p) = k +1 pour tout p ′ entre 1 et t , et toutes les transitions
étiquetés par rm[p ′] dans le run sont positives.

Enfin, puisque le run ρ est composé de ces run, par concaténation l’implication
de l’hypothèse de récurrence est vraie pour ρ.

Prouvons maintenant la réciproque par récurrence sur k.
- Initialisation : Si k = 0 alors la seule dérivation de complexité parallèle égale à

0 est σ= x0 alors comme x0 ∈ L(As) on a bien un run entre un état initial et un état
final de T0(As) = As qui reconnaît x0.

- Hérédité : Soit σ= x0 →∗ xn de complexité parallèle k +1. Soit i le plus grand
élément tel que xi est de profondeur k.

Par hypothèse de récurrence il existe un run ρ de Ti
R (As) entre un état initial q0

et un état final q f qui reconnaît xn .
Puisque xi → xi+1 il existe µ,µ′,u, v tels que xi = µuµ′, xi+1 = µvµ′ et (u, v) ∈ R.

On considère le sous-run ρ′ de ρ qui reconnaît u, on le suppose entre q et q ′. u admet
au moins une position de profondeur exactement k car xi+1 est de profondeur k +1.

Soit p une position xi correspondant à une lettre de u telle que depthσ(n, p) = k,
alors la transitioncorrespondantedansTk (R)est positive. PardéfinitiondeTR (Tk

R (As))
il existe un run entre q et q ′ dans TR (Tk

R (As)) qui reconnaît v . Or il existe un run
de Tk

R (As) entre q0 et q qui reconnaît µ et un autre entre q ′ et q f qui reconnaît µ′.
Comme Tk

R (As) ⊆ T k+1
R (As) il existe un run de q0 à q f qui reconnaît µvµ′ = xi+1.
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Montrons maintenant que pour tout j > i il existe un run dans Tk+1
R (As) entre un

état initial et un état final qui reconnaît x j . L’initialisation a été prouvée avec xi+1.
Supposons alors que c’est vrai pour j . Par hypothèse il existe un run ρ qui reconnaît
x j dansTk

R (As) entre un état intial q0 et un état final q f . On a x j → x j+1, donc il existe
µ,µ′,u, v tels que x j = µuµ′, x j+1 = µvµ′ et (u, v) ∈ R, on considère le sous-run qui
reconnaît u. Aucune des positions de u n’est de profondeur k +1, sinon on aurait les
positions de v de profondeur k +2 impossible car x j+1 a toutes ses positions valant
au plus k +1. Notons i la plus grande profondeur des positions de u, par hypothèse
de récurrence, comme i < k +1, il existe un run dans Ti

R (As) qui reconnait u, une
des transitions est positive, donc il existe un run dans Ti+1

R (As) qui reconnaît v . Or
i +1 ≤ k +1 donc ce run est un run de Tk+1

R (As). Donc il existe un run entre q0 et q f

qui reconnaît µvµ′ donc x j+1 dans Tk+1
R (As).

Ce qui conclut la preuve.

Soit L un langage régulier, reconnu par un automate A. On note As l’automate
signé correspondant.

Pour tester si R ∉MBmax(k,L), il faut et il suffit de construire l’automate Tk+1
R (As)

et vérifier si As contient une transition positive.
Ainsi, d’après la proposition 104 on a :

INSTANCE : R un système de réécriture, L un langage régu-
lier sous forme d’automate (Q,Σ,δ, I ,F ), k un entier
QUESTION : R ∈MBmax(k,L)?
COMPLEXITE : EXPTIME

Avec les ancêtres Une autre méthode consiste à utiliser un
algorithme non-déterministe qui construit une dérivation certificat de profondeur
k +1 ssi R ∉MBmax(k).

Soit σ une dérivation de complexité parallèle k + 1 alors il existe un nœud n
de profondeur k +1 dans le graphe de dérivation G(σ). On considère les ancêtres
Anc∗G(σ)(n) de n comme l’ensemble des nœuds n′ deG(σ) tel qu’il existe un chemin
de n′ jusqu’à n. C’est un sous-graphe deG(σ) qui induit une sous-dérivation σ′ dont
l’origine est un facteur de orig(σ).

116



Soit R un système de réécriture, σ une dérivation et n un nœud deG(σ) =
(N ,E). On définit par induction :

— Les 1-ancêtres de n, noté Anc1
G(σ)(n) comme les n′ tels que (n′,n) ∈ E

— Les k-ancêtres de n sont les 1-ancêtres des (k −1)-ancêtres de n.
— Les ancêtres de n sont l’union de tous les k-ancêtres de n.

Nous notons Anc∗G(σ)(n) (ou plus simplement Anc∗(n) si le contexte est clair)
le sous-graphe des ancêtres de n.

Définition 160

On défini L comme le max des #Leftσ(i ) pour i de 1 à n.

Soit R un système de réécriture, soit σ une dérivation et n un nœud de
profondeur k dansG(σ) alors

|Anc∗G(σ)(n)| ≤ 1+ Lk −1

L−1

Proposition 161

Démonstration. Montrons que pour toute dérivation σ, pour chaque nœud i 6= 0
de G(σ) on a |Anc1(i )| ≤ |Leftσ(i )|. Par définition ( j , i ) ∈ E ssi il existe q et q ′ tels
que (q, q ′) ∈Corrσ(i , j −1), q ∈Rightσ( j ) et q ′ ∈ Leftσ(i ). Soit Set= {(p ′, p) |∃ j (p ′, p) ∈
Corrσ( j , i − 1), p ′ ∈ Rightσ( j ), p ∈ Leftσ(i )}. Supposons que (p ′

1, p) et (p ′
2, p) appar-

tiennent àSet. Alors,p appartient Leftσ(i )et il existe j1 et j2 tels que (p ′
1, p) ∈Corrσ( j1, i−

1), p ′
1 ∈Rightσ( j1) et (p ′

2, p) ∈Corrσ( j2, i −1), p ′
2 ∈Rightσ( j2)

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que j1 ≤ j2. Comme (p ′
1, p) ∈

Corrσ( j1, i − 1) par définition de Corr, il existe p ′′ tel que (p ′
1, p ′′) ∈ Corrσ( j1, j2) et

(p ′′, p) ∈ Corrσ( j2, i −1). Comme Corrσ( j2, i −1)−1 est injective à droite (i.e. xRz et
yRz implique x = y), nous avons p ′′ = p ′

2. Mais comme p ′
2 ∈ Rightσ( j2), si j1 < j2,

il n’existe pas de position x telle que (x, p2) ∈ Corrσ( j1, j2). Ainsi, j1 = j2. Comme,
Corrσ( j1, i −1)−1 est injective à droite, si (p ′

1, p) et (p ′
2, p) sont dans Set alors p ′

1 = p ′
2.

Alors le cardinal de Set, et donc de #Anc1(i ) est majoré par |Leftσ(i )|.
Ainsi le nombre de nœuds de Anc∗(i ) de profondeur t > 0 dansG(σ) est majoré

par Lk−t et donc, si i est de profondeur k |Anc∗(i )| ≤ 1+∑k
t=1 Lk−t = 1+ Lk−1

L−1 .

Le sous-graphe Anc∗G(σ)(n) d’une dérivation de profondeur k est de taille bornée
par 1+ Lk−1

L−1 (la borne peut-être atteinte). Il est possible de construire un algorithme
Co-NEXPTIME qui décide R ∈MBmax(k).
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4.3.2 Un algorithme pspace

Nous concevons dans cette section un algorithme PSPACE pour décider R appar-
tient à MBmax(k) et ainsi montrer que :

On a :

PROBLEME : Complexité parallèle uniformément
bornée par une constante
INSTANCE : R un srs, k un naturel
QUESTION : R ∈MBmax(k)?
COMPLEXITE : PSPACE-complet

Théorème 162

Pour simplifier les preuves, nous enrichissons l’alphabet et transformons le sys-
tème de réécriture R en un autre système de réécriture R ′ (voir proposition170)
pour lequel les graphes de dérivation ont une structure plus régulière 4 tel que
R ∈MBmax(k +1) si et seulement si R ′ ∈MBmax(2k +3,Σ∗

0 ).
L’objectif est de garder en mémoire uniquement les lettres dont nous avons

besoin au fur et à mesure en les ajoutant si nécessaire : on conserve à chaque pas de
réécriture unmot de taille polynomiale en la taille du système. Par exemple avec le
système R = {(aa, a)} on construit la dérivation la dérivation σ : a2k+1

0 →∗ ak+1 :

ε
on ajoute−→ a0a0 → a1

on ajoute−→ a1a0a0 → a1a1 → a2
on ajoute−→ a2a0a0 → ... → ak+1

Soit R un système de réécriture, soit σ une dérivation et i un nœud deG(σ).
Il existe une dérivation σ′ telle queG(σ′) ∼=Anc∗G(σ)(i ).

Proposition 163

Démonstration. Par définition de Anc∗G(σ)(i ) il existe un tri topologique qui énumère
Anc∗G(σ)(i ) \ {i }, puis i puis les autres noeud deG(σ).

On considère la dérivation obtenue par ce tri topologique (proposition 135).
On considère la sous-dérivation σ′ dont le dernier pas de réécriture correspond

à i . Alors par définition du tri topologique, σ′ vérifieG(σ′) ∼=Anc∗G(σ)(i ).

4. s’il existe une arête (i , j ) dans le graphe de dérivation alors la profondeur de j est 1+ celle de i
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Nous notons de lamêmemanière Anc(i ) la dérivation obtenue par la proposition
163.

Nous disons aussi qu’une dérivation σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn est co-
nique s’il existe i tel que Anc(i ) =σ.

Dans une dérivation conique, il est possible qu’une lettre ne soit jamais utilisée,
ces lettres n’ont pas besoin d’être conservées dans le mot de départ (i.e. orig(σ)).

Soit R un système de réécriture,
soit σ= x0

p0,(u0,v0)−→ x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation conique. Soit p une

position de xk pour un entier k fixé. On dit qu’une position p est utilisable
s’il existe un couple (π,k ′) tel que π ∈ Leftσ(k ′+1) et (p,π) ∈Corrσ(k,k ′)

Définition 164

Dans une dérivation conique pour chaque k, l’ensemble des positions utilisables
de xk forment un intervalle :

Soit R un système de réécriture. Soit σ = x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

une dérivation. Pour tout k, pour toute position p, p ′ et p ′′ de xk telles que
p < p ′′ < p ′, si p et p ′ sont utilisables alors p ′′ est utilisable.

Proposition 165

Démonstration. Premièrement on peut remarquer que comme σ est conique alors
le noeud de profondeur maximale est le dernier nœud : n.

Nous montrons le résultat par récurrence descendante :
Initialisation : L’ensemble des positions utilisables de xn−1 est Leftσ(n) donc la

propriété est vraie au rang n −1.
Hérédité : Supposons que la propriété est vraie au rang k avec k < n. Montrons

qu’elle est vraie au rang k −1.
Soit Ir l’ensemble des positions utilisables de xk . Comme k < n et σ est conique,

le noeud k admet aumoins un successeur, donc il existe une position utilisable dans
Rightσ(k) i.e. Rightσ(k)∩ Ir 6= ;.

Posons I−r = {p | ∃p ′ ∈ Ir , (p, p ′) ∈Corrσ(k −1,k)}. Comme Rightσ(k)∩ Ir 6= ; alors
J = Rightσ(k) ∪ Ir est un intervalle qui peut se décomposer en trois intervalles :
J1,Right(k) et J2 où J1 est soit vide soit max J1 = pk−1 −1 et J2 soit vide soit min J2 =
pk−1 +|vk−1|− |uk−1|.
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Soient J−1 = {p | ∃p ′ ∈ J1, (p, p ′) ∈ Corrσ(k − 1,k)} et J−2 = {p | ∃p ′ ∈ J2, (p, p ′) ∈
Corrσ(k −1,k)}. Par définition on a I−r = J−1 ∪ J−2 , J−1 = J1 et p ∈ J−2 si et seulement si
p +|vk−1|− |uk−1| ∈ J2.

Alors, soit J−1 est vide ou max J−1 = pk−1 +1 ou soit J−2 est vide ou min J−2 = pk−1 +
|uk−1|.

Donc, par définition de Leftσ(k), I−r ∪Leftσ(k) = J−1 ∪Leftσ(k)∪ J−2 est un intervalle.
Comme I−r ∪Leftσ(k) est l’ensemble des positions utilisables de xk−1, la propriété est
vraie au rang k −1.

Soit σ une dérivation, on dit que σ est économe si toutes les positions de σ
sont utilisables.

Définition 166

En particulier, si une dérivation est conique, l’ensemble des positions utilisables
de son mot de départ est un intervalle d’après ce qui précède. On peut alors définir
une dérivation économe de même graphe d’origine le mot correspondant à cet
intervalle. On obtient donc la proposition suivante :

Pour toute dérivation σ, il existe une dérivation économe σ′ de même pro-
fondeur.

Proposition 167

Systèmes de réécriture échelonnés

Dans cette partie nous transformons les systèmes de réécriture afin de les rendre
plus réguliers et ainsi simplifier le problème : on ne peut pas avoir d’arête entre deux
pas de réécriture avec un écart de profondeur > 1.

Autrement dit : deux lettres avec des profondeurs différentes ne peuvent être
réécrites dans le même pas de réécriture.

Par exemple le système R = {aa → a} n’est pas échelonné car on peut utiliser des
lettres de profondeurs différentes : a0a0a0 → a0a1 → a2.

Nous allons montrer qu’un système R est dans MBmax(k) si et seulement si le
système transformé RLad est dans MBmax(2k + 1,Σ∗

0 ) où Σ0 désigne les lettres de
profondeur 0.
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Unsystèmede réécritureR est dit échelonné s’il existeune fonctiondeΣdans
N telle que pour tout (u, v) ∈ R alors f est constante sur {u[p],1 ≤ p ≤ |u|} et
pour tout p ′ entre 1 et |v | on a f (v[p ′]) = 1+ f (u[1]). On note alors (R, f ) un
système échelonné.

Définition 168

Comme nous l’avons évoqué, les systèmes échelonnés étiquettent les lettres par
une valeur qui correspond à la profondeur :

Soit (R, f ) un système de réécriture échelonné.
Soit σ= x0

p0,(u0,v0)−→ x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation telle que x0 ∈ f −1(0).

Pour tout k ≤ n et p entre 1 et |xk | on a :

f (xk [p]) = depthσ(k, p)

Proposition 169

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur k :
Initialisation : si k = 0 alors la propriété est vraie car pour tout p de {1, ..., |x0|}, x0[p]
appartient à Σ0 = f −1(0).
Hérédité : Supposons la propriété vraie pour tout entier ≤ k. Soit p une position de
xk+1.

Si p n’est pas dans Rightσ(k +1), la lettre xk [p] n’est pas réécrite par le pas k +1
donc sa profondeur est la même et la propriété est vérifiée.

Sinon, p est un élément deRightσ(k+1)donc indexσ(k+1, p) = k+1 et depthσ(k+
1, p) = depthG(σ)(k +1) = 1+maxi /(i ,k+1)∈E depthG(σ)(i ). On a (i ,k +1) ∈ E si et seule-
ment s’il existe (q ′, q) ∈Corrσ(i ,k) tel que q ′ ∈Rightσ(i ) et q ∈ Leftσ(k +1).

Ainsi , depthσ(k +1, p) = 1+maxq∈Leftσ(k+1)depthG(σ)(index
k
σ(q))

= 1+maxq∈Leftσ(k+1)depthσ(k, q).
Anisi, par hypothèse de récurrence depthσ(k +1, p) = 1+maxq∈Leftσ(k+1) f (xk [q]).
Comme R est échelonné, f est constante sur Leftσ(k + 1) et f (xk+1[p]) = 1 +

f (xk [q]) pour tout élément p de Rightσ(k +1) et q dans Leftσ(k +1).
Ainsi on a :

depthσ(k +1, p) = f (xk+1[p])

121



Pour tout entier k, pour tout système de réécriture R il existe un système de
réécriture échelonné (RLad, f ) tel que :

R ∈MBmax(k) ⇔ RLad ∈MBmax(2k +1,Σ∗
0 )

Théorème 170

Démonstration. À tout entier n, on associe des annotations aux lettres de Σ par
niveau pour obtenir un nouvel alphabet Σext,n :
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Pour tout i tel que 0 ≤ i ≤ n on associe à toute lettre a de Σ les quatre lettres
distinctes

— ai

— āi

— ¯̄ai

— ãi

On étendra ces notations par homomorphisme (par exemple x0 avec x = aab
désigne a0a0b0).

On associe alors à R le système de réécriture RLad(n) défini par :

RLad(n) =



x̄h ãh ȳh → rh+1,∀h < n, x, y ∈Σ∗, a ∈Σ s.t. (xay,r ) ∈ R

ah → āh ,∀h ≤ n, a ∈Σ
ah → ãh ,∀h ≤ n, a ∈Σ
āh → ¯̄ah+1,∀h < n, a ∈Σ
¯̄ah → āh ,∀h ≤ n, a ∈Σ

(4.1)

Le système RLad(n) est échelonné en posant : f (at ) = f ( ¯̄at ) = 2t et f (āt ) = f (ãt ) =
2t +1. On pose alors Σi = f −1(i ).

Montrons maintenant que :

R ∈MBmax(k) si et seulement si RLad(k) ∈MBmax(2k +1,Σ∗
0 )

Nous commençons par montrer par récurrence sur n la propriété Hn :

Hn : Pour toute dérivation sur R de longueur n, il existe une dérivation σ′ sur
RLad(H) où H est la complexité parallèle de σ telle que :

— orig(σ′) = orig(σ)0

— |aim(σ′)| = |aim(σ)|
— ∀p, aim(σ′)[p] = aim(σ)[p]t avec t = depthσ(n, p)

Initialisation : on a n = 0, il suffit de considérerσ′ définie par orig(σ′) = orig(σ)0.
Hérédité : Supposons Hn vraie pour un entier fixé n.
Soit s −→n g −→ d une dérivation de longueur n +1. Par hypothèse de récurrence,
comme la dérivation σ = s −→n g est de longueur n, il existe une dérivation σ′ =
S −→∗

RLad
G telle que orig(σ′) = orig(σ)0 , |G| = |g | etG[p] = g [p]t avec t = depthσ(n, p)

pour toute position deG .

Comme g −→R d il existe une règle (l ,r ) ∈ R et deux mots m et m′ tels que
g = ml m′ et d = mr m′. Soit p une position dont la profondeur est maximale dans
l pour s −→n

R g , notons h cette profondeur. et a cette lettre. On a g = mxaym′ et
par hypothèse de récurrence,G est de la forme M X ahY M ′ avec M , X ,Y , M ′ tels que
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base(M) = m, base(M ′) = m′, base(X ) = x, base(Y ) = y et la profondeur de chaque
lettre de X Y est majorée par h.

Alors, pour toute lettre st qui apparait dans X ou Y nous avons :

st −→
sh→s̄h

(
−→

s̄h→ ¯̄sh+1

· −→
¯̄sh+1→s̄h+1

)h−t

s̄h

DoncG −→∗
RLad

M x̄h ah ȳh M ′ −→RLad M x̄h ah ȳh M ′ −→RLad Mrh+1M ′ comme xay =
l .
Soit D = Mrh+1M ′, nous avons base(D) = mr m′ = d . Si p n’est pas une position de
rh+1 alors D[p] =G[p] = g [p]t = d [p]t pour t = depthσ(g [p]).
Si p est une position de rh+1 alors depthσ[n, p] = 1+h et D[p] = d [p]h+1. Ce qui
termine la récurrence.

Nous pouvons maintenant prouver que si RLad(n) ∈MBmax(2k +1,Σ∗
0 ) alors R ∈

MBmax(k). Si on suppose le contraire, il existe une dérivation de profondeur k +1
sur R qui correspond à une dérivation sur RLad(n +1) avec une lettre étiquetée par
k +1, donc de profondeur 2k +2 d’après la proposition ci-dessus, ainsi la dérivation
devrait être de profondeur au moins 2k +2.

Montrons finalement que si R ∈MBmax(n) alors RLad(n) ∈MBmax(2n +1,Σ∗
0 ).

Nous définissons �base (resp. ind) qui à une des lettres de la forme at , āt , ãt , ¯̄at

associe a (resp. t). Nous étendons ces applications en tant que morphisme de mo-
noïde.

Montrons par récurrence que :

Pn : Pour toute dérivation σ′ de longueur n sur RLad telle que orig(σ′) ∈Σ∗
0 , il existe

une dérivation σ sur R telle que :
— �base(aim(σ′)) = aim(σ)
— ∀p, depthσ(|σ|, p) = ind(aim(σ′)[p])

Initialisation :On choisit σ avec orig(σ) = �base(orig(σ′))
Hérédité : Soit σ′ = S −→n

RLad
G −→1

RLad
D une dérivation de longueur n +1.

Par hypothèse de récurrence, il existe σ = s −→∗ g sur R telle que �base(G) = g
et depthσ[|σ|, p] = ind(G[p]) pour tout position p deG . CommeG −→RLad D il existe
M , M ′,L,R tels que MLM ′ =G , MRM ′ = D,L → R ∈ RLad

— Si L → R est de la forme x̄h ãh ȳh → rh+1 alors �base(L) → �base(R) ∈ R, nous
avons �base(R) = r .
Soit d = mr m′ avecm = �base(M) m′ = �base(M ′) et l = �base(L) = xay . Comme
g = �base(G) = �base(M)�base(L)�base(M ′) = ml m′, g −→R d . Soit σ′′ construite
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depuis σ en ajoutant ce dernier pas de réécriture. �base(aim(σ′)) = aim(σ′′).
Prouvons que pour chaque position p de aim(σ′′),
depthσ′′[|σ′′|, p] = ind(aim(σ′)[p])

Si p est une position de m ou m′, la lettre correspondante a été réécrite et
depthσ′′[|σ′′|, p] = depthσ[|σ|, q] avec (q, p) in Cor rσ′′(|σ′′|−1, |σ|). Par ré-
currence, depthσ[|σ|, q] = ind(aim(σ′)[q]) et par construction, (q, p) dans
Cor rσ′(|σ′]−1, |σ′]) , donc ind(aim(σ′)[q]) = ind(aim(σ)[p]).

Si p est une position de r ; alors depthσ′′(|σ′′|, p) est égale à 1 plus la profon-
deur maximale dans σ des positions des lettres appartenant à l et nous
obtenons le résultat par récurrence.

— Les autres cas s −→∗
R g sont évidents.

Ainsi, si R ∈MBmax(n) alors RLad(n) ∈MBmax(2n + 1,Σ∗
0 ) : si ce n’est pas le cas,

il existe une dérivation sur RLad de profondeur supérieure ou égale à 2n +2 dont
l’origine est un mot de Σ∗

0 ; alors, une lettre indexée par n +1 apparait (d’après la
proposition ci-dessus), et il existe donc une dérivation de profondeur n +1 dans R,
contradiction.

Dérivations standardes sur les systèmes échelonnés

Dans cette partie nous travaillons sur les dérivations standardes : si deux pas
consécutifs sont orthogonaux, alors on exécute d’abord le pas le plus à gauche en
premier. Plus formellement :

Soit R un système de réécriture et soit σ = x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

une dérivation. σ est dite standarde si pour tout i on a :

minRightσ(i ) ≤ maxLeftσ(i +1)

Définition 171

Soit R un système de réécriture. Pour toute dérivation σ, il existe une dériva-
tion standarde équivalente à σ.

Proposition 172

Démonstration. À toute dérivation σ = x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn on associe
une séquence finie de longueur n d’entiers par : I (σ) = (p0, p1, . . . , pn−1).
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On considère l’ordre lexicographique ≺ sur Nn .
Soit σ une dérivation et E l’ensemble des dérivations équivalentes à σ.
Soit σ′ dans E tel que I (σ′) est minimal pour ≺ et soit I (σ′) = (p0, p1, . . . , pn−1).
Si σ′ n’est pas standarde, alors il existe i tel que maxLeftσ′(i ) < minLeftσ′(i −1).

Donc exchi−1,i (σ) est dans E et
I (exchi−1,i (σ′)) = (p0, ..., pi−2, pi , pi−1 +|vi |− |ui |, pi+1, ..., pn).
CommemaxLeftσ′(i ) < minRightσ′(i−1)nousavonspi < pi−1, ainsi I (exchi−1,i (σ′)) ≺

I (σ), ce qui contredit la minimalité de I (σ′). standarde équivalente à σ.

Dans le cas des systèmes échelonnés, pour tout mot d’une dérivation standarde
les profondeurs des lettres dont les positions sont utilisables sont de gauche à droite.

Cette propriété est fausse en général :
La dérivation g ad → g bd → f est standard mais le g de g bd est de profondeur

0 donc strictement inférieure à celle du b qui est de profondeur 1 et pourtant les
positions 1 et 2 correspondantes à g sont utilisables.

Soit R un système de réécriture échelonné. Soit σ = x0
p0,(u0,v0)−→

x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation standarde. Pour tout k, pour toute posi-

tion p et p ′ de xk telles que p < p ′ et p et p ′ sont utilisables on a

depthσ(k, p) ≥ depthσ(k, p ′)

Proposition 173

Démonstration. Soit (N ,E) =G(σ).
Montrons d’abord le lemme suivant par récurrence sur k :

Soit σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation standarde
Soit k ≤ n et soit p une position de xk telle que p < minRightσ(k). Si il existe
j et π tels que (p,π) ∈ Corrσ(k, j ), pour tout t tel que k ≤ t ≤ j on a p <
minRightσ(t ) et (p, p) ∈Corrσ(k, j ) (donc, π= p).

Lemme 174

Si t = k, le lemme est vrai par hypothèse. Supposons que la propriété soit vraie
pour t avec k ≤ t < j . Alors, p < maxRightσ(t ) et (p, p) ∈Corrσ(k, t ).
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Si (t , t + 1) n’est pas une arête de E , comme la dérivation est standarde on a
maxRightσ(t ) < minLeftσ(t +1). Alors p < minRightσ(t +1) et (p, p) ∈Corrσ(t , t +1),
et donc est appartient à Corrσ(k, t +1) par hypothèse de récurrence.

Supposonsmaintenant que (t , t+1) est une arête de E . Comme (p, p) ∈Corrσ(k, t )
et (p,π) ∈Corrσ(k, j ), (p,π) ∈Corrσ(t , j ) : comme t +1 ≤ j , p ∉ Left(t +1), par hypo-
thèse de récurrence p < minRightσ(t ), et comme (t , t +1) est une arête Rightσ(t )∩
Leftσ(t+1) est non vide : donc p < minLeftσ(t+1) et alors p < minRightσ(t+1), (p, p)
appartient à Corrσ(t , t +1),et donc à Corrσ(k, t +1).

Nous pouvons maintenant prouver la proposition par récurrence :
Initialisation : La propriété est clairement vraie pour x0.

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour xi . Comme xi −→ xi+1 il existe αi ,βi et
(ui , vi ) ∈ R tels que xi =αi uiβi et xi+1 =αi viβi . Soient p et p ′ deux positions ables
de xi+1 avec p < p ′.

Si p, p ′ sont des positions de αi ou de βi , par hypothèse de récurrence sur xi la
propriété est vraie.

Si p, p ′ sont des positions de vi , elles ont même profondeur, la propriété est vraie.
Si p est une position de vi et p ′ est une position de βi ,
nous avonsdepthσ(i+1, p) > depthσ(i , p) et depthσ(i , p ′) = depthσ(i+1, p ′), donc

depthσ(i +1, p) > depthσ(i +1, p ′) par hypothèse de récurrence.
Seul le cas où p est une position de αi et p ′ est une position de vi reste donc à

étudier.
Soit B = {p | ∃p ′ ∈Rightσ(i +1), p < p ′, p utilisable ,depthσ(i +1, p ′) > depthσ(i +

1, p)}. Si B est vide, la preuve est terminée. Sinon, soit p = maxB . Comme p est
utilisable il existe π et j tels que π ∈ Leftσ( j +1) et on a (p,π) ∈Corrσ(i , j ). Comme
p ′ ∈ Rightσ(i + 1), et depthσ(i + 1, p) < depthσ(i + 1, p ′) pour un p ′ dans Rightσ(i ),
p n’appartient pas à Rightσ(i ) et donc p < minRightσ(i ). D’après le lemme, on a
p < minRightσ( j ). Commeσ est standarde , on a Leftσ( j +1)∩Rightσ( j ) 6= ;, et donc
p < maxLeftσ( j +1).

Prouvons maintenant que pour tout t , i ≤ t ≤ j , soit p +1 n’est pas utilisable soit
depthσ(t , p) < depthσ(t , p +1). Comme p est maximal dans B , la propriété est vraie
pour t = i . Supposons qu’elle soit vraie pour t (t < j ). Si p+1 n’est pas utilisable, c’est
terminé. Sinon, au pas t +1, si p +1 n’a pas été utilisé, comme p < minLeftσ(t +1),
p +1 < minLeftσ(t +1) et depthσ(t +1, p +1) = depthσ[p +1, t ]. Si p +1 est réécrit,
comme p < minLeftσ(t +1), p +1 = minLeftσ(t +1) = minRightσ(t +1) et depthσ(t +
1, p +1) > depthσ(t , p +1). Dans les deux cas, depthσ(t +1, p) < depthσ(t +1, p +1).

Ainsi, à l’étape j , soit p+1 n’est pas utilisable, soit depthσ( j , p+1) > depthσ( j , p+
1). CommeR est échelonné et p ∈ Leftσ( j+1), p+1 ∉ Leftσ( j+1). Ainsi, nous obtenons
une contradiction et B est vide.

Ainsi, par la proposition 173 et 165, si σ est conique l’ensemble Li des positions
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utilisables de profondeur i de xk est un intervalle. Nous montrons maintenant que
la longueur de cet intervalle est ≤ L où L désigne le maximum des |l | pour (l ,r ) ∈ R.

Soit R un système de réécriture échelonné. Soit σ = x0
p0,(u0,v0)−→

x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation standarde et conique. Pour tout k < n

et pour tout i ≤ depthG(σ)(k + 1) l’ensemble Li des positions des lettres
utilisables de xk de profondeur i est un intervalle de longueur < L avec
L = max(l ,r )∈R |l |.

Proposition 175

Démonstration. Premièrement Li est un intervalle d’après 173 et 165.
Comme σ est conique, seul n n’admet pas de successeur dans le graphe de dé-

rivation de σ. Puisque k < n alors k admet un successeur, i.e. il existe une position
utilisable P dans Rightσ(k). Par la proposition 173 comme P vérifie depthσ(k,P ) < i
on a pour tout p ∈ Li , p < minRightσ(k).

Nousmontrons qu’il existe un j tel que que leminimumde Li estminLeftσ( j+1) :
soit p ce minimum, comme p est utilisable il existe un couple (π, j ) tel que π ∈
Leftσ( j+1) et (p,π) ∈Corrσ(k, j ). Or p < minRightσ(k) donc d’après le Lemme 174 on
a pour tout t entre k et j l’inégalité p ≤ minRightσ(t ) et on a π= p donc p ∈ Leftσ( j +
1).Montrons que ce p est bien leminimumdeLeftσ( j+1), c’est un intervalle d’entiers,
donc si p n’est pas le minimum alors p −1 appartient à Leftσ( j +1). Dans ce cas p −1
est utilisable et commeR est échelonné et que p et p−1 appartiennent aumême Left
on a depthσ( j , p) = depthσ( j , p −1). On a montré que p < minRightσ(t ) pour tout t
entrek et j , il en est doncdemêmepour p−1 et donc (p−1, p−1) ∈Corrσ(k, j ), donc la
profondeurne changepas entre lesmots xk et x j ona : depthσ(k, p) = depthσ(k, p−1).
p −1 est donc une position de xk utilisable de profondeur i , donc appartient à Li ,
contradiction avec la minimalité de Li atteinte en p. Ainsi, p = minLeftσ( j +1).

Nous montrons que les positions de Li ne sont jamais utilisées en k et j par
récurrence, on sait le résultat déjà vrai pour p. Soit q ∈ Li . Pour t = k on a bien (q, q) ∈
Corr(k, t ). Supposons la propriété vraie au rang t pour t < j , montrons la au rang
t +1. Supposons que q ∈ Leftσ(t +1), puisque (q, q) ∈Corr(k, t ) on a depthσ(t , q) =
depthσ(t ,k) = i , donc toute position q ′ de Rightσ(t + 1) vérifie depthσ(t + 1, q ′) =
i +1, or on a p < minRightσ(t +1) donc p < q ′. Or depthσ(t +1, p) = i < depthσ(t +
1, q ′) contradiction avec la proposition 173. Ainsi on a q ∉ Leftσ(t + 1) donc q <
minLeftσ(t +1) donc (q, q) ∈Corrσ(t , t +1) et ainsi (q, q) ∈Corrσ(k, t +1). On obtient
donc que pour toute position q de Li on a q ∉Rightσ( j ).

On amontré que minLi = minLeftσ( j +1) ≤ maxLi < minRightσ( j ), or comme σ
est standarde on a minRightσ( j ) ≤ maxLeftσ( j +1). Donc Li strictement inclus dans
Leftσ( j +1) donc #Li < L.
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Algorithme

Nous avonsmontré que pour toute dérivation il en existe une conique et standard
de même profondeur. Nous avons aussi montré que nous pouvions nous restreindre
au problème de décision R ∈MBmax(2k +1, f −1(0)) pour un entier k et un système
échelonné (R, f ).

Dans unedérivation standarde sur un système échelonné, les positions utilisables
de même profondeur dans unmot forment un intervalle.

De plus si la dérivation est conique, on peut borner la taille de ces intervalles
(pour une profondeur non nulle) par la taille du système R et toutes les lettres qui ne
sont pas utilisables forment un préfixe dumot. Plus formellement :

Soit (R, f ) un système de réécriture échelonné, soit σ = x0
p0,(u0,v0)−→

x1...
pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn une dérivation conique, économe et standard telle que

orig(σ) ∈ f −1(0).
Pour tout k ≤ n, en notant m la profondeur de xk il existe des mots
d k

0 ,d k
1 , ...,d k

m et f k
1 , f k

2 , ... f k
m tels que :

— xk = d k
0 d k

1 ...d k
m f k

m f k
m−1... f k

1 f k
0

— Les positions des d k
i ne sont pas utilisables

— pour k < n, si f k
m f k

m−1 . . . f k
i est vide, d k

i ...d k
m est vide.

— Les positions utilisables sont celles de f k
m f k

m−1... f k
1 f k

0 si f k
0 est non

vide, sinon celle d’un préfixe de f k
m f k

m−1... f k
1 f k

0
— Les positions de d k

i et de f k
i sont de profondeur i

— La longueur de f k
i pour i > 0 est < L + M avec L = max(l ,r )∈R |l | et

M = max(l ,r )∈R |r |

Théorème 176

Démonstration. Nous montrons le théorème par récurrence sur k.
Initialisation : Soit f 0

0 égal à x0 et donc les f 0
i pour i>0 et les d 0

i égaux au mot vide :
toutes les positions de f0 sont utilisables car la dérivation est économe et pour toute
position p de x0 nous avons depthσ(0, p) = 0.
Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang k. Nous avons xk

pk ,(uk ,vk )−→ xk+1. Soit
m = max{depth(i ), i ≤ k}.

Comme R est échelonné et comme Leftσ(k + 1) est un intervalle nous avons
uk facteur de f k

i or d k
i , pour un certain i . Comme toute les positions de uk sont

utilisables alors uk est un facteur de f k
i . Si f k

i =αukβ alors après le pas de réécriture
nous avons αvkβ facteur de xk+1 mais toutes les positions de α sont utilisables et

129



toutes les lettres de α ont une profondeur strictement inférieure à toutes les lettres
de vk , ce qui est impossible, donc α= ε.

- Si f k
m f k

m−1... f k
i+1 est non vide : posons d k+1

t = d k
t pour tout t dans 0,1, ...m, f k+1

t =
f k

t pour tout t dans 0,1, ...m différent de i et i +1, f k+1
i = β et f k+1

i+1 = f k
i+1vk ; alors,

xk+1 = d k+1
0 . . .d k+1

m f k+1
m . . . f k+1

0 .
Comme la dérivation est conique, les positions de xk utilisables sont un intervalle qui
ont pour préfixe f k

m f k
m−1... f k

i−1 = f k+1
m f k+1

m−1... f k+1
i−1 non vide, donc forment un préfixe

de f k+1
m f k+1

m−1... f k+1
0 . Les positions de d k+1

i et de f k+1
i sont bien de profondeur i . Si

f k+1
m f k+1

m−1 . . . f k+1 est vide, f k
m f k

m−1 . . . f k
j l’était, donc d k+1

j ...d k+1
m = d k

j ...d k
m l’est aussi.

Il reste donc à montrer que la longueur de f k+1
i+1 , seule à avoir augmenté, est bien

inférieure ou égale à L+M .
Comme Li+1 est l’ensemble des positions de f k

i+1 nous avons | f k
i+1| < L d’après la

proposition 175 (on a bien i qui supérieur à la profondeur de k +1) donc | f k+1
i+1 | =

| f k
i+1vk | < L+M .

- Si f k
m f k

m−1... f k
i+1 est vide, alors d k

i ...d k
m l’est aussi : on peut factoriser vk en w w ′

où seules les positions de w ′ sont utilisables. On remarquera que comme la dé-
rivation est conique, w ′ est nécessairement non vide, sauf éventuellement pour
le dernier pas. Posons d k+1

t = d k
t pour tout t dans 0,1, ...m sauf i + 1, d k+1

i+1 = w ,
f k+1

t = f k
t pour tout t dans 0,1, ...m différent de i et i + 1, f k+1

i+1 = w ′ et f k+1
i = β ;

alors xk+1 = d k+1
0 . . .d k+1

i d k+1
i+1 f k+1

i+1 f k+1
m . . . f k+1

0 . Les propriétés sur les positions uti-
lisables et les profondeurs sont vraies par définition, la dernière propriété sur les
longueurs est immédiate puisque f k+1

i+1 ≤ M et | f k+1
j | ≤ L+M si j différent de i +1.

Nous proposons maintenant un algorithme non déterministe PSPACE qui consi-
dère deux entrées :

— Un système de réécriture échelonné
— Un entier k

et qui renvoie Vrai s’il existe une dérivation de profondeur k +1 et Faux sinon,
autrement dit qui teste si R ∉MBmax(k).

On rappelle que tout système de réécriture peut-être transformé en temps poly-
nomial en un système de réécriture échelonné.

Cet algorithme non déterministe garde enmémoire un tableau demots [ fh , ..., f1].
Qui contient les positions des lettres utilisables lors du cours de la dérivation dont
chaque fi contient les lettres de profondeur i .

130



input :un système de réécriture échelonné R, un entier k
1 L ← max(u,v)∈R |u|;
2 C ← (Lk+1 −1)/(L−1) ;
3 h ← 0 ;
4 while (C > 0) and (h < k +1) do
5 Choices← {(i , v) | 1 ≤ i ≤ h, (u, v) ∈ R, fi = u f ′

i , | fi+1| < L};
6 if max1≤h fi < L then
7 Choices←Choices∪ {(0, v), (u, v) ∈ R} ;
8 if Choices is empty then
9 return False ;

10 else
choose : (i , v) ∈Choices ;

11 if i > 0 then
12 fi ← f ′

i ;

13 if (i == h) then
choose : v ′, v ′′ s.t. v = v ′′v ′ ;

14 fi+1 ← v ′ ;
15 h ← h +1;
16 else
17 fi+1 ← fi+1v ;
18 C ←C −1 ;
19 return (h == k +1);

Nous utilisons le théorème 176 pour montrer trois points :

1. S’il existe une exécution de l’algorithme qui renvoie vrai alors il existe une
dérivation de profondeur k +1

2. S’il existe une dérivation de profondeur k +1, alors il existe une exécution de
l’algorithme qui renvoie vrai.

3. L’algorithme est PSPACE.

Premier point :
Nousmontrons par invariance qu’à la findu t-ièmepassage dans la boucleWhile :

Il existe une dérivation de profondeur h de but xt avec fh ... f1 facteur de xt et pour
tout i fi est non vide et toutes les lettres de fi sont de profondeurs i où [ fh , ..., f1] est
la mémoire.

- Initialisation : au 0-ième passage dans la boucle, la mémoire est [], on considère
toutmot x0, c’est une dérivation de profondeur 0 dont le but admet fh ... f1 = ε comme
facteur. au départ, on considère tout mot x0, c’est une dérivation de profondeur 0
dont le but admet fh ... f1 = ε comme facteur.
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- Hérédité : supposons que nous sommes au t-ième passage de la boucle while.
On suppose que nous entrons dans la boucle while, on a donc h < k +1 etC > 0. Par
hérédité, il existe une dérivation σt de profondeur h de la forme x0 → xt =µ fh ... f1µ

′

où [ fh , ..., f1] est la mémoire de plus chaque lettre de fi est de profondeur i pour tout
i .

À la fin de la boucle on a Choices non vide sinon la branche d’exécution renvoie
faux, contrairement à notre hypothèse initiale. Donc il existe (i , v) dans Choices. Par
construction de Choices, (i , v) vérifie l’existence d’un u tel que (u, v) ∈ R et i entre 0
et h.

Si i est strictement entre 0 eth alors il existe f ′
i tel que fi = u f ′

i : on a xt =µ fh ... f1µ
′

on pose xt+1 =µgh gi+1gi gi−1...g1µ
′ avec g j = f j pour j différent de i et i +1, gi = f ′

i
et gi+1 = fi+1v . Puisque i est strictement entre 0 et h, la mémoire de l’algorithme à la
fin du t +1-ième passage dans la boucle est [gh , ..., g1]. De plus on a xt =µ fh ... f1µ

′ =
µ fh ... fi+1u f ′

i ... f1µ
′ →R µ fh ... fi+1v f ′

i ... f1µ
′ = µgh gi+1gi gi−1...g1µ

′ = xt+1. La profon-
deur des lettres de g j est celle de f j pour j différent de i et i +1, la profondeur des
lettres de gi est celle de fi car gi = f ′

i est un facteur de fi et la profondeur des lettres
de gi+1 sont celles de fi+1 de profondeur i +1 et de v qui sont de profondeur égale à
1+ la profondeur des lettres de u dont 1+i car u facteur de fi . La dérivation x0 → xt+1

est de profondeur h car i < h et les lettres des mots µ et µ′ n’ont pas changé, ainsi
cette dérivation vérifie les hypothèses demandées au rang t +1 par la récurrence.

Lorsque la branche d’exécution termine, puisqu’elle renvoie vrai, le booléen h =
k +1 est vrai, comme il existe une dérivation de profondeur h, elle est de profondeur
k +1.

Second point : Supposons qu’il existe une dérivation de profondeur k +1, nous
montrons qu’il existe une branche d’exécution qui renvoie vrai.

Pour toute dérivation il existe une dérivation conique, économe et standarde de
même profondeur. Il existe donc une telle dérivation de profondeur k +1, nous la
dénotons par :

σ= x0
p0,(u0,v0)−→ x1...

pn−1,(un−1,vn−1)−→ xn

Comme la dérivation est conique, les seules lettres de profondeur k+1 sont celles
de xn .

Comme le système de réécriture est échelonné, le théorème 176 s’applique, on a
donc pour tout k :

xk = d k
0 ...d k

m f k
m ... f k

0

avec les lettres des d k
i et des f k

i de profondeur i .
Montrons par récurrence sur t ≤ n qu’il existe une branche d’exécution telle qu’à

la fin du t-ième passage dans la boucle la mémoire contient [ f t
h , ..., f t

1 ] pour t ≤ n et
h vaut la profondeur de xt .

- Initialisation : Si la dérivation est de profondeur nulle, alors k+1 = 0, ainsi le test
h < k +1 n’est pas réalisé et nous ne rentrons pas dans la boucle. On a la mémoire
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qui est bien vide. Et h = 0.
- Hérédité : Supposons qu’il existe une branche d’exécution telle qu’à la fin du

t-ième passage dans la boucle la mémoire contient [ f t
h , ..., f t

1 ] avec t < n et h vaut la
profondeur de xt .

D’après la proposition 161 la longueur n de la dérivation vérifie n ≤ Lk+1−1
L−1 donc

comme t < n on a C > 0. De plus t < n donc la profondeur de xt est < k +1, donc
h < k +1. On entre dans la boucle.

On a xt = d t
0...d t

h f t
h ... f t

0 → xt+1 donc d’après la preuve du théorème 176, il existe
un indice i entre 0 et h tel que uk soit un facteur de f t

k , il existe donc β tel que
f t

k = ukβ.
i) On suppose que i 6= 0. Pour tout j > i , d’après la proposition 175 l’ensemble

des lettres aux positions utilisables de profondeurs de xt i.e. exactement les lettres
de f t

i est un intervalle de longueur < L. Par définition puisque (uk , vk ) ∈ R et que la
mémoire contient [ f t

h , ..., f t
1 ] on a (i ,uk ) qui appartient à Choices.

ii) On suppose que i = 0. Alors par la proposition 175, pour tout i > 0 on a f t
i de

longueur < L, or la mémoire au début de la boucle contient [ f t
h , ..., f t

1 ] donc max f t
i <

L, donc (0, vk ) est un élément de Choices.
Nous choisissons l’élément présenté aux point i) et ii), la mémoire contient

alors [ f t
h , ..., f t

i+1v,β, f t
i−1, ... f t

1 ] si i > 0 et [ f t
h , ..., f t

2 , f t
1 v] or par définition du pas de

réécriture et du théorème 176
a) si i < h on a f t+1

j = f t
j pour j différent de i et i+1, f t+1

i+1 = f t
i+1v et f t+1

i =β. Donc
à la fin du t+1-ième passage dans la bouclewhile, lamémoire contient [ f t+1

h , ..., f t+1
1 ].

Et h n’augmente pas car i < h. On a xt+1 de même profondeur que xt donc h.
b) si i = h, on considère vk factorisé en w w ′ où les positions utilisables sont

celles de w ′, on a f t+1
j = f t

j pour j différent de h et h +1, f t+1
h+1 = w ′ et f t+1

h = β. On
choisit alors v ′′ = w et v ′ = w ′. À la fin du t +1-ième passage dans la boucle while, la
mémoire contient [ f t+1

h+1 , ..., f t+1
1 ]. Comme i = h, on a h qui est incrémenté de 1. Or

xt+1 est de profondeur +1 par rapport à xt , donc h +1.
Ainsi la récurrence est démontrée.
Au n-ième passage dans la boucle, la branche d’exécution admet h qui vaut la

profondeur de xn , donc k +1 donc il n’y a plus de passage dans la boucle while, et la
branche renvoi h = k +1, donc vrai.

Troisième point : Montrons que l’algorithme est PSPACE. La mémoire totale
contient h, C , Choices et la mémoire [ fh+1, ..., f1] après t passages dans la boucle.
Comme C vaut Lk+1−1

L−1 il est de taille polynomiale, de même Choices est borné en
taille par #R × (k +1) donc est de taille polynomiale, il suffit de montrer que les mots
f j sont de longueur < L+M ainsi la mémoire totale est polynomiale.

Montrons ce résultat par récurrence sur t .
- Initialisation : après 0 passage dans la boucle, la mémoire est vide.
- Hérédité : Supposons qu’après t passages dans la boucle on a | f j | < L+M pour
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tout j de 1 à h. À la fin du t +1 passage dans la boucle la mémoire est de l’une des
formes suivantes :

— [v ′, f ′
h , fh−1, ..., f1] avec |v ′| < M car facteur de v et | f ′

h | < L +M car facteur de
fh de longueur < L+M par récurrence

— [ fh , ..., fi+1v, f ′
i , fi−1, ... f1] avec |v | < M et | f ′

i | < L +M car facteur de fi de lon-
gueur < L+M par récurrence

Ce qui achève la récurrence.
Ainsi la mémoire générale est polynomiale.

4.3.3 Le problème R ∈MBmax(k) est pspace-difficile

Le but de cette section est de montrer la partie dureté du théorème 157. Nous
utilisons pour cela une réduction polynomiale depuis le problème du vide de l’inter-
section d’automates :

Décider si l’intersection de N automates non déterministes est vide est
PSPACE-complet.

Il est facile de voir que la restriction aux automates qui ne reconnaissent pas
le mot vide et qui ont un unique état initial et un unique état final, reste PSPACE-
complète, nous ferons cette hypothèse par la suite.

Nous considérerons des lettres de la forme (a,n) avec n entier et noterons an au
lieu de (a,n).

On étend cette notation aux mots : si m = a1...ak alors mn = an
1 ...an

k
5.

On considère N automates non déterministes (Qn ,Σ,δn , in , fn) (pour n de 1 à N )
tels que tous les ensemblesQn sont deux à deux disjoints.

Nous réduisons le problème du vide de l’intersection de ces automates vers le
problème :

R ∈MBmax(2N +2p +3)

où p = ⌈
log2(

∏N
n=1 |Qn |)

⌉
avec le système de réécriture R défini par :

5. Jusqu’à la fin du chapitre aucune confusion avec la puissance d’un mot dans le monoïde (Σ∗, .)
n’est possible.
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g

d

S C· · ·

2N +2p +4

FIGURE 4.2 – Graphe-lettre du système R

R =



S → g iN ...i1G0d

Gt → Gt+1Gt+1,∀t ∈ [0, p −1]

Gt → Gt+1,∀t ∈ [0, p −1]

Gp → a0,∀a ∈Σ
ai → qai

V q ′,∀(q, a, q ′) ∈ δi ,∀i ∈ [0, N −1]

qqai
V → ai+1,∀q ∈Qi ,∀i ∈ [0, N −1]

aN → Dp ,∀a ∈Σ
D t+1D t+1 → D t ,∀t ∈ [0, p −1]

D t+1 → D t ,∀t ∈ [0, p −1]

g D0 fN fN−1... f1d → C

(4.2)

Premièrement, on peut remarquer que l’intersection des N automates est non
vide si et seulement si il y a unmot non vide de longueur au plus

∏N
n=0 |Qi | donc au

plus 2p reconnu par chacun des automates.
— Les 4 premières lignes du système R ci-dessus permettent de générer tous les

mots de longueur ≤ 2p

— Les 2 lignes suivantes permettent de vérifier l’existence d’un run du mot
engendré dans chaque automate à partir de l’état initial

— Les dernières lignes permettent de vérifier que chaque état final est bien
atteint
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Pour toute dérivation σ sur R telle que orig(σ) = S et aim(σ) = C la com-
plexité parallèle de σ est 2N +2p +4.

Lemme 177

Démonstration. On considère une telle dérivation.
Soit f définiepar f (S) = 0, f (Gt ) = t+1, f (ai ) = p+2+2i , f (ai

V ) = f (ai )+1, f (Dk ) =
p +3+2N +p −k, f (C ) = 2p +2N +4, f (g ) = f (d) = 1, f (q) = p +3+2i pour les états
q de l’automate Ai .

Il est facile de vérifier que pour chaque règle il y a une lettre dans lemembre droit
dont la valeur est exactement 1+ le maximum des valeurs des lettres du membre
gauche.

Par récurrence, il est facile de vérifier que, pour toute lettre x qui n’est pas asso-
ciée à un état, dans une dérivation d’origine S, f (x) correspond à la profondeur de
l’index de la lettre ; donc, pour une dérivation telle que orig(σ) = S et aim(σ) =C , la
complexité parallèle vaut f (C ) donc 2p +2N +4.

On prouve dans le lemme suivant que tout mot de longueur ≤ 2p peut être en-
gendré par le système :

Pour tout mot m non vide de longueur ≤ 2p il existe une dérivation de la
forme S −→∗ g iN · · · i0m0d .

Lemme 178

Démonstration. Soit Hi défini par :

Pour tout mot m non vide de longueur majorée par 2i il existe une dérivation de la
forme :

Gp−i −→∗ m0

Initialisation : Pour toute lettre a de Σ on aGp → a0 donc H0 est vraie.
Hérédité : Supposons Hi pour un i fixé. Soit m un mot non vide de longueur

majorée par 2i+1.
Si m est de longueur majorée par 2i , d’après Hi on a une dérivation de la forme

Gp−i −→∗
R m0, orGp−i−1 →Gp−i est une règle de R par composition on obtient Hi+1.
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Sinon, m peut être décomposé comme m1m2 avec les longueurs de m1 et m2

majorées par 2i et non nulles. D’après Hi il existe deux dérivations de la forme :
Gp−i −→∗ m0

1 etGp−i −→∗ m0
2, doncGp−i Gp−i −→∗ m0

1m0
2. OrGp−i−1 →Gp−i Gp−i est

une règle du système. Par composition Hi+1 est prouvée.
Enfin comme S −→ g iN · · · i0G0d est une règle du système, par composition on a

prouvé le lemme.

De même, nous avons :

Pour tout mot non vide m tel que |m| ≤ 2p il existe une dérivation de la
forme :

g mN fN · · · f0 −→∗
R C

Lemme 179

Le prochain lemme démontre que le système "simule" les runs de l’automate :

Si An reconnait le mot m alors il existe une dérivation de la forme :

inmn −→∗
R mn+1 fn

Lemme 180

Démonstration. Soit m = a1 · · ·ak unmot.
Comme m est reconnu par An il existe un run q0a1q1...qk−1ak qk de An tel que

q0 = in (l’état initial de An) et qk = fn (l’état final de An).
Pour tout t , la règle de réécriture an −→ qt−1(an

t )V qt appartient à R donc :

inmn −→∗
R in q0(an

1 )V q1q1(an
2 )V ...qk−1qk−1(an

k )V qk

Demême pour tout t , la règle qt−1qt−1(an
t )V −→ an+1 appartient à R (on a q0 =

in) :

in q0(an
1 )V q1q1(an

2 )V ...qk−1qk−1(an
k )V qk −→∗

R an+1
1 · · ·an+1

k qk

Finalement, comme qk = fn on a

inmn −→∗
R mn+1 fn
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Ainsi on obtient :

Si
⋂N

n=1 L(An) est non vide alors R ∉MBmax(2N +2p +3).

Proposition 181

Démonstration. D’après les lemmes ci-dessus, s’il existe un mot non vide m de
longueur au plus 2p reconnu par les N automates alors il existe une dérivation de
la forme S →∗ C . La complexité parallèle d’une telle dérivation est 2N +2p +4 donc
R ∉MBmax(2N +2P +3).

Si R ∉MBmax(2N +2p +3) alors
⋂N

n=1 L(An) est non vide.

Proposition 182

Démonstration. Supposons queR ne soit pas dansMBmax(2N+2P+3). Il existe donc
une dérivation de complexité parallèle 2N +2P+4, on peut supposer cette dérivation
comme étant économe et conique.

Considérons le graphe des lettres de R : les seuls chemins de longueur 2N +2P +
4 sont des chemins d’origine S et C . Or, un chemin dans le graphe de dérivation
correspond à un chemin dans le graphe de lettres. Comme il y a unique règle de
R dont le membre gauche est S et une unique règle dont le membre droit estC , la
dérivation est de la forme uSv −→ ug iN ...i0G0d v −→l αg D0 fN fN−1... f1dβ−→αCβ
avec un chemin de S àC dans le graphe de dérivation. De plus, on peut remarquer
que la règle g D0 fN fN−1... f1d → C est la seule règle produisant C et également la
seule règle avec g ou d en membre gauche et queC n’apparaît dans aucun membre
gauche du système. Donc, la dérivation (qu’on a choisie conique et économe) est
de la forme S −→ g iN ...i0G0d −→l g D0 fN fN−1... f1d −→ C avec la sous-dérivation
g iN ...i0G0d −→l g D0 fN fN−1... f1d de complexité parallèle égale à 2N +2p +2.

On réutilise la fonction f définiepar f (S) = 0, f (Gt ) = t+1, f (ai ) = p+2+2i , f (ai
V ) =

f (ai )+1, f (Dk ) = p+3+2N+p−k, f (C ) = 2p+2N+4, f (g ) = f (d) = 1, f (q) = p+3+2i
pour les états q de l’automate Ai .

Nous pouvons remarquer que dans toute dérivation de la forme S −→∗
R C on a :

— Pour tout i , la lettre correspondante à l’état initial de Ai peut seulement être
produite à la profondeur 1 et être consommée à la profondeur p +4+2i

— Pour tout i , la lettre correspondante à l’état final de Ai peut seulement être
produite à la profondeur p+3+2i et être consommée à la profondeur p+4+2i .
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— g et d peuvent seulement être produite à la profondeur 1 et consommée à la
profondeur p +4+2i .

— Toute autre lettre x est produite à la profondeur f (x) et consommée à la
profondeur f (x)+1.

La dérivation S −→ g iN ...i1G0d −→∗ g D0 fN fN−1... f1d est équivalente à une déri-
vationconstituéede2N+2p+3pasparallèles.Notonsuk lemotobtenuaprèsk étapes
parallèles dans cette dérivation. Comme le but de la dérivation est g D0 fN fN−1... f1d ,
d’après ce qui précède, il existe un mot non vide m de Σ∗ de longueur au plus 2p tel
que :

— up+2 = g iN ...i1m0d
— up+2+2k = g iN ...ik+1mk qk ...q1d qui assure l’existe d’un run de ik à qk dans Ak

étiqueté par m .
— u2p+3+2N = g D |m|

p qN ...q1d

De plus, comme g D |m|
p qN ...q1d −→C , nous avons qi = fi pour tout i . Ainsi le run

de m est terminant pour tout Ai , donc m appartient à L(Ai ) pour tout i .

Ainsi, le système R ∈MBmax(2N + 2p + 3) si et seulement l’intersection des N
langages reconnus par les automates Ai est vide. Le nombre de règles de R vaut 4p
plus le double du nombre de règles des automates +4. Toutes les règles exceptées la
première et la dernière, sont de taille au plus 4. Les première et dernière sont de taille
au plus N +4. Ainsi la taille de R est bornée linéairement par la taille des automates.

Nous avions déjà montré que le problème était PSPACE, nous venons de montrer
qu’il est PSPACE-difficile, ainsi :

On obtient :

PROBLEME : Problème d’appartenance à MBmax(k)
INSTANCE : R un srs, k un naturel
QUESTION : R ∈MBmax(k)?
COMPLEXITE : PSPACE-complet

Théorème 183
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avonsmis en avant la structure des dérivations.Nous avons
proposé une représentation graphique des interactions entre les pas de réécriture
d’une dérivation pour étudier les possibilités de parallélisation des pas de réécriture.

Nous avons au chapitre précédent montré qu’une étape de complétion d’au-
tomate correspondait au calcul à un pas parallèle des ancêtres. Nous avons défini
la classe des systèmes de réécritures où la complexité parallèle est uniformément
bornée pour toutes les dérivations : MBmax. Nous avons proposé de pouvoir simuler
toute dérivation entre deux mots u et v par une dérivation de complexité parallèle
bornée par une constante : BPar.

Les deux classes sont stables par inversion puis nous avonsmontré que la relation
→∗ d’un système de réécriture BPar est une relation rationnelle et donc préserve les
réguliers.

Pour ces deux classes nous montrons que le problème d’inclusion de requêtes
RPQ est EXPSPACE-complet.

Finalement, nous avons proposé un algorithme qui décide en PSPACE si un
système de réécriture est MBmax(k) et avons montré que ce problème est PSPACE-
difficile.
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CHAPITRE5 Classe de règles tgd bor-
nées
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Nous souhaitons interroger des bases de données qui satisfont certaines pro-
priétés exprimées comme contraintes d’intégrité. Malheureusement, en général ces
contraintes ne sont pas satisfaites.

La procédure du chase permet de compléter une instance afin de satisfaire des
contraintes tgd. Le chase admet plusieurs variantes (on pourra citer notamment
l’oblivious, le semi-oblivious, le standard, le core, ...) mais dans ce chapitre nous por-
tons une attention particulière aux variantes oblivious et semi-oblivious et évoquons
quelques résultats dans le cas standard.

Un des problèmes majeurs de la procédure du chase est sa terminaison : on
souhaite décider si pour toute instance le chase termine i.e. construit une nouvelle
instance qui satisfait les contraintes en un nombre fini d’étapes.

Demanière générale, ceproblèmeest indécidable [56, 55].Denombreuses classes
assurant la terminaison du chase ont été proposées dont les systèmes weakly-acyclic
[40] et de nombreuses extensions. Dans ce chapitre nous portons attention aux sys-
tèmes uniformément bornés [35, 34, 17]. Ces classes généralisent les études menées
sur les programmes Datalog [43, 30, 74].

Nous proposons dans ce chapitre, de comparer les classes de tgd uniformément
bornées en fonction de la variante du chase et d’une stratégie choisie.

Les systèmes uniformément bornés consistent à mesurer "l’empilement" des
faits produits et de les borner uniformément par une constante. Cette mesure est
à mettre en relation avec l’empilement des transitions lors de la complétion des
automates (chapitre 4). La complétion d’automates ne correspond pas exactement à
la complétion par l’oblivious-chase.

Chaque étape de complétion d’un automate correspond à un pas parallèle des
descendants (ou ancêtres). Nous comparons le fait de limiter uniformément la com-
plexité parallèle avec les contraintes demots qui sont uniformément bornées au tant
que tgd. Nousmontrons que sous certaines conditions ces notions sont équivalentes.
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5.1 Systèmes de règles tgd bornés

5.1.1 Résumé

On se fixe une variante X ∈ {O,SO,S}.
Nous proposons un résumé des résultats prouvés dans les trois sous-sections de

cette section :

Sous-section 5.1.2 :Définitions générales Onconsidère la profondeur [26, 35, 17]
d’une X -dérivation comme la profondeur maximale des faits qui la compose (voir
définition 191) : à chaque fois qu’un trigger produit des nouveaux faits, la profondeur
de ceux-ci est alors 1+ le maximum des faits qui ont permis d’activer le trigger. Les
faits de l’instance initiale ont une profondeur nulle.

I0 → I1 → I2 → I3 ...

profondeur 0

profondeur 1 profondeur 2

profondeur 3

Nous proposons dans cette section d’étudier le problème de la borne uniforme :
Etant donné une variante de chase, une stratégie (breadth-first par exemple), est ce
que toute X -dérivation (ou au moins une) sur toute instance est de profondeur ≤ k ?

Plusieursmanières de privilégier certaines X -dérivations à borner sont proposées
pour étudier la terminaison ou la profondeur (par exemple les dérivations où les
règles Datalog sont prioritairement appliquées [69]).

Ici nous choisissons d’étudier deux cas : celui où toutes les X -dérivations sont
bornées et celui de la stratégie breadth-first consistant à appliquer les triggers "étage
par étage" : une fois un trigger appliqué, on applique les triggers demêmeprofondeur
jusqu’à ce qu’on puisse passer à la profondeur suivante.

Le choix des X -dérivations breadth-first (BF en abrégé) est motivé dans [35, 17]
dans le cas oblivious et semi-oblivious (X ∈ {O,SO}) :

— Confluence : on peut permuter deux triggers orthogonaux sans désactiver un
autre trigger de la dérivation (voir proposition 196)
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— Profondeur minimale : pour toute X -dérivation terminante de profondeur k,
il existe une X -dérivation BF de pronfondeur ≤ k (voir proposition 208)

Cette propriété de confluence est fausse dans le cas standard.
Nous proposons de borner les systèmes de quatre manières différentes :

Soit X ∈ {O,SO,S}. Soit k un entier. Soit C un système de règles tgd. Si (res-
pectivement) on a pour toute instance I :

1. toute X -dérivation sur I est de profondeur au plus k

2. toute X -dérivation BF sur I est de profondeur au plus k

3. il existe une X -dérivation sur I de profondeur au plus k

4. il existe une X -dérivation BF sur I de profondeur au plus k

alors le système C est (respectivement) dit :

1. borné par k et on note C ∈βk (all, X )

2. BF-borné par k et on note C ∈βk (BF, X )

3. faiblement borné par k et on note C ∈βk (weak, X )

4. faiblement BF borné par k et on note C ∈βk (wBF, X )

Définition 184

On dénote par β(all, X ) l’union de tous les βk (all, X ) pour k entier naturel. On
définit de la mêmemanière β(BF, X ),β(weak, X ) et β(wBF, X ).

Par définition pour toute variante X nous avons les inclusions :

βk (all, X ) ⊆ βk (BF, X ) ⊆ βk (wBF, X ) ⊆ βk (weak, X )

Nousmontrons que dans le cas oblivious et semi-oblivious être borné (pour l’une
des définitions) assure la terminaison. Par contre, si un système tgd termine alors il
n’est pas toujours borné (exemple 203).

Dans le cas standard, la propriété d’être uniformément bornée n’assure pas la
terminaison (exemple 201).

Nous montrons que les inclusions βk (all, X ) ⊆ βk (BF, X ) ⊆ βk (wBF, X ) ⊆
βk (weak, X ) sont strictes.

Sous-section 5.1.3 : Comparaison des classes dans le cas oblivious et semi-obli-
vious Nous comparons les classes obtenues dans la sous-section précédentes entre
elles i.e. βk (all, X ),βk (BF, X ),βk (wBF, X ) et βk (weak, X ).

Premièrement, nous montrons que toutes les X -dérivations BF en oblivious et
semi-oblivious ont la même profondeur.
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Ce qui permet d’affirmer que :

Soient X ∈ {O,SO} et k un entier,

βk (BF, X ) =βk (wBF, X )

Théorème 185

De plus nous montrons :

Soient X ∈ {O,SO} et k un entier,

βk (wBF, X ) =βk (weak, X )

Théorème 186

Ainsi, nous pouvons résumer les inclusions par le schéma 1 :

β(all,S) β(BF,S) β(wBF,S) β(weak,S) C T S
∀∃

C T S
∀∀

β(all,SO) β(BF,SO) =β(wBF,SO) =β(weak,SO) C T SO
∀∀ =C T SO

∀∃

β(all,O) β(BF,O) =β(wBF,O) =β(weak,O) C TO
∀∀ =C TO

∀∃

Nous montrons ensuite que les inclusions sont strictes.
Les systèmes tgd uniformément bornés en oblivious et semi-oblivious assurent

la terminaison, nous montrons que les βk (all, X ),... ne sont pas comparables avec la
classe des weakly-acyclic [40].

1. C T X
∀∀ désigne la classe des systèmes qui terminent sur toute instance
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Sous-section 5.1.4 : Problèmes de décision Nous avons montré que les classes
βk (all, X ) et βk (BF, X ) assurent la terminaison en oblivious et semi-oblivious (les
autres classes βk (wBF, X ) et βk (weak, X ) sont égales à βk (BF, X )). Il est intéressant
de pouvoir décider si un système est dans la classe βk (all, X ) ou la classe βk (BF, X )

Nous explicitons les résultats de [35, 17] pour prouver que pour X ∈ {O,SO} nous
avons les deux résultats de complexités suivants :

PROBLEME : Borne uniforme tgd
INSTANCE : C des règles tgd, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (all, X )?
COMPLEXITE : Co-NEXPTIME

PROBLEME : Borne uniforme tgd dans le cas BF
INSTANCE : C des règles tgd, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (BF, X )?
COMPLEXITE : 2EXPTIME

Enfin, dans le cas Datalog, nous montrons que pour tout X dans {O,SO,S} :

PROBLEME : Borne uniforme Datalog dans le cas BF
INSTANCE : C un problème Datalog, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (BF, X )?
COMPLEXITE : Co-NEXPTIME-complet

Ce qui permet de montrer que les problèmes de décision C ∈βk (all, X )? et C ∈
βk (BF, X )? sont Co-NEXPTIME-difficiles.

Donc Co-NEXPTIME-complet pour C ∈βk (all, X )?.

5.1.2 Définitions générales

Dans tout ce chapitre est fixé un schéma relationnel S, un ensemble dénombrable
de variables Var et un ensemble dénombrable de constantes Const.

On pourra se référer au chapitre 1 pour des rappels techniques sur les notions de
triggers, de tgd et les variantes de chase.

On rappelle que pour toute règle r : B → H , B désigne le corps de r et H sa tête.
Premièrement, nous avons la proposition évidente suivante :

Si deux instances I et I ′ sont isomorphes par ϕ alors les triggers actifs de I ′

sont les (r,ϕ◦h) où (r,h) est un trigger actif de I .

Proposition 187

146



Quand un trigger est activé sur une instance alors d’autres peuvent devenir désac-
tivés : autrement dit un trigger actif sur I ne l’est pas forcément sur I ∪h′(H) que
nous noterons parfois I + (r,h).

Soit X ∈ {O,SO}. Soit I une instance. On considère l’ensemble Actif(I ) des
triggers actifs sur I .
On dit que deux triggers actifs sont équivalents si l’un désactive l’autre, i.e
(r,h) ∼ (R, H) ssi (R, H) n’appartient pas à Actif(I + (r,h)). C’est une relation
d’équivalence.
L’ensemble des (R, H) tels que (r,h) ∼ (R, H) est noté [(r,h)]I .
On étend cette notation aux non actifs : si (r,h) est non actif alors [(r,h)]I =;.

Définition 188

Aucun trigger ne peut être désactivé pour l’oblivious chase on a [(r,h)]I = {(r,h)}
pour tout trigger.

De même, un trigger désactivera un autre s’ils ont les mêmes règles et mêmes
frontières dans le semi-oblivious chase donc (R, H) ∈ [(r,h)]I ssi R = r et h(∂r ) =
H(∂R) pour tout trigger.

Nous associons aux faits et auxnœudsd’une instance des entiers qui représentent
la profondeur.

Dans une X -dérivation, les faits et nœuds sont indicés par 0 s’ils appartiennent à
l’instance de départ. Puis, on affecte à tout fait créé 1+ la plus grande profondeur
des faits qui ont permit de le produire.

Les faits et les nœuds des instances sont donc affectées par des entiers :

Une instance indicée est un triplet (I ,erankI ,vrankI ) où I est une instance,
erankI est une fonction des faits de I vers N et vrankI est une fonction des
nœuds de I vers N.

Définition 189

Nous étendons les isomorphismes d’instances aux instances indicées :
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Soient (I ,erankI ,vrankI ) et (J ,erankJ ,vrankJ ) deux instances indicées. Un
isomorphisme entre ces deux instances indicées est un isomorphisme ϕ
entre I et J tel que :

— pour tout fait f de I , erankJ (ϕ( f )) = erankI ( f )
— pour tout nœud n de I , erankJ (ϕ(n)) = erankI (n)

Définition 190

Nous définissons la profondeur des faits dans une dérivation :

Soit X ∈ {O,SO,S}, une X -dérivation indicée est un quadruplet
(s,eranks ,vranks ,ranks) où s est une X -dérivation s : I0

(r0,h0)−→ I1... et
les fonctions eranks , vranks et ranks (appelées profondeur) sont définies
par induction par :
I. Pour tout fait f et toute valeur n de I0 on pose eranks( f ) = 0 et
vranks(n) = 0.

II. Pour tout i > 0, soit k = 1+max f ∈hi (Bi )eranks( f ) où Bi est la tête de ri ,
on pose :
i) pour tout fait f de Ii+1 \ Ii , eranks( f ) = k

ii) pour toute valeur n de Ii+1 \ Ii , vranks(n) = k

iii) ranks(ri ,hi ) = k

Définition 191

Afin de ne pas alourdir les notations nous parlerons simplement de X -dérivation
au lieu de X -dérivation indicée. Nous écrirons s au lieu du quadruplet

(s,eranks ,vranks ,ranks). De même pour les instances indicées nous omettrons
les fonctions erankI et vrankI .

Dans une X -dérivation indicée, toutes les instances Ii sont indicées.
Nous introduisons maintenant la profondeur d’une X -dérivation comme le fait

le plus profond de la X -dérivation :

Soient X ∈ {O,SO,S}, s : I0
(r0,h0)−→ I1... une X -dérivation.

La profondeur de s est la plus grande valeur de eranks sur (∪i Ii ).

Définition 192

148



Une X -dérivation BF est une X -dérivation telle que les triggers sont de profon-
deurs croissantes et on ne peut pas appliquer un trigger actif de profondeur k s’il
existe un trigger actif de profondeur < k.

Une X -dérivation s : I0
(r0,h0)−→ I1... est BF (breadth-first) si elle vérifie les deux

conditions suivantes :
i) les profondeurs des triggers sont dans l’ordre croissant des indices i.e.
si i > j alors ranks(ri ,hi ) ≥ ranks(r j ,h j )

ii) pour tout i tel que ranks(ri+1,hi+1) = ranks(ri ,hi )+1, alors pour tout trig-
ger actif (r,h) sur Ii il existe j > i tel que (r j ,h j ) = (r,h) et ranks(r j ,h j ) >
ranks(ri ,hi )

Définition 193

Nous pouvons alors définir les quatre classes de systèmes tgd suivants (voir
définition 184) :

— C ∈βk (all, X ) ssi toute X -dérivation est de profondeur ≤ k.
— C ∈βk (BF, X ) ssi toute X -dérivation BF est de profondeur ≤ k.
— C ∈βk (wBF, X ) ssi pour toute instance, il existe une X -dérivation BF sur I de

profondeur ≤ k.
— C ∈ βk (weak, X ) ssi pour toute instance, il existe une X -dérivation sur I de

profondeur ≤ k.
On définit alors les classes β(all, X ), β(BF, X ), β(wBF, X ) et β(weak, X ) comme les

unions des classes ci-dessus.
Nous illustrons un exemple de X -dérivation qui n’est pas BF et un exemple de

X -dérivation qui est BF :
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Soient k et n deux entiers tels que 1 ≤ k < n, on définit le système C (k,n)
par :

— Ai (x, y) → Ai+1(x, y) pour i de 0 à n
— A0(x, y) → Ai (x, y) pour i de k +1 à n

Sur la partie gauche la dérivation n’est pas BF, même si les profondeurs sont
dans l’ordre croissant : il existe une règle de profondeur 1 qui n’a pas été
appliquée.
La partie droite correspond à une dérivation BF sur la même instance.

A0(u, v)

A1(u, v)

A2(u, v)

An−1(u, v)

An(u, v)

· · ·

A0(u, v)

Ak+1(u, v) A1(u, v)

Ak−1(u, v)

Ak (u, v)

· · ·

Ak+2(u, v)

Ak+3(u, v)

· · ·

Exemple 194

De façon analogue aux systèmes de réécriture dans le chapitre précédent nous
trionsparprofondeur les triggers enéchangeantdes triggers consécutifs orthogonaux
i.e. les faits produits par le premier ne sont pas utilisés par le second. Ce tri permet
d’appliquer en une étape parallèle l’ensemble de tous les triggers orthogonaux. En
particulier, les triggers de même profondeur sont orthogonaux.

X désigneO ou SO. SoientC un ensemble de règles tgd, et une X -dérivation
s : I0

(r0,h0)−→ I1...Ii
(ri ,hi )−→ Ii+1

(ri+1,hi+1)−→ Ii+2..., deux triggers consécutifs (ri ,hi ) et
(ri+1,hi+1) sont orthogonaux ssi (Ii+1 \ Ii )∩hi+1(Bi+1) =;

Définition 195

Soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... une X -dérivation. On dira aussi que s est orthogonale en i si

les triggers (ri ,hi ) et (ri+1,hi+1) sont orthogonaux.
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Soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... une X -dérivation. Si s est orthogonale en i alors les

triggers (ri ,hi ) et (ri+1,hi+1) peuvent être échangés. On note exchi ,i+1(s) la
X -dérivation obtenue.

Proposition 196

Démonstration. Il suffit de montrer que le trigger (ri+1,hi+1) est actif sur Ii , que
le trigger (ri ,hi ) est actif sur Ii ∪h′

i+1(Hi+1) et que l’instance obtenue après avoir
appliqué les deux triggers échangés est bien Ii+2.

- Première étape ((ri+1,hi+1) est actif sur Ii ) : supposons que X = SO, comme
((ri+1,hi+1) est actif sur Ii+1 il n’existe pas de triggers (r j ,h j ) avec j ≤ i tel que r j = ri

et h j (∂r j ) = hi+1(∂ri+1). Donc c’est vrai pour j < i . Pour tout X de {O,SO}, puisque
(ri+1,hi+1) est actif sur Ii+1, hi+1(Bi+1) ⊆ Ii+1. Comme (ri ,hi ) et (ri+1,hi+1) sont or-
thogonaux, par définition, (Ii+1 \ Ii )∩hi+1(Bi+1) = ;. Donc, hi+1(Bi+1) ⊆ Ii . Donc
(ri+1,hi+1) est actif sur Ii .

- Seconde étape ((ri ,hi ) est actif sur I ′i+1 = Ii ∪h′
i+1(Hi+1)) : On a hi (Bi ) ⊆ Ii ⊆ I ′i+1

et dans le cas semi-oblivious les triggers (r j ,h j ) pour j < i n’ont pas le même couple
(frontière,règle) que (ri ,hi ) car (ri ,hi ) est actif sur Ii , donc actif sur I ′i+1.

Troisième étape : on remarque qu’après échange on a bien Ii+2 = I ′i+1 ∪h′
i (Hi ).

Si la profondeur du second trigger est inférieure ou égale à la profondeur du
premier alors les triggers sont orthogonaux (nous pouvons donc échanger les triggers
pour les mettre en profondeur croissante) :

Soit X ∈ {O,SO}. Soit C un ensemble de règles tgd.
Soit I une instance indicée, on considère la X -dérivation :

s : I0
(r0,h0)−→ I1...

Si rank(ri ,hi ) ≥ rank(ri+1,hi+1) alors s est orthogonale en i .

Lemme 197

Démonstration. On pose a = rank(ri ,hi ) et b = rank(ri+1,hi+1), on a a ≥ b.
Montrons que :

(Ii+1 \ Ii )∩hi+1(Bi+1) =;
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Soit f un fait de (Ii+1 \ Ii )∩hi+1(Bi+1), comme f ∈ Ii+1 \ Ii , on a par définition
eranks( f ) = ranks(ri ,hi ) = a.

Or f ∈ hi+1(Bi+1) donc ranks(ri+1,hi+1) ≥ 1+eranks( f ) = a +1 > b or
rank(ri+1,hi+1) = b on a b > b.
Contradiction.

Nous proposons d’appliquer par induction tous les triggers de profondeur i pour
obtenir une instance C i (I ).

Les instances C i (I ) sont unique à isomorphisme près (la construction dépend
de l’ordre dans lequel les triggers de même profondeur ont été appliqués). Nous
montrons que cet isomorphisme est un isomorphisme d’instances indicées.

Soit X ∈ {O,SO}. Soit C un ensemble de règles tgd.
Soient I et I ′ deux instances indicées isomorphes, soit ϕ l’isomorphisme
(d’instances indicées) entre I et I ′. On considère :

I
(r,h)−→ I f

Alors pour tout (R, g )) ∈ [(r,h)]I on a :

I ′
(R,ϕ◦g )−→ I ′f

Et, I ′f et I f sont des instances indicées isomorphes.

Lemme 198

Démonstration. Si (R, g ) ∈ [(r,h)]I alors r = R et on obtient :

I
(R,g )−→ I f

Demême comme I et I ′ sont isomorphes alors on obtient :

I ′
(R,ϕ◦g )−→ I ′f

On pose pour toute valeur a de I f :
— ψ(a) =ϕ(a) si a ∈ I
— ψ(a) = g ′(a) si a ∉ I
Soit f ′ un fait de I ′f , on note f =ψ−1( f ′).
- Si f ′ est dans I ′ alors erank( f ′) = erank( f ) carψ( f ) =ϕ( f ).
- Si f ′ est un fait de I ′f \ I ′, f ′ est de la forme A(ψ(x1), ...,ψ(xn)) avec un ψ(xi )

dans I ′f \ I ′ donc erank( f ′) = vrank(ψ(xi )) = rank(r ′,ϕ ◦ g ) = rank(r,h) donc égal à
erank( f ).
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Ainsiψ conserve les profondeurs, doncψ est un isomorphisme d’instances indi-
cées entre I f et I ′f .

Ainsi nous pouvons construire à isomorphisme d’instances indicées près l’ins-
tance C k (I ) :

Soit X ∈ {O,SO}.
Soient C un système de règles tgd, et I une instance. On construit par récur-
rence :

— Soit I0 = I
— S’il existe un trigger (r,h) de profondeur 1 sur Ii on pose Ii+1 = Ii ∪

h′(H)
Puisque tous les triggers sont orthogonaux (car de même profondeurs) les
instances obtenues ne dépendent pas de l’ordre d’application des triggers.
Soit n tel qu’il n’existe pas de trigger (r,h) de profondeur 1 sur In . On note
alors C (I ) au lieu In , cette instance est définie de manière unique à isomor-
phisme d’instance indicée près (proposition 198).
On pose alors C 0(I ) = I puis C k+1(I ) =C (C k (I )).

Définition 199

Pour toute X -dérivation BF

s : I0
(r0,h0)−→ I1...

Pour tout k inférieur à la profondeur de s, il existe un indice i tel que Ii =C k (I0).
On pourra remarquer qu’un fait f est de profondeur k dans s si et seulement

si f ∈C k (I0) \C k−1(I0). Pour toute instance I , toutes les X -dérivations BF sur I ont
même profondeur, c’est l’entier k tel que C k+1(I ) =C k (I ).

S’il existe un entier k tel que C k (I ) =C k+1(I ) alors la X -dérivation BF termine et
C k (I ) =C ∞(I ) (voir définition 72)

Nous montrons que les systèmes tgd uniformément bornés dans les variantes
oblivious et semi-oblivious assurent la terminaison :

Pour tout X ∈ {O,SO} et tout entier k on a :

βk (all, X ) ⊆ βk (BF, X ) ⊆ βk (wBF, X ) ⊆ βk (weak, X ) ⊆ C T X
∀∀

Proposition 200
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Démonstration. Les trois premières inclusions évidente, montrons la dernière.
Soit C ∈βk (weak, X ).
Il est connu que C T X

∀∃ = C T X
∀∀ pour X =O ou X = SO [56, 55], il suffit donc de

montrer que pour toute instance il existe une X -dérivation qui termine.
Soit I une instance, comme C ∈βk (weak, X ) il existe une X -dérivation sur I de

profondeur au plus k, donc terminante. Ainsi C ∈C T X
∀∀.

Les autres inclusions sont évidentes par définition.

Dans le casS, la propriété d’être uniformément bornén’assure pas la terminaison :

Soit C = {R(x, y) → R(x, x);R(x, y) → R(y, y);R(x, y) → T (x, y);T (x, y) →
R(y, z)} alorsC n’est pas terminant sur l’instance I = R(a,b) (doncC ∉C T S

∀∀)
et C ∈β3(BF,S).

Exemple 201

Démonstration. On présente un sketch de preuve.
On note les règles :
1 : R(x, y)−> R(x, x)
2 : R(x, y)−> R(y, y)
3 : R(x, y)−> T (x, y)
4 : T (x, y)−> R(y, z)
1) Il existe une S-dérivation infinie :
R(a,b) par la règle 3 donne T (a,b)
T (a,b) donne R(b, N EW 1)
Puis on recommence sur R(b, N EW 1)
cela donne R(N EW 1, N EW 2)... etc.
2) Les dérivations BF sont de profondeur 3 :
Soit I une instance.
On est en BF.
On note les profondeurs en indice des prédicats :
- Profondeur 1 :
On a (éventuellement) des R1(x, x) et R1(y, y) si on a R0(x, y) (règles 2 et 3)
On a T1(x, y) si on a R0(x, y) (règle 3)
On a R1(y, z) si on a T0(x, y) (règle 4)
Profondeur 2 : On a R2(x, x) et R2(y, y) si on a R1(x, y) donc si on a T0(x, y) (règles

2 et 3)
On a T2(x, y) si on a R1(x, y) (règle 3)
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RIEN par la règle 4 (si on a T1(x, y) alors on a R0(x, y) donc on ne créé pas de
R2(x, y))

Profondeur 3 :
Rien pour les règles 1 et 2 car tous les R2(x, y) vérifient x = y .
Par la règle 3 on produit T3(x, x) si on a R2(x, x)
Rien pour la règle 4 car siT2(x, y) alorsR1(x, y), et doncR2(y, y) (donc on construit

pas R3(y,?)).
Profondeur 4 :
Pas de R produits à la profondeur 3, donc pas de règles 1 2 ou 3 applicable.
Et la règle 4 ne produit rien non plus car si on a T3(x, y) alors x = y et R2(x, x).

Nous proposons des systèmes qui rendent strictes les inclusions β(all, X ) ⊆
β(BF, X ) et β(wBF, X ) ⊆ C T X

∀∀. On aussi les inclusions β(all,O) ⊆ β(all,SO) ⊆
β(all,S)

Pour la première inclusion :

Soit C défini par :

{A(x, y), A(y, z) → A(x, z); A(x, y), A(u, z) → A(x, z)}

On a C ∈β1(BF,O) et C ∉β(all,S), donc pour tout X ∈ {O,SO,S} on a l’inclu-
sion βk (all, X ) ⊆ βk (BF, X ) stricte.

Exemple 202

Démonstration. On découpe C en deux sous-ensembles de règles :

P = {A(x, y), A(y, z) → A(x, z)}

Q = {A(x, y), A(u, z) → A(x, z)}

Pour toute instance I on a P (I ) ⊆ Q(I ).
Q construit le produit cartésien (tout couple de nœuds (x, y) vérifie : soit un des

nœuds est isolé, soit A(x, y) ∈Q(I )) doncQ2(I ) =Q(I ).
On en déduit que :

C 2(I ) = (P ∪Q)2(I ) ⊆ (P ∪Q)(I ) = R(I ) ⊆ R2(I )

On a donc C ∈β1(BF,O).
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Pour tout n, soit In = {A(a1, a2), ..., A(an , an+1)}, en appliquant successivement les
triggers (P,hi ) avec hi tel que :

hi (x) = a1,hi (y) = ai ,hi (z) = ai+1

Alors le fait A(a1, ai+1) ∈ Ii+1 pour i = 0, ...,n. De plus, le fait A(a1, ai+1) est de pro-
fondeur i +1. Ainsi pour tout k, il existe une S-dérivation de profondeur > k, donc
C ∉β(all,S).

Pour la seconde inclusion :

Soit C le système défini par :

C = {A(x, y), A(y, z) → A(x, z)}

La règleC ∈C TO
∀∀ et il existe uneSO-dérivationBFdeprofondeurm sur l’ins-

tance I = {A(a1, a2), A(a2, a3), ..., A(an , an+1)} où n = 2m donc C ∉ β(BF,SO),
donc C ∉β(weak,SO) (d’après les théorèmes 207 et 209).

Exemple 203

Démonstration. Par récurrence que pour tout k entre 0 et m −1 on a :

{A(ai , ai+2k ), i ∈ {1, ...,n −2k }} ⊆ C k (I ) \C k−1(I )

avec C −1(I ) =;. On a alors A(a1, an+1) ∈C m(I ) \C m−1(I ).

Nous avons montré que dans le cas standard, si un système est unformément
borné alors ce système ne termine pas toujours (exemple 201). Nous obtenons
cependant par la preuve de la proposition 200 le résultat suivant :

Pour tout entier k on a :

βk (all,S) ⊆ βk (BF,S) ⊆ βk (wBF,S) ⊆ βk (weak,S) ⊆ C T S
∀∃

Proposition 204

Nous proposons deux exemples qui montrent que les deux inclusions β(BF,S) ⊆
β(wBF,S) et β(wBF,S) ⊆ β(weak,S) sont strictes (nous verrons que nous avons des
égalités en oblivious et semi-oblivious).

Pour la première inclusion :
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On considère le système :

C = {A(x, y) → B(x, y); A(x, y) → B(x, z);B(x, y) → A(x, y)}

Alors le système vérifie C ∉β1(BF,S) et C ∈β1(wBF,S).

Exemple 205

Démonstration. Nous esquissons une ébauche de preuve :
C ∉ β1(BF,S) : soit I = {A(a,b)}. Alors en appliquant la seconde règle, puis la

troisième règle, on construit un fait de profondeur 2.
C ∈ β1(wBF,S) : soit I une instance. On applique la première règle sur tous les

faits de la forme A(?,?) ∈ I pour obtenir I ′, alors aucun trigger n’est actif sur I ′ et la
dérivation est de profondeur 1 car aucun fait étiqueté par un A n’est de profondeur
plus grande que 0 dans I ′.

Pour l’inclusion βk (wBF,S) ⊆ βk (weak,S) :

On considère le système C :

C = {A(x, y) → A(y, z); A(x, y) → B(y, z);B(x, y) → A(x, x)}

C n’admet pas de S-dérivation BF terminante sur {A(a,b)} donc C ∉
β(wBF,S). De plus on a C ∈β2(weak,S).

Exemple 206

157



5.1.3 Comparaison des classes en O et SO

Nous avonsmotivé le choix de se restreindre aux casO et SO : les classes assurent
la terminaison et les permutations de triggers sont possibles.

Nous montrons que nous avons équivalence entre :
— Toutes les BF sont de profondeur ≤ k
— Il existe une BF de profondeur ≤ k
— Il existe une dérivation de profondeur ≤ k
Avant tout nous rappelons que toutes les X -dérivations BF terminantes ont la

même profondeur ainsi :

Soit X ∈ {O,SO}. Pour tout k on a βk (BF, X ) =βk (wBF, X ).

Théorème 207

Démonstration. Soit C dans βk (wBF, X ). Pour tout I il existe une dérivation BF s de
profondeur k ′ ≤ k. Cette dérivation termine. Tout autre dérivation terminante sur I
a donc la même profondeur que s. Donc C ∈βk (BF, X ).

Pour montrer l’égalité βk (wBF, X ) =βk (weak, X ), nous montrons la proposition
suivante issue de [35, 34] :

Soit X ∈ {O,SO}. Pour tout k, pour toute X -dérivation terminante de profon-
deur k, il existe une X -dérivation BF de profondeur k ′ avec k ′ ≤ k.

Proposition 208

Démonstration. Dans le casO : si uneO-dérivation s est terminante et de profondeur
k alors on peut réordonner les triggers par profondeurs croissantes pour obtenir une
O-dérivation BF de même profondeur.

On donne une ébauche de preuve dans le cas SO :
Soit s une SO-dérivation de profondeur k démarrant sur une instance I . On

construit par récurrence sur i une SO-dérivation BF bi de profondeur ≤ i . On pose
pour l’initialisation :

— b0 est la dérivation I (aucun trigger n’est appliqué)
— s0 est la dérivation s
On pose pour la récurrence :
Soit Ii la dernière instance de la dérivation bi−1. On considère l’ensemble des

triggers T de si−1 tels que :
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(r,h) ∈ T ssi il existe (r, H) ∈Actif(Ii ) et (r,h) ∼ (r, H)

- Si T est vide alors on pose b = bi−1 sinon :
T est partitionné par les classes [(r,h)]Ii , soit T ′ un système de représentants de

ces classes, alors tous les triggers de T ′ sont de même profondeurs.
On construit bi en appliquant tous les triggers de T ′ sur Ii dans la dérivation bi ,

et si est obtenu depuis si−1 en retirant tous les triggers de T ′ à si−1.
Pour tout i , laSO-dérivationbi ◦si est biendéfinie et il y a (à relationd’équivalence

∼ près) bijection entre les triggers de s et ceux de bi ◦ si . De plus bi est de profondeur
≤ i et elle est BF car tous les triggers sont successivement appliqués et ont tous la
même profondeur (à chaque étape).

Enfin comme s est de profondeur k, alors sk ne contient plus aucun trigger. Donc
T est vide et on pose b = bk

Ainsi :

Soit X ∈ {O,SO}, pour tout k, βk (wBF, X ) =βk (weak, X ).

Théorème 209

Nous allons maintenant comparer les classes en fonction de X .
Nous avons tout d’abord la proposition évidente suivante :

βk (all,O) ⊆ βk (all,SO) ⊆ βk (all,S)

Proposition 210

Nous démontrons maintenant l’inclusion dans le cas oblivious et semi-oblivious
pour les autres classes :

Pour tout Y de {BF,weak,wBF}

βk (Y ,O) ⊆ βk (Y ,SO)

Proposition 211
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ébauche de preuve. Le résultat suffit pour Y = BF puisque nous avons pour tout
X ∈ {O,SO}, βk (BF, X ) =βk (wBF, X ) =βk (weak, X ).

Si s est uneO-dérivation de profondeur k sur I , alors en retirant tous les triggers T
qui partagent leur frontière avec un trigger déjà appliqué dans la dérivation puis tous
les triggers qui dépendent d’un trigger de T (les descendants), on peut construire
une SO-dérivation sur I de profondeur inférieur ou égale à k.

D’après la proposition 208, il existe donc une SO-dérivation BF sur I de profon-
deur inférieure donc de profondeur ≤ k.

Nous montrons que l’inclusion est stricte par cet exemple :

On considère le système C défini par :

C = {A(x, y) → A(x, z)}

Alors C ∈β1(all,SO) et C ∉C TO
∀∀ donc d’après la proposition 200 :

C ∈β1(Y ,SO) et C ∉β(Y ,O)

Exemple 212

Démonstration. Il n’y a qu’une unique règle r dans C .
Dans le cas SO : Soit I une instance, soit (r,h) un trigger actif sur I , on ajoute

un fait de la forme A(a,n) avec a un nœud de I et n un nouveau nœud. Pour tout
homomorphisme hb tel que hb(x) = a le trigger (r,hb) ne peut pas être actif car il
possède la même frontière que h (h(∂r ) = hb(∂r )).

Dans le cas O : Soit I = {A(a0, a1)}, pour tout i le trigger (r,hi ) avec hi (x) = ai et
hi (y) = ai+1 est actif sur {A(a0, a1), ..., A(ai , ai+1)}, donc par récurrence sur i , il existe
uneO-dérivation non terminante sur I .

Les classes de systèmes bornés dans le cas oblivious et semi-oblivious assurent
la terminaison. On propose de comparer ces classes avec les systèmes WA 2 qui
assurent eux aussi la terminaison :

Les classes WA et β(Y , X ) sont non comparables pour tout Y ∈
{all,BF,wBF,weak} et tout X ∈ {O,SO,S}.

Proposition 213

2. weakly acyclic
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Démonstration. La règle tgd A(x, y),B(y, z),C (z, t ) → D(a,u), A(u, v),E(v, t ) admet
des S-dérivations BF toutes de profondeur 1 (car sa traduction est abc → d ae ∈
MBmax(1) par le théorème 245) mais n’est pas faiblement acyclique.
Inversement, la règle A(x, y), A(y, z) → A(x, z) est WAmais pour tout k il existe une
S-dérivation BF de profondeur k sur l’instance {A(a1, a2), ..., A(a2k , a2k+1 )}.

Nous obtenons ainsi le schéma :

β(all,S) β(BF,S) β(wBF,S) β(weak,S) C T S
∀∃

C T S
∀∀

β(all,SO) β(BF,SO) =β(wBF,SO) =β(weak,SO) C T SO
∀∀ =C T SO

∀∃

β(all,O) β(BF,O) =β(wBF,O) =β(weak,O) C TO
∀∀ =C TO

∀∃
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5.1.4 Problèmes de décision

On se place toujours dans le cas où X ∈ {O,SO}.
Dans cette sous-section nous démontrons les deux résultats de complexité an-

noncé dans le résumé et dans [35, 17, 34] :

PROBLEME : Borne uniforme tgd
INSTANCE : C un système de règles tgd, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (all, X )?
COMPLEXITE : Co-NEXPTIME-complet

et

PROBLEME : Borne uniforme tgd dans le cas BF
INSTANCE : C un système de règles tgd, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (BF, X )?
COMPLEXITE : 2EXPTIME

Nous définissons les ancêtres d’un fait, ce sont les faits qui sont nécessaires pour
le produire.

Soit X ∈ {O,SO}. Soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... une X -dérivation. Soit f un fait et soit i

l’unique entier tel que f ∈ Ii+1 \ Ii .
— Les 0-ancêtres de f sont { f }.
— Les ancêtres directs de f sont les faits de hi (Bi )
— Si k > 0. Les k-ancêtres de f sont l’union des ancêtres directs des

(k −1)-ancêtres de f .
— Les ancêtres de f sont l’union de tous les k-ancêtres de f .

Définition 214

On dénote alors Ancs( f ) les ancêtres de f , puis nous dénotons Ancs
0( f ) les an-

cêtres de f qui appartiennent à l’instance de départ i.e. Ancs
0( f ) =Ancs( f )∩ I0.

Nous allons montrer les étapes suivantes :

1. Le nombre d’instances (à isomorphisme près) ayant au plus t faits est majoré
par (#S t (at )a)t où a est l’arité maximale des prédicats de S.

2. Pour toute X -dérivation et tout fait f de profondeur k, le nombre de faits de
Ancs

0( f ) est majoré par bk où b est le plus grand nombre de prédicats des corps
des règles de C .
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3. Pour tout k on a #C k (I ) ≤ #C
∑k

i=0 bi ×#I bk .

On rappelle alors le résultat de [35, 34] :

Soit X ∈ {O,SO}. Pour toute X -dérivation s (resp. BF) et tout fait f de profon-
deur k dans s, il existe une X -dérivation (resp. BF) sur Ancs

0( f ) telle que f
soit de profondeur k.

Proposition 215

Nous précisons ce résultat dans le cas non BF pour construire une X -dérivation
sur Ancs

0( f ) de longueur exponentielle.

Soit X ∈ {O,SO}. Pour toute X -dérivation s et tout fait f de profondeur k

dans s, il existe une X -dérivation sur Ancs
0( f ) de longueur ≤ bk+1−1

b−1 telle que
f soit de profondeur k.

Proposition 216

Démonstration. On considère s, pour chaque fait φ des ancêtres de f on associe
iφ l’unique indice i tel que φ ∈ Ii+1 \ Ii . On considère le tuple τ des indices iφ dans
l’ordre croissant.

On construit la X -dérivation Anc(s) sur Ancs
0( f ) par induction en montrant que

les triggers (ri ,hi ) avec i dansτ sont actifs. L’initialisation est claire. Supposons que
l’on a construit l’instance Ii avec i ∈ τ, soit j le prochain indice de τ. Puisque s est
uneO-dérivation et τ est trié dans l’ordre croissant, le trigger (r j ,h j ) est actif sur Ii .

Le fait f est aussi de profondeur k dans Anc(s).
La longueur de Anc(s) est égale au nombre d’ancêtres de f , donc

∑k
i=0 bi = bk+1−1

b−1 .

Nous avons le résultat de dénombrement suivant :

Le nombre d’instances (à isomorphisme près) ayant au plus t faits est ≤
(#S t (at )a)t où a est l’arité maximale des prédicats de S.

Proposition 217
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Démonstration. Chaque fait est associé à un prédicat A et au plus a constantes ou
variables, l’instance est donc constituée d’au plus a × t constantes ou variables.

Pour chaque fait, on associe un couple (A, tuple) où A est un prédicat de S et
tuple un tuple de arity(A) éléments de constantes et variables parmi a × t éléments.

Ainsi il y a au plus #S(a × t )a possibilités pour chaque fait.
Puisque les instances contiennent au plus t faits le nombre de possibilités pour

de telles instances est donc inférieur à ≤ (#S t (at )a)t .

Soit X ∈ {O,SO}. Soit s une X -dérivation. Soit f un fait de profondeur k on
a :

#Ancs
0( f ) ≤ bk

Proposition 218

Démonstration. Par récurrence immédiate, les faits de I0 qui sont les ancêtres de f
sont exactement les (k +1)-ancêtres de f . Par une autre récurrence, les 0-ancêtres
sont constitués de 1 fait, et les (k +1)-ancêtres sont d’au plus b fois le nombre de
k-ancêtres donc b ×bk−1 = bk .

Soit I une instance, le nombre de triggers (r,h) tels que h(B) ⊆ I est majoré
par ≤ #C ×#I b

Proposition 219

Démonstration. Soit I une instance, soit r = B → H une règle tgd. Pour chaque
atome de B on associe un fait de I par un homomorphisme.

Le nombre de triggers (r,h) pour une règle fixée r sur I est donc majoré par #I #B .
D’où la proposition.

Soit X ∈ {O,SO}. Pour tout k et toute instance I on a :

#C k (I ) ≤ #C
∑k

i=0 bi ×#I bk

Proposition 220

Démonstration. Les triggers sont tous de même profondeur, donc orthogonaux, on
peut supposer donc que tous les triggers sont actifs. On obtient #C (I ) ≤ #C ×#I b , le
résultat s’en déduit par une récurrence facile.
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Pour construire une dérivation, on garde la dernière instance indicée obtenue en
mémoire, et un dictionnaire qui contient tous les couples (r,h) des triggers qui ont
déjà été appliqués. La mémoire est donc un couple (T,T ′) formé d’un dictionnaire
d’instances et d’un dictionnaire de triggers.

Soit (T,T ′) fixé. soit I le dernier élément de T . soit (R, H) tels que H(B) ⊆ I
i) si X =O et (R, H) n’appartient pas au dictionnaire T ′ alors on applique le trigger

qui est actif pourO.
ii) si X = SO et H(∂R) n’appartient à aucun h(∂r ) des (r,h) du dictionnaire alors

on applique le trigger qui est actif pour SO.
Ainsi, on obtient une nouvelle instance I ′ qu’on ajoute à T , puis on ajoute (R, H)

au dictionnaire T ′.

Nous avons :

PROBLEME : Borne uniforme tgd
INSTANCE : C des règles tgd, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (all, X )?
COMPLEXITE : Co-NEXPTIME

Théorème 221

Démonstration. S’il existe une X -dérivation de profondeur k +1, alors il existe un
fait f de profondeur k +1, donc il existe d’après la proposition 215 une dérivation de
profondeur k +1 sur Ancs

0( f ), cette instance est de taille ≤ bk+1 d’après 218. Donc il
existe une X -dérivation de profondeur k +1 sur les instances de tailles ≤ bk+1.

On vérifie étant donné deux dictionnaires (T,T ′) qu’il s’agit d’une X -dérivation
en vérifiant que chaque trigger de T ′ est actif sur les instances de T , cela revient à
parcourir T et T ′ de longueur ≤ bk+2−1

b−1 d’après 216.

PROBLEME : Borne uniforme tgd dans le cas BF
INSTANCE : C des règles tgd, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (BF, X )?
COMPLEXITE : 2EXPTIME

Théorème 222

Démonstration.
D’après les propositions 218 et 215 il suffit de vérifier les X -dérivations sur toutes les
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instances de taille ≤ bk . Il y a au plus (#Sbk
(abk )a)bk telles instances de cette taille

d’après la proposition 217.
La longueur d’une X -dérivation BF de profondeur k est majorée par la taille de

C k (I ) (avec I l’instance de départ), donc ≤ #C
∑k

i=0 bi ×#I bk d’après la proposition
220.

Onconstruit doncparmi toutes les instancesde taille≤ bk toutes les X -dérivations
sous la forme (T,T ′) par récurrence : on choisit un trigger pour la dernière instance
de T et on vérifie s’il est actif (la longueur de T ′ est au pire de taille doublement
exponentielle) et on l’applique.

Enfin, parmi toutes les X -dérivations on vérifie si une des instances a un fait de
profondeur > k. Cet algorithme est 2EXPTIME.

Enfin onmontre la dureté du problème en considérant le cas Datalog :

Pour tout X ∈ {O,SO,S} :

PROBLEME : Borne uniforme Datalog dans le cas BF
INSTANCE : C un programme Datalog, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (BF, X )?
COMPLEXITE : Co-NEXPTIME-complet

Théorème 223

reuve issue de [17]. . Soit Q1 (resp. soit Q2) une requête Datalog booléenne non-
récursive, P0 (resp. P 2

0 ) le prédicat 0-aire distingué. La requêteQ1 (resp.Q2) est bornée
par son nombre d’atomes k1 (resp. k2). Soit p = max(k1,k2)+2. On ajoute àQ1 (resp.
Q2) des règles de la forme Pi−1 → Pi (resp. P 2

0 → Pi ) pour i de 1 à p pour obtenirQ ′
1

(resp.Q ′
2).

On va montrer queQ ′
1 ∪Q ′

2 est dans β
p−1(BF, X ) si et seulement siQ1 est inclus

dansQ2.
SupposonsqueQ1 est inclus dansQ2. Soit I une instance. S’il existe unedérivation

démarrant sur I qui construit P0 dans une instance J , alors il existe une dérivation
démarrant sur I qui construit P 2

0 avec une profondeur d’au plus k2, donc avec les
règles P 2

0 → Pi on aQ2(J ) qui contient tous les Pi avec une profondeur au plus k2 +1.
Donc la X -dérivationBF (Q ′

1∪Q ′
2)∗(I ) est de profondeurmajorée parmax(k1,k2+1) ≤

p −1. Si une telle dérivation n’existe pas, on a P0 qui n’appartient pas à (Q ′
1 ∪Q ′

2)∗(I ),
donc la dérivation est de profondeur max(k1,k2+1) ≤ p −1 (on utilise seulement des
règles deQ1 etQ ′

2).
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Inversement, supposons queQ1 n’est pas inclus dansQ2, alors par définition, il
existe une instance I telle que P 2

0 ∉Q∗
2 (I ) et P0 ∈Q∗

1 (I ). On peut appliquer successi-
vement des triggers actifs dont la règle est de la forme Pi−1 → Pi , c’est une dérivation
de profondeur ≥ p.

Ainsi par réduction depuis le problème d’inclusion de requêtes Datalog boo-
léennes non-récursives connu comme Co-NEXPTIME-difficile [13] la dureté est prou-
vée.
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5.2 Systèmes de règles tgd totales en oblivious

5.2.1 Résumé

Lors de l’exécution de l’oblivious-chase, la présence d’une variable existentielle
dans un atome de la tête assure qu’un nouveau fait est ajouté à l’instance. Ainsi
en assurant la présence de variables existentielles dans tous les atomes de la tête,
chaque atome de la tête ajoute un nouveau fait : on a alors Ii+1 \ Ii = h′

i (Hi ).
Nous appelons par "total" 3 un ensemble de règles tgd dont tout fait de la tête de

toutes les règles contient au moins une variable existentielle.
Par exemple les systèmes suivants ne sont pas totaux :
— {A(x, y, z) → B(x, y)}
— {A(x, y) → B(x, z);C (x) → D(x, x)}
— Les exemples 202 et 203
Nous dirons parfois règle totale, ou système total quand toutes les règles sont

totales.
Nous proposons le plan suivant pour la section, découpée en 3 sous-sections :

Sous-section 1 : Nous avons montré dans la section précédente (les théorèmes
207 et 209) que :

βk (all, X ) á βk (BF, X ) =βk (wBF, X ) =βk (weak, X )

Si β(Y , X ) est une classe de tgd, nous précisons par une lettre t pour signifier que
nous considérons sa restriction aux systèmes totaux : β(Y , X )t .

Lorsque nous sommes dans le cas total et oblivious, l’exemple 202 n’est plus un
contre-exemple et montrons que :

βk (all,O)t =βk (BF,O)t =βk (wBF,O)t =β(weak,O)t

Cette propriété est en revanche fausse dans le cas semi-oblivious. En effet :

On considère le système total défini par :

C = {A(x, y,u), A(y, t , v) → A(x, t , w); A(x, y,u), A(z, t , v) → A(x, t , w)}

AlorsC ∈β2(BF,SO) etC ∉β(all,SO).

Exemple 224

3. L’équivalent anglais utilisé dans [17] est "fully-existential".
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Démonstration.
On note

P = {A(x, y,u), A(y, t , v) → A(x, t , w)} etQ = {A(x, y,u), A(z, t , v) → A(x, t , w)}.
Soit I une instance, on note :
— Pour tout S ∈ {P,Q}, F S

i (I ) l’ensemble des h(∂r ) pour chaque trigger actif (r,h)
sur C i (I ) tel que r = S

— G I l’ensemble des x tel qu’il existe y,u tels que A(x, y,u) ∈ I
— D I l’ensemble des y tel qu’il existe x,u tels que A(x, y,u) ∈ I
Première propriété :
Les ensemblesG I et D I sont invariants par C :
Si x ∈GC (I ) alors il existe t , w tels que A(x, t , w) ∈C (I ), donc soit A(x, t , w) ∈ I et

c’est terminé, soit :
— D’après P , il existe y,u, v tels que A(x, y,u) ∈ I et A(y, t , v) ∈ I
— D’aprèsQ, il existe y, z,u, v tels que A(x, y,u) ∈ I et A(z, t , v) ∈ I

Dans les deux cas on a x ∈G I et y ∈ D I .
De même si x ∈G I et y ∈ D I alors d’aprèsQ il existe u tel que A(x, y,u) ∈C (I ).
Seconde propriété :
On a F Q

2 = F Q
1

Soit (x, t ) ∈ F Q
2 , il existe un trigger (r,h) avec r =Q actif surC 2(I ) donc d’après h il

existe y,u, v tels que A(x, y,u) et A(y, t , v) soient dans C 2(I ). Donc x ∈GC 2(I ) =GC (I ),
y ∈GC 2(I ) ∩DC 2(I ) =GC (I ) ∩D I et t ∈ DC 2(I ) = D I donc :

il existe u′, v ′ tels que A(x, y,u′) ∈C (I ) et A(y, t , v ′) ∈C (I ), donc (x, t ) ∈ F Q
1

Ainsi F Q
2 = F Q

1 .
Conclusion :
On a F P

1 =G I ×D I donc F P
1 = F P

2 et F Q
2 = F Q

1 . Ainsi C
3(I ) =C 2(I ).

Sous-section 2 : Nous montrons une propriété intéressante en oblivious dans le
cas total :

Être borné est équivalent à être terminant

Autrement dit nous montrons que :

β(all,O)t =C TO
∀∀,t

Ce résultat a été généralisé dans le cas non-total avec une autre notion de pro-
fondeur [17].

Avec notre notion de profondeur on rappelle que l’équivalence "termine = borné"
n’a pas lieu dans le cas non-total. Par exemple le système A(x, y), A(y, z) → A(x, z)
(exemple 203) termine mais il existe des dérivations aussi profondes que souhaité.

Nous n’avons pas non plus cette égalité pour les autres variantes de chase.
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Soit C = {A(x, y,u), A(y, z, v) −→ A(x, z, w)}
— C est un système total
— C ∈C T SO

∀∀
— C ∉β(wBF,SO) =β(BF,SO) =β(all,SO)

Exemple 225

Ainsi, pour résumer nous aurons :

β(all,S)t β(BF,S)t β(wBF,S)t β(weak,S)t

C T S
∀∀,t C T S

∀∃,t

β(all,SO)t β(BF,SO)t =β(wBF,SO)t =β(weak,SO)t C T SO
∀∀,t

β(all,O)t =β(BF, ,O)t =β(wBF,O)t =β(weak,O)t =C TO
∀∀,t

Puisque βk (BF,O)t =βk (all,O)t nous obtenons d’après le théorème 221 :

Nous avons :

PROBLEME : Borne uniforme tgd dans le cas BF et
total
INSTANCE : un système total C , k un naturel
QUESTION : C ∈βk (BF,O)?
COMPLEXITE : Co-NEXPTIME

Théorème 226

5.2.2 Equivalence BF - all

Nous allons transformer touteO-dérivation en une dérivation BF de même pro-
fondeur. Dans le cas total, permuter les triggers nemodifient pas la profondeur. Dans
le cas non-total cette propriété n’est pas vérifiée :
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Soit C le système

{r AB = A(x, y) → B(x, y);rBC = B(x, y) →C (x, y);r AC = A(x, y) →C (x, y)}

- Si on applique successivement r AB , rBC et r AC sur l’instance A(n,n′), on
obtient une dérivation de profondeur 2) carC (n,n′) est de profondeur 2. - Si
on échange les deux derniers triggers on obtient une dérivation de profon-
deur 1 (C (n,n′) provient directement de A(n,n′) et la règle rBC ne produit
pas de fait de profondeur 2).

Exemple 227

Soit X ∈ {O,SO}. Soit C un ensemble de règles tgd totales, pour toute X -
dérivation indicée s : I0

(r0,h0)−→ I1... orthogonale en i < n, soit s′ = exchi ,i+1(s),
pour tout f ∈ Ii+2 on a :

eranks′( f ) = eranks( f )

Lemme 228

Démonstration. On rappelle que par définition, pour tout i , tout fait f de h′
i (Hi )

vérifie eranks( f ) = ranks(ri ,hi ) si et seulement si f n’est pas un fait de Ii . Or dans
le cas total, puisque tout atome de H contient au moins une variable existentielle,
aucun fait de h′

i (Hi ) n’est dans Ii .
On rappelle que Ii+2 = Ii ∪h′

i (Hi )∪h′
i+1(Hi+1), les règles étant totales cette union

est disjointe. De plus s est orthogonale en i donc hi+1(Bi+1) ⊆ Ii donc
ranks′(ri+1,hi+1) = ranks(ri+1,hi+1) de même ranks(ri ,hi ) = ranks′(ri ,hi ). Fina-

lement, tout fait f de Ii+2 est soit dans Ii et alors son erank est inchangé selon
s ou s′, soit f est dans h′

i (Hi ) (et non dans Ii ) et donc eranks( f ) = ranks(ri ,hi ) =
ranks′(ri ,hi ) = eranks′( f )., soit f est dans h′

i+1(Hi+1) et on a exactement le même
raisonnement.

Soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... une O-dérivation de longueur n, on peut réordonner les

triggers pour produire une O-dérivation s′ dont les triggers sont de profondeur
croissante et dont la dernière instance est In . Les faits de In vérifient eranks′( f ) =
eranks( f ).

Puisque toute O-dérivation terminante dont les triggers sont de profondeur
croissante est BF [35] on a :
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Soit C des règles tgd totales, pour touteO-dérivation terminante s de pro-
fondeur k, il existe uneO-dérivation BF de même profondeur sur la même
instance que s.

Lemme 229

Ainsi :

Soit k ≥ 0, soit C des règles tgd totales,

C ∈βk (BF,O) si et seulement si C ∈βk (all,O)

Théorème 230

Démonstration. Soit C dans βk (BF,O), alors si C n’est pas dans βk (all,O) il existe
uneO-dérivationdeprofondeur k+1, d’après le lemme229, il existe uneO-dérivation
BF de profondeur k +1, contradiction par hypothèse sur C .

5.2.3 Équivalence terminant - borné

Demanière générale dans une X -dérivation les profondeurs des faits sont tou-
jours supérieurs ou égaux aux profondeurs des nœuds qui composent les faits. Dans
le cas total nous avons toujours une égalité :

Soient C un système de règles tgd totales et uneO-dérivation :

s : I0
(r0,h0)−→ I1...

On a pour tout i :

∀A(n1, ...,nt ) ∈ Ii ,eranks(A(n1, ...,nt )) = max
1≤u≤t

vranks(nu)

Lemme 231

Démonstration. Nous montrons le résultat par récurrence sur i . Le cas initial est
facile, toutes les profondeurs valent 0. Supposons la propriété vraie pour l’instance
Ii et montrons qu’elle est vraie dans Ii+1 :
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Comme ri est une règle totale alors une des variables de Hi est existentielle donc
il existe v tel que nv appartienne à Ii+1 \ Ii . On a donc par définition de vranks :

max
1≤u≤t

vranks(nu) = eranks(A(n1, ...,nt ))

Nous allons maintenant dans cette sous-section montrer que dans le cas des
règles totales, tout système O-terminant est borné. Pour cela nous allons adapter
le résultat de [75] qui assure la terminaison du système si toutes lesO-dérivations
terminent sur l’instance critique.

Soit a une constante, l’instance critiqueUa est l’ensemble des faits R(a, ..., a)
où R ∈ S.

Définition 232

Idée de construction de la projection :
Pour touteO-dérivation s sur une instance I nous construisons par récurrence

une nouvelleO-dérivation Πa(s) sur l’instance critiqueUa de même profondeur :
pour chaque nouvelle instance I ′i définie (par hypothèse de récurrence) on

construit un morphisme de Ii+1 vers I ′i+1 permettant de construire un trigger (ri , gi )
entre I ′i et I ′i+1. Parfois ces triggers existent déjà parmi ceux qui ont été construits
par récurrence, on le supprime donc car il serait inactif, les triggers que nous ne
supprimons pas sont dit "acceptés". Le trigger (rk , gk ) accepté est actif sur I ′i et vérifie
I ′k = I ′i ∪ g ′

k (Hk ) avec i l’indice (du dernier trigger) accepté < k. Ainsi on obtient bien
uneO-dérivation surUa .

I ′0 =Ua I ′1 · · ·

I0 I1 · · ·

(g0,r0) (g1,r1)

(h0,r0) (h1,r1)

ϕ0 =Πa ϕ1

On note Πa l’application qui à toute variable ou constante associe a. On
étend Πa par morphisme aux faits, puis aux instances.

Définition 233
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On souhaite étendre la projectionΠa aux dérivations (on rappelle que h′ désigne
toujours l’extension de h aux variables existentielles) :

Soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... uneO-dérivation.

On associe une séquence d’instances I ′i , de morphismes d’instances ϕi et
de morphismes gi des variables vers les constantes définies par récurrence
par :
- Initialisation : On pose ϕ0 = Πa . On construit g0 comme la composée
ϕ0 ◦ h0, puis nous définissons ϕ1(n) par ϕ(n) si n est dans I0 et h′

0(n) si
n ∈ I1 \ I0. On pose alors I ′1 comme égal à I ′0 ∪h′

0(H0). On a alors I ′1 =ϕ1(I1).
On dit aussi que 0 est accepté.
- Induction : Supposons qu’on aie construit le triplet (I ′i ,ϕi , gi−1) pour un
i > 0. On commence par poser gi = ϕi ◦hi , on a alors gi (Bi ) ⊆ I ′i , ensuite
pour construire ϕi+1 et I ′i+1 on distingue alors deux cas :
Cas 1 : Si pour tout j < i , (ri , gi ) 6= (r j , g j ) on dit que i est accepté et on pose
alors :

— ϕi+1(n) =ϕi (n) si n ∈ Ii

— ϕi+1(n) = h′
i (n) si n ∈ Ii+1 \ Ii

— I ′i+1 = I ′i ∪h′
i (Hi )

On remarquera qu’on a alors I ′i+1 =ϕi+1(Ii+1)
Cas 2 : S’il existe j < i tel que (ri , gi ) = (r j , g j ) on pose alors :

— ϕi+1(n) =ϕi (n) si n ∈ Ii

— ϕi+1(n) = (ϕ j+1 ◦h′
j ◦h′−1

i )(n) si n ∈ Ii+1 \ Ii

— I ′i+1 = I ′i
On remarquera qu’on a alors I ′i+1 =ϕi+1(Ii+1).
Enfin :
On pose alors Πa(s) = I ′0

(r0,g0)−→ I ′1
(r1,g1)−→ I ′k ... pour les indices acceptés (ici

k n’est pas forcément égal à 2). L’extension de gi quand i est accepté est
ϕi+1(h′

i (Ii+1 \ Ii )). On a Πa(s) qui est une O-dérivation, on l’appelle la a-
projetée de s.

Définition 234

Nous allons montrer que la projection de la dérivation surUa ne change pas la
profondeur des faits.
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Soit C des règles tgd totales, soit a une constante, soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... une

O-dérivation, soit alors (Πa(s),ϕ0, ...) la dérivation a-projetée de s. Alors pour
tout i et tout fait f de Ii on a :

erankΠa (s)(ϕi ( f )) = eranks( f )

Lemme 235

Démonstration. Comme le systèmeest total, d’après le Lemme231, il suffitde vérifier
la propriétés pour les nœuds.

On montre par récurrence sur i . Le cas i = 0 est facile (les profondeurs sont
nulles). Onmontre l’induction :

Supposons la propriété vraie au rang i . Soit n un nœud de Ii+1, si n ∈ Ii alors par
hypothèse de récurrence la propriété est vérifiée, on suppose alors que n ∈ Ii+1 \ Ii .

On distingue deux cas, si i est accepté ou non :
- si i est accepté alors :
vrankΠa (s)ϕi+1(n) = vrankΠa (s)h′

i (n) = 1+max f ∈gi (B)erankΠa (s)( f )
= 1+max f ∈hi (B)erankΠa (s)ϕi ( f ) car gi =ϕi ◦hi .
Donc par hypothèse de récurrence, comme hi (B) ⊆ Ii on a :
vrankΠa (s)ϕi+1(n) = 1+max f ∈hi (B)eranks( f ) = vranks(n) (n ∈ Ii+1 \ Ii ).
- si i n’est pas accepté alors :
Il existe j < i tel que (ri , gi ) = (r j , g j ) et j accepté.
On pose z = h′−1

i (n). Par définition on a :
vrankΠa (s)ϕi+1(n) = vrankΠa (s)ϕi+1(h′

i (z)) = vrankΠa (s)(ϕ j+1(h′
j (z))

Or ϕ j+1(h′
j (z)) = g ′

j (z) on a : vrankΠa (s)ϕi+1(n) = 1+max f ∈g j (B j )erankΠa (s)( f )
Or g j = gi et r j = ri donc max f ∈g j (B j )erankΠa (s)( f ) = max f ∈gi (Bi )erankΠa (s)( f ) =

max f ∈hi (Bi )erankΠa (s)ϕi ( f ).
Parhypothèsede récurrence,max f ∈hi (Bi )erankΠa (s)ϕi ( f ) = max f ∈hi (Bi )eranksϕi ( f )
Donc vrankΠa (s)ϕi+1(n) = 1+max f ∈hi (Bi )eranksϕi ( f ) = vranksh′

i (z) car z existen-
tielle et donc

vrankΠa (s)ϕi+1(n) = vranksn

D’après le lemme ci-dessus, si s est de profondeur k alors il existe un fait de
profondeur k dans In , donc la faitϕn( f ) est de profondeur k dansΠa(s). Inversement
s’il existe un fait de profondeur k +1 dans I ′n comme il est de la forme ϕn( f ) il existe
un fait de profondeur k +1 dans In , contradiction.

Ainsi, s et Πa(s) ont même profondeur. On en déduit :
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SoitC un ensemble de règles tgd totales, siC ∈C TO
∀∀ alors il existe k tel que

C ∈βk (all,O).

Théorème 236

Démonstration. SupposonsqueC ∈C TO
∀∀ alors touteO-dérivation termine sur toute

instance.
Les O-dérivations terminent surUa , puisque les règles sont totales, d’après le

lemme 229, il existe pour chaque s uneO-dérivation BF surUa demême profondeur
que s.

Or toutes les O-dérivations sur une instance donnée ont même profondeur,
notons k cette profondeur.

Enfin, pour touteO-dérivation s terminante, on a Πa(s) de même profondeur, or
Πa(s) est surUa donc est de profondeur k.

Ainsi, comme toutes lesO-dérivations sont terminantes, elles sont de profondeur
k.
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5.3 Chase dans le cadre des contraintes de mots

5.3.1 Résumé

Nous découpons cette section en 3 parties :
— Nous introduisons des préliminaires sur la notion de chemin
— Nous comparons les classes dans les contraintes de mots
— Nous les comparons à nouveau dans le cas totale

Dans la première partie nous introduisons la notion de chemin, ce sont des
sous-instances dont les faits sont chaînés par des nœuds.

En particulier nous introduisons la notion de k-chemin comme un chemin où
tous les faits et tous les nœuds internes sont de profondeur k et les nœuds de départ
et d’arrivée du chemin sont quant à eux de profondeur < k. Ce sont les plus longs
chemins dont tous les faits sont de profondeur k.

Nous montrerons que les k-chemins correspondent aux h′(Hi ), ce sont donc les
chemins ajoutés par les contraintes de mots.

Nous souhaitons mettre en comparaison la profondeur de la dérivation sur les
instances avec la complexité parallèle de celle sur les mots.

Cependant le dialogue n’est pas parfait :

Soit C = {A(x, y) → A(x, y)} alors C ∈ β1(all,O) tandis que a → a n’est pas
terminant donc n’appartient pas à MBmax.

Exemple 237

Ainsi nous allons montrer dans la seconde sous-section que la complexité paral-
lèle d’un systèmeest toujours supérieure ouégale à la borneuniformedes contraintes
de mots associées. Nous obtenons donc le schéma :

MBmax(k) βk (all,O) βk (weak,S) BPar(k)
Ex 237 Ex 238

La dernière inclusion est stricte :

SoitC = {A(x, z), A(z, y) → A(x, t ),B(t , y); A(x, z), A(z, y) → B(x, t ),B(t , y)}.C
n’est pas dans C T S

∀∃ (voir la preuve de la proposition 248) donc n’est dans
aucun des βk (weak,S) pour tout k. Tandis le système aa → ab, aa → bb est
dans BPar(2).

Exemple 238
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Nous avons le schéma :

β(all,S) β(BF,S) β(wBF,S) β(weak,S)

C T S
∀∀ C T S

∀∃

β(all,SO)
β(BF,SO) =β(wBF,SO)

=β(weak,SO)
C T SO

∀∀

MBmax

β(all,O)
β(BF,O) =β(wBF,O)

=β(weak,O)
C TO

∀∀

BPar

Le contre-exemple a → a présent le défaut majeur de ne pas toujours ajouter de
faits : on propose de contourner en utilisant des règles tgd totales.

Unecontraintedemot (voir def. 77) {A1(x1, x2), A2(x2, x3), ..., An(xn , xn+1)} → {B1(x1, y2),B2(y2, y3), ...,Bm(ym , xn+1)}
est totale si et seulement on a y2 6= xn+1 donc m > 1. Donc si la règle de réécriture
u → v associée vérifie |v | > 1.

Nous montrons alors que dans le cas total la complexité parallèle et la borne
uniforme coïncident.

Nous avons dans le cas total :

MBmax(k)t =βk (all,O)t βk (weak,S)t BPar(k)t
Ex 238

Avec les résultats de la section précédentes nous avons :
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β(all,S) β(BF,S) β(wBF,S) β(weak,S)

C T S
∀∃

C T S
∀∀

β(all,SO)
β(BF,SO) =β(wBF,SO)

=β(weak,SO)
C T SO

∀∀

MBmax =β(all,O) =β(BF,O)
=β(wBF,O) =β(weak,O) =C TO

∀∀
BPar

Finalement, l’algorithmededécisionR ∈MBmax(k)?proposé au chapitre 4permet
de décider si des contraintes de mots totales sont uniformément bornées par k.

5.3.2 Préliminaires sur les chemins

Nous introduisons des instances dont le comportement est naturel avec les
contraintes de mots : les instances chemins.

Un chemin π est une instance de la forme :

{A1(n1,n2), A2(n2,n3), ..., Av (nv ,nv+1)}

Définition 239

Contrairement à ce qu’on a pu imposer dans les contraintes de mots, les nœuds
n1, ...,nv+1 ne sont pas obligatoirement distincts. On identifie n1 comme étant le
premier nœud (ou valeur) de π et nv+1 comme le dernier nœud (ou valeur) de π.

De même, les faits sont ordonnés par des indices (ici de 1 à v).
Soit π = {A1(n1,n2), A2(n2,n3), ..., Av (nv ,nv+1)} un chemin, la numérotation de

f ∈π est l’entier t tel que At (nt ,nt+1) = f .
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Soit I une instance indicée :
Pour tout k > 0, un k-chemin de I est un chemin π tel que :

— vrankI (n) < k, vrankI (n′) < k où n et n′ sont respectivement les pre-
miers et derniers nœuds de π.

— ∀N ∈π\ {n,n′},vrankI (N ) = k
— ∀A(n,n′) ∈π,erankI (A(n,n′)) = k

Définition 240

Finalement nous introduisons un dernier type de chemin :

Soit I une instance indicée. Un chemin ancré de I est un chemin tel que le
premier nœud n et le dernier nœud n′ vérifient vrankI (n) = vrankI (n′) = 0.

Définition 241

5.3.3 Comparaison srs/tgd : cas général

L’objectif de cette section est de prouver :
— MBmax(k) ⊆βk (all,O)
— βk (weak,S) ⊆BPar(k)

L’idée générale des preuves consiste à travailler par induction pour construire
une dérivation sur les mots à partir d’uneO-dérivation sur les instances :

pour tout k-chemin π avec k > 0 de la dernière instance In , il existe un trigger
(r,h) tel que

— h′(H) correspond à π
— h(B) est un chemin dont au moins un fait est de profondeur k −1.
— On a u → v où u est le mot associé à B et v le mot associé à H .
On peut alors décomposer h(B) en plusieurs t-chemins et on peut répéter le

processus pour construire une dérivation sur les mots. Nous montrerons que cette
dérivation a une complexité parallèle égale k.

Ainsi si R est dans MBmax(k) alors le système de règles tgd associé n’admet pas
deO-dérivation de profondeur k +1, sinon il existerait une dérivation de profondeur
k +1 sur les mots d’après ce qui précède.

Nous montrons un lemme préliminaire pour les chemins :
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Soient C un ensemble de contraintes de mots et s : I0
(r0,h0)−→ I1... une O-

dérivation indicée. Soit k un entier> 0. Soitn f unnœud tel que vranks(n f ) =
k et A1(n1,n f ), A2(n2,n f ) deux faits de profondeur k alors A1 = A2 et n1 = n2.

Lemme 242

Démonstration. Soit i le plus petit entier tel que n f est dans Ii+1 \ Ii . Alors les faits
A1(n1,n f ) et A2(n2,n f ) appartiennent à Ii+1 \ Ii , sinon leurs profondeurs vérifient :
eranks(A j (n j ,n f )) > vrank(n f ) donc k > k impossible.

On a alors h′−1
i (A j (n j ,n f )) ∈ Hi or h′−1

i (n f ) ne peut pas être en seconde place
dans deux atomes car ri est une contrainte de mots.

Soient C un système de contraintes de mots et s : I0
(r0,h0)−→ I1... une O-

dérivation. Soit k un entier > 0. Pour tout k-chemin π de In il existe un
entier i et un chemin π′ tels que :

— eranks(π′) ≤ k −1 (l’égalité est atteinte pour un des faits de π′)
— π′ = h′

i (Bi ) et π= h′
i (Hi )

Lemme 243

Démonstration. Soit A(n,n′) le fait de π tel que n′ est la dernière valeur de π. On va
considérer la règle qui a produit ce fait : soit i = min{i | A(n,n′) ∈ Ii+1 \ Ii }. D’après
ce qui a été dit précédemment, puisqu’au moins un fait est produit on a Ii+1 \ Ii =
h′

i (Hi ) qui est un k ′-chemin pour un certain k ′. On a k = k ′ puisque A(n,n′) est de
profondeur k.

Nous allons prouver que h′
i (Hi ) ⊆π.

Si h′
i (Hi ) contient un unique fait, alors c’est A(n,n′). Or A(n,n′) ∈π donc h′

i (Hi ) ⊆π.
Supposons que h′

i (Hi ) contiennent aumoins deux faits, dont A(n,n′). Comme h′
i (Hi )

est un k-chemin et que n′ est de profondeur < k, c’est le dernier nœud de h′
i (Hi ), il

existe un unique fait contenant n′, il s’agit de A(n,n′). Puisque il y a au moins deux
faits il existe un faitC (n′′,n) dans h′

i (Hi ) (on remarquera que n est la valeur à gauche
de A(n,n′)). Donc h′−1

i (n) est une variable existentielle car ri est une contrainte de
mot, donc vranks(n) = k par définition de vrank. Comme π est un k-chemin, il existe
donc un fait B(n0,n) de π (on remarquera aussi que n est la première valeur de
A(n,n′)). D’après le lemme 242 les faits sont donc les mêmes, ainsiC (n′′,n) ∈π. On
peut alors raisonner à nouveau avecC (n′′,n) si h′

i (Hi ) contient au moins trois faits
et par récurrence en déduire que h′

i (Hi ) ⊆π.
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Montrons maintenant que cette inclusion est une égalité : h′
i (Hi ) est un chemin

contenant au moins un fait, soit n0 sa première valeur, on a alors vranks(n0) < k car
sinon le fait contenant n0 dans h′

i (Bi ) serait de profondeur au moins k (d’après le
Lemme 231) et donc h′

i (Hi ) aurait des faits de profondeur > k, donc π aussi, contra-
diction. n0 est une valeur de π car h′

i (Hi ) ⊆π, donc n0 est la première valeur de π. De
même les dernières valeurs coïncident donc h′

i (Hi ) =π.
On pose alors π′ = Hi (Bi ), comme ri est une contrainte de mots c’est un chemin,

et comme les faits de h′
i (Hi ) sont indicés par k, les faits de hi (Bi ) sont de profondeurs

≤ k −1 avec égalité pour l’un d’entre eux. Ce qui termine la preuve.

Soient C un ensemble de contraintes de mots et s : I0
(r0,h0)−→ I1... une O-

dérivation.
Pour tout chemin ancré πn de In il existe un chemin π0 dans I0, un entier
m et une dérivation σ : x0 →m xm sur le système de réécriture associé R tels
que :

— word(π0) = x0

— word(πn) = xm

— Pour tout fait f de πn numéroté par t on a eranks( f ) = depthσ(m, t )

Lemme 244

Démonstration. L’idée est dedémontrer le résultat par récurrence surn. Tout chemin
ancré de la dernière instance est obtenu par réécriture depuis un chemin ancré de
l’instante précédente. Nous montrons alors que les rangs sont correctement reliés.

Pour le cas où n = 0 il n’y a rien à démontrer. On suppose alors la propriété vraie
au rang n, on considère donc uneO-dérivation de longueur n +1. On conserve les
notations habituelles.

Soit πn+1 un chemin ancré de In+1, s’il est inclus dans In il n’y a rien à prouver par
hypothèse de récurrence. Sinon πn+1 peut donc décomposer en c0π1c1π2...ca−1πaca

avec les πa les chemins dans In+1 \ In . Puisque ces chemins sont dans In+1 \ In qui est
un k-chemin tous les π j sont égaux à un certain π et correspondent à un k-chemin
pour un certain k. On a π qui correspond à h′

n(Hn). Soit π′ le chemin hn(Bn), tous
les faits de π′ sont de profondeur ≤ k −1 avec égalité atteinte.

Soit l le mot correspondant à π′, r le mot correspondant à π et µi les mots corres-
pondant aux ci . On a (l ,r ) ∈ R.

On pose πn le chemin c0π
′c1...ca−1π

′ca , ce chemin est est dans In . Puisque πn+1

est ancré, πn l’est aussi (ils partagent les mêmes première et dernière valeurs).
Par hypothèse de récurrence il existe un chemin π0, m et une dérivation x0 −→m

xm tels que :
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— word(π0) = x0

— word(πn) = xm

— Pour tout fait f de πn numéroté par t , depthσ(m, t ) = eranks( f )

Le mot correspondant à πn est xm = µ0lµ1...µa−1lµa , le mot correspondant à
πn+1 est µ0rµ1...µa−1rµa , on le note y . Puisque (l ,r ) ∈ R on a xm y . Donc il existe
un entier m′ tel que xm →m′

y . On pose m′′ = m +m′. On a x0 →m′′
y . On note σ′ la

dérivation qui étend σ.
Les deux premières hypothèses de l’énoncé sont vérifiées pour σ′. Vérifions la

dernière :
Soit t la numérotation d’un fait f de πn+1 :
- Si t est la position d’une lettre d’un µ j , on a f qui est dans In , soit t ′ tel que

(t ′, t ) ∈Corrσ(n,n +1), ainsi t ′ est la position de la lettre de xm qui aura la position t
dans y , on a depthσ′(m′′, t ) = depthσ′(m, t ′) qui est finalement égale (par hypothèse
de récurrence) à eranks( f ) ce qui était voulu.

- Si t est la position d’une lettre d’un des r , on a eranks( f ) = k. Pour tous les faits
de π′ on a un indice inférieur ou égal à k −1, avec égalité atteinte pour l’un des faits,
donc pour tout t ′ entre les positions des lettres dumot l correspondant au r dont
t est une des positions, depthσ′(m, t ′) ≤ k −1 avec égalité atteinte pour un t ′ (par
hypothèse de récurrence surπ′). Ainsi, comme (l ,r ) ∈ R, depthσ′(m′′, t ) = k pour tout
t entre la première position et la dernière position du mot r dont t est une position,
on a ainsi l’égalité demandée.

Le résultat est démontré.

Soit k un entier, si R ∈ MBmax(k) alors le système tgd associé est dans
βk (all,O)

Théorème 245

Démonstration. Soit R dans MBmax(k), alors soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... une O-dérivation

indicée sur une instance I . Soit f un fait, alors il existe un chemin ancré contenant f ,
donc d’après le Lemme 244, il existe une dérivation x0 −→m xm dont les profondeurs
des lettres de xm correspondent aux profondeurs des faits du chemin ancré, les
profondeurs sont majorées par k puisque R est dans MBmax(k), donc la profondeur
de f est majorée par k, donc C ∈βk (all,O).
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SoientC un ensemble de contraintes demots et σ : x0 →n
R xn une dérivation

sur le systèmede réécriture associéR. Soit I0 unchemin tel queword(I0) = x0.
Pour toute O-dérivation terminante s : I0

(r0,h0)−→ I1... il existe un chemin π
dans Ie (où Ie est la dernière instance de s) tel que

— word(π) = xn

— n1 est le premier nœud de I0

— nv+1 est le dernier nœud de I0

Lemme 246

Démonstration. Nous allons démontrer par récurrence sur la longueur de la dériva-
tion σ qu’il existe bien un chemin dans la dernière instance qui vérifie les conditions.
Si la dérivation est de longueur nulle alors il suffit de prendre I0 comme chemin, on
a bien I0 inclus dans toutes les instances de toutes dérivations (terminantes).

On suppose que le résultat est vrai au rang n, soit σ : x0 →n xn → xn+1 une dériva-
tion de longueur n +1. Soit s : I0

(r0,h0)−→ I1... une X -dérivation terminante sur I0 telle
que word(I0) = x0. Soit Ie la dernière instance de s. La sous-dérivation σ′ : x0 →n xn

est de longueur n, ainsi par hypothèse de récurrence (on a commencé avec le même
mot) il existe un chemin π dans Ie tel que

— word(π) = xn

— n1 est le premier nœud de I0

— nv+1 est le dernier nœud de I0

Nous devons montrer qu’il existe un chemin π′ qui dérive de celui là tel que
word(π′) = xn+1.

On a xn → xn+1 donc il existe µ,µ′ et (l ,r ) ∈ R tels que xn = µlµ′ et xn+1 = µrµ′.
Il existe une règle r eg ∈ C telle que L(r eg ) = (l ,r ). De plus, puisque word(π) =
xn on peut décomposer π en trois chemins composés µg bµd avec word(µg ) = µ,
word(µd ) = µ′ et word(b) = l . Puisque L(r eg ) = (l ,r ) il existe un homomorphisme
hom tel que hom(B) = b, on considère donc le trigger (r eg ,hom). Puisque la dé-
rivation s : I0

(r0,h0)−→ I1... est terminante il existe donc un certaine indice i tel que
(r eg ,hom) a été activé.

Il existe une expression de la forme h′
i (Hi ) dans Ie . C’est un chemin car C est

un ensemble de contraintes de mots. De plus le premier nœud de h′
i (Hi ) est le

premier nœud de hom(B) et le dernier nœud de hom(B) est le dernier nœud de
h′

i (Hi ). Puisque la règle ri vérifie ri = r eg onaword(h′
i (Hi )) = r doncpar composition

avec les chemins µg et µd (possible vu les premiers et derniers nœuds), il existe un
chemin de Ie tel que le premier nœud soit le premier nœud de π et donc de I0 et de
même pour le dernier nœud. C’est ce qu’on voulait démontrer.
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Soient C un ensemble de contraintes de mots et k un entier alors :
Si C est dans βk (weak,S) alors le système de réécriture R associé est dans
BPar(k).

Théorème 247

Démonstration. Soit σ : x0 →m xm une dérivation sur R. Soit I0 le chemin tel que
word(I0) = x0, comme C est dans βk (weak,S) il existe une S-dérivation terminante
s de profondeur k sur I0, c’est donc en particulier uneO-dérivation (qui n’est plus
forcément terminante). D’après le Lemme 246, il existe un chemin ancré π dans In

(le premier nœud et le dernier nœud sont dans I0) tel que word(π) = xm , d’après le
lemme 244, il existe une dérivation σ′ : x0 →m xm dont les profondeurs de xm sont
égaux aux profondeurs de π donc inférieures ou égales à k, ainsi R est dans BPar(k).

Les classesC T S
∀∃ et BPar sont incomparables.

Proposition 248

Démonstration. 1) Le système des contraintes de mots associé à aa → a appartient
àC T S

∀∃ mais n’appartient pas à BPar.
2) Inversement le système R = aa → bb, aa → ab est dans BPar(2). Soit C le

système de contraintes de mots associé à R.
Prouvons que C ne termine pas sur l’instance I = {A(e,e)} :
On pose :

P = A(x, y), A(y, z) → A(x, w),B(w, z)

Q = A(x, y), A(y, z) → B(x, w),B(w, z)

Soit s : I0
(r0,h0)−→ I1... une S-dérivation démarrant sur I .

Notons d’abord en examinant les deux règles que pour tout Ii , si A(p, q) est dans
Ii , p = e.

Montrons par récurrence que pour tout i :
"il existe un nœud n tel que
A(e,n) ∈ Ii et qui n’admet pas de c tel que A(e,c),B(c,n) ∈ Ii"
L’initialisation est facile, supposons la propriété vraie au rang i .
On pose new = h′

i (w).
A) Supposons que ri = P . On pose n = new , on a alors h′

i (Hi ) = {A(e,n),B(n,n′)}
avec n′ 6= n ; comme n ∉ Ii le seul fait de Ii+1 de prédicat A dont le secondmembre
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est n est donc A(e,n), et B(n,n)n’est pas Ii+1. Donc il n’existe pas de c tel que A(e,c)
et B(c,n) soient dans Ii+1.

B) Supposons que ri =Q. Par hypothèse de récurrence il existe n tel que A(e,n) ∈
Ii et qui n’admet pas de c tel que A(e,c),B(c,n) ∈ Ii . Comme Ii ⊆ Ii+1 on a A(e,n) ∈
Ii+1.

Supposons qu’il existe c tel que A(e,c) et B(c,n) soient dans Ii+1. Distinguons
deux cas :

- Si B(c,n) ∈ Ii alors comme h′
i (Hi ) ne contient aucun fait de prédicat A on a

A(e,c) ∈ Ii , contradiction avec l’hypothèse de récurrence.
- Si B(c,n) ∉ Ii alors comme h′

i (Hi ) = {B(e,new),B(new,n)} on a l’une des deux
possibilités suivantes :

Soit B(c,n) = B(e,new) et donc n = new or new ∉ Ii , contradiction.
Soit B(c,n) = B(new,n) et donc c = new , or A(e,c) ∈ Ii (car h′

i (Hi ) n’a pas de fait
de prédicat A), donc A(e,new) ∈ Ii donc new ∈ Ii , contradiction.

Montrons maintenant qu’il existe un trigger actif sur Ii pour tout i ,
Posons hi défini par h(x) = hi (y) = e et hi (z) = n, avec n défini comme ci-dessus.

Il n’existe pas de c tel que A(e,c) et B(c,n) soient des faits de Ii , donc il n’existe pas
d’extension h′ de h telle que h′(Hi ) ⊆ Ii . Ainsi (P,hi ) est actif sur Ii .

Donc il existe une dérivation non terminante sur {A(e,e)}.

Nous pouvons faire une dernière remarque afin de relier l’étude du chase et la
propriété d’être descendant-limité pour les systèmes de réécriture.

Si un système de contraintes de mots termine pour toute instance dans le cas
oblivious alors le système de réécriture associé est descendant-limité :

Soit C un ensemble de contraintes de mots. Soit R le système de réécriture
associé. Si l’oblivious-chase termine alors R est descendant-limité.

Proposition 249

Démonstration. Soit u un mot. On considère v un descendant de u, on a u →∗ v .
D’après le lemme 246, pour touteO-dérivation qui démarre sur l’instance associée
à Gu (graphe-mot associé a u), il existe un chemin dans la dernière instance (la
dérivation termine) étiqueté par v dont le premier nœud est le premier nœud deGu

et de même pour le dernier nœud.
Montrons maintenant que C ∞(Gu) est acyclique.
On considère uneO-dérivation terminante

s : I0
(r0,h0)−→ I1...
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telle que In =C ∞(Gu).
Montrons par récurrence que pour tout i , on a Ii acyclique.
- Initialisation :On a I0 =Gu acyclique.
-Hérédité : Supposons que Ii est acyclique. On a Ii+1 = Ii ∪h′

i (Hi ) où h′
i est une

extension de hi et Hi la tête de ri . Puisque Ii est acyclique, tout cycle de Ii+1 contient
au moins un fait de Ii+1 \ Ii .

Supposons que Ii+1 \ Ii ne contienne pas de nouveaux nœuds. Puisque ri est
une contrainte de mots, s’il n’y a pas de variable existentielle dans Hi alors ri est
de la forme A1(x, y) → B1(x, y), donc si un cycle contient un fait de Ii+1 \ Ii il s’agit
de hi (B1(x, y)), donc il existe aussi un cycle dans Ii en considérant hi (A1(x, y)) au
lieu de cette arête, car ces deux arêtes ont les mêmes extrémités. Donc Ii n’est pas
acyclique, contradiction.

Supposonsmaintenantque Ii+1\Ii contiennedesnouveauxnœuds.Alorspuisque
ri est une contrainte de mots, elle est de la forme

A1(x1, x2), ..., An(xn , xn+1) → B1(y1, y2), ...,Bm(ym , ym+1)

avec toutes variables les yi qui sont existentielles, y1 = x1 et ym+1 = xn+1.
Considérons un cycle dans Ii+1, il contient donc un nouveau fait sinon Ii est

cyclique.
- Si le fait est de la forme h′

i (Bk (yk , yk+1)) avec k entre 2 et m alors : il existe un
unique fait dont h′

i (yk ) est membre droit, il s’agit du fait h′
i (Bk−1(yk−1, yk )), donc ce

fait appartient au cycle.
- Si le fait est de la forme h′

i (Bk (yk , yk+1)) avec k entre 1 et m−1 alors : il existe un
unique fait dont h′

i (yk+1) est membre gauche, il s’agit du fait h′
i (Bk+1(yk+1, yk+1)).

Donc, le cycle contient tous les faits de h′
i (Hi ). C’est un chemin entre h′

i (x1) et
h′

i (xn+1) car x1 = y1 et xn+1 = ym+1. Or il existe un chemin dans Ii entre ces mêmes
nœuds : c’est le chemin hi (Bi ). Donc en remplaçant h′

i (Hi ) par hi (Bi ) il existe un
cycle dans Ii . Contradiction. Ainsi Ii+1 est acyclique.

Puisque C ∞(Gu) est acyclique, il existe un nombre fini de chemins entre le pre-
mier nœud et le dernier nœud de Gu , donc un nombre fini de descendants pour
u.
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Nous concluons comme annoncé dans le résumé par ce schéma récapitulatif.
Nous prendrons garde au fait que nous ne savons pas pour certaines inclusions si
elles sont, ou non, strictes.

β(all,S) β(BF,S) β(wBF,S) β(weak,S)

C T S
∀∀ C T S

∀∃

β(all,SO)
β(BF,SO) =β(wBF,SO)

=β(weak,SO)
C T SO

∀∀

MBmax

β(all,O)
β(BF,O) =β(wBF,O)

=β(weak,O)
C TO

∀∀

BPar
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5.3.4 Comparaison srs/tgd : cas total

Nous comparons les classes de la sous-section précédente dans le cas où les
règles sont totales.

Soient C un ensemble de contraintes de mots totales et σ : x0 →m xm une
dérivation sur le système de réécriture associé R. Soit I0 un chemin tel que
word(I0) = x0. Pour toute O-dérivation terminante s : I0

(r0,h0)−→ I1... il existe
un chemin π dans In tel que

— word(π) = xm

— le premier nœud de π est le premier nœud de I0

— le dernier nœud de π est le dernier nœud de I0

— Pour tout fait f de π numéroté par t on a eranks( f ) = depthσ(m, t )

Lemme 250

Démonstration. Onmontre le résultat par récurrence, on utilise à nouveau les nota-
tions de la preuve du Lemme 246.

L’étape d’initialisation est évidente.
On poseπ= I0, alorsπ vérifie facilement les conditions demandées. On considère

une dérivation σ= x0 →m xm → xm+1.
On décompose xm =µlµ′ et xm+1 =µrµ′ avec (l ,r ) ∈ R.
La sous dérivation σ′ = x0 →n xm est de longueur m, il existe un indice i tel que

word(hi (Bi )) = l et word(h′
i (Hi )) = r .

On pose π=µg h′
i (Hi )µd avec µg et µd définis comme au lemme 246.

Nous devons maintenant vérifier la condition sur les profondeurs pour
µg h′

i (Hi )µd .
On a pour t ≤ |µ| et pour t > |µr |, depthσ(m+1, t ) = depthσ(m,τ) = depthσ′(m,τ)
(avec τ la position de la lettre xm+1[t ] dans xm , i.e. (τ, t ) ∈Corrσ(m,m +1))
qui par récurrence correspond à la profondeur du fait de µg ∪µd numéroté par τ.
Il reste donc le cas où t est entre |µ|+1 et |µr |, c’est-à-dire quand la position t

correspond à une lettre qui vient d’être produite dans xm+1 de σ. Les faits numérotés
par de tels t dans le chemin π′ := µg h′

i (Hi )µd de Ie sont exactement les faits de
h′

i (Hi ), or la règle Bi → Hi est totale donc h′
i (Hi ) = Ii+1 \ Ii , donc les faits de f de

h′
i (Hi ) vérifient eranks( f ) = 1+maxg∈hi (Bi )eranks(g ).
Les faits g de hi (Bi ) sont exactement les faits deπ qui sont numérotés entre |µ|+1

et |µl | et vérifient : si g est numéroté par t : eranks(g ) = depthσ′(m, t ) = depthσ(m, t ).
Enfin on sait que depthσ(m +1, t ) = 1+maxt∈[|µ|+1,|µl |]depthσ(m, t ).
Ainsi les faits f de h′

i (Hi ) et donc tous les faits de π′ vérifient : si f est numéroté
par t dans π′ alors eranks( f ) = depthσ(m +1, t ). Ce qui achève la récurrence.
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Pour tous k et système de contraintes de mots totales C dont le système de
réécriture R est associé :

R ∈MBmax(k) si et seulement si C ∈βk (all,O)

Théorème 251

Démonstration. On fixe un entier k.
L’implication⇒ est déjà donnée par le théorème 245.
Soit C un système de contraintes de mots totales dans βk (all,O) et R le système

de réécriture associé. Soit σ= x0 →n xn une dérivation sur R.
D’après le Lemme 250, pour toute dérivation s : I0

(r0,h0)−→ I1... terminante telle que
word(I0) = x0, il existe un chemin π dans l’instance finale tel que word(π) = xn et tel
que depthσ(n, t ) = eranks( f ) où f est le fait numéroté par t dans π, donc majoré par
k car C ∈βk (all,O). Ainsi R ∈MBmax(k).

Complexité L’égalité des classesMBmax(k)t etβk (all,O)t =βk (BF,O)t donne la pos-
sibilité d’utiliser l’algorithme du second chapitre pour tester si un système est borné
par k.

On a :

PROBLEME : Borne uniforme des contraintes de
mots dans le cas BF et total
INSTANCE : C un systèmes de contraintes de mots
totales, k un naturel
QUESTION : C ∈βk (BF,O)?
COMPLEXITE : PSPACE-complet

Théorème 252

Démonstration. À tout système de réécritureR on associe le système de réécriture
#R tel que : pour toute règle (a1...an ,b1...bm) on associe (#a1...#an ,#b1...#bm) où
# ∉Σ, cette construction est polynomiale en la taille deR. Il est facile de vérifier que
pour tout k ,R est MBmax(k) ssi #R l’est.

Ensuite on associe à #R le système de contraintes de mots totales C dont la
construction est aussi polynomiale.

190



On a d’après le théorème 251,C ∈βk (BF,O) si et seulement. #R ∈MBmax(k) donc
ssiR ∈MBmax(k).

Ainsi on a établi une réduction polynomiale du problèmeR ∈MBmax(k) dans
C ∈ βk (BF,O) ; donc, comme nous avons montré dans le chapitre précédent que
le problèmeR ∈MBmax(k) est PSPACE-difficile, le problème C ∈βk (BF,O) est aussi
PSPACE-difficile.

De plus, si C est un système de règles tgd totales alors d’après le théorème 251,
on exécute l’algorithme PSPACE de décisionR ∈MBmax(k) pour les entrées #R et k
pour décider si C ∈βk (BF,O).

Dans le cas total, le problème de décision R ∈MBmax laissé ouvert est équivalent
au problème de décider si un système de contraintes de mots estO-terminant.

La terminaison des règles tgd en arité 2 est un cas connu comme difficile de
décision de terminaison [55, 56] :

— en arité 1 la terminaison est connue décidable
— en arité > 2 la terminaison est connue comme indécidable
— en arité 2 le problème est toujours ouvert (aussi en Datalog)
Ainsi la difficulté de problème comme R ∈MBmax et les problèmes de terminai-

son en arité 2 sont liés et une étude des systèmes de réécritures dans ce contexte
peut apporter d’autres éléments de réponses quant à l’étude des bornes ou des
terminaisons des règles tgd.

Nous résumons l’ensemble des inclusions obtenues dans le cadre des contraintes
de mots totales :

β(all,S) β(BF,S) β(wBF,S) β(weak,S)

C T S
∀∃

C T S
∀∀

β(all,SO)
β(BF,SO) =β(wBF,SO)

=β(weak,SO)
C T SO

∀∀

MBmax =β(all,O) =β(BF,O)
=β(wBF,O) =β(weak,O) =C TO

∀∀
BPar
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis en lumière la notion de borne uniforme de
systèmes tgd. Nous avons comparé l’évolution des profondeurs des faits dans deux
cas : le cas total et le cas non-total. Puis nous avons spécialisé cette comparaison
dans le cas des contraintes de mots. Nous avons montré qu’il existe un algorithme
en Co-NEXPTIME (resp. 2EXPTIME) qui décide si un système de règles tgd est unifor-
mément borné par k (resp. en stratégie breadth-first) en oblivious et semi-oblivious.
Nous avons montré que deux problèmes sont équivalents dans le cas total.

Dans le cas total et oblivious, en s’inspirant du critère de terminaison sur l’ins-
tance critique on a montré qu’être uniformément borné était équivalent à être ter-
minant.

On s’est intéressé plus particulièrement aux contraintes de mots. La notion de
borne uniforme est mise en comparaison avec les profondeurs des lettres dans les
systèmes de réécritures : onmontre que si un système de réécriture est de complexité
parallèle bornée par k alors le système tgd est uniformément borné par k, et que si
un système admet pour toute instance une dérivation de profondeur bornée par k
alors le système est BPar(k).

Dans le cas des contraintes de mots totales, les profondeurs des faits par la
procédure du chase et la profondeur des lettres par les systèmes de réécritures sont
égales : les classes MBmax(k) et "être uniformément borné par k" correspondent et
donc décider si un système de règles tgd est uniformément borné par k est PSPACE-
complet.

Finalement, on amontré que dans le cas total, le problèmede décisionR ∈MBmax
est équivalent à décider si un système de contraintes de mots termine.
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CHAPITRE6 Conclusion

L’objectif de la thèse est d’établir des liens entre les systèmes de réécriture et
la gestion des bases de données graphe. Dans ce cadre, on s’est intéressé à étudier
ces liens dans deux thématiques : les requêtes de chemin et la procédure du chase
sous les contraintes de mots. Des liens existants ont été proposés [3, 18, 7, 57]. Nous
avons revisité cette approche en apportant des réponses plus précises à certaines
questions et en corrigeant un résultat erroné de [57].

On s’intéresse à deux problèmes principaux sur les graphes et avons montré des
liens avec les systèmes de réécriture pour chacun d’eux :

— L’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes de mots
— L’existence d’une borne uniforme sur toutes les instances assurant la termi-

naison du chase
Inspirés par le parallèle entre la complétion d’automates et la procédure du chase,

nous avons identifié des classes de systèmes de réécriture permettant de réduire
le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes de mots au problème
d’inclusion de langages réguliers.

Ces classes s’appuient sur une notion de complexité parallèle, la première borne
uniformément la complétion des automates i.e. après k étapes de complétions
l’algorithme termine. Pour la seconde classe, la complétion ne termine pas après k
étapes mais le langage reconnu est celui des ancêtres.

Nous avons montré que si les contraintes de mots correspondent à un système
d’une de ces classes alors le problème d’inclusion de requêtes RPQ sous contraintes
est EXPSPACE-complet. Nous avons aussi montré que décider si un système est
MBmax(k) est PSPACE-complet.

Nousavons regardéàquellespropriétés sur la terminaisonduchase les contraintes
de mots de ces classes correspondent. Cela nous a conduit à étudier la notion de
borne uniforme et nous avonsmontré que dans le cas total être uniformément borné
par k est équivalent à être MBmax(k).

Nous avons étudié de façon plus générale différentes méthodes de borner uni-
formément les systèmes tgd et les a vons comparés. En particulier, nous avons
montré que dans le cas total elles sont toutes égales et être uniformément borné est
équivalent à être terminant. Nous avons étudié la complexité du problème d’être
uniformément par k pour ces différentes méthodes.
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Perspectives Nous avons mis en lumière des liens forts entre les systèmes de ré-
écriture et les données. Mais le travail de cette thèse n’est qu’une première étape.

Un pas supplémentaire pourrait consister à regarder comment décider plus de
propriétés sur les objets que nous avons définis. Est-ce que nous pouvons décider
si un système de réécriture est MBmax ? Ou si R est MBmax est-ce que sa complexité
est calculable? Une extension naturelle du graphe-lettre d’un système à un graphe
représentant les "overlaps" desmembres gauches et droits des règles devrait étendre
la classe N R et fournir un critère décidable suffisant (mais non nécéssaire) pour
qu’un système soit MBmax.

Nous pouvons aussi chercher à étendre les classes de contraintes considérées
à des problèmes représentatifs des bases de données graphes. D’une part nous
pouvons par exemple ajouter des contraintes de clôture transitive aa → a aux classes.
D’autre part, nous pouvons considérerMBmin et tenter de construire une variante de
chasedont la terminaisoncorrespondàMBmin oupourdes sous-classes raisonnables.
L’oblivious-chase ne termine pas pour les systèmes MBmin : ab → bc. Dans le cadre
de l’inclusion des requêtes RPQ, nous avons imposé d’être descendant-limité, nous
pouvons proposer d’autres conditions suffisantes de réduction pour capturer de
nouvelles classes.

Undernierpointquenousaimerions aborder consiste à généraliser les contraintes
demots avec des lettres inverses. Nous pouvons traduire ces contraintes en réécriture
sur les groupes. Ces propriétés d’inversions pourraient permettre une nouvelle étude
du problème d’inclusion de requêtes UC2RPQ où les bases de données graphes
peuvent être parcourues dans les deux sens. Ces requêtes sont essentielles dans des
langages de requêtes de graphe comme SparQL, Cypher, ...
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