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Chapitre 1

Introduction

Dans cette thése, on s’intéresse aux aspects combinatoires et topologiques
des collections de courbes sur les surfaces. Cet objectif va nous conduire a
I’étude des collections unicellulaires, et de fagon plus générale a 1’étude des
cartes unicellulaires.

La résolution de certains problémes de classification en topologie passe
souvent par des correspondances entre objets topologiques et objets combina-
toires. Nous donnons ici deux exemples notamment le probléme de la déter-
mination des classes d’Euler de feuilletages sans composantes de Reeb d’une
3-variété compacte orientable et la classification des sections de Birkhoff du
flot géodésique du fibré tangent unitaire d’une surface fermée orientable. Ces
deux exemples sont assez similaires par le fait qu’on associe a ces problémes
des objets combinatoires: les boules unités duales de normes entiéres.

1.1 Normes entiéres et classification

Dans son article A norm for the homology of three manifolds [353], W.
Thurston définit une nouvelle classe de (semi-) normes sur le deuxiéme groupe
d’homologie d’une 3-variété compacte orientable.

Soit M une 3-variété compacte orientable de bord OM (éventuellement
vide). Soit (S,0S8) — (M,0M) une surface proprement plongée dans M.

La partie négative de la caractéristique d’Euler de S est U'entier positif x_(.5)
définit par:
X-(5) := max{0, =x(5)};

ou x(S) désigne la caractéristique d’Euler de S.



1.1. NORMES ENTIERES ET CLASSIFICATION

Fort du fait que toute classe a € Hy(M,0M,Z) est représentée par des
réunions disjointes finies S := US; de surfaces orientées plongées dans M,
Thurston définit I'application:

Nrp, : Hy(M,0M,Z) — N
a — inf{y_(S) := Z x(8:): [S] = a}.

Il montre ensuite que l'application N7, s’étend en une semi-norme sur
Hy(M,0M,R).

Par construction, la (semi-)norme de Thurston N7, a la particularité de
prendre des valeurs entiéres sur le réseau Ho(M,0M,Z) des classes enticres:
c’est donc une (semi-)norme entiére.

Sur un espace vectoriel E, une (semi-)norme entiére est une (semi-)norme
qui prend des valeurs entiéres sur un certain réseau A C E de dimension maxi-
male. Comme conséquence directe de la définition de ces normes, Thurston
montre que leurs boules unités duales sont données par ’enveloppe convexe
d’un nombre fini de vecteurs u; € A* := {u € E*,u(\) € Z}.

Thurston montre ensuite que les classes d’Euler de feuilletages sans com-
posantes de Reeb de la variété M sont représentées par des points a l'intérieur
de la boule unité duale de la norme de Thurston.

La classification des sections de Birkhoff suit le méme ordre d’idée [10];
la norme d’intersection jouant dans ce cas le roéle de la norme de Thurston.

Soit ¥, une surface fermée orientable et I" une collection de courbes sur X,,.
On définit la fonction:

Np: Hy(S,,Z) — N
a— inf{#{a N T}, [a] = a}.

Comme dans le cas précédant, elle s’étend a une semi-norme sur le R-espace
vectoriel Hy(X,, R) ~ R¥: c’est la (semi-)norme d’intersection associée a T.
Si de plus I' est remplissante, c’est-a-dire si le complémentaire ¥, —1I" est une
réunion de disques, alors Nr définit une norme entiére.

Vu l'intérét des boules unités duales de ces deux normes entiéres, on pose
le probléme inverse suivant:

10



1.1. NORMES ENTIERES ET CLASSIFICATION

Probléme 1. Etant donné un polytope symétrique a sommets entiers de R™
(respectivement R* ), est-il la boule unité duale d’une norme de Thurston sur
une 3-variété (respectivement d’une norme d’intersection sur 3,) ?

Thurston [33] montre qu’en dimension 2, tout polygone symétrique a
sommets entiers congruents modulo 2 est la boule unité duale d’'une norme
de Thurston sur une certaine 3-variété. Ce résultat reste encore valable pour
la norme d’intersection.

La relation de congruence des sommets est donc une condition nécessaire
que doit vérifier les polytopes réalisables par ces deux normes et elle est
suffisante en dimension 2.

Soit Pg 'ensemble des sous polytopes a huit sommets de [—1,1]* et d’in-
térieur non vide. Les éléments de Pg vérifient la relation de congruence sur
les sommets. Dans cette thése, on montre le premier résultat suivant:

Théoréme 1. [Théoréme 3.0.1 dans le texte.] Les éléments de Pg ne sont
pas des boules unités duales de normes d’intersections sur Ys.

Dans la preuve du théoréme 1, on verra des contraintes topologiques im-
posées par la combinatoire des polytopes aux collections qui les réalisent.

Pour la question de la réalisation d’un polygone du plan, Thurston construit
une 3-variété Ny en prenant le complémentaire d'un noeud K (issue du re-
levé d’une collection I' sur T) dans le fibré 7 : N — T de classe d’Euler 1.
Notre remarque est que pour cette construction, la norme de Thurston sur
N est égale au tiré en arriére de la norme d’intersection Np sur T par 7;
c’est-a-dire pour toute classe entiére a,

Nrp(a) = Np(m.(a)).
Motivé par cette remarque, on propose la conjecture suivante:

Conjecture 1. [Conjecture 3.3.1 dans le texte.] Un polytope qui est la boule
unité duale d’une norme d’intersection Ny —avec I' n’ont nulle en homologie
pour une certaine orientation de ces composantes— est ausst la boule unité
duale pour la norme de Thurston sur une 3-variété.

La preuve du théoréme 1 nous a conduit a un autre probléme: la déter-
mination des collections unicellulaires sur une surface ¥,, ou de fagon plus
générale la détermination des cartes unicellulaires.
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1.2. CARTES UNICELLULAIRES

1.2 Cartes unicellulaires

Une carte (respectivement une carte unicellulaire) est un graphe G plongé
sur une surface fermée orientable X, tel que le complémentaire Yy — G de G
dans X, est une réunion de disques (respectivement un disque). On considére
les cartes & homéomorphisme (préservant orientation) prés. Le dénombre-
ment des cartes est un probléme de combinatoire qui remonte & trés long-
temps. W. Tutte ([35], [36], [37], [38]) fut le premier & s’intéresser au dénom-
brement des cartes planaires avec des formules de comptages pour les cartes
planaires enracinées unicellulaires. S’ensuivit une généralisation des formules
de comptages en tout genre, avec différentes méthodes. On peut citer notam-
ment les travaux de T. R. S. Walsh et A. B. Lehman [39], A. Goupil et G.
Schaeffer [14], J. Harer et D. Zagier [16] et G. Chapuy [7].

On a par exemple la formule de comptage de Goupil-Schaeffer qui se
% pour les cartes réguliéres de degré 4.

Par ailleurs, le comptage des cartes a des redondances topologiques: les
cartes étant enracinées, on différencie une carte munie de deux enracinement
différents.

Dans cette thése, on montre l'existence d’une structure de graphe sur
I’ensemble des cartes unicellulaires en définissant une opération de chirurgie
sur ces derniéres.

Soit G une carte unicellulaire de ¥,; soient = et y deux arétes orien-
tées de G. On obtient un nouveau graphe G’ := 0, ,(G) en prenant un arc
simple A, , de x & y et en ouvrant G le long de A, , (voir figure 1.1).

simplifie en

) G

FIGURE 1.1 — Opération d’ouverture le long de I'arc A, .

Lorsque G’ := 0,,,(G) est unicellulaire, on dit que G’ est obtenue par chi-
rurgie sur G le long de x et y. Le lemme 4.2.1 (dans le chapitre 4) donne une
condition nécessaire et suffisante sur x et y pour que o, ,(G) soit unicellulaire.

12



1.2. CARTES UNICELLULAIRES

Si G est une carte unicellulaire, on note d la partition en degrés de G:
c’est la suite finie croissante des degrés des sommets de GG. Si GG est une carte
unicellulaire réguliére, d désigne alors le degré commun des sommets de G.

L’opération de chirurgie préserve la partition en degrés d’une carte uni-
cellulaire.

On définit ainsi le graphe de chirurgies Kg 4:

— les sommets sont les cartes unicellulaires de X, de partition en degrés

égale a d,

— deux cartes unicellulaires sont reliées par une aréte si et seulement si

on passe de I'une a 'autre par une chirurgie.

Pour les cartes unicellulaires réguliéres de degré 4, on obtient la famille
des collections unicellulaires et on montre le résultat suivant:

Théoréme 2. [Théoréme 4.2.1 dans le texte] Pour tout g > 1, le graphe de
chirurgies Ky 4 des collections unicellulaires est connexe.

Pour démontrer le théoréme 2, on rajoute a la chirurgie sur les collections
unicellulaires une opération de somme connexe. Etant donné deux collections
unicellulaires (I'y, z) et (I'z, y) (avec des arétes orientées distinguées) sur 3,
et ¥, respectivement, on définit la somme connexe (I', z)#(I'2, y) qui est
une collection unicellulaire sur ¥4, 4,.

On associe a ces deux opérations de chirurgie et de somme connexe un
graphe IA(4,g dit de chirurgie-somme connexe:

— les sommets sont les collections unicellulaires sur une surface de genre

inférieure ou égal a ¢g;

— deux collections I'y et I'y sont reliées par une aréte s’il existe une

chirurgie de I'; a I'y, ou si I'y est égale la somme connexe de I'y avec
I'unique collection unicellulaire du tore.

Le théoréeme 2 est une conséquence du résultat suivant:

Théoréme 3. [Théoreme 4.2.2 dans le texte] Pour tout g > 1, le graphe IA(47g
de chirurgie-somme connexe est connexe.

On définit aussi le graphe Ky  := Ug>1 K4 4 qui est la reunion des graphes
de chirurgie-somme connexe, et on montre le résultat suivant:

Proposition 1.2.1. [Proposition 4.3.1 dans le texte] Le graphe [%4,00 n’est
pas hyperbolique au sens de Gromov.

Comme corollaire directe du théoréme 2, on a aussi:

13



1.3. ORGANISATION DU MANUSCRIT

Théoréme 4. [Théoreme 4.53.1 dans le texte] Le graphe de chirurgies K,
des cartes unicellulaires réqulieres de degré 3 est connexe.

Les théorémes 2 et 4 fournissent des algorithmes permettant de générer
toutes les cartes unicellulaires de degré 4 et 3. La figure 1.2 nous donne par
exemple le graphe des cartes unicellulaires réguliéres de degré 4 sur le tore
et la surface de genre 2. On l'obtient de facon inductive en essayant toutes
les chirurgies sur une carte unicellulaire donnée. Les sommets de ce graphe
correspondent aux "45" cartes combinatoires enracinées (modulo homéomor-
phismes préservant 'orientation) données par la formule de Goupil-Schaeffer :
I’enracinement étant le choix d’une aréte orientée distinguée.

P et \\\ T
E=

FIGURE 1.2 — Graphe de chirurgies-sommes connexes Ky .

1.3 Organisation du manuscrit

Cette theése est loin de fournir une histoire détaillée des notions qui y
sont abordées. On a voulu se contenter de ramener ensemble les notions
qui nous intéressent tout en donnant les références nécessaires pour leurs
compréhensions détaillées.

Dans le Chapitre 2, on rappelle quelques faits généraux sur les normes
entiéres et aussi sur les deux exemples qui nous intéresseront notamment la

14



1.4. PUBLICATIONS

norme de Thurston et les normes d’intersections. Le Chapitre 3 est consacré a
la preuve du théoréme 1. On y trouve aussi une proposition de généralisation
de la construction de Thurston qui aboutira a I’énoncé de la Conjecture 1.

Dans le chapitre 4, on revient aux cartes unicellulaires pour la preuve
du théoréme 2, du théoréme 3 et du théoréme 4. On s’intéresse en parti-
culier dans ce chapitre aux propriétés géométriques des différents graphes
connexes obtenus sur les cartes unicellulaires notamment le diamétre du
graphe de chirurgies pour les collections unicellulaires (complément dans le
théoréeme 4.2.1) et 'hyperbolicité du graphe de chirurgies-sommes connexes
(proposition 4.3.1).

L’annexe quant a elle reprend notre premiére preuve pour la determina-
tion des collections unicellulaires sur la surface de genre 2.

1.4 Publications

Le contenu de cette thése est issu en grande partie des articles suivants:
— Intersection norms and one-faced collections [28], arXiv :1809.03190.
— Curves on surfaces and surgeries [29], arXiv :1902.06436.

— Surgery graph on cubic unicellular maps, & venir.
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Chapitre 2

(GGénéralités sur les Normes
entiéres

W. Thurston [33] construit une classe de (semi)-norme sur le deuxi¢me
groupe d’homologie d'une 3-variété compacte orientable. Cette norme (connue
aujourd’hui sous le nom de norme de Thurston) prend des valeurs entiéres sur
le réseau des classes d’homologies a coefficients entiers. Elles appartiennent
donc a la classe des normes entiéres: ces normes qui prennent des valeurs
entiéres sur un certain réseau de dimension maximale de 'espace vectoriel
ou elles sont définies.

Thurston [33] montre ensuite un lien étroit entre les classes d’Euler des
feuilletages sans composantes de Reeb d’une 3-variété compacte orientable
et la boule unité duale de la norme de Thurston associée a cette 3-variété.

On commence par rappeler quelques faits généraux sur les normes en-
tiéres. Ensuite, on termine cette partie par quelques rappels sur les deux
exemples de normes entiéres auxquelles nous nous intéresseront: les normes
d’intersections et la norme de Thurston.

2.1 Définition et propriétés

Soit E un espace vectoriel de dimension n, (u;);=1,.., n vecteurs linéai-
rement indépendants de E et A(:= vectz{u,...,u,}) le réseau engendré par
les vecteurs u;. Les vecteurs de A seront dits entiers. Soit E* le dual de F,
on désigne par A* 'ensemble des formes entiéres de E: les formes linéaires
qui prennent des valeurs entiéres sur A.

17



2.1. DEFINITION ET PROPRIETES

Définition 2.1.1. Une norme N : E — R, est dite entiére relativement
au réseau A si la restriction de N a A prend des valeurs entiéres:

N:E—R,
A — N.

Exemple 2.1.1. La norme /' sur R™: ||(zy, ..., zo)||1 := Z |z;| ; et sa duale

(la norme [*°) sont des normes entiéres relativement au réseau Z". La boule
unité duale de la norme {! est donnée par l’enveloppe convexe des vecteurs
de coordonnées +1.

Le théoreme suivant généralise cet aspect combinatoire de la boule unité
duale de la norme [! & toutes les normes entiéres.

Théoréme 2.1.1 (W. Thurston [33|). Soit N une norme entiére sur E re-
lativement au réseau A. Il existe alors un nombre fini d’éléments u; € A* tel
que la boule unité By, est donnée par :

By ={X € E; |u;(X)] < 1,u; € A*}.

De fagon équivalente, la boule unité duale Bi. est égale a l’enveloppe
conveze des éléments u; € N*:

By = conv{uy, ..., Up }.

Thurston donne la preuve du théoréme 2.1.1 en dimension 3; preuve
qui s’étend de fagon analogue en toute dimension (voir la preuve de Fried
dans [11], page [217-219]). On retrouve par ailleurs une nouvelle preuve du
théoréme 2.1.1 chez M. de la Salle dans [9).

Comme exemple de normes entiéres, on commence par les normes d’in-
tersections sur une surface fermée orientable de genre g > 1. Elles ont été
introduites par V. Turaev [34] comme exemple sans pour autant faire I'objet
d’une étude approfondie.

M. Cossarini et P. Dehornoy [10] ont quant a eux étudié ces normes qui
se sont avérées utiles pour la classification a isotopie prés des sections de
Birkhoff du flot géodésique.

18



2.2. NORMES D’INTERSECTIONS SUR UNE SURFACE ORIENTABLE.

2.2 Normes d’intersections sur une surface orien-
table.

Commencons d’abord par rappeler quelques faits sur la classification des
sections de Birkhoff du flot géodésique du fibré tangent unitaire d’une sur-
face, ainsi que le réle des normes d’intersections dans cette classification. On
pourra consulter 'article [10] de M. Cossarini et P. Dehornoy pour plus de
détails sur ce sujet.

2.2.1 Classification des sections de Birkhoff de TlZg

Soit 3, une surface fermée (compacte sans bord) orientable, munie d’une
métrique hyperbolique (courbure négative égale & —1). Le fibré tangent uni-
taire est la variété définie par T'Y, := {(z,u) € TE,, |[u]| = 1}; c’est un
fibré en cercle au-dessus de X,. On munit 7'%, d’un flot naturel, appelé flot
géodésique, et défini comme suite:

¢:RxT'S, —T'S,
(£, (2, u)) — (y(1), 7 (1));

ot v est 'unique géodésique vérifiant v(0) = x et 4(0) = w.

De facon générale, sur une 3-variété M munie d’un flot non singulier ¢,
on cherche a déterminer les sections de ¢ c’est-a-dire les surfaces plongées
dans M partout transverses au flot. Si (M, ¢) admet une section globale S,
alors M est une suspension de S:

M =8 % [0,1] (2 1)~ (f(2).0)5

f étant un difféeomorphisme de S: c’est 'application de premier retour a S.

Clairement, toute section globale admet une orientation telle que I'inter-
section algébrique (S,.) est strictement positif. Plus généralement, si ¢ est
un cycle asymptotique (voir [32] pour la définition) de ¢, on a (S,¢) > 0.
Schwarzmann [32| a montré la réciproque, notamment:

Théoréme 2.2.1 (Schwarzmann [32]). Une surface S plongée dans M est
une section globale du flot ¢ si et seulement si (S,.) est positif sur les cycles
asymptotiques de ¢.
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2.2. NORMES D’INTERSECTIONS SUR UNE SURFACE ORIENTABLE.

La condition d’existence d’une section globale est restrictive. Par exemple,
sur (TS, ¢), une géodésique orientée séparante o de X, se reléve en une
orbite périodique a de classe d’homologie nulle ; d’oi (S, 3) = 0 pour toute
surface S plongée dans T'3,. Le flot géodésique n’admet donc pas de section
globale.

Une alternative moins contraignante aux sections globales sont les sections

de Birkhoff.

Définition 2.2.1. Une surface a bord S plongée dans (M, ¢) est une section
transverse au flot ¢ si le bord 95 est la réunion d’un nombre fini d’orbites
périodiques de ¢, et si les orbites de ¢ —hormis les composantes de bord S—
qui intersectent S, le font de fagon transverse.

Si de plus toutes les orbites de ¢ —hormis les composantes de bord S—
sont transverses a .S, on dit que S est une section de Birkhoff du flot ¢.

FIGURE 2.1 — Collection de géodésiques remplissantes avec quatre hexagones
dans son complémentaire ; feuilletage singulier par des convexes d’'un hexa-
gone et le relevé d'une orientation de ce feuilletage dans T3,.

Rappelons I'exemple, di a Birkhoff, de section sur 7%, [3].

Soit I' la collection de géodésique sur ¥y donnée sur la figure 2.1 et I' son
relevé symétrique dans T'Y, (chaque géodésique étant relevée dans les deux
sens). Le complémentaire de I'" dans ¥ est composé de quatre hexagones
géodésiques. Soit .# le feuilletage de P, et P, par des convexes —P; et P,
étant deux faces du complémentaire n’ayant pas d’arétes en commun. On
définit:
Sy :=TLZ;
c’est 'adhérence du fibré tangent unitaire a .7 .

<>
L’ensemble Sz est une surface de genre 1 bordée par I'. En effet, les
feuilles de Sz étant contractiles, leurs relevées correspondent a quatre copies
d’un cylindre (figure 2.1 a droite) qu’on recolle de la fagon suivante:

20



2.2. NORMES D’INTERSECTIONS SUR UNE SURFACE ORIENTABLE.

— On recolle les composantes de bord en vert — les fibres, qui corres-
pondent aux relevés des quatre singularités des feuilletages orientés—
deux & deux. On a ainsi deux cylindres dont les composantes de bords
alternent entre bouts d’orbites géodésiques (en rouge) et bouts de
fibres (en bleu) ;

— On recolle ensuite les bouts de fibres en bleu d’une composante aux
bouts de fibres de I'autre composante.

e
On obtient ainsi une surface de genre 1 bordée par I'.

Fait 2.2.1 (Birkhoff [3]|). La surface Sz est une section de Birkhoff de genre
1 du flot géodésique.

Sur les variétés (M, ¢) admettant des sections de Birkhoff, la question
de la classification des surfaces de sections bordées par une méme collection
d’orbites se pose. M. Cossarini et P. Dehornoy donnent dans [10] une clas-
sification & isotopie pg%s de toutes les sections de Birkhoff bordées par une

collection symétrique I" d’orbites périodiques ; classification faisant intervenir
les normes d’intersections.

Théoréme 2.2.2. (Cossarini-Dehornoy [10]) Soient T une collection de géo-
g

désiques sur ¥, et T' son relevé symétrique dans T'S,. Il y a une correspon-
dance bijective entre les classes d’isotopies des surfaces transverses de bord

—<l:) et les points entiers (congruents modulo 2 a la classe d’homologie de T'),
de la boule unité duale de la norme d’intersection associée a I.

Une surface S est une section de Birkhoff si et seulement si la classe
d’isotopie de S est représentée par un point a l'intérieur de la boule.

Passons maintenant a la définition des normes d’intersections.

2.2.2 Normes d’intersections et boules unités duales

On considére une surface 3, fermée orientée de genre g > 1.
Soit I" := {7, ..., 7} une collection de courbes sur X, en position générique
c’est-a-dire n’ayant que des intersections transverses doubles. Sauf mention
contraire, les collections seront toujours considérées en position générique.
Soit a € H1(X,,7Z) une classe d’homologie entiére ; on définit:

Nr(a) .= inf{#{aNT};[a] = a;a m T};
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2.2. NORMES D’INTERSECTIONS SUR UNE SURFACE ORIENTABLE.

le symbole M désignant la transversalité.

Si « est une collection de courbes orientées représentant a et vérifiant
Nr(a) = #{aNT}, on dira que «a est ['-minimisante.

Par lissage des points doubles de I', on peut choisir un représentant I'-
minimisant formés de courbes simples deux a deux disjointes.

Proposition 2.2.1 (Cossarini-Dehornoy). La fonction Ny : Hy(X,,Z)) = N
vérifie les propriétés suivantes:

homogene de degré 1: Vn € Z,Va € Hy(¥1,Z), Nr(na) = |n|Nr(a);
sous-additive: Va,b € Hy(3,,Z), Nr(a+b) < Nr(a) + Nr(b).

La fonction Np s’étend alors en une semi-norme Ny : H1(X,,R) — R
En effet, on étend d’abord Nr a H;(X,, Q) par linéarité puisque
).

a

Nr(a) = Nr(p]%) = e

L’extension sur H;(X,, R) vient de la convexité de Nr.

Si I' est remplissante c’est-a-dire X — I est la réunion de disques topo-
logiques, alors Np est une norme & valeur entiéres sur H;(X,,7Z); donc une
norme entiere.

D’apres le Théroreme 2.1.1, la boule unité duale By est Ienveloppe
convexe d’un nombre fini de vecteurs entiers dans H'(X,,Z).

Vecteurs de la boule unité duale et relation de congruence. Soient
a et [ deux courbes orientées de X, en position transverse. Le symbole ~
désigne ici la relation d’homotopie libre entre les courbes.

Définition 2.2.2. L’intersection géométrique entre a et S est la quantité
définie par:

i(a, B) == min{#{d' NF'},a~do; 8~ p5a" th 5}

Sii(a, B) = #{a N B}, alors on dira que « et [ sont en position minimale
I’'une par rapport a I'autre.
L’intersection algébrique entre v et 3 est la quantité définie par:

io(@, 8) = Y elp,a, B),

pEanp
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ou £(p,a, ) = £1 selon que la concatenation en p de l'orientation de « et
de celui de § coincide avec l'orientation (choisit) de ¥, ou non.

L’intersection algébrique ne dépend que des classes d’homologie des cour-
bes et définit une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur H; (3,, R).
L’intersection algébrique se calcul bien sur des représentants en position mini-
male ce qui entraine que I'intersection algébrique est congrue a l'intersection
géométrique modulo 2.

Soit I" une collection remplissante sur ¥,: I" définit canoniquement un
graphe sur X, les sommets V(I') étant les points d’intersections, les arétes
E(T) étant les arcs allant d’'un sommet & un autre et les faces F/(T") étant
les disques dans le complémentaire de I'. On a la formule suivante pour la
caractéristique d’Euler:

X(3g) =2—=29 = V|- [E[+[F].

Définition 2.2.3. Une co-orientation de I' est la donnée d’un sens positif
de traversée de chaque aréte de I'.

Une co-orientation est dite eulérienne si en tournant autour d’un sommet
de I'; on traverse positivement deux arcs et négativement les deux autres, et
ce pour tous les sommets de I'.

Un sommet est dit transparent si les arétes incidentes a ce sommet et
issues de la méme courbe ont les méme co-orientations. Sinon, on dira que le
sommet est alternant.

FIGURE 2.2 — Co-orientation eulérienne transparente (a4 gauche) et co-
orientation eulérienne alternante (& droite).

Remarques 2.2.1.

-Modulo rotation, on distingue deux types de co-orientations eulériennes au-
tour d’un sommet (Voir figure 2.2).
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-A une co-orientation d’une aréte correspond une orientation de celle-ci. C’est
l'orientation qui, superposée a la co-orientation, donne l'orientation de .

Soit o une courbe orientée de X, transverse a I, et soit v une co-orientation
de T". On définit I’évaluation de v sur « par:

v(a):= ) elp,aI"),

peanl’

ou g(p,a,I") = =£1 selon que « traverse I' de fagon positive en p ou de
facon négative —relativement a la co-orientation v de I'. Si de plus v est une
co-orientation eulérienne, on a:

a]=0 = v(a)=0.

Par conséquent, une co-orientation eulérienne v définit une classe de co-
homologie entiére

v:H (S, R) — R,
H(%,,Z) — N.

De plus, pour toute co-orientation v et pour tout cycle «, on a:
via) =#{aNT} mod 2.

Si A = (aq, b1, ..., ag, By) est la base symplectique canonique de H;(3,, R),
le vecteur [v] € H'(Z,,Z) associé a une co-orientation v est donnée par 1'éva-
luation de v sur les éléments de Z.

Il vient donc que la classe de cohomologie de v est congrue a la classe
d’homologie [I'] modulo 2.

On note par eulco(I') I'ensemble des co-orientations eulériennes de I' et
[eulco(I")] 'ensemble de leurs classes de cohomologies.

Si v est '-minimisante et v € eulco(I"), v(a) < #{aNT} = Nr([a]); ce
qui entraine que pour toute classe d’homologie a,

|v(a)]
NF(CL)

<1

L’ensemble [eulco(I")] est donc inclus dans BIF, et on a:
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Théoréme 2.2.3. (Cossarini-Dehornoy [10]) L’enveloppe convexe de l’en-
semble [eulco(I')] est égale a la boule unité duale By: de Nr. De plus, tout
vecteur v € By congrue a [I'] mod 2 est la classe de cohomologie d’une
co-orientation eulérienne.

Les théorémes 2.2.3 et 2.1.1 impliquent que les vecteurs (u;)i—1,. , véri-
fiant By: = conv{uy,...,u,} sont déterminés par des co-orientations eulé-
riennes et ont la méme parité.

Question 2.2.1 (P. Dehornoy). Soit P un polytope symétrique de R* dont
les sommets sont entiers et congruents modulo 2. Fxiste-il une collection I’
sur ¥, dont la norme d’intersection associée a pour boule unité duale P %

Dans le cas du plan, on la réponse suivante:

Proposition 2.2.2. Soit P un polygone symétrique a sommets entiers ayant
la méme parité. Il existe alors une collection I' sur T? telle que Bllﬁ = P.

Démonstration. D’abord, si P est un segment centré en l'origine de R? et a
sommets entiers, il existe une matrice A € SL(2,Z) telle que P’ := A(P)
est un segment vertical. De plus, A a une réalisation géométrique puisque
Mod(T?) = SL(2,7Z); c’est-a-dire qu’il existe un homéomorphisme ¢ de T?
tel que
.+ Hy(T% R) ~ R? — H,(T2,R) ~ R
est égale a A.
1
Soient [ := ilongueur(P’ ) (I € N); a et (3 les éléments de la base ca-

nonique de H;(T? R). En prenant | courbes paralléles a 3 on obtient une
collection sur T? telle que By», = P'. Par conséquent, I' := ¢~ 1(I") est telle
que B Ng = P.

Par ailleurs, si ' := {7, ...7,} est une collection de géodésiques sur T?
et A une courbe de T?, on a:

i(\,T) = Zm,%).

L’intersection géométrique sur T? est donc additive, ce qui entraine:
n
Nr(a) =Y N, (a).
j=1
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2.3. NORME DE THURSTON SUR UNE 3-VARIETE.

Par conséquent, By: est la somme de Minkowski des B Nz
J
Ble - @ BN’a;j ’
J
Pour finir, la preuve découle du fait que tout polygone symétrique a som-

mets entiers est la somme de Minkowski de segments entiers centrés en 0. [

On reviendra a la question 2.2.1 pour le cas g = 2 dans le Chapitre 3.

2.3 Norme de Thurston sur une 3-variété.

W. Thurston définit dans [33] une norme entiére sur le deuxiéme groupe
d’homologie d’une 3-variété compacte orientable.

Soit M une variété de dimension 3 compacte orientable et dM son bord
(éventuellement vide). Soit (S, 9S) — (M, M) une surface compacte connexe
orientable plongée dans M avec son bord dans OM et [S] € Ho(M,0M) sa
classe d’homologie relative. On désigne par x(S) la caractéristique d’Euler
de S.

Définition 2.3.1. La partie négative de la caractéristique d’Euler de S est
Pentier x_(S) définie par:

Y- () = max{0, —x($)}.

Si S est réunion disjointe finie de surfaces connexes (.5;), alors
X-(8) = x-(5)

Soit a € Ho(M,0M) une classe entiére.

Fait 2.3.1 ([33]). La classe a a des représentants plongés dans M, c’est-a dire
des surfaces orientées (éventuellement pas connexes) de classes d’homologies
égales a a.

On définit:
Nrn(a) := min{x_(5),[S] = a}

On a le théoréme suivant di a Thurston:
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Théoréme 2.3.1. La fonction Npy, : Ho(M,0M,7Z) — N wvérifie les pro-
Priétés sutvantes:

homogénéité: Ya € Hy(M,0M,7), Yk € Z, Npy(ka) = |k|Npy(a) ;
sous-additivité: Npp(a + b) < Nrp(a) + Npp(b).

Les propriétés mentionnées ci-dessus permettent d’étendre Ny, & une
semi-norme entiére sur Ho(M,0M,R) ~ R2M) . ot by(M) est le deuxiéme
nombre de Betti de M. Si de plus M est irréductible —toute sphére plongée
borde une boule— et sans tore essentiel, Ny, définit une norme.

Définition 2.3.2. Une surface S plongée dans M est dite incompressible si
I'inclusion i, : m(S) — w1 (M) est une injection.

Si S est telle que Npy([S]) = x-(5), alors S est dite minimisante dans
sa classe d’homologie.

Lemme 2.3.1 (Lemme de Dehn [15]). Soit M une 3-variété et f : D — M
une application du disque dans M telle que sur un voisinage A du disque, f/a
est un plongement et f~(f(A)) = A. Alors fjop s’étend en un plongement.

Si S est une surface minimisante pour la norme de Thurston, alors S
est incompressible. En effet, si M est compressible, par le Lemme de Dehn,
il existe une courbe simple « essentielle sur S qui borde un disque plongé
dans M. Quitte a faire une isotopie, on peut supposer que l'intérieur de D
est disjoint de S de sorte qu’en coupant S le long de D (voir figure 2.3), on
obtient une surface S’ telle que x_(S") < x—(.5).

P

FIGURE 2.3 — Compression d’une surface le long d’un disque.

Boule unité duale de la norme de Thurston et feuilletage sans com-
posantes de Reeb. Soit .# un feuilletage sur M transverse au bord de M,
éventuellement vide. Pour la définition d’une composante de Reeb, on pourra
consulter [6]. Le théoréme suivant met un lien entre les feuilles compactes
d’un feuilletage sans composante de Reeb de M et la norme de Thurston.
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Théoréme 2.3.2 (Thurston). — S0 S est la fibre d’une fibration au-
dessus de S', alors S est minimisante.
De plus, le demi-rayon rs := {k[S],k > 0} donné par la classe d’ho-
mologie de S passe par lintérieur d’une face de dimension maximale
de OBn,,. Si es € H*(M) désigne la classe d’Euler de la fibration,
alors

Nrp(a) = eg(a)

pour a suffisamment proche de rg.

— Si S est une feuille compacte d’un feuilletage sans composante de
Reeb .F de M, alors S est minimisante, et la classe d’Euler e(.%) €
H?(M,7Z) est un élément de la boule unité duale de la norme de Thurs-
ton sur M.

Le théoréme 2.3.2 implique que toutes les classes d’Euler de feuilletage de
M sont des points entiers dans la boule unité duale de la norme de Thurston.

Conjecture 2.3.1 (Thurston). Etant donné un élément a € H?*(M,Z) tel
que Nrp(a) = 1, il existe un feuilletage sans composantes de Reeb % de
classe d’Euler égale a a.

Avant Thurston, H. Rosenberg [27] avait montré que si une 3-variété M
admet un feuilletage sans composantes de Reeb transverse a son bord, alors
M est irréductible et M est une union de tores.

D. Gabai a ensuite montré que les conditions ci-dessus sont suffisantes en
montrant que les surfaces minimisantes pour la norme de Thurston sont des
feuilles de feuilletages sans composantes de Reeb. Et comme conséquence de
ce fait, il montre que la conjecture de Thurston est vraie pour les sommets
de la boule unité duale.

Par ailleurs, on sait maintenant que la conjecture n’est pas vraie en gé-
néral [42].

Question 2.3.1. Etant donné un polytope P symétrique d sommets entiers
de R", existe-t-il une 3-variété M dont la norme de Thurston associée a pour
boule unité duale P ?

On ne sait pas pour I'instant caractériser les polytopes qui sont réalisables
pour la norme de Thurston.

Contrairement aux normes d’intersections, la calculabilité de la norme de
Thurston est plus compliquée puisqu’il n’y a pas d’algorithme polynomiale
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permettant de déterminer les surfaces minimisantes (il y a des algorithmes
exponentiels via les surfaces normales [1]). Dans [33], Thurston prouve le
résultat suivant:

Théoréme 2.3.3. Si P est un polygone symétrique a sommets entiers dans
le plan, il existe une 3-variété dont la norme de Thurston associée a pour
boule unité duale P.

Idée de la preuve du théoréeme 2.3.3. On part du fait que tout polygone sy-
métrique entier & sommets congruents modulo 2 est réalisable pour la norme
d’intersection associée a une collection de géodésiques I' sur T?. On oriente
ensuite les composantes de I" de sorte que la classe d’homologie de la collec-
tion orientée, qu’on note encore I', soit non nulle. En "attachant" I' en un
point d’intersection p entre deux composantes différentes (voir figure 2.4),
on obtient une nouvelle collection avec une composante en moins: les deux
composantes s’intersectant en p ne formant plus qu’une.

FIGURE 2.4 — Attachement en un point d’intersection entre deux composantes
différentes.

En répétant ce procédé sur un nombre fini de points doubles bien choisis,
on obtient une seule courbe orientée I remplissante non nulle en homologie.

Considérons maintenant le fibré en cercle 7 : N — T? au-dessus du tore
de classe d’Euler 1, et relevons IV dans N: notons K le relevé de I".

(o]

Soit Ng := N —T(K), ou T(K) désigne l'intérieur d'un voisinage tubu-
laire de K.

Le premier fait est que Ho(Ng,ONg) est isomorphe a Hy(N). En effet,
on a la suite exacte longue suivante:

Hy(T(K)) = 0 — Hy(N) —s Hy(N,T(N)) — H,(T(K)) — H,(N)...

Puisque [I'] = 7,(K) est non nulle, alors [K] est aussi non nulle dans
H{(N). Par conséquent, 'inclusion i, : Hi(T(K)) — H;(N) est une in-
jection. La fleche Hyo(N) — Ho(N,T(K)) est donc un isomorphisme. Par
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excision sur H(N,T(K)) on obtient I'isomorphisme entre Hy(Ng,ONk) et
Hy(N).

La partie difficile de la preuve consiste & montrer que les surfaces S, :=
7 (a) N Ng pour a minimisante pour la norme d’intersection Nr, sont mi-
nimisantes pour la norme de Thurston sur Ng. Pour cela Thurston construit
un feuilletage de N sans composante de Reeb pour lequel S, est une feuille.

Les surfaces S, étant des tores avec N (a) composantes de bord, on a
Iégalité

Nrn([a]) = Np(m.(a)) = Nr(m.(a))

pour toute classe a € Ho(Ng, ONy). O

C’est bien siir un anachronisme de parler de normes d’intersections dans
la preuve de Thurston ; mais la construction de Thurston consiste exactement
& tirer en arriére les normes d’intersections du tore m sur Ny.

Dans le chapitre 3 (Section 3.3), on reviendra a la question de la réalisa-
tion des boules unités duales pour la norme de Thurston ; avec pour objectif
le rapprochement avec le probléme de réalisation pour les normes d’intersec-
tions.
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Chapitre 3

Exemples de polytopes
non-réalisables

On a vu que les polygones symétriques & sommets entiers congruents
modulo 2 sont boules unités duales de normes d’intersections sur le tore.
Dans ce qui suit, on montre que le résultat ne se généralise pas pour g = 2.

Le groupe des homéomorphismes préservant l’orientation de X, agit sur
les collections de X, et se surjecte dans le groupe des symplectomorphisme
linéaire de H;(X,,R). Pour le probléme de réalisation, on considére donc
les collections & homéomorphisme (préservant I'orientation) prés d’une part,
et les polytopes modulo 'action du groupe symplectique linéaire Sp(Z,2g)
d’autre part.

Soient C := [—1,1]* le cube unité¢ de R* et Pg I'ensemble des sous poly-
topes symétriques de C a huit sommets et d’intérieurs non vide. L’ensemble
Ps n’est pas vide: il contient par exemple le polytope engendré par les vec-
teurs suivants ainsi que leurs opposés:

v =(1,1,1,1), wve=(1,—-1,1,1), vz=(=1,1,1,1), v =(1,1,—1,1).
On démontre le résultat suivant:

Théoréme 3.0.1. Les éléments de P ne sont pas des boules unités duales
de normes d’intersections sur .

Pour la preuve du théoréme 3.0.1, on commence par montrer que pour la
question de la réalisation des boules, on peut se restreindre aux collections
en position minimales.
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Ensuite, on définit une relation d’ordre partiel sur les collections ce qui
nous améne au fait suivant: si un élément de Py est réalisable, alors il ’est
par une collection remplissante I' sur Yo qui a une seule face dans son com-
plémentaire: c’est ce qu’on appelle une collection unicellulaire.

On finit la preuve en déterminant toutes les collections unicellulaires de ¥,
et en vérifiant qu’elles ne réalisent aucun élément de Ps.

3.1 Minimalité des collections pour la question
de réalisation

Soit I' = {71, ..., 7} une collection remplissante de X,.

Définition 3.1.1. On dit que I' est en position minimale si les courbes ;
sont deux a deux en position minimale ; ¢’est-a-dire

i(7i,75) = #{v N}

Lemme 3.1.1. Soit I" une collection remplissante sur X,. Il existe alors une
collection Iy, remplissante en position minimale telle que Ny = Nrp

min °

Démonstration. SiT n’est pas en position minimale, il existe une homotopie
de T' la rendant minimale. De facon générique, une telle homotopie corres-
pond & une suite finie de mouvements de Reidemester (mouvement 1, 2 et 3;
voir figure 3.1). Par le théoréme de Hass-Scott [17], on peut choisir ’homo-
topie descendante c’est-a-dire de sorte que le nombre de points doubles de la
collection décroit tout au long de I’homotopie. Les mouvements de Reidemes-
ter 1 et 3 ne changent pas la norme d’intersection tandis que le mouvement
de Reidemester 2 —effacement d’un bigone— change la norme.

On remplace maintenant le mouvement 2 par un mouvement 2bis (voir
figure 3.1) qui ne change par la norme. Ce mouvement par contre change la
classe d’homotopie de la collection et diminue le nombre de points doubles
de 1. Puisque I'’homotopie est descendante et le nombre de points doubles
borné inférieurement, on obtient aprés un nombre fini de mouvement 1, 2bis
et 3, une collection en position minimale I',;, telle que :

Nr = Nr

min *
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_____

_____

FIGURE 3.1 — De gauche a droite, les trois mouvements de Reidemester avec
le mouvement 2bis. Les courbes en rouge représentent des arcs de ¥, et
celles en noir sont des arcs de I'. On remarque que les mouvements 1 et 3 et
le mouvement 2bis ne changent par la norme contrairement au mouvement 2.

3.2 Ordre partiel sur les collections remplis-
santes

Soit p un point d’auto-intersection d’une collection remplissante en posi-
tion minimale I" telle que deux faces différentes F} et F, ont p comme sommet
commun.

En lissant le point p (voir figure 3.2 pour 'opération de lissage) de fagon
a ce que I et Fy ne fassent plus qu’une seule face, on obtient une nouvelle
collection remplissante I'. On appelle cette opération fusion de faces (voir
figure 3.2).

Définition 3.2.1. Soient I'; et I'y deux collections remplissantes en position
minimales. On dit que I'y < I'y si I'y est obtenue aprés un nombre fini de
mouvements de Reidemester 1, 2bis, 3 et de fusions de faces sur I';.

On définit ainsi une relation d’ordre partiel sur les collections remplis-
santes en position minimales. On a:

Lemme 3.2.1. 5% FQ S Fl, alors NF2 S NFl-

Démonstration. Soit I'1 une collection remplissante en position minimale et
I's la collection obtenue par additions de deux faces F; et F, en un point
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d’auto-intersection de p. Les collections T’y et Ty différent dans un petit voi-
sinage de p. Donc, pour toute courbe a sur >,

#{a N fg} S #{CY N F1}7

ce qui entraine que Ny, < Nr,. Puisque les mouvements de Reidemester 1,
2bis et 3 ne changent pas la norme, alors Np, < Np,. Ce qui achéve la
preuve. 0

Définition 3.2.2. Soit I' une collection sur ¥,.

La collection I est dite bi-coloriable si on peut colorier ses faces en blanc et
noir de sorte que deux faces ayant une aréte commune n’aient pas les mémes
couleurs.

La collection I' est dite unicellulaire si elle a un seul disque dans son com-
plémentaire.

FIGURE 3.2 — Lissage d’un point double et fusion de faces.

Si I' est une collection bi-coloriable, alors Np restreint & ’homologie en-
tiere de X, ne prend que des valeurs paires. En effet, une courbe quelconque
de X, traverse alternativement les régions blanches et noires de I'. D’ou la
parité de #{a NI} pour toute courbe «; ce qui entraine la parité de Nr.

On note aussi que si I'y est obtenue par fusion de faces sur I'; alors I'y est
bi-coloriable si et seulement I'; Dest.

Le résultat suivant est la pierre angulaire de ce chapitre.
Lemme 3.2.2. 57 I' est une collection qui n’est pas bi-coloriable, alors il

existe une suite finie I'g =1 — ... — '), de fusions de faces telle que ',
est unicellulaire.

Démonstration. Soit I' une collection remplissante et I'o =1 — ... — T,
une suite de fusions de faces ou I',, est telle qu’aucune fusion de faces n’est
possible.
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Soit p un point double de T, et e := (v; = p,vy,...,v, = p) un cycle
eulérien de T',, basé en p : un cycle sur I',, de point base p passant une fois
par chaque aréte de I',,. Puisque tous les sommets de I, sont de degrés paire
égale a 4, on a bien 'existence d’un tel cycle. De méme, comme une fusion
de faces n’est pas possible autour de p, on a donc deux faces au plus autour
de p; soient F, et Fy, (F, éventuellement égale a F}) les faces autour de p. En
tournant autour de p, on voit F, — Fy, — F, — F,,.

Les faces F, et Fj, sont aussi des faces autour du sommet vy puisque v; et
vy sont les extrémités d’une méme aréte. La configuration des faces autour de
v est aussi F, — F, — F, — F}, puisqu’'une fusion de faces est aussi impossible
autour de vs.

De proche en proche, en suivant le cycle eulérien , on montre que tous les
sommets de I',, ont la méme configuration de faces autour d’eux: F, — F, —
F, — F,.

Il s’ensuit alors que I',, a soit une face soit deux faces selon que F, = F,
ou pas. Si la collection T',, a deux faces alors elle est bi-coloriable. D’ou la
bi-colorabilité de T'.

En prenant la contraposée, on a la preuve du lemme. O

Le lemme ci-dessus montre que la réduction par fusions de faces d’une
collection remplissante s’aréte soit & une collection unicellulaire soit & une
collection bi-coloriable avec deux disques dans son complémentaire.

Corollaire 3.2.1. Soit I' une collection remplissante sur 3, telle que By: C
[—1,1)%9, alors il existe une suite finie To =T — ... — T, de fusions de
faces telle que T, est unicellulaire.

Démonstration. La condition By: C [—1,1]% entraine que Np prend des
valeurs impaires ; Nr n’est donc pas bi-coloriable. Le lemme 3.2.2 nous donne
le résultat. 0

On détermine maintenant les collections unicellulaires de 3.

Fait 3.2.1. La surface Y9 admet six collections unicellulaires a homéomor-
phisme prés —wvoir figure 3.3 pour ces six collections.

L’algorithme permettant de retrouver les collections unicellulaires de >y
est expliqué dans le Chapitre 2. Initialement, dans [28|, on déterminait les
collections unicellulaires de Y5 de facon analytique et cette méthode est ex-
plicitée dans 'annexe.
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IESSIN(E =) I

FIGURE 3.3 — Les six collections unicellulaires de >5.

On peut maintenant démontrer le théoréme 3.0.1

Démonstration du théoreme 3.0.1. Par le lemme 3.1.1, on peut se restreindre
aux collections en position minimales. Une conséquence du Corollaire 3.2.1
est que si P € Py est la boule unité duale associée & une norme Ny, alors
I' est unicellulaire. Autrement, I' serait réductible par fusion de faces a une
collection unicellulaire I de sorte que BN;, C By ; ce qui voudrait dire
que BN;, a moins de huit sommets et est d’intérieur non vide, ce qui est
impossible (les sous-polytopes de [—1,1]* & 8 sommets étant les plus petits
d’intérieurs non vide).

Par conséquent, I' serait I'une des collections de la figure 3.3. On vérifie
que les boules unités duales de ces collections ne sont pas des éléments de
Ps ; ce qui implique que les éléments de Pg ne sont pas réalisables.

Calcul des boules unités duales. On calcule les boules unités duales en
évaluant toutes les co-orientations eulériennes de I' sur la base symplectique
canonique de H; (X2, R). On obtient les boules unité suivantes:

A [-1,1

B {£(1,1,— ),1(1,1, 1 1) +(1,—1,-1,1); £(1, -1, -1, -1);
+ (1,1, 1 1),i(1, -1}

C’;—>{:|:(1,1, 1) (1, — —1);4(1,—1,1,-1); £(1,1,1, 1);
+(L-1,-1,1)}

D {#£(1, ,—1 —1);4(1, =1, —1,1); £(1, —1,1,1); (1,1, 1, 1);
+(—1,1,1,1)}.
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Les collections unicellulaires E et F ont en fait des boules unités duales
qui ne sont pas incluses dans [—1,1]* puisque I'un des ¢léments de la base
symplectique intersecte deux fois chacune d’elles. O]

3.3 Retour a la norme de Thurston

Soit N un fibré en cercles au-dessus de ¥, de classe d’Euler 1, et K un
noeud obtenu par relevé d’une collection remplissante I' aprés attachement,
comme dans la construction de Thurston [33]. On rappelle que pour g =
1, la preuve de Thurston consiste & montrer que les surfaces S, au-dessus
des courbes «, minimisantes pour Nr, sont minimisantes pour la norme de
Thurston sur Ng.

Pour g > 2, cette situation ne perdure pas. En effet, on a des effets de
canalisation qui apparaissent: des arcs de K qui intersectent positivement et
négativement S, (pour @ minimisante) de fagon consécutive tout en restant
proches dans N. Dans ce cas, si k > 2 désigne le nombre de tels arcs, en
remplacant les 2k composantes de bord de S, N Nk formées par ces arcs par
un "tunnel" qui les entoure (voir figure 3.4), on obtient une surface S telle
que:

X_(S) = x_(Sa) — 2k + 2.

Une canalisation de plus de deux brins diminue donc la partie négative
de la caractéristique d’Euler. Par conséquent x_(S,) = Nr([a]) > Nrp([Sa])-
On a donc l'inégalité

Nrp(.) < Nr(m.(.)).

On propose une construction qui s’ajoute a celle de Thurston et qui aurait
pour effet d’égaliser la norme de Thurston et la norme d’intersection.

Une option pour la généralisation de la construction de Thurston.
Soit I" une collection remplissante orientée sur X , de classe d’homologie non
nulle. Soit I' une courbe remplissante obtenue en attachant T' et K un relevé
I' dans .

Nous allons maintenant modifier d’avantage le noeud K.
Soient p; un point double de T, (), un petit cercle centré en p; de sorte que
Cp, N Cp, = 0 pour i # j. Soit {as1, a, ais, au} = Cp, NT.

Sur K, on fait n;; "twist de Dehn" le long de chaque fibre positive Fj; qui
se projéte sur a;;. On choisit les entiers n;; non nuls et deux a deux distincts.
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FIGURE 3.4 — Effet de canalisation sur une surface S, au-dessusde a. A
gauche, on a une courbe remplissante I' (en rouge) et une courbe a (en vert)
minimisante pour Nr; au milieu la surface S, de genre 1 avec quatre com-
posantes de bord ; et a droite la surface de genre 2 obtenue par canalisation
des deux arcs qui intersectent S,.

On obtient un noeud K (n;;). Soit,

(o]
—~

Nk (ny;) = N — T(K(nij))
Lemme 3.3.1. Le groupe Hy(Ng(ni;), 0Nk (n;;)) est isomorphe a Hy(N).
Démonstration. On a la suite exacte longue suivante:
Hy(T(K(nij))) = Ha(N) = Hy(N, T(K(nij))) = Hi(T (K (ny))) = Hi(N)..

avec Hy(T(K(ng))) = 0. .
Comme [I'] = [7(K (ni;))] # 0 (K (ni;) se projetant sur I') alors, I'inclusion

est injective. Le morphisme de Hy(N) — Hy(N,T(K)) est donc un isomor-
phisme, et on obtient I'isomorphisme voulu par excision. O]

Les représentants canoniques des éléments de Ho(Ng (n;5), 0Nk (n;;)) sont
donnés par les surfaces S, := 7' ()N Ng(n;;) avec @ minimisante pour Nr.

Conjecture 3.3.1. Les surfaces S, := 7 *(a) N Ng(n;;) avec o minimi-
sante pour Ny sont minimisantes pour la norme de Thurston sur Ny (y,,). En
d’autre termes, la norme de Thurston sur Ny (,,;) est égale au tiré en arriére
de la norme d’intersection Nr, c’est-a-dire Nic(n,;)(.) = Nr(m.(.)).
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Une preuve de la conjecture consisterait & montrer que le fait d’avoir ra-
jouter des twist de Dehn aurait pour effet d’empécher de réduire la complexité
des surfaces S, := 7~ () N Nk (n;;) par canalisation d’arcs de K (n;;).

Au cas ot la conjecture serait vraie, on aurait directement une famille
de polytopes réalisables pour la norme de Thurston: celles qui viennent de
normes d’intersections.

La conjecture est renforcée par le fait que la classification des surfaces
incompressibles dans N est connue. En effet, une version moins générale du
théoréme de Rannaard [25] appliqué & N s’énonce comme suit:

Théoréme 3.3.1 (R. Rannaard). Une surface incompressible S dans N est
a isotopie pres verticale ; ¢’est-a-dire 7= (w(S)) = S.

Une idée serait de montrer que les surfaces incompressibles de Ny, ;) sont
sommes connexes de verticales et de canaux autour d’arcs de K (n;;) ; chaque
canal étant porté par un arc. Dans ce cas, on pourrait partir de telles surfaces
incompressibles et arriver aux surfaces verticales par découpage, tout en di-
minuant le partie négative de la caractéristique d’Euler. Ce qui montrerait
que les surfaces verticales sont minimisantes dans leurs classes d’homologie
respectives.
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Chapitre 4

Graphe de chirurgies sur les
cartes unicellulaires

"On peut faire de bien belle chose en math,
méme sans savoir ce qu’ont fait vos prédécesseurs”
E. GHYS

Dans le Chapitre 3, la non-réalisabilité des polytopes de Pg reposait en
partie sur la détermination des collections unicellulaires de ¥,.

Dans ce chapitre, on s’intéresse & ’étude des cartes unicellulaires, les
collections unicellulaires pouvant étre vues comme des cartes unicellulaires
4-réguliéres. On présente ici une opération (algorithmique) qui, dans les cas
des cartes 4-réguliéres et 3-réguliéres, engendre toutes les cartes unicellulaires
quelque soit la surface.

4.1 Rappels sur les cartes unicellulaires

Définitions et exemples. On pourra consulter [18] pour plus détails sur
les cartes.

Soient ¥, une surface orientée de genre g et Homeo™ (%,) I'ensemble des
homéomorphismes de X, préservant ’orientation.

Définition 4.1.1. Une carte sur ¥, est un graphe G := (V, E) plongé
dans X, de sorte que:

— les sommets V(G) de G sont représentés par des points distincts de

)

g5
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— les arétes E(G) sont représentées par des arcs de X, qui s’intersectent
seulement en les sommets ;
— le complémentaire de G dans Y, est une réunion de disques.

Si ¥, — G est un disque on parle de carte unicellulaire.

Les cartes de X, sont considérées modulo Iaction du groupe Homeo™ (3,).
Une carte unicellulaire est munie naturellement d’'un ordre cyclique sur les
arétes incidentes & un sommet ; I’ordre étant obtenu en tournant autour d’un
sommet dans le sens de I'orientation de ;.

Définition 4.1.2. La partition en degrés d'une carte G est la suite finie
(dy, ..., d,) d’entiers positifs telle que:

— d; <djyypourt=1,...,n—1;

— d; est le degré d’un sommet v; € V(G).
Si G est une carte réguliére, d désigne dans ce cas le degré commun des
sommets de G.

Une carte unicellulaire se représente généralement par:

— sa représentation plongée ou la carte est représenté sur la surface g ;

— sa représentation en brin qui consiste a représenter le graphe dans le
plan tout en respectant 1'ordre cyclique autour des sommets ;

— sa représentation en ruban dans laquelle on représente la carte sur le
plan en épaississant ces arétes et en respectant ’ordre cyclique autour
des sommets.

Remarque 4.1.1. Dans la représentation en ruban d’une carte unicellulaire,
le bord de la surface obtenue est connexe.

> P

%

FIGURE 4.1 — La représentation plongée, la représentation en brin et la re-
présentation en ruban d’une carte unicellulaire sur le tore.

Dans ce chapitre, on s’intéressera plus particuliérement a deux familles de
cartes unicellulaires: les cartes cubiques unicellulaires et les cartes quartiques
unicellulaires. Ce sont les cartes réguliéres de degré 3 et 4 respectivement. Les
cartes quartiques unicellulaires correspondent aux collections unicellulaires
déja introduites dans le Chapitre 2.
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Description combinatoire des cartes unicellulaires. Soit G : (V| E)
une carte unicellulaire sur ¥, de partition en degrés (dy, ..,d,). La caracté-
ristique d’Euler de ¥, est donnée par x(¥,) =2 —2g = |V| — |E| — |F]|, ce
qui implique que

[El=V]=29—1, |F|=1

> di=2|E|.

De plus, on vérifie que:

Mots associés a une carte unicellulaire. Soit Py = X, — G le
polygone dans le complémentaire de G. La surface ¥, munie de la carte G
est obtenue par un appariement de cotés sur Pg.

En étiquetant les cotés de Py a partir d'une aréte origine et dans le sens
de l'orientation de P induite par celle de ¥X,, on obtient un mot W¢ de
longueur 2F.

On donne aux arétes identifiées de P; la méme étiquette avec le symbole
bar (7)) sur la deuxiéme étiquette. Le mot obtenu est bien défini modulo
permutation cyclique et réétiquetage. On vérifie aussi que deux cartes uni-
cellulaires GG et G5 sont égales si et seulement si les mots respectifs W¢, et
W, sont égaux modulo permutation cyclique et réétiquetage.

Exemple 4.1.1. La figure 4.2 représente I'unique collection unicellulaire du
tore; on la note I'r dans tout ce qui suit. On associe a cette collection le mot

W']r == ab(zB.

FIGURE 4.2 — L’unique collection unicellulaire (carte unicellulaire quartique)
du tore.
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Permutations associées aux cartes unicellulaires. Soient H l’en-
semble des étiquettes d’'un mot Wy associées & une carte unicellulaire G, «
la permutation de H qui a a + a, 7 le cycle de longueur 2F donnée par le
décalage a droite sur le mot Wy et p la permutation de H égale a v.a.

La permutation « est une involution sans point fixe; ces cycles (z, )
représentent les arétes de I' (x correspond & une aréte orientée et T a la
méme aréte mais orientée dans 'autre sens). La permutation v décrit quant
a elle la face de G, et pour finir les cycles de u sont en bijection avec les
sommets de G puisqu’elles correspondent aux cycles des arétes sortant d’'un
sommet.

Tout ceci conduit a la définition combinatoire d’une carte unicellulaire:

Définition 4.1.3. Une carte unicellulaire combinatoire est la donnée d'un
triplet de permutation («, p,y) tel que a est une involution sans point fixe,
un cycle de longueur maximale et p = ya.

Les définitions combinatoire et topologique des cartes sont équivalentes
(voir [18].)

Dans ce qui suit, ces deux définitions seront parfois utilisées simultané-
ment.

Exemple 4.1.2. Dans la figure 4.3, on donne I’exemple d’une carte réguliére
de degré 4 ainsi que sa description polygonale (les arétes de méme couleur
sont celles qui sont identifiées). A cette carte correspond le mot

W = abedbecfaefd,
et le triplet de permutations suivant:
v=(123456789101112), «a=(19)(25)(37)(412)(610)(811),

p=(11074)(26119)(38125).

Remarque 4.1.2. On a un ordre cyclique sur les arétes orientées de GG
donnée par:
r<y(z) < ... <~*x), k=2E-1.
Si x et y sont deux arétes orientées de G, on définit 'arc [z, y] d’extrémités
T et y par:
[z, y] :={t,z <t <y}
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122
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10 ‘4

0 /5

B 6

FIGURE 4.3

4.2 Définition et caractérisation des chirurgies

Chirurgie sur les cartes unicellulaires. On décrit maintenant 1’opéra-
tion de chirurgie sur une carte unicellulaire G de ¥,,.

Soient x et y deux arétes orientées de G. On rappelle que x et y corres-
pondent a deux cotés de Ppg.

Puisque G est unicellulaire, il existe un arc simple A\, , de x a y et d’in-
térieur disjoint de G. L’arc )\, , est unique a homotopie relative pres.

On obtient un nouveau graphe o, ,(G) (avec la méme partition en degrés)
en "ouvrant" G le long de A, , (Voir figure 4.4). Ce faisant, le graphe o, ,(G)
n’est a priori pas une carte unicellulaire.

) G

FIGURE 4.4 — Opération d’ouverture le long de I'arc A, .

Définition 4.2.1. Soient x et y deux arétes orientées de G. On dit que (z,y)
et (Z,y) sont entrelacées si T et § ne sont pas tous deux dans [z, y] ou tous
deux dans [y, z]. Par abus, on dira seulement que x et y sont entrelacées pour
faire référence a l'entrelacement entre (x,y) et (z,7).
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On caractérise maintenant les opérations, définies ci-dessus, qui donnent
une carte unicellulaire.

Lemme 4.2.1 (Battage de carte). Si G est une carte unicellulaire, alors le
graphe o, ,(G) est unicellulaire si et seulement si x et y sont entrelacées.

De plus, siwxwsTwsywsy est un mot associé ¢ G, alors ws X woXw Y w,Y
est un mot associ€ o o, (G).

Démonstration. Puisque o, ,(G) est un graphe de méme partition en degrés
que G, il suffit de montrer que o, ,(G) a une face dans son complémentaire.

Pour cela, on procéde par découpage et recollement du polygone Py (voir
figure 4.5).

X X
w1 w2 w1 w2
g nx ] j
w. w w w:
4 ] 3 4 ] 3
1/ X
T w Wo
W1, w2
7 : — % X
w w W4 W1
4 Y 3 Y

FIGURE 4.5 — Découpage et recollement de Pg.

Supposons que z et y sont entrelacées. En "ouvrant" le long de A, ,,
les arétes (z,7) et (y,%) sont remplacées par les nouvelles arétes (X, X) et
(Y,Y). En coupant le polygone le long des nouvelles arétes et en recollant
les morceaux le long des anciennes (voir figure 4.5), on obtient un polygone
dont tous les cotés sont deux a deux identifiées.

D’ou le fait que o0, ,(G) est une carte unicellulaire. Le mot de o, ,(G) se
lit directement apres le recollement et on a: W, (q) = w3 X wyXw Yw,Y.
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Supposons d’autre part que x et y ne sont pas entrelacées. On construit
alors une courbe essentielle disjointe de o,,(G) (voir figure 4.6 ), ce qui
entraine que o, ,(G) n’est pas unicellulaire.

FIGURE 4.6 — Les deux arcs en rouge définissent une courbe essentielle sur
¥, (puisqu’elle intersecte algébriquement deux fois I'), et disjointe de I".

]

Définition 4.2.2 (Chirurgie). L’opération o, ,(G) sur une carte G, quand
x et y sont entrelacées est appelée chirurgie sur G, le long de z et y.

Remarque 4.2.1. Le mot W, (c) dans le lemme 4.2.1 est obtenu en per-
mutant w; et ws. C'est équivalent, & permutation cyclique et réétiquetage
prés, a permuter wy et wy.

Remarque 4.2.2. Si x et y sont entrelacées, alors T et y le sont aussi. De
plus on vérifie que o, ,(G) et 05 5(G) définissent la méme carte unicellulaire.

Graphe de chirurgies. Soit G’ := 0, ,(G) une carte unicellulaire obtenue
par chirurgie sur G ; G’ et G ont donc la méme partition en degrés. On définit
le graphe de chirurgies, noté Kg 4, sur 'ensemble des cartes unicellulaires sur
>4 de partition en degrés égale d, de la facon suivante:
— les sommets sont les cartes unicellulaires ;
— deux cartes unicellulaires G et G5 partagent une aréte si Gy = 0,,,(G2)
pour un certain couple (x,y).

Question 4.2.1. Etant donné un genre g et une partition en degrés d, le
graphe K, 4 est-t-il connexe ?

Les cartes unicellulaires étant entiérement déterminées par leurs mots, une
réponse positive a la question 4.2.1 combinée au lemme 4.2.1 donnerait un
algorithme engendrant toutes les cartes unicellulaires sur >, et de partition
en degrés égale a d. C’est exactement ce qu’on fait pour déterminer toutes
les collections unicellulaires de Y5, aprés avoir montré le théoréme suivant:
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Théoréme 4.2.1. Pour tout g > 1, le graphe de chirurgies K44 des collec-
tions unicellulaires est connexe. De plus, si Dy désigne le diamétre de Ky,
on a:

g < D, <3g*+9g—12.

Comme conséquence de la connexité des K44, on a:

Théoréme 4.2.2. Pour tout g > 1, le graphe de chirurgies K3, des cartes
cubiques unicellulaires est connexe.

Le reste du chapitre se consacre a la démonstration du théoréme 4.2.1 et
du théoreme 4.2.2.

4.3 Graphe de chirurgies sur les collections uni-
cellulaires

On s’intéresse dans cette section aux cartes unicellulaires réguliéres de
degré 4. Elles sont équivalentes aux collections unicellulaires et on adoptera
cette derniére appellation dans cette section. Pour les collections unicellu-

laires, on a:
V=29g—-1  FE=4g9—2.

Somme connexe de collections unicellulaires. Soient I'; et I'y deux
collections unicellulaires sur X, et X,,, respectivement. On note par X, #%,,
la somme connexe des surfaces; la somme connexe étant faite le long de
disques disjoints de I'y et T's.

Puisque I'; et I'y sont unicellulaires, cette somme connexe est bien définie
et le complémentaire de I'y UT'y dans ¥4, #>,, est un anneau.

Maintenant, soient x et y deux arétes orientées de I'y et 'y, respective-
ment, et A, , un arc simple de X4, #>,, disjoint de I'y UT'y et allant de = a y.
Le graphe I'y UT'; U A\, ,, est clairement unicellulaire.

Par conséquent, la collection I := T’y UTy/\,;, (le quotient étant la
contraction de A, ; voir figure 4.7) est une collection unicellulaire. On dit
alors que I est obtenue par somme conneze des collections marquées (I'y, x)
et (I'2,7). On le note

I = (I, 2)# (T2, y).
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FIGURE 4.7 — Somme connexe

Définition 4.3.1. Deux arétes orientées z et y d’'une collection unicellulaire
I' sont dites symétriques si le mot associé a I' avec x pour origine et le mot
associé I' avec y pour origine sont identiques modulo réétiquetage.

Exemple 4.3.1. L’unique collection du tore a toutes ses arétes orientées qui
sont symétriques.

Lemme 4.3.1. Si Wp, = zwiZws et Wr, = yw|Zw) sont des mots associés
a 'y et Ty respectivement, et si les mots wiwy et wiwh n'ont pas de lettres
en commun, alors

— — /] — /] —
T1W1T1T2W2T2Y1 W1 Y1Y2Wo Y2

est un mot associé a (I'y, z)#(Iy, y).
Donc, siy ety sont symétriques alors (I'y, x)#(Ta,y) et (U1, z)# (T2, y)
sont égales.

Démonstration. La preuve se lit directement sur la figure 4.7. O

Le lemme 4.3.1 implique que la somme connexe d’une collection unicel-
lulaire I" avec la collection unicellulaire I't du tore ne dépend que de 'aréte
orientée sur I', puisque toutes les arétes orientées de I'r sont symétriques.

On définit le graphe de chirurgie-somme conneze [A(M de la maniére sui-
vante:

— les sommets sont les collections unicellulaires sur ¥; avec 1 <17 < g;

— deux collections unicellulaires I'; et I'y sont jointes par une aréte si

Iy =04,y(01) ousi I'y = (I', z)#r.

Le graphe [A(4,g est & égal la réunion des Ky4; pour ¢ < g, a laquelle on

rajoute des arétes supplémentaires définies par la somme connexe.
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Théoréme 4.3.1. Le graphe f(4,g est connexe pour tout g > 1.
On montre aussi le résultat suivant:

Proposition 4.3.1. Le graphe IA(4700 = nglf(&g n’est pas hyperbolique.

4.3.1 Connexité du graphe de chirurgies-sommes connexes
Kyg

Commencons par la définition suivante:

Définition 4.3.2. Une composante 6 d'une collection unicellulaire I" est dite
1-simple si 0 est une courbe simple et (0, " — 0) = 1.

Le théoréme 4.3.1 dit implicitement que partant d’une collection I'; il
existe une suite I'y := I' — ... — TI',, de chirurgies telle que I',, =
(I, x)#I'r,. Par conséquent, une étape de la suite consistera a créer une
courbe 1-simple si I' n’en avait pas au début; puisque I', a au moins une
courbe 1-simple (celle qui vient de la somme connexe).

LA
<- ---------- S
I T (@) = yay ()
y =¥ 115 =)

FIGURE 4.8 — Une aréte orientée et sa consécutive.

Simplification d’une collection unicellulaire. Soit (H, «, i, y) le triplet
de permutation associé a une collection unicellulaire I'; H étant I’ensemble
des arétes orientées. Soit x une aréte orientée de I', 'aréte C'(x) := yay(x)
appartient a une méme courbe 3 € I' que I'aréte x et elles sont consécutives
sur 3 (voir figure 4.8). De plus, la suite (C"(z)),, est périodique et correspond
a la courbe § munie d’une orientation. On remarque que C(x) = x si et
seulement si x est une courbe 1-simple orientée. Notons Sr le nombre de
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courbes 1-simples de I'. On a Sr < g. En effet, comme I' est unicellulaire,
aucune de ses composantes n’est séparante. Par conséquent, si #; et 0 sont
deux courbes 1-simples de I', soit elles s’intersectent auquel cas I' = I'r, soit
elles sont disjointes ce qui entraine que leur nombre est inférieur ou égal au
genre de la surface.

\ \
. N

FIGURE 4.9 — Simplification d’une collection unicellulaire ; la courbe en rouge
étant la nouvelle composante 1-simple créée.

Définition 4.3.3. Si z et C'(z) sont entrelacées, on appelle simplification la
chirurgie sur I' le long de x et C(x), et IV := 0, ¢ ()(I") est dite obtenue par
simplification sur I.

Le lemme suivant justifie le terme simplification, puisqu’il montre qu'une
simplification produit au moins une courbe 1-simple.

Lemme 4.3.2. Si " := 0, 0 (D), alors Spr > Sr + 1.

Démonstration. Si x et C(x) sont entrelacées, alors un mot associé I' s’écrit
de la fagon suivante (le mot est lu sur la figure 4.8):

Wr = (tw )a(ywyt)2(wsy)C (z)wsC ().
D’aprés le lemme 4.2.1, un mot de IV := 0, ¢ (') est donné par:
Wi = wi X ywyt X tw) Zw, Z .
Sur IV, on a C(X) = vay(X) = ya(y) = v(y) = X: ce qui entraine que X
est une nouvelle courbe orientée 1-simple. O]

Définition 4.3.4. Une collection unicellulaire est dite non simplifiable s’il
n’existe pas de simplification possible sur I'. Ce qui équivaut a dire que =
et C(z) ne sont pas entrelacées pour toute aréte orientée .

Remarque 4.3.1. On a des exemples de collections unicellulaires non sim-
plifiable sans courbes 1-simples (voir figure 4.19).
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Ordres cycliques autour des sommets d’une collection non simpli-
fiable. Dans ce paragraphe, on montre que les sommets d’une collection
non simplifiable sont d’un certain type.

Soient I une collection unicellulaire et (H,«, p,7y) le triplet de permu-
tations associé a I'. On rappelle qu'on a un ordre cyclique sur les arétes
orientées donné par:

< y(x) <. <%

Si v est un sommet de I' défini par un cycle (txyz) de u, on obtient un
ordre local autour de v en ordonnant les arétes orientées ¢, x, y et z. Puisque
chaque aréte orientée est incidente a un secteur angulaire autour de v (celui
qui se trouve a droite de 'aréte relativement & 'orientation de X,), I'ordre
local sur les sommets correspond aussi a un ordre sur les quatre secteurs
angulaires autour de v et vice versa.

Définition 4.3.5. Soit v un sommet de I' défini par le cycle (tzxyz) de p
(x = u(t),y = p*(t), 2 = p(t)) tel que t = min{t, x,y, z}. On dit que

— v est un sommet de type I sit <z <y < z;

— v est un sommet de type 2sit < z <y < .
Autrement, on dit que v est un sommet de type 3.

A permutation cyclique preés des indices, on a les trois types de sommets
représentés sur la figure 4.10.

Type 1 Type 2 Type 3
gilky 7y gy
i ------ ‘4; /’ 3““ “ai:-_ i .,,__.,2’/’" \\E)‘)&;_.“
— = T,

FIGURE 4.10 — Différents types de sommets d’une collection unicellulaire.

Lemme 4.3.3. Une collection unicellulaire est non simplifiable si et seule-
ment si elle n’a que des sommets de type 1 ou de type 2.
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Démonstration. La demonstration se fera cas par cas selon le type de sommet
regardé.

ler cas. Si v est un sommet de type 1, alors un mot associé a I" est donné
par (le mot est lu sur la figure 4.10):

Wr = wy Ztwst xwsTyw,yz.

On vérifie bien que T et C(Z) = z ne sont pas entrelacées pas plus que t et
C(t) = y. 1l vient donc qu’aucune simplification n’est possible autour de v.
2e cas. Si v est un sommet de type 2, on a:

Wr = w ZtwsJzwsTyw,tax.

Les arétes T et C'(T) = 2z ne sont pas entrelacées, pas plus que t et C(t) = y.
Une simplification n’est donc pas possible autour d’'un sommet de type 2.
3e cas. Si v est un sommet de type 3, alors:

Wr = w; Ztwst xwsijzw, Ty.

Dans ce cas, t et C(f) = y sont entrelacées; une simplification est donc
possible.

La collection I' est donc non simplifiable si et seulement si tous ses som-
mets sont de type 1 et de type 2. O

Lemme de Trisection et cardinal des sommets de type 1 et de
type 2. G. Chapuy définit dans [7], une notion qui capture la topologie
d’une carte unicellulaire: c’est la notion de trisection. On rappelle cette no-
tion, puisqu’elle nous sera tres utile pour la suite.

Soit G une carte unicellulaire et (H,a, u,y) les permutations associées
a G. Soit v un sommet de G de degré n défini par le cycle (x1xs...2,) de p,
avec xr1 := min{xy, ..., x, } relativement & un ordre de H.

Définition 4.3.6 (G. Chapuy, [7]). Une aréte orienté z; est une descente si
x; > p(z;). Une descente z; est appelé une trisection si p(z;) # x1, c’est-a-
dire si ce n’est pas une descente vers le minimum autour de v.

Lemme 4.3.4 (Lemme de trisection, [7]). Soit G une carte unicellulaire
sur ¥4, G a exactement 2g trisections.

Comme conséquence du lemme de trisection, on a:
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Corollaire 4.3.1. Une collection unicellulaire non simplifiable sur 3, a exac-
tement g sommets de type 2 et g — 1 sommelts de type 1.

Démonstration. Un sommet de type 2 (respectivement de type 1) a deuz
trisections (respectivement zero trisection) —voir figure 4.10.
Si N; désigne le nombre de sommets de type i (i=1,2), d’aprés le lemme de
trisection on a 2Ny = 2g. D’ou Ny = g.

Puisque |V| = Ny + Ny = 2g — 1, il vient donc que Ny = g — 1. O

Repartition des sommets d’une collection unicellulaire non sim-
plifiable. On montre dans cette partie qu’en utilisant convenablement les
chirurgies, on peut ré-ordonner les sommets d’une collection unicellulaire non
simplifiable.

Deux sommets v; et vy, de I' sont dits adjacents s’ils ont au moins une
aréte commune. Siv; = (abed) et vo = (efgh), dire que vy et vy sont adjacents
revient a dire qu’il existe x € {a,b,c,d} tel que = € {e, f, g, h}.

Dans ce qui suit, on montre que certaines configurations de voisinage
entre les sommets cachent des simplifications, c¢’est-a-dire qu’on peut rendre
la collection simplifiable aprés une chirurgie bien choisie sans éliminer les
anciennes courbes 1-simples.

Lemme 4.3.5. Soit I une collection unicellulaire non simplifiable contenant
deuzx sommets de type 2 adjacents. Il existe alors une suite 'y =1 — ... —
[, de chirurgies telle que T',, est non simplifiable et telle que Sy < Sr,,.

Démonstration. Soient v, = (bfga) et vy = (cdeb) deux sommets de type 2
adjacents (Voir figure 4.11).
Fixons une aréte d’origine de sorte que

a =min{a,c,d,e, f,g}.
L’ordre local est donné par:
a<b<c<g<a<f<g<e<b<f<d<eée<e<d.

Autrement, on aurait une contradiction sur le fait que v; et vy sont des
sommets de type 2. Un mot de I" est alors donné par:

Wr = wiabcwy,gaws fgwaeb fwsdewsed.
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i € )\ T
g \B Ld . -jffféﬁ\\ 3
g b d ’ A Wﬁ

FIGURE 4.11 — Chirurgie faisant apparaitre des simplifications. A gauche,
a<g<f<e<d<cestordre dans lequel on tourne autour des points
vy et vy. Sur la figure a droite, on a les ordres autour de chaque sommet vy
et vs.

Les arétes orientées b et g sont entrelacées et soit I := oy, 5(I"). D’aprés
le lemme 4.2.1, on a:

W = aws f Bew,G fwsdewseduw,aGw,eB.

Les cycles (GfBa) et (Bede) définissent les deux sommets de I sur la fi-
gure 4.11 et 'ordre autour de ces deux sommets est donnés par:

G<a<B<f, B<c<eée<d.

Par conséquent, le sommet (B,c,d,€) est un sommet de type 3 ce qui
implique que I est simplifiable. On a donc une suite I' — 'y = IV —
... — I',, qui accroit strictement le nombre de courbe 1-simples (la chirurgie
le long de b et g ne touchant aucune courbe 1-simple). La sous-suite de I &
'), est une suite de simplifications, d’ou St < St,,. n

Soit maintenant v; = (édef) un sommet de type 1 adjacent a vy = (gabc)

un sommet de type 2. La configuration locale est décrite sur la figure 4.12.
On pose

Lemme 4.3.6. Simin{b,d, ¢, f, g} # g, il existe alors une suite Ty =T —
... — Iy, de chirurgies telle que I',, est non simplifiable et telle que Sp < Sr,, .
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T
S AREy

FIGURE 4.12

ol

=

Démonstration. Comme v, est un sommet de type 2, min{b,d, e, f, g} est
différent de b et f.

ler cas. Si min{b,d, e, f,g} = d, le fait que les sommets sont de type 1 et 2
entraine les ordres locaux suivants:

a<b<d<e<eé<f<g<a<f<é<g<b<c<d,

ou
a<b<d<e<g<a<e<f<f<eé<g<b<c<d.

ler sous cas. Sia<b<d<e<ée< f<g<a<f<é<g<b<c<d,
alors B B B
Wr = wyabwsdewse fwygaws f cguwebed

est un mot associé a I'.
Les arétes orientées a et € sont entrelacées et soit I := 0, ¢(I"). Le mot

Wi = ws Abwsd Bws fegwgbedw, E fw,g A

est associé a I'. De plus, les cycles (bcgA) et (Efed) définissent les deux
sommets de I” sur la figure 4.13. Onab<g<c< Aet E<é<d< f, ce
qui montre que les deux sommets sont donc de type 3.

La collection I est donc simplifiable et il existe une suite de simplifica-
tions de I'" a T',, telle que I, est non simplifiable et telle que Sy, > St = Sr.
L’égalité S = Sr est due au fait que la chirurgie le long de a et € ne touche
pas une composante 1-simple de T'.
2esous cas. Sia<b<d<e<g<a<e<f<f<eé<g<b<ec<d,
alors

Wr = wyabwsdewsgawse fws feguwgbed

est un mot associé a I'.
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FIGURE 4.13

D

Dans ce cas, les arétes orientées a et f sont entrelacées et un mot associé
al”:=o,(I) est donné par :

W = wie AbwydewsgAcquwgbedw, Fuws F.

Les deux sommets de la figure 4.14 sont définis par les cycles (begA) et
(Acde). De plus, A < e < ¢ < d. Le sommet défini par le cycle (Acde) est
donc un sommet de type 3. La collection I" est donc simplifiable. Une suite
de simplifications augmente strictement le nombre de courbes 1-simples.

e
@% 3|2

FIGURE 4.14

2e Cas. Si min{b,d, ¢, f,g} = &, I'ordre local est donné par:
a<b<ée<f<g<a<f<i<g<b<c<d<d<e,

et
W, = wyabwqé fwsgaw, fequsbedwgde

est un mot associé I.
Les arétes a et d sont entrelacées et

W = wy fequsbc Abwsye fwsgAew, Dwg D
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est un mot associé a IV := 0,4(T). Les cycles (¢Aef) et (gAbc) définissent
les deux sommets sur la figure 4.15 et ¢ < A < f < e. Le sommet (¢Aef) est
donc de type 3 et par conséquent I est simplifiable. O

]

B

K

FIGURE 4.15

Définition 4.3.7 (voir figure 4.12). Soient v; et vy deux sommets adjacents
de types 1 et 2 respectivement. On dit qu'on a un bon ordre local autour du
couple (vy,vy) si min{b,d, e, f,g} = g.

Définition 4.3.8. Une collection unicellulaire est dite presque torique si :
— I est non simplifiable,
— deux sommets de type 2 ne sont pas adjacents dans I,
— on a un bon ordre local autour de sommets de types 1 et 2 adjacents.

Lemme 4.3.7. Soit I une collection non simplifiable, alors il existe une suite
I'y=1—1T14... — '), de chirurgies telle que I',, est presque torique.

Démonstration. Si I n’est pas presque torique, d’aprés le lemme 4.3.5 et le
lemme 4.3.6, il existe une suite de chirurgies 'y =1' — I'y — ... — ',
telle que T, est non simplifiable et telle que St < St, . Puisque le nombre de
courbes 1-simples est borné par g, ces suites se stabilisent a une collection
presque torique. ]

On améliore la configuration des sommets d’une collection presque to-
rique.

Lemme 4.3.8. Soient I' une collection presque torique, vy et vy deux som-
mets adjacents de types 1 et 2 respectivement; avec a = min{a,B, e, f,g}
(voir figure 4.12).

Si x :=min{b,d, e, f} est adjacent & un sommet de type 2, il existe alors
une suite de chirurgies de I a ', telle que I',, est presque torique et Sp < Sr,, .
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Démonstration. Si x := min{b,d, e, f} est adjacent au sommet v := (zytu)
qui est de type 2 (voir figure 4.16), alors un mot associé I" est donné par:

Wr = wiawsawsudw,Ty.

FIGURE 4.16

Puisque v est un sommet de type 2, on a x < u < t < §. Par conséquent
t € wyet € wy.
Les arétes a et x sont entrelacées et

W[‘/ = U}3UAZU2A§U)1XU}4X

est un mot associé a IV := 0,,(I'). Le sommet v € I est défini par le cycle
(Agytu) et on a A < § < u < t; ce qui implique que v a été muté en un
sommet de type 3. La collection I est donc simplifiable. D’ou I'existence
d’une suite qui augmente le nombre de composantes 1-simples. O

Définition 4.3.9. Une collection unicellulaire est dite torique si elle est
presque torique et si tout sommet de type 1 est adjacent a au plus deux
sommets de type 2.

Lemme 4.3.9. Soit I une collection presque torique. Il existe alors une suite
de chirurgies 'y =T — I'y — ... — T, telle que T',, est une collection
torique.

Démonstration. Supposons que v, sommet de type 1, est adjacent a 4 som-
mets de type 2 ou 3 sommets étant tous de type 2. On est alors dans les condi-
tions du lemme 4.3.8; il existe donc une suite 'y =1" — 17 — ... — T,
de chirurgies telle que St < Sr,. Puisque le nombre de courbes 1-simples
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est borné par g, quitte a rallonger la suite, on obtient I',, presque torique ol
tout sommet de type 1, adjacents & 3 sommets de type 2 est adjacent a un
quatriéme de type 1.

La configuration locale autour de tels sommets est donnée par la fi-
gure 4.17, avec € = min{d, &, f}. On associe le mot suivant a I',:

an = wW1awsq &wg dIU4d

Les arétes orientées a et d sont entrelacées et la chirurgie o, 4(I';,) diminue
le nombre de sommets adjacents & v (voir figure 4.17). Ainsi, en suivant ce
procédé, on obtient une collection torique aprés un nombre fini de chirurgies.

oy 1
d

r . I it
= g

So

\

<,
5

t

|
L. |
—

FIGURE 4.17

]

Lemme 4.3.10. Soit I' une collection torique sur ¥g11. Il existe une collec-
tion I de ¥, telle que a une chirurgie prés,

I'= (I",z)#Ir,

Démonstration. Montrons par ’absurde qu’il existe un sommet de type 2
adjacent a exactement un sommet de type 1.

Supposons que tout sommet de type 2 est adjacent & au moins deux
sommets de type 1. Notons N; le nombre de sommets de type i (i = 1,2)
et N2 le nombre de paires de sommets de type 1 et 2 adjacents.

Comme I' est une collection torique, un sommet de type 1 est adjacent
au plus a deux sommets de type 2. Par conséquent:

NLQ S 2N1

D’un autre codté, on a par hypothése que tout sommet de type 2 est
adjacent & au moins deux sommets de type 1; ce qui entraine:

2Ny < Nypo.
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En combinant ces deux inégalités, on obtient Ny < N; ce qui est absurde
puisqu’on a g sommets de type 2 et g — 1 sommets de type 1.

Il existe donc un sommet vy de type 2 adjacent a exactement un sommet
de type 1; soit v; ce sommet. Puisque les sommets de type 2 ne sont pas
deux a deux adjacents, vy est donc sur une courbe 1-simple.

Dans ce cas, soit v; est un point d’auto-intersection auquel cas on a di-
rectement la somme connexe avec ['r, soit vy n’est pas un point d’auto-
intersection. Il reste & montrer que si v; n’est pas un point d’auto-intersection,
on peut le transformer en un point d’auto-intersection par une chirurgie.

<P A
————— R e ;
yY iy

FIGURE 4.18 — Transformation d’'un point de type 1 en point d’auto-
intersection.

Puisque v; est de type 1, un mot associé a I' est donné par:
Wr = wzywo§zws ZtwytT;

ou vy est défini par le cycle (yztz) (figure 4.18).
Les arétes orientées y et Z sont entrelacées et I'y = 0, ;(I") a pour mot

er = ngth4f:Ew1xZw32.

Le sommet v; € I'y est défini par le cycle (YizZ) et Y <t <z < Z. Le
sommet v; reste donc de type 1. Par ailleurs, v; est transformé en un point
d’auto intersection.

Dou I = (I, z)#I 7. O

Les collections de la figure 4.19 sont des exemples de collections presque
toriques (a gauche) et non simplifiables sans courbe 1-simple (& droite). Ce
sont des exemples qui illustrent 1'utilité des lemmes énoncés ci-dessus.

Sur la collection de gauche, on a un sommet type 1 adjacent a 3 sommets
de type 2, d’ou le fait qu’elle n’est pas torique. Dans la collection de droite,
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@f)
7

(=)
w

FIGURE 4.19 — Une collection presque torique & gauche et une collection non
simplifiable sans courbe 1-simple a droite.

on a par exemple des sommets de type 2 (en rouge) qui sont deux a deux
adjacents ; d’ou 1'utilité du lemme 4.3.5.

La proposition suivante est le point de chute des lemmes 4.3.7 et 4.3.9.

Proposition 4.3.2. Soit I' une collection unicellulaire sur ¥,.,. Il existe
alors une collection unicellulaire I de X, et une suite de chirurgies de I' a I,

telle que I',, = (I, z)#I'r.

Démonstration. Soit I" une collection unicellulaire sur Xg;. Il existe alors
une suite de chirurgies I' — ... — T'; telle que I'; est non simplifiable.
D’aprés le lemme 4.3.7, il existe une suite I'y — ... — I'5 telle que I'y est
presque torique et d’aprés le lemme 4.3.9, il existe une suite de chirurgies
'y, — ... — T'5 telle que I'3 soit torique. Le lemme 4.3.10 entraine que
I's = (I, 2)#I'r avec I collection unicellulaire sur 3. O

Démonstration du théoréme 4.3.1. (Connexité de ]A(47g.) Soit I" une collection
unicellulaire de ;. D’aprées la Proposition 4.3.2, il existe un chemin dans K ,
de I' a (I, z)#I'r avec I une collection sur ¥, ;. Par conséquent, il existe
un chemin dans [AQ,g de I' a I'". Par induction sur g, on déduit un chemin de
I' A I'r. D’ou la connexité de f(4,g. O

Non hyperbolicité de f(47oo. Soit (X, d) un espace métrique totalement
géodésique, c’est-a-dire que tout couple de points est joignable par une géo-
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désique: une courbe qui minimise la distance.

Définition 4.3.10. Un triangle géodésique est la donnée d™un triplet (91, 72, 13)
de géodésiques n; : [0,1] — X telle que:

m(1) =n2(0);  n2(1) =n3(0); (1) = m(0).

Soient & un réel positif et T' := (11, 12,73) un triangle géodésique de X.
On dit que T est 0-fin si le d-voisinage de I'union de deux géodésiques de T
(I'ensemble des points de X distants d’au plus ¢ de la réunion) contient le
troisieme.

Un espace métrique (X, d) est dit hyperbolique au sens de Gromov s'il
existe 0 > 0 tel que tous les triangles de X sont d-fins.

Les espaces métriques hyperboliques (au sens de Gromov) ont été in-
troduit par Gromov. On pourra consulter [13] pour plus de details sur ces
espaces.

Un graphe fini est trivialement hyperbolique au sens de Gromov en pre-
nant 0 égale a son diameétre. Dans le contexte des courbes sur les surfaces,
on des exemples de graphes infinis hyperboliques comme le complexe des
courbes sur une surface de genre g [20].

On montre que IAQ,OO n’est pas hyperbolique en donnant un triangle qui
ne vérifie pas la propriété de finesse pour tout réel 6 donné.

On note par d la distance naturelle sur le graphe K4,oo. On a:

Lemme 4.3.11. Soit I'y et I'y deux collections unicellulaires, alors
1
d(I'y,I'y) > §|5F1 — Sp,l;

ot Sr, désigne le nombre de courbes 1-simples de T';.

Démonstration. La preuve du lemme vient du fait qu’une chirurgie ou une
somme connexe augmentent Sy d’au plus 2 et la diminue d’au plus 2. Donc,
pour aller de Ty a Ty, il faut faire au moins 1[Sr, — Sr,| pas dans Ky . [

Soient A := I't et Xy, la collection unicellulaire de X5, obtenue en collant
g copies de I't au g-collier Cy —les g copies étant collées chacune sur une
courbe 1-simple de C, (voir figure 4.20 pour g = 4). La collection X5, a
donc g courbes 1-simples.

Soit Yy, la collection unicellulaire de X9, obtenue en collant g — 1 copies
de I'r au collier Cy1; comme sur la figure 4.20.
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FIGURE 4.20 — La collection unicellulaire Xg & gauche et la collection Yy a
droite.

Lemme 4.3.12. Les collections Xy, et Y, sont a distance 2g de I'r et on a

S d(X297)/ég) S 29

N[

Démonstration. Puisque Xy, et Yy, sont dans le niveau 2¢g du graphe f(4,oo
et sont obtenues par somme connexe de 2¢g copies de I'r, alors on a bien

d(ng, F']l') = d(ng, FT) = 29

En coupant les g copies de I't de Xy, collées sur les courbes 1-simples et
en les recollant a €y convenablement de fagon a obtenir Y5,, on obtient un
chemin de longueur 2g, de Xy, a Y3, dans le graphe K4 o,. Par conséquent :

d(Xag, Yag) < 2g.

De plus, on a |Sx,, — Sy,,| = g, donc d( Xy, Yay) > g O

Soit T, un triangle géodésique formé par les points A, Xy, et Ys,. Les
points Xy, et Y, sont dans le méme niveau K o4, mais rien ne dit que la
géodésique les reliant reste dans ce niveau : les niveaux sont a fortiori pas
géodésiques dans [%'4,00. Néanmoins, le lemme 4.3.12 assure que la géodésique
(XogYa,) reliant Xy, & Y5, ne descend pas en dessous du niveau Ky 4, c’est-
a-dire

d(T'r, (XogYag)) 2 g.
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En effet, comme Xy, et Y5, sont dans le méme niveau, si la géodésique
(X94Ya,) descend en niveau k fois, elle doit remonter en niveau k fois ce qui
entraine que k < g.

Cette derniére inégalité est cruciale car elle permet de montrer que la
suite des triangles T5, n’est pas d-fine pour tout 4 fixé.

Démonstration de la Proposition 4.3.1. Soit Dy := (Xax, —) (respectivement
D;, := (Xok, —)) la demi-géodésique qui passe par tous les points X, (res-
pectivement Y5,,) pour m > k.

Comme d(Xy,, Yag) > g alors d(Dg, D;,) — +o0.

Pour k suffisamment grand, les d-voisinage V5(Dy) et V5(D)) sont disjoints.
Mieux,
d(Vs(Dy), Vs(Dy,)) — +oo

Par conséquent, pour ky suffisamment grand d(I'r, (Xug, Yar,)) > 2ko et
A(Vs(Dy,), V(D)) > L
La géodésique (Xyx,Yar,) n'est donc pas incluse dans V5(Dy,) U Vs(Dy, ).
Ce qui entraine que (X4, Yar, ) n’est pas incluse dans Vs(I'r X g, ) UVs(T'rYig, ).
D’ou la preuve que [A(4,oo n’est pas hyperbolique au sens de Gromov. [

4.3.2 Connexité du graphe de chirurgies Ky,

On montre maintenant la connexité du graphe K, ,. Commencons par le
lemme suivant qui montre que, modulo chirurgie, la somme connexe de I
avec I't ne dépend que de I’aréte choisie sur I' et non de son orientation.

Lemme 4.3.13. Soit une collection unicellulaire sur X, et x une aréte orien-
tée de T'. Alors, Il existe une chirurgie de (I, x)#I't a (T, z)#D'r.

Démonstration. Soit Wr = wizw.Z un mot de I' et on pose Iy = (0, 2)#r
et I'y := (I',z)#r. On rappelle que W = abab est un mot associé a I'r.
D’aprés le lemme 4.3.1,

Wpl == Ilwlfll’gwgi’galbalagbag

et
WF2 = xlwgflxgwlfgalbalagb@

sont des mots associés a I'y et I'y, respectivement.
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Dans Wr,, x; et x5 sont entrelacées et IV := o, ,,(I'1) est une collection
unicellulaire ayant pour mot:

WF/ = ZL’1’LU2£Z‘1$2@U1fgCL1bd1CL2bEL2.
LN
On a donc W = Wr,, d'ott 'y = 04, 4, (I'1). O

Définition 4.3.11. On appelle g-collier la classe d’homéomorphisme de la
collection unicellulaire de X, noté C,, composée de g courbes 1-simples et
d’une courbe 7 avec g — 1 points d’auto-intersections spiralant autour des
courbes 1-simples (Voir figure 4.21 pour le 5-collier).

T
e

FIGURE 4.21 — Le 5-collier Cs.

Remarque 4.3.2. Les points d’intersections entre courbes 1-simples et 7
sont des points de type 2; les autres étant des points de type 1. llya g —1
sommets de type 2 qui sont adjacents a exactement un sommet de type 1 et
un sommet spécial de type 2 qui est adjacent & deux sommets type 1 (sauf
dans les cas g = 1 et 2).

Démonstration du théoreme 4.2.1 (la connexité): La preuve se fait par in-
duction sur g. Supposons que Ky , est connexe. Soit I' une collection unicellu-
laire sur Xy ;. D’apres la proposition 4.3.2, il existe un chemin de chirurgies
deT"aT,oul, =" z)#Ir.

Puisqu’on a supposé K, 4 connexe, il existe une suite de chirurgies I —
.. = I =C, de I'" au g-collier C,,. Cette suite se reléve en une suite

FO = (F,7JZ)#F']1‘ —_— . — (C’g,xn)#FT.

En effet, si z est une aréte orientée de I, alors x se casse en deux morceaux
x1 et x9 dans (I, x)#'r. Une chirurgie o, ,(I') (respectivement o, ,(I") avec
z # x et z # T) se reléve en o, ,(I") (respectivement o, ,(I7)).
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D’apres le lemme 4.3.13, a chirurgie prés, la somme connexe de I'r avec C
ne dépend que des arétes et non de leurs orientations. Il vient donc que trois
situations de somme connexe sont possibles selon que:

— x, est une aréte orientée connectant deux sommets de type 1, ou un

sommet de type 1 et le sommet spécial de type 2;
— x, est une aréte orientée allant d’'un sommet de type 1 a un sommet
de type 2;

— x, est une courbe 1-simple orientée.

La premiére situation conduit directement au (g+1)-collier. Pour les deux
autres situations, il existe une suite de chirurgies menant au (g + 1)-collier.
On donne cette suite pour le cas g = 5 (voir figure 4.22) ; les autres g suivent
la méme logique.

Comme Ky est connexe (graphe réduit a un point), alors on a par in-
duction la connexité de Ky 4.

FIGURE 4.22 — Suite de chirurgies menant au collier pour g = 4. La premiére ligne
va de (Cy, z)#I'T ot x est une courbe 1-simple orientée, & (Cy, y)#' ol y est une
aréte orientée allant d’un point de type 1 & un point de type 2. La second ligne
va de (Cy,y)#I'T & Cs. Les arcs en rouges sont les arcs le long desquels on fait les
chirurgies.

]

Lemme 4.3.14. Soit kr le nombre de composantes d’une collection unicel-
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lulaire I sur X, ; alors kr < 2g.

Démonstration. Soit I' une collection unicellulaire sur 3, et I une collection
non simplifiable obtenue par simplification sur I'. On a donc kr < kp et I
n’a que des points de type 1 et de type 2.

Puisqu’un point d’intersection de type 1, entre deux composantes dif-
férentes d’une collection non simplifiable, peut étre transformé en un point
d’auto-intersection par une chirurgie (et vice-versa; voir figure 4.18), on peut
prendre les g—1 points de type 1 de I” comme des points d’intersections entre
des composantes différentes.

La collection I" est donc formée de courbes 1-simples (au plus g) et de
composantes qui s’intersectent en des points de type 1 (au plus g dans le cas
ou deux composantes s’intersectent au plus une fois en un point de type 1),
ce qui entraine que kp» < 2g. D’oul

kr < 2g
O

Le nombre de composantes d’une collection unicellulaire sur Y, est donc
compris entre 1 et 2g. Dans [23], les auteurs montrent un résultat pareil sur
la taille des systemes remplissants minimauz: les collections unicellulaires
formées que de courbes simples. Ils montrent que leurs tailles sont majorées
par 2g et que pour tout 2 < s < 2g, il existe un systéme remplissant minimal
de taille s sur ¥, ; sauf pour g =2 et s = 2.

Si I' est une collection unicellulaire sur ¥, telle que kp = 1, alors I :=
(I', )#I'r est une collection unicellulaire sur ¥ 1 avec 2 composantes, l'une
étant une courbe 1-simple. En faisant une chirurgie entre une aréte orientée
sur la courbe l-simple de I't et une autre de IV, on obtient une collection
unicellulaire avec une seule composante. Comme Y, admet une collection
unicellulaire avec une composante, il vient donc qu’il existe des collections
unicellulaires sur >, formées d'une seule courbe pour tout g > 2.

Ainsi, on montre que les collections unicellulaires sur ¥, prennent toutes
les tailles de 1 a 2g.

Démonstration du théoréme 4.2.1; le diamétre. Soit d, := max{d(",C,)} la
distance maximale au collier. D’aprés le théoréme 4.3.1, si I' est une col-
lection unicellulaire, il existe une suite s, de chirurgies de I' a I',, avec
[, = (I", 2)#'r. Dans cette suite, on a trois types d’étapes:

68



4.3. GRAPHE DE CHIRURGIES SUR LES COLLECTIONS UNICELLULAIRES

— faire une simplification apparente sur un sommet de type 3. Soit m

nombre de simplifications apparentes ;

— faire une simplification forcée, c¢’est-a-dire une simplification qui appa-

rait a la suite d'une chirurgie convenable comme dans le lemme 4.3.5.
Soit n leur nombre ;

— faire une chirurgie de sorte & diminuer le nombre de voisins d’un som-

met de type 1 comme sur la figure 4.17. Soit k leur nombre.

Il s’ensuit que la longueur [(s,) de la suite (s,) est égale & m + 2n + k;
avec m+n < get k < g—1 (puisquon a g — 1 sommets de type 1 et la
derniére étape consiste & diminuer leur nombre de sommets adjacents.)

Le maximum est atteint quand toute simplification est précédée dune
chirurgie adéquate, ce qui implique que m = 0 et n = g. On a alors

l(sn) S 3g - L

Puisque I',, = (I, x)#I'r, alors I' est au plus & distance 3g — 1+ d,_; de
(Cy—1,y)#I'1. On a donc

d(I',Cy) <39+ 3 +dy_1,
car (Cy_1,y)#'r est au plus a distance 4 du collier (Voir figure 4.22). D’o1,
dyg <39+ 3+ dg_1;
et par induction sur g on obtient:

D, < 2d, < 3¢°+9g — 12.
La borne inférieure pour le diamétre vient du fait qu'une chirurgie sur
une collection unicellulaire I' fait varier le nombre de courbes kr de I' au
maximum de 2. Si I'; et I'y sont deux collections unicellulaires alors

1
d(F1>F2> > 5’]{;1“1 - kF2|‘

En prenant une collection I'; avec 2g courbes et un autre I'; formée d’une
seule courbe, on obtient

1
D, >d(I'y,T'y) > g— Y et donc D, > g.
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4.4 Graphe de chirurgies sur les cartes cubiques
unicellulaires

Soit G := (E,V) un graphe cubique unicellulaire sur ¥,. On a alors:
V|=49g—2, |FE|=6¢g—3.

Parmi les cartes unicellulaires dont tous les sommets sont de degré supé-
rieur ou égal & 3, les cartes cubiques unicellulaires sont celles qui ont le plus
d’arétes: on dit qu’elles sont dominantes. En effet, partant d’une carte uni-
cellulaire ot les sommets sont de degré supérieur ou égal a 3, et en éclatant
successivement les sommets de degré strictement plus grand que 3, on ob-
tient une carte cubique unicellulaire avec naturellement un nombre supérieur
d’arétes.

On utilise en outre 'éclatement des sommets (voir figure 4.23) afin relier
les cartes cubiques unicellulaires aux collections unicellulaires.

Soit I' une collection unicellulaire et v un sommet de I'; il y a deux fagons
d’éclater le sommet v (voir figure 4.23) et on obtient une carte unicellulaire
aprés un choix d’éclatement de tous les sommets de I'. La question naturelle
est de se demander si toutes les cartes cubiques unicellulaires sont obtenues
par éclatement des sommets de collections unicellulaires.

.
T

FIGURE 4.23 — Deux différentes fagons d’éclater un sommet de degré 4.

Définition 4.4.1. Soit G := (V, F)) un graphe connexe quelconque. Un cou-
plage parfait de G est un sous-ensemble C' d’arétes de G tel que les arétes de
C n’ont pas de sommet en commun et tel que tout sommet de G appartient
a une aréte de C.

Une aréte e de G est un pont (ou isthme) si G — e a deux composantes
connexes.
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On a:

Théoréme 4.4.1 (Petersen [24]|). Un graphe cubique ayant au plus deux
ponts admet un couplage parfait.

Le théoréme 4.4.1 donne une condition suffisante pour qu'un graphe cu-
bique admet un couplage parfait. Par ailleurs, il existe des cartes cubiques
unicellulaires sans couplage parfait (voir figure 4.24).

Définition 4.4.2. Une collection unicellulaire virtuelle est la donnée d’un
couple (G,%) ot G est un graphe cubique unicellulaire et ¥ un couplage
parfait de G.

L’appellation collection unicellulaire virtuelle est inspirée par le fait que
partant d’un couplage parfait € sur une carte cubique unicellulaire G, on ob-
tient une collection unicellulaire en contractant (opération inverse de 1'écla-
tement) les arétes de €. Par abus, on notera G une collection unicellulaire
virtuelle sans préciser le couplage parfait.

Sur la figure 4.24, on a 'exemple d’un 7-collier virtuel. On le note C'V7,
et CVj en tout genre.

FIGURE 4.24 — Un graphe cubique sans couplage parfait & gauche et le 7-
collier virtuel & droite; les arétes rouges formant le couplage parfait.

Lemme 4.4.1. Soit G un graphe cubique unicellulaire n’admettant pas de
couplage parfait. 1l existe une suite de chirurgies Gy = G — ... — G, telle
que G,, admet un couplage parfait.
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Démonstration. Soient k le nombre de ponts de G et e un pont de G :
G —e=Gi(e) UGye).

On peut supposer par "innermost" que la composante G(e) n’a pas de pont.
Soit e; (respectivement es) I'une des arétes de G (e) (respectivement Gs(e))
qui partage un sommet avec e.

Puisque e est pont, I'une des orientations de e; —notons-la z— est en-
trelacée a I'une des orientations de e; —mnotons-la y.

L’aréte e n’est plus un pont dans G; := 0,,(G) puisque la chirurgie
produit une nouvelle aréte autre que e a extrémités dans Gi(e) et Gy(e)
(voir figure 4.25).

FIGURE 4.25 — "Destruction" d’un pont par une chirurgie.

Le nombre de ponts de G; est donc égal a k£ — 1. De proche en proche,
en répétant le procédé ci-dessus, on obtient un graphe cubique unicellulaire
sans pont. Le résultat vient alors du théoréme 4.4.1. O

Comme conséquence de la connexité du graphe de chirurgies pour les
collections unicellulaires, on a:

Lemme 4.4.2. Soit G une collection unicellulaire virtuelle sur 3, ; il existe
alors une suite de chirurgies de G au g-collier virtuel CV,.

Démonstration. Fixons un couplage parfait € sur GG. En oubliant les arétes de
G dans €, peut voir (G, %) comme une collection unicellulaire. Puisque que
Ky 4 est connexe, il existe une suite (Go, %) = (G,6) — ... — (G, 6,)
de chirurgies ne touchant pas les arétes des couplages telle qu’en écrasant les
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FIGURE 4.26 — Deux fagons d’éclater un point de type 2 et de type 1.

arétes de ¢, dans Gy, on obtient le collier Cy. Par conséquent, G, differe
de CV, de la fagon dont on éclate les sommets de type 1 et 2 de Cj.

La figure 4.26 montre que les deux fagons d’éclater un point de type 2
d’un collier sont équivalentes; le mot autour de I’éclatement d’un point de
type 2 étant witrytwy 2Tz,

Dans le cas de I’éclatement d’un point de type 1, la chirurgie de = a y
(figure 4.26) relie les deux fagons d’éclater un point de type 1. Ce qui achéve
la preuve. O

On est maintenant en mesure de prouver la connexité de K3, pour tout
g =1

Démonstration du théoreme 4.2.2. Soit GG une carte cubique unicellulaire.
D’aprés le lemme 4.4.1, il existe une suite de chirurgies Gy = G — .. — G,
telle que G, est une collection unicellulaire virtuelle. D’apreés le lemme 4.4.2
il existe une suite de chirurgies de G,, & C'V,; d’ou la connexité de K3, [
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Conclusion

On a vu que la preuve de la non-réalisabilité des éléments de Pg nous a
conduit a la détermination des collections unicellulaires.

Ces exemples de polytopes non-réalisables laissent entendre que outre la
condition de parité que doit vérifier les sommets d'un polytope réalisable, il
existe d’autres conditions pour g > 2.

Si P C [—1,1]%9 est réalisable et si P est minimal (dans le sens ou le
nombre de sommets de P est minimal parmi les polytopes d’'intérieur non
vide), alors la collection réalisant P est unicellulaire. Ceci illustre bien le lien
entre la combinatoire des polytopes et la topologie des collections qui les
réalisent.

La connexité du graphe de chirurgies des collections unicellulaires K,
(respectivement les cartes cubiques unicellulaires K3 ,) produit une famille
de graphes. On pourrait se demander si ces familles de graphes sont des
expanseurs.

Un autre graphe auquel on pourrait s’intéresser est le graphe de chirurgies
sur les collections unicellulaires; en regardant cette fois-ci les collections &
isotopie pres.
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Annexe A

Unicellular collections on 29

Here, we give the initial proof in [28| of the fact that there are four
unicellular maps in Yy with dual unit ball in [—1,1]2.

Partial configuration. We consider a collection of closed (non oriented)
curves I' = {71, .....7, } in ¥y whose complement is one disk.

In what follows aq, 81, s and (B, are the oriented simple closed curves,
that canonically represent the generators of the first homology group (see
Figure A.1). Let 7 := oy 8107 ' ;! be the curve depicted in red and A, be a
tubular neighborhood of 7.

FIGURE A.1 — Canonical symplectic basis.

The following lemma gives a canonical partial configuration for unicellular
collections.

Lemme A.0.1. If ' is a unicellular collection on 9 with dual unit ball in
the cube [—1,1]%, then there exists a homeomorphism 1 of ¥9 such that

i(oi, (1)) =i(Bi,v() = 1;i = 1,2.
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Hence, up to homeomorphism and outside A,, I' looks like Figure A.2.

FIGURE A.2 — Partial configuration of the collection 1 (I") ; with labelled arcs.

Proof. Since T is unicellular with dual unit ball in [—1,1]* then
NF(CLZ') = Np(bz) =1

where a;, b; is the symplectic basis of H;(X,, R).
Now, as Nr(a;) = Nr(b;) = 1, there is an oriented simple closed curve «
such that
i, ) =1; [a] =a.

Up to homeomorphism , we can take a = a;.
Now, let 8 be the ['-minimizing simple curve in the homology class of by,
then

ia(a, ) =1; (I, 8) = L.

Therefore, one can make a "surgery" on ( along « (see Figure A.3) to get
a new curve ' such that §’ is a simple I'-minimizing curve in the same
homology class with § and such that

Up to homeomorphism , we can take 5’ = ;.
If o and § are I'-minimizing in the homology classes of ay and S respec-
tively, we have

ia(a, 01 U B) = ia(B,01 U B1) = 0.
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Again, by performing surgery on « and 3, we get o/ and ' such that
i,y UBy) =i(f,a10UB) =0; i(d,p)=1.

Then, up to homeomorphism o = a5 and ' = (.
This prove that up to homeomorphism , (a1, 51, ag, f2) are ¥(I')-minimizing.
O

I

FIGURE A.3 — Surgery along the vertical curve.

Remarque A.0.1. Lemma A.0.1 remains true on a genus g surface and the
proof is the same.

Lemma A.0.1 implies that, up to homeomorphism, a unicellular collec-
tion with dual unit ball in the cube [—1,1]* is obtained by connecting the
extremities of the partial configuration by arcs in the annulus A,. Moreover,
the self-intersection number of I' is determined by the intersection between
those arcs we used to complete the partial configuration.

Let aq, b1, as and by be the four oriented arcs in the partial configuration
(see Figure A.2). A closed curve from the partial configuration will be labelled
by the arcs being used and the number of twists we make around n when we
walk along that curve. For instance, a;n%b; by is the closed curve depicted
on Figure A.4.

As we are dealing with non oriented curves, the labeling of curves is
defined up to cyclic permutation and reversing. For example, a;n?b; 'by and
a; by byn~? are labels of the same curve.
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g
" B
FIGURE A.4 — The curve a;n%b; 'by

Intersection of arcs in an annulus. As we said above, the geometric
intersection of a unicellular collection is completely determined by the in-
tersection of arcs in an annulus. Here, the intersection number is computed
over the homotopy class of arcs with fixed end points. Now, let A be a simple
oriented arc joining the two boundaries of A. Cutting along A\, we obtain a
rectangle with two opposite sides identified. Let X and Y be two points in
the boundary components of A. An oriented arc from X to Y will be denoted

— —
by XY, where p € Z is the algebraic intersection between XY, and A.

Ui

FIGURE A.5 — End-points in annulus.

Let A, B,C and D four points in the boundaries of A as in Figure A.5.

Lemme A.0.2. The following formulas give the intersection between two
oriented arcs in A:

— i(AB,,CD,) = i(BA,, DCy) = |p — q|
= — L -

- Z(AHBP,DHC(]) = i( %Apac; q) =Ip+d|

— i(A_%)p, C_>Bq) =i(DA,, BCy) = |p—q—1|

— i(AD,, BCy) = |p+q—1]

— i(DA,,CB,y) = [q+p+1]

78



Proof. Up to the Dehn twist 7,77 on the configuration of the arcs, one can
assume that ¢ is equal to 0 in all cases, that is one the arc is untwisted.
Therefore, we have:

— — — —
i(ABmCDq) = i(ABp’>CD) = ’p/’7
with
— —
ABy = r79(AB,).

Moreover, p’ = p — q. Hence, we obtain the result.
Again, for the second formula, we have:
— — — —
i(AB,, DCy) = i(ABy,CD) = ’p/|

and p’ = p + ¢. The difference between the first two cases show how crucial
is the orientation for the computing of intersection.

We cover the third case, as the others are handle in a similar way.
We still have that

and

P=p-q
The appearance of —1 in this case comes from the cross configuration of the
extremities. O

List of unicellular collections with dual unit ball in the cube [—1,1]%.
Now, we are able to determine all unicellular collections whose dual unit ball
is a sub polytope of the cube [—1,1]*. Before that, we define some homeo-
morphisms which will be useful for the proof.

If v is an oriented simple closed curve on X,, we recall that 7, is the
right-handed Dehn twist along ~.

Let R; (respectively Rs) be the rotation of angle 7 along the axis D
(respectively the horizontal axis) as depicted in Figure A.6. The homeomor-
phism R; (respectively Rs) is an involution and it maps a; to ag, f; to (s
and 7 to n~! (respectively a; to a; ', 3; to 3; ! and 7 to n).

We recall that a; and (; can be interchanged by a homeomorphism . More
precisely, there is a homeomorphism sending «; to 3; and §; to a; *. This fact

79



FIGURE A.6 — Rotations R; and R,

implies that in the writing of the label of the curves, a; can be replaced by
b; and b; by a; ' ; we call this operation interchanging.

Définition A.0.1. Let I' be a collection of closed curves on ¥,. A cycle ~
in I' (I" seen as graph on ) is separating if ¥y —  has more than one
component.

The following lemma gives a necessary condition for a collection to be
unicellular.

Lemme A.0.3. If I' is a unicellular collection, then I' does not contain a
separating cycle.

Proof. Assume that I' contain a separating cycle v, then ¥y — 7 has at least
two connected components. We have in this case more than one disc in the
complement. So if I' is unicellular, it does not contain a separating cycle. [J

Proposition A.0.1 (Orbits of unicellular collections). If I' is a unicellular
collection on Y5 with dual unit ball in the cube [—1,1]*, then ' has at most
three closed curves. Moreover, up to homeomorphism ,
— if " is made of three closed curves, then T' = {a1, ag, biby '}
— if ' is made of two closed curves, then I' = {aja; ", bibon} or
I'= {al, blbg’l']ag}
— if I" is made by one closed curve, then I' = {aia; ‘b, byn}

Proof. If T" is unicellular, then (I, T") = 3.
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Now, if T" has at least four closed curves, then the arcs a;, b;(i = 1,2)
belong to four different closed curves a;n”i, 5;n% ; otherwise I' would contain
a separating cycle. Therefore, i(I",n) = 0 which is absurd as I is filling. So,
if I' is unicellular |I'| < 3.

Case 1. If |I'| = 3, then two arcs of the partial configuration belong to the
same closed curve and the other two belong to two different closed curves.
Moreover, as ' is filling, the two arcs containing in the same closed curve
are in different handles. As one can interchange a; and b;, we can assume
that the curve containing two arcs is 7 := by7?b, 'n?; the other curves being
a1n” and ayn®. Since I' is unicellular, it does not contain a separating cycle
that is r = s = 0, and up to a Dehn twist along 7, one can take p=0 that
is 7 = byby 'n. The fact that i(T',T') = 3 implies that

i(v,7) =1

By Lemma A.0.2 i(v,v) = |¢+ 1| = 1; it implies that ¢ = 0 or ¢ = —2 and
one checks that T'y = {ay,as,a1a;,'} and 'y = {a1, as, biby 'n~2} are in the
same orbit under the mapping class group action.

=!
FIGURE A.7 — unicellular collection with three curves

Case 2. If |I'| = 2, then one of the curves of I' is simple. Otherwise if the
two curves are not simple, one can smooth intersection points of one of the
curves in I' —let g; be that curve— such that each smoothing separates g;
in to two components. we obtain at least two simple curves A;, j = 1,..,n.
The curves \;, as they are all parallels to g;, intersect g,. Then

i1, T) > i(g1, g1) +i(g2, 92) + Zi()\j792) >3

J

which is absurd since I' is unicellular. Therefore, one of the two curves is
simple, say g;. Moreover, we know from [2]| that X5 does not admit a filling
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pairs (i.e a one faced-collection making of two simple closed curves), so the
other one is non simple.

Up to homeomorphism (interchanging and rotations), one can assume
that a; is contained in ¢;.

Case 2.1. If g; does not contain another arc, then

g2 = b1bz77p a*
with e = £1. In this case,

(0, T) =i(g1, 92) + (92, 92);  i(g1,002) = 1.

Its implies that i(gs, go) = 2. The solution of this equation is p = 1
and € = 1.
So

I' = {al, blb277a2}

which indeed is a unicellular collection unicellular(see Figure A.8).

Case 2.2. If ¢; contains an arc other than a; , that arc cannot be in
the same handle as a; (otherwise, the filling condition would fail). Up to
interchanging, one can suppose that

g1 = anPay'n?

and again by applying a Dehn twist around 7, one can take g, = aja; " and
g2 = bnPbin? with ¢ = £1. Moreover,

i(I,T) = i(g1, 92) + (g2, g2).

We have i(a; U ag, 51 U B2) = i(g1, 92) mod 2 since ag U ap (respectively
f1 U Bs) is homologous to g; (respectively go). It implies that i(gq,g2) = 2
and, i(gl)92> =1

Case 2.2.1. If ¢ = —1, by applying the formulas of Lemma A.0.2, we
have:

i(92,92) = lp+a+1], i(g91,92) = |p| + gl + g+ 1|+ |p+ 1]

The solution of the equations i(gs,g2) = 1 and (g1, g92) = 2 are {p =
0,¢g =0} and {p = —1,¢ = —1}. The two collections obtained are not filling ;
one can checks that i(b1be, ') = 0.
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Case 2.2.2. If ¢ = 1, then i(g2, g2) = |p—¢| and i(g1, g2) = 2(|p|+|q|). The
solution of the equations i(gs, g2) = 1 and (g1, g2) = 2 are {p = 0,q¢ = £1}
and {p = +1,q = 0}.

We check that T'y = {aja; ', byn™'hy} and Ty = {ayay', bibyn™'} are uni-
cellular (here, T'; is a union of two collection according on whether the power
of pis 1 or —1 ). The rotation R; maps elements I'; to elements of I'y. Finally,
the collection {ajay?, bibyn} is the mirror image of {ajas, bibon™'}.

Hence, up to homeomorphism , we have two unicellular collections with
two curves (see Figure A.8) namely

Iy = {aiay', biban}, T = {a1,bibanas}.

% > <> >
FIGURE A.8 — unicellular collections with two curves

Case 3. If T has only one curve g, then up to homeomorphism (inter-

changeability and rotations) g = aja; 'nPb5 nib5*n" or g = a1nPbia; ‘nibsin’;

where ¢; = £1.

If g = aynPbS a; 'n7b3*n", we check that T is either not filling, either filling
with more than one disk in its complement.

For g(e1,€2) = aray 'nPbS' nb5?n", Ry sends g(e1,e2) to g(—e1, —&3).
If we start with g = aja; 'nPb; 'n%byn” and we change a; to b; by a homeo-
morphism (that homeomorphism will map b; to a; '), g gets mapped to
g = biay 'nPainiban’.
Now, if we reverse the orientation of ¢' starting at a;, we have

g = ai'nPasby by 'Y, Ra(g') = arnPay "bin"ban’.
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Finally, 7,-» 0 Ra(g') = aray 'nPbinbyn’.
Hence, up to homeomorphism , one can look at the case where

&1 = 1, E9 = —1.

FIGURE A.9 — unicellular collection made of one curve

In this case we have
i(0,T) = pl + gl + || +lp+q+ 1 +|p—7r|+ g+ 7 +1].
The equation i(I',I') = 3 has two solutions
{(p=0,¢=0,r=—-1}, {p=-1,¢=0,r =0}

The collections I'y = {aja; 'b1b; 'n~1} and Ty = {aja; 'n~tb1by} are unicellu-
lar. Moreover R;(I'y) = I'y. Therefore, up to homeomorphism , we have one
unicellular collection with one curve (See Figure A.9), namely

I' = {aia; b0, n}.
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Résumé

Cette these se place a l'interface entre la topologie et la combinatoire.
On s’intéresse dans un premier temps au probléme de réalisation des boules
unités duales des normes d’intersections sur les surfaces orientables. On établi
aussi un lien entre les normes d’intersections et la norme de Thurston sur les
3-variétés.

Par ailleurs, on montre 'existence d’'un graphe dit de chirurgie sur 1’en-
semble des cartes unicellulaires sur une surface fermée orientable. Dans le cas
des collections unicellulaires et de cartes cubiques unicellulaires, les graphes
de chirurgies se trouvent étre connexes.

Mots clés: Norme entiere, carte unicellulaire, chirurgie, graphe, norme
d’intersection, norme de Thurston.

Abstract

FROM TOPOLOGY OF CURVES ON SURFACES TO
UNICELLULAR MAPS.

This thesis stay in between topology and combinatory. Our first concer-
ned is the problem of realization of dual unit ball of intersection norms on
orientable surfaces. We also establish a certain relation between intersection
norms and Thurston norms on 3-manifolds.

On the other part, we show the existence of graph structure on unicellular
maps on orientable surfaces coming from a surgery operation on unicellular
maps : a surgery graph. It happens that surgery graph on unicellular collec-
tions and cubic unicellular maps is connected.

Key words: Integer norm, unicellular map, surgery, graph, intersection
norm, Thurston norm.



